
HAL Id: tel-00471995
https://theses.hal.science/tel-00471995v2
Submitted on 22 Apr 2010 (v2), last revised 10 Aug 2010 (v3)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Théorisation des phénomènes d’enseignement des
mathématiques. Thèse et Annexes

Guy P. Brousseau

To cite this version:
Guy P. Brousseau. Théorisation des phénomènes d’enseignement des mathématiques. Thèse et
Annexes. Mathématiques [math]. Université Sciences et Technologies - Bordeaux I, 1986. �tel-
00471995v2�

https://theses.hal.science/tel-00471995v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


 

1-Remerciemens et table des matières.doc - 4 - — 1986  —  Créé  l e  07 /0 3 /201 0  3 :03   

N °  d'ordre : 894 

T H È S E  
PRÉSENTÉE A 

L ' U N I V E R S I T É  DE BORDEAUX I 

POUR OBTENIR LE GRADE DE 
DOCTEUR d'ÉTAT ES SCIENCES 

PAR 

Guy BROUSSEAU 

THÉORISATION DES PHÉNOMÈNES 
D'ENSEIGNEMENT DES MATHÉMATIQUES 

Soutenue le 2 décembre 1986 devant la Commission d'examen : 

MM.  P .  DAMEY,  Professeur ..............................................................................................................Prés ide nt  

J .  COL MEZ,  Professeur honoraire .................................................................................................................... 

J .  ESTERLE,  Professeur ....................................................................................................................................... 

J .  DHOMBRES,  Professeur à l'Université de Nantes ................................................. Exami nateurs  

B .  MAL GR ANGE,  Correspondant de l'Académie des sciences ............................................................ 

G.  VER GNAUD,  Directeur de recherche au C.N.R.S ................................................................................ 



 

Je remercie le jury de cette thèse : 

Bernard MALGRANGE a distrait de ses recherches en 

mathématiques un temps précieux pour regarder fonctionner le séminaire 

de didactique. Ses indications m'ont permis d'éclaircir mes idées et 

d'améliorer les textes que je préparais, sa caution m'a donné le courage 

de les présenter. 

 

Gérard VERGNAUD s'est intéressé depuis des années à ce 

travail. Il m'a convaincu des liens qui unissent fondamentalement la 

psychologie cognitive et la didactique. Sa solidité, ses conseils, ses 

analyses, son exemple, ses critiques, ses encouragements aussi, ont été 

pour moi, un soutien incomparable. 

Je suis redevable à Pierre DAMEY qui m'a permis de bénéficier 

de la chaleur et des moyens de l'IREM de Bordeaux, à Jean ESTERLE qui a 

accepté de rapporter pour l'Université de Bordeaux-I, et à Jean 

DHOMBRES qui, en acceptant de participer à ce jury, consent à souligner 

les apports de l'épistémologie et de l'histoire des mathématiques è la 

didactique. 

Je n'aurais pu entreprendre ni poursuivre de prendre 

l'enseignement des mathématiques comme champ d'études scientifiques 

sans quelques rencontres que j'évoque avec émotion. 

 

Depuis 1960, Lucienne FELIX m'a encouragé et prodigué son 

appui, son aide, ses conseils et son affection. Aux moments les plus 

difficiles sa confiance m'a permis de persévérer. 

Instituteur, j'ai été passionné par ses livres, apprenti en mathématiques, 

j'ai été fasciné par ses aperçus pénétrants et par le contact direct qu'elle 

établit avec les plus grands. 

1



 

Observateur de l'enseignement, je suis constamment provoqué par 

l'originalité et la sagacité de ses remarques. 
 

Je ne saurais dire à quel point la confiance que m'a témoigné 

A. LICHNEROWICZ a été décisive pour moi, ni combien l'attention qu'il a 

bien voulu prêter à mes premières tentatives m'a été précieuse. 

 

René LABORDERIE m'a fortement épaulé à un moment crucial. 

 

Jean COLMEZ m'a recruté et m'a guidé pendant de nombreuses 

années. Parmi tant de leçons que j'ai reçues de lui, une des plus 

importantes est celle de son courage, de son audace et de sa ténacité 

pour obtenir les moyens dont nous avons eu besoin : l'IREM, le contrat de 

l'école Michelet, le 3ème cycle... mais la plus précieuse est celle de la 

solidité et de la chaleur qu'il apporte dans ses amitiés. 

 

Je veux remercier ensuite ceux qui ont pris part directement 

au travail de rédaction : Nadine BROUSSEAU pour l'annexe sur les 

décimaux et Jacques PERES pour deux passages du Chapitre la. 

 

Régis GRAS s'est intéressé à mon analyse de l'espace 

explicatif et Harassons RATSIMBA-RAJOHN a collaboré aux analyses 

factorielles que j'évoque. 

 

Merci à tous ceux qui ont participé à la réalisation matérielle 

de l'ouvrage, à Françoise DEL MORAL et à Nicole BERGERIE qui ont 

accepté d'assurer la frappe dans des conditions très difficiles, à Michèle 

DEMIS et au personnel de l'imprimerie de l' I. R. E. M. de Bordeaux. 

II



 

Cette thèse reflète un travail accompli avec l'aide d'un grand 

nombre de personnes que je veux associer dans ma gratitude. 

 

En premier lieu, tous les maîtres, qui depuis 1972 ont 

enseigné à l'école Jules Michelet de Talcrce. ll n'était pas facile d'accepter 

les contraintes liées aux recherches et en particulier le regard qui était 

porté sur leur travail. Sans leur dévouement aux élèves et au projet 

commun, sans leur compétence et leur honnêteté professionnelles et sans 

leur amicale collaboration, rien n'aurait été possible. Tous méritent ma 

gratitude, chacun pour une contribution spécifique et personnelle et 

particulièrement la directrice de l'école maternelle et le directeur de 

l'école élémentaire, pour leur vigilance et leur engagement. 

 

Je veux aussi remercier ceux des administrateurs qui ont eu à 

connaître le projet et qui l'ont soutenu en prenant des risques, 

simplement pour remplir leur mission. Il y en a eu plus qu'on ne pourrait 

le croire et à des niveaux très différents. Tous les inspecteurs de 

l'éducation qui se sont succédés dans la circonscription, et qui ont eu à 

s'accommoder d'une singularité aussi gênante et délicate, ont su trouver 

des solutions pour l'aider à survivre. Je 

soupçonne leurs difficultés et ma gratitude en est d'autant plus grande. 

Mes travaux du Groupe des 16 de l'IREM, pilier des 

recherches et des actions au niveau élémentaire, composé des 

Professeurs d'Écoles Normales de la région, ont été une source 

permanente de questions et de défis. Que tous soient sûrs de mon 

attachement à leur aventure, leur apport est visible dans la 

bibliographie. 

Mes collaborateurs du 3ième Cycle ont tous fortement 

marqué mon travail et leurs enseignements m'ont été très utiles. 

 

Dans un domaine aussi peu prometteur pour une carrière que 

la didactique des mathématiques, un étudiant ne peut qu'avoir une forte 

personnalité, un solide enthousiasme et souvent une expérience déjà 

riche. J'en ai bénéficié et on trouvera dans ces pages les traces de nos 

travaux communs. 

III



 

 

Ma reconnaissance s'étend à toute la communauté des 
didacticiens, aussi bien à ceux que j'ai malmenés qu'aux autres. Sans 
leurs travaux, sans leur opiniâtre désir de comprendre et d'explorer les 
phénomènes d'enseignement, ces prolégomènes seraient de bien peu 
d'intérêt. Dans ce domaine je ne peux pas taire l'importance des 
longues discussions durant tant d'années avec Yves CHEVALLARD et 
André ROUCHIER mais comment arrêter la liste avant Nicolas 
BALACHEFF, Alain MERCIER, Régine DOUADY et tous ceux qui me 
sont proches et avant Georges GLAESER qui s'est consacré à la 
didactique et qui m'a fait l 'amitié de critiquer méticuleusement certains 
textes. 

IV



 

 

S O M M A I R E 
-o0o- 

 
INTRODUCTION .................................................................................................. P. 1 

Bibliographie de l'introduction ...............................................................30, 

CHAPITRE I : PROBLÈMES DÉ DIDACTIQUE CENTRÉS SUR UNE 
NOTION MATHÉMATIQUE : L'ENSEIGNEMENT DES DÉCIMAUX ......................35 

® Problèmes d'enseignement des décimaux ....................................................36 
1. L'enseignement des décimaux dans les années 60 

en France ................................................................................................39 
2. L'enseignement des décimaux dans les années 70 

en France ................................................................................................53 

3. Quelques problèmes de l'enseignement des décimaux .75 Problèmes 

de didactique des décimaux 
1. Introduction ...........................................................................................82 
2. Conception générale d'un processus d'enseignement ......................83 
3. Analyse du processus et de sa réalisation ......................................103 
4. Analyse d'une situation : L'épaisseur d'une feuille ..........................131 
5. Questions de didactique des décimaux ...........................................152 
6. Conclusion ..........................................................................................166 

Bibliographie du Chapitre 1 ............................................................169 

CHAPITRE II : PROBLÈMES DE DIDACTIQUE CENTRÉS SUR 
L'ÉLÈVE : LÉS ÉCHECS ÉLECTIFS .......................................................................173 

1. Approche globale et statistique, les échecs électifs en 
mathématiques .....................................................................................174 
0 Définitions et caractères fondamentaux de l'échec en 

mathématiques .................................................................................175 
0 Plan d'études et méthodes ...............................................................181 
0 Conclusion de l'approche statistique ...........................................191 

2. Approche clinique .................................................................196 
0 Introduction ........................................................................................196 
0 Exemple d'analyse de situation .......................................................197 
0 Étude du cas de Gaël .......................................................................216 
0 Conclusion .........................................................................................274 
0 Bibliographie du Chapitre II ..............................................................279 



 

 

CHAPITRE Ill : FONDEMENTS ET MÉTHODES DE LA DIDACTIQUE 

DES MATHÉMATIQUES .............................................................................. 281 
 

0 Objet des études en didactique ................................................. 282 

0 Phénomènes de didactique ...........................................................288 

0 Éléments pour une modélisation ...................................................295 

0 Cohérence et incohérences de la modélisation envisagée : 
les paradoxes du contrat didactique .......................................... 314 

0 Modélisation des situations didactiques ...................................... 326 
 
 
CHAPITRE IV : QUESTIONS DE MÉTHODOLOGIE ......................................... 362 
 

1. L'observation des activités didactiques .......................................365 

2. Méthode de contrôle de l'analyse factorielle des correspondances par 
l'analyse de l'espace explicatif  391 

3. A propos d'ingénierie didactique : l'étude d'une situation 399 

CHAPITRE V : COURTES ÉTUDES DE DEUX PROBLÈMES PRATIQUES DANS LE 

CADRE DE LA THÉORIE DES SITUATIONS 

DIDACTIQUES ................................................................................................433 
 

1. L'enseignement de l'énumération ............................................ 434 

2. L'enseignement de la géométrie élémentaire en tant que 
 modèle de l'espace  447 

 
 

VOLUME ANNEXE : 

− Les décimaux dans la scolarité obligatoire ................p. 1 à 279 

− Textes divers 

0 Tendances originales des recherches en didactique 
 des mathématiques ................................................. 1 à 30 

0 Les obstacles épistémologiques et les problèmes 
 en mathématiques ................................................ 31 à 64 

0 The fragility of knowledge ....................................... 65 à 97 

0 Peut-on améliorer le calcul des produits de 
 nombres naturels ? ...............................................98 à 111 

0 Documents internes ................................................ 112 à 118 

 



 

Le t ex t e  c i -après  plonge ses racines dans plus de vingt ans 
d 'act iv i tés qui  sont  aussi  diff iciles aujourd 'hui  à présenter qu 'à oublier.  

I l  est  possible qu 'un jour i l  s 'avère  uti le  de rapporter l 'histoire 
détail lée de ces expériences afin d 'analyser les circonstances qui ont présidé à 
l 'appari t ion de tel  ou tel  concept et  de reconsti tuer la chaîne des questions,  des 
observations et  des réponses qui ont  just if ié le rejet  d 'un point  de vue ou 
l ' acceptat ion d 'un autre.  

Mais tel  n 'es t  pas l 'objet  du présent travail  et  nous nous 

contenterons d 'un bref rappel car i l  s 'ag i t  plutôt  ici  d 'ex t ra i re  de ces 

expériences quelques remarques uti les aux débats du moment.  Ces débats sont 

de trois  ordres :  

−  d'abord les débats sur l 'u t i l i t é  comparée,  pour l 'enseigne- 
ment des mathématiques,  des innovations,  des réflexions,  des expériences,  
des recherches ou des théorisations de nature didactique ou d 'autres ,  

−  ensuite les débats sur la  consti tution même d'une théorie 
de la didactique,  ses concepts et  ses fondements,  

−  enfin les débats plus proprement méthodologiques.  

Nous présenterons nos observations suivant ce plan,  mais i l  
est  clair  que ces débats sont l iés de façon dialectique et  que leur séparation ne 
peut  être qu 'ar t i f iciel le .  

De plus,  i l  y a encore dans ce domaine,  un décalage choquant 

entre les minuscules fragments de réali té qui peuvent ê t r e  objectivement 
décrits  et  reproduits ,  et  la  déprimante complexité des concepts qui se 
proposent  pour les expliquer.  

C 'es t  pourquoi l 'ambit ion d ' insérer  nos remarques dans un vaste 

tableau d 'ensemble paraîtra présomptueuse à beaucoup. Circonstance 
aggravante,  le problème central  sera celui  de la théorisat ion, les deux autres,  
l 'u t i l i t é  et  la méthodologie,  s 'a r t icu lan t  autour de lui .  

Quelqu'un jugeant  décousue c e t t e  collect ion de travaux et  
insuffisants nos efforts  pour les amalgamer,  est imera même notre projet  
prétentieux et  manqué.  



 

2 
 
 

Mais je sais à quel point une oeuvre visée théorique peut être 
stimulante et utile à ceux-là même qu'elle ne convainc pas, même si elle doit 
être finalement rejetée, à condition qu'elle soit assez vaste, assez plausible pour 
résister un temps. Pendant quinze ans, j'ai nourri mes travaux de la critique et de 
la compréhension de certaine théorie, la seule à ma disposition. Je n'y croyais 
pas, mais elle s'imposait à moi car elle représentait très bien ce que l'on pouvait 
croire, ce que j'avais cru moi-même et qui m'aurait sans doute longtemps 
embarrassé s'il ne s'était pas trouvé un AUTRE pour l'écrire. Car il est plus 
facile de faire face à un texte qu'à un tissu d'opinions diffuses. 

L'acceptation de servir à mon tour d'appui et à la réflexion de mes 
lecteurs est la seule raison pour laquelle, après beaucoup d'hésitations, je livre 
aujourd'hui une étude aussi imparfaite. 
 
LA THÈSE FONDAMENTALE 
 

1 La thèse fondamentale que (ouvrage vise à soutenir) affirme donc que 
: 

pour produire, améliorer, reproduire, décrire, et comprendre les 
situations d'enseignement des mathématiques, il est devenu nécessaire 
- et possible - de théoriser cette activité d'enseignement en tant qu'objet original 
d'études et non pas en tant que simple conjonction de faits théorisables 
uniquement dans des domaines autonomes comme la pédagogie, la sociologie, la 
psychologie, les mathématiques, la linguistique ou l'épistémologie. 
 

@ C e t t e  thèse peut paraître trivialement fausse. 
Par exemple, parce que l'ensemble des pratiqués d'enseigne-ment 

semblent la contredire. Jusqu'à ce jour, de nombreux décideurs et professeurs 
produisent, gèrent, améliorent, reproduisent, comprennent les situations 
d'enseignement sans l'aide d'aucune véritable théorisation, avec le simple 
secours des concepts et des pratiques professionnelles, l'amélioration consist 
rant éventuellement én- une"-simple 'tationnalisàtion. de ces pratiques. 

L'examen, même superficiel, de l'évolution récente de ces 
pratiques et les nombreux travaux relatifs aux résultats de cette méthode 
empirique en montrent les limites. 
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Inversement,  c e t t e  thèse peut paraître comme banalement vraie :  
puisque l 'enseignement des mathématiques pose des problèmes culturels ,  
sociaux et  économiques,  étudions-le ;  l 'objet  d ' é tude  est  identif ié :  puisque 
chacun peut reconnaître "à l 'oeil  nu" une leçon de mathématiques et  ses 
protagonistes.  

I1 est  évident que pour améliorer l 'enseignement,  i l  faut pouvoir 
comparer,  non seulement ses résultats ,  mais les condit ions dans lesquelles i ls  
ont  été obtenus et  que ces condit ions doivent ê t re  connues comme 
reproductibles.  

Cette reproductibil i té implique une description,  non pas naïve,  de 
toutes les condit ions observées,  mais sélective reposant sur un choix pert inent 
de variat ions possibles aux effets reconnus. La reproductibi l i té  implique donc 
la compréhension des phénomènes fondamentaux, c ' e s t - à -dire du t issu de 
relat ions a t t e s t ée s  consti tuant  la théorie et  permettant de choisir  des 
condit ions d 'enseignement,  d 'en expliquer les effets et  de 
. les prévoir .  La nécessité paraît  évidente,  puisque l 'objet  d 'é tude  et  le champ 
d'application coïncident dans "la leçon de mathématiques" ;  la  collect ion des 
déclarat ions qui lui  sont associées consti tuerait  donc une "théorie" donc 
l ' ex is tence  serait  ainsi  assurée.  

 
4.  I l  faut  réfuter  ce raisonnement :  l ' é tude  des phénomènes,  l iés à 

l 'act ivi té  d 'enseignement dans ce qu'i ls  ont  de spécifique de la connaissance 
enseignée,  consti tue de facto un champ scientif ique mais i l  faut  franchir  une 
étape de plus pour ériger ce champ au statut d 'objet  d 'une théorie.  

 
Tous les spécial istes penseront  pouvoir indiquer à propos d 'une 

leçon par exemple,  les uns,  son contenu cognit if ,  d 'au t res ,  les intentions 
du professeur,  ou les résultats  et  les diff icultés des élèves,  encore d 'autres ,  les 
conditions pédagogiques ou les par t icular i tés  de la communication. . .  et  chacun 
pourra relever une collect ion de fai ts du point de vue de sa discipline.  La 
question est  de savoir s i  le contrôle de la situation d 'enseigne-ment peut  ê t r e  
obtenue par la conjonction naturelle de connaissances dé-terminées 
compréhensibles,  analysables dans ces domaines indépendants,  ou bien s ' i l  exige 
de plus un savoir  propre pour conjuguer ces apports et  la  création de concepts 
spécifiques irréductibles à c e t t e  conjonction.  



 

Dans ce dernier cas l'enseignement des mathématiques devient le référent d'un 
objet théorique qui doit être déterminé par une définition interne placée au coeur 
d'un ensemble de relations : une théorie - la thèse affirme la seconde occurence 
contre la première. 

PROLÉGOMÈNES à UNE THÉORISATION :
HISTOIRE D'UN PROCESSUS EMPIRIQUE DE

RECHERCHE DE 1 9 6 0 à 1 9 7 8  

Il est indispensable avant de discuter cette thèse de présenter 
brièvement la suite des expériences qui ont étayé ma propre conviction. Ce 
résumé nous permettra par la suite de nous référer à certains textes et 
résultats anciens plus ou moins bien publiés mais qu'il est inutile d'inclure 
dans le corps du présent travail. 

Il semblera peu académique d'extraire cette histoire et ces 
réflexions personnelles du tissu des notions et concepts qui ont traversé le 
champ de la didactique depuis ces trente dernières années. Le lecteur curieux 
trouvera en annexe une présentation:; ':générale 

et: un peu superficielle je le reconnais -- qui fait: le point: (en 1982) sur ces 
questions et montre leurs relations avec les disciplines connexes. 

©Origine 
 

Un petit ouvrage pour les instituteurs que j'ai écrit en 1963 
(grâce aux encouragements de L. FELIX) et publié chez DUNOD [ 6] (grâce 
à l'appui de A. LICHNEROWICZ) montre mon enthousiasme pour 
l'organisation bourbachique des mathématiques ainsi que mon adhésion 
aux conceptions didactiques et épistémologiques de l'époque : 

− leçons non verbales de C. GATTEGNO ; 
− parti-pris de donner directement du sens aux écritures 

formelles, usage des dessins et flèches de G. PAPY ; 
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− lourde insistance sur des pratiques et des matériels 

"isomorphes" comme moyen d'abstraction. Ces matériels étaient 

semblables à ceux que Z. DIENES (que je n'avais pas lu et qui 

n'était pas traduit ni publié en français) allait préconiser ; 
− subtile progression où toujours les concepts nouveaux 

sont introduits implicitement avant d'être reconnus, symbolisés, formulés 
puis expliqués, puis réappliqués et enfin rappelés périodiquement. Cet ordre 
en permet éventuellement la définition mais seulement à la fin de l'étude. 
Cette méthode permet de concilier un contrôle axiomatique rigoureux des 
notions et des théorèmes et les nécessités d'une familiarisation préalable 
dans des exemples particuliers. Bien que ces définitions ne soient jamais 
explicitement proposées aux enfants ni même aux maîtres (voir la 
reproduction en note de l'avertissement au lecteur" de ce livre, lignes 14 à 
28 et la table des matières) [ 6 ] elles sont toujours très fidèlement 
conformes à la présentation et à l'ordre de BOURBAKI. 

 
 

Parmi toutes les innovations que contenait ce petit livre, celle 
qui me paraissait la plus importante et en même temps la plus sujette à 
caution, était justement cet ordre. Comment observer s'il facilitait vraiment 
ou non les acquisitions ? Ce fut l'une de mes premières recherches. 
 
2 Étude d'une progression_ 

 
Comme les leçons n'étaient qu'évoquées dans ce texte, MM. 

DERAMECOURT et HOUZIAU réalisèrent les 80 fiches nécessaires qui 
furent utilisées dans une quinzaine de classes de Dordogne sous leur 
contrôle [25]. Nos moyens ne nous permettaient d'obtenir et de traiter que 
les pourcentages de réussite et d'abstention dans chaque classe. 
 

J'avais utilisé, pour construire ma progression, un système de 
matrice assez complexe qui me permettait de tenir compte des diverses 
conditions de dépendance que je croyais devoir respecter, aussi bien entre 
les différents concepts engagés dans des leçons successives, qu'entre les 
formes de connaissances sous lesquelles ils se présentaient. Par exemple, on 
peut voir [ 6 ] que 
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l'égalité était introduite successivement et avec des sens différents, 
égalité de longueurs de baguettes, de poids, d'ensembles, de 
sommes de longueurs, de prix etc... 

 

Je préparai donc pour chaque type de dépendance que 

j'espérais tester, une matrice indiquant tous les couples de leçons qui se 

trouvaient ainsi liées a priori. Par exemple, des couples d'étapes 

didactiques d'un même concept : 

introduction/schématisation 

ou formulation/application ou 

application/réapplication... ou 

introduction/généralisation 

ou des couples de leçons liées axiomatiquement 

ou des ensembles de leçons ayant trait à la même notion 

mathématique. 

Ces matrices (30 x 30) devaient pouvoir se superposer à la 

matrice des corrélations observées de façon à voir si les valeurs des 

coefficients de corrélation pour les couples repérés différaient des autres 

(par un test non paramétrique tel que le randomization test par 

exemple). On pouvait penser que les classes qui avaient moins bien 

réussi une première leçon (relativement à leur moyenne) devaient être 

handicapées pour la deuxième en cas de dépendance didactique. Après 

un gros travail (que je repris plus tard avec Mme FRANCHI-

ZANETACCHI [ 30 ), je m'aperçus 

− que très peu de corrélations "leçon I - leçon J" étaient 

significatives : il n'y en avait guère plus que ce que le seuil choisi laissait 

espérer  si toutes les leçons avaient été indépendantes (8 % au seuil de 5 

%), 

− que l'essentiel des variations s'exprimait par les taux 

d'abstentions. 

− mais que la variance inter-classe était significativement 

faible, c'est-à-dire que les résultats variaient de façon assez semblable 

d'une façon à une autre dans toutes les classes. 
Deux dépendances seulement pouvaient être déclarées 

observées : 
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− l'une liait entre elles les leçons qui utilisaient les 

mêmes procédés de schématisation, 

− l'autre :liait NÉGATIVEMENT une application 

d'une notion et- sa réapplication : la seconde application était 

d'autant mieux réussie que la première était ratée. 

Ces deux derniers résultats m'apparurent comme la 

preuve que les maîtres manipulaient les difficultés des exercices à 
volonté, par exemple en fonction de la nouveauté des propositions que je 
leur faisais, ou bien pour maintenir une certaine réussite dans la classe. 
Mais cette transgression des conditions de l'expérience ne m'apparut pas 
tout de suite comme la marque qu'une autre règle plus importante 
s'imposait à eux ; ce n'est que beaucoup plus tard que je parvins à mieux 
distinguer ce qui relevait de leur arbitraire, ou de leur personnalité de ce 
qui faisait l'objet de mes observations. En tour cas, j'en déduisis qu'il 
fallait abandonner l'espoir d'utiliser cette méthode d' analyse globale 
statistique sur un champ aussi vaste tant que le détail des processus 
d'enseignement ne serait pas mieux connu. Ne pouvant conclure sur la 
valeur des choix didactiques que j'avais faits, même les plus 
systématiques, je crus mes résultats sans valeur et je renonçai à les 
publier. 

 
3 Étude des motivations et du sens. 

 
Pour cela les leçons elles-mêmes devaient- faire l'objet d'une 

refonte. D'ailleurs l'introduction des notions nouvelles et du formalisme 
faisait craquer les méthodes classiques d'enseigne-ment et leur justification. 
Les méthodes traditionnelles telles quelles ou reformulées par DIENES, 
permettaient bien d'obtenir certains comportements de la part des élèves-
mais les maîtres ne pouvant plus s'appuyer sur un lot culturel d'exercices 
collaient aux définitions formelles et/ou aux manuels et n'étaient plus en 
mesure de leur donner de façon économique un sens correct. 

Je commençai donc à reprendre tous mes objectifs 
d'enseignement 

- en me demandant à chaque instant : "pourquoi l'élève 
fait- i l  cela ? Que peut-il lui arriver s ' i l  ne le fait pas, qui va le gêner et 
aussi l'orienter vers une autre manière de 
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répondre, quel sens aura cette réponse si on la lui fournit toute faite, 

que peut-on gagner à ce qu'il cherche luî-même son adaptation au 
problème ? 

− en cherchant quelles relations au milieu pouvaient le 

mieux donner une adéquation, une motivation et un sens correct aux 

connaissances qu'il s'agissait d'enseigner. 

− et en observant à l'aide des mêmes instruments la forme 

que prenaient ces connaissances dans les réponses des élèves. 

 

Pourquoi par exemple un élève écrirait-il "=" entre deux 

écritures ? Il faudrait qu'il dispose de deux manières "a" et "b" de 

désigner une même chose, comme 3 et 2+1 par exemple ; et que ces deux 

écritures lui soient assez familières sinon ce signe ne serait plus 

fonctionnellement symétrique (ce serait le signe d'une attribution ou 

d'une définition). Mais alors pour-quoi écrire cette égalité si on connaît 

déjà les renseignements qu'ellle apporte ? Ce ne peut être que pour le 

dire à quelqu'un d'autre, et quelqu'un qui l'ignore (et pour qui ce sera en 

effet une attribution). 

I l faudrait que l'élève soit obligé de révéler à un autre 

que ce que d'autres appellent "a" n'est autre que ce qu'il connaît bien 

déjà sous le nom de "a". 

Il faut donc un premier' groupe social dans lequel quelque 

chose s'appelle "a" et un autre dans lequel cette même chose s'appelle 

"b", puis qu'un membre de ces groupes ait besoin soudain EN 

L'ABSENCE D'UN RÉFÉRENT de désigner ou de demander cette chose à 

un membre de l'autre groupe. L'in-formation "a=b" est la réponse qui 

dénoue cette situation et seul peut la donner un traducteur, qui connaît 

bien les deux langues, (mais qui n'aurait pas eu sans ce problème 

l'occasion d'écrire la formule qui serait ainsi restée implicite). Pour que la 

situation soit comprise et donne du sens au message il faut qu'elle soit 

susceptible de se produire régulièrement. De plus, pour que le signe "=" 

puisse être doté d'un signifié il faut que son apparition ne soit pas 

automatique entre deux noms de choses et par conséquent que d'autres 

symboles relationnels 
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constituent un paradigme à "a=b", par exemple " a / =  b "  ou 
"a<b". 

Bien sûr il n'est pas nécessaire de vivre personnelle-ment 

de façon répétée cette situation de traduction pour en faire 

l'expérience mentale et c'est pourquoi il est possible "d'expliquer" 

verbalement le sens du signe "égale" à un élève, ou de lui suggérer par 

un inventaire exemplaire des occasions de le mettre, ou simplement en 

exigeant qu'il le mette quand on le lui dit, pour qu'il en prenne 

l'habitude. 

Ces questions : "pourquoi l'enfant ferait-il cela, est-ce une 

raison valable pour lui ? Et du point de vue du savoir ?" Et la tentative 

d'y répondre par l'agencement des rapports directs de l'élève avec un 

milieu physique et social va être le moteur de toute une série à partir de 

1966. 

 
4 Cadre théorique. 

 

En 1972, je propose à l'A.P.M. un petit texte [ 1 0 ]  dans 

lequel, tirant les conséquences de ce mode d'approche, je propose un 

cadre théorique pour l'analyse et l'organisation des situations 

d'enseignement. 

Outre l'évident souci de rationaliser la description des 

situations d'enseignement, ce texte montre deux tendances : 
− d'une part, le rôle du maître est limité à la présentation 

et à la mise en scène des situations qui sont supposées produire d'elles-

mêmes l'apprentissage, par adaptation de l'élève à un milieu physique 

ou social agencé de façon appropriée et spécifique, 

− d'autre part, il est très nettement proposé de 

distinguer trois catégories de situations qui correspondent à des 

fonctionnements du savoir supposés différents et irréductibles les uns 
des autres. 

Ce cadre doit permettre la recherche systématique des 

conditions motivantes pour la mise en oeuvre de chaque notion 

mathématique, leur classement et leur examen progressif. 
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II peut s'appliquer aux situations d'enseignement les plus 

diverses et produit pour l'enseignement et le chercheur des gerbes de 

questions et de critiques mais en même temps, il ouvre des possibilités 

de concevoir des situations nouvelles en permettant de réutiliser des 

éléments de solutions connues (communications, preuves, etc...). Il 

permet aussi de hiérarchiser les questions à poser à l'expérience. 

Cette possibilité va être exploitée avec toute une équipe de 

professeurs des écoles normales de la région, sur l'ensemble des notions 

enseignées dans les différents niveaux de l'école primaire : 

− l'enseignement des opérations sur les entiers naturels 

[13] 

− l'enseignement des probabilités [ 8  ] 

− l'enseignement de la logique et l'introduction à l'écriture 

symbolique 

− puis l'enseignement des rationnels et des décimaux (dont 

l'étude sera présentée plus loin) 

− l'enseignement de la Géométrie [20] 

− et à nouveau celui des nombres naturels et de la 

numération. 

Il s'agit d'abord, sur la plupart des sujets, de concevoir des 

situations conformes au maximum d'exigences de motivations et ensuite 

de montrer qu'elles sont réalisables dans des classes et qu'elles 

provoquent bien les apprentissages attendus. 
 

5  Écoles Jules Michelet de Talence 

Très vite, il faut se rendre à l'évidence : les leçons sont très 

longues à mettre au point et souvent très complexes. Il faudra une école 

spéciale où les maîtres auront du temps pour discuter leur réalisation et 

accepteront a priori de se laisser observer. 

La mise en place de ce projet prend 3 ans et les conditions 

obtenues vont renforcer dans un premier temps la mise entre parenthèse 

de l'action du maître et la centration sur l'élève et ses conditions 

d'apprentissage [32][38]. 
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Cependant, le pari est gagné : oui, il est possible de 
réaliser des leçons en se fondant sur les considérations de motivation 
et d'épistémologie proposées dans la théorie, oui ces leçons 
fonctionnent, les enfants apprennent et ces apprentissages par 
adaptation les séduisent comme ils séduisent les observateurs et les 
maîtres aussi. 

Finalement, la plupart des "situations" mises au point dans 
cette école, sont reprises dans de nouveaux textes pour l'enseignement, 
dans les manuels, dans les programmes, dans d'autres recherches... Cette 
production d'ingénierie ne cesse d'augmenter, de se transformer, de 
s'enrichir et de s'organiser. 

 
6 Apprentissage par adaptation : Étude d'une leçon. 

 
La réalisation d'une leçon soulève toujours autant de 

questions auxquelles il faut répondre, que cette réponse soit fournie pour 
une raison "scientifique" ou par un choix arbitraire plus ou moins 
rationnel. Mais quelles sont les questions qui méritent l'énorme 
investissement d'une expérience sérieuse ? 

La question qui me parut alors la plus fondamentale fut la 
mise en évidence de l'influence des principales conditions d'adaptation 
nouvelles que je proposais (action, communication, validation) sur les 
apprentissages, en dehors de l'influence cognitive du maître (que 
j'appellerais aujourd'hui situations quasi-isolées). 

Je commençais par l'étude des situations d'action et de ces 
modèles implicites qui s'y développeraient. 

Pour cela je mets alors à l'étude une leçon, la course à vingt, 
qui, du point de vue scolaire, servait de base à un enseignement de la 
division pour de grands élèves et au cours de laquelle trois phases 
distinctes correspondaient bien aux trois types de conditions. 

Avec MM. LAMARQUE et MAYSONNAVE [35.37] 
j'observe l'évolution des connaissances "implicites" des élèves et la vitesse 
d'apparition de certains "théorèmes". Je compare 
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cette vitesse à celle que je prévois à l'aide de divers modèles 
stochastiques d'apprentissage. Aucun de ceux qui conviennent pour 
la course à 7 ne convergent assez rapidement pour expliquer les 
progrès dans la course à 20, ces résultats vont dans le sens des 
thèses cognitives d'ARBIB et de NELSON contre celle des 
néobehavioristes (SUPPES). 

Les changements de types de situations d'apprentissage 

semblent favoriser les acquisitions, cependant en présentant avec M. 

RESTÉS [41] une situation de communication dans une vingtaine de 

groupes d'élèves, nous mettons en évidence que la formulation des 

connaissances dans des circonstances non didactiques n'améliore pas 

leur acquisition. 

La présentation dans dix classes de la leçon entière et 

l'étude de la phase de "validation" avec Mme LAMARQUE et MM. 

GUILLE-PHOTIN et ROL [ 36 ] nous convainc de la possibilité d'une 

reproduction très stable des effets de ces conditions qui laissent pourtant 

la plus grande liberté aux élèves. Une analyse statistique de ces 

comportements et des conditions qui les provoquent est donc 

envisageable. Elle est néanmoins extrêmement coûteuse et je me 

convaincs assez vite que les réponses probantes qu'elle peut apporter à 

des questions aussi générales seront très difficiles à communiquer aux 

maîtres. 

 
7  Modélisation - prévision et expérience. 

 

I1 m'apparut important de m'assurer sur un exemple que la 

méthode expérimentale pouvait être utilisée. 'Il s'agissait de recueillir les 

résultats d'une classe, relativement à une tâche, puis de modéliser cette 

tâche et une autre assez différente mais comportant les mêmes 

paramètres afin de prévoir les résultats de cette classe sur cette nouvelle 

tâche. 

Pour diverses raisons, j'ai choisi comme première tâche le 

calcul des multiplications de nombres entiers par la méthode 

actuellement utilisée en France (et due à FIBONACCI) la seconde étant le 

calcul par la méthode dite "per gelosia". Cette modélisation, assez simple 

[12]  permettait de penser qu'il 
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  ( * )  épreuve reprise dans le D.E.A de D. COQUIN 

pourrait y avoir intérêt avec certains élèves à préférer la seconde 
méthode. Tout changement culturel de cette importance étant très 
difficile, il était nécessaire d'établir les faits très sérieuse-ment. 

De plus, je trouvais intéressant, en même temps que l'on 
étudiait les moyens d'adapter les élèves à la connaissance, de montrer 
qu'on pouvait essayer d'adapter les connaissances aux élèves. 

Il ne s'agissait bien sûr que de l'usage des procédures d'un 

même algorithme, mais je voyais des arguments formels qui me 

permettaient d'espérer traiter les théorèmes de mathématîques de manière 

semblable [13]. 

Les considérations d'ergonomie qui servaient de base à ces 

raisonnements commençaient à tenir une place importante dans mon 

analyse des situations d'enseignement. Leur exposé [14 ] permet de 

poser quelques questions fondamentales sur la méthodologie des 

modèles en didactique mais aussi sur les apprentissages eux-mêmes. 

Je montai une préexpérience qui permit de déterminer la 

taille de l'échantillon : 

Pour obtenir des effectifs d'erreurs suffisants, je dus 

présenter une épreuve assez longue à plus de 600 élèves ( * )  [23]. Je ne 

pus monter convenablement que la deuxième partie de l'expérience, mais 

la préexpérience permettait déjà d'observer les avantages annoncés ; détail 

troublant, les résultats étaient meilleurs que prévus ! Plusieurs années 

plus tard Y.M. BEAUJOUAN et H. BROUSSEAU [ 5 ] confirmèrent la 

tendance mais ils montrèrent aussi l'importance capitale de la position du 

maître vis-à-vis de l'expérience. Cette variable peut effacer complète-ment 

les facteurs purement ergonomiques (résultat bien connu). Je persiste à 

penser que ce genre de méthode est parfaitement utilisable dans les cas 

ou l'intérêt de la question justifie une expérience de taille suffisante. 
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Processus d'apprentissage des algorithmes de calcul numérique. 
 

Les différents processus que j'ai conçus et étudiés visent 
tous à obtenir finalement que l'enfant utilise le procédé qu'on veut lui 
enseigner comme solution "optimale" - du point de vue de la fiabilité 
et de la rapidité d'exécution - d'un problème où la manipulation des 
informations mathématiques joue un rôle décisif. Il s'agit toujours pour 
l'enfant de remplacer une procédure par une autre. 

Le fait de posséder plusieurs méthodes et de pouvoir 
éventuellement revenir à une décomposition archaïque des tâches à 
accomplir permet de leur donner du sens du fait que la situation qu'elles 
résolvent de façon fonctionnelle est la même. 

L'apprentissage de la procédure de calcul rend nécessaire 
une véritable exploration de la structure mathématique des naturels car 
dans les deux exemples principaux traités il s'agit d'engendrer l'écriture 
de nombres assez grands de façon à pouvoir raisonner sur eux en 
abandonnant la représentation concrète des quantités. 

Exemple 1 : (N,+) Il s'agit pour l'enfant d'indiquer le cardinal d'un 
ensemble (supérieur à 50) au moment où il ne connaît que quelques 
cardinaux inférieurs à 20. I1 invente la partition et une écriture qui 
définit la somme de plusieurs nombres. 

La recherche d'équivalences de sommes conduit en même 
temps à la découverte des propriétés de l'addition et à la mise en place 
d'un algorithme de plus en plus simple à mesure que le répertoire des 
propriétés et des théorèmes de base (tables) s'accroît et de plus en plus 
général à mesure que l'on applique à des nombres plus grands, ou à des 
bases différentes [15-17]- 

 
Exemple 2 : (N,x) Pour indiquer le cardinal d'ensembles trop grands 
(plus de 400 objets) ou présentés de façon favorable (produits de classes 
équipotentes) l'enfant invente une écriture qui définit le produit de deux 
nombres). 
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La mise en ordre de ces produits, la recherche des 
équivalences conduit l'enfant à chercher l'écriture de N de ce produit. 
Dès la première tentative il y parvient par divers procédés (sommes, 
procédé à la russe...) qui vont se perfectionner (décomposition en 
sommes de produits connus, abandon du support concret, découverte 
du calcul sur les puissances) pour aboutir à une méthode standard (per 
gelosia ou à l'italienne suivant les capacités des enfants à calculer de tête). 

Ces processus sont tels qu'à chaque instant la signification 
de l'algorithme est nécessaire pour son accomplissement U5]. 

 
9   La méthode "spirale"; progression didactique 
 

Une certaine évolution se produisit au cours de ces travaux 
dans ma conception des progressions, en grande partie à cause d'une. 
meilleure connaissance des travaux de PIAGET mais aussi comme suite 
aux observations quotidiennes des leçons projetées. 

La problématique de l'apprentissage par l'adaptation imposait 
de rechercher pour chaque activité proposée à l'élève, qu'elle provoque chez 
lui la création d'une connaissance visée en réponse à ces circonstances. Il 
est rarement possible d'obtenir d'un coup, dans ces conditions, un savoir 
correct, achevé et définitif. Au contraire, cette connaissance est le plus 
souvent locale, particulière et de plus, liée indûment, par les circonstances 
choisies, à d'autres connaissances, elles aussi provisoires et incorrectes. 
Elle doit donc évoluer afin de s'inscrire dans une genèse visant à terme le 
savoir culturel correct. 

Il ne m'était plus possible de supposer que l'on pouvait 
séparer le projet d'enseignement en deux tâches indépendantes : la 
construction d'un plan d'ensemble qui pouvait être simplement calqué sur 
l'organisation axiomatique des connaissances mathématiques, puis l'étude 
"pédagogique" des meilleures manières d'enseigner chaque paragraphe 
du discours du savoir. A moins, comme DIENES et peut-être un instant 
PIAGET, de croire à 
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une miraculeuse unicité formelle entre la métamathématique, les 
mathématiques, l'épistémologie, la psychologie cognitive, la 
psychologie génétique et la didactique, qui aurait permis au plan 
bourbachique de servir à la fois de modèle dans tous ces secteurs. 

Nos observations sur notre processus d'enseignement de 
la multiplication montraient : 

− que les acquisitions faites sur la base des découvertes 
des enfants étaient un peu plus lentes que leurs acquîsitions par les 
méthodes classiques, mais qu'elles étaient mieux comprises et plus 
sûres, pour une proportion plus grande d'enfants, 

− mais qu'elles ne mettaient pas l'enfant à l'abri des 
pertes de sens par conditionnement ou par "autoconditionnement", 

− surtout qu'elles pouvaient résister très fortement aux 
tentatives ultérieures de modification, même dans des conditions très 
favorables, à cause justement de leur caractère personnel et bien adapté 
et de l'augmentation des occasions d'apprentissage, 

− et aussi que les dépendances entre les acquisitions 
n'apparaissent toujours pas clairement. 

Adaptation aux possibilités de l'enfant et habitude de 
l'enfant de s'adapter aux situations d'une part, adaptation au projet 
social et aux connaissances visées d'autre part. Comment concilier ces 
deux axes d'adaptation ? 

Une représentation métaphorique en vogue consistait à 
envisager la progression de l'élève comme une spirale ; les différents 
concepts à acquérir étaient représentés par des axes issus de l'origine, 
censés porter les états successifs des connaissances des élèves. Une 
spire représentait une séquence d'enseignement plus ou moins longue, 
au cours de laquelle les concepts visés étaient rencontrés dans un état 
encore imparfait ; mais polir chacun d'eux, elle permettait un petit 
progrès et l'accès à la spire suivante. Cette métaphore servait à 
dissimuler les divergences entre ceux qui espéraient pouvoir obtenir 
l'apprentissage par des pas aussi petits qu'il est nécessaire et ceux qui 
pensaient que comme pour les stades piagétien, des étapes et des mûris-
sements sont indispensables. 
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Les contradictions réapparaissaient dès lors qu'il s'agissait d'évaluer 

les résultats de l'enseignement ; l'évaluation des étapes intermédiaires 
dans la théorie des petits pas impliquant une théorie de 
l'acquisition "'fragmentaire", et donc une hypothèse 
'épistémologique sur la "fragmentation". Les instruments classiques 
de cette évaluation, telle la taxonomie de BLOOM [ 3 ] et les modèles de 

GUILFORD et d'AUSUBÉL) n'ont jamais reçu de confirmation 

expérimentale. Les réactions de l'exigence d'évaluation formelle sur la 

pratique des enseignants en fonction des théories didactiques et des 

théories d'apprentissage en vogue pouvaient être anticipées à partir de 

ces remarques. Cette étude [19] constitue ma première tentative 

d'analyse systémique. 

Un espoir un peu insensé, né sans doute d'une con-fiance 

excessive dans le projet piagétien, faisait agir certains pédagogues à 

l'époque, comme s'il existait pour chaque concept une genèse naturelle, 

obligatoire, universelle, unique et peut-être inéluctable si elle n'était pas 

contrariée. Il m'apparut au contraire qu'en même temps qu'on devait 

chercher la ou les genèses possibles, il fallait déterminer les conditions 

qui présidaient à leur mise en place et montrer leur caractère de 

nécessité. Ce qui impliquait non seulement des observations des 

comportements des élèves dans des circonstances variées, mais aussi 

une prise en charge de l'ensemble de ces circonstances et de leurs -effets 

PREVISIBLES sur les adaptations. Cette position conduit à déterminer de 

nouveaux objets d'études [24]. 

 
10  Méthodologie : la méthode "spirale'' dans la recherche. 

 

Ce type de travaux devient très vite extrêmement complexe 

et très difficile à rapporter. 

La préparation de chaque leçon d'un processus qui peut en 

comporter plus de trente, peut durer de 20 à 60 heures et' plus, étalées 

sur plusieurs années. Elle fait intervenir d'abord un très grand nombre 

de considérations dont toutes ne sont pas de simple bon sens, bien 

établies ou liées aux hypothèses de la théorie, puis d'une année à l'autre, 

les observations et les réactions du maître et des enfants. 
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Le compte rendu de ces réflexions, auxquelles participent 

des groupes de personnes et celui des raisons des choix retenus 

deviennent très vite impossibles. L'équipe n'a pas le moyen à la fois : 

- de faire évoluer assez vite les points de vue pour 
produire des leçons originales, solides du point de vue de leur 

conception théorique, assurées par des expérimentations répétées et 

communicables aux maîtres 

- et de décrire minutieusement les étapes et les raisons de 

cette évolution. A l'époque, ce genre de réflexion "théorique a priori", sur 

les dispositifs d'enseignement, passait très mal. Seuls les 

comportements d'élèves paraissaient probants et intéressants. 

C'est vers cette époque (1976) que P. GRÉCO qui suivait 

avec sympathie nos réflexions, commença à émettre l'hypothèse que le 

nombre de variables qu'il convenait de manipuler était trop grand pour 

être maîtrisé et que ces études étaient irrémédiablement condamnées à 

rester dans le domaine de l'innovation et de l'observation. 

Pourtant, chaque réalisation et chaque observation de leçon 

sont l'occasion de mettre à l'épreuve les conceptions théoriques et la 

technologie didactique qui s'y attache, les méthodes d'étude et d'analyse, 

les résultats expérimentaux déjà obtenus et la formulation pour les 

maîtres des propositions d'enseignement. 

Les conceptions théoriques se précisent et se complexifient 

rapidement, conduisant à des questions qui, bien que clairement posées, 

ne peuvent être étudiées indépendamment les unes des autres, parce que 

l'on ne peut entreprendre autant d'expériences qu'il le faudrait. La 

principale difficulté vient de ce qu'à chaque instant, il vaut mieux tirer le 

meilleur parti pédagogique des actions en cours que de faire un choix 

pour des raisons de recherche alors que la qualité des résultats de 

l'enseignement serait douteuse. Nous donnerons un exemple de cette 

imbrication des problèmes dans notre étude sur l e s  (décimaux. Nous 

appelons "spirale" cette méthode de planification 
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des recherches qui se différencie d'un simple pragmatisme, par la 
prise en charge, à chaque étape, des réflexions spécifiques à chacun 
des axes : le long de chaque axe, la filiation des choix et des idées doit 
rester nette et scientifique - bien qu'adaptée à chaque étape - aux 
nécessités et aux contingences de l'observation. 

 
11. Les probabilités et l'idée de hasard. 

 

Du point de vue de l'enseignement primaire, le calcul des 

probabilités est à l'opposé du calcul numérique élémentaire. Certes, 

plusieurs novateurs tentent de s'appuyer sur l'axiomatisation récente de 

ce domaine pour introduire un enseignement précoce très souhaitable - de 

cette notion. Mais les traces des difficultés historiques trop récentes, 

accréditent l'idée qu'une genèse des modèles probabilistes est incon-

tournable. Certes, on peut faire faire des règles de trois aux enfants en 

assimilant la proportion dans un ensemble des objets d'une certaine 

classe, la fréquence d'apparition d'un évènement dans une suite 

d'expériences et sa probabilité dans une expérience à venir. Mais quel 

intérêt cela a-t-il si, devant une situation réelle, ils ne peuvent faire 

aucune conjecture utile et aucune anticipation correcte ? Nous avons 

entrepris depuis, une étude épistémologique [ 9 ]  et quelques expériences 

simples. Deux ont montré que les enfants étaient sensibles 'à des 

différences de probabilités et observaient les distributions de fréquences 

mais qu'ils les utilisaient mal, en fonction de raisonnements faux [8] [26]. 

Après la recherche d'une situation fondamentale qui consistait à 

déterminer. si deux urnes donnaient une boule blanche avec des 

probabilités différentes, nous avons réalisé une suite de 31 leçons où les 

enfants progressaient par une dialectique entre des hypothèses sur le 

contenu de la bouteille d'une part, les prévisions sur ce qui devait sortir 

des urnes d'une autre parti et enfin de la lecture et la comparaison des 

résultats passés [44]. Là, les enfants ont paru dégager de façon correcte, la 
notion de probabilité, de fréquence et de convergence en probabilités. 
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C'est du moins ce que l'observation clinique de leur 
comportement collectif laissait voir. 

Mon test, très bref et certainement beaucoup trop 
sévère, proposé aux deux classes expérimentales et à un groupe 
témoin, ne mit en évidence des différences significatives que sur très 

peu de questions, autres que celles qui étaient voisines de l'expérience. 

Naïveté ? Nous aurions voulu faire une interrogation clinique, mais nous 

n'avons pas eu le temps dans la période qui séparait la fin de l'expérience 

de la dispersion des élèves. Le bilan pédagogique était loin d'être négatif - 

y compris sur le calcul numérique ! - mais il aurait fallu, à l'époque, 

d'autres résultats et/ou d'autres moyens pour emporter la conviction. 

Les résultats scientifiques, les connaissances nouvel-les 

sur le développement cognitif des élèves furent assez maigres et 

l'avancement de la didactique ne pouvait guère être apprécié. Pourtant, 

j'y ai personnellement puisé la conviction qu'une réflexion 

épistémologique était indispensable, en même temps que l'étude de 

didactique, que les modèles faux spontanés des élèves devaient être 

attaqués et non contournés, qu'un travail de fixation culturelle et sociale 

était nécessaire aux élèves et donc que les trois dialectiques 

fondamentales ne suffisaient pas. 

 

12  Étude de la création d'un code à l'école maternelle. 
 

Depuis le début, l'idée que l'on pourrait faire l'économie 

d'une certaine verbalisation préalable des acquisitions me tentait. Était-il 

possible de susciter l'apparition de modèles implicites par des situations 

d'action, puis, au moment où ils seraient établis de façon fonctionnelle et 

stable, de rendre nécessaire leur "désignation" en même temps que leur 

identification par des situations de communication ? 

Ce n'était pas une hypothèse bien nouvelle et elle tentait 

régulièrement beaucoup de pédagogues depuis le développement du rôle 

de la formalisation dans les sciences. C. GATTÉGNO a poursuivi cette voie 

depuis 1947 et a produit encore récemment 
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des propositions remarquables. 

Il ne s'agissait pas, pour nous, de reprendre la vieille 
voie empiriste sensualiste dénoncée par AEBLI [ 1 ]. J'étudiai d'abord 
avec H. RATSIMBA-RAJOHN, les procédés ostensifs d'introduction 

des notions nouvelles [40 ] dans les classes et dans les manuels. Nous 

avons montré leur caractère illusoire. 

Par contre, le fait de pouvoir proposer aux .élèves des 

situations .d'action susceptibles de produire des conceptions et des 

modèles non verbalisés puis "indépendamment" (après, avant -ou en 

même temps) des situations de communication ou d'expression 

susceptibles de susciter les formulations et la création ou 

l'appropriation de nouveaux codes laissait envisager des dispositifs de 

recherche et de moyens d'enseignement nouveaux : 

− "définir" ou donner du sens à un concept sans être 

prisonnier de la formulation qu'en donne le maître à l'élève et qui 

repose sur une "construction" préalable, culturelle ou didactique 

− étudier directement les propriétés de modèle d'une 

représentation quelconque, graphique,... métaphore, formelle, etc... 

− examiner les différentes formes d'association et 

d'accommodation des deux types d'introduction : action et formulation 

dans divers ordres d'introduction : par exemple, prise de contrôle du 

sens par la formulation et la reformulation ou au contraire par 

l'expérience et l'action ; etc... 

La confrontation de la logique du discours avec celle de la 

situation promettait d'être intéressante. J'essayai alors d'appliquer ces 

moyens didactiques à l'enseignement des mathématiques à des enfants 

sourds, (avec l'aide d'un jeune professeur de l'I.N.J.S de GRADIGNAN); 

sans échec mais sans succès évident car la tentation ostensive était 

trop forte et les difficultés de communication aux élèves des règles des 

situations retenues conduisirent le professeur à rechercher le secours 

direct des moyens visuels. 
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Presque malgré moi, j'ai dû étudier cette question h propos 
de l'enseignement à l'école maternelle dès 1974. J'avais eu 
l'imprudence de publier avec L. FÉLIX et Y. LAMOUREUX le résultat 
d'expériences d'introduction des schémas et des symboles à l'école 
maternelle. Ce texte (dû en grande partie à L. FÉLIX) avait provoqué 
chez les maîtres de la région, un usage assez immodéré de liens, de 
schémas et surtout des symboles. Il était temps de faire des expériences 

précises et d'observer ce que ces hypothèses pouvaient apporter à la 

connaissance de la genèse de la fonction symbolique chez l'enfant, et à la 

didactique de la logique). 

 

L'étude débute en 1976 par la conception d'un processus 

fondamental que j'étudiai d'abord avec J.M DIGNEAU [29], procédé qui 

prétend faire voir ce qu'il définit ou introduit. Ce procédé s'appuie sur 

l'évidence de la correspondance entre un concept et un objet maternel ou 

une situation. Exemple : montrer un carré pour définir le carré, puis avec j. 

PERES [39 ]. Le processus suivait le schéma classique : "action" puis 

"formulation", puis "validation" et "institutionnalisation" et l'observation 

clinique répétée de mêmes phénomènes, pour la première fois, dans leur 

intégralité, permit de rassembler, sur ce problème des résultats très 

nombreux et très importants pour moi(*). Après une phase de familiarisation 

avec une trentaine d'objets et avec leur nom, les enfants sont invités à se 

souvenir de ceux d'entre eux que l'on a placés, la veille, dans une boîte. Le 

jeu réussit très bien, plusieurs fois, avec trois ou quatre objets, quand, tout 

d'un coup, la maîtresse en place une douzaine dans la boîte. les enfants 

voient qu'ils ne vont pas réussir. Ils sont invités néanmoins à essayer et à 

chercher une solution. Ce "saut informationnel" qui disqualifie une 

méthode ancienne (la mémoire) doit provoquer et donner du sens à "l'inten-

tion" d'une autre méthode (le dessin de la collection). 

( * )  Grâce, en particulier, aux observations minutieuses de G.JOUSSON et à 

la collaboration des maîtresses de l'école maternelle. 
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13 Le saut informationnel. 

 

Le saut informationnel consiste, après avoir trouvé une 
situation fondamentale faisant "fonctionner" une notion, à choisir 
d'abord les valeurs de ses variables de telle manière que les con-
naissances antérieures des élèves permettent d'élaborer des stratégies 
efficaces et d'explorer les caractéristiques de la situation, contraintes, 

objectifs, règlement..., puis sans modifier les règles du jeu, à changer les 

valeurs des variables de façon à rendre beaucoup plus grande la complexité 

de la tâche à accomplir. De nouvelles stratégies doivent être établies qui 

demandent la construction de nouvelles connaissances. Les nouvelles 

valeurs sont choisies de façon à rendre maximum le rapport entre 

l'efficacité de la nouvelle connaissance par rapport à ses concurrentes. Le 

saut peut fonctionner à condition que la deuxième situation soit comprise 

et acceptée. Elle ne peut l'être que par référence à la première. Avant le 

transfert de solutions ou son rejet, se pose celui du transfert des questions 

ou la reconnaissance des situations qui le permettent. Une des hypothèses 

fortes de nos travaux avance que la connaissance d'un notion prend une 

partie de son sens dans celle des situations où elle intervient comme 

solution. Mais on peut supposer aussi que la compréhension d'une 

question n'est possible que si l'élève imagine au moins quelque manière d'y 

répondre. Ce qui rend impossible le saut informationnel ; J.M. DIGNEAÛ fit 

l'hypothèse que les enfants -pouvaient ne .;donner aucun sens au même 

jeu, dès lors qu'ils ne pouvaient pas envisager de le résoudre. Et de fait, le 

saut était d'importance. Il fallait que les enfants imaginent de dessiner 

chacun de façon spécifique, tous les objets présents dans la' boîte et 

qu'ensuite, ils interprètent leur propre message, reconnaissent leurs 

dessins, identifient les objets... Comment pouvaient-ils anticiper les 

conditions d'une telle activité, faire un diagnostic des erreurs, encore plus 

complexe que la solution elle-même, et se corriger en fonction des 

contraintes d'une tâche qu'ils n'ont jamais accomplie et que l'on se refuse à 

leur montrer, même une seule fois ? La thèse de J.M. DIGNEAU est 

correcte, mais il est 'un fait, que chaque année, pendant plus de 10 ans, 
les enfants ont franchi le pas, au grand étonnement des maîtres 

eux-mémes. 
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Pour peu que des éléments de solution figurent dans la 
culture, que la situation permette les expériences et les ajustements et 
que l'attente sereine mais "active" des maîtres soit. suffisante, les 
enfants peuvent maîtriser des situations beaucoup plus ouvertes qu'on 
ne croit. 
 

Le saut informationnel est possible dans un intervalle suffisant 

pour permettre, dans de nombreux cas, les dialectiques 

situation/connaissances et connaissance ancienne/connaissance nouvelle 

envisagées dans le cadre théorique [14 ][21]. 

 

L'étude de la mémorisation des répertoires montra déjà de 

grandes différences entre les enfants. Assez rapidement, les enfants 

adaptaient leurs comportements à la question posée et désignaient des 

"listes" d'objets à l'aide de listes de dessins où devaient intervenir les traits 

distinctifs mis en oeuvre pour identifier les objets et leur représentation 

plus ou moins analogique, certains traits ne pouvant absolument pas être 

représentés de façon "analogique" (la matière, par exemple). 

 

La mise au point "naturelle" des procédures qui avaient 

précédemment fait l'objet de tant d'exercices formels inintelligibles pour les 

enfants (représentation de l'appartenance, d'une bijection; ...) montrait que 

nous avions résolu le problème didactique initial. J. PERES observa alors 

avec une grande minutie le fonctionnement des différents types de 

situations et leur influence sur l'apprentis-sage [39] 

− très faible influence sur la phase d'action individuelle et il 

l'explique 

− très grande influence de la communication, notamment du 

rôle de récepteur et du changement de rôle 

− importance de la suspension de la pratique communicative 

et du passage aux débats de validation. 

Il décrit surtout la nature même de ces évolutions et l'effet de situations 

particulières sur la structuration logique par les enfants de l'ensemble qu'ils 

manipulent. 
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Dans la construction du code se révèlent de façon fine, les modes 

d'acquisition prélogique de l'enfant tels que les décrit A. WERMUS [ 43]. 

Mais l'analyse des centrations sur les composantes contextuelles des 

prédicats amalgamés qui déterminent les objets, celle des décantations qui 

s'en suivent et celle de leurs relations avec le développement des 

préfoncteurs logiques, s'éclaire par l'effet des conditions que nous pouvons 

imposer aux collections : les traits distinctifs et les traits oppositifs 

apparaissent dans des stratégies différentes et paraissent avec des propriétés 

logiques différentes. Ce sujet est actuellement à l'étude. 

 

14 Méthodologie de l'observation des faits didactiques. 

 

Les problèmes de méthodologie paraissaient alors en bonne 

voie de solution. Nous pouvions décrire les divers aspects de l'activité 

didactique à l'aide d'un grand nombre de méthodes appropriées. 

 

Celles qui tendaient à décrire et analyser les résultats obtenus 

par les élèves étaient celles qui se développaient le plus rapidement : les 

analyses statistiques diverses et les observations cliniques des élèves, les 

analyses génétiques (qui consistent à mettre en évidence des décalages 

importants dans le moment de l'acquisition des différents aspects d'une 

notion) permettent d'identifier les difficultés auxquelles la didactique doit 

faire face. 

 

Mais il est déjà clair à cette époque (1970 à 1979) que ce sont 

les intéractions maître-élève-milieu relatives au savoir qui doivent être 

l'objet de l'étude et non pas seulement le comportement "terminal" des 

élèves. 

 

Divers procédés dérivés de la linguistique, notamment 

l'analyse du discours, paraissaient d'autant plus prometteurs que 

l'approche définie en 1970 ( * )  donnait la possibilité d'organiser les 

situations de communications appropriées (maître-élève mais aussi élève-

élève ou maître-maïtre). Certaines de ces situations de communications 

ont été beaucoup réutilisées, aussi bien pour l'enseignement que pour la 

recherche [34]. 

( * )  cf. annexe 



 

Un exemple permettra de comprendre la méthode. 11 
s'agissait de savoir dans quelle mesure la connaissance des évènements 
qui se sont déroulés dans une classe est utile pour la gestion d'une 
activité didactique par le maître 

et si ces évènements sont conscients et analysables à l'aide 
des concepts professionnels utilisés spontanément par les maîtres. Le 
dispositif consistait à combiner des successions de maîtres dans une 
même classe : même maître ou maîtres différents, avec ou sans 
communication d'informations entre eux... L'observation des effets de ces 

variables sur la conduite des leçons était facilitée par la comparaison de 

classes parallèles. 

 

L'enregistrement vidéo des classes et des communications entre 

maîtres devait faciliter l'analyse de ce qui retenait l'attention de l'enseignant 

et de ce qui lui échappait. Ce travail ne ,put être achevé à cause de 

l'inadéquation des méthodes d'analyse envisagées qui entraînaient un travail 

énorme. Il apparut pourtant clairement qu'avoir affaire au même enseignant 

au cours de l'apprentissage d'une même notion joue un rôle important dans 

la relation didactique. 

 
Cette influence est d'autant plus importante que le maître a : 

− un meilleur souvenir des faits passés, 

− une exigence plus forte à l'égard des élèves quant à ces souvenirs 
− ce qui conduit à donner des statuts différents aux évènements de la 

classe 

− une meilleure cohérence et une meilleur régularité dans le traitement des 

informations qui surgissent de l'activité de la classe. Cette influence n'est 

pas uniformément positive et n'est pas une fonction croissante des variables 

énumérées ci-dessus. Il semble que certains équilibres soient favorables 

entre : ce qui est introduit comme nouveauté et ce qui est rappelé, ce qui est 

régulier et ce qui est aléatoire ou irrégulier, ce qui doit être appris et ce qui 

peut être oublié... 

ce qui doit être reconnu comme une application et 
ce qui doit être analysé comme un objet indépendant,_ etc... 
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Nous avions bien rodé à l'école Jules Michelet les méthodes 
d'expérimentation et d'observation des classes. Les phénomènes 
paraissaient bien reproductibles sous la condition de donner une 
description des obligations créées par la situation, assez précise pour 

qu'il soit possible de les interpréter en termes de jeu didactique [33]. Si 
bien que je pus faire vers 1977 un tour d'horizon relativement optimiste - 
encore bien incomplet [18] - 

 
15 La dépendance entre les activités didactiques. 

 
Le seul point vraiment noir qui subsistait et qui était pourtant 

fondamental, c'était celui de la liaison entre les apprentissages. Certes, des 
méthodes statistiques existaient et l'analyse factorielle des correspondances 
réveillait des espoirs déçus par l'analyse hiérarchique à la GUTTMANN. 
Plusieurs d'entre nous s'étaient attelés à la tâche d'adapter ces analyses aux 
problèmes spécifiques de la didactique. Dans la problématique exposée 
plus haut, j'étudiai divers processus à l'aide de divers coefficients de 
dépendance, notamment les processus d'apprentissage du calcul numérique 
avec G. VINRICH en utilisant le coefficient d'implication de J. 
LOEVINGER [ 4 2 ]  auquel, par la suite, R. GRAS parvint à donner une 
distribution théorique, base de l'analyse implicative qu'il continue à 
développer [31]. 
Diverses méthodes d'agrégation de données étaient utilisées concur-
remment. Cependant, plusieurs circonstances nous laissaient insatisfaits. 

a) Les dépendances prévues et utilisées par les maîtres ou par 
les créateurs de méthodes ainsi que celles qui paraissaient les plus 
crédibles, n'étaient guère attestées dans nos observations. 

 
Pour en avoir le coeur net, nous avons utilisé avec D. 

COQUIN, une hiérarchie d'objectifs très précise, bien opérationnalisée [ 
24 ], et nous avons soumis les liens les plus "rationnels" à l'expérience, 
avec, pour résultats des indépendances très surprenantes. 

 
b) Les dépendances que nous .observions grâce au recueil 

de tous les résultats de tous les élèves de l'école Michelet, se 
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pliaient mal à nos tentatives d'explication et ne paraissaient pas 
régulières. Surtout, elles ne semblaient pas très liées par le contenu 
cognitif et donc par les facteurs proprement didactiques, ce qui était 
pour nous très décevant. 
 

c) Les liaisons assez bien établies par des expériences 

convaincantes comme celles qu'a attestées F. PLUVINAGE avec sa méthode 

d'ANAFAC des questionnaires à modalités, restent toujours par définition 

très locales. Ces résultats sont précieux mais portent sur les liaisons entre 

les comportements d'élèves et ne se proposent pas de donner d'indications 

sur les circonstances didactiques elles-mêmes. 

 

d) Avec A. BESSOT et F. RICHARD, nous avons organisé une 

expérience où, après avoir identifié les variables de la situation 

fondamentale, nous avons montré que l'action qu'elles avaient sur les 

apprentissages, était conforme aux calculs. Là aussi, la méthode marche, 

mais elle demande de grands efforts pour des résultats très locaux. 

 

C O N C L U S I O N  
 

La théorisation didactique paraît alors en bonne voie. Un 

colloque réunit à BORDEAUX en 1975 les chercheurs intéressés à traiter 

ce champ comme un domaine scientifique [45 ] qu'ils suggèrent de 

désigner comme "épistémologie expérimentale". Sur ma proposition, nous 

préférons assumer l'étiquette un peu méprisée de "didactique" pour 

montrer notre désir d'améliorer l'enseignement par le moyen de ce que 

nous pouvons en comprendre. 

 

Il est très clair cependant que 

− l'objet de la didactique, c'est-à-dire la part des phénomènes 

d'enseignement qu'elle se propose de théoriser, 

− les concepts fondamentaux qui doivent permettre de décrire cet objet et 
de formuler les questions pertinentes auxquelles il répond, 
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− la méthode de preuve spécifique attachée à ces questions 

restent à identifier et à clarifier. 



 

Ces questions se posent alors par le biais de la reproductibilité : 

ce que la didactique peut prendre en charge de décrire, c'est ce qu'elle! peut 

prétendre voir se reproduire sous certaines conditions qu'elle explicite. Mais 

qu'est-ce que la reproductibilité didactique ? La répétition des observations 

et des résultats ? Mais si tout le système est organisé pour la reproduction 

d'un phénomène, peut-on encore l'analyser comme un système physique 

non intentionnel ? 

Nous n'allons pas raconter comment l'étude des sauts 
informationnels conduisit à celle des obstacles épistémologiques, comment 
celle de la dépendance conduisit à celle de la reproductibilité ni comment 
l'observation des échecs électifs amena à l'étude du contrat didactique et des 
phénomènes qui lui sont liés. Il est préférable de présenter directement l'état 
actuel des concepts fonda-mentaux et de leur articulation réciproque. 

Cependant, la théorie et la mise en évidence des relations 

envisagées entre ses éléments concrètement significatifs et les observables, 

ne seront exposées qu'au chapitre 3, car il nous apparaît indispensable de 

montrer d'abord de façon précise comment, en se centrant sur la notion 

mathématique ou sur l'élève, il est possible d'accéder à ce que les 

professeurs appellent couramment la réalité de l'enseignement grâce à ces 

concepts fondamentaux. 
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Comparer, mesurer, reproduire des longueurs, des masses

ou des volumes sont des activites considérées comme tout
à fait fondamentdes, et, en conséquence, eJles doivent être
apprises dans les premières années de ]a scoJarité, tout de

suite après ce]les qui consistent à classer, ranger, dénombrer
ou reproduire des collections finies. Ces activites mettent,

en æuvre des êrres mathématiques, ]es rationnels ou Jes

rotionnels décimaux. En prenant en considération la structu-
re mathématique qui les défrnit et en régit I'emploi, il est

possib)e de réorganiser ces apprentissages autour d'un projet

if,eotrque dans lequel les acquisitjons des élèr'es sont identi-

frées paJ les ConnalSSanCeS gui S']' rér'èlent, ordonnées ei
justifiées par ia piac'e que ces dernières ttennent actuel-

Iemenl dan-c le coryls oes col:naissances scientifrques-

Ol, c'est bien parce qu'il exisre des pratiques socia-les

familières correspondantes et doni I'origine plonge dans ]a

nuit des t,emps qu on peul entreprendre un tel projet;

car sj Jes résulfats paraissenl clairs, Ies actions assurées, les

méthodes ér'idenles, les propriétés utiles, ces actiyités sont

souvent en réajité. à )' bien réfléchir, d'une très grande

comp)exit.é, ainsi d'ailjeurs que ies concepts^ dits élémentaj-

res, qui 1, sonl engagés. Les rapport-c entre ces théories et

ces pratiques resteni très rn1'stérieur des lors qu'on \reut

les traduire en comportemenls des sujets qui accomplissent

ces activites, €D modificotions de ceux quj les apprennent

ou en décisions de ceux gui les enseignent'

c'est pourquoi I'objet de cette étude apparaÎtra à certains

excessivement PrésomPtueux.
Il s,agit, "n 

Lffet, dlétudier les conditions dans lesquelles

ces comportements ou ces appropriations peuvent appalai-

tre, ainsi que les rapports qu'entretiennent les conceptions

mathématiques - dont ces comportements sont I'indice -
avec cerfains caractères des situations qui les accompagnent'

Le nombre des variables auquel on peut s'attendre justi-

fierait tous les pessirnismes car un tel projet ne peut pas

faire l'économie d'ttne mise en expérience de ces rapports'

t'
ililil
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selon une méthodologie éventuellement spécifique, pas plus
que celle d'un investissement théorique initial.

De plus la finalite de ces observations est, bien entendu,
de permettre une organisation et un contrôle de ces situa-
tions à des fins d'enseignement, ce qui nous conduit à
essayer de repérer le champ des choix possib/es plutôt qu'à
nous bomer à I'obsemation et à lacomparaison despratiques
actuelles de I'enseignement des rationnels et des décimaux.

Notre texte s'alimente d'un ensemble d'activites et de
recherches dans le champ ainsi découpé et qui ont pris nais-
sance en L97 4 au sein de I'IREM de Bordeaux (l'ensemble
des personnes concernées par ce travail comprenant : les
étudiants et les enseignants du 3è cycle de didactique des
Mathématiques, des instituteurs de l'école Michelet pour
I'observation et les professeurs d'école normale de la région).
Notre texte ne constitue pas un compte rendu de recherches
et à fortiori d'une recherche unique.

Il nous a paru d'ailleurs nécessaire d'introduire le lecteur
aux débats de didactique par une voie différente de la pré-
sentation académique habituelle des travaux scientifiques.

Nous avons commencé par I'analyse de curricula typiques
des années 60 et 70 et de I'effet épistémologique de la
réforme de 70 sur les conceptions des élèves et des maîtres
relativement aux décimaux. Nous avons voulu faire cette
première étude dans le langage et dans I'esprit qui étaient
ceux des époques considérées, de façon à ménager au
lecteur un accès familier à la fois à I'objet observé, aux
phénomènes et aux débats, c'est-à-dire à la situation actuelle
des problèmes abordés par la didactique des,mathématiques.

Cette analyse sera suivie par I'examen des résultats et celui
des alternatives ouvertes à cette méthode, pâr diverses théo-
ries de I'apprentissage de I'enseignement ou du développement.

Cet exemple introductif permettra donc aussi d'attester
des phénomènes dont certains seront étudiés expérirnenta-
lement dans la suite du texte.

A un moment où un certain nombre d'Etats s'apprêtent
à adopter le systeme métrique, il m'a paru assez opportun
d'examiner avec quelques détails à quel enseignement on
est parvenu dans le pays qui le premier en a adopté I'usage.

Cette présentation ne va pas sans risques, en particulier
celui de la confusion avec le discours pédagogique classique
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en usage dans les échanges professionnels, ou avec les arti-
cles polémiques fondés seulement sur des opinions. On ne
manquera pas de me reprocher de revenir à ce genre au
moment même où nous manifestons notre désir d'installer
la didactique comme champ scientifique.

Mais il ne faut pas se tromper sur ce mode de présenta-
tion : une telle analyse n'a été possible que par I'existence
du travail expérimental évoqué plus haut et qui sera présen-
té dans la deuxième partie de cette étude. Quelques termes
ou quelques idées anachroniques n'échapperont pas au
lecteur averti.

Il faut qu'il soit clair, par exemple, eu€ notre analyse un
peu rapide de la position de Diénès, si elle s'appuie sur des
observations assez longues, s'autorise surtout de I'existence
d'une autre théorie des processus de genèse des concepts
mathématiques. Cette intériorisation active et dialectique
se substitue à I'intériorisation immédiate de Diénès pour
amener le caractère interactif des connaissances que notre
partie expérimentale aura pour but de faire fonctionner
et d'obseruer.

< Dans les sciences plus qu'ailleurs on est amené à con-
fondre la connaissance teile qu'on la transmet et la connais-
sance telle qu'on la crée )). Cette opinion de Bachelard(t)
rend indispensable l'analyse historique et épistémologique
de la notion de rationnel et de décimal. Celleci nous donne-
ra des exemples de fonctionnement des concepts dans
diverses situations et nous perrnettra d'en relever les carac-
téristiques et d'étudier celles qui donnaient leur significa-
tion aux notions. Nous identifierons principalement la
nature des obstacles qui s'opposent à l'évolution des con-
naissances.

Il conviendra alors d'essayer de reconnaître ceux de ces

obstacles qui sont constitutifs du concept et le type de

situations qui leur sont associées.

Mais dans cette partie aussi seront engagés, comme dans

la première, des instruments conceptuels déjà élaborés et
non exposés préalablement. Divers projets de genèse du
concept poulront être envisagés. L'étude des possibilités
de les réoliser mettra en évidence les problèmes théoriques

(*) Essci sur la connaissonce approchée, VRIN.
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une partie décimale et I'indication d'une unité - ainsi les

nombres entiers ne sont pas des décimaux.
d) L'analyse de cette écriture - placée dans un tableau -
n'est rien d'autre qu'un exercice familier de numération
avec un changement de nom pour les têtes de colonnes.
e) Toutefois, ce changement de vocabulaire conduit à une

nouveauté car la justification du nom de ces sous-unikls
se fait par référence à I'unité principale. Ainsi, au ( groupe-

ment par dix I des études de numérations, se substitue une
r< division par dix > de la construction des graduations du

mètre. On ne peut pas savoir si cette < division > s'effectue
géométriquement, ni comment : il suffit sans doute que le
résultat coïncide avec la division dans les naturels et cette
partie n'est I'occasion d'aucune question, d'aucun problème,
d'aucune action pour l'élève qui ne partage ni ne divise rien.
f) L'ouvrage donne quelques exemples d'emploi du mot
r< unité )) - qui désigne ici l'obiet matériel reporté - mais
indique seulement par un titre : r< changement d'unite ))

qu'il faut expliquer aux enfants comment faire des conver-
sions d'unitris.
g) En fait, le véritable contenu de la leçon est indiqué par

les exercices écrits : recopier le tableau de numération et
y placer des nombres, exprimer des longueurs données

en mètres et en ses sous-muitiples et < dessiner une droite >

de longueur donnée!

Le système métrique. Les problèmes :

a) Cette leçon est suivie de 7 autres - où I'on apprend,
toujours uniquement à propos de longleurs et à travers

des problèmes pratiques, à faire l'addition, la soustraction
et la multiplication par un entier des nomtrres décinraux -
et d'une leçon de révision présentant le tableau des multiples
et des sous-multiples du mètre, intitulée < numération des

longueurs )).

b) Pour chacune des autres grandeurs, sauf pour les angles :

capacités (2 leçons), poids (5 leçons), monnaies (3 leçons),

les leçons d'introduction sont calquées sur le même modèle.

c) 11 leçons seront consacrées à l'étude d'autres gtandeurs :

surfaces, volumes, densités, vitesses et aux < systeme de

mesure )) corresPondants.
d)Toutes ces leçons sont suivies d'applications où il s'agit,
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Les fractions décimales :

Elles sont introduites, juste avant les fractions ordinaires,
comme une écriture nouvelle du décimal déjà étudié. Les
5 leçons qui leur sont consacrées consistent à reformuler les
règles de calcul des décimaux en terrnes d'opérations sur les
fractions.

Il devient clair à cette occasion clue c'est la théorie des
écritures et non des êtres mathématiques qui est enseignée.
Ainsi 3/10 est une fraction décimale mais L12,215,,3/5 etc...
sont des rr fractions ordinaires l !

Les justifications et les preul)es :

Contrairement à d'autres ouvrages de la même époque (*)
qui se contentent d'énoncer et de faire appliquer les règles,
ce manuel tente de les justifier soit par une vraie preuve, soit
par un exemple, soit par une vérification" N1ême dans les cas

où la preuve n'est pas possible, la présentation du texte
suggère que l'élève peut et doit comprendre. < Le quotient l
de 2 nombres queiconqlres est toujours un décimal soit
<< exact l soit ( approché rr.

Aucune étude n'est faite d'un rationnel non décimal.
L'élève doit arrêter la division lorsqu'il a obtenu une préci-
sion raisonnable dans le contexte" Cette convention n'est
même pas énoncée, elle est, pratiquée de fait.

Analyse des choix caractéristiques de ce currlculurn et de
leurs conséquences :

Conception dominante du décimal scolaire en 196Û :

Cette méthode peut être considérée comme typique de

celle de l'époque au moins par les traits suivants :

a) le décimal est toujours I'expression d'une ( mesure ))

(au sens non mathématique);
b)ces mesures s'effectuent dans le système rnétrique;
c) le décimal est défini en tant que nombre naturel muni
d'une indication d'unite et d'une virgule qui repère le chiffre
de cette unitri;

(*) Par exemple Bodart-Bré.laud chez F-. Nathan.
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Il n'existe pas de moyen de justifier à priori cette formule
plutôt que ceUeci :

2,5 x 3,25 - 812,5 ou celle formée avec toute autrevaleur.
d)Proportions :

Le cas des isomorphismes de mesures est plus favorable. L'une
des mesures agit sur I'autre comme un ensemble d'opérateurs
multiplicatifs tout en restant une mesure. Il exige toutefois
une nouvelle interprétation du produit de deux nombres soit
construite et si possible englobe l'ancienne, celle utilisée par

Al Kwarismi au IXè siècle pour unifier la notion de nombre :

a x b est le nombre qui est à ( b )) comme ( a > est à < 1 n.

Les timides tentatives que I'on peut observer pour déta-

cher le décimal de sa fonction de résultat d'une mesure

restent tout à fait formelles :

- substitution de noms plus généraux (unités, dixièmes,

centièmes), à ceux spécifiques du système métrique et

prolongeant les dénominations dans les naturels (dizaines,

centaines, etc...);

- rejet du nom de l'uniki avant ou après le nombre 3,25 m

ou m :3,25 au lieu de 3m,25 (depuis 1945).
La suppression, pure et simple, de la mention de I'unité,

à partir à',rn" certaine leçon et sans avertissement - l'éva-

poiation telle qu'on la verra utilisée systématiquement
âprès la réforme de 19?0, est franchement abusive mais ne

sà produit que furtivement, la pression des mathématiciens
pour faire isoler les êtres, dont ils théorisent la structure,
n'étant pas très forte à cette époque.

Les deux représentations des décimaux :

C'est pourquoi on peut constater que les rapports et les

proportiàns (à I'interieur d'une même grandeur - nombres

àbstraits) sont toujours exprimés, s'ils ne le sont pas entiers,

en fractions (ordinaires ou décimales) ou en pourcentages'

on pourrait supposer que cette spécialisation du vocabulaire

,r'"rl qu'une trace de I'histoire, mais il est probable qu'il lui
correspond des représentations distinctes : d'une part, les

décimaux représentant des mesures munis d'une addition

et du produit par un naturel, d'autre part les fractions,

bien qù'"pp*eÀment définies elles aussi à partir de la
mesure (la tarte que I'on coupe et dont on prend quelques

parts) sont employées comme des rapports'
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e1 'altun auruoJ rsroriJ luplg Jarllru al D : slulJ salqtuasuo,p

FuIpJes np arnsaru aluuroJ ?rnpoJ?ul lsa FturJap a[ no
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'sX.rodder
sal ap anbr.rolsrr{.1 urol snld suoral snoN 'an ap lurod ap
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Les emboîtements de ces IDp (DO C ID1 C ID2 "' C Dn)

seront malaisés dès que la situation Ëe corn'pliquera, surtout
pour Dg, I'ensemble des naturels, car nous avons vU que si

ies déciËraux sont au fond des naturels, les entiers ont été

déclarés ne pas être des décimaux!

L'approximation :

a) La distinction entre partie entière et partie décimale

découle de la pratique de la mesure et de l'évaluation sur-

tout dans les calculs où I'opération sur les parties entières

donnent l,ordre de grandeur. cette distinction est bien utile
car 0,31; 3,1; 31... ont tendance à s'identifier (il suffit de

choisir son unitti).
b) Mais alors, le décimal ainsi coupé en deux' sera tenté de

suivre certaines règles pour la partie entière et d'autres pour

la partie décimale. Par exemple 3,9 sera inférieur à 3'72
(pulsque I < 12\ (377" des élèves de CMZ : l'N'R'P', 1979)

ou bien encore 2,3 x 2,3 donnera mentalement 4,9'

c) Les décimaux seront identifiés avec les parties décimales

et donc inférieurs à 1. Les élèves hésitent à trouver un déci-

mal ayant un seul chiffre après la virgule et supérieur à 0,9)"'
d)Ceite idée que la mesure conduit à fournir un nombre,

< approché D mais <r qui compte > et un petit bout négli-

guuùt. s'ancrera fortement, surtout à I'occasion de la divi-

Jio.t qui fournit des suites visiblement infinies qu'il faut

enfouir sans procès puisqu'elles n'ont pas de statut possible'

e) Et lorsque plus tard, un étudiant considère dans un pro-

Uième uns série I a- à termes positifs, dont le terme général

tend vers zéro et f'ense qu'elle converge, estce parce qu'il

remonte I'implicaiion d'un théorème connu, ou plutôt
parce que subsiste quelque par! I'idée que (V e J n tq>n
:+ a^ < e ) veut dire que 3n tq p>n --È- up': O pT
référence" à la représentation des décimaux qu'il a appns

dès I'enfance ?

Influencedesidéespédagogiquessurcetteconception

Appréciation des résultats :

A cette éPoque, ces

tenues pour mineures.
difficultés n'apparaissent pas ou sont
L'enseignement de I'arithmétique ne

iillliitrlitllii!ffiitiliiiiirqiirir : rWllt
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'anbodg a1?ac
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et justifiable - sinon formulée - dans le langage de la scien-

ce enseignée - ou au moins dans son expression culturelle
la plus répandue.
c) Chaque ( enseignement r donne lieu à un apprentissage
identifiable et contrôlable, et, à la limite, seul est enseigné

ce qui peut être appris.
d) Les acquisitions entreprises se prolongent et se justifient
par I'usage - importance et fréquence - qui en est fait dans

les leçons antérieures.

Optimisation :

Ces principes conduisent naturellement à une conception
de I'optimisation de I'enseignement qui implique principale-
ment que :

a) Chaque leçon doit viser le maximum d'acquisition (le

débit) compatible avec les capacités d'apprentissage des

élèves.
b) L'apprentissage d'un concept doit donc se faire sous une

forme qui utilise au mieux les connaissances antérieures et

les modifie le moins possible.
c) Il doit demander le minimum de temps et doit se rentabi-
liser par un usage ultérieur assez fréquent dans des applica-
tions d'intérêt pratique.

La leçon d'introduction que nous avons minutieusement
relatée ne semble pas satisfaire la condition (a) mais c'est
parce qu'au fond, la plupart des faits ne sont énoncés là
que pour en justifier I'emploi quotidien ultérieur et non
pour être appris immédiatement.

Autres méthodes :
a) D'autres méthodes ayant pour objet la recherche d'une
meilleure motivation des élèves, conduisent à une réorgani-
sation plus ou moins profonde de l'apprentissage. Cepen-

dant, sauf accidentellement ici encore, ces motivations,
principalement centrées sur le milieu (école moderne de

Freinet), ou sur les centres d'intérêt pour I'enfant (DecrolV)
ou même purement arbitraires sont d'ordre exogène par rap-
port à la connaissance et sans pertinence avec elle.
b)L'ordre des acquisitions paraît susceptible d'être totale-
ment bouleversé par rapport à celui que nous avons exposé

et que respectent à peu près les autres.

i ;rtir,riiii:l ' ,.',r,iill,irlilll',, rt.iiliiilliitllilli:.l
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cet apprentissage est conçu en deux parties que I'on peut

viser séparément :

- I'appientissage de I'algorithme que les maîtres appellent

a mécanisme > de I'oPération, et

- celui dit du ( sens > de ce mécanisme, c'est-à-dire la con-

naissance des occasions de l'< appliquer )) :

- Le premier relève des techniques d'apprentissage classique

et, à la limite, du conditionnement;
- L'autre ne peut s'apprendre, à travers la répétition des

exemples et dés applications dans des problèmes, que par la

grâce de mystérieux transferts que (( l'élève effectue si, et

ieulement si, il a une intelligence suffisante rr.

Certains ouvrages font des tentatives pour ramener I'en-

seignement du rànr à celui d'un mécanisme par d'habiles

classifications des situations (recherche du nombre de parts,

recherche de la valeur d'une palt pour la division par exem-

ple) par I'identification de démarches spéciales (la règle de

iroiti, voire par la recherche d'indices lingpistiques de l'opé-

ration à effectuer ( < il manque )), ( il reste p, ( on retran-

che 1... pour reconnaître la soustraction)'
Ces tentatives conduisent à rejeter certains problèmes,

cerLaines formulations, et donc contribu-ent à modeler la

conception dominante.
Cetie séparation entre ce qui peut être enseigné formel-

lement poùr être appliqué a mécaniquement rr et ce qui ne

peut p", l'êtru - "nire 
la forme et Ie ( sens > - joue un rôle

fondamental dans I'enseignement- Elle résulte à première

vue de ce qu'elle est le résultat extrême de la négociation

didactique étudiée par M. Verret (Le temps des études'

Ig7 4) et par laquelle le savoir enseigné se constitue en une

transposition didactique du savoir pratiqué'

En effet cette négociation didactique conduit à distin-

gu€r, dans ce qu'a été vécu naturellement par l'élève comme

une réporrr" ,ràr-ale à des situations intentionnelles, ce qui

est objet de connaissance, d€ ce qui ne l'est pas, ce qui

était un ( problème u de ce qui était une hésitation stupide'

ce qui était une adaptation banale de ce qui était un appren-

tissage, ce qui doit être appris de ce qui peut être oublié'

Nous entreprendrons plus loin l'étude théorique de ce phé-

nomène important mais nous pouvons tout de suite en

observer le fonctionnement dans ce cas précis.
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algorithme est, rapport a I'activitéEn fait l'usage d'un algonthme est' par rappon a I'acf,lvr1Æ

mentale, comme la partie visible d'un iceberg. Dans de nom'
breux cas qui servent de référence métaphorique aux théo'
ries pédagogiques qui les préconisent, les algorithmes sont

acquis par un processus tout différent de ces apprentissages

formels : ils sont le résultat d'une adaptation des sujets, pro-

gressive ou par sauts, mais où le sens et les caractères des

iituations jouent un rôle très important. D'une certaine

manière, apprendre séparément les algorithmes de calcul et

leurs conditions d'emploi est une activité comparable à
celle qui consisterait à apprendre des citations et I'occasion

de les placer. Elie est concevable en littérature académique

mais ne permet pas d'apprendre une langue'

Cette méthode conduit à rendre inutiles - non fonction-
nelles les explications et la compréhension, en ce sens

qu'en cas d'erreur ou d'incertitude elles ne Servent jamais à

rlctifier I'algorithme. Seules alors peuvent servir des aides

mnémotechniques, c'est-à-dire arbitraires par rapport au

contenu. C'est ainsi que les motivations à exécuter une tâ-

che peuvent devenir non pertinentes, et donc se plier à des

exigences plus Pédagogiques.
On les voit donc disparaÎtres dans certains ouvrages

(Bodard déjà cité), ou n'y jouer qu'un rôle secondaire, de

telle sorte que I'explication est devenue à son tour une nou-

velle connaissance juxtaposée aux autres. Et si seuls les

meilleurs peuvent I'apprendre, c'est qu'elle n'est pas indis-

pensable. Elle doit donc être considérée comme un autre

savoir, indépendant du savoir-faire.-., un luxe superflu en

première urgence.
Ainsi, les préoccupations pédagogiques des années soixan-

te ne pr"nui"rrt pas en considération le contenu dans la

.o,r."piion des situations d'enseignement et même tendaient

à le rejeter en tant que savoir organisé pour n'en retenir que

I'aspect connaissance des faits et algorithmes (*)'
Ér 

"on"lusion 
de cette étude on peut admettre que la

méthode que nous avons présentée est bien typique de celles

(*) Cette tendance d'ailleurs été constatée expérimentalement par E'

Filhol dans une recherche sur I'enseignement de la numération où il a

montré que les maÎtres ne prévoyaient les résultats de leurs élèves et ne

les faisaient progre..", qu"iur les objectifs de bas niveau taxonomiques'
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réseau en dénombrant les mailles. L'unite de surface est le

nom donné à cette maille (< L'unikl d'aire est un petit

triangle D mes. 3) (*). On lui fait alors remplacer ce dénom-

brement par un recouwement des figUres avec des t pièces rr

d'un systâme inspiré des multibases de Diénès : A couvre

une maille, g en couvre 2-, C -------> 2?, D 
- 

23 
'

E 
- -= 

bn', f --2 25 , G ----+ 26. Après échanges

pour avoir le minimum de pièces de chaque sorte, le résultat

àst transcrit dans un tableau où la surface - un naturel -
est écrite en base 2. L'élève est alors invité à dessiner une

surface M d'aire 11011. < Quand A est I'unite n puis à

mesurer cette aire en prenant E < comme unité > ' L'uniki
est devenue une des pièces et par le jeu des échanges la clas-

se d'équiva.lence des figUres de même aire et de même type

(ces termes et ces remarques ne figurent pas dans le texte)'

Pour indiquer que dans cette opération matérielle, il a chan-

gé d'unité, l'élève doit mettre, dans le tableau' un chapeau

iur le nom de la pièce choisie et une virgule après le nombre

de pièces.
Àprèr échanges, on obtient le même tableau que dans

l'énoncé - avec en plus la virgUle et le chapeau' Les chan-

gements d'unité se font à I'interieur d'un même système'

ôr, n" remplace pas un réseau à mailles carrées par un autre

à mailles hexagonales par exemple'

Autres boses. DécomPosition :

Le même genre de travail est fait en base 3 puis en base

10. Des exercices viennent rappeler que pour multiplier un

nombre par la base, il suffit de décaler les chiffres d'un rang

vers la gauche.
Il afparaît dans le compte rendu de I'activite du maÎ-

tre quiaccompagne ces exercices (agir pour abstraire p'2L5),

que dans un àiAog.r" très maieutique, les enfants ont été

conduits à transcrire ce tableau :

GlFlElDlclB
1l

en légalité : S -2 f+ 1 f + fi8 + f/16

(*) Mes. ifait référence à I'indexation des fiches utilisées par I'au-

teur.

iittll
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sous celle d'un algorithme générateur de la graduation entière,
c'est-à-dire de tous les codes ayant un chiffre après la virgule,
puis deux..., conformément au modèle évoqué plus haut
dans L'ordre des décimaux.

Les opérateurs. Les problèmes :
a) Immédiatement après, vient la préparation classique au
produit de deux décimaux sans indication d'unité. L'auteur
introduit une numération du rang des chiffres à I'aide des

entiers (Z)...3,2,!,0,T,,2,... La multiplication par 10, 100,
1000 consiste à déplacer les chiffres dans le tableau d'un
rang vers la gauche. L'opération est justifiée par l'échange
de pièces - le modèle reste nécessaire - d'un rang contre
celle d'un rang immédiatement supérieur.

La division (de quoi ? des nombres, des nombres-mesures,
... des unités!?) consiste en I'algorithme inverse :

123,35 = 12335 :100

b,1 Alors, le produit de deux décimaux - dont on ne sait pas

à quelle occasion on peut avoir à le faire - est interprété en

termes < d'opérateurs r :

123,35 x 4,3 = [12335 :1001 x 143 :101 (*)

Nous traduisons ici par des nombres entre crochets les

nombres qui expriment des mesures et entre parenthèses
ceux qui sont associés à des < opérateurs l représentés dans
le texte par les flèches (Le point représente Ia ( composition rr

de ces flèches et nous avons ainsi distingué 3 ( produits > :

I'opération interne x, I'opération externe I I ( ) et la com-
position d'applications qui sont confondus dans le texte).
Cette interprétation de I 43 I < nombre concret rr en I'opé-
rateur (x 43) a été préparée dans les naturels par de nom-
breux exercices sur ce que I'auteur appelle r< les machines l.
Il n'est proposé aucune situation-problème où la multipli-
cation de deux décimaux pourrait prendre un sens.

c) La division est exposée selon I'ancien schéma : remarque

(*)Pour I [123351 (, r00)l x Il asl (:10)J

,':liiliilll,iirilliitliil 
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La uirgule

La virgule et le chapeau ne portent aucune information

lorsque i. nombre est écrit dans un tableau, ce qui est

toujàurs le cas dans la première partie du travail' L'écriture

< Àathématique , décomposée sous forme de polynôme

aurait vraiment pu servir de base à une étude correcte du

décimat. Mais 
".1 

épirode paraît assez fortuit et sans lende-

main, I'auteur t"-bl" ne s'intriresser qu'à la transcription'

L'ordre :
L'étude de l'ordre des décimaux est réellement une inno-

vation qui répondait, nous I'avons w, à une insuffisance des

méthodes antérieures, mais en quoi les raisonnements

effectués ou les propriétés énoncées à propos du numéro-

tage engagent-ils les décimaux-mesures déjà introduits ?

ou si ce sont des < nombres )) nouveaux comment en con-

cevoir la somme Pil exemPle ?

Identification et éuaPoration :

a) ces êtres n'ont en commun avec les autres que la manière

dont on les écrits. Leurs représentations sont distinctes,

isolées et cohabitent sans rapport autre que formel'
pour raisonner sur I'ordre des r< nombres à virgule )) -me-
sure, il faut se souvenir de I'algorithme du rangement des

livres. Aucune activité ne permet à une représentation

nouvelle d'englober les deux précédentes (on aurait PU, Pil
exemple, définir une distance entre les repères puis une

mesure de ces ( segments l )'
b)Cependant .'"rià partir de ces leçons que le décimal perd

toute référence à une unité donnée. La virgule conserve un

sens cependant, lorsqu'il s'agit de comparer ou d'addition-

ner des nombres décimaux : elle indique le chiffre de I'unité

utilisée pour chacun et qui est supposée être la même, même

si on ignore laquelle (cette explication n'est ni demandée, ni

fournie aux élèves).
Lorsque les nombres proposés n'ont rien à voir entre eux'

et qu'il n'y a aucune raison de supposer que c'est la même

unité qui â éG utilisée, la disparition sans avertissement de

l,indication de I'unité, tuit, qu'au moment où la virgUle

pourrait porter effectivement et utilement I'information

.onu"rlte, elle en porte une autre' on ne sait laquelle'
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Etude d'un curriculum typique des années 70 :

Le manuel le plus répanclu à la suite de la réforme de 70

fut probablement celui de N{me Touyarot (Itinéraire mathé-

matique - Nathan 1976).

Les choix :

Les choix sur les questions qui nous intéressent y sont les

mêmes : introcluction comme mesure de cardinaux finis avec

changements d'unités puis tr évaporation rr de I'indication de

I'unité, ce qui permet, dans la comparaison de deux naturels

et dans celle de deux décimaux d'avoir deux algorithmes dif-
férents - fournis sans justification - pour ranger dans le

même ordre des nombres qui sont toujours considérés

comme des naturels.

Propriétés des oPérations :

Alors que les propriétés des opérations dans les naturels

sont fondées explicitement sur I'examen d'une représenta-

tion (les opérations ensemblistes mais les termes de

< réunion p et <t d'intersection )) ne sont pas prononcés ),

celles de ces opérations dans les décimaux sont simplement

empnrntées aux précédentes, attestant qu'avec cette repré-

seniation, il n'y a plus ni probième, ni débat, ni même

nouveauté. Le décimal n'existe plus comme être mathéma-

tique mais seulement comme transcription d'un être déjà

connu.

Produit :

Pour le produit de deux décimaux, l'élève est invité à

constater que ( un paquet de sucre contient 168 morceaux

de sucre donc 1,68 centaines de morceaux;28 paquets de

sucre contiennent 1,68 x 28 centaines de morceaux )) '

D'autre part ces ( 2,8 dtzaines de paquets de sucre contien-

nent bien 16,8 x 2,8 centaines de morceaux de sucre puis-

que une dizaine de paquets de sucre en contient 16,8 cen-

taines de morceaux. Donc : (évaporation)
16,8x2,8=1,68x28

Opérateurs :

Beaucoup plr.rs tard. le décimal
puis dans les décirllatlx est dt<fini

opérant datrs les traturels
comme une application :
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Conclusion :

Cet ouvrage éclectique conserve le canevas ancien et
I'illustre de tous les apports nouveaux de l'époque. Les

problèmes sont nombreux et très variés. L'enseignant ne

sait lesquels choisir et ne voit pas bien comment la solution
de I'un facilitera pour l'élève la résolution d'un autre. Ce

qui veut dire qu'il n'y reconnaît pas les contenus d'appren-
tissage auxquels il est habitué. Le vocabulaire est lui aussi

le résultat d'une négociation de circonstances : quelques

termes nouveaux, rattachés à des objets anciens. Mais qu'un
obstacle se présente comme dans la démonstration du

paragïaphe précédent et le langage mathématique reparaît
avec tout I'arsenal des innovations didactiques de cette
époque. Il témoipJne clairement d'une négociation difficile
dont nous allons maintenant examiner les conditions-

Les idées pédagogiques de Ia réforme :

La réforme uise les conlenus :

Contrairement aux mouvements pédagogiques antérieurs,

la réforme des années ?0 visait principalement à modifier
le contenu, la formr.rlation, I'organisation et I'ordre d'intro-
duction des connaissances mathématiques enseignées- Si

elle était accompagnée souvent de prises de positions péda-

gogiques aucune ne lui était spécifique. Ayant constaté qu'à

part quelques compléments et changements de vocabulaire

la conception de I'enseignement des décimaux n'avait pas

fondamentalement changée, on serait tenté d'en inférer que

les difficultés des élèves devraient être les mêmes.

Or nous allons voir qu'au contraire la modification des

contenus conduisit à celle de la conception de I'apprentissa-

B€, à la réorganisation des activites des élèves et à celle de

I'enseignement des mathématiques-
Cette réforme prétendit avant tout être celle des contenus :

- les connaissances mathématiques avaient éte réorganisées

et unifiées;

- le vocabulaire avait donc changé, on avait de nouvelles

exigences quant à la rigueur, le champ d'application des

mathématiques s'était élargi en partie grâce à la fécondite

de cette réorganisation;
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interaction avec des situations trop riches ou trop nom'

breuses où ces structures s'englueraient et prendraient des

significations et des limitations trop particulières. De plus,

lei iaées pédagogiques de l'époque conduisent à rejeter une

étude scolastique du discours mathématique'
Ce problème a reçu plusieurs tentatives de réponse. Nous

ne retiendrons que celle proposée par Diénès que nous

considérons comme la plus représentative et la plus expli-

cite. Nous signalerons, toutefois, une manière de s'y dérober

fréquemment observée.
EIle consistait :

- en s'appuyant sur les travaux de Piaget à penser que juste-

ment l'épistémologie génétique montrait I'apparition non pas

de connaissances élémentaires mais de stmctures entières et,

cela, dans une genèse qui procédait du général au particulier;

- et à conclure, avec une référence douteuse aux idées de

Rogers que I'activité des sujets et leur développement

naturel conduisaient aux appropriations fondamentales

visées, à condition que l'on n'y fasse pas obstacle par une

didactique normative intempestive. Cette position ne

fournissait pas de pratiques didactiques ( communicables >

mais justifiait beaucoup d'expériences (( pédagogiques

,",ru"gô, )) ( * ) qui prétendaient rejeter les < méthodes

traditionnelles rr.
Par contre, Diénès, propose explicitement une solution

qu'il illustre de nombreuses leçons et de matériels nou-

veaux ( ** ).
Le processus, qu'il appelle ( psychodynamique )) se

déroule, généralement en six étapes :

- étape ludique;

- jeux structurés;

- jeux isomorPhes et abstraction;

- schématisation et formulation;

- symbolisation et formalisation;

- axiomatisation.
mais s'accompagne de phénomènes comme, PâI exemple,

celui de Ia généralisation.

(* ) Selon une terminologie de I'INRDP'

i-ll MAUDET : Etude et critique du processus psycho-dynamique

selon Diénès. Mémoire de DEA. Université de Bordeaux 1979'

.' i 
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que solution d'une situation reconnue intéressante.

b) Dans l'étape des jeux isomorphes, le maître propose'

successivement, à ses élèves plusieurs jeux réalisant la
même stmcture. Ceux-ci, doivent reconnaître d'eux mêmes

entre ces jeux, les correspondances d'objet à objet, de

relation à relation qui leur ont permis de transporter de

I'une à l'autre de ces situations problèmes, comportements'
propriétes et méthodes. Aux yeux du didacticien ces trans-

ferts sont déjà tenus pour la preuve que l'élève a pu établil
entre les réalisations, une relation qui constitue I'appréhen-
sion encore implicite de I'isomorphisme, modulo la stmcture
choisie et dont on prendra conscience dans la phase suivante-
c) L'abstraction consiste alors à identifier, en tant qu'objet
de connaissallce la < structure commune rr à divers jeux
isomorphes. La structure est ici I'ensemble des propriétés
qui indépendamment des particularités de chaque exemple

les régissent tous. Le didacticien doit donc produire un en-
semble de réalisations présentant une < variabilité rr conve-

nable pour limiter la finesse de la stmcture abstraite. La re-

cherche de la structure la plus fine doit être, elle, érigée en

règle permanente, les réalisations formant la sémantique de

la structure conformément à la définition de Carnap. Mais

les raisons de cette recherche, du choix des exemples, et,

de I'usage de cette structure ne sont pas accessibles à l'élève

de sorte que pour lui il y a bientôt un contrat assez clair :

il lui faut reconnaître ce que le professeur a caché dans les

jeux, décoder son intention didactique selon une règle

uniforme : chercher les ressemblances et les différences.
Il faut remarquer que cette étape, contrairement aux précé-

dentes n'appelle aucune décision nouvelle de la part de

I'enseignant, elle ne comporte le plus souvent aucune situa-

tion-problème spécifique: elle apparaît comme une réponse'

entièrement à la charge de l'élève, donnée aux étapes anté-

rieures qui en sont à la fois la condition nécessaire et

suffisante.
C'est à mon avis I'existence du contrat didactique qui

assure le fonctionnement du processus, et non une quelcon-

que loi de la genèse de la connaissance. L'abstraction n'est

pas fatale. En effet les commerçant n'ont jamais abstrait les

structures de modules qui. règlent leurs échanges permanents

parce qu'ils n'avaient pas de motivation à le faire'
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abandonner certains, ou d'en arrêter d'autres et ainsi d'ad-

mettre le débat constitutif de la science. Diénès donne

comme exemple de ce processus le schéma suivant :

N 
îZ

\n
Q 

----r. 
R. -*----+ D

Processus psychodynamique et prat ique pédagogique

Le contrat dont nous parlions plus haut s'appuie sur une

fiction épistémologique et psychologique très répandue

(à l'époque) et reprend des pratiques professionnelles

bien établies :

a) Les comportements des élèves sont supposés être essen-

tiellement empiriques : leurs rapports répétés avec la < réa-

lite l des situations didactiques font surgir les stmctures
qui y sont incluses comme la < gestalt l dans la perception.
Ce processus d'abstraction s'interprète parfaitement dans la

théorie des traces mémorielles-
b) L'acceptation du modèle empiriste pour rendre compte
du fonctionnement de l'élève s'appuie sur une position
traditionnelle fondamentalement réaliste et presqtle plato-
nicienne des enseignants: la réalitxi a des stmctures que

I'homme découwe, le professeur est porté à simuler la
nature en cachant les stmctures qu'il veut enseigner' la
découverte étant une lecture du monde-
c) La technique des jeux isomorphes correspond à la pra-

tique ancienne de la répétition des problèmes pour en

enseigner la résolution (en les classant autour de types
qu'il faut reconnaÎtre). Sur ce point, la méthode nouvelle
peut ainsi s'opposer à I'ancienne et en même temps s'y

substituer sans modifier sensiblement les pratiques.
d) La position ancienne devait séparer I'apprentissage du

savoir-faire et celui du sens. La nouvelle permet d'espérer

fondre les deux car elle assure au professeur que la signi-

fication de la structure qui est finalement apprise et les

algorithmes qui y sont attachés n'est rien d'autre que

l'ensemble des réalisations qu'elle décrit €t, inversement,

I'abstraction se produit fatalement par le processus même

qui engendre la mémorisation. Mais en fait la <r structure rr

va se substituer aux savoir-faire et I'apprentissage du sens

___l:_

-/
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A la référence du système métrique et aux pratiques qui

lui sont liées, on a préféré présenter différentes bases,

d'abord la base 2 où Ie nombre des unité différentes est

plus rapidement croissant et les manipulat ions plus simples.

L", 
"ot'tditions 

de la reproduction d'activités de numération

sont facilitees mais aucun problème nouveau n'apparaît
et ces réIfications ne sont que des répétitions.

De plus, les vrais problèmes de la rnesure : le caractère

non discret, la recherche d'une unite et ri'un moyen de

comparaison et de report, I'encadrement. les erreurs, tous

ont été gommés au départ et renvoyés à une entrée ulte-
rieure et solennelle" Les activités ne se réfèrent plus, ni à
une utilite pratique, ni à ttne justification théorique expli-
cite ou construction. Il est révélé à l'élève que puisqu'il
a fait telle tâche, ii vient de découvrir t,elle propriété. La

structure, qu'un observateur juge présente, dans la sit,ua-

tion-problème, est réputée êlre entrée dans les acquisitions
de l'élève par le faitmême de son succès à l'épreuve comme

si le labyrinthe dans lequel on a piacé un rat élait connu
de lui en tant que fel dès qu'ii en est, sorti une r:u deux fois.

Je ne crois pas qlle Diénès ait dir ou pense ainsi. mais

rien dans sa < théorie l didactique ne pern;et au professeur

de prendre en compte les comporten'rents des elèves, de les

expliquer et de les prévoir, lcrsqu'iis sont <t erronés rt et

d'y adapter les situations d'enseignernent. Par exemple, c'est
la confiance dans la providence ou dans la prévoyance des

hommes ou de ceile de I'enseignant qui permet aux élèves

d'admettre que les décimaux mesure héritent de cert,aines
propriétes des décimaux-repères. On ne peut" rien dire de

la signification de la réussite ou de l'échec de l'élève.

Conceptions et sttuations
Ce n'est pas le lieu ici Ce faire tlne critique systématique

de I'ceuwe si intéressante de Diénès mais il faut bien voir
I'obstacle principal sur lequel elle bute et qui est celui de

I'engagement de la connaissance dans I'action finalisée"
Une < structure mathématique ri prend sa signification
dans I'emploi qui en est fait, dans la fonction qu'elle joue,
dans la constitution des autres, et surtout dans tres pnob|èmes
qu'elle a permis de résoudre. C'est au niveau du concept
qu'il faut I'envisager. L'analogie de fonction dans un même
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agissaient dans le sens que nous avons indiqué, parfois
même de façon excessive. Nous estimons finalement que

la conception est restée la même que dans les années 1960.

Illustration
Nous n'avons pas rapporté ici des travaux qui ont permis

de mettre en évidence les phénomènes que nous avons
signalés mais pour illustrer leur perrnanence, nous relevons
cidessous quelques résultats d'une enquête récente de

I'I. N. R. P. sur le comportement de près de 900 élèves* en

les disposant de façon à illustrer les caractéristiques de la
conception des décimaux que nous avons décrite plus haut.
a) Techniquês.. . Nous pouvons observer ainsi que les points sur
lesquels les différences significatives apparaissent sont ceux
quenousavionssignalés : notre hypothèse n'est pas contredite.

* Institut National de Recherche Pédagogique (unité de recher.
mathémat. sur l'élémentaire). Enquête sur I'enseignement des mathé'
matiques à l'école élémentaire. T. 1: comportement des élèves (1979).

Exercices zur B.l ùf/o

réussite
Exercices cores-
pondants dans fD

an/a

réussite

ENCADREMENTS
19225 et 499425
134900
340090

ORDRE
INRDP (t977 )

CHANGEMENTS
D'ECRITURES

Passage de l'écriture en
chiffres à l'écriture en lettres
176 et 5A77

L207 5320

ADDITIONS
4325L28t92042+104095

SOUSTRACTIONS
3t5426 - 42975

MULTIPLICATIONS
7 485x37 4

DIVTSIONS
8359 par 39

64
56
56

72

85
74

89

61

60

69

6,137 et 728,32
57,05
0,593

I nombres
- selon la partie
entière

- qui ont même
partie entière

1,047 m
0,049 m
16,84 m

45,26+ 0, 3451+-
3092,048

1241,39 - 327 ,043

54,1 5 x 3,02

7 4,19 par 3,4

49
50
47

26

74

28

89

60

66

52

61
63
85
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maux. Ils montrent peut-être que les élèves, bien qu'en-
traînés à la technique des opérateurs, n'ont jamais ét'e

beaucoup confrontés avec les problèmes que rencontrent
les naturels dans ce rôle.
d) Les problèmes numériques :

Voici les pourcentages de réussite à quelques exercices,
un peu complexes il est vrai, (avec usage de diagrammes,
de tableaux de péage, de tarifs etc.) mais basés sur des

calculs numériques dans [rl ou dans D.

Calcul de la distance entre deux villes
Calcul du prix de I'essence
Calcul d'un tarif postal
Calcul de distances sur une carte routière
Sur des problèmes plus classiques de pour-
centages, les réussites sont de I'ordre de

LSVo

0,870
48 à 54Vo

L47c

30 à 457o

e) D'ailleurs les auteurs concluent :

< En ce qui concerne les acquis traditionnels sur les

techniques opératoires, les comparaisons qui ont pu être
faites avec des enquêtes plus anciennes montrent QU€,
contrairement à une opinion répandue, < le niveau ne

baisse pas)). Les élèves d'aujourd'hui savent aussi bien

faire des opérations qu'il y a vingt ans, et ont, de plus,
la maîtrise d'outils que ne connaissaient pas leurs aînés. >

En revanche, les élèves du CEZ et du CMz ont des diffi-
cultés pour résoudre des problèrnes : il s'agit là de réinvestir
leurs savoir-faire techniques dans des situations où ils
soient pertinents. Cette faible disponibilité d'outils par

ailleurs bien maîtrisés, constitue I'information la plus claire
des résultats et renvoie aux multiples aspects de ce qui pour
les enfants fait difficulté dans la résolution des problèmes.

Voriablæ
D'autres études, que nous ne rapportons pas ici, montrent

en fait que I'effet de variables telles que le nombre des

chiffres maniés, le nombre des chiffres de la partie entière,
la présence de zéros intercalés près de la virgule, l'égalitti
des nombres de chiffres après la virgule,... joue un rôle
conforme au modèle.
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Le schéma classique, dans lequel I'apprentissage est la mise
en mémoire d'une connaissance qui va s'appliquer, a permis
une approche économique de la didactique. Il s'agit de dé-
composer I'organisation de I'enseignement en sous-tâches
pouvant se concevoir indépendamment et s'exécuter séquen-
tiellement. Chaque sous-tâche apourfonction depermettre de :

- définir la connaissuutce visée, la réorganiser sous la forme
la plus adaptée à sa communication ou à son apprentissage,
la faire apprendre au sens de mémoriser sous cette forme et
montrer comment on I'applique;

- placer cette sous-tâche dans un domaine de savoirs cons-
titués ou sous contrôle d'une activité spécialisée : la disci-
pline mathématique, Ies théories de la communication ou
de I'apprentissage, ou de I'enseignement etc... Une utilisa-
tion naïve de ce schéma permet essentiellement aussi une
décomposition des responsabilites et des contrats dans le
déroulement de l'enseignement et fournit donc un cadre à
l'interprétation des difficultés, des erreurs et des échecs.
L'erreur est interprétee comme I'indice du non-fonctionne-
ment d'une des séquences prévues, d'un écart entre un pro-
jet et sa réalisation : le savoir a été mal appris, mal retenu,
ou mal appliqué, ou mal compris, Dd relié aux autres
savoirs... Les difficultés sont celles de l'élève ou celles de
I'enseignant, ou celles de I'enseignement : les objectifs
sont mal précisés, mal communiqués, les moyens sont insuf-
fisants, les résultats mal évalués... etc.

Nous nous proposons ici d'essayer une autre approche :

I'apprentissage est une adaptation de l'élève à une situation-
problème nouvelle (*). Les difficultés qu'il rencontre sont
donc fondamentales pour provoquer cette adaptation. De
plus, elles peuvent être constitutives du nouveau savoir,
c'est-à-dire être indispensables à sa compréhension (**).
Ces difficultés sont celles que portent en elles la conception
antérieure de l'élève et la situation-problème choisie les a
seulement révélées. La nouvelle conception apparaît parce
qu'elle est une solution à ces difficultés. Elle est une rééqui-
libration des systèmes de réponse de l'élève (*) soit qu'elle

(* ) PIAGET : < Théorie de l'équilibration L
(**) BACHELARD : ( Notion d'obstacles épistémologiques dans
la formation de l'esprit scientifique )).

,
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mécanismes de production des savoir, qui nous intéressent

en termes de conditions reproducttbles. L'autre méthode

intéresse plus spécialement les mathématiciens et consiste

en une étude a priori des différentes manières de constituer
des notions. L'explicitation des contraintes auxquelles on a
obéi consciemment, ou non, peut, elle aussi' fournir des

indications intéressantes. Nous allons conjuger ces deux

méthodes pour Ia recherche des questions auxquelles la
constmction des décimaux est une réponse adéquate.

Dans la mesure où ces réflexions ne senrent qu'à la consti-

tution du problème épistémoiogique qui sera mis en expé-

rience et où nous ne cherchons pas à conclure directement
sur la foi d'opinions didactiques conscientes ou non' nous

pouvons les accepter tous les deux, conculTemment et

conjointement.

LA DETERIflINATIOI{ DES CONCEP?/OÀ'S ET DES

SITUA?/OA/S.

Anticipant sur les résultats de l'étude théorique à venir

dans la deuxième partie de cet article nous alions rapide-

ment passer en revtte les questions qui se posent et les choix
qui peuvent s'ouwir.

Pour construire les décimaux ii suffit de considérer I'en-

semble D+ engendré en adjoignant à tr{ un élément d tel

que 10d = I et de poser que I'ensemble obtenu est muni
d'opérations qui prolongent celles de N en gardant les

mêmes propriétes fondamentales.
En considérant 0'i t d I avec 10d = 1 on obtient un

codage prolongeant celui de b{., et tout é}ément x e D

s'écrit sous la forme x = Ia, 10r i e7'. Alors ayant conser'

vé tout ce que I'on désirait, on peut montrer que D'. est

totalement ordonné (contrairernent à N lx I ) par la relation

a< a' --. J a" € N [d I tq a' - a- a", dense et archi-

médien. Les.seûls éléments de [.{ qui sont inversibles dans

N I d I sont les multiples des diviseurs de d. Mais pour tout
nombre décimal a il existe un décimal a' qui peut jouer le
rôle d'inverse de a avec la précision e quelconque voulue :

0<1-aa'<e
On peut alors montrer qr" o+ à't dt"'e dans Q+ et que

R+ est le comPlété de D *.
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DE LA MESURE AUX HOMOTHETIES DE D.

Il est finalement relativement facile d'obtenir I'usage
des décimaux-mesure, en tant que semi gToupe additif à
opérateurs naturels. Nous avons vu que la notion d'applica-
tion linéaire de D dans D I'est moins, et surtout la désigna-
tion de ces applications linéaires à I'aide de nombres précé-
demment utilisés pour les mesures. Il y a Ià une opération
qui correspond à I'identification d'un espace vect,oriel avec
son dual et qui appelle des situations et des processus
appropriés. Comment concevoir cela à un niveau élémen-
taire ? Est-il possible dans ce rôle de faire l'économie de
I'étude de Q en tant qu'ensemble des opérateurs archimé-
diens ? C'est seulement dans (Q*) que le produit de deux
rationnels prendrait tout son sens. L'approche de ces opéra-
teurs à I'aide des opérateurs décimaux est-ii un problème
différent par le sens de celui posé au paragraphe précédent ?

DE LA STÆ UCTLI RE A LIX Æ^EP,RTSET{TA?/OT'S

Comment passer de cette terminologie mathématrque a
des conceptions d'élèves ? Est-il possible de constit,uer une
représentation efficace et correcte de la notion de décimai.
qui constitue un sens des algorithmes permettant leur usage ?

On peut imaginer - et I'histoire I'atteste - qu'il existe
des représentations différentes pour les decimaux.
Par exemple, Rt :0,3 est ( ce qui multiplié par 10 est
égalà3l

R2 : 0,3 est r< 3 fois Ia dixième partie de 1 l
Pourrons-nous en choisir une autre, que la représentation

dominante, et I'enseigner pour en observer les effets ?

Nous verrons que si on fait réellement fonctionner la
pensée mathématique-créatrice des élèves, il faut aussi ac-
cepter que des conceptions transitoires éventuellement
fausses se créent chez eux. Comment peut-on provoquer
leur rejet ou leur abandon ?

DT'S CONCEPTIONS AUX SITUAZONS.

Comment élaborer des situations qui fassent réellement
fonctionner une notion ? C'est-à-dire qu'on ne peut pas

lilttlllltffi
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ces critères seront signalés à I'occasion, et de courtes

études des q,r"lqrr"s qriestions de didactique, p.*i 
- 

les

plus impo*anùr, ,"rorrt insérées dans le cours du récit.

b", ,,o.r, souhaitons aussi, à cette occasion, entamer un

débat 6ur les rapports qu'entretiennent les problèmes

d'enseignement uu"" les domaines scientifiques connexes

âeiâ 
"J"stitués, 

d'une Pd,.et avec les problèmes de didac'

tique, d,autre ou,1. Nàus insisterons sur Ia complémenta-

rit€desdeuxaspectsphénoménotechniqueetscienti-
fique - de la didactique'

2.Conceptiongénéraled'unprocessusd'enseignement
des décimaux

2.1. Conclusions de I'étude msthématique

2,l.l.Axiomatiqueetchoixdidactiquesimplicites
Il existe bi;; d'., *"r,ières de définir mathématiquement

ou de constnrire les décimaux. Elles diffèrent par le choix

decequel'onconsidèreconnucommeobjetsmathéma-
tiques et "o*1.- 

méthode de démonstration' mais leur

résultat est le même, en ce sens qu'il existe un moyen de

montrer l,équivalence, l'isomorphiime des structures obte-

nues. chacune de ces constructiottt a:riomatiques est dans

lechampae,mathématiques;parcontre,l'étudedece
qui fait leurs différences, i"r iuirons des choix, de ce qui

estadmisounon'decequiestimno.rtantounon'facile
ou non... ne ,*tau" pas dÂ mathématiques. une construc-

tion ar,iomatiqoe àst chargée implicitement d'options

épistémotogiqrËr, de présuplosés 
- 
àidactiques qu'il faut

se garder de croire nécessait*t u,, même titre que les conclu-

sionsmathém"tiqtt*',maisparlesquels.ilfautbien-passer
pourobtenirundiscoursquipermet.decommuniquerla
notion. Deux méthodes clifiètuttt par le choix des a:riomes

àt a., règles de production des théorèmes'

'2.1.2. Transformations du discours mathématique

nexisteaussidesprocédésformelsquitransforment
un discours mathématique en un autre relevant de la même

a:riomatique. ces procédés affectent plus ou moins profon-

dément le discours :

la logique Permet le

diverses Présentations

changement de I'ordre des énoncés'

det iinplications, (condition néces-
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teurs, permet néanmoins de s'interroger sur les différentes

.orrrtn ctions d'une notion à partir de ses motivations.

2.1.4. Extensions et restrictions
Prenons, pr exemple, une construction directe des

décimaux ID :

* Considérons, dans Z X

(a,n) - (b,P) <à a.10P :
IN, la relation d'équivalence -
b.10", la classe de (a,n) étant

no#e fi"
*lD-ZXIN/*estmunid'opérationsstablesparpassage

au quotient : (a,n) +(b,p) * (a'10p +b' 10", n +p)
- 

(a,n) X (b,P) - (a'b, n +P)

qui prolongent les opérations dans IN, identifié à (lN'o)c ll)

* ID est ordonné par (a,n) ( (b,p) o a'10p < b'10'
* Alors (ID, + , i, <) est un anneau commutatif unitaire

intégre et totalement ordonné'

Cette méthode est typique d'une catégorie de construc-

tions qui consistent a prenare une structure connue, ici z

et à en faire une extension, qui lui rajoute des élément's'

Nous avons esquissé dans I'article précédent une construc-

li"i-a" 6lp* une extension de IN qui procédait pat l'ad-

jonctiond,unseulélémentett€lque10d:1.Toutes
ies puissances de cet élément, leurs produits et leurs sommes

avec un nombre fini des autr., *ttgtttdrent nI. nien que

produisant le même résultat, cette méthode permet de

mieux (voirD que I'on a ajouté le moins de choses possibles

à IN, et ce q.re I'on a ajoute. Par contre, elle exige une

prise de cons.i"rr"" de ce qui représente toutes les opéra-

iion, possibles d'un élément avec les auttres, c'est-à-dire

le semi_anneau des polynômes à coefficients naturels IN [x].
Elle suppose connue une structure plus complexe'

n existe une autre catégorie de constructions qui pro-

cède à I'inverse par restriction. On a déjà défini une struc-

ture générale, pL exemple Q , et I'on se restreint à ne

pr.rrdr" qu,une'partie de ses éléments. Exemple : Ies déci-

maux sont les rationnels exprimables par une fraction

décimale.
ID -{x € ID tq (3 P tq. x'10P e Z\}

:',r illiili.,1ll,ffillffillfllfiflffiilffi
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restriction A de B, tel que tout élément de B puisse être

représenté, approché par un élément de A sur lequel les

calculs seront plus faciles:
ID approche Q ou IR parce QU€, pour tout récl, qtrelle que

soit lâ blérance que I'on s'accord€, il existe toujours un

décimal dont la distance à ce réel soit inférieure à la tolé-

rance choisie.
Des problèmes de ce genre se rencontrent très fréquem-

ment en mathématique où I'on veut souvent étudier tous les

objets engendrés par un sys$me générateur ou au contraire

chercher un système générateur commode pour un ensemble

donné.
Puisque le fait de plonger un ensemble dans une extension

change ses apropriétésn et celles de ses éléments que I'on
peut déror**i, .ttiti"et, nous pouvons nous attendre à de

gr*a"r difficultes et à des résistances au changement

â'emploi lorsque I'habitude jouera un rôle - qu'il s'agis';e

d'haËifudes psychologiques ou culturelles' C'est un d:s

principaux otstacles épistémologiques que I'on rencont re

en mathématiques.

2.1.6.
Cette remarque nous amène à observer que les méthod es

heuristiques d'analyse ne prennent pas waiment en charJe

les situations d'emploi ou de création des mathématiqut's.

Elles ignorent, entie autre, le sujet, le groupe social et le rr
histoire.

2.2. Conclusions de l'étude épistémologique'
Pour organiser une genèse expérimentale qui donne trn

sens convenable à la notion de décimal, il faut faire u re

éhrde épistémologique afin de mettre en évidence les forrr es

sous leslue[er t" âOcimal s'est manifesté et leur statut cogri-

tif. Cetie éhrde ne pouvait pas prendre place d*: ( e

chaoitre. Nous allons seulement en extraire quelqr es

conclusions.

2.2. 1. Différentes conceptions des décimaux''

a) Le ,iae.i*uto de I'antiquite qui sert exclusivement au
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restriction A de B, tel que tout élément de B puisse êt;e

représenté, approché par un élément de A sur lequel les

calculs seront Plus faciles :

ID approche Q ou IR parce QU€, pour tout récl, qtrelle que

soit 
-lâ 

blérance que I'on s'accorde, il existe toujours un

décimat dont la distance à ce réel soit inférieure à la tolé-

rance choisie.
Des problèmes de ce genre se rencontrent très fréquem-

ment en mathématique où I'on veut souvent étudier tous les

objets engendrés par un systeme générateur ou au contraire

chercher un système générateur commode pour un ensemble

donné.
Puisque le fait de plonger un ensemble dans une extension

change ses <propriétr5sl et celles de ses éléments gue I'on
peut désormais trtilit"t, nous pouvons nous attendre à {e
gr*art difficultes et à des résistances au changemetrt

à'emploi lorsque I'habitude jouera un rôle - qu'il s'agis';e

d'habitudes psychologiques ou culturelles' C'est un d:s

principaux obstacles épistémologiques que I'on rencont:e

en mathématiques.

2.1 .6 .

cette remarque nous amène à observer que les méthod es

heuristiques d'analyse ne prennent pas waiment en char;e

les situations d'emploi ou de création des mathématiqutrs'

Elles ignorent, entie autre, le sujet, le groupe social et lerr
histoire.

2.2. Conclusions de l'étude épistémologique'
Pour organiser une genèse expérimentale qui donne trn

sens convenable à la notion de décimal, il faut faire u:e

éhrde épistémologique afin de mettre en évidence les forn es

sous lesquelle, te âacimal s'est manifeste et reur statut cogri-

tif. Cetie étude ne pouvait pas prendre place d*l ( e

chaoitre . Nous allons seulement en exhaire quelqt es

conclusions.

2.2. 1. Differentes conceptions des décimaux''

a) Le ,iae.i*ut, de I'antiquité qui sert exclusivement au
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et pourtant le concept n'est pas repris par les contempo'

rains.
Au contraire, son deuxième inventeur, Al Kashi (1427\

le reconnaît "o**" une découverte mathématique. Mais il
n'est puui encore sous le contrôle d'une théorie qui en fixe

la définition, les propriétés et la position épistemologique'

Il est la traduction du système sexagésimal des astronomes'

"r, 
,rn système plus commode pour les calculs' On peut

supposer que p"na"trt 5 siècles, les décimaux sont potentiel-

lemlnt prér"tttr dans la culhrre et que c'est leur statut

q"i est en évolution (par exemple, Bonfils de Tarascon

ultt 1350 en Produit une ébauche')

c) c,est après simon stevin (1585) que le décimal accède

au stahrt de notion mathématique. stevin introduit systé-

matiquement les nombres géométriques et les multinomies

les fonctions polynômes pour unifier la notion de

nombre et les rôttriiotts des problèmes d'algèbre de son

époque.Ledécimauxapparaissentcommeuneproduction
achevée de cette théorià; ils deviennent alors un objet

de connaissance susceptible d'être enseigné et utilisé dans

les applications pratiques, les calculs, la constitution de

tables. Leur rôle conceptuel reste le plus caché. Pour Stevin,

<les quantités irrationnelles, irrégulières, inexplicabies,

sourdes et absurdes ) sont des nombres (réeis) parce que

toutes sont approchables par les nombres décimaux; il n'a

pas écrit cettË'phr*., maii tout se passe comme s'il I'avait

pensée.
Les décimaux servent de modèle heuristique dans I'analyse

naissante et Newton les utilise pour expliquer I'approche

des fonctions et de leurs fluxions à I'aide des fonctions

polynômes et des séries, de leurs dérivées et de leurs primi-

tives (ovaert, 19?6). cette place n'est finalernent fixée

et attestee que lorsque les réà1s sont enfin devenus à leur

tour des objàb mathématiques et que les procéd-es d'appro-

che des fonctions qu'utiliiait Stevin ont reçu à leur tour

leur identité mathématique'

2.2.2. Rapports dialectiques de D et de Q

L',analyse épistémologique fournit d'autres indications:

LesprogrèsdelDsesontnounisdeceuxdeQpuisdelR
en une dial."tiq,t" difficile à résumer : il sera sans doute

iillll
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dont beaucoup sont apparues à des époques parfois éioi"
gnées et que nous présentons dans le tableau 1.

Ce tableau est à rapprocher du canev:n que nous donne-
rons au paragraphe 2.4. et de l'étude des niveaux de connais-
sance sur la composition de deux applications linéaires
rationnelles au paragraphe 3.1.5.

On peut donc s'attendre à ce que les conceptions corres-
pondantes, que I'on a la possibilite de confondre aujourd'hui
dans les calculs, se présentent en fait dans des situations
différentes et par conséquent qu'elles ne soient pas d'emblée
conçues de la même façon et au même âge*.

2.2.5. Nécessité de l'étude d'épistémologie expérimentale
Mais it est peu problable que toutes les distinctions,

tous les obstacles, toutes les situations particulières conti-
nuent à subsister. Par exemple, prendre Ie dixième - dé-
cimer - consistait, dans l'antiquité, à ranger ies éléments
puis à compter L,2,3,... et à retenir le dixième. Ainsi ne
pouvait-il y avoir qu'un dixième, ptr 2! It est donc nécessaire
de se liwer à une étude d'épistémologie génétique et expéri-
mentale par le moyen d'enquêtes et d'expériences compara-
bles à celles que nous allons rapporter.

n y a un équilibre à trouver entre un enseignement
<historiquer qui restaurerait une forêt de distinctions
et des points de vue périmés dans laquelle se perdrait
I'enfant, €t un enseignement direct de ce que I'on sait
aujourd'hui être une structure unique et générale, sans se

soucier d'unifier les conceptions de I'enfant, nécessairement
et naturellement différentes. La recherche des conditions
d'un tel équilibre est un des grands problèmes qui se pose
actuellement à la didactique. C'est une des ambitions de
cet article de faire avdncer la réflexion dans cette direction.

2.2.6. Obstacles culturels
Il faut ajouter que la didactique des décimaux a une lon'

gue histoire. Depuis Stevin, qui l'envisageait avec une cer-
taine ingénuité et des principes bien arrêtés, jusqu'à la
décision, pour les Etats Unis, d'adopter le syshème métrique,

* Nous reviendrons plus loin sur cette question précise auiK para'
graphes 3.1.4. et 5.3.5. Voir aussi Vergnaud (1976)-
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et donc un système décimal de mesure, en passanf, par

sa première apparition dans I'enseignement populaire en

rr"rr." après tzgz, cette didactique a changé, non t:t-
mais aussi, corrélativement, d'inspira'

signification politique. Ces significations

décimal de passant par

lement de forme
tion et même de
politiques et culh[elles pèsent toujours sur son enser$ne-

ment et se constituent parfois en véritables obstacles (Brous-

seau, 1976).

2.3. Conclusions de l'étude didactique
L'analyse épistémologique fournit en outre un grand

nombre des variantes dé conditions, de méthodes, de sens'

La difficulté consiste à reglouper ces variantes et à en

hiérarchiser les caractères en fonction de leur importance

présumée pour la reproduction et le contrôle des sihrations

pouvant provoquer l'apparition du savoir'

2.3.1. PrinciPes
Nous allons laisser cette question ouverte, et selon

notre projet, montrer comment produire un processus'

Les genèsàs artificielles que nous envisageons de constnrire

dewont faire fonctionnei t" notion de décimal de façon à

simuler les différents aspeck actuels du concept. II ne

s,agit pas ae ieproduire le processus historique mais de

prJa.,ù" des effôts similaires par d'autres moyens ' La phé-

noménotechnique épistémologique consiste à faire, sur cer-

tains points, dàs chàix très aifférents de ceux que suggére-

rait l'histoire, et de restaurer, Pil I'exercice des règles et des

principes que i on a pu découwir, uD processus néanmoins

équivalent.
L'expérience épistémologique porte sur les effets et

les corrections que ces tttoaùi"ations produisent sur I'en-

semble du sYstème. . ., r r,-.
Mais cette expérience se glisse dans une activité d'ensei-

gnement. Elle aàit être comlpatible av9c. elle, se plier à ses

exigences et zubir d'inévitablei transpositions didactiques'

Nous allons donc placer désormais notre réflexion dans

ce cadre didactique.

2.3.2. Obiectifs de l'enseignement des décimaux

a) Examinons les objectifs classiques de I'enseignement
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est nécessaire qu'au préalable, elle ait fonctionné comme
telle dans des débats scientifiques et dans des discussions
entre élèves, comme moyen d'établir des preuves ou d'en
rejeter. Ce processus correspond à la troisième étape de
notre analyse, celle où la notion est maniée comme notion
mathématique. Nous appelons situations de aualidationn
et td'institutionnalisationn les situations didactiques
qui permettent de simuler ce processus.

b) Mais pour que ces théories aient un sens pour celui
qui les utilise, il <fautl qu'elles aient préalablement fonc-
tionné comme solution à un problème posé à chaque
élève dans des conditions qui lui permettent, soit de houver
lui-même cette solution, ou plus exactement de la constmire
(éventuellement progressivement), soit de I'emprunter
toute fait€, de lui-même, entre plusieurs qu'il pouvait
envisager sans qu'une intention didactique ou une pression

culturelle I'y contraigne en se substituant à son jugement.
Nous disons alors que la théorie fonctionne comme un
modèle implicite et nous appelons situations ud'actionn
les situations didactiques qui permettent I'apparition de

cette théorie dont le statut est alors dans la classe celui
d'une notion protomathématique.

c) Pour que le vocabulaire soit acquis, et que les termes
aient du sens, il afautr) qu'ils servent suffisamment à expri-
mer et à communiquer des informations dans des situations
qui en justifient I'emploi et le conhôlent. De telles situc-
tions dites de aformulationn permettent I'acquisition
des modèles explicites et de langages qui, dans le cas où
ils ne sont pas encore des notions mathématiques, se voient
ainsi conféré un statut de notions paramathématiques
(l'ostension et I'usage y tiennent lieu de définition).

2.3.4. Nouueaux obiectifs l

Les objectifs comprendront donc des connaissances'

dgs savoir-faire, un vocabulaire et des acquisitions théo-
riques. Ces objectifs ne peuvent être indépendants; un
certain équilibre s'établit entre eux dès lors qu'on veut
respecter leurs fonctions réciproques dans une genèse

authentique. D'ailleurs, un savoir théorique, non justifié'
serait perdu et n'aurait pas de sens et une pratique exces-

sive sans débats, conduirait à des apprentissages par condi-

,i 
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comme des rationnels, simple réécriture des fractions

décimates. Les rationnels seront donc construits les pre-

miers dans les deux étapes. cela n'est pas très original pour

les opérateurs. Par contre, pour les mesures, cela va à
I'encdnhe des habitudes culhrrelles les mieux établies.

c) Les fractions décimales'mesures seront choisies par

les élèves pour approcher les rationnels à cause des facilités

de calcul qu'elles Présentent.
Les ptoUtA*es topologiques exigent justement de nom-

breuses comparaisons et des calculs d'intervalles. Ils mettront
de plus, 

"tt 
é*rid"nce, les propriétés de I'ordre natprel de Qet

de ID qui s'oPPosent à celles de IN'
a) cette approche topologique ne sera pas reproduite

dans I'étude dls applications linéaires rationnelles. Il s'ag:t

bien d'une option : nous avons monhé dans une autre

partie de la iecherche* que nous ne rapportons pas it:i

qu'une telle approche est possible'
e) Nous tenterons de faire acquérir, ou fonctionnel:,

s'ils sont acquis, les modèles implicites avant d'en provoqu€ r
la formulation ou I'analyse. Nous admettrons que les

enfants possèdent un modèle implicite de la proportiotr-

nalité dans IN.
f) Les sommes et les différences d'applications rationnellt,s

bien que rencontrées, ne seront pas théorisées ni instiht-

tionnalisées.
g) Nous expliciterons les autres options au cours de

I'exposé des situations.

2.4. Le caneuas du Processus
2.4.1.

ce canevas est formulé en termes mathématiques visibl'l-

ment exclus du vocabulaire des élèves et organisé comrn.e

un exposé où les définitions et les théorèmes se succèdent

* n s,agissait d'approcher à I'aide d'une fonction linéaire qui

représentaii ta proUaUiiité - en tant que moyen de prévoir une fré-

qr"rr"" théorique - une application statistique attribuant des effec-

tifs observés correspondanf à d"r nombres de tirages. L'approche des

statistiques par ""r applications <rprobabilité> est traitée par des

méthodes similaires "" 
-gg 

séances. Les élèves suivent une démarche

expérimentale et de redécouverte. Cf. (L'enseignement des probabi-

litès à l,école élémentaire> IREM de Bordeaux - 1974.
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impliquant en particulier I'utilisation pystématique des
applications inverses dans le calcul du rapport de deux
décimaux (Phase II .7 :2 séances).

b) Il aura fallu pour cela être capable de manier la compo-
sitton et la décomposition des applications rationnelles
en effaçant le rôle des couples objet-image pour pouvoir
fournir diverses décompositions d'une même application.
Nous avons retenu d'exposer les situations d'introduction de
cette phase (II . 6 (3 séances) : (composition de 2 appli-
cations linéairesr où les élèves utilisent un pantographe.
Cette étude ne peut se dérouler elle-même convenablement
si les fractions et les décimaux n'ont pas étÊ identifiés
comme ensemble d'applications opérant sur les fractions
et les décimaux-mesure.

c) Au cours de la phase II . 5 (2 séances) : les enfants
cherchent à donner un sens au produit de 2 fractions ou
de deux décimaux. Ils y parviennent en interprêtant I'un
comme application linéaire opérant sur I'autre. A cette
occasion, les élèves récupèrent le vocabulaire haditionnel
décrivant le <produitl d'un rationnel par un rationnel
opérateur (par exempie prendre une fraction d'un nombre,
un pourcentage, etc.) et ils formalisent et institutionnalisent
le calcul des images par les éléments de J (Q +) qu'iis pra-
tiquaient déjà dans la phase précédente mais avec des mé-
thodes très diverses, non fixées, voire par tâtonnements.
Les rapports entre multiplier, diviser, agrandir, rapetisser
font I'objet d'un débat.

L'introduction de ces applications linéaires va occuper
les 3 phases précédentes qu'il vaut mieux exposer dans leur
ordre naturel.

d) La phase II. 1 (2 séances) consiste à demander aux
élèves <d'agrandir)) un puzzle, morceau par morceau, sans
préciser autrement ce que veut dire <agrandirr et de façon
à ce que t€l côté qui mesurait 4 cm en mesure 7. Nous
exposerons cette situation de façon détaillée (Par. 3.2.\.
Les élèves s'acharnent à essayer divers moyens de calculer
les longueurs-images mais seul, celui qui (implicitement)
fait correspondre la somme des images à I'image de la somme
permet un remontage satisfaisant du puzzle. Ce que les
enfants construisent < empiriquementu , est un ensemble
de quelques couples et n'a pas de norn. (L'application

l-
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2.4.3. La phase I : Des meEures rationnelles aux mesures

décimales
Dans La phase II, au lieu de définir directement les

opérateurs rationnels comme composés d'opérateurs natu-
rels (qui ne sont pas alors des.applications), méthode dont
nous âuottt signalé les difficulfâs et les contradictions, nous

avons admis I'existence de Q 
-- et de ID J- en tant qu'ensem-

bles d'arrivée des mesures. L'objet de la phase I est donc de

construire un tel ensemble : les enfants créent et expérimen-
tent des nombres nouveaux pour mesurer diverses grandeurs.

a) La phase I.1. permet aux élèves d'inventer d'abord les

<rrationnelsl (act. 1 séance) paI une méthode de passage

au quotient sur I'ensemble des couples de rationnels (acti-

vité 1, 4 séances). Nous analyserons longuement cette
première activite : (mesure de l'épaisseur d'une feuille de

papierp pour bien montrer l'évolution du statut de ces

rationnels. (ParagraPhe 4. ) -

b) Ils apparaissent comme solution à une situation
favorable, sans statut cognitif. Cette solution pose des

problèmes d'identification cal elle peut' prendre bien des

lorrn", équivalentes. Les élèves sont donc conduits à un

débat : (ces objets nouveaux sont-ils des nombres ?l c'est le

moteur de I'activite 2 (5 séances) qui amène les enfants à

les identifier, à les additionner, les soustraire, les multiplier
et les diviser par un naturel, les comparer et les ranger.

Les fractions sont alors reconnues cornme des nombres

nouveaux englobant les nombres déj à connus' rnais doni
certaines propriétris sont différentes-

c) Dani la phase I.3., pour mesurer d'autres grandeurs.

capacit*5s, poiàs, longueurs, Ies élèves utilisent ces mêmes

nombres et passent de la conception d'une définition des

fractions par commensuration à une définition constructiue
(cette phase sera commentée au paragraphe V, elle n'est pas

pssentielle dans le Processus).
d) La phase I.4 (lD moyen d'étude de Q D comprend

7 séances. Les propriétés nouvelles qui sont recherchées

dans les rationnels pour fabriquer des mesures sont surtout'

des propriétes topologiques : on veut, entre deux nombres

rationnels, pouvoir en placer toujours un nouveau et on veut

pouvoir -"r1rr", tous ies intervalles obtenus. Grâce à un jeu

"orru"nuble 
de bataille navale ou ils lanceront des filets de

plus en plus fins (des filtres) pour cerner des rt poissons ) ra-
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pas sensiblement le processus. Cela ne veut pas dire qu'il

laudra faire semblant d'ignorer ce qu'on sait déjà, ni qu'on

va reprendre une connaissance acquise en rejetant son sens

ancien et y substituant un sens ( nouveau )) '

3. Analyse du processus et de sa réalisation

3.1 . Le PantograPhe

3.1.1. Introduction des pantographes : La réalisation de Ia

phase 2.6.
Le pantographe est un parallélogramme articulé utilisé sur les

planches à àessiner pour ptâduitu des figures homothétiques d'une

iig*" donnée. Les appareils utilisés dans cett.e activité sont des jouets

dJ plastique beaucoup -oins précis que les appareils professionnels -
et c'est précisément cette particularité qui serâ utilisée' Ils sont

susceptibies selon Ie réglage, de produire quelques homothéties déci'

males bien précises :1'5.; 2 ;2,5 i3 ;4 ; et leurs inverses (un autre

modèle p"tt p.oà,,vet$ ;2;,I,'1,'î,3 ;3 Itn;5 ;6 ;

7 ;8 ; 10).
Dans la séance d'inbroduction, les élèves apprenneni du maître'

banalement, comment se sert'ir de I'appareil : la ventouse ne doit' pa-s

bouger, ni le papier, la pointe suit le modèle, le crayon dessine I'ime-

ge... Ils ,'"r""y"rrt à agrandir et à rapetisser des dessins personnels puis

mettent en commun leurs observations et leurs hypothèses :

- on peut r<agtandirr ou <rapetisserD en échangeant la pointe et le

crayon
- L'image ne change pas de forme quelle que soit la manière dont

on dispose le PantograPhe
- L'agrandissement varie suivant les pantographes ou suivant le

choix des trous de montage
- si le pantographe ne forme pas un parallélogramme' la trans-

formation est déformée-
- A certaines longueurs, le pantographe fait correspondre d'autres;

à la somme des longueurs, il fait colrespondre la somme des images'

- Le pantographe effectue des agrandissements bien connus, les

élèves reconnaissent les noms des agtandissements sur les trous"' etc'

3.1. I. : Exemples de situations didactiques différentes

fondées sur ce schémas de situation
a) L',exposé banal basé sur I'ostension : Ie maître montre l'appa'

reils, montre ses effets magiques, enseigne Ie mode d'emploi, présente

les différents calculs possibles : calcul d'image, de modèIe et d'agran'

dissement et fait reproduire des exercices'
b) La méthode heuristique (de redécouuerte), uaisine de celle que

nous uenons d'évoquer ci-dessus. ElIe donne des résultats collectifs

assez rapides et est conuenable si les élèves ant I'habitude de Ia recher-

che individuelle et des débats, rnofs sons oucun proiet autre que de adire

des choses intéressantesn, une telle méthode tourne souuent court.
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sé dans des situations ouuertes, ce choit deuant se faire sur des cri-

tère s rationnels et intellec tuels'

3. 1.2. Composttions d'applications (2 séances)

. D,abord les élèves, par gÏoupe de 2, doivent c.onstruire l,image

d,une figure simple, qtr"i'àtt obtient par deux ag'randissements 6ucces-

sifs (par "*.-pi. 
,'z,s suivi de x 1,5).L'image la plus <jolierr et

<correcte> l'emportera après vérification. La consigne est donnée

de telle façon, iu'il est clair, que la manière d'obtenir cette image

i;i*p"rr" pL, c'"rt seulement le résultat qui compte.

En fait, la manipulation réelle produit un agrandissement telle'

ment erroné qu'il est nécessaire de retracer les segments à la règle

et les mesurer, en calculant leur iongueur (Fig' 1)'

le modèlt

I

t

I

I

I

I

I

I
I

I

I

I

I

ililil
ffflli

oolcnuc -
homorhétiqu. -- - (X3)
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P1) Par linéarité directe, sans calculs intermédiaires, le premier et ie

troisième dessin :

4+r2+ l2Xl,5=18
l8 :4 = 4,5

2,5X4,5=11,25

P2) Par la composition des deux applications linéaires avec un cal'

cul intermédiaire

2,5

X32,5-7,5
P3) Par I'utilisation directe de

X

2,5

1

2

I 1,25

la composée des deu:i aPPlications,

4,5

x 4,5

1r,25
4,5

I

cette composée étant calculée une fois pour toutes' d'une manie'rre ou

d'une autre.
Dans cette situation, il est très avantageux d'utitiser impiicitement

le fait que la composée des deux homothéties est une homothétie' de

la calculer, et ltrtitiser pour obtenir I'image finale de chaque segn'ient

du modèle.
comme précédemment, ies images sont réellement accrochées art

tableau, chaque élève fait une prévision, v1 la- contrôler lui-nréme'

revient, la corrige si elle est faule et cherche à modifier son calcui

ou son sYstème de Prévision'
Le remplacement de deux similitudes par une seule est appan:

dans les comportements en tant que solution de la situation-pro-

blème. Mais les différentes procédures témoignent de niveaux cognitifs

différents , oan. la proctÉdure Pg, l'élève a effectué une composition

d,applications mais rien ,r* p"rilut de pens€r qu'il s'est intéressé à

l,application composée. celle-ci est présente pour un obsenrat€ur'

dans la situatior, ",, 
sens habituel, elle ne I'est pas dans la procétiure

ig; elle l,est dans la situation-problème car,elle est la connaissance

caractéristique du passage d'une solution moins bonne à une solution

meilleure dù point à" u,r" de la complexité des calculs.

3.1.N. : Différents aniueaux de connaissancen relotifs à la compa"

sition des applicatio ns linéaires'
ces niueaux dépendent à la fois des comportements qui manifes'

tent la connaissance et des types de situations qui provoque_nt ces

comportements. La classification en niueaux tend à permettre d'e-xpli-

quer a priori leurs différenees par des différences de complexité

entre les situations, entre les procédures au entre les modèlcs cognitifs

qui les caractérisent. ces différences de complexité sortt fondées sur

x 1,5

<
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II est clair que le ieu qui peut conduire les é!èues à identifirr it:s

différentes manières de désigner les ( sinrilitudes n, ô unifier les rné-

thodes de calcul exige qu'ili s'occupent non plus d'une ou de quel'

ques application, ^ài, 
de tautes, Il faudra un débat intelleetuel, et

seul un ieu social conuenable peut promouuoir de telles probléma'

lù,""t ei condrire à se poser Ia question. a est-ce que tout panto-

î*On, a un inuerse n. Au niueau 6, l'élèue peut s'occuper de certaines
"pràpriétés 

des opérations dans la mesure où ces propriétés seruent une

actian^
'II y a un saut de complexité très important entre les situations qui,

,o^À" celle du pantogiaphe, conduisent à utiliser Ie fait que cet in-

verse existe et cittes qtt ionauisent à se poser la question, surtout si

l,on ueut que cette question se pose pour des raisons mathématiques

(ce serait utile de le sauoir) et non didactiques et formelles et que ces

raisons qpparaissent aux yeux de l'élèue'

h) iirào" (T) : L'étape suiuante consiste à faire fonctionner cette

opération "o^ri, 
moyen d'analyse. Par exemple, en se rendant comp'

tL que toutes les applications rationnelles peuuent s'exprimer eontme'

coÀposées d'une àiplication entière et de l'inuerse d'une applicatiart

entière. Exemple : (x 3/4 ) : (x 3) ' (xi)
Les calculs dans ce système ossu,eit Ia possibilité d'établir de uerr

tables théorèmes sur lis ratiortnels comme celui que demandait de
-f";;" 

un peu abrupte It{,me Touyarot (Brousseau 1980 , p. 36)

Exemple de qreition, tt pour passer d'un modète à son im*ge, .i'ai

utilisé l,application linéaire x 4/7 ; quelle est l'application linécire

q;i 
-prr^Lî a" porrn, de.I'image au modèle ? Pouuez'uous le proutter

a "i camarade æns colculer sucune image ? ti

cette étape 
-permet 

de rechercher et de trouuer comment résoudre

tous les cas de' diuisions des tlécimaux au sens Ie plus géneiral' ['es

élèues ont la possibilité de mettre au point Ia technique de la diuision

dans un des niueaux de connarssance précédents, scns auoir recours

à la compositi,on d'applications linéaires, mais auec des serts dif{e'

rents : implicitiÀent,' 
-tors 

de I'encadrement des -rationnels'mesure
(parexempledonslaphgp1l'5'puisI'7)'pourcalculerl'imcgedans
certaines no*otnAries f(x]) par exemple, phase II'3'), par Ia recher'

\-.2
chedel,imageaumoyendet'applicationréciproqueoudelacam.
position de deux applicatio^ e*iiptionnellenent éuidentes à cause rlu

contexte.Parexemple,pourcalculerS'25x1'2Ssansavoirrecaurs
ô la composition, l'élèue recherche quelle est l'application équiua'

,lente à x t,Zi, qui, il le sait' fait correspondr-e à 1'25 1- ee

qui le "onari iinibte^ent I rechercher une fraction décimale équï

valente à # c'est-à'dirt ffi: 0'8' On effectue alors 3'25 x 0'8'

It est clair que ,r, prirTâés, même s'ils sont apparus une ou deux

fois dans Ie comportement, ne méritent pas à ce moment'là d'être

érigés en méthodes et de faire I'obiet d'apprentissages' Les élèues

peuvent tes pÀduire une fois, en situation, grôce à un inuestissement

exceptionnet it au support sémantique qui en découle' Ce sersit une
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satautos snou slow 'luauap?ol nÊ,o\dual luatuau4L1ïv1 Tnad uo Ja
auuotlcuot anhlcoptp apVcotd aJ 'sa1ta3 'anbtputallou uotlou
ua anbtyouVt#DuojoJd ldacuoc un ntutotsuotl tnod nsuad Ê,p
Ttonttns E,nb luawa$rtlduu nuttrJto ? lualnar a71a ! atu q araatu
p anbqouallotu fDnDrJ al tnol ayncilc-Jrno? anb4otd afiaC

'tt ("'s1uontns sailcJaxa sal suop 'atzastltln 'a1-zasstouuocat 'latnqnc 7a

Itltu7oc lnjals un o f npualua-snos ',,suor1oct7ddo xnap ap asodtaoc,,
a11addo,s 1r ! (ptaua7 ataycorDc un o p"nb UDt np aTtcrldutt uotyout"utto)
pîqo p7 ?raÂnocgp zano sno6), : anil? un,p alraanoc?p ol luata
-alup?tittut Juastlauuoqn14su! ua lnoq snld aluasyd sanhpoptp
suol;on$s ap arua? al.Jayo1dxa,, p a4lou a7 nod alsrsuoJ 'a.4o7
-uauil? Tuautau7tasual suop 'a7uotnoc 'alqondutoc anbtyotd aun

'sor sap yndnyd ol suap caqc?,1 o a?noa ail]t)luq ol p snpuotuoc
luatq? ralfq?p ap suouaa snou anb sanbûo1otttV1s1dV xnoan u
sal snol 'anbtgotua4lout ?ilnllco,l ap nafua,l ap Tatns no sanal? sal Jano
nop anbtlcoptp lDrluoc un,p acuasqD,t ua ilDW '$uo ,I.gI ap san21g)
au?, ap asslalc oy tnod '0L sa?uuD sap stnalouuolat sap suoqualut
sa1 suop uatq ltorlua uoqJruJsuoc ail4 aun sanbuVunu sarnlcnqs
sap uortDcttlsso1c aun aqa Tnad arnluanD anal aun,p etglu!,1 'a?s!t
-Dutorn anbqnuallout auo?ql aun p anhqV7lo aEoEuoT un lznsllltn
ua 'tan1otu.rot op g uoSot ap arlrc?p ol g apnl?,p p[qo atauoa atpuatd
DI g'L ado1g,1 ap acuatccuoc arpuatd p a$$uoc E : h) noanp11 ft

'saualqord sac ap
a?lgrluoc p alqtuuoslDt uognps o1 Tautad $b (L) nDailu al 1sa.C

'sacwaxa.p sdnoc g apory?ur ua luautaparlp n8uV1 ap p alraluoc
uos ap ,.alnpacord,, agac raqJq?p a4ol nolnon ap agT1duoc asl.tdgu
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rimentation peut répondre. Mais elle peut apparter beaucoup plus

d,informations sur l"effet de ces condiiiont ' 
il est possib le dans èer-

tains cas de s,aider i;étud", a priori, de a calculs des situations n '

Parexemple,onpeuticicomparerlescoûtsdesdiuersesstratégies
en nombrc a'opi'âtions à effectuer (mentales ou écrites)'

D+\1
2l)

21\,1 + - "-
ll

fiabilité d'un

résultat d2.m2

D: coût d'une diuision
M : coût d'une multiPlication
d: Proba (diuision iuste)
m: Proba (mult' juste)

n : nombre de segments

on peuts,€sscyer à préuoir l,e.ffet de celles de.ces uariables gue !,on

peut faire uariri"li, tf ,n 
"horrirsont 

Ia grandeur des nombres, n).

Nous appelleronr' urti"bl", didactiques les uariables de commdnde

dont on montrera qu,elles ont ,n nif"t important - qualitatif * sur

on peat formuler certaines h)'-

conduit à PS Plus raPidentent

les éuolutions de Procédures'
' En s'uidant d'autres considérations'

pothèses : Par exemPle, Ia méthode P 1

n""f|rrrruation de deux classes (s0 éIèues), telle que nous la p-'ati

quons régulièrement au centre iou, l'obseruation de I'école Jules

Michelet de Talence, permet, par de simples 12 de tester des h3'po'

thèses de ce genre, pour peu que la prise d'infarmation ait lieu au rmo'

mentoùleseffectifsduchoitsontsuffisantspourchaqueméthode'
, Nous en donneions quelques exemples au paragraphe 5'

3.I.3. Résumé de la suite du processus (2 séances)

Lesactivités,quisuiventlesdeuxquenousavonsdécritesplus
haut, ont pour objet de provoquer les modifications de sens détaillées

cidessus du niveau 1 au niveau 7 '
Le proce.rrrr-tend à amener les élèves à se poser des questions ma-

thématiquesàproposdespropriétésdescompositions:Est.ceque

2D + 2r1coût d'un
résultat

'..tl..._
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aqznd a7 '-6'8
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-opu?tslda1tnsanlqqr'ra;(1?snldsadlnadausanbtlJDplpsuoqonlls
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a'rJ '?ltrottàant apuot7 aun luauuop lq suo'lonïs sal ts ,a rnaulau $a
appou nÏanno; a7 anb nlullr,nuoc lJos anal?,I 's 

au?tu 'at1nD un nd
àio\auat ano! a1 g ?u$ap snssaaold un,p Vctotuat tJos 'uo\1oc

a14inl nq 4a acrnos rnal luauuatd saqnl sa1 pnbay suop mqc 'uatcuo

snld a7 alapou a1 'soc sutoua} su?p 'suouonJ,s sap alqDuanuoc xloqc

un yil1out P alryal$) ltoJJnod uo,nb ac Q luaualnrluoJ 'anb 94
-uotu D (t961) utlofog-oq:t,;1f;j,ù.H .a$æsar?y! ls ttos anbt|coptp asau

-aE ua an;,.to.ntl ai2uaf q ap uor'tsodsuDrl alqc anb Vnno.rd sod 1sa,u

F sfiuu :(gL6I noassnolg) sana|? sa| Jnod sanb4otlt?|l7ou xno lualu
-aufiuJua uaq un rton aP ?y4 llf,ras uo alanbol ? aPyauDwot al

-16tlco aun Jsa acugg5np2uoc DI ap,,dnoc saldo,, uotyostuoflto/ anac
antdat ap snssat otd sap saltwt7 : IA'I'8

'untuuloc neaÀnou a8eiuel a[ suep rapluroJar sal

€ 10 
.snssacord np srnoc ne sa?tnPord sarqrlnctlred suorlucrldxa sal 1a

suolssardxa sel IalJIun g 'slroddel sal la sal-T€9u1l suorlectldde'suo11cer3

sal 'sarnsaut-suotlcer; sal ralJtluapl q a?slsuoc a[BulJ 91! lîce,.I
's1alns

sap rlsroqc ua(p la sroJ anbeqa saglrcrldxa lualos sa18qr sa1 anb sues

sleqgp saP a4nPuoc ap 1a ramelsut. p saÀal? xne laurrad 'sasrcgrd sa1Ë9r

sap llns .lnqgp ne .rnb suorlçnlrs ap aruaF a3 ap aPnllqetlT 'uollepllPÀ

et ap Blugtlcs np luaÂ?lar sa11a arlua. p gednld sT 'uollsnb-ape rnal ratu

-!1sa.P la arlnpo.rd ua.P luallarurad 'lueatns aqrdeqc nB suoraged

snou luop surE(u ap srnc4 aP îa anbrlceplP ap sldacuoc aP arquou
ule?Jac un ,sro;alnoJ .sanbr;tcgds rsrsnE safia suollsnlls ep xloqc

ai apaddu rnb anbr;rc9ds aurglqord un asod adela anbeqc 'rgs uatg
'(go'o+ r) (t0'0+ r) x la (90'0+ 80'0+ r) x: aldua

-xa rud -uollrsoduroc red srolB no aultuos red xlrd ap suo!ÎBlualu
-Ene,p sal?poul xnap aqua 4slot{c lnPJ I! no suotlsnlls sal 'alduraxa
red atuuoc 's91tso-Irnc saP g rassar?1u!.s g no 'luadncco(s s[! luoP
slalqosaPs?1?lrdordsaPaqrralTcarsl?saÂ?lgselrassae]lu!Ealsls
-uoc sglr^r1as sac aP 51nq sep un '+ x $ * llnpord an$ 'c1a ' Llv x
ap anboidlrgr BI.1si a11en6 '(Ot x ;ix Itx :8 x lz x) alduraxa red 'a1q

-ruasue urgl'ac ,rr, rtl"p qid '1'a1a 'g ap srnd) saqdur5oluud xnap ap

uorlrsodruoc red nualqo uolnad sluatua6stpuer'e slan$ '(aanard ap

uaÂour auturoc rct erruolpuo; suollecqdde xnap_ePÂlpt?.1 ep uolt
-tulJgp q) 6rauuop lnl uolnad stuou sarlnB s1anb.'€-t) 

.agJuâ1s 
an$

i({Z xg;t) xZrxanbuorlrcgdduarugtx E1se((g'Z)'(9'I x)) 'a x
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4 2 fig.Z

Consigne: aVoici des puzzles (Exemple : Tangran' fig. 2 ) vous allez

en fabriquer de semblables, plus grands que les modèles, en respectant

la règle suivante : le segment qrii mesure quatre centimètres sur le

modèle dewa mesurer sept centimètres sur votre reproduction' Je

donneunpuzzleparéquipedeSou6,maischaqueélèvefaitaumoin-s
une pièce ou un 

^gro"p" àe 2 en^ fai| 2. Inrsque vous surez fini, rous

devez pouvoir ,""îrrrtit,rer les mêmes figures qu'avec le modèleir-

Déroulement: eprès une brève concertation par équipes, les él: 'es

se séparent. L€ maîire a affiché au tableau une représentation agrar':!e

des puzzles comPlets. . -
Presquetouslesenfantspensentqu'ilfautajouter3centtrnerriSa

toutes les dimensions: même si certains doutent de ce modèle' iis

parrriennerrt ,"r"ient à s'expliquer et jamais à convaincre leurs ; -.
tenaires à ce moment-là. Le résultat évidemment, e'est que le-s r'o:-

ceauxneseraccordentpas.Discussions,diagnostics,l".leac:*
accusent le'rs camarades d'avoir manqué de soin. ce n'est pe-'te

modèle, c'est la réalisation qui est rnise en accusation; v{;!fiç2tlr:ns'

certains refont tous les morceaux. It faut se rendre à l'ér'idence' c€

n,est pas facile! Le maître n'intervient que pour encourager et consa-

ter les faits, ."r$ e*igences particulières-' certains enfants produis*nl'

parretouchessuccessives,unpuzz|equi.reproduitglossièrernant
la forme du modèle. D'autres se tirent d'aifaire en découpant un gr'rnC

caré:lesraccordementss<rntimpeccables.trmaÎtreinvité'ansi
que les autres groupat d'élèves, à constater le succès, suggère dar's

ce cas "* "o*"pe1ià,r* 
de former avec te modèIe une figure(fli-3t

qui ne peut pas ât"" r"produite avec I'image (fig.4) il est assez facile er

22 t(p) t(2)

f (4)

fig. 3 : modèle
fie. a
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1r8e.s F lalzznd np aflec g alqglqruas uorlsnlrs aun npeÀnou g llnp
-o4ur arrsur a1 'xnuturc?p sap aSBurr,l ap Inc[?c a1 rau8rasua rnod

'slrnrlsuoc salzznd
sal luEslllln ua saldutrs suorlcerJ sap lnod suorspgrd srnel rarJtrg^
luaanad slu"Jua saT 'ansuuorîJsrJ rnan8uol eun.p - uorlBnlrs atuaul sl
suEp - a8?urr.l raqcraqc ap rasodo.rd q a4slsuoc aluBÀrns uoôa1 u-1

snssacord np ailns DI ap ?uns?A .G.C.g

'eÂ!lceJJe
uor?cnr?suor BI red glulsuoc ?uatugp sarcns a[ urJua lual]aurad spc
-Fc saC'c: g1u anb srol s?p (c)J _ (q)f + (e)y anb slat sluauias sap
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'anuuoc lsa arnsaur-uollcsrJ e1 anb acled anb narl rroÀs

luaanad au s1nc[Br sac anb rt,s lsa [I'cla g1T:#{: rt ffi ,ro1"

sL'r =ffi - 3f : Y,.: ?, #z #, : Y,.: ,
: luu^rns aruai np sgpgcold sap red

?ualnol€r sll 'luaugue1uods sed luasrllln,l au qI -(S.Z.V .red rroa)
VlLJuop lsa f ap a8uur,l .1 arnsau I ap aËerur,l sloJ f : luau4carrp
arlrc?. p llerllaruJad rnal gu8tasua lsa rnal rnb uorlemsuaurtuoc ap
al?pou arl '( ( rssnB arlenb ua L rasr^lp ?neJ F 'sarlrud ? ua t ra'eged
lnBl I! 'gla3 rnod D (sarln" sal sa?no? raÀnorl ap lr?rllaurrad uô .rn6 

>
( r ap a8uurr,l lrsrpneJ IJ )) '?rcsodnrr,s rc-rnlac '91a[a.r lsa el?potu arlns(l
anb sqp rs a(uuroc 'a93,sa1uoc sed 1sa,u agpr allac .1uatuænarrnJ 

1a sed
Uas au lnb'tI +- S srol" | <- V: g ap a8eurr,l proqe.p luaÂnorl EI

g'31"{

_L

_9
_ q-

L_v
'(g'tlr) ngarqq a[ suep s.rnanFuol sa1 asodsrp arrreo, e[ no 'xna.p un.l.rs
tnolrns'a1r,r snld dnocneaq luo^ sasoqc sel'raqcraqc sl g luegaru es
la Io[ arlns aun roÂB Â tlop p nb luallaurpB sluBJue sa1 anbsro"l

'sacsuaul 'srnald
'luauraureqce 'salndsrp : sa^r luaueuarlxa se^rpaJJts suorlRlseJ
'Justrl sap ? rel$ssB lnad ug 'el?pour np asnB:r ue esruar Bl altclJlrp
arpuar rnod luanlnfuoc as slanxcenelw le xnBlcotr snssacord sra !(J
'g?lrB?u[[ q ep anbrln.rglcarH) uorlrpuoa BI resrFgr ap gltssar?u BI ranb
-rBurar ? saÂ?19 sal lua^nos aueurB lcaC 

.(c)J + @Dr (B)J la c _ q+ B

anb s1a1 'c 'q'B's?lgc g raÂnorl ap p.r9u98
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mentâle abondent et le modèle linéaire est adopté d'emblée mais on

aurait tort de r;;;;*; qu'il s'est définitivement installé' car' dans

une activité ultérieure (6 séances plus tard] 
^les 

élèves accepteront

Êans sonrciller l'idée que les 
"ppfiJtions 

x2'4 x *5r et2x *3'

sont toutes les trois des applications linéaires (des n agrandissements I

comme les autrei ft ii faudra aussi les distinguer des fonctions

q""àr"tiqu", (Ex. : côté -+ surface du carré) pour qu'ils utilisent

systématiq.r"-"rri le critère fondamental afin de s'ass'rer dans chaque

L a" bien fondé de I'emploi de la linéarité.

Lelecteurauraremarquéquedanscettepremièreséancesurle
puzzle,l,agrandissmentn'apa.sbesoind'avoirdenom.Lesactivit,és
suivantes vont nr,rttipti", "ï agrandissements et lorsqu'il faudra les

comparer,trouverceuxquisontéquivalents,lesranger'ladomina-
tion par l,image de t seia choisie consciemment' Alors la question

<est.cequelesagrandissementssontdesnombres))seraposéecomme
ellel'aétépourl-esfractions-mesures,etlaisséesansréponseofficielle'

3.2.1:Fondementsaffectifsetsociautdelapreuuemathématique
cette situation du puzzle est du même type didactique que celle du

pantographe mais Ia prévision correcte s,y heurte, de façon beaucoup

plus dramatique, à ui obstacle épistémologique : la preignance du mo-

dèIe additif.
Ilestessentielquelemaîtreaitpu,aupré-alable,donneràseséIèves

l,habitude a'orr-riti, de cherchei leu,s solutions dans la situation -
problème "t n'i'd'essayer d'interprêter les ind'ices qu'il pounait leur

fournir. Il aura besoin de tout sàn crédit de tt neutralité cognitiue n

pour pouvoi*orlin;, les élèves au niueau affectif sans interrrompre

Iesprocessuspsychologiquesetsociauxquidoiuents,accomplir.De
prime abot1., la-situatiàn leur paraît parfaitement innocente' familière

et gÛnsmystère:chacunaletemps.desefgile..uneidéeetdes,inves-
li, prrroÂnellement dans une tôche matérielle qui ua engager so

responsabitité à t'ogara de l'équipe. Le suslen.sl est tout-à-fait modé'

ré, mais il esiste tàut de même-'Le seandile éclate dans un ciel serein

çanemarchepas!Itfautqueçamarche!Lls.coituictionsseheurtent
et s,expriment selon les caracièr* et positions æciales au sein de

l,équipe. c'est alors que commence le processus scientifique' iI faut

chercher Ia cause, s,obstiner. Il ne ,rri à rien de séduire ou d'inti-

mider l,opposant, it faut se conuaincre,, conuaincre, prouuer. L,é.

quipe éclate en écoles .' les uns contrôIent le trauail fait' d'autres

ueulent ogrorrdti, le carré, Ie doubler et couper un petit bout' Les

amitiés sont à ruà"-apr"rve, les mises en doute sont reçues comme

destrahisons,lesafaiblesnmettentendoutelacompétencedes
ttfortsn. Rien-i-fojn, la réthorique deura c-éder le pas à Ia preuve

scientifique et iitellectuelle, t"it moyen honorable de 8e rendre

à r, uadversairen. Lorqur, r'oi'tocle iranchi, Ia solution apparaîtra

à chacun aa^,yr'ituite, contingente, banale, et même un peu désen'

chanteress", "iorin 
se ra ,"ro âppropriée, et aura triomphé, non pos



4,.

ua naf a'I elg'gJ "p 
trarnssB.s ap (uou : U ô lg'Ol !1no : U a]S,OJ r

sqlde urosaq luo suu 0I ap sa/\?lg.p dnocneag 'i Jg '?l : sres af
uou: U 6 lt'el I uou: U a Je'01 ! rno: U e lg'Ol'*g

'xne89 sgrd nad q salp^r4ur ua saÂrssaJrns sarugurl suorlrged ap
apglerp aun B llnpuoc suorlsanb ap runtururtu arquou un.p aqcraqcar
e1 'luaurapgder zassv 'luauallanluaÂ? 'suorlcasralur srnal la N ap
salp^ralur sal lupuElsqp aËeâue1 al rarueru € slusJua sal trnpuoc 11

'suollBruasqo sap
unruruoc ua asnu aun p u\rns lsa nef aT 'algr ap rnol € suorlsenb sap
luatua11anlnur luasod as 1a suollcerJ )cnap sdural aruaru ua luessrsror{c
Inb I ? I saÂ?l? sap alr^ sqrl srnd 'sadrnbg sap proqe,p asoddo naf e.]

'sluaurauârasuar sap no suo-rsrcgrd sap ralrodde rnod
llos'?lUuG" un rarlrqrulnod lros'a11a ç ladde luoJ slu€Jua sal 1s'anb
aseqd a11ac suup luatirrrlur(u asser1tutu BrI 'uotperJ BI e^no4 as slanb
-sa[ erlue sJrlnc?suoc sraqua U sal gÂnoq IIB I!,nb ac e.nbsn[ suorlsanb
sap aeod g '(( uou l .red no ( rno n red anb arpuodgr ap lrorp at B,u V

( e 6la I arlue aÂnoq as uorlcs.q1 e1 anb ac-1se D

: alduaxa lad'suorlsanb
sap rasod ap lrorp al e n 'e1ac mo4 'uorlcsrJ a?1ac aÂnorl e6 sJtlnc?su@
slernleu ap alp^ra4u! lanb suep rau! op B aqcraqJ g .rnanof r;

'aqcod ps suep laur 11,nb rarded un rns llrc9.111 '(xron aln"q g a4p
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-ca4p Janno4 ua.p tnpc anb puo,r8 rssnD pa assnot anno4 uo,nb agp
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équipe conduit à des explications intéressantes'

Dans les phases antérieutes, les élèves avaient remarqué que les

entiers *rr"rpoidaient à ccrtaines fractions mais cette activité de-

mande I'usage systématique du plongement de N dans Q '

3. 3. 2. Int eruslles ratio nnels

Lc maîbe demande aux élèves de chercher des fractions, par exem-

plelnhe B et 4. La comparaison leur fournit le moyen d'en trouver

beaucoup :

e : L3 4 _ 1.,..9 alors $. t4, tf, répondent à la question. [l in'
T - 4 4'.-4

troduit alors de'rro,rueUes iegtes au jeu précédent : on va essayer de

continuer le jeu en essay"ttl a'encadrer la fraction de I'adversaire

dans I'intenralle le plus petit possible (sans préciser d'abord)'

Remarque : une annee, ce jeu s'est appelé le a jeu du radar I (connu

aussi so-us le titre : n jeu de I'explorateurl) car la fraction del'adver-

sairc était un avion guT fallait localiser le mieux possible avec un

faisceau radar de plus en plus étroit, mais cette < justification r n'a été

proposée qu'une ftis et n'aide pas beaucoup les enfants.

La difficutté consiste autant à trouver des fractions enhe deux

autres, qu,à comparer celle qubn a choisie de celles du < filet > de

I'adversaire.
Après quelques essais, la méthode du jeu s'éclaire un peu mais il

faut se mettre d,accord sur ce que veut dire intervalle plus petit- Les

élèves discutent, dessinent une droite. Séance difficile : la règle du jeu

est difficile à apprendre et néc"essite de nombreux calculs - I'enjeu

n,est pas évident, "*tt" 
activité consomme du < capital-plaisir-> lors

de la première ré"rr"u. Les enfants s'anêtent d'eux-mêmes dès le pre-

mier encadrement inférieur à 1 et comparent les longueurs des inter-

vzlles. Dans la séance suivante, certains peuvent poulsuiwe et raffiner

une fois r"* p*titià.. 1*t enfants nbnt le temps que d'accornplir

2 parties. cependant déjà, des encadrements décimaux apparaissent

bien que les enfants voient que les calculs de l'aduersaire sont facili-

tés. c,est une faiblesse du jeu, car les élèves- ne comprennent pas

d,eux-mêmes qu'on n'a aucun intérêt à compliquer le calcul de I'ad'

vensaire.DèsquelaquestionestregléeParunemiseaupointcollec-
tive, les parties se déioulent beaucsup plus vite et les dénominateurs

des fractions s'enflent : 99/10 est attrapée sous la forme 9900/1000'

Encadrée dans "" iit**Ue très petit : U100- 000 la fraction 2217

n,est pas encore attrapèe. Une discussion animée s'installe : on ne

pourra jamais l;attrapei ! disent les uns... mais si ! pourquoi ? Certains

donnent la raison : parce que 10, 100, 1000... ne sont pas multiples de

?, mais bien peu ,o,,t 
"o,,u"i,,cus 

et le maÎtre paraissant intéressé mais

ignorant o,, ,r".rit",le problème reste ouvert pour le moment'

3.3.3. Suite du Processus
Les fractions décimales dont irous nous sommes servis dans le jeu

préc€dent, peuvent être placées très vite sur une droite graduée' cette

r-
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i . 3.4.3. Les résultats scolaires
Les résultats que nous présentons ont éte choisis parmi

tous ceuK qui ont été recueillis de façon à montrer, autant
que possible, quel est le niveau des élèves en fin d'année sur
les différentes catÉgones mathématiques d'exercices. Dans le
tableau V, nous donnons donc tous les résultats obtenus au
cours des différents CAS (contrôles de I'année scolaire),
tous ceux figurant aux TAS (tests d'acquisitions scolaires) et
certains résultats à des contrôles, aussi tardifs que possible,
dans les catégories où, ni les CAS ni les TAS ne présentent
de questions.

Le TAS est un test QCM étalonné à l'échelon national et
porte sur les acquisitions en français aussi bien qu'en mathé-
matique. Il permet de contrôler çtrue les résultats de l'école
expérimentale ne s'écartent pas significativement des ré-
sultats nationaur.

Le CAS est une liste d'exercices, correpondant ar.rx ob-
jectifs de I'expérience, parmi lesquels sont choisis ceux cons-
tituant l'épreuve de fin de chaque année (les questions peu-
vent donc différer d'une année à I'autre).

Rappelons que ces résultats sont donnés à titre indicatif
et que le curriculum n'a pas été choisi de façon à produire
les effets scolaires maxima. Les seules exigences déontolo-
giques de I'expérience étant que :

i) les maîtres cherchent à obtenir les meilleurs résultats
dans les conditions qu'on leur a proposées.

ii) les résultats obtenus sont au moins aussi bons que
ceux produits par les autres méthodes.

Le tableau ci-après montre que les exigences ont été
satisfaites. Il n'est pas guestion de tirer argument scientifi-
que de différences entre des méthodes dont on sait bien
qu'elles peuvent être produites par des conditions fort va-
riées que nous n'avons pas les moyens de confuôler.
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Fractionr + décimd

Ecrire rcus forme de

nombre à virgule
123 t2 2

l0o'25'125
(cAs 7E)

Equir"alcnce

Ecrire 3 fractions
égalcs à 15/25
(comp. I. 1978-1979)

Quellc est le série

exacte de fractions
équivalcntes :

2.4.6 /2.4t't'1ls'6
6 12.4 16t/ t't'8r
(rAs)

Calculer :

84425-3
-+-+l+-l0 100 5

(composirion I)

Calculcr :

5t8--a' 100

56

24

65,5

50,5

IV - Tnnrformetionr

Pasagc de l'écriturc cn lcttrc --+ cn chiffrc

Ecris cn chiffrec :

quar:rnte huit unités
rcpt dixièmes ; douze
unités trois centièmes;l
trentc cirrq centièmcs. 

IcAs80 . 
I

Ecris sous forme de 
I

nombre décimal : 
I

quanrantc huit unirés I

sept dixièmes ; douzc 
I

unités trois centièmes;l
dcux cents unités I

huit millièmcs ; 
I

quatre vingt neuf mil- 
|

lièmes ; six cent qua. 
I

rante huit ccntièmes I

c{s 7e 
I

E2,5

54

3E

62,5

l' - Additions

VI - Soustractions

Effectuer :

12,0,1 + 108,974
cAs 78 - CAS 80

2 763 + 554,65
CAS 79

0,07+0,05+0,01=0,013
0,07+0,05+0,01= 1,3
0,07+0,05+0,01=0,13

Cocher la bonne
réponse

TAS (Tcst d'acquisi-
tion scolaire)

Effccrucr :

E,043 - 7,95
CAS 7E

273,08 - 67,5

cAs 79

52 82,5

84,5

57,5 69 7t 65.5

78,5

82

79

89

75

r23

EO

EO

70

90
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TAS

Un fromage conticnt
45 % de matière

Srasse.

Trouve la masse dc

matièrc Brasse cont€-

nue dans 250 g dc

cc fromage.

Qucilc distance rcpré-

sentcnt l2 cm sur

une cane à l'échelle

l/5000000 ? La

distancc entre 2 villcs

cst de 35 km. Quellc
sera la distance cntre
ccs 2 villes sur ia
carle
CAS 78

Ct : opérations posées

ct cxplications
corrcctcs.
R : résultat.

C :64
R:
45,5

C:
79,5
R:5

63,5

2 - Applications courarrtcs

- Operateurs

? 5,5

2 - Applications corrrantcs

75

Un casicr de douze

bouteilles coûte
56,40 F. Quel est le
prix d'une bouteille ?

(]AS 80

Un casier dc dix bou'

teilles coûre 36,50 F.

Quel cst lc prix d'une

boureille ?

c{s 78 - cAs 79

Un marchand de

fruits et légumes a

acheté au marchi un
lot de 14 kg

d'oranges pour 20 F.

A qucl prix lui
revient I kg

d'oranges ? Donne

ta réponse sous formc

dc fraction puis au

ccntime Près.
CAS 78

DI\IISIONS

79

C:
79,5
R :53

C :93
R :82

; r)

C :95
R :72

l

r
.11i
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3. 4.4. Reproductibilité - Ob solescence

a) La reproductibilité doit être envisagée d'abord à
traÉrs la stabilité des résultats à des exercices comparables,

proposés au cou$t de chacune des trois années de l'expê

i""". principale, dans des conditt"."t comparablest

Une grrttàe htitude ayant été 
'laissée a'x maîtres pour

ajuster leur enseignement, on retrouve seulement 40 exer'

cices commun u,r" trois années (sur 75 posés chaque an-

née) : 2L ont été posés en cours des processus, I figurent

dans les contrôles de fin d'annee et 11 que nous traiterons à

part, apPartiennent au TAS '' Lieia*en du tableau vI permet d'observer :

- une assez bonne stabilité des rdsultats aur' contrôles

annuels malgré, selon I'opinion des maîtreE des différences

importantes enire les niveatur des élèves des différentes pro-

motions : les résultats ne diffèrent pas significativgment

d,une année à I'auhe. Par contre une bonne corrélation

entre ces exercices montre qu'ils sont très comparables'

%-\
dc réussit,:'.

cffcctif dcs

dlèvcs

crcrclccs
r=21

m

contrôlc annucl

r=E

Teblcau VI

XY
t dc rtudcnt
r corrélation

1,98 NS

0.67 S.001

1,57 NS

0,97 S.00t

0,65 NS I NS

0,75 s.o5 | o,8o s.oz

t
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ment les mêmes mais les conditions dans lesquelles ils ont
été obteruÆ en modifient le senq plus proche du compor'

tement culturel.
L'enfant puise alors les informations nécessires à l'éta'

blissement àe ses réponses, moins dans l'analyse de la situa'

tion et la compréhension du problème ( qui lui est proposé)

que dans les indications ( pédagogigues n qui lui ænt four-
nies d'instant en instant, selon un contrat didactique im'
plicite indépendant du contenu. (Brousseau 1979). Ce
'processus 

présente l'auantage de réaliser l'institutionnali'
-sation 

de la connaissance : t'élèue prend connaissnce des

questions qu'on ueut lui poser, des réponses qu'on attend

de lui, de leur statut culturel.-. etc-

La situation didactique enuiægée initialement comme

une situation d'adaptation de I'élèue dans une situation'
prcbtème est deuenue en fait une situation de communi-

tation d'un savoir institutionnalisé auec les inconuénients

que l'on connait pour la compnlhension et l'acquisition'

Les trauaux de E. FiIIoy permettent de préuoir que

certains obiectifs de haut niueau taxonomique éehappent au

contrôIe des maîtres et donc aux corrections didactiques.

On peut espérer que l'obsolescence, si elle se produit, en-

traîiera d'une part, une éuolution des questions choisies

par le maître dont le sens d'une augmentation du nombre
'des 

problèmes formés et dhutre part une diminution des

réussites sur les questions les plus ouuertes'

On peut noter des tendances dans les sens indiqué en ob-

seruant, par exemple, dans le tableau vII, l'éwlution des

pourcentages de réus$ite aux opérations et en les compa-
'mnt 

à ceu^x des structures probtèmes- Ces tendances ne sont

pas significatiues.
d) 

-sans 
rapporter ici plus longuement les moyens du

même ordre par lesquels on l'obtient, nous accepterons

cette conclusiôr t si I'expérience a reproduit les conditions

prérmes ce que I'observation clinique et d'autres statis-

iiq.r", ont à 
"h"tg" 

de déterminer - elle a produit sensi-

blàment les mêmes résultats. C'est pourquoi nous rappor'

tons ces résultats au processus que nous étudions, quelle que

soit I'année qui fournisse I'information étudiée dans le

tableau.
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,"' La conception des décimaux en tant qu'application
linéaire est bien acquise: les opérations sont posées à bon
escient (compréhension de 80 à 95 Vo) et bien réussies.

Les situations et problèmes sont moins bien réussis et
c'est la compréhension des situations qui est en cause.

c) Les rationnels. Les rangements, repérages et encadre-
ments sont un peu mieux réussis dans les rationnels que
dans les décimaux et les résultats sont honorables. Il faut
voir là I'effet de renforcement du modèle initial dont nous
avons parlé : les fractions senrent à établir les règles de com-
paraison des décimaux. Leur connaissance est renforcée.

Ce phénomène se produit aussi pour la soustraction des

fractions qui est utilisée au début de I'approche des ration-
nels ( 65Vo) alors que I'addition I'est beaucoup moins (4O%\
mais dans ce dernier exercice, c'est la présence du 7 qui a

fait baisser les résultats.
L'utilisation des opérateurs et du symbolisme fonction-

nel est efficace malgré un apprentissage finalement très
court sur ce sujet (75 à 907.\.

d) Le fait que Ia réussite arD( exercices sur les décimaux
soit assez comparable à la réussite aux exercices corres-
pondank sur les rationnels, est un indice nouveau et po-

sitif d'un fonctionnement mieux contrôlé du concept.
e) L'ana]yse du processus ne sera pas faite ici. La prin-

cipale question qui nous intéresse (voir paragraphe 5.4.)
exigerait I'examen du nombre d'exercices et de leçons et
celui des dépendances et des implications entre les résultats
des élèves. Cet examen doit porter sur leurs compor-
tements d'erreurs et non Seulement, comme ici, sur leurs

réussites à propos de situations relevant de niveaux tarono-
miques plus élevés.

4. Analyse d'une situation : l'épaisseur d'une feuille de
papier

4.1. Description de la situation didactique : séance 1 (phase

r.1 )

4.1.1. Préparation du matériel et des lieux
L'enseignant a disposâ :

- sur une table devant les enfants :5 tasd'environ 200 feuillesde
même format, de méme couleur, mais d'épaisseurs différentes (par
exemple, des feuilles de polycopie, de bristol etc.) placés dans un
ordre quelconque.

-
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cet emploi du signe égal n'est pas correct)
Dans I'une dee équipes, let enfants ont refuse le pied à couliæe et

ont établi ce eystème de déeignation: A : TG B = TF D : M
A, B, C, étant le nom des différents types de papier, TG, TF,

M uoulant dire : très gro8, très fin, moyen. Dans cette phase, le

maître interuient le moins possible. Il ne fait de remarques que s'il
s'aperçoit, euê, dans les groupes, les enfants ne respectent pas - ou
simplement ont oublié - Ia consigne-
Les enfants peuuent se leuer, aller chercher des feuilleg les changer,

etc.
Lorsque la plupart des équipes a trouvé un système de désignation

(et que les cinq enfants de chacune sont d'accord auec ce rystème ou
ce code) ou si le temps est écoulé, le maître passe à la phase suiuante :

le jeu de communication, et ceci même si toutes les équipes n'ont pas

encore trouué.

4.1.3. 2ème Phase : ieu de communieation (10 à 15 mn)

a) hésentation de la situation - consigne
<r Pour éprouver le code que vous venez de houver, vous allez faire

un jeu de communication. Vous verrez au cours de cne jeu, si la dési-

gnation des épaisseurs de feuilles que vous avez inventée vous permet

de reconnaître le type de feuille désignée.

- Les enfants d'une même équipe vont se séparer en 2 groupes
(de 2 émetteurs et de 3 récepteurs, suivant qu'ils sont 4 ou 5 dans

l'équipe) : un grouPe d'émetteurs et un groupe de récepteurs.

- Tous les groupes émetteurs vont se placer d'un même côté du
rideau. Tous les groupes récepteurs de I'autre.

- Les émetteurs vont choisir un des types de papier placés sul la
première table (A ou B, ou C ou D ou E) (que les récepteurs ne voient
pas grâce au rideau). Ils vont envoyer à leurs récepteurs un message

lui àewa permettre à ceux-ci de trouver le type de papier choisi- Les

récepteurs utilisent les ta.s de papier disposés sur la deuxième table au

fond de la classe poul trouver le type de papier choisi par les récep-

teurs.
Quand les récepteurs ont houvé, ils deviennent émetteurs (après

vérification avec les émetteurs). Des points seront attribués aux équi-
pes dont les récepteurs auront bien trouvé le type de papier choisi
par les émetteurs >.

b) Déroulement et remarques
Dès Ie début du ieu, la maîtresse met en place le rideau qui sépare

émet teurs et réc ePteurs-
La maîtresse :

- fait posser les messages des émetteurs aux récepteurs

- reçoit les réponses des récepteurs

- ua contrôler que cette réponse est conforme au choix des

des émetteurs et constate, auec toute l'équipe, l'échec ou la
réussite.
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"'( alor|uoc ap aqclt n t sa'os*au ap laurDc ), atutuoc ngpadns afiDlnq
-Dcoa ap Inpo4ut sod o.u assatllDttt q anb noyc pa U: anbreuag

'caqc?.yno ailssn?J Dl Japjsuoc asstnd asrat1rcu o7 anb u{o
naf anboqc ? lcroqc luo sç.nb ntdod ap adC,1 al .luapto7 tynb p _
( alo4uoc ap aqclt n npddo suotunod snou anb - aplnal arJnl aun
tnc lualou srnallaur? sq 'sn1d ae 'ad!nb?,1 ap oqunu a1 a7rcd apnat
anac - adlnbp ataatu aun.p stnaldacVt sal p srnallaua s4 a4ua
alnc4c pb - (f 'flû ( eaflossatu ap purDc ,, !c! n1addo suou)nod
cnou anb - a1pnat au?u aun rns s$Jî? luos sa8ossata sq snoJ,

rssnJj v : u

uruz-8 :l

rssnJJ g : u

uru [ - Iu: 3

rssnJJ (J : u

uru[-0I:3
I

bEl
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4.1.4. \ème Phase : Résultat des iettx et des codes (20 à
25 mn) (confrontation)

a) Présentation de la situation et consigne
Pour cette phase, les enfants reprennent leur place en équipes de 5

comme pour la 1ère phase de la séance. La maîtresse annonce une

comparaison des résultats et prépare le tableau à double entrée :

(équipes) X (types de papier) dans lequel elle insqrira les messages

à"Ërtrgés et les points obtenus par les équipes (voir tableau I CIv.[2

b 19??) au fur et à mesure de leur comptc rendu.

b) Déroulement et remarques
A tour de rôle, chaque équipe enuoie un ( représentant n qui lit

les mesæges à haute voix, explique le code choisi et indique le ré-

sultst du ieu.
Les différents messages sont comparés et discutés par les enfants.

Comme fls sont souuent très différents, la maîtresse leur demande d'a-

dopter un code commun.
Exemple:10:1mm

TF
60 feuilles 7 mm

Après discussion, Ia classe entière a décidé de marquer :

l0 f ; I mm
60f;7mm

Lorsque tous les messages sont inscrits, les enfants obseruent le

tableau et font spontanément des remarques du type : ( ça, ça ne ua

pas l ou tt ici, c'est bien n etc,
ces remarques pouffaient être classées en'4 catégories :

lère catégorie :

Si les Teuilles sont de type différent, à un même nombre de feuil-
Ies doiuent conespondre des épaisseurs différentes.
Exemples du tableau I :

19f ;Smm + TYPeA 'l

19f ;3mm-TiptA 
j uçaneuapos)'l

t9f ;2mm'TYPeC 1

19f ;2mm -+ fYPeD j (çaneuaPas')

2ème catégorie :

Pour. un même type de feuilles, au même nombre de feuilles cor'
respond la même éPaisseur
Exemple du tableau I :

3of ;2mm-?pr9 ) oçaneuapasD
30f ;3mm + TYPeC )

3ème catégorie :

S'il y a 2 fois plus de feuilles, l'épaisseur est 2 fois plus grande.

Exemple du tableau I :

30f ; 3 mm + TYPe C ] n çaneuapas,)
15f ;Imm + TYPeC )

et les enfants rqioutent ( on aurait dû trouuer D :

30f;3mm
15f:1mm Psrceque ,, ("uol',t :^i,)"



.uoqcartol aun luauananryan? ruasodord Ja s','xau! JuassnrDd
-do na1 tnb r saFiossaut ,, sq ra4uota tnod nDalqol nD algJ aP rnol

? ryauuuarA'apuouaP JnaI Jns la 'uotyDntasqO satdo 'syuoJua sa7
sanbnutar Ja luaua1notag (q

'(rard

-ud ap adÂ1 anbeqc rnod) auirl sgrde au8rl 'san,\ 1uo qt.nb slna.Lra

sal ra^alar ap asodord rnal assalllstu e[ stnd 'samsaul saulsllao ap

sa?uapng snld sel sglrltqrludruocut sal ralgdar luasstnd qusJua

sa1 anb .rnod .luaruasnalcualrs proqE,P lleJ es uotl"^Iasqo anac
'acuB?s ar?I sl ap srnoc n8 gsllB?r nsalqEl

np uaruBxa.l arpuardar ap sluEJua xn? apuBtuaP assallrstu erl
au8tsuo3 - uollenlls ql ap uotlaluasgrd (B

(uur 0g v g1l- asvqd ar?t 'G'6'f

'asstlnoc ? speld sa1 'arqruetu aruetu BI aP sgsodstp

saillnal ap ssl sal : I acrrBgs e1 rnod anb auratu al lse latl9l?tu arl

xnaq sap la lalr?\o\tt np uollDr0d?rd 'r'6'7
(6 acuegg'I g1!^

-ltcv) sluapilnbg sa1dnoc p sJnassrcd?,p uostDroduoS '6',

'arre?url al?potu np luaualrctldurt luBÂras as ua sacuar?qooul seP

rapuâ1s îa sarnsau ap nealqq un rasÂpue lnad sluuJue sap lrednld
e1 'ar891e4s allac ?lnurroJ luo sun-sanblan$ 'arnsatu aun g luepuod
-satroc eulruoJ rarded ap adl$ un ra4dacce( P uotsnlcuoc ua 1e uosrel
-udtuoc ap ar8gle.rls aun ar næ ua a4latu ap a1çdec srole 1sa lrednld
srl 'aeuuop 1sa rnal rnb amlln? aun ? sed luupuodsarroa au ratded ap

adl$ un ralafa.r 1a luepuodsartoc aldnoc al axrag 'ratded ap salltnal ap

arquou utelrac un. p rnasstudg,l ramsau sno4 luaÀBs sltrsJua sa-I

slollns?a'9't',

s?nilqoq
Tuos sluotua sq yanbno sprn{ru stnaptVdo sap to1dutal ap aqqlutot
n uotloysaltuDta )) aun lsa.c 'anoyo?tno lu pu.tot al?pDtoc uncno D,tt

saqcagl ap aplo.I o sluapntnba saldnoc ap aqcraqcu Dl euDp sarquou
sa1 rns sagnycatta suotlorgdo sap uotlDluasVtd o7 : anbreurag

'altossac?u

,sa.r rs n{4cat sal ap ,a uorplndtuotu op nd salnsatu sal Juauaml
aano? n{1tgn ap acuv?s aunqco.td oy p noalqot ac ap uautoxa.l arP
-uatdat ap syotua xno asodotd assa4lt)tu a1 'acuoVs q ap uil tl V

( tutu y ntnsata sod r utut, : t 06
Tnad au aplna! aun,nb actod sod oa au oi D t urut t : ! Of

: alduaxg
: sarnsatu ap sapïP sacuaqtttP saP p atpuod

-sarroc sod yanlop au salpnal ap arquou al tne sacuatVtttP ca1
: arro8g4ec atrr?t

fi
ll

I
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Ces corrections sont discutées par I'ensemble des enfantc. STls oonf

tous d'accord, la cortection est faite sinon, ils proposent de uérifier
par une manipulation : ils recomptent le nombre de feuilles irt,dï

'quées 
dans Ie 

-message 
et font Ia mesure. Après uérification collective,

Ie nouueau mesf'age est adopté et inscrit sur le tableau (cette manipu-

lation est faite par Sroupes : 2 groupes uérifient un message, 2 autre6,

un autre messoge... etc). It est arrivé souuent que lorsque le même type

de papier est mesuré par des groupes d'enfants différentà çes gfoupes

ne trouvent pas des me;ureE compatibles. Ceci est dû souuent aux

erreurs de lecture ou au fait que les enfants ont plus ou moins tassé les

feuilles.Ils s'en rendent compte très uite et le disent.

Il est arriué également pour des types de papier d'épaisseurs três

voisines que les Ârrrr", trouuées ne permettent pas de reconnaître de

quel pap-ier il s'agit. C'est au cours de cette phase que les enfants se

iont rendu compte qu'ils ont plus de chance de distinguer des épais-

s€urs de papier uoisines en prenant un plus grand nombre de feuilles.
En effet, I5 ou 20 feuitles seulement de papiers d'épaisseurs três uoi-

sines ont des mesures si proches que les enfants ne peuuent pas les

distinguer auec précision. C'est alors qu'ils proposent souuent de

mesurer l'épaisseur de 50, 80 ou 1A0 feuilles'
Exemples de remarques d'enfants (ces exemples sont pris dans le

tableau II)

et 
ttt 

lt, I ii pour te tvpe B' c'est bien'

Un enfant aioute :

-r(5 f ; Imm\.rJ*'lI5 f ;3mml
Ces trois meilures :5 f ;1mm- 10 f;2 mmet 15 f ;3 mm sontdonc

consentées.
Par contre dans la ligne du type C, les mesures :

12 f ;Imm
et 8 f ; I mm sont contestées et reietées par les enfants qui

proposent de les refaire.

Autre exemple (tableau ll)

Equipcs Typc C Typc D Conclusions des enfants

I l00f;8mm t00f;llmm -1) D>C (D est plus

épais que C)

2 l?f ; I mm t0f ; lmm -2) D>C (D est Plus
épais quc C)

3 8f:lmm
3) C>D (C cst Plus

épais quc D)
4 14f;lmm-

il



'arugru-lnl r4uar.un8ra g 1a suotlsrulc?p sap ra8nf g 1lnpuoc
?I?e stueJuqp erqurou pueri un 'saldnoa sal arlua a8eutslorr ap suoll
-"lar sap rasrpln.p alquduc lsa xna arlua.p arlred eun 'n"algel un rasÂ1

-euu rnod a{ragull al?pour el raslpln îueualututu lue^es snoJ 'ralded
ap adÂ1 aruaru nB sluepuodsaeroc saldnoc sap '1ncpc a1 .red raÂnorl
lueÂBs q1 '(saunlo^ s?rl luos smassrudg sa1 anbsrol sal[nal ap arq
-ruou a[ rrluauFne) s.rnassTsdg smal ap uorlsururrcslp Bl ap surosaq
xnu sa!$or{c sanlnal sap arquou a[ raldepu luaÀBs slu?Jua saC

spuns?a'9'6'7

' .rardud ap
sadfl xneaÂnou xnap no un alnofe uo rs aruaur 'snol luasrssngr rnb
slusJua sap uollteJs-ræs apuer8 "t ? sloJ aun srrdar cuop 1sa naf arJ -("'rarded np
luaruæsel 'saqrna; ap arquou pusd) sa1lsJ luo s1r.nb suollca.Lroo
1a sanbre(uar sal salnol ap alduroc lrreual ua ?ltallce ar?I "l ap uorl
-Bcrunruruoc ap naf a1 errsJer ap slue]ua xnB asodo.rd assarlleur BrI -(uur gt) uotlpctununaoc ap na[: asDqd au?g 'r'6'?

'ntdod ap ad,{1 anboqc tnod sa1qt1odutoc safloi
-saut srnarsn1d o Æ U 'ltptduoc ]a a&tuoc ryauar?ljua ruop $a noalq
-ol q 'asoqd ailac ap u{ Dl V 'fty noalqoy) noalqq q suDp salrrcsut
luos salnsau sanannou sap 'ptoccD,p juos s7uotua sa1 snol puonO

Itf**sjl96\8r
\nrnr f : ! ef /

: 3 addl a1 rnod alduraxg
(satnsau sap ?Iryqoydutoc q ailnsua Tuartuan 7a

ntdod ap adÊ.1 ataaut al luauuard sadnot7 stnatsn1d) aluap?c?rd acuoas
DI cuop anb sauau sal TuautVctol sod p s7uotVdooc srDut sluarJncuoJ
snyd uou g àp sadnot7 tod yono4 q TuaEoçtod as sluotua sa7

sanbtoutar p luaualnotgq (q

'lrrenbrreur rarded ap sadz{1 sal ?uernsaru
ua nealqsl a1 ralgldruoc ap slrrsJua xne srop asodold assarlrsru B:[

'sams
-aur sap anbueu lr,nb la uorlpcrunru(uoc ap nal np srnoo nB srsror{c

919 s"d luo.u rarded ap sadr$ surslrac anb luanbrewar stupJua sarJ
au8rsuoc - uorlsnlls BI ap uorle?uasgrg (e

(uut gz q oa) saluDnbuvttt sJnalon
sap aq?raqcar : noalqol np uotltuq : asDrld au?G 'g'6',

'(uo11o1nd1uDut aun nd ya{ttVn sp) arnsau) q sod a7uoqc au
Gf-tf )t a ap no (g-6t) te ap acuatVtttp aun,nb.rssnD l:uaslp stl

'arnsaut ap acuatgttrp ap md o Ê,,tt U 't GI 't ,t
't g caao,nb s.to1o acuatgtttp ap uu g D Æ lt 'salpnat ggy ns anb
yalon sF roc uownlcuoc ar?I Dl ranrasuoc ap luaplc?p syuotua sa1

- au?g o1 g md luapuodsauoc au cuotnnlcuoc sa.tanaatd xnap sarJ

8€r
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Tableau III classe de CI\t2 b (L977)
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type des

feuilles

2Q f, ;4 mml0f;2mm19f;3mm

15f;2mm4f;lmm19f;3mm

30f;3mm
15f;lmm
20 f ;2 mm

l00f;8mm30f;2mm19f;2mm

l00f;9mm19f;2mm
12f;lmm

13f;5mm
7f;3mm9f;4mm

type des

fe uiiles équipe I équipe 2 équipe 3 équipe 4

A 48f ;9mm

B l0f;2mm 5f;
15f;

lmm
3mm

C l00f ;8mm
12f;
96f;

lmm
8mm

8f;lmm
64f;8mm
12 f ; I mm

D l00f;llmm l0f ; lmm
l00f;10mm

14f ; lmm
l54f;Ilmm

E 23 1;l0mm l0f;
8f;

4 rnm

3mm
6f ;2mm



: ilsroqc E rnal+atu?.I llgrlnpuoc
ailgdgr anbrlurd aun no arpuoJordde snld asÂpue aun

.aIqIBJ zasss alsil ralduroc ç salllnal ap alqluou aI anb -
salqlsJ

?ualsal salpnal sap luatuassv1 nB sanp srnarra sal anb
sa.Ilatuql-rtu ap ra$ua. a.Iq

-ruou un.p alqrssod anb autslo^ ISsnB llos Inass1gdg,l anb -
Ial saÏ[ÎnoJ

ap arquou un 1$oqc B llnpuoc slJa11oc 1e sald1116 salq1tlou

sap flo^36 p rrs?p aT .Jarnsaru sal uelq ap u-Ios arpuald 1A

rsroqc s"l np sa[rnal saI anb ra?dluoc llop au uo : rnaldac
-9r ap allac anb araF91 snld ualq ?sa rns+lau?. p aqc$ 3rI

srnauaug : sanal? sap aqcu ol ap asf'lDuv (D

aualqord-uo4onlls DI' t'8'?
na[ a7 : uonan1ls DI aP asÊIDUV '8'7

'lusJue.1 rud sa11a1 eururoc se9!Jl1

-uap! la ( saslnbce u secuesslguuoc anb tu4 Ue sl4lns9r sac Ins raÂnd

-de.s alocua sed cuop errnod au uO 'a1uepuad9pu1 uoÔe; ap rasod u1

ap la olxeluoc nP uotlsanb aun raqce1?P ap Pfluatuotu ac q alqlssod

sed 1sa.u 11 'suollgnlls ua s9?Blsuoc luos afieJ-noÂEs saC : anbnutag
'p.r9u9F 

""" "t 
suep suotlJsrJ Z ap 9111389.1 ra,rnorl sed luaÀes au s11

'sa1u89 suollo€rJ seP raÀnorl 1a uotl
-c"rJ aun,p aple.l ç rardud ap alltnal aun.p.rnasspdg,1 rau8rsgP luaÂss

EI 'suostereduroc sac sgrde,p'saldnoc seP luauraiuer ap atË9184s eun

1uo s11 .(sapoqlgw z ca^s dnocneaq) samnal ap srnasspdg sa1 rared
-ruoc lua^?s EI 'slualglrnbg saldnoc saP Ia noll lua^€s slusJua sarl

spuns?a 'L'G''

' îuatua^tssa.r8 ord anb

asrrdds sras au îa a[arJJrp sleul ellarluessa lsa selllnal ap ssî utr.P

uorleuâ1s9p sl ?a alLlnal aun.p .rnasspd9.1 aqua uollJutlslp e1
-asnusu?r+ îsa uor?Er.uroJu! rllac anb sactcrexa saP red atJgg,r

11 '( saq?url11yu ap sarrr?Iluenburc arlenb ]) : 1!l uq1 anb 7- 1!rc9,s
salilnal sao ap aun.p.rnassredg.l'tnassreda.p uur t arnsau rnb sa1

-llnal 0g aP st"1 un au8lsgp (l: Og): alllnal aun.p rnasspdg.l aP ernltx)
-?.p apoqleur aun saÂ?Ie xne asodra 

ffit"t#ijr#ïn;[.;t;t(it_ ,
It gZ) assSedg snld q g eculru snld q ap sel[nal sa1 raluur ap slnd
.rnassgudg anbeqc IauErsgp mod sarnîlrir? sarlnqP leÂnorl ap apu"ul
-ap lquuâlecua.llalduraxa rsd (O : gl) : rnasqudg rnal rud saguâ.ts9p

salgneJ sep erlluuuocer lualu^erl saÂ?I? sa1 anb ?$F9Â 4oÂB sgrdy

0ùI

(gacuugg) acuanb.as DI ap ailns DI ap ?uns?A '9'6',
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un nombre de feuilles assez grand pour que la différence
entre leur épaisseur et l'épaisseur d'un même nombre de

feuilles du type le plus voisin soit assez nettn par exem-
ple, excède 1 mm (tassement éliminé)

- *n nombre de feuilles tel que le coût de I'opération soit
minimum (Le coût de I'opération est évalué en coût du
du comptage des feuilles et en prix des ereurs par ten-
tative. Le coût des erreurs dépend de I'eneur relative
par I'intermédiaire de la probabilite d'erreur qu'elle
engendre).
ce point a mérité une étude mathématique qui n'est pas

publiée ici.

b) Analyse de Ia tôche des élèues : Récepteurs
La tâche des récepteurs est plus lourde. s'ils < appli-

quaient l un algorithme rationel, ils dewaient pour inter-
prêter le message (60 f ;7 mm)

compter 60 feuilles de chaque type de papier
mesurer l'épaisseur de ces 5 tas de 60 feuilles
comparer: les tas dont la mesure serait la plus proche de

7 mm seraient retenus.
En fait, cette procédure, si elle était systématiquement

appliquée, ferait perdre le bénéfice essentiel de la situation :

tés enfattts peuvent (doivent) éIiminer certaines hypothèses

en utilisant I'expérience qu'ils ont acquise dans la première

phase et en mettant en æuvre une représentation (un mo-

âat" implicite) de I'épaisseur. Dans cette phase d'action, des

relations, des appréciations, des opérations, encore floues,

incomplètes, approximatives, vont s'éprouver, se clarifier,
se complexifier avant même d'être formulables'
Exempie : ( 60 f ; ? mm, c'est du (papier) fin, c'est pas du

A, on avait trouvé pour A (3 f ;1 mm ; - sous-entendu

60 f de A feraient bien plus de 7 mm...
Si les enfants se trompent dans leurs hypothèses, ils peu-

vent s'en apercevoir sans trop de retard et sans autre sanc-

tion qu'une petite perbe de temps. La représentation permet

d'antitiper, d'é.ottomiser des tentatives, elle est contrôlée
par l'aôtion, sans la conditionner complètement, ni être

Londitionnée par elle. Elle commande toutefois ces déci-

sions d'action car une fois écartés les < papiers > impro-
bables, il faut retenir les autres. r< C donne pour 30 f. 2 mm



xnarnaq 'suogdacgp xns atutuoJ 'saccns xne luedtctgud 'ar1
-sr8arua 11,nb FulJ lqlnsgr ne dnocneaq assaralul,s 11 'u1ac
Inod '9r{craqc îB?lnsgr nB ?uarnocuoc 1a ?uassl+sa^rn(s sno+

anb ac € arua^ 11 'sadnor8 sa1 suep s?IIJuor sap alqero^uJ uoll
-nlo^?(I apIB'uorlestueF,ro,p satualqord sa1 lnosgr'uotsecJo,l
ç a1gd9r 1a asrcgrd p,nb sau8tsuoc sap 1a sapar sap lcadsar
a[ ailtafins 'sauJa?Ieqns saualqord sap uol?nlos ul t]nceJ IJ
'nssngr ap 4sgp Jna[ 'luaurassllsa^w rnal arltorcas B aqcul
-îB.S sIgur uor?€n+rs BI q s?ueJua sal aIoAuaI erllutu aT 'salqes

-!IB9r AJpuar sal ap arcssa I sFur nualuoc al relJlpotu ua suPs

uollcmuoc ca^B aro^uar sal la suotlsa88ns sa1 salnol lgr?lul
IBEg un ce^s 1ro5ar p : acuargJJlpq sud sretu atller1neN

'saruaru-xna6p anb rarrl lua^Iop au sp,nb saple
sal ?e suorlsuuoJu-r sal rnl ap rarr? ç ?uaJuouar sp,nb urye
uorlen+rs sl ap suollerrgrddu srnal ap preËg,l p gllpqnau ?s

ap s?usJua saI arcur?^uoc - apnlq4s uos red - llop U (q
'ErrEJue sap suor?uaualw sal selnol ap IBUIJ 1a gE

-ïqo arr4umlsap aI'srnocar a1 'luere8 al 'g4lr?^ BI ap uapreE
al - luauarrosnord - snld ?sa(u II 'sarrsssacau {JBq-paaJ
sac racraxa lrop mb uor?unlrs el lsa.C 'assneJ uorleJulJgp
aun no rlrressarg4u-r uollrsodord aun apualua l-r,nb'luarrlalur
sed ltop au [-r : ErrBJua sap suorxalJar sap luauaporgp al
la nualuoo a[ ralo4uoc p sed e4srsuoc au a?ueilodrm snld
BI arllptu np aqJpf, e[ 'saseqd sararuard xnap sa[ sueq

1 aseqd : arltetu np aqcet e[ ap asi{puy (e

anhycoptp uotpnjts D7 'G'g',

'arllaurrad
Br^ap p.nb ac : Brrsroqc uo.nb alapotu al arr€Jsrlus Br ap
anb suorlrpuoJ sap acuussTeuuoc auuoq aun luararnbce
snoî 'srnassreda sal rns luauauuosrur al suep acupsre
aIBEg aun sed luararnbc?(u s+rreJua sal sno? rs aur?W

'rnaldacgr 1a rna?latu?
mol p rno? ?los lrreJua anbeqc anb arressacau ?sa 11

'luauanbÉo1odo1 sursro^ luos slr3s cuop 'srarded sa1

nured uorleulrugcslp arua(u BI lua?+aturad sp,s quapnrnbg
aqg € ecuepu4 luo sa8essaur xnap 'srna4dab?r sal rnod

( "'sa11rnal ap snld
lrurpn"J II "'C aqg llop ei Z anb surou nad un îuoJ C ap
J 0g IS "'amsatuar suar; 'rro^Bs sed lnad au uo 'rssns O la

zvr
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avec les uns, encourageant les autres, dans une sorte d'esprit

< bon sportif n.
Ici càmme là, ce sont les efforts qui sont éducatifs et non

les buts marqués.
En particùlier, le décompte des points des équipes ne

donne lieu à aucune déclaration de sa part, les équipes se

défont d,une leçon à l'autre. Les points servent à détermi-

ner les stratégies pendant Ie jeu, pas à classer les gens après

Ie jeu.

c) La phase 3 de la 1ère activite est une phase de confron-

tâtion 
-1ce 

n'est pas une situation de validation formelle).

Là encore, le maître est un conducteur de jeu qui fait
jouer mais ne joue pas lui-même. Pour tous les enfants,

i", problèmes qu'il réussit à faire résoudre par ses exi-

gurr.", : formulations claires, renseignements précis...

sont ceux qui empêcheraient le fonctionnement de la
situation. Il n'a pas d'exigences rt externes )) ' Il laisse

arriver à leur formulation correcte les déclarations fausses

ou absurdes, il laisse aux autres Ie temps de formuler leur

jugement. 11 ne confirme pa^s une déclaration correcte

âvant que tous se soient déclarés d'accord'
il encourage les minoritaires à exprimer leurs résenres,

clarifie les débats même s'il ne peut pas les résoudre'

4.3.3. Le maintien des conditions d'ouuerture et leur

rapport auec la signification du sauoir

Dans les situations de recherche, la pédagogie classique

conduit le maÎtre à < exploiter D immédiatement ou presque

la < bonne D déclaration. Il parle avec le premier ou un des

premiers < qui trouvent D. Finalement les échanges concer-

nent 207o dês enfants (les plus < vifs n ). Pour que ces échan-

ges soient compris des autres, les questions posées doivent

être telles que 8A7o d'entre eux seraient capables d'y ré-

pondre presque directement, s'i]s avaient le temps néces-

saire : les questions seront donc assez fermées et la recher-

che consistera en une sorte d'épreuve de vitesse mettant à

l'honneur les algorighmes. Ainsi, 6O 7o des enfants parti-

cipent par pro"ùutùn. Quant aux 20 7o Qui ne sauraient

pa, répàndrô, il ne s'agit jamais pour eux de chercher, mais

d,apprendre un savoir tout fait; qu'ils devraient posséder,

qu,il est même ( honteux u de ne pas posséder, puisqu'il
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l'étude, et les relations avec les autre sujets apprenant

deviennent sources de plaisir et enjeu du désir. Les prises

de décisions, les actions, les échanges, les jugements-..

doivent devenir d'abord des occasions d'une jubilation fon-

damentale de la classe. Le maître est conduit à renoncer

à I'objet unique du désir des enfants.
Le savoir, I'ulibi symbolique d'une lutte entre les enfants,

doit pouvoir devenir I'objet d'une activité libidinale.
La relation maÎtre-élève s'efface ainsi devant les.relations

enf ant-savoir, en f an L m ilieu -savo ir e t en fan t-autnti -savo ir.

4.3.4. Le contrat didactique

Le maître est la mémoire de référence de la classe. II se

souvient des conventions, des accords et des faits pertinents'

Il les rappelle à bon escient. C'est par ce rôle qu'il com-

mande et contrôle les apprentissages'

Enfin, Ie maîtru tupiétente Ie savoir des adultes' Lorsqu'il

fournit des informations sur ce sujet (par exemple : Activite

1 - séance 3 - Phase 3). Les enfants, qui ont leur propre

systeme, peuvent comprendre la notation en cours et ses

avantages - ou son équivalence - avec le sysGme qu'ils ont

constmit, et I'adopter, non pas librement mais consciem-

ment (situations d'institutionnalisation)'
Bien sûr, les éventuels changements de notations ou de

vocabulaire coûtent aux enfants et aux maîtres.

C'est pourquoi les conditions d'apprentissages ont un ca-

ractère ôtitiqrr" et dépendent essentiellement du contrat

didactique.
A aucun moment au cours de cette première activitti, le

maître n'indique qu'il faut apprendre quelque chose. A

aucun *o-"1i, il ne fait répéter une activité en ayant

convenu avec les enfants qu'elle devrait être Sue' connue'

apprise. (cela viendra plus tard peut-être) et en reconnais-

,u.rt qu'une phase n'était pas justifiée par d'autres raisons'

En fait, la phase 1 de la lère séance : < recherche de

couples équivalents D, doit permettre à tous les enfants d'ef-

fectuer la recherche d'au moins deux couples équivalents

à un couple donné, de comparer deux couples une dizaine

de fois au moins, d'expliquer une âluivalence au moins

une fois, d'enfunâre ptusieurs méthodes de comparaisons.

Tout cela dans .r.ru ,it,ation de contrôle collectif' Mais le
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Le codage le plus économique, si on admet que l'on peut
augrnenter à volonté le nombre des Wpes de papiers' con-

siste à les désigner à I'aide d'un couple, nombre de feuilles,
épaisseur en millimètre Remarquons toutefois que la
rihr"tiott de recherche de code n'est pas répétée. Il n'y
a pas de dialectique de la formulation des couples. Le

"oà" 
est mis en place de façon presque immédiate. La si-

tuation de communication ne fonctionne donc pas beau-

coup en situation d'apprentissage, elle sert seulement à

donner < du sens l à la phase d'action des émetteurs et des

récepteurs. Le caractere << optimal > du message n'a fait I'oc-

casion d'aucun commentaire avec les enfants. Il nous assure

seulement une bonne acceptation de leur paft.

4.4.2. Le choix des épaisseurs : modèle implicite

Par contre la composante a action n de la situation est

I'occasion de la création d'un modèie implicite du systeme

des épaisseurs.
Pourquoi, puisqu'il s'ag,it finalement de mesurer des lon-

gueurs, n'avoir pas choisi des objets de longueurs appré-

éiaUles ? L'enfant possède à cet âge une représentation ef-

ficace des < longueurs )) comprises entre 1 mm et 50 mm.

C'est-àdire qu'il peut les comparer, les mettre bout à bout,
les partager, et au besoin les évaluer (c'est-àdire leur faire

correspondre approximativement un entier à I'aide des sys-

ternes d'unités en usage)-
Mais justement, cette représentation est assez efficace

pour permettre de résoudre la plupart des situations pra-

liq.r.t sons qu'il soit nécessaire d'utiliser de système numé-

rique nouveau : perception, mesurage entier, etc.
L'enfant peut imaginer ou effectuer des opérations sur

des <r longUeurs )) : somme, différence' sans utiliser de mo-

dèle, de représentation.
Par exemple, il peut indiquer la longueur désirée d'une

bagUette en envoyant une ficelle de rt longueur p égale.

L'activité mathématique peut alors au mieux traduire,

transcrire r< la réalite )) supposée préexister'
comme en géométrie, le modèle implicite dont dis-

posent les enfants est si riche qu'il commzuxde toutes les

décisions. Lorsqu'il ne parvient pas à résoudre une situation,

la théorie mathématique qui pourrait lui suppléer est alors
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tas 1 x épaisseur du tas 2 _ nombre de feuilles du tas 2
x épaisseur du tas 1, mais sûrement pas sous cette forme),
sous la forme d'un ensemble d'application linéaires de N
dans N.

Cette application est approchée par ses propriétés :

la première remarque des enfants signifie qu'ils veulent
des applications différentes pour des feuilles perçues comme
différentes (injection de I'ensemble des applications dans
l'ensemble des types de paPiers).
Remarquons qu'il n'est pas réaliste de la part des enfants de

vouloir que des applications différentes indiquent des types
de papiers différents : ils ont des exemples sous les yeux
où pour un même type de papier, et pour un même nom-
bre de feuilles, on obtient des épaisseurs différentes, et où

cependant le message a marché. Il suffit d'avoir des résultats
suffisamment voisins les uns des autres et suffisamment
éloignés des autres résultats.

cependant cette exigence est formulée : il semble que

I'on voudrait un nombre par type et un type par nombre.
En fait, ce sont seulement les résultats scandaleux qui sont
rejetés ;

r< 30 f ;2 mm i 30 f + 3 mm quelqu'un se trompe !rr
(ces résultats ne sont pas algébriquement équivalents, ni
topologiquement assez voisins).

C'est seulement ensuite que la linéarité est formulée,
par sa propriété eatacténstique de conserver les rapports.
Les enfants relèvent les couples qui contrarient cette pro-
priéte et l'énoncent ensuite.
Remarque : S'il n'y avait pas eu des têntatives un peu va-

riées, avec la liberte de prendre le nombre de feuilles qu'on
veut, des rapports simples ne seraient pas apparus. Si le jeu

n'avait pas éte rapide, un peu anarchique, bon enfant, les

contradictions non plus ne seraient pas apparues.

Il faut remarquer que le modèle explicite n'apparaît pas

comme une formulation positive des propriétés connues à

I'occasion de leur existence. Les couples qui obéissent à

la loi implicite ne donnent lieu à aucune remarque : ce sont

les coupies qui ne lui obéissent pas, qui, par I'accident qu'ils

révèlent, rendent la formulation nécessaire : comme une

théorie, le modèle se révèle par ses contradictions - appa-

rentes ou réelles - avec l'expérience et non par ses accords.
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compris des autres) et comme une conclusion didactique,
une confirmation implicite de la validite de la démarche
de la classe.

Les enfants pensent que les Epes de feuilles peuvent
s€ ranger par ordre croissant d'épaisseur. La théorie qu'ils
ont constmite permet ce rangement alors que leurs sens

ne le peuvent pas, et tout de même ils peuvent avoir des

confirmations assez concrètes de leurs inférences leur
théorie fonctionne comme une vraie théorie.

EIle pose de nouveaux problèmes car la méthode de com-
paraison n'apparaît pas valable pour n'importe quel couple
et elle a recours à la fois :

aux relations algébriques qui permettent de ramener la
comparaison de (40 ;6) avec (20;4) à celle de (40 ;6) avec

(a0 ; 8) ou encore de ramener (30 ;4) et (20;2) à (30 ; a)
et (40 ; 4)

et aux relations topologiques qui permettent de cornpa-
rer par exemple (19 ; 3) et (10 ; 2) car (19 ; 3) est moins
épais que (20 ; 4) - conrmentaire des enfants: ( avec une
feuille de plus, le tas fait 1 mm de plus, et comme une feuil-
le ne mesure pas 1 mm... )).

n se houve que la constmction générale de cette sé-

quence suit le modèle d'une constrrrction a:riomatique des

rationnels - assez moderne (couples, passage au quotient).
Il n'est pas niable que la connaissance d'une telle ærioma-

tique a permis de I'envisager comme solution aux problèmes

de didactiques des décimaux que nous nous posions. Il
serait faux de croire que ce choix a précédé l'analyse didac-
tique. Si nous avions été conduits à choisir un autre do-

maine des variables didactiques et une autre genèse, les

couples auraient pu perdre toute signification, l'équivalence
tout intérêt, la construction aurait pu alors coincider
localement avec une autre axiomatique classique ou non.

De toute manière, laisser apparaître la hace de cette ar-

chitecture dans I'activite des enfants sous une forme quel-

conque, serait sans interêt pour eux.
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processus que nous venons de décrire de façon très détaillée,

po,rr *orrttet comment il peut être le lieu où peuvent s'é-

pto.ru"t et s'actualiser les questions qui nous intéressent.

5.2. Quelques concepts de didactique

5.2.1. Les comPosantes du sens

La définition du sens d'une notion est, nous I'avons dit,
un des problèmes centraux de la didactique. Ce qui précède

nous permet maintenant d'entrevoir comment nous Fo-
pororri de le résoudre : il s'agira de recenser et de classer

loutes les situations où cette notion apparaît engagée, soit

comme solution, nécessaire ou non, optimale ou non, soit

dans l'énoncé, soit dans les comportements des protago-

nistes du jeu didactique. Ainsi, la notion apparaît dans son

fonctionnement et dans ses rapports avec les différents

secteurs des mathématiques. on peut identifier diverses

conceptions particulières qui permettent de résoudre une

classe de situations, alors qu'elles suggèrent des réponses

fausses sur une autre, et dont la réunion constitue le con-

cept.
Recensons les criteres que nous avons utilisés pour choisir

le processus étudié. IIs constituent une première approche

deJ composantÆs du sens des décimaux et permettent d'en-

gendrer une bonne partie des sihrations cherchées.

1. Le type mathématique de problèmes : algébriques,

topologiques ou d'ordre.
2. Le type d'objets mathématiques qui réalisent la notion

et à propos desquels le problème se pose explicitement :

le décimal image d'une mesure, le décimal scolaire ou rap-

port opérant dans un ensemble de mesures, le décimal-

proportion, le décimal-opérateur linéaire dans un espace

vectoriel, etc... (cf. Tableau I).
3. Le type de structure mathématique conculrente de

ID dans la situation proposée, celle contre laquelle se défi-

nit ou se justifie ID (ce peut être IN, Q, ou IR) comme

seule ou comme meilleure solution'
4. Le type de situation didactique d'après les mani-

festations de connaissance' situations d'action, de formu-

lation, de validation, d'institutionnalisation : le décimal

y apparaît respectivement comme règle d'action' comme



'sapmol
suro(u sas/çFtrs sap rasIJo^?J rnod suol?Bn?Is ep alquasua

+aJ resrue8rogr g ?Ieralsar 11 'a^IlsneL{xa ssd lsa.u alql BI 1a
i'"" acueltodun ap8g,p sed luos au suollcuqsrp sal salno;,

'("'cla 'poddur un red arnsatu 'uorlrsodluoc
'astaaut un red uorlucrldllptu 'uorsrntp 'afiuged) uotsntp
'(U nealqe1 "'cla ag^lJgp arnsatu'lnalerado x rnalurgdo
'arnsaul x arnsaur 'lutrrlJgp no IaJn+Pu rna?Erado x arnsau)
slrnpord'(asoddo 1gtulc9p'urapl) sacuaraJJtp'(suoIlEIsIIBI?
ap uolltsodtuoc 'suorlelsuel? 

(uol?lppe 'arnsaul ap) sauluos
' (sar11a1 <+ serJlll{c'a1ertuouf,1od uotltso dulocgp' anbtS1luatcs

aInlIJCg'sa1tun,p SluaUaEuBqC'xneullsa8exaS <) xnBUnC

-9P o suollJsrJ) suotleurroJsrrsrl '(a1pua?w un su€p arquou
un ra^nor? (receld) aËuradar '(sard rnapuer8 ap arpro un 9
xneturogp xnap 'arlua 'suor1ce4: xnap ar?ua 'slatlua )map
arlua) sluatuarpecua 'quaura8uer : uol+enlls BI ap uollnlos
anbquurgqleul uolleIar ap no uorlurgdo,P adÂ+ aT'ZT

'1a!ns np sallcrldxa 1a salrctld
-tul sro^es sap anbrlutuol)re uoll?srueBro,p ad$ aT 'II

('r'e's
snssaprc rron) 'aldruaxa red ?uatuauuollcerJ no uollurns
-ua(utuoc 'uorlrulJ?p ap no uorleluasardar ap ad.,t1 a1 '0I

'acuBssrsuuoJ ap
xnea^Iu sal 'II aqdur8ered a1 suep g1adde suo^B snou anb ac

40^ 'uor?enlrs 
"l red sgnbtlerd lafns np sluauv+roduroc

sa[ suup uor1ou sl ap ;r1ru8oc no anbrlcep1p ln?e1s aT '6
'sgÂoldura xnerurc?p sal rns toldura.p sacuanbgry sep uolï

-nqlrlslp sI ap saralcureJ la sagsl1t]n suol?BJado,p adÂ1
: aasrpln arged BI ap no OI ap ?uatuarpua8ua,p ad.{1 a1 'B

'ra+uasgrd as ap
alqrldacsns. ?sa uorl?n+Is "l ailanbel caae acuanbarJ BT 'L

(uorlergtunu ap sara?cerec) arteurq 's'^ no xnsluls
-93zx9s 's'^ xneulc?p : sauISIo^ suollnlos sap e luasoddo,l
1nb slauuor1eruJoJ{n saralJereo sal 1a xnerulcgp sal ?u€tu
-lrdxa a8eEuel np a[arrrroJ uor?s]uasard ap adÂ1 aT 'g

'a[BIJos uor?ua^uoc'anbrsÂqd ro1'anbrlerug{.{?uru g?rssac
-?u : anbrpluarcs ln1e?s al la ('c1a"'anbrs.{qd'aeraruutoc
'anbueq) uorlenlrs BI "l uorlesrlegr ap aureruop aT 'g

'arrogr{l 'annard ap uadour 'apn1a,p
la[qo 'uotleluasgrdan 'uorleu8ls?p 'saurqpro8IB 'slncpc
: b ap suorlJuoJ sal rssne lrnpord uorlBJIJrssBIc qlaC 'larnl
-[nJ rro^Bs aunuoc no saanard ap atus]sÂs aurtuoc 'a8e8uel

'çI



155

5.2.2. Les propriétés didactiques d'une situation-
problème

a) le terme <r situation D désigne l'ensemble des circons-
tances dans lesquelles se trourve l'élève, les relations qui
I'unissent à son milieu, I'ensemble des données qui caracté-
risent une action ou une évolution. Une situation est une
situation-problème qui nécessite une adaptation, une ré-
ponse de l'élève. En particulier, si la nécessite de cette ré-
ponse a fait I'objet d'une consigne précise, si l'élève a un
projet, un objectif déclaré, nous aurons une < situation-
problème stricte u (ou formelle), et même un ( problème l
si le milieu est réduit à un énoncé et si aucune contrainte
matérielle, due à certains aspects physiques de la situation,
ni à aucune condition psychologique ou sociale, n'en mo-
difie I'interprétation. Une situotion didactique est une situa-
tion où se manifeste directement ou indirectement une
volonté d'enseigner, Lul enseignant. En général, on peut
distinguer, dans une sihration didactique, au moins une
situation-problème et un contrat didactique.

b) Quelles conditions font d'une situation-problème
une situation d'apprentissage ou une situation d'ensei-
gnement ? R. DouadS' (1980) en propose une liste qui
correspond bien en première approche, à celle que j'ai
voulu satisfaire dans le processus proposé ci-dessus et que je
ne peux pas exposer ici. L'analyse et la théorisation des situ-
ations conduit à raffiner et à allonger cette liste, à cons-
truire les indices qui permettent d'objectiver et d'étudier
les criteres trop intuitifs, comme le font Bessot et Richard
(1979). C'est un problème central de didactique aussi bien
pour I'analyse que pour la réalisation de tels processus, et
qui n'a pas encore reçu la place qui lui revient (malgré
quelques publications anciennes mais presque confiden-
tielles dont (Brousseau, 19?0). 1

5. 2. 3. Situations-Connaissances-Comportements

Chaque situation-problème appelle de la part de l'élève
des comportements qui sont l'indice d'une connaissance.
Cette correspondance fondamentale, établie, cas par cs,
est justifiée par I'interprétation des situations-problèmes
en termes de jeu, et des comportements, €tr termes d'in-
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de communiquer ou de prévoir le résultat de certaines mani-
pulations de la vie courante ; conhôle de la conservation,
comparaisons, reproduction de quantités égales, partages.

Dans ces situations, les valeurs des variables physiques et
leurs rapports avec les caracteristiques humaines sont essen-

tiels. Ainsi, on distingue dans la plupart des civilisations
trois fonctions < unitrSs > :

- I'unité à < compter > (c). Les quantités plus grandes

qu'elle doivent de toute façon être fractionnées' pour leur
transport ou leur évaluation en parts égales que I'on peut
compter. L'unitti (C) est la plus gfande de celles que I'hom-
me peut manier commodément.

- I'unité à u fractionner D (f). Les quantites qui lui sont
inférieures peuvent être manipulées ( en un coup D. Leur
fractionnement en un grand nombre de parts égales que

I'on dénombre est moins économique qu'un partage direct.
I'unité de 1< précision )) (s), la plus petite que I'on prenne

en considération.
Engénéral,S<f <C et 10<?*UO
On peut observer à ce sujet Ie rôle assez effacé en pra-

tique du r< déca l et des a déci )) par rapport aux ( hecto >

ou au < kilo >.

La pratique de quantités dans I'intervalle I f, c J sert

de modèle à I'identification du dénombrement et de cer-

taines fractions.
Le système d'écriture a aussi pour objet de ramener les

( mesures )) des quantites les plus familières dans l'inter-
valle naturel le mieux connu.

Les négociations historiques entre ces exigences ont pro-

duit divers systemes dont certains, trop bien adaptés, n'ont
pu évoluer. On ne peut guère espérer aller au-delà de l'usage

qr" les Babyloniens puis les les ashonomes faisaient des

sexagésimaux.
Mais cette étude permet de comprendre tout le parti

qu'on pourrait tirer de cette problématique dans une pers-

pective dialectique où la pratique du mesurage, I'usage du

iystème décimal de mesure et I'introduction des décimaux

seraient dissociés et non pas étroitement confondus, comme

c'est le cas actuellement en France. Il serait pour cela très

utile de reprendre les études et les observations de F.Colmez
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semble avoir favorisé le raisonnement sur une fraction
quelconque. Il est waisemblable qu'on ne pourrait pas
introduire de la même façon la notion de rapport.

5.3.4. Fractionnement et commensurd,tion

Le système culturel actuel fournit pour les rationnels, en
gros la définition suivante :

a) Définition 1 : (par fractionnement)
Une fraction est restrle comme au XVIIème siècle

(d'Alembert) (( une ou plusieurs parties d'un entier partagé
en plusieurs parties égales ainsi que la maitié, Ie tiers, les
deux tiers... n Ce ( un l est malencontreux et rend difficile
la conception de fractions plus grandes que l'unité : f, c'est
donc le résultat d'une opération matérielle qui consiste à
partager des entiers et non seulement un entier en b parties
que I'on peut comparer et déclarer égales, puis à prendre un
nombre a de ces parties.

C'est une définition constructive. Elle se réfère à la
manière de construire I'objet défini.

Elle est bien adaptée à la construction d'une grandeur
correspondant à un nombre donné (une unité étant don-
née), sauf dans les c€ts où on ne connaît pas de moyen
pratique d'effectuer concrètement les opérations néces-
saires.

Par exemple, on ne peut pas fabriquer un poids d'or qui
soit les 2/3 du poids d'une bague donnée, si on refuse de la
détruire (mais on peut partager un poids egat de pâte à
modeler en trois par tâtonnements). Dans ces cas où : soit la
division n'est pa.s concevable, soit la comparaison n'est pas

possible, (ou bien le résultat n'est pas défini, ou le dénom-
brement impossible) la définition fonctionne, non comme
une représentation de la réalité ou comme une théorie, mais
comme un système symbolique auquel il est vain de cher-
cher une signification concrète. Par exemple, cette défini-
tion n'est directement d'aucun secours s'il s'agit d'attribuer
un nombre à une grandeur donnée. A moins de laisser pa-

raître le procédé de fabrication.
b) La définition utilisée dans le currictùum est bien diffé
rente.

Définition 2 : (par commensuration)
Une quantité (si elle existe) sera les a/b d'un entier si
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à première vre à un même concept, or peut inférer qu'il
existe, entre leurs solutions ou les eonceptions qui les com-
mandent, des différences de complexité suffisantes pour
former des niveaux psychogénétiques différents. L'analyse
génétique qui découle de ce principe a apporté beaucoup
d'observations précieuses de la part de G. Vergnaud (1976)
G. Ricco (1978) et A. Rouchier (1980) et de leurs colla-
borateurs. Il faut pourtant, soit renoncer à s'approcher trop
des phénomènes didactiques qui peuvent introduire des dé-
calages d'origine arbitraire et didactique, soit redéfinir une
méthodologie spécifique. En particulier, la formalisation
de cette notion de niveau, bien gue tentée à plusieurs
reprises, présente des difficultés.

5.4.3. L'obseruation systématique des différences de
comportements, liés à des modalités ou à des conditions
didactiques différentes, a éte rendue possible par I'utilisa-
tion astucieuse de I'analyse des correspondances dans la
méthode des questionnaires à modalités de F. Pluvinage
(7977) et a produit des observations intéressantes sur la pro-
portionnalite.

5.4.4 . Dépendances et implications

En didactique, ce sont moins les proximités ou les dis-
tances qui sont intéressantes, que les dépendances disymé-
triques qui évoquent I'implication. Régis Gras (1979)
a donc étudié des méthodes hiérarchiques et d'analyses
factorielles basées sur un indice d'implieation améliorant
celui de J. Loevinger. Mais l'implication elle-même évoque
une transitivité assez souvent absente en fait, et il faut pro-
duire un concept spécifique plus raffiné avant d'en tirer
un indice statistiquement satisfaisant.

Peiut-être I'analyse des dépendances diachroniques en-
treprise sur des processus comme celui dont nous disposons
conduira-t-elle à ce résultat.
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on sait peu de choses encore, mais qui ne suit que de très
loin le discours classique. Dans ce discours, toutes les
réussites sont perçues comme des fonctions monotones
des variables : à une extrémité ce qui est bon, à I'autre ce
qui est mauvais. Potentiellement, I'enseignant a tout pou-
voir.

Quels sont les rôles réciproques de I'habitude et de la
compréhension dans I'acquisition et dans le fonctionnement
d'une notion ? Comment ce rôle évolue-t-il ? Quels sont les

résultats que I'on peut s'attendre à voir varier, si un meilleur
compromis est obtenu ? La haduction de ce débat en une
liste d'hypothèses falsifiables, susceptibles d'être étudiées
expérimentalement, demande la création de notions nou-
velles. C'est le prix que doit payer la didactique pour accé'
der à un statut scientifique sans cesser d'être une théorie des

faits didactiques et de contrôler sa technique. Les problèmes
d'enseigRement sont des problèmes de décisions. Ils doivent
recevoir une réponse, même provisoire, coûte que coûte.
Cette réponse ne peut pas être une réponse ( pour voir u.

L'enseignant ne peut pas s'engager à tirer toutes les consé-
quences logiques d'un choix et de s'y tenir quoiqu'il arrive.
Aussi les problèmes ne donnent'ils pas beaucoup de prix à

la méthode expérimentale, ils sont des indices à interpréter.
Dans la mesure où elles sont spécifiques du contenu, cer-
taines questions de I'enseignant peuvent être des questrons
à une <r science didactique u qui pawiendrait à sursoir à la
nécessité des décisions. Quels sont les résultats des élèves ?

Quelles décisions peuvent les améliorer ? Quelles alter-
natives se présentent ? Comment fabriquer d'autres mé-
thodes, comment en choisir une ? Comment la gérer, la
conduire ? la communiquer ? Quels indices faut-il sur-
veiller ? Elles le peuvent à condition toutefois de subir
une subtile modification du point de vue du vocabulaire et
des méthodes : quelles situations et quels comportements
correspondent à une appropriation convenable d'un con-
cept ? Quels sont les comportement erronés qui apparaissent
et leur signification ? Quelles sont les variables qui sont sus-

ceptibles d'agir sur les appropriations, quelles hypothèses
peuvent expliquer les bons ou les mauvais résultats ?

Toutefois, la plupart des choix qui apparaissent comme
critiqués pour I'enseignant ne fournissent pas de bonnes
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CHAPTlR.E III

FONDEMENTS ET METHODES DE LA

DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES

. Objet des études en didactique

. Phénomènes de didactique

. Eléments pour une modélisation

. Cohérence et incohérences de la modélisation
envisagée : les paradoxes du contrat didactique

. Modélisation des situations didactiques



1.t z

"La didactique des mathématiquestr étudie les activités
didactiques, c'est-à-dire les activités qui onr pour objet I'enseigne-

m€rntr évidenrment dans ce qu'elles ont de spécifique aux mathé-
nr at i<1ues.

Les résultats, dans ce clomaine, sont de plus en plus

nombreux ; ils portenr sur les comportements cognitifs des

élèves, mais aussi sur les types de situations mis en oeuvre poui

les leur enseigner er sur tous les phénomènes auxquels la commu-

nication du savoir donne lieu. L.a production ou I'amélioration
de moyens d'enseignement trouve dans ces résulta.ts bien plus

gue des objectifs ou des movens d'évaluation, elle y trouve un

appui théorique, des expiications, des moyens de prévision er

d'analvse, des suggestions. voire des dispositifs et des rnéthodes.

OBJET DES ETUDES EN DIDACTIQUE

Quel est I'objet de ces études ? Un examen même

t rès superf iciel permett ra de mieux en comprendre I 'intérêt et
même la nécessité.

Le savoir mathématique et la transposition didactique.

L,e savoir constitué se présente sous des formes diverses,

par exemple sous forme de questions et de réponses. La présentation
axiomatique est une présentation clasgique des mathématiques.

En plus des vertus scientif iques qu'on lui connait, elle
paraît merveilleusement adaptée à lrenseignement. Elle permer . à

chaque instant de définir les objets que lton étudie à I'aide des

notions précédemment introduites et, ainsi, d'organiser ltacquisition
de nouveaux savoirs à I'aide des acquisitions antérieures. Elle promet
donc à ltétudiant et à son professeur un moyen drordonner leur
activité et d'accumuler dans un minimum de temps un maximum de
rrsavoirsrrassez proches du,savoir savantrr. Evidemment, elle doit
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être complétée par des exemples et des problèmes doqt la solution

exige leur mise en oeuvre

Mais cette présentation efface complètement lthistoire de

ces savoirs, c'est-à-dire la succession des difficultés des questions

qui ont provoqué ltapparition des concePts fondamentaux' leur usage

pour poser de nouveaux problèmes, Itintrusion de techniques et de

questions nées des progrès des autres secteurs, le rejet de certains

points de we trouvés faux ou maladroits, et les innombrables querel-

les à leur sujet. Elle masque le t'vrai" fonctionnement de la science,

impossible à communiquer et à décrire fidèlement de I'extérieur,

pour mettre à sa place une genèse fictive. Pour en rendre plus

facile I'enseignement, elle isole certaines notions et propriétés du

tissu dtactivités où elles ont pris leur origine, leur sens, leur motiva-

tion et leur emploi. Elle les transpose dans le contexte scolaire. Les

épistémologues appellent transposition didactique cette opération.

Elle a son utilité, ses inconvénients et son rôle, même pour la cons-

truction de la science. Elle est à la fois inévitable, nécessaire et en

un sens, regrettable. Elle doit être mise sous surveillance.

Le travail du mathématicien

r Avant de communiquer ce qutil pense avoir trouvé, un

chercheur doit d'abord le déterminer: il n'est pas facile de distin-

guer, dans le labyrinthe des réflexions, celles qui sont susceptibles

de devenir un savoir nouveau et intéressant pour les autres; les

démonstrations obtenues sont rarement celles des conjectures envisa-

gées ; tout un téamênagernent des connaissances voisines, antérieures

ou nouvelles, doit être entrepris.

r tl faut aussi supprimer toutes les réflexions inutiles, la

trace des erreurs commises et des cheminements erratiques. Il faut

cacher les raisons qui ont conduit dans cette direction et les condi-

tions'personnelles qui ont présidé à la réussite, problématiser habile-

ment les remarques même un peu banales, mais éviter les trivialités..

Il faut encore chercher la théorie la plus générale dans laquelle les

résultats restent valables... Ainsi, le producteur du savoir dépersonnalise

et décontextualise le plus possible ses résulats.

...t...
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'

. Ce travail est indispensable pour que le lecteur puisse

prendre connaissance de ces résultats et se convaincre de leur validité

sans faire lui-même le même cheminement pour leur découverte,

tout en bénéficiant des possibilités gu'ils offrent pour leur utilisation.

. D'autres lecteurs alors, transforment à leur tour ces

résultats, les reformulent, les appliquent, les généralisent, si tels

sont leurs besoins. Ils les détruisent à l'occasion, soit en les identi-

fiant à des savoirs déjà connus, soit en les incluant dans des résultats

plus forts, en les oubliant simplement... et voire en les monttant

faux. Ainsi I'organisation des connaissance dépend, dès leur origine,

des exigences imposées à leur auteur par leur communication. Elle

ne cesse pas dtêt re ensuite modif iée pour les mêmes motif s au

point que leur sens change assez prof ondément : la transposition

didactique se déroule en grande partie dans la communauté scientifi-
que et se poursuit dans les milieux cultivés (la noosphèsre plus

exactement). Le fonctionnement de cette communauté est basé sur

les rapports qu'entretiennent I'investissement et la reprise personnels

et contextuels de questions mathématiques et le rejet de cet investis-

sement pour la production d'un texte du savoir aussi objectif que

possible.

Le travail de l'élève.

Le travail intellectuel de l'élève doit être par moments

comparable à cette activité scientifique. Savoir des mathématiques,

ce nrest pas seulement apprendre des déf initions et des théorèmes,

pour reconnaître I'occasion de les utiliser et de les appliquer ; nous

savons bien que faire des mathématiques implique que Iton sroccupe

des problèmes. On ne fait des mathématiques que lorsqu'on s'occupe

de problèmes mais on oublie parfois que résoudre un problème nrest

qurune partie du travail; trouver de bonnes questions est aussi

important que leur trouver des solutions. Une bonne reproduction par

l'élève d'une activité scientifique exigerait qu'il agisse, qu'il formule,

qu'il prouve, quril construise des modèles, des langages, des concepts,

des théories, qu'il les échange avec dtautres, qu'il reconnaisse celles

qui sont conformes à la culture, qutil lui emprunte celles qui lui

sont utiles, etc...



. Pour rendre possibre une teile activité, re prof esseur
doit donc imaginer et proposer aux élèves des situations qu,ils puissent
vivre et dans lesquelles les connaissances vont apparaître comme la
solution optimale et découvrable aux problèmes posés.

Le travail du professeur.

Le travair du prof esseur est dans une certaine mesure
inverse du travail du chercheur, il doit produire une reconrextualisation
et une repersonnalisation des connaissances. Elles vont devenir la
connaissance drun élève, ctest-à-dire une réponse assez naturelle, à
des conditions relativement particulières, conditions indispensables
pour qurelles aient un sens pour lui. Chaque connaissance doit naitre
de I'adaptation à une-situation spécifique, car on ne crée pas les
probabilités dans le même genre de contexte et de rapporrs avec le
milieu que ceux dans lesquels on invente ou utilise I'arithmétique ou
I'algèbre.

. Le prof esseur doit donc simuler dans sa classe une
micro-société scientifique s'il veut que les connaissances soient des
moyens économiques pour poser de bonnes questions et pour trancher
des débats, s'il veut gue les langages soient des moyens de maîtriser
des situations de formuration et que les démonstrations soient des
preuves.

. Mais il doit aussi donner les moyens à ses élèves de
retrouver dans cette histoire particulière quril leur a fait vivre, ce
qurest le devoir culturel et communicable quron a voulu leur enseigner.
Les élèves doivent à leur tour redécontextualiser et redépersonnaliser
leur savoir et ceci de façon à identifier leur production avec le
savoir qui a cours dans la communauté scientifique et culturelle de
leur époque.

I

la trvraierr

axiomatique

Bien sûr, il stagit d'une simulation, gui nrest pas plus
activité scientifique que le savoir présenté de façon
ntest pas le trvrairr savoir.
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Quelques quest iorts -'drëliqririai ies naîves' èt: fondam entales

Cette évocation de la communication du savoir paraît

assez classique. Elle appelle pourtant quelques remarques et soulève

des questions intéressantes.

r Tout d'abord, I'accent y est mis f ortement sur toutes

les activités sociales et culturelles qui conditionnent la création,

I'exercice et la communication du savoir et des connaissances.

r L'approche classique considère comme centrale I'activité
cognitive du sujet qui doit d'abord être décrite et comprise de

f açon relativement indépendante. Elle suppose ensuite, au moins

implicitement, que les. connaissances sur la connaissance nécessaires

à I'enseignement, doivent d'abord s'établir elles aussi de façon

indépendante, par exemple, par la mathématiqrte et l'épistémologie.

Il en est de même pour les co.nnaissances sur les rapports sociaux

spécifiques de l'éducation, etc-.. L'approche classique consiste alors

à tirer des conséquences pour Itenseignement de ces savoirs préalables:

Elle le fait directement, c'est-à-dire avec le seul appui de réflexions
trnaîvesrr.

r Il y a là plus qutune nuance : les savoirs importés de

disciplines fondamentales permettent-ils à eux seuls, sans modifications

et indépendamment les uns des autres, d'expliquer des phénomènes

d'enseignement et de produire de façon contrôlée des modifications

désirées ? Faut-il, au contraire, créer des concepts nouveaux, un

champ de connaissances et de méthodes proches pour étudier les

situations didactiques ?

r Une des hypothèses fondamentales de la didactique

consiste à af f irmer que seule l'étude globale des situations qui

président aux manifestations dtun savoir, permet de choisir et dtarti-
culer les connaissances d'origines différentes, nécessaires pour com-

prendie les activités cognitives du sujet, âinsi que la connaiSsance'.Çrr'il

utilise,.et la façori dont il la modifie.

r Une deuxième hypothèse,plus forte,consiste à dire que

l'étude première des situa.tions (didactiques) devrait finalement
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permettre de dériver ou de modifier les concepts nécessaires actuel-
lement importés des autres champs scientifiques :

. Existe-t-il une 'variété didactique" des concepts de
sens, de mémoire, de structure, de décimal, etc, inconnre en linguis-
tique, en psychologie ou en mathématique ?

. Lrenseignement, lui aussi, est conçu comme un projet
social : celui de faire approprier à un élève un savoir constitué ou
en voie de constitution ce point de vue remet au centre des préo-
cupations dfenseignement les débats culturels et politiques sur le
savoir mais en les traitant plutôt comme des objets drétudes faisant
partie des situations, que comme des préalables philosophiques.

. Lrapprentissage n'est-il pas un acte essentiellement
individuel ? Est-il nécessaire de le repracer dans un conrexte aussi
vaste pour le comprendre ? L'enseignement individuel n'est-il pas
une sorte de condition optimale que seules des conditions économiques
empêchent de réaliser ?

. Même en admettant que des savoirs sur les situations
de mise en oeuvre, dtappropriation et dtenseignement des connaissances
peuvent jouer un certain rôle technique, en tant que moyen pour
Itenseignement, il reste une question importante : une fois élevé au
rang dtobjets culturels, ces savoirs ne vont-ils pas perturber profon-
dément la communication et peut-être même la construction du
savoir ? ce dernier est fondé, nous lravons vu, sur le rejet et lroubli
des circonstances qui Itont provoqué.

r Pourquoi la possession du savoir lui-même, jointe à des

connaissances générales de sciences humaines, à un peu de bon sens
et bien sûr, à des qualités pédagogiques qu'aucun enseignemenr ne
saurait vraiment développer, ne suffirait-elle pas pour tous les profes-
seurs, avec tous les élèves, comme elle le fait avec quelques-uns ?

i

Ensuite, on peut se demander dans quelle mesure cette
référence au fonctionnement de la recherche est bien nécessaire et
pertinente pour lrétude de I'apprentissage et surtout de l,enseignement.
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Jusqurà quel point y a-t-il une ressemblance et sous quelles condi-
tions ?

ll semble qutune bonne théorie épistémologique occampagnée dtune
bonne ingénierie didoctique soient indispensobles pour répondre à ces
guestions.

Lo didoctique étudie lo communication des sovoirs et tend à théoriser
son objet d,étude, mois elle ne peut relever ce défi qu,is deux condi_
tions :

- rnettre en évidence des phénomènes spécifique.s que les concepts
originoux qutelle propose poroissent expliquer.
- indiquer les méthodes de preuves spécif iques qurelle utilise pour
cel a.

Ces deux conditions sont jndispensobles

:nalhémotiques puisse connaître de façon
et donc permettre des octjons contrô/ées

pour que lo didoctique des

scientifique son objet dtétude
sur Itenseignement.

PHENOMENES DE DIDACTIQUE

Des phénomènes liés au contrôle de la transposition didac-
tique ont pu être mis en évidence dans des cacires très différents :

le même phénomène peut régir "l'intimité d'une leçon paniculière ou
concerner toute une communauté pendant des gérrératicns.

o Identifier ces phénomènes revient à r:r-,nsïruire rur 'fmodè-
le, des protagonistes en présence, des relati*r,.s cî ilr,'r crntreiniel
qui les lient et à montrer que le jeu de ces,{:i,,îlrraintr,,r, i:rr.:iiriit hien
des effets et le déroulement observés.

o Il est plus commode dans

de prendre des exemples déjà connus

dans,leur complexité les cas réellement

un it*xt:È- relativ*rrent court

des lc':*teurs que d'exposer

t raités.

I'incertitude.

La première scène du célèbre 'Topaze, de Marcel pagnol
illustre un des processus fondamentaux : Topaze fait une dictée à

."./"".
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un mauvais élève. Ne pouvant accepter trop drerreurs trop grossières
et ne pouvant pas non plus donner directement ltorthographe demandée
il "suggèrefr la réponse en la dissimulant sous des codages didactiques
de plus en plus transparenrs : rr.-.des moutons étaient réunis dans un
parc..." il s'agit d'abord pour l'élève d'un problème d'orthographe
et de grammaire...rr des moutonsses étai-hunt... le problème est
complètement changé ! Devant les échecs répétés, Topaze mendie
une marque d'adhésion et négocie à la baisse les conditions dans
lesquelles l'élève finira par mettre ce rrsrr. on devine qu'il pourrait
continuer en exigeant la récitation de la règle, puis en la faisant
copier un certain nombre de fois. L'effondrement complet de lracte
drenseignement est représenté par un simple ordre : mettez un .s'
à frmoutonsrt: le professeur a fini par prendrg à sa charge lressentiel
du travail.

. La réponse que doit donner l'élève esr déterminée à
I'avance, le maître choisit les questions . auxquelles cette réponse
peut être donnée. Evidemment les connaissnces nécessaires pour
produire ces réponses changent leur signification aussi. En prenant
des questions de plus en plus faciles, il essaie d'obtenir la signification
maximum pour le maximum d'élèves. si les connaissances visées

disparaissent complètemenr: c'est ttl'effet Topazer'. Le contrôle du

sens à travers les changements de questions est sous le contrôle des

connaissances des maîrres dans la discipline enseignée mais le choix
des situations d'apprentissage et leur gestion habituellement laissés

au "bon sensrrdes professeurs sont actuellement lrobjet d'actives
recherches tant théoriques que d'ingénierie didactique.

Lreffet trJourdainrt ou le malentendu fondamental.

Ltef f et |tJourdainrr -
scène du |tBourgeois Gentilhommett

à Joùrdain ce que sont la prose

d'effet lopaze.

nommé par référence à la
le maitre de philosophie révèle

les voyelles - est une forme

Le professeur, pour éviter le débat de connaissance avec

ltélève et éventuellement le constat dtéchec, admet de reconnaître
I'indice d'une connaissance savante dans les comportentents ou dans

alnst

ou

ou
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les réponses de l'élève, bien qu'elles soient en f ait motivées par

des causes et des significations banales.

Tout le comique de la scène est basé sur le ridicule de

cette sacralisation répétée d'activités familières dans un discours

savant.

Exemple : L'élève à qui I'on faisait faire des manipula-

tions un peu étranges avec des pots de yaourt ou des images

coloriées se voyait déclarer "tu viens de découvrir un groupe de

Klein".

. Drune f açon moins grossière, le désir d'insérer la

connaissance dans des activités familières peut. conduire le professeur

à substituer à la problématique véritable et spécifique, une autre,

par exemple métaphorique ou métonymique et qui ne donne pas

un sens correct à la situation. Souvent les deux problématiques

sont présentes, justaposées et le professeur essaie d'obtenir rrle

meilleur" compromis.

o Certaines méthodes pédagogiques axées sur les proéoc-

cupations de Itenfant provoquent souvent cet effet, mais la réforme

des années 60 et I'usage des structures mathématiques qu'elles

ont proposé ont été évidemment aussi une puissante incitation à

ce jeu.

. En même temps, I'idéologie structuraliste lui offrait

une justification épistémologique. Il s'agit alors drun double effet

"Jourdainrr : le premier au niveau des relations de ltélève avec le

professeur: l'élève traite un exemple et le maître y voit la struc-

ture. Le second au niveau des relations des didacticiens ou des

mathématiciens avec le prof esseur. Les premiers plaquent une

justification philosophique et scientifique sur la pratique du second

et la sacralisent, la reconnaissance de la structule est Itactivité

scientif ique.
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Le glissement métacosrritif(l)

Lorsqurune activité d'enseignement a échoué, re professeur
peut être conduit à se justifier et pour continuer son action, à
prendre ses propres explications et ses moyens heuristiques comme
objets d'étude à la prace de ra véritabre connaissance mathématique.

. Cet ef fet peut se composer plusieurs fois, concerner
toute une communauté et constituer un véritable processus échappant
au contrôre de ses acteurs. Lrexemple re ptus frappant est proba_
blement celui qui concerne rrusage des graphes dans res années 60
pour enseigner les structures, méthode à laquelle s,est ettaché le
nom de G. pApy-

. A la "fin des années trenre, ra théorie des ensembles
quitte sa fonction scientifique initiale pour devenir moyen drensei_
gnement afin de satisfaire les besoins qu'ont les professeurs drune
métamathématique er drun formarisme fondamental. De ce fait,
ils sonr obligés d'inviter des étudiants à un contrôle sémantique
de cette héorie (dite arors 'naîveft). pour éviter les erreurs, il ne
suffit pas d'appliquer des axiomes, il faut savoir de quoi on parre
et connaître les paradoxes attachés à certains usages pour les
éviter. ce contrôle diffère assez du contrôle mathématique habituer,
plus 'rsyntaxiquer'. Cet usage déjà didactique de la théorie des
ensembles rendra possible pour les aut16théories un exposé axioma_
tique dont la négociation sera plus classique.

r ce moyen d'enseignement devient l'objet d'enseignement
pour des enfants de plus en plus jeunes. Le contrôle sémantioue
est confié à un f'modèle" qui remonte z, nuteÇa9t) qui fait 

"oou, 
u

des graphes divers. Le "modèle, n'est alors qurun moyen d'ensei-
gnement métaphorique car il nrest pas en fait un modèle correct.
Mais par le fait des difficultés d'enseignement, ce moyen devient
à rgn tour objet d'enseignement et se surcharge de conventions,
de langages spécifiques à leur tour enseignés et expriqués à chaque
étape de diffusion- Dans ce processus, prus I'activité d,enseignement
produit de commentaires et de conventions, moins les étudiants
peuvent contrôler les situations qui reur sont proposées.

(r)
(z)
{3)

cf.article ANNEXE 2
Lettres à une princesse drAllemaene
cercles. d'Euler, diagrammes de Vunn, ilpatatesil de papy



292

. C'est l'effet de I'glissement métacognitift'. Il serait

naîf de croire que le bon sens aurait permis d'échapper aux

conséquences assez extravagantes auxquelles ce processus a conduit.

La f orce des ef fets didactiques est incoercible dès lors que le

professeur ne peut se soustraire à I'obligation dtenseigner coûte

que coûte. Plus le public engagé dans la négociation est vaste et

plus le processus échappe au contrôle "naîfr'.

D'ailleurs le bon sens, comme n'importe quel autre

facteur correcteur, ne peut jouer trn rôle dans les processus sociaux

sans la médiation d'une structure sociale adéquate. Il existe des

preuves que ce typq t'd'erreurs" nrest pas I'effet de la bêtise ni

dans la plupart des cas celui de I'ignorance de la discipline

mathématique; il I'est à peu près dans la mesure"où la maladie

est imputable à des erreurs de comportement - rr:sril est permis

d'utiliser une métaphore hardie.

L'usage abusif de l'analogie

L'analogie est un excellent moyen heuristique lorsqutelle

est utilisée sous la responsabilité de celuiqui'enfaitusage.Mais son

utilisation dans la relation didactique en fait un redoutable moyen

de produire des effets "Topazerr. Ctest pourtant une pratique

naturelle : si des élèves ont échoué dans leur aPprentissage' il

faut leur donner une nouvelle chance sur le même sujet. Ils le

savent. Même si le professeur dissimule le fait que le nouveau

problème ressemble à Itancien, les élèves vont chercher - crest

légitime - les ressemblances pour transporter - toute faite - la

solution quron leur a déjà donnée. Cette réponse ne signifie pas

qurils la trouvent idoine poul la question posée mais seulement

qu'ils ont reconnu à des indices, peut-être tout a fait exogènes

",,non 
contrôlés, que le professeur voulait qutils la produisent.

o lls obtiennent la solution par une lecture des indications

du problème. Et ils ydidactiques et non pas un investissement

ont intérêt car après plusieurs échecs sur des problèmes semblables

mais non identifiés, non teconnus, le professeur stappuiera sur

ces analogies soudain renouvelées, pour reprocher à ltélève sa

-..t...

rlMii



293

I
t

I

t

résistance opiniâtre (cet effet esr utilisé par R. DEvos dans son
sketch des deux bouts d'un bois). ,'Ça fait un bout de temps que
je vous le dis !'r

Le vieillissement des situations d'enseignement

Le professeur rencontre des difficultés à reproduire la
même leçon, bien qutil s'agisse de nouveaux élèves: la reproduction
exacte de ce qu'il a dit ou fait précédemment n'a pas le même
ef f et et le plus souvent les résultats sont moins bons, mais il
éprouve aussi et peut-être par conséquent, une certaine réticence
à cette reproduction. Il éprouve un besoin assez fort de changer
au moins la formulation de son exposé ou de ses instructions, les
exemples, les exercices, t si possible la structure même de la
leçon. ces effetç augmentent avec le nombre des reproductions
et sont d'autant plus forts que la leçon comprend plus d'interac-
tions entre le maître et l'élève: les leçons comprenant un exposé
suivi d'exercices ou une simple instruction suivie drune situation
d'apprentissage ne demandant pas d'intervention du prof esseur
vieillissent moins vite. cet effet a été observé directement à I'Ecole
Jules Michelet de Talence dans de nombreux cas oir les maîtres
étaient engagés à reproduire une leçon déterminée. Mais les
efforts de renouvellement tentés par les enseignants dans le cas
où ils sont libres dans leur travail sonr un indice aussi sûr et
aisément observables.

ce phénomène, conrme les précédents, peut être observé
au niveau d'une classe mais aussi dans l,ensernble du système
éducatif et entre autres partenaires: les programmes et les
instructions ministérielles (ou les curriculas dans d'autres pays)
sont le moyen à peu près unique d'explicitation des exigences
didactiques du corps social envers les prof esseurs let le moyen
de convenir de la répartition des tâches entre eux.

En regard de la complexité des mécanismes à contrôler,
ces textes généralement assez courts et qui doivent laisser ouvert
Itessentiel des questions pertinentes apparaissent comme tout-à-fait
inadéquats. Leurs modifications périocriques apparaissent, elles,
complètement dérisoires, quron les compare entre elles ou quron
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les compare à Itimportance que semblent leur accorder les profes-

seurs et I'administration- Les textes pour l'école primaire, depuis

les années 1890, ntoffrent que des différences minimes sur I'essen-

tiel et ne diffèrent que sur des nuances.

Les modifications de programmes sont I'obiet de

projections des désirs des prof esseurs pour le renouvellement de

leurs situations didactiques en réponse au vieillissement de leur

cours.

La disproportion énorme entre cet investissement de

la nouveauté et la stabilité étonnante des pratiques d'enseignement

est aussi un indice 'des contraintes qui interviennent dans la

régulation du vieillissement : le temps de réponse à toute modifi-

cation du système éducatif est très élevé et les rétroactions très

faibles et aléatoires. La meilleure garantie contre la dérive est

donc une inertie importante. Mais I'activité d'enseignement elle-

mème réclame un investissement personnel intense de la part du

professeur et cet investissement ne peut se maintenir que stil

est renouvelé. La reproduction exige donc un certain renouvellement

qui risque de compromettre les reproductions futures.Igs moyensdel$égui-

libre n'étant pas connus, le système tend à faire porter le renou-

vellement sur des facteurs qui ntont pas beaucoup dtinfluence sur

I'objet principal de I'enseignement : les modifications'de program-

mes obéissent à des processus semblables à ceux de la mode par

rapport à I'habillement.

cette quesrion du vieillissement et de I'effet du temps

didactique(*) ,oulèue une quesrion essentielle pour la didactique :

Qu'est-ce qui est réellement reproduit au cours d'une leçon ?

Un professeur qui feproduit la même histoire, la même succession

des mêmes activités et des mêmes déclarations de sa part et de

la part des élèves, a-t-il reproduit le même fait didactique qui

ont ,produit les mêmes effets du point de vue du sens ?

(*) I'objet de recherches de Y. CHEVALT,ARD et A. MERCIER
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cette quesrion est étudiée dans I'article "Didactique des décimaux":
I'obsolescence des siruations, puis reprise par. M. ARTIGUE dans

sa thèse sur la reproductibilité.

U nrexiste pas de moyen naîf de différencier une
bonne reproduction dtune leçon - qui donne dans les mêmes
ôonditions un déroulement identique et aussi un même sens aux
connaissances acquises par l'élève - dtune mauvaise reproduction
de cette leçon - qui dans les mêmes conditions, donne un rdéroule-

mentrr identique mais un sens différent aux connaissances acquises.
Dans le deuxième cas, la similitude du déroulement est obtenue
par des inrerventions discrètes mais répétées du professeur qui
transforment toute la situation sans affecter apparamment son
tthistoi ret'.

savoir ce qui est reproduit dans une situation d,ensei-
gnement est justement I'objet de la didactique, ce nrest pas un
résultat d'observation, mais celui d'une analyse s'appuyant sur la
connaissance des phénomènes qui définissent ce qutils laissent
invariant.

ELEMENTS POUR UNE MODELISATION

ces différents phénomènes peuvent être observés aussi
bien dans des relations particulières entre deux personnes que
dans des relations beaucoup plus complexes impliquant des organis-
mes et des centaines de persùnnes,

Est-il possible de "modéliser" rout un système éducatif
par un système I'enseignant" déflni par quelques-unes des relations
qu'il entretient avec un systèrne "enseignérr qui représente lui,
des centaines d'élèves dont la diversité semble justement la
première source des difficultés des enseignants. c'est un pari
incontournable du processus de théorisation-

Les problèmes que soulèvent res approches systémiques
dont cette méthode se rapproche seront discutés dans le paragra-
phe 5.

La forme dans laquelle nous avons décrit rapidement
ces phénomènes prépare leur modélisation. Il sragit maintenant
d'identifier les relations fondamenrales qu'il faut retenir.
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ll convient toutefois de s'abstenir encore drune formali-

sation excessive et prématurée. une formulation plus rigoureuse

interviendra à une étape ultérieure'

Situation didactique, situation a-didactique

Danslaconceptionlaplusgénéraledel.enseignement'
lesavoirestuneassociationentrelesbonnesquestionsetles
bonnesréponses.L'enseignantposeunproblèmequel'élèvedoit
résoudre : si l'élève répond, il montre par là' qu'il sait' sinon' se

manif este un besoin de savoir qui appelle une inf ormation, un

enseignement- A priori, toute méthode qui ,permet de mémoriser

les associations favor'ables est acceptable'

La maieutique socratique limite ces associations à

celles que lrélève peut ef f ectuer lui-mème' Cette restriction a

pourobjetdegarantirlacompréhensiondusavoirparl'élève'
puisqu'il le produit- Mais on est alors conduit à supposer que

l,élève possédait déjà ce savoir, soit qu'il I'ait depuis toujours

(réminiscence),soitqu,illeconstruiselui-mèmepalsonactivité
propre et isolée' Tous les procédés oil le maître ne donne pas

lui-mêmelaréponse'sontacceptablespouraccoucherl.élèvede
ce savoir.

Le schéma soctatique peut être perfectionné si on

suppose que l,élève est capable de tirer son savoir de ses proPres

expériences, de ses propres interactions avec son milieu' même si

ce milieu n,est pas organisé à des fins d'apprentissaFe: l'élève

apprendenregardantlemonde(hypothèseempiriste-sensualiste)
ouenfaisaintdeshypothèsesparmilesquellesSonexpériencelui
permetdechoisir(hypothèsesa-prioristes)ouencoredansune
interaction plus complexe faite d'assimilations et dtaccomodations

telles que PIAGET les décrit'

L'élève apprend en sradaptant à un milieu qui est

facteur de conrradictions, de difficultés, de déséquilibres' un peu

comme le fait la société humaine. ce savoir, fruit de l'adaptation

del,élève,semanifestepardesréponsesnouvellesquisontla
preuve de I'aPPrentissage'
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Ce processus psycho-génétique piagétien est à I'opposé

du dogmatisme scholastique. L,tun ne semble rien devoir à I'intention

didactique, alors que lrautre lui doit tout. En attribuant à I'appren-

tissage rrnaturelil ce qui repose sur lrart d'enseigner selon le dogma-

tisme, la théorie de PIAGET risque de soulager le maître de toute

responsabilité didactique : ceci constitue un paradoxal retour à

une sorre d'empirisme ! Mais un milieu sans intentions didactiques

est manifestement insuffisant à induire chez l'élève toutes les

connaissances culturelles que I'on souhaite qu'il acquière.

La conception moderne de I 'enseignement va donc

demander au maîtré de provoquel chez l'élève les adaptations

souhaitées, pâr un choix judicieux, des "problèmes" qu'il lui

propose. Ces problèmes, choisis pour que l'élève puisseles accepter

doivent le faire agir, parler, réfléchir, évoluer de son propre

mouvement. Entre le moment oir l'élève acceptele problème comme

sien et celui où il produit sa réponse, le mait re se refuse à

interveni r comme proposeul de connaissances qu'il veut voi r appa-

raître. L'élève sait bien que le problème a été choisi pour lui

faire acquérir une connaissance nouvelle mais il doit savoir aussi

que cette connaissance est entièrement justifiée par la logique

interne de la situation et qu'il peut la construir,e sans faire

appel à des raisons didactigues. Non seulement il le peut, mais il

le doit aussi car il n'aura véritablement acquis cette connaissance

que lorsqu'il sera capable de Ia mettre en oeuvre de lui-même

dans des situations qu'il rencontrera en dehors cle tout contexte

d'enseignement et en I'absence de toute indication intentionnelle.

Une telle situation est appelée situation a-didactique(*). Chaque

(*) En ce sens que disparaît

toujours spécifique du savoir).

fique d'un savoir ne serait

non didactique.

dtelle I'intention d'enseigner (elle est

Une situation pédagogique non spéci-

pas dit a-didactique mais seulement

imi'
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connarssance peut se caractériser par une ou des situations a-di-
dactiques qui en préserve le sens et que nous appellerons situation
fondamentale. Mais l'élève ne peut pas résoudre d'emblée n'impor-
te quelle situation a-didactique, le maître lui en ménage donc
qui sont à sa portée. ces situations a-didactiques aménagées à

des f ins didactiques déterminent la connaissance enseignée à un
moment donné et le sens particulier que cette connaissance va

prendre du fait des restrictions et des déformations ainsi apportées
à la situation fondamentale.

Cette situation ou ce problème choisi par I'enseignant esr une

partie essentielle de la situation plus vaste suivante: le maître

cherche à faire dévolution à l'élève d'une situation a-didactique

qui provoque chez lui I'interaction la plus indépendante et la plus

féconde possible. Pour cela, il communique ou s'abstient de com-

muniquer, selon le cas, des informations, des questions, des métho-

des d'apprentissage, des heuristiques, etc".. L'enseignant est donc

impliqué dans un jeu avec le système des interactions de l'élève

avec les problèmes qu'il lui pose. Ce jeu ou cette situation plus

vaste est la situation didactique.

L'élève ne distingue pas d'emblée, dans la situation
qu'il vit, ce qui est dtessence a-didactique et ce qui est d'origine
didactique. La situation a-didactique finale de référence, celle qui

caractérise le savoir, peut être étudiée de façon théorique mais,

dans la situation didactique, pour le maître comme pour l'élève,
elle est une sorte d'idéal vers lequel il s'agit de convelger: |ensei-
gnant doit sans cesse aider l'élève à dépouiller dès que possible la
situation de tous ses artifices didactiques pour lui laisser la connais-

sance personnelle et objective.

Le contrat didactique esr la règle du jeu et la stratégie
de la situation didactique. C'est le moyen qu'a le mairre de la
mettre en scène. Mais l'évolution de la situation modifie le con-
trat qui permet alors Itobtention de situations nouvelles. De la
même façon, la connaissance est ce qui stexprime par les règles

de la situation a-didactique et par les srratégies. L'évolution de

ces stratégies requiert des productions de connaissances qui per-
mettent à leur tour la conception de nouvelles situations a-didacti-

fli|r].]]i:.liiii:llli]|]illlllliii]iiiii[fril]i|lll|l}lÏll|l$IffillM].
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Le contrat didactique ntest pas un contrat pédagogique

général. Il dépend étroitement des connaissances en jeu.

Dans la didactique moderne, I'enseignement est la
dévolution à l'élève d'une situation a-didactique, correcte, lrappren-
tissage est une adaptation à cette situation. Nous verrons plus
loin que I'on peut concevoir ces situations comme des jeux formels
et que cette conception favorise la compréhension et la maîtrise
des situations d' enseignernent.

Le contrat didactique

Ainsi,dans toutes les situations didactiques, le professeur

tente de faire savoir à l'élève ce qu'il veut qu'il fasse. Théori-
quement, le passage de I'information et de la consigne du profes-
seur à la réponse attendue, devrait exiger de la part de l'élève
la mise en oeuvre de la connaissance visée, qu'elle soit en

cours d'apprentissage ou déjà connue. Nous savons que le seul

moyen de ttf aire" des mathématiques, ctest de chercher et

résoudre certains problèmes spécif iques er, à ce propos, de

poser de nouvelles questions. Le maître doit donc effectuer non

la communication drune connaissance, mais la dévolution du bon
problème. si cerre dévolution s'opère, l'élève enrre dans le jeu
et s'il finit par gagner, lrapprentissage s'opère.

r Mais si l'élève refuse

résoud pas ? Le maitre a alors
même parf ois de se justif ier
dif f icile.

ou évite le problème, ou ne le
I'obligation sociale de I'aider er

d'avoir posé une question trop

r Alors se noue une relation qui détermine - explicite-
mefrt pour une petire part, mais surtout implicitement - ce que

chaque partenaire, ltenseignant et I'enseigné, a la responsabilité
de gérer et dont il sera d'une manière ou drune autre, responsable

devant lrautre. ce système d'obligations réciproques ressemble à
un contrat. ce qui nous intéresse ici est le contrat didactique,
crest-à-dire la part de ce contrat qui est spécifique du *contenu*:

la connaissance mathématique visée- 
-__/-_-
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C'est pourquoi nous ne pouvons pas lcl

obligations réciproques, d'ailleurs ce sont en f ait

du contrat qui sont importantes. Mais examinons

conséquences immédiates.

détailler ces

les ruptures

-€n quelques

donc que les acquisitions antérieu-

donnent à l'élève la possibilité de

r Le professeur est supposé créer des conditions suffisan-

tes pour I'appropriation des connaissances, et il doit I'reconnaîtrerl

cette appropriation quand elle se produit.

r Ltélève est supposé pouvoir satisfaire ces conditions'

. La relation didactique doit "continueril coùte que

coûte.

o Le professeur assure

res et les conditions nouvelles

I'acquisition.

Si cette acquisition ne se produit pas,s'ouvre un procès à ltélève qui

n'a pas fait ce que I'on est en droit d'attendre de lui mais

aussi un procès au maître qui n'a pas fait ce à quoi il est tenu

(implicitement).

Remarquons que ce jeu dtobligation nrest pas exactement

un contrat :

D'abord, il ne peut pas être complètement explicitable,

dès lors qu'il prétend porter sur le résultat de I'action dtenseigner.

Il n'existe pas de moyens repérés et suffisants pour construire

des savoirs nouveaux ou pour obtenir contre toute défense d'appro-

priation par l"élève les savoirs visés. Et si le contrat ne porte

que sur les règles de comportement du professeur ou de ltélève,

son respect scrupuleux condamnera la relation didactique à

l'échec.

Il est nécessaire c€:pendant que le prof esseur accepte

la lesponsabilité des résultats et quril assure à l'élève les mcyens

effectifs de Itacquisition des connaissances. Cette assurance est

fallacieuse mais inc'ispensable pour lui permettre d'engage,r la

responsabilité de l'élève. De même, il est nécessaire que l'élèveaccepte
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la responsabilité de résoudre des problèmes dont on ne lui a pas

enseigné la solution bien qu'il ne voie pas, a priori, les choix qui

lui sont offerts et leurs conséquences, et qutil soit donc dans un

cas patent d'irresponsabilité juridique.

Nous verrons gu'un contrat de ce genre, totalement
explicite,esr voué à l'échec. En particulier les clauses de rupture
et I'enjeu du contrat ne peuvent pas être décrits à lravance. La
connaissance sera justement ce qui résoudra les crises .Tées de

ces ruptures.; elles ne peuvent pas êt re pré-définies. pourtant,

au moment de ces ruptures ,tout se passe comme si un contrat
implicite liait I'enseignant er I'enseigné: surprise de l'élève qui
ne sait pas résoudre le problème et qui s'insurge de ce que le
maître n'ait pas su I'en rendre capable, surprise du maître qui
estimait raisonnablement suf f isantes ses prestations... révolte,
négociation, recherche d'un nouveau contrat qui dépend du nouvel

"étatt', des savoirs... acquis et visés.

Le concept théorique en didactique n'est donc pas le contrat
(le bon, le mauvais, le vrai, ou le faux contrat) mais le proces-

sus de recherche d'un contrat hypothétique. c'est ce processus

qui représente les observations er doit les modéliser et les expliquer.

Un exemple de la dévolution d'une situation a-didactique

Dans un jeu sur micro-ordinateur, de jeunes enfants (S

ans) doivent, avec le crayon optique, conduire un à un, des lapins
dans un pré et des canards dans une mare. Les règles de la
manipulation ne présentent pas de difficultés insurmonrables à
cet àge. Les enfants peuvenr interprêter que la disparition puis
la réapparition dtun animal à un autre endroit, correspond à un
déplacement. Mais il s'agit bierrtôt d'autre chose que drune manipu-
lation selon la règle: le maître veut que l'élève pointe tous les
lapins Itun après Itautre et une seule fois, avant de les diriger
vers le pré, afin de développer chez lui lténumération d'une'collec-
tion. La suite des opérations à effectuer nrest pas donnée dans

la consigne, elle est à la charge de l,élève. La dévolution de

cette tâche se fait par étapes :
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P r e m i è r e é t ap e : Approche purement ludique-

Les élèves n,ont pas encore compris que parmi les
issues du jeu, certaines sont souhaitables : tous les lapins vont

dans le pré et dansent une petite ronde,

et drautres sont non souhaitables: les lapins oubliés
deviennent rouges et émettent un grognement.

Ils jouent, piquent les lapins er sont heureux de provoquer un

ef fet, quel qu'il soit.

D euxi è m e ét ape : Dévolution d,une préférence.

Les élèves onr bien compris quel esr I'ef f et souhaité
(par exemple, on a supprimé tout effet des fausses manipulations)
mais ils attribuent les résultats, bons ou mauvais, à une sorte de

fatalité ou de hasard.

Ce genre d'interprétation est adéquat pour de nombreux
jeux : à "la bataillett ou aux "petits chevaux", le plaisir naît de

I'attente de ce que le sort réserve, alors que le joueur ne prend

aucune décision.

Troisième étape
drune causalité.

: dévolution drune responsabilité et

Pour accepter une responsabilité dans ce qui lui arrive,

l'élève doit considérer ce qu'il fait comme un choix parmi diverses

possibilités puis envisager une relation entre les décisions qu'il a

prises et leurs résultats.

A cette étape, les élèves peuvent, après coup, envisager

que le déroulement du jeu aurait pu être différent. Cela suppose

qutils peuvent se souvenir de certaines de leurs actions et plus

précisément de ce qui, en elles, était pertinent ou non.
i

Cette dévolution est délicate : la plupart des enfants

sont prêts à accepter du maître I'idée qu'ils sont responsables du

résultat du jeu bien qu'ils soient incapables d'établir qu'ils auraient

pu obtenir un meilleur résultat par un choix approprié de leur

part, ce qui, formellement, est un cas flagrant dtirresponsabilité.
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Si l'élève résoud assez vite le problème, le fait dtavoir

accepté a priori le principe de sa responsabilité nta été qu'un

prologue nécessaire à I'appentissage qui vient justifier après coup

cette responsabilisationren donnant à ltélève les moyens de.ltasstgter

et, finalementl d'échapper à la culpabilité.

Mais pour l'élève qui ne peut pas franchir la difficulté

de relierrpar la connaissance'son action aux résultats obtenuq la

responsabilisation doit être renégociée sous peine de provoquer

des sentiments de culpabilité et d'injustices très vite préjudiciables

aux apprentissages ultérieurs...

Quat rième étape : Dévolution de I'anticiapation

La relation entre la décision et le résultat est envisagée

avant la décision, l'élève prend à sa charge des anticipations

qui excluent toute intervention occulte. Même si elle nrest pas

encore entièrement maîtrisée, cette anticipation est considérée

comme étant de la responsabilité'cognitive du joueur et non pas

seulement sa responsabilité sociale.

Cinquième étape : Dévolution de la situation a-didactique

Pour réussir, l'élève doit bien ef f ectuer l'énumération

drune collection. Mais il ne suf fit ps-s qu'il la produiàe une fois

"par hasardt'. Il faut qu'il sache la reproduire à volonté dans des

circonsctances variées. Il faut qu'il soit conscient de ce pouvoir

de reproduction et qu'il ait une connaissance, au moins intuitive,

des conditions qui lui permettent de bonnes chances de réussite.

L'élève doit reconnaître les jeux auxquels il vient d'apprendre à

jouer. Mais ce qu'il sait faire ne lui a pas été nommé, identifié

et surtout ne lui a pas été décrit cornme une procédure |tfixett.

Ainsi, la dévolution ne porte pas sur I'objet de I'enseignement

mais sur les situations qui le caractérisent. Cet exemple a été

choisi pour bien distinguer les dif férentes composantes de la

dévolution. L'énumération nrest pas un concept mathématique

culturellement très pesant. Il nrintervient dans l'enseignement

que beaucoup plus tard, avec des langages et problématiques

dif f érents. Ni le vocabulaire,

viennent donc perturber I'objet

les connaissances formelles ne

Itenseignement.

ni

de

tlilililll|llililliliil]iliillilillilriffiillilirfiffiMllli|]]]i
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L'enf ant, avant cet apprentissage, avait pu trénumérertl

des collections en déplaçant les objets ou en les marquant de

façon à toujours avoir une matérialisation commode de I'ensemble

restant à énumérer.

Mais ici il doit effectuer la même tâche mentalement,

ses représentations doivent s'étendre à un contrôle intellectuel

beaucoup plus complexe: ôhercher un premier lapin facile à repérer,

puis un autre, de telle façon à garder à I'esprit que ces deux

sont déjà pris I chercher un autre, assez voisin des premiers et

formant avec eux une diposition (petit groupe, ligne...) permettant

de ne pas les perdre "de vue, tout en cherchant un quatrième,

qui entre à =on tor], dans la structure afin de ne pas reprendre

un lapin déjà pris et de permettre cie savoir s'il en reste encore...

etc

Cette "tâche" ne peut pas être décrite comme une
,tprocédure, ni même I'montréet' car :

énumérer une cr:llection devant un enf ant ne lui donne aucune

idée des moyens de contrôle qu'il doit acquérir.

Dans cer exemple,la dévolution de la situation a-didacti-
que est peut-être observée indépendamment de la dévolution de

|objet d'enseignement(qui ne peur avoir lieu à ce moment). Ni le
maître ni l'élève ne peuvent identif ier ce qui est enseigné, ce

qui est à connaître ou à savoir.

Un peut plus tard, les énunrérations, en tant que produc-

tions peuvent devenir des objets d'étude pour lrélève. tl peut

reconnaître celles qui sont seniblables ou différentes, celles qui

sont correctes ou celles qui échouent... concevoir et comparer

des méthodes..... et connaître - après coup - I'objet d'enseigne-

mentr attaché au jeu des lapins. Il pourra aborder des problèmes

d'énumération et de combinatoire plus proches des problèmes

scientifiques et définir alors ce qu'il doit apprendrer c€ qu'il
doit résoudre et ce qu'on lui demande de savoir" Ces dévolutions

d'objets d'études, d'objets de savoir et d'objets d'enseignement

devraient pouvoir s'interpréter comme des dévolutions de situations

a-didactiques d'un autre type.

mffiffi |irlll
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I

l-lépistémoloRie des prof esseurs.

Le professeur est alors conduit à expliciter une méthode
de production de la réponse : comment répondre à I'aide des
connaissances antérieures, comment comprendre, construire une
connaissance nouvelle, comment ttappliquerrtles leçons, reconnaître
les questions, comment apprendre, deviner, résoudre... etc. Il se
réfère ainsi à une philosophie implicite des mathématiques ou à
un modèle (comme la géométrie élémentaire) construit pour
I'usage qui en est fait : résoudre les conflits du contrat didactique.

r cette r'épistémologie du professeur" (à usage profession-
nel) doit donc aussi être en fait celle de lrélève et de ses
parents. Elle doit être présente dans la culture pour permettre
aux justifications de fonctionner et dtêtre reçues. Le professeur
n'est pas libre le la changer à sa guise. on comprend qurelle a
peu de chance d'être consistante, donc de servir de base à une
théorie didactique.

o Pour les enseigner, un professeur doit donc réorganiser
les connaissances afin qu'elles se prêtent à cette description,
à cette "épistémologie". c'iest le début du processus de modifica-
tion des connaissances qui en change Irorganisation, Irimportance
relative, la présenration, la genèse... en fonction des nécessités
du contrat didactique. Nous avons appelé transposition didactique
cette transformation

Remarquons qura priori, la pratique empirique de I'ensei-
gnement des mathématiques, quelle que soit la qualité scientifi-
que des professeurs, ne les conduit pas spontanément à construire
une simulation correcte de la genèse des notions. Au contraire,
la tentation est grande dréconomiser le double travail (ae

recontextualisation et de redécontextualisation) et de faire
apprendre directement un texte du savoir : pour respecter les

I

t
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autres obligations du contrat, des problèmes sont bien proposés

aux élèves mais leur solution peut êrre trouvée par des procédés

qui font l'économie et la connaissance spécifique de la notion
(comme dans I'exemple de I'analogie). La solution est cachée

sous une fiction didactique connue de l'élève et qui sert au

moment de la négociation. Puisque le maître doit Itprouverrr à

l'élève qu'il lui était possible de répondre et d'apprendre le
savoir visé, il doit au moins pouvoir lui dire comment rta prioriil
Certes si la solution est articulée comme un texte mathématique,

elle comprend la justif ication scientif ique correcre du résultat

mais beaucoup d'élèves obtiennent rtla réponse non par le raison-

nement mathématique souhaité", mais par le décodage de la
convention didactique

Illustration : I'effet TTDIENES'

L'étude des conceptions de DIENES el des échos qu'elles

ont éveillés chez les enseignants dans le cadre des réf ormes

des années 70 est à ce sujet extrêmement démonstrative [c.f.

MAUDET et G- BROUSSEAU

Par son "processus psychodynamique" DIENES propose

un modèle d'apprentissage fondé sur la . reconnaissance des

similitudes entre des "jeux structurésrr puis sur la schématisation

et la formalisation de ces "généralisationsrr guidées.

Il s'agit en fait d'une description et d'une systématisation

de certaines pratiques dtenseignement déjà en usage, accompagnée

d'une traduction en termes rnathématiques : des problèmes

semblables deviennent rrisomorphestr et une généralisation un
I'passage au quotientrt. La théorie ensembliste et les structures

fondamentales deviennent le rnoyen de décrire tous les éléments

de la situation dtenseignement gui, en retour, les illustrent

parf aitement.
I

Cette traduction implique une confusion systématique

entre la structure de la situation (le jeu), la structure de la
tâche, le processus intellectuel et la connaissance elle-même

(en tant que structure mathématique). Elle conduit donc implici-
tement à ériger les fondements des : rrtathématiques; tels qulils

étaient conçus à lrépoque, en un modèle runiversel, aussi bien
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comme moyen de description et d'organisation des mathématiques

(la logique), moyen de leur construction et de leur fonctionement
(épistémologie), moyen d'expliquer le fonctionnement psychologi-

que de l'élève à leur sujet (psychologie cognitive), moyen de

décrire le processus d'apprentissage et les étapes du développe-

ment d'une connaissance (épistémologie génétique) et enfin les

moyens didactiques d'obtenir cet apprentissage.

L'épistémologie spontanée des professeurs se trouvait

ainsi soudain justif iée, ttsacraliséet' par sa reformulation en

termes ttscientif iquestt et réaccordée miraculeusement avec

tous les domaines susceptibles de la contester. Ce fait fut une

des causes du succès initial des propositions de DIENES.

Une telle didactique est indépendante des contenus. Elle

conduit même le professeur à mettre l'accent sur les variables

non pertinentes de la situation mathématique (celles qui ne les

modifient pas) au détriment des conditions spécifiques ("principe

de variabilité"). Et finalement, elle nrest qu'une méthode de

présentation de savoirs favorisant leur mémorisation.

Le f ait le plus évident dans Iutilisation de cette

méthode est le suivant : seuls les proselytes de la méthode sont

susceptibles de la faire fonctionner avec succès. Tout usage

"servile" des matériels DIENES conduit à des déceptions et à des

échecs.

L'analyse en terme de contrat didactique peut proposer

une explication à ce fait.

La méthode didactique de DIENES, en s'appuyant sur

"le processus psychodynamiquer' , ne laisse pas explicitement

d'autre place à I'enseignant que le choix des matériels, la présen-

tation des fiches, les encouragements d'usage... La méthode doit

opérer par la vertu drun processus interne du sujet inéluctable

dès iors que ses conditions d'entrées sont satisfaites : présentation

répétée de jeux structurés, demande de schématisation... etc.

Elle délivre ainsi le maître de la responsablité technique d'obtenir

lui-mème I'apprentissage espéré. Il peut présenter ses exercices,

attendre, fournir éventuellement les réponses accompagnées

drune petite explication, envoyer à la fiche suivante, organiser le
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jeu correspondant... mais le contrat d'enseignement ne le lie

plus à ltévolution du comportement cognitif que le ttjeuttest

supposé prendre en charge. Au contraire, il doit laisser l'élève

penser par lui-mème. Or les jeux de DIENES ne sont Pas très

souvent satisfaisants parce qu'ils postulent que les règles proposées

à l'élève (pour jouer) sont les mêmes que celles qu'il faut lui

apprendre, la structure du jeu et celle qui rrestrr le savoir sont

identiques ! Ainsi la compréhension de la règle, condition Pour

agir, exige préalablement,de la part de l'élève, la connaissance

que I'on prétend lui enseigner. Si le maître enseignait d'abord

la.règle, le jeu se transformerait donc en exercice. Pour éviter

cela, il essaie de faire deviner la règle - activité qui nrest pas

théorisée dans le prâ."rt.rt psychomathématique'

De nombreux travaux de I'auteur ayant pour objet

I'amélioration des situations didactiques (dont certains sont

évoqués plus loin) ont été conduits dans l'hypothèse que les

échecs observés étaient dus à I'insuffisance théorique et pratique

des jeux de DIENES.

Il semble pourrant que la cause déterminante soit la

rupture dans la dévolution de toute négociation didactique à

cause de la délégation faite par le professeur à un processus

indépendant réputé suffisant. Le contrat d'enseignement peut

subsister si le maître se soucie des résultats quantitatifs de

l,élève mais l'articulation des connaissances et leur genèse

restent ignorées. Au contraire, I'action ttmilitantert drun professeur

décidé à montrer que la méthode est ef f icace le conduit à

restaurer ce débat. L'insuffisance des situations dans la justifica-

tion et la signification des connaissances visées n'empêche pas

le discours du rnaître de leur donner un sens et une place suffi-

sante pour un apprentissage- Il est exact toutefois que si les situa-

tions étaient incorrectes, aucune dévolution ne permettrait aux

jeux de DIENES de produire la connaissance annoncée. Le problè-

me) reste Ouvert pour de trbonnesrr situatiOns- DanS tOuS leS cas,

les méthodes d'enseignement de DIENES permettraient d'obtenir

des résultats, mais pour des raisons différentes de celles avancées

dans la théorie qui les accompagnait.

Cette:analyse montre lt:utilisation qui peut être faite
.../...
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de la notion de contrat pour tenter d'expliquer un phénomène

de didactique lié à l'épistérnologie des professeurs. problème

important : Est-ce que toute méthode ou toute situation réputée
efficace par le truchement d'une quelconque "loi psychologique*

ou rrdidactiquert qui délivrerait le professeur de la négociation
didactique n'entraînerait pas le même effet ?

Plus le professeur serair assuré de la réussite par

des effets indépendants de son investissement personnel et plus

il échouerait ... ! Nous appelons efJet DTENES ce phénomène qui

montre la nécessité d'intégrer ies rapporrs maître-élève dans

toute théorie didactique- Et cerre conclusion renvoie à une

question plus dif f icile : loépisrémologie des prof esseurs est-elle
incontournable ?

Heuristique et didactique

Il est clair qu'on ne connait pas les conditions à la

fois nécessaires, minimales (pour donner le maximum de sens à

I'activité de l'élève) et néanmoins suffisantes (pour lui permettre

de satisfaire son contrat). On ne connaît pâs d'épistémologie

génétique effective qui permettrait l'économie de ces négociations

de sorte que le maître et l'élève sont souvent réduits (inconsciem-

ment bien sûr) à des expédients :

- la substitution de problème qui peut aboutir à I'effet Topaze

ou plus froidement à I'effet Jourdain

- lrusage abusif de I'analogie, le glissement rnétacognitif, etc"..

Or, le professeur, à côté des problèmes, doit donner

des moyens de les résoudre (le savoir théorique par exemple) et

rendre compte que les moyens déjà enseignés, permettaient bien

de construire la solution Il doit donc faire comme stil savait

corRment, en partant de certains savoirs (enseignés) on fabrique

des solutions à des problèmes nouveaux. Et un jour, il doit aussi

stexpliquer sur ces moyens : comment on les retrouve, comment

on les reconnait...
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Son action présuppose-t-elle une épistémologie ? tl
va être obligé de la produire, de la livrer ! Pourquoi ltélève

a-t-il f ait une erreur ? Comment peut-il éviter les prochaines?

Comment trouver une solution ?

ttl-'algorithme' constitue un instrument de déblocage

et de solution des conflits didactiques, en ce sens qu'il permet

momentanément un partage clair des responsabilités. Le maître

montre I'algorithme, l'élève I'apprend et I'l'appliquerr correcte-

ment: sinon il doit s'exercer mais son incertitude est presque

nulle. On lui affirme qu'il existe toute une classe de situations

dif f érentes dans lesquelies I'algorithme donne une solution (le

conf lit va reprendre quand il s'agira de choisir un algorithme

pour un problème dbnné).

L'algorithme est pratiquement le seul moyen I'officiel'l

de déblocage; c'est-à-dire qu'il a fait I'objet de I'explicitation

de méthodes d'enseignement qui le concernent. Et il sert de

modèle unique ou presque à toutes les approches sous-culturelles

de I'enseignement.

On doit donc srattendre à ce que l'élève reçoive

toutes les indications du professeur sur le même mode comme

moyens "efficacesrt de résoudre les problèmes (tels que ds5

algorithmes) et ceci même si le professeur choisit de façon à
ce qu'ils relancent la recherche de l'élève, Itencouragentr Itaident

sans toucher à l'essentiel de ce qtli doit restel à sa charge-

Ainsi,les indications de type heuristique seront demandées, don-

nées et reçues au sein dtun malentendu, suggestions incertaines

pour I'un, connaissances comparables aux algorithmes ou aux

théorèmes de mathématiques pour I'autre. Avec cet Art de

résoudre des problèmes, dont I'essentiel est fondé sur ltintrospec-

tion, le n1aïtre voudrait apprendre à son élève à chercher ; lui,

attend des algorithmes.

Mais ce que le maïtre voudrait présenter à l'élève

comme des occasions de recherches typiques nrest qu'une collec-

tion d'objets culturels, de problèmes dont les solutions sont

connues et répertoriées par I'heuristique. Ltélève est donc fondé

i*
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à la recevoir sur le mode du savoir. En ce sens, comme GLAESER

le souligne fortement,'rlrheuristique ne peut pas srenseigner

puisque sa matière est la part imprévisible et créative de toute

recherche de problème. On ne peut que donner un entrainement

à I'heuristique qui habitue l'étudiant aux situations de rechercheil.

Mais alors le processus reste bloqué ! le professeur

ne devrait pas,par exemple,faire usage des démarches de pensées

inventoriées par por-va(*àt qu'il a lui-même reconnu avoir utilisées

lors de ses succès de mathématicien.

Il n'y a pas grand danger pourtant à délivrer à

I'occasion des informations !t' ou des ocnseils... ttDessinez une

figure, introduisez la notation appropriée, quelle est l'inconnue ?

Connaissez-vous un problème qui se rattache à celui-ci ?-.. Enon-

cez-le différemmentrr... Reportez-vous aux définitions... (pOLVR,

commentaires). Au contraire, il s'agit d'habitudes à acquérir.

"Pour résoudre un problème vous devez successivement :

comprendre le problème..." (POLYA(*);.le contrat glisse I maintenant

la recherche des informations ou des suggestions latérales devient un

moyen didactique reconnu, bientôt peut-être exigible d'un élève

qui prétend chercher et dont on met en doute I'activité réelle.

Alors le maître est appelé en retour à mettre au

clair ces moyens, à les classifier, à les identifier, à les définir'

à répondre de leur efficacité. Il va donc peut-être choisir les

problèmes qui permettront le mieux de les illustrer, de les appli-

quer, de les faire fonctionner, à titre d'exemple. Mais il ne

peut pas restreindre les problèmes de mathématiques et ceux où

I'application presque automatique d'un procédé annoncé à I'avance

donne la solution. Lrélève cherche alors quelle suggestion procédo-

logique est la bonne. La boucle est accomplie, les ttheuristiques"

se sont substituées ou ont pris place à côté des théorèmes et

des théories parmi les moyens entre lesquels il faut choisir pour

résdudre un problème mais le problème reste et le contrat didac-

tique aussi.

Pourquoi ne pas chercher des heuristiques du second

ordre ? -

(.) cf. POLYA I'Comment poser et résoudre un problème ?rl
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Cette voie arnorce un type de glissement (heuristique)

récurrent comparable au glissement métacognitif. Il est possible

d'identifier aussi un glissement métamathématique qui consiste à

substituer à un problème mathématique un débat logique de sa

solution et à lui attribuer toutes les sources drerreurs.

Le processus que nous venons de décrire est donc

une tendance résultant naturellement des nécessités du contrat
didactique. Il est facile d'en trouver des exernples à plusieurs

reprises dans I'histoire de I'enseignement. De même, il est clair
qu'il nra rien d'inéluctable : les réticences, puis les résistances,

se font de plus en plus fortes au fur et à mesure que le glisse-

ment devient important. Il semble eu€, comme pour I'effet de

glissement métacognitif, la seuleforce antagoniste soit la vigilance

épistémologique.

Comme pour les analogies, I'usage - naif ou systéma-

tique - des heuristiques esr un excellent moyen de recherche

des solutions de prolbèmes (l'heuristique étant le moyen par

définition et par excellence) à condition drêtre mise en oeuvre

sous la responsabilité exclusive de son utilisateur. Tout crédit
accordé a priori à une méthode particulière est un signe de

déceptions souvent amères, qui la rend impropre au contrat
didactique. Avec GLAESER, nous pouvons appeler "procédologieil
"tout le répertoire de recettes éprouvées" (sur les stocks de

problèmes classiques) que Ienseignement... inculqueil et qui ne

sont pas des théorèmes ou des métathéorèmes.( Ltenseignement

ne semble pas avoir pour mission explicite dtinculquer ces recettes,
et nous préférons admettre qu'il le fait sous la pression du contrat
didactique).

Par contre, je proposerai d'étendre le terme de
rrprocédures algorithmiques qui apparaissent... comme sous-program-

mes d'une recherche heuristiquett à tout ce qui, dans le contrat
didactique, tend à jouer le même rôle, y compris les heuristiques

ou les idées originales, lorsqu'elles sont présentées ou utilisées

comme des recettes.
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Cresr la fonction et la présentation didactiques qui
laissent ou enlèvent sa valeur à un procédé. plus exactement,
c'est la nature du contrat qui se noue à leur propos. comme
I'effet DIENES (pour le maître), I'affirmation à l'élève quril
existe une méthode automatique (ou presque) pour établir une
famille de résukars. même si s'est vrai, rend à le décharger de

la responsabilité fondamentale du contrôle de son travail intellec-
tuel, bloque donc la dévolution du problèrne, ce qui fait échouer
le plus souvent I'activité (et de plus permet à l'élève de contredire
et contester la méthode s'il le veut).

Il me parait nécessaire de souligner ce que nous
venons de montrer : -

- qutil nty a pas de différence de nature entre un usage réservé
et légitime de 'rIheurist!que normarive" cle poi-yA, en vtre de

"l'éducation't mathématique et la f ine procédologie du second

ordre, seulement une dif f érence de degré dans I'acceptation du

glissement sous la pression du conrrat (ou pour ailer vers ltélève).

- il n'y a pas de raison de déclarer a priori illégitime, pour le
maître, de donner des indications de cette nature Icomme ce
que nous avons appelé I'l'épistérnologie des professeurs"], on peut

considérer qu'elles sont, en !'absence dtune authentique science
de la didactique, une nécessité professionnelle inévitable.

Il est plus irnportant de comprendre les conditions
antagonistes qui influencent l'équilibre enrre les tendances oppo-
sées (pas de renseignements - trop de renseignements)"

Cette analyse soulève I'hypothèse suivante : I'heuristi_
que pourrait ntêtre qutune rationnaliusation fondée sur lrépistémo-
logie des prof esseurs, une invention didactique pour les besoins

du contrat, récupérée et développée par les mathématiciens en
guise d'épistémologie spontanée
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COHERENCE ET INCOHERENCES DE LA
PARA.

Envisager I'enseignement comme la dévolution par le
professeur à l'élève drune situation dtapprentissage à permis de

repérer certains phénomènes. La tentative de modéliser cette

dévolution comme la négociation d'un contrat permet de les

expliquer en grande partie et d'en prévoir d'autre_s.

L'aboutissement de cette démarche fera considérer

le maître comme un joueur face à un système lui-même formé

d'un couple de systèmes : l'élève et, disons pour I'instant, un

"milieut' dénué d'intentions didactiques à son égard-

Dans le rtjeurr de l'élève avec le milieu, les connaissan-

ces sont les moyens d'appréhender les règles et les stratégies de

base , puis des moyens dtélaborer des 'stratégies gagnantes et

d'obtenir le résultat cherché.

Dans le jeu du maître avec le système élève-milieu,

le contrat didactique est le moyen d'établir les règles et stratégies

de base puis de les adapter aux changements de jeux de l'élève.

A chaque connaissance,et'peut-être à chaque fonction

d'une connaissance, doivent correspondre des situations (des problè-

mes) spécifiques et probablement des contrats didactiques. L'évolu-
tion des joueurs et du jeu - à lrencontre des jeux à règles fixes-
conduit à des remises en causes des connaissances et du contrat

didactique.

Cette dialectique est à la base-

même de la constitution des savoirs en tant qutils articulent le
spécifique et le général. Avant d'approfondir et de systématiser

cette modélisation, il est utile d'examiner sê ggh(!j!gg. Cette

étude permettra aussi de préciser les fonctions ou les relations

qu'il convient de représenter (par des règles) et les difficultés
de I'entreprise.

Ce paragraphe permettra d'exposer plus clairement la

méthodologie de la didactique.
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Envisager I'enseignement comme la dévolution à

l'élève de la responsabilité de I'usage et de la construction

du savoir, conduit à des paradoxes qu'il est utile de signaler-

L.e ner.adoxe de la déTotÛtion des si'tuatiom

Lrenseignant doit obtenir que l'élève résolve les

problèmes qu'il lui prOpose afin de constatel et de pouvoir

faire constater qu'il a accompli sa propre tâche'

Mais si l'élève produit sa réponse sans avoir eu

à faire lui-mème les choix qui calactérisent le savoir convenable

et qui différencient ce savoir de connaissances insuffisantes,

I'indice devient tlompeur. Ceci se produit en particulier dans

le cas où le professeur a été conduit à dire à ltélève com-

ment résoudre le problème posé ou quelle réponse donner.

L'élève n'ayant eu à effectuel ni choix, ni essais de métho-

des, ni modification de ses propres connaissances ou de Ses

convictions, n,a pas donné la preuve attendue de I'appropria-

tion visée. Il nren a donné que I'illusion. Le professeur a

I'obligation sociale d'enseigner tout ce qui est nécessaire à

propos du savoir. L'élève - surtout lorsqu'il est en échec

le iui demande.

Ainsi donc, plus le professeur cède à ces demandes

er dévoile ce qu'il désire, plus il dit précisément à l'élève

g.g qre celui-ci doit faire, plus il risque de perdre ses chances

d'obtenir et de constater objectivement l'apprentissage qu'il

doit viser en réalité.

C'est le premier paradoxe : ce nrest pas tout-à-

fait une contradiction, mais le savoir et le projet dtenseigner

vont devoir stavancer sous un masque.
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Ce cont rat didactique met donc le prof esseur

devant une véritable injonction paradoxale: tout ce qu'il
entreprend pour faire produire par l'élève les comportements

qu'il attend, tend à priver ce dernier des conditions nécessai-

res à la compréhension et à I'apprentissage de la notion
visée: si le maître dit ce quril veut, il ne peut plus I'obtenir.

Mais l'élève est, lui aussi, devant une injonction
paradoxale: sril accepte gu€, selon le contrat, le maître
lui enseigne les résultats, il ne les établit pas lui-même et

donc il nrapprend pas de marhémariques, il ne se les appro-
prie pas. Si, au contraire, il refuse roure information de la
part du maître, alors, la relation didactique est rompue.

Apprendre, implique,pour lui,quril accepte la relation didacti-
que mais qu'il" la considère comme provisoire er s'efforce
de la rejeter. Nous verrons plus loin de quelle manière.

l-es æradoxes de ltadanariorr Êes_sityprigq

Admettons que le sens dtune connaissance

provient en bonne partie du fait que l'élève acquiert celle-ci
en s'adaptant aux situations didactiques qui lui sont proposées
(dévolues).

Nous admettrons aussi qu'il existe, pour toute
connaissance, une f amille de situations susceptible de lui
donner un sens correct.

Dans certains cas, il existe quelques situations
fondamentales accessibles à l'élève au moment voulu. Ces

situations f ondamentales lui permettent de fabriquer assez

vite une conception correcte de la connaissance qui pourra
stinsérer, le moment venu, sans modif ications radicales,
dans la construction de nouvelles connaissances.

Mais supposons qu'il existe des connaissances

pour lesquelles les conditions ci-dessus ne sont pas réalisées :

il ,n'existe' pas de ,situations suffisamment accessibles, suffi-
samment efficaces et . en irombre suffisamment petit poul
permettre à des élèves d'âge quelconque d'accéder dtemblée,
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par adaptation, à une forme du savoir que I'on puisse consi-

dérer comme correcte et définitive: il faut accepter des

étapes dans I'apprentissage. Le savoir enseigné par adaptation

dans la prernière étape sera provisoirement, non seulement

approximatif, mais aussi en partie faux ou inadéquat"

Ltenseignant se trouve alors devant de nouveaux

paradoxes :

i) inadaptation à I'exactitude

Même si ce savoir enseigné au cours d'une première étape

est nécessaire pour aborder une étape ultérieure, I'enseignant

doit s'attendre à se voir reprocher les erreurs,par ses élèves

et par les professeurs des niveaux supérieurs, à moins qurune

tradition ou qu'une négociation culturelles ne le disculpent.

Dans I'hypothèse envisagée, il existe une alternati-

ve : le professeur renonce à I'enseignement par adaptation :

il enseigne directement un savoir conf orme aux exigences

scientifiques. Mais alors cette hypothèse implique qu'il doit

renoncer à donner un sens à ce savoir et à l'obtenir comme

réponse à des situations d'adaptation parce qutalors les

élèves le coloreront de significations fausses.

Le professeur a le choix entre enseigner un

savoir formel et dénué de sens ou enseigner un savoir plus

ou moins faux qu'il faudra rectifier.

Les choix intermédiaires pourront conjuguer les

deux inconvénients et même les compliquer.

L'élève à qui I'on enseigne, d'une part, un savoir

"savantil et à qui I'on présente,drautre part' des situations

de réf érences inadéquates est à même de constater toutes

sortes de contradictions et d'inadaptations entre ces deux

objets d'enseignement. Les savoirs qutil obtient en comprenant

sont même faux ou différents de ceux quron prétend lui

enseigner.

t

a)
T

!
a
i,

I
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Les distinctions que I'on établit entre savoir

théorique et savoir pratique ne sont souvent peut-être qurune

simple conséquence et une récupération de cetre difficulté
purement didactique. Ici, encore, ltélève est devant une

injonction paradoxale ; il doit comprendre et apprendre ;

mais pour apprendre il doit, dans une certaine mesure,

renoncer à comprendre et pour comprendre, il doit prendre

le risque de ne pas apprendre. Prendre comme objet d'ensei-

gnement le savoir et sa genèse (vraie ou fiction), et donc

enseigner le savoir et son sens nrest pas une solution non

plus.

ii) Inadaptation à une adaptation ultérieure.

La mémorisation de savoirs formels, largement dépouillés de

sens, peut être très coûteuse en exercices d'apprentissages.

Ces derniers ne doivent pas réintroduire trop de sens, ce

qui augmente encore leur difficulté. La représentation que

se fait l'élève du savoir mathématique et de son fonctionne-

ment s'en trouve profondément perturbé. Plus l'élève a été

entraîné aux exercices formels, plus il lui esr difficile, plus

tard, de restaurer un fonctionnement fécond des concepts

ainsi reçus.ttl-tapplicationrrdtun savoir appris tout fait se

produit mal parce que la logique de I'articulation des acqui-

sitions qui le composent est uniquement celle du savoir

lui-même et que le rôle des situations a été exclu a priori.

Examinons le choix inverse, celui dtune compré-

hension, provisoirement erronée, d'un savoir obtenu par

adaptation à des problèmes rrintroductifs". Il faudra reprendre

et modifier ce savoir.

Un nouveau paradoxe apparaît : si les élèves se

sont bien adaptés aux sitatuations qui leur sont proposées,

il3 ont mieux compris les raisons de leurs réponses et les

rapports de leur savoir avec les problèrnes, il sera donc plus

difficile, par la suite, de changer ce savoir pour le rendre

correct et pour le compléter.

I

i

t

*
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naissances, il est assez prévisible que le savoir sera d'autant
plus difficile à'rreprendre" et à modifier qu'il aura été

mieux appris, mieux compris et mieux conformé dans la
première étape.

Ce fait tient sans doute à des raisons dtordre

psychologique : il est d'autant plus difficile à changer ses

habitudes ou les opinions, qu'elles sont plus intimement liées

à des activités plus personnelles plus nombreuses et plus

anciennes.

Mais il pourrait tenir aussi à une raison plus

dirôctrarnÊnr épistémoloeique. La suradaptat.ion du trsavoirtt à

la solution d'une situation particulière n'est pas nécessaire-

ment un f acteur f avorable à la solution d'une situation

nouvelle. Une différenciation trop forte, une dépendance

trop grande par rapport aux ttconnaissancestr directes et

l'évolution devient impossible. Le savoir premier fait obstacle.

Certains de ces obstacles sont inévitables et constitutifs du

savoi r - d'autres sont le résultat d'un surinvestissernent

didactique.

Ainsi,dans I'hypothèse d'un savoir inaccessible à

tout élève par une adaptation assez cûurte à une situation

fondamentale assez correcte, le professeur se trouve devant

un nouveau paradoxe.

Qu'il choisisse un enseignement f ormel ou par

adaptation, plus il insiste sur I'apprentissage des connaissances

intermédiaires, plus il risque de contrarier ies enseignements

ulté rieurs

Inversement, sril renonce à fixer, à institutionnali*

ser les acquisitions, même partielles, ltélève ne trouvera

aucun appui lors des étapes suivantes. Dans certains cas,

Nous venons de montrer que pour certaines con-
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mieux l'élève sradapte à une situation didactique intermédiai-
re, plus il est inadapté à létape suivanre.

Il est vraisemblable que ctest ce phénomène qui

conduit les prof esseurs des niveaux supérieurs à nrutiliser
les enseignemenrs plus élémentaires que sous la forme de
procédures ou dtalgorithmes et, s'il faut toucher au sens, à
le faire dans des situations avec un vocabulaire et des mé-
thodes aussi différents que possible de ceux des niveaux
précédents.

Les paradoxes de l'apprentissage par adaptation

i) Négation du savoir.

L'hypothèse que l'élève pourrait construire son savoir par

une adaptation personnelle à une situation a-didactique
est-elle consistante ?

Imaginons en effet que le professeur fasse dévolu-
tion à l'élève d'une source rle questions auto-contrôlables(*)
ou d'un problème. si l'élève résoud ce problème, il peut
penser qu'il I'a fait par I'exercice normal de ses connaissan-
ces antérieures. L.e fait d'avoir résolu le problème lui appa-
raîtra comme la preuve qu'il n'y avait rien de 'nouveau à
apprendre pour cela. Ivlême s'il est conscient dravoir rempla-
cé une st ratégie ancienne et identif iée culturellement par
une aut re de son 'rinvention'r , il lui sera bien dif f icile de

déclarer que cette 'innovationtt est un savoir nouveau : quel
besoin de I'identifier comme une méthode puisqu'elle semble
pouvoir êt re produite facilement lorsque crest nécessaire ?

comment un sujet seul pourrait distinguer dans toutes les
décisions qutil a prises celles qui sonr détachables de la
situation et qui pourront servir telles quelles dans drautres

(*) c'est-à-dire telles que l'élève ne sait pas a

répondre, mais le pourra lorsqu'il aura une solution

saura si elle est exacte sans recours au maïtre.

pnon y
et qu'il
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situations, de celles qui sont purement conjoncturelles et

locales.

Les conditions sociales d'un apprentissage par

adaptationr €fl rejetant le principe de I'intervention des

connaissances d'un tiers pour produire la réponse, tend à
rendre impossible I'identification de certe réponse comme

une nouveauté, donc comme correspondant à une acquisition
de connaissances.

Le sujet banalise la question dont il connaîr les

réponses dans la mesure où il n'a pas les rnoyens de savoir

si d'autres se la sont posée avant lui, si personne n'a su y
répondre, si d'autres questions lui ressemblent ou lui sont

liées en ce qu'elles pourront recevoir une réponse grâce à

celle-ci... etc ll f aut donc que quelqu'un d'extérieur vienne

pointer ses activités et identifie celles qui onr un intérêt,
un statut culturel. Cette institutionnalisation est en fait une

t ransf ormation complète de la situation. Choisir certaines

questions parmi celles que I'on sait résoudre, les placer au

coeur d'une problématique qui confère aux réponses que ces

questions appellent un statut de savoir plus ou moins impor-
tant, les relier à d'autres questions et à drautres savoirs,

constitutue finalement I'essentiel de I'activité scientifique.

Et ce travail culturel et historique diffère totalement rJe ce

qui semblait être laissé à la charge de l'élève et revient à
I'enseignant. Il nrest donc pas le résultat d'une adaptation

de l'élève.

D'une certaine façon, I'adaptation contredit

I'idée de la création 11'un savoir nouveau. Inversement, le

savoir est presque la reconnaissance culturelle que la connais-

sance directe est impuissante à résoudre naturellement

certaines situations (par adaptation).

ii) Destruction de sa cause.

Les situations permettant Itadaptation de ltélève sontlg,plus;Spuv€ilt

par nature répétitives : l'élève doit pouvoir f aire plusieurs
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tentatives, investir la situation à l,aide de
tirer des conséquences de ses échecs ou
ou moins fortuits.-.

ses représentations,

de ses succès plus

L'incertitude dans laqueile il esr plongé est à ra
fois source d'angoisse et de plaisir. La réduction de cette
incertitude esr le but de I'activité intellectuelle et son
moteur. Mais connaitre la solution à r'avance, c'est-à-dire
avoir transformé des réponses satisfaisantes, mais locales, en
méthode donnanr la réponse dans tous les cas, détruit re
caractère incertain de la situation qui se t.rouve alors vidée
de son intérêt. Ainsi la connaissance prive l'élève du plaisir
de chercher et de ùouver une solution rrlocale,r. L,adaptation
- par la connaissance - coîncide donc avec le renoncement
à une incertitude somme toute agréable. L'adaptation de
l'élève tend à détruire ra motivation qui la produit comme
elle tend à enlever rout sens à la situation qui la provoque.

Elle devrait donc s'arrêter très vite et, à la limite, ne
pas se produire dès lors qurun processus devient nécessaire.

Lrimage simple d'une adaptation à des perturbations
extérieures nresr pas satisfaisante pour représenter le phéno-
mène d'apprentissage. Elre ne laisse pas de place à deux
éléments essentiels pour le maintien du processus :

- d'une part' la création drune motivation intrinsèque qui
relance l'élève dans la recherche drune aut re ,,occasion,, de
s'adapter sans la tentative dradapter le milieu à lui-même
- d'autre part, ltadaptation interne du sujet sans perturbations
extérieures et sans 'activité " réelle (comme par exemple la
résolution des contradictions inrernes du sujet nées de I'assimi_
lation de schèmes nouveaux dont parle PIAGET)
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Le paradoxe sur le comédien-

l-e profe"seur pe'rt il é"happer à la dévolution, à ilintention

directe dtenseigner tel savoir parttcultei ? Fc"-r,.,'r C:ii.'.;;':r à la

situation didactique. Après tout, il lui suffirait peut-être drêtre mathé-

maticien et de se comporter comme tel devant et avec ltélève. La

participation progressive de ce dernier à cette activité pourrait lui

permettre dtapprendre les mathématiques comme une activité culturelle

directe, sans décalage de langage ou de méthode, sans transposition

non plus. L'élève apprendrait les mathématiques comme il a appris sa

langue maternelle. Le milieu culturel peut-il être rrnaturellementrl

enseignant sans être localement didactique ? Le système didactique

peut-il être envisagé sans etlseignant ?

Certes, de nombreux travaux ont montré le rôle important

joué par le milieu familial social et culturel dans les différences de

comportements et de réussite scolaire"

Il est vraisemblable que l'enfant peut apprendre beaucoup

de choses dans la mesure où I'activité mathématique des membres de

la famille se traduit par des débats et par des questions qui peuvent

lui être accessibles; il en retiendra notamment des méthodes, des

exigences, des habitudes et un repérage des difficultés I c'est-à-dire

des renseignements de nature épistémologique. Mais lorsqu'un projet

d'apprentissage personnel d'un savoir déterminé se dessinera, lrenfant

redeviendra l'élève et le système fondamental réapparaîtra : I'un sera

I'enseignant, lrautre Itenseigné et qu'il soit spontané ou institutionnel,

le maître ne peut pas échapper à la dévolution du savoir.

Ce savoir dont le texte existe déjà n'est plus une production

directe du maitre, crest un objet culturel, cité ou récité. Et sa repro-

duction au moment voulu est donc beaucoup plus comparable à une

pièce de théâtre rejouée à I'intention de ltélève, puis par ltélève

lui-même, qutà une aventure vécue avec lui-même.Si ltélève vit son

apprentissage, le maître, lui, est nécessairement un acteur' dès lors

qu'il sait à lfavance ce qutil veut enseigner. Il ne stagit pas dtune

métaphore: Itenseignant est réellement un acteur - avec ou sans

texte - occupé à faire vivre une re-production du savoir à son élève.
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Cette approche répond en partie à la question initiale, mais

elle la transforme et la fragmente :

it Le maître doit-il "faire" les mathématiques qutil veut enseigner,

au sens ou I'acteur devrait éprouver les sentiments qutil veut faire

partager au spectateur ?

iil Le maître doit-il refaire chaque fois son texte autour d'un canevas

comme dans la comedia del arte, ou doit-il sren tenir à un rrtexte'l

bien éprouvé ?

Sur le premier point, Diderot a formulé dans une étude

célèbre le paradoxe inhérent à I'activité du comédien :

Plus l'acteur éprouve les émotions qutil veut présenter, moins il est

capable de les faire Ëprouu", au Spectateur car "observateur continu

des effets qu'il produit, l'actuel devient en quelque sorte spectateur

des spectateurs en même temps qu'il ltest de lui-même et peut ainsi

perfectionner son jeut'.

ce paradoxe se prolonge au cas du professeur. s'il produit

lui-même ses questions et ses réponses de mathématiques, il prive

l'élève de la probabilité de le faire. ll doit donc laisser du temPs'

laisser des questions sans réponses, utiliser celles que ltélève lui

donne et les intégrer dans sa propre démarche en leur laissant une

place de plus en plus grande... Ce schéma idyllique Peut se dérouler

tant que le prof esseur fabrique un savoir nouveau mais si le savoir

est déterminé à ltavance, cette ttlibertétt nrest plus qu'un jeu d'acteur

et l'élève est convié à être un autre acteur' astreint à un texte ou

tout au moins à un canevas, qu'il est censé ignorer. Certains schémas

pédagogiques postulent la nécessité que le maître ignore lui-même le

savoir à construire (transmettre) de façon à être mieux capable

d'effectuer de façon convaincante le passage de I'ignorance au savoir.

L'existence de ces schémas est la preuve de la pertinence de notle

analyse. Il est aisé de montrer leur caractère illusoire (ce qui ne

veut pas dire que toutes les entreprises de ce type échouent, mais

qutelles ne réussissent que sous dtautres conditions)

Ainsi que le montre notre étude [the fragility of knowledge

G. BROUSSEAU - M. OTTEI, le paradoxe de Diderot s'applique au

...t...



professeur de façon étendue et

plus aigu que pour le comédien.

ces des acteurs peut srétendre

professeurs...
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il est peut être plus fondamental et

Entre autres, I'explication de résistan-

à celles observées dans le monde des

Lerlaradoxdt au sens de Diderot est rbne proposition absurde

en apparence à cause qu'elle est contraire aux opinions reçues et qui

néanmoins esr vraie au fondr' (Encyclopédie). Nous lui avons donné un

sens plus étroit. Nos paradoxes sont des sortes de contradictions
fonctionnelles entre un jeu apparemment exhaustif de décisions et
leur finalité.

La résolution de ces paradoxes au même titre que lrexplica-
tion des phénomènes observés, est I'un des buts drune théorie des
situations en même temps qu'un moyen de mettre à ltépreuve sa
consistance-

i'



326

MODE.LTS ATION DE.S SlTU ÀTTONS ÛTD ÀcTrquE S

1- Moyens méthodes

Il stagit ici drexposer lrinstrumenr de la modélisation : le
jeu,puis de discuter quels seront les rapports de ces 'rnrorJèlestr avec
la réalité qu'ils décrivent.

ces rapports ne sont pas ceux rJ'urr originar, qui serait le jeu
fondamental comme modèle, ave. sa copie. qui serait la réalité didac_
tique, et où les difficultés seraient inrputables aux écart.c introduits
par une trmau'aiserrréponse des joueurs" ces rapports" au contrairer
laissent une place à la confronlation avec les obser'ations et sont
f alsif iables- t,'approche s1,stémique ainsi proposée serâ iilustrée par
une discussion des premiers sous-systèmes fondamentaur à prendre en
considération- Nous montrerons que li.i nécessité cle prendre en r:<lnsidé-
ration le milieu dans le jeu tlitlactique de lrélève nte.cr pas une
réif ication du nrodèle (re, insr runrenrs rlu jeu) mais une nécessité
interne.

Nous donnons alors quatre courts exernples illustranr ia méthodologie:
uo, sur le statur des déclarations <Je didactique. le second sur la
définition d'un objer de la didactique: la mémoire, le trois!èi-ne prus
concret donnera un plan d'étude d,une question: l'énumératior.r. Le
quatrième évoquera les types de résultars obtenus (course à 20).

I'Situation fondamentale correspondant à une connaissancet'

Modéliser une situation d,enseignement c'nsiste à produire
un jeu spécifique du savoir visé, entre les sous-systèmes: le système
éducatif, le système élève, le milieu... erc.:" il ne s,agit
pas de décrire précisément ces sous-sytènres autremenr que par les
relations qu'ils entretiennent dans le jeu.

Avanr de préciser le type de jeu qui sera utilisé , il faut
identifier les deux grandes finalités de la modélisation :

i) - Au regar<l de la connaissance : le jeu doit être tel que la
connaissance apparaisse sous ia fornie choisie, comme la solution, ou
comme le moyen d'établir la stratégie optimale : est-ce que connaitre
telle propriété est le seul moyen de passer de telle stratégie à telle
autre ? Pourquoi l'élève chercherait-il a remplacer celle-ci par celle là ?

It..r -..

et
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Quelle motivation cognitive conduit à produire telle formulation d'une

propriété ou telle démonstration ? Telle raison de produire ce savoir

est-elle meilleure, plus juste, plus accessible ou plgs ef ficace que

telle autre ?

Ce genre de questions peut être posé a priori. Dans un

premier temps, les réponses peuvent être puisées dans la logique du

jer, dans I'histoire des sciences ou dans I'analyse mathématique, ou

didactique : le jeu spécifique d'un savoir doit en justifier I'emploi ou

I'apparition, conformément à la didactique théorique-

ii) - Au regard de I'activité d'enseignement: le ttjeufrdoit

permettre de représenter toutes les situations observées dans des

classes - (sinon les déroulements particuliers) - même les moins rrsatis-

faisantesrt dès lors qu'elles parviennent à faire apprendre à des élèves

une forme de savoir visé. Il doit pouvoir engendrer toutes les variantes'

même les plus dégénérées. Elles seront obtenues par . le choix des

valeurs de certaines variables caractéristiques de ce ierr(*).

Les concepts généraux de la didactique devraient permettre

d'établir la significarion relative de ces différentes variantes, d'expli-

quer et de prévoir leurs effets, sur le type de connaissance qutelles

font acquérir, sur le déroulement des activités d'enseignement qu'elles

discriminent et sur la qualité de leur résultat-

Inversement,ils devraient permettre dtassortir une connaissance

des conditions qui la justifient, qui la rendent nécessaire' sous ses

différentes formes

Ajuster ces conditions en fonction de ce que nous savons

l'épistémologie, de la psychologie de I'enfant, de la linguistique,

de la sociologie est un objectif raisonnnable de la didactique.

de

ou

(*) ct. ingénierie didactique.
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Fournir un contrepoint expérimental aux réflexions des épisté-

mologues ou des théoriciens de la connaissance est une ambition légitime.

Mais il ne saurait être question de prétendre que toute activité de

production de savoir est assimilable à un comportement rréconomiquerf

dans un jeu explicitable. D'ailleurs, le savoir est toujours amplement

surdéterminé. Il ne sragit que de modèles,assumés comme tels.

La notion de ieu

Modéliser la notion vague de rrsituationtt par celle de ttj"ul'

exige une précision sur les sens accordê à ce mot. Ses cinq définitions

principales ont toutes un rapport avec les éléments à présenter.

i) La première caractérise I'ensemble des relations, 'rl'hypo-
système" à modéliser :

"Activité physique ou mentale, purement gratuite, générale-

ment fondée sur la convention ou la fiction, qui n'a dans la conscience

de celui qui s'y livre d'autre fin qu'elle même, dtautre but que le
plaisir qu'elle procurer' IOgfin.t]

Cette déf inition met en scène essentiellement un joueur

capable d'éprouver du plaisir, de concevoir une fiction et d'établir

des conventions et des relations avec un milieu non précisé. Il fournit

unÉ. activité et son plaisir en dépend" Mais la définition insiste surtout sur le

c'aractère quasi isolé du système ainsi évoqué. Pour le joueur - on

adrret qu'il puisse exister un "Deus ex machina" dont il ne

doit pas avoir conscience- Pour iui donc,' l'activité est gratuite.

Mais comment concilier cette idée d'une action motivée par le plaisir

et pourtant gratuite ? Est-ce que toutes les actions ne seraient pas

f inalement motivées par le plaisir ? Nous interprêterons la phrase

dans le sens suivant :

Les décisions et les actions au cours du jeu ne sont réglèes

que par le plaisir que le joueur éprouve à les accomplir, en éprouve à

leurs effets, mais la décision de se livrer au jeu lui-même nrest

f inalisée par aucun but. Nous reviendrons plus loin sur cette notion de

gratuité.
A côté de ce premier sens, nous en trouvons quatre auttes :

ii) Le jeu est ill'organisation de cette activité sous un système

de règles définissant un succès et un échec, un gain et une perte,
(lnleNoE) (le "Game") [oetini. z]

...t...
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iii) Ctest aussi, et nous utiliserons souvent le mot dans ce

sens, rrce qui sert à jouer, les instruments du jeurt, et éventuellement

un des états du jeu déterminé par un assemblage particulier .des instru-

ments du jeu [oetini. a]

iv) Crest parfois ttla manière dont on jouert le rrplayrr. Dans

les cas où il s'agira de procédures,nous préfèrerons les termes detttactiquett

ou de srratégie logtini. +]

v) C'est enfin I'ensemble des positions entre lesquelles le

joueur peut choisir dans un état donné du je,, (au sens 2 - et par

extension, en mécanique par exemple, l'ensetnl-;le des positions possibles

et donc les mouvements d'un système, dtun organe' dtun mécanisme

que lron a par ailleurs assujetti à respecter certaines contraintes

loetini. sl.

Joueu r f4ilieu
ieu au

Se"ns I et 5

Jeu au sens 4

règIes,

st ratégies,

connaissances

du joueur

contraintes

nmilieur

du

règles

formelles

Jeu au sens

FIGIJRT 1.

enjeu fonction de préférence

informations

êtats prévus

Action. D6cision
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Les relations entre les différents sens apparaissent sur ra
figure [t]. Rappelons que formellement, un rrjeufr à k personnes (par

exemple), est la structure définie par la donnée de :

1. un ensemble X de "positions" distinctes dans lesquelles peuvent se

trouver les objets et les relations pertinentes.

2. une application f de x -> I txl qui,à tout état x € X fait corres-
pondre I'ensemble r (x) des positions permises entre lesquelles le
joueur I'au traitrr peut choisir à partir de l'état x.f représentedonclesrègles.

3. Un état initial I et un ou des états terminaux F (tels que
_1r '(l) = Q et r(F) = 0).

4. un ensemble J de k joueurs et une application o de J x x dans J
qui, dans chaque état x de jeu,désigne le successeur au trait o (j,x)
du joueur j.

5. une fonction dite de gain,

application de A partie de X

d'enjeu ou de préférence et qui est une

contenant F dans R.

cette définition n'est pas générale et I'on peut rencontrer
des exemples de jeux qui réclament une modélisation différente,
sensiblement plus complexe : par exemple, elle convient pour le jeu
d'échecs ou les petits chevaux, pas pour les jeux de rôles.

Elle suffit néanmoins pour définir quelques 'rermes de didac-
tique.

* Une partie est une suite finie d'états (x,), 
.( i.( r, d" X telle que

Xt - I x., € F et V. *i*r €r (x;). Les t'États petmis'r sont lgt
l lr I tlt I 

-positions de x qui peuvent figurer dans une partie (aux échecs, les

états non permis s'appellent parfois une féérie).
* Une stratégie S est une application de X+-X qui détermine les

choix drun joueur dans tous les états permis S(x) e r (X), puisqu'il y
a k joueurs, k stratégies suffisent à déterminer une partie.
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* une tactique To sera une application drune partie A de x dans x
et telle que x€ A, TA(x) er(x). une stratégie est donc une tactique
définie sur X rout enrier.

* Un état de rrconnaissance

application de X dans I (X)

sancerr (non vide) restreint
définition est à rapprocher

dfun joueur C sera caractérisé par une

telle que ((t'k) (C(x) c'r (x)). Une ,rconnais-

strictement les choix des joueurs. (Cette

de celle de I'information).

* une connaissance rtdéterminante' réduit à un seul état le choix du
joueur dans un certain nombre d'états ( resp. dans tous les états),
et donc caractérise une tactique (resp. une stratégie).

une acquisition de connaissances, par exemple sous Ireffet
d'une information reçue (ou d'un apprentissage), est une modification
de l'état de connaissanee: un couple (C.C') - en réalité C(t),C'(t+lt)
puisqu'on évoque le temps.

Le plus souvent, suivant en cela la théorie de I'information,
on considère que c'(x) c c(x), c'est-à-dire que la connaissance réduit
I'incertitude du sujet en supprimant des possibilités de choix.

Mais il est nécessaire, pour modéliser les modifications de
connaissances de l'élève, d'imaginer quril nrenvisage pas à Irinstant
toutes les positions permises (bien qu'elles le soient par les règles,
objectivement) et qurune modification de son état de connaissance
consiste non pas à réduire son incertitude mais au contraire à ltaug-
menter par la considération à I'instant t + 

^ 
t de possiblités nouvelles

ouvertesà son choix. cette considération écarte Itusage strict de la
théorie de I'information.

*Modèle d'acrion : Nous appellerons ilmodèle dractionil tout procédé de

une stratégie (ou une tactique).calcul engendrant

De même , nous pourrions appeler représentation ilceil qui
un jeu particulier, va engendrer les états de connaissance, ce
permettre de le prévoir.

dans

qui va

J'ai utilisé ces définitions dans plusieurs
des stratégies de mesurages avec H.

trouvera dans sa thèse une rédaction
plusieurs exemples intéressants, ainsi que

Et F. RICHARD.

cas et notamment dans ltétude
RATSIMBA-RAJOHN. On en

beaucoup plus détaillée ayec

dans la thèse de A. BESSOT
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Le premier avantage drun modèle de ce genre est de per-
mettre dans des cas précis, drenvisager a priori ,toutesrt les suites de
réponses possibles et de les comparer du point de vue de leur efficacité.

une stratégie gagnante fournit contre toute défense une
partie de gain positif, mais on peut évaluer diverses caractéristiques
- son coût, par exemple le nombre de coups amenant la fin de la
partie
* le gain qu'elle procure...

une stratégie non gagnante à tout coup pourra être néanmoins
meilleure qurune autre du point de vue des risques de pertes qu,elle
entraîne, des gains qu'elle permet d'espérer, etc...
La théorie des ieux permer alors d'étudier les dilemnes qui se présen-
tent, en particulier dans le cas de la nature *contre* laquelle la
plupart des exercices drapprentissage tondamentaux sont ewisagés'
mais ct est \e cas du maît.re.

La construcrion de modères d'action permet d'aller beaucoup
plus loin dans I'anaryse de comportements possibres du sujeq comme
nous le faisons dans plusieurs exemples (cf. thèse H. RATSIMBA_RAJOHN)
L'étude de I'adéquation d'une situation à une connaissance vise donc à montrer
que la stratégie optimale peut être engendrée par cette connaissance
et paspar une autre-Réciproquement, il devient alors possible de fairedes
hypothèses sur les variables de la situation et sur leur influence sur
les stratégies et sui les changements de stratégies (cf.thèse BESsoT_
RICHARD)

Le sens

modélisé lui aussi,

1. Lrensemble

choix retenu.

d'une décision, d'un choix de l'élève peut être
à I'aide de plusieurs composantes parmi lesquelles:

des choix envisagés par l'élève er rejetés par un

"ltilliF-'

2- uensemble des stratégies possibles envisagées et exclues, en
particulier la suite des choix ou des stratégies de remplacemenr
envisagées par le sujet.

3. Les conditions mêmes du jeu qui paraissent déterminantes pour le
choix retenu,en particulier I'espace des situations engendrées par les
valeurs des variables pertinentes qui conservent à la décision un carac_
tère d'optimalité, ou de validité, ou de pertinence.

i :il;llllr:lri'irr:'1l i'rlitii
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Le ieu et la réalité

i) Ressemblance

Dans sa vie ttréelletr, le sujet organise ses actions selon ses

intérêts, dans le cadre de règles inconnues et changeantes ; à l'opposé

de ces activités sérieuses, professionnelles ou privées, se présentent les

situations de jeu où il peut au contraire choisir ses règles, se livrer

au plaisir, libérer des autres contraintes-

Pourtant on connaît de nombreux exemples où la description

précise du fonctionnement de certaines relations sociales, financières,

économiques, militaires, etc...... est éclairée et facilitée par sa transcrip-

tion en termes de jeu ; la situation de jeu est souvent un bon modèle

de situations réelles

c'esr pourquoi le jeu peut être un puissant dérivatif et un

symbole de la vie : il lui ressemble ! En même temps, on peut se

rendre maître des contraintes qui, dans la Éalité, oppriment le joueur

er cette liberté joue un rôle fondamental dans l'équilibration des

frustrations qu'elles causent.

\ Examinons par exemple le ieu de la bobine rapPorté par

FREUD. Lrenfant fait disparaître la bobine sous un meuble I'fôrt",

puis à volonté la fait réapparaÎtre "da"....On voit bien les rapports

que le jeu peut avoir avec les apparitions et les disparitions - non

contrôlées et surtout non prévisibles - de la mère- Mais il serait

erroné de croire que la bobine représente la mère et que ltenfant

reproduit ou imite sans plus une relation de la vie courante.

Pour I'enfant,l'intérêt réside en ce que, dans le modèle,

(dans le jeu) il commande les mouvements de la bobine alors que

dans la vie il est sans pouvoir sur les apparitions de sa mère. Ce jeu

de la bobine lui permet de revivre lrangoissante situation de la sépara-

ration avec sa mère : rrfôrtrr mais dten contrôler Itef fet émotif en

suscitant à volonté la joie du retour rrdarr. Certes, la reproduction du

plaisir est liée au processus et il faut que la bobine disparaisse pour

pouvoir réapparaïtre. Cependant' crest le contrôle par l'enfant qui est

la condition fondamentale. Une bobine rrautomatiquerr qui apparaîtrait

à intervalles de temps réguliers ne jouerait Pas le même rôle' Dès

que I'enfant pourrait prévoir les réapparitions, le ieu cesserait de

I'intéresser.
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Une bobine qui ferait des apparitions aléatoires (qu'on ne

peut ni commander ni prévoir) serait angoissante, trop rrréalistett,

c'est-à-dire trop près de la situation symbolisée de la mère. A moins

qu'il ne découvre que la bobine réapparaîtra sûrement bientôt, qu'il la
guette et qutelle se montre effectivement pendant ce temps drattente

à un moment tout de même imprévu : dans ces conditionsr. il arrive

que le bébé éclate de rire, surtout s'il découvre que quelqu'un commande

la bobine avec malignité" Mais ce rire est une réaction de défense, à

I'opposé du plaisir de la prise de contrôle des situations comme la

dérision est opposée au pouvoir. Rires, mais rires de I'angoisse en

passe d'être surmontée.

Le jeu est un symbole en ce

mentrr à la vie" Il sollicite du joueur

sens qu'il ressemble ttsuffisam-

d'action, le même genre d'émotions, de

parce qu'on y commande la plupart des

oppriment et échappent au joueur.

La ressemblance est le moyen

férence.

le même genr€ de possibilité

rnotivations, et il s'en distingue

conditions qui, dans la réalité,

de donner un sens à la dif-

ii) Dissemblance

On pourrait croire airrsi quton

tion fondamentale qui oppose le jeu à

désir et la réalité, tout en perrnettant

à lrautre :

- le jeu conventionnel et symbolique jouant leur rôle à

I'intérieur du jeu de la vie

- le jeu symbole de la vie...

Mais si I'on suit Lacan, le symbole créé pour équilibrer les

frustrations et les tensions nées des relations avec Itobjet du désir,

hérite en fait de leur caractère f rustrant. Par exemple, lorsque la

bobine apparaît quand on le veut et où on le veut, la prise de contrôle

est achevée et le jeu disparait en tant que tel. Ainsi, le jeu qui reste

unjeu par définition ne satisfaiç pas le joueur et crée le besoin d'une

nouvelle partie, dtun nouveau jeu ou dtun nouveau symbole. Lacan dit

que les relations avec le symbole doivent donc être elles-mêmes équili-

brées par la création drun nouveau symbole ; ainsi la chaÎne du sens

a justifié et expliqué la sépara-

la vie, ou plus exactement le

de les placer I'un par rapport

tirs'

est ouverte.
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Le jeu doit être, soit contrôlé totalement et donc rejeté
comme objet de désir, soit reproduit sans firu Ces deux caractères
sont rès importants :

- un t'ju.rtt où le joueur commanderait toutes les issues,

tous les résultats, et gagnerait à coup sûr, ntoffrirait aucune incertitude,
et laisserait la place à aucune simulation des incertitudes de son
rrmodèlert.

I'Si un jeu compliqué ntesr pas un jeu utilisable tel quel en

classe,.-..un jeu analysé esr un je., mortrr (n. Deledicq) - le jeu ne

peut pas être purement gratuit" Il est nécessaire quril y ait, lace au

joueur un partenaire, un milieu, une loi de la nature qui sroppose

dans une certaine rnesureà ce qutil obtienne à tout coup le résultat
voulu.

Approche systémique des situations d'enseignement

L'approche systémique des situations d,enseignement paraît

indiquée dans la mesure où les sous-systèmes en présence: I'enseigné,
le système éducatif, sont identifiables immédiatement en tant quracteurs.

Elle présente de I'intérêt dans la mesure où la considération

des sous-systèmes dégagés permer, soit de simplifier sensiblement

l'étude des problèmes posés, soit dtisoler certains de ces problèmes

qui peuvent être résolus dans ces sous-sytèmes. Elle se révèle indispen-

sable si la totalité des phénomènes didactiques peur être prise en

charge de cette façon et peut alors prétendre à fournir un fondement

théorique.

Mais elle présente une certaine ambiguité

qutelle ne soit que Itinstrument d,une projection

modèle pensé par le chercheur.

et

sur

il y a danger

la réalité du

, L'approche (systémique) classique des situations dtenseigne-

ment met lraccent sur ces systèmes concrets, en présence (le maître,
l'élève) et leurs fonctions, leurs propriétés. Elle conduit à examiner,

à I'aide du modèle de fonctionnement social, la manière dont ces

fonctions sont assurées et intériorisées" Les difficultés observées seront
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alors imputées aux mauvaises réponses données aux besoins du système-

Ce raisonnement constitue une réification, (gnRCgR et LUCKMANN

1966), c'est-à-dire que le schéma abstrait et la réalité rrdoiventrl

coîncider, et qu'il n'y a plus de place pour ltexpérience et Pour la

falsification- Au contraire, la décomposition en sous-systèmes, envisagée

ici, a pour objet la définition des jeux qui Permettent de coordonner

les stratégies opposées des partenaires en relation Nous trouverons

ainsi les jeux de l'élève avec son environnement didactique, relativement

au savoir, les jeux du maître qui joue avec les jeux de l'élève"' tl

s'agit de postuler I'objet de l'étude didactique et de Prouver son

existence. La méthode apparaît, dès L970, dans les travaux que nous

regroupons ci-après, et s'améliore ensuite de façon empirique. Elle est

très proche de celle préconisée par CROZIER et FRIEDBERG tl977l
pour l'étude des systèmes sociaux et politiques :

,rSi lron peur... découvrir des stratégies suffisamm€nt stables

à l,intérieur d'un ensemblett(de personnes) et si Iton peut, d'autre

part, découvrir les jeux, les règles du jeu et les régulations de ces

jeux à partir desquelles ces stratégies peuvent être effectivement

considérées comme rationnelles, on a à la fois, la preuve effective que

cet ensemble peut être considéré comme un .système et des réponses

déjà précises sur son mode de gouvernutur,r"(1).

Il serait encore naif de croire que la construction de ces

trsystèmes dtaction concretrr qui alticulent les jeux des acteurs en

présence, selon CROZIER et FRIEDBERG, peut se passel de la confron-

tation permanente avec la réalité' Anticiper la pertinence des

éléments retenus pour expliquer un phénomène ' comporte évidemment

le risque de srenfermer dans les catégories préalables que |on a

acceptées comme point de départ parce qu'elles étaient conformes

aux idées reçues. Et ctest seulement par un travail incessant dtanalyse

de la signification de nombreuses observations naturelles ou provoquées

et d,çxigences méthodologiqueslocaleset globales que lron peut relier

ces observations aux hypothèses sur les jeux par rapport auxquels elles

sont rationnelles et suf le système didactique qui contient ces jeur

(1) L'acteur et le système P- 216
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2. Les situations a-{idactiqu

Les sous-systèmes fondamentaux

i) Schémas classiques

En première approche, le jeu didactique met en relation un

premier joueur: le systèrne éducatif - le maitre -Porteur de l!intention

d,enseigner une connaissance et un second joueur, Itenseigné, ltélève.Nous

avons montré précédemment la nécessité du maître, réel ou intériorisé-
Est-il possible de définir le jeu didactique en se limitant

à ces deux sous-systèmes ? Plusieurs schémas ont été proposés pour

cela, celui de la communication dû à OSGOOD et celui du conditionne-

ment scolaire dû à SKINNER-

Dans le schéma de la communication, le système éducatif

est un émetteur d'inforntations, i!élève un récepteur qui décode les

messages qutil reçoit, à I'aide de son répertoire. Lrenseignement

consiste, à I'aide de messages fornrés uniquement avec le répertoire du

récepteur - pour qu'ils soient intelligibles - de susciter la création

de nouveaux éléments à joindre au répertoire (fig. Z). Il est clair que

la règle qui srimpose à un maitre qui

^---\ adopterait ce modèle,serait de ne jamais
eur,

Figure 2

introduire de connaissance nouvelle autre-

ment que par une méthode de construction

connue portant sur des concepts connus.

Ce qui est communiqué, crest seulement

le savoir sous sa forme culturelle et

pour les mathématiques, sous leur forme

axiomatique. Ce modèle est insuf fisant

pour de nombreuses raisons. Par exemple, il ne permet pas de défirur

le sens de ces messages mémorisés autrement que comme reformulation

des messages antérieurs. Pourquoi ces messages seraient-ils mémorisés

d'ailleurs? Ces apprentissages par appréhension statistique où les

sémantèmes les plus fréquemment proposés par ltémetteur stinsèrent

peu à peu dans le répertoire du récepteur en modifiant celui-ci ".."ima-
ginés b.t A. MOLES 6gil) p. 110) relèvent d'hypothèses empiristes

sensualistes depuis longtemps réfutées.

(eW
rE I

I I, rR
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Ce schéma suppose aussi que dans tout message qui lui sera

adressé, l'élève reconnaîtra ce qui est un savoir nouveau à apprendre"'

quelle tranparence !

Le schéma de l,apprentissage béhavioriste (fig.3.) répond

à cet objection en proposant un schéma d'apprentissage composé de

deux sous-systèmes : l'élève qui influence (nous dirons qui agit sur)

le milieu, et le milieu qui t'informet' ou sanctionne l'élève.

(élève) (milieu)

figure 3

L'élève , perturbé par Iinfluence du milieu, tente d'annuler

ces sanctions par des modifications du milieu et/ou par des apprrentis*

sages qui le modif ient, lui. Bien sûro I'enseignant est une partie du

milieu et peut même se substituer à lui, Ce schéma suppose que le

savoir peut s'exprimer sous forme d'une liste de couples stimulus-

réponse. Cette thèse a d'abord été réfutée par CHOMSKY-MILLER à

propos de I'apprentissage de la langue naturelle qui a été reconnue

comme ne pouvant être engendrée' au mieuxr que par un automate fini

et pas par un modèle stimulus-réponse. Malgrë I'objection de SUPPES

(pout tout automate fini, il existe un modèle S.R. qui lui est asympto-

tiquement équivalent) ,les considérations de NELSON et ARBTB sur la

vitesse de convergence de ces modèles les a condamnés (1).

(1) BROUSSEAU-GABINSKI (tgZq) clonne une présentation assez complq-
te de cette question et une expérience (BROUSSEAI"J-MAYSONNAVE)

ôp;;t unà uerification expérim'entale qui consiste â comp-arer la vitesse

diàpparition de certains thêorèmes (en actes) chez des élèves de dix
ans avec les prévisions dtun modèle stochastique dtapprentissage'
L'accord est convenable dans le cas d'une situation simple (course à

7). Les enfants sont beaucoup plus rapides que ne le prévoir le modèle,
quelques que soient les valeuis 

-de 
ses paramètres de commande.
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ii) Première décornposition prop*sée

Sans rejeter pour I'insralir les réductions ci-dessus, il
apparaît qutil faut consid{irer deux type de jeux distincts :

a) Les jeux de ltélève avec le milieu a-didactique, qui permetr€nr de

préciser quelle est la fonction du savoir après et pendant I'apprentissage.

Ces jeux sont évidemment spécifiques de chaque connaissance.

b) Les jeux du maître en tant qu'organisareur de ces jeux de l'élève-
(en tant qu'ils sont aussi spécifiques du savoir visé). Ces jeux concernent

au moins trois partenaires et généralernent quatre : (le maître, ltélève,
Ienvironnement immédiat de l'élève, le milieu culturel). Le ieu du

maître (figure 4) dans chaque système d'action concrer, définit et
donne un sens au jeu de ltélève et à la connaissance.

Elève

Enseignant

rnilieu

Il découle de cette définition que les deux types de jeux
principaux du maitre sont la dévolution que nous avons déjà présentée,
et I'institutionnalisation. D""r l. dévolution, le maître met l,élève en

situation a-didactique ou pseudo a-didactique. Dans I'institutionnalisation,
il définit les rapports que peuvent avoir les comportement ou les produc-
tions "libresrrde l'élève avec le savoir culturel ou scientifique et avec

le projet didactique : Il donne une lecture de ces activités et leur
donne'un statut. Ces deux genres de négociations sont bien distinctes.
Les discussions qui précèdent ont bien fait pressentir pour le premier
les éléments de choix, ses enjeux et ses règles, gui permettent de le
modéliser en termes de jeux. Le second, beaucoup plus lié au contrat

.<a;'{;lg:--lil\TJ
Figure 4
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Itobjet de travaux en cours. ll est préférable d'y revenir

de la situation a-didactique.

Nécessité du sous-système "Milieu a-didactiquet'Il)

Ainsi, dans le cas général, la situation didactique ne peut

être modélisée ni comme une simple communication, ni comme une

simple interaction sociale. Il est nécessaire de faire intervenir un

autre système.

Cette nécessité découle d'une des clauses du contrat didacti-
que lui-même qui implique le projet de son extinction : il est sous-enten-

du, dès le début de la relation didactique, qurun moment doit arriver

où il se rompra. A ce moment, à la fin de ltenseignement, le système

enseigné sera supposé pouvoir faire face, à I'aide du savoir appris, à
des systèmes dénués d'intentions didactiques. Le savoir enseigné à

l'élève est supposé lui donner alors la possibilité de LIRE ses relations

avec ces systèmes comme des nouvelles SITUATIONS A-DIDACTIQUES

et par ce moyen, leur apporter une réponse appropriée. Le MILIEU est

le système antagoniste du système enseigné, ou plutôt, précédemment

enseigné.

Cette lecture peut se faire en réalité de différentes maniè-

res, mais la cohérence exige que nous la modélisions sous forme de

'rjeuxrr reconnus semblables à ceux que l'élève connaît. Le système

enseigné peut alors prendre des décisions soutenues par ses connaissances,

et de plus, établir entre les deux situations, I'ancienne et la nouvelle,

des relations de signification. ll peut, au contraire, lire ces situations

a-didactiques sous forme de JEUX nouveaux appelant de nouvelles

réponses sans référence avec celles qu'il connaït. Il peut, dans tous les

cas, y voir l'occasion de se poser des questions nouvelles eq éventuelle-

ment encor€r SâoS réponse pour lui.

Inversement, la situation didactique doit comprendre, réelle-

ment ou simplement évoquée, une représentation de ces rapports futurs.

Elle doit donc inclure et mettre en scène un autre système, distinct

du système éducatif et qui représentera rrle milieutt. Au fur et à

mesure des progrès des élèves, cette représentation culturelle et didacti-
que du milieu sera supposée se rapprocher de la rrréalitéfr et les rela-

tions du sujet avec ce. milieu devront shppauvrir en intentions didactiques.
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Il en résulte plusieurs conséquences :

- La relation didactique stappuie toujours zur des hypothèses

épistémologiques, conscientes ou non, explicites ou non 'et cohérentes

ou non.

- L'analyse des relations didactiques implique la définition

ou la reconnaissance de ces jeux rrfondamentaux' et a-didactiques,

mettant en présence un milieu et un joueur, ces jeux étant

tels que le savoir - tel savoir précis - apparaïtra comme LE moyen de

produire des stratégies gagnantes. Il faut pour cela disposer d'une

forme particulière et très concrète de connaissances épistémologiques.

- A un moment donné de I'enseignement, l'élève se trouve

engagé par son contrat didactique dans un rapport plus ou moins réel

avec un milieu organisé (au moins en partie) par le système éducatif.

Ce rapport a été organisé afin de justifier la production PERTINENTE

par l'élève de comportements qui sont les indices de l'appropriation

du savoir. C'est-à-dire que la réponse de' l'élève ne doit pas être

motivée par des obligations liées au contrat didactique mais par des

nécessités a-didactiques de ses relations avec le milieu.

- Les relations de ltélève avec le milieu peuvent être conçues

(en particulier par le système éducatif) comme jouant des rôles très

différents :

* Par exemple la situation a-didactique peut être incapable

de provoquer aucun apprentissage. Toute Ia vertu didactique étant

contenue dans le contrat didactique.

't A I'opposé, les effets réciproques du milieu et de ltélève

peuvent être attendus comme suffisants à eux seuls Pour provoquer

les adaptations et les apprentissages escomptés (nous parlerons alors

de situation dtapprentissage au sens strict ). Le système éducatif se

borne alors à choisir, organiser et maintenir des rapports assurant la

genèse de la connaissance du sujet. Le renvoi permanent de l'élève à
I'interçogation du milieu ne lui laisse pas longtemps ignorer que le
contrat pédagogique est vidé de tout contenu didactique.

* Le cas gén&al est intermédiaire évidemment et conjugue

un contrat didactique et une situation a-didactique qui peut être

aussi une situation dtapprentissage par adaptation

ill
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iv) Statuts des concepts mathématiques

Nous avons vu que la production et ltenseignement des

connaissances mathématiques demande un effort de transformation de

ces connaissances en savoirs, une dépersonnalisation et une décontextuali-

sation qui tendent à effacer les situations historiques (les ieux) qui

ont présidé à leur apparition- Cependant, ces transformations ne font

pas disparaître complètement leur caractère fondamental qui est de

répondre à des questions : les questions - les motivations - changent,

la plupart disparaissent du corps de la théorie mais subsistent sous la

forme de problèmes. ll est assez clair pour la plupart des enseignants

de mathématiques que seule la résolution de problèmes peut attester

que ltélève a acquis,au moins en partie, les connaissances mathématiques

visées. Le champ des problèmes relatifs à une connaissance ne cesse à

son tour de se transformer au fur et à mesure de ltévolution de la
théorie.

Il s'instaure une sorte de dialectique entre la capacité de

la théorie mathématique à résoudre plus facilement le stock de problè-

mes existants et la capacité du stock de problèmes de faire fonctionner

de façon non triviale les connaissances transmises. Cette dialectique

repose sur un nécessaire équilibre entre I'activité scientifique qui tend

à poser de nouvelles questions à résoudre, et ainsi augmente le champ

des problèmes et des connaissances, et la communication de ces connais-

sancessances qui pousse à une meilleure organisation théorique qui

diminue la complexité du champ. Cette réorganisation banalise alors

les problèmes anciens et permet la réduction du champ des problèmes

nécessaires à I'appréhension des connaissances théoriques qui peuvent

alors poser de nouvelles questions.

Ce système d'actions et de rétroactions nrassure pas un

développement "régulier[ des mathématiques car un équilibre ne peut

que se rompre dans ce domaine et provoquer les différents lypes d'acti-
vités. En tout cas, il montre que la correspondance entre problèmes et

connaissance évolue, et ntest pas intrinsèque. Ce nrest que sous le

contrôle d'une théorie de ces rapports que I'on pourra proPoser à

I' enseignement des situations a-didactiques.

Drautre part, si l'on considère ltévolution des connaissances
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et des concepts mathématiques, il est courant de constater qutelle

obéit souvent à un schéma que le fonctionnement que nous venons

drexposer tend à justifier.

L'étape finale, celle qui met le concept sous le contrôle

d'une théorie mathématique, permet de le définir exactement par les

srructures où il intervient et les propriétés qu'il satisfait. Seule cette

étape lui donne son statut de concept mathématique et le met à

Itabri des ambiguîtés et des I'erreurs'r - mais non des reprises et des

mises à ltécart.

Cette étape est généralement précédée d'une période où

le concept est un objet, familier, reconnu, nommé dont on étudie les

caractéristiques et les propriétés mais que I'on nra pas encore' Pour

diverses raisons, organisé et théorisé. Telles la notion de fonction au

XIXème siècle ou celle d'équation au XVIème, ou celle de variable au

XXème. Le fonctionnement et le rôle de ces concepts paramathémati-

ques est assez dif férent de celui des concepts mathématiques. Les

premiers sont plutôt des outils et les seconds des objets dans le sens

où I'entend R. DOUADY dans sa thèse,

Mais on peut dire aussi en prenant rrle point de vtre plus

formel, plusttsystémiquett qu'en I'absence de statut mathématique

avété, les termes utilisés sont des outils qui répondent à des besoins

d'identification, de formulation et de communication, et que leur

usage repose sur un contrôle séme.ntique. Les mathématiciens les utili-
sent bien, non parce qu'ils en possèdent une définition qui donnerait

sur eux un contôle rrsyntaxiquert, mais parce qutils ftles connaissent

bien" er quraucune contradiction qui obligerait à les mathématiser

davantage n'est apparue à leur sujet. Cet usage paramathématique

correspond à une certaine économie d'organisation théorique, donc

d'économie pour la communication, ltenseignement et la résolution de

problèmes. Il est très acceptable tant que les difficultés n'apparaissent

pas :, contradictions (les fondements des mathématiques à la fin du

XIXème siècle) ou champ sémantique trop étendu (comme par exemple

le concept de probabilité juste avant KOLMOGOROV). Mais l'étape

paramathématique dtun concept est vraisemblablement précédée dtun

autre que Y. CHEVALLARD a proposé d'appeler ttptotoqeqhé*atique .
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Il s'agit alors drune certaine cohétence de fait dans

préoccupations des mathématiciens drune époque, de points de vue,

méthodes, de choix de questions qui s'articulent très nettement en

concept aujourd'hui identifié mais qui, à ltépoque, ne ltétait pas.

Pour qu'on puisse parler de concept, il faut bien srîr que

des indices suffisants témoignent que ces précccupations convergentes

n'étaient pas le simple fait du hasard ou de la nécessité mathématique,

mais aussi celui d'un choix des mathématiciens de l'époque et que ces

proximités de questions étaient perçues par eux comnre liées, même

s'ils ne possédaient aucun terme pour les identifier. Il ne stagit donc

pas Ce ccnfondre des conceptions historiques au nom de leur identité

mathématique. Par exemlrle, et en simplifiant beaucoup, Al K\IIARISMI

s'occupait des rationnels ' mais pas vraiment des réels.; par contre,

STEVIN exposa toute la problématique des réels et le concept a donc

atteint avec lui, le niveau protomathématique.

Cette hypothèse drun objet de connaissance encore imç,licite

mais réglant déjà les décisions dans un champ de questions, repose en

fait sur la reconnaissance, a priori, de la possibilité dtinterprêter les

textes mathématiques à I'aide d'une sorte de représentation du travail
du mathématicien. Elle implique donc la prise en charge, non seulement

des mathématiques, de leur histoire et de leur épistémologie classiques,

mais aussi drune certaine part de la didactique, dans la mesure où

elle prétend modélis€:r c€ travail.

Types de situations

Bien qu'elle n'en soit ni I'original ni la copie, cetre classifi-
f ication des dif férents statuts dtun concept mathématique correspond
en fait assez bien à la différenciation des sous-systèmes de la situation
a-didactique.

Il s'agit maintenant d'établir :

. une classification des interactions du sujet avec le milieu a-didactique

. une classification des rypes d'organisations de ce milieu

. une classification des types de fonctionnement d'une connaissance

. et une classification des modes dtévolution spontanée des connaissances.

Chaque classification .devra se iustifielassez clairen:ent
dans son propre doma.ine :

- par les différences importantes et évidentes entre les objets classés

- par la simplification qu'elle peut apporter dans leur description, leur
analyse et lour compréhension

les

de

un



345

- par la pertinence de cette classification (et son importance par

rapport à d'autres possibles) pour chaque domaine concerné

- par son caractère complètement exhaustif

Les classes obtenues doivent se correspondre et pouvoir

srorganiser enunhyposystème. Par exemple, un certain type dtinteraction
est spécifique d'un type d'organisation sociale et matérielle, il favorise

une certaine forme de connaissance et peut aussi la faire évoluer.

Ces hyposystèmes, ainsi identifiés, ont pour but de prévoir

et d'expliquer certaines relations entre les interactions que Iton observe,
(ou que I'on veut cbtenir), les connaissances dont on constate ouvise

Itacquisition, des contraintes crées par le milieu...etc. Ils sont donc un

support pour produire des hypothèses falsifiables. Il ntest pas exigé qu'ils
soientexclusifs, une même situation "réelle" pourra enprésenter généralement

plusieurs qui correspondront aux diverses composantes et aux divers

savoirs en jeu. Ils sont supposés faire évoluer isolément les connâissances

et les questions de l'élève, mais ils peuvent s'appuyer les uns sur les aufres

et s'articuler en processus ou en dialectiques organisées ou spontanées.

Rien ntobligera donc à les prendre comme une norme, un

carcan où enfermt:r l€ fonctionnement de la connaissance et ltingénierie
didactique.

Ces conditions ne seront pas trivialement satisfaites,. notamment la cor-
respondance évoquée plus haut n'est pas assurée à ltavance, mênestil est

possible de la soupçonner ou de la croire inévitable. Après coup, elle
paraîtra évidente mais ses mises à l'épreuve expérimentales ont montré

à quel point ces paris sont hasardeux.

Le caractère nouveau de I'objet d'étude rend difficile la
perception de I'intérêt relatif des questions et la nécessité ou la

contingence des réponses apportées.

i) Les interactions.

Les relatior.,s drun élève avec le milieu peuvent

en au moins trois grandes catégories :

être classées
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- Les échanges

- Les échanges

- Les échanges

et les décisions

de jugements (3)

d'informations codées dans un langage, (2)

dtinformations non codées ou sans langage: les actions

qui agissent directement sur I'autre protagoniste. (t)

lrl*

Ces numéros renvoient tous au même tlpe dthlryothèse (1) Action,
(2) Formulation, (l) validation

l2l

Ces

est un échange

lier d'action et

catégories sont emboîtées car un échange de jugements

d'informations particulières, et celui-ci un type particu-

de décisions. Elles le sont strictement.

Il existe des interactions ou

le joueur exprime ses choix et ses décisions sans aucun codage linguisti-

euê, par des actions sur le milieu. Nous assimilerons à cette classe

d'interactions celles où apparaissent des messages drun codage si

facile par rapport à lraction qu'il ne jouera aucun rôle dans le jetL

De même que celles où "il existe des échanges de messages mais sans

rapport avec la solutidn du problème. Par exemple, le joueur s'exprime

ou entretient une conversation anodine avec un tiers sans en attendre de

rét roaction.

Il peut arriver aussi que le .joueurrr soit un couple dtélèves

coopérant à la prise de décision commune après avoir échangé des

informations et des jugements. Mais cette relation composite comporte

une composante d'action bien identifiable à laquelle se superposent

d'autres interactions ayant des f inalités locales et temporaires. Si

l'échange d'information nrest pas nécessaire à ltobtention de la décision,

si les élèves partagent les mêmes informations sur le milieu, la compo-

sante'ractionrr est prépondérante.

. De même, il existe des interactions où le joueur agit en

émettant un message à I'intention du milieu antagoniste sans que ce

message signifie I'intention d'émettre un jugement. Il ne s'agit pas

seulement de classer dans cette catégorie les ordres, les questions,

etc... mais aussi toutes les communications d'informations- Certes, la

plupart des informations sont implicitement accompagnées drune affir-
mation de validité. Mais dans la mesure où l'émetteur n'indique pas

explicitement cette validité, s'il ne s'attend pas à être contredit ou

appelé à vérifier son information, si le contexte ne donne P4s une

certaine importance à la question de savoir si I'information est vraie'

commenr et pourquoi ou si cette validité est susceptible dtêtre établie

sans difficulté, alors le message sera classé comme simplement informatif.

æ-^_.'*""
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L'information ainsi donnée est supposée changer au moins ltincertitude
du milieu et en général son rrétat".

(3) . Il existe enfin des interactions telles 'que les messages

échangés avec le milieu sont des assertions, des théorèmes, des démons-

trations, émises et reçues comme telles. La dif férence entre une

information et une affirmation de validité est suffisamment claire et

importante en mathématiques pour qu'il soit inutile drinsister ici.
Nous verrons plus loin que ces déclarations peuvent être elles-mêmes

de différents types, selon qu'elles portent sur la validité syntaxique ou

sur la validité sémantique de l'énoncé contenue dans I'assertion, selon

qutelles interviennent comme preuver. démonstration ou comme axiomes

ou définitions. (on pourrait aussi évoquer la validité pragmatique, apprécia-
tion sur I'efficacité de l'énoncé)

Il nrest pas nécessaire de prouver ici Itimportance pour

I'enseignement de distinguer ces trois types de productions attendues

de la part des élèves.

Ils sont désignés dans les travaux expérimentaux que cet

essai théorique accompagne :

- le premier comme ttgglgrr sous-entendu non compris les formulations

ou les déclarations de validité qui peuvent les accompagner

- le second comme itformulationtr sous-entendu sans débats de preuve

- le troisième - le terme nrest pas très heureux, mais il est utilisé
depuis quatorze ans - comme rrvalidationrl

ii) Les formes de connaissances.

Les formes de connaissances qui contrôlent les interactions

du sujet ont fait I'objet de nombreuses approches. Toutes tendent à

opposer la forme la plus explicite et la mieux assumée du savoir,

celles qui srexpriment sur le mode ttdéclaratiftr par exemple (SKEMPI

à des formes plus implicites : les représentations, les schèmes, les

savoir-faire... qui s'expriment sur un mode plus "procéduralr. Nous y

avons'ajouté une composante plus strictement linguistique : les codes

et langages qui contrôlent les formulations.

...t...
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(g) gn simplifiant un peur les formes de connaissances qui

Permettent de rrcontrôler[ explicitement les interactions du sujet relati-
ves à la validité de ses déclarations, sont principalement ses savoirs
exprimables et reconnus comme tels pu le milieu. Ils sont organisés

en théories, en démonstrations et définitions bien déterminées sous

leur forme culturelle la plus achevée.

La distinction entre un savoir et une connaissance tient
dtabord à leur statut culturel ; un savoir est une connaissance institu-
tionnalisée, le passage d'un statut à ltautre implique toutefois des

transformations qui les différencient er qui s'expliquent en partie par

les relations didactiques qui se nouent à leur propos.

Mais nous admettrons en première approche, que les connais-
sances explicitables et les savoirs interviennent de façon comparable
dans le contrôle des jugements de "ltélève"- Ils forment en quelque

sorte lertcoder'à I'aide duquel il construit, justifie, vérifie et démontre
ses déclarations de validité.

Cette justificatiorl se réfère à la fois à la conviction profonde

deltélève et à la convenrion sociale acceptée.

Les preuves et validations explicites sont supposées stappuyer

les unes sur les autres jusqutà ltévidence, mais leur articulation nrest
sûrement pas automatique. Les savoirs et les connaissances stactualisent
dans une activité de recherche ou de preuve selon des modalités que

I'heuristique cherche à découvrir et que I'intelligence artificielle tente
de reproduire" Pour lrinstant, elles restent assez inaccessibles à Itanalyse
scientifique et a fortiori au sujet lui-même. on peut les supposer

gérées elles aussi par des représentations, des schèmes épistémologiques
ou cognitifs, des modèles implicites, erc... La différenciation des types
de connaissance que nous tentons ne doit pas aller plus loin qu;il ne

faut pour organiser le débat didactique avec ltélève. Vraisemblablement,

I'activité mentale brise ces fragiles distinctions et unifie ces modes
de contrôle en une pensée complexe.

I

Cependant, il est utile de conserver la distinction faite en
logique entre l'énoncé considéré comme une expression bien formée ou
comme un ensemble de réalisations et lrassertion qui enclot cet énoncé

dans une déclaration métathéorique sur sa
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validiré,sur un domaine donné ou sa déductibilité dtun système dtaxiome.

En généralisant cette distinction, un jugement est compnsé :

- d'une description ou modèle exprimé dans un certain rrlangagerr ou

(dans une certaine théorie) renvoyant éventuellement à rrune réalité"
(c'est-à-dire au dispositif du jeu en cours)

- et d'un jugement sur I'adéquation de cette description,

tère de contingence ou de nécessitéou sut saconsistance

connaissancesdu sujet ou du milieu.

sur son carac-

au regard des

Il est très important de ne pas confondre a priori les connais-

sances et les savoirs, objets d'une 'activité de construction de la pârt

de ltélève avec les connaissances et savoirs en tailt que moyens de constuc-

tion et surtout avec les connaissances qui décrivent les rapports que nous

cherchons ici à établir "entre ces deux domaines. Même si elles paraissent

se présenter sous un aspect unifié ou identique, ces distinctions sont

bien évidentes dans les travaux sur la "pensée naturelleil que nous

avons utilisftdans plusieurs recherches IWgnMUZ].

(2) La formulatiin des descriptions et des modèles dont il est

question est réglée par un tout autre type de code. Même si la théorie

des langages permet d'unifier la construction d'un énoncé et la démons-

tration d'un théorème, le recours constant, dans Itactivité mathématique,

à la langue naturelle et à toutes sortes d'autres types de représentations

tels les dessins ou les graphès, exige de distinguer pour eux des codes

et des mcdes de contrôles propres.

(1) Les différents types de représentations ou les théorèmes en

actes qui régissent les décisions du sujet ne sont pas très faciles à
identifier, même lorsqu'ils paraissent formulables ou explicitables par

le sujet. Mais de nombreux travaux commencent à montrer comment

les régularités de comportements peuvent donner un accès à ce type

de "modèles implicitesrt. Ltimportance qu'ils jouent dans les acquisitions

reste un problème largement ouvert, trop souvent abordé de façon trop

étroite. Il est certain gue ces formes de connaissance ne fonctionnent

ni de façon complètement indépendante, ni de façon complètement

intégrée pour contrôler les interactions du sujet- L'étude des rapports

qui s'établissent entre ces types de contrôles dans ltactivité du sujet

et du rôle qu'ils jouent dans les acquisitions, est un secteur de la psycho-
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gie, essentiel pour la didactique, étude à laquélle la didactique prétend

d' ailleurs contribuer.

iii) L'évolution de ces formes de connaissance : I'apprentissage

Les connaissances évoluent selon des processus complexes.

Vouloir expliquer ces évolutions uniquement par les interactions effecti-
ves avec le milieu, serait certainement une erreur car très tôt, les

enfants peuvent intérioriser les situations qui les intéressent et utopérertt

avec leurs représentations'rinternesr', des expériences mentales très

importantes. lls règlent ainsi aussi bien les problèmes d'assimilatinn
(augmentation de schèmes déjà acquis par l'agrégation de faits nouveaurx)

ou d'accommodation (réorganisation des schèmes pour appréhender des

questions nouvelles ou ppur résoudre des contradictions). Mais I'intériori-
sation de ces interactions nren change pas beaucoup la nature : le

dialogue avec un opposant trintérieuril est certes moins roboratif qurun

vrai dialogue, mais crest un dialogue. Existe-t-il des formes d'apprentis-

sage et drévolution des connaissances distinctes selon les types que

nous venons dtexposer ? Les connaissances théoriques sraugmentent, et

se restructurent-elles comme les langages et comme les modèles implici-
tes ? Quels rôles jouent les différentes formes de connaissances dans

les acquisitions des divers tYPes?

En mathématique, il existe un mode rrcônventionnelI de

croissance des connaisances par le jer'r de définition dtobjets nouveaux

dont on inventorie les propriétés qui servent à poser de nouvelles ques-

tions qui introduisent des définitions, etc... Si ce mode "axiomatique
et formeltrne peut pas être retenu comme modèle global,même en se

restreignant aux savoirs, il ne peut pas être entièrement rejeté, au

moins comme modèle local. Il ne peut pas toutefois être étendu à
I'apprentissage des représentations.

A I'opposé, les modes d'apprentissage du genre stochastique,

fondés sur la répétition, ne paraissent guère adaptés aux connaissances

complexes (de haut niveau taxonomique)- Les descriptions de I'acquisition

du langage par les jeunes enfants ('comme celle proposée par E. ALARCOS

llOReCH(*) mettent en évidence que les productions propres du sujet

(comme le babil) apparaissent spontanément, mais presque comme des

exercices , qurelles srinsèrent rla.ns les relations avec le milieu et là

s'ajirstent naturellement ôu Sont .cbrrigées par dês (inteivéntibns'abs'ez ,iiariées.

(*) dans le langage encyclopédie de la Pléîade
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Les étapes de cette acquisition ne sont compréhensibles que par ltétude
globale des relations du sujet avec son milieu Par exemple, le passage

du mot-phrase à la phrase composée de plusieurs mots nrest pas une

simple concaténatiorL

Une discussion serrée de I'intérêt de distinguer des formes

d'acquisitions spécifiques des différentes formes de savoir évoquées

plus haut, sort du cadre de ce rapport. Pour ltessentiel, il ntapparaît

pas de contradiction avec les modèles épistémologiques que PIAGET

rattache à sa théorie de l'équilibration, ni avec les conceptions de

BACHELARD. Au contraire, nous avons montré dans plu3ieurs études pré-
cises, que la classification des types de situations pouvait éclaire ces

théories et les prolonger [*].

Il faut inriste, sur le caractère ttdialectiquerr de ces processus:

les conceptions antérieures des élèves et les problèmes qui leur sont

posés par le milieu conduisent à de nouvelles conceptions et à de

nouvelles questions dont le sens est fondamentalement local.

Un des principaux arguments en faveur des modes d'évolution

différents pour les différents modes de connaissances est celui que

nous avons avancé plus haut et qui s'appuie sur I'histoire des mathémati-
ques et sur l'épistémologie : l'évolution des concepts protomathématiques,

celle des concepts paramathématiques et celle des concepts déjà marhé-

matisés est différente. Inversement, ltétude de l'évolution des connaissan-

ces des élèves, à condition qurelle soit convenablement étayée par

I'analyse des conditions portant sur les situations, peut apporter un

éclairage intéressant sur les processus historiques et constituer une

sorte d'épistémologie expérimentale. C'est ce que nous avons tenté de

montrer dans de nombreux travaux expérimentaur [tt]
iv) Les sous-systèmes du milieu.

Le fait que les différents types dtinteractions avec le milieu

et que les différentes formes de connaissances se justifient a priori et

indépendamment, permet déjà de discuter les particularités du milieu
qui leur sont nécessaires.

Par les questions du genre 'rpourquoi ltélève ferait-il ou

dirait-il ceci plutôt que cela ? que doit-il lui arriver sril le fait
ou s'il ne le fait pas 2ttilQuêl sens aura la réponse si on la lui fournit...?tl

Les obstacles épistémologiques - G.BROUSSEAU

1*+l Problèmes de didactique des décimaux - G. BROUSSEAU
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Il est possible de dégager les conditions les plus importantes que ces

typologies imposent au milieu.

Cependant, ici encore les catégories sont assez évidentes :

(3) Le milieu comprend-il ou non un opposant (ou un proposanr)

auquel le sujet doit se confronter pour atteindre le but fixé dans un
échange d'opinions ?

(2) Le milieu comprend-il un récepteur des messages que l'élève
doit émettre pour atteindre le but visé ?

du milieu,

réponse à ces deux questions détermine des dispositions
des règles de jçux totalement différentes.

Examinons-la en soulignant que pour I'instant, le milieu
dont il s'agit est un milieu réel et non pas invoqué ou simulé, et que

le professeur est supposé ne pas intervenir- Il est clair dans ce cas
que les conditions ci-dezssus correspondent à des différences très
importantes de I'organisation de la classe ou du milieu. Trouver à qui
parler et sur quoi agir sont peut-êrre les problèmes principaux de

l'élève.

v) Schéma de I'action.

La figure 1 symbolise le modèle général, mais aussi le
schéma de I'action sans interlocuteur.

Elle permet déjà de f ournir une grille de lecture d'une
situation réelle d'enseignement.

. Le I'partenaire" (le je.t) est-il perçu comme dénué dtintentions
didactiques?

o A chaque coup, l'élève a-r-il à choisir effectivement un état parmi

plusieurs possibilités. Sait-il entre lesquelles ?

r L'élève peut-il perdre ? le sait-il, connaît-il à ilavance l'état final
(la clâsse des états finaux) en particulier l'état final gagnant.

. connaît-il les règles précises du jeu sans connaître une stratégie
gagnante. Peut-on lui enseigner les règles sans donner une solution ?

(a-t-il une recherche de stratégie optimale à faire).
I La connaissance visée est-elle nécessaire pour passer de la stratégie

"."t...

La

et
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de base à une stratégie meilleure (ou optimale). Est-elle le moyen

principal de ce passage ?

. L'élève peut-il recommencer ? Ltanticipation est-elle ltgratifiéeil

dans le jeu ?

I L'élève a-t-il une chance de trouver lui-même la stratégie cherchée.

stil I'emprunte (à un autre élève)

r Les 'rréponsest' (a-didactiques) du système aux choix défavorables de

l'élève sont-elles néanmoins pertinentes pour la construction de la
connaissance (donne-t-elle des indications spécifiques de I'erreur) ?

o Les contrôles des décisions sont-ils possibles (l'élève est-il conduit à

les noter, à les observer) ?

o Une attitude réflexive est-elle utile, nécessaire pour progresser dans

la solution ?

Avec ces derniers points, nous approchons de conditions

limites d'une situation d'action: considérer la validité d'une solution

relève d'une situation de validation ; certes, un élève qui réfléchit

naturellement à son jeu est dans une situation a-didactique ef f ective

d'acrion, mais il intériorise et simule en quelque sorte une situation

de validation. Si I'enseignant est conduit à vouloir que l'élève ait

cetre position réflexive, I'incantation ("réfléchis !regarde ce que tu
as fait...t') pourra ne pas suffire et le maître devra communiquer son

désir didactique par le moyen d'une situation de validation-

L'ouverture que nous représentons en première approche par

une incertitude au sens de la théorie de I'information est une des

conditions les plus importantes ainsi mise en lumière. La distinction

entre la situation didactique et la situation a-didactique permet de

concevoir pour ltélève, des situations ouvertes d'enseignement de la

pensée mathématique parce qu'elle est déjà I'faiter'. La manipulation

de cette ouverture au niveau drune classe entière est un problème

technq'ue délicaq mais accessible : par exemple, faire en sorte que

la recherche de chaque élève ne soit pas écrasée par le travail d'un

autre est un problème didactique (et non de pédagogie).
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Cette grille de lecture peut aussi servir à la concePtion de

situations didactiques nouvelles. Chaque ieu proposé peut être examiné

et comparé à ceux que lron connaissait déjà. Il est possible de fixer

des problèmes d'ingénierie, de classer des dipositifs connus et de regrou-

per du point de we de cette modélisation, les productions semblables,

d'en prévoir de nouvelles. Le problème essentiel qui demeure du domaine

expérimental est celui de I'importance de la réalisation, ou noq des

conditions ainsi proposées,comme découlant logiquement, ou systématique-

ment des possibilités du modèle.

Les variables qui apparaissent ainsi ont des raisons théoriques

d'être pertinenteq et des calculs économiques de complexité, ou d'effi-
cacité peuvent les préciser. La confrontation avec la contingence ou

avec I'expérience telle qu'elle est pratiquée dans la plupart des recher-

ches ci-aprèr(*) est incontournable.

Le modèle, à ce point de vue, joue son rôle depuis déjà dix

ans, son efficacité est attestée par le nombre de situations drenseigne-

ment originales qu'il ne cesse de produire-

Un exemple en est donné accompagné de réflexions méthodolo-

giques dans le texte assez court [L'enseignement de l'énumération

Annexe 1).

Lorsque les propriétés d'une situation capable de justifier

(ou de provoquer) la mise en oeuvre d'une connaissance spécifique sont

mieux connues, il est possible d'étudier les possibilités qu'a la première

de faire évoluer la seconde. Les variables didactiques sont celles qui

influent sur I'apprentissage et dont Ienseignant peut choisir la valeur

[Ingénierie - Recherche sur I'enseignement du calcul numérique].

De nombreux problèmes d'apprentissage ont été étudiés à I'aide de ce

modèle, nous en donnons un exemple dans le paragraphe suivant [t-a

course à vingt] et plusieurs sont évoqués dans les annexes.

t

vi) Schéma de la communication-

Le "milieur comprend un système récepteur et/ou émetteur

avec lequel le joueur échange des messages-

' (*) Présentées en annexe.
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Nous supposerons ici que I'objet de ces messages nrest pas

d'agir sur le récepteur (de le changer, de prendre du pouvoir sur lui,
de le contraindre, etc...) mais d'agir par son intermédiaire sur le
dispositif rrmilieurr.

Ltélève esr toujours engagé dans un jeu avec un dispositif
milieu dénué d'intentions didactique. S'il avait à la fois des informations
et des moyens dtaction suffisants pour choisir seul les états du rrmilieur',

ses messages nrayant aucune finalité dans le jeu pourraient être quelcon-

ques. Nous supposons aussi,pour ltinstant qutil nry a qu'un seul joueur

A. Le récepteur nra pas d'autre enjeu que de servir le joueur B ne

fait personnellement aucun choix.
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Les différents cas sont évidents :

- moyens d'action insuffisants. A doit décrire à B I'action qu'il devait

effectuer et souvent aussi une partie du milieu pour que le message

soit intelligible.

- informations insuffisantes pour A mais moyens suffisants, crest B

qui doit décrire le milieu et A, décoder la description et diriger I'obser-
vation

- moyens dtaction et informations insuffisantes pour A..-

Dans le premier cas, par exemple pour A, le sens du message

(le contenu information nécessaire au jeu) qu'il envoie à B, peut être

représenté par le passage (te couple) des choix d'action que le jeu

offre à B à celui choisi par A.

Dans le deuxième, crest le passage des choix envisagés par

A avant I'apport dtinformation de B à ceux qutil envisage après.

Le fait que B soit aussi un joueur peut avoir une certaine

importance, car il diminue la liberté rJe A donc le sens de son action.

Il faut bien sûr qu'il coopère avec A. Le schéma nrest pas différent
que les rôles soient bien identif iés ou indifférenciés (mais alors un

joueur peut ne laisser à ltautre aucun choix à faire, aucune action).

Les messages échangés sont sous le contrôle des codes

linguistiques, formels ou graphiques et donc les font fonctionner.

Ltenjeu de la cc,mmunication elle-même s'exprime par les

rétroaètions qutexercent l'un sur Itautre les deux interlocuteurs, pour

srassurer qu'ils se sont compris. Leurs exigences porteront sur la confor-

mité au code (minimal pour I'intelligibilité du message) I'ambiguité, la

redondance, le manque de pertinence (des informations superflues) et

I'efficacité (les caractères d'optimalité) du message.

En combinant judicieusement un milieu (un jeu au sens 4)

et des conditions convenables d'échange du message (portant sur le
I

canal par exemple), il est possible d'influencet le type et le sens des

messages obtenus du joueur.

ll est possible aussi de faire évoluer le code lui-même :

passer d'une formulation en langue naturelle à un énoncé formel, ou

des métaphores à des descriptions sytématiques.

...t ..,



Ces résultats ont été obtenus dans plusieurs recherches,

mais il faut stattendre aussi à des déboires à cause de lténorme capacité
d'invention sémiologique des enfants.

Ce schéma de situations a-didactiques présente un certain
intérêt pour donner du,sensà (ou pour analyser le sens dr)tur message,

une formule. Prenons un exemple tout-à-fait théorique et un peu

provocateur : cherchons une organisation sociale (thécrique) pour faire
apparaître l'émission (par un enfant de 5 ou 6 ans pour fixer les

idées) de la formule "13 = g + 4tt prise comme information (et non

comme assertion). Il faut que l'émetteur E de la formule sradresse à

un destinataire D. si D connaît la significarion de 13 et celle de 9+4

le message ne peut lui apporter éventuellement dtinformation que sur
tr=rr paradygme d'un ensemble très restreint : {=raJ
L'énoncé sera plus informatif si ltun des deux termes nrest pas connu

du destinataire, par exemple si l'élève décrit conventionnellement un

calcul. tt9 est connu ainsi que 4, le résultat 
.de 

leur somme est 13).

Mais si lron considère que le premier terme est lui-même
un message, le message doit être émis par un émetteur Et pour un

destinataire D, afin de Itinformer par exemple sur ltétat d'un stock.

9 + 4 est un message émis par EZ à I'intention de D, dans un autre
code pour ltinformer sur lrétat dtun autre stock ou du même, alors, le
message complet informe D, gue les deux messages 13 et 9 + 4 désignent

le même objet. Il ne reste plus qu'à trouver un jeu qui rende plausible

ce fonctionnement de 6 personnes.

Pourquoi D aurait-il besoin de savoir

lff et en trlangue 2t' désignent ou non

Ce type de raisonnement ne conduit pas toujours à un jeu

utilisable en classe (ctest le cas ici),bien que des essais aient été faits,
mais il est un moyen très efficace pour analyser le sens des productions

des élèves et pour proposer des moyens de contrôle.

sr

le

les deux messages en rrlangue

même objet...
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Des variantes sont aisément envisageables sgrnrng lrautocommu-
nication qui conduit plus aisément pour la mise en mémoire, à des

codes personnels. Les passages de I'oral È |écrit, ou du graphe au

discours ont été souvent observés et onr donné lieu à l'étude de ltinflu-
ence de nombreuses variables [1]

utiliser le langage mathématique de façon précise dans des

communications délibérées entre élèves est certainement un des meilleurs
résultats pédagogiques de ce rype de situations. Il faut souligner I'impor-
tance :

- de la qualité du jeu avec le milieu afin d'assurer et de maintenir la
pertinence et la richesse du discours des élèves

- de la fréquence d'emploi qu'il suscite dans les communications

- de la possibilité d,analyser les messages produits.

vii) Schéma de la validation explicite.

Les situations de communications convenables favorisent
I'apparition de messages qui peuvent avoir une forme très proche du

discours mathématique et qui sont concrètemenr significatifs pour un

certain I'milieu". Mais ces messages n'ont pas le sens drun texte mathé-
matique. Les situations de validation vont mettre en présence deux
joueurs qui s'affrontent à propos d'un objet d'étude composé des messages

et descriptions que l'élève a produits d,une parr, er du milieu a-didacti-
que qui sert de référent à ces messages dtautre part (figurc 7).
Les deux joueurs sont alternativement un frproposantt et un topposantr;

ils échangent des assertions, des preuves et. des démonstrations à propos

de ce couple t'milieu/messagesrr. ce couple est le nouveau dispositif,
le "milieutr - le jeu au sens 4 - de la situation de validation Il peut
se présenter comme un problème accompagné de ses tentatives de

solutions, comme une situation et son modèle, ou comme une rrréalitérl

et sa descriptioru..

t Alors que ltinformateur et I'informé ont des rapport disymé-
triques avec le jeu (l'un sait une chose que lrautre ignore), le proposant

cf.
et

La création drun code à l'école
Lrenseignement de la géométrie

trl maternelle
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et I'opposant doivent être dans des positions symétriques, aussi bien en
ce qui concerne les informations et les moyens d'action dont ils disposent
sur le jeu et sur les messages, quten ce qui concerne leurs rapports
réciproques, les moyens de se sanctionner mutuellement et les enjeux
vis-à-vis du couple milieu/message-

- Informations
(}--

- - &tlons

FIGURI 7

En particulier, lrun des deux joueurs ne doit pas avoir la
possibilité d'obtenir I'accord de lrautre par des moyens "illégitimes,t
tels que I'autorité, la séduction, la réputation, etc...

La didactique se trouve devant le défi de produire des situa-
,ionsrqui permettront àltélève de mettre en oeuvre les savoirs et les
connaissances mathématiques comme moyens effectifs de convaincre
(et donc de se convaincre) tout en le conduisant à rejeter les moyens

réthoriques qui ne sont pas de bonnes preuves ou réfutations.

Injeu

deB

Enjeu de A

B Joueur

opposant

proposant

A Joueur

Proposant
opposant

Assertio
ç[UII J-

rations
reuves

tions

Assertions
héories

héor ies
admises par

E€
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Le sens exact des déclarations de mathématiques est condi-

tionné par cet éventail de choix : ce gue dit un théorème crest aussi

ce quril contredit, ce que dit une démonstration crest. rtoo seulement

ce qui est supposé admis par le proposant et ltopposant, mais aussi ce

qui aurait pu être contesté. Le discours mathématique se construit en

partie contre drautres procédés d'acquisition de croyance et de connais-

sance et non seulement avec.

Précisons le jeu de la preuve.

t'A' propose un énoncé, la déclaration drune propriété dont la
connaissance est utile pour maîtriser les rapports (de A ou de B) avec

le milieu, Itenjeu fondamental est toujours de rrgagnerrr à un certain

jeutt

B, stil veut sren saisir

- soit soit ftpayertt A à chaque fois,

pragmatique

- soit I'payerrr A une fois pour

comme vraie.

Mais il peut aussi engager le processus de réfutation stil pense que la

déclaration de A est fausse. Réfutation pragmatique : il peut "obliger"
A à jouer un coup décevant de son énoncé. Si la déclaration est fausse

et si la situation est correcte, le coup doit être perdant (ce ntest pas

si facile à obtenir). C'est le dispositif faisantfonctionnei le contre-exem-

ple. ll peut obliger A à jouer son coup perdant aussi souvent qu'il a le
trait (que c'est à lui de jouer) jusqu'à ce que A retire sa déclaration-

Réfutation intellectuelle. B peut aussi proposer à A un marché : il
peut lui proposer une réfutation explicite de sa déclaration initiale,

certe réfutation peut lui économiser une coûteuse obstination Si A

accepte (il paye un peu a priori) , par exemple en se dessaisissant du

trait, B devient alors à son tour proposant. A accepte la réfutation,

ou la rejette... Les arguments sont toujours ceux que ltopposant peut

recevoir - de même que dans toute communication le répertoire doit

être 'celui du récepteur pour que le message soit compris. Ainsi se

crée trde factorr une théorie, en tant qurensemble dtobservations acceptées

par les deux joueurs. It peut arriver à chaque instant que I'un d'eux

découvre qurune connaissance nrest pas Partagée alors qutil croyait

que son partenaire pouvait en disposer. Toutes les âssertions de la

et sren servir, doit :

crest une reconnaissance de validité

toutes .en acceptant la proposition
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rrthéorierr sont ainsi susceptibles de se voir explicitées et remises en

question. La théorie elle-même est un objet dtétude et de construction

Les moyens techniques de ces démonstrations et les arguments

peuvent être dtordre sémantique - adéquation au rrmilieurr, au problème -
ou d'ordre syntaxique à plusieurs niveaux : articulation et validité

mathématique, constitution logique et même formelle de I'argurment.

Mais aussi d'ordre épistémologique, ainsi que le.montre lefefOS(*).

Lrusage de situations de preuve restaure un environnement

socio-culturel qui donne de l'épaisseur au discours mathématique. Les

situations de validation peuvent aider le professeur, faire vivre dans sa

classe une véritable petite société mathématique. Mais, en restaurant

un sens, on prend le -risque d'augmenter les difficultés de ceux qui

ntentreront pas dans ce jeu, et pour qui le théorème et même les

démonstrations ne sc;nt que des savoirs comme d'autres à exhiber à

I'occasion. Une situation de validation n'est pas, a priori,la meilleure

situation d'apprentissage de savoirs institutionnalisés. Elle peut mème

susciter des obstacles didactiques et ressusciter des obstacles épistémolo-

giques gênants. Elle est pourtant essentielle comme paradygme des

autres situations mathématiques. Il est regrettable par exemple, que la
géométrie enseignée dans I'enseignement secondaire ntutilise pas ces

processus, alors qu'elle peut se justifier comme premier exemple de la
pensée axiomatique en face drun champ naturellement maitrisé par

d'autres moyens. La mathématisation donnée toute faite,est ici contradic-

toire avec I'objectif didactique annoncé [cf. L'enseignementde la Géomé-

triel.

A côté de leurs propriétés épistémologiques ou didactiques,

ces situations sociales peuvent présenter des avantages intéressants

dans le domaine de la motivation des élèves - motivatiors assez souvent

t ransférables.

Cette motivation peut se manifester, non seulement dans le

(*) I. LAKATOS, Preuves et réfutations traduction LABORDE er

BALACHEFF (Hermann)
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cas où la situation est

mais aussi quand elle est

réellement organisée et ef fectivement vécue,

simulée, racontée ou intériorisée.

Les élèves coopèrent dans la mesure cù ils arrivent à partager le
même désir d'atteindre une vérité.

lls doivent recevoir, a priori, avec respect, le point de vue de
leur opposanr et défendre le leur sans fausse modestie, aussi longtemps
qu'ils ne sont pas convaincus du contraire; mais stil leur apparait
qu'ils se scnt trompés, ils doivent apprendre à changer imn édiatement
de position, sans amour propre déplacé et quel que soit le prix social.

Ces situations montrent Iencrage profond de I'activité mathé-
matique dans la pensée rationnelle et ltimportance éducative de leur
enjeu qui dépasse le simpl,e doma.ine de I'apprentissage de connaissances.
Dans les situations concrètes qui relèvent de ce modèle, lorsqu,elles
sont exploitables, le caracrère un peu formel de cette "compétition',
disparaît. Les contraintes sont bien présentes mais nrapparaissent pas
avec cette sécheresse. on peut se reporter aux nombreux exemples
donnés en annexe (et particulièrement dans I'annexe l)lArticles 2 et 3]
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CHAPITR.E IY

QUESTIONS DE METHODOLOGIE

1.

2.

Lrobservation des activités didactiques

Contrôle de I'analyse factorielle des correspondances
par I'analyse de I'espace explicatif

Ltétude drune situation banale3-
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Ce chapitre est composé de trois articles :

I'Ltobservation des faits didactiquesrr (tgZg) fait une sorte df inventaire

des méthodes importées des disciplines voisines pour décrire les
I'faits d'observation'r et propose les bases drune méthode de modélisa-

tion que nous avons développée au chapitre III.

La didactique a fait un usage intensif des méthodes statisti-
ques. En France, à la suite des travaux de F. PLUVINAGE et R.

GRAS, I'analyse facorielle des correspondances srest banalisée dans

les études des résultats d'élèves avec parfois des difficultés pour

distinguer les relations déjà introdr:ites entre les caractères par le
questionnaire de celles réellement dues au comportement des sujets.

Le texte présenté est la première porte dtun article proposant une

méthode de contrôle de ces phénomènes.

Le troisième article montre comment ltétude d'un problème

banal peut conduire à la mise en évidence des variables pertinentes

des situations dont il est le paradygme. Les connaissances de didactique

déjà acquises peuvent perrnettre de hiérarchiser et de choisir celles

de ces variables qu'il convient d'étudier (L'exemple choisi a été

traité selon ce schéma par M. IMANA KATEMBERA dans sa thèse

de 3ème cycle) et il est rnême possible de réaliser des modèles à

confronter avec I'expérience. Un autre exemple - plus ancien - de

I'usage de ces modélisations est reproduit dans les annexes (Peut-on

améliorer le calcul des produits naturels ?). De nombreuses autres

études de ce type qui ne sont pas rapportées ici témoignent de la
faisabilité et de la fécondité du procédé. (ett particulier l'étude des

stratégies des élèves dans un problème de probabilités étudié avec

P.L. HENNEQUIN en I974).

Les deux derniers textes mettent lraccent sur deux points:

- sur la nécessité de faire de solides analyses a priori et de les

confronter aux résultats afin que leur lecture échappe à une forte
tendance générale à I'empirisme

- sur la nécessité de se concentrer sur les situations.

'fËtr,
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L'étude des comporrements des élèves, s'il doit être le souci principal
des enseignantsl nrest pour le chercheur en didactique qurun moyen
de connaître s(-/rlt objet dtétude : les situations.

L'an'rélir.rrarion des situations didactiques en fonction de la
théorie des situations et des résultats des recherches systématiques
est le lieu où sf articulent la méthodologie scientifique et la méthodolo-
gie au sens allemand - cresr-à-dire la description des méthodes

dtenseignement.

Nous ne donnons ici aucun exemple de ce type de travail
pourtant familier mais difficile à présenter actuellement.



Article publié dons "Lo Revue Fronçaise de Pédogogie"
numéro 45 - 1978

UoCDDvDNoAvro

Le but de cet articte (t) est double :

. souleyer les questions qui rne paraissenl londamen-
lales de laçori à tavoriset la discussion el à permeltre
€ux lnlervenanls de cenlret leurs plopos:

, oonner des indrcalions concrèles suI les praliques
acluelles aiin d'illuslrer el de laciliter la réllexion.

Les queslions premières sonl simples

Observer quol ? pourqucl ? (ou pour quol) commml ?

llais elies ne le sonl qu'en Epparence, h4ème l'ordre

dans lequel on les pose ptend une hypolhèse sur le

rr,anièr€ d 1' répondre On ne peul délerminer ' qL'ol D

:,r on ne sail pas - pourquol ' el souvenl le - corrlrrenl '
gurcie le choix des ' quoi D-

Je pense qu'il taudrail nous -oarder de sêpater lrop
vile ces queslions. nous risquerions de masquet la

rèalilê p,olondc des phénomènes que nous voulons

comprendre.

(*) Ce texte constituait 1e rapport introductif à 1a
séance consacrée à 1'observation lors dtun Colloque
du C"N.R.S (avri1 1977)
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C'est pourquoi nous procèderons par des approches
successives :

Tout d'abord s'imposenl :

première délimitation de l'objet de l'étude (qu'est-
ce qu'un lait didactique ?) ;

approche du rôle d; I'observation dans les r&-
cherches en didactique (pourquoi observer ces
faits Q ;

- et une étude des conditions londamentales des rao.
porls entre I'observateur et les f aits didactiques
observés (comment les rendre possibles ?).

Nous pourrons alors pénétrer plus avant et voir :

- comment les types de recherches, I'ampleur el la
généralité des faits que I'on vise, commandent le
choix des variables observées, donc celui des dis-
positils expérimentaux ;

- et comment les techniques d'analyse doivent s'adap-
ter, à la lois, aux recherches el aux données recueil-
lies.

La tentation est grande de laire un simple recens&'
ment des types de données - toujours les mêmes
et une.lisle des techniques de recueil d'analyse'de ces
données. Dans une troisième partie, nous y succomberons
malgré les risques encourus :

Colin Power, dans un lntéressant ' r€c€l'tsement

critique des éludes d'interaction dans les classes spé-

ciliques , constate que, .bien souvent. les observaleurs
Se contentent alors d'utiliser les instrurnents exislants
à toute occasion, sans but el sans grand prolit scienti-
figue. En particulier, ll remarque qu'on n'est pas parvenu

à mettre au point une méthode correcte de remise en

cause des modètes naîfs qui dominent la recherche en

éducation. on ne doit donc pas étre trop optimiste et

tl ne laut pas, par conséquent, être trop sévère ni trop
exigeant a priori. La recherche dans ce domaine en

est aux balbuliements-
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Je'crols qus oe nombreuseg
tlbles et qu'll taut se mêller des

approches sont compa:
réductlonnlsmes.

I. - LES CONDITIONS DE L'OBSERVATION DES FAITS
DIDACTIOUES

1 - Ler phénomènes dldacdquea

Nous pourrons définlr la dldactlque comme un proJet

le plus souvent social de latre approprier à un suJet un

eavoir consiltué ou en voie de constitution. ce projet se
manltestera par un contrôle et uno modification lnten-
tlonnetle des relations de l'élève avec son milleu. Seuls
les phénomènes relatils à un tel projet et qui réuniront
les deux propriétés suivantes, seront dans le champ de
la didactique :

- 6t'gp16 part, te phénomène ne sauralt être compris
sans qu'on fasse inlervenlr la spécificité du savolr :

- d'eutre part, tl ne sau.rait ètre traité sans sortlr du
domaine de ce savoir.

ll serait lmporlant de voir sur un exemple concret

d'enseignernent, comment se mêlent, se complètont €t

s'opposent les laits d'ordres divers : pêdagogiques, psy-
'chologiques, éplstémologiques, didactiques et sociolo-
glques. Nous pourrons peut-être le laire en cours de dis-

cussion ; en attendant, voici un exemple assez som-

maire : déclder qu'on apporlera de I'inforrnation à une

élève torsque son incerlitude {subjective instantanée) de'
viendra trop lorte (en supposant qu'on sache en voir les

lndices) el qu'inversement on étendra le champ des

cholx qul tul sont offerts lorsqu'elle devlendra trop laible
n'est pas une décislon didactique : elle peut être le

lruit d'une théorie de I'apprentissage, ou une pratique

éducatlve... Mais t'actualisation de cetle décislon dans un

enselgnement de mathématlque conduira obligatolrement
à intérpréter à chaque lnstant les lndices d'incertitude
€n se rétérant aux lssues eflectives de la situation - les
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solullons -'(par exemple en leur attribuant une proba-
brlrté) llnlerverrticn étant elle-même une sélection du
contenu de l'lnlormation . apportée. Alors celte actuall-
sation esl dans le champ de la didaclique :

Elle ne saurait être réalisée nl comprise sâns réf$'
rence aux connaissances mathématiques du maltre et
de l'élève au moment de I'actlon el ne pourrail non plus

l'être entlèrement sans qu'il solt lait appel au molns
lmptlcltement à une théorle de la connaissance, de
I'apprentissage, à une métamathématique et une épls-
lémologie sous-jacenle.

ll taudra aussl distinguer, blen qu'on emplole le
même mot, les faits . didactiqu€s ' €t 18 . didâctlque -,

sclence sl etle exlste donl lls sont l'objet, comme on
peut distinguer les objets physiques et la physlque.

Les phénomènes dldactiques seront donc constltués
d'lnteractions entre lrols types de systèmes régulaleun :

le ou les élèves, le système éducatlf el le mllleu (ou la
sltuation), lnleracllons relatlves à un syslème de connalg-
aances délermlné (le mot . système . n'est pas
employé dans le même sens dans ces deux occurrenceq).

On met trop souvent I'accent EUr les lnler:actions
rnaltre-élève et on les rédult à de simples communlca-
lions. .ll laut souligner lorlement :

D'une part. que les inleractions de bases sont celles
de l'élève avec le milieu, pris aussi bien au sens général
(milieu social, scolaire, etc.) qu'au sens partlculier de
situation (matériel qu'll manipule, queslions posées, rap-
ports détinissant le stalut de la vérilé qu'il conslrult...
etc.) ; le maitre est conduil à contrôler toutes les sources
scolaires d'informations el ll se substilue à la plupart
d'entre elles parce qu'il ne peut pas les laire interaglr
avec ses élèves de laçon satistaisante.

D'autre part, que les connaissances n'existent et
n'ont de sens chez un sujet que parce qu'elles représen-
tenl une solulion optimale dans un système de contrainles.
Les relations du sujel avec son milieu. el particulièrement
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testensionscrééesParlesdiversleed.backsdéter-
minenl pour chaque "àt" 

dt= coOts à t'emploi' à l'essal'

à l'appientirr"g", des coÛts à I'erreur' qui provoquenl

à leur tour l'apparif ion, l'évolulion' la détormation' la

disparition ou i" reprise des concepts à travers équl-

libres,conllitselrupfu'"''L'activitédidactiqueconsiste
àorganisercesconrraintes.etàmainlenirlesconditions
des inleractions oPtimales

De ptus, l'élève, comme le système éducatlf ont an

commundeuxcaracléristlques:ilsappréhendentleml-
lleuàl,aidedesystèmesdereprésentationsqullont
;;" leurs échangei sont traités comme des messages'

de plus, ils sont iapables d'anticiper et de linaliser leurs

lnteractions qui- p'énn"nr de ce fait' un caractère dla-

logique Particulier'

une suite d'interactions ne prend un sens en didac-

tlque que O"n, t" mesure ou elles se rapportent à un

même projet (un chez le maltre' un chez l'élève) à

propos d,un "àn."pt 
dont elles constituent une genèse

eldontetlesronoenrtasignification.Seulsserontpertl-
nents du point-de vue didaitique, ceux des tralts relatils

aux systèr", ,i-prJr"nru qui Oét"rminent et expliquent

cette suite d'interactions (nous reviendrons plus loln

sur cet état de choses qul a pour conséq.uence de lalre

dépendre la Oitinition des éléments synchroniques lnté-

ressants d'une analyse diachroniqu" pté"labl.e)' Pour blen

marquer tout ce que ces suirés d'inleractions ont de

f"itiËuller. I'utilise à leur sujet te terme de ' dialec-

iiquu r I i", processus didactiques ont un caractère

dialectique.

Les recherches en dldactlque ont pour 'but de

décrire, classer, comprendre' exptiquer' concevoir' amé-

llor"r, prévoir et peimettre de reproduire de tels pro-

cessus. Mais .lit ; a une ldée qul s'impose d'abord à

chacun à ce p'Jpo', c'esl le nombre lrès élevé de

;;;;;i;t qui unitenl en ieu dans ce tvpe de phénornènes'

et la complexité décourageante de leur mode d'aclion

fiustement.àcaUsedesoncaractèredialectique}.
Aussi. une des premières tâches consiste à isoler

des sous-qystèmes d'interaclions : quelques traits 'de
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l'élève. du maitre, de ta connaissance et du milieu, s.ils
sont bien choisis. peuvenl entrer ensemble el eux seuls.
dans une explicalion d'une crasse de phénomènes didac-'liques. Par exemple, I'apprenlissage skinérien lourntt.
un sous-syslème : le sujel esl une mémoire, munie d'un
dispositif de mise en mémoire dans des condirions
données, que satisfait juslement un système d.enseigne-
ment réduit à la présentalion contrôtée d'inlormations à
mémoriser, le savoir est supposé équivalent à une suite
d'intormations ou de comporlements..- etc.

Le plus souvent, pour isoler un sous-système, il est
lait appel à un facteur qui permet de séparer ou d.op-
poser deux catégories de laits didactiques inexpliquês
dans leur ensemble' mais que 'l'on espère désormais
explicables séparément.

Exemples : algorithme ou mécanisme opposé à rai-
sonnement, déduclion vs intuit!on, concret vs abstrait -directivité, non directivité.-. etc.

ll est très dillicile de choisir un sous-syslème, qui
ne latsse pas échapper I'essentiel : le-sens du processus-
s'il esl assez simple el indépendant des autres sous-
syslèmes pour se laisser decrire et comparer à I'exp&
rience, il est souvenl superf iciel el f ormet, s'il est
complexe ou non indépendant des autres systèmes,
ll devient très dilficile à caractériser, donc à bbserver
ou à reproduire.

2 - L'Obseryatlon

. L'observation est un acle incluant I'attenlion vo-
lontaire et I'lntelligence dirigée sur un " objet " pour en
recueillir systématiquement des informalions r propose
J.M. de Ketele qui s'empresse de reconnaître que ce
lerme recouvre de nombreuses significations el de les
étudier : comme processus en acle, objectif éducatif,
méthode pédagogique, phase et composante de toute
recherche (c'est le seul point que nous développerons
lci) phase et composante du processus d'apprentissage
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systématiquement orienté, technique de prlse d'lnlorma-
tion et enlin comme résultat. Je ne rappelleral pas les
querelles cêlèbres que ce concept d'observation et les
questions connexes de méthodologie des sclences ont
soulevé (Titchener et Baldwin... etcJ. Je prétèrP proposer
mon point de vue et qùe nous discutions sur ld suiet
qul nous occupe.

Ma pratique de l.a recherche en didactique m'8
conduit à distinguer trois types princi.paux d'observations
dilférents, à la lois pu leurs buts et leurs méthodes
sinon par leur sujet :

Prise d'inlormalions codiliées

ll s'agit de la prise syslématique d'inlormations précl-

sées à I'avance, dans le cadre d'une position théorique
cohérenle et explicite, ou mieux d'une hypothèse sut-

lisamment et sincèrement douleuse, et ce dans des condi-
tions réif iables el suivanl une procédure standardisée.

prise au sens le plus strict, I'observaîion consiste

ici à constater la réaction des laits et à répondre pat

oui ou par non à une queslion posée d'avance- C'est le
type d'observation vers lequel chacun tend :

ll esl conçu comme le plus satislaisant du point de

vue scientifique .- certains même relusent aux autres

types ce statut

ll est lechniquement le plus lacile à meltre en æuvro

mais il est le plus dilficile à rattacher convenablement
à une décision didactique ou à un objet didactique théo-

rique pertinent

ll est souvent le plus décevant parce qu'il est tou-
jours très tragmentaire à cause du nombre de variables.

De ce lait, it masque la presque totallté de la signi-

fication des Processus observés.

ll ne permel de remettre en cause les conditions

de t'observation ou la théorie engagée qu'à travers

l'énorme machine de la recherche expérimentale- compte
tenu de la lormidable complexité des problèmes. rien ne

l

I

l

,ril,ilrlïtfiltlllllilt
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prouve que celte machine assure efleclivement une lnter-
aclion suffisamment dense pour assurer un quelconque
progrès. Cerles, ll est souhaitable d'accumuler des
. laits r propr€ment élablis mais li ne laul pas céder
par empirisme à une téléologie scientifique de mauvais
aloi-

Contrôle didactique et scientilique d'une recherche

Pour des raisons scientifrques el déontologiques, ll
laul donc que les observations de type précédent soient
accompagnées d'observations ayant pour but de perc+-
voir I'essentiel des événemenls observés, d'en restaurer
la signification, le iens-

Ce deuxième type d'observations est tout à falt lndis-
pensable pour contrôler de laçon Bssez lmmédiate la
valeur didactique de l'acllvllé en cours sl la sltuation a
été manipulée ou el le professeur, du lalt de I'observa-
tion, n'en I pas soul la rnaltrise, et a tortlorl sl un obser-
vateur est lntervenanl même ou seulement perçu.

ll est eussl nécessalre, à mes yeux, pour vérlfier la
perllnence des objets choisis on premlère approche, la
validité sclentifique de l'observatlon. C'est un moyen de
contrôle de la recherche, de remise en cause des
frypothèses, de recherche de nouveaux polnts de vrle à
àoumettre à I'observation systématique- Le résultat de
ce type d'observellon esl uns . chronlque r. Elle est
conslruile lmmédiaternenl après les laits. à partir d'un
maximum de noles, el d'enreqistrements au sein d'un
groupe expérimenté qui analyse les événemenls sommal-
remenl mais de divers polnts de vue et peut vérilior les
polnls lmportants soulevés.

Comme celle du type précédent, elle engsge une
connaissance préalable des phénomènes et impllcite'
ment des choix, des hypothèses qu'll est nêcessalre
d'expliclter. ll esl plus ditficlle qu'il ne paraît à réaliser
el ll est très ditf iclle à utiliser de f açon scientif ique,
mais ll a une valeur irremplaçable comme moyen de
préciser les conditlons do I'expérience et de la rendre
reproducllble.
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Préparatlon du chercheur er paradygme â sa re-
cherche

Alnsl le contrôre didactique er scienilfique dépend
du regard de I'observateur. ce regard lr raut te formerel I'entretenlr par un trolqlème upe d'obseryarions :
celles qul n'ont pas pour but b production. d'un résultat
relatif à I'objet de l'élude, mals, si J'ose dire, te reétalon-
nage du chercheur et le maintien pour lut d'un syslèmede référenco, d'un paradygme 'pour les lralts relenus
dans son travail. Tout chercheur en didactique devrait à
mon avls avolr constamment . des enfants dans la tête ,et pour cela regardef des crasses, des apprentissages
de loules sortes, qu'ils aient, ou non, un 

'rapport 
avec

son sujel de recherche. De ce point de vue, t'observalion
devienl presque une ascèse car rien n'émousso plus la
vivacité des perceptions et I'ardeur à noter ce qul est
saillant, gue la répétition des observarions (ce discours
n'esl contradictoire qu'en apparence).

Je ne leral pas une distincilon qui a . un certain
lemps relenu mon allention : celle qul opposs l.obser-
vation sux lins de recherche el dont nous venons de
parler, et l'observation aux fins de décislon. La première
aurail pour but de produire une déclaration sur la réalité,
ollo serait le lalt de chercheurs que le résultat didactlquo
n'lnléresse qu'accessolrement et lndlreclement, tandls
que la seconde aurait pour but de permeHre I'actlon
didactlque elle-même, €t seralt I'apanage des protessaure
ou des lnlervenants.

Nous allons voir pourquol tôt ou tard, le chercheur
devient inlervenanl ou prend l'intervention à son compte.
De ce fait, ll observe à des détalls près de la même
taçon.

Pour observer un phénomène précls ll laut ré.allsor
une situation déterminée et par conséquent la réalisatlon
didactique tait partie du dessein expérimental. Toute
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expériencs didactique foumit donë A la lols des do-

cumonts pratlques pour la classe et des documents

théorlques ou scientlfiques. Mais dans ceile actlvité sont
engagés bien d'autres choix et d'autres décislons qus
celles envlsagées du point de vue théorique- Fléclpro-
quemenl bien des questions, blen des occurrenoeg
construclibles dans la théorle ne seront pas réellemont
ouverles dans l'expérlence c'esl-à-dire . n'auront pas
de chance de se produlre ou de ne pas se produire.

Une erreur classique consisle à proflter de l'obser-
valion pour translérer indûment des validations :

Les bons résulfats pédagogiques de la leçon sonl
imputés à tort à la théorie et inversement, la théorle
sédulsante rehausse I'intêrêt d'une leçon, en lait lerne
et quelconque, la pah de l'action réellement expérimen-
tée est camouflée.

L'utilisation d'une observation exige toujours un
ellorl pour discerner ce qui était possible dans ce qul
ne s'est pas produit el ce qul est nécessaire dans ce
qui s'est produit. Cet eflort est une construction sclen-
tif ique.

La place el les techniques de l'observation, dans
une science évoluenl toujours de laçon spécllique avec
son développement.

On ne peut pas traiter actuellement des queslions
d'observation en didactique de laçon générale. ll laut
examiner les motivations de lous ordres. Elle n'est
déterminée directement nl par I'objet de l'élude. nl par
les données recueillies, nl par les méthodes d'analyse-
ll laudrait examiner les questions et les connaissances
du moment. ll laudrait laire un véritable survol des
problèmes scientifiques du champ de la didactique et
volr, dans chaque cas, la place et le rôle tenu par
I'observation. Nous aborderons très modestement celte
question au prochain paragraphe mais ll me semble utlle
auparavant de persévérer encore un peu dans les études
préalables et de regarder les condltions de I'observalion.
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3 - condltlonc llmlter d'uns obeervallm sn dldacilque
der mslhémsflquel

contrôle das conîralnlos agissanr sur l'obseruareur

Pour que ' les théories .sur la didactique pulssont
échapper à des rapports puremenr ldéoroglques avec la
réallté, -ll faul à mon avis, 'que le système de recherches
qul les produit soil soumis à des contralnles convenables
de la part de l'objel observé. c'esl la responsabilité des
chercheurs d'organlser ces contrarnles : tes contrôler
no slgnlfie pas qu'll s'y sousrralt quand ça l'arrange, mals
au contralre qu'il s'y prête et s'en èvade tour à tour dans
des condltions déterminées.

ces contraintes ont pour objet d'amener la théorie
à se développer sans cesser d'être éprouvées :

- au regard de la signilicallon el de I'etticaclté didac-
tique ;

- au regard de la communicablllté :

- et à celui Oé la sctentificlté.

Cerles, comme le dit Canghllem r une théorie n'est
pas vraie parce qu'elle est elficace. mais elle est efficace
parce qu'ello est vrale ,.

Observer c'est donc d'abord organiser les rapports
d'observation qui présentent des garanties sur le plan
déontologique et scientifique.

Le dispositlf expérlmental doit prévoir l'organisation
des relations de l'observateur avec son sujet (Bonbolr.
1s72).

Ces relations concernent les
les autres chercheurs et sont de
contrainles sclenlifiques, lechniques
Elles sonl souvent le prix qu'll laut
posslble l'observallon.

Elles mettent le chercheur dans
comple des problèmes sans I'obliger

élèves, les maîtres,
divers ordres : les
el institutionnelles.
payer pour rendre

l'obllgation de tenlr
à les résoudre.
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Mais ll ne dolt à aucun prix y avoir conluslon des
tâches du syslème éducatif avec celtes du chercheur.

IJne théorie du processus de recherche en didac-
tlque

Les théorles mlses en t'uvre pour décrire re pro-
cessus d'acqulsltlon du savoir par tes élèves sonl sou-
venl utillsables pour ce mêmo processus chez le cher-
cheur- Je transposeral donc les conceptions gue I'alutlllsées à propos des élèves I I et dont on parlera
peut€tre lors de la discussion sur le . slatut de l'obser-

vation et de I'actlvlté expérimentalo chez l'élève , (cotmez,
Dolacotte, Richard). Elles permellent de rassembler les
conditions des échanges avec le mltieu autour de trots
types de dialectiques : la plus générale, la dialectlque
do I'action : le système I une lnreraclion, efleclive avecle milieu, el pertinente au sujet du savolr consrrutr ;cette nécessité et cette pertinence sonl lo truit de condl-
tions appropriées er caracréristiquqs sur. les motivations,
les actions et les lnformalions accessibles.'ce processus
aboutlt à la créatlon par le sujel d'un savoir-faire qu'lt
peut plus ou moins expricirer ou varider. Dans uns
dialectique de l'aclion où aucune tormulallon n.esl néces-
saire, il peut en apparaîrre une (ou non) mais eile no
sera régie que par rei règres (de syntaxe ou aurres) déjà
lntériorisées.

La dialectique de la lormulalion est un cas particulier
de la précédenre. Des conditions supplémenraires ren-
dent nécessaire l'échange d'inlormalions avec un aulre
sujet, d'où la créarion d'un langage et I'apparition d'un
savoir.

La dialeclique de la validation est à son rour, un cas
particulier de la précédenle. Les échanges concernent,
non pas des lnformalions, mais des assertions. Elto
aboutit à la créalion d'un système de vatidation, donc
d'une théorie, par un renvoi aux deux autres lypes de
dialectiques (expérimentalion el explicitation).



Dans !e cas de la didaclique. les dialectiques de
l'action se produisent au niveau du système maitre-
élève ou au conlact de I'observaleur avec ce syslème-
Le maltre conslrull des régularités. des aulomalismes,
des représentations des objets didactiques. ll perçoit une
loule d'indices, dont il a conscience ou non, et agit en
conséquence- En observant'ces échanges, 8n y lnterva-
nant et en les pratiquant aussi, I'observ.ateur lait de
même. ll s'agit alors pour lui. si possible, d'analyser, de
décrire, de modéliser ces actions, d'identilier les entrées,
les états, les lssues, etc. ll comblne alors I'observation
lntrospective, allospective et manipulée.

Des communications entre les maitres réalisent des

dialectiques de la lormulation et peuvent révéler les

inlormations donl lls se servenl el leurs modalités d'ac-
tion. On peut donc organiser des rencontres entre eux

el les observer aussi. Mais en général, le discours péda-
gogique a un caraclère lorternenl idéologique- ll est un

indice de la réalité scolaire, il n'en est pas une théorie ;

ll remplit d'aulres lonctions auprès du maÎtre, sauf si un

dispositil particulier Par exemple :

- celul que nous Svons mis en oeuvre dans notre centre

de I'IREM de Bordeaux oblige ces communications
à remplir une lOnction précise et . âSS€rvi@ r poUt rendre

nécessaire I'apparition des variables didactiques'étudiées-

ll 'faudra se garder de conlondre les oplnlons dldac-
llques, objets didactlques, avec les assertions du champ
didactique, c'esl-à-dire la chose observéo el les conclu-
sions de l'observation-

L'observateur devra organiser sa propr€ dialecfique
de la lormulation, que ce solt dans des cours ou dans
des débats avec des prolessionnets ou avec d'aulres
scientitiques. Mais s'll veul s'engager dans une dialec-
tique de la validation, ll devra latalement intervenir sur
les objets de son étude 1_ si possible dans un processus
expérimental -'Un débat scientifique lmplique gue les
théories soient éprouvées par des contrainles sur le
système. On tirera d'autant plus d'inlormalions et
plus perlinentes - de ces inleractions qu'elles seront
plus nombreuses et plus diversifiées.

377
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Les lhéories ne surgissent pas d'un seut coup pat
une combinaloire d'observalions naîves ou d.expérien"",
cruciales mais par un lent travail réilexif et critique surles pratiques rnêmes de I'observarion. ce qui justifie
pleinement les straiégies r en spirates , invoquéàs par
les chercheurs en didactique.

souvent, te bur d'une recherche ou d'une observarion
est seulemenr de rendre possibte une observarion meir-leure (ptus liable, plus précise._. etc.).

Le processus de recherche apparait arors comme
dépendant de conditions limites diverses :

- importance er composition de l'équipe de recherche
et insertion dans le syslème éducatil ;

- préa!ables expérimentaLrx, méthodologiques et théo-
riques ;

- ouverture minimum du champ sur lequel porte t'inves_
tigation... etc.

Mais les plus difficiles à réaliser sont les conditions
lnstitutionnelles.

Organi.sation d'un système d'observation

Sous la conduite du prolesseur Lichnerowicz. el
avec le prolesseur Colmez, J'ai étudié ces conditions
llmites (cf. Brousseau 67 et Brousseau, Cotmez, Becker
68). Les IREM me paraissent une réponse adéquale aux
problèmes soulevés par l'observation, bien que peu
d'enlre eux aienl pu réaliser l'ensemble des dispositils
préconisés. Les progrès sont lents mais réels et ils
seraienl lmpossibles dans d'autres struclures.

Je renvoie les intéressès aux textes londamentaux
de I'IREM relatils à la création de l'école Jures-Michelel
pour I'observation, à ceux décrivanl le fonctionnement
des dilérents groupes du centre d'observalion (infor-
malique, didactique, technique, A.V.), des groupes de
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recherche sur l'enselgnement élémentaire el du aéminâlre

de didactique du groups d'enselgnemenl (D-E.4., st8ges

IDEN, PEN. etc.).

L'inredace de t'IREM avec tes lnslltutlons n'8 pas

talt l'objet d'une description lormelte. ll est néanmolns

conçu comme un syslème comportant un certaln nombre

de Jauges de contraintes. ll permel la réalisation des

observations souhaitées et la circulation des demandes,

t'évatuation des résultats et surtoul la prise en charge

et la hiérarchisation des problèmes'

Je considère que ces réatisations lont partie int&
granle de l'acrivité des chercheurs, commB c€ seralt

t"caspourlaconcepliond.unappareilnouveaude
recherche en physique-

ll n'esl pas nécessaire que la même personne

contrôle un tet système- Mais si elle n'est pas imptiquée

dans un système de ce type, elle peut s"égarer très vite.

L'observation est bien plus une entreprise colleclive
qu'une activité personnelle. c'est pourquoi des débats

comme ceux-ci sont très importants'

Méthode

Lesujetd.uneteçonètant{ixé.lesdillérentes
équipesqUivonltravaillerà|'observationsontconsti-
tuées : groupe didactique, groupe enregistrement' groupe

chronique, groupe évaluation et observation'

Legroupe.didactique'apourbutd.adapterl.ob..
servationautravaildel.annéeetde!arendrecompatible
avecleprogrammeofficiel"llveutsusciterunphénomène
de laçon pié.iru, reproductible, et I'observer' ll va donc

dêterminerd'unelaçontrèspréciselesmolivationsatten-
dues avec les consignes données par le maître' le temps

detravailpour,lesenlanls,lernatérietutilisé.Ce
matérielutilisépartemaÎtreetlesenlantsobéltàcer-
tains impératils 

-: pil exemple, ll doit être assez grand

pour êtie visible à l'écran de télévision. Le déroule-

ment de la lefon est donné dans ses moindres détalls

sur la fiche diàactique' Cette liche est donnée à tous les
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observateurs, avant la leçon, pour qu'ils en prennenl

connaissance.

Durant loute la leçon, le groupe r €nr€lfistrement '
assure la retransmission son, imag e, repérage de séquen-

ces et l'enregistrement de tout ce qui se passe dans la

salle.

Le groupe I
suivie dePuis la
lermé), sur une

chronique ' rend comPte de la leçon

salle (ou par I'intermédiaire du clrcult

simpte fiche d'observation'

Le groupe ' évaluation et observation ' €st chargé

d.établirlesgrilleSd'observationetdelesutiliserau
cours de la leçon. Après la leçon, ce même groupe es!

chargé.dudépoulllementdesrésuttatsetdutraltement
lmmédiat des données. ces grltles, dillérontes pour cha-

;;" séance d.observation, doivenl permettre de repérer

tesditférenresdécouverteslaitesparlesenlantsetleur
propagation au sein des groupes' Selon un code déter-

miné à t'avance, on y note les communlcalions de l'émet-

leur, du récepteur, le contenu de la communication (ver-

bale ou non verbale).

A la tin de la leçon, les travaux des enlants sont

recueillis. les chroniques, les grilles d'observatiori sont

rassemblées. Ces documents ajoutés aux bandes de

magnétoscopeetmagnétophoneconstituenllematériel
de base qui permeltra de nombreuses analyses'

Concluslon

Nous avons essayé de répondre à un premier lot de

questions relatives au ' pourquoi !' au ' quoi ' el au

- cotnrr€nt r, €t de montrer que I'on ne peut espérer que

les rapports oùr"*rreurs/observés s'établissent nalurel-

lementetnalvementendehorsdelaproblématiquescien-
tifique. L'observation se construit ' contre ' le système

observé.

ll reste maintenant à s'inléresser au ' quoi !' au

r pourQUOl ' et âu r cofflment ''
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tI. _ PROBLEMES D'OBSERVATION EN DIDACTIOUE
DES MAT}iEMATIOUES
TION

1) Les problèmes d'obseryailon sont loufours des
problèmes d'adéquatlon deg moyerrs aux oblecills. c'esl
pourquoi ll laudrait lenler de les classer d'après les
sujets de recherche. Mais nous ne pourrons pas aller
très loin dans celte direction sans exposer tes recherches
elles-mêmes. Nous allons donc chercher d'abord des
caractères distinctifs plus formets, relevant plus de I'ob-
servation des phénomènes éducatifs en général que de
la didactique.

ll est normal alors de relrouver les grandes ques-
tlons regroupées suivant les deux grands courants dia-
lectlques de l'observation :

o d'un côté les problèmes bien connus d'expérimen_
tatlon : lormulation des hypothèses, définition des fac-
teurs, plans d'expériences, lests problèmes de repro_
ductibililé et de comparalsons de méthodes, elc. ;

. de l'autre, les problèmes de définition de cholx
des observables, de constitution, de recueil et d'anatyse,
des produits de I'observation, de généralisabilité... etc.i

Le premler point de vue esl à la lois plus classique
donc mieux connu, plus difficile à mettre en ceuvre en
dldactique et moins prometteur que te seconO. Ja
partage à ce sujet le polnt de vue exposé par J. Cardlnet
dans r coffipâraison de méthodes pédagogiques ou ana-
lyse du syslème scolaire ,. Je n'en parleral donc pas lcl
aujourd'hul. Mais puisque I'observation se concrétise
lors du recueil de ses produits nous allons commencer
par étudier les méthodes de saisie des données.

2) L'observatlon, sulvanl les méthodes de aalsle de€
données

Elles sont très variées, nous tes rappetons pour
mémoire.
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Les tYPes de Wrighstone (1960)

Elles sonr timitées aux méthodes directes de cholx

des comportemenls et elles compÔrtent :

Leslechniquesd'échantillonnagetemporel(Time
samples). ll s'agit de . cofltrôler dans de courtes pérlo-

des de temps l.apparition bu I'absence de lormes de

comporremenls objectivemenl détinies ' lnventaires.

questionnaires d'observation (check-list) et grilles d'ob
servation (schédule) qui dillèrent par I'existence d'un

codage systématique.

Leslechniquesd.observationetdeiugement(rating
mélhods):enregislremenldeiugemenlssurdesêchelles
d.évaluation : déscriptives (rating scales) graphiques. de

cortespondance homme à homme, numériques"' techni-

ques de rangement, de comparaisons pairées et de

choix forcé.

Ces méthodes onl un très grand succès ;

Colin Power rapporte que 2OO systèmes ont été

dévetoppés, de f açon f ugée trop indépendante' pout

analyser séparJ."ni, thélas), les systèmes cognitils' al-

lectilsel(Flanders).lescatégoriesd.échanges(transac.
tions) inteltectuels, (Eggleston 75)' 73 de ces systèmes

sont décrits dans Irliiror-ot Behavior dont I spéc\aux poul

res crasses scientifiques ; eiles permettent de iuger toutes

sorres de variabres mais principarement les qualités du

'maÎtre ou de la classe' On a développé de mème des

grillesd'analyseducomportemenl(Fischeret'Power)el
du discours (Goulthar et Sinclair) ' le plus souvent les

utilisateurssesontcontenlésdel'accordentrelesob-
servateursetdelalidélitédesobservationscomms
marque de liabilil6 ', dit Power' La question de pertlnence

est souvent posée de laçon sommaire'

Lesc/assilicalionsdeDeLandsheereelDeKelele

DeLandsheereplacel'observationdansunproduil
de 5 variables :
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toncllon (prédlctive ou descrlptlve)
mode (dlrect ou lndirect)
méthode (monographle, étude de cas (case study)
méthode des cas (case metho{ l'étude (survey) l'enquête)
le lleu..(sur le lerrain, en laboratolre)
le temps'(longltudlnales et.lrensversales)

De Ketels (1976) les classe plus finement sulvant les
caracléristiques londamentales (systématlque vs non,
lntrospective \ls allospective, narrative vs attributive).
Le s'.imulus (objet perceptil ou évaluatif) la répo.nse (no-
tation lmmédiate ou dilférée) la situation (naturelle ou
créée, manipulée ou..non) la place de l'observaleur (par-
ticlpant ou passil, perçu ou non), le temps (longiludi-
nale continue ou poncluelle, et transversale) enfin'sui-
vant les attributs qu'il classe en slimulus (signes ou
catégories) exclusif s ou non, exhaustifs ou non, unidi-
mensionnels ou pluridimensionnels.

Et en rêponses : (unités recoupées ou non pat
I'observateur, échanlillonnées ou non, échelles ordinales
ou nominales).

3) Problèmer d€ sémlologlo : la détermlnatlon dea
obfets étudlés 

i

C'est un des problèmes les plus délicats et les plus
négligés.

Le découpage en acles et en séguences

Pour toutes ces méthodes il est nécessaire de dé-
couper le lemps pour oblenir des séquences. Cela se
fait soit arbilrairement (en tranches de trois secondes -par exemple) soit suivanl le discours (par phrases) soil
suivanl un système plus complexe se rélérant au fonc-
tlonnement du maître pil exemple.

ll laut que un inlervalle de temps soit suffisamment
long pour. gue les objets pertlnents de l'observation y
soienl ldentifiables (le dit. I'lntenllon..J et sulfisamment
court pour contenlr la minimum d'lnteraclions afin de
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pouvoir assigner un même élal aux ditférents systèmes
en présence. Ce n'esl pas toujours taclle.

On peut aussi demander à des prolessionnels de
proposer un découpage. On s'aperçolt que les obserrra-
teurs découpent de la même taçon des séquences lmpor-
tantes lorsqu'elles correspondent aux prévlsions de la ticha
didactique mais que l'accord ne subsisle .pas au nlveau
d'un découpage fin. G'est que I'observateur . lit ' le d&
roulemenl de I'actlvité dldactiqu€ comme on lit un lilm,
en le découpant en scènss pour reconstiluar un sens à
partir du texts avec des syslèmes et des codes lmpllcites.
Comme telle l'observation relèverait aulant de sémiologie
que de I'analyse de sy$tèmes, ll s'agit d'étudier un tan-
gage. Le découpage décldé par le maltre lonctlonne
comme te montago d'un fitm, ll crée des unltés de aens,
des . signes D qul ne devralont pas être analysés aeu-
temenl suivant le découpage technlque mals aussl aul-
vant !e sens ctê6- (christian Mata Langage el clnéma)

Les lralls , oblets, relallons el lalts pertinents

Le découpago doit donc lournlr des unités ldentl-
liables, susceplib!es d'être un élément reconnaissable
d'uno séquence p8r exemple. ll dolt donc exlster une
liste d'unités distinctes susceptibles de se produire à sa
place. Nous dirons un paradygme de sltuations didac-
tiques étémentaires. Deux siluations sont distlnctes à
partir du moment où elles peuvenl être opposées par au

moins un trait {présent dans l'une, absent dans l'autre)
pertinent. La distinction esl pertinente sl le remplace'
ment d'une situaiion par l'autre est susceptlble de chan-
ger ta signilication de la séquence (de laçon régulière.
non accidentelle).

Ainsi, la recherche des traits pertinents passe pat

t'analyse de teuis - dépendances ' {des causalités)

Vinrich. Deux moments peuvent diflérer non par un trait,
mais par la présence ou l'absence d'un fait, d'un obiet,
d'une relalion qui dev!ennent ainsi pertlnents (signlfiants

sl I'on veut) dans cetle séquence. ll est clair que lous

les taits ne sont pas pertinents dans un processus.
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Dépend ances, processus

on voit comment à partir d'un processus didactique
entier on esl conduir à inlerpréter le phénomène, ei e
parlir des dépendances (souvenl supposées) à déslgner
certalns laits comme pertinents. ll est at.ors possible .de
combiner ces faits. de cgnstruire des aulomales qul
reproduisent les processus observés.

cette lnterprétalion sémiologique de {'observation
met en évidence qu'il esl nécessaire de partir et de
revenlr au sens global des processus d'apprentissage, en
observanl et en combinant des laits lsolés, même en très
grand nornbre, mème en leur appliquanl tes méthodes
pulssantes de reconnaissance de forme, on n'a pas plus
do chance de reconstiluer un modèle dldacilque qu'on
n'en auralt de construire la grammaire lrançaise à partlr
de l'étude des coelficients de Fourrier de t'enregrstremnnl
d'une voix.

Ceci n'est pas sans avoir des conséquences métho-
dologiques dont nous avons déjà parlé plus haut.

Résultats

On essaie donc d'obtenlr par des procédés objectlfa
les résultals d'observatlon sulvants :

4 Un découpage du temps (de la leçon, ou dea
procossua) en une aulte d'étapes typlques (ou slluatlons
ldentlflées par leurs relallons syntagmatlques et para-

b) Ls dlecours (tranacrlptlon) et I'lnterprôtatlon de ce
dtgcourg, (détermlnatlon des slgnea et laur arliculation).

c) Une caractérisation des étapes et une rélérence
à des types de sltuations- Cecl lmplique

L'ldentlilcallon des étéments en présence el de leure
rolatlons synchronlques : états des élèves, du mallre,
étapo de la connaissance. objectil conlractuel de la
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r6quence, lrsage prâvt des productlons de l'élàve,
comportôments acceplés, lnlormatlons connues ou lgno-
,Féæ, rnollvations, résultals de l'étàve.

La conslruction de paramètres approprtés.

{ Une llsle de condltlons da successlon de ces
cltuallons : condltlonr cognltlves, affecilves. lingutstiques,
lnformatlonnelles, matérlelles - ce qul lmplique une étu-
de des relallons dlachroniques enlre res éléments des
sllualions : succosslons de comporlements, analyse des
productions verbales, écrlles, graphiques des élèvas,
dana leur dépendance...

e) Une llsle de condllions de reproduction des pre
cgssus obsorvés.

Condillons optlnales

ll s'agll alors de rechercher les modèles d'élèves, de
maltre, de projet didactlque, de la connaissance mathF
matlque, des plocessus d'apprentlssage qul permettront
d'expllquer ce qul s'esl produil et les lacleurs sur les-
quels on peul agir pour laire apparaltre des .ditférences
(éventuellemenl pour optlmiser). Cecl appelle deux re-
marques que je soumets à votre rétlexion. Le détour
lhéorlque el méthodologique proposé lcl est nécessairo
à l'amélioration de I'enseignement : les lentatives de
procéder de laçon empirique, pas à pas ou de ne jouer
que sur un petit nombre de lacteurs, ont échoué, c'est-
à-dire ont donné des résultats molns bons. Les méthodes
classiques sont localement optimales.

Par contr€r. on recherche trop exclusivement à recou-
rlr à des modèles quantitatlls. ll est très possible de
ralsonner malhématiquemenl sur des modèles qualitatils
dans la voie ouvede par Thom
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4) L'oboervrtlon rulvanl ler typ€ d{r rectrcrchc

Je no connals pas de classltlcatlon des rechercher
qul donne une typologle des observatlons. Pour ma Part
f'essaya de sltuer les recherches 'gelon qu'elles porlenl
prlncipatement sur le lonctlonnemenl ou les caractérlgtl-
quos des systèm€s en présence ;

- sur des processus eux-mêmes ;

- sur des lacleurs â" discriminallon ou d'optlmlsallon
qui permetlent d'expliquer et de classer les processus
eux-mêmes.

Dans le premier cas on a des analyses d'automales :

l'observalion c'est le recueil des entrées et dos sorlies.

Dans te second .â, on a des analyses de suites
d'lnteractions d'autornales, les observations portent sur
dos . super-signes r colrttre ll esl indiquô cl-dessus.

Dans le trolslème cas, I'observation peut prendre des
lormes très diflérentes : comme on poul le voir dans nos
travaux sur I'apprentissage des algorithmes, les variables
lntormationnelles ol les obstacles épislémologiques.

ilt. - ANALYSE DES pONNEES SUR l.A DIDACTIOUE

Pour mémoire, ie renverral à :

1) Lor structur€s mathématlquer des dornée. (Brous-
Eeau 70). Les données s€ présentent sous lorrne, soll
de texles codés ou en langue naturelle, solt de tableaux
à trois dimensions (sujets, variables observées, moments).

Un même corpus peut être lnterprété de diverses
manières, ce qui permettra diflérents traitements,

Les lravaux actuels portent sur les méthodes permet-
lant de manipuler et de structurer les marges (sujets,
variables..J, soit a priorl avant lraitement : solt a Pos-
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teriorl d'après les résultats; cela réclarno la cr$atlon
de langages en vue du traltement lnlormatique'

2) Leo mélhodes d'antalYae

Voicl le plan d'un ouvr"g" "n Gours de réalisalion à

I'IREM de Bordeaux qui monlre la variété des méthodes

et de problèmes : observation, Recueil des données.

Geslion des données et recensements, Analyse des don'
nées, laxinonnies et correspondances. Tesls d'hypolhèses'

Méthodes bayesiennes el liduclaires. Analyse des dépen-

dances, méthodes ordinales, etc., Analyse du discourg,

simulations et modètes. évaluatlon 'et docimologie, mo-

dèles mathématiques de gestion didactique'

On y retrouvers la trace des deux lendances en

analyse des Osnnee= algnalÔes lusqu'lcl' reconnals'

aanc€ da tormes {Bemzaer!), !,anaryse de dépendance

et le test d'hYPothèsa'

Je ne choisis pas entre ies deux' Pas plus qus te

ne les considère comfna da slmptes technlques. Les

rapports d'application des rnathématiques 8u mathéma-

i,{r.: "*rn*à 
à l'extra-mathématique ne sonl Pas co que

I'on crolt : Une méthode esl modlllée par 88 mlse 6n

(Buvro et un auJet d'étude délormé par la môthode utlll-

sée, ou plulôt t;un et I'autre sont réciproquement constl-

tutlfs.
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l. Critigue de lrrrs2gs classique de I'analyse facrorielle :

Considérons un ensemble a de trr guesr ions

binaires (les réponses sonr I ou 0) posées à un ensemble E .de

n élèves- Les réponses,applicarion a x E dans { 0.1}. f ormenr
une rrlal rice booiéienne R-

L' expérimenr al eur envisage d'inr erprér er les

axes f acroliels de R à I'aide par exemp)e, de cerrains caracrè-
les. binaires, arlribués aux quesrions-

A- Pour cela. le plus souvenr. il observe le: quesrions qui

conr ribuent le plus à cer axe el leul cherche des caracrèles
corrlrrrurri Rappelons que cetl e mérhocje est Iondée sur le

tâisonnenrent suivant :

a) Deux quesrions apparaissenr voisines si

leur ciislance (ciu )' pour I'ANAFAc) esr laible. c'esr -à-dire
si les élèves onr eu tenciance à répondre de la mêrr,e-manière
à I'une et à ]'auile.

et /ou b) Deux guesrions Qr el Q2 apparaissent

voisine-. si leu-rs projecrions Q'l €', Q'2 sur le plan 0 >.1 ,2

érudié se iair dans une direcrior, voisine de la direcrior, du

seFrnenr qui '1e.. joinr c'est-à-dire si les diffélences de réponse:

à ces quesl ions conr ribuent peu à dif f érencier les élèr'es selon

ce-< deux iact eurs... Donc les dif f érences entle ces guesrions

imporr ent peu dans ia dét erminarion des caractèIes de cer

axe, en regard de ce qu'elles ont de commun (fig.l)

axe 5

./ .rîat
Qt.f' .'

{{'s,,

axe 2

axe 1
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B. En première approche cerre méthode permet d'attirer
I'attention du chercheur sur un petit nombre de questions

influentes et de simplifier la recherche de caractères communs.

Mais il est clair que les effets résultant d,un caractère commun

agissant peu mais sur un grand nombre de questions, risquent

d'êt re sous-évaltrés. Pour corriger les hypothèses issues de ces

observations locales er a posreriori, il est classique de .carsidé-

rer les caractères envisagés comme des élèves supplémentaires,

donr les réponses à chaque question seraient la présence ou

I'absence du caractèle à cette question-là-

La position de cet élève

de questions indigue dans quelle

non spécif ique de I'axe étudié,

toules les questions.

Exemple : Considérons la série

à propos de"I'apprentissage de

fictif par rappon au nuage

mesure ce caractère est ou

certe fois en fonction de

de questions posées à élèves

l'énunrérationt', par Blanca

de \/ILLEGAS (fig.z)

opi
*PN

Fig. 2

L'examen de ces questions fait penser à un caractère

opposant les questions, suivant la grandeur des nombres qui y
figurent :'PN"1 questions à petits nombres (absisses négatives),

GN : guestions à grands nombres (absisses positives). Un

autre caractère se propose ainsi : OP : questions comportant

une opération arithmétique, NUM : questions sur la numération

Peut-on donner une signif ication à .cette proximité de PN

avec DP ?
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Elle parart exprimer que les élèves gui s?nt caracté-

risés par un comportement commun aux questions trsur les

opérations" sont aussi caractérisés par leur comportement sur

les questions "à petits nombres"- Après un examen plus appro-

fondi des quatre hypothèses possibles (puisque les comportement

sont binaires, l'échec aux opérations est lié à l'échec aux

petirs nombres, la réussite aux opérations est liée à l'échec

aux petits nombres, etc...). On peut conclure par exemple que

les élèves qui ne réussissenl que les questions à petits nombres

(et qu; sont donc caractérisées par elles) sont ceux qui ont

tendance à échouer dans les questions 'rsur les opérations"-

C'est au . moment du passage de la constatation

inr erne au questionnaire à une conclusion plus universelle que

le problème se pose : Peul-on en conclure que la méconnais-

sance de la numération joue un rôle dans l'échec au calcul

des opérations ? Remarquons gue la méthode classique

d'ANAFAC ne donne aucun moyen de répondre à cette guestion

ou de conr rôler la validité d'une conclusion à ce sujet. Elle

se borne à constater la proximité et à lui attribuer une certai-

ne importance par rapport aux autres ttexplicationsrr, Peut-on

aller plus loin ?

Deux hypothèses se présentent :

1. La première : La proximité est due au comportement des

élèves: par exemple ceux qu; sont caractérisés par un com-

portemenl de réussite aux questions comportant de grands

nombres sont ceux qui ont tendance à réussir aux questions

de numération ; mais I'hypothèse que ce sont les réponses

des élèves qui déterminent la proximité impligue gue la projec-

tion du nuage des réponses sur la plan déterminé par les

deux axes (GN-pN), et (op, Nuu) a une inertie importante,

et un axe d'inertie 
^ 

incliné par rapport à ces deux axes

comme le montre par exemple la figure 3.

...t-..

tt



394

s:xe 2

Fig. 3

Les projecrions sur ô de GN et de NUM drune

part et celles de Op et PN d'aut re part, sonr voisines à

cause de cette disposition du nuage, imprévisible en dehors

de I'expérience.

Cette liaison peut jouer un plus ou moins grand

rôle dans I'explication de l'inertie totale du questionnaire. Si

I'on examine le premier plan principal, les projections de GN

et de Num peuvenr être plus ou moins proches. Exemple, sur

la figure 4 oir le plan (CN, pN), (OP, Num) esr le deuxième

plan principal.

figure 3 est dans le plan formé par les axes 2 et 3.
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2. Mais il peut se présenter une autte hlpothèse : la proximité

- attestée par les résultats - est due à un agencement mal-

heureux du questionna-tre : PaI exemPle toutes les ltopérationsrl

portaient Sur des trgrands ngmbresrr... de sorte que toute

caractérisation par I'un impliquait une caractérisation par

I'aut re.

Dans ce cas on observera évidemment un extrême

aplatissement du nuage contre I'une des bissectrices des axes

(CX PN) er(OP Num)et si on considère ces derniers a priori

comme orthogonaux comme dans le premier cas, On risque de

conclure de la mème manière : rtLes élèves qui maîtrisent

GN, maîtrisent les. questions de numérationrt. c'est exact !

mais cette déclaration ne caractérise gue les questions de

CE questionnaire. Elle nta aucune portée générale, aucun

fondement expérimental et elle était conlenue dans les ques-

tions.

C'est ce qui risque de se passer souvent avec la

pratique classique oï.r des t'élèves" supplémentaires représentent

les caractères qui sont envisagés au coup par coup.

ll esl donc indispensable d'examiner les liaisons

des caractères a priori, et a posteriori afin de n'attribuer à

I'observation que les variations de distance et non |es distances

elles-mêmes.

Il. La méthode proposée-

Elle consiste :

1.) à établir pour tout caractère explicatif envisagé un vecteur

binaire (éventuellement numérique) qui représente la présence

ou l,absence de ce catactère pour chacune des questions

posées (comme pour en faire un élève supplémentaire).

Et ceci, que le caractère soit envisagé a priori ou

a posteriori.
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On obtient ainsi pour les c caractères envisagés

une matrice booléienne MA de dimension c.m.

2o) A faire une analyse factorielle de MA semblable h celle

que lton effectue sur R.

Avant la présentation du questionnaire, cette analyse

permet à I'expérimentateur de s'apercevoir des liaisons intro-
duites a priori par le choix des questions. Par exemple deux

caractères ne peuvent pas être distingués parce qu'ils sont

présents et absents en même t emps- Il peul alors essayer en

changeant son questionnaire, soit de supprimer celles de ces

liaisons qui le gènent dans sa recherche afin d'obtenir des

inerties comparables pour les f acteurs qu'il veut étudier et

qu'il considère comme également intéressants

ou, au contraire, de favoriser

certains facteurs par des liaisons assumées. Il peut se former

une idée des limites de son dispositif en regard des explications

prévisib)es.

Ce t ravail est un peu comparable à la constitution

d'un plan d'expérience résultant de la détermination de variables

contrôlées dans les statistigues classiques.

Mais cette analyse se f ait aussi bien à posteriori

sur tous les facteurs envisagés qu'a priori.

3 " ) A examiner la position relative de I 'espace des résultats

et de I'espace "explicatif".

La technique des variables supplémentaires plonge

I'espace explicatif MA dans R. L'examen de la position des

caractères envisagés par rapport aux axes dtinertie et au

nuage des élèves et des questions est classique, mais il s'agit

plus d'apprécier les transformations quront subi ces positions

par rapport à celles qui étaient prévues par MA :

Par exemple, la projection le long du premier axe principal

de MA sur le premier plan pfincipal de R peut écraser le

nuage dans une zone trop petite : ce caractère ne peut pas

alors être retenu pour expliquer la dispersion observée. Par
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contre, un autre caractère, moins bien représenté dans le
questionnaire et donnant une projecticn drimportance supérieure
ou comparable pourra ëtre pris en considération

On peut ainsi mieux choisir parmi les caractères

envisagés malgré un certain déséquilibre dans le questionnaire.

Si la projection de MA toute entière dans les pre-

miers plans principaux de R est trop faible, c'est tout le

s)'stème d'explication qui doit être reconsidéré.

Pour I 'instant cet exam en se f ait ttà I toeil nu" par

la confrontation des projections sur leurs plans principaux de

I'espace MA d'une parl et de I'espace R muni de MA comme

élèves supplémentaires d'autre part.

Une méthode automatique réalisable sur ordinateur

esr à l'érude. Elle consisre à décomposer I'espace R en deux

espaces supplémentaires N4A et MB et à apprécier la parr <le

I'inertie de R expliquée par MA.

Sur I'exemple que nous considérions plus haut on

conclut que :

1o) Les caractères Gl.* er PN ainsi que OP et Num sont ttin-

compatibles" (non pas en principe mais dans le quesrionnaire

tel qu'il est conçu. Ce fair n'érait pas inélucrable).

2") Les caractères GN et Num sont voisins dans la matrice de

I'espace explicari{. Leur proximité dans R ne peur s'expliquer
comme un résultat expérimental.

3") Mais la projection de cerre distance sur le premier plan

principal n'est pas réduite. Il n'est pas déraisonnable de conti-
nuer à envisager I'hypothèse correspondante bien qu'elle n,ait
pas pu s'exprimer dans ce questionnaire.
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En résumé, la méthode proposée vise à recentret

I'analyse sur ce gue ltexpérience apporte à l'observateur

comme informations" nouvellessexpérimentales par rapport à

celles qu'il urilise (trop souvent implicitement) dans son système

explicatif. L'analyse factorielle des cottespondances ne perd

rien de ses principales gualirés : elle stimule I'imagination du

sratisticien er relativise les liaisons locales qu'il observe mais

complétée pil I'anal1'se de I'espace explicatif, elle permet

son meilleur contrô]e de ceTte imagination.

Cette méthode est susceptible de s'appliquer à

I'anal1'5g d'inférence, el probablement à d'autres méthodes

d'analyse de données.
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A PROPOS D"NGEN'ER'E DIDACT'QUE

En didactigue, un problème est une situation didac-
tigue particulière.

,. sIruATl0^JS TTpACTIQUES.

1.1

Une situation didactique est un ensemble de rapports
établis explicitement'eL/ou implicitement entre un é1ève ou un
grouPe d'éIèves, un certain milieu (comprenant éventuellement
des instruments ou des objets) et un système éducatif (le pro-
fesseur) aux fins de faire approprier à ses êrèves un savoir
constitué ou en voie de constitution. La "déterminatiôn,' préa-
lable de ce savoj-r est exigée du système éducatif mais pas
néeessairernent sous 1a forme de comportement et drobjectlfs
opérationnalisés. En fait, dans ra mesure où 1'organisation
d'une activité est intentionnelre et justifiée par son organJ.-
sateur par la désignation d'un savoir dont lt,apprentlssage est
visé €t, même si elre échoue ou dévie dans son objectif, erle
est un objet d'étude pour Ia didactique.

1.2
- & s -l*t*st*g ry -4*4sç t*s* e.

Ces rapports sont établis dans une négocLation dont
le résurtat est vécu par le professeur et l,élève conme un
contrat fixant à r'un contrne à lrautre une sorte de règle du
jeu gui lalsse à chague protagonj-ste un certain nombre de chol:r,
de moyens dractions, de moyens d'informatlon et drobrigations,
dont par exempler un but.

Ce contrat permet de gérer et de découper le temps
didacticrue en séguences de tlzpes variés :

Ytgteatql+eu-

--,so-e+*t*gr - -4e

lours de I'Ecole d'Eté de Didoctrque des Mothémotigues - ORLEANS tggz

.../...
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Exemple I : Une séguence extrèmement classique comprend un
apport drinformationr uD énoncé, une question drélaboration
d'une réponse par I'é1ève, une évaluation (ou renforcement),
une décision didactique du professeur (Ie choix de Ia séquence
suivante) etc...
mais on peut rencontrer d'autres types de séquences où les dé-
cisions sont prises différemment :

Exemple 2 z énoncé, éIaboration de réponse, mise à 1répreuve,
élaboration de guestions, organisation de connaissances, recher-
che d'information, etc. . .
Les principaux types de pédagogies des mathématigues sont ob-
tenus par la mise en avant de certaines des relations ou des
exigences du contrat didactigue avec souvent un écrasement de
certaines autres relations.

1.3 - Modë.Litatian det aituatLont didactiq*g1.

La modélisation des situations didactiques réelles
par des"contrats formels" reDrésentés par les règles d'un jeu
a pour objet de permettre les comparaisons entre ces choix
didactiques, la mise en évidence des cas dégénérés et de leurs
,effets , la production de situations appropriées répondant à

des critères fixés à 1'avance, 1'analyse et la prévislon de

leurs effets.

Le but de ces études nrest pas de promouvoir une

pédagogie : 1'enseignement par objectif, prograrlme, par redé-
couverte, heuristique ou rationnel, mais de rendre compte de leur
fonctionnement et de permettre 1'émergence d'une didactique à

caractère scientifigue.

2 - SI.TUATTONS-PR.OBLEMES.

Les situations probléirnatiques sont cellès gui lals-
sent le sujet en charge drobtenir un certaln résul-
tat par Ia mise en oeuvre de cholx ou d'action dont
1I a la responsablllté.

...1...
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La premLère condition est que oette reBPonsabllité

n,est paSr pendant un certain temps, partagée avec Ie système

éducatif(aveclemaÎtre).EllepeutI|êtreavecdescondisci-
ples par exemple, mais Ie système est provisoirement quasi-isolé

du point de wue de I'information. La dévolution du problème à

I,élève se fait le plus souvent par la communication d'un Énon-

cé explicite mais le problème conune sens POUr I'élève est com-

posé de bien d'autres informations et de bien drautres limita-

tions. D'ailleurs ie sens du problème pour Ie professeur est

fort différent lui aussi.

La situation problématique la plus générale comprend,

des relations d' j-nteractions du su jet avec un milieu physi-

gue (un système non anticipateur, qui ne fait pas dépendre ses

réponses d'intentions ou de finalités)
des relations d'intereommunications avec d'autres sujets,

ces relatj-ons elles-mêmes ClaSsées en trois catégories z

. des relations de formulation qui ont pour objet

Ia communication d' informations

porrer r" .;"TÏÏ::":i::",::.:î:::::"î;"ï:.:"::,::1":'ÏÏ.
. des relatj-ons d'institutionnalisation qui ont pour

objet de Poser des conventions'
Bien cnre c€ gu'cndésigne par "problème" dans ltensel-

gnemelt ne mette traditionnellement en scène gu'un seul acteur

effectif, 1'élève (Ies autres pouvant être évogués, simulés

intériorisés, etc...) il est possible de réaliser des problèmes

par Ia mise en scène de partenaires divers'

? 
'-? - - -U..4'eLltqt|e.ry -4e! -PLsbLsaga'

Dans ce cas, lê problème se rédult à une lntérac-

tion du sujet avec un mllieu réel ou supposé introduit Par

Iaconsiqne.Larègle,explicltementout.rnplicltementconununl-
quée lul donne les moyens dtenvLsager

Ies divers états possLbles du jeu X

Irétat lnttial iEx

Si tuationn aua6i- itoLë-et---:::-::----.
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. I'application de
vers I'ensemble des parties de
permis dans chaque cas I = X

x
. I'état final ou I

Irensemble X des états du jeu
E gui définlssent les choix

+ q(x)
-+ r (x)

es états terminaux t
r(t) = Q

. une fonction de préférence, définie au moins sur
1'ensemble des états terminaux
c A chaque coup, Ie joueur effectue un choix c'est une applica-
tion qui fait correspondre à 1'ensemble des états permis dans
un coup donnér uD de ces états
. Lrautre joueur : "le milieu" établit à son tour certains
états du système gui, évêntuerlement, peuvent être lus par 1e
sujet conme des informations, des rétroactions sur son action.
. L'alternance des coups est fixée par une fonction appelée
Ie trait.

cette interprétation d'un problème permettra de met-
tre en évidence si c'est le cas

quelles décisions doit prendre 1e sujet
quelles anticipations i1 peut faire
et s'i1 peut en observer et juger les effets
combien de tentatives pourra-t-il faire... etc

Dans cette modélisation le sujet se manifeste par une
suite de choix gui, avec les réactiôns du milieu constituent
une partie.

L'interprétation des "procédures de résolutions,'
observées se fait par confroniation aux stratégies et aux tac-
tiques que I'observateur peut imaginer, expliquer, et dont il
peut étudier les caractéristiques.

Une stratégie est un ensemble de choix défini sur
I'ensembre de tous les ensembles d'états permis â partir de cha-
gue état possible du jeu et qur, à chacun dreux, fait correspon-
dre un état préféré - une stratégie étant déterminée, Ie com-
portement du joueur est fixé jusgu'à la fin de Ia partie
quelle qu'en soit I'issue.

? ,-1 - - -Ae 4g[ttst tgr _4 g _!'_ gt?v g

.../...
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Les c_onnaissaqçes du joueurr ou son informatlon lul
permettent de modifier les ensembles drétats dejeU gu'iI prend
en considération et de réduire les chol-x quril envlsage. De

cette façon, une représentation - une collectLon de connalssan-
ces - peub permettre au sujet, de réduire entièrement son "1n-
certitude" en ne lui laissant accepter gu'une suite de décisions,
sa solution. Mais on peut observer aussi des solutions à Irinté-
rj-eur d'une représentation qui ne réduit pas çntièrement I'in-
certitude du sujet gui prend alors une décision au "hasard". Les
connaissances peuvent aug-menter f incertitude du sujet en lui
faj-sant envisager de nouvelles possibilités non explicitées dans
1'énoÈcé; I'1. Ratsimba-Ra john a étudié Ia façon dont certaines
connaissances s'organisent en conceptions (ou représentations)
différentes en utilisant èe vocabulaire-

2.4 - Le

Ce poi-nt- de vue ne peut permettre la tentative de
donner un "sens" aux activités de I'élève et à ses représenta-
tions et inversement aux situations didactiques. Dans }e premler
cas, ce sens est caractérisé par 1e couple formé du choix effec-
tué et du paradygme des bhoix rejetés, pâr Ies conséquences pré-
visibles du choix et par divers caractères des stratégies rete-
nues.

Le sens pour 1'élève peut être évidemmentdifférent
du sens pour Ie maitre, comme iI peut être différent avant et
après une acguisition. 11 est bien str gu'iI ne sragit que
d'une modélj-sation pour une approche. Le lecteur trouvera un
exemple de lrutilisation de cette modélisation dans Iranalyse
cllhique dans Gaë1 (Brousseau (I982)).

3 - Ul.J EXEM?LE.

Avant de dégager de façon plus préclse ce crue nous
attendons drun problème, nous allons donner un exemple en
montrant lrusage qul peut être falt de cette approche, non seu-
Iement pour décrire un problème, mais pour le modlfier, pour en

fabriquer de nouveaux' 
-/.-.

ôen8.
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2,.1 - : -Ary -')pLs\&gry g') -e&sttis,! g -4e -!o-s!tLsgt19.ry,.

Prenons un problème banal de ceux proposés couram-
ment aux enfants de 6 à 8 ans

(1) "L2 tulipes
les autres sont
ches ?"

ont poussé dans mon jardin, 7

blanches. Combien y-a-t-il de

sont rouges,
tulipes blan-

Ce problème est le plus souvent I'occasion, poul:
1'élève, d'une ou plusieurs des activités suivantes :

a) 11 doit prendre 12 jetons, mettre 7 d'entre eux
de côté et compter les autres.

a') 11 doit dessiner 12 tulj-pes (ou douze traits), it
doit en colorier (ori en rayer) 7. f1 doit compter les autres. 11

témoigne ainsi qu'il a su lire 1e texte et compris "la situation"
(en particulier ce gu'il faut compter) .

a") Il doit réciter mentalement sa table draddition
7 et I, 8 ; 7 et 2, 9. .. 7 et 5, L2, ou même une table de sous-
traction 12 moins 4,8.., et donner Ia réponse... 12 moins 5,
7... 12 moins 1 ; 5.

a") II faut compter à rebours sur ses doigts
L2 1l r0 9 I 7 6 5

| 2 3 4 5 6, (rarement utilisé aujourd'hui)

a'") 11 doit calculer Ie complément : 8 9 f 0 11 Lz
(éventuellementsursesdoigts) 123 4 5

b) 11 doit écrire une petite conclusion conme 3

"fI y a 5 tulipes blanches", ou bien, plus difficile, mais plus
rituel, "nombre de tulipes blanches : 5".

c) fl doit identifie.r une opération qui associe les
données au résultat. Ici, iI prétendra gu'iI faut faire une

soustraction.

d) 11 dolt désigner le résultat, d'abord à I'aide
de cette opération 3 "12-'7", puls directement *5rr et écrire
1'égaltté "!2-7=5". Dans son esprit c'est Irécriture de 1'opé-
ration à faire et de son résultat et les signes prennent le sens
("je prends"I L2 ("jtenlève") 7 ("je trouve") 5").

(-) (=)

.../...
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e) Il présente son travail au maltre qui lui dit sl
lrensemble de ses activltés est satisfaisant, gui confirme Ie
résultat (gui devj-ent alors juste) ou I'infirme (faux) et Ie
fait corriger en montrant éventuellement ce quril fallalt falre.

Aucune activité autre que at ât, a"t ou ar"tntest néces-
saire pour fournir une réponse à 1a question posée. Ainsi lren-
fant répond à une situation didacLique et selon un contrat impli-
cite mais précis. En particulier, I'association entre cet énoncé

et I'opération à effectuer (attendue, exigée) ne se fait que Par
I'interpréLation verbale ad-hoc (on Ôte quelque chose) rien ne

permet d'anticiper Ies résultats d'un choix malheureux (même

7 + 5 - 12 ne conviendrait pas).

Ce problème est cependant utilisé par les maitres
parmi bien d'autres du même type pour enseigner 1a soustraction.

20
_ _lLqryt6o_\ry4*gry -

Comparons-1e
expligué plus loin). Les

(2)

gry -!t{uq{+sr -p199&?ry 
g 

'.

au suivant (Ie rôIe des crochets sera
auteurs doivent faire ce qui est indigué.

du sac et noter qui a gagné
P

[Jacques]jouent tfOl fois à ce jeu

Il a placé ldes cubes Ee plastigue ]
n

Ies compter s'il veut être str. fff y-en a t52l

sac JquerquBs piècesfl. fJacquesf fp:3tf
d

en a t8l [Jacques] alors essaye de deviner

il y a maintenant dans Ie sacl.

le nombre gu'i1 croit juste

avec [Paul] gu'il a deviné juste
v2

[Jacques] [peudent] compter alors

ans

ues l

D

Bcq

u1

ce sac tP

, o"ÏÈ,lJa

Inu
1es

retire de ce

compter, 11 y

Icombien de pièces

q 11 écrit
iL/ 11 parie

iiv lPaul] et

Ies pièces

iiii/ [Paul] et

!\rriveront-i1s à savoir deviner à chaque

coup ?

Le fait que les enfants puissent effectlvement manipuler les

.../...
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objets évoqués ne constitue pas une différence fondamentale avec

Ie premier énoncé mais désormais Ie falt est précJ-sé (les ver-
sions a et a' Ie permettaient). Au contraire, Ie nombre relati-
vement é1evé de pièces 52 rend pénible Ia solution par le dessin
(a') ou par dénombrement direct.

- Mais Ia réponse de

tats d'une activité
longtemps qu'il sera

une anticipation sur les résul-
(et qui sera effectuée aussi
et contrôIable par 1ui (décision)

Jacgues est
effectuable
nécessaire )

Jacgues choisit une réponse en fonction des informations qu'iI
reçoit mais le caractère "expérimental" de cette réponse est
reconnu par 1'énoncé

Le prix à payer en cas d'erreur est faible et conventionnel
iI est 1à pour fournir une fonction de préférence entre les
choix. Cela permet des démarches d'essai et d'erreur et des

corrections successives

- Mais en cas d'erreur,
guère d' j-nf ormation'rsur

tâche de vérification n'apporte
gu'i1 aurait fallu faire.

dénombrement

1a

ce

l-+lopération I I oPération
ensemblj-ste | | numérique

"L*u'o#"ment 
J=

fig. t

Car, colnme dans Ie premier cas, Ia détermination du

nombre de pièces restantes se fait par une voie (opêration en-
seinbliste puis, dénombrement) différente de 1'opération mentale
visée (dénombrements puis opérations numériques (fig. f).

- Les conditions et 1'objectif de I'apprentissage sont fixées
sans être forrmrlés en terme de reproduction dractivité sans
que soit évoqué le contenu de 1'apprentissage, 1'accent est mis
sur le critère d'efflciènce-

...t...
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3.3 - Va,rtLabl-et de La ! t tss t t o- \ 
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=

tis,lgt.

Les mots entre crochets peuvent être considérés en

fait conrme des variables à la disposition du maitre gui peut

en fixer les valeurs selon 1'âge des enfants et 1'étape de leur
apprentissage.

Remplaçons Ipaul) par le nom d'un éIève quelcongue

ou par'je" si c'est Ie maÎtre qui parle et désignons le pre-
mier personnage par A ; [Jacquesl est B, êt c'est un éIève'
non nécessairement différent de A. des cubes de plastique
est un référentièlE quelconque'; Ipeut] peut être remplacé par

[ne peut pas] qui ensemble constituent Vr. t52l est Ie cardi-
nal de E, appelons-Ie n, un entier naturel guelconque, guel-
gues pj-èces est une partle quelconque D de E de card:i.nal É1.

ici d : = t8l . Le nombre de parties annoncées est N (ici N = I0).

ces variables sont pertinentes à un â9e donné dans

}a mesure où e1les commandent des comportements différents.
Ce seront des variables didactigues dans Ia mesure où en agis-
sant sur e1lesr olr pourra provoquer des';adaptatùons, deS régfu-

Iations, des apprentissages

11 est clair que le triplet (n, d, N) joue un rôIe
important avec des enfants jeunes.

pour n petit,n ( 5 à partir de 6 ans

Ia représentation mentale est susceptible de fournir iffnédia-
tement la solution et rend inutile aussi bien les manipulations
gu'a fortiori les écritures ou les calc,rl"(r).

Pour n conprls entre f0 et 30 r
rt sl d et n - d ne sont pas trop petits

à 5) le dessl-n ou le recours arxx jetons permet des

(supérLeurs
concluslons

./...

(f) Ceci ne

nombres
6 ans la
co0teux

veut pas dlre que I',enfant.apDrend dLrectement les

Par Perceptlon desrrs6nfiguralionsrtmais seulement quraprès

reconnaLssance ou les dénonrbrements sont très peu

(cf . Flscher)
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stres avec 1'exécution d'une tâche pas trop pénib1e nous dirons
peu cotteuse (procédure a')

tsidesttrèspetitparrapportànparexemple
n : = 25 d ' = 3 (a"') Ies enfants peuvent :

a) compter par exemple sur leurs doigts à rebours
25 24 23 22 Procédure arrr

r23
ce gui leur pose éventuellement des problèmes de mise en corres-
pondance : 25- 24 23

r23
mais 1a vérifj-cation est possible pour ceux qui "possèdent"
les connaissances nécessaires- 22 + 3 - 25.

b) ce qui conduit souvent les enfants à utiliser
directement Ia vérification comme moyen de recherche mais alors
ils doivent. 

choisir un nombre plausible comrne complément,

. faire "1a =mcompter jusqu'à éPui-

sement des doigts représentant ce qui est enlevé
vérifier qu'i1s obtiennent bien Ie nombre total
sinon reconmencer (procédure a" )

*'si(n-d)esttrèspetitlarechercheducomPlé-
ment est beaucoup plus "facile" 1'enfant utilise Ie même pro-
cédé gu'en b ci-dessus : il compte à partir de Ia valeur d

jusgu'à n (procédure a"')
Exemple:d=2721 22 23 24 25

tlll
1234

:t si n est grand et sl d et n-d sont assez grands

aussi, 1téIève peut "concevoir" 1'opération qu'iI pourrait faire
mais y renoncer, Par exemple Parce qu'il prévoit qu'eIle sera

trop longue', troP coûteuse et donc peu fiable.
. 1'éIève peut aussi ne pas concevoir 1',opération

gu'll pourrait faire parce qu'iI ne peut pas Ia conduire à son

terme et qu'!l conçoit mal ce qu'il ne peut pas accompllr. Nous

pourrions discuter cette hypothèse et les rapports qu'elle a

avec le passage chez lrenfant du contingent au nécessaire.
. LréIève peut aussi bien str effectuer quand il Ie

connaltr ltn des algorlthmes classlques de I.a "soustractlon",
écrite ou mentale qui s'appuient sur 1a base de numération

.../...
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usue}lé. Cette décomposition permet de ramener les calculs à

effectuer dans Ie domaine où ils peuvent être faits sans dessln
sans dénombrement et sans tâtonnements. Nous avons icl recensé
6 procéduresr oD peut en trouver drautres.

_4s+ -prytçg4t!+gt -

Les domaines que nous avons déterminés grossièrernent
cl-dessus à 1'aide des variables (n et d) paraissent évidents.
Mais pouvons-nous rendre compte de cette évidence à I'aide d'un
calcul de cott, pour chacune drentre elles ? Faisons-Ie à titre
d'exerciee
Coût du dessin:puisqufil faut dessiner tous les objetg le cott
de lrexécution sera par exemple de la forme

c = (c +8) (n+d) + B (n-d) = c,* 2gl n + c

1,.! --- -Le.ryq+rygl

avec

On peut
ration
si

où p est

o Ie prix du dessin ou de la suPPression d'une

B le prix du dénombrement d'une barre
faire entrer en ligne de compte Ia fiabilité de

et calculer 1'espérance de Ia variable aléatoire
G est Ie gain dans un Pari gagné

E la perte dans un Pari Perdu
N te nombre de parties jouées

k Ie nombre de parties gagnées

pk Ia probabilité de gagner k parties N

X le gain au cours de N Parties alors
N

E(X) = X

k=0
N

=F

t3o
N

+ (G + n)*g' k pX - N (n-c)

'E(x) = trf tG P - E (r-P) + cl

probabllité de réusslte dtun calcul au cours dtun

.l n* (r-p)N-r

(kc - (N-k) E) p1 - N c

1a

essal P*

k Pk u*To k Pk - " "*Ïo P1 - N c

On peut supPoser que P est une fonction affine de

e.t de d, cortme c. Alors E (x) (rrra) Ia napp'e gul représente

barre

I I opé-
ttgaint'

.../...
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Ies cotts des Problèmes est un plan (en Posant P = 0c iI vlent
. E-(X) = 1 (Ce + Ee + r) [an + bn] - E

N

coût de 1a recherche d'un complément:dans Ie cas où d est voi-
sin de n, Ie coût est

C = 2cr (n-d)

La fiabilité est très bonne' prenons-Ia égale à I

ti (x^ )'z'
=N

cott de Ia recherche "au hasard" cru Par tâtonnements aveC des

nombres plausibles, si .on admet que 1'enfant cherche "sans

mémoire,,et peut faire plusieurs fois le même choix. soit Y Ia

V.A nombre de tentatives Pour trouver Ia valeur exacte' Suppo-

sons gue 1'élève cherche les nombres plausibles dans un inter-

val]e de diamètre 2 d, et supPosons gu'il fasse ses choj-x avec

une probabilité uniforme-

tc - a (n-d)'l

E(x) = 4 cd

11r
T4= fr,'ll-pTz

E(Y) =;. +r i tr-fiti-r
l-= I

_ I i r i-l -= fr, .:r i tz- frl'-' = rb .!,t Pi-r
l_= I zn i_=.1

= rL + ,ri, Pi) = **T # '#'
= *-#-*': t$r = * d

-aF

E(Y) = 2 d

Finalement, on Peut
par des estimations

Et le coût d'un calcul

E(X) = 2ad

estc=2cd

. E(Y) =

drôù

danslecasoùn=0oud=n
coût nul.

il existe une Procédure de

après comparalson de ces différents coûts

des rapports entre le paramètre, dresser
../...
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une carte du domaine de mèilleure effLcacité des différentes
procédures qui a l'allure de 1a figure 2.

-@Lt
(52-48)

s
a

calcul avec I'algorithme
,tr2-3

t

aess:ry)i iâtor.sr,errtè'

Déncmbnsnent à rebcurs

f ignrre 2.

La procédure artrr fournit aux enfants un moyen de vérification
anticipé qui modifie la situation. Celle-ci se présente alors
comme Si, après Ie choix d'un nombre, Pâr exemple 42, avant
que I'enfant parier oD lui disait : "si le nombre que tu dis est
juste, il y a 42 pièces dans ce sac et 8 ici, si tu comptals

Ies pièces, combien en trouverais-tu ? (50). La réponse est-
eIIe juste ? n

En général, il nrest pas nécessaire de formuler la ques-

tlon de façon aussl précise ni rnême de la formuler du tout.

Cette procédure peut apparaÎtre d'aJ.l1eurs, drabord au

moment de Ia vérlfication réelle conme moyen rapJ-de Pour ltun

.../...
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des enfants de prouver que Ie pari de lrautre est perdu. Ltinté-
rj-orisation du procédé de vérification et son inclusion dans Ia
méthode de recherche modifie Ia situation en ce sens gue 1ré1è-
ve peut augmenter de façon décisive Ie nombre de ses tentatives
a n et d constant. De ce fait, la quantité d'information gu'il
aura à traiter sera plus qrande et 1'usage de relations nouvelles
va se trouver économiquement justifiée dans des stratégies aux-
guelles la faible densité en essais de la situation ini.tiale
n'aurait pas laissé de possibilité d'apparaître.

Nous venons de voir que les différentes procédures ne
sont pas équivalentes. On peut essayer de vérifier gue Ies pro-
cédures effectives observées sont conformes aux prévisions dans
les différents domaines de meilleure efficacité calcuIés. Mais
Ie but de ces études est de permettre au maitre de provoquer
I'apparition de procédures nouvelles par Ie choix d'un probtème
dans un domaine nouveau ainsi- que 1'appropriation de propriétés
mathématigues. Voici par exemple une suite de stratégies apparue
dans Ia situation (52-8) décrite ci-dessus, chez un enfant qui
utilisait 1a procêdure de tâtonnements (Gaël). Nous les avons
rangées par ordre croissant d'efficience gui est 1'ordre d'appa-
rition observé (à partir de y)

[c] Essais au hasard mais on peut essayer plusieurs fois le même

nombre si on ne les marque pas ; et si on ne Ie range pas, Ia
recherche drun nouveau nombre devient vite coûteuse.

tÊl Essais systématiques : on essaie les nombres les uns après
les autres jusgu'à l'obtention de la bonne réponse i

35 (35 + I = 43 alors pas 35), 36, 44 (4q + 8 = 521 44

Réponse.

1,.2 - - -Ll*ryIeLyert+ery -49 -pLgp\lgtQ! -ryqtbgvqt*s*e! -et-&gtll
q p pL eryt Lt 4 q s e - ! a- y ! - & q - { o- Ly e - 4 : y ry -ry 

o- 4?& g 
- La p &1e Lt 9 -

1t

rl

tyl Ehcadrement du résultat :

"le choix de 35 donne 43 qui est trop petitr alors 35 est
petit". L'enfant choisit alors 48 par exemPle, iI oscllle
de la bonne réponse sans s'en aoprocher (l.tenfant utilise
plicitemenb Ia monotonie des translatlons).

trop
autour
ici ùn-

t,

rh
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tô] Correction des encadrements : 43 est beaucoup plus pettt
que 52, 35 est beaucoup plus petit que le nombre cherché, 56 est
trop grand, iI faut prendre un nombre entre 35 et 48, plès près
de 48 : on observe gue les nombres proposés sont à I'intérieur
de f intervalle déterminés par les premiers nombres choisis.

I e ] Utilisation de la différence : 48 donne 56 qui est trop
grand de 4, iI faut prendre 48-4 (La procédure a ramené Ie
problème à une procédure effectuable. )

Ces exemples montrent comment une propriété mathématigue
intervient comme moyen de résoudre un problème. Ici ces proprié-
tés sont mises en oeuvre implicitement (1réIève ne pourrait sans
doute pas les formuler et encore moinÈ les prouver).

p n'exige oue Ia capacité de faire une Iiste. Curieusement,tous
les enfants de 7 à 10 ans ne pensent pas ou ne savent pas utili-
ser les listes conrme moyen de contrôIer un dénombrement ou une
procédure exhaustive. Peut-être est-ce parce que les désignations
d'ensembles ont été introduites en tant gue "savoirs" et les
dénombrements en tant qu I activité automatique formeille et non
en tant que moyen de solution de problèmes ou de contrôle d'une
situation y, V, X, étant le premier nombre choisi par Irélève
(par exemple 35 Y étant Ie nonbre visé d Ia diff6rence (nar
exemple Y = 52 d = 8) et f(Xl) = Xr+ d (par ex. f(Xt) = 43.
Si f (Xr) est trop petit (par ex. 43<521 il faut prendre X,
plus grand.

soit que Ie dernier nombre examiné (par exemple ici que

43 : 1ré1ève choisit 48>43
soit que xt : (ex : 38 >35)

mais sans que la correction tienne cornpte d'une estimation de la
différence.
ç) est un perfectionnement de y. La correction tient compte de

I'encadrement du nombre visé entre deux images B

si f (xn_t) (Y et si f (xrr) )v

alors Xn+l est chois entre xn_l et xrr.

ô réclame Ie tral-tement d'un plus grand nombre de données
(par exemple 35 + 43 < 52 et 48 + 56 > 52 alors le nombre sul-
vant est cholsL entre 35 et 48. Cette méthode conduit l'élève à

.../...



4t4

nouveau à une énumération, qul va solliciter et renforcer
sa connaissanee des nombres et de la numération (par exemple,
pour trouver le prédécesseur de 40).

Le modèle irnplicite qui permet de contrôler cette pro-
cédure comprend la topologie de }{ et un "théorème en acte" : la
"translation est monotone" -

e) ici Ia mesure des distances dans N remprace la simple compa-
raison à un repère et la translation conselîve 1es différences.
cette procédure peut être mise en prace par économie et anti-
cipation des résultats de Ia procédure précédente, ou par une
systématisation suivie d.'une description et drune anaryse si
ra situation didactique favorise les attitudes réflexives.

4!spprert*ttsse.

1o) Remarguons que chacune des procédures que nous venons
d'étudier peut s'appuyer sur Ies précédentes en ce sens qu'elre
en est un perfectionnement plus économigue du point de vue de
lraction et moins incertaine, en ce sens qu'eI1e réduit lrincer-
titude, le champ des possibles entre }esquels 1'enfant hésite.
I'lais si la procédure Ia plus performante est oubliée ou-si eIIe
échoue pour une raison quelcongue, Ia procédure précédente peut
être utilisée et donner lieu à nouveau à la création de Ia sui-
vante : I'apprentissage peut fonctionner à nouveau. Les connais-
sances qui sous-tendent ces procédures sont donc prises dans
un paradygme où les unes peuùent rernplacer les autres et leur
servir de sigrnification, de reformulation, de décomposition,
d ' explication. . .

11 est facile drirnaginer comrnent I'utilisation ,de cette
situation et Ia manipulation des variables didactiques (n, d, N)

peut permettre lrapprentissage de la soustraÈtion, non pas tant
en proposant au:K éIèves les connaissances, mais en leur propo-
sant des situations qui leur donnent du sens en les rendant
nécessaires ou utiles.

2o') Pour que lrélève "ccmprenne" l'énoncé, 1I ne sufflt pas
gu'il sache "interpréter" les mots gui y figurent, 11 faut aussl
gu'11 irnagine une manière dry répondre, "gu'il puisse envLsager

.../..
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une solution, au moins partielle à I'aide de ce quril sait
déjà" (n. Douady 1980),gu'iI ait ce que nous appelons, une stra-
tégie de base, même si elle fait beaucoup de place au hasard
(dans notre exemple c fait parfaitement I'affaire). On peut
donc choisir un premier problème dans un domaine tel gue Ia meil-
leure stratégie de I'éIève puisse conduire au résultat, mais au
prix d'un'effort" srùstanciel gui peut être évalué par son coût
(dans leguel lrincertitude j-ntervient). Puisr âu fur et à mesure
gu'apparaîtront des stratégies nouvelles et après que 1'éIève ait
eu la sât:ir3faction de voir son efficacité s'améliorer, Ie maître
peut proposer oes problèmes dans un nouveau domaine.

3o) 11 est clair que pour que I'effort de construction
d'une nouvelle stratégie vaille la pelne, iI faut qu'elle soit
plus eff icace que celle qu'elIe va remplacer, ce qui. impligue
d'une part, guê 1'on pense qu'elle va être utile "assez souvent"
et que 1'adaptation de connaissances gu'elIe nécessite ne soit
pas trop coûteuse.

En falt, cette ad.aptation n'est "bon marché" qué dans
l-e cas de ce que Piaget appelle une assimilation. Mais nous
avons pu montrer ailleurs (Brousseau $976 ) quq ta filiation des
connaissances ou des théories ne pourrait pas être réduite seu-
lement à une succession d'ass j-milatiors et d'apports de petites
guantités d'informations (et c€, drautant plus que 1'on veut gue
1es connaissances fonctionnent comrne solutions de problèmes,
que 1'on veut gue 1'élève participe conrme nous verrons plus
loin etque crest utile au chojx des protrlèmes).

Le plus souvent, une nouvelle solution réclame une
réorganisation des connaissancesr lln changement de point de vue...
Dès lors, il y a tntérêt à choisir les nouveaux problèmes de
telle manière (c'est-à-dire dans un domaine tel) que la nouvelle
solution associée à- la connaissance visée soit beaucoupjlgg
économl-que que l'anclenne, Ce qui oblige à renoncer à de petLtes
progressions réguli-ères le long des varlables didactJ-ques et à

opter pour des sagts infqqnattq4nels suf f l-sants. Toutefol-s, sL

Ia stratégle de base devient vraiment trop tistblenent ineffl-
cace ou impossl-ble, le probLème risgue de nr.avoir plus de aens
pour l'élève (SôUS ma dlrectionr cê probLème a été étudié par
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J.M Digneau (tqeO ) .

Nous dirons que la construction drune nouvelle procé-
dure se fait d'autant mieux gue Ie problème se trouve au voisi-
nage du point où 1'efficacité relative de la stratégie corres-
pondante est Ia plus éIevée.

Cette efficacité relative est définie conme le rapport
entre son coût et te coût de Ia meilleure des stratégies concur-
rentes. EIle peut s'évaluer même si 1'on ne connaÎt pas les coûts
eux-mêmes.

4o) La probabilité de créer ces nouvelles procédures est
une fonctj-on croissante du nombre d'occasions qui sont offdrtes
à 1'élève de Ie faire. On pourrait penser gu'il existe toujours
un N assez grand pour. amener cette probabilité aussi voisine de I
gu'on Ie désire, mais ce n'est Pas exact, et d'autres mécaniSmeS

dj-dactiques doivent entrer en jeu nous y reviendrons plus loin
(tout de même on peut se rapporter à la guerelle entre Chomsky et
Skinner ou plus tard Suppes et Nelson).

5o) La possibilité d'organiser de tels processus a ét.é étu-
diée à plusieurs reprises et à 1'occasion de concepts mathémati-
gues très divers. 11 ne faudrait pas faire de ce procédé Ie mo-

dèle de tout apprentissage de connaissances, mais i1 est certain
que son usage a été quelque peu ignoré.ou nég1igé.

Les méthodes des études visant à rechercher un Proces-
sus optimal sont évidentes mais extrêmement cotteuses,'ce qui
expligue qu'e1les soient si rares (voir cependant Bessot et
Richard (1979 ) . La question de savoir si le processus fait Par-
tie de la connaissance et donc peut être proposé contme un objec-
tif en soi, a été étudiée par M. Darche (gZl ) sans qu'il soit
possible pour I'instant de se Prononcer. 11 est probable que les
problèmes et surtout les processus de filiations tels que ceux

que nous venons d'évoquer sont les moyens drétablir les rapports
constitutifs des concepts et de leur fonctionnement, aussi bien
de leurs rapports syntaxiques (structurels, Iogico-mathématiques)
que fonctlonnels (pragrmatigues ou sémantiques) sans guron puisse

Ies confondre. Au contrairer"l'Oubl'" des conditions dracquisi-
tion de la connaissance doit faire partie du processus de déÈa-

chement nécessaire â la connaissance (je. ne dis pas E l-'abstrac-
.../...
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tion", concept had*hoc gui n'explique rien et qui est à Ia mathé-

matisation ce que 1a vertudormitive de I'opium a été â la théra-
peutique de Ia morphine).

on peut toutefois penser que Ia représentation de Ia
soustraction n'est pas réduite à Ia connaissance d'une stratégie
de solution accompagnée de celle d'un prétendu sens de 1'opéra-
tion gui permettrait de l'appliquer, mais qu'eI1e comporte vrai-
semblablement la capacité de contrô1er plusieurs stratégies en

passant de 1'une à 1'autre selon les circonstances, c'est ce

gui orgianise Ies connaissances en concept-

Remarguons bien qu'il n'y a Pas de différence fondamen-

tale entre la découverte.d'une connaissance et sa mise en oeuvre

par une "compréhension" de la situation. La tendance à 1'écono-
mie favorise le recours à des "automatismes" gui sont aCcOmPa-

gnés d'une perte du sens, c'est-à*dire la cessation d'envisa-
ger certains choix possi-bles. L'acguisition d'un "bon automa-

tisme", crest-à-dire d'un algorithme, permet un fOnCtionnement

où Ie sujet ne fait aucun recours au sens (aux chojx possiblest
donc aux connaissances q-ui les commandent). La "comprêhension"
est en fait 1a possibilité de restaurer certains moyens de con-

trôles (par forcément les mêmes) et d'engendrerles alternatives
à rejeter.

6o) l"laiS I'organisation d'un processus n'est paS "réduite"
conrme on pourrait le croire d'après cette partie de notre expôsé

au choix par 1e professeur d'une suite de problèmes dont la
"réSolution" va produire la connaissance comme une'sorte de

résidu d,activité. 11 s',agira aussi de faire approprier par

1'éIève Ie processus de production des questions et des problèmes.

Au niveau 1e plus bas : la décision de "rejouer", de

tenter une nouvelle fois de réussir, doit être renise à l'él-ève.
Pour cela, il faut deux conditions :

- d'une par! que la situation-Prob1ème sry prête. On

exprime parfois cela en disant gu'elIe doit être ouverte. Ce

terme dont on a beaucoup usé n'a jamais été correctement éclai-
cl et nous devons revenir sur le sens gu'il convj.ent de lui
donner ici.

d'autre Part, 9uê le sujet "entrë dans le jeu" ce

.../...
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gui dépend de I'enjeu - non Pas au sens de la récomPense, mais

au sens du désir, - et de la signification psychologique de la
situation. Le terme de motivation ne convj-ent pas très bien car
il laisse penser que le désir du sujet serait un moteur qui pui-
serait sa source hors du procès de connaissance qui ne serait que

consonmateur de motivation. En fait, 1e jeu avec la situation-
problème peut être producteur de 1a seule motivation authentigue :

une motivation endogène. Nous avons ccmmencé à étudier ce phéno-

mène avec F. Koné (198I). La gestion du désir de 1réIève fait
partie de I'analyse didactigue des processus et de la tâche des

professeurs (voir aussi G. Dumas "I'affectivité en mathématiques")

b<emple : Comparer 1es deux problèmes suivants A et B :

A : "démonLrez gue les trois hauteurs d'un (de tout) triangle sont

sont concurrentes"

B : "dessinez un triangle dont vous tracerez 1es trois hauteurs
en prenant bien garde de ne pas présenter un cas particulier
(j-1 faudra le prouver à ses camarades)"

Le défi; même impticite, est certes un moyen de "moti-
ver" 1'êIève, mais je pense qu'il s'appuie beaucoup plus sur la
structure de l-a situation créée gue sur des attitudes psycholo-
giques. Un défi sur une situation fermée nta aucun'sens et aucun

eff et .
A un niveau plus'éIevé" du point de vue cognitif , mais

de nature très comparable, Ia remise entre les mains de 1'éIève
du pouvoir de "choisir" les questions qu'il va traiter ou

plutôt de les élaborer - va faire I'objet d'une négociation,
celle du contrat didactique,

. Il" est-c1a1r que ce ne peut être ré9Ié Par une

sirnple décision pédagogique de proposer des situations ouvertes
(décision qui ne dépendrait pas du contenu cognttif). La plu-
part des situations didactiques et des problèmes nront pas été

choisis pour faire poser de nouvelles questions quril est néces-

saire d'examineri car dans ces conditions le choix du problème ":'

suivant ne peut relever que de la fantaisie du hasard ou de

I' iôéologie épistémologigue (en particulier de 1répistémologie

scolaire) et a les plus grandes chances de ne rien Produire
d'utile.

../...
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7olL,étudedessituationssusceptiblesdeprovoquerle
démarraged.unevéritabledialectiquescj.entifigueetdIune
authentique genèse d,un concept, sort du cadre de cette étude dans

Ia mesure où 1'On essaie de cerner Ia notion de problème au sens

classique. l"lais iI n'y aurait pas d'obstacles insurmontables à

considérer comme des probl-èmes d'un type nouveau res situations

de communication, dê Pleuve et d'institutionnalisation qui sont

étudiées actuellement par de nombreux chercheurs' colnme moyens

destimuleretdesimulerlesprocessusdegenèsedesconnais-
sances en situation scolaire. I1 faut bien remarquer que ces ty-

pes de problèmes et les dialectiques qui s'y attachent n'ont gue

très rarement et très accidentellement été pris en considération

parlespromoteursdespédagogiesduproblème.of,ils'agitde
faireintérioriserparlesujettouslestermesduprocèsde
connaissance (aussi bien le "sur-moi" cognitif à gui il faut

Prouvercequel'oncroit,gUêl'interlocuteurintérieuràqui
ilfautparlerlelangageconununouquele.'moi''guiréc}ame
sans cesse des actions, desdécisions et des jugements pour "exis-

ter',). Il faut bien ad.mettre que les .'problèmes et les conditions

gui s,y attachent ne sont gu,une partie, essentielle certes, mais

insuf f isante du processus 
rTos, mais aussi

De nombreux travaux par exempleceux de LAKI

ceux de POPPER et de BACHELARD montrent qu'il n'y a pas de

procès standard gui produise toutes les connaissances' Pâr voie

royaleilfautvivrechaqueaventureetlesréductionsnesont
pas plus évidentes que Ies productions'

8o)Eviderrrrrengunmêmetextepourraêtre,selon1|âgeou
le niveau des éJèves, ou selon Ie contrat didactique' obtenu par

le maitre, soit un exercice, soit un problème d'appllcation' soit

un problème au sens classique, OU encore une situation de "décou-

verte,, etc. . . (Mais iI est claJ-r que Ie contrat ne Pernet pas de

rattraperdansunproblèmeunestructuredéficienterÛDchoix
ùalheureuxdesvaleursdesvariables...etc).Irlaisexamlnons'
toujours sur notre exemple comment ce contrat didactique peut à

cepointchangerlanatured,unproblèmeparlIinterventlonde
f idéotqgie éPis '

,l
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proposé explicltement ou
implicitement comme problème d'application '(au sens où Itentend
Glaeser dans sa crassification . cela veut dlre que l'on a
déjà rencontré des probrèmes décIarés semblabres - par exemple
cotnme problème:introductif - et exhibé une solution, gu'on a éri-
gé un problème " semblable'ren'rproblème-typerr- et il a été convenu
qu'on allait devoir s'y référer. Et si I'é1ève ne sait pas faire
Ie problème il est "convenu" gu'on rappellera le problème "type"
et sa solutionr orr I'explication gui 1'aura accompagné pour faire
à nouveau 1'économie dru.ne recherche.

Exemple : 'nous avons rencontré plusieurs fois ce genre de pro-
blèmes soul'iens-toi... par exemple... guelle opération avons-nous
faite ? et ici qu'est:ce q.u'il faut faire au lieu de nous
avons ici guoi ? et on retranche quoi ?... applique la même mé-
thode... fais un c1essin,.."

La règie qui s'impose dans ce discours, crest qu'iI y
a une méthode, gue 1'on a apprise et qu'il faut "appliguer"...
1aque1Ie, pourguoi, guels sont les éléments à mettre en corres-
pondance ? et cela devient "gueIle opération faut-iI faire ?'
Quels sont les signes, les indicateurs qui peuvent me mettre sur
Ia voj-e : la dernière leçon ? les mots inducteurs. . .

Le contrat didactique a imposé à 1'éIèvé une autre pro-
bIématigue et une incertitude exogène centrée sur les raisons
"didactigues" du choix du problème, sur Ie désir du professeur
etc... et pas du tout sur Ia question posée et les connaissances
en jeu.

Ce fait est bien connu des professeurs quir êrl réaction,
dolvent "jouer",pâr 1e choix des problèmes,à casser les idées
fausses "les sous-compréhensions" dirait Pluvinage que leur con-
trat a pu produire.

Par exemple, je vous laisse découvrir la dialectique
erreurs/correctl-ons que peut engendrer la;.-sutte ël'exercices sui-
vants :

t. QueI est te plus Çrand décjmal x tel que

105,001
même question avec

.../..,
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2. Encadrement à l0-5 près de 2,8

3. On sait que 3t25
et que 27rll < y < 27 tJ-z

Quel est 1e meilleur encadrement pour y - ï et I que vous
Douvez trouver avec des décimaux à deux chiffres après Ia vir-
gule.

4. d < # < d + I0-3. ouel est Ie plus petit décimal s'il existe
qui satisfait cette relation ? Le plus grand ? intervalle solution ?

(suiÈ,e de problèmes posés à des éIèves-insituteurs).

Ce deuxième contrat, où chague nouveau problème conduit
à rejeter une erreur possible (peut-être est-ce le "contre-exem-
ple" de Glaeser), est beaucoup plus proche d'une genèse drun con-
cept que le premier, mais il est tout aussj- déformant que lui.
Lranalyse des différents types de contrats qui se nouent et des
raisons de leurs succès et de leurs échecsr eSt à peine commencée

mais iI est clair gue 1'analyse d'une situation-probIème et son
observation de façon guasi-isolée (du système éducatif) donne des
renseignements précieux mais tout à fait j-nsuffisants puisque Ie
contrat change le sens du problème posé.

4 . 8U ' EST-CE QU ', UN PR08 LEME ?

Nous reviendrons plus loin sur les guestions que la
didactique se pose actuellement à propos de ces questions.
Mais il est temps peut-être de se demander maintenant si nous
avons progressé dans Ia direction annoncée. 0,urest-ce gurun pro-
blème ?

4.1

L'approche que nous venons de faire permet de répondre
à peu près à cette question et même cle Ia préciser. Il , s I agit
de savoir ce que Ie professeur ou le didacticien pense que doJ-t

être un problème pour I'élève. 11 suffit de reprendre les condl-
tions gui définissent les situations-probl-èmes et drinCiquer

les llmltations qul- différencient Ie problème, de l'apport
dt Lnformation, de Itexercice... etc...

on peut pour cela reprendre les conditlons de R. Douady

.../...
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."Lténcneé es| faclLe à comprendre" ce n'est pas tOujours le
cas des situations-problèmes qul sont basées sur des raPPorts

socl-aux inhabituels pour les éIèves ou Pour les maltres, comme

par exemple ]-es situations de preuve variables, Ies situations
de communicationsr ou les situations de débats de savoirs".

."La réponse n'est pas évidente" et nous ajouterons que le rapport

entre Ie temps er les efforts consacrés à investir le problème,

à saisir 1'énoncé, à résoudre les problèmes .matériels... et Ie

temps et les efforts consacrés à sa solution doit être assez

faible : Iargement inférieur à I'unité en tout cas'

."Une solution au moins partj-elle peut être envisagée à 1'aide
des connaissances acquises". L'élève possède une stratégie de

base à laquelle il peut penser lui-même ou qui peut lui être
rappelée sans inconvénienL

. Mais ces méthodes de résolutions déjà connues ne sont pas

satisfaisantes : e]les sont trop longruesr ou e1les donnent des

résultats incompletsr ou insuffisants etc'.. Nous ajouterons que

le saut informationnel doit être supérieur à un certain seuil-

. La résolution et son conttôIe dépendent de la maltrise de cer-
tains concepts . soÈt non acguis encore, oU en tout cas non

lnstitutionnal isé s
. soit tels gue le contrat didactlgue ne les

déslgine pas de façon trop évidente à f intérieur d'un paradygme

assez vaste.

cependant pour que Ie temps de résolution ne soit Pas

excessif il faut qge I'incertitude âû sujet de ces concePts ne

soit pas trop faible : I = .t-f(i) aog2 f(i)
la fréquence avec laguelle l-cl Ie concept i se rencontre dans

le processus didactique, I ensemble des concepts entre lesquels

Le cholx parait ouvert à l'élève" Cecl oblige :

soit à en limiter Ie nombre par des indications
didactiques

soit chercher une situation Problème telle que les

rétroactlons de la situation referment Progrressliuænent }e cholx

des élèves, crest-à-dlre leur donne des Lnformations Pertlnentes.
Pour ce1a, les concepts doivent se manifester Par des antJ-clpa-

tlons, volre des:'hlpothèses et le nombfe de tentatives dolt
.../...
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Le temps consacré au

connaissances acguises doivent
blement faible".
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problème et f importance des
être dans un rapport "raisonna-

R. Douady ajoute "1e concept joue dans Ie problème le
rôIe gu'il joue dans l-es sciences ou les pratiques où iI inter-
vient de façon essentielle" certes, mais 1a transposition didac-
tique est inévitable et le problème est plutôt de limiter certai-
nes différences qu'elle proCuit-Or, ce résultat ne sera pas obte-
nu sans un minimum de compréhension de la manière dont fonctionne
le problème pour le professeur.

4.2

Les objets de la didacti-gue se manifestent pas les phé-
nomènes

Ainsi, il faut s'interroger sur Ia fonction que joue Ie problème
dans lractivité de lrenseignant et par rapport à lui et peut-
être tehter de le définir par ceIa.

* Parmi les guestions et 1es "problèmes" que se posent ou gue

rencontrent les rnathématiciens, iln! en a seulement gu'une par-
tie qu'ils considèrent. certainement conrme des problèmes de ma-

thématiques: ce sont ceux qui peuvent se mettre sous Ia forme
d'une conjecture formuiée en langage mathématigue ; iIs s'en po-
sent d'autres bien sûr, par exemple ceux où figurent des termes
paramathâriati-ques, gui suscitent leur intérêt et donnent lieu
à des activités mathématigues gui ne sont pas de résolution de
problème au sens strict.

La résolution d'un problème formulé dans le langage
d'une théorie mathérnatique se ramène toujours à 1a démonstration
drun théorème (soit de cette théorie, soit d'un métathéorème)
de sorte qu'un problème, à ce sens restreint, se ramène à lréta-
blissement d'un théorème A +8.

En ce sens, 1'enseignement drune théorie mathématiqueet
1'enseignement de Ia solution de 1a collection des problèmes/
théorèmes qui Ia composent, sont devenus projets logiquement

.../..
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éguivalents. FaJ-re que lf.élève puisse résoudre tous les problèmes

formulables dans une théorie peut être lrobjectif maximal que se

donne un professeur au sujet de cette théorie" On peut lmag5-ner

que 1'éIève tente d'atteinCre cet objectif par des noyens d'aP-
prentissages ne faisant aucunement appel au contenu cognitif de

cette théorie, pâr exemple par conditionnement et par des procé-
dés mnémotechnigues. Nous aurions ainsi une sorte de degré zêro
de I'acquisition où l'élève saurait tout des mathématiques sans

faire aucunement des mathématiques, sans déduj-re' sans proPoser

de conjecture et6... Bien sûç ce projet est "irréaliste", ne

serait-ce que parce gue 1a moindre théorie possède une'infinité
d'énoncés, mais ce n'est pas seulement pour des raisons d'éco-
nomie gu'i1 faut concevoir autre chose. Lrétude de I'engendre-
ment d'une théorie (ou d'un ensemble de formules) avec des

svstèmes génêrateurs réduits et des règles de détachement (ou

avec oes glgcrilhmee) est aussi dans la nature même des mathé-

matiques.

On peut imaginer un é}ève qui n'a appris que les axiomes

d'une théorie et quir pâr un exercice "de sa penSée", en dérive
naturellement Ia valeur de vérité de nrimporte guel énoncé.

On a,1à encore, uD degré extrémal de 1'apprentissage. L'éIève
possède, presçfue sans l'avoir appris, toutes les "habiletés
mathématiques" : on lui énonce les axiomes et c'est tout.
Curieusement, les deux degrês idéaux et extrémaux de I'appren-
tissage semblent réalisés dans le cas d'un algorithme- Par exem-

ple, à l'aj-de d'un petit nombre d'énoncés (}es formules de Ia
table de pythagorre a.b = c 0 ( a < f0 0<b < f0) et d'un
algorithme (par exemple celui de Ia multiplication) 1'éIève
peut décider Ia valeur de toute formule de la forme a-b = c
a, b et c € N. C'est pourquoi cet apprentissage va servir de

'modè}e", au moins implicite, Pour tous contrats didactiques
spontanés que l'on a obÉervés. Le modèIe se présente ainsi :

a) une partie de la théorie est conununiquée à 1'é1ève, partie
gui conprend un système d'axiomes, mais aussi des théorèmes fon-
damentaux, des définitions etc... crest 1'orqanj-satlon théori-
crule du cours" lnaginons que l'on choisisse une démonetration

de chaque théorème de la théorie et que lron regrouPe toutes

celles qui commencent de Ia même façon, ôt fait ainsi apParaître
.../...
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des trones communs, des embranchements... etc et les énoncés cor-
respondants prennent valeur de théorèmes fondamentaux de certains
secteurs. Cn per-lt aussi imaginer que Iron écrit tous les théo-
rèmes sous Ia forme (A à B) et que I'on mesure I'intérêt drun
théorème à 1'aide d'une forrnrrle du genre f (A =)B) = f (A). (I-f (B))

en notant f (A) la f réquence avec 1aquelle la condition A se présente

te dans 1es énoncés de(cette formulation de) Ia théorie (ou d'un
domaine d'application) f (B) étant 1a frégu.ence de 1a conditon
nécessaire B.On ne retient que les plus " intéressants" . . .

b) Avec cette théorie conmuniquée, I'élève a la charge de domi-
ner un certain champ de problèmes ou de théorèmes. On a pris
1'habitude de considérer ce couple "théorie communiquée,/champ

de problèmes dominés cornme une caractéristique de 1a valeur orga-
nisationnelle d'un cours de 1a puissance d'une introduction
déductive aussi bien que des cjrpacités mathématiques d'un élève.
(gn ce sens les "problèrnes" sont ies théorèmes non enseignés et
non trivialement engendrés par Ie "cours" et fonctionnent comme

une cib1e. Le professeur va souhaiter donner le cours Ie plus
réduit car iI veut qu'une part substancielle reste à la charge
de lractivité mentale de 1'étudiant, mais aussi le plus effica-
9g pos$ible car i1 veut gue le champ des problèmes dominés soit
Ie plus vaste possible" L'élève va tenter de satisfaire cette
exigencer soit 6n développs.nt sa compréhension, ses capacités
de validation, de preuve etc... soit en simulant leurs effets
par des apprentissages par c:nditionnement, aussi bien de con-
naissances du cours gue des problèmes-types... etc.

A première vue, il semble gue le professeur et 1'éIève
puissent collaborer" Ce n'est pas sûr du tout, car la situatton
que nous venons de décrire est en fait en équilibre instable
en ce sens gutaucun contrat- stable nrest possible.

!t Si 1e l-ot des problèrnes-cibles ne change pas et nfest pas

"trop gros", la réaction des maltres Pour !'améliorer" les réSUl-
tats des élèves, est d'augrnenter la long.rieur du cours, et de Ie
prolonger par des technigues appropriées (tours dei,nains, métho-

des, heuristigues etc). Les éIèves eux, augrmentent la part du

conditl-onnement ÇIui, dans certains cas, finit par dévorer toute
(Ies problèmes'du BEPC en France

.../...
actLvité mathématique
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sont tous sur le même modèIe). Un phénomène semblable se produit
si le lot des problèmes est trivial, ou insuffi-sant par rapport
à une théorie "trop" puissante gui transforme en sirnples calculs
ce qui était.considéré comme une "recherche noble". II s'en est
pr:oduit c1e r-p gcrtrJ lorsgue des réformes de struôture''des théo-
ries et du cours a ê.Lé introduite sans que Ie lot des "problèmes
aux caractères di-dacti-ques appropriés" ait été prévu. Certains
problèmes scnt devenus triviaux, drautres obsolettes. I1 se pro-
duit Ia même chose lorsgue I'introduction d'un nouveau point de

vue "écrase" de vieux problèmes.

Par exemple, f introduction de I'aIÇèbre en 5ème et les
problèmes d'arithmétigue de I'enseignement é1émentaire.

:t Si le 1ot des problèmes devient trop nouveau ou trop dur, les
résultats sieffondrent, €t Ie résultat est Ie même si le cours
devient- trop bref , trop 1éger.

Y. Chevallaro et J. Tonnelle ont nontré I'utilisation
gui est faite par les professeurs du ler cycle du fait que les
é1èves doivenL manipuler 1es identités remarquables sans avoir
les moyens de contrôler gu'iIs restent bien dans I'anneau de

polynome souhaité. La factorisation est utilisée conrme. un champ

de problèmes pour "faire faire des mathématiques" aux élèves,
même si Ie jeu est en fait "retrouvez ce que j'ai caché".

11 faut donc constamment rétablj-r un équilibre çfui a

tendance à se rompre, pâr des glissements qui renouvellent Ie
stock des problèmes, et/ou I'organisation théorique et gui
s'opposent à un apprentissage par conditionnement en f avorisant son

opposé. . . la compréhension ?...

On peut observer Ia trace des "ott."tiorr= qui tendent à rétablir
un éguilibre rornpu, non seulement tout au long de Ia suite
chronologique des programmes et instmctions successives' mais

aussi à I'intérieur d'un.'même curricu.lum.

La reprise ou non des mêmes quest5-ons mathématigues

à des moments différents du cursus scolaire, montre comnent,

soit Ie conditionnement, soit la reprise théorique, font dis-

.../. ..
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paraître un tyPe de problèmes du champ visé :

Par exemple, Ies problèmes de "rpg1e de trois" ne sont guère

mieux réussis après l'étude de I'algèbre , des proportions et

rapports, puis de la fonction linéaire et les étudiants ne sa-

vent pas e qEêl grenre de théorie mathématique ils se rattachent
Pourquoi ?

LesprofesSeurschoisissentlesproblèmesdefaçonà
maintenir une certaine entropie didactique gu'ils considèrent

conrme optimale
(r = f (e) 1og2(f (e)) + (I-f (e))Log r(f (e) ) où f (e) est la fré-
quence des échecs des élèves) - Pourquoi ? Quels pouvoirs ont-ils
sur les erreurs ; les sous-compréhensions... Quand leur nombre

s'accroit (I'1.H Salin 1976, N- l"lilhaud' I981)

t 4gçsqveLte.

Dans un Iivre récent, Aiain Bouvier(*) oPpose 1'ensei-
ginement par le problème ou enseignementheuristigue à Ia pédago-

gie par objectifs ou 1'enseignement programmé et aux mêthodes

de redécouverte. Chacune de ces pédagogies met en avant, consi-

dère com11e prioritaire, 1'une des facettes du processus. mathé-

ma.tique;J'enseignement heuristique aurait pour objet de développer

1'aptitude des éIèves à conjecturer eÈ à prouver par les moyens

caractérisés par J.L Higgins (t"tathematics Teaching and Learning):

. apprendre le contenu sous forme de problèmes

. se centrer sur les questions gui incitent I'étudiant à utili-
ser diverses heuristiques
. favoriser une certaine incertitude critigue en considérant

des aIùernatives c'est-à-dire des aPProches multiples auK so-

Iutions
. encourager I'activité de 1'étudiant'

Jusqu,ici les convergences avec les objectifs que Per-

met de vlser I'ingénierie didactJ'que que nous avons évoquée plus

haut sont assez évl-dentes, sauf toutefois sur un Point : 1'uti-

lLsatlon de ce que Higgins appelle "Ies heurlstiques" et sur

lesquelles iI faut revenir ..../...
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A. Eouvier continue : I'enseignement heuristique né-

cessite de la part du maÎtre
quuil aide les éIèves à formuler des problèmes

gu'il favorise I'accès à I t information, qu'il four-
nisse des documents, réponde à certaines (crest nous qui souli-
gnons) questione et aide 1'élève à se repérer

q-Lr'iI pose des questions incitant à approfondir et
à poursuivre quels sont les problèmes gui se ressemblent ?

pourquoi cela est-il vrai ? peut-on 1'expliquer ? Ies solutions
sont-elles les mêmes ?

gu'il incite à des synthèses de résultats Pour en

estimer 1a portêe.

11 S,agit nettement d'inciter le professeur à obtenir
par d'autres moyens que les problèmes, maÎs grâce.aux occasions

gu'ils fournissent, les parties des procêssus de mathématisation
gu'ils ne provoquent pas d'eux-mêmes. Cebte liste de ce que Ie
maÎtre doit apporter est 1'aveu de ce que Ia méthode ne permet

pas de décider ni de contrôler. On voit nettement ici apparal-
tre comme moter:r une "éPistémologie scolaire" gue nous allons
examiner auss1. Ensuite, Bouvier présente Ia nécessité de poser

des problèmes gù'il dit "difficiles". Ceux gu'iI donne eR exem-

ple présenten! en falt, la plupart des caractères des situations
problèmes que nc,us avons énumérés et iI est probable que ce sont
les caractères qui sont rechefchés. Mais lorqu'i-I donne une sui-
te d'exemples du mêrne problème généralisé et reformulé à propo-

ser à différents niveaux (du CM, à Ia terminale), et bien quril
se défende de prôgranrner une redécouverte, il montre explicite-
ment lrintention de provoguer un processus dont il donne, sinon

les étapes, du mCIj-ns les éléments (observation, choix de cri-
tères, classifj-catj-on, émergence et formrlation de problèmes,

étude, résolution d.ans un cas Particulier puis dans drautres
cas, observation, etc) et qui relève drune conception épis-
témotogique à exaaliner. I1 apparalt clairement que I'enseignant
aura à charge de'trouver et de proposer des situations où I'é1è-
ve devra choisl"r des critères, prendre des décisionsr se Poser
des problèmes" mais s'11 consldère ce projet conune un mgyen

d'atteindre ce but comme dans oltenselgnement par redécouverte"

.../...
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s'il prévoit les effets de la situation, alors, iI s'enferme
avec 1'élève dans "une séquence progfranunée" qui ne "dlffère
guère des méthodes traditionnelles et dogrmatiques" conune Ie dit
HigginsCelui-cisignale que ce danger guette 1'enseignement par les
problèmes - qui n'est pas une pratique systématique des devi-
nettes.

Ce texte montre clairement plusieurs phénomènes.

t. En jouant sur ce que la méthode proposée ou mise en avant peut
produire et sur 1es obligations à Ia charge du maÎtre, les diffé-
.rentes pédagogies peuvent facilement changer de casquette. Le

prosélyte de chacune d'eIles peut charger les autres des méfaits
dont il veut se défendre. Ceci montre q"ue ces méthodes n'assurent
pas Ie contrôle de leur!; propositions mais le remettent au bon

sens du professeur, tout en s'attribuant les vertus gui "devraient"
en décou1er.

2. 11 apparait un obstacle à Ia prise en charge du projet didac-
tique dans son ensemble : Si Ie maltre sait où iI va, c'est de

I'enseignement programmé, iI doit donc, coillme, êt avec I'éIève,
partir à Ia découverte et se comporter de façon pragmatiguê,
être conrme un mathématicien ou un scientif igue.

Cette attitude contradictoire qui veut gue Ie professeur
accepte et refuse à 1a fois Ia responsabilité et les moyens

d'enseigrner se rencontre très fréquemment aussi en pédagogie
générale (Eco1e moderne par exemple).

t"lais iI est clair guêr d'une part, iI est possible
d'obtenir des situations didactiques, aussi ouvertes gu'il est
nécessaire,du côté de }'éIève et néanmoins fermées à terme du

côté du professeur.i guê, d'autre part, les interventions des

p.rofesseurs sont aussi rédrrctrices , Ç[u'elles aiènti:lieu dans

Le cadre drune stratégie arrêtée à I'avance ou dans I'innocen-
ce d'un ccrnportement "naÎf" en fait conunandé Par une idéo.logie
épistémologique. Au contrair€, f ignorance n'arrange rien. Ce

gui est visé par cette attitude crest de protéger la' Partj-ci-
patl-on lntellectuelle du maitre contre des méthodes çfui ' corrne

celles que BouVier présente,ne s'appuient pas sur une Prise en

charge théoriçle de I'ensemble du système'didactique et gui de

.../...
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ce faitr D€ pennettent pas de corriger leurs propres excès.

Dans ces conditions, Ia place princiPale doit être réservée au

professeur cûntre les n'technologies" irresponsables. En fait,
I'obstacle à 1'étude scientifigue du travail du professeur et à

I'ingénierie didact.igue est un phénomène très complexe qui s'ap-
puùe sur un écheveau de justifications de toutes sortes.

Revenons à lnheuristique proprement dite, c'est-à-dire
à 1'étude des heuristiques, ces méthodes ou ces dânarChes de

pensée qui conduisent à f irrvention ou à Ia découverte.

Qu'iI s'agisse d'heuristiques assez générales, opéra-
tions mentales, tlpiques, usuelles (généralisation, synthèse,
analyse, recherche de cas particuliers, d'exemples, de contre-
exemples)ou cl'heuristigues beaucoup plus particulières comme les
indications qlJt, dcnnent, Fâr exemple, 1es professeurs de spé-

ciales à leurs ê}èves por-:r les aider dans 1'élimination de faus-
Ses notes lors cles concours, il n'y a Pas de doute qu'il y a 1à

un'tnstrumentn dont les mathématiciens et les é1èves font usage

(et gui est attesté par leur vocabulaire) et un objet drétudes

expérimentales- i,'analyse des conditions dans lesquelles des

é1èves estiment avoir une réponse satisfaisante, celles qui 
'

au contraire, relancent la recherche, 1'étude deç indices et
des stratégies qu'itrs utilisent est'une Partie essentielle de

I'analyse des situationso nous I'avons vu. En ce Sens, 1'heuris-
tigue prend place dans la didactique dans Ia mesure où elle
prend en charge les conditions dans lesguelles ces stratégies
et ces démarches apparaissent. Cette condition me paraÎt indis-
pensable pour assurer Ia reproductibilité et Ia nature même

des faits établis, 1'heuristique ne se suffit pas à elle-même'

elle doit s'appuyer sur une épistémologie erpérimentale, c'est
aussi 1a condition gu'elle doit remplir pour venir en aide à

la didactigue.

Ce ntest pas l-e cas pour I'Lnstant et i-l en résu1te

une impossibilité à atteindre le but que se fixe 1'enseignement

heuristique et surtout Par'qxemple, lrenseignement des heu-

rLsttques. C'est te projet caché dans le deucième allnéa de la
cl-tatiôn de Higgins "

r

i'
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Lrusage des heuristiques en didactique.

On peut en première approche assimiler une heuristique
à un "théorème" gui ne serait pas toujours vrai. Si A alors B :

A étant un ensemble d'indices, B étant (dans 1e meilleur des

cas) une opération ou une méthode de résolution. 11 est alors
possible de caractériser I'intérêt de cette heuristique conrme

nous I'avons fait plus haut pour les théorèmes.

On désire que f intérêt soit drautant plus grand

I. que l'heuristique est plus souvent "vraie", c'est-à-dire
que 1a fréguence des problèmes, où Ies indices A sont réalisés
et où la procédure B conduit à la solution, est grande : I pro-
portionnet à f (si R alors B)

2. que I'heuristique s'appligue souvent : c'est-à-dire que les
indices A sont souvent réalisés (occasions d'utiliser 1'heuris-
tique : f proportionnel à f(A)

3. gue Ia procédure B conduit moins souvent à Ia solution gue

Ies indices A soient réalisés ou non: I proportionnel à l-f (B)

4. que les évènements'rA réalisé"ett'B conduit au résultadt, sont
plus éloignés de f indépendance: I proportionnel par exemple

àf(À)-+-f#)

Ces heuristigues sont-elles suffisamment "intéressantes" pour
battre les démonstrations sur Ie terrain de 1a construction de

Ia connaissance ? En tant que modè1es implicites, il faut Ie
croire puisgr:telles sont naturellement mises en oeuvre par
Ies sujets, élèves de mathématiciens. Mais est:iI nécessaire de

Ies enseigner explicitement, de les inStitutionnaliser ?

Au moment de Ia résolution d'un probl-ème Que peut
apporter à I'élève le recours systématique à un ensemble de

procédés répertoriés d'avance ?N rs51-ce Pas une désertion de-
vant Ie procès de savoir gu'il faut entreprendre à partir de

ce dont il s'agit3

I(si A alors B) = f (si A alors B). f (A).(1-f (B)).f (A)-

.../...
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On a pu voir par ailleurs conunent Ia réductlon à I'ana-
Iyse formelle,ou logique,ou linguistique jouait Ie même rôIe.
Nous avons donné ure critigue explicite du processus psychodyna-
migue de Dienès que nous avons rejeté en tant qu'épistémologie
explicite pour les mêmes raisons (même si Ia recherche des res-
semblances ou des analogies est une heuristique fructueuse)

I1 ne faut pas dêduire de ce qui précède que nous de-
vrj-ons bannir toute réflexion de ce type de notre enseignement. A

titre privé,lesheuristiclues peuvent se révéler fort utiles - ne serait-
ce que pour donner un "contenu négociable" aux phases de recher-
che inCividuelle. 11 est des enfants qui appartiennent à des

mi-lieuc où "cherchero es.t une activité mal vue' on cherche

quand on ne sai.t pâs, ou quand on a perdu ou oublié quelque

chose et ce mot désigne une rêverie vague, dont on ne peut

guère rendre compte f'enseignement des heuristigues permet au

professeur de combler ce vide et de négocier 1a recherche mais

crest tou jours sur le mâme faux contact. EnSeJ.gnées, les heu-

ristiqueS peuvent s'évérer aussi pénibles et beaucoup moins

fécondes que ies démonstrations elles-mêmes.

Il y a tout de même certainsnent beaucoup à faire
pour enrichir de ces heuristigues le stock des nodè}es impli-
cites des enfants, mais il faut être conscients que l'insti-'
tutionnalisation.est une tentative de ramener 1'enseignement
des mathématiques au modèle des algorithmes et contribue sou-

vent à vider les problèmes de leur sens. C'est une production
de 1'épistémologie scolaire hors du contrôIe d'une théorle
scientifigue. Et que faire de John gui sait bien additionner
et qui sait aussi chercher des cas particuliers, des ressemblan-

ces... etc, et qui ne ccmprend pas ses problèmes ? Allons-nous
chercher des heuristiques du second ordre gui ccmmanderaient

les heuristigues dr: premier, conme Ie sens des opérations Pellnet
de combler Ie hiatus entre I'apprentissage d'un algorithme et
son "application* ?
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CHAPIlR.B V

COURTES ETUDES DE DEUX PROBLEMES PRATIQUES DANS

LE CADRE DE LA THEORIE DES SITUATIONS DIDACTIQUES

1. Ltenseignement de l'énumération

2. L'enseignement de la géométrie élémentaire en tant que modèle
de ltespace
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prentissage se poursuit entre deux passages :

- chercher à comprendre la situation,

- élaborer ses stratégies,

- débattre avec d'autres élèves des questions soulevées,

- communiquer les solutions, etc...

- mémoriser certaines procédures,

- faire des exercices d'entraînement,

occupent la majeure partie du temps.

De la sorte, un seul appareil dans une classe peut

améliorer considérablement les rapports de l'élève avec le savoir,

avec son apprentissage et avec le maître.

6. REFLEXTONS METHODOLOGIQUES

Le rapprochement de difficultés à I'aide d'un concept

mathématique commun, s'il est excitant, ne constitue pas un fait

didactique. Il ne permet aucun diagnostic fondé et donc aucune ingénierie.

Certes, dans un contexte prof essionnel, on pourrait multiplier les

évaluations, décrire finement les modalités dreirèurs afin d'attirer

Itattention des professeurs sur ce sujet, et proposer de mettre au

programrne'lfiI enseignement de l'énumération. (Ce qui serait assez

dif f icile à réaliser car crest un objet mathématique vraiment très

marginal). Mais ces décisions n'auraient aucun fondement théorique.

1. Que faut-il dans cette circonstance, attendre d'une théorie didacti-

que ?

. D'abord, qu'elle justifie le rapprochement des difficultés.

Le fait qu'il s'agisse de la même connaissance mathématique ne

donne directemenr aucune indication. Il f aut principalement établir

des relations entre certaines circonstances commun€s et les difficultés

rencontrées par les élèves. Il faudrait de plus que ces relations soient

explicatives de la production de ces difficultés. Il faudrait aussi que

ces circonstances soient assez spécifiques de la connaissance visée et

des erreurs observées, sinon, il faudrait chercher une sorte de fermetu-

re donnant une bonne correspondance entre une classe de situations

et une classe d'erreurs relatives à une mème connaissance.

Il faudrait ensuite qu'elle permette de prévoir les effets

des variations de ces circonstances sur les difficuhés des élèves et

...t...



442

par là d'établir expérimentalement la validité de ces explications'

Enfin qu'elle permette d'envisager des propositions de

séquences d'enseignement dont les . résultats seraient trgarantisrt par

les conaissances de didacti-que ainsi établies.

2. Méthodes d'analyse-

La théorie des situations propose de réaliser ce pro-

gramme par la méthode suivante :

a) Trouver une situation-problème fondamentale. Il

s' agit :

ul - D'énoncer un problème dont la solution nécessite

I'emploi par l'élève de l'énumération seule (si possible sans que

d' autres connaissances interviennent)-

a, - De faire apparaître les variables (de cette situation)

dont les changements de valeur provoquent des modifications qualitati-

ves des stratégies optimales, ce qui indique une modification de la

signification de la connaissance visée. De faire apparaître celles qui

changent son statut cognitif :

- en tant que moyen de contrôle de I'action

- en tant que moyen de communication

- en tant que moyen de Preuve

- en tant que savoir ou algorithme de référence--

^3 - De s'assurer que la situation ainsi obtenuepermet

d'engendrer par ce sysrème de variable tous les problèmes culturelle-

ment connus où l'énumération intervient-

b) Examiner les difficultés et les échecs des élèves que

permet de prévoir cette situation fondamentale quasi isolée et les

confrontet aux observations.

b1 - La comparaison des situations réellement utilisées

dans les classes avec la situation fondamentale fait apparaître des

différences dans les conditions réalisées et permet de les envisager a

priori comme des causes dtéchec-

b2 - Drautres échecs vont provenir de Itinterprétation
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que l'élève fait de la situation-problème où des modifications de

signification introduites au cours de la dévolution de lténoncé du

problème ou de la négociation du contrat didactique.

b. - Drautres dif ficultés peuvent apparaître causées
J

par divers obstacles (épistémologiques, didactiques, etc...) ou par des

ruptures de contrat, ou provoquées par des particularités de l;épistémo-
logie spontanée des professeurs.

c) ll esr alors possible de revenir à la situation fonda-
ment4le etd'étudier comment elle peut produire des situations d'appren-
tissage ou d'enseignement, puis comment ces situations peuvent être
enchaînées en différents processus pour provoquer les acquisitions

visées.

L'enseignement repose sur dif férentes conditions qui

peuvent être étudiées elles aussi expérimentalement. Ces conditions

de dépendance entre les situations peuvent concerner chez ltélève

aussi bien les reconnaissances de celles-ci et de leurs moyens de

contrôle que I'identification des savoirs en jeu.

3. La situation fondamentale de l'énumération-

A. Une réalisation de la situation de base.

solt

soit

soit

soit

A0 - L'écran de I'ordinateur présente [2] secteurs

1 lblanc] (partie supérieure et

1 [vert] (partie inférieure : rtle prérl

1 [bleu foncé] (partie inférieure : illa mareil

Dans le secteur blanc, disposés au hasard

des lapins

des canards

jusqu'à [ZO] et des papillons [O]

en tout jusqu'à 40 animaux.

A1 - Avec le crayon optique I'enfant doit

après Itautre tous les animaux drune même catégorie.

premier pointage d'un animal, celui-ci remue [les oreilles

et émet un rrbeeprr.

pointer Itun

A chaque

ou la tête]

...t...
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il pointe

Lorsque I'enfant estime avoir pointé tous les animaux,

le pré

la mare

A ce moment, tous les animaux précédemment pointés
vont un à uo, dans l'ordre du pointage mais' assez vite à .ltendroit

voulu. s'il reste des animaux non pointés dans la région supérieure,

le jeu prend fin. s'il nren reste pasr tous les animaux rassemblés

dans la région-cible remuent la tête ou les oreilles - musiquette.

Si au cours de la phase de pointage un animal est
pointé plus d'une fois, le jeu srarrête ner (ou bien les animaux déjà
pointés vont au lieu voulu et le jeu s'arrête aussitôt)...

AZ - Fonctions : Ce jeu de tri différé est très proche

des tris simples, cependant sa fonction est très différente. Il s,agit
de permettre la mise au point, pa.r ltélève, d'aller d'un des dessins à

lrautre, en les rencontrant tous et chacun une seule fois. Il doit
aussi éventuellement tenir compte de la catégorie dranimaux qu'il est

en train dténumérer.

stratégie est

grand...

A, - Exemples de strarégies.

- Suivre ligne par ligne ou colonne par colonne, cette
d'autant plus évidente que le nombre d'animaux est plus

- Prendre |tltanimaltt le plus voisin-..

- Reconnaître un chemin, une forme...

B. Variables et variantes.

Bt - Le nombre d'animaux, leur taille, le nombre de

classes, la distribution sur l'écran et sa densité.

Enumérer dans des conditions de rrbruitil croissant peut

conduire à développer des srratégies plus sûres et plus efficaces,
mais très vite, le jeu se transforme en un jeu dtattention ou de

concentration de peu d'intérêt pour les mathématiques.

On peut étudier les domaines qui vont favoriser ltexplo-
ration par lignes et colonnes et ceux qui conduiront à dtautres straté-
gies.
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Exemples :

B, - La prise d'information : Totale ou partielle.

Exemple: I'enfant ne peut apercevoir tous les animaux à énumérer à
la fois. Il doit déplacer une rrfenêtre'r de façon à explorer la totalité
de l'écran... La taille de la fenêtre est une variable importante.

Cette disposition conduit l'élève à passer d'une strarégie
d'énumération implicite et spontanée dépendant a posteriori des cir-
constances globales à une stratégie d'anticipation, locale, exigeant
la construction mentale d'une représentation de la collection explorée.

B, - Déplacement des animaux.

Selon les types de déplacement et la vitesse on peut
détruire toute possibilité d'énumération, suggérer ou renforcer certaines
st ratégies.

Exemple : Déplacements réguliers : chaque ânimal suit une trajectoire
déterminée constituanr un lacet localisé dans une petite portion de

lrécran. Plusieurs animaux pouvant parcourir la même trajectoire.
L'énumération se fait par trajectoire... Ainsi se dessine une méthode

drénumération plus complexe, classe par classe, à Itintérieur dtune
énumération des classes.

BO - Objets distinguables - marquage des objets.

Si l"r animaux resrenr f ixe, leur place suf fit à les
identifier, mais on peut prévoir de les rendre distinguables ou non.

s'ils sont en mouvement, il est nécessaire de les distinguer par des

traits divers (tâches, couleurs, accessoires...).

L.e marquage des animaux déjà pointés (apparition d'un
point sur I'animal par exemple) peut enlever tout intérêt au ieu
(animaux fixes, tous visibles). mais il peut sravérer indispensable dans

drautres cas :

Exemple : La fenêtre est fixe, les animaux défilent. Ltenfant les
pointe jusqutà ce qu'il pense les avoir tous \nrs.
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7. Conclusions

La situation d'énumération ci-dessus a été mise sur ordinateur
par J. BRIAND qui a aussi étudié son utilisation dans les classes d'école
maternelle. Il a rendu compte de ses observations dans son D.E.A.
Blanca DE VILLEGAS, puis susy GAIRIN-CALVO développent le projet et
l'étude des comportements des élèves du CP et du CE dans cette situation-
Leurs études montrent que le contrle de l'énumération est une des compo-
santes essentielles, non seulement de la maîtrise de la numération, mais
aussi de la compréhension par les élèves des opérations fondamentales.
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@ La tePrésentation de I '

L'ENSEIGNEMENT DE LA GEOMETRIE ELEMBNTATRE EN TANT QUE

MODELE DE LIESPACE

espace.

1. Exemple introductif, la manipulation du sens

47

maltre Peut
d'enseignement et

Un exemPle montrera comment 1e

manipuler ouvrir ou fermer les situations

par où- modifier Ie sens de la connaissairce'

l.Nousmodélisonslesconditionsducomportementde
I'éIève par des jeux dont il suit }es règles mais gui lui laissent

uncertainchoixpourdesdécisionsdontilpourraobserverou
ressentir res effets. Evidemment, des connaissances dif.férentes

exigent des leux différents '

Dans ce modèle, }e sens drun comportement O": t :t:-Y:
estforméparleparadygmedespossibilitésgu.ilenvisageet
parmi lesguelles Ce comportement est choisi' ce paradygme com-

prendenparticulierleserreurscontrelesque}leslaconnais-
sance a été construite et les méthodes plus anciennes connues de

1'é1ève et que le comportement choisi remplace

[Lasignlflcationd,uneconnaissanceestl.assoclatlon(conscien-
te)decetteconnaissanceconsidéréeconmesignifiantavecun
signifié(définltionoureformuationParexemple)etavecun
référentl.

2.UnedespremièresoccasionsquIavait1.élèvedesePoserune
vraLe guestion et de faire une démonstration dans lrenseignement

cJ,assLque de la géornétrie, était 1'exaloen des points de concours

des rnédiatrlces des côtés d'un triangle' Le fait gue la troisième'

doive passerSnr le Point d'intersecticn des deux autres nravait rien

drévident : non seulement 11 n'apparaissait Pas comne nécessaire

mathématiquementmaislln,apparalssaltmêmePasnonplus.../.. -
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conme réellement contingent à certains élèves qui devaient es-
sayer deux ou troLs cas pour constater une certaine tendance des
trois polnts de concours effectlvement obtenus à rester très
voisins dans tous les cas. Cette obstj.nation rnystérieuse des
fait.s appelaitrpour les esprits curieux,un autre genre de preu-
ve intellectuelle et irréfutable.
Encore fallait-il gue la question soit posée avec un minimum de

"mise en scène" et qru'un peu de temps soit laissé arrx éIèves
Pour chercher Ia réponse. L'énoncé du théorème, suivi aussitôt
de Ia démonstration suivant un schéma classique ne donnait
aucune place à aueune activité intellectuelle de 1'élève, sinon
réflexi'.re (anrès coup) .

Le résultat n'étaj-t même pas catastrophiguer(s'il
I'avait êtê 1'enseignement se serait modifié un peu) . Quelgues
élèves comprenaientr la plupart apprenaient Ia démonstration et
beaucoup 1'oubliaient, ou ne pouvaient pas se servir du résultat
pour en établir un nouveau, 1'existence de 1'orthocentre par
exemple. En fait' Ia situation pouvait nravoir aucun sens pour
eux, en lrabsence drincertitude s'i1s ne se posaient aucune
guestion, ils ne recevaient aucune information.

3. Si le maltre posait réelIement le problème, iI avait
peu de chances de voir un enfant inventer sa première démonstra-
tion à cette occasion.

D'ailleurs, même cette mise en scène ne permettait pas
une aoproche "naive". Le fait même de poser la guestion, dans 1es
conditions dépouillées gue I'on suppose (Ie triangle, deux mé-
diatrices et leur lntersection) indiquait à 1rélève déjà aguerri
que la réponse devait être "ouj-". Le maltre ne pose pas habi-
tuellement ce genre de guestion sj- la réponse est "quelguefois
oui, quelguefois non".

4. Les conditions de lraction.

dissimule une
t.../ ...

11 faut donc que Ie maltre posermais
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question telle que lrélève, bien guril nten connaisse pas la
réponse, puisse flnlr par I'obtenir Par son activité Propre.

II est nécessaire qutil Puisse envisager des réponses

et que parmi celles-ci, il retienne les bonnes. A moins de lui
supposer une représentation très au point de ta réalité (c'est-
à-dire Ia coîncidence entre ses anticipations et les résultats)
il faut qu'iI puisse mettre en oeuvre plusieurs solutions s-lC:

cessives, des actions, dont i1 pourra lui-même juger les effets"'
afin de corriger ses anticipations. - -

La théorie des situations n'est rien d'autre qu'une

liste de conditions à satisfaire pour améliorer les chances de

l.'élève de parvenir à Ia solution dans de bonnes conditions,
crest-à-dire en évitant les pertes de sens intsnpestives : par e>ranple des

conditions qui font paraÎtre une réponse trop naturelle, trop
"obligatoire" peuvent faire disparaltre Ie sens, Ies raisons
de son apprentissaqe : les élèves croiront Ia "savoir" puisgutils
Ia "voient" . A I'inverse des conditions gui font apparaitre une

réponse comme totalement inattendue ou miraculeuse justifie
I'apprentissage mais diminue Ie sens de Ia connaissance.

Pour satisfaire 1e plus possibLe ces exigences "théo-
riques" il faut souvent de longues heures de réflexion et de

débat et Ie recours à tout un arsenal technique cfui forme I'es-
sentiel de la recherche en didactigue et dont Ia tradition occul-
te Ie résultatcar il n'est pas dtusage d'expliguer longuement les

caractères bons ou mauvais d'une situation. En voici une simple

qui répond en grande partie à nos préoccupations.

5. Imaginez le scénario suivant :

Action.
Le maltre demande de tracer les trois médiatrices d'un

triangle ABC déjà dessiné ! un Peu effilé avec un angle obtus'Le

cas que j'ai prolnsé ssnble assez particulier : æ triargle A'BrCr formé

par les trois intersections est bien petltr sur tous vos dessins'

Essayez de trouver des triangles XYZ tels que X'ytZ' soient
,'plus grands" . Les 6 points doivent rester à 1r lntérieur de la



i',
450

feuille et Ie dessln doit être falt avec soin. L'ensemble de la
classe devra juger qui a gagnél'fci Ia question nrest pas posée,

aucune démonstration n'est demandée. LréIève est appelé à faire
plùsieurs dessins "différents" (Le maltre verra de quel ensem-

ble'le triangle scalène est vraiment générique). 11 choisira
ceux qui lui paraissent les plus favorables à son projet (trian-
gles très petit avec deux angles très aigus Par exemple) mais

auparavant i1 aura développé Ie sentiment que ce n'est Pas fa-
cile d'éloigner X' Y' et Z' 1es uns des autres, êt aura acquis

dans les phases dtanticipation une certaine expérience même si
elle n'est pas fornulable, des relations qui lient 1es éléments

en présence. II aura construit un "modèle implicite" .

Cette consigne a-t-e1le changé 1'activité de 1'élève
a-t-iI à cette occasion développé une opinion personnelle ? Cet-
te opinion lui donne-t-eIle Ia possililité de faire des antici-
pations sur des actions à venir, ces anticipations sont-elles
plus riches et plus justes ? Sa conviction est-elle plus assu-
rée ? le nombre des él-èves qui travaillent utilement est-il aug-

menté ? pour 1,instant , iIs pourraient arrcir surtout déveloprpé des idées

fausses par confiance en 1a parole du professeur par exemple.
Et iI n'y a guère de raison d'espérer que le'bhoix en commun

des gagnants" remettent en guestion ces idées fausses.

Preuve.
Les tentatives terminées, imaginons une procédure

de jugement. Après un rapide coup d'oeil sur Ies réponses des

autres élèves, ceux qui pensent avoir gagné se rassemblent.
Ce sont les "postuIants". Its vont gagner un point de Ia part
de chaque personne gui reconnaltra que Ie dessin choisi par
eux est fait "avec soin". Ceux qui contestent cette reconnais-
sance forment les "compétiteurs", chaque cOmpétiteur peut choi-
sir d'attaquer le postulant de son choix.

' Pour régler la contestation, les postulants conmu-

niguent les dimensions de leur triangle XYZ choisi, puj-s ils
annoncent les dimensions d'un triangle gu'i,ls pensent pouvoir
disposer à I' intérieur du tgS.angle X I Y' 'Zt qui sera obtenu
par Ie compétiteur s'il accepte tre défi. Ce dernier devra

..../...
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alors reprodulre XYZ, Puis construLre Xr Yr Z' - mais 1I peut

faire rrlusleurs tentatives - et montrer qutil a gagné, âu

besoin un tlers des élèves Pourrâ être aPPelé â- trancher la
contestatlon.

Remarquons bien que cette étape doit être accePtée

par les élèves comme Ie moyen social, normal de faire reconnal-

tre - ou de vendre - une méthode ou une connaissance : I1 faut
assurer un résultat sous certaj-nes conditions. Mais il faut gue

,,lracheteurrr ait l'emploi de cette méthode dans des conditions

telles que si elle est mauvaise, iI perde quelgue chose, d€

façon ainsi à éviter Ia complaisance Pour des résultats arbi-
traires ou douteux.

La formalisation de ces rapports est assez complexe :

si Ie compétiteur abandonne, iI donne "son" point (sa voix) au

postulant et "adhère" â son opinion. A ce titre, il peut être
attaqué à son tour et ànouveau changer de camp; S'il gagne

il prend tous Ies points éventuellement gagnés Par Ie postulant'
à condition de faire à son tour une "déclaration" gui sroppose

à celle de son compétiteur. 11 aPParaÎt clairement ici gu'une

situation de compétition entre des opj-nions à été crêê dans Ia
classe avec une méthode de preuve de type pragmatique. On Peut

espérer voir baisser très vite les prétentions des postulants
et même apparaitre des déclarations subversives Par raPPort à

I'énoncé : "je prévois un triangle dont tous les côtés ont une

longueur nulle !' l{ais nous nraurons pas Pour autant obtenu

Irénoncé d'une preuve intel}ectuelle.

une telIe preuve devra remplacer et lendre inutile
toutes les preuves Pragimatiques, elle s'établira "cgntre" elle
et non pas sur elle ! 11 faut qu'un éIève ait intérêt à décla-

rer "Je vais vous faire économiser des tentatives inutiles mes

anls, si le dessin est bien fait les trois points x' Yr et zt

doivent être confondus" -

' Etlâ
tlon où lréIève a

dlre - conme dans

encore, il ne faut pas confondre une situa-
intérêt à savoir "Ia vérité" mais à ne pas la

Ies universités italLennes de la rennaissance
.../...
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avec une sltuatlon or't. 11 doit en publier la preuve.

On peut par exemple lnstituer que sj- Ie postulant
et Ie compétLteur peuvent tomber draccord sans gu'il soit néces-
saite de dessiner, irs se partagent le ,,prix de lrexpérience
économisée, ou bien 1e vainqueur double son gain et le perdant
garde Ia moitié de son avoir pour s'être raissé convaincre...
11 n'existe pas de règles qui asstrrent 1'émergence de la véritéet
l'jltervention du maitre sera tout de nrâne souvent nécegsair:e. II serait
très coûteux en temps et inutile de faire dépendre 1'acquisition
de chaque théorèmedtun affrontement social. cependant, on aper-
çoit sur cet exemple les possibilités offertes par un tel sché-
ma de manipurer au moment opportun le sens donné par 1'élève
à la connaissance qu'il s'approprie. si 1'érève produit la ré-
Ponse avant gurune intervention du maltre spécifique de Ia ques-
tion traitée n'ait refermé 1e problèmer on peut être assuré qu'i1
s'aglt d'une réponse personnelle de sa part et guril en a éprouvé
I'intérêt ou Ia nécessité dans un certain contexte.

si lton veut que r'élève comprenne ce que c,est gu,une
preuve mathématigue, il faut créer res condj_tions qui vont lui
permettre d'en utiliser, et pas seulement à f intérieur de situa-
tions déjà mathématiques pour imiter et reproduire ce qui lui a
été montré, mais à la place drautres genres de preuves, (preuve
pragmatigue ou sémantique) ou d'autres moyens d'entrainer la
conviction des autres (le charisme, la réthorique, 1a menace,
la séduction...).

11 faudra peut-être plusieurs exemples assez espa-
cés toutefois de fonctionnement de Ia classe en bureau d'ingé-
nieur (la première phase ci-dessus) pour que Ie maltre et les
élèves puissent invoquer 1'action au lieu de devoir 1'accomplir,
ou imaginer ra défense que Ia démonstration prévient.
Instutionnallsatlon.

Nous ntavons pas traité dans cet exemple introductif
J-a questlon de la signification interne aux mathématiques du ja-
Eir \r13E : Aucun élève peut être n'aura f idée a priori. de tra-
cer Ie cercre clrconscrlt à x y z, mais s'i1 utili.se son compas

.../...



pour vérifier que "le dessln est falt avec solnn autrement guten
suivant les actlons du constructeur, il a de grandes chances de
"le faire", sans "le savoir". Mais pour gu,il sache ce qurir a
falt, il faut une institutionnalisation du savoir. Ce peut être
Ie fait du maltre, ce peut être aussi le fait de rrélève, à
condition gu'une bourse aux découvertes soit ouverte et lrincite
à formuler ses observations :

"Je sais tracer Ie cercle qui passe par les sommets d.'un triangle',

L'exemple que nous venons de donner montre les possi-
bilités offertes par la rnise en situatj-on de r,élève.

fci, deux questions se posent :

lo/ Cette nouvelle situatj"on a-t-elIe changé la significationdes
connaissances acguises par 1'éIève par rapport à Ia situation
crassique initiale ? L'acquisition se fait-erre nieux ?

20 / cette mise en situatlon peut-elle être réarisée de façon
systématigue, €t peut-elle se faire sous le contrôle d'une théo-
rie. 11 est clair gue cette théorie devra se eonfronter à ce gue
I'on sait déjà orincipalenent en épistémologie et en psvcholo-
gie cognitive.

2. La théorie des situations

Résumé de lques concepts de Ia théorie.

i/ Nous venons de nous attarder sur un exemple simple
afin de bien montrer 1'articulation entre les exigences théori-
ques et la production de propositlons didactiques. Nous avons
fondé nos transformations de Ia situation sur une analyse des
fonctions différentes que le savoir peut jouer. fl s'agittcmjors
de savoir à guel jeu lrélà/e doitjouer pour que les stratégies'les
plus efficaces lmpriguent I'usage du savoir guron veut lui en-
seigner t iI s'agit aussi que re jeu puisse lul être communiqué,
et pour quril le comprenne, 11 faut en général quril puisse
immédiatement rnettre en oeuvre une stratégie 'de base", gui

.../...
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même si e1le ne pennet pas de gagner, permet de jouer et d'es-
pérer gagner.

Li/ La fonction première du savoir sera donc de
fournir des d€çisiolrs, de permettre des choix au cours de l'ac-
tion. Pour cela il nrest pas toujours nécessaire que Ie savoir
srexprime, se prouve, ni même soit formulable. Toute situation
drenseignement pourra être analysée du seul point de vue des
actions que 1'élève doit entreprendre, de leurs motivations,
de rétroactions ar:xquelles e1les sont soumises, des possibilités
drévolution des stratégies de 1'éIève et des représentations
ainsi obtenues.

iii/ La seconde fonction du savoir est de permettre
la descriptj.on des situations, c'est-à-dire 1a formuration des
représentations, Et la composante des situations d'apprentis-
sage gui justifie cette formuration, c'est ]a communication,
éventuellement I ' autocommunication .

Les adaptati-ons de l'élève et de son langage à ces
situations sont très importantes. Elles se font assez ma1 dans
les situations classiques en géométrierainsi que lta montré
c. Laborde en utilisant Ia situation fondamentale gue j'avais
étudiée comme dispositif expérimental.

iv/ La troisième fonction du savoir est d'appuyer
la conviction du sujet par des preuves éventuellement organisées
en théories. La composante de 1a sj-tuation gui justifie cette
activité c'est le débat de la preuve, de ra varidité de ce gui
a été avancé, doit être apoortée à un égsL éqalement informé.
cette situation qui fait surgir les problèmes et les questions
aussi bien gue les réponses, est assez différente de la situa-
tion de communication conme nous I'avons expri:né plus haut.

culturelle
v/ La quatrième fonction du savoir est Ia référence
à l'échelon d'un petit groupe, d'une classe, d'un

milieu de chercheurs ou drenseignants ou de la société tout
entière, les rapports sociaux utllisant des savoirs reposent

ùtrli

.../...
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"ot 
on tissu de conventJ.ons. La comPosante des sltuations dren-

seignement gu!- règLe cet aspect de La connaissance est I|lnsti-

tutionnalisation par laquelle un grouPe donne un statut â ce

gu'i} a produit Ie plus souvent par rapport à ce qul est Pra-

tiqué dans Ia soclété : (tton attentlon a été attirée sur ]e

dernier point alors que jrétudiais Irinstitutionnalisation inter-

ne à Ia classe, Par P. Boero et son équipe' si justement sou-

cieuse de ces guestions de référence historigue, sociale et

professionnelle) .

Canonisationd.uneprocédureenalgorithme,conven.
tions et langaqe , rêfêtences théoriques ' ' '

vL/ En précisant Ie jeu des acteurs en présence cette

modéIisation permet d'essayer de prévoir 1'évolution des situa-

tions et des é1èves et de décrire les conditions qui commandent

cette évolution ; je ne fais que citer au passage à ce sujet'

nos travaux sur les sauts informationnels et sur les obstacles

épistérnologigues .

vLL/LesparagraphesquiprécèdentsupPosentunfonc-
tionnement guasi isolé du ou des élèves en interaction ; le

maltre fait aux éIèves la dévolution d'un problème, êt la situa-

tion les change ! En fait, iI s'instaure entre'Ie maitre et les

éIèves la négociation d'un contrat didactique dont l'étude se

poursuit actuellement.

2. Usaqes de Ia théoriê des situations'

a) Mise en évidence et prévision des difficultés 4es

éIèves en particulier des dlfficultés insoupçonnées bien qu'im-

portantes. Les recherches en psychologie cognitive sont le plus

souvent fondées sur 1'hypothèse implicite que la connaissance

elle-même est blen connue et que seule 1a connaissance du sujet

doitêtremodelisée-engénéralparrapportàlaconnaissance
culturelle prise conme référence - La représentation des con-

naissances par leurs situations caractérlstiques permet de re-

nouveler certaines études comme nous le montrons plus }oin'
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Réciproguement, les difficultés dss élèves permet-
tent d'identifier les variables caractéristiques de la situatlont
certaines pouvant être utilisées par le maltre'

.- b) Explication de certaines difficultés insurmonta-
bles de I'enseignement ou des phénomènes aberrants (divers effets
Topaze, Jourdain, glissement métacognitif, êtc...)

Ces explications soulagent les maltres de Ia resPon-
sabilité tous azimuths qui finalement aboutit souvent pour eux

à une Sorte d'irresponsabilité, d'impuissance et de stress.

c) Dans Ia négociation didactique, Ie maÎtre doit
s'appuyer sur les présupr-rosés épistémologI-gues naifs de 1'élève.
11 tente parfois de les modifier et la géométrie joue un grand

rôIe dans ce domaine la théorie des situations permet de raf-
finer sensiblement 1es rapports à ce sujet et de les expliciter
simplement sans détails inutiles.

d) Production de situatj-ons communicables aux mal-
tres et reproductibles, donnant enfin dans ce domaine "rf,n prin-
cipe de réalité".

Possiblité de faire à l'élève la dévolution d'un pro-
blème assez propre et résistance accrue des maÎtres aux effets
réducteurs du sens.

Que faut-il attendre de cette théorie du point de

vue scientifique ?

Drabord qu'eI1e justifie Ie rapprochement des difficultés des

éIèves. Le fait gu'iI s'agisse de la même connaissance mathé-

matlque ne donne directement aucune indication. I1 faut princi-
palement établir des relatlons entre certaines circonstances
communes et les dlfficultés rencontrées par les élèves. 11 fau-
drait de plus que ces relations soient explicatives de la pro-
duction des difficultés observées. I1 faudrait aussi gue ced circcns-

tances soient assez spécifiques de la connaissance visée et des

erreurs observées, slnon il faudrait chercher une sorte'de fer-
.../...

i
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meture donnant une bonne correspondance entre une classe de

situationset rne classe d'erreurs relati.ves â une même connais-
sance (et éventuellement une catégorie dréIèves) 3

La méthode classique qui consiste à rechercher une

telle preuve au niveau des comportements des é1èves : par exem-
ple en montrant que ce sont les mêmes étudiants qui ont des
difficultés sur les différentes situations relevant de la même

connaissance est ici peu pertinente. Ce qui suit montre qu'11
Iui existe une alternative qui permet de la remettre en question.

11 faudrai-t ensuite que cette thé_orie permette de prêvoir les

effets aes variations de ces circonstances sur les difficultés
des élèves et par 1à d'établir expérimentalement la validité
de ces explications.

Enfin, gu'eIIe permette d'envisager des propositions
de séquences d'enseignement dont les résultats seraient "garan-
tis" par 1es connaissances de didactique ainsi établies.

3 . lléthode d'æH"e.

La théorie des situations propose de réaliser ce
progranme par Ia rnéthode suivante :

a) Trouver une situation-problème fondamentale. Il
sragit :

al D'énoncer un problène dont la solution nécessite
1'emploi par 1'éIève de 1'énumération seule (si possible sans que

d'autres connaissances interviennent) .

^2 - 
De faire apparaltre les variables (de cette si-

tuation) dont les changements de valeur provoquent des modifica-
tions qualitatives des stratégies optimales, ce gui indigue une

modification de la slgnification de la connaissance visée. De

faire apparaitre celles,qui changent son statut cognitif :

: :: :::: ::: T:i:: :: ::i::i:"ï":'ac'Èi'n
.../...
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: :: :::: ;:: ::i:l.u:"n:;;::,.*e de référence
t3 - De s'assurer que Ia situatl"on ainsl- obtenue

permet d'engendrer par ce système de variables tous les problè-
mes culturellement connus où 1'énumération intervient.

b) Examiner les difficultés et les échecs des éIèves
que permet de prévoir cette situation fondamentale fonctionnant
de façon guasi-isolée et les confronter aux observations.

bf La comparaison des situations réellement utili-
sées dans les classes avec la siLuation fondamentale fait aPPa-

raltre des différences dans les conditions réa1isées et permet

de les envlsager a priori comme des causes d'échec.
bz - Drautres échecs vont provenir de f interpréta-

tion que 1'élève fait de Ia situation-problène ou des modifica-
tions de signification introduites au cours de Ia dévolution de

1'énoncé du problème ou de la négociation du contrat didactique.
bl D'autres difficultés peuvent apparaltre, causées

par divers obstacles (épisténologiques, didactiques, etc...) ou

par des ruptures de contrat ou provoquées par des particularités
de 1'épistémologie spontanée des professeurs.

c) 11 est alors possible de revenir à la situation
fondamentale et d'étudier comment elle peut produire des situa-
tions d'apprentissage ou drenseignement , puis comment ces situa-
tions peuvent être enchainées en différents processus Pour pro-
voquer les acguisitions visées.

L'enchainement repose sur différentes conditions gui
peuvent être étudiées elles aussi expérimentalement. Ces condi-
tions de dépendance entre les situations peuvent concerner chez

1'élèveraussi bien les reconnaissances de celles-ci et de leurs
moyens de contrôIe, gu€ I'identification des savoirs en jeu.

.../...
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3. La situation fondamentale pour la géométrie élémentaire en tant que

modèle de ltespace

Crest celle du charpentier qul dolt préparer et
tailler au sol des bois gui devront srajuster exactement dans
l'espace à 10 mètres du sol. rl faut gu'i1 ait une représenta-
tion et des technigues précises gui lui permettent d'anticiper
le résultat de ses décisions. t'lais alors que les seuls "textes"
gue se transmettaient les maitres charpentiers étaient des des-
sins, le modèIe i-ci dans 1'enseignement devra être explicité et
faire 1'objet d'une élucidation, formellementr. Ia situation sera
donc 1a suivante 

=

La sante"hcti.on" des roblèmes à résoudre.

rétroaction

i/ Les décisions à prendre.

lAl doit prendre une décisj.on spatiale. Exemples :

a) . Tirer une voiture à l'aide d,un fil pour la
placer entre deux traits
b) . Tracer une figure superposable à une autre
c) . Choisir une route pour aller à un endroit donné
d . Déterminer la longueur d'une pièce-de carton
pour un puzzle
e) . Enumérer (choisir une application d,une section
commençante et N dans) les faces d'un polyèdre
f) . Estj"mer la distance entre deux points
g) . Prévoir Ia position finale d,un objet gui tourne
ou gui bouge

h) . Prévoir une représentation dans une projection
centrale

LL/ Les contrôIes de 1rélève sur Ia sLtuation.

10n

Ces décisions sont facl-Ies à prendre dans certal-nes
circonstances famllières :

parce quton voit Les élénents de la sltuation
parce quton peut corriglr au fur et â mesure

I 

'../....

I

I

I

I

X infot.
I

I

I



460

et parce quron peut juger lnmédiatement du résultat.

llais dans drautres circonstances, Ie contrôle conti-
nu de lraction nrest plus possible. II faut alors se représenter
Ia sltuation, et à partir d'informations partieltes anticiper
les résultats des actions envS-sagées. Lrobligation de résoudre
fréguemment des problèmes de ce type caractérisés pr la mise en dé-

faut des moyens perceptJ-fs de contrô1es et la suppression de

certaines informations est une condition nécessaire de 1'appa-
rition de tnodèIes itnplicites, ou de représentations.

iii/ Les lirnitations de I'information et/ou de I'action
de I'élève, alors par exemple,

a) t tAl ne voit pas Ia position de la voiture guand iI ti-re le
fil (elIe est cachée sous une bolte)

b) :t La figur-e modèIe se trouve loin du lieu de construction et
Ia superposition n'aura lieu qu'après le travail
c) :t A ne connait pas 1a topographie du pays

d) t Le puzzl-e doit être agrandi et satisfaire certaines condi-
tions

e) Le polyèdre a une forme complexe et guand A le fait tourner
pour compter les faces, iI perd les repères de I'énumération.

f) Les deux points sont inaccessibles... etc

iv/ Les modèIes implicites qui permettent de résou-
dre maintenant ces problèmes sont Ies suivants :

a) Le repérage du déplacement de Ia voiture.par Ie
repérage du déplacenent de 1'extrémité du fil. Si le
fil tourne, Ia représentation doit annuler cette
perturbation.
b) Le choix des éléments de

production dépend de lridée
dépendance, cre'st-à-dire des

c) La représentation mentale dtune région et une

certaine stratégle des déplacements

cl) La conservation des

appllcations de n2 dans R2 qui les
Ilnéaires)

la figure pour la re-
gue A se fait de leur
propriétés de la figure.

rapports de distances et les
conservent (les applications

.../...
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- e) La représentatlon mentale du polyèdre et sa
structuration en volumes partlels, lridentification implicite
des symétries...

par exemple

f ) Lrhomogénéité de I'espace pour les hornothéties.

g) Selon les mouvements, f isotropie de l,espace,

h) La perspective par exemple.

2. Formulation des modèIes.

Lrautocommunication peut conduire à I'usage de cer-
tains codes et un sujet déjà instruit d'un langage s,en sert pour.
"Iire" Ia situationrmême en 1'absence de tout interrocuteur.

i/ Ittais la situation générare de fonctionnement pour
une représentation expliciter Lln langage, ou une schématisation,
crest la communication.

tA] doit demander à tBl d'effectuer pour lui cer-
taines tâchesr pour cera, ir doit désigner les éléments gui
f intéressent, dé:E:Ll1ir ceux qui sont inconnus de son interlocu-
teur, décrire et expliciter son modè1e mental.

,e- '

t*
*i
?T
E:'
i.':çl:.
i
t

doit pas n""":i:"'Ïï.ll ::ï:ïiÏ:"":::',::i:.
A (A doit vouloir 1e résultat de 1'action, B doit
avoir besoin de f information,... etc)

munication
gueAetB
choisir des

vraie : A ne

deBouBsans
coopérer et

Si le problème exige la création drun code, la com-
doit pouvoir avoir lieu plusieurs fois et il faut
puissent se concerter entre les tentatives pour
conventlons de communication

.../...
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contrôle de 1a communication

contrôle du
sens du
message

milieu

B peut être sollicité pour recueillir f information ou pour effec-
tuer I'action... Les conditions de la communication sont bien
connues.

ii,/ Dans Ie cas b, gûê j 'ai étudié en

sède des cartons de formes géométrigues simples, il
de B une copie superposabler pour cela il doit lui
renseignements sous forme drun message écrit, mais
res ni de croguis.

A et B possèdent un double décimètre,
paire de ciseaux, etc...

L975, A pos-
doit obtenir

envoyer des
pas de figu-

un compas, une

3. Preuve.

L/ L'explicitation d'un frodèle mental va permettre
son ênalysê, sa remise en causer sâ modification ou son rejet.
Encore faut-ll- empêcher la correction empirigue et organi-ser le
débat.

A et B sont confrontés à des compétiteurs C et D

du polnt de vue de ltaction mal,s qui coopèrent pour la construc-
tion du savolr. i

1I

5

l'lessage

À
I

I

I

relations physiques du

.../...
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a et g) sont des exemples tirésdes ouvrages de 1'Eco1e
Piaget BSI et modif iés en fonction de Ia théori-e.

' c) a été étudié pour la représentation de I'espace
URBAIT{ par Grecia Ga}ve z de l{exj-co en collaboration avec moi

d) est publié dans un article sur les décimaux en f98O

e) est tiré d'une étude de D. Lunkenbein

f) est une étude en cours à Bordeaux

h) a été étudié par Thierry Bautier, en collaboration
avec moi

b a été très utilisé par différents chercheurs, de

Colette Laborde à E. Gallo.

Quelgues observations de 1a situation fondanentale (b)

Les manipulations de cette situation ont permis diver-
ses études qui toutes étaient centrées sur les comportements des
enfants.

Par exemple, E. Ga1lo montre que' dans une communica-
tion lnvoquée, les éIèves utilisent certaihs stéréotypes cul-
turels, êt que cet usage est sensible à certaines propriétés
des figures. Nous avons trouvé dans Ia lère communication,
I'usage, non seulement de stéréot1pes, mais aussi de métaphores.
C'est une "godasse" disait un enfant, pour la figure a) ci-jojlte,
Ia semelle mesure 9 cmr... C'est une assiette b), une bassine
c) , ..-. etc

Ce procédé est très efficacf , mais il ne résiste pas

à un apauvrissement brutal du champ ; des paralléIogranmes
"voisLns"(tosent non plus des problèmes de dénomination mais
des problèmes de représentation, et les éIèves découvrent que

la donnée des quatre côtés d'un guadrilatère ne le déterminent
pas. Les mots points, côtés, sommets, segnnent, sê substituent
par Lrusagerà la demande du maltre, aux mots "bord", "trait",
"pointst'r "pointe", êtc...

b):

")[z

llMrir
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Ies éIèves.
É",.

Exemple I

É

bl,.

\"U.-4r^, -; fafru^--rcft.--P + -&À--"hh*rt
çqrr-rr.oc- -i4.oc> -?tâ 2rlrr.fruÂ . r"hrô Â-'t"ha1a,r-r.oc- .AI
È"r I c.r$r l---he t\etneqat'\. €r, e\ra.g*Q. L"e\e.- {.*.-.c-

z

fl. q*f ,rt Qr'ô (tn1r^^,tlô Àeb co\fi*b:

€ J r1v\^.,\.

Exemple 2 ls

Mf,
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Exempre 3 D at
Ar?,, -tath.-Àe AæW.D**^$", â%* ,l.,rhe

" 
*)û to)ct -^ -T/a ?.u- Jo^LPaca-À 

F^ c-o- tueaart L t s. l$, dusa

a'rlaer +ttqu'rc lYcm" ' 
^'? gn w^;ta L a^il- â;rr;.t^s tnastr

1v^ 9o,"^ 
&{,_ *" i,lrrtr*carL }o o^flu 4! AotLtn^. t

rl resteralt à lndlguer les conditions qul vont faire appa-
raltre les autres éléments géornétriques f,ondarnentaux

I

(
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L'étude de lridentiflcation et de la reconnaissance des figures
géométriques relève tout à fait des travaux de!@luZ t I. f,a fi-
gure est traitée comme un prédicat amalgamé, un rectangle nrest
reconnu comme tel que s'iI est rectangle (R) non carté (ê),
pas €.rop grand ni trop petit (T), de proportions moyennes (pas

un ruban) (Prop)et s'il est présenté avec les bords parallèles au
bord de Ia feuille (Pos). Ces composantes contextuelles sont
inaccessibles à 1'enfant tant gu'iI n'a pas fait de centration
sur elles (iI peut différencier les rectangles, selon cette
composante, par exemple rectangles l-ongs'et'moins longd) et
qu'iI ne 1es a pas décantê (la composantefonctionne alors ccmm€ un

nouveau prédicat : la proportion). La situation fondamentale
permet de chercher les moyens de provoquer 1'évolution de ce

traitement des figures géométriques. Le problène maintenant
est de savoir quelles caractéristiques, quelles variables de

cette situation déterminent Ies représentations des élèves
et leur évolution.

4. Les variables de la situation : la taille de I'espace

I. La variable_ 1a plus importante et Ia plus évidente de cette
situation didactique est Ia taille des objets à traiter. Ces

variations liées au coût pourraient être contenues. Les obser-
vations déjà accomplies dans ce secteur nous laissent lnrrser gue :

-Ia conception gu'ont les êlèvesdes objets gécrnétriques, Ie
traitement gu'ils en font, dépend de leur taille

- les bornes d'utilisation de conceptions de divers objets
géométriques coincident, iI y a ainsi plusieurs conceptions
qui cohabitent dans la même niche.

Par exemple, la notlon d'angle nrexiste pratiquement
pas pour des objets de petite taille. Les guestions drangle,
report, désignation, variation, etc... sont trai-tées sous

forme de mesures de segrnents dans des triangles. Içlais Ia no-
tion de droite non plus, il n'y a que des segments. Les "droi-
tesn et les angles apparaissent avec le repérage.

,../...
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4682. Méthodes r 1a recherche des modèles s tanés et des
représentatlons.

2.L. Recherche d,une hiérarchie des variables
i/ Données : L'analyse de ra situation fondamentare

et la recherche de situations appropriées (dernandant de 1a part
de l'élève divers types de mise en oeuvre de la connaissance) ou
de situations critigues ("cruciales" dans Ie langage d,A. Bell)
permet d'obtenir une collection de questions.

pour chaque guestion q. sont notées les différentes
modarités de réponses consj-dérées conrme caractéristiques , ,ij
ainsi que la réussite ou l'échec ti. pour chague guestion ou
pour chaque modalité de réponse, les valeurs des variables de
la situation fondamentale sont notées.

par exemple 1a
tée par plusieurs Iignes,
ttl : "déplacement minimum

modal_ité de réponse',
utz : "dimension de 1'objet à traiter,,, etc... mais toute varia-

ble importante dont la valeur a été fixée dans res questions
qi peut être aj-nsi traitée.

Soit V 1

a priori décrit de
ou plus exactement

A.

Li/ Observations. ChaqueéIèvex€X

variable tailIe. pourra être représen-
rk du genre :

du corps de 1,éIève pour appliquer Ia

variables. Le tableau dranalvse
A: WxV+IR

u {ti} *rr_ uk,n 
- 

JR
K,P

fournira Ia ligen f"li
t. Si 1 | é1ève x a présenté le comportement j

à la question i
sl_non

des observatj-ons (x. _ )-LJ x€X
Lranalyse factorielle de A fournit une indication sur lrindé-
pendance (ou norù des variables détermi,nées par 1 | ensemble des
questions et sur les positions relatlves, a priorl des varia_
bles et des questions. Lranalyse factorielle de- s, si possible
éclatée contralnt les questlons, (ou les comportements) dans
un sous-espace de IRn (n = nombre drélèves * nombre de col0nnes)
et fixe leurs dlstances {au tz) détermlnées par les groupes
dfélèves se eomportant de la même façon. 

./..,

'ensemble des
lrapplication
1'applicat j-on

: (u {r..}i,i r-l-

x. =r-l

I
autableSoit S l-e
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Le plongenent. de À, en tant que sujets supplémentai-
res, dans S (c'est-à-dire sans contribuer à la détermination
des axes factoriels mais en les plaçant par rapport à eux)et
la transformation opérée par les contraintes Iiées aux obser-
vations penr.ettantde détenriner l-escnrelles des rrariables de la situation
sont le plus liées aux axes principaux drinertie (on peut aussi
examlner le rôle des valeurs) et par Ià présenter une hiérar-
chie de I'influence des variables sur les comportements via les
guestions posées. fI est d'usage de rechercher en même temps
directement une hiérarchie par la méthode de Lhermann.

Ces méthodes sont puissantes maj,s lourdes et délicates
à manipuler.

2.2. Recherche de la coincidence des bornes des méthodes,pour
identifier les conceptions.

Pour un même concept mathématigue on peut choj-sir di-
verses questions de types divers et pour chaque type observer
plusieurs valeurs d'une même variable. Après f identification
des différentes stratégies des é1èves, rrj,tt s'agit de repérer
pour chaque questionr dês intervalles de meilleure adaptation
et des intervalles de meilleure efficacité de ces stratégies. Plusieurs
méthodes sont possibles, depuis 1rétude directe jusqu'à I'ana-
Iyse décrite ci-dessus,sur le tableau {x x Ai.i x {rr} en

p1açant les valeurs de la variable étudiée en variable
supplémentaires (par exemple) .

Le résultat doit alors se présenter sous forme d'une
suj-te où figurent les méthodes dominantes dans un intervalle
par leur fréquence d'emploi ou par leur efficacité.

t d'emploi o
coefficient
d I efficacité
Notion I

Notion. .2

Notion 3

Notlon 4'

de
1a
V.

5

variable
étudiée

u.r

__"1 * *à * rai Ii _* !r4

Mi r,li fl
r'ri M:'l

*r*M.:' M:'I-z

-

Le tableau représente les assertl-ons telles gué "la méthode M, est la plus
ernployée dans I'intervalle VZ V3 pour la situation l. .

ii,
: t illllil:ll l'rt laxr,rlii'Tli1T'
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si les intervalles drutilisation dtune méthode ont des bornes
situées de façon aléatoire suivant les questions, ou s,irs ne
sont pas connexeconme en 4, Irhypothèse que les Ftratégies de
traitement du concept mathématigue étudié aepenà'ent de la varLa-
bre'ên question est à rejeter (par les tests crassigues).
sinon, s'ir exi-ste de nombreuses coincidencesril est possibre
dridentifier des inteqlaIres de meilleur fonctionnement (à
étudier de façon crinique s'il y a rieu) de conceptions de
I'élève pour ce concept.

2'3' La même méthode conduj-te maintenant avec plusieurs concepts
peut conduire à ra mise en évidence de conceptions reratives
à des concepts géométrigues différents, et qui ont res mêmes
intervarres de cofonctionnement. on essairea d'expliguer ces
coincidences par I'existence d'une représentation liant un
concept et valide dans cet intervalle (niche informationnelle).

3. L'analyse en termes de situation permet de prévoir
gue I'on devrait trouver troi-s intervalles principaux de la
variable didactique "tailre". Et ir devrait leui correspondre
trois représentations différentes de I'espace. El1es ne devraient
Pas apparaitre slmultanément chez 1'enfant, mais e1les devraient
subsister comme modèles implicites pour le traitement et le
contrôIe de situations familières concernant les relations sujet
avec son milieu.

on peut prévoir gu'el1es pourraient former un obstacle
de nature ontogénétique et peut être épistémologique à ra con-
ception drun esPace homogène et isotroperréfèrent de la théori-
sation mathématique euclidienne et,/ou af f ine.

I
'!

(

{
i
il

',rt

I
,l

I

L'enseignement crassigue semble lulrgir les igncrer sans
ses raisons : la question se règle naturellementr ou
ne tralte pas ces guestions d r:initiation à ra vie. . .

dqlte trnur dirrcr-
la culture

.../...

fotir,



{.sr{
Jqls,
çlq, 3'{{{orè{
I
'{d3
{13e
lq,+?e{+
odt
da-s,
tt {.1 q)
oçqt

ct3xs,
5
rj

r tC.J

{êJ€

-rJ<J'v1'J
ee-d
caq.t q) a,)
ù-A(ç+Ë\.,

Otv
.i,

-r) 
= 

qJ

'çJ
N)

1{
+.r o a ,tj
d.J2

+(\€qv <J.iJl*
ff)io.i

e.J 'i sr<r*<.+
d\€

s) î- .x -.tJ

ôJ q?
<)d.OÔ,iôr:r+
-:îJî_x
1- fj oJ
dd\
srdaJ
cJA-a')d
<JA
a-{È)

ôô 3 f"?

or{a-O
\J a,, A-'\3 S a-s
O ç rô,,
'tqJt
\qJQ-s)(.) -o ctlrJ-{{'\J -a S
lqr'{oa

rd ft{
t3{So
-la-Ës

471

Ér' Voicl quelques caractéristigues de ces trois "espaces'
telles gue les recherches en cours les font apparaltre ou telles
que la théorie des situations les laisse prévoir.

3'r'- Micro-espace : crest re théâtre de ra manipuration de petits
objets.

Les déplacements, du sujet et des objets
(rotations et translations surtout)
sont si faciles et si précis gu'irs ne requièrent
aucune " conceptua I isat ion"

L'objet connu en soi
Pas de référence (mêmes raisons)
les changements de points de vue sont gratuits
Homogène quasi-isotrope pour les objetsr pâs
pour les fiqures

- Pas d"'espace" entre 1es objets Distance entre
deux points si Ia droite est matérialisée... etc

- Pas d"'angl6', - des longueurs
- Comparaisons de longueurs par coincidence

gratuite

Quelgues problèmes de structuration des objets
Quelles décisions sont économiques ?

Quel contrôle ?

3 .2. Le l,léso-espace.

L'espace des déplacements du sujet dans un domaine
contrôlé par la vue. objets fixes entre 0,5 et 50 fois Ia taille
du sujet.

Un repère de référence par rapport auquel lrélève
bouge.

Nécessite le recollement (de
connexl-té mais pas d'intégratlon
la "réalj"té" vue, mouvements
- Dlmensl_on 3 "

i

i

I

i

esPaces,
trôle de
Topologle

polnts de vue) de micro
des angles sous con-

il.[!ç,Mffiffi tliutltl]rrrilrr,lrri,
illil1
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Pas homogène naturellement.
Pas isotrope.

Création intellectuelle de certaines
matérielles, dro5.te... représentation mentale des

mais pas de représentation explicite.

Exercice.
L'armoire passe-t-elle dans ltescalier ?

3.3. Le Macro-sgpaca.

Dimension 2

Recollement de "cartes" - Espace granuleux

Nécessité d'une représentation implicite des mouve-

ments relatifs de 2 à 6 systèmes de références.

Mesures de longueurs très chères,
déplacements impossibles ou très chers

llesures d'angles très faciles (bon marchê)
et plus nécessaire

Homogène pour les translations,
pas pour les homothéties

Isotrope dans le p1an.

Exemple d'exercices :

. Est-ce gue

est un rectangle ?

la fi-gure formée par ces guatre fanions

. Quelle longueur de corde pour rejoindre deux fa-
nions ?

4. Conclusion.

figures non

déplacements,

Cette
comment la théorle
d'une questlon de

partie de I'exposé avait pour but de montrer
des sltuations permet de reprendre 1'analyse

psychologle cognitLve. Elle permet aussi

.../.. .
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de reposer les guestions d'objectifs de 1'enseignement. Ainsi
lrhomogénéisation de 1'espace est un problème d'apprentissage
pour ilenfant, conrme il a été un problèrne technigue et cultu-
t"} avant Thalèsr n€ devons-nous pas en faire l'étude à l'école
éIémentaire ?

L'étude des processus possibles d'apprentissage et
des curriculum pourrait être entreprise ici après res études
annoncées- De nombreuses situations ont déjà ê:uê étudiées pour
jalonner une genèse différente de 1a géométrie.

Toutefois i1 pourrait être intéressant de regarder
très rapidement et très superficielrement, comment ilanalyse en
terme de situations traite les macro-phénomènes d'enseignement
tels gue les réformes.

mliliiiiiiliill;liiliili'liiijii]i].]iii]l]r1|jiiiiili]1ii]il
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Q,) L'enseignemenr de la géométrie

Depuis que la géométrie élémentaire est une théorie
"achevée" du point de vue scientifigue, Ies tr.ansformations que
subit son enseignement sont entièrement des productj_ons de
I'activité didactique des professeurs. Elles devraient donc
pouvoir s'expliquer par i.t contraintes diverses, culturelles,
professionnelles, sociales gui s'exercent sur ra société des
enseignants, T1 est indispensable pour une approche scienti-
figue de ces phénomènes de distinguer ces contraintes mais sur-
tout les processus par lesguels elles produisent des effets à
long terme.

classons ces contraintes selon leurs,'sources", c'est-à-dire
s milieux gui sont supposés les exercer :

Ainsi 1a noosphère des mathématiciens est intéressée à avoir
des étudiants qui puissent transposer certaines guestions en
termes géométrigues. Les scientifiques, physiciens, naturalistes,
géographes, etc... se posent en utilisateurs de différents
modèles géométriques.

c
1e

gue les élèves
de technigues effi-
liés à 1'espace.

Les pédagogues et les psychologues insi.stent pour que
1'enseignement soit adapté aux possibilités et aux besoins des
élèves selon reurscapacités, leur âge et reur milieu...

Parml ces contrai-ntes bien peu sont susceptibres de
s'exercer directement et réellement.- crest-à-dire à court terme
en fonction de leur satisfaction effectivs - Toutes sont nédiées

par des circuits gui ne réagissent guère qu,à une apprécia-
tion essentiellement idéologique de Ia situation et ne ]a trai-
tent gu'au niveau symbolique.

../...

La société dans son ensemble réclame
disposent de représentations géonétrigues et
caces pour résoudre les "problèmes courants,,



475

Par contre, les contraintes liées à la négociation di-
dactique, cerre qui rie le maitre à l,élève à propos de chague
activité d'enseignement, s'exercent de façon répétée et impérieu-
s-e- Elles n'ont pas besoin d'être exprimées pour srexercer.

De plus, rorsgu'i1 est nécessaire qu,el1es s,expriment,
sous forme de convention ou de décisions par exemple, elres
doivent seulement être justifiées, vers l,extérieur, dans 1e
Iangage ou f idéorogie de f interlocuteur. rl est rarissime que
cette justification explicite rencontre Ia justification effec-
tive et rée1le -

La principale caractéristigue de cette contrainte inter-
ne à lractivité d'enseig,nement c'est d'être localement stabili-
sée ' Les correctj-ons s'exercent dans des temps très courts et Ie
professeur ne peut guère chercher airleurs que dans sa propre
action des moyens de les exercer.

@ Les contraint,es se manifestent
didactigues" du professeur concernant à la
ve à Ia connaissance, les conditions d,
d'introduction des notions.

Par exemple, 1e professeur, selon
tel ou tel asoect de la relati_on
entre plusieurs présentations de

sous formes de "choix
fois Ies rapports de .1 'é1è-
apprentissage et I'ordre

gu'i1 veut favoriser
didactique peut hésiter
son cours :ac

E

iT

i/ , ou @, a pour ob.iet
de permettre 1'accès "immédlat" à toutes les connaissances pré-
sentées. EIle suppose gue 1'élève, utilisateur, dispose des
connaissances lui permettant cette lecture et cette acquisition
directe' ou en tout cas gu'il se charge de les réunir en suivant
un processus à sa charge 1ui aussi.

cette présentation instarle dremblée le rapport au sa-
voir qui sera celui gue l'éIève dolt atteindre à la fin de sa
formation, et gui suppose que res acquisitions se font par
Itexercice dtun "savoir-apprendre', à peu près invariabre sur
une famille de savoirs à peu près indépendants.

.../...
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ii/ À lropposé de ce point de vuêrsê situe la présentation
'axiomatique des savoirs. Elle a pour objet de permettre au pro-
fesseur de ne jarnais faire appel dans son cours à des notions
gui n'auraient pas ét.é introduites auparavant ou gui ne pour-
raient être définies ou prouvées au moment de leur utilisation.
Erre prend en charge expricitement ce qui e.st supposé ,,connu,,

de 1'éIève et une manière de "construire,' ou dracquérir avec
cela 1es connaissances nouvelles. PIus précisément elle suppose
que les savoirs ne peuvent pas être acquis indépendamment les
uns des autres et gue les acguisitions elles-mêmes changent le
savoir-apprendre de 1'é1ève.

Ce point de vue axiomatique est particulièrement adapté
au contrôIe et à 1'amélioration de ta communication entre Ie
professeur et 1'é1ève. r1 facilite la négociation du contrat
didactique en ce sens gu'il tend à permettre au professeur de
renvoyer I'éIève soit à des enseignements antérieurs dont " 1 ,acgui-
sition" est à sa charge, soit à des conditions ,'d'acguisition,'
vraiment "universelJes" et que 1'éIève ne sauraj-t rejeter
(La preuve de ra varidité de ce qu,il doit apprendre par exem-
ple). Localement, le maltre peut manipuler le débit des informa-
tions nouvelles qu'i1 apporte.

Le savoir ne réside
de faits isolés mais dans une
de les organiser"

plus seulement dans une collectj-on
manière culturellement reconnue

4Jt
iii

iiirl Les deux premières présentations tendent à optimiser res
rapports de 1rélève soit avec la connaissance, soit avec le
système éducatif sur la base de 1'acquisition d'un corpus de
savoirs. Mais s'il s'agj"t d'entrainer 1rélève à une utilisation
du savoir et ce à une fin autre que I'acguisition erle-même,
il apparait plus indiqué de suivre un ordre conforme à cette
utilisation : celui des différentes étapes des actions gu'iI
faudra reproduire ou gérer.

Dans cette présentation'"fohètiôhnellè" calquée sur un
algorithme, il n'est fait appel aux connais.sances théorigues
gu'au moment où elles entrent en scène pour déterminer ce gu'il
convient de faire.
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cette présentation est centrée sur lroptimisation di_
recte du rapport de ltélève avec son mj_lieu.

iv/ Uné piéSèntâtioh "qéirétiôi.re" tend à montrer gue les connair;,
sances sont une réponse rationnelle à des problèrnes légitimes,
et permet ainsi un autre type..d'articulation ou de compréhen.-
sion des savoirs. La justification qu'êl1e en donne, interne,
est tout à fait différente de 1a justification fonctionnelle pe.l
les technigues où on les.utilise. Cependant elle traite assez
bien des rapports entre I'activité intellectuelre du sujet, ra
connaissance et son action sur Ie milieu. L'introduction histo--
rique pourrait sembler de ce poi-nt de vue 1a prus proche de
Ia genèse "vraie".

v/ Pour enseigner à 1'élève une connaissance nouvelre, iJ- est
indispensable de s'appuyer sur ce qu,iI eonnait déjà mais il
serait naif de croire qu'ir connait ce gui lui a été enseigné
et ne connaît gue cela (et en particulj.er rien, gi rien ne 1ui
a été enseigné). son activité personnelle lui fait déveropper
des représentations et des modèles spontanés gui jouent un rô1e
décisif dans ses acguisitions. 11 serait aussi naif de croire
gue ces modèles Èpontanés vont s'adapter naturelrement aux
acquisitions nouverles et évoluer sans heurt vers ra connais-
sance scientifique

L' exercice , l-a mise à 1 ' épreuve , la modif j.cation des
opinions anciennes de 1ré]ève est une tâche ardue mais nécessai-
re â ltenseignement des connaissances nouverles.

Si 1'on admet qu'i1 existe une régularité, une certaine
homogénéité des acguisS.tions de connaj-ssances lors du développe-
ment de lrenfant - dues à des causes psychogénétiques et socia-
les profondes - etrlou si I'on admet qu'il existe une filiation
épistémologigue lncontournable, constitutive, de ces connaissâncêr
il est possible de concevoir des présentations psvchoqénéticrues_
et/ou épistémoloqiques du savoir,

"6

.../...
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vLL/ Antagonistes à ces contraintes qui concernent le sujet
épistémique, 1I en existe drautres qui concernent lradaptation
de la présentatl-on des connaissances à Ia diversité des carac-
tères individuels des élèves et à leur insertion socio-culturelle
présente ou projetée.

Ces diverses contraintes paraissent contradictoires
1'ordre axiomatigue, I'ordre fonctionnel ou algorithmique, 1'or-
dre historigue ou génétiQue ou psychopédagogique ne peuvent
coincider. Les choix seront des compromis et il est clair que
1'on peut en observer en géométrie de très différents dans les
diverses directions indiquées.

3 Pour montrer gu'un système agit sur les choix d'ensei-
gnement iI ne suffit pas de montrer que tel milieu les influence
ou les infléchit dans tel sens pour telle raison, car on rj_s-
querait de prendre le signe pour Ia chose elle-même. rt faut
aussi expliguer les mécanismes régulateurs qui s'imposent aux
acteurs et 1es contraignent à maintenir stables les caractères
que lron déclare sôus influence.

Stabilité rnalgré Ies perturbations, variations et corrections.
Car les influences occasi-onnelles, même puissantes ont peu de

chance de produire des effets positifs durables sur lrenseigne-
ment. La plupart des améliorations sont lreffet d'optimisations,
et les nombreux choix qui'produisent ces solutions optimales
sont rarement des alternatives simples. Au contraire, i1s doi-
vent concilier des intérêts di-vergents, conjuguer des solutions
paradoxales... Ces équilibres ne se maintiennent gue dans la
mesure où le système qul influence lrautre, surtout s'iL f in-
fluence lntentionnellement, est soumis à des rétroactions du

systène influencé. De sorte que les influences qui sont les plus
Lntéressantes pour I'analyse de lrenseignement sont celles gui se

manifestent par des variatJ-ons tnoindres gue cel-les que I I on pour-
rait attendre drun fonctionnement indépendant, ou encore celles
Pour lesouelles iI apparalt rapidement des corrections appropriées
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en réponse aux perturbatj.ons occasionnelles. Les lnfluences
les plus importantes sont celles qui concourent à la stabilité
du système.

Crest sur elle que l'action didactique doit s'exercer
pour dés effets durabres, mais iI n'y a pas d'espoir drobtenir
une véritable ingénierie didactique sans la connaissance et l-e
respect de ces régulations.

Par exempre, on pourrait penser que 1es déclarations
de Dieudonné (r956) sur 1'emploi de I'axiomatique d'Euclide
dans I'enseignement, reprises et intégrées dans une demande de
réformes plus globalesr sont I'expression d'un désir du milieu
scientifique et lorsgue ces demandes aboutissent, on pourrait
penser gu'il y a 1à f indice drune influence effective de ce
milieu sur I'enseignement.

l{ais on pourrait penser au contraire que I'importance
de 1 | écart dénoncé dans ces déclarations entre les habitudes sco-
laires et les besoins des futurs mathématiciens est I'indice
de leur indépendance naturelle : aucune tendance à importer dans
lrenseignement des guestions ouvertes ou des méthodes de travail,
ou des présentations synthétiques empruntées à 1a recherche ne
recevait naturellement de rétroactions positives de Ia part du
système même si, à l'occasion le maltre et 1es élèves en reti-
raient gueloues satisfactions.

Le seul recours des mathématiciens contre cette indé-
pendance a été de faire un détour par lropinion pubrigue qui
a momentanément accédé à leur désir : 1es mathématiques ensei-
gnées devaient être non seurement "vraj-es" mais conformes à

certaines attentes épisténologiques de mathématiciens profes-
nionnels.

La façon dont cette exigence va être satisfaite et
trahie montre clairement ce gui, dans lrenseignement, est rela-
tj-vement arbitraire, donc variabre de façon assez erratigue et
ce qui est corrigé par les contraintes et donc stable : Ia dis-
parition quasl-totale de la qéométrie sous sa forrne classique à

un moment donné dans les programmesroelle desfiqures <lans les
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manuels, ou 1es deux, montrent lrabsence de toute nécessité locale
dans ce domaine.

Par exemplê, les rerations des élèves avec Itespace
lui-même, leur capacité à se diriger, à srorienter à agirdans ætespace nront guère été affectées par ces réformes, de même
semble-t-il, que leurs conceptions et leurs représentations les
plus générales. on peut consiriérer gue 1e faitr âu demeurant
assez évidentr eu€ J-'enseignement ne joue presque aucun rôle
dans cette acquisition (en particulier dans 1'enseignement pri-
maire) est ainsj_ établi.

on pourrait avancer gue crest le fait gue ces acqui-
sitions peuvent se produire naturellement qui rend inutile leur
enseignement. It{ais encore faudrait-iI que ces acquisitions spon-
tanées soient gualité et assurées pour tous les enfants. Est-ce
Ie cas ? 11 n'est pas facile de répondre car, pour mettre en
évidence cette carence, il faut pouvoir proposer des ,,exercices,,
où clairement les conceptions géométrigues des élèves sont en jeu
mais dont la réussite ne nécessite pas d'acguisitions langagiè-
res ou théorigues, ce qui est déjà une preuve de f inadaptation.

I
I
1

Aussi faut-iI expliguer pourguoi
géométrie est-il à ce point indépendant du
tif de 1 ' enf ant , cornme il 1 ' est au j ourd 'hui
la science et pourguoi il serait assujetti
nécessités didactiques et cultureIIes.

I'enseignement de 1a
développement cogni-
du dêveloppement de

essentiellement â des

J

I

I
I

f,

Cette dernière assertion me paralt singulièrement éta-
yée par les faits sui.vants : 1'essentiel des modifications, des
réformes, des débats, des travaux se faiÇ soit dans 1e cadre drune
axiomatlgue déter-minée (choisie pour les é1èves)r soit porte sur
le choix d'une telle axiomatique. c,est ra preuve gue parmj- tou-
tes les contraintes gue nous avons évoguées plus haut, seules
celles intervenant sur la retati-on maltre-élève sont vraiment
prises en compte dans la recherche empirique de 1'amélioration
de Irenseignement.

peut-être est-ce .1à effectivement le seul r:oint
faible du système et peut-être est-ce la seule voie
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offerte à Ia recherche en dldactique, jten doute et' la nréthode

gue nous yenons d'esgulsser va Permettre de pOser ces questlOns

dlf f éreuent.

ltals aucune de ees modiflcatLons nt" 9'effet vralment

décisif sur les phénomènes gu'elle prétend viser : la faciltté
de 1'acquisition d'une vaste et sollde culture géométrique.

En I'absence de feed-back, elles n'ont pu être vrai-

ment adaptées aux besoins <1es professe":='

La disparition momentanée de Ia géométrie classigue

dans 1'enseignement français a fait apparaltre me semble-t-il,
sa véritable fonction didactique'

Conclusions

Depuis gue Ia géométrie élémentaire est une théorie
,,achevée" du point de vue scientifigue, les transformations gue

subit son enseignement sont entj-èrement des productions de

l-ractivité didactigue des professeurs.

I. ces transformations changent I'organisation, 1ê

fonctionnement, Ie rôf e, 1 'usage des cOnnaiSsances ('Transpo-

sition didactigue) afin de satisfaire les contraintes du

contrat didactigue (analyses et preuves de cette assertion) '

2. Cette "dj,dactification" lncontrôlée de la géomé-

trie la rend improore à d'autres fonctions gue celles gue 1ui

a assignée 1'épistémologie spontanée des professeurs. 11 en

résu1te des "phénomènes didactiques" surprenants en particulier,
lors des réformes.'

3. L'lngenierie dictactigue et 1réplstémoLogle expéri-
mentale peuvent-elles remplacer la vigLlance épistémologlgue
,,naturelle' (absente du falt de lrextlnction de la recherche)

et renouveler l'enseignement de la gé6tétrle ?

l,,i

tWiluriili,
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Les situations choisies pour L'introduction
oes rationnels présentent rie nombreuses originalj.tés
gu'i1 nous paraît nécessaire d'expliciter, moins pour en
défendre le choix que pour permettre aux maitres qui fe-
raient les mêmes à leur tour d'en tirer le meilleur parti.
En effet nous sonmes habitués à recourir avec les élèves
à des justifications, à rechercher des explications que
nous trouvons êvidentes parce qu'elles se réfèrent au
modèle culturel qui nous a étê inculqué. Nous les croyons
didactiquement acceptables parce qu'e1J-es sont vraies
et simples dans notre propre système de référence.

Dans 1a méthode que nous exposons nous
essayons de nous référer constarnrnent au système construit
par les élèves à notre inst.igation et de jouer de ses
difficultés ou de ses contradictions pour provoquer les
évolutions souhaitées.

En compensâtion,il est 1:lus facile de disting:uer
le système qu'utilise 1'é1ève du*nôtre lorsqu'il est ,lifférent

I. Lê système culturel actuel fournit pour les
rationnels, en gros la déf inition sui-vante.
Déflnition I : (nar fractionnernent)

Une fraction est restée conme au XVIIè si'icie
"une ou plusieurs parties ci'un entier partagé en plusieurs
parties égaies airs.j- que 1a noitié, le tiers, 1-es Cer,<

tiers..." [::]

3 c'est donc le résultat d'une opératicln matérielle q:i
b
consiste à partager l-'entier en b partres que I'on pe::t
comperer et Céclarer égalesr puis à prendre un nombre

a de ces parties.
C'est une Céfinition constructive. Elle se

réfère â une rnanière de eonstruire I'objet défini.
EIle est bien adaotée à Ia construction d'une

qrandeur correSpondant à un nombre donÉ (une unité étant
donnée), sauf dans les cas où on ne connait pas de moyen

pratique d'effectuer concrètenent les opérations nécessaires.



?ar exemple, je ne peux pas fabrtquer un

Fcads i':r qui soit les 2/Z du poids d'une bague donnée
sr. ;e :e5:se de 1a détruire (inais le peux partager un
Foids égal de pâte à modeler en trols gar tâtonnements).
Daas ces cas où : soi.È la divtsion n'est pas concevable,
soi: la conparaison nfest pas posslbler ou le résultat
rrest gas dêfinlr ou 1e dénombrement irnpossibler la déft-
ei.ij,on fonctionne non comme une représenlatton de Ia réa-
lité cu ccntne une tbéorie, maj.s conrme un système slzurboligue
auquer il est vain de chercher une signifJ-cat,ion concrète.
Par exemple, cette. définition n'est directement dtaucun
secours s'il s'agit d'attribuer un nombre à une grandeur
donnée. A moins de laisser paralcre le procéCé de fabri-
cat10n.

2. La définition que neus :rti-lisons dst bien différente.
':..Dêfinition 2 : (par commensuration)

Une quantité {si eile exlste sera les a/b d'un
entier si en la reportanÈ b fcis (en en prenant b identi-
ques à elle-nêrne) on obcierit e enÈiers.

Cette déf1::r.t.r-)n .iupocse i'abo::d gue la gran-
Ceur e;<iste et les tpé:a:irns ::'elL* ôlr:que si)Dt ceauccup

.oIus fréquenunent' et fac;.1enei': effectuabies (nult.tplier) .

Elle re dj.t pas gcrunent ;oT-;si:r::ire :3.'4" Îlle n'est pas

ccnstructive, na:s el-ie f cr:in:.; :-iil aiql,r: tltne Je recc::iaig*
sance : elle pefine: Ce i.:-re .i.: i:e.lie crandeur esi or.t ncn
les 3,t 4 de tel.le eu:re. Ii:,ccr,; f aur-i"L pou-roir '' reporrer
plusiei:rs fcis'' ou dispose.r ie "pi'.rsieu.::s exer.,^çJ-aires 3es

Eranee':rs ér;oquées .

3. On peut dresser ies cableaux ind,iguant. suivant,
l-es Erandeurs, ies taiil-es , L.r nateère. . . e:c, cuei.Ie :éf i-
ni.iicn est ia nieux adaptée à l-'actiir:.té pcssrble Çu 1a

plus ëconcnique {1i en existe .i ' arl !e.:.:s i' aut.res ) . Îi
n'y a pas Ce doute que c'esi ia délinrrion i lpar frac-
-.-lonnenen$ Çui dans un ncnde ,:u e:<ist.ent C'au;res noyens
de raesures {et en part-iculier décrnaie) es.n la pii.ls fré-
que:luflent utile,

C'est donc celle qui devra linalenreni subsister.



Nous avons choj.sj- d.'introduire I'autre (par

comxnensuration) sous la conditj.on expresse de ne pas en-
seigner, de pouvoir la faj-re"désapprendre"et lui substi-
tuer ou luj. adjoindre I'autre,"Farce que, ainsi que nous venons

de Ie montrer, elle est mieux aclaptée au problène didacÈique
qul se pose à ce moment :

fl s'agit pour les enfants de construlre un

système de nombres pour représenter des grandeurs"gul
existent déjài dans une activité de mesurage déjà connue.

Presque jamals Ies grandeurs "naturelles" â mesurer nront
été obtenues par des fractionnements d'unitês sauf sl on

le fait exprès.

4. 11 est clair qu'il existe bien drautres défi-
nitions non seulement possibles mais historiquement attestées :

el1es ont leur domaine d'efficacité sur lequel elles sont meil-
leures que les autres. Elles ont eu leur heure et parfois cer-
tains ont constitué des obstacles au progrès : par exemple la
dénomination des fractions par leur rang "dénominateur" juste-
rnent, prend son origine dans une déflni.tion de la fraction en
usage dans lrantiquité méditerranéenne"et qui était basée sur
une procédure précise : Prendre le dixième d'une collection con-
siste à aligner cet,tecollection, à compter un, deux, trois, guâ-
tre, à retirer le dixième puis à réitérer. Crest ainsi que lron
procédait pour "décimer" les peuples vaincus. On comprend, que
dans cette définition, 1'expression trois cinquièmes soit in-
concevable car il n'y a qutg seul cinquième.



MODULE 1"."

LES NOMBRES RATIONNELS : CONSTRUCTION



MODULE 1. Activité 1 Séance 1

1.1 . EPAISSEUR DIUNE FEI,'ILLE DE PAPIER

r -'r r - Préparation du matériel et des lleux
%gnant a dis3osé :

sur une table devant les enfants : 5 tas drenvlron 200

feuilles de même format, de même couleur, mais d'épals-
seurs différentes (par exennple, des feuilles de polycople'
de bristol etc...) placés dans un ordre quelconque.

Certaines différences d'épaisseur ne doivent pas Pouvoif
être appréciées au simple. toucher.L-'enseigrrant ne cherche

pas à "savoir" ces épaisseurs à I'avance : 11 n'y a pas

de "bonne mesure" â découvrir-
Sur une autre table au fond de Ia classe 5 autres tas de

2OO feuilles des mêmes types de papier glacês dans un

ordre différent qui servira pendant la phase 2.

IO pieds à coulisse en plastique (2 Par grouPe de 5 en-

fants )

Un rideau ou un Paravent Permet de partager Ia classe en 2.

I I lère Phase : Recher"ii" a'un code (durée 20 à 25 mn).

Lfenseignant flace les enfants par équipes de quatre

ou cj-nq.

a) Présentation de Ia situaÇj,on - Consiqne.
. "Voyez ces feullles gue j'ai préparées dans ces

boîtes À, B, C, D, E. Dans un même tas' toutes les feuilles
ont Ia même épaisseur mais d'un tas à I'autre, les épaj.sseurs

ne sont peut-être Pas les mêmes. Pouvez-vous sentir ces

différences ?"

Quelques feuilles de chaque tas circulent dans la
classe les enfants les touchent, Ies comParent-

"Corfirent fait-on dans Ie conmerce Pour distinguer l-es diffé-
rentes qualj,tés de papiers ? (d'après Ie poids)

.o Objectl-f didactique
,tVous allez essayer drinventer un autfe moyen pOUr

{ésigner et reconnaltre ces différents types de papler, et
pour les distinguer seulement draPrès leur épaisseur.

Vous êtes groupés par équiPes concurrentes'
chaque équipe va réfléchir Pour trouver un moyen de d€signer

les épaisseurs des feuilles. Dès que vous en aure2 trouvé un'

vous lressaierez dans un jeu de cosmunLcatlon'



ir'ous pouvez faire des

ces instrunents appelés "pieds
:écinètres suifiraien-- inais le
ucil- isé ) .

essais avec Ie paoier ee

à coulisse" (Ies ooubles
pieC à coulisse a écé déjà

'^\ l-1Ârarr'l ananl- ôi '.^Àa rdrtêcpl u!Ç.rrs.ie !u

Les enfants essaj-ent presque tous de nesurer l'épais-
seur d'une seule feuille afin d'obtenir immédiat,ement la
désignation cherchée.

Ils font des remargues du genre : "c'est beaucoup

trop fin, une feuille n'a pas d'épaisseur" ou "c'est beau-
coup plus petit qu'un millimètre", ou "ce n'est pas possibie
Ce mesurer une feuille ! "

Il y a souvent à ce moment-là une phase de désarroi,
de découragement méme des enfants. Puj-s iis demandent à Ia
l,enseicrnang s ' iIs peuvent prendre? glusieurs feuilles. Très
vite alors, il-s font des essais''de mesure avec 5 ieuilles,
l0 feuilles, jusqu'à ce qu'ils obtiennent une épaisseur
suffisante pour la mesurer au gied à coulisse ou avee Ie double
décimètre. A1ors, ils àchangent des systèmes de désignation
tels que :

" I0 feuilles I mm

60 feuilles 7 mm

ou .31 = 2 mm (r()

Dans I 'une
Le pied à coulisse

À=T(. r\]

B=TF
n-Â/l

des éouj-pes, Ies
et onl établi ce

enfants ont refusé
système de désignaeion:

A,B,D étant le nom des différents types de papier,
TG, TF, M voulant dire : irès gros, très fin,. noyen.

ians cette ohase le maître intervient le :noins possible. Il
ne fait cle renarques que s'i-l s'aperçoitr 9trê, dans les grou-

?eS, les enfants ne respectent pas - ou simplement ont oublié
la consigne.

Les enfants peuvent se lever, aller chercher des

feuilles, Ies changer, etc...
Lorsque la plupart des équipes a trouvé un système

Ce Céslgnation (et que les cinq enfants de chacune sont
C'accord avec ce système ou ce code) ousile temps est écoulé;

-: - -------> --4 st;ne ëgaî- n'est pas co-trect, t'enseignent Le
-.--".

=--&-
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clrcule entre les émetteurs et les récepteurs dtune même

€quipe cette feullle porte Ie numéro de l'équlpe. De plus,
1es émetteurs notent sur une autre feuille - que nous Pour-
rions appeler "fiche de contrôle" - et gu'lls gardent, Ie
type de papier qu'ils ont choisi à chaque jeu afin que la
maîtresse puisse constater la réussite ou l'échec.

c) Remarsue : 11 est clair que lrenseicrnant n'a pas inÈroduit
de vocabulaire superflu comme "carnet d.e messages" "fiche de

contrôle ". . . ni d'exigences Foftt"lFff. 9"ptr8".r,tation des mes-

sages que les enfants devraient apprendre à resPecter. Il
n'y a Das eu de consigne génêrale à ce sujetrseulement des

aides et des corrections particulières auprès des enfants
mal inspirés.

{1)
1'éguipe

message émis

Ré:onse

2ème jeu : message érnis

ler

PéoonseI\UÈ

3èrne leu: message émis

1

E

R

:10-Ir:rm

: D t réussi

F ' )l = I mrn

R : B réussi

E:8=2rnrn
R : À réussi

" f eri: i. e.

de coni ôlr:"

II
I
I

I_l

No de

jeu: Ier jeu

3ème jeu

d)

"carnel de messages"

si certaines équipes n'étaient pas arrl'réeg à falre
deS meSsages efficaces, i'enseiginant aurait organisé une

nouvelle phase de cOncert-âtion, Pâi équipe, P''::' l-a rechei-'-

che d'un code (rnême consi.Ene que dans Ia lère pnase) "

Mais ce fait ne s'est jamais prcduit (sur B expéri'-'r -

ces icentiques). Les enfants sont arrivês à faire 2 ou 3

parties de jeu.

@crtg.
Pendant ce jeu, on obser:rre
enfants :

. certains choisissent un
1'épaisseur
. certains choisi-ssent une
feuilles
, d'autres cherchent au hasard épaisseur et nombre de feuii-r.es.
On remarque allssi que les enfants choisj-ssent de préférence -l-es
types de feuilles C'épaisseur extrême : 1es plus fines ou l,:s
plus épaisses pour faciliter Ie travail de leurs corresponc.rr:ts.

.../...

3 at,titudes d,ifférentes chez l-e:r

nombre de ferrilles dont ils mesut: jn:

épaisseur et comptent le nombrr: ,"1.e



t.1.4 - 3ème phase - Résultat des jeux et confrontation d.es
coaes-tZO a ZS nnl

a) Présentation de la situation et consiqne.
Pour cette phase, Ies enfants rePrennent leur place

en équipes de 5 comme pour la 1ère phase de la séance.

L'enseignant annonce une comparaison des résultats et prépare

le tableau à double entrée : - @guiPes) X (types de papier)
dans leguel il inscrira les messages échangés et les goints
obtenus par les équipes (voir tableau I Cl42 b L977) au fur
et à mesure de leur compte zendu.

b) Déroulement et remargues.
A tour de rôIe, chaque équipe envoie un "représentant"

qui lit, les messages à haute voix, explique le code choisi
e'.- indique 1e résultat du jeu.

Les Cifférents messages sont comparés et dj-scutés Par
Ies enfants. Comme lls sont souvent très différents, 1'ensej--
gnant leur demande d'adopter un code cottûnun.

Exemple:10=lmm

la classe entière a décidé de marquer :

l0f;1mm
60f;7run

Lorsgue tous les messages sont inscrits, 1es enfanÈs observent
le tableau et font spont,anément des remargues Cu tyPe t "ça,

ça ne va pas" ou "icir crest bien" etc...
Ces remargues pourraient être classées en 4 catégories 2

Ière catéqorie I

Si les feuilles
bre de feuilles doivent
Exemples du tableau I i

19f;3nm'+
L9 t' ; 3 mr, 4

TF

50 feuilles 7

Après discussion,

sont de tyPe différent, à un même nom-

correspondre des épaisseurs différentes '

Type A

Ttr:e g

: \'Ue

T:?e

ttça

lG

ne va pas"

va pas "
rutÂ*

- rrLr

,1-

t Z-^,: =

=i-- s--

.^^reâ c-.^,ta_

nâne :]'?e âe feuliiasr â': nême nonbre

lr :-.7-a 4=eiSSeUf

rl,r,ir:



l0

Exemple du tableau I :

30 f ;2 mm -r

30t;3mm+
3ème catéoorie :

S'il y a 2 fois plus de

fois plus grande.
Exemple du tableau f :

Type c I ,,0. ne va pas,,
Type C ,

30 f. ; 3 mrn '+ Type
15 f. ; I nn -+ Type

"on aurait dû trouver"
30f;2mm
15 f ; I mnt Parce gue 

xZ

feuilles ' 1'épaisseur est 2

"ça ne va pas" et les
enfants rajoutent:l

.15f;1mm\
( 30 r , z rr^)*2

4ème catégorie :

Des différences sur le nombfe de feuilles ne dolvent
pas correspondre à des différences.éga1es de mesures :

Exempre : 19 f ; 3 mm i "nu ne va pas parce qu,une feuille
20 f ; 4 mm I ne peut pas mesurer I mm"

À Ia fin de Ia séance,l'enseignant propose aux enfants
de reprendre l'exanen de ce tableau à la prochaine séance de

vérifier collectivement les mesures par la manipulation et de

les rectifier si. c'est nécessaire.
c) Remargue : La présentation des opérations effectuées sur les

nombres dans la recherche de couples équivalents à Iraide de

f lèches n'a aucun caractère formel ni obligratoire, c'est une

"manifestar-ion" familière de I'emploi des opérateurs naturels
auquel les enfants sont habitués.

.

Les enfants savent tous mesurer I'épaiSSeur d'un cer-

tain nombre de feuilles de papier, écrire le couple corresPon-

dant et rejeter un type de papier ne correspondant pas à une

écriture qui leur est donnée. La plupart est alors capable de

mei--tre e:i ceu\rre une stratégie de comparaison e-; en conclusion

C'accec,-,er un :),pe de Pa?1e= coîî$e correspcnoan: à une nes'ire'

Queigu:s-u:3 cn: f or:r''ulë .a::e s'-ra:égre ' La plupart des er'f ai:s
pe;: ara:r-se: ur: :ab-eau de rrssures e-' slgnaier des lncohé;ences

e. Se Se:1-â;l: :--p- 1c-*-a:-rÊn: Cu nooèLe iinéaire '



11

MODULEl-Activité2 Séance 2

t-2 - CoMPARAISON.D'EPAISSEURS ET COUPLES EQUMLENTS

t.2.L Préoaration Cu matériel et des lieux.r G

que pour la séance I : 1es

tas de feuilles disposés d.e la nême manière, Ies pieds
à couli-sse.

I .2.2 lère phase (25 à 30 mn)

a) Présentation de la situFtiori - Consigne.
Lrenseianant .lenande aux enfants de reprendre l'examen

du tableau réalisé au cours de la lère séance.

Cette observation se fait d'abord silencieusement' Pour
que les enfants puissent repérer les incompatibilités Ies
plus évidentes de certaines mesures. Puis I'enseignant ' Ieur
propose de relever les erreurs qu'ils ont vues, ligne après

ligne (pour chaque type de PaPier)

b) Déroulement et remargues.
Les enfants, après observâtion, et sur leur demande,

viennent à tour de rôle au tableau pour montrer les "mes-

sages" gui Ieur paraissent ine*acts et ProPosent éventu-
ellement une correction.

Ces corrections sont discutées Par I'ensemble des

enfants. S'ils sont tous d'aecord, Ia correction est faite
.sj-non, ils proposent eux-mêmes de vérifier par une mani-
pulation: ils recomptent le nombre de feuilles indiquées
dans le message et font la mesure. Après vêrificaticn col-
lective, le nouveau message est adopté et inscrit sur le
tableau (cette manipulation est faite par groupes z 2 grou-
pes vérifient un nessage, 2 autresr oll autre message...etC)
11 est arrivé souvent gue lorsque le mêrne tyPe de papier
est mesuré par des grouPes d'enfants différents, ces grou-

pes ne trouvent pas des mesures compatibles. Ceci est dû

souvent aux erreurs de iecture Ou au fait que les enfants

ont plus ou moins tassé les feuilles. rls sfen rendent

ccnpte très r.'ite e: le ij-sent.

I1 est arrivé également pour des types de papier

dtépaisseurs très voisines que 1es mesures trouvées ne

permettent pas de reconnaltre de quel papier il sragit'
crest au cours de cette phase que les enfants se sont

rendu compte qu'j-Is ont plus de chance de distinguer des

épaisseurs de papier voisines et prenant un plus grand
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nombre de feuilles. En effet, 15 ou 20 feuilles seurement
de papiers d'épaisseurs très voisines ont des mesures si
proches que 1es enfants ne peuvent:pas les distinguer avec
précj-sion. Crest alors gu'ils proposent souvent de mesurer
1 'épaisseur de 50, 80 ou 100 feuj.lles.
Exemples de rernarques d'enfants (ces exemples sont pris
dans le tableau II)

10 f i
et 5f i

Un enfant ajoute :

r 5f ;x3t vrs f i

2mm
t __ pour Ie type B, c'est bien.lnm

r*\x3
gmm/

Ces 3 mesures : 5 f. r 1 nm f0 f ; 2 nn et 15 f ; 3 mm

sont donc conservées.
Par contre dans la ligne. du type C, Ies mesures :

12 f;1nm 3

et I f ; I nm sônt contestées et rejetées
par les enfants qui proposenÈ de les refaire.
Àutre _exemple (tableau fI)
Egui-pes Type C Tlpe D

1 100 f;8mm I00 f ; Il ntrn

2 12t;1mm 10f;lmm

3 8f;Imm
4 14f;lmm

Conclusiors des
enfants

1) D>C (D est plus
épais que C)

2) D> C (D est plus
épais que C)

3) C>D (C est plus
épais que D)

Les deux premi-ères conclusj-ons ne corresgondent pas

à 1a 3ème Les enfants décident de conserver la lère con-
clusion car ils voient que sur f00 feuilles, i1 !r a 3 mm

de différence alors qu'avec I f, 14 f, L2 f, il n'y a pas

de différence de mesure,
IIs disent aussi qu'unedifférence de 3 f(L2-8) ou de

2 f(14-12) ne change pas 1a mesure (iIs vérifient par une

rnanipulation ) .

1.2.3 : 2ème phase : finit!on'-- du'tabl'eau :'re'che'rche'des
valeuss ma'n . (20 mn à 25 mn)

a) Présentation de Ia situ@.

Les enfants remarquent que certains types de papier
.../...
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n'ont pas été choisis au cours du jeu de communication et
qu'il mangue des mesures.

Lrenseignant propose alors aux enfants de compléter
1e tableau en mesurant les tyPes de papier manquants.

b) Déroulement et remarsues.

Les enfants se Partagent le travail par grouPes de 5

r-ron plus concurrents mais coopérants et Pas forcément les
mêmes que dans Ia séance précédente (plusieurs grouPes

prennent le même type de papier et vérifient ensuite la
compatibitité des rnesures)

Exemple oour Ie tYPe C :

x ilIz f ; I *\ * I
lge f ; 8 mml

Quand tous les enfants sont d'accorC, 1es nouvelles
mesures sont inscrites dans Ie tableau (tableau III) -

A la fin de cette phase, le Èableau est donc entièrernent
corrigé et complété. I1 y a plusieurs messages compatibles
pour chaque tyPe de Paoj,er.

. Lrenseignant ProPose aux en?ants de refaire le jeu de

cornmunicatj-on de la lère activité en tenant compte de toutes
les remargues et corrections gu'ils ont faites (grand nom-

bre de feuilles, tassenent du papier---)
. Le jeu est donc repris une fois à Ia grande satisfaction
des enfants qui réussissent tous, même si on ajoute un

ou deux nouveaux tyPes de PaPier-

1 .2.5 - Résultats d

Ces enfants savent adapt.er Ie nombre des feuilles choj--

sies aux besoins de la discrimination de leurs épaisseurs
(auqfmenter le nombre de feuilles lorsque les épaisseurs sonr-

très voisines). IIs savent trouver par le calcul, des couples
correspondants au même type de papier. Tous savent maintenant
utiliser le modèle linéaire pour analyser un tableau. Une par-
tie drentre eux est capable drutiliser des relations de voi-
sinage entre les couples. Un grand nombre drenfant,s a été
conduit à juger des déclarations et à argumenter lui-même.

communication

.../...



EXEI,IPLE DE ler TABLEÀU DE I{ESURES NON CORR]GE

lABLEÀU

Type des
feuilles

Type des
feuilles

équipe I

équipe I

ÎÀ3LEAU T (L977 )
;
:.

B

c

E

TABLEAU C.MZ a

a

c

D

TABLEAU II (L977 )

f9f;3nun 10f;2mm 20 f ,-4 mm

19f;3rnm 4frlnm 15fi2

19 f;2 mm 30 f;2 mm f00 f.;8 mrn
30f;3
15f;1
20f;2

19 f ;
L2f; l00fi9mm

9 f i 4 nm 13 f ; 5

1f;3

équipe3 | équipe4

48f.;9mrn

I0 f i 2 nun

t2t;
96f;

1 lun
Bmm

8f;lntm
64f;8nm
L2f;1mm

f00 f ; -8 nrn

14 f ; 1

154f;11f00frIlnm 10f;lnm
r00t;10mm

6fizmm23f;I0mm t0 f;4 mm
8f;3mm
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1.3 - CLASSE D'EQUMLENCE DE COUPLES -

Séance 3

NOMBRE RATIONNEL

f.3.1 - PréoaraÈion du matériel.

L I enseignant
tableau III, corrigé
mais elle a réservé

fl , util-i,se
séances.

i.3.2 - tère pnase t (t5 à 20 mn)

a) Présentation de la situation - Consigne.
. Lrenseignant fait rappeler par 1es enfants les objectifs
des deux premières séances :

"pouvez-vous rappeler ce que vous avez fait au cours des
deux dernières Ieçons ? Quel Était le but de ces leçons ?"

Ce rappel par les enfants, permet à

de voi-r si les objectifs ont êté bien cernés et bien com-

pris. 11 résune ensuite leurs interventions : "vous
avez dôcouvertune méthode pour désigner les épaisseurs de

n'importe quelle feuille de paiier", Pour voir si cette
méthode est bonne, vous allez l'éprouver en disant main-
tenant si les écritures que je maroue sur le tableau dé-
signent I'une des feuilles d.e papier gue vous connaissez
et laquelle ?

Exemple : -Quelle feuj.lle désigne Ie couoe (f0;2) ? (10;1)?
(fOO;B) ? (48;9)? (un enfant va chercher les
feuilles correspondantes dans les tas restés
en place

crits
ples

- Comment pourrait-on désigner I' épaisseur d'une
feuille de tlpe A ? de type B ? etc...

Les enfants répondent en nommant les couples ins-
dans le tableau III (I1 peuby avoir I ou plusieurs cou-

pour chaque type de feuille)
Le début de cette Première phase est collectif et

sous forme de questionsse déroule de manière très vivante
et de réponses.

. Puis ltenseignant demande aux enfants 3

trPourriez-vous trouver drautres écritures pour désigner ces

dj-fférents types de PaPier ?'
et leur propose de chercher individuellement sur leur cahier
de brouillon drautres couPles.

a conservé sous les yeux des enfants le
et complété au cours de Ia 2ème séance,

la place pour faire un second tableau.
aussi les tas de papiers des 2 premières



b) Déroulement et remarques.
Pendant que les enfants recherchent

d'autres écritures, Itenseignant dessine sur
5 colonnes qui corresPondent aux 5 tyPes d.e

IV) . En tête de chaque colonne, il j-nscrit
du tableau III qui désigne 1'épaisseur de la
pondante :

exemple :

(48f ;gmn)l (r0f ;2mm) l(r00f ;8 rnrn)l(r00f ;rlmm) ( 10 f ;4run)
(5f; rmm)

(20f;4mm)

(rv)

Au bout.de 5 mn.environ, I'enseignant' inscrit dans

les colonnes ci-dessus Ies bouples que les enfants énoncent
(On peut également envoyer berlaj-ns enfants les écrire eu>(-

mêmes).

Ceci donne lieu à des discussions entre les enfants
qui demandent des explications lorsqu'ils ne comPrennent Pas

ou lorsqu'une écriture ne leur paraÎt pas correcte. Bientôt
deS enfants déclarent "On peut en trouver tant qu'on vegt".
A Ia fin de cette lère ohase, Oû a donc inscrit 5 à l0 cou-
ples différents pour désigner chaque épaisseur de feuille.

Pour s'assurer de Ia bonne compréhension de tous,
Itenseignarrt désigne au hasarC des couples et demande à des

enfants d'aller chercher les feuilles corresPondantes. 11

d.it aux enfants comment on indique que deux couPles corres-
pondent au mêne PaPier z

"nous avons vu que tous les couPles d'une même cçrlonne (par

exemple [0f ;2mrn) , Q0f.;4mm) , (5f ;lrnrn).--) correspondent
au même type de papier, donc à Ia même épaisseur de feuil-
le. On dit qu'ils sont'gggaval#- et.on l'écrit :

(l0f ;2rnm) = (20f;4r'm)
(20 ;4) = (5f;lmm)

r ? ? - ?Àrna n'hrca . Penrrement des 5 twr-res de feui'l'l'es

A,B, C,D.E dtaprès leur épaisseur (30 à 35 mn) :

a) Présentation de la situation :

Pour chaque type de feuilles (Ara tCtDrE) | lf ensei-
gnant demande aux enfants de choj-sir parmi tous les couples

.../...

rliii

16

individuellement
le tableau noir

gapier (tableau
1'un des couple
feuille corres-
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équivalents qu'i1s ont écrits, I'un d,'entre eux qui sera
seul retenu pour désigner 1'épaisseur de la feuille.
(généralement on constate que les enfants choisissent plutôt,
les couples avec 10 ou f00 (s'il y en a) ou alors des cou-
ples formés de nonbres peti-ts.

Ex. l0 f; 2run

100 f,i 11 nm

5f;llrun
fI refait les 5 colonnes en gardant seulement Ie couple
choisi.
Exemple : Ces mesures sont celles du tableau ILgui avaient
êEê choisies par les enfants en L977.

Pui-s iI demande aux

A, B, C rD,E, de la plus mince à

b) Déroulement eÈ remargues.

"enfants de ranger les feuilles
1a plus épaisse.

':'

Les enfants travaillent individuellement sur leur
cahier. Lrenseignant n'intervient que sur leur demande soit
pour apporter un renseignement, soit pour écouter une expli-
cation : tous n'arrivent pas seuls à ranger du premier coup

les 5 types de feuilles. Au bout de f0 à 15 mn (avant que

certains ne se découragent),l'ensej-gnant fait exposer tour
à tour Ies différentes méthodes employées. Un des enfants
qui n'a pas employé une méthode sernblable à ce1le déjà
exposée vient décrire la sienne. EIIe est discutée par
I'ensemble d.e la classe. EIle est acceptée si elle est re-
connue bonne et rejetée si elle ne donne auiun résu1tat.

Les enfants ne font pas une comparai-son systématigue
de toutes les paires de couples. Ils utilisent des stratégi-es
plus économigues et des méthodes de comparaison très variées
dont voici les plus remarguables:
- eeriains enfants choj-sissent un couple qui ne changera pas

et transfornlent les autres ccuples en les rê$têDâr-u tcus au

nêii,e nonbre i.e feuiil.es que le cremi-er.

fci, le nombre de feuilles f00 est presque évident
(C ou D), ce qui donne B : (f00 f; 20 mn) E : (I00 fi 40 mn)

mais ne marche pas pour A. Seules les feuilles BrCrDrE peu-

vent être rang:ées.
.../...
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. Drautres enfants ramènent le plus grand nombre de couples
possibles â la même épaisseur : B (2Ot4) C: (5;4lc'est olus
épais que B puisquril faut noins de feuilles pour Ia même é
seurr cê qui permet de ranger déjà B, C, E.
. I1s arrivent également à placer la feuille de type D par
rapport à celle de type C en faisant Ie raisonnement suivant

f00 f r It nrm

50 f * c'est un peu plus de 5 mm, donc
la feuille de type D est plus épaisse que celle du type C.

Ils peuvent donc à l'aide de ces deux démarches ranger les 4

types de feuilles :

C<D<B<E
. La feuille A pose des problèmes pour
Pour la première par exemple Ie type A

ainsi est comparée au type C : (100f;

les deux méthodes.
: (4Bf;9mm) = (96f;1

La feuille de type A est plus épaisse gue 1a

de type C puisque 96 feuilles ont une épaisseur de 18

alors que f 00 f n'ont q,ri.,nu épaisseur de 8 mm.

11 faut alors ranger cette feuille de type A par
rapport aux 3 autres, ctest-à-dire par raoport à D, B et E.

Les enfants la comparent d'abord à D puisque D est juste
après C dans Ie ler rangement. IIs font Ie même raisonnement
gue précédemment :

PourÀ -+ 96f ;18mm
Pour D -) f00 f ; It tnm

et ils voient bien que A est plus épais que D.

Puis ils comparent Ia feuille de type A à la feuil
de type B.

pour A -+ (96 f r Ig mm)

Pour B -) (100f t 20 mm)

f c j-, l-es enf ants ont beaucoup de dif f icultés et disent que

ce n'est pas possible de dire quelle est la plus mince des

deux (Ies 2 types de papier sont très voisins I'un de l'au-
tre et iI était impossible au toucher de 1es distinguer)
Une fillette a proposé alors d'écrire :

10

peu plus de I0 feuilles
de type A sont plus min-

feuille
nrm

Pour B 
,ro(too 

f i 20 *),
t tc f. ; 2 mm a

et elle a dit : "pour A il faut un
pour faire 2 mn, alors les feuilles
ces que celles de type 8".

Les autres enfants
sonnement ont demandé des

qui nravaient pas compris ce rai-
explications. Pour qurelles soient

.../...
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L
t

t

plus compréhensibles,
de disposer ainsi sur

B (10 f
A ,196 f

:9 l\

EI
désigner 1'
Les enfants
Enseignant
S'iI donnai
choisis

r9
fenseignant a dernandé à 1a fillette

e tableau ce gu'elle expliquait :

2

I8
mm)

nrm)r

__) z9
2mm

"On ne peut pas diviser 96 par 9 parce gue ce nrest pas un
multiple. Ivlais comme 9 x f0 = 90, on voit qu'il faut un peu
plus de 10 f pour faire 2 mm".

Autre méthode :

D'autres enfants ont fait Ie
!'Si A et B avaient la rnême épaisseur
raient une épaisseur de 18 mn et iI
pour une épaisseur de 2 mmr c€ gui n

raisonnement suivant :

, 96 feuilles de B au-
resterait 4 feuilles
'est pas possible".

A 1a fin de cette 2ème phase, Ies enfants ont rangé
les 5 types de feuilles et ont inscrit sur Ie tableau :

C<D<A<B<E
si nous avions choisi d'autres couples pour
épaisseur, aurions-nous trouvé le même rangement
: - "oui r cê sont les mêmes feuilles

Mais 1e système n'est peut-être pas bon.
des rangements différents selon les couples

- Vous vérifierez-ce soir si vous voulez
en prenant d'autres couples."

t.3.4 - 3ème phase : (5 mn)

a) Présentation de Ia situation.
Pour faire fonctionner ces démarches, IrenseJ-gnant.

propose aux enfants de placer parrni ces 5 types de papier
un autre couple qui désignerait I'épaisseur d'une feuille
d'un nouveau type que I'on appellera F. (ce type de papier
ne fait pas partie du matériel proposé). f1 leur demande

cornparer 1-'épaisseur de cette nouvelle feuille aux autres
typeF:25f+7mm

n i )érouiernen'. ea remaroues :

Les enfan--s travaillent j-ndividuellement et presgue
*-cus util-l,sen-. l"a prenière dénarche : il-s se rarnènen: à 100 t

et piacent t.rès rapidement 1a feuiile de tyPe F entre B et E.



t. g. S - fractions, ( fO mn)

a) Apport d'information.

Un couple indique gu'un tas de tant de feuj-lles de

tel type a telle épaisseur.
Tous les couples équivalents corespondent donc à

un même type de feuilles. On dit qu'i1s appartiennent à une

même classe. "Voici une classe de couples" (Lrenseignant
montre une colonne).

Tous indiquent une même épaisseur et on peut prendre
n'importe quel couple d'une rnême classe pour reconnaître Ie
type de papier.

Si I'on veut désigner I'épaisseur d'une feuille ell
même et non plus un tas de feuilles de telle épaisseur, si
1'on veut désigner toute la classe des couples et non plus
un couple particuli-er, i1 fSut inventer un nom et une écri-
ture particulière. Cette écr:.jture exister oI1 l'appelle
fraction

Par exemple, on dit que le papier de type C a une

épaisseur de "4 millimètres pour cinquante feuilles" ou

encore "4 pour cinquante mill"imètres", eÈ Ie plus souvent
de "4 cinquantièmes de millirnètres" et on écrit ceci â

l'aide de Ia fraction 4/30 "" +. (50;4) désigne un tas
de 50 feuilles qui mesure 4 mm.

4/50 désigne I'épaisseur d'une feuille de papier telle
qu'i1 en faut 50 pour obtenir une épaisseur de 4 run

Remarguez gue les nombres ont changé de place'

b) Activités :

Ecrivez l'épaisseur d'une feuille de type A, B, D.

Lisez les fractions gue vous avez écrites Cherchez des

fractions gue vous connaissez et dictez-les : les enfants
écrj-vent les épaisseurs z l/I2 de mm, 3/5, I/4, L/2, 2/3 - . .

Désignez un tas de 20 feuilles qui a une épaisseur
de 3 mm.

Dési gnez 1 ' épai-sseur d'une feui L1e telle gu ' i-1 en

fau.. 3C po'\.1r " f aire" 5 milLimètres.
Que déslginen: 3,/2C, i3C;5) ?



c) Est-ce qu'
pour désigner

Pour
nous

2T

i1 y a plusieurs écritures (plusi-eurs fractions)
Ia même épaisseur ? Trouvez-en.

d.ire que 2/9nm eL 4/ l8rnm sont la même épaisseur
écrivons :

2=4
9 r8

Remargue : ces questions ont pour but de bien faire connaître
I'information qui est apportée, elles ne sont pas un exercice
d'apprentissage. L'usage fait, ultérieurement de cette êcri-
ture conduira I'enfant à en "retenir" les formulations et
les significations.

La distinction entre 1'épaisseur d'une feuille et Ia
désignation d'un tas de feuilles est essentielle et ne sera
apprise que progressivement.

1. 3.6 - Résultats

Les enfants savent trouver des couples éguivalents.
fls savent comparer les épaisseurs de feuilles (beaucoup

avec 2 méthodes). Ils ont une stratégie de rangement des

couples, d'après ces comparaS.sbns. fls savent désigner I'é-
paisseur d'une feuille de papier à I'aide d'une fraction et
trouver des fractions égales.

fls ne savent pas trouver l'égalité de 2 fractions
dans le cas général.

Remargue : Ces savoir-faire sont constatés en situatj-ons,
Il n'est pas possible à ce moment-Ià de détacher une ques-
tion du contexte et de la poser de façon indépendante. On

ne pourra donc pas encore s'appuyer sur ces résultats en

tant que connaissances acquises et identifiées comme telles
par 1'enfant.



COMMENTAIRES SUR CE PREMIER MODULE

Analvse de la tache des élèves : EmetÈeurs.

La tâche d'êmetteur est bien plus }égère gue celIe
de récepteur : on ne doit compter gue les feuilles du tas choi-
si et prendre soin de bien les mesurer. Le désir d'avoir des

nombres simples et corrects conduit à choisir un nombre de

feuilles tel
. que 1'êpaisseur soit aussi voisine gue possible

d'un nombre entier de millimètres
. que les erreurs dues au tassement des feuilles

restent faibles
. que le nombre de feuilles à compter reste assez

faible.
Une analyse plus approfondie ou une pratique répé-

tée conduirait I'' émetteur à. choisir :

. un nombre de feuilles assez grand pour que la
différence entre leur épaisseur et l'épaisseur d'un même

nombre de feuilles du type Ie plus voisin soit assez nette
par exemple, excède I nm (tassement êIininé)

. un nombre de feuilles tel que Ie cott de l'opé-
ration soit minimum (l,e coût de I'opération est éva1ué en

coût du compt,age des feuilles et en prix des erreurs Par ten-
tative. Le coût des erreurs dépend d,e 1'erreur relative Par
I'intermêdiaire de la probabitité d'erreur gu'elIe engendre).

Ce point a rnérité une étude mathématique qui n'est
pas publiée ici.

Analvse de la tâche des élèves : RéêePteurs.

La tâche des récepteurs est plus lourde - S'ils
"appliguaient" un algorithme rationnel, ils devraient pour

interprêter le message (60 f ; 7 mm)

. compter 60 feuilles de chasue type de papier

. mesurer J-'épaisseur de ces 5 tas de 60 feuilles

. comparer ; 'l es tas dcnt Ia mesure seraii Ia

plus proche de 7 mm serait retenu.
En fait, cette procédure, si elIe était systémati-

quement appliquée, ferait perdre Ie bénéfice essentiel de

la situation :

.../...
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les enfants peuvent (doivent) éliminer certalnes hypothèses
en utilisant ilexpérience qu'i1s ont acguise dans Ia première
phase et en mettant ep oeuvre une représentation (un nodèle
implicite) de 1'épaisseur. Dans cette phase d'action, des
relations, des appréciations, des opérations, encore floues,
incomplètes, approximativesr vont s'éprouver, se clarifier,
se complexifier avant même d'être formulables.
Exemple : "50 f ; 7 mm, c'est du (papier) fin, c'est pas du
A, on avait trouvé pour A (3 f;lmm) Sous-entendu 60 f de A
feraient bien plus de 7 mm.,.

Si les enfants se trompent d.ans leurs hlpothèses,
ils peuvent s'en apercevoir sans trop de retard et sans
autre sanction gu'une petite perte de temps. La représen-
tation permet dranticipêr, d'économiser des tentatives, elle
est contrôrée par 1'action, sans Ia conditionner complètement,
ni être conditionnée par e1le. Elre commande toutefois ces
décisions d'action car une fois écartées les "papiers"'im-
probabies il faut retenir les autres. "C donne pour 30 f. 2 mm

et D aussir on ne peut pas savoi-r. Tiens remesure. Si 30 f de C

font un peu moins que 2 ça doi! être D.

de feuilles..." ;'
11 faud.raiÈ plus

Pour les récepteurs deux messages ont tendance à être
équivalents s'ils permettent la même d.iscriminatj.on parmi les
papiers, d.onc s'ils sont voisins topologiquement.

11 est nécessaire que chaque enfant soit tour à tour
émetceur et récepteur.

Mêrne si tous les enfants n'acquièrent pas une égale
aisance dans 1e raisonnernent sur les épaisseurs, tous acquièrent
une bonne connaissance des conditions que devra satisfaire le
rnodèle gu'on choisira : ce qu'il devra permettre.

Analyse de Ia tâche de I

* Dans les deux premières phases, la tâche de lrenseignarrt la plus

importante ne consiste pas à contrôler le contenu et Ie dé-
roulement des réflexions des enfants : iI ne doit pas inter-
venj-r, quril entende une proposition intéressante ou une dé-
claration fausse. Crest Ia situation qui doit exercer ces

feed-back nécessaires. 11 nrest plus - provisoirement - le
gardien de 1a vérité, le garant, le recours, le destinataire

.../...



obligé et final de toutes les interventions des enfants

:t 11 doit - par son attitude convaincre les enfants de sa
neutralité â 1'êgard de leurs appréciations de la situation
afin qu'ils renoncent à tirer de lui les informations et les
aides qu'ils ne doivent tirer que d'eux-mêmes.
Neutralité mais pas indifférence : iI reçoit avec un égal
intérêt toutes les suggestions et les renvoie avec conviction
sans en modifier le contenu mais essaie de rendre réalisables.
Le maître renvoie les enfants à la situation mais s'attache
à accroître leur investissement, leur désir de réussir, I1
facilite la solution des problèmes subalternes, surveille 1e

respect des règles et des consignes qu'iI prêcise et répète
à 1'occasion, résoud 1es problèmes d'organisation, aide l'évo-
lution favorable des conflits dans les groupes. 11 veille à

ce que tous s'investlssent et concourent au résultat cherché.
Pour cela, i1 s'intéresse beautoup au résultat final gu'il
enregistre, participant aux su.ôcès, conrme aux déceptions,
heure:x avec les uns encourageant avec les autres, dans une

sorte d'esprit "bon sgortif".
Ici conme là ce sont Iès efforts oui sont éducatifs

et non les buts marqués.
En particulier 1e décompte des points des éguipes ne donne
lieu à aucune déclaration de sa part, les équipes se défont
d'une leçon à I'autre. Les points servent à déterminer Ies
stratégies pendant le jeu, pas à classer les gens après le
i arr

*. La phase 3 de la 1ère activité est une phase de confront,a-
tion (ce n'est pas une situation de vali-dation formelle) .

Là encore 1e maître esi un conducteur de jeu qui fait jouer
mais ne joue pas lui-même. Pour tous les enfant.s, les pro-
b1èmes qu'i1 réussit par ses exigences : formulati-ons claires,
renseignements précis.., sont ceux gui empêcheraient le fonc-
tionnement de Ia situation. fI n'a pas d'exigences "externes".
I1 laisse arriver à leur forrnulation correcte les déclarations
fausses o,,r absurdes, i1 laisse aux autres l-e temps de formu-
ier leur jucenrent. I1 ne confirme gas une déclara"rion ccrrec-
+-e avan-. que tcus se soient décl-arés i'accorC.

f ; enccuraoe l-es n:-nori;ai:e= è excrirrer leurs rése:-
^- ^-.1 3l ^v35 r utd!:!!ts ies aei-'-= inêne si- 1; ne peu-; pas les résouere.
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Dans les sltuations de recherche, }a pédaqogie
classi.gue conduit le maitre à "exploiter" irunédiatement
ou presque Ia "bonne" déclaration. f1 parle avec le pre-
mier ou un des premiers "qui trouvent". Finalement les
échanges concernent 20 t des enfants (les plus 'Vifs").
Pour que ces échanges soient compris des autres, les ques-
tions posées doivent être telles que B0 t d'entre eux
seraient capables d'y répondre presque directement, s'ils
avaient le temps nécessaire : les questions seront donc
assez fermées et la recherche consisÈera en une sorte
d'épreuve de vit,esse metÈant à I'honneur les algorithmes.
Ainsi, 60 t des enfants participent par procuration.
Quant aux 20 ? gui ne sauraient pas répondre, iI ne s'agit
jamais pour eux de chercher mais d'apprendre un savoir
tout fait, gu'ils devraient posséder, qu'iI est même

"honteux" de ne pas posséder, guisqu'iI ne s,agit fina-
lement j-ci de savoir qui 1'a ou quj. ne I'a pas. Donc,
pour 80 I des enfants, Ia recherche est une situation
sanctionnée négativement où I'accent est mis sur le sa-
voir : devoj.r chercher est une faiblesse gui ne pardonne
pas. Devoir apprendre est te.fait, d'une minorlté dêfavo-
risée et méprisée.

Les situations gue nous proposons ne doivent oas
être cond,uites de la même façon.

' Les guestions sont souvent plus ouvertes en ce sens
que le nombre des enfants capables d'y répondre directement
est très faible : presque tous ont à chercher. Les échanges
vont concerner 80 * des élèves sur des problèmes que moins
de 20 t d'entre eux peuvent résoud,re directement. Le maitre
maintient la situatj-on ouverte en n'exploitant pas les idéeS.
11 se contente de les faire prendre en considération. Le fait
d'être Ie premier à avoir une i-dée perd un peu de f importance.

Les enfants qui- ont trouvé plus vite doivent appren-
dre à faire partager leur conviction sans la sécurité de la va-
Iidation par 1'adulte. Ainsi, la recherche et 1'apprentissage
devierrt 1'affaire princicale de la majorité.

Ces situations sont délicates à conduire : la voie
y est ouverte à un champ drattitudes sociales très diverses.
Le maltre a appris à contrarier les actions de diversions ,
certains enfants égarent lropinion des autres pour avoir re
temps de chercher eux-mêrres, accaparent lrattention, ne res-
pectent pas la recherche des autres, etc... ctest. toute ra

.../...
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fonction et ilusage du savoir et de ta vérité qui s'apprennent
à ce moment-}à, certains enfants habitués à un statut dans ra
classe et à un contrat d.idactj-que classique vj.vent mal les
changements subits de mode d'action d.idactique du maître
comme 1'absence de sécurité, de valorisation immédiate, la
dépendance par rapport à lraction ou à r'opinion d'autruir êtc.
Pour les enf ants et même pour les parents, le maître a d.û

parfoJ-s faire provisoirement le médiateur des changements,
souvent profonds, su'il avait provoqués. De toute façon, les
changements fréquents de types d'interventions utilisés favô-
risent les évolutions en douceur et I'adaptation des atti-
tudes malgré leur diversité.

L'évolution s'opère correctetn€t'rt dans I a mesure où
on parvient à faire en sorte que les relations avec I'objet
de 1'étude, €t les relations avec les autres sujets connaissant
deviennent sources'de plai-sir Ft enjeu du désir. Les prises
de décisions, les actions, les. échanges jugements... doivent
d.evenir d.'abord des occasions "d'utre jubilation fond.amentale
de Ia classe. Le maitre est.oiidrr:-t à renoncer à 1'objet
unique du désir des enfants.

Le savoir, 1'alibl slnnbolique d'une lutte entre les
enfants doit pouvoir devenir 1'objet d'une activité libidinale.

La relation maître-élève s'efface ainsi devant les
relations enfant-savoir, enfant-milieu-savoir et enfant-autrui-
savoir.

t Le maltre es+- la mémoire de référence de la classe. fI 
".souvieni des conventions, des accords et ies faits pertinents.

II les rappelle à bon escient. C'est par ce rôIe qu'il commande

et contrôIe les apprentissages.

* Enfin, Ie maître représente Ie savoir des adultes. Lorsqu'il
fournit des infor:n,ations sur ce sujet (par exemple : Activité
I - Séance 3 - Phase 3) Les enfants, gui ont leur propre système,
peuvent cornprencre la nota+-ion en cours et ses avantages - o'11

son équivalence avec le système qu'ils onl, consirui+-, €t
1 'aicpter, nor: pas l-ibreme::-- mais consciennelt-L.

:lc Bien str, les éventuels changements de notations ou de voca-
bulaire cottent aux enfants et aux maltres.

Crest pourquoi les conditions drapprentissacres ont
.../...
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un caractère critique :

A aucun moment au cours de cette première activité'
Ie maître n'indique gu'i1 faut apprendre quelgue chose. À au-
cun moment, il ne fait répéter une activité en ayant convenu
avec les enfants qu'elle devrait être sue, connue, apprise.
(Cela viendra plus tard peut-être) et en reconnaissant gu'une
phase n'était pas justifiée par d'autres raisons.

En fait, la phase I de 1a lère séance : "recherche
de couples êquivalents", doit permettre à tous les enfants
d'effectuer la recherche d'au moins deux couples équivalenÈs
à un couple donné, de comparer deux couples une dizaine de

fois au moins, d'expliquer une équj.valence au moins une fois,
<J'entendre plusieurs méthodes de comparaisons. Tout cela dans

une situatj.on de contrôle collectif. Mais Ie contrat passé avec

eux n'est pas "vous devez apprendre et savoir faire ceci Pour
pouvoir répondre à la question suivante "comrne je le Vêuxr'2

mais "vous devez faire ceci pou:.r pouvoir ParticiPer au défi
suivan--". L'apprentissage de la iecherche de couples d'équi--
valence se pouvuit dans la phase'2 et plus loin, il n'est
pas nécessaire de l"'achever" dès 1a phase t. De plus cela
exigerait le plus souvent Ia forrnulaÈion d'une méthode de

recherche comme par exernple : on peut multiplier ou diviser
les deux termes du couple par un même nombre "ou pire" deux

couples Sont éguivalents si "immanguablement à ce moment-là

on devra dire ou une sottise ou une phrase incompréhensible.
D'aiIleurs ces formulations de méthod,es ne sont que rarement
économiques à long terme. Nous le refusons catégoriquement
ici.

La solution de la situation de la pfrase 2 z range-
ment des épaisseursro'est pas plus compliquée si 1'on ne sait
pas chercher des équivalentsrpuisque 1'enfant réfléchit dans

la représentation d.e la sj-tuation :

en nombre de feuilles et épaisseurs des tas au lieu
d'appliquer un algorithme sur 1'écriture de 1'épai-sseur d'une

feuille.
Tout aporentissage formel (convenu, instj"tutionnel)

à ce moment serait lourdement hypothéqué de contresens. Par

contre il faut que Ie maitre vérifie que tous 1es éIèves ont
bien réf léchi, choisi et calculé un couple llouveau-. . . au besoin
au tableau avec lraide des autres.

- Ceci ne veut pas dire qutil n'y a pas drapprentissages ni
d'apports dtinformation. La phase 3 de 1a 3èrne séance

,../...
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montre un exemple d'apport d'information. I1 s'agit de

conventions à enregistrer et à utiliser. Ces conventions
seront désormais de règle et le maître "exigera" Ieur em-
ploi dans les conmrunicatj-ons "publiques" des enfants. En

fait, i1 exercera une pression croj-ssante au fur et à me-
sure de Ia banalisation de Ia convention, sans refuser de

comprendre, surtout au début, d'autres formulations.
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ANALVSE OE LA SlTUATTOAJ

t - Situation.

Nous ne reviendrons pas sur 1e caractère fondamen-
talement cybernétique de Ia situation de communication :

Le codage le plus économigue, si on admet que l'on peut
augmenter à volonté Ie nombre d.es types de paoiers con-
siste à 1es désigner à I'aide d'un couple nombre de

feuilles, épaisseur en mi.11imètres - Remarguons toutefois
que Ia situation de recherche de code n'est pas répétée
Il n'y a pas de dialectique de la formulation : des couples.
Le code est mis en place de façon presque immédiate. La

situatj-on de communication ne fonctionne donc pas beau-
coup en situation d'apprentissage, e11e sert seulernent à
donner "du sens" à Ia phase d.'action des émetteurs et des
récepteurs. Le caractère "optimal" Cu message n'a fait
I'occasion d'aucun commentaire avec 1es enfants. 11 nous
assure seulement une bonnê acceptation par les enfants.

Z - Modèle i*piicite

action de la situation est
I'occasion de a création d'un modèle implicite du sys-

Pourquoi, puisqu'il s'agit finalement de mesurer des

Iongueurs, n'avoir pas choisi des objets.d.e longueurs
aporéciables ? L'enfant possède à cet âge une représen-
tation efficace des " longrueurs " comprises entre 1 mm

et 50 m. C'est-à-d.ire qu'i1 peut les comparer, les mettre
bout à bout, les partager, €t au besoin les évaluer
(c'est-à-dire leur faire correspondre approximativement un

entier à 1'aide oes slzstèmes d'unités en usage).
Mais justement, cette représentation est assez effi-

cace pour permettre de résoudre 1a plupart des situations
pratioues sans guril soit nécessaire drutiliser de sys-
tème numérique nouveau : perception, mesuraqe entier...

Lrenfant peut imacriner ou effectuer des ooérations
sur des t'loncrueurstt : sonrme, différence, sans utiliser de

modèle, de reorésentation.
.../...
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Par exemple, je peux indiquer Ia longueur désirée
d'une baguette en envoyant une ficelle de "longueur"
égale.

Lractivité mathématique peut alors au mieux tradujre
transcri-re "Ia réalité" supposée préexister.

Comme en géométri-e, 1e modèle i:nplicite dont dispo-
sent les enfants est si riche gu'il commande toutes les
dêcisions. Lorsqu'il ne parvient pas à résoudre une s!tu-
ation, la théorie mathématique qui pourrait lui suppléer
est alors trop complexe pour être construite à ce moment.
Si on utilise ce modèle implicite Ia théorie mathématique
construite, ici, le mesurâ9ê, ntapparaît jamais que conme

une complication, une exigence supplérnentaire ou suDerflue.
EIle doit être guidée, contrôIée par "f intuition", eIle
fournit au mieux des renseignements plus orécis... etc.

Nous avons donc choisi pour la varlable d.idactique
"grand.eur des objets", un domaine mettant en défaut le
modè1e implicite naturel sans'toutefois exclure des mani-
pulations.

Avec des longueurs de quelques centièmes d.e rnilli-
roètres on peut "concevoir" les . ogérations yisées mai.s

sûrement pas les percevoir ni les effectuef airectement.
Certaines sont même carément inconcevables bomme parta-
ger une de ces longrueurs (un cheveu en quatrà ! dans le
sens de la longueur). Nous verrons gue cette impossibi-
Iité est voulue pour d'autres raisons. Le nonbre qui
mesure l'épaisseur devient alors 1e moyen 1e seul"concret"
C'apprêhender cette épaisseur, de construire les expérien-
ces de comparaisons, de prévoir 1a somne, etc... La repré-
sentation mathématique a été réintégrée d.ans son rôIe
fondament.al de théorie en construction, d,ans son rapport
dialectigue avec le constructeur et avec 1a situation.

De plus, 1'enrichissement de cette représentation
va pouvoir être contrôlé si dans un premier temps on va
favoriser Ie développement du modèle implicit.e en rendant
inutj-1e I'explicitation des méthodes (de comparaison
par exemple) on pourra pro\Toquer une phase de formulation
(Activité I - séance 2) puis de formarisation progressive
dans Ie module 4., au moment opportun pour chaque notion :

avant que le modèl-e implicite ne soit trop efficace, assez
tôt pour être utile, mais assez tard pour avoir du sens i
assez tôt pour que le sens attribué au langage

.../...

ilriil
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soit indispensable à I'action et à sa formulatlon, assez
tard pour que les concepts formulés ne soient pas tsolés
les uns des autres mais fonctionnent ensemble.

3 - L'explication.:
Le mod,èIe implicite développé par les enfants dans la

Ière séance cornprend une approche de la relation d,équi-
valence algébrique fondanentale (nombre de feuilles du
tas I x épaisseur du t,as 2 = nombre de feuj.Iles du tas 2

x épaisseur du tas I, mais strement pas sous cette forme) ,
sous la forme d'un ensemble d'anplicaÈions linéaires de N

dans N.

Cette application est approchée par ses proprlétés ?

la première remarque des enfants slgnifie gu'lls veulent
des applications différentes pour des feuilles perçues
conme différent,es (injectièn de I'ensemble des appU.cations
dans I'ensemble des tlpes de papiers).

\Remarq\ons qu'i1 n'est pas réaliste de la part des enfant.s
\de voulàir que des applications différentes indiquent des\

types de pàpiers différentq.., ils ont des exemples sous
Ies yeux où pour un même type de papier et pour un même

nombre de feuilles on obtient des épaisseurs différentes,
et où cependant le message a marchê. 11 suffit d'avoir
des résultats suffisamment voisins Les uns des autres et
suffisamment éloignés des autres résu1tats.

- Cependant cette exigence est formulée : i1 semble gue

I'on voudrait un nombre par type et un t11pe par nombre.
En fait, cê sont seulement les résultats sandaleux qui sont
rejetés,

30 f i 2 nxm 30 f + 3 mnt quelgu'un se trompe (ces

résultats ne sont pa algébri.quement éguivalents, Di tooo-
logiguement assez voisins.

- C'est seulement ensuit. qrr" la linéarité est formulée,
par sa pro.priété caractéristique de conserver les rapports.
Les enfants relèvent les couples qui contrarient cette Pro-
priété ei f'énoncent ensuite.

REMARQUE i Sril nry avait pas eu des tentatives un peu

variées avec la liberté de prendre le nombre de feuilles
quton veutrdes râpports simpLes ne seraient Pas apparus.
Si le jeu nravait pas été rapide, un peu anarchiquer bon
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enfant, Ies contradictions non plus ne seraient pas aPParues.

11 faut remarquer que Ie modèle explicite nrapparalt
pas conrme une formulation positive des propriétês connues

à 1'occasion de leur existence. Les couples qui obéissent
à la loi implicite ne donnent, lieu à aucune remaruqe : ce

I
sont 1es couples qui ne lui obéissent Pasr guir pâE I'acci-
dent qu'ils révèIent, rendent }a formulation nécessaire :

comme une thêorie, Ie modèle se rêvèle par ses contradic-
tions apparentes ou réelles avec 1'expérience et non

par ses accords.
11 faut voir dans ce fait un phénomène tout à fait

généra1 et important qui contredit formellement certaj-nes
théories didactiques empiristes cornme par exemple Ie Pro-
cessus psychodynaqique de Diehès : ce ne sont pas les

\,
ressemblances (Ies\somorphismes) entre Ies situations

-___.-

rencontrées qui sont Ie-moteur principal des "abstrac-
tions" non plus que Ia transcription ou la schématisation
des structures ne sont la c1é d.e la formulatlon. La simple

familiarité même active avec dès situati-ons bien structurées
ne suffj.t jamais à Provoquer une raath€matisa'tion.
Au contraire, les problèmes posés Par une situation à la
mise en oeuvre d'un modèle impticite ou explicite préexj-s-

tantr oo par une théorie à Ia prise d'une décision ou à

1'organisation d'une situation, provoguent 1f évolution,
la reprise ou le rejet et la formulatioh des théories.

cette dialectique caractérise la plupart des mathé-

matisations.
Sg

Ici-r Ia situation initiale (1ère séanee, phases 1 et 2)

peut être envisagée sans modèIe inj-tial partj-culier (TO)

(dénombrements et mesures entières - homothéties de N).
Sa résolution conduit à un langage et à des méthodes (T1)

peu satisfaisants du goint de vue logique. La résolution
de ce problème théorique (phase 3) exige de nouvelles
"expériences" et confrontations (2èrne séance) qui amènent

Ia réduction ces contradictions et 1'usage d'un modèle (T2)

en par-,-ie explici-r-e. Surtout en Ce gui Concerne la tech-

nrgue ce nesurage ces feuilies de papiers e: un peL: auss:

:-a rel-aiion d'éguivaience fondamentale entre ies écr:'+-ures'

h-
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Avec Ia 3ème séance conrmence une autre, Ia mise à

1'épreuve du système de mesure. Permet-il de reconnaître
Irécriture de I'épaisseur d'une des feuilles connues, de

la distinguer de I récriture d'une nouvelle épaisseur.
Ici Ie codage devient à nouveau I'objet de 1'étude des
enfants avec la formulation de 1'équivalence, Ia créa-
tion des classes d'équivalences et 1'étude de la compati-
bilité de Ia relation d'ordre sur les couples avec Ia re-
lat,ion d'équivalence : Ies conclusions doivent être 1es
mêmes quels que soient les couples qui servent d'équi-
valence.

La désignation des classes par Llne "fraction" (1e mot
n'est pas obligatoirement prononcé), 1'écriture de 1'éga-
lité des classes sont des informations apportées par Ia
maîtresse comme des conventions sociales (à respecter
pour être compris des autres) et conme une conclusion di-
dactigue, une confirmation implicite de Ia valid.itê de Ia
démarche de Ia classe

Les enfants pensent que les types de feuilles peuvent
se ranger par ordre croissant d'épaisseur, la théorie
qu'i1s ont construite permet ce rangement alors que leurs
sens ne le peuvent pâs, et toui de rnême ils peuvent avoir
des confirmations assez concrètes de leurs inférences - La

théorie fonctionne conme une théorie.
Et elle pose de nouveaux problèmes car la méthode

de comparaison n'apparaît pas valable pour n'importe quel
couple et el1e a recours à Ia fois

aux relacions algébriques qui permet de ramener la
comparaison de (40;6) avec (20; ) à celle de 40i5) avec
(40;8)ou encore de ranener (30;4) et (20;2) à (30;4) et (40i4)

et aux relations topologiques qui permettent de com-

parer par exemple (I9;3) et (r0;2) car (19;3) est moins
épais que (20;a) 'Commentaire des enfants ("avec une

feuille de plus, Ie tas fait 1nm de p1us, êt conime une

feuille ne mesure pas 1 mm...")

Il se trouve que la construction générale de cette
séquence suit le :nodèIe d'une consr--ruction axiomatigue
des raticnneis assez moierne (coup3,es, Passage au guc-
+-ienr-) . Ii n'esi pa-< niabi.e gue ia connaissance d'une
;eiie axj.ona--ique a oernj-s de 1'envisager comne soiuticn
au:: probiènes ce i.icaciiques ôes iécimaux gue ncus nous

ocsicns. f: serai: faux qe croire su? ce choi-x à précédÉ
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1'analyse didactique. Si nous avions êté conduits à choi-
sLr un.autre domaj.ne des variables didactiques et une autre
qenC/e, les couples auraient pu perdre toute signification,
1'é{uivalence tout intérêt, la construction aurait pu alors

Icoincider localement avec une autre axiomatique classique
ou non.

De toute manière laisser apparaÎtre
architecture dans I'activité des enfants
quelconque serait sans intérêt Pour eux.

la trace de cette
sous une forme
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MODULE 2 :

LES NOMBRES RATIONNELS : OPbNENOUS.

*,

Elir,,
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MODULE2-Activité1 Séance 4

2.L - LIEPAISSEUR DIUN CARTON

2.L.1 - I*{atêrie1 : les tas de feuilles et les pieds à coulisse
de lractivité précédente

2.L.2 - Première phase :"Ies épaisseurs rationnelles sont-elles
des nombres ?" (Durée : 5 mn)

Les enfants sont disoosés comme

a) I'enseicrnant pose Ia question suivante
des nombres ? Ce que nous avons fabrigué
est ce gue c I est des trombres ?"

b) Il laisse discut.er les e'nf ants.

d) Les réponses sonL recensées et
d I aboutir à une liste particulière
minantes :

Dour un travail
: "8/IOO, 9145..

pour mesurer les

individuel.
sont-i1s

épaisseurs

Oui, B, lOO, 9, 45 sont des nombres

Non, 8/IOA s'écrit avec deux nornbres, ce nrest pas un nombre,
c'est Pas Pareil.
c) L'enselgnant : "On "oourrait apneler ces choses des nombres si on
pouvait faire avec elles ce su'on faj.t avec les nombres. Que peut-on
faire avec Ces nombres ? "

discutées sans

aË propriétés
qu'il soit essentiel
communes ou discri-

Exemples :

. On peut les ranger du plus petit au plus grand (propriét.é
conrmune cela a été vu)

. "On oeu', ccrnpter des objets". On ne Ie peut qutavec les
naturels (car ils ont un oreni.er élément I et que chague nombre naiurel
a un successeur. Ce qui n'est oas 1e cas des rationnels, ces raisons
peuvent rester cachées) .

des

e)

de

. " On peut faire avec eux des opérations ; des additions,
multiplications. .. ". "On peut nesurer.. . "

Conclusion : "Dour décider si ce sont des nombres il faut essaver
faire des opérations par exemple des addi-tions, proposez mren"

2.I.3 - Deuxième ph : l'épaisseur drun carton (durée ; 40 mn)

Présentation de la situation. L'enseignant :

"Voici une feuiile oe t1'pe B, guelle cS+ç son égaisseur en

? et une feuiil-e ae type î, queiii"e es'- son égaisseur ?.

au iabLeau les épalsseurs : IC,15a e'- AC/LOO). Qu'est ce ouÊ

ces deux épaisseurs 9r; nil-l-imèr-re ? " (L'enseignant a chois:
'-els gue ieurs épaisseurs ne solent Pas touies oe ieu>:

ar-r molns il c!:orsit conme ici parni toutes les réponses

a)

r".i i 1inèr-re
(I1 éc::.-"

ia somme ae

ies oapi.ers

.../...
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des enfants, deux fractions n'ayant pas le même dénominateur.
. Des enfants suggèrent d.e correr res feuilles lrune

contre 1'autre et viennent montrer comment;drautres viennent écrire
Ia sonrme 1O/5O + 40/ 

tOO. "Cecj. devrait représenter cela" .

b) Consigne : "je faj-s une feuille nouvelle, olus épaisse en plaguant
une feuille B conrme une feuille E. Pouvez-vous prévoir de votre olace
que11e est 1'épaisseur de cette nouvelle feuille"(1'enseiqnant met
effectivement un petit point de colle au mj-lieu des deux feuilles et
les colle sans affecter 1'épaisseur du bord) . On vérifiera ensuite
pour voir qui a bien deviné.

c) Pari : beaucoup dtenfants croient que crest facile et prooosent
ils ont effectué tO +40 et 50+1OO !) mais dfautres ont des
écrivent autre'chose. (ExeTple , 5OlfOO)

d) Première vérification : L'enseiqnant laisse des discussions s'établi:
maj.s gu'un enfant vienne expliquer une méthode correcte ou non;el1e
dernande bientôt;'bomment savoir si ce résultat est correct ?"

Les élèves : "il faut fai-re un nombre suffisant de feuilles nouvel-
Ies et mesurer'l

Rapidement I'enseignant distribue des paguets de feuilles B à.

enfants."Comptez en lO chacun" et à lO autres des paquets de feuilles
: "Comotez en 10 chacun".

11 écrit donc 50 feuilles de È1pe B et lOO feuilles d.e

type E et fait préciser Irépaisseur de ces tas (IO nmr et 40 mm), si
les enfants ne le demandent pas. 11 peut d.emander 1'épaisseur totale
du tas (5O mm) et le nombre tot,al d.e feuilles (l5O)

"Je prends une feuille d.e type ts et une feuille de type E

et je fais une nouvelle feuille...."L'enseignant continue en décrivan'u
cette correspondance à haute voix, jusgu'à ce gue les enfants I'arrêten:
et di-sent "Ca ne va pâs, i1 y aura. trop de feuilles E, il faut Ie même

nombre de feuilles dans 1es deux tas r pour faire 1OO nouvelles, il
faut lOO feuilles B et 1OO feuilles E, (ou 50 et 50, ou 15O ou 15O) .

5

E

e) Voulez-vous changer votre parl
La plupart des enfants

déciarent la vérification inuti-Ie
qui n'ont oas Èrouvé.

avant Ia vérification ?

font alors le calcul correct et
. L'enseignant la fait faire par ceux

lC,''-., + 1O,'IOO 2O,, IOO = 4C/tCC = 6O,"rOa,

ia mesure peu'. fournir 61,.iCC o" 59r'tCO) naj-s cette
iiscussion esE cLassioue.

"../...
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,.1.4 - Troisièm : Somme de plusieurs fractions (Durée tgmn
à 15 mn).

a) si on fait un carton composé de trois feuil1es, lrune d.e g/,oo d.
nm (e) d'épaisseur, I'une de Lr/too de mm (D) , r'autre de z/to de mm

(B). Quelle sera son épaisseur ?

II n'y a Presque jamais besoin de vérificatj.on a ce moment.
Les enfants font le ca1cul :

8/too* r1lroo + 2o/too= 39/too

b) Lrenseignant leur demande s'ils sauraient effectuer des sommes de
n'importe querre épaisseur, et propose un exempre z 9/nu + zs/go

Z-.t.S - nemarsues

mais . Le choix des éoaisseurs à additionner peut être quelconque.
Ies manipulations dépendent de ces. nombres : par exemple on peut pro-
Poser Io/50 39,/roo au lieu de aolroo, cela interdit aux enfants
de réunir deux tas de feuilles, mal,s pas de 1'envisager et de dire gue
crest impossible.

. Proposer à ce moment 1à des sommes de fractions à même
dénominateur serait une erreur didaçtique.

Certaj-ns maltres ont été tentés de le faire avec 1'espoir
drobtenir immédiatement une réussi.te d'ensemble.Ils veulent éviter aux
la double dif f iculté d I avoir a décider d,e rédui-re au même nombre élèves

feuilles et de 1e faire pour que Ia somme des numérateurs, c'est-à-dire
des épaisseursrait un sens.Cela permet aux enfants des justificatigns
faciles à formuler et à aonrendre, cela faciLite ltapFrrentj_ssage
formel de Ia somne de cieux fractions (on sait faire la somme lorsque
les dénominateurs sont les mêmes, i1 nous reste donc dans le cas
génêral à réduire au même dénominateur avant de faire cette somme).

l4ais cette méthode donne de moins bons résultats :_ seuls les
enfants capables d'emblée de concevoir Ie cas généra1 et les raisons
de la facilité apparente des cas particuliers ont franchi Ia difficulté
en développant une conception correcte Çe ce qutest Ia somme de deux
fractions. Ils pourront ensuite plus facilement fai-re des raisonnements
cirects ou des calculs rapides originaux (exemple rs*tfi. iuùLes autres sont d.étournés des guestion" p.itinentes (pourguoi Ies
dénorrinateurs ne s'ajou+-ent-i1s pas ?) et oes efforts nécessaires de
concepticn e+- oe vêrifica-"icn, Fêr l-'anparente facilité de 1'acÈion.
à ef r-eccuer. Iis sont invités à apprend.re en deux tem=s une méthcde
a\/ec éventuelieineni des "fausses" justifications (par exemcle si
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j'ajoute 3 centièmes et 5 centiènes, cela fait 8. centièmeg, conrne
3 chaises et 5 chaises sont 8 chaises.

Ils apprennent drabord que lron peut faire la sonme
des fractions ayant même dénominateur et commentr êt guton ne'fait',
pas ou quton ne peut pas faire autrement (on ne peut, ad,ditionner,,des
choux et des loups !) Puis, i1s apprennent à résoudre les autres
cas en les ramenant au premier, non pas à cause de la signification
de cette transformation mais simplernent, garce guton oourra réussir ainsi

il n'y a 1à gu'une apparence d'économie dans ce processus car aucune
représentation ne viendra soulager les remémorisations t il'faudra
de plus, de nombreux exercices formels de fixation et d.e discrimi-
nation avec drautres règles de ca1cul.Certai.ns enfant,s nry parviendgggt

Or, 'ici tous 1es enfants peuvent concevoj.r la solution
et étayer leur représentation par des essais, des tentatives et des
vérifications ce qui rend- inutile torlt apprentissage formel intention-
nel. 11 y a oarfois intérêt â retard.er les algorithmisation pour

;,
favoriser la conceptualisation.

2,.t.6 - Résultats

Tous les enfants savent Èrouver Ia somme de deux ou
plusieurs fractions si elles représentent des épaisseurs de papier et
si la réduction au même nombre de feuj.lles est,'évidente" (un déno.-
minateur multiple simple des autres). Beaucoup pourraient élaborer
une stratêgie dans le cas de deux fractions ouelcongues mais âucunt!
méthode n'a été formulée et encore moins apprise.
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MODULE2-Activité2 Séance 5

(70 minutes)

FAIRE MAINTENANT ?2.2 - QUE DEVONS-NOUS SAVOTR

:-2.1 - Premièrq phase : Evolution des méthodes (45 mj.nutes

-

environ)
a) Présentation de la situatj.on

"Vous avez su réaliser et prévoir
épaisseurs de feuilles. Sauriez-vous faire la
quelles feuilIes, c'est-à-dire avec nrimporte

L I ensei-'rnant fait écrire rapidement
2 ou 3 fractions au tableau, des ,'facj_Ies', et

Exemples : L7/UO+ 5/ZS

9/qa + a/zo

:5/roo + 29/ too * 18/ too
11 choisit une sorûne "facile', Dar exemple :

b) Première consigne
"Je colle ces trois feuilles les unes contre les auÈres

pour obtenir une nouvelle feuille :

L2/too , 25/too , 9/tiio
Quelle est 1'épaisseur de cette nouvelre feuirle ?"

c) Déroulement : les enfants cherchent individuellement et rapidement
(au brouillon). Lorsgue la plus grande partie a trouvé une réponse
I'enseignant arrête la recherche (3 mn environ)..

s'il y a lieu, i1 écrit res résultats différents au
tableau et les é1èves viennent explj.quer comment ils les ont trouvés.
Ils discutent ta validité des rnéthodes en se référant au besoi.n de
la réallsation effective du collage, jusgu'à ce gue tous soient d'ac-
cord sur Ie bon résultat, êt au moins une bonne méthode.

Le plus souvent 1es enfants explicitent i-ci, 1a nécessité
d'ajouter des épaisseurs, puisgu'iI y^a le mêine nombre de feuj.lles.
Le fait que I'ordre des feuilles dans le tas (classées par tlrpe ou
alternées) ntimpligue pas sur son épaisseur.

Ia somme de certaines
même chose avec n'importe

d) Deuxième consiqne
Prenons une somme un Deu

aura la feuille obtenue en collant
a/z; , l8r'ro" , li5c,

quelles fractions ?,,

quelgues sommes de
des "moins faciles".

moins facile. Ouelle épaisseur
trois 'f euilleÈ d'épaJ_sseur
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Deux procédés apparaissent :

. Quelques enfants transforment les deux fractions
a/ZS et 18lrOO de façon à leur donner le dénominateur 50.

. Drautres transforment a/ZS et 7/SO en leur donnant
Ie dénominateur 1OO.

Le déroulement
de recherche).

e) Troisième consiqne :

8/rs + 5/zo

est identigue à celui vu plus haut (5

n/lr+9/to+1/t

Les enfants essaient souvent de transformer Ies deux
fractions de façon à leur donner un d.énominateur de 1OO, puis ils
essaient de transformer I'un en lfautre. Enfin, certains cherchent
des multioles communs 45 30 "

90 60;

La première guestion est réussie gar peu d'enfants, et donne lieu
à un ca1cu1 mental.

f) Quatrième consiqne :

Un ébéniste fait un collage pour un meuble. 11 colle
3 plaques de bois, d'épaisseurs différentes.

4ol5o mm ; 5/r5 Inm i 6/ lo Inm

"Rangez ces plagues de la moins énaisse à Ia plus épaj-sse

Trouvez 1'épaisseur en millimètre de Ia nouvelle plague.

g) ReBarques :

Cette phase a pour objet de permettre aux enfants Ce

mettre en oeuvre les procédés gu'ils ont découverts dans la séance
grêcédente, de les rendre plus gênéraux et plus efficaces. Donc,

de les faire évoluer.
Cette séance nrest donc pas une séance drentrainement

ni un contrô1e de connaissances
Aussi I'enseiqnant ne porte pas de jugement sur la valeur des méthodes

employées et ne dit.à aucun moment guel est Ie bon résultat.
f1 organise et favorise gour chaque exercice 1e processus

suivan-, :

- recirerche i.nci-vicuelie
- n:.se en cor$xun ces résul-tats

coniron"a-'i-on ces réthcoes
- Ciscussion et vaiidatron Dar les enfancs

ll,,i.,,ri,,:
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Une méthode est acceptée si elle donne un résultat
correct, (1à une méthode "avouabl-e" et correcte) rejetée dans Ie
cas contraire. Entre les méthodes acceptables, Ies remargues sur
la longiueur ou la facilité de d'exêcution, gue I'enseignant sollicite,
ne deviennent pas des jugements de valeur gue lrenfant puisse con-
fondre avec des jugements de validiÈé.

par contre, I'enseignant s'attache à ce que 1'.enf ant
partici-pe au débat, ait un rêsultat à proposer, puisse
ses méthodes et fasse Ie point vis à vis de ses ProPres

La correctj-on immédiate et collective, êt la
rapide des exercices est donc indi-spensable.

E1le perr'let à lrenseignant et à tous de savoir à quel
stade d'assimilation en est chaque enfant et quelles sont ses dif-
ficultés "

Toute la classe peut Prendre Part à

.2.2 - Deuxième phase : (3o rnn environ)
de contrôle et d'entrainement.

C'est une activité didactigue tout, à fait classique :

I'anseignanldonne les ênoncés suivants.. par écrit. Chaque enfant doit
les résoudre seul et présenter sa solution sur cahi.er ou sur une

copie ou sur la feuille énoncée.L'enseignant examinera Ie travail,
des enfants après la classe. 11 discutera les erreurs relevées
et fournira 1es réponses exactes, collectivement au début de la séance

sui.vante. Chague enfant corrigera éventuellement sa réPonse.

1) 'oClasse ces épaisseurs de feuilles de Ia plus petite à la plus
grande rt

45itoo ' 2/to ; 53/gs ' 5/zs

2) 'oFais la somme des épaisseurs suivantes" :

25/ r.oo + t3/ roo + 45/ roo
4lzs + 9/so +16/roo

3lzs + 12/%

5/l + 15/77 =

S/A + 3/e =

Remargue ; Il arrive très souvent gue les réactions Ces enfants,
ieur conporte:!ent, ieurs résuitats soien: très ôif f érenss lcrsgu' i-Is
son+- confrontés à un travail inoiviouel, sans aucune lntervention'ni

faire d.iscuter
connaissances.
discussion
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I'effort de chacun.

Exercices individuels
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(4)

(s)

(5)
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du maître, ni des camarades. Les résultats sont quelquefoj.s décevants'
car les enfants seuls devant une tâche ne voient pas toujours 1es

erreurs.
Il est donc nécessaire de les habituer à ceÈte confron-

tation dans laquelle i1 n'y a aucun feed-back et où chacun doit
prendre en charge ce qu'il fait-

2.2.3 Résultats

. cette leçon favorise beaucoup I'exercice du calcul
mental (double, moitié, triole, groduit par 7) de nombres de deux

chiffres.
. Tous les enfants savent organiser et formuler leur méthode

de recherche de Ia somme de glusieurs fractions. Ils commencent Par
chercher à les réduire au même dénominateur (l'exoression n'a Das

été prononcée)
. La recherche d'un multipfe commun a été pratiquée d.e

plusieurs manières (malgré Ia raretér' jusqutà ce moment des occasions

de 1e faire). Beaucoup d'élèves ont*commencé à élaborer des stratégies
de recherche systématigue, comme 1'énumération et la comparaison

de Ia liste des multiples, ou même dàns le cas de petits nombres, le
produit des dénominateurs.

Aucune de ces stratégies n'a été idenÈifiée comme stable,
et encore moins aPPrj.se.
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MODULE2-Activité3 Séance 6

2.3 - DIFFERENCE DE DEUX EPAISSEURS

Z.:.t - Uateriet

Lrenseignant a préparé :

une feuille de bristol
5 ou 5 sortes de feuilles drépaisseurs très différentes :

feuilles de oapier à dessin, feuilles de buvards, de polycopie, etc..
(f feuille de chaque sorte suffit).

La t"oiff" de bristol doit être assez épaisse pour que

les enfants la distinguent bien des autres feuilles. Ces feuilles,
sônt indispensables bien su'eIles nê"Sêrvênt qu'à illustrer les pro-
pos et non à vérifier 1es calculs.

Z.f.Z - Correction )

Seuls les exercices ayant donné lieu à des erreurs sont
commentés. ';

On obtient des remarques sur la recherche d.u dénominateur
conmun dans Ie dernier exercice (.24 ou 48 ?) gue le maître se garde

& bien d,' érj-ger en méthode.("le dénominateur commun est le produit des
g dénominateurs"). A Èitre inCicatif, voi-ci les résultats obtenus
tI sur oeux ans.
I,
I
g

l{
i

*

âl
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2.3.3 Première phase : signification de la différence de

deux fractions (23 à 30 mn)

a) Présentation de la situation
1) L'enseiqnant rappelle d'abord aux enfants Ia situation de la séance
précédente 11 écrit au tableau les fractions : 8/SO et 6/rOO et
leur demande ce que désignent ces fractions (1'épaisseur d'une feuille
te1le qu'iI faut pour en empiler 50 pour obtenir une épaisseur de

8 mrn). Puis il écrit la somme de ces deux fractions :

B/SO + 6/rOO et leur demande ce gue désigne cette sonrme :

(1'éoaisseur d'une feuille composée d'une feuille de 8/.^ collée avec' )(.)
une feuille de 3/ SO d'éoaisseur)

Remargue : 11 est souvent utile de faire ainsi un rappel des situa-
tj-ons précédentes pour deux raisons essentielles z

d'abord pour permettre
clifficultés ou qui sont olus lents
qui va être proposée.

ensuite pour permettre
aux leçons orêcédentes de comprendre
particiær à Ia séance sulvante.

â certains enfants qui ont
de>mieux s'investir dans 1a

..

aux enfants qui n'ont pas

ce qui srest passé et de

des

tâche

assisté
oouvoir



46
2) L'enseignant écrit ensuite sur Ie tableau :

8/SO 6/tOO et demande aux enfants ce gue d,ésigne cette
écriture et comment on pourra rêariser cequtil indigue.

. Drabord, les enfants essaien! d' j-nterpréter le signe
"moins" mais peu-tent souvent donner une interprétation erronée : "on
avai.t col1é 2 feuilles d'épaisseurs Br,sa mm et 6/rco nrn pour faj_re
une feuille plus épaisse et on décolle la feuille d'épaisseur 5/1oo*."

La matérialisation de cette interprétation fait apparaître
des contradictions : 1es Ceux feuilles collées ont une certaine
épaisse'"tr qu'on ne connaît pas et si on décolIe 1'épaisseur la plus
fine, 61. ^^ m.rn, on doit trouver ra différence, c'est-à-dire g/sor c€.I UTJ

qui ne côrresPond pas à 1a sil-uation croposée. Cette interprétati-on
est donc rejetêe. Cependant' Dresque tous les enfants supgosent que
cette cif férence Bisa - 6/r_oo désigne l'épaisseur d,une nouvelle
feuille, mais irs ne voj-ent pas immédiatement lagueIIe.

ra feuill.e énaisse qui a s/so mm d'épaisseur. Elle est formée

. Àssez vite, ils donnent'une autre interprétationt

a )U
f euilles ccllées : lrune de 5/ rco mm d' épai-sseur et J_ 'autre qu
ne connaîî. pas"" rls se rendent comptê alors que la cifférence
8/ so 5/ ,,ua reprrésente 1'épaisseur de cette der:xième f euille.

" L'e:rseignant suggère alors de représenter 1es feuilles
sur le tableau par un schéma qu' ir peut faj-re elle-même ou faire
faire par un enfant :

: ttc t est
de deux

correspond à

représente Ia
ou encore cel
gui amène les

11 demance à un enfant de montrer sur re schéma ce gui
1'écriture prooosée et fait dire que ra partie hachurée
feuille quril faut enlever à 8/SO pour obtenir 6/tOO

le gu'il faut ajouter à 6/rOO pour obtenir B/SO, c€
enfants à écrire gar exenrple :

de orévoir tout seuls par le ca1cul
i'é::aisseur de cette f euillle et de
résultat".

6l too = g/so

b) Consigne : "Vous allez essayer
et par tâtonnernents par exemDle,
trouver i:n mo!'en Dour r,'é:ifie: ce



47

c) Déroulement

. Certains enfants font des tentatives conrme :

6/ roo

6/ too

+ 6/tOO = L2/'OO 6/SO ce nrest pas assez...

8/ tOO = 14/ tOO etc

. Drautres raisonnent :

en collant fOO feuilles de type A et lOO feuilles de
type B, on trouvera 1OO grosses feui11es.

11 faut transformer 8/SO en 16/tOO .,

6/,OO + /rOO = I6lfOO réponse : f0,/I00

. Un paquet de 50 grosses feuilles a I mm drépaisseur,
il faut retirer I feuille mince de 6/rco à chacune, il faut donc
retirer 50 feuilles, elles ont une é.paisseur de 3 millimètres, rI
reste donc 8 - I = 5 nsn pour les 50 àutres feuilles : épaj-sseur 5/SO

. On veut retirer I feui-I.le mince de la feuille épai-sse,
IOo de ces f euilles mesurent 6 milIi-nrètres. Si on veut retirer IOO

feuilles minces il en faut loo grosses . 8/So L6/too. E11es mesurent
15 mm- 11 restera 1oo feuilles de L8/so 6/tool d'épaisseur chacune.
E1les ont une épaisseur de ro mm puisque le tas est ['l 00, l0], cha-
cune a une égaisseur de f0/I00

. Certains enfants
menr- ils ont essayé, êt si ce
petit.

2..3- 4 - Deuxième phase : (1O mn)

L'ensei-gnant écrit la dif f érence suivante :

4 / . - I/ . - et d.emande aux enf ants :'1) 15

- d'une part de trouver Ie résu1tat,
- drautre part, s'iIs sauraient réaliser cet,te situation

avec les feuilles et s'i1s sauraient indiçrer ce qur,el-les représentent-
. lous les enfants trouvent'funmédiatement le résultat

3/, - en se référant à I'addition des fracti-ons.'t)
. La matérialisation se fait devant 1es enfants au fur

ei à mesure de leurs suggestions : "il faut pren'd.re la feuille le plus
épa:- sse oont l- 'éoa j-sseur peut êr-re déslgnée par 4 / tS rnrri (c 'est celle cu
brj-s:o1 par exernpie) . Ii f aut f alre une feuil-le oe même éoalsseur
( 1,' . = 

) en collant. deux autres f euiiles : 1'une gue i'on connaît don--.il
1'épaisseur peut ê-ur€ désionée par lr'15 et une au+,re gu'ii faut chcis::
(parrni. ceiles gui son+, prélarées) de manière cru'en la plaguant. ccn+-re

,.r" ator-,.rert pas rnais doivent d.ire cor,.-
qu'ils ont trouvé est trop grand ou trop

i
t

j
:

I
t

I

:
j
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Ia première, on obtienne une épaisseur égale à celle du bristol.
C'est cette épaisseur quj- correspond à 3/fS *

2'.3.5 - Troisième : Autres exeicices proposés (15 mm)

a) L'enseig'nant Propose aux enfants deux autres types de feuilles :
a/So et 3/ao et il 'leur demande s'ils sauraient calculer

leur différence. Les enfans disent gutil faut se ramener au même
nombre de feuilles. Alorsrl'enseignant leur demande de Ie faire ind.i_
viduellement. Certains enfants n'arrivent pas au résu1tat, car i1s
ne trouvent Pas un multiple conmun à 50 et 40. euelques uns procédent
de la mani-ère suivante :

x2 x2 x5
,3/ qo

( )xs
ts/ zoi

x2 x2

,'4 / so

i rr,"J

()
L6 / zoo

Drautres enfin font directement

4/=^
îrvx4( )x4
16 / z1oo

Tous finalement écrivent :

16/ zoo

rr,2oo

L5 / zoo

15 / zoo

I/ZOO et valident ainsi leur résultat :

L6 / zoo

b) Lrenseignant derande ensuite aux enfants d'effectuer individuet-
lement lropération sulvante !

,2/ 
a

2/s

2.3..6 - Résult,ats

Cette Ieçon
de oeux srandeurs. La
cal-cuier 1a différence

permet aux enfants de redéfinir
soLls'Lraction oe déux nombres et d

de deux fractions.

l: âi €€éronaa

'apprendre à

""./...
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A nouveau la réduction au même dénomi-nateur a donné

lieu à Ia recherche de dénominateur commun. Les enfants ne "con-
naissent" toujours pas de moyen systématique de la faire, mais

progressent en ce sens qu'ils sont plus nombreux à concevoir plus
vite à quel moment il faut le faire, êt à utiliser régulièrement des

moyens plus rapides : calcul mental, Produit des dénominateurs,
recherche intuitive du plus petit multiple commun.



\4ODULE2-Activiré4

2.4 . LIEPAtrSSEUR
(Produit d'un

D'UN TRES GROS CARTON
nombre rationnel par un entier)

2 .4 .l - Matéri-el

4 tas de fe uiIles cifférents contenant chacun
10 feuilles environ par exemple :

des feuilles marron cartonnées d'épalsseur L9/15 mm

- des feuilles blanches de polycopie d'épaisseur 4/47mm

- des feuilles roses d'épaisserrr 3/19r.rm

des feuilles de dessi-n perforées d'épaisseur L8/95 mm

Ces feuilles ne servi,ront finalement pas à vérifier
les résultats mais leur manipulation pourra s'avérer néces-
saire à une bonne compréhension de la situation et en par-
ticulier à Ia disti-nguer de la recherche d'une fraction
équivalente. -.

2.4.2 * Première phase : l'éoaisseur d'un gros carton

L'enseignant
a) Présentation de

place les enfants par équipes de 5

1a situation. :

"Vcici 4 tas de feuilles" Avec ces feuilles, on voudrait fa-
briquer des cartons en coilant plusieurs feuilles de même

catégorie les unes contre les autres".

b) Consiqne :

"Vous allez calcuier 1'épaisseur ces cartons
3 feuilles, 5 feuilles, 2C feuilles, 10C feuj.
les de chaque catégorie.

Vous êt.es groupés en 5 équipes : chaque équipe va avoir
une ca-,-égorie de papier (2 équipes auront forcément la
même),

Par exemple, 1'équioe f aura les feuilles marron (I9/35 rnm)

I 'équipe II aura les f euilles blanche s (4/ 47 m-m)

1'équipe TITaura les feuilles roses (3/19 mm)

1'équipe fV Ies feuilles perforées (18/93 nr,)
i'équipe \.7 les mèmes feuilles gue 1'éouipe I.

À I'inré:ieur i'une mêne éguipe, vous Dou:rez tr'ou-c

pai'iacer re travaii en vous répar--i ssant ies caiculs de<

3i-f f êrer':--es éparsseurs. E;rsuile, r,'ous vous rnein-rez d'accori
sur les résul t.a'j'-s obtenus .

\7ous écrire z vos résui!ats cai'ls ce rabieau - I ' ensei-
/

.../ i t 
'

réalisés avec
lles, L20 feuil-

Séances 7
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onant PréPare
marges, ce qui

c) Déroulement.

le tableau dont il ne remplit que les
précise bien la consigne

A mesure gu'un groupe a terminé sa recherche après
en avoir dj.scuté, il va écrire ses résultats dans Ie ta-
bleau. Lrenseignant suggère alors à ce grouPe de vérifier
1e travail des autres grouPes Pour se préparer à la dis-
cussion : l'équipe II vérifie 1'équipe IIf, III vérifie IV'
et IV vérifie fI.

2.4.3 - Deuxième ohase : Examen des résultats.

a) Consiqne-

"Ceux gui ne sont pas d'accord avec les résultats gu'ils
ont vérifiés viennent écrirerleurs propositions. Lorsqu'l 1

n'y a gu'un résultat, c'est que deux équipes au moins sotit
d'accord à son sujet.

b) Discussion :

Par exemple, l'éguiPe ITI a marqué :

3/r9xl=9/57
L'équipe II a marqué au-dessous :

3/L9 x I = 9/L9.
11 f aut donc expliquer ces résultats et in/alider au npins l'r.rt

desdeux. Une discussion s'engage entre les équipes : Iréquii:e
III explique que Pour mult,iptier Par 3 eIIe a multiplié
les 2 termes de la fraction par 3, mais elle ne sait Pas

prouver gue son résultat est correct.
Par contre, I'éguipe fI explique 9uê, puisqu'on a

collé ensemble 3 feuilles, l'épaisseur du carton Peut être
trouvêe en faisant une addition :

3/L9+3/t9+3/79=9/.r9
Les enfants de 1'êguipe IV interviennent alors Pour

affirmer gue c'est cette solution }a bonne Parce que eux,

ont trouvê une Partie de ieurs résultats en faisant Ces

addii.ions : en effet dans Ia colonne 4 du iableau, ils cni
inscrit :

L8/95 + L8/95 + 18/95 = 54/95

LB,/9j + 18/95j- L6i93 + 18/95 + I8/9-J = 9C../9'>

. Les enian--s de 1'écuioe IrI sont convai:c'.rs ce ieur
ô rrôt: r
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C'est alors qu'un enfant intervient et fait remarquer
que 9/57 et 3/I9 désignent les mêmes épaisseurs car les
fractions sont égales. fl vi-ent écrire sur le tableau :

L/19.(\
xt\ / x 3

e /st
L'enseignant demande à un enfant de 1'équipe IIf de

montrer une feuille d'épaisseur 3/19. 11 va chercher une

feuille rose. f1 demande à un autre enfant de Ia même

équipe de choisir une feuille d'épaisseur 9/57. Tous les
enfants s'écrient alors : "c'est la même". Puis it de-
mande enfin de réaliser une épaisseur de 9/19- Les enfants
disent gu'il faut prendre 3 feuilles roses et 1es coller-
a) Correction du tableau :

A la suite de eette d.iscussion, Ies enfants corri-
gent les résultats faux co(rtenus dans le tableau.

2.4.5 Troisième phase : Evaluation de 1'éoaisseur
deg__qqllcqq, comparaison à I mm.

a) Présentation et consisne :

Lrenseiqnant choisit un résultat parmi ceux du ta-
bleau t 5'l /35 par exenple qu' i1 demande aux enfants
d'observer.

"Cette fraction désigne 1'épaisseur du carton réa-
lisé en collanr- 3 feuilles marron. Avez-vous une idée de

Ia grosseur de ce carton ? Saurj-ez-vous dire et trouver un

moyen de prouver s'il est plus épais que L mm, moins êpais,
égalàlrTm?"

b) Déroulement :

. Les enfants cherchent par g:roupes de

Beaucoup prennent leur double-décimètre pour
idée plus précise du mj-llimètre.

Des stratégries différentes acgarai.ssent dans

r La pius fréouemment employée et ce1

- Leg enfan"s oessinent en les agraniissan-.
-"io:ls Cu Co'*ble-décimè-'re :

2 ou 3.

avoir une

1es groupes.
le-cr.
ies gracua-
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Ils expliquent que 57/35 signifient que si on prend

35 feuilles marron, elles ont une épaisseur de 57 mm ou 5 cm

7 mm (qu'iIs indiguent sur leur schéma).
f ls essaient, d'évaluer l'épaisseur d,'une dizai-ne de

feuilles en partageant approxj-mativement leur bande de
57 mm en 3 parties et de cette observation, ils dêduisent
et affirment que 1'épaisseur 57/35 est plus grande gu'un
mi-11imètre.

Ê Puis, celle qui apparaît ensuite 1e plus souvent est
"si on avait 35/35 ça voudrait dire gue 35 feuilles mesure-
raient 35 nm, donc I feuille mesurerait I mm.

lfeuille + lrnr
Puisque

grand que 1 mm

raisonnement,
2 mm !"

* Enfin,
grand que I mm

de le prouver.
5 ou 6 enfants dans la classe n'ont aucune idée

de I'épaisseur du carton.
. Après cette recherche en groupes, les enfants vien-

nent exposer chacune des 2 stratégies employées, à la sui-
te de quoi, des remarques fusent déjà dans 1a classe :

"toutes les fois que Ie nombre du'haut (Ie numérateur)
est plus grand gue celui du bas (Ie dénominateur) '
l'épaisseur est plus grande que I mn".

Lrenseignant ne les prend pas encore en compt,e pour ne pas

installer trop tôt. des mécanismes dans I'esprit des enfants
(et crest Ia rnajoriÈé) qui n'a pas encore "vLt" ce problème.

c) Evaluation d'autres isseurs du tableau.

L'enseignant demande aux enfants - d'observer Ies
autres résultats du tableau - et de dire s'ils peuvent
faire des déclarations sur ces épaisseurs.

Certains enfants voient gue des épaisseurs comme

n6A/95 ou 190A/35 ou 480/47 sont beaucoup plus grandes
que 1r.m et ils essaient. déjà Ce les évaluer mentalement.

Ils repèrent aussi les épaisseurs plus petites que

1 rnn". : 54/95 ou 12/47 ou 9/19 etc.. '

REl"lAF.QttE : Cette oernière partie se déroule êe r.anière
- - - / --, -

51 est plus grand que 35 57/15 mm est plus
et la plupart de s enfants gui pratiguent ce

disent aussitôt-: "mais crest plus petit que
t,

quelques enfants pensent que 57/35 est
mais ils n'arrivent pas à trouver un moyen
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informelle et spontanée pour 1e plaisir d'échanqer des idées
e-t de les discuter sans pression d.e I'enseignant qui écoute
les remarques des enfants sans intervenir sauf si des en-
fants lui demandent une précision ou une explication.
rl est indispensable d'insister sur 1e fait que lrenseignant
n'a précisé aucun contrat d'apprentissage ni d'acguisition.
Quelques enfants peuvent aller très loin dans I'analyse
de la situation et faire des remargues subtiles, profondes.
D'autres ont des intuitions et échouent d.ans leur tentative
deles justifier. ces "découvertes" circulent plus ou moins
mai-s gu'importe, la jubilation de ceux qui ont trouvé quei-
que chose gagne ceux qui les écoutent, les approuvent, les
regardent avec incompréhension ou les contredj senl' . chacun
peut s'avancer et dire même une "bêtise".

Lrenseignant. s'attache d'abord à permettre les prises de
paroles successi-ves sans intervenil sur 1'ordre ou le choix
des intervenants, à entretenir le pl-alsir du groupe à ce jeu.
Pour cela iI doit témoignenr du ptâisir qu'il y prend lui-
même, maj-s surtout sans faire explicitement de son plaisir
Ie but des enfants.

11 egregistre 1es erreurs et res difficurtés sans
essaver fumédiater,rent de les faire corriger. si personne ne
1es relève, I'explication ne servirait le plus souvent à rien
à ce moment-là. Lrenseignant devra considérer qu,i1 !r a rà
un obstacle qui fera I'objet d'une activité didactique pré-
parée

Puis sou':ent au bout d'un moment un enfant relève
1'erreur et Le débat rebondi_t.

Evidemment, i1 faut qu'il soit clair que re silence
de 1'enseignant ne signifie ni
Et i1 suffit pas de le dire il

accerrtation ni réprobation.
faut le pratiquer.

."./.."
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TABLEAU V. Tableau des résultats de l,acti_vité
Nombre Ce
feuilles; collées L9 /35 ( équipe

et
I
V

Epaisseur
4/47 (Equipe II)

d'une feuiile
3/L9 (équipe III) L8/95 (équipe IV)

3 f. 19/35 x 3 = 57/ZS 4/47x I = 12/47 3/L9xl=9/L9 I8/gSx3=54/95
5 f. 19/35 x 5=93/35 4/47x ! = 20/47 3/L9x$=L5/L9 L8/95x$=9A/95

?A 
".

I0/35 x20=380/35 4 / 4i x2A=80 / 47 3/L9 x 20= 60/tg L8/95 x20=360/93

t00 t. 19 /25x100= 1900/35 4/41xL00-404/47 3/L9 x100=300/L9 18/95xI00=I800 / 9'>

120 f.. () /35x 120= 2281t/35 4/4xL2048A/41 3/L9xI20=360/L9 18/95xLZA=2I60/95

2 .4 .5. Résultats
'i

Les enfants ont appris:à murtiplier une fraction par
nn nombre enÈier et distinguent cette opération d.u calcul
d'une fraction êgale. La compréhension de cette distinction
est essentielle pour la suite. Lorsque les enfants conrmence-
ront à faire fréquemment des jcarculs variés dans des probrè-
mes prus complexes ils aurant d'eux-même tendance à automa-
tiser leurs procédures, la distinctj-on initiale leur per-
mettra de ra faire sans cesser de comprendre ce gu'ils font
et par rà de corriger les erreurs qui nê manqueront pas
de se produire alors.

Beaucoup ont commencé à envisager la comparaison des
fractions aux naturelsr euestion qui sera bientôt reprise.
Bien sûr tout ceci reste Iié à la représentation des frac-
tions par les épaisseurs de papiers.

Problème ouvert : 1) Donnez un'nombre de feuilles assez
grand pour gue 1répaisseur du carton obtenu en les collant
dépasse 2000 mm.

2) Pouvez-vous trouver une épaisseur telle
que je ne puj-sse jamais lratteindre en empilant .des feuil-
les de carton.
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MODULE2-Activité5

2.5 . CALCUL DE L'EPAISSEUR. D'UNE FËUILLE
(Oivision d'un rationnel par un entier)

Séance 9

I
2"5.1 - Première nhase : Siqnifi-cation de la division dtun
rationnel par lJt. entier .(15 ryn

1) Rappel dg-*le ryltiPlication i

"Si on colle 5 feuilles ce 3/9 flrm

trouver l'épaisserlr de la nouvelle
Les enfants cherchent

ce résultat quanC ils ont trcuvé,
d'entre eux au tableau écr:',re :

3/9 x 5 = L319

ou 3/9 + 3,r9 - Zig + 3/9 + j/9 = I5/9
-:,

D Présentation de la nouvelle situation : division d'un
rationnel par un ent,'ier.

a) Présentation et consigne"
"J'ai collé 9 feuilles de même épaisseur. J'aj- obtenu un

carton qui a une épaisseur de'18/7 mm

. qle pourrions*nous chercher'? (1.'épaisseur d'une des feuil-
Ies)
. savez-vous trcuver cette êpaisseur ? quand vous I'aurez
trcuvéef vcus I'insc:irez dans votre cahier de brouillon
et vous cr:er:herez ie iiio'./en de prouver quqelJ-e est Correcte".
la\ ilÉrnnl =ma^:pl

Les eniar:--s travaiilent individuellement et
ionnent très vite ie résultat . 2/ ,- ilun

Pour Drouver que ce résultat est correct., iis
i.isent : "ptiisÇu'i1 y a 9 feuilles colIées, êt que chaque
feuille a une épai-sseur de 2/lr' 1'épaisseur du carton est
bien IB/-, puisque 9 fois 2/- est éqal à 18,/."'/ /

Un enfant vient écrire sur 1e tableau :

x 9 - L8/-'/
D'autres enf ants proposent d'écrire 1a d.i';ision

1t,''- : 9 = 2ii
Lrenseisnant approuve en confirmant que cette

pratique existe. Elle fait cependant remarquer gue }a seule
division qurj-ls connaissent est celle dans les entiers natu-
rels 3 on sait en effet et lron peut écrire que : 18 : 9 = 2

d' épaisseur, savez-vous
f er-rille ? "

mentalement de leur place
I'enseignant envoie I'un

)/-r 1
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l'lais pour les fractions,
I' instant d'une manière

on pourrait aussi I'écrire pour
différente

Les enfants remarguent toujours à ce moment-te
qu"'avec I'opérateur inverse (x9), on retrouve bien Lg/1"
et I'un d'entre eux vj.ent ajouter une fIèche :

[r"/r\= '.' *ah^ffr-,,
Si les enfants demandent pourguoi il a entouré les frac-
tionsrltenseignant répond que c'est pour montrer gue c,est
l'épaisseur qui est murtipliée ou divisée, c'est-à-dire la
fraction et non pas le numérateu.r ou Ie d.énominateur conme
ils I I avaient fait pour chercher des fractions égales
jusqu'à ce moment. De tout.e façon, ra d.istinctj-on devra se
faire dans la phdse suivante.
2.5.2 - Deuxième ohase : Autre situation oroPosé" (:S mn)

a) Présentation de Ia s:Ltuation et çonsiqne :"l4aintenantr on
a collé 9 feuilles de nêrc épaisser.:r (rais différente des autres)
pour obtenir un autre carton. Ce carton a une êpai.sseur
de \2/-"'t
"Pouvez-vous trouver 1répaisseur de chacune des 9 feuilles
coIIées ?"
b) Dêroulement

Les enfants cherchent par groupes de 2 ou 3.
Là encorer orr observe des stratégies diffêrentes suivant
les groupes :

- quelques enfanÈs ont écrit :

:9

@-r @ et il reste su{ue chose

2 grouges ont cherché une fraction équivalente
tZ/l en multipliant les 2 termes par 9

rzlz \
x

rcB/ 6l
IIS expliguent ce gu'ils

"puisoue 12 n'est Pas un mul-tiple de

Àlors, ifs cherchent une

le numérateur est un multiPle de 9,

ont fait en disanE gue

9, ce nrest pa-" possibie'
fraction dans laguelJ,e

cotnme Ia fraction IO8/'É-

.o
(

x9
\
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L2/rsge'est eelle*1à, qu'ils divisent par 9.

Un autre groupe a fait un raisonnement iden-
en multipliant les Ceux termes de la fraction

:9

,e/z

Trois enfants vont au tableau exposer ces
trois méthodes. Les deux dernières déclenchent une vive
réaction dans la classe.

En effet, quelgues enfants protestent en d.isant
"Ca ne va pâs, on ne trouve p+s la même chose !"

Alors, les enfants examinent les deux résultats
t2/a3 "t 4/2, et t.rès vite quelgues uns voient gue ces deux
fractions sont égales. Un enf ant vj_ent écrj-re :

t\

,2/t
\ lx3
L

1

.5.3 - Troisi-ème phase : (IO mn)

a) Présencation de Ia situaiion et consiqne

Ltenseignant écrit sur le' tableau :

i'Essayez de dire à

opération et trouve
b) Déroulement

I;l et demande aux enfants :lr
quelle occasion on a dû faire cette
z-en Ie résultat".

Les enfants travaillent individuellement.
En généraI, ils cherchent tous à trouver le résultat

pLutôt qu'à Conne: un sens à 1'opération. Lrenseiqnant a

dû insis-.er pour ob+-enir une phase écrite

A/'' 2L 12/

\y7'"
Ils concluent que les deux méthodes sont bonnes

.../...

T''ïitlilllilillllillll
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recherches et envoi.e
expliquer ce qu'ils
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environ, l t enseiqfnant arrête les
ou plusieurs enfants au tableau
fait :

nn
un

ont
.o

carton
Quellede même épaisseur.

feuilles ?"

de L3/5 composé de

sera 1.'épaisseur
9 feuilles

d'une de ces

Calculs observés :

*. ,.L3/5 txe{ ) xe
\ st/qsv

À ce moment iI n'y a généralement pas de remarques
sur le procédé qui consiste nour diviser nar un rrcmbre, à rrul-
tiplier Ie dénominateur par Ie nombre. Si par hasard., Ie
procédé est signalé, son carae,tère de généra1iÈé n'appa-
rait pas à ce moment-là et il,reste une remargue loca1e.

2.5.4 - Résultats.

Bien gue Ia plus grande partie des enfants aient
effectué les opératlons proposées dans 1a Ieçon, êt aient
compris à ce moment-là et d,ans ce cas Ie sens de leur tra-
vail il n'est pas assuré gu'i1s sachent désormais d.iviser
une fraction par un nombre. t"lais on va retrouver des situ-
at,ions semblables suffisamment frêquemment pour gu'i1s
développent leurs méthodes de calculs, Ie.s affinent et
les assurent.

Cette leçon leur permettra d'investir ces nouvelles
situations, de Ies comprendre sans qu'i1 soit fait appel
à une réduction à la techni-que opératoire.

13/4s
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MODULE 3

MESURES
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Séances L7-12
MODULE3-Activité1

3.1 - MESURES FRACTTONNAIRES DE POIDS, DE CAPACITES ET DE LONGUEURS

Pour 1es enfants, il s'agira, Iors de cette
séance d'utiliser les ratj-onnels découverts lors de la désigna-
tion des épaisseurs de feuilles (cf. lère séance) pour mesurer
de nouvelles grandeurs plus particulièrement :

Ie poids drun objet (ici des clous) à 1'aide
d'une unité d.e poids
la capacité d'un récipient (des verres) à I'aid,e
d'une unité de capacité
Ia longueur d'une baguette (des bandes) à I'aide
d'une unité de longrueur.

La leçon prendra Ia forme d'un jeu de communication, tout conme

dans la lère séance. '
:

4.1. i. MATERIEL

Tout
de chaque sorte.)

Ie matériel est préparé en double (2 ateliers

Ateliers Objet unité Objets à mesurer Instruments de mesure

poids

capacité

longueur

plaque-unité
lplague à 1e-
viers arithmé-
ti-ques ESA
(ocDr)l

verre coloré
(verre à li-
queur)

bande én car-
ton gris

5 clous de catégo-
rl_es orrterenfes

5 petits verres de
tailles différentes

6 baguettes de can-
son

etde6

Balance Roberval

2 éprouvettes non gra-
duées (*) , transparentes
id.entique , 1'une marguée
d'une pastille de couleur
une bande large et lon-
gue de papier affiche
blanc (bande-témoin)

longrueurs différente
de celle de I'unité

t En fait d'éprouvette nous avons pris des tubes tous
identiques de plastique transparents (flacons de

schampooing) de 5 crn de diamètre, fig. I.
Reman4uu : pour.cette séance, il est i-mgortant gue

Ie choix du matériel soit fait soigneusement.
S I il est f acile pour les ateliers longrueur d.e donner
ici celles gue nous avons utilj-sées, les capacités et 1fig. I

.. ./. ..



53

Poj-ds dépendent du matériel dont chacun peut dlsposer en:respec-
tant toutefols un certain ordre de grandeur---par rapport â I'unlté
choisie

èlelieg_pglgg : Nous

tels que :

clou A mesure

clou B mesure
clou C mesure

clou D mesure

clou E mesure

èlelrct-lslgsesr :

baguette K

baguette L
bagruette M

baguette N

baguette O

baguette P

avons utilisé des

agproxirnativement
approximativernent
approximativement
approximativement
approximativement

clous style clous â béton

L6/25 Ce I'unité
34/22 de 1'unité
3L/27 de I'unité
2I/46 de I'unité
L3/62 de Lrunité

on voit que
les valeur-g
des rappoits
encadrent l'
unité, €t soat
d.u même ordre
de grandeur
qu'el le

I1 faut des clous de chaque sorte et des plaques-unités
en assez grand nombre. Le nombre doit être supérieur au numérateur
et au dénominateur de Ia fraction -obtenue contme mesure : Exemple z

il faut ici plus de 25 clous A, plï" de 62 clous E, etc... et
plus de 34 "unités'l p.t atelier.

èlgllg5_ggpgglle : Nous avons utilisé des petlts verres à li.gueur
de formes diverses. II n'y a que Ie verre-unité gui est coloré.
Ils ont été choisis tels que :

verre F mesure 2/3 de l'unité
verre G mesure 5/3 de I'unité
verre H mesure 9/5 de l'unité
verre I mesure 3/2 de I'unité
verre J mesure 7/6 de I'unité

D'autres petits récipients peuvent être employés:
doseur de lait en poudre Pour bébé

conditionnement de pet,it suisse
tasses de dînette etc...

fl est néæssai:ie qte
le maître ait 1ui-
même réalisé au-
paravant 1es mani-
pulations pour
s'assurer qu'eLles
sont faisables avec
Ie matérie1 choi.si
dans un temps rela-
tivement court.
cm de largeur.Baguettes de papier canson de 2

4,80 cm + 6/5 de l'unité
5 crn + 5/4 ou L0/8 de I'unité
5,60 cm + 7/5 de l'unité
3,20 cm * 4/5 de I'unité
3,50 cm 'à 7/8 de I'unitê
4,50 cm '+ 9/8 de I'unité
baguette unité 4 cm de longueur.
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'J-1.2 - PHASE I : RECHERCHE D'UNE METHODE DE DESTGNATION.

l. Çereigse :

"Nous avons inventé des nombres (1es fractions) pour mesurer
cles épaisseurs d.e feuilles de papier. Est-ce que de Ia même

manière, des fractions nous permet.traient de mesurer d'autres
grandeurs, des poids, des longrueurs, des capacités ?

Par exemple, Ie ooirls d'un de ces clous, la capacité
d'un de ces verres, la longueur d,'une de ces baguettes ?

Pour celar gu€ faut-il ?" une un'i ié et les moyens de ccnparer.
". 1e poids d'un clou sera mesuré à I'aide de l'unité de

poids': Ie poids d'une de ces plaquettes.
. La capilcit'é d'un verr() sera mesurée â I'aide de I'unité

de capacité : la capacité de ce verre coloré.
. La longiueur dtune baguette sera mesurée à l'aid.e de I'uni-

t,é de longueur : 1a longueur de.cette bande grise.

Nous ferons tout à 1'heure un jeu de communicatlon (rappe1.e::

le premier jeu au cours duguel on a échangé des messages qui
désignaient d.es épaisseurs de feuilles). Mais aujourd'hui,
chaque groupe doit trouver un moyen. pour désigner :

1e poids d'un clou
la capacité d'un verre
la longueur d'une bagueÈte.

11 faut ccmparer les grandeurs à mesurer avec les unités.
Pou: cela, vous disposez d'aopareils de comparaison :

" la balance Robervai (pour comparer ies poids)
. les éprouvettes (pour comparer 1es capacités)
. 1es bandes-témoins {pour comoarer les l"ongueu::s)

Vous allez donc C'abord chercher comment on se serL de cês
appareils pour faire correspondre une fraction à une gran-
deur.

Lorsque ce système de dési-gnat5.on sera accepté par
tous 1es enfants d'un même groupe, vous 1'éprouvetez dans le
jeu de communication".

Note l,'enseignantPeut donner cette consigne de diverses fa-
çons, sans réciter ee texte.

Sggglggg : Dans cette première phase; les enfants ne dis-
posent gue de 2 objets à désigner, pour les groupes "capa-
cités"r"poids" et de 3 baguettes : pour les groupes "lon-
giueurs".

.../...

T

Î
{

$

È

:i



65

L'ensej-gnant- les a choisis de façon à ce que le nombre

de reports drunités et de grandeurs soit mlnirnurn parml les
objets proposée. Ici, pêr exemple on choislt :

capacité" ! "t. ]
Poids # "t *u
Lonsueurs f et 3 ". ?

K!1 L

2 - 9rge+segr9!-gc-1e-slesge :

Les enfants sont répartis en groupes de 4, selon la figure
2 groupes pour les poids P (EÀ,RA) P (EB,RB)

2 groupes pour 1es longueurs L(Eo,Ro) L(EB,R")

figrure 2

Disposition des ateliers dans 14 classe - Phase 1.

2.

Récept,eurs A
Capacités
Emetteurs A

Ernetteurs A
Longueurs

Récepteurs A

Emetteurs B
Poids

Récepteurs B

Emetteurs B

Longueurs
écepteurs B

la classe est Civisée
B. Comrne dans l'activité
est elle-même partagée

-À Ee

Emetteurs A
Poids

Récepteurs A

EA Rl Eg

Bgggfgggg : On peut considérer que

en deux équipes concurrentes A et
L, Séance l, et que chaque équipe
en trois atelj-ers (P,C,L)

On peut aussi renoncer à ce

Rr

et à 1a compétition. Les grouPes ne

regroupement en équipes
changent pas (cf. p. I

5 sur la compétition et coopération).

3- PÉseeleee!!.

Les enfants discutent et manipulent Pour se mettre
d'aceord sur 1e système de désignation qu'ils vont utiliser.

Enetteurs B

Capacités
Récecteurs B
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Eleeelc g,-Êe-ergg€êÉ g-gsè-!e g-el€eelg-g!tl i geg! . I r s d iscutenr
et manipurent pour se mettre d'accord sur 1e système de dési-
gnation qu.'ils vont utiliser.(m,le

Uffi

U Hil".f
(We Mais deux unités dépassent 2 f.

En ajoutant 3 fois la capacité f, on
obtj-ent la même capacité gu'avec deux
verres unité.

<?=)11

Les enfants versent alternativement et respectivement dans
)-'éprouvette marquée d'une pastille des verres-unités, êt dans
i'autre éprouvette des verres à mesurer jusqu'à ce gu'ils obsei-
vent que 1e niveau de I'eau est Ie même dans les 2 éorouvettes.

rls concluent alors : "il faut 3 f pour faire 2 unj-tés"
flsécrivent:f=2/ZU.
Egggrggg : . rr est très important gue les enfants ne versent
Pas les verres dans n'importe quelle éprouvette et surtout qu'ils n'en
changent pasen cours de manipulation. La pastille de couleur sert
à repérer 1'éprouvette dans raqueire or .r"r=" l'eau du ',verre-
unité "

I Les enfants du groupe-capacité peuvent avoir quelgues
difficurtés : rorsqu'ils ne comprennent pas 1'usage des éprou-
vettes. Par exemple, ils peuvent essayer d'en évaluer Ia capa-
cité avec le verre-unitér puis avec le verre à mesurer sans
faire de comparaj-son à chague étape. cette méthode permet en
effet une approximation de 1a capacité du verre (r9 f pour rz u,
par exemple).

.../...

,( GrouPe "capacités,,
Le verre F contient moj_ns que le
verre unité.

Comparons le verre unité à 2 fois Ia
capacité de F.
La capacité 2 f est plus grande que
I 'uri.i-té

-l
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.Le sable pourrait être plus commode à transvaser mals
guère plus propre, êt surtout beaucsuP moins Précis Pour com-

parer les niveaux (tassemeni, horizontabilitér etc...)
On peut utiliser d'autrés récipients que des verres et bien
disting-rer Ia' "caPacj.té'' et le "récipiellt".

r Certains élèves ne trouvant pas très rapidement la
coincidence, font I'hypothèse que si 1'on continue à verser
alt.ernativement deS '\rnités "et des "verres â meSurer |' On ne

trouvera jamai.s de coincidence ; "ça continuera toujours à

dépasser d'un côté ou de I'autre".
Le maître peut alors intervenir soitr poul encouragêl'

soit pour accepter des coincidences approximatives. Ceci est
vrai pour tous les ateliers.
Groupe "poids"

plaque unj.té clou A

Ils essaient de"peser" À avec U, its constatent par exemple que tl

est plus lourd, ils essayent alors d'équilibrer p avec deux exem-

piaires de A, etc... jusqu'à I'obtention de l'équilibre : ils
disent alors par exemple : "iI faut 25 clous dans un plateau Pouil

êquilibrer, -16 plaques dans lrautre. -."
"25 clous sont équilibrés Par 15 unités, il faut
16 U Pour 75 clous"

"25 fois Ie Poids d'un clou est égal à 15 fois Ie

poids de I'unité'r '

"Le Poid's d'u clou est L6/25 U"'

BgEgSggg : Le poids de la plaguette est 25/16 si 1'on prend Ie poid's

du clou comme unité, Ies enfants disent "on met le nombre d'unités
en haut" ' 

Mais ir n,est pas souhaitable de t"ir".r r"s enfants

choisir I'unité car ils ont tendance à prendre I'objet le plus

Iéger systématiquement:

?

J

Ici non plus les enfants
ne peuvent, pas utiliser -1'e

procédé classique gui col:.-

siste à fractionner
1'unité puis à équilibrer'
le poids cherché à I'aider
d'unités et de fractions
d'unités .

.../...
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t grggPe-llelssesrsl :

Bande unité
H

Il faut 4 bandes pour
faire Ia même longueur
que 5 bandes unités,
donc

Bande L mesure 5/4 unité.LI

Bande L

It peut arriver que les enfants hésitent un moment
avant de reporter bout à bout la longrueur unitê. c'est la con-
ception de " la bande graduée" gui est un peu diffici1e, mais
nous préférons laisser fonctisnner le report d.e 1'unité plutôt
que d'en éviter la pratigue,

4;1.3 - PHÀSE fr : JEU DE COMMUNICATION DES GRANDEURS.

Lorsque le système de désignation est accepté par tous
les membres du groupe, c€lui-ci sê scinde en deux. La maîtresse
donne le reste du matériel.

Chaque demi-groupe a devant 1ui un matérie1 identique.

1. Çgl:fglg : Vous a1lez maintenant éprouver 1a désignation gue
vous avez choisie. Par exemple, le ,groupe poids émetteur choisit
un clou, désigne son poids à I'aide de l'unité, l'écrit et
envoie ce message au groupe poids récepteur gui devra retrouver de
quel clou il s'agit. De même pour les capacités et les longuaurs".

Dans cette activité, tous les demi-grouDes doivent être
au moins une fois émetteurs et au moins 1 fois récepteurs,

2 - 9rgc:nlgellgg-
Lors de la phase 2 (jeu de communi.cation), i} y a éclate-

ment de chaque groupe en 2 sous-groupes, I'un émetteur, I'auÈre
récepteur.

Pour éviter de devoir doubler le matériel, Ies récepteurs
d'un groupe capacité se mettront à la même table que les émetteurs
du second groupe capac!té et vice-vefsa.

On effectuera les mêmes changements de tables Pour les
autres demi-groupes récepteurs.

. -./...
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PHASE 1

PHASE 2

capacités

"A

poids

Capacités

poids

longueurs poid.s

Longueurs

Capacités

Poids

Longueurs

capacités longueurs



I " i .I - COIIPTE-itg\iDti Drrl:; RËSIJLTATS

tt ensei^nant i:tscri+. au ta.bi-eau

le ou les messaqe:r itel chacri:e Cenri-'.,trou;l* êt:etteu;
* 1a réussite oll l'é,cirec

Les enfants r'e chaque demi-Eroupe émetteur expliquent à

ler.rrs camaraies l:cs aut-res groupes cornment ils ont fabriqué leur
message (avec r:et-ou]: à la manipuiatrcn si- nécessaire) et les ré-
cepteurs expliquent conunent ils I'ont interprété et reconnu
I'objet i.ont ii s'a,tissait..

On conci-ut que 1 'on pourrait mesurer des capacités, des
poids, etc. . . à l'aide des iractions.
On fera alors des "lectures" de fraction par exemple :

"que veut dire : ce verre a une capacité de 3/4 de u ?" :

-"i1 faut ajouter 4 fois Ia capacité de ce verre pour obtenir
une capacité de tro j.s fois celle âu verre-unité 1'

Même chose pour d.'airtres e"emples.
. des comparaisons d.e deux poids ;

un clou pèse 22/31 ; un autre 1I/18.
Quel- es*, Ie rrlus lourd ?

dessommes :

ci -a pèse ensemble deuxJL Jç

,trû/"/:, guel poids obtiendrai-je

3.1.4 - RESLÎLTÀTS DÏDACTIQUES.

A ncuveal:, les enfants utilisent d.es couples de nom-
i:.res Dour repérer des mesures. Ce n'est ni une "ap'':lication"
i{rs r-ationnels, ni une occasion de "reconnaître" une situation
c:-.n:çarable à celle ces papj-ers car iI y a des obstacles; par
exemole, le langage ou la symétrie de présentation entre I'objet
â mesurer et l"'uni.ué (non et presque arbltraire) ...
En fai-u, les enf ants on+- surtout résolu des problèmes oratigues,
:ie manipulation, de comparaison, d'évolution, évaluatj-on de son-
nle, C'égalités.,. des granoeurs étuCiées. Un autre problème j-m-

nortant est soulevé et "réso1u" (seulement par ceriains). Si on

:eDor-Le des unit-és d'une part et des grandeurs éga1es à mesurer

"l'autre part, est-ce gu'on finira par observer des équilibres
au moi-ns aooroximatifs, ou est-ce gu'on peut observer une suite
'' non f inie" Ce déséqui.libres ?

c1ous, I'un de L7/25 ; 1'autre
) alr
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MODULE3-Activité2 Séance 13

3.2 - CONSTRUCTION DE LONGUEURS FRACTIONNAIRES

3.2.L. DanS la séance précêdente, les enfants attribuaient
des nombres à des grandeurs (ils désignaient la mesure).

Dans celle-ci, ils vont de plus construire des objets dont
la mesure â I'aide d'une unité, est donnée. (IIs réalisent
une grandeur). It s'agira seulement de longueurs Pour de;
rai-sons matérieIles.

Cette construction pourra suggérerune technique qui
repose sur une nouvelle représentatlon d.e Ia notion de fraction :

(que nous agpellerons MB) pour fabriquer une bande de longueur
5/4 de I'unit,é, la représentation oue nous avons déjà introd.ui-
te et que nous appellerons Mcr, perrlet plusieurs néthodes :

. soit on prend une longueur_ guelconque, on 1a reporte 4 fois
et on compare la longueur obtenue à 5 unitésr puis on corrige
par tâtonnements (Mo) ;'

. soit on reporte 5 fois l'ui:ité puis on partage cette lon-
gueur en 4. Cette deuxième néthode exiqe dêjà d'avoir un usage

assez souple de la définition donnêe.
11 en existe une troisième plus efficace si on doit

fabri-quer diverses baguettes de d,énominateur 4 : on partage
I'unlté en 4 et on reporte Ie morceau obtenu 5 fois (MP)

C'est cette méthode que nous al1ons essalzer de faire
apparaitre sans espérer gue les enfant,s montrent ou disent
gu'el1e est éguj-valente à 1 rautre.

I - MATERIEL : (toutes les baguettes ont la même largeur,
soit 2 cm, €t sont réalj.sées en papier canson)

12 baguett,es-unité (grises) de 20 cm

4 jeux identiques de 6 baguetÈes (vertes) dont les longueurs
respectives sont :

5cm
10 cm
15 cm

35 cm

30 cm

45 sln

4 jeux identiques de 6 baguettes ("bleues) dont les longueurs
respectives sont :- 4 cm ..+ L/5 u

8cm -) 2/5 u
16 cm -) 4/5 u

28 cm + 7/5 u

+ L/4 u
-+ 2/4 u
-> 3/4 u
+ 7/4 u
+ 3/2 uou6/4 u

'> 9/4 u
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24 cm -'>

36cm +

4 jeux identiques de
2,5 cm +
5cm+

L7 ,5 cm '+

12,5 cln -t

22,5 cm +

27,5 cm +

ciseaux
des bandes de

et de 5 cm de largeur
- des bandes de canson
2 cm)

6/5 u

9/5 u

6. baguettes (jaunes)
L/8 u
2/8 u
7/8 u

5/8 u
9/B u
Lt/8 u

papier affiche de 50

a)

cm de }ongueur

blanc assez longues (largeur toujours

3.2.1. Phase 1 : Jeu de corrnunication.

La classe est partagée en L2 groupes de 2 à 3 enfants
Chaque groupe a devant lui I bande unité et I jeu de

bandes de la même couleur.

çgegisle :

u 11 faut que chaque groupe clésigne par des fractions 1es

longueurs des 5 l:andes de couleur qui lui sont données,
à I'aide de I'unité (grise) et les écrive toutes sur le
même message. Chaque groupe est doncdrabord énetteur. -

Chaque groupe recevra Ie message d'un autre groupe.
A ce moment-Ià, vous deviendrez tous récepteurs. Vous

devrez découper dans des ^bandes de papier canson blanc
les bagruettes dont les longueurs sont celles indiquées
sur le message.

Ensuite, chague groupe récepteur rencontrera le groupe
qui a émis le message décodé et i1s vérifieront ensemble
que les baguettes de canson blanc sont bien j,dentiques

à celles gui ont servi à fabriguer le message (par super-
position). Si eLles sont bien identiguesrles émetteurs ont
gagné.

Si vous désirez du matériel suppJ.émentaire ' je' vous 1e

fournirai (papier, ciseaux, etc. . . )

" " "/...
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b)

i)
*

PÉ=eeleeel! :

Phase de mesure

Les enfants peuvent uti.liser la technigue habituelle

X mesure 3/5 tl

t Certaîns peuvent s'apercevoir que sur les 6 bandes

de couleur proposées, 4 sont multiples de Ia plus petite.
11 leur suffit alors de mesurer celle-ci. De plus, en

reportant cette petite bande, tls peuvent constater qu'el1e
est contenue un certain nOmbre exact de fois dans I'unité.
Ils s'en servent alors cofilme unité lntermédiaire:

l/77777m7m

Êf
r-_-î___t_l :.

m

bande unitré
bande C ;. C

bande B ; B

bande A A

nes.rre 1rl4 u
" 3 x L/4 = 3/4
n 7 x L/4 z 7/4

oapier affiche ne seront distri-
des enfants

u

u
ô+^

if) Phase de communication

- Pour plus de commodité c'est I'enseignant
gui fait passer les messages. II faut que les grouPes re-
çoivent le message d'une éguipe qui a des bandes d'une

couleur différente des leurs (et par là-rirêrne de longueurs

d.ifférentes des leurs)

Les bandes-témoins de

buées gue sur Ia demande

- LeS bandes de canson blanc e+- les ciseaux seront données

en même temps que Ie message.

Même s,ils ont commencé par mesurer d'autres 'long.:e':=s'

ce choix des longrueurs de bandes favorise des observaticns
utiles à ceux qui peuvent les faire Pour gagner du temPs.

:E Pour favoriser Ces ObServations, I'enseignant nra fourni
gu'une seule bande-témoin.

3 .2.3 - Phase 2 : Com-lte rend'u des 5ésultats

geregleeeg! :

Les éIèves viennent au

messages et indiquer comment

présenter leurs
procédé pour Ia
.../...

tableau
ils ont

unité

bande X
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désignation et pour Ia construction.
L,enseignant s'abstj,ent de porter des jugements per-

sonnels sur f intérêt des méÈhodes utilisées. 11 se

borne à obtenir que les enfants précisent bien les mé-

thodes et les résultats.
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MODULE3-Activité3 Séance 14

3.3 . COMPARATSONS DE STRATEGIES

.3 .3.1 - Ob jectlf s.

- Descriptionr pâr 1es enfants, de ra manière dont irs
ont élaboré leurs messages et constrult les baguettes
au cours de Ia précédente leçon

Pour r'errseignant; faire apoaraître les dif férentes
méthodes de construction (iI y en a Z) en disposant sous
forme d'un tabreau les renseignements fournis par res
enfants (qui sont inscrits sous forme de croguis).
- Mettre en évidence et f aire ]a preuve cJe 1,égui \ralejnce
des longueurs réalisées des deux manières différentes 2

. par Le mise en oeuvre du modèle z

. ou par la mise en? oeuvre du modè1e

3.3 .2 - Matéri-el :

Même matériel que la veiIle.

3.3.3 - Déroulement :

1) Çgsele-retge-ge9-rÉgglle!:-eet-leg-elIelle :

Ce compte rendu est dirigé par
les résultats sous forme d'un
a5l:araitre :

. 1a manière dont les enfants
( désigination)
. Ia manière dont ils ont construit les bagruê'-tes (cons-

truction) à partir des nessages reçus.
Ces résultats ont été notés sur Ie tableau sous

forme de croguis simples soit par 1es enfants eu><-mêmes,

soit par le maître sous la dictée des enfants (voj-r

1'exemple ci-contre pour les bagruettes rouges).

2) Lorsgue les enfants ont exposé leur rnéthode ou reconnu

leur procédé dans les méthod,es déjà exposés5, lrenseignarrt

pose le problème suivant i r

"on veut construire une baguette de 4/S de longueur à Par-
tir d'une unité donnée"
Réf1échissez aux 2 méthodes gui vous Permettraient de la
construire " .

I'enseiç'nant qui lnscrit
tableau de façon à faire

ont réalisé leur messaqe

f

&

Réflexions et discussion de groupes.



2) 2ème méthode proposée (modè1e 9)
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b

r/5 t/s t/s r/5 r/5
#

r/s

on mgtt :

fois u

Ut

5u-i 25

IIs s'arrêtent et disent gu'
donc4u=5b
doncb=4/Sce

o'; rat
La longueur 'rb rt es-' dcnc bie

L'enfant écrit au tableau :

4/5

r/s

:4
r/5

5 morceaux identiques
(L/5)

é. ".

x = 4/S

3) Le problème est de savoir maintenant si 1a baguette "b'
obtenue par la 2ème méthode proposée aura Ia même longueur
que 1a bagueite "arr obcenue par la première méthode.

(l.gfglgUg : Ce problèrne n'a pas été posé par l'enseilnant
iliais par un enf ant gui a oemarrdé spontanément : "es'L-ce qu.:

1es :' ba.;uei.Jes auront la'même longueur' ?")

L r ense jiJnant ijer'i :,de au>: errf ani s d'c:ssayer ce trouver
un rno!'en.Dour savoir si cette baguef-te rrbrr a effeciivei;reni
- a i-.â:'e lorgueur que .a' c'est-à-dire 4/S -

Les enfancs ont é1aboré, avec Itens"ignant, la Cémonstra-uicn

sui r-ante

n-rl= u, i1 y a

Dans b, j.1 y en

,\ t-

b

I
2

2

5

10

15

1 fois b

2b.-æ
3b -#
4b
5 b 20

If !duL J

I 'unit.é
j-onne 1 qu

n éca1e à

b pour iaire 4 u

(d'après 1a définition
'ils connaissen-')
I'ar' = 4/5 de u.

I
T2

16
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. lère méthode proposée (commensurationl
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MODULE 3 - Activité 4

1. Un marchand

puis le quart de

1")

2")
reste-t-il ?

PROBLEMES

de tissu a vendu successivement la moitié drune pièce de velours,
cette même pièce.

Quelle fraction de la pièce lui reste-t-il à la fin de la journée ?

La pièce de velours mesurait 24 mètres, quelle longueur de velours

2. Claude a un sac de billes. Au cours dtune partie, il perd successivement

de ses billes pui, en"or" f, de ses billfs.

1o) Quelle fraction de ses .billes a-t-il perdue ?

2o) Quelle fraction de ses billes lui reste-t-il ?

3o) Au début du jeu, il avait 63 billes dans son sac.

Combien en a-r-il à la fin de la partie ?

Remarques sur I'activité 4.

1. Cette activité peut se dérouler en 2 temps :

A) choix d'un problème par I'enseignant,

a) lecture silencieuse du texte par les enfants.

b) explication éventuelle de la situation (proposer aux enfants de
la représenter par un croquis)

c) Recherche individuelle des enfanrs

d) correction, explication et rédaction collectives.

B) recherche et rédaction individuelles de lrautre problème.

2- Le problème no 2 est beaucoup plus difficile pour les enfants que le no 1.

En effet, ils ne reconnaissent, dans cettç situation, aucune des signifi-
cations des fractions qu'ils ont vues jusqu'alors: épaisseurs de feuilles, désigna-
tion dtune capacité, drun poids, longueurs de baguettes.

2
3
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La deuxième difficulté est qu'ils ont beaucoup de mal à comprendre

qu'ici, I'unité est le sac de billes. Il est nécessaire de les aider en représentant

ce sac de billes qu'ils doivent considérer globalement.

Çt
6
9

2
9

a) ir
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- de mesurer ce trajet sur la carte à l,aide de la ficelle
fine et des épingles. on constate que ces longueurs ne sont pas les
mêmes dans tous les groupes.

c) Consigne :

"chaque groupe va, maintenant, calculer la longueur réelle du trajet
rrCap Ferret (pointe) - Pauillac,'.

d) Déroulemenr :

Dans tous les groupes, les enfants mesurent avec la ficelle
le trajet indiqué par le maître. puis ils inscrivent dans un tableau:

- (1) la longueur de la ficelle relative au trajet qu'ils ont
choisi ensemble (cf b)

- 0\ la longuerir réelle

la carte (cf b)

de ce-trajet qu'ils ont calculée sur

- (g) la longueur de ficelle
(pointe) -. Pauillac" qu'ils viennent de

Facture - Pointe de Grave 59

Cap Ferret - Pauillac 43,2

relative au trajet : I'Cap Ferret
mesurer.

distances

Ils mettent, sans difficulté, les'deux premières mesures en
correspondance, la troisième sous la première mais certains sont
embarrassés pour donner un nom aux deux grandeurs proportionnelles.

Quelques-unes trouvent des formulations souvent maladroites du genre :
ttles kilomètres sur la routerr, ttles kilomètres sur la carter... ou
I'longueur du trajettt pour les deux grandeurs.

L'enseignant les aide à formuler correctement ce qu'ils
veulent dire et un consensus se fait dans la classe : on appellera

"distance réellertourrlongueur réelle du trajetrrle nombre de kilomètres
indiqué sur la carte et "distance sur la carte' ou rlongueur du trajet
sur la carte" la longueur de la f icelle. Les tableaux se présentent
alors ainsi :

. Par groupe (carte Michelin n" 71)

cartedistances sur la

t2t

puis les enfants ajoutent toujours les unités correspondantes à chaque
grandeur :
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"Dans le jardin de l'école, au bord de deux allées (convergentes, voir

figure 1), nous avons planté deux fanions. Voici un double mètre ;

pouvez-vous prévoil la distance entle ces deux fanions ? Vous avez le

droit de vous déplacer et de mesurer partout sauf sur la pelouse

(voir dessin).

f igure I

Nous vérifierons votre prévision après,

en tendant un fil entre les deux

fanions et en le mesurantil.

La solution consiste évidemment pour

un adulte :

à structurer I'espace à l'aide de

points de repères accessibles par

exemple (fig. 2) LMNOPQ. Ou plus

simplement RST (fig. 3)

- à faire un plan à l'échelle de

cette'istructure' spatiale

- à mèsurer la distance cherchée sur

le plan

- à calbuler la distance réelle AB cor-
r'?Spondante.

f,igure 2 figure 3

Dessiner ArBrT, en fonction "de Thalès" crest-à-dire avec A'T/RT = B'T/BT
(et donc A'B'//AB) nresr qu'un raffinement économique de cetre méthode
qui consiste à faire le plan A|B'T de ABT sur le terrain lui-même en

utilisant I'angleT lui-même.

\

---- -t
I

:-':- \ -.:]
------: - ---\

t+*>S
A\S
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Après quelques tenratives inf ructueuses - malgré la suggestion de

l'enseignant de faire un plan - les élèves réclament la solution et beau-
coup ont du mal à comprendre avant la fin commenr la solution
surgira de cette opération. (Attention ! sR n'esr pas parallèle à AB,
et TSIL n'est pas un modèle de TAB comme dans le ',théorème de

Thalèstt du secondaire, ce raffinement sera pour plus tard)-
Mais une fois vue la solution, ils ont ltimpression d,avoir fait une
découverte importante. Leurs difficultés dans certe situation sonr en

partie liées à celles qu'ils rencontrent à passer de la conception de

la longueur drun objet rectiligne à celle de la distance de deux points
non reliés matériellemenr.

11.3-3. Correspondance entre des grandeurs dtespèces différentes

a) Problème : "Je veux *"rui", la longueur divers rculea.ux de

fil de cuivre. Puis-je le faire sans lesdéiouler ?

Je dispose d'un petit bout de'ce fil gui mesure lr20 m. Je

le pèse et je trouve 3316 g. Trouver la longueur du rouleau".

Les enfants demandent le poidsdu premier rouleau:"Jepèsece

rouleau et je trouve 2,1 kg".

b) Déroulement de la recherche

Les enfants

s'inquiètent : "est-ce

L'enseignant

si je coupais L,zO m

33,6 grammes lrl

Les enfants

Ils inscrivent tout de

a donnés.

commencent à faire un tableau mais certains
.que c'est proportionnel ?"

répond : "le fil est bien régulier. Je crois que

de ce fil n'importe où, il pèserait toujours

font le tableau en précisant les deux grandeurs.

suite les renseignements numériques qu'on leur

Puis ajoutent les unités fournies par ces renseignements :
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. La correspondance entre unités

lrunité de |tensemble de départ.

Exemples :

Un bateau noeudsl à I'heure

: I'unité de I'ensemble drarrivée sur

heure noeuds
- x13

mn pièces
r xl30r_>

Nbr de prix
douzaines

xl2I

Nbr de prix en F
roses

1x6

fiteE

Nbr.de sacs

de50 kg

, x4,5

Poids de

potasse

11.3.5. Correspondances non linéaires

a) Cartes

. Faire un tableau montrant la correspondance entre les côtés des

carrés et leur surface.

Cette application est-elle linéaire ?

. Sur un plan à l'échelle 1/100, une pièce est représentée par un

c"rrè de surface 2 cm2. Quelle est la surface de cette pièce ?

. Sur le plan la surface du dessin dtun champ A est double de celle

drun autre B. Est-ce que le champ A a réellement une suface double

deB?

. Etablir la correspondance entre les surfaces de rectangles sur une

carte au lltO 000, et sur le terrain. La correspondance est-elle

linéaire ?

une machine fabriqr" @1@
Des oeufs valent tr

Des roses coûtent Francs I pièce

Un engrais contient f

c) Dans le
que nous avons vue de

F I la douzaine

cas du fil de cuivre, exprimez la correspondance

toutes les façons différentes que vous pourrez.

kilogrammes de po."rr.f par sac de 5O kg
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La o j.dactique ( au sens
d' enseigner, c'est-à-dire celu j
tionnellement - par un élèr,er urr
de constitution.

de Coménius) est
oe faire appropri
savoir constitué

I'art
er - inten-
ou en voie

l.'i di dacti ,:_

ou reprodulre une actlvlté d,enselgnement
classigue, Ies currlculas, Ies progr.unmes
de cette nature.
:: La deu:rlème branche rassemble des
drabord à expllqrrer les phénomènes d

4ç4+ç rl 3!çf e\çbe!Ci uC! ()---,_ c n didac

: la méthodologie
, ... etc, sont

{+qvç.

rl est assez couranl de *eéparer les activi té_e rela-
tlves à cet a.t en deu>l srancres brarrches (dlagramme r).
:: La première rassenrble les activités guil visent à enseigner
une connaissance "oéterminée ". ces actions didactigues peu_
vent être directes en ce sens gu€ le*. décisions de l,ensei_
grnant ne transltent pas vers l'élè.,,e par l rintermédiaire
c'une autre Personner ou indirecies dans le cas contraire.
Remarguons guÊ I,activité didactigue directe nlimpligue pas
nécessairement 1a présence de l,enseignant auprès de l,é1ève:
el]e peut se faire par f intermédiaire d,un produit ou d,un
matériei "didactlguen', Les ac-,ions incirectes comprennent
]e plus souvent (mais pas obliqa+-oirement) par exemple, une
descrlptlon pius ou molns précise ce l,action dldactigue
dans Ia mesure où e1les visent directement à fai-re produire

actlvltés guJ_ visent
'enselgnement. En ce sens,

la dldactlgue est rtétuce dee phénomènes d'enseignement guj_
Eont spéciflgues de ra connalssance enseignée Eans être ré-
ductlbles au domaLne du savolr auquer elle apparti_ent.

Cours de l'école dt été de didoctique mothémotigues ORLEANS 1982



Cette detxième branche englobe de très nombreux travaux de

recherche à prol>os de l'enseignement d'une connaissance.

Leur caractère scientifigue est dt au fait çlue, soit la métho-

dologle de I'étude, soit I'ohjet de I'étude, êt parfois les deux

à la fois, sont empruntés à un domaine ou à une discipline bien
eonnue : Ie plus souvent Ia psychologie, Iâ sociologie ou Ia
llngruistique mais aussi Ia logique, les mathématigues ou I'épis-
témologie.

Mal-s e1le comprend aussi des activités réflexives
gui témoignent d'un réel effort de scientifj.sation de la didac-
tiquer €D ce sens q"u'il y a création de concepts théor:iques

spéciaux.

A première vue, la distinction entre ces deux types

d'activités parait assez simple : les premières actj-vités di-
dactiques, visent à ensergner, les secorides actirzités en ciidac-

tioue à nrodurre des assertions vraies Sur 1'enseignement.

1.2 - Lq- -sbsrt 4et9ryt+{LgV9!

une étude en didactique, Pour ou sur 1'enseignement'

est donc d'abord caractérisée l)ar un savoir ou une connaissance
( par exemple"Ia fonction linéaire") et un sujet ou un grouPe

de sujets apprenant ( par exemple les éIèves de 3ème année du

secondaire, cycle court). Elle peut 1'et:e par Ies particu-
larités du système éducatif - ou du professeur- ( par exemple

"dans les classes à groupes oe niveau"), ou par des particulari-
tés du rapport éIève-milieu, teiles que Ie choix d'un matériel
dldactique (par exemple "avec 1'aide des calculateurs de poche) -

EIle peut être encore réduite 3

. par Ie choLx d'une multitude de conditions et de caractères

plus Ou molns "naIfs"de chacun des systèmes en présence (Par

exemple, "le vocabulaire" ou encore "Ies objectifs de hauts

nlveaux taxonomigues" )

. ou par ltlmportation de concepts ayant un statut scientifi-
gue danS un dOmaine voisin connur (par exemple : "relation entre

la rtgldlté mentale et la résolution des problèmes de géométrie

selon lrorLq,ine socio-culturelIe des élèves"... etc)
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on comprend dans ces conditlons gu,ir soLt presgue
lmpossible de présenter ra didactique autrement gue conrme un
champ de recherches, peut-être scientiflgues mals relevant
drautres domalnes et sans objet propre. Le repÉrage des tra-
vaux et le groupement en sujets voisins ne peuvent se faire
gutà partlr des structures des disciplines composantes ou des
mêthodes de recherches : études de cornportements, études lon-
gitudlnales, €vèirrti.oi.r,rs, inventaires de méthodes d,enseigne-
ment, ces études étant reratives à un même concept ou à une
même notion mathématigue, bl-en sûr, mais rnême dans ce cas, ra
liste des varlétés d'aspects, de définitions, de langiaqes, de
domalnes d rutirisation, d'usage. . . etc, brarre tous les efforts
oe synthèse

De plus, 1'ambition de produire des décrarations
sur L'enseignernent ayant un statut ou .inu vareur scientif ique,
conouit le chercheur err oidactique à s'asserrzir complètement
à des problématigues et à des rnéthoooroEies déjà reconnues
conme scientifigues, rnais en fait, étraigères et centrifuges.

d'en6eiqn.zneni.

pour échapoer à cet éclaternent, il apparait alors
que 1'on doive revenlr aux sources et repracer les études sur
1'enseigneme.nt dans le cadre d'une action pour l,enseignement.

En fait, ces deux types dracti,",:iés sont p]us dif_
f lclles à distlnguer gu'il r'y paraît. Beaucoup de ,,recherches,,
par exemple, sont expriciÈement ou impliciternent liées à une
actlon didactlguer êrr ce sens gu'elres doivent, à rerativement
court termer s€ justifier - par une proposition utire à 1,en-
seignement : action dldactique, ou production d,un nouveau
moyen d I enselgnernent,

à défaut - par un jugement ou au moins une
lnformatlon, destinés à jouer un rôre, dans les débats du mo_
mentr sur la vareur de 1'enseJ.gnement pratiqué et les moyens
de lraméllorer.

Lq -4+4qçîts,4 9 t _tbggrt t _d luf)g _E,lgtrst! 9

I

Nous trouvons notamment
travaux qui. vlsent â rationnaliser

dans ce secteur tous les
Ifenseignement et gui

.../...
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prennent pour base des conceptions familières au:K professeurs
ou lssues de leur pratique.

Fondamentalement acceptées comme pertinentes, ces

conceptions sont seulement "rationnalisées" de façon à per-
mettre leur ldentification et leur déflnitj-on, PâE exemple

"le nlveau mathématique de I'é1èveT"la compréhensioni"Ies ob-

jectif sï" 1,erreur'j "f intuition géométriquei la"connaissance des

ldentifés remarquables'j.. etc. Des travaux d'observation et de

statistiques à leur propos tendent à leur donner un statut plus

ou moins scientifigue, ce gui permet alors de renvoyer aux pro-
fesseurs des lnformations lntelligibles dont on supPose qu'iIs
peuvent faire bôn usage. Cbtte assomption des conceptions des

professeurs est un bon moyen - mai= p3t le seul dravoir des

résultats de didactique à finalité didactique. Nourris et fi-
nallsés par une pratique, ces efforts de scientifisation ont
produit des concepts et des théories "originales" '

Certajnes sont assez peu spécifiques du contenu' com-

me les taxgnonies de BloOn, 1es "COnCitiOns" de Gagné, IeS

classificatlons d'activités mentales de Guilfort ou oe Ausubel.

D'autres Ie sont davantage ccfirme 1e "processus Psychomathéma-

tigue" de Dienès Enfin certains travaux dans Ia mouvance

de Piaget ou même de Bruner Portent sur des phénomènes ou des

processus tout à fait l-iés à des connaissances mathêmatiqles

détermlnées.

on trouvera aussi, ici, l'heuristique te1le gue 1',en-

tendalent Polya et ses continuateurs (Kilpatrlck) dans les années

60 avec l'"action" CorresPondante : I'enselgnement des "Pro-

blèmes solvlng méthods" .

Toutefois, et peut-être à cause même de leur Proxi-
mlté conceptuêlie ou d'objectifs avec Ia pratigue' les travaux

de ce type ne développent, dans Ies meilleurs cas' en didactique

théorigue, ou bien que des notions très ldéologiques, trop 9é-
nérales et pour tout dlre métanhorioues, ou bien des notions

I

I
*

*

.../...



had hoc qul nront pour mlssion gue de prendre en charge des
phénomènes très locaux et très particuliers.

1.4 - Lq_414q9t1s,,!e,

Bien peu de travaux acceptent de se placer dans la
perspectlve d'une théorie gui aurait pour ambition de prendre
conme bbjet dréiude et de critique I'ensemble des phénomènes
didactiques. De ters travaux existent cependant, gui visent à
transformer en "science" 1e champ scientifigue éclaté dont
nous avons parlé plus haut. Et même si ce projet paraft, à
certains, très prématuré, f importance de 1'enjeu et I'origi-
nalité des moyens mis en oeuvre à ce jour, méritent une étude
particulière et une place à part dans ce panorama, une des
caractéristigues de ce point de vue a été de provoguer un vé-
ritabre "pas de côté" par rapport aux activités vj.sant lren-
selgryement afin de les soumettre à des analyses de iype sys-
témigue et de produire des concepts didactigues propres.

À côté de ce champ de la didactique fondamentale,
théorigue et expérimentale, êt en relatl.on étroite avec rui,
se développent :

:: d'une part, des réfr.*ior= réthodorogior." 
"oé.ifi*"" du ra

didactigue essentlelrement r,étude des dépend.ances, des im-
plications, des modèles et des hiérarchies en didactiaue.
:r d'autre part, appuyée sur cette théori.e, une sorte d,inqé-
niérie didactique qui consiste à réaliser des situations d,en-
seignement répondant à des caractéristiques définies à I,avan-
ce dans le cadre de la théorie. cette ingénierie a pour but :

solt I'enseignement effectif dans re système éducatif
soit I'expérimentation ou la recherche, et nous parlerons

dans ce cas de phénoménotechnique didactlque.
Nous allons exPoser cette conception de 1a didactigue

dans La deuxième partie de ce texte, mais auparavant nous croyons
utlle de rapoerer deux conditions de son aoparition 3

a) ElIe s'est dér.rs1s.rêe nrincinalenent en France dans
les fP.Ell et au C}îRS en étroite relation :

avec Ia formatl_on permanente des maitres
avec tôutes sortes dractùons dldactiques
avec des terr@ et des observations.

jbe9.\+9 _4el _p[QryeryQ nea didgg{ist!9!.

.../...



b) :,, ie s'est développée dans la perspectl-ve drun contrôle de

la aldactique des mathématlques Par les mathématl-ciens non

Parcequ.llssontlespluscapables,nilesplusintéressés'
mal-sparceqrr,ilssontlespremiersàdevoi{etpouvoirassu-
mer la resPonsabilité socjale de 1a .',q'.Jers'. épistémologiquenécessaire.

Ce Sont eux, qui finalement, ont 1a ":'esponsabilité" de ce qu1

s,enseigne on stutilise sous Ie nom de"mathématique"' cette

clause est tOin cl'être une facilité, aussi bien Pour les "didac-

ticiens" que pour res mathématiciens "purs" '

I z. prcAcrltuE FoNtAt{rNTALr j
t__

Ljnesociêtéiransmetlessavoirsqu'elleacrééset
c(.ûxc]ontei]eahé:rit.é,pardifférentSmoyensdontcertains
s;nt mis el oeuvrÉ, intentionnellement. Elte organise pour cela,

à i,intenticn oes "éièves" oes. situations didaciiques qui doi-

vent conduire à la reproduction des ccrrLportements et des pra-

tiques gul- témoiqiient de ces savoirs'

? . 1 L'-ttu4Y -r9t -v!rytigtI*I+sr:!
Drdacticlue au sens restrelnt '

L'étuoe de ces moyens de communiguer "untt savoir

donc der,oir conmencer par l' identification, 1' inventai.

leclassementdesmanifestationsdeconnaissancesrela-
àcesavolr,d'anslasociété.enseic:-larit-e(enparticulier

dans Ia société savante) '

Etrie pi:urrait alcrs se Poursuivre par Ia défini-

tron ou 1'observa..ion des corrporte-ry9nts qui nianifesteraient

1 ,acguisition de ce savoir c!"rez le su jet-enseigné ' Et iI pa-

raLt.évidentraupremierabord'9uêlesmanifestationsdecon-
naissancesdevraientêtrelesmêmesdanslasociétéensei-
gnante et chez les sujets-enseignés' our au moins se référer

àlamêmeorganisationdusavoir.Ilseraitalorspossible
d'observer ou cle concevoir les moyens mis en oeuvre Pour obte-

nlrcescomportement'srdefaçonaprioriindépendante'êDse
référant, Par exemple, à des théorles de 1'apprentissage ou

du déveloPPement.. ' etc'

q | -9eryaq*!!qry99'
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Ce poJ,nt de vue paralt drautant plus fondé que Ie
savoir fonctlonne dans la soclété conrme Ie moyen culturel re-
connu, permettant de classer, de décrire et de communiguer les
connalssances et les pratiques qurelle a acguises.

Dans cette perspective, les réorganisations les plus
récentes du domaine de connaissances envisagé, paraissent les
plus indiquées, puisqu'elles bénéficient du panorama le plus
complet et probablement Ie plus sjmplif ié, et parce gu'elles
sont le plus près possible oe la seience du moment, but de la
transmissj.on oidactigue.

En fait, cette approche de la didactique par I'iden-
fification des savoirs à transformer en objectifs, se heurte à

des difficullés qui ont conduit, sinon à 1a rejeter absolument,
du moins à lul chercher oes alternatives.

Parmi ces difficultés, nous retiendrons les suivantes
dlfflculté de mettre en correspon{ance un savoir avecr un en-

semble de manifestations de ce savoir. Les systèmes proposés,
empruntés à divers domaines ou développês spécialement, four-
nlssent des listes de plus en plus longues d"'exercices", mais
Ies moyens de production de ces listes ne sont soumis à aucune

contrainte ni à aucune justification.
dlfficulté à délimiter un champ conceptuel ou une collection

de savolrs fonctionnant ensemble. Les travaux ayant pour but de

strrrcturer ce champ, ont conduit, êu cont.raire, à multiplier
Ies caractères pertJ-nents, €t abouti à une parcellisation, à

un émiettement des manlfestations de savolr.

II faudral-t ici faire un bilan de tous les travaux
accomplis à Ia sulte des études de Cronbach-4leser sur la géné-
ralLsatlon (cf, Cardlnet-Tourneur), sur 1a dépendance, Irimpli-
catlon ou les hlérarchles de connaLssances (Pluvinage, Gras,
Lermann).

I{aLs les procédés factorLels fournlssent aux regrou-
pements de connalssances des argruments gui paraissent bien fal-
bles devant les processus dlfférenclateurs i ceux-ci posent,
par exemple, çlue deux savolrs dlffèrent, ét donc doivent être
v|sés séparémenÇ sl les épreuves gul- les opposent sont sensi-

.../...
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blementdlfférentes(ana}ysesynchronlque)ouencoresielles
sont réussles Par une même population à des dates sensible-

ment dlfférentes (analyse génétlque ou diachroniqre) '

Pourvérl-fierquelatraductlond|unsavoirenter-
mes de comportements était correcte' iI aurait fallu pouvoir

observerguelastructuredusavoirpermettaitdebienprévoir
les comportements des sujets Par exemple en assurant gue les

éIèvesqulavaientacquistelsavoirdevaientavoiracguistel
autre ou devaient savoir résoudre tel problème' Le fait que l',a14>rot-

tissaged.unethéoriefaciliteraitceluidetoutesSesarlplications
n,est pes établi de fascngénérale' ni sa réciprooue non nlus' De même

unerelationd,irnplicationentre-deuxassertionsnecaraltnas
avoir de relations stables avec il",rr apprentissage' ce n'es'it

guedansguelquescastrèsparticuliersguel,apprentissagede
I,une apparait conme pouvant dispenser de celui de 1'autre'

I}enestdemêmedetoutessortesdereiationslogiqueset
mathématiguesquistructurentlesavoir,,savant''.11enrésulte:

desdifficultésàréduirelecham.pdessavoirsParladéter-
rnlnationd,unePartied.entreeuxdontl.acquisltionentralne"
rait,oUfaciliter:ait,ouseraitl'indicedelaconnaissance
des autres,

des difficultés
sous la forme oe

sances avec des

I' acguisition.
La difficulté principale n'est pas de "réussir" de

façonplusoumoins}ocaleceslimitationsoucesmisesencor-
respondance'maisbienplutôtdefouu,nirdesjustificationsthé-
oriquesetexpérimentalesdeceschoixetdeprendrecesjus-
tlfications cortrne sujet de débats scientiflques'

Danscetteconcegtionrestreinte,ladidactiqueacceçrtelesa-
volrconstl-tuécomrnelerésultatd,uneactivitéqu,e}len'apas
àconnaltre,etàplusforteraisonàthéoriser.Etledoitseu-
lement traduire ce savoir en objectifs d'ensèd-gnement, puis en

apprentlssages'

à faire correspondre un savoir donné - même

comportements ou de manifestations de connais-

situations d'enseignement gui en assurerit

.../...
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Dansuneautreapproche,ladidactiqueva,nonseu-
Iement se fonder sur une théorie de la connaissance et de la

formation des concepts, mais se fondre en elle. Ayant Pour

objet I'étude des conCitions dans lesquelles apparaissent 1es

comportements spécifig6es des savoirs considérés, ÊD rme de

leur contrôIe et de leur reproduction, elle va tenter de pren-

dre directement ces conditions, ces situations cofitrne objet

d,étude et colnme moyen de déterminer ce gui est comParable ou

non, ce gui est reproduit or't non, et ce gui est enseigné ou

non. une situation didactigue ne se dis-tingue des situations
,,naturelles,, ou "historiques,' permettant 1'exercice ou I tappari-

tion de Ia connaissance, 9u€ par leur caractère intentionnel

- mêrne si cette interverrtion d'un tiers change beaucoup de cho-

ses, il peut être intéressarit de comprendre guoi

D , ail leurs , i . ense ignement et 1a corrrnunication du

savolr font partie du procès oe constitution des concepts'

Airrsi, Ia situation est renversée. r1 s'agit d'appréhender Ia

connaissance par le blais des condiiions dans lesguelles e1le

apparalt, de façon à pouvc.ir les reproduire au moins approxi-

matlvement, et par 1à, de Provoquer chez 1'élève l'acquisition

drun savoir dont le sens et le fonctionnement soient satisfai-

sants. Blen str, les situations didactigues ne peuvent Pas res-

sembler beaucoup au),i situations "hiËtOrj'gues" cgrrespondantes'

ce sont leurs effets gui doivent tendre à se ressembler' 11

s,aglt donc d'accepter cette transposition didactique (y' che-

vallard ( Zz ) ) comrne un effet inévitable et conme un objet

d,étude, afin de la contrôler par Ie choix de sltuations didac-

tiques convenables et par Ia détermlnatlon de celles de leurs

caractérlstlgues gui sont les plus décl-sives à ce sujet' Reve-

nons un instant à notre analyse initlale : dans la société' Ies

savolrs se manl-festent, non seulement par des déclarations cul-

turelles sur les connalssances, Ieur structure, leur fonction-

nement, reurs intéractlons, leur usage, reur orlgine--. etc,

maLs aussl par des modlflcations et des transformations de cer-

taLnes actlvités humaines : pratlgues, lndivLduelles' sociales

ltlltffii,
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salentLflques ou scoraires, "contamlnées" explicltement ou
lmpllcitement par ces savoirs. rr est clalr gue si res savoirs
changent res pratigues, lrlnverse est vral aussi : res questions
et res probrèmes changent et exigent- rrextension ou ra modifi-
catLon du.savoir- savoir et pratiques se donnent mutuerrement
un sens.

La reproduction par rréIève d'une pratigue transfor-
mée ne peut lui assurer ra transmission du sens des connaissan-
ces gui ont provogué Ia transformation, €t, inversement, r,acgui_
sltion d'un savoir hors du contexte de pratigues qui rui ont
donné son sens, re modifie radicarement. Aussi, parmi res mani_
festations de connaissances provoquées par l,enseignement, cer_
talnes sont tout à fait sembrables à cel}es qui leur ont servi
de modèle, et d'autres peuvent être sensiblement dlfférentes.
Et 1l est vralsemblabre gue ces transpositior,= didactiques jouent

Ltlf dans les proeessu= d.t création des eonnaj-ssancesun rôle pos:
et guton ne les annulerait pas sans dommage.

Au rleu de considérer les situËtions didactigues
conune de simples moyens "isorés" de produire des comportenents
déslrés, 11 faudra donc Les considérer à I'intérieur d,une chal-
ne ou d'un Processus formant une petite genèse artificielle du
conceptr cê Processus étant autant le but de I'enselgnement gue
son moyen.

sans renier aucun des résultats çrue pourralt prod'ire
1e nrernler nolnt de vue (restreint), re second chanqe assez sensi-
blement la façon de considérer et de juger l,organisation de
lrenselgnement drune connalssance. rcl, ra didactique fondamen-
tale tend à se fondre dans I'éplstémoloqrie à laquelle elle pro_
pose un chanp expériemental et à gul elle demande la produc_
tlon de concepts spéclflques (certalns membres du G.R.D.M(")
ont longuement hésrté dans res années 74-76 entre le terme

et celul de dldactlque fondamen_
tale pour désigner ce champ d'étude).

(t3) Groupe de recherche en didactigue des mathématiques.
.../...
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I1 faut préciser gue chague concept ou chaque secteur des ma-

thématiques a sa ProPre didactique conme il a sa ProPre histoi-
re. On ne découvre Pâs, on n'utilise pas Ia notion de fonction
dans Ie même genre de rapports avec son milieu que la notion
d'angle, pâf exemple. Mais cela n'empêche pas Irémergence de

concepts proprement didactigues ou épistémologigues destinés

à permettre la description des situations didactigues.

Avant de nous demander guel bénéfice on peut tirer
drune telle amplification du domaine à traiter, nous allons

examiner 1es conséquences de cette nouvelle approche en ce qui

concerne la probiématigue et 1es concepts didactigues utilisés.

I1 faul remarquer tout de suite qu'en prenant comme

objet d'étude 1es m.oyens par lesquels .guiconque prétend conrmu-

niguer un sar,,oir, elle ]'englobê Ie premier point de vue gu'elle
se doit d "exPliquer".

n2 -!+lgc!tqvg:

Le moyen d'analysê, aussi bien d'un concept que d'un

comportement, sera donc, dans cette nouvelle appr6che, Ia COnS-

truction d'une "situation" (ou de plusieurs) gui servira de mo-

dète, soit aux cOnditions "naturelles", soit aux situations
didactiques.

Il. s'ag:it d'expliciter les choix ouverts à la per-

sonne (ou à 1'éIève) qui met en oeuvre la connaissance, Pâf Ie
problème qu'e1Ie s'est posé et par les informations dont e}le
dispose. II parait donc raisonnable de traduire cette activitê
en terme de jeu, entre cette personne et un "milieu" gui, à son

tour, change les états du jeu laissés par le sujet. Le milieu

comprend aussi bien "Ia nature" que les instruments et objets

divers qui entrent en scène et que leS "autres", éventuellement

le professeur. La connaissance est le système producteur et

limiteur des décisions du sujet (organisées ou non en stratégies)

Les connaissances elles-mêmes s'.organisent en représentations

gul- permettent certains types de contrôles et d'anticipations
dans Ia situation.

l+t*gtte r: I
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cette modérisatlon nrest que ra systématlsatlon
drune méthode crasslque de justtficatlon et ilapparrtr.on dela connalssance mals erre a lravantage de mettre en avant rerôIe de ra connaissance et res rétroactions auxguerles erre estsoumlse (non seulement du point de vue de la pertinence ou de

cher Ie se

Ia vdr-r-'-é, ...-1: :ussi de 1'eff icâcité). Elle permet d,appro_
sens, d'abord des comportements du sujet, mais aussl ceruide la connaissance et celul des situatlons d,enselgnement.

Erle permet de placer ra prévision des apprenti-ssa-ges dans un cadre théoriqre accessible au carcur. Dans la mesu-re où I'effleaclté des connaissances peut être sensi_bre à unchamp de problèmes r oD peut prévoir guerres sont- a prioriles stratégies res prus efficaces, et en ietour, res condi-tlons de passage de l,une à l'autre. "

un champ de problèmes peut être engendré à partir
d'une sltuatlon par r-a modification des vareurs de certai_nesvarlables qui,
des stratégies

La
constltuée par
assoclés à des
pour lesquels
caces, Un tel
tuel (Vergnaud

à leur tour, font changer 1Cs caractérlstiques
de solution (cott, validité, complexité... etc)

slgnlfication d'une notion mathématique est donc
un espace de problèmes ou de situations-problèmes
concepts ou à des procédures en étroite reration

elles fournissent des moyens de résoluti,on effl-
ensemble de problèmes constitue un champ concep_

(le 78) ).
seures res modificati.ons qui affectent la hiérarchiedes stratégies sont à considérer (varlables pertinentes) etparml res varlables pertlnentes, celles quê peut manlpuler unprofesseur sont particulièrement intéressantes 3 ce sont res

varlables dldactlcrues. La connalssance des dcmaLnes - ensembresde sltuations - détermlnés par les valeurs de ces varr.abreset assoclés à une connalssance, à une représentaÉtoh, à unestratégle, permet de prévoir la reproductron des sltuatr.ons eten retour, s'appule sur cette @ colnme preuve
expérlurentale, tout en donnant le cadre de préclsion dans le_quelle elle s'exerce, Les varr-ables qul sont apparues en pre_mier lleu sont celres qu1 flxent la nature des rapports du su_jet avec le mirleu, res systèmes avec resquers il est en rera_
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tion et Ie genre dréchanges quril entretlent avec eux. Elles
conrmandent des dlfférences très l-mportantes dans les manlfes-
tations de connaissance et dans l-es types de connalssances qui
permettent de les contrôler:

Même relatives à un même conceptr ult€ action, une

formulation, une preuve ou une convention ne fonctionnent paS

de la mâme manière et 1'on ne peut confondre non plus un"modè-

Ie implicite"ou un"théorème en acte"avec un langage et une re-
prêsenration avec un système de preuves ou une théorie ou un

.savoir. Cette tvpoloqie de situations Permet de produire e.t

d'analyser de nombreuses situatlons didactiquesr êfl particulier

les situations d'action .(Brousseau .( I ) Brousseau-llaysonnave ( tO

M. Àrtigues t ? ) , ler-.sltuatlons de connrunication Brousseau ( g

Labcrcte-Guittereau (r e80-1e8 r ) et si'tuations de preuve,l5?ll3iâY'-

(:r ) li. Balacheff (i980) 9ui, en reprenant les travaux d'Alan

Bell ( r ) a montré I'importance d'une dialectique dans 1'é1a-

boratic:-. d'e::piications par les ëlèves . L'éIaboration de conven-

tions relève d'un autre Processus dit d'institutionnalisation
dont I 'étude eonrmence -

Les intéractions entre les divers types de situations

et Ia façon dont elles peuvent être conjugùées dans un Processus

d'apprentissage Pour permettre, par exemple, Ia formulation drun

modèle implici-te ou Ia création d'un langage Per'mettant I'usage

d,un systèrn.e de preuve etc..., Sont e1les aussi en cours d'étude'

?.4 - Eqppgrytl

Pour illustrer tes rapports qurentretient cette con-

ception de la didactique avec Iréplstémologie' on a recherché

dans I'histoire des mathématiques srll était possible de repé-

rer divers statuts d'un même concept corresPondant aux types de

sltuatlons évoqués.

Examlnons, par exemple, Ie concept "fonction". Euler

a prLs conscience de son importance et a entrePris l-'étude sy's-

tématlçre des fonctions éIémentaLres en "déflnlssantr' les fonc-

tions cmi f intSressent : celles de la nhysl-crus (?) conrne des

Fexpressions analytlques". Tout au long du 
.../...
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xvrrrène srècre, dtvcraes mêthodes de "déflnltlon,, des fonc_tlons vont eiaffronter rnals las mdthématlclens pen'ent êtreassez d'accord aur ra'chose" qurll eraglt de décrlre et irsexercent donc un contrôle sémantlque sur Lrusage du terme etsur ses proprlétés. Dans cette conceptlon, la convergence slm*ple de fonctions contlnues devral-t produlre des fonctj-ons conti-nues (Lagrange) et les fonctlons continues être dérlvabres.
Le contre-exemple célèbre de WelerstraSs :

f (x) = 
_ Ï^ tàl " cos (2 p+r 1n x présenrant desn=0 4

fonctions (?) contlnues et gui ne sont néanmoins dérivabres en au-Çun poinf, soulève, ou+*re ,,I,horreur ;.et I ref frol,, (Hermite) , a""-guestlons sur ce gu,on peut appeler -fonctlon.un conpret réexamen des fondements de Iranaryse etIa construction æriomatigue des réels, furent nécessaires pourmettre Ia notlon de fonction sous re contrôre d,une théorie
math&natigue et Ia faire passer du sËatut d" @matlcrue à celui d. _ ,,comment f ,intuition
a-t-elIe pu nous tromper à ce point,,, srétonne encore poincaré.
(Dhombres (19 7g) Houzel-ovaert Raymond sansucg Lg76) . Dansque1le mesure ces deux périodes correspondent_erles respective_

ment à une diarectigue de la formurationr puis à une dialectiguede la validatior, et peut-on en dériver qu, ir y a des statutset des usages différents de la notion de fonction dans l,ensei_gnement ? Mais avant Eurer et depuis la mécanigue de Gariléeou les multlnom'es de stérrln, les mâthérnaticiens écrivaient etétudiaient des rerations fonctlonnelles et se préoccupaient deleurs proprlétés avec une représentation et des règles, dontcertaLnes n'étalent même pas fonmrlées, mais qul intervenaienttrès clalrement : re concept fonctronnalt déjà ,,implicltement,,
conune les "modèles lmpllcltes" des srtuatr.ons draction. peut_onjustlfier cette ralson par des rapprochements en terme de situa_tl0ns dldactlgues et qualifier de @, comme refalt chevallard (1990) le statut drun concept entre sa première
rnlse en oeuvre et son identlflcatlon comme objet drétude etsa dénomlnatlon.
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Pour donner un exemple plus concret du rnode drana-

Iyse que pernet cette théorisatLon des sltuations et la notLon

de variable didactlque, examinons Irenseignement de la géomé-

trie, pât exemPle.

. A l,âge où lfenfant doit organiser ses rapports avec

le milieu, et en particulier avec lrespace (entre 5 et 12 ans)'
11 apparaÎt gue 1a géométrie gu'on lui enseigne, Ie carré, le
cercle, Ia symétrie..., est essentiellement une présentation
drobjets culturels et non une activité qui a pour but (et pour

effet) de lui permettre de contrôler implicitement et explici-
tement ces rapports.. De même, I,a géométrie de I'enseignement

secondal.re('.)uPourobjetde''@.,de1athéc,-
rie mathématigue introduite par'Euclide et qui nra jamais eu

pour objet I-a pratigue.

si on se préoccupe de faire émerger 1a géométrie comme

moyen d'anticipation et de contrôIe sémantique et praqmatique

des représentations de 1'élèver oD est d'abord conduit à défi-
nir Ie type de situation dans lesguelles elle va fonctionner
ainsi (Ex. N. et G. Brousseau ( 12 ) (1975) t"t.tt SaIin
(r979) G. Galvez ( 30 ). L'étude des variables didactigues
montre gue Ia plus importante est alors Ia taille des objets
gu'iI s'agit de reproduire, dont il faut prévoir la position ou

communiguer les caractérlstiques. I1 est clair gue tracer Ia
para1lèIe à une droite donnée passant Par un point donné n'est
pas Ie mâne problème se1Ôn que Ia distance du point à Ia droi-
te est de 3 on ou de 3 km. 11 apparalt alors qu'il n'y a pas

non plus une mais trois géométries au moins (C. Galvez) :

celle du microespace, crest-à-dire ce]le des objets que l'é1è-
ve peut dégrlacer en touÉ sens sur une table et of tout peut

être mesuré sans difficulté (,r. Caron Pargues ( zt ), G. Audibert{31

I

ii

I

l1'

I

$

I

.rt, Artigues ( 2 ) D. Lunkenbein et a!.
GuilLereau ( 37 ).

celle du macroesPace, urbainr rural ou maritime où le problè-
.../. ..

C. Laborde et

(tr) Elèves de Il à L7 ans
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me est de s'orienter, de repérer, de se dlrlger, et où une

mesure dtangle "cotte moins Chern. gUrUne mesure de distance
(Pallhous ( 44 ) L. Paez ( 43 ) G. Ga1vez ( SO ))

celle de I'espace (entre 0,5 et 50 fols Ia tallIe du sujet par

exurple ) où les déplacements sont relativement co{Iteu( et où

les antJ.cipatlons sont très utiles et les vérifications possl-
bles (1'espace du charpentler) (.f . F.ogalskl, À. Rouchier) .

chacune de ces géométrles, du moins sous sa forme

spontanée, fait 1'objet de recherches tendant à la caractéri-
aer. 11 reste à identlfler }es conséquences de ces différences
sur 1es conceptlons géorétrJ.gues des élèves, mais I'Lnventalre
des phénomènes quJ. sropposeraient à 1'homogénélsatlon de Ia
c-oncep.tion -de I'esoace a été entreprl3, ---

Cee travaux ouviânt dei perep-ectlves nouvelles à l'étu-
de des noyens r ôe falre gue les mgdèIes' spontané-s des éIèves à

propos de 1'espace ée développenÈ ;t devlennent des "thèmes de

ËébaÈe" fL. Vlennot ( 69 ) E' Saltlet ( Oz )

rle mathérnattçre. On peut obseiver d'allleurs dàËs ce domalne

df lnùéreaaantes productlons d'ingénlerle dldactlgue où des

Itmltatlons de certalnes varlables dans des constructlons 9éo-

méÈriques, condulsent à Ia productlon de conjectxrres et de théo-

rèmee (p, lerracher et aI., et blen entenôu tous les travaux

sur Logo), S. PaPert a montré toute lrlmportance du passage

drune géonétrle globale à une géométrle défl,nle localement sur

lea conceptlona théortgtres de Ia géorétrle.

on peut étudier sur un tel suJet le fonctlonnement

des rapports théorle/Pratlgue dans I'ensel'gneurent, et I'hyPo-
thèse selon laquelle une certalne conceptlon "scolalre" de ces

rapports, seralt e Itorlglne de nonbreux échece.

2 .6 - +99-pLeget!t!! -{|4sgtiete! z

Les sultes de altuations dldactlques e'organtsent

en processla. Les proceseus claeslquee Bont généralement basés

Eur I'ldée sulvante I dane la llstè':ôe Èoutes lee queetl'ons

IrosBlbles que lron Peut Poser sur un auJet à }rélève' iI en

exlgte une partte AO à laquelle 1l peut répondre lrmédlatement'

.../...
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Il est posslble, à Italde des connaissances Ào et des aptitudes

générales de I'éIève, à }a date t0'de lul enselgner' en un

temps ralsonnable Àt I Les réponses à un ensemble At de questlons

Àt n o0 = Q, ce gui lui permet de dominer un ensemble D, de

questions, Dt 7 OO U AI ' En réitérant' on obtient une chaine

ordonnée par inctusion Di de questions aPPrises telle qu'au

bout d-,un temps firri I^ti = T, I'ensemble des questions et des

réponses est appris. A Priori' c€ modèle ne dit rien au sujet

desrapportsquedoiventent-retenirlesquestionsappartenant
à des ,.niveauxt, Successif s Si une théorie, Par exemple Ie

conditionnement skinnérien, assure 1' acquisition d'une question-

réponse de façon presgue indépendante du contenu cognitif ' alors

toutechainepeutfai.rel'affaire.TouteaméIiorationdece
systèn,e supposera gu,i1 est plusl f acile d'anprendre ou d'ensei-

qner cerraines connaissances lorbque d'auties sont déjà acgui-

ses, coiTlme nou-< J tavons dit plus haul'

Cetteidêeaservidebase'depuisdestempstrès
anciens, à 1'organisation de Ia présentatiorr axiomatique des

mathématiques (à moirrs que ce ne soit' fi'nverse) Ao sont les

axiomes, let Ei, les théorèmes' les Dr les collections de pro-

blèmes. Les relatiOns erltre les A. sont le plus souvent des dé'

monstratlons et I',optimisation de cet engendrement de la +-héo-

rie,conduitàregrouPerlesdémonstrationsqui',commencent
pereil,'n et donc à choisir les structures les plus générales

Pourlesenseignerd,abord.CemodèleclassiqueSeheurteàoe
sérieuses objectlons d,origines dir,erses : les plus évrdentes

proviennent dans les années 70, des travaux Piagétiens. Le mo-

dète revlent à nier les accommodations de Ia connaissance du

sujetettoutel'épistémologiegénétiquearguecontrecette
conception.L'épistémologleaussi,avecparexempleBachelard
(r938) et Lakatos (r976). Les arguments directement didactiques

sontproposésd,abordsurleplan.théorique(Brousseau(r970)
,(f924) Og77) avec Ia mlse en évl'de"t" ài"tt Part' de la nêcessi-

té pour Ia connaissance, de fonctionner conrme solution de problèrne

afln qu'elle alt un sens et gu'elIe soit opératoire, et d'autre

parr, du phénomène 4'-ÉçgEglnte :

sl une connaassâiZe enseignée - ou

stexerce et prend son sens comme soluti'on d'un

problèmes, une tendance à I'économie condulra

découverte -
ensemble de

1'éIève à ne
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retenlr ou à ne concevoLr d'elle que ce gul est nécessalre aux

solutlons de ces problèmes (Phénomène détecté par F. Pluvlnage
et Duval sous le nom de sous-compréhenslonl Sf ces problèmes ne

constLtuent pas un champ conceptuel, Ie modèle spontané, déve-

loppé par 1'éIèver pêUt échouer sur de nouveaux problèmes' et
6e complexlfier pour s'y adapter, mais sans se remodeler et abou-

tlr à une connaissance lourde et néanmoins fausse. Ce Processus

est fatal dans Ie modèle didactique classjQU€r nour Peu que les

maltres s'écartent de Ia présentation de problèmes trivj-aux
et ne sachent pas organiser des activités de remise en guestion

des connaissances acquises :

. la *i=. en évidence du fonctionnernent des erreurs
conrme indice drune cOnnaissance autre, et n<1n d'un manque de

connalssance (par exemple l'1.H Salin ( 60 ) mais aussi Landa

. Ia nécessité de sauts informationnels dans un pro-

cessus didactigue. Cette nécessité étant déduite d'u principe
d'économie (Brousseau ( 11 ) ,r.u ôign".., ( r980) ) .

. énfin l,hypothèse de I'existence d'obstacles épis-
ténoloqlques (Brousseau (1976) Ratsjmba-Rajohn (f98f) ) ou au

molns, d'obstacles didactigues.

ce point de vue s51 étavé Par les travaux de G. ver-
gnaud qut a montré 1'effet de Ia complexité psvchoqénétique des

problèmes addltlfs sur 1'ordre des acguisitions. C'est aussi,
par exemple, gue 1e succès du modèle additlf fait obstacle à

}a mlse en place du modèle multipllcatlf (Brousseau l98l'
Àudlbert 1982). .j. Perès a utlllsé la théorle de I'équiltbra-
tlon pour expllquer I'évolutlon d'un système de symboles créés

par les enfants de 4 ans dans un processus de codages.

Dans quelte mesure ces travaux contredlsent-ll's le
modèle classlque ? Les processus d'enselgnement de la mesure

ou des décÛnaur constrrlts par F. Colmez ( 23 ) , R. Douady

(fgAO) et G, Brôusgeau (198f) ne contredleent pas Ia référence

à une axlcrratlgue sous-jacente, même g1 I'accent est ml"s dans

chaque cas sur le caractère dlalectlque des Processus mls en

oeuvre.

.../...
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Les questlons posées par Ia solution d'un problème

sont ausel lntêressantes gue la solution elle-même et crest la
guccessl.on des hlpothèses, des antlclpatlons, des vérlficatLons'
des repr!.ses des questions nouvelles qul doit articuler un

processus. Et ceci nous ramène, non point à Poincaré, mais à

Lakatos et à Bachelard.

- Mais Ia guestion demeure posée, et pour I'instant,
on ntentrevoit pas la méthode gui permettrait de dire jusqurà

quel polnt il est nécessalre d'explorer un champ de problèmes

ouverts pour donner un sens aux acguisitions de I'éIève et à

partJ-r de guel moment cette explôration devient inutile ou né-

faste. Quels sont les obstacles qui sont constitutifs de la
connaissance et ceux qul ne sont qri'un résidu historique, sans

lntérêt pour 1'enseignement- :

Comment artl-cu1er une suite de situations didacti-
ques pour obtenir une chafne de représentations, une chalne de

guestions et de solutions génératrice du concept ? Et corrunent'

lorSquton a plusleurs Processus, les comParer ? Ies tentatives
de R. Gras ( SS ) pour doter la didactigue d'un moyerr de répon-

dre à ces çfuestlons à I'aide de I'analyse faetorielle et hiérar-
chlque, eont très l-ntéressantes mais eicore relativement troo 9éné-

rales. Il faut blen remarquer à guel point I'aecent est mis dans

ces études 
:""::ï:'::::.::,:'"::::i"ll=r""crionnement des con-

naissances, ce polnt de vue rejolnt ceux mis en avant par N'

Perret-Clermont ( SO ) et t'1" Sbhauoer -Léoni d'une Part, et J'
Brun et F. Corre drune autre-

sur Itlmportance des moments où l'éIève est "seul"
pour prendre ses déclsl,ons ou Pour gérer ses raPPorts socio-co-
gnltlfs dans une sLtuation-problème.

2.7 - Ls cery4)q1-4*4ggl+g*9.

II faut bl"en remarquer aussl à çrel point on a essayé

sauf peut-être dans les travaux de R. Douady - de tenir Ie

professeur dans un rôIe "effacé" : 11 est 1'organisateur des

sltuatLons dldactlques, celui qui choisit le jeu, qul le pro-

.../...



pose, eri flxe les règles et les objectifs, pul-s srefface en se

gardant bien drapporter des informatlons complémentaires aux
élèves, d'intervenir, drexplol-ter librement Ia sJ-tuation, conme

dj.sent les professionnels : Ia situation proposée doit suffire
à mettre Ie sujgt en position de créer et drexercêr ses connals-
sances. Cet effacement se justifie dans une certaine mesure,
aussi.bien du point de vue "pédagogigue" et didactique (mais

iI reste à dire pourguoi et dans guelle mesure, car les pri-
ses de position à ce sujet sont encore très nettement idéolo-
giques), que du point de vue méthodologique (il s'agit de

"contrô1er" I'intervention du professeur et "dtobserver" Ité1è-
ve) .

I.4ais il serait prudent de préciser alors que ces
travaux se constituent en une "théorie des situations et de pro-
cessus guasi-isoLés deg maîtres" ét de ne pas en tirer des con-
clusions hâtrves.

Même si ces études sont d'une
pédagogigu€, puisgu'elles ont prç'duit

et intéressan ces

et méthodologigue puisgu relles donnent
ou contrat didactique et des processus d

de 1a connaissance.

grande importance,
des méthodes originales

Ies moyens de 1'étude
I institutionnal isation

el1es ne consttiuent qu'une partie des modèIes cher-
chés pour représenter les si.tuatj.ons didactiques courantes or-
ganisées ordinairement par les professeurs.

fl ne faut pas en particulier, prendre encore Ia
responsabilité de les proposer à tous les enseignants. EIIes
n'ont pu fonctionner quasi-isolément comme iI est prévu, gu€

grâce au dispositif expérimental. Carr êD fait, Ie professeur
doit habituéllement négocier la dévolution de 1a situation-pro-
bIème à 1'éIève et même dans le dispositif Ie plus précisément
déterminé, cette négociation va superposer et même parfois im-
poser une signification particulière au problème posé : 1'étu-
de de ce phénomène comrnence à peine.

- Dans toutes les situations dldactiques, le maltre
tente de falre savoir à I'élève ce quril veut gu'il fasse, mais

ne peut pas le dire d'une manière telle gue lrélève n'ait gu'à
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exécuter des sultes d'ordres; r'érève le sait-il, ir a donc à

décoder, à comprendre, à identifier un message caché. "Théori-
guement", le passage de l.a consigne du mart.re à la réponse at-
tendue dolt se faire par la mise en oeuvre de Ia connaissance
Par 1r é1ève, et seul ement par eile, mai-s "con\rentionnellement"
aussi, le maiti-e est 1à pour que l-'erif ant produise sa réponse i
et il ooit avolr clonné rles infornat jcns suff isantes pour que
1'élève le iasse. Alol s I 'éiè..'e qui ne sait pas répondre se
tourne vers 1e naî tre q'.:i dc,rt " l- 'aioer " sef on un code précis
en se justif iant irn;,l iciteinerr- d'avoir posé une guestion trop
dlf f icile, i1 v:.i f aire un c 1ar ;il,stic gui ooit- orienter 1e tra-
vail de 1'é1è\'e.

l,-insi se néocc:e "u!-çgnËr et aiciaçt igue" qui va dé-
terminer, e>:plicitenent. pcur u:te peiiie part, ma15 surtout jJTr-

plicitenrenr, ce +le, ciiaque pâr tenaire i'e arro:.:: à charge de gê-
rer et doit ii sE::ë, C'ur,r r,anière ou C!ur;e auLie , coinptab)e
devant i'autre. F. tr:\'Êr.s 1es iiécoci=rions rêpété'es, le n',artre
et 1réi-ève se font une:o3. JÉ crË q.rË *'euLrE atteni oe chacun
et ces " contrats'; 'r.rarnt liriter ieurs ch: r:r pâr oe ncnbreu>: pré-
supposës sourent rnsoupconnairles. cn s'atteno à ce que ee con-
trat ne se révère re pi-rs soiivent q'.'re lors oe ses ruptures,
provoguant étonnernen'i- ou sentiment de rét'cite... Et ces ruptu-
res sont inév:tabies car, par essencÉ, )ç cortra,. entre le mai-
tre e: 1 'éLèr'e n'e5:, pas t.c;taleinent e,::J- ' - ci t.abl e e.t il n I est
Pas "tenatle" nori plus : ji :') a Fâ.- tle .rïcr]ren sûr d'enc.te.,jrer
Ia Conrrêissance ctr Ia solutir:lr il'uri problème sens une connais-
sance elle-mêrne, sauf oans Ie cas o'alqcrittu:,es (ce qui f ait gue
ltenselgnement des algorithiiies sert de modà'l e à 1a négociation
de 1a plupart des contrats oloactiques explicites en mathémati-
gue) .

Le contrat dldactlque s'aopuie fondamentalement sur
lrldée gur11 existerait un mécanisme producteur de Ia connais-
sance nouvelle par le simple exercice de connaissances anciennes
et de règles de détachement à peu près flxées. Alors que Ia con-
nalssarnce est essentl-ellement I I inverse : I t intervention du su-
jet établlssant un ordre 1à où 11 nren voyait pas ou relevant
l'lnattendu dans un ordre déjà établi. Ce contrat didactique
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Postule Ia''posslblllté de lrencadrement du sens et La mise à
dlstance du surgr-ssement du déslr du sujetr êt par rà, nie par
avance ce, gu,en falt, il doit gérer (cf. une étude flne du con_
trat dldactlgue dans le cas de Gaë1 (Brousseau et J. perès (r9g2)).

En fait, lrexistence et ilimportance de ce contrat
dldactique ont été soupçonnées au cours d,expériences sur des
systèmes'guasi-isolés où il se manifestait par des différences
inexpricables entre les résurtats obtenus par des professeurs
différents, ou entre Ies résultats préwus et res résultats
observés, mais aussi par des phénomènes spéiifigues conrne ceux
qul présldent à I'utilisation des erreurs des élèves (M.H sarin
N' Milhaud)' Les tentatives d'analyses directes des contrats di-
dactigues n'ont pas bien réussi (anailyse de cornmunications
entre maltres au sujet d'une même crasse par exempre) parce que
les dispositions oe ce contrat ne sont pas ribres. Erres condi_
tlonnent et sont conditionnées par des phénomènes récurrents
gul ont pour objet d'entretenir 1a relation didactigue.

y. Chevallard et O. Schfieider ont montré, par exem_
pIe, conrnent, lors du passage des éguations nr:mérigues aux égua-
tlons paramétriques, s'étabrissaient à ra fois Ia continuité
et Ie renouvellement d'un objet d'étude et conment le contrat
se noualt autour d'une sorte de quiproguo producteur d,erreurs.
La recherche de tels phénomènes se poursuit activement et res
travaux de y. chevallard et de ses élèr,eq, J. Tonnelle, D. pascal,
sont très prometteurs d'une conception entièrement nouvelle des
phénomènes dldactiques. rl s'agit, à partir cje l,observation d,une
anomalle, révélée par référence au fonctlonnement ,,normar,, du
concept dans Ia sclence du moment (Ia transposition didactique),
de rechercher les conditions gui rendent cette anomalie ,,profi-
tabre" à un certaJ-n égu irlbre du processus didactique en pos_
tulant que ces écarts ne sont jamals gratuits. cette approche
rejette encore un peu prus I'attltude tradltlonnerle gui porte
le chercheur en dldactlgue à émettre des jugements et des con-
seLl-s. rl sraglt malntenant de cerner le coeur de.la communi_
càtlon dldactlgue et de ses règles.

Les tentatlves de cerner les contrats didactiques ont
conduitâdégager1anot1ond,qbsoIesce@,fonda-

. . ./. ..
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mental€) pour l'analyse de la reprodu,:tibilité - et encore à

1'étude - C.'est un falt blen connu des professeurs gu'iI faut
"changier ses leçons et ses exercicesn périodlqument sous Peine
de les voir perdre de leur valeur didactique, une partle de

leur sens, de leur lntérêt, de leur sel, aussi blen Pour le pro-
fesseur gue pour les élèves.

Ctest grre 1a reproductior, d'une situation didactigue
et 1a reproouclion d'un déroulement de leçons obéissent à des

cc;ntrats roralenent différents et leurs propriétés didactiques
sont vraisenihlablernent dtf f érentes aussi-.

F.écipr-oquement, les objets de connaissance vieillis-
senl aussi et dolr,'ent être renouvelés ; on cherche une explica-
ticn convaincante aur; absences de reprise et aux changements de

langaces qui :r.r,nc..uer;t 1 'apprentissaôe (? ) de Ia fonction 1iné-

a j I e' : règ-r: cli, troi s, rap,ports., proportions etc . . . I1 est vrai-
ser:i-lairie ci.:ê I 'c:, Ij€ Saf t- paS organiser les accommOdations.

^ç ilirili irvLqri i -i çe i+:':ç

l,e contra*. drdactlque précise à chague instant les
positjons ré-ciproques des participants au sujet de Ia tâche et
préci s.s 1a sigr,i.f icat rorr prcf orrde de I'action en cours, de la
foi-muiation cu des explications fournies : gue faut-il faire ?

q.:e f aut-il savcir f a:-re ? à quci rroit -or. gu'on a réussi ? qUe

f aut-ii f aire s j c'l'i n'a pas rêrissi ? Que f ailaibil savoir Pou::

réussir ? qu'e,rl-ce qui était une erreur et pourguoi ? que

faut-il anprendre ? conrnent ? etc.,. Ainsi, Ie contrat précise

le rôle conventlcnnel oe 1a connaissance, de 1'apprentissaqe, de

la mémoire el il r'êhicule une sorte de "théorie" de Ia connais-

sance, "nalve" malEré qu'elle anralgame des théories fort com-

plexes et éventuellement scientlfigues, inconsistantes et "idé-
ologigues" au sens d'Althusser ( t ).

cette 'ëpistémologie scolalre", ainsi nonunée par ré-

férence à la grammaire scolaire, ée justifie et s'expliquernon
pas par sa structure ou son contenu' mais Par sa fonction' ElIe

permet .Ia communication didactique, même sl elle est f ausse en

tant gue théorle, les corrections Pragrmatiques permettant tou-

.."/...
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jours de contrôler ce gue la "théorle" n'a pas prévu et de

lrexpllguer à lraide dtexceptlons, de condltlonnement des as-
sertlons ou froldement de déclarations contradlctolres.

11 n'est pas évident gu'une fausse épistémologie
cnJ t un obstacle à un bon ensei-gnement mais cette "épistémolo-
gle scolaire", conjuguée à l'j-Ilusion de Ia transparence des
faits d'enselgnement (Chevallard), constltue un obstacle redou-
table à 1'émergence de Ia didactlque scientifique.

. De toute façon, le simple fait de considérer une

connaissance ou un savoir colnme objet dtenseignement en change
Aéjà le statut. Le savoir enseigné ne ressemble, pendant long-
temps et pour beaucoup de Dersonnes, gue d'assez loin à la
connaissance telle gu'elle se présente dans le corps de la
science dont on I'extrait. Il nreBt pas étonnant gue "1'épis-
témologie" subisse aussi une tran3position duale de Ia transpo-
sition didactique.

2.e - L:g9st!!t*t+er_

La présentation un peu détaillée gue nous venons de

falre des tendances que nous considérons conme les plus originales
des recherches fondamentales en didactique des mathématigues, ne
dolt pas faire oublier les efforts importants qui sont faits
dans certalns secteurs du champ didactigue que nous n'avons pla-
cés et évoqués que trop rapidement mais gui sont tout aussi inté-
ressants et aussi fondam"nt"rr*(tt). It s'agit d'abord des recher-
ches sur 1'acguisitlon des concepts. Vergnaud, par exemple, a
utillsé avec succès la méthodologie génétigue pour l'étude des

"problèmes addltifs et multlpllcatifs" des énoncés, et du cal-
cul ratlonnel. Avec J. Rogalskl, G. Rlco et A. Rouchier, il a

mls en évldenèe, à propos des concepts de volume, de surface et
de fonctlon 1lnéaire, des varj.ables lmportantes pour I'ensei-grne-
ment.

.../...

(t3) Le rassernblement drun grand nombre dréguJ.pes dtorigines dlver-
aes au seln d'une R.C.P du C.N.R.S témolgne de lrimportance des

échanges en cours.

4çt -eeryeep!â.
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D,un autre côtér. des travaux sur Ia solution de pro-

blèmes et Ia planlficatlon àe lractlon (J.F Richard, J' Colomb,

M.N Audlgler, J.C GuLllaune) sur les Procédures de traitement et

d'anticlpation développées par les élèves de divers niveaux

(conzlnelle, Marmèche et J. Mathieu) sont à rapprocher des étu-

des sur Ia solution de problèmes et sur I'heuristigue - dont nous

ne parlons- pas ici.

Avec la mise en évidence du contrat didactigue, de

Ia transposltion didactlque, de t'épistémologie scolaire et des

processus dtinstitutlonnaiisation de'Ia connaissance, srest ou-

vert une autre problématigue Pour la,didactique gui réclame Ia

mlse au point de méthodes d'études originales. 11 serait indis-

pensabler €n particulier, d'examiner dans guelle mesure Itappro-

che de 1'Étude didactique_d'un conceDt mathématique s'en

trouve mod.ifiée. I1 faudrait aussi retrenir sur les problèmes que

nous avons soulevés au début de ce chapitre et montrer gue les

notions gue nous venons d'introduire ont falt effectivement pro-

gresser les questlons soulevées' 11 faudrait examiner aussi

maintenant }es ouestlons nÉthodologlcues i car sj I'ambltion
des travaux que nous veRons d'évoouer est claire eh ce gui con-

cerne Ie déslr de leurs auteurs de fonder la didactigue comme

une branche scientifigue, les conditions minimâIes de ce projet

ne semblent pâs, pour l'instant, être réunies. 11 aurait fallu

aussl revenlr sur la façon dont cette didactique fondamentale

s'artlcule avec 1'étude de chaque concept mathématique particu-

ller et avec la production de sttuations-Problèmes et de déci-

slons Pour I'enselgnement'

Le recensement des notions abordées est lmpression-

nant (Atgèbre, géométrLe, nombres, Ioglque, analyse, probâblll-

tés et statistlques etc...) et I'exannen des résultats obtenus

sur chague sujet nous aurait falt entrer dans la dtdactlgue

proprement dlte-

Ltapproche systémique et svstémâtique de lractivlté

didactlgue gue nous venons de présenter, sê manifeste d'abord

.../...

c0^rcIus10Ns
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par des exigences de préclslon. 11 auralt pu se fai-re que ces
exigences ne pulssent être satlsfaltes que pour des cas sl peu
nombreux et sL peu importants que le projet apparalsse tout à

falt dérlsol-re. ce nrest pas re cas, et I,importance et le nom-
bre des concepts mathématiques concernés par cette modélisation
en est une premlère justification,

. 11 se pourrait gue l'alourdissement ainsl irnposé à

lranalyse des faits d'enseignement paraisse sans rapport avec
lrintérêt des résurtats obtenus du point de vue de lrenseigne-
ment. 11 faut donc aussi examiner Ia théorie des situations du

Point de vue de sa fécondité didactique en terme de nouveauté,
et surtout l'efficacité des points de vue proposés. A ce sujet,
Ia guestion du sens des apprentissages et de Itintérêt des situa-
tions ouvertes pour Ia décsuverte et 1'emploi des notions mathé-
matigues reste ouverte. Mais les ambitions réelles du projet
sont ail-leurs : il s'agit oe fournir à la didactique une problé-
matique et une méthode scientifique d'approche. Aussi, faudra-
t-11 examiner le projet du point de rnre de sa fécondité scien-
tlflque. fI semble assuré qu'iï a permis déjà de produire de nom-

breux concepts oe didactique- I1 faut faire I'inventaire des
assertlons gu'11 permet aussi de falsifier au sens de Poppert
(de les mettre à 1'épreuve et dren prouver Ia fausseté).
Crest seulement alors gu'on saura ce que réellement on a appris.
Les points sur lesguels les professeurs attendent des apports
concrets, gont des questions de progranmes, d'ér'aluation, de
currJ.culas, de méthodes, de formation des maitres ; mais la di-
dactigue nra souvent à proposer dans ces domaines que des chan-
gèments de polnts de \ re, des pas de côtés, des mises en garde
et des réserves sceptiques, décevantes pour 1'enseignant. Les
explicatlons paralssent souvent "évidentes" ou trop complexes
et les suggestlons banales. Les expllcatlons des mécanismes par
Iesquels les professeurs prennent certalnes mesures, ldentifient
des optlons alternatlves et déclslves et alimentent }es mouve- '
ments tdéologlques parfols violents çnri soutiennent leur intérêt,
nront guère de chance pour lrinstant drêtre utiles dans ces
vastes phénomènes de dldactlque "réelle".

Guy BROUSSEAU

Mars 1982
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I LES OBSTACLES EP'S
PROBLEMES EN

TEMOLOG'QUES ET LES
MATHEMATIQUES'

G. BROUSSEAU

ABSTRÂCT î
In this article the authorlool* 

", "',d discusses the revival, in research onmathemaric. teac.hing.(didacttque d1s *otbi*oiiqorrl, of rhe notion ofepisremological obscacre, coineâ by G n".À.i".J'tir)fi1.
To do this he illustrates cenain aspec.rs_specific ro the notion, norably thefacr thar an:pisremorogicar 

_obsracre rs]"an inregrar pan of mathemâdcarknos'ledge . Thus, rhe idenrification and charair-Jrrrr,ion of an obsracre areesse ntial to the anall'sis and coi'isrructjon of diciactlc"i siru"rio;;. il;;ques-
:ffiljfjjllusrrated 

bç the pardcular case of ,t. .onr,ruction of ,r,. .on..p,

The original version of this article dates from l g76 ; it is followed b1, acommentary rclevant to the curent debate on the t"r"rio"il,rpi-U.*.1, ,r,.teaching and rhc cpistemologl of marhernatics.

RESUh{EN

En esre articulo, el auror comienza nuevarnente a discutir y.examinf,.r, endjcâctica dc matemârica, ra nociôn a. orrrJ.ri;;;irr.-or6gico creada porG. Bachelard (rgj8)

lNdlr: Le texre ou^:jgr-r-pubrions ici cst cerui d'un exposédc Guy Brousseau à raxxvttt' ,.r,.onrr.'crE,r,EM'i;ï1 n'"ËrÈ-;;ill'i.'iIJrn...nr des marhémari-ques D (louvain ra neuve j-12 août r976). L'iniérèt et r;".,uiire d, d;t;;;";ï.r r"p_ports de l'épistémologie et de la djdacique. la diftlcuhé a .. prorurer un rexrc un peuancien mais très utilisé dans nos t 
"urr*,b'r conduit n la ààsion de cerre publicarion.Nous rcmercions wiily.erl.acquerinc lcriruHaurr,tE,?a;r.urr-;;;;ï.Ë;;;rrr.

dc Louvain la ncuve, d. i'"uiorisarion lu'irs o", bi;;;;;], donn., à t,aurcur dc cctexte.
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.Pata esto, el pone en evidencia ciertos caracrercs espec-rficos de esta noci6n,
sobre todo el hecho que un obstâculo epistcmolôgico es consdrutivo dei
conocimiento finalizado. Asi, la idcntficaci6n y la ciacterizzcilnde un obs-
tâculo son csenciales cn el anâlisis y en la construcciôn de situaciones didâcd-
cas' Estas cuestiones son rnosffadæ con el caso particular de la constnrcciôn
del conccpto de dec-rmal.

La versi6n origind del prcsenre articulo data de 1976: a continuaci6n de
esta versi6n, el autor prcsenta_comentarios conuibuyenres al debate acrual'sobre las relaciones entre la didâctica y la epistcmologia de la matcrnâtica.

RESUME

Daru cet ardde I'auteul elramine ct dirure la reprise en d.idactique des marhé-
madq.ues, de la notion d'obstacle épistémolog,ôre forgee par G. n".la"ra
( 1938)

Pour cela il met en évidence cenains'caracrères spécifiques de certe norion,
notanunent le fait qu'un obstacle épistémologiquè soit ionstitudf de la con-
naissance achevée. Par là, I'idendficarion .r [a irr".rérisarion d'un obstacle
sont esse nrielles à I'anal1'se et à la constfuction des siruations didactiquÀ. Ces
questions sont illustrées par le cas paniculier de la consrruction du concepr de
décimal.

La version originale du présenr article date de 1976; elle est suivie ici de
commentaires contribuant au débat actuel sur les rapporu de la didactique et
de l'épisrémologie des mathématiques.
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I. Introduction
/.0. Sujet de l'érude

un élève ne fait p?r.-d. mathém"rû,r., s'il ne se pose er ne
Iîgud pT dg. 

-probtèmes. Tout rê monde ii,-àLcord
là-dessus. Les difficurtés commencenr lonq;;';'ùi, d.i*uoi,
quels problèmes il doir se poser, qui. les pose, er commenr.

/.1. conceptions classiques de ra notion de problèmes

, Pour simplifier ces difiicultés, il semble que les didacticiens
des mathématiques essaient, depuis.quelquc remps, à. fro;.-ter la collection des problèmes imagiriablis sur un sous-espace
produit des composantes sulvanres :

1.1-1 les intentions méthodologiques du professeur. c'est la
composanre décrite au début au " fivrc ïu problème u de
Glaeser er de ses collaborareurs (problèm., à. ,..h.r.h.r,
d'entraînemenr,, d'introducrion, .it.) (IREM de suasÉt.rrg,
r97 3)

1.1-2 Les intentions didaaiques er les objecrifs (par exemple
ceux de Bloom) : acquisition-de connaiss"rr..r, ,rràiil.ure com-
préhension, analyse,-etc)

1.1-3Ir contenu mathématique : presque toujours la quesdon
consiste à demander à l'élève d'étâb[rL.t. foimule urâi. arn,
une théorie en cours d'étude. Le contenu d'un problème est
{ol. à priori définissable comme un couple (T, fi f eir"i 

"n.théorie supposée explicitée dans re cours, .t f)a rol*ur. i-irou-
ver, à établir ou à placer dans une démonstration de T.

cene concepdon permet d'abord de placer cenains problè-
mes les uns par rappoft aux autres, selonïrr. structure en treil-
lis, à condirion d'àvoir une a:<iomatique convenable de la théo-
rie à. enseigner : les discussions sur le thoix de la meilleure Lio-
matique so_us-tendent la'plupart_des recherches sur les pro-
grammes depuis des années. < La meilleure aniomatiol. n
serair celle g.ui pelmenrait avec le moins d'effons d;rppreitis-
s3g: ou d'enseignemenr, d'engendrer la colleciiàn des
théorèmes-problèmes, d'exametr Jr de conuôle, firle p", .rn
consensus social.

.Faut-il prévoir plusieurs théories particulières que I'on
reliera ensuite (tendance u classique u),àr ,rn. théorie u'itaire
générale donr on déduit les 

".rir.s 
(iendance q moderne >) ?
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Faut-il beaucoup d'axiomes faibles et bien rangés, (Dieu-
donné : < algèbre linéaire et géométrie élémentaire >2) ou peu
d'axiomes puissants (Choquet : o I'enseignement de la gé9Té-
trie ol; ? Des æriomes o éviden$ D ou des æriomes < très élabo-
résu?

En I'absence d'une théorie convenable de la connaissance,
accompagnant une théorie pertinente de I'apprentissage, ces

discusiions n'ont jamais donné lieu à des études expérimenta-
les scientifiques.

Cette concepdon permet en ouue de distingter d'une Part'
le couple (T, 0 qui laractérise le problèrne, et d'au-tre pan, la
démonstration de T t- f, laquelle Peut faire I'objet d'une
étude mathématique ou métamathématique. Et cette distinc-
tion va servir de base à une nouvelle décomposition du contenu
mathématique, suivant deux critères différents, mais voisins :

- le domaine d'application: (la théorie T), opposé à la
< strucrur€ > Irlâthématique ou logique opérant sur T.

- le modèle mathématique (au sens de la logique marhé-

matique), opposé zu langage .

Ces paires de caractères opposés corresPondent à des traits
distinciifs sur lesquels les enseignants s'appuient spontané-
rnent : abstrait-concfet, contenu-formel, théorique-Pratique,
erc... mais leur mise en æuvre n'a ierntis fourni ni de typolo-
gies utilisables, ni d'indices objectifs.

1.1-4 Composante mathématique. En fait, toutes les tentatives
de descripiions rationnelles ei formelles des mathématiques
sonr udlËées pour essayer de bâtir des variables intermédiaires,
qui, sans être-le contenu lui-même, Permenraient de I'engen-
drer à moindre frais.

La conception des problèmes sous la forme T - f conduit
souvent à assimiler leJ hypothèses à ce qui est connu, les con-

clusions à ce qui est cherché (ou I'inverse) et la résoludon à un
cheminemeni qui coTnciderait facilement avec la démonsffa-
tion cherchée.

Certaines démonsffations peuvent être obtenues sans couP

féûr par I'application d'une-suitc finie de spécificadons con'
nues à I'auance : il s'agit alors d'un algorithme, autornate pro-
ducteur de la démonstration particulière cherchée.
2P"rir : Hermann, 1964

SParis : Hermann,1964
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Dans ce cas, on peut faire la description, classique et mer-
veilleusemenr. {*pJ. .g!.. gratifianre iour 

'r; 
;;;i;;r, de

f , lcrivjré cognidvc 
-dc 

l' érèîe, de- l' appr.Àiirr"g! ; ;;;re de
t'en.seignanr : le maitre appre_n-{ a I eteve , q;i l. À?moriri,
l'algorithme qui permet d ètablir les tÀeote-.r.
1;1'5 

Çoqno.sanre heuristique. Mais pour d,auûes démoruua-
rrons, rl n'exmte pas de rels algorithmes. pour ne pas renoncer
au modèle d'acquisirion précédenr, gn p:yr ir""gq.: qu. l*démorutration eit conduiie par des u inriirrorrs D qul ,oueronrun.peu- le rôle dcs algorithmes. ces intuitrons pourront êue
rationalisées localem_eÀt, lorsque la mise en æuvrà d',rrr. rhéo-rie déjà-constituée , fournira lâ demo*rr"iion cherchée ou uneparrie de celle-ci (on appliquera un rhéorème) - le .t oi* a.,
théories ou dcs structurêi emnt lui-mêm. griaip.;;;;;uris-
tjgues,.que I'gn q"ll, 1l.rar coup, inuoq",re, pôr, justifier la
démarche suivie. 

-Malgré 
leur caractère ,i" pËu rr^â ti*, ces

concepm ne manquenr pes d'intérêt, comme le montrent danscette renconrre enffe autres, les .exposés de Glaeser, de
Paqueme , Ciosek, Vilson etJanviel. ^

1,2 Critique de ces conceprioru
La validité d'une telle décomposition classificaroire esr con-

testable :,malgré les facilités qu^'elle procure, elle a conduit à
î::.^f,,:1.:ltérupqo.sés douteux en séparant des éléments qui
tonctronnenr eruemble.
I .2- 1 Le suje t

. 
Le sujet - l'élève - esr absent de cette conception, où iln'apparaîl p"s que comme un.récepteur, .rn eruegiitreur'extrê-

l:T.n,.simplifié que le savoir.acquis ne modfiJp* *mtr.-
ment, nl surtout pas structurellement.

1,2-2Ia signification er le sens

D,.FêTe (et par voie de conséglence) la signification de la
"]9.*atiqg9. disparaîr : ce qui 'fzit, fi pt seul.À.* uvérité, mais l'intéiêt d'un théàrèm. (ç. quË co"r.rlr--(iiqelapp.elair le caractère idoine i,rr^r. connaissance
mathématique), ce. qui fu que cerre connaissance existe
comme solution optimalc danp [e champ défini p;"n ..n"in
ensemble de conmaintes relatives au rui.t et/ou à la connais_
{Ndl, : les rextes ric ccs cxposés sonr pubriés dans < ra probrématique er l,cnseigne-menr de ra marhérnariq_ue-'. Âctes d'c r" )offilr. ,;":;;;. CIEAEM. Iouvain laneuve, l-12 août t976. Ed. V. erJ. WANH^MME.

!R



36

170 Recltercltes en Didactique des Matb{matiques

.sârrce elle-même, (un objet au sens de Thom (1972) : une solu-
ricn à un problème) ce qui dit I'intérêt du problème lui-
mêrne, etc.

Le sens d'une connaissance mathématique se définit - non
seulement par la collection des situations où ceffe connaissance
est réalisée en tant que théorie mathématique, (sémantique au

sens de Carnap) - non seulement par la collection des situa-
tigns où le sujet I'a renconuée comme moyen de solution, mais
aussi paf I'ensemble des conceptions, des choix antérieurs
qu'elle rejette, des erreurs qu'elle évite, les économies qu'elle
procure , les formulations qu'elle reprend, etc.

1 .2-3 L'appre ntissage

La construction axiomatique suggère un aPPrentissage fééri'
que où le volume de's connaissances - immédiatement acqui-
sès, structurées, utilisables et tragrsférables - gonfle dans un
espace vierge. Or... :

- LJne notion apprise n'est utilisable que dans la mesure où
elle est reliée â d'autres, ces liaisons constituant sa signfica-
tion, son étiquette , sa méthode d'activation.

- Mais elle n'est apprisc que dans la mesure où elle est uti'
lisabie et utilisée effectivement, c'est-à-dire seulement si elle
est une solution d'un problème . Ces problèmes, ensemble de

conuaintes auxquelles elle répond, constituent la significadon
de la notioil. Elle n'est apprise que si elle o réussit > et il lui
faut donc un territoire de mise en æuvre. Ce territoire n'est
que rarernent général et définitif.

- Du fait de cet emPloi localisé, la notion reçoit des parti-
cularisations, des limitations, des déformations de langage et
de sens :

-- si elle réussit assez bien et assez longtemps, elle prend
une valeur, une consistance , une significadon, un développe-
ment qui rendent de plus en plus difficile sa modification, sa

reprise, sa généralisation on sôn rejet :- elle devient à la fois,
pôur les acquisitions ultérieures, un obstacle, mais aussi un
point d'appui"

Ceci rrlontre :

-- pourquoi I'apprentissage ne peut se faire selon le schéma

classique d; I'acquisition progressive et continue (tellc. .que
pour toute acquisition, il éxiste une suitc finie d'acquisitions
q"i lui soit équivalente ff appornnt chacune une quantité
d'information aussi petite que I'on veut.
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Et en conséquence :

,,-I pourquoi la confusion enrr_e algorithme d,établissemenr
1.y"._ forrnule, et algorithme d'acquisirion d,un ,"uâir--.r,
dénuée de fondemenr.

I .2-4 Algorithme er raisonnemenr

37

Plusieurs exemples
tes de ceue confision
INI;'

monûent toutes les conséquences néfas_
sur I'apprentissage des opératiorm d"rr

I

I

{
i

{

Eg 
.e5rseignanr par. les T:*:r procédés, er au même âg.,aussi bien une théorie sophisdquée, celie'd.; ;;-u"îiiire, .,des statistiques, q.yç .gs pretendus ( r"à""irÂ.i , a ,peo-rion, il a été posrible de 

^monrrer 
que ceme séparation enffemécanisrnes er raisonnemenr n'est^ ni nécessaire, Àl- rrre-e

::'|l :.1^:tg.ntissage se fait par la mise-à I'essai'a. .or,..p-
tlons successrves, provisoirement et relativement borrrr.r, quîilfaudra rejeter suicessivemenr ou reprendre en une vérirabre
genèse nouvelle à chaque fois. ^

si les conditions.l'exiggry, l'élèye peur lui-même résurncr en
<( auromatismes u des activités compri*es, en retirant du sens etdes possibilirds de choix à son activ^ité. M"i, pour que ces auro-
matismes pu.issent être utilisés, il faut qu'iii ioi."rîlrï" prr..par le sujet lui-même .

1,2-5 Obstacles

Ces uavaux qui se réfèrent à Bachelard (193g) et à piager
(1975) monrrrnt aussi qge.r'erreur et l'écheà .r;orrt pa, Ërôlesimplifié q?. o3 veur p"kbir leur fair. j"; L'e*eui .,'.r, p*seulement I'efre, dç f ignorance, d. f irr.."dJ" à, iî*aque l'on croir dans res ihéories empirirte, tu behavioristes de
f.lto:::1is_sase, mais I'effet d',rnà ;;;ÀrÀ..-."iËriJ,,r.,
qur avarr son intérêt, ses succès_, mais qui, *^i"r."""i, u.révèle fausse , ou. simplemenr inadapté.r.r-., erreurs de ce rypene sonr pas errariques et imprévisib[es, elles sonr constituées enobstacles. Aussi bien daru-le fonctio"".*"nr du Àri".-q,r.
dans celui de I'élève, I'erreur est constirutive du sens de la con-
naissance acquise.

r.J Imporrancr de Ia notion d'obstacle dans I'enseignemenr
par Ies problèmes
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1,.1-] Interactions

Nous admetrrons donc que la constitution du sens, tel que
nous I'entendons, implique une interaction constante de
l'élève avec des situations problématiques, interacdon dialecd-
que (car le sujet anticipe, finalise ses actions).où il engage.des
connarssances antérieures, les soumet à révision, les modifie,
les complète ou les rejette pour former des conceptions nouvcl-
les. L'objet principal de la didactique est justement d'étudier
les conditions que doivent remplir les situations ou les problè-
mes proposés à l'élève pour favoriser I'apparition, le fonction-
nement et le rejet de ces conceptions successives.

On peut déduire de ce régime discontinu d'acquisitioru que
les caàcrères informdtionnêls de rces situations- doivent eux
aussi varier par sau$. :.

1 .3-2 Conditions

Dans ces conditions I'intérêt didactique d'un problème va
dépendre essentiellement de ce que l'élève y engagera, de ce

qu'il y mettra à l'épreuve , de ce qu'il y investira, de I'impor-
tance pour lui des rejets qu'il sera conduit à faire, et des consé-
quences prévisibles de ces rejer, de la fréquence avec laquelle
il risquerait de commetffe ces erreurs rejetées et de leur impor-
tance .

Ainsi les problèmes les plus intéressanc seront ceux qui per-
meftront de franchir un véritable obstacle. C'est pourquoi à
propos des problèmes, j'ai voulu examiner la question des obs-
tacles en didactique.

II. I,a notion d'obstade
2, 0 Obstacles épistémologiques

Ir mécanisme de I'acquisition des connaissanccs tel que
nous I'avons décrit plus haut peut s'appliquer aussi bien à
l'épistémologie ou à I'histoire des sciences, qu'à l'apprentis-
%ge ét à l'enseignement. Daru un cas comme daru I'autre, la
notion d'obstacle apparait comme fondamentale pour poser le
problème de la connaissance sciendfiquc. Il faut se référer à
Bachelard (1938) qui, le premier a mis en avant ceffe idée.

c il ne s'agit pas de considérer des obstacles externes comme
la cornplexité ou la fugacité des phénomènes, ni d'incriminer
la faiblesse des sens et de I'esprit humain ; c'est dans I'acte
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même de connaltre intimement qu'apparaissent par une sorte
dc nécessité fonaionnelle des lenteurs et des troubles... On
connalt contre une connaissance antérieure D (Ibid. p. 13).

2,0-l Bachelar.d étudie des obstacles dans les sciences physiques
et identifie les zuivants : obstacle de I'expérience première, de
la connaissance générale, l'obstacle verbal, l'utilisation abusive
des images familières, la connaissance unitaire et pragrnatique ,

I'obstacle substantialiste, réaliste, animiste, celui de la connais-
sance quantitadve.

Ces obstacles ont résisté longtemps. Il est probable qu'ils ont
leur équivalent dans la pensée de I'enfant, bien que I'environ-
nement matériel et culturel actuel ait sans doute un peu modi-
fié les conditions dans lesquelles ceux-ci les renconrent. Des
études à ce sujet sont en cours (Viennot, Ig79).

2,0-2 En rnathématiques un très'impoftant ravail d'épistémo-
logie a été entrepris dans des directions voisines de celles de
Bachelard, dans I'entourage d'Althusser, Raymond, Badiou,
Houzel, Ovaert, etc.

Il ne fournit pas pour I'instant une liste semblable à celle de
Bachelard ; mais, de grands traiis se dégagent ainsi que des
classes d'eibsracles. La notion d'obstacle elle-même est en uain
de se constituer et de se diversifier : il n'est pas facile de dire
des généralités pertinentes sur ce sujet., il vaut mieux faire des

études cas par cas. A côté du travail de tecensement et de des-
cription des grands obstacles à la constitution des concepts, se

développent des érudes ponant sur les caractéristiques de fonc-
donnement des connaissances, à la fois cornnze appai et
commc obsracle (alternativement et dialectiquement).

De plus, la notion d'obstacle a tendance à s'étendre hors du
champ strict de l'épistémologie : en didactique, en psycholo-
gie , en psycho-physiologie, etc.

2. 1 Manifestadon des obstacles en didactique des mathémati-
ques.
2. 1- l Ërreurs

Un obstacle se manifeste donc par des erteurs, mais ces

erreurs ne sont pas dues au hasard. Fugaces, erratiques, elles
sont reproductibles, persistantes.

De plus ees rrreurs, chcz un même sujet, sont liées enûe
elles par une source commune : une manière de connaître, une
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conception caractéristique , cohérente sinon correcre, une
< connarssance > ancienne et qui a réussi dans tout un domaine
d'actions.

ces erreurs,ne sonr pas forcément explicitabres.

Il arrive qu'elles ne disparaissent pas radicalement, d'un seul
coup.,^qu'elles résistent, qu'elles peisistent puis resuigiss*r, r.
manifestent longt.mpf après qrrè t. sujet ait rejeté-i. Âàaat. ,

défectueux de sôn syitè-. .ogririf coÉcient.

. Exenple : un érudiant udlise le q théorème > suivanr : ( si
J-e 

te.1mg général d'une série tend vers zéro, la série .o"".rg.. 
"Est-il distrait ? Récire-r-il mal - en inversant hyp*hir. .,

conclusion - un théorème du cours ? a-t.il mal'i"Àpii, r"
norion de limite ? ou celle de série ? est-ce une erreur sur les
conditions nécessùes et sufFrsantes ?...

En. rapprochant cette erreur de querques autres, on com-
prend que de façon inconscienre, ..iétrrâiant a fait un cenain
raisonnernent, faussé par une représentation incorrecte des
réels qui remonre à I'enseign.-.ni primaire er secondaire.

Le raisonnement est à peu. p1ès celui-ci : n si x; tend vers
zéro, il existe un rang n à panir duquel les xi sonr negrigeables,
à partir de ce n on ajoure pratiquem.trt plui rien, dJnJra scrie
converge. D

Peut-êue cff étudiant n'écrirait-il prr ce raisonnement sans
s'apercevoir q".il e$ faux, er pounant, it tui paraît évident, car il
Tpgr. srr ceftarnes prailques consranres dans I'erueignement pri_
marre er secondaire : seuls sonr écrig explicitemetrt î.r ,ro*Ër.,
< raisonnablernent longs > ; c'esr-à-dire cies décimaur
' fTId = . îri x l0 l,telsquernern

I = -n
souvenrn( fz,tf l.

Les aures nombres sont désignés par des lettres ou représen-
tés - pour des raisons pratiqugs 

. 
par un décimal voisin qui

est présenté comme Ie décimal voisln ou même le nombre.
Exemple:n = 3, 14

si des questions d'inconrmensurabilité sonr tôut de mêrne
posées, elles le sont de façon-provocanre ou paradoxale et fina-
lement gratuite : par cxemplê : ( esr-ce que l = 0,99,.. r ? et
parmi les preuves avancées - génênlemËrrt des raisônn.*.rrts
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par récurrence - seules sont admises par les élèves les observa-

ii"r"rr sur des rangs à distancc finie.

Tout renforce la conception que l'on n'utilise qu'un ellem-
ble discret de nombres ei I'ideé fausse qu'il cxiste n € l'{ tcl
q". V " € IR, :l d€ D tel que I I* -- dl <,1=>* = dl

l0n
(c'est à dire que x est < pratiquement remplaçable u Par d,

x d est nul...)
Cette idée s'appuie-t-elle sur une ( mauvaise , définition

des décimau" uéhiculée depuis I'enseignement élémentaire ?

Nous reviendrons plus loin sur ceffe question ?

2. 1-2 Franchissement

L'obstacle est constitué comme une connaissance , avec des

objets, des relations,"des méthodgs d'appréhension, rles prévi-

sions, avec des évidences, des con3équences oubliées, des rami-

fications imprévues... Il va résister au rejet, il tentera comme il
se doit, de i'adapter localement, de se modifier aux moindres

frais, de s'optimiser sur un champ réduit, suivant un processus

d'accomodation bien connu. ,:

C'est pourquoi, il faut un flux suffisant de situations nou-

velles, inaçsimilables par lui,, qui vont le déstabiliser, le rendre

inefficace , inutile, falix, qui vont en rendre nécessaire la reprise

ou le rejet, I'oubli, la scoiomisation - jusque dans ses ultimes

manifestations.

Aussi, le franchissement d'un obstacle exige un travail de

mêrne natute que la mise en place d'unç connaissance, c'est-à-

dire des interàctions répétées, dialectiques de l'élève avec

l'objet de sa connaissance

Cette remarque est fondamentale poul distinguer ce qu'est

un vrai problème ; c'est une situation qui permet cette dialec-

tique et qui la motive .

2, 1 -3 Caractéristiques informationnelles d'un obstacle.

Une connaissance, colrune un obstacle , est toujours le fruit
d'une interaction de l'élève avec son milieu et plus précisé-

ment avec une situation qui rend ceffe connaissance u intéres-

sante >. En particulier eilè reste < optimale o dans un certain

Jo.n*i.r. ddfini par des caractéristiques numériques : informa-

tionnelles > de 
^la situation. Par êxemple, la résolution des

systèmes linéaires par substitution, efficace Pour le ?ng 2

devient matériellcment impraticable pour n assez grand.

41
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I-a connaissance , I'homme et le milicu étant ce qu'ils sont, il
est inévitable que cette interaction aboudsse à des conceptions
.. erronées > (ou vraies localement mais non généralemen$.
Toutefois, ces conceptions sont cornrnandées par les conditions
de I'interaction qu'on peut plus ou moins modifier. C'est
I'objet de la didactique de connaîffe ces conditions et de les
utiliser.

Cette observation a d'importantes conséquences, d'abord
poïr I'enseigr)ement : ainsi, si I'on veut déstabiliser une
notlon assez enracinée , il sera avantageux que l'élève puisse
investir suffisamment ses conceptions dans des situations

- assez nombreuses et importantes pour lui

- et surtout aux . conditions informationnelles suffisam-
ment différentes pour qu'un saut'qualitatif soit nécessaire .

Exernp/e; Un enfant de slx ans sâit distinguer des nombres
jusqu'à 4 ou t à I'aide de procédés basés sur la perception. Ces
procédés deviennent vire uès < coûteux > et peu fiables dès que
le nombre d'objets passe à 6 ou 7. Ils échouent au delà. Si l'on
essaie d'enseigner dans I'ordre les nombres 6, puis 7, puis 8,
on se heurte à des difficultés nombreuses et croissantes et une
période de désarroi apparaît.

Au contraire, si I'on propose de comparer des collections de
I'ordre de 1û à 11 objets, le modèle percepdf est si évidem-
rnent désavantageux, que I'enfant y renonce tout de suite et
met en place de nouvelles stratégies (correspondance terme à
terme). Ce que l'on veut appeler intuition n'est souvent que
I'appréhension inconsciente des limites informatiqnnelles des
modes de connaissances.

2,2 Origine des divers obstacles didacdques

2.2-0 Origine d'un obstacle

Nous allons maintenant considérer les obstacles qui se pré-
sentent dans le système didactique. Ces obstacles à I'appropria-
tion par l'élève de certaines notions p.euvent être dus n plt-
sleurs causes. Il est difficile d'incriminer seulement un des
systèmes en interaction. C'est une autte conséquence de la con-
ception dc I'apprentissage évoquée ci-dessus. Ainsi la notion
d'obstacle épistémologique tend à se subsdtuer dans certains
cas à celle d'erreur d'enseignement, d'insufFlsance du sujet ou
de difficulté intrinsèque des connaissances
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Tourefois, on peut essayer de distingger diverses origines en
merranr en cause Ie sous-système (du systèlne maltre-élève-
connaissance), tel qu'en le modifiant on pourrait franchrr
I'obstacle , alors qu'aucune msdification des autres systèmes ne
permeftrait de l'éviter.

On trou ver^ ainsi des obstacles didacdques :

- d'origine ontogénique

- d'origine didactique
-. d'origine épistémologique .

Pour I'exemple ci-dessus, (relatif à I'acquisition de la notion
de nombre) nous parlerons plutôt de limitation neurophysiolo-
gique que d'obstacle.

2.2-1 Origine ontogénique

Les obsracles d'origine ontogénique sonr ceux qui survien-
nenr du fair des limitarions (neurophysiologiques enûe autres)
du sujet à un moment de son développemenr : il développe
des connaissances appropriées à ses moyens er à ses buu à cet
âge là.

L'épistémologie génétique mer en évidence des stades et des
moyens de développement (accomodations et assimilations),
qui à la fois, ressemblent aux étapes du développement des
concepm par les lois de régulations qui les font apparaître, er en
difÈrent par la nature exa$e des limitations qui dérerminent
ces régulations.

2. 2-2 Obstacle-. d'origine didactique
Les obstacles d'origine didactique sonr ceux qui semblent ne

dépendre que d'un choix ou d'un projet du système éducatif.
Par exemple, la présenration actuelle des décimaux eu niveau
élémentaire est le résultat d'une longue évolution dans le cadre
d'un choix didactique fait par les encyclopédistes puis par la
Convention (conformément à une conception qui remonte à
Stevin lui-même) : compte tenu de leur utilité, Ies décimaux
allaient être enseignés à tout le monde le plus tôr possible,
associés à un système de mesure , et en se référant aux techni-
ques d'opération dans les entiers. Ainsi, aujourd'hui, Ies déci-
maux sont' pour les élèves, u des enders narurels avec un chan-
gement d'unité ,r, donc des u naturels > (avec une virgule) et
des mesures. Er cette conception, appuyée par une mécanisa-
tion de l'élève, va faire obstacle jusqu'à l'université à une
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bonne compréhension des réels cofiune nous I'avons dit plus
haut" )

Il est caractéristique que le principal facteur de discrérnina-
tion des élèves dans un questionnaire récent de I'IREM de
Rouen soit le calcul faisant intervenir, à la fois, des décimaux et
des produits par une puissance de dix. Ainsi, c'est la < compré-
hension ,' même de la définidon des décimaux qui explique les
comportements des élèves. Actuellement, uo tel obstacle est
devenu à la fois didactique et socio-cultuiel.

2, 2-3 Obstacles didactiques d'origine épistémologique
Les obstacles d'origine proprement épistémologique sont

ceux auxquels on ne peutr ni ne doit échapper, du fait même
de leur rôle constitudf dans la connaissance visée. On peut les
retrouver dans I'histoire des concepr eux-mêmes. Cela ne veut
pas dire qu'on doit amplifier lerir effet ni qu'on doit repro-
duire en milieu scolaire les conditions historiques où on les a
vaincus.

2..3 Canséquences pour l'organisation des situations probléma-
trques

La conception de I'apprentissage, qui s'appuie sur l'étudé
du développement des connaissances en termes d'obstacles,
difÈre sensiblement de la concepdon classique , surtout en ce
qui concerne le rôle et I'organisation des situations de problè-
mes. Et ce, d'autant plus que le problème va jouer dans les
processus un rôle fondamental.
2,3-1 Motivations - conditions

Poser un problème consiste à uouver une situation evec
laquelle l'élève va entreprendre une suite d'échanges relatifs à
une même question qui fah o obstacle u pour lui, et sur
laquelle il va prendre appui pour s'approprier, ou construire ,

une conna$sance nouvelle.

Les conditions dans lesquelles se déroule cette suite d'échan-
ges sont initialement choisies par l'enseignant mais le processus
doit uès vite passer en partie sous le conuôle du sujet qui va
( questionner > à son tour la situation. La motivation naît de
cet mvesussement et s'entrcdent avec lu;i. Au lieu d'êffe un
simple moteur extérieur, elle e$ de frustations en équilibra-

'Plus 
généralemenr tous lcs. surapprenrissages > précoces ont tcndance à créer dc tcls

obsracles. Sont'ils évitables 7
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tions constitutive à la fois du sujet, (d. sa parole) et de sa con-
naissance.

Ainsi la résolution d'un problème .prendra pour l,élève
I'allure d'une sone de démàrche e4peiimentalË, I'occasion
donnée à la u nanrre n (i.i, aux concep$ marhématiques) de se
manifester dans ses activirés.

2.3-2 caractère dialectique du processus de franchissemenr
d'un obstacle

-Le 
processus de franchissement d'un obstacle comporre

nécessairemenr une suite d'interactions enffe l'élève à, le
milieu ; cerre suite d'interactions ne prend un sens que dans la
mesure où elles se rapponent à un mÇrye projet (chez I'élève) à
propos d'un concepr, dans la genèse duquei elies constiruenr
une érape er dont elles fondent la signifiiation.

Ces interacticns merrenr en jeu chez l'élève , des systèmes de
représentations er peuvenr souvent être interpréti., .o*-.
des échanges de mèsseges, même avtr quelque chose d'aussi
apparemmenr < amorphe o qu'un problèmè, car l,élève esr
capable d'antrcipations et finalise sèr actioru. Celles-ci pren-
nenr, en conséquence, un caracrère dialogique (a fortiorilors_
que- le maîrre y esr impliqué). De plùs,' ..r irrformations
<. échangées p sonr reçues comme des faits confumanr ou niant
des h1'oothèses ou encore comme des assertioru. Si I'on "à*.,qu'une connaissance se met en place en s'opposant à une autre
sur laquelle elie. s'appuie et qu-'elle remplâ.., or comprendra
que nous puissions dire que les processus de franchiisemenr
ont un caractère dialectique : dialéctiques de I'a priori et de I'a
posteriori, de la connaissance et de I'action, dï moi er des
autres, etc.

organiser. le franchissemenr d'un obstacle consistera à pro-
poser une situation susceptible d'évoluer er de faire évoluer
l'élève selon une dialectiqire convenable. Il s'agira, non pas de
comrnuniquef les informations qu'on veut .*ligrr.r, ,ùi, d.
trouver une siruation dans laquè[e elles sonr les-seules à être
satisfaisantes ou optimales
s'opposenr *- pour obtenir un résultat dans lequeli'élève s'esr
lnvesil.

Cela ne suffit pas :. il faudra quc cerre situation permerre
d'emblée la consruction d'une première solution ou d,une
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rcnrative où l'élève investira sa conna$sance du moment. Si
cette tentative échoue ou ne convient pas bien, la situation doit
néanmoins renvoyer une situation nôuvelle modifiée par cer
échec de façon inrelligible mais intrinsèque, c'est-à-dire ne
dépendant pas de façon arbritaire des finalités du maîrre. La
situation doit permeftre la répétition à volonré de la mise à
l'épreuve de roures les ressources de l'élève. Elle doit s'auro
motiver par ul jeu subtif .de sanctions inrrinsèques (ct non pas
sancuons extrinsèques liées par le maître aLu( progrès de
l'élève). Le déroulement de I'apprentissage ne peur donc pas
être programmé ; c'esr seulement la situation er son choix qui
peuvent l'être.

Il s'agit pour le .didacticien d'identifier en même remps
qu'une érape d'un concepr, une situation qui pose à l'élève
une quesrion (de l'éiève) à laquelle cerre érape soit une réponse
< constructible o dans le système,de l'élève .

Nous avons été conduits à disdnguer dans le fonctionne-
ment de l'élèr'e trois rypes de questions qui commandent trois
r)/pes de situarions didacdques.

2.1-3 Différents rypes de problèmes : rralidations, forrnula-
tions, actions...

a) Les questions de aalidation : l'élève doit établir la validité
d'une assertion : il doit s'adresser en ranr que sujet à un auûe
sujet susceptible d'acceprer ou de refuser ses assertions, de lui
demander d'administrer des preuves de ce qu'il avance, de lui
opposer d'autres assertions. Ces échanges ànrribuent à faire
expliciter les théories mathématiques mais aussi à mettre en
place les mathématiques en ranr que moyen d'éprouver celles
que I'on conçoir. Une démarche de preuve est construite dans
une dialectique de la validation qui conduit l'élève, successive-
ment à user spontanément des figures de rhérorique puis à y
renoncer. Les relations que l'élève doit pouvoir établir pour
cela sont spécifiques de cette dialectique. (Brousseau I970)

Un problème de validation est bien plus un problème de
comparaison d'évaluation, de rejet des preuves que de recher-
che de la démonstration.

b) Les questions de fornzu/ation : Pour ses démarches de
validation, la pensée doit s'appuyer sur des formulations préa-
lables, même s'il faut pour cela les modifier. Les langages s'éla-
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bi:renr eux eussi dans des dialectiques moins spécifiques que
ce!lrs de la vaiidatio n. La communicarion (cr sei .onràin,.i; y
loy.*""url grand rôle. iqdépgndant en parrie des problèm., âL
validird, du moins de la vâtidite explicitabre. car, po.rt arnener
la perrinence du langage, ce,,e .oirmurrication dàir être assu-
iertie à rcnrplrr un rôle qui la sourner à des validarions pragma-
tiqucs. C'esr clans ce cadre que se manifestent le mieux lcr'.on-
trainres c{'iconomie qui commandent les choix mathématiques
judicie ux.

g) Les quesîions d'action ou de décision mathémadque sonr
celles où le seul crirère est I'adéquation de la décision - le
gystèrne d'ilaborarion de cette déiision peur resrer totalement
implicite ainsi que sa justification. Il n'y 

^ 
à ce sujer aucune

contrainte ni cle formulation ni de validaiion. C'est ia dialecti-
:". llplus"géndrale, les autres n'en sonr que des cas particu-
liers. Illie abc'rit à tra construction chez le zujet de rcgularirés,
de schémas, de 

'rodèles 
d'action, le plus ro,ru.nt inônscients

ou implicite:;.

2.3-4 Dialecdque.s er obstacles j
Bien sûr, aucurie de ces dialectiques n'esr indépendante des

autres, au. cçnrraire 
"

La forrnularisn est souvenr facilirée s'il exisre irn modèle
implicire d'acrir:n : le sujet sait micux formuler un probleme
qu'il a su ré.souidre.

L'action e$r facilirée par une formulation convenable
(comnre I'a n:unrri vigotsky6 . Le langage découpe la siruarion
en objets er rclarjory perrincntes. L'actîon foutni, un type de
validation impiicite fondamental et la formulation un r*t....

Mais inversrmenr, chaque domaine peur faire obstacle à un
progrès. dans ies artres. cerraines chos.i se font mieux qu'elles
ne se disenr" Les modèles implicites prennent mieux eniemble
un.plus gran,J nombre de dônnées èt sonr plus souples, plus
faciles à resrrucrur€r" Des conditions rrop favorables à I'aciion
rendent inurile I'explication : par exempi., trnr qu'on a udlisé
les systèmes sex"agesimaux dés babyloïiens pour les calculs
asrronomiques, Ia virgule ne s'esr pas impord., ni le nom de

6(nor. 198.J.) notartlnirnt la rndtaphore, ou la méronymie - cf. le rexte dc Bauersfeld er
Zawadoç'ski dans les actes de la renconrrc CIEAEM âe Pallanz ,3-g Août l9gl,. Les
proccssue de géornirrisarii.:n cr rjc visualisation, - Ed. lvl. pellerey
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I'uniré de référence , car une erreur de I à 60 érait impensable
pour qui sait de quoi il parle.

De même un langage q uop facile > à manier peut bloquer- longtemps une reformulation nécessaire... (c'est ltobstacle ver-
bal de Bachelard).

Le franchissemenr d'un obstacle implique uès souvenr, à la
fois une resrrucruration des modèles d'actibn, du langage er du
système de preuves. Mais lc didacticien peur en précipiter les
ruprures en favorisant la multiplication et I'dternànce des dia-
lectiques particulières.

Nous ne nous sommes que ffop attardés sur des généralirés.
Il n'est pas possible de comprendre les reppoms réciproques des
obstacles et des problèmes sans une étude spécifiçlue.-
Itr. Problèmes dans la construcdon du concept du décimel

-1. / Histoire des décimaux '

3.1-1Il n'esr pas possible dans le cadre de cet anicle de présen-
ter une 

-épistémologie des décimauK. Une telle épistémologie
reste à faire. Elle esr difficile à eause de l'éparpillemenr sur
quinze ou vin8l.t siècles des faia à prendre en conJidération. A
chaque < érape D on croit qu'il n'y a qu'un pas à franchir mais
il ne I'es1 pas, et c'esr rarement faute d'avoir essayé. Ia recher-
che conduir alors à comprendre ce que ce pas avait d'inconce-
vable, er souvent aussi de ce qu'il faisait perdre par rappoft à
l'étar précédent.

3.1-2 lrs chinois avaienr un système de mesure décimal au
XIII' siècle av.J.C., les babyloniens, la numération de posi-
tion, les pythagoriciens concevaienr I'ensemble des fraaions et
Archimède a contribué à concevoir les fracdons conune rap-
ports ; il faudra pourranr attendre les arabes (Abu'l-!trafâ,
2ème moitié du Xèmc siècle) pour voir la notion de rapport
s'appliquer aru( fractions er ce rappon tendre à s'idenrifier aux
nombres et il faur attendre Al Kashi (L427) et ind,épendam-
ment Stevin ( 1t8t) pour que les décimaux apparais-
sent.7

3,1-3 Ce dernier utilisait la même norarion pour l'érude des
nombres géomérriques - en fait, les polynômes à cæfficienrs
TNow savons eujourd'hui grâce à 

^.S. 
Saydan (the carlest elcr.nr arabic arithmetic

!SIS, t7, \966r, que c'est Al Uglidisi, qui vcrs 9)2, z le premier propod I'usage des
fractions décimales et lcs a écrites comme nous le feisomaujourdrhui.
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enilers * er ce-n'esr p_as par hasard. on avait utilisé les déci_
maux âvant.lui (Bonfils de Tarascon t3ro, Regiomonranus
1"56i).-M4r il est le p-remier à proposer de mbstiiucr iir'rr"i-
tions décimales a'x -fracdons 

ràtiônnelles et d; Ë ";;.r de
{"co". à permetue de ramener leurs calculs atr:r règli, .orrrr,r.,
dans les naturels n chose si simple qu'elle rr. *eiitË f* rJ"o*
d'invention o, dit mod.rt.-à, .. b-geois, cll. I .";tg*
facilement expédier par nombres entie"rs sans rompuz tous
cornpres se renconffanr aux affaires des hommes D. Meis il en
voit tout I'intérêt et demande. que .-f 'on_ordonna, .".*. légi_
timemenr par les supérier1rs, la susdire dixièÀ; p;rrrio" a n"
que chacun qui voudrait la pourrait user >.

3.2 Hstoire de I'enseignemenr des décimaux

. L1. o vulgarisadon n des décimaux devient alors un problème
de didactique et il faudra deux sièqles pour franchir t[ fr.mier
pas : en effer, par exemple , Gobaià en l71l n'en fait pas état
dans un ouvrage destiné aux marchands et d'Ale*Ë;; en
1779, dans l'encyclopédie (à l'article Décimale), présenie la
question dans sa forme mathématique. Dans t'editiàn dn ila|
I'abbé Bossut présente les décim"* a la manière d'un ,r"*rr-
liste : ce sonr des enders avec un_e virgule senirant à représenrer
les mesures. L'aspecr fraction décdale esr relég.re'i*, ,,
u appendice u. une fracrure s'annonce enue les fiactions déci-
males er les o décimaux populaires D âr,lx algorirhmes si mer-
veilleusemenr simples., qu'iË vonr permeftr.i. rrulgariser ior"-
lement la comptabilité commer.Ll.. la quesdofr ,r;.ir- p.,
réglée par la décision de la convenrion : I'enjeu esr ffop jràa
Igy au long clu dix-neuvième s.iècle, I'aspect poliriqueà,ipro-
blème didactique l'empone. Ainsi chailes X réiniroduit'des
.. nouvelles roises u de 6 nouveaux pieds et ne conserve du
système métrique que ses normes arbitraires. (La nouvelle toise
mesure 2 m)"

3.2-2 lrs efforts.de vu_lgarisation ont été facilités par le choix
du. système métrique. La,. générosité des inrentions' révolution-
naires a conduir à enseigÀer-les o mécanismes D indépenà.--
menr 

-des 
jusrifications hathématiques, (il fallai, ,Ë*ri, .n

3 ans à donner !9er ce qui était esseàtiel pour le citoyen). ces
gqnquêtes du xD(ème siècle vonr créèr des obsiaclâs au
)c(ème siècle où il ne s'agit plus de communiquer I'instruc-
tion, mù d'éduguer, de fairê comprendre.
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Les méthodes actives appliquées au système métrigue font

Drogressivement disparaîue lc décimal en mnt que raPPort'

;uËil;;rion, il en rËstait que lque chose à propos des change-

*.rrtt d'unités, mais I'efficacité pour les uns, la non rlrecttvt'

,Ë, oou, 1., 
"rti.s 

contribuenr a f"it. disparaître les derniers

disôurs justificateurs.

3,2--l Auiourd'hui, én France du moins, la rygyre est tffi:i:l:
it*tn' ônsommée' Les progranunes de 197o ont introdutt

une construcdon (inachevée) des rationnels qut cons$te a cons-

i*ir. ces excetlentes applications à pardr.des mauva.ts opéra-

teurs gue sont les naturels. Cette construcuon ne Seft a rlen' nl

à i;inriodu.don, ni à la compréhension, ni à l'étude dcs déci'

l"* q"i roni-to"struits inàépcndamment : les deux conti-

nenrs se sonr reprter. Er ils le sônt surtout dans les conceptions

rnême des maîtres et des Parents.

_i._i Obstacles à la didacdque d'une construcdon des décimaux

Ainsi une rénovation de I'enseignement cles décimaux se

t,.rii.* aujourd'hui à de nombreuies difficultés techniques et

*io-t.ono*iq".s : quel en sera le prix ? Nous n'avons voulu

ii"Ji* q.r. l.J l".rrio* d'épistémôlogie 9xpérimentde 
dans

des conditions ràl"it.r normâles pour I'enfand.

Âussi les solutions que nous érudions ne sont--elles pas aPPli-

cabics à"r* l'état ".*àl 
des choses, par I'ensemblc des maitres.

Nous ne pouv"* pas ici donn.r .n détail I'analyse de totrs les

;ù;;G, i. t*uoie le lecteur à un texte actuellement en pré-

;;;ri"r.' j. À. conrenrerai donc d'évoquer les Plus imPor-

tants.

3.3-I Iæ fait d'attacher les décimaux à des mesures conduit à

î;; f"ir. considérer par I'enfanr comme un uip.lgt (n, P,-uL:
d'une paft "" tnriJt n .t d'auue Paft une divisign par 10 P'

.'.*-à-dir* un changement d'uniié, et une unité u : 3,25

^èrr.r, 
c'est 325 ;ÀËrprimé en mèues' La Pratique de t chan-

ni-."* d'unité t font'que P et u entredennent des rapporu

Ërivilésiés : (il zuffit de proposer des exercices, où, à_la tos, on

i;'"rd;;;.];t.r o" -"trçtic par. une puissancc !c]1Pot
s'en îp.t..uoir). Ia décimal fonctionne comme un enuer et

";.rr-ir* 
d;;;ih-bk à;;; unité : I'objet n'est pas. le déci'

;;i, ;"ir f" gà;J.ur physlque. L'élève ne Peut alors interprf'
;;;6;a"ii-â.î**'àÉ.i-aux que dansle cas Par exemple

SNdk : voir pour unc préscnration dc ccs recherchcs, Brousselu' 1980 ct l9tl'
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iy ptoa"i.-d: deux longueurs, ce qui ra rarnène aux obstacresbien connus des nornbrË concre* iil 
"ur. 

du mar à concevoir
1,1";. 

a et trai";;;-iôii.ii.À.*'i.r'eq.rations 
aux dirnen-

- Ics décimaux seronr impricitemenr limités au rang desplus petites unités pratiqaiii ;;;;menr (ou encore irsauronr -deux chiffrei après, u ."irg.rr. comme res francs).L'enfant raisonne commè _s'' exis,"i'r-dl, aromes simprementplus petim que_r'in..tritud.;"iédî; ir', t" mesure .r-.o-*.si tous les nômbres étai."t a.i ;;î; enders.

3.3-2 ' < 3,2, esr 3z|' ryIç la centaine cornme unité >disent les commentaires om.i.rr] ;Ëi:: rerarions toporogi-ques vonr êre penurbées ., p.rrâ*-iongr.rrrps : r,enrenr netrouvera pas dedécimal .ntr.^ 3,?r rt 3i6 mais par conue, ilrrouvera un prédécesseur dans o.,a i,'ls : ce seia 3,r4, erc.Même s'il corrige sa réponse plrti;1 ou'i.r point, les raisonne_men$ intuitifs vont êire guidÀ p* .. l;aèÈ';;;r; (nousrrouverons des erreurs ,rr'.. poirrr, .l**. ce'e .iie. prushaur, jusqu,à I'univ.rriiet. r
cette assrryriration aux narurers sera évidemmenr renforcéepar l'érude des opération, sou, foÀ. d.'*e.anismes, c,esr-à-dire d'acrions qrË t'o" .f..tue de mémoir

;:iff ft: i :: "i' * r' : ;;" s e u I eme ;; ;;' ;:i ::ffiir-T'i;
De tête , re carcur suivra une a.uue-penre. on calcurera Ie pro_

,*;f,:Jiji",. ."uËi. .;;;1;î;E;;,,i. aai*"r. , ., o,,
quelquer"i, (ii)i':*;,\TY = 0'16' mais (o'tf-= ],e .,

c'esr enco'e Ieffer de la mesure : ce qui compte le plus c,esrla partie enrière r rr p"iri.Ë;rà;ii#. qu,eile peur.3.3-J Evidemmenr, r'assim'ation aux naturers ne va pas alrersans difficultés dans t. .* à. certaines âiuirrorrs qui flanquentla pagaile dans I'edifi..-, -li, Ë;àèr.*rï'auranr ; ce seronrr.r noËuio u quj ne*;:iiËi jif:'ffJjI'on enfouira, indices g;;i;;r,." do ,.-ir-o*p., querque paft.on les arrondirl:-au mËu*, * r.,. .n.r;;;;" > (sans même lesdéfinir) mais l,éiève t., ;;ilrera.
La définition impricire des décirnaux les assim'ant à q desnaturels avec une_vjigure > É q":_pour r,érève , res naturers neseront pas des décirnaux, mais O,li... ,.r" ,;n décirnal.
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Une des pires conséquences de cet obstacle sera souvent de
falre pssser aux yeux des élèves, pour des balivernes et des rai-
sonnemen$ sans objer, les tentatives ffop tirnides et ffop tar-
dives de Ie franchir (en 4ème par exemple).

3.4 Obstacles épistémologiques - Plan didactique

Les obstacles ci-dessus sont tous d'origine didactique. Les
vrais obstacles épistémologiques er historiques sont auffes.

3,4:t Il s'agit d'abord de symétriser IN pour la multiplication.
On peut concevoir quelques fractions mais très vite on veut
pouvoir les obtenir < toutes D et pouvoir au moins les addition-
ner et les multiplier par un entier" Il est indispensable, non pas
d'enseigner la construction, mais de poser le problème. Il faut
que l'enfant voit qu'il ne peut par le résoudre avec les naturels
et en tire routes les conséquenceq, notaûunent à propos de
I'ordre. n 

,.

Nous avons montré que I'enfant à 10 ans peut inventer Q+
pour résoudre ce problème (voir ci-dessous le problème des
feuilles de papier).Je ne crois pas que D pourrait le satisfaire à

ce moment et je ne vois pas comment et pourquoi il I'invente-
rait.

3.4-2 Par contre, une fois bâti (Q * , * , 
-< ) 

et placé devant la
nécessité de ranger, par exemple, ou d'additionner de nom-
breuses fractions, I'enfant peut être conduit à utiliser de préfé-
rence les fracdoru décimales et à voir qu'elles < approchcot r
les auues fracdons (que D est dans Q). Nous avons aussi mon-
tré que cela esr possible à I'aide du u problème, de I'explora-
teur u et la didactique qui s'ensuit9.

Le problème est inverse du précédent. Il s'agit, non plus
d'inventer et de combiner les éléments d'un ensemble inconnu
et nouveau, mais au contrùe d'approcher un ensemble connu
avec une sous-famille bien choisie.

3.4-3 Un texte à paraîue donnera le détail des 25 < problè-
mes e qui constituent la dialectique (qti dure 60 heures), mais
je répugne à extraire de leur contexte les exemples que_je
donni àu paragraphe suivant avec des commentaires insuffi-
sants [*] ,

r Tout y est question d'équilibre. par exemple, si les enfants
< mécanisent r le calcul dans Q, I'invention de D tarde et son

9Ndk : voir plus loin p.
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5ag: prend mal. s'il n'esr pas suffrsammcnt connu,
D n'est pas construit ni compris. 

-

- o Il faut par exemple se garder de . reconnaîffc r uoD vite
des pratiques connuel : les énfanm savenr encadrer un rition-
nel enue deux décimarur aussi voisins qu'ils veulenr, bien
avanr de découvrir que cerre pradque est . la division n et de
I'instituer en algorithme.

I Il ne faut p.as cep.end-1nt laisser _rrop longtemps les grands
prôblèmes au niveau implicite. Les dialèctiqùcs dê la foimula-
tion et l'organisa-tion frêquente de débats- amène au niveau
conscient ce qui doit être su.lo
3,4-4 r.e deuxième .grand obstacle, c'esr la conception des
rationnels et des décimaux en ranr que rapporrs, .t priir en tent
qu'applications linéaires opérant dâns Q.-oans ui. situation
propice (voir le problème âu ptrzzle) lei enfanr construisenr
cet ensemble 

- 
d'applic-ation, 

- 
guel-lues-unes d 'abord, puis

d'aurres q.r'il faudri désigner : ies fiacdons, ou les décimaux,
ou les narurels se prêteroÀt à cette désignarion.

_ La sornme , la composition de ces applications, puis le
décompos-itigg sur D, fournironr un modêtè unificare,.rr d. q,
deNerdenf.
-3.J Trois exemples de problèmes permerrant Ie franchissemenr
d'obstacles

3.5-1 I-e problème des feuilles de papier. (Leçons 1 à 3).
c'est un problème de communication ; les enfanr doivenr

inventer un langage poqf.indiqucr à des camarades dans quels
tas ils ont choisi une feuille de papier. Le jeu est joué effeciive-
mint.: les enfants cherchent ,ln système pour déigner l'éfais-
seur des feuilles. Après quelquej tent"tiu.r, ils iriagineni dc
?fo: .un,gqtit tas dbnt on péut mesurer I'épaisseui 

"u.f 
.rn

double décimèu.- (qq un piêd à coulisse scolarire). Ils envoient
le nombre de feuilles et l'épaisseur (entièrei ; exemple :
(19 ; 3).

c'esr un exemple de dialectique de la formulation. Les
erreurs, les contestations, les comparaisons, les conduisent à

lO(Nore.t9g 
)).L?-d.euxième partie de cerre remarque s'esr révélée fausse : les dialccri-

qucs de la formulation ct de la validation se sont Évélées insuffisan;;;;;bourir à
l'apprenrissage. une phase d'insriturionnalisation esr indispensable.

l

t
,

I

I

l
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expliciter les conditions d'emploi de ces couPles : équivalence,
erieurs de mesure... et à en désigner les classes.

Des problèmes de prévision (quelle sera I'ipaisleur d'un car-

ton obienue en collânt telle et telle et telle feuille) où, là
encore, le critère de réussite est l'expérience et I'accePmtion
par tous les enfants, des débats_scientifiques (est-ce que les

couples sont des nombres ?) conduisent les enfanr à explorer

Q1.

3.5-2 Le problème de I'explorateur, (leçons 12 à 1t)

Deux joueurs (ou deux équipes) s'affrontent. Chacun choisit
une fraciion comprise en 0 et 10, qu'il cache à I'autre . Exem'
ple : Achoisir.2t3 etBchoisit4S/10. Atourde rôleles joueurs

.hoisisr.nt un intervalle et le proposent. Exemple : A écrit [3 ;

41. Si la fraction de B appaident -à I'intérvalle, celui-ci
annonce : q tu me vois >. Si elle eSt à I'extérieur : q tu De IIle
vois pas u. Si elle est à I'origine de I'intervalle : n tu m'?ttt?-

Pes u.

Ici B dit : < tu ne me vois Pas n.

Pour compaler leurs fractions, les élèves < ramènent au

même nombie de feuilles > (opération connue sans êre méca-

nisée). Le gagnant est celui, qui, lorsqu'on ar_rlte le jeu < voit ,
I'autie dais-l'intervalle le plus Pedt. Au début, les enfants

croient pouvoir deviner toutês les-fractions. Ils_ d&cllPpent des

stratégiês de filuage (le filtrage linéaire et aiçptl epparais-

sent)"-Ils distinguent des fractions faciles ou difficiles à 
^t$?'per. Toute la tJpologie de Q+ se met cl.place contre celle de

iN, d"ttt une dialeclique qui po,.rrrait ftie Penser à cellc de

l'obus et de la cuirasse.

3.5-3 Le problème du puzzle (leçon 25)

< Voici des puzzles de Tangran comme ceux que- vous lvez
utilisés àu club de mathémat-iques. Fabriquez-en de sembla-

bles, plus grands. Par exemple, ie côté mesure 4 cm, son image

devrfmesurer 7 cm. Travaillez par grouPe, mais Part'egez'vous
le travail. Vous vérifierez ensuite que le puzzle marche comme

il faut. "
Bien sûr, si f (a + b) I f (.) + f (b), le_résultat ne seravisi'

blement pas bon. D'ol des'discussions, de nouvelles tentati-
ves, le t.i.t de modèles défcctueux comme f (") = e + k'

nrl,.
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Les conditions quc doit satisfaire l'application linéairc, (de

Qt d"ru Q2) qu. ce soient la conservation dcs anglcs ou la con-
dition sur la lomme des images, sont fatalement éprouvées,
formulées, vdidées.

A cette occasion, I'idée persiste longtemps chez l'élève (m"l-
gré plusieurs expériencgs p{ois). qu'une application simplc-
me nr croissante fournit nécessairement un agrandissement
convenable.
'Puis, il croira que toutes les applications sont linéaires...

mais ceci est une auffe histoire .

W. Condusion

Quels sont ces obstacles que ces problèmes permerent de
franchir ?

Comment sont organisées les situarions d'acdon, de formu-
lation, de validation annoncées ?-

Quelles dialecdques s'engagent et à quels propos ?

Où sont ces caractérisdques informationnelles des situations,
favorables aux déstabilisations des;nodons ?

Je prétends que toutes ces choses sont observables dans les
exemples ci-desus et je compte les monffer dans un prochain
ouvrage (on peut ûouver des analyses de ce genre à propos de
la construction des probabilités dans Brousseau (1974)).

En attendant, il est possiblc que le lecteur ne les voit pas par
suite de quelque obstacle, théorie_de..l'apprentissage,. de la
conna$sance , ou tout auue cause. Je I'engtge à les vaincre à

son tour en réalisant ces sisuatioru, en les étudiant, en les

modifiant, en les discuant.

Conclusion 1983 et conrmentaires

La recherche des obstacles épistémologiques en mathémati-
ques exige certainement un effort d'invention car le concept de
Bachelard s'adapte médiocrement à ce domaine. Mais il peut
s'avérer fructueux pour I'enseignement, dans la mesure où :.

*
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- les obsracles en question sonr vraiment identifiés dans
I'histoire des mathémariques.

-* leur rrace e$ reilouvée dans les modèles spontanés des
élèves.

- les condirions pédagogiques de leur u franchissemenr )
ou leur rejet sonr étudiées avel précision de façon à proposer
aux professeurs un projet didacrQue précis.

- Ie bilan d'un tel projer peur être estimé positif.
Quelques travaux dont certains très promerreurs onr exploité

cerre veine dgp.uir I'arricle initial \giq. Nous pouuoni faire
une softe de bilan provisoire.

Duroux (1982) a précisé les conditions que devrait satisfùre
une connaissance poul pouvoir êtrc décl r,.ée uD q obstacle D au
sens de Bachelard et -eiplique I'intérêt de ce concepr qu'il con-
vient de disdnguer de celui de o difficulté u.

Très souvenr, _c'esr parmi les o difficultés , qu'il faut cher-
cher les indices d'un obstacles mais pour satisfaire la première
condition qui dir qu'un obstade est ,rrt. .ottoaissancel le cher-
cheur devra faire un effort pour reformuler la u diificulté u
q,r'jl érudie en termes, non pas de manque de connaissance ,
mais de connaissance (faussef voir incomplete...)

. Glaeser prend un point de vue contrairell. Il évoque comme
obsracles dans son article c l'épistémologie des tto-bt.r rela-
É I (tqgl) < l'inaryitu.d9 à mânipuler dls quanrités négarives
isolées > er ( la dilficulté à donÀer .rn r.ttr à des quintités
négarives isolées. >

ceme formularion monrre ce qui rnangue , à Diophanre ou à
stévin, vu de norre époque, daÀs noue iystème airuel. Nous
repérons ainsi un savoir ou une possibiliré'qui manque au XV.
siècle et qui empêche de donnè r la < bonne n solution ou la
formulation adéquate. Mais ceffe formulation masque la
nécessité de comprendre. par^qugls moyens on abordait lâs pro-
bl-èmes qui auraient nécessité la manipulation de quaniire,
négatives isolées. Se posait-on ces probièmes ? Comment les
résolvait-on ? ou croyait-on pouvoi les résoudre ? Est-ce que
ce qui nous apparaît aujourd'hui comme une difiicult é éiait

llcl".r", (^Uerl revcndique le droit à un usagc narf du terrne < obsracle r er néan-
moins sc réfèrc à Bachclard. Il s'agit donc bien J'un point de vue différcnt et aàiUere.
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perçu.de la même flSoq à.I'époque ? Pourquoi cet < état de

connaisances n paraissait-il sufFrsant, sûr quel ensemble de
guestions était-il raisonnablernent efficace ?.Quels avantages

procurait le < refus n de manipuler des -qY.anlilq négatives iso-
iées o,, quels inconvénients perm€tt.il-il d'évilqr ? Cet_ état
énit-il stàbl. ? Pourquoi les tentatives de le modifier ou plutôt
de le renouveler étaient-elles vouées à l'échec à ce moment-là ?

Peut-être jusqu'à ce que de nouvelles conditiols aPParaissent

èt gu'un iravâil u latéral r soit accompli, mais lequel ?

Ces questions sont nécessaires pour 9nqe.r dans I'indmité dc
la consiruction des connùsances mais Glaeser ne les a Pas
posées et nous ne sevons pas bien contre quoi se fonde la mani-
pulati.,n des quantités négatives isolées ; ce qui serait uès utile.
pour I'enseignement.

On peut supposer que I'emploi des . positifs t et des < néga'
tifs > passait par I'intèrmédiaire d"une inteqprétation 99r attri-
buait-arbitrairement le smtut de positif ou de négatif à des
u grandeurs > d'abord essentiellement positives :

Exemple : I'entrée et la sonie deq produir chez un commer-

çant peuvent êue notées positivefrrent ou gégltivement selon
le poste-comptable où on les considère. D'Alembert expose

longuement ie point de nre. L'usagg d'une quantité.négative
isolée nie cette symétrie et risque de faire oublier la convention
initiale, ou pire, afFrme qu'il . existerait n des objer inuinsè'
quement nêgatifs ! Or, le caractère . relatif t des nombres
negatifs a étë un moyen imponant dans leur création et dans

leur acceptation.

, On peut trouver dans I'article de Glaeser ce qui permetuait
de formuler ceffe hypothèse, mais elle n'est Pas prise en

compte comme telle,-iar I'usage narf du terme obstacle ne le
conduit pas à une méthode de-uavail. Au contraire, la défini-
tion desbbstacles,proPosée dans I'anicle ci-dessus, et précisée

par Duroux, fa;t ôUtigation de reclercher ceffe connaissance

obstacle et de I'attester.

Cette méthode conduit aussitôt et natutellement à examiner

la deuxième condition. La connaissance obstacle a son dornaine
de validité et d'efficacité, et donc aussi un domaine où elle est

a priori pertinente mais où elle se révèle fausse, inefficace,

source d'erreursr etc.

La recherche des indices historiques correspondants n'est
alors plus celle de difficultés ou d'erieurs c semblables I (?) de

57
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norrr po,int de vue d'aujourd'hui, mais celle des échecs caracté-
risés d'un certain savoir, en Ie plongeant dans nos connaissan-
ces acruelles, 

_on peur.prévoir le genre de problèmes qui vont
être mal posés ou mal résolus et-aller les chercher dans I'his-
toire :.1'épistémologie-tend à devenir systématique et expéri-
mentale. Les poinrs de ruptures ne sonr plus des dates de
découve.r.r -"i, des problématiques er J.r iyp., d. ,"uoii mis
e-n oeuvre qur peuvent se rencontrer à des moments différenrs

,dans des domaines plus ou moins voisins.
Et notons bien qu'il ne suffit pas d'identifier les difficultés

et les échecs de la connaissance-ôbstacle mais aussi er surrour
ses,succès, et donc remonrer dans I'histoire aux obstacles pré-
cédents.

c'esr ainsi par exemple, que I'onfloit relier lau difficulté > à
unifier la u dioite numérique u (obitacle suivan,, ,.lor, ôlr.-
ser) à <. I'inaptirude u (curieuse formularion rour de même si
on pense à ceux qu'elle est censée qualifier) à donner un sens à
des quantirés négatives isolées.

Il pourrait bien apparaître , en effet, que s'il a fallu de très
grands .. effons ,, pour acceprer d'abaÂdonner la ré{érence
constanre à la pùe symétrique : narurels positifs, naturels con-
sidérés- négativemenr afin de pouvoir dbnner un sens à un
né.garrf isolé; c'esr cer efforl même qui fait obstacle à
<l'homogénéisationu de (lN, +) U OI; -) laquelle peut
apparaître corrime un rnouvernent càntraire.

Duroux nore bien que la conception des nombres néeatifs
étant de narure différente des nombres positifs peur préràndre
au srarut d'obstacle, mais il laisse entendre q,.rtil trjp.rrt pas
conclu.re pour les u obstacles o de Glaesei prr..qï'ih ne
s'expriment pas en terme de connaissance. Ce ne r.ràit peut-
ê,tre. pas.impossible, er nous aurions alors un de ces coirples
d'obstacles reconnus par Bachelard.

Il aurait fallu aussi, toujours selon noffe n définition > (3ème
condition), artester la résistance des connaissances-obtt"à.r .t
I'expliquer :.pil exemp^le en monuanr comment la manipula-
tion de nombres.négatifs isolés avait nécessité la conceptiôn de
< nombres négarifs 

" de narure différente des nombrei positifs
et cofiunent, par la suite , ce concept avait à son tour faiiobsta-
cle à I'homogénéisation en une entité nouvelle de c nombres >
(relatifs). Il esr probable que ces deux conceprs ont dû fonc-
tionner comme deux pôles opposés 

^yant 
desâomaines d'effi-
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cacité différents, chacun armant les objections au développg-
nnent de I'autre.

C'est le sens de la troisième condition qui stipule que I'attes-
tation des résisnnces à la mise en place et au rejet d'une con'
naissance est indispensable Pour établir son caractère d'obsta-
cle. Il rne semble que l'anicle de Glaeser ouvrait de ce point de
vue des voies intéressantes à explorer.

'L'étude des domaines de validité et des résistances à
l'emploi des quandtés négatives isolées pourrait conduire à le
replacer par rapport à un obstacle plus ancien et plus impor-
tant : n Les nômbres doivent être des mesures de quelque
chose u. Alors on ne peut utiliser les négatifs isolément sans ris-
quer d'oublier ce qu'ils mesurent. Et on ne Peut Pas non plus
considérer Zcomme un ensernble homogène puisqu'il ne Peut
être un ensemble de mesures,

Je crois d'autre paft qu'il faut considérer dans un cas corune
celui-là, toure la composante didactique attachée à l'évolution
des connaissances dans la société : les objecdons de Stcndhal
ne sont pas à confondre avei les hésitations de d'Alembert
même si elles peuvent leur être rattachées.

C'est ce qu'exprime Cornu qui analyse de ce point de vue la
notion de limite (1983). Après avoir repéré dans une étude his-

torique des difficultés qui lui paraissent de bonnes candidates
pour fournir les obstacles à la genèse de la notion, il cherche
âans les componemenm des élèves les uaces corresPondantes. Il
devient clair que ces conceptions-obstacles des élèves doivent
être étudiées de la même manière, c'est-à-dire en utilisant les

mêmes conditions, mais cefte fois du point de vue de l'élève ,

de son milieu et de sa culrure.

Cornu tend à mettre en évidence que conformément à mon
hypothèse générale , certaines des difiicultés des élèves Peuvent
se tassembler autour d'obstacles attestés par l'histoire.

C'est dans I'analyse des résistances et dans les débats qui les

ont vaincues qu'il faut chercher les éléments qui permeûront
d'identifier les obstacles pour les élèves. En aucun cas, il ne

saurait suffire de plaquer, d'appliquer sans modifications,
l'étude historique à l'étude didactique. Et c'est aussi à cette
sou-rc€ qu.'il faut puiser les arguments pour choisir une genèse

scolaire d'un concept et construire ou ( lnventer u les situations
d'enseignement qr"ri produiront cette genèse.
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Il est important, en outre, de s'assurer que les arguments
historiques et épistémologiques, psychocognidfs er didactiques
qui font I'intérêt de l'étude des obstacles épistémologiques
sont bien indépendanm.

La mise en évidence des difficultés des élèves, puis la consti-
tution de ces difficultés en modèles sponànés ou en
connaissances-obstacles peur et doit se faire indépendamment
(ei même conrre I'hypoihèse) d'une identificatioï historique.

La mise en évidence des résistances et des franchissements en
situations scolaires esr suivie de leur explication, elle-même
prouvée par l'étude et la réalisation expérimentales de genèses
du concept (er des situations qui les produisent). Ià eniore, la
source des informations peur et doit être indépendante des
précédenres au prix de cerraines précautions méthodologiques.

_ La convergence , si elle se réalise , d'arguments indépendants
de ces divers rypes, constitue un fait scientifique au sèns plein
du termd. La signification de ce fait apparaît alors clairement :

début de mon amicle de 1976 sur I'apprentissage ouplutôt de
la genèse psychogénérique, didactique et historique des con-
naissances (aspect positif de certaines erreurs des élèves et donc
nécessité de problèmes présentant des difficultés, existence
d'accomodarions er de resrructurations locales ou imponantes,
nécessité de saut de complexité, etc).

d'autre Fiarr il permet de choisir parmi la foule des n dif-
ficultés > que les élèves fenconrrent, celles, peu nombreuses,
qui doivenr être idendfiées er répétées expliciiemenr et institu-
tionnellemeRr, et d'évirer ainsi que I'onlubmerge I'enseigne-
ment dans unc masse inextricable de considérations sur la èon-
naissance : heurisdque, mnémotechnique, erc.

ces deux conséquences sont très impoftanres pour I'ensei-
gnement. J'espêre qu'il est clair maintenanr que les critères
que nous avons extrai6, afin d'éprouver si une difficulté est un
obstacle, ne sCInt pas des exigences gratuites. Ils ne constituent
pas une préciositd tyranique, ni une mode d'école. Ils sonr
indispensables à l'application d'une méthode d'andyse des
phénomènes liés â l'appropriation des connùsances et à la
production d'ingénierie didactique (pour des-exemples à ce
sujet, se reporter à 1980 et 1981, ces deux anicles sont annon-
cés dans le texte inirial, et à I'article < Epistémologie des déci-
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i#i;lïparaître) 
et dont seul un très court résumé est donné

Bien que promemeurs Ir
pËiJiËiË"qr|i,,,t"n;à1=Tffi Tï?triii;;:în:ii,î::
La tâche est rude il est vrai. Bacherara iiàuu. en physique des

ïj::.*frir qui manquenr en rr,"rt eà;;;r"'lp.j.*
d'expé'ences, hypothèses, comptes-rendus) ., ^ro' L"fyr.s'amête au moment où les n fai; , p"rr.rrt sous le conuôled'une véritable théorie s.i.ntifiqu. t'nr.frehrd ne fair doncpas une épistémologie. des théoiies phyriqu.r-rnrir-..tt. d.l'établiss.à.nt de la"physique .

Aussi était-il intéressant de rechercher en utilisant les procé-
dés de l'anal1'5s des siruations, ].;.h;;*"[.;.1Ër"*rj a. uconnaissaRce mathématique. ChetuallaËJ 

" âi"irËili desconcep$ proromathématiques, des conceprs prrirrrrthémati_
ques et mathématiques pfopremenr dits. ^c., àirii".rio", _.semblent indispensâbres pour avancer daru la recherche desobstacles dans Ia mesur. à,: .1r., f.iÀ*i.r,, de ratracher lesconnaissances à leur fonction et àïeur mode d. f";;;;or,r._rnenr dans les activités scientifiques ., .r, .. sens que les obsra-cles en mathématiques sonr peut-être plus souvenr des obsta-cles au.cha*gern*ni d. srarur que des obsracres à la connais-sance elle-même.

. L'explication des résisrances est Ie cæur de ra recherche desobsracles épistémologiques et il r;y 
" g,rère de méthode carcnaque exprrcauon esr spécifique de l'o-bstacle en quesdon. Ilest nécessaire de suivrg pas à p^ les tentariuo aï;;i;;, lesremodelages et lcs reprisés, et de .h.r.h.ii., .orrditions qui yont présidé pour en iaisir les mécanismes. è.* ,..i.i.rrl .r,toutefois facilirée dans re cas d'un ueiir"ti. ob*..Ëf*1. ai,qu'un obstacle épistémologique e$ constirutif de Ia connais-

sance achevée, en ce seni. qu-e ron rejet doit final.À.nierr.
incontournablement expliciié, ., .p"r'.à"ràquent qu ir- t"irr.
des uaces,-parfois p1gfoàdes dans Ë ,yr,#à a., connaissances
(c'esr la 4ème,condirion). ceci -orrir. Iu'il n,esr iamais re
{Ti, unique d'une ..rr.,r, passagère.gu'it-*iiir"iiiJffir.r,
d'une ignoranc*.ql'on po-r^it Ëo.rrbi;, ï;ne mode sui pas-
serait et a fortiori d'un.lr,"pritude I Il t;;;;;;r*;.Ë;à"r-tances culturelles social.r, S.onomique^s... mais .., " .**, "s'acrualisenr en conceptions qui d"-.u*rr, urr. fois les causes

61.
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196 Recltercltes en Didactiqae des Matbématiques

disparues er qu'il ne suffit-pas d'oublier, cat c'est à ce niveau

quê le o clébat u doit trancher.

c'esr aussi par là que les obsracles épistémologiques intéres'

,.ni le didacti.ien qùi n'a que faire, i priori, d'un musée des

.on..p,i et des connaiss"n.êr périmées. Dans la mesure où la

conna$sance -obstacle .st .onstitutive du savoir, où elle est pré-

senre dans les rnodèles spontanés des élèves, et dans la mesure

;;t;";ir.*"rr, inadéquat dans I'enseignement enuaîne des

erreurs répétées er dommageables, il devient indispensable de

la reconn^îtt. et de la rejeter avec les élèves'

Ce point de vue nous conduit sans ruPture cette fois' au

.-u, à. l'étude de l'évolution des théories mathématiques
d.ont I'importance pour l'enseignement cesse d'être métapho-

rique et qui colTun€nce à s'articdler comme une comPosante

esientielle de la'Didactique ainsi que le souligne nt Balacheff e t
Laborde dans la préface-de ,leur tiaduction de Lakatos.

Nous commençons seulement à étudier et à exploiter cette

notion d'obstacle et les théories qui I'accompagnent. Je suis

convaincu que les méthodes et les problématiques qu'elle per-

met d'"u^n..r et que j'ai essayé de présenter ici, monfferont

toure leur fécondité (en paniculier pôur I'enseignement) dans

un avenir proche.

IlI
!
j.

-*:E
i
4

t
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THE FRAGTLITY OF KNOWLEDGE

G. BROUSSEAU - M. OTTE

PART ]

Thr diciactical conrract

Tne cor.,rr:rct tiie te:,chel , oblieei tr reacl and the PuPil, obliged ro Jeara'

(On ccnsicirnrrt rhj: defrni:lon ol 1\r conlia.l. some tend to sa)': there is

norirrng rTtizrriniu-,;,'bcui t: il':,iusl;' Ceftnitio:r of tirt lerrns Of "leacher"

ani ,'pupij' tesprcrivcil, v,.ir,rc-tr rn,r l:no* alreacjv on tht other hand orbers

undersranc riir conlraci lireralr\ anc a'nsrtuteir and hence raise objecrions,

savinS ir oemancjs roo muc]r, rn fact. raken absoiutelr'. thr impossible. Ta-kerj

roE,ether. rbese reacriorrs cie rnonsr:-atr the ver\ essenri:rl narure of tbe above

cb.ar;rCtenz artot. s: ïtrt reaËurrs - iearnlntr SlîLiaIlcri' \'ou have to rai<e tbem

serious)r a! trle\ cie.scribr z i.inc o{ reai::', but vou musl nol takt them literallr'

ln aD empincaj sensr Theorericaj aDs=aclions ârc operr

Io; tbr Del-scn: tnvojr':c. ùr co:ri-a.: ls r:ta-lrrJv impbcr: and ir cannol be

nesoïiaîec Teoùe : ano' puPJ tire:-eicrt ert À" Inr tlmr busl inventrng evel

neu iorms oi rrebavloi; ani lnrerac:lo::. vr'Luci-1 thev hope ro br ir accordance

uith tbr contracl , Delns eitber inreryreta:lons Of ir. or tolerable'evasions'

Neither of thr îwo parTles is abie ro complelelv control the conrrasl , nor maf ir

be igrrored.

The conrra;l rnusi be honoreo al alj cost. for otherr't'ise there will be no

educarion. }'er ro be obeved, rhe contracr musl be broken, because knowlcdge

canDol be rransmirred readl'- made and bence nobody - neither tbe teacher

Dor the pupil can be reall)' in command'

Troduction fronçaise existonte
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; In mere lraining, tberc ii no such contract. Judah Schwanz malcr a

sirnilar 'disiinstion berweea cducation and rraining in order to uuderlinc tbc

fact tbat the narure of tbe social coDtracl between rcacbcr and learacr is

different in the two rases. ln rraining, there need not be an explicir or implicit

obligarion for the tcacher to tcacb or t}re lcarner to learn the underlying

intcllecrual strucrure of what is beiog taught and learned"- In Sc}wanz'l view,

''education"in a cJemocraric socierl must be based on a differenr ser of

assumptions about teaclrers and lcarners. Tbe price of a free people not

knowing wbi' ir believes u'hat it believes can, in the end, be the loss of that

freedom" (J. Schu'anz: T;"ranny' Discipline Freedom and License, some

thoughts on educational ideologl. and computers).

\Atrar does this mean however? Isn'r e driving insmrctor not obliged to

teach ... etc.?

To teach or to learr, one needs methods. "Method" labels the seemingll'

unproblematic meetine srouncj for teacber and pupil. This very ofren lcads to

"overuletbodrzation '' u'hici is c:.useci bv the reachers desire to fix tbe childs

acriviries in arr ever narrower wa\'...r.tJ as b,v rbe child's demanding defiairc

rules and .n .r., na;Tor^,er specification of rhr things ro be learned.

Only in casr of verl' feu forms of knowlecige , for instance when I want to

learn bov.' ro dnve a cÀr, the metbod of icarning and reachirrs are idenricai

witb applicarion In suc.b cases onlv can oDe desigrr tle process of applicarion

itself tbroueh the merbod of insmrcno!. Tbeorerical knowiecige is not of sucb a

kind. "Ir mrght be askcd: \Ahar is tbere about tbe proof of Dedekind's

theorem that a child 10 ycars old could not understand? - For this proof is

far sinpler than all the ca-lculations wiiich the child has to master? - ADd if
Do$'Eomeone were to sa)'r it can'r understand thc deepcr conteat of tbc

proposition then I ask: bon' does this proposition corue to bave a deep

coDtent?" (L. \Aringensrein: Remarks on the Foundarions of Mathematics.

Ot'ord 7967, p. l48e).

ilfi i]]liifiiilii{ri:rii;l iilirliilliiililiiilii$il
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Thr answer again is: bi'means of applications. Applications which are

chosen and decided b;' the learner himseif'

This resu-lts in the "paradox of the diciactical contract" between reacher and

Iearner. lf the prob)err., as u,eu as tbc' inforinarion about its solution is

comrnunicared bt' the teacher he deprives thc pupil of the conditions necessary

for learning and undersranding Tlrr latrer can onil reproduce the method of

handling and soi.,,ine the problem c.ommunicatecj ro him. Aeain, as in

\\;trtgerrsti:ir,': exomplc- "n'e 
are led to oi-':ei-"r tha: matbematics is not just a

methoci. \\'c cic, knor', on the otfre; f'a;,c tiizt isolarecl prob)emsiruations do not

our of rhemselves proiuc. rreens l'or ti;eir anail'sis or soluriorr' Ancj in addition

lo thai: r'.'i;,;.,: rejei'ance shciuici a spe:tfii -'!;'iri' î;'-'i of i'rrov.'lecige or should

the soli':rie crf ,i, panlcu.ar prob)tit; ilar ct

It rs appore niii iiÛ. r,os:iL,l t if, urJciel !.'2..:.. ;i,r c:uci:-] {i-ilci:cr. probiems

fulfill {or tne cier cioprnent of co5'nittvi aclj'u'tI\ \\'rihoui seeini 'prot'iems as

vanairie : 
, 

eT,d accc.,rdinel . searci, ic,i l'rrt ;".i'r-iiatcr:' mecL:anism of rlils

r,:inabiirlr Flnailr ri iics ir, tlre )ogrc of tht icica cf ''p:^obieinl- as vanables" to

see rlir cmcial pcint in the connectlol f:f or,je.livt anc sccial relarions' clur

lnleracîrons r^rt|, objecl: art Qxtieîaljr ojsc lnlEld"rcn: u'itl'i eacti other and a

probiem is nor â sei r;i statemenl: nal a puielr ol"lective. isoiated entirv but rs

an objecnve as rïeL as soclal reiatior, descnbed tir: oueh a set of slarements ol

lo Pui ir diijerent]i educartcl, âIrc cieveiopmenl (Biloung) ls rbe cenrra]

DOtlor: Oi driacrlcs anC pe,Jaeoe-i. nr'l "iearnlne''' 'prclbiem - solr-rng" Or even

'' creal: r'it r' '

scarchinE ior tlre ''regrtlaton mechanism'' of some \rariabilirr amounts tc

looiiine {ol a tr,eta. persoecrir.t G'Bareson has oul of sudr a PersPecti\'e

presenred a corapie>: iijerar-cir. of ptocesses of iearr'inq with a "profound

reorsanizatron of cbaracier'' ta}::ne place on the highesr ievel of "Learning

III". Srared differentlr'' the problem to be ultimarei,v ''solved'' or the

,'appiicarion" of knorviedge intencjeo in the end is the human subject himself'

Th,rs sell - application or auto -. cieveiopment is however of a conrradictory- or
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even paradoxical naturc, as we sball see. The conrradiction lnog in the fact

ther rca-l liurnan subjectivity oi sclfbood has botb an individual and a rocial

characrer. It is in particular both al individual mind and a 'society of minds"

simuJta n eou sly' .

I-et us recapinrlate our exposirion of the "paradox of the didaAical

conrract" by means of Bateson's afore-menrioned hicrarchy of levcls of

learning ând meta - iearning. This hierarchy is based on a formal argumcnt

which realizes thar a mera - perspective consisrs in transforming some fixed

"constants" (conrexrs etc.) inro variables. Generalization artounts to the

inroduction of variables. Bateson surrunarized the tr.ierarchy as follows:

"Learning I is change in specificiry of response by correction of errors of

choice within a ser of aiternadves. Learning II is change in the process of

Learning l, e.g., a corrective change in the set of alternadves from which

choice rs made, or it is a ebange in hou' the sequence of experience is

puncruared. Learning Iii is change in the Process of Lcarning Il, e.g', a

corredive change ir, the sysrem of sets of alternarives from u'hicb cboice is

made. (1Âre shall see later thar ro demand thjs level of performance of some

men and some rnamlnals is sometimes pathogenic)" (G' Bateson: Stcps to aD

Ecoiogl' of Mirrd, Paladin Books 1973, p' 26a)'

A ciassical example of Learaing I is provided by the bchavior of a

,,paviovian dog". We mrghr also sa.r thet reproducing the proof of Dedekind's

theorem as a result ol'rore learning is an example of Learning I' We might

however rea.l.ize rhar, especiatl;'in mathematics there does not exist rote

icarning without the occurrence of "learning to rote learn", whicb ObvioUsly

represenrs an exarnple of Learaing II. "What the data show is tbat for aay

given subjecr there is an improvemenl in rote learning with successive sessions,

asyznptoticalll' apprnaching a degree of skili, which varied from subjed to

subjecr. ... This improvemcnt cannot have been due to Lcarning I' "' It is

also wonh noring that educators bave strong opinions about the value (positive

or Degarive) of training in rote learning. Progressive educators insist on
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trainrng tn instght, u'hile the more conservative insist on rote and drilled
recall" (Bateson, p. 265/266).

It is rather unclear lrou' Learning III mav be described positively and it is
difficuh to give examples as the)' ven' selCom occur. Bur applying tbe siune

son of logrc ro the reiation between Learnine II and Learning III as r*'as used

in describine thc relatior, berw,cen Learr.ine I and Lcarning Il one is already

ied to thc point essentia-l for our ar€l-iaenr "Learninc II is an economy of the

rhought processes (or neural pathvi:r's) r.,irch a:-e usecj for problem - soh,ing

or Learning L The premises oI rn'l,at rs c:rrilncnlv c.alied 'characrer' the

definitions of the 'self'- sar'ç 1lç jnii ,.ic-.::,, fio:n har,,ing to examine the

abstract. philosophical . orsthetic ario'eihjca' ast')e.ts c;f manv sequences of |ife.
'J cion'i llnov, r.herriitl ii': poid rr;usi: ] l._.. -; .,,}i:i..:rr I lik: ir.'

Bul Lea:-rrne Iii rnill th-torn ttrÉSr iiirc:i:r:-,rrrJ trirnis,es open Io question

and chanet

Let us. as \^'as cjont- above fc.,:- i.ca:-llnr j :nl I., hsr scrne of the changes

rn'iriù u'e shall be l+'il_iine to .all Learnine IIi.
(a) The ind:r'idual rnii:lir iearn tc Toii-,- morr readilv rhose habirs the forming

of u'hich u'e call Learnrne II
(b) He miebr iear, tc cjose fo; llrrnsel: rhe 'ioophojes' u'hich would allow him

to avoici Learnine III
tc I Hc might learn rc c-:iansc the irabri: ;rccoirei bi, Learnrng Ii.
(cj; Fie migtr ieart. tLz: he rs a cr-earui: u'hr:t cvr- z.ni doe: unconsciouslv

achieve Learnrne Il.
(e) Fic rnisnr iearr. rc iiriur or direc: Lus l,ea:-r:rng il.
(f) If Learnins II u a learnirr-t of the contexis ci Learnine l, then Learaing

II] should be a learnins of ùe conrexrs of those conrexrs.

But the above irsi proposes a paracio>: Learning III (i.e., learning âbout

Learning II) ma1' leaci either Io an increase in Learning II or to a limitarion
and perhaps a reduction of thar phenomenon. Cenainlv ir must lead to a

grearer flexibilitf in the premises acquired bv the process of Learning II - a
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freeCora f'rrorn tbeir bondage.

I once heard a Zen tnaster state categorically: 'To become aacustolDd to

anything is a tcrriblc thing.

But any frcedom from tbe bondage of babit must also denote a profound

redcfinition of the scU. If I stop at the levcl of Lcarning U, "f' am tbe

aggTegate of those characteristics whiô I call my "character". "f" an my

habits of acting in conrexr and shaping and perceiving the contexts in which I

acr. Selfhood is a product or aggregate of Learning Il. To the degree that a

man achieves Learning IIl, and learns ro perceive and act in terms of the

contexts of conrexrs, his 'self' u,ill take on a sort of irrelevance. Ttre concept of

'self' rr.ill no longer funcrion as a nodal artument in the Puncruation of

experience" (Bateson P. 27al75).

On a first glance ir ma1' aPPeaI thal awareness and acrion stand in

antithetical opposition in the sense as understanding everything m"kes one

unable to rake a decision. Theoretical understanding of reality is in fact based

on such an opposition and converselv defines its uniry as aD evolutionary

process. namelv as the developmenr of the knowing subject himself'

Laplace's "infinire intelligence" berng aware of every paride of tbc whole

universe nevertheless does nor have any reasonable knorgledge, because be

himself is no ionger a Pan of that universe. He as a knowing subjea bas no

place in that universe and his knowiedge of ir has therefore no PurPose'

Betng on the othel hand comPlerelï coDtext-Èàound like one of the

marerial pan'icles would again render ir impossible to gain insigbt and

knowlecige. Again such knowledge would Iadr any PurPose'

1 is therefore the growrh and development of the knowing subject as Part

of some contcxts v""bich provide'knowiedge with seasible foundadons'
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If knowledge is bur a ser

applied, the subject (reacher

rransformed (evolvcd) by the

the conrcx of application.

If knowledge is but emorion, feeling or awareness, he may become
involved in the sense of becoming encapsulated and rocked; by chaotic freedom
again therè will ocsur no developmenr.

The complementarirl' of method (forrn, srvle etc.) and appricarion (content
' - etc.) is characrerizing THEORETTCAL KNOWLEDGE. The
complemenranr processes of formarisarion (giving form) and of application
(giving contenr) together constirure rhe individualiry of the cognitive subject
u.ithin the conrexr of socrar hisror1,. Bur hou. this occurs has nor yet been
clarified.

!. Inruitive (relerenrial) r,s. formd (operational)
conrrol of meaning

-- 'As rhe narne is nor rhe thing nm.d as weu. as the map is nor the territory,
theories have a'lso ro be raiier meraphoricallr'. Metaphors are indispensable if
we srearivelv want our exDenences in one fieici to be used within a differear
one still to be explored. or if we \^'anr ro oommunlcare bevond the bouodaries
of indiviciual expenences or acrua.l siruarroas i.e. on the level of social Eran.

"The theory of iangrrage since the earrv rrdicidre Ages has repearedly
asseneci that the word our of conrexr has no meaning. The validiry of this
stalemenl is hor^ren'er. confined to apb.asia or more cxactry ro oDe rlpe of
aphasia" (JakobsoniHalle: Fundamentais of Language, T}re Hague r97r, p.
79)' This tlpe of aphasia is, for insrance, characrerized by the inabiliry ,to
produce a puresr form of equarional predicarion. The tautolog.y a - a : or
'no'is 'no"'(p. BI). A patienr with this tvDe of aphasia doesn,r urler,,the

of rules, methods or algorithms to be dircctly
or pupil) is nor involved nor will be be
cognidvc process bur will only be conditioncd by
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word 'kËifc' alone, but according to its use and surr''oundings altcrnately e-lll

the 'kaifc' 'pencil - sharpener', 'apple - parer', 'brcad - ltrtifc',

'knife - and - fork', so that the word 'knile' was changed from a free foro,

capabie of occuring alone, iuto a bound form" (p- 79).

'Tbc aphasic defect in the 'capaciry of n"ming' is properly a loss of

met4angua-ge (our underlining). As a maner of fact the exanples of

equationa.l preclication sought in vain from the patienCs cited above are

meta - linguisric propositions referring to the English language" (p. 82). It is

quire narural that patienrs of this type could Dol be brought to understand the

metapboric character of words. Metaphoric meaning does not cxist if meaning

is reduced to use in actual situations.

"Colourless e-reen ideas sleep furiously"'. Even such a sentence (it was

given by Chomskl'(i965" p. ia9) to illustrate the relatively independent

exisrence of form anci meaning, sy'ntax and sense and has been quoted since

'everl'where'), even tbis senrence 'makes settse', when intcrpreted

meraphorical,v. Sc meraphoric understanding is on the onc hand characterized

b,v a meta - perspecrive (qurrc si-srilar to the above describcd rclation of

learnrng rypes) On thc other hand metaphors are Dot mere (implicit or

expticir) comparisons but they provide an imsrediate and inruitive way of

understanding. Metaphors must be rpontanoously acceptable and cogn'itivc

aclvrry musr be able ro directly sran from the understanding whicb tbey givc-

Bur expenence rs never direcdv of the worlc as ir is (remember: the na"ure is

not the tbjng named), and meraphoricai uuderstanding is Dol to be confuscd

v,'irh lireral undersrandin-q. h is pan of tbe formation of tbe understanding

subjecr hrmself . It expresses the understanding of the cultured, educated and

experienred subjecr.

Bruno Benelheim reporrs on tbe inadequac-v of all translations of the work

of S. Freud in the U.S., because of the lack of a coherent culrural basis to

suppon the understanding of the essendal metaphors of Freud's theory like

"Oedipus complex", for instance (B. Bettelheim: Freud and Man's Soul, New
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York 1983).

Textbooks as well as popular science reports lavishly use metaphors, but do

not provide any real insight, because of tbe arbitrary and inconsistent way

they are using them. In fact. metaphors in textbooks are then no longer

understood as metaphor-s, bur are takerr lireralll' and presentations become

over-methodized. This is a rcd paradox: a "formal" stnrcrure is necessary for

producrive use of rrreraphors. \\rithin a speech acr theor),there can never be

developed an understandinq of the real purpose of the metaphoricaMf the

metaphorical is lacking. meaning is icientified *'itb "use", i.e. is completely

conlext bor,:nd.

I *.Bo.rrbalii's "fascicule de ,"?'r.r-l,rtr" ol sel theon'

begins rnrr|, a sraîemenr v,irrcl, specifies lt: rolt for the srudenl: ie ir, tbe laner

wiil find ''al.l rhe defrnrrions and resuirs... used in this voiume" and will be

able "lc confine fumself rii arrriburinç tc tbem (ro îbe terms introduced t'ithout

definition; rheir usual meanirre.. u'iriù ma-kes the propositions advanced

almosr seif - evicjent". Hence. "tbe resu-lts of set [hcory"', preseDted togetber

r+rth their iorrrajizarior, in the canon, are most cenainly an objecl of teaching.

The means suggested ro the srudent for mastering the use of this theory is the

"usua-l meaning", thal is. on the one h:nd, a gencral and somehort'

onrolosrcal merapiror, and on rbe other hand a "literal use of the definitions of

the technical rerrns'' (Godemenr 1963,p.Ig). ln fact. much care is devoted, il

genuine texrbooks. rci pres€Dting a iarge number of exercises. "tbe lacli of

u'hlch woujci reduce rhe uri-i:rr of a booi: rntended for beeinners tô ai.mosr

norirrng" (ibid. p.,17 i. hlasren' of ttre conjecrures rn this fundamental chaPrer

is rhus marniv semanrical. The proofs of tne most difficult theorems and tbe

difficuiries of iogrc r,r'ili be exam-rned in another volume (book one) aDd from a

"formalisr" poinr of vieu', rhe vier.r'of the "fascicule de re?'sultats" of being

declared "najve''- Hence, rhe srudents are expected to cbeck tbe validiry of

whar thel' pul fon^'ard in this field through their possession of a
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"repnesa'$târion" of the things abour which they talk'

s*ts a:r.e Ê !ùrrt or substirute, a universal metaphor for matbematical

srrljËtu1.es, but a large number of exercises are in facf necestary to distinguisb

the 'righrfuJn' lrses of formalism from those which are beset witb gross and

unsuspecf Êci c$ntradicrions -

ly\rhat we :!ïÈe upon comparing the naive use of tbe idea of set witb set theàry

as a fonrral discipline, and upon noticing that in Bourbaki both occur witb

sornewhaî indistinct borderlines, is that inruitive and ontological meaning and

rechnical sense in modern mathematical theory cannot be brought into

positions which ar-e clearly separared from another and static' Matbematics

alu'ays uses metaphors and as well tries to rcgUlate and control tbc inruirivc

meanings. To say il in orher words: foundation arrd gTowth of knowledge

become more and rnore intertwined'

Pure mathernatics has used the norion of "Eet" as a universal ontological

merapbor in an anerupr to keep its unity. Tbe logical paradoxes bave dcarly

shou,n ùrat methocis which were everything but inruitively dear and simple bad

ro be used to :nake tlis onrology-* work (besides, these atteluPts werÊ rrot very

successful). For the rcarhematical researcher, this ontological DctaPhor bas

aiways been embecided witb,in the srrucrure of a mathematical sryie cxPrcssiDg

Eathematicd practice as srmbolic acrivitl''

symboiic modeis 01 representations do not liberare us from the necessiry of

baving operarronal sl,$rËms and inruirively accessible ontological foundations

simultaneously, r*'hish sbouid both evolvc in a parallel fash'ion, or' in tcnns of

school Erathernatics, of having formulae and applications' The represcntations

themselves are lnehïdes of this double movement. lD any case' they must rcpiD

their iinkages with rhe operatioaal processes, and with the objea ficld of tbc

knowledge whicb is to be deveioped. Flence, tbey cannot be transformed into

isolatcd objects of insmredon, as in Papy's books'

Naive ser thcory inrendcd to be a meaus of understanding bccomes an
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objecr of teaching.

Thc urain reason for this is quire obviously that the concept of .ret ir not a

conlmon concept that can be naivcly elaboratcd in a directly usable form. Is

there, however, no possibility of economizing some exercises aud some

reasonings by the use of drawings?

"Tlese round figrrres, or rather these spaces (for it does not matter which

shape we-give them) are ver)' appropriate to facilitate our reflecdons about this

marrer, and to reveal ro us all the mysteries r,r'hich one boasts of in logic aad

r,r'hich are proved there u'ith much trouble, rn'hi.le with figures, evcrything

jumps into the eyes." (EULER, Letters to a German Princess, Part 2, letter

XXXV, 17.2.1761).

Hence, u,h)' nor use these round figures in a corner of the blackboard or at

the margdrr of a page rc accompan)' the correcl mathematical discourse (N.

Bourbaki. Topoioriie ge?'ne?'raie, Ch. I &.2, second edition 1951, PP. 12,

131...164) Trre srurjeni, of course, u'ili nol require that the use of these

fieures be accourrreC f ol. \4rherire r their function-, is essentially heurisric, as for

Euler who uses them ro enLrmerate the svllogrsms and to assurc himsclf of the

compiereness of his srud1, or, more simpii' jusr for shora', as in G. Papy's first

proposirions. thev are sugsested as means. the srudenr being expectcd to make

good use of them. "Graphs'' are a srmple means for tcaching, among otbers,

tbe naive tleon' of sets (or the iogic of dasses) the value of which ma1'

crumbie as soon as thc pupils ask to see horn' it works.

Tius is what rs bound to happen il tht plan to extend teaching of formal

srrucrures to thr secondan' Ievei and even bevond is forsred. There is no lack

of justifications for'rhis neu'plan, this is nol even a rratter of discussion, but

ir is no ionger possible to increase the explanations and exercises, nor to fall

back upon an entirei,v rigorous use of formalism. The teachers wbo have to

answer thc pupils' guesrions, and rcspond to their failures, arc rrot going to be

able to rerain nalve set theory as the main object of teaching. Iu fact, they
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will be led, by the rcquirements of the didactica! @ntract, and for tbc rearons

we have quoted abovc, to transforsr tbe inruidvc means of conrrol iuto an

object of tea"hing (in France, eomewhat officiously, despite being widespread,

while tomewhat more officially clsewhcre). Moreover, tbe mcans will have to

function as a genuine model, the pupil rightfuly rcquiring that hc bc ablc to
answer all problems by means of the represenrations has been taught. Now
both EuILr's round figures and Papy's "poratoes" do not permil rhig, aud eacb

contradiction will have to be so)ved by the convenrions which must be included

in the method.

To give an example: each complement of a set is a ser. Now it must be

represented as well, and hence êlso the universe; while a figure desig'nates in
fact two sets which musr be distinguished, be ir by coloration, or be ir by a
notation of the boundan,. The idea of "set" fits well to a ser of points of the

connected, compacl plane... the interplay of intersections, however, has done

everything ro produce pans that are .in several pieces, which will be identified

b)' coloring the bounda-ry in the same color. Ir will be necessary to be ablc to

indicate thar one pan is empr)', and to distinguisb a genuine lisr of clements

(in which all elements are represeDted and idenrified, and there har becn onc

autbor who used the term "complete" to the detrimenr of the analysts) of a
drawing in which on]y a generic clement or some special elements are

represenred. Even if one excludes drawings of the poratoes' 'interior", the

boundarl'derer:nines in facr three reg'ions, aad nor jusr one... Every

insufficienc\', every incoherence of the merapbor can only be overcome at tbe

cost of a convenrion, a specificarion, a complemenrary information whicb

teachers and editors reguire of textbook auttrors. The idea that everyone .an

and wiil solve these probiems of representation individually does nor permir

teaihing to avoid nansforming all these convendons into objects o1 1"3ching,

but rather adds to the confusion where the intention was to establish tbe

sirnpliciq' and universaliry of one langrrage.



And the spiral of the metadidactical nose - dive spins faster: wc havc rccn

th.t in order to conrrol the use of Papygraphs thar have becomc objcctr of

tcaching, conveDtiotrs bad to be developed which sharply increascd thc anount

of metalanguage required: "potato, arTov\" boucle ribambelle ("looP dustcr')

tbemselvcr acguire mathematical rtarur, not only in the pupils' mouth' but

evcn in certain volumcs where definitions are formulated in terrns like-'fJnc

relâiion reflexive est une reladon boude?'e Pattout"'

Grear effons bave been made to unify all these particular conventions and

to develop a didacrics of graphs, but the step has not yet been accomplisbed'

ln tbe classrooms, hornever, the process continues between teactrer and pupils:

innovations of all sorrs, whether introduced by, the teacher or by the pupils,

and which of course r,r,il be typical for the hisrorl' of the class, first become

themselves objecrs of knowledge tbemselves, then objects of tcaching, which

bave no cultural basis whatever and cannol be depersonalized'

Tbe pbenomenon whicb we have seen consists of transforming a means of

education, or a means of understanding a piece of know'Iedge, into an objcct

of insm:criorr. lt occurs most freguenrlY r*'hen a difficulrl'or a failure has to

be faced. ln rts mosr familiar form, for example, the tcacher gives a first

cxplaaarion to enable the PuPil to acquire tbe knowledge, but the laner fails

and (impticitl,v) holds the course responsible; u'hile the teacher either chenggs

the probiem to make ir simpler (Topaze effecr or Jourdain cffecr) or looks for

an analoeous probiern tai<ing his frrsr e:rplanarion as objecr of his second

explanatior.. hencr as objecr of sruciy', and frnaly as a subjecr lllaner to be

taught.

Tbe phenomenon of the "meradidacricai Dose - dive" just described bas

been going on for several years. This is aI tbe more surPrisiDg as a large

number of indivrduals wbo bavc received the best scientific rraining bave becn

involved. and as there has been no lack of criticism and warnings: it would

seem to be irrepressible, and oeitber epistemological alertness Dor coIû)IroD

13



78
14

sense secrn Eufficieut to briug it under control.

Tbat this is an effecr of rhe conrrecr established between teacber aad pupil

is rather evidenr, but ir is imponant to show that it is specific to evcry subject.

Hence, it is of a didactical characrer, and its mechanism is described in

detail.

The example we have given dearly shows the role played by the fact that

we arÊ deaiing with a fundamental and almost metamathematià theory.

lnitially, thc didactical contract lcads to a slipping of functions berween the

knowledge whose rransfer is inrended, the means of controlling this knowledge

(its understanding), object of teaching, and means of teaching. Later, or

rather diaiectically, the .hange of function profoundly modifies tbe clements

Present.

The requiremenrs of the didacdcal contract lead the teacher to formulate as

rrLan\: means of conrrol as possible, whiô the pupil may apply in using the

knor,r,ledge the reacher intends to ransfer while he is explaning the objecr of

teaching, transforming these means of controi, according to his needs, into

pieces of knowiedge and skills u'hicb are as text - determined and algorith'nic

as he can mal<e them.

The condirions of the didactical conrract the necessary and intuitive

mera - understanding tends ro be "methodized" and thereby to be dcsrroyed.

No condusions of rhis analysis are to be offered at tbe moment.

3. PARADOXE SUR LE COMEDIEN (DIDEROT)

ln scbool the pupil has to ''close" the problem, i.e. he has to answer a

cenaio quesrion and to preseDt the answer in a certain desircd utanner.

Scbooling esrablishes above all else both the individual's conscious and

unconscious relationships to knowing. "lndeed, like any social insight, the

judgements that reachers make with regard to srudents, panicularly in
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cxamination siru'adons, ta^ke into accounl Dot only knowlcdgc and know-how,

but also the intangible nuances of manner and style, whicb are the

imperccptible and yet Devcr unperceived manifestations 9f the individual's

relationship to such knowledge -know..." (Bourdieu a.o. t97+, p. 338).

But does style represent all aspects of the rclationship to knowledge in

guestioa? To makc a problem one's ol^rD, to have an "inrrinsic" morivation, to

get involved etc. erc. all this seem ro be acdvities in conradiction to the

process and purpose of scbooling or not? Tlre quesrions arising here are very

brilliantly expressed in Diderot's "Paradox of Acring". '.'Les comediens font

i'npression sur le public, non lorsgu'ils sonr furieux, mais lorsqu'ils jouent

bien ia fureur" (190). And a ferr'.lines later Diderot writes: "... ce que la

passion elle - meme n'a pu faire, la passion bien imitee I'execute" (191). Whar

then does ir mean to knou'? To be inrrigued, engaged or occupied by a
quesrion or a probiem? ls that enough, or is it at least the essential aspcct? Or

is it more essenrial to rrr:rster the problems and skills in question? Do

proficiency in the skilis and abilirl' to apply them correctly in rnatbematical

pmblem solving rËpresent the goals of mathematical insmrcdon in scbool? Tbe

paradox of acring suggests something else.

Tbe subject bas to distinguish berween himself, the knowledge and the

object, and onlv social inreracrion will help to achieve sucb an objectivation,

whic.b makes the real knowiedgc.

The paradox ma)' thus bc rcsrated: in tbar uloment onll'as my knowlcdge

is no longer mf individual personal involvement but is social knowledge, it is
m1'knowiedge.

Even a person's most intimate experience is a conscious anirude only

insofar as his dealings with ir involve explicir social knowledge. However only

knowledge of a persond kind can be tme, because tbere is no such thing as

consciousness as such or in general. On the other hand consciousness is

however Dot a personal psychological rrait either but is conscious activiry.

Passive contempiation or reflecrion is not an alternative to activiry.
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Coneciousness is itself activiry. Secondly: activity needs always external

oppoffunities for objcctivation. Tbere does uot exist awareness as a Purc state

of the mind aparr from knowledgc and activiry. Tberc_exist different kinds of

knowledge (whicb means knowledge of different content) and diffcrcnt tyPcs

of activity. And last: objectified personal knowledge PresuPPoses above all a

personal biographl,. He hirnself is the problem posed to the knowing subjea'

For this reasons Diderot said: "... il y a rrois modeles, I'horr-me de la

narure, I'honme du poete, I'bomme de I'acteur. Celui de la uafure est Eloins

grand que selui du poete, .t .èl.ti - ci moins grand encore que celui du grand

comedien, le plus exagere de tous" (186). The actcr is tbe gÎeates: of therr all

because hc himsclf is the object of his creative activity.
,,L'homme du poete" in Diderot's essa1, is in a cenain way and fo: ut

moment to be compared u'itb tbe researcher. Tbreoreticd }:nowieège z:

produced bv research activirl, is to be "objective knou'ledge " Th: c:lcess of

objecdvarion and substantiation of knowiedge demancis tb'. d.stircti.o, ,o u

cenaiD degee al Jcast, of rhe "conrexl of jusdficalion" frcr, tb: "contsir- of

discovery". Onc migbr, for insrancc 6ee the objectiviry of scientific knorr'ledgc

to be attriburcd ro rhc possibiliry of reproducing that knorfflecige independent

from "ri.me and place". Knowledge of this kind is beavily dependent oo

(uniforo) metbod, and tbeories aIe to - day in fact to a greal degree of a

metbodolog:ical kind. We may since the lndustrial Revolution witness a

gmwing "methodolizarion" of theorerical knowledge . Ti:js "methodoiogism' of

mathematics and science in general especially during tbe 19th and 2cth

cenrurics results from the facr that science has been rurned into ar: actidry ani

a job of large social gToups, which are no more of a coherent rharaç1s7.

Metbodologism is'a result of professionalisation- As in the îace al growing

specialization and d.ivision of labour, truth and coherence become explicit

aspirarions in tbeir own right, and are no louger aD automatic by - produA of

professional researcb acrivity. Wc bave no tDeta - knowledge beyond the level

of thcory and science. On the other hand is the PnogTess of science and
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rechnoloç' too rapid and subject to overspecialization thal one cannot gain

much from the contact with it for tbe general development of the human

subject. At leasr many educators see serious educational conflicts here. But

there is no human consciousness beyond thc scientific one and the

differenriation of science has been connected with a tremendous cxtension of

the scientific experience of reality.

Again Dicierot's essav iin-ks this observarion u'ith the problem of education

in school. The mosr dangerous propert)' for an actor is "sensibilite narurelle"

... "c'est I'inegalite des acteurs qui jouent d'ame" (128) and: "Eile doit

conduj.re peu a peu I'acteur a la maniere eI a la monolonie" (138).

As delicare respcnsiveness of the actor (or PuPil) leads to monotoDy, so

invoivement and intrinsic motivation of tbe scientist (or pupil) to

one - sideciness. Aiu'ays "la faciljte de connaitre e! de copier toutes narures" is

ven acivanlageous.

Uncier the circumsrances of ùe ''ciidactical contracl" this rrral'lead to tbe
--i.t-- j-9*^r-;, ,- .".-t -r:-; . :.,.1i. ii--itl^;:r'!.-/ :.' 'rl,ra4:ta4*t

iciea thar ro shcu ralents rs the most imporreint tlatng. "Etre intelligent c'esl o

faire ce gu'on arrend dr vous'' was one of the accusations of the srudenl's

revoli in Pans in h4ar. 1968. The connecrion wrth the academic disciplines will

nor heip here The specialrzecl researchers seem addtcrecj to the sa-rne t'?e of

ideoiogl', even rirough for quire di*fferenr rea.sons (the ideoiog)'of the geaius,

thar means the orie bernt abie to use the ''rules of tbe gam€". the meùods

proper. rr, the most penecl ErâDDeir.

Onir if the onentatrorr tor^'ards an ob.lecrive meanlne Sained some

promrnence wouici r: br possible tc frnci ti:e necessan' ciisrinctions berween

method ancj human acn\'lt\. Bur foi the above mentronecj atrirude "applied

marhemarics is bad rnathemarics' (Halmos).No wonder then that an eminent

mathematicien, G. Hardi', a follower of the vieu' that uriliry and beaury are

inhererrrll,in conflicr, v.,ould even in 1940 lbink ir unimaginable, that the work

of Einsrein nighr frnd serious applicarions.

We are nor to persorialJr- blame anybody. Specialization and division of
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labour resulted in a distinction of the tactics and strategies of tbe coordination

of the professioaal activitics on tbe one band and of the social - historical

process of objectivation of knowledge on the other. Wc also witsess the

historical evolution of new forms of interaction of these rwo oontexts' To

sigaify these tendencies, which render Pure mathematics as it has appeared

during the 19th cenrury, a histôrically relative phenomenon' we havc used tbe

lerm "complementarirl"''

Tbe assertion that "the mind is opposed to objective world, because it is

my way ol rrealng tbe world, derermined b1' my biography" remains true only

insofar as I am not able to consider m1' biography as objective in tbe coûtext

of social history.

Diderot,s paradox tells us soBething about the universa-lity of tbe foræal

anirude. If "rensibilite narurelle" leads to monotony the "forrrral approach"

may resuit in objective flexibiliry and objective sensitiveness' Theory is amoug

orber things a lvay of seeing the world' The methodologism of specialized

matbematicai (or scienrific) acrivit;' thereby Droduces a universalism

(mather.,rrics as universal forrr) whicb mav aPPear as Paradoxical solDetimes'

Pure mathemarics does nor concede to the question of the applicadon of

knowledge an episremological roie, although the universal applicabiliry of its

methods and concepts is a.lways srressed b1' pure mathematicians' Diderot bas

bowever told us thar fonnaj sryle is either mecbanism (to best bc implemcnted

oD a uraehine) or ir is nothing bur the represeDtation of tbe %@
Tbe artempr ro mainrain meaningful iinlcs between the scientific metbods is

no longer possible, although ir is a historical fact thar the large reform

projecrs during the '5Cls and '60s, *'hich were committed ro the scientific

development of matbematics and other subjects, were also devoted to aD

interest of srrengtbening the comraiEneDt of the "didactic'l conrradD' lbe

fundamental phiiosophl, of these efforts is probably exPrcssed srongest io

Bruner's "Tbe Process of Education". They failed because of a too aaivc and

too optimistic view of the relationship between science and society'
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The Paradox of Acting in particular applies to the scientist as it does to the

pupil. Under what episremologicâl and social conditions then, is a

comprehensive orientarion towards knowledge possible? Under the very

different historical circumstances of the 18th century Diderot exdaimed:

"l'experience! toujours I'experience! "

And as to mathematics, Diderot as well as maDy of his contemporaries,

Lagrange among tlem, beiieved that mathenÉtics had come ro an cnd of its
growth. "A greal upheava-l in the sciences is imminent. In view of the preseur

aspirarion of the great minds, I should almost like to daim that tberc will nor

be three grcat mathemaricians in Europe within a century. This science will
suddenly remain fixed to the spot where the Bernouillis, E"ler, Maupertius,

Clairaut, Fontaine, d'Alemberr, and Lagrange have left it'' (Diderot 1754, p.

31). Similar sraremenrs have come down ro us from Lagrange.

Ir is a well-knor+'n fact that Diderot's and Lagrange's fears have not cone

true; rather, tbe "gteat upheava-l in the scieDces" predicted by Dideror seized

mathemarics as well. and Jed to nevt developmenrs of method and object not

andcipated. The new srvie of mathematics, which began rc emerge ar the tur!
to the l9th cenrurv is the one represented by pure mathemarics in the sense of

Bourbaki er aL Tc - dav we rrla)' probably encounter aDother ruraing point in

the history of the matbemarics as well as of mathematical educarion.

4. THE "FORT-DA" GAME (S. FREUD;

Tbe psvchoanalltic theory about tbe origin and evolution of the symbolic

function provides the social relationship of the subject with its motber with a

fundamentaj imponance, whrch the "fon - da" game allows to bc analysed.

Tbe child makes a little puppet disappear and rcappear again at its will

and with a recogrrisable emotion. Tbe separation from its mother, whorc

appearance or deparn:.re is neither foreseeable nor to be controlled by the
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child, cauges frustrations for the laner'

Thc symbotic significaDce of the 'fon - da" game for the frustrated child

seems evident. One should keep in mind however that this sigaificaircc is not

consdrured by the differcnt elemeats - tbe PuPPct for instance is not a

represeatation of the mother - but by the dynarnics of the situation as a

whole. what provides the siruation with symbolic meaning is not i15 sirnilaliçy

with the ,realiry" only, but the possibibties of bringing it inro manifold and

differently balanced reiations witb that rcality'

An auromatic pupper moving in a completely regular fashion cannot play

the same role, as the chitd foresees the movements of the puppet and this

destroysthechild'sinterest'Apuppermovingcompletelyatrandombowever

wouldbetoorealisticandwouldonly,causeangrrishforthechild.

The continuance of the pleasure is linked to the disappearauce of tbe

puppet for the PurPose of its renewed coming into vier't' again'

soon however rhe efficiencv of the control over the PuPPet deprive tbe

siruadon of its capacitv to emotionalll'express the child's rclation witb its

mother.

Tbe purpose of funcrion of the stobolic siruation bora out of the desire to

compensate the frusrrations and emotional tensions, deceives thar desirc

througbtheverl'actofitsapparentfulfillment'TbesyrrrbolwbichwascracÎcd

to realize exisrentialll' that n'hicb was not rcalizable in the relarionsbiP *itb

the mother inherits frorn tbe loss of tbar potential tbe original fnrsrations'

Thecreationofthesl,rnboiproducesitselfthe''Kastrationsangst',(Frcud)

u,hichinitsrurnmakesilnecessan,tocrealeanewsymbol.Tbechainof

meaniags is without an end and is oPen '

KnowledgeaPPearsaStbccauseaswcl]astheobjectiveoftbeinvestment

and involvment into a particular s)Trrbolic siruation and also thc cause of tbe

disengagement and disenchantment'

For to provoke an initial investment into a siruation, whic'b sball lead to

uew knowledge, this siruation should be open, uncertaiD, promising alrd rhould
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causc s$me uasâ,sincss. It should allow for the play of desire and dcciriour, of

hopes an.l anticLpations, of resumption and rePctidon'

Tlre siruadon should bowevcr concede a ProgTessivc contml over the

cmotiond investment only, il tbe envisaged knowledgc is rcacbed' Thcn the

siruation gets closed. The quality of a person's cognitive behaviour is

clnstituted by the gualiry of his anterior knowledge and by the altcraatives

cnvisaged'(and chosen or rejected) by him within tbe situation in quesrion'

With respect to the knowlcdgc there are two movements inverse to each other

asked from the subjecr in this process. First tbe accePtaDce of thc unccrtainty

and the risk of a game as welJ as the unprejudiced igrrorancc associatcd to

those, and second the rejectiol of all that, confidence as weU as the stroug

interest in tbe clarity and determinarion provided by insight and knowlcdge'

Tbe passionaîe Playet seeks his pleasure cantinuously and exdusivcly on the

level of the first movelnenl

The serious stud;, of probabilitics requires however a distant and rcflexivc

anirude opposcd to thË pleasures of piaying' '

In addirion to that il is not possible to have a prescribed or fixcd

hierarrhical relarion between the two movements, resPectivell' the atrirudes

constirunng theur, nor to have one absorb the other' Ooly for l'aPlacc's

'univcnal lnteliigence" rbe rwo are idendcal. But thcn tbcre is neithcr

knowledge nor uncenatntlr.

The human subject has iu a certain sense to knou' whar be does not yet

knou, and has at the same rime to {orget some of what he alrcady knows or

believes to knort'.

One b,as to kno*'rrlore as weU as less than one "knows"' Tbe aCtS Of

avoidance as typir.lly shorn'u by pupils illusrrate this dialcctic very wcll'

Altogerher one nmj* in facr observe tbe inclination of certaiD PuPils to ta.ke

on will.ingly the first momcnt, namely the quesrions and problems' tbe

uBccrtainry and opeunes, the eomPlexiry and the planng oD tbe vcrgc of

knowledgc. But they cannot quit or leavc this gambling, autotelic,
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urrecompensated behaviour and cannot cngage in a really respoariblc Eoâluler

into thc second phase-

For otbers it is impossiblc to accePt the firtt moment' Problems and oPeD

guestions are nol tolerable for those. Any uncenainty or oPennes sccms to

sigaify a srare of prirnitive personal existence whicb they desire to have already

overcome and surpassed. A question without an immediately conccivablc

answer causes aoguish for them. They obsessionally ask the teacher for

answers, for decision procedures to reach an answer, for algorithrn5'

There exists a second paradox in the *"1j ,h. subject develops b,is activities

of sFnbolisation. To engage into an oPen siruation and to gradually gain

control over ir apparentl), rePresent on the one hand exactly the conditions

necessar): for the acquisition of nev.' insighr and knowledge' On the other band

one ma)- consider these actir.ities to be the usual ernplolznent of already

acquired knou,ledge. As a Person solves the problem inherent in the siruadon

be obviousl;, aireadl' has all the knot'ledge tbat is necessary for that purpose'

Tbe fac1 that he learned something from the siruation tben is manifested by

his failure to solve the problem. Tbe knowledge is tbe prerequisite as weli as

the result of the problem solving activity'

Especialll' the fundamcntal theoretical terms are, when one reads and rries

ro uoderstand a 1exl for instance, al the same time the known as well as the

unlinourr. the starting point as well as the objective of the subjccts activiry'

Knowiedge or a theorerical concePt is never to be cxhaustively represented

!v any one probiem, activiry, text, objecr field erc' (We eucountcred this

pheoomenon already on the epistemoiogical level: the paradox of

theoretisarion). Tbis paradox places lea::aing into the compreheusive contex of

the subjects objectified biographl'. And for the activiry of historically

objecrifyiug one's own personal biography knowledge conrributes a fugidve'

elusive but centrally essential element'

The ideal of knowledge is an identify of bcing and knowiDg or thinking'

The canesian "I think tberefore I am" has therefore to be counter balanced by
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aD anitudf v,:ijrh fcunds the objeaivity of knowing on the rcal being. (As tbe

rcal beinrg i: nol a syrnbolic process' this puts hints to the potentials of

symhrclj,aationi.

From the hiçlç;t-l,, nl çiathrmatics we know many instances where not tbc

referentia] r:reaning oi' a sign was essential bur where a symbolizatioD like the

above can orr)1, f,e l;rrdelsrood reiared to the dynamics of the problem Situation

as a v.'hole. On ti,e utirer hand

we know that thr d;rnamics of the problem siruation is intimatcly and

inseparably linkcd with s.vrnbolization '

Not c,nly does solving a problem often mean to rePreseDt it Eo as to maJce

the solurion ''obyioi:s" û1 transparenl. \A/ithout seeing s)rynbolization linked to

the dy'rram:cs of tlrc sitlralinn, we would nol be able ro understand how

somebocll, could frnci thr eï]s**ei ro a problem unless he already knew tbe

answer (cf . Piarol.

Probiems irntentic,t'is, eoals) and sirnbolic means and models are the rwo

sides of one coirr. Empir"!ral resr.arch presents findings saving that srudents

with higher maîhfnlarrr..al ai.,ilrrirs. v;irrrr tf ing to solve word problems by

means of equatir:ns, d-rd nar - as the less able srudents did - try to name all

the occurring mesarrudes nr unkno*'ns, but insread immediately looked for

the relevant relartens or equational relationshjps (cf ' Doblaev 1969, Soviet

Srudies in th Ps,,'chologu o:' LearninE and Teaching Matbe"'erics, SMSG

(Kilpatrick ed.11



THE FRAGILITY OF KNOIYLEDGE

GBrousrelu-MOht
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The orridor cf tex', g4qerstandrno

.Ierrs musi b€ understood lrierall-v and metaphorrcâlfy !t tbe srme ttme (cl'

Ohe/Zaweoowsh ESM 16/1995) Crn we nol' or must we noi' underlttlnd

the compiemenisnt-v ol lttersl 8nd metlPhoncsl reactrngi rs ! iuxtaposttton

o'twc crilerenl tex'ts-'Ever! interpretairon o'l l gtven texi wûhln one's own

conîex: tmDltss r rÈphràsrng oi the oncln6l ter! melns 
'us': 

to ProOucÉ

EnotnF'lex'. lnlet'prètÂtlor, ls thÉ mêetlnc of ls: l€Byi twlc' texrs th€ t6x'1

pfesenlea Ënc tn€ lexl crestec ln response h ls conseouently În€ tne€tlnc

ol twc suDlecl! ol twe ùuthors "r' ten l-t no'i e thln-c lnd thsrefor€ th€

conscrousness o' th€ p€rc/Elve' c.àn neve' bc êllmtnrfgc of neLttr'ir2Fdi' {M

B.khirn)

Bui lnevrtablv tne guesilon eill rnse: w1t!r€ is the gcnurnefy ruthentic

texl oi whrch one is the essent.àl intêrpretltlon? '.ls the taxl or thc r.âô?t

thtsourcco{meantn-cT.lnc,eed,thlslas..loueStlonlPpGlrsove!'|ncover

âgErt, Stanrey'Frsr' (sae Frsr. 198C) t€ll! us tnai tnls guesuon has for year:

b.cr tne locus o! much deDeie In ltter!ry thÈoly anc tnstructron. Ïht

cructa 6îet, tn comrntr out ot tnls olchoroTÎ)' wili. lccordlnç to Ftrl,'s

aroument8l,on b€. tc seÉ tàsl th€ ctârms nerlhef of lh€ tèn not th€ roaoer

cor,btuphetc,becau$Én€ltne'hasthÊtnoep€noenlStstuss/t|lcr,roulc

msk€ tls clârm posslble, but both the texl. ânc the teâd€t rrc tc bê

suDsumedunderthelrrgeIcrtegoryo'lnlgrPretltlonlndlnterPret'YÊ

eommuntty

"lndeÊd, rt ts lntÈrPrctive communrtlcs, rrthêr than cither the texl or

the readet, thal produce rneanings lnd lre responsible t'gr thè cmergenc€

ol formal leaturcs. lnterpretive çommuniùes !rè mrdc uP of thosa rtho

shrrc inhrprctive str.legres not fdr rcecting but for wTit"lg textr' lor
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aonstrtutrng therr propcrtier ln othcr *ord\ thesc rtntcgics rrist prior to

tht acl ol readrngr end thcrelorc dèlèrrnine thG shrPc ol whql is rced 
-

rrther th!n. as ts usually assumcd' the other way lround Evcn this

tormulatron rs noi guite cDngct The phraSe ïhose who Ehrre interPtottw

strategres' sugoests thlt indrYlduels srend tpsrt from the communitics to

wirch the), no*. Enc then belong ln tater ersaYs I wrll mâke th€ poinl trut

stnc€ tn€ trrouçlhls an tncjtvtduai Gàn thlnF rnd thG m€ntal OperrtlonS he

car, pe1forn, have therr gourcÊ tn some or otnet lnierPretrve community' he

rs as much s product ot th!: communirr\ (actlng as an erlensron ol iÙ as

thc rneànrnos il enables hrm to prociuce" (S. Flsh f98O, p- 14)'

Fo, Frsr tne lact that'lselves arr constrtuted by th€ wlys o{ thinkino

Bnc seetnc thôi rnh€'e ln soclâ! oroantzlttons" anC tha'i 'These constltutÈC

serves tr, lurri consl,lul€ texts accordtnc tc tnese stme ways" (p 336) lcad:

t. tnr çoncrusror tnel 'Ine opposrtlon b€rween obrectlvô' lnd subrectlvrtv

r-. é tals€ on€ be.suse nertne'ertsts ln th€ pure tortn th!'t would çtlve th€

opposrlror lÎ.s pornl" lp ?32. There ertsis howÈve' tn oDlectrve tenuSi

Freanrnc wnrcts ts noi tc b€ toentthec wrti th€ meEnlnc Saperlences o'

netlher thÊ autho. no'th€ rêaoc:, rn6 D t€xl may,gei "overwhelmc€ bl!'!n

trresponslbte reloe"'COnlra.'a tO FrSh'S oDlnlor.. AnC vorle: ell thts lS tru€

even tnouot, one Doul6 shrrpen Frsh's ar-oumcil rbortt gatves and

oonscrousnesJ bt sîress'ng tne tàC th!'l selves lr€ nol hotnooencous

entllre! Duî àr€ ''socreltes oj mlnos" thetrselvcs rnc consclousness l! noi è

unrttr\ 9iÈnomenDi, enhe'

lt-( ncl lnÉ DtÊtÉ h:t't tc oc lnto these mrtters lTlorc orcply Wc ont-v

b'an'. t( lvorc ou,cr rnc chÔs;.. mtslnterDrctallons ol the cssenrla: fùct th!:

therÉ ErwÊys !rÊ rnor€ tnan one tGf. Thc tcxi r! thc Otrecl roeln-v bd n ts

not on€ têx: bui tnerc !rÊ two, or rathei mrny, Îêxts

Thrs rs the essentlal stàrtlnc polnl, becausÊ tnere cln never bt

l(nowleoo€ without s knowlng subrèct ln coucetlon one ott€n meets the

rrther nrwe opposrrron ol learnrng bV being told (lclming hom tcxts) v:r

iearnrng through dlr€ct oxPerl€nc€

The pornt rn rll thrs is erther: conceivê knowlcdge es ol a monolooac or

on the contrury as of a dlalogrc nature. Do pupils hcve io vcrbtlly
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reproduee the arguments .nd tertr rcprccnting lrtthorÊcd tnowlcdgc or

are they expesl€d to produc. their ovn lcÊounts or '13rts* rncl lo ttrcrrby

contribure lo lhe -orowth ol socral knowlodoe Thcre is r lÀst ùmount ot

scholarày worh on the lmpecî of lileracy in oeneral and ol the inventron ot

the prrntrng press tn partrcular on human thou-oht rnd lêlrnlng- Lal us

quot€ tr..c such ârguments .'My pnhrry h-v?othesls is tlrat thc lnventron of

wrrtrng, anË PôntcuiErly the atremF to cteate aLnonomous text resuhed ln

theresil?nmenlancspecraltzaironoltherhelorlcâl!ncloolcslfuhctlons.

Consequently', the tanguaçre was specraltzed lo bettei Eerve the truth

luncirons at th€ êxpense of the soclll or aulhorrtrmarntaining tunc'tions'

Mor€ Dre:rsei},, it lhe sîrterîent wrs tru€" thtl was r sutftclenl condition

lor tts b€rnç tn oroe-' (Olson 19rc, F 74). And the 3ocond: ''' it ls no1

accroenrai tr\e1 mDtor sreps rr. tne oevelopmeni ol t'hlt we now call

,scrence,followeo thÊ tnt!'ocjuctron ol mrror chrnoes ln the channels oi

Dommunrc.ttor' rr, BaDytonre lwrrttng), lh Ancren1 Graece lth€ àlphrbêt)' and

lr, westerr' Ëuropt (Prlnlrnli) Tne spccifuc prDposttlon ts thrt vrrtlng.

lnc morr espccrâlly alphabctrc lrtcrlc), tnrot tt possiblÊ tc scruilnlz€

otscou!'s In Ë drttereni klnd o1 rtty b' grflnç orai communtcrtton I

sehg-pêr?n8n€nltorm'Eltneslm€tlm€lncreasodthePotcnt[l'tyfo'

gumulgt'v€lÛ]ow|êogÉ,3sp€clâllyknowlcoçteolrnabstlclklnd,bcctu'cn

changrer the ntturÊ oi communrcatlon bcyonc thti of trce-to-fecr contrci

!! l,eil as the syslert' lor th€ Storr-Q€ oi lnlormttlon; !n tnts ury è Yloe:

mnoe of Tnough:' ïas mâo€ lvrileble lo th€ rÔlcjlnç Publri Nc longer dl6

thÉ Prob|e'Î, o' memor}. storaot oomtnltÊ rnen.s rntcllcctul| lile; thç hurnlJ'

rnrnc wÀs freeC to stuoy strirc ïext' (rathe: thsn b'e ItmrtÉ tsy

panrcrpriror' rr, the ovnrmtc 'ut'tcrtncel'. . " fGooo)' 197'7' 9 51' 3Z

Bui loarn these slalemems æomc betler uno"rstrndÀbh when

rnterprerêc In tèrms ol a drarecttcs ol untty Y's. PlurtlÉy ot terts or. to aty

at cllfforcntly wrth the drrlogrc chlrlstrr ot knowl€oge in tnlnd' Mlny

ruthors hrv? glrlmed thlt the Rcnaissence rs woll rs thc Jc|cntiûc

Revolrrtton ol the 16th lnd 17th gÊntunes wrs tsltsntlllly mtctc possiblc

through eBntrilugàt t€ndoncl€s and the iuxteposfion or aomP€tition of the

thereby emergtng lndrvldurl torcss' Struik and rlso Necdhrn in cotnPtring
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thc siturlion .in Europe with Çhinr lrrvo pointod to thG tssantirl tob of tÛl.

decentrahzed ttructutc prcrentc<l by the mrny nther indrprndent toen

siltes espocrally in ltaly, the xeinedrnds rnd Gormany durrng thG to Gltlod

Screnttfrs Rcvolution. ll 'Ihe mltn cvcn{ seplrrting thc pcnod *e crll

Renarssance from the Mrddle Aoes wes the invenhon ol printing"'

ll'then prrnt made it more productrely possiblc to compare !rgumcntl

(Contraorclrons or connecrlohs b€€âmè more visible. Mdrtronal oÈvelgPments

or new rntellectual combrnattons rere enoouragêd tnd ditterent rcaclgrs

mrghi discuss ù speciirc aroumenl rrhich could b€ Pr€ctsety loceted in

ioentrcal printed çoPtes), 8ll thts ptesupposed the eristence ol e Potcntlll

reace:'shtp with its manifold .nd diverse interests' Cumuletrve grdth gf

knowleoQÉ wâs flcilttaled throu_oh th€ trernendous increase ot texts (and

reaoe's) procuced by the prrntrnc press c'fl has been rou-ohty comPuted

tnri thÉ Venetran pnnters alone produce€ lboul 2 millron volumes in the

1Str cenlur-r/1, anC througl, the lonoe' rroumeni both allowed anc

oemrnde< bry !r. ruronomous tert Aorrn thts PresuPæses the crtstence of

drfreren! .eâoÊ,'s whose readtng prooucê€ all the cdditronai tcns in

rèspônse tc the one whrch could keep ts rdcntrty ty tnèlns ot tnê Prtnttng

Press

Autonornous t€xts .nc tne dllloorc çharester ot undêrstlndlng rnd

knowrnçi |te the comPlcmGntat-v bcets of thlt trcmenOous oynlmlcs gt

rnowleolr€ wnicr. gtancc tomctltnès ln thc 14 or 15 genturt-

Generalt'. howeyer, il may De srd tht: th€ g€ncsrs oi lutonorrous

tBns. r.e tens whlct. ln r wày, sty whlt tney mlrn' stonlhes t scpartuor'

b€twe€r, âuthof lnd terL betrreen creltrvÉ actrvrty' lnc tts prooucr w?llch ls

essentrar, even il l: cltr only b€ @ncetve€ as reirttv€ b€€âus€ every

pnntec autonomour lcxi hâC rlrGady rn coursc ot lts evoluUon lbsorDlL'd lll

the commenllnês 6nc lnterPrctlttons oontnDutd by the clivcrsity ol soctrl

exp€nenoès ln thc hrslonogrËphy ol sctencc, cumulrtrvlsrn has understood

thts sêprratton !s ebsolute to th€ Point of sclsllon, whÊtcls Kuhn's lnd_

Fgy€rabend's instrumentatist Posrtlon would |tkc to heve il cnt"oly lnd

totrlly abrndoned.
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Tht$ as consistlnl with thG trst thrt o'rc utu.lly Glrimt rn opporltion

bctwo€n the tËxtbooh on thG one hrnd end the porsonrl vlcr't Ol thc

creltrv€ sdentlsl on the othcr. Agein I think it woulcl be vcry 
'|lryc 

to sc€

thrs oppositron as t structure-proc€ss dichotomy to contnst r strtic

understandtngo|textboohknowiedgewiththchrghlydyr.ramrcalcharagtcrol

the researct'' àc{lvltles.

Rather one has onc€ rgrrn !o thrnk tn terms ot the oo-ontzrng sub;ects

and nol oniy tn terms ol knowiedge oonten! A tertboo\ cspecially wfien it

3. syç.gssful. never has only one ruthor wherèls the creatrye resealchet

concentrates on what he sees as I dtrect encounter wtth thÈ obiect of

coonrtron tnc lnrs ls whst Jle wlnts to frx in 'hrs "text"' He will thercfore

âly,/sys stress 1n€ rmponance of the spocihcr['ol expressrng an ides ot the

wsv ar of,tèai ts svmbollcâlly represenleé

Thrs drtierencÊ ol sltualrons resernbre3 thÉ dlh€renc€ b€twe€r' Pros€

enc poÊiD a: Bakhtrr, oescrlbes rL "' lr, the Po€trc image narroYl)'

concerved (rn thc lm!oe-!s-troP€), lll 'ctrv(){ 
- th€ 6)n'mrcs of thc

tmâoe-!-Fvora - rs comPleterv exhaustcd by tne plt) betvreen the çprÉ

(wrtn tll rt! rsDès1J,\ lnd th€ obrcci (rn alr ns asPecls)' The ]ord Plungcs

lnrcthÉlnelnrusllblÊwe!ftrrandcontrrdrctolvmu'tlPlrcityo|tncobicct

itseli,wrthtEVtrotnal',stili'ununerèd'nrture;thGrcforcitprcsumes

nothrng b€yond the borders ol lts own contcn (Gxcepl ot coursG' whtt 9!n

D€tounÉlntnetrcasure-nous€olllnguEgleitself)'1heî'orclor-oetEtnÊ'i

rts oDrec.i has tts owr, hlstory ol contradlctory rcts ol YerDâi rgcogniIlotr. rs

weri a! tna: heleroçllosslÉ thsi ls !lw!y.q prcsênl in such rcls ol

recognrttor. Fo'lnt wrtte'of artrsirc prose' ol'th€ cotttr!ry' the obtcC'

reveals firsi ot lll pr€crsery tht soclally heteroglo't muttipllcrfy ol rts nlmes'

c,ehnritons lnd value ,udgments lnsterd ot tne vtrornai fultncss ené

lnexhaustlbilil-v ot tne obtegl rtsell, thc prose wnter confronts r multrtude

oi routes, roâds lnd Plths tht! have bcen lard dowrr in thc ob;eci by soctel

conscroulncss" (M-M Bakhtrn 1*Z p' ZlSl

ln this oontcxt ! sontroverry bctwccn S' Lang end LG' Mordell about

thc guestlon, how to wrtte t tgxtbook on DloPhrntine Gcometry is vcry

illum,nating (sec s. L!ng: Functlmentrls of DioPhlntinc Gcomttry, springcr

li

ii

!
{
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NÊw tort 1983, APPGntlid. Mordell roviowing r book !y 3 Lrng on thtt

sub,ccthrdwnttcn:'.Agcner.|quertiont'trrtimmcditlr}ytugg.st'ltrrllto

trêrderlswhatob,ect.nluthorhrsinmindw.hon*litngrboorSomc

hrve thc true teacner'r rpirit or lvGn r mrrsionrry sPriL trth|ng t0

rntroduc€ their sublecl to a widc circle of rredcrs in thc mogt lttr'ctwc

way. Such an author's trsatmenl is cssenÙally selFconterncd' tho

presentatron is maoe 65 grmplt and cornplcte !s pos-sible' rnd thcrc ts no

unoue oenerallzairon thal ç'ould iend to mrke unnÈc'ssrntt\ dithcu[ tne

comprehension ot the stmpler and really tundamental caseg he is

parnsiakrng in his eftorts to sâve the reader unnecièss!ry rnd troublesome

efiora when the sublecl mekes undue demands on the reader' thê ruthor

ine: lo orve the reaoe: some rdee ol if'e proot in easily understooC

lanouào€. !-anc ls no: such !h ruthor't'Much ol the book ts prlctlcàl|-v

unreÊdabie Lrnless on€ 15 trmillrr vtf" among otherq Eourbekr' the ruthot's

boors or Atoebrarc Geometry ând 'qbêllln 
Varrettes' ano illeil's Founoatlons

ol Atoebrlrc Geometrv*, and ts prspâre'C ôccastonelty to 9ro tc tne onoinrl

souraes iof proots ol some thsorcms nÊGoec lh the PtÊsènt vllutnÉ Llng

mr:- trie the polnl ol vte* ths'l he ts only lntêrcslGc in ruch tcroêis lnd

clters ior nc others lh t!ti\ h€ s!!'s tn hrs ForeworÉ' DloPhlntinÉ

proDlems rePrêscni lomc ol the strongosl fttr!çtlons tg llgcDr'lc

geohet-.)*.'Howeve!' in hrs Pr-ocs gn Prcrcoursnc\ hG r'ltts to thc

elemenrrry nâtuic ot t nuitbet ol hts chrpters rnd th?tr tÊlFgontllnln3nf

M!ny- rêaoer-t wtli 'lot 
loc/'pl crther ol tilrtÉ stlt3ments' Thc roplcs brough:

lo!'eth€.tnthlsYolume.rGo'th€g'ôlràs1inloroslto.ft.wioorg|!lro.

reroers than those h€ te€ms to hrve ln mlnc h ts untortun't€ th!: il will

b* exceeolngly dfilcun tor therrr to lcrrn sotnethlno àbod tnon of thcse

toprcs frorr' the Ptesèntlitor' orvên in lhrs booL The luthor's st1l|c rnd

expositton lelve a grcat ctcal to bc desrrcd' Thc rcsuhs rn lnc bool rppcar

rs thèorrms, proposltrong propcrtieg lernmas' rncl Gvcn t critenon Thc

logrcal ilrstrnstlon b€trccn thcse 
't 

not 'll 
clcar' WhGn e rcfcrcncc rE tnrdc

to onc ol them. th€ rsldet must turn over thê P'gGs of lhc rclcvrnt

chtPter to trnd it
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tln hrs reoÊnt booh on Calgulus, he stltes' 
" 

' ' One *ritcs an

rdvancôd tnonogrrPh tor gnG rclt, bcceusê one wrnts to gwG Pcrmrncnt

torm to onr.E viston ol eome b€rutiful Ptrt of mtthctn.licsr not otherwise 
-

accessible...'comPà'ewithChaucct.sclcrk(thcschollrendtcrchcro|

thos€dtys)otr,'homChaucerslys'lndPltcllyvouldhelearn'ndgl'ctty

terchll (5. Lang, 198E P. 35O).

lo thrs S. Leng replred 6 years later revrewtng Morciell's "Drophanttne

Ëqualrons": "Mordell in his revrcw ouotes frgrn th€ preface ol the firsi

edttron ol my calculus booK but with ln eltsion The full text ol my

sentenc€ run âs follows

One vrnles an lovanced mono-oraph lor onesell. Fç'use one wlnts to glve

p€t-msnenl fol-ll-, lo one'6 vtslon ot some beeutiful part ol mathcrnatlcs' nol

othe..y'/rse eccesstbl€, somewhti 
'n 

the mânner oi a composer setilnc down

hrs sunPhony ln musrc€i notatlon

lslanc Dry the lex'l as u/ntt€n. noi ls quolec ThÉ muslcâi rnâlogy ts rn

erçentl8j Prn o'l whr: I meanï' (F' 358) AnC rn è l€tle!' tc Mordeli he haé

slrc "!rsg Protessot \4oroel,, Thtnx-( io: your letrer' whsÎ !'ou wrn€ there

p''omp/tJ lne to cl!rrt)' som€ Potnts lDoul boo| }Îrllnc l aer nc reason ràr..

rtshoulcbÊprohlDne€tourrrteverytovancccmonoorrPhs'PresuPposlng

suD$rnttrl knowlèdg€ In 6omc hèlés, rnd thus lllovlng cèrtlln Gxposilrons

a: ! lÊvei wnrcl, mly bc fpprccrated onfy b)' a fevr, bul 
'chteves 

! ccttlin

conêrence whrcf-r rvoulc nol otherwlsÉ bê Posslbie' thrs of @ursÉ does nol

precluo€ tht wrl:rnc oi ?lemenl!ry monoorlphs For lnstrnclE' I cDulc

rèwnle propnantrne Geometry bty worklng êntlrely on clllplrc çurve:' lnc

tnus maxe thc boor. unoerstânoable to 
'ny 

hrsi yee: grroult" stuoeni (nei

mentronrncyov..).Bott,tookswoulcthèncosxrs':lmtcabtt-,lncneûher

woulC be ttettet thrn the otnet' Each would tchteve dtftcren: enos When

}4)UwÎIt€olrnyboolth!.iilts.obvrously'î€!nttob€Understood..whrthe'

ts à comPlltnênÎ tor one bool or biame for anothcr' !'ou lre still rnlsslng

the pornt I never meanl Drophanlrne Gcometry to b€ und"rstood

spccihctlty Ùy you, or !n)'one who 6rd not h!v? th€ nthet vtsî bâekground

rcqutrcd tor tts readtng. All my boohs are mêÀnt to be undcrstood 
'y

rurôers h!ûng the Proregulsitrs ior the lcvel el rôlch thc Dooks erc
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wrrtten. Thesc prercguisitcs vtry lrom booh to boo\ rtopcnding on ttrr

subjogt rnrtter, my mood, tnd 0th3r cesthetic lcelingr çùich I havc rl tho

619m:nt ot wntrng. Whên I writc a rlandrrd tert tn Algèbr\ I tncmPt

somethrng velv dittercnt lrom vrr-itrng t book wàich tor thc hrSt trnc aivcs

r s_vstemrtrc point of vtew on the relations ol droPhrntine cguatrons lnd

the sdvanc€d conterts oi at-oebrerc çrèomêtry. The purpose ot the ltnêr iS

to ,6:: lnrngs up es much ès Possible. The purpose ol the former ts to

e6ucâle someone rn tne hrst SteOs whrch hrqht eventually- culmrnrt€ in his

knowlno the iazz'too. it hrs tastes allow htri that path. And it hts t.sles

Oon,i, then my blessin-os to hlm also. Thrs is knowrr as eesthetic iolerance.

Bur f usi !s È composer ol .mustc (be rt Bach or the Eeailes), I have to

take m1' responsibilrr-'- as to whal J consrder to b€ betutÉul, snd vrit€ my

Dool.: accorcrngty, no'l ,usi wttli lh€ lntent o{ PlersrnQ one seoment ol tn€

poDulstron Let pleesure ther, frl: where tt mà)'. Wftr' besl reoaros, Serçre

Lanç" (p 356)

Wher' one looks lnlo these rÈvlews ln hore Oeia,l one rotltzes ProtD'

soon ûia: rn taci the selt-l'nsçle ot rutnorshlp, no: thc knowicoge lcvÊl or

potentrer rêroers or othe'thrnçts ls thÉ cssentlrl tspGd- Authors, wtto likt

schotars ençtagea tn orrotn!' expiorrtory lçtryÊy, re+ thcmrclves tn

Indrvrouar conhôntltron w.'ttr the tundlmGntâl ldêâs or lsrantlll

unoerstrnotnçts wrli stress much more the Undtssolvrble Conhâç'tion bCtween

à!- toeè !n3 r:J unrouely' rDDroPrtatÉ s/nrboirc r€prcscntÂt]or,, èsp.cl!|ry' iJ

lne\ te?'th€ onltln!' or rllrler "lsollt€C" cnrràcle' o'tDelr thouohts

Feynmanr, hrs çrrver, ! rutn?r illustratrye lcoount ol thts iegts

,,ME:ne'nlttc€tty êrch o, th€ thrèÊ dtfle!'ên: formulatrons. xewton's lct,

th€ locêl fteld metnod ând the thlnlmur. prlnclPlÊ, orve-< crlcily th€ srtnÉ

conseouences Whêi do w€ oo then-i You wlli rôlo In rl! thc books thel }!

qannol ôâCtcte Sslentiftc.lly on one ot thc Othet. Th!Î ls 1rue They arc

equtvlieni scrantifrcally. tt rs rmpossible to mâkcl r atôCrston, be€lu3e thCrc

is no,expenmental way to drstrnguish behrèen thcm il atl the contoquenqàs

are the Êrme. But ps)rchologtcâlly thêy lrc very ctiflerent in two weye Firs!

phrlosophtcâtly you hke them or do not like them; end training t! th. only

way to beat thai dtsease. Second, pqlchologically thly are dilfcrcnt bocausc

tlIryr*^".
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thay erc eompletcly uncguivllcnl *'hcn you rrc trying to Sucl nrw lewr

As long cs Ph)rsics is incomplctc, tnd *! Itc tryng to undcrctand thc

other lcws, thcr the dfierent possiblc fprmulationr mty glvc clucs rboul

*hal mrght htppên in other crrcumatrncÊs ln ttrei cesc they ar! no longcr

equrvalenl psychologrcâlly, in suggestlng to us gucssËs eboul whal the

.lÀws 
rnr.r- look like ln a widcr srtuatron" (see R. Feynmann: The Gharacter

oi Physrcâl Lav,, MfT Fress 1!57, p SS;.

Now lhe taci 'Ihsi the correcl lews ol Ph!'slcs se€tn to be er-

pressrbie ln such ô tremenoous t,!nety ol rray-<" (Feynmann) "cgnstitutes"

therr obrectrvlty on the other hând. ln ê slmllrr veln H. Putnam has

chàrëcie!-tzê€ mathemàtrcs,. $yrng: "ln my vrew the chiei ChârrcieriStic Of

rnathemltlcà:proposttronrstheverywrdevarieÇofeourvalentformulatrons

thri the, possess I 6on1 mean thrs ln the trivral sense ol cardinalrty ol

cours€, every- proposrtror, possesses tnfrntleiy tnsny equlvâienl formulaltons;

whe: lmeËr,.s râther thai lt: maihemallcs th€ number ol ways ol

expressrnlr dhr: ls ln somÉ senst tne râtne flC (d the propositpn is true)

h':]rle 6pparenlrr noi tslilnc lbot1 tn€ trmÉ obfects ts espGclelly slriklnç"

(F 45,. Bui Putnar, concluoes frorr' thr! tn.: "mrthematrcs nehhet naèos

nor hs... tounostrons", thrrèD:' rçtarr. forçlettlng th€ 8oq'l nrturc gt

knowteig€ clhe creatrv€ reserrcheis tntrospegtlon indcoc mry' tgnore tne

reievlnce of the contexl ot ,ugiificltlon)

i oc unoerstrnc Putnrn's charlctertzltlon of mathemltlcàl Pro-

posttron: rr, thÊ trçrnl ol Goodmàn's "FttncrPie of oblenrvrty Anything Yhicn

rs prâcttç.liv rËrr shoulÉ tx trken ar obiecttvcly rcat" lgt' AMM 86(19æ) P

f i) anc I oo unoersiand tnrs PnnclDlÊ rs rn Gxprcsston of tne d'lloçlic

cbârrcter oi knoY{lÊogle, tha" means âs Ên GxPrÊsgron ol the tact thll "our

rnter.cttons with obrcsts rrc gencrally rlso lnlèractrons vith eech othet''

(Gooomrn) Aî l€as'l tnls ls tru€ flr the "contsxt ot ,ustifiçltton" ol

knowlÈoge, whtch mey be drstrngurshed from th€ "contGxl ot discoYe4/'' The

lltler tnly perhlps constrtute a relaiton between subrêct and obiect rs

dÊscrib,ed by Feynmann. Goodmsn does in fect ure hrs principe ol

oblectrvrty to criirzrse tbe tovnogtional eflorts ol Formelism, Logictcnç

lrrtuilronrsmandPlatonismbecausethcyalltrcone'tdèd'.individualistic'.rs
!:

{

i
t
fr
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onc rnighl s!y, Às they rll ignorc o$cntttl rspecls of the rociel procrss ol

oorng mathcmltrc. Io characlerÈe r rcicntific disciphnc onc usualty has

to name tls oblect held or content This u vrry ditficult in case ol

matnemalrcs and thrs difhculty has lcad many to deny that mgthemalics hls

.. obyectwc soentrhc cDntent h ls considered as "urc panrec, un€ Ponsèe

sure oe son lanoaoe" as Bacnelard sard I bclrevc, hke Goodman tor

instance, tnst such vtews !rê frisc cnd thai tney cxpress monologrc or

menialrsl conceptrons of knowledge. The cjifhculfy with ?'lsthemltics ls oue

to tne facl thst ns objeqtrve conient can be descnbed only whsn taking

tnlo eccouni all areas ol soçial practice. Humln ectrvity as a wàole provides

tne conterl tor to charactenze mathemati^s The unrvers" o1 l6xts or the

unry€l-sÊ ol mesns for dornc and representrng math€rnlttcs is bul en tmaçle

c' thrl overali socral contexL

Wr may suni uD thesÉ lrournents by reiÊrnnc back to tne dÉterenct

berwê€r. poelr.v àno Pros€ or b€twê€' textbook PrÊsènttttons and thÊ

onornà,tertuâj accounts ol the "orcai tntnd's" fir51 ldÈts aboul Eomcthrng

whrcl' ls rrcircâll! nÈr.

I hoDr tn trai tnrl thls connectton has bscome rathGr obrrtous rn th€

hohl of v/nsi hùs bc€n rllc aotlt.
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FFUT-ON AMELIORER LE CALCUL DES PRODU'T5
DE NOMBRES NATURELS ?

G. EROUSSEAU

1 - L'EXPERIENCE

t.I - c^Dnr. Dr L'ExpÉ,RIENcE

Il s'45:issait de trouv., ,rn. méthode pédagogigue qui permetrait aux enjants dc
se constituer pro[ressivement une méthode de calcul du proôuit de deur narurelr,
sans gu'aucune lechnigue ne leur soil communiguée ni gu'aucun enlrai-nemenl for-
mel au calcul nc soit exigé d'eux. Nous pensions gu'après, en appliquanl c.ltÊ
méthode nous pourrions érudier, à travers l'évolution des algorithmes découverls et
utilisés par les enfantg" guelques unes des lois des processus narurels de rnathéma-
tisation dont nous soupçonnons I'existence-

Avant de concevoir cette métbode nous avons examiné tous les aigorithmes qui
pourraient apparaitrc et tenlé de les caractériser a6n de prévoir, à trâvers lcs com-
portements observés, la manifestalion de paramètres intéressants : nombrc d'crrcurE,
vitesse d'exécution, vitesse d'apprentissage--- etc.

Au cours de ccttc analyse if 'nous , i"-..possible de vérifier la pcrtihence dc

certains modèJes de comporterDenl dcs cnfants cn organisant la oourte cxpéricncc'
suivante-

l2 - PRTNcTPE DE L'ExPÉ,RrENcE

Nous avons préparé irne épreuve comporta-nt un cerlain aombre de multiplica-
tions que nous Evons'présentées à 600 enfants (donr 150 du nivcau CÀtZ : 9 à ll
ans). iious contrôlions à peu près un ccrtain nombre de variablcs : cfiet d'apprcntis
sa8€ el de fatigrue, QI, valeur des maitres, origine socioculrurellc des élèves... et
nous en étudions d"autres: laiJle de I'opération, présence de retenues, lrégucnce
rclative cies produits é)émentaires, niveau scolaire... etc.

Tous les eniants ont calculé avec la métbodc à I'rtalienne (voir 6gurc t) gu'on
leur avait apprise.

Nous avons alors .enseigné à certains d'cnlre eux la méthode r per gélosia >
(voir 6gure l) (une heure d'apprentissage). Nous avons contrôlé qu'il y avait un
progrès très net (très significatif) dans lcs résultats (beaucoup Doins d'crrcurs)
sans dillérence apparente dans les.tcmps d'cxécution.

1.5. R-rrltsÂTroN

It n'esl pas nécessaire de décrire ici les précautions délicales mais classioucs
guÊ nous svons prises lors de cette cxpérience. Le but des deux paragraphes sui-
uants de çette étuyle est d'expliguer le progrès observé ct de le prévoir.



99

2.INTERPRETATIr)N:QE!Q!!!!oNilIMPLI-FIE-EDU1)^//P}RTFMENT
D,uN rrvrervfî'ui éÂrctiLË'É piobun DE DEux N9MBRES

2.1. oescntPfloN DU coMPoRTEMEtlr oBsERvE

2.1.1. . L,activilé .. Nous D,obscrvons - dc façon très grossière - 
quc les

comPOrtements

- oui concrétiscnt l'obiectif éducation suivant : r l'cnfant Gst capablc dc

trouvcile pioatii de deux 
-narurels quclconQues' r

:f {tt'*,-ff.'Ë*fr'tr{fi{T''ll}'fri,ii{ffi-- p"t cxemple- nous ne décrirons pu
mules figurent O"rË .rr,.-mé-oire'.*ietil"tl-;i-q"tihet"he lc produit dans uoc

rable, ou à l'aide à';;; tïiiË Gi iàeàrithmes par excmple)"

2.12. . Premîère décomposîrîon le cetle activité... Dans ces eonditions, l,articu.

lation de cette ,eci"r,""-'d activités ,,ï'îUIJiï"Ui9 I ell" peut être rcprésentée

par un ordinoerariî1,'i:.rt-iii;;;";ï"-J"r,i-. q,1-proeramme dc calcul -
- 

Voici t?I c;:di?-(,fi,1-iiË i"f'ul du produit :il Jr:rt*e per gétosia
Par la rdgtbode à I'italienne

347

x28
--------

2776

694

3'4

(8x'?;8x4;8X 3;2\7;2x4;2 x l) t
dans cct ordre "v""'ll pii-idt" -ettôAi;-dani un ordrc quelconque pour la

97t6
7ro

successivsment tous lcs produits partielr :Dans tes deux cas, il a fallu calculcr

scconde.
It schéma I représcntc un ordinogramme Pouvanl correspondre aux dcur

métbodes

SchÉna 1

-:- 

-
I Début I

nilnH
lnrl

on peut cn obrrrvant le sujet décidcr si chaque action a été cffectuée' danr

cct ordrg.. ! r t, -.--^)--2. s^ ).""h;i;';'ilus généralement si on -calcule 
le produit de deux naturcls a comportant

p ;ù'd;;t-i{ f,"otPortant q chiffres

parti el

E
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r=p-l j=g_l
axb=.fuitOrxIu,

i=0 j=0-
10J

k=(p-t) + (q-l)
= I (I ôi b.,. loi*i)

. k=0 i+5=L
'il fadt calculer D x q produits pâùiers ct rorganig-r_amme-.comporre p X q catcursde résuttatr o"tii.ir ;";;tl;';i*r ar r'.iaiiîon.'Nous dirons que lbpérarion csrde raiue p i q. Èi.;;i; il,Jp3,i,i; ill;';;;;"'r"'"r, de ra're 6.

2'1'3' - Déconzposition plus.line de I'activité.' Nous pouvons aussi décomposerle calcul d'un oioduit pirtiel 'en 
activirdt li"t giÈir-entaires. Les deux mérhodesde calcul n. r"iè,'.e't -pi* 

'à;;"-';b;" 
"igiià!rr*Ë.'; mais on s,aperçoit que recalcul de chaoue résuliat parriel irit app.t 

-l-ï;;;;-e 
séquence d,actions ou dedécisions' Nous appellerotis-"-ùouJt. o'"". i.il.-r!ïu.n"" répétirive. Les schémas2 et 3 représenteni une boucle ae chaque -;l;J"'ïes ordinogrammes complerspour I'exemple de la figure i comporteraient 6 boucjes). t-a talit" ài-i,opérationdonne le nombre de bou*cles. Bien s'ûr il est fair alors-apielî d;;-;;ùù;es donr ilfaudra vérifier que le sujet les porièd..

^,?^l;1-!ërilication 
de ce modèle de c-omportement: Il est plus difficile de vériFcrolrectement que ces ordinogrammes détaillés représentenr Ëien I'activitâ efectivcj:'-::3ll€n^Peut néanmôins mettre en évidence iexistence de cerlaines parriesou Prograrur]e en, montrant gue certains paramètres y sont attachés : temps d'erêcution, probabitités d'erreurs erc... lvtorrtiei q;; i,-"rri";iliil;;Ë, pir'r;oigani-

Sramme est correcle en montrant ou'elle permet de calculer lË temps'd'cx&uriontotal et la probabitité d'erreur dans .h;;,itï;rtf.. --

. D.1ns I'exemple pré-sent nous ne chercherons pas à analyser unc boucle. Nous.lérudierons seulement la séque-nce représenrée par'le scbémai. Nou, ,;;;;;ir;;'
seulement du fait que !g boucle de là méthode'à I'iralierure iriUè-"zi-iJb"ru*up
plus. complexe que celle de la méthode per gélosia ts.lie.'à jl6;É *"i, vérifié
expérim-entalement qug cgtle.- complexité cniraîne bien une 

'adCrcnce 
dans lcs

temps d'exécution ou la fiabilité. .

. Pour sirnplifier nous n'étudierons que la fiabilité. Mais il cst clair que ta convic-tjon que^l'ordinogramme est un bon-modèle de comportement doit êire èiayec par
des vérificarions indépendantes et convergentes.

22 - DEscRrprroN DEs uooÈLss srupttrtÉs DU sulET

,',2-2.1 
- Chaque ordinûg:'qmme_ est réalisé en supposant gue le sujet est capable

d'accornplir une certaine liste d'activités (celles qui fgurenr dans ies cases;'. On
associe arbitrairem€nt souvent à ces activités ceitaine! capacités du sujer : par
e-xemple " le sujet est doué d'une mémoire où il loge le rppcrrpire dis'formdles
de la " table r.

Les systèmeÆ compoilant les diflérentes mémoires évoquées dans l'ordinogramgce
et doués de la capacité d'efrectuer les calculs qu'il décrit constiruent des àodèles
simpMés du sujet l.

2.2.2 ' Valeur de ces modèles : Ces modèles ne sont intéressants que dans Ia
mesure or'r jls permettent de simuler le comportement de l'élève ou dei éièves de
façon satisfaisante. ils représentent néanmôins le système dbbjers et de règles

'_I. Human problem solving. l,tewell et Simon : l97l-
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2'2'4 ' Discussion du modèIe: Chaque condition limitc lc modèle er De rreut êtrcacceptée 9!re s_i les résulrars exqérimentaux.re- tdr;ilil ;-p;;;;;i"'i"tà"rr,iar"conditio.n -imp-ïque que rbn n_egrige les aigeËnc;-à;'i;éfi;"îii-âtoJ,J, 
"ot "Ies prodyirs di6citei corrune 7-x-.s ei iis piôàr'irii;tï;;;" î'l-.2. No,obscrvations montrenl gue c-es différences rotii iigîin"-"ii"", et même irnporranres.on peut toutefois conseiver le modèle cn supposan, qu oiîôiilo"Ë'a"âÏs'"nt"ntsrésolvant je.s opérations où ce facteur seraii'maîtiirË-ùn".n"blement.

Le condition orécédente nég,rige res effets d; Giig,r.: Nous n; ;;;;* fondés àI'accepter que si'ta fioeiiii e;;ïd;i; outenu-isi-su'6s-anre pour l,usage quc nouscn faisons.

.2-?-5 ' Aiustement. : Pour ajuster cette fidélité nous pouvons après analvse desrésultats introduire dans le môaèle de base cert"inipafièt;;;o.i";o[, ;tuyonsfaire varier pour simuter les observarions. par *iàili-l-;-;ïd;;rJ"ii i x ide la table esr atrribué-e gne_ probabilité ei; ai r;âc'tua[r;; a;itoi'iilnc.. o,,
Ln::,f i :hllu,g.Iang k de la- boucle est aitribué" ,rnË ron"iior-Ëioiril"i" d" k,k -(gii), qui inodifie eij et représenre la fatigue ; etc...
- \ott pourrons êrre amenés à faire app-el a un moaele plus fin ct à distinguer
les. boucle-s. comportant une relenue et Jeïes gui n;en comportent pas dans tblg;rithme à l'italienne ou lsnombre des mémoirés di rir"àu'mobiliseei à;;-instant
donné ; ou lorsque nous nous intéressons à I'apprentissrgi, fu air*nrioo O.ï mémoi-
r-es Dennanentes - c'est-à-dire le nombre dei formuleià retenir - ou tc nombret
d'opérations élémentaires à effectuer. ,

Lcs précautions, les choix et les vérifications nécissaires ont fait l'objct de tra-
yauif, gue je ne rapporterni pç. ici.- Acceptons que lc sujet fait p x q bouples..ci-
gu'à cbacune il a une probabilité de se tromper

23 - VALEURs ors r.lnrltôrnss

23.1 - Pour 6:rer les idées voici quelques pourcentages d'erreurs dans des bou-
cles, mesurés, dans différents cas, au co.uTs d'opératiohs à I'italiennè

Produits seuJs

Taille 1 x I
3,73 r 0,56 (98)

n ! Elif (N) Sans retenue Avec retenue

. 7,46 t 1,98 (19)
r----1-----

71,47 ! 1,47 (17

Tabl eau
I Taille 2 x I 1,20 r 0,55 (17)

Taille 3 x I 2,40 ! 1,3? (13)

établi sur 141 enfants de 9 à l1 ans

23-2 - La taille des opérations proposées aux enfants de cet âge est assez généra-

lement comprise entre 8 et 16.
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J - /NÎEÂPRETATION : ANALïSE DU MODELE

Nous avons maintenant un modè\e mathématique asscz simple pour traitc r cer-taines données retenues.

3"1 * p*osiallrrÉ D'EnREUR D^Ns LA sutr' sNrrÈRE o,rcrtvtrÉs

f.ouc.le un s.ujet donné à'une-probabiliré (t+) de ne pas se tromperl'opération comporre p x q b_ouclesi{n-r{UiUifi,c'î"i. se trompcr(l - e) p x q : I - es = F ee protâliiitc-ï;;;rlerouàrîJÏ
Dans le cas où les probabilités locales sont difiérenciées suivant diverslaformuledevient: 

_ k= pXg1-"n = 15 
- 

(1 -'e1)
ek : probabiliié d'erreur à la kième boucle
on peut tenir compte aussi des erreurs dans I'addition : probabiliré e -p.

exemple : F : I -eg = (l -e) p X.q X (l -é +)
32 - vÉnlnc,rrrox

La vérification drr rnodèle peut se faire par exemple à I'aide d'un autre . modèlc
mathématjeu€ n lrès classique (test du f l) qui Érmet de tester l'écart cnrrc l"
valeur prévue par notre jeu d'hypothèses et'la vafeur observée-

3.3 - cotrsÉoyslicns

Le modèle est peu précis mais fidèle et assez satisfaisant (admertons le ici cn rout
cas)

- l: figure 2 Eronrre des courbes représentatives de F en fonction de la taille t de
l'opération pour 3 valeurs voisines â. iÀ:ptôu"É1iie-otrteur eg dans une boucle.

A chaque
(fiabil;té). Si
à aucune est
fiabiliré"

Note ;
facteurs,

figure ?

l
9C

80

70

50

50

.40
30

2s

10

Taille de

I 'opérat i on

; 
rirbilita

r)
(f z.)

\
'l7r) v

\
16 l?8
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- gi:î * On-ie;atî&ifiirôutlâ fabiliré dcvicnt très vite négligcablc lorsque
la taille de lbpération croit.

Supposons gire nous ûxions à 75 o/o de réussite le seuil inférieur dc réussite rdmia
par itlève (ou llnstitution). Il vcçt réussir ses opérations 3 fois syr quatre. La
iaills maximum des opérations qu'il peut entrepre;drc cn fonction dc sa probabi'
lité d'erreuç eFt donnêe gar la 6grure 3.

La relation gue nous ïenons de mettre cn évidencc joue sans doutc ua grand
rôle au cours de l'apprentissage.
Pour des fiabilités de O,85 à O,99
pàur d.s tailles d'opéraiions < raisonnables ' (entrc 8 et 16) la sensibilité de F aux
variations de fiabilité locale cst assez grande.--Èn 

detrors des intervaltes gue nous signalons les lrogrès seront inappréciables
quels que soient lcs efforts dcs cnfants. (Fig. 4)

r8t5 t?s

Un élève qui 'passc de 92 o/o à 96 ib de'fabiliré locale pisse dc 26 o/o à
50 o/o de réussite : résultat peu sensible. Lorsqu'il passe de 96 olo à 98 oh sa rêuç
site globale pass€ de 50 o/o-à 72 o/o. Le proerès ap-paraîi plus oettcugat !

t.32 - Supposons que, par un moyen 'ildelconque, nous puissions obtenir d'uu
rrui-co"p uri i*pott"rit gain de fiabi[ié loiale. Si nous connaissons lc oombre d'en-
fants, soumis à i'expérie-nce, ayant unc fiabilité localc donnée alors-nous Poullolts
e*"Ëii È nombre d'cnfant! iui vont passer de la zon-e des résultats oédiocrcs
[À"iri de j réussires sur_4) à éeile des résultats acccptables (plus.dc 75 % de réus-
site). Voir l'exemple du I 3.42

J.3J - Remarquons.à ce propos gue nous pouv^ns alors étudier I'importaDce

relative des facteurs du modèle (comparaison des. .. Par cxcmptc) ou comParcr

leur efficaciré sur l'ensemble des élèves (accroissenrcnl du taux de réussite par
rapport au temps d'appreniissage). Il s'agii -mo-ins d'optimiser directcmen-t I'action
âËi'lau""rr"iq""-OJîeii"t.r-qûcl genË de facteurs-commandent l'évolution du
ristl,mr de l'élèvc, par cremple'par-la recherche inconsciente de l'économie, ou
de I'c6cacité optim"m.

i.4 - vÉnirrcrrroN DE L'lNTrnrnÉterroN - ^pPLtcATtoNs 
PËDAGoGtot Es

3.4.1 - En nous appuyant sur Ia comparaison de nos degx méthodes (scbéma 2

et ji'nouiàvôns C*if if,ypothètr qu. là fréquence des erreurs commises dans unc
ùLùl,rà a" l;als;rirh;; ;;ï;éi;; àevait etri dans tous les cas inféricure ou égale

t Ai; ài i'àiËôrirt me â I'iialienne €n I'absence dc retenue
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3.4.2 - Cet;e hypothèse plausible nous a permis d'estimer le gain que l'on
pourrait espérer du point de vue des résultats du remplaccment d'un algorithmc par
un aulre.

Exentpte : Voici une classe ordinalre de 25 élèves répartis en 6 groupes dont les
fiabilités loi:ales moyennes eSR (sans relenue) ct eAR (avec retenue) sont donoées
dans les coioni:es 2 et 3 du tableau II, avec les effectifs de chaque groupe (la
c-olonne 1)"

TABLEAU II

TaiIle I Iaille l6
lio

1\

ï:
û r,{i

lt

0,r11

raiion
de la
fi abi -
I iî.É

Anêl io-
ration
C: la
f i:5i
i i tê

A T

"sR

0,3

0r5

*Aa Il-euo)2(1-eo*)6 11-er^)o 1 l-er*)u(l-e4q)t? 1t-eo^)rF

û,87

{J,76

0,6?

?5

I eves

l,loyenn

lrg

l'oJenne

6.55

n) (2) (3) (4) (s) (5) (7) (8) {e)

L'améiioration de ]a fiabilité est plus forte pour les élèvei moyens
Nous suppûson$ que les opérations proposees aux enfants comportent 25 a/o de

produits partiels $air$ retsnue et 75 oh de produits partiels avec retenue. Pour
chaque groupe d'enfants les fiabilités globales calculées pour l'algorithme à I'ita-
Iienne et pour les tailles I et 16 colonnÊs 4 et,7 sont comparées aux fiabilités cor-
respondanles prévisibïes avec I'algorithme peq gélosia (colonnes 5 et 8). L,e gain, en
o/a de fiabilité : 100 {F N*uvelle *-- F Ancienne) cst porté dans les colonnês 6 et
pour la taille I et I pour la taille X6. o

1*' conclusion : ll est r.,isible qr-re l'amélioration' de fibilité est plus forte pour
les élèves mcryens et pûur les tailies plus grandes"

7 concîusr"on : Au *euil tJe réussite acceptâble de 70 o/o, potrr la taille 8; la
'méthode classique FrrmËt l? réussites sur 25 élèves, soit 48 o/o 

- I'autre permet
d'espérer la réussite 4e 22 i!èvçs soit 88 9b *- Nous pourrions dire que le gain
pédagogique est de 4û çô. Pour la taiiie 16 le gain serait de 84 * 2g - 64 o/o

407

4.27 -

' 0,17
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3.4.3' En fait ccttc h1'pothèse s'est trouvéc à peu près confirmée mais nous éru.
dions cl vérifions un modèlc plus complexc : l'aÉélioiarion 6bi;;; r éll meiucure
que celle qui érait espéréc, dtutres faéteurs ont ioué.

' 3-4.4- - Nous nous garderons bicn pour t'inslant de tircr de ccs rétlerions der
conclusions hâtivcs au sujet dcs méihodes d'enseigncmcnr meis il. a jie- verini
qu'auprès- des élèves gui ne parviennenr pas au Clrd-ou en 6. à d; rÉsuiiits ratis-
faisants dans lc calcul d.es produi-ts, l'aiprentissage rapiàe dc Ë -lit oao . p"t
gélosia r donne dcs résultati cxcellents.

4 - CONIECIURES : MODELES D'APPRENTTSSAGE

4.1. - ounLouEs DEFrNrrloNs
' 4.1.1. - Réprtoire - Ordinogramme

a) - Pour calculer un produil quelcongue suivant l'un de nos ordinograntmes
il est fait appel à des formules de référence gue l'on ruppose stockées dans une
mémoire interne (produit appris par cæur par éxemplc) ou crtcrne (table consultéc
sur le champ).

L'ensemble R des formules de référcnce dont dispose un élève à un moment
donné constitue son réperloire. La suite O d'activitéi qu'il cst capable dtrécutcr,
e-t dont I'organigramme est un modèle, lginte à ce répertoire, lui pennct de pro
duire un certain cnsemble de formules F.

b) - Par exemple : si R est I'ensemble des produits dc naturels à la forme -

? I b-: c,où a < !, b < l0 (R est <les tables de I à 5i) et si O est I'algorithmc
à l'italienne, ( R, O ) permet à l'élève de produire l'égalité : 32 X 5 = 160
maispas4gXS=392

c) - Soit fa,b la fiabilité du produit a x b, vi la vitesse d'exécution d'une tâcbc
élémentaire, r la fiabilité de la boucle de retenu?... '

A .un instant donné les possibilités de l'élève peuvent se déduire r

- du couple < R, O > qui caractérisè en quelque sorte la corDpétcnce du
suiet

- d'un .n-uplet

quicaractériselâmanièredontlesujetactualise<R,o>
d'expliquer sa performance.

4.1.2. - Processus et modèIes d'apprentissage

a) - Au cours de I'apprentissage les composantes de ce n-uplet se modifient :

Nous suggérons le vocabulaire suivant : La suite des n-uplets qui décrit les états
successifs des possibilités du sujet - quand elle peut être décrite - constitue un
< processus d'appyentîssage D'Si un systè;; de règles et dhlpothèses permet d'cngendrer cette suite, à la
manière d;un automate-déterministé ou d'un processus stochastique, il constinre:-
un modèle d'apprentissage.

La suite des'âctivités àidactiques à organiser podr obtenir les états successifs du
sujet est ttn programme d'apprenfissage.-b) 

- 'Exemble -: Ne considérons quJles couples < R, O ) composés d'un tépet'

{

l;

ûr

ilr

f
ll
ll

1l
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'loire et d'un ordinogràmme-dc calcul. Lcs méthodêilclàGiqùes n'cnvisagent que
l.es prcr-ce-s-sus rels qué Ri, cRi + t : c'est-à dil où];;cpciioùe aug;;i" d,uoe
é.1"p." à. t'autrc (aiec des qesurcs pédagogiques poui idpè;h;;- ouï;;ci àii
9iminutions) ct rels que oi csr uq sou-si,rdinosi";mo dl-ôt t-t.-Éicmpr" ,Dans I'apprentiss-age dc I'algorirtrmè n lTtaliennË, 

"n 
F 

"n"c, 
ics'cnfanu-aa-î i8 ans.disposent.d'un répcrtoire réduit aux tables âe 1,.2, g ei d'un ô.di*gr"--"

srmprrre :. produrts s-ans retenues; multiplicateurs â un .chifri. Leur répertoire
s'cnric.hira- plus tard des tables suivantes êt leur ordinogrammi.r" io.pl"*6era :produits de. p.lus- grands nombres ;, retenues : produits d"e nombrlr à-viiguh... IJs
ense;nbles (Fi) de formutes calculables sont êmboités et croissants. No"us cssaie-
rons de montrer gu'il existe d'autres modèles.
. c) '-Comme pour les modèles de comportement il iaut d'abord mettre en évi-

dence les facteur3 et les paramètres qui dewont figurer dans le modèle d'appren-
tissage :

Nombre de formules 9u_rép-ertoire, fréquence d'ernploi, seuil de fiabilité scc'epta-
ble de l'élève, fiabilité de I'oidinogramme, nombre de mémoires de travail utiliiées
simulta-nément, ensemble des formules engendré par ( Ri, Oi ), incertitude liée
au modèle sur un champ d'application donné, temps d'exécution, tenps d'appren-
tissage fatigue du sujet... etc

-. 
On peut alors découvrir que certains processus d'apprentissage sont optigaur

d'un certain- point de vrre et expliquér pàr exemple leirr apparitlon spontânée ou
en lrouver les conditions. C'est la fidélité des môdèles de ômportemint et d'ap-
-prentissa-ge- 

qui -commande la valeur de ces points de we et non pas seulement
leur qualité mathén,atique.

42. - oBlEcrIFs DE rr REcHERCHE suR L'AppRENTrssAGE DEs ALcoRtrHMEs

4.2.1 - Dilticultés ovec les méthodes clossigues

. LeS-principaux reproches que I'on peut faire à I'apprèntissage classjgue sont:
- le temps d'apprentissage démesuré (3.ans)

- le manque d'inlérêt et de retombées mâthématiques de la méthode, elle-même
basée sur des processus de mise en mérnoire et d'exécution étrangers au
contenu matbématique. Ces connaissances acquises sont mécaniques et se
prêtent mal à I'analyse et à I'adapiation.

- La difliculté à motiver chacune des étapes de l'apprentissage ; seule motiva-
tion : Il faut savoir calculer, donc il faut apprèndre à le faire. La méthode demaode
coercition et volonté de réussir, attention soutenue.

- [æs résultats de !'apprentissage ne sonl pas aussi bons gu'on le voudrait :
de 4ombreux enfants ont des dillicultés avec le sens de I'o.pération ; d'autres sont
bloqués dans un refus des mathématiques ; la fiabilité n'est pas très grande.

4.2.2 - Causes

Divers travaux récenls nous ont conduit à penser qu'une même csuse pouvait
être à I'origine de toutes ces dilhcultés : I'analyse qui a conduit au choir du
modèle d'apprentissage.

Essentiellement cette analyse conclut ainsi :
a) - Le calcul d'un prsduit de naturels est un'algorithme complexe. Il ne peut

être inventé par I'enfant. Il doit être appris précocement de façon à pouvoir êtrc
utilisé mécaniquement, sans faute, plus tard.
- b) - Pour énseigner un mécanisme, il faut onseigner l'organigramme lar emploi
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'-ctst ainsi que, traitant un.Peu les théorèrocs ct lcs-axiomei.conrnc un répcrtoire,on cherche à exoliciter auprèi des élèvcs 4i; o-.eaËJ ", des méthodes'de résolution de problèiret quiJâr,etËi"rii d-'utiliscî-Ë tZi"ïoir. dc la r bonne maniè-re r. f,vjdgmmenr. on ni conaaîr p"r a.-'Jl;;rij"-i;brèmes sur resquelres cesrnérhodes de résoiuriou aonncnr i,irÀ."r-il-"iZr"i,l,ï;;;d"; ii-ifi"i;."rr"y",I'unc après I'autre- c; ;aihJ;r-i.'"on.riiù.rïp"i-a.r algorirh,,,cs (sauf si, parhasard, clles.s'appuye!! sur un thàorême ifi;à -a"-ttiË""1, 
mais on ies dnscignepour jouer le même rôle- L'heuristique est -issue dc cc 

-point 
de rnre et a donné ài!-i"ll cn didacriquc des ru."i, iidià.. ô;:;tr Ëi"ia"qu.ues difficuttés se heur-lent c-es méthodes pédagogigues consist"oi in 

- 
un""ric""nisarion baséc sur unËdécomposition arbitfaire ?Js 

-lÀ;h.;. -'

4.2.3 - Perspectîves 
\

Inversement, on peul remettre en cause I'apprentissage mécanique de la mutli-plication' si une esfant 
"onst-it-Jui-même ,iri ptà"JàE pou, érablir I'exactituded'une fonnule, c'est une manière dr dé;;;;,rlli"i.îll procédé est réemproyé, ir

l?1"r,ï.oottr 
et amélioré, jusqu'au momenr'où il seralccàr.n., 

"oro-, "lgoiiîrrÉr'"i
Bien

1"^,tii*.,l_jil::,:l^r-o-1, -:opptiquée, 
ce. point de vue n,esr pas uto. Dlen que ra règle à inventer soit compliquée, ce_ point de vue n'est pas uto

:l1iï.i,'"*:'-1'"1î,*jjï:.'ôi-:l' :l:1É-;Ï;;;tJt{Ë beaucoup jius".J-pte*.,qui fonctionne mécâniquiment,-;.;; ài,;;;;ti "Ë;i; t"ii cnseigner séparément :
- du vocabulaire par apprentissaies sériels

- de la grammairC, comme ordii:.?çt1-T... de,. prod u cr ions d.es 
- 
phr?,ses 

-_

des citations);l:,::::, de ces phr"'es rou- pruioi,li-ii',. iJr'lïffi;i à!'#J'â?l] éorirrire

cette contestation répo-ndrait à des soucis' pédagogiques inôncés depuis long-temps. Le problème esi de rui trouve-r_ ar" ioiàr-ï-nis marhémariquus, J,gitf..ï, li;6ff;ï., 
"i a;a".liq*' -çqr!';;ir. ë; r;;i'lï l., objectirç ,#;fl"LTcerlaines recherches poursuiviés à I'LR.È,M. àr 

-g;ra""u*. ,
Dans un premier tèppr, cn se gatdani-àe'.;r;i;;; tôr aux verrus d.un chan-Sement de modèle séduisant maiJsuperficiet l-li ;'ùit-loutcfois de se donner unvocabulaire correcr er qui permeue â'e.t,rlp., 

-ir-;i;; 
possible aux. i évidences rqui ne sont que des cônséquences cact iei,- ql'r" -rvrra--.- 

"1t"'rriq;.- 
- "'

4.3. . PNOPOSITION D'U,\- I.^NGAGE DTFFERENT'

- Nous travaillons dans deux directions à la fois : Nous essayons de réaliser con-répété,-sous la forme où il sera utilisé finalement 
"t-."ttr" en mémoire les for-

l1"l::du répertoire (par apprentis.sag.e sériel). Le " sens ' àËl'oper"i-iôêsr-àdire
la leconnaissance des occasions d'utiliser le calcul, ne peut pas ïans cei conditions
découler de sa e compréhension n- et doit faire I'objet 'à'"n -"ppËniisr"ee-rip"re.

Il faut bien voir gue ces-conclusions sonr fondêcs sui ttâ-ei-ôill-Ëàtcul csr
-tn mécanisme, qu'on connaît un moyen d'enseigner les mécànirri"r, li ààn. q""
I'on peut appliquer I'un à I'autre.
. læ modèle d-'apprertissage 

-.classique est d'ailleurs si bien accepré par tes pro
fesseurs de mathématiques qu'ils o-nt essayé de transférer à I'appreritissJge des rfiCo
ries mathématiques, voire même du raisônnementl en se serv"?rt de ccîaùes ans-
logies logique-s (voir plus loin) ceci, le plus souvent, il cst vrai, à I'intention dcs
moins bons élèves.

' Mme SlNcr-AIn de Zwent a montré combien il fallait être circonspcct à cccujet.
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,ciÈteô'.eiï dés-proc-e-ssus'qui éê}appent au schéma critigue ei nous cssayons iie
Inous donner une théorie appropriéè uiilisant des tcrmes différcnts.

4.1.1: - Vers un nouveou procsssr{s d'opprentîssoge

Nous étudions depuis 3 ans un processus où I'enfant'fabrique son.algorithme.
On vcut qu'il' conçoive le problème <. calculcr le produit r âvâDt d'en érudicr
la solution. Ainsi la produit n'est plus . ce gue l'on trouve cn cffechrant unc mul-
tiplication r. Par exemple ltnfani sait que . a X b r désigne le cardinal d'un
cnsemble comportant a- lignes de b objeti. Pour . éalculcr r a X b, il invcntc de

.décopper cet ensemble en morccaux qu'il peut déjà compter ct de faire la somme.
Il améliore son découpage e.t le choii dei morceaux dJ façon à rendre son algo'
rithme plus rapide, plus sOr, plus efficacc, plus général.'Il ne sait pas encor-e qu'il
cxiste une unique méthode de calcul. Châquc àctivité cst une démonstration de
'la formule basée sur des propriétés de la théorie mathématigue (distributivité,
produits de partitions...) connues explicitement ou non.

432. - Sys/èmes d'axiomes - RègIe de déductîon

Nos cxpériences nous.ont suggéré d'utiliSer le vocabulaire suivant.
Considérons que I'cnsemble dii formules sans variables, de la forme r a X b -=cr où (âr,.Ër et (cD sont les écrirures décimales des narurels,-constitue les

. formules atomiques d'un langage mathématique L. Donnons à ces formulcs lcur

signification habituelle dans (N, +, x); ccrtaines sont vraies, d'autres sont fausscs.
L'ensemble des 4gles qui peruret d'associer à tout couplc d?critures (a, b) unc

écriture c de L telle que e a X b = c r soit vrai.dans N, esl urre règle da.pro.
duction : le calcql du produit ou mulliplication. Il cst fait appcl dans ccttc
,règle à une suitc- dc formules de L : par etemple il cst fait appeJ dans le calcul
de 347 X 28 à la formule : r8 X 7 = 56", à la formule I.x f = 32... ctc
Considérons la suite de ccs formules 6gurant dans le calcul, comme les antécédcnts
d'une règle de déduction D dont le conséquent serait ( s X b = c D'r D s'appuie
sur le procédé (ici métalinguistique) de la '* multiplication r, pour associer à irn

'n-uplet de forrnules de L une autre.forrrule.de,L. Evidemment D fournit un pro
cédé de décision sur tout L et est donc'aussi un algorithme. (la règle pourrait
s'appliquer à des formules fausses. Elle donnerait alors d'autres formules génêra-
leoent fausses dans N).- Ltnsemble des formules auxquelles il cst cnvisagcable de faire appcl avec une

. certaine . règle r D sera comparable à un système d'axiomes; on poulra vérilier
si (A, D) engendre bien les formules vraies de L, ct rechercher d'autres sys-

, tèmes.formels équivalents ou non.
l' 4-3-3. - Intérêt de cette tormul.ation

Ce point de rme nous I paru justifié entre autres par le fait que les élèves
de I'école élémentaire manipulent les produits aomme un langage à part. Il rcstc
à prouver la fécondité de ce point de rnre qui se heurte à des difficultés dans
l'analyse de la sémantique du langage employé.

Cette formulation pourrait perrnettre d'unifier nos conceptions relatives à la
manière dont une théorie mathématique intervient dans I'activité de l'enfant :

- de façon implicite, pour permcnre de prendre des décisions

' Cf. Lentin et Gross. Notions sur les grammaires formelles P. 30-
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- comme langagc

- ccmnoe système de validations [5J
- EIlc pc-rmettrait dc comprendre l'écônomic ct l'efficacité quc donnc à l"cnfant
'l'emo_loi d'une-théorie mathématigue, dans lcs situations qu'il rcncontrre ct de corn-
prendrc quand ct pourguoi ces prooessus d'économic àboutissent naturcltcment
à des mécanismes. I

Nous pensons ,lors que ces notions pourraient êtrc utiles gour isolcr lcs fac.
teurs didactiques importants pour I'organisation dc l'cnseignemcnt.

. 5 - ConclustoNs

Lcs exemples que nous donnons ci-dessus, bien qu'un peu naifs, ont le mérite.
de mcltre en évidence les diflérentes manières donl les théories mathémstigues'
peuvent êlre engagées dans l'analyse des phénomènes didactigues, quï s'agisse
d'appréhender les factcurs pertinents de la situation présenlee à l'élève, de cons-
truire des modèles du comportement de l'élève, ou des modèles d'apprentissage
ou de mettre en ceuvre des méthodes de validations de ces modèles.

En général les modèles ne sent pas aussi simples, ni aussi sûrs, les conclusions
aussi nettes, les écarts aussi importants. Il ne faudrait pas croire qu'une voie
royale s'ouvre, qui va permettre de résoudre en termes mathématiques tous les
problèmes de la didactique mathématique. Cbaque observation soulève tous les
problèmes à la fois et nous en sommes encore à accepter pour thèses des faisceaur
convergents de conjectures cmpruntées à la psychologie, à Ia linguistiquc, à la
sociologie, aux mathématiques. Cependant il se dégage de notrc exemple une métho
dologie scientifique de la recherche, valable encore dans des cas plus compl'exes
et qui commence à pouvoir senyir I'enseignement sans I'a.sservir.
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In le Bulletin bimestriel de I'association des professeurs de mathématiques
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BRoussEAU G- - Découverte des probabilités au cours moyen
In étude sur I'enseignement élémentaire. cahier n"11 Mars 1973-
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In étude sur I'enseignement élémentaire. cahier no11 Mars 1973.
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In compte rendu du colloque sur I'analyse de la didactique des mathémariques,
r975.

BROUSSEAU G. - L'incertitutde - Chapitre I .
In cahier no16, IgiS.
Extrait de la conférence sur l'expérimentation en probabilités, Lg74.

BRoussEAU G. - Traduction de l'article ,,comprehensive school mathe-
matics programtt

ln cahier no16, 1975.

BRoussEAU G- - Finalités de Ienseignement des mathématiques
In cahier n"I6, L9T5

BRoUSSEAU G- - Les structures ordonnées dans lrenseignement élémentaire
In cahier no16. 1.975-

BRoussEAU G- - compte rendu de I'exposé relatif à la notion d'ordre
In catrier no17, l%6-
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BROUSSEAU G. - Note sur la classification de Bloom, 1976

- Index à ltusage des étudiants de DEA de didactique des

mathématiques, 1976.

- Quelques remarques sur la recherche en didactique,
Décembre L976.

BROUSSEAU G. et BRIAND J. - Document dtaccompagnement du film sur

les I'premières découvertes des lois du hasard à llécole élémentaire".
t976.

BROUSSEAU G. et GABINSKI P. - Etude sur la théorie des automates et
son application à la didactique des mathémariques, Juin 1976.

BROUSSEAU et PROUTEAU C. - Note de travail: Problèmes d'enseignement
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Quelques étapes dans la constrirction des décimaux. Octobre Lg76.

..

BRoussEAU et BRIAND J. - Documents d'accompagnement du film sur
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In étude sur I'enseignement élémenraire N"18, Ig7B.
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BROUSSEAU G. - Cours de statistiques donnés dans le cadre de la formation
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BROUSSEAU G. - Quelques notes pour une épistémologie des décimaux.
L977.

BROUSSEAU G. et GABINSKI P. - Notes de travail : étude sur la théorie
des automates et son application à la didactique des mathématiques, LgT7.
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BROUSSEAU G. - Réflexions sur la recherche dans les IREM (communication

faite à I'ADIREM) 1979.
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, BROUSSEAU G. - Etude sur les possibilités d'enseigner les éléments de
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BROUSSEAU G. - Essai de typologie des études en didactique des mathé-

matiques, 1979.

BROUSSEAU G. - Pour une réflexion sur la méthodologie de la recherche

en didactique des mathématiques, Ig7g.

BROUSSEAU G- - Réflexions méthodologiques sur une étude longitudinale

de Itapprentissage de la numération, 1979.

BROUSSEAU G. - Présentation du travail sur la division

(de TEULE-SENSACQ et VINRICH) 1979.

BROUSSEAU G. - Etude de situations (théorie des situations didactiques)
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BROUSSEAU G. et SALIN M.H. - Dossier sur lterreur

, BROUSSEAU G. et DAMEY P. - Demande d'habilitation pour le 3"cycle

' de didactique des mathématiques, 1979

BROUSSEAU G. er SALIN M.H. - Création d'un code à l'école maternelle.

Bande vidéo du film présenté à ltlCMEI lV, 1980. Equipe de PAU. Notes

prise lors de la conférence de G- BROUSSEAU au colloque GEDEOP 1979.

BROUSSEAU G- - Rapport d'activités 1979-1980 et projets 80-81 du groupe
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BROUSSEAU G. - Monographie d'un enfant en difficulté : GaëI, 1981.

BROUSSEAU G. Rapport sur le fonctionnement et |avenir de l'école
pour I'observation Jules Michelet de Talence, 1981.

BROUSSEAU G. - Modules élaborés pour la formation initiale des élèves

maîtres, 1981.

BROUSSEAU G. - Les problèmes dans le processus didactique classique,
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