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1.1

INTRODUCTION

CONTEXTE GENERAL ET MOTIVATIONS

Le travail présenté dans ce mémoire entre dans le cadre de l’estimation
des parametres inconnus dans des modeéles statistiques, ce qui constitue
un theme important pour 'inférence statistique. Nous présentons particu-
lierement une étude basée sur la méthode du maximum de vraisemblance
pour des phénomenes qui peuvent étre modélisés par des processus sto-
chastiques qui possedent la propriété markovienne d’une maniére directe
ou indirecte. Il s’agit des modeles markoviens, semi-markoviens et semi-
markoviens cachés.

La méthode du maximum de vraisemblance est une méthode qui donne
assez souvent de bonnes estimations. Elle a été introduite dans le cadre
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
par Sir Ronald Fisher dans une série de travaux (voir Fisher (1912; 1922;
1925; 1935)). Nous citons Aldrich (1997) pour une présentation bibliogra-
phique sur I'introduction et le développement de cette méthode, ainsi que
sur les notions que Fisher a développées pour justifier son utilisation et
ses limitations, parmi lesquelles, la vraisemblance, la mesure d’informa-
tion, la statistique exhaustive et la statistique efficace. Fisher renforce les
arguments pour l'utilisation de cette méthode en mettant 1’accent sur le
fait qu’elle est privée des défauts que les deux méthodes concurrentes
principales de cette époque possedent. En effet, Fisher critique la mé-
thode des moments pour le fait qu’elle se base sur un choix arbitraire des
équations des moments. Il critique également la méthode des moindres
carrés pour le fait qu'un estimateur déduit de cette méthode ne reste pas
invariant sous une transformation d’échelle. Depuis, la prépondérance de
la méthode du maximum de vraisemblance est justifiée par la richesse
des propriétés théoriques et la multitude des applications. Dans le cadre
des variables aléatoires i.i.d., I’estimateur du maximum de vraisemblance
a été beaucoup étudié, ainsi que ses propriétés asymptotiques pour plu-
sieurs modeles paramétriques (voir par exemple, Cramér (1949), Scholz
(2006), Van Der Vaart (1998)). Cette derniere référence présente également
les estimateurs du maximum de vraisemblance (EMV) comme un cas
particulier des M-estimateurs.

Parmi les propriétés asymptotiques souhaitées pour un estimateur se
trouvent les propriétés de convergence et de normalité asymptotique.
Sous des conditions « classiques » de régularité introduites par Wald
(1949), dans le cadre des variables aléatoires i.i.d. 'EMYV, s’il est unique,



alors il est convergent. Egalement, sous quelques conditions supplémen-
taires, souvent appelées conditions de type Cramér, 'EMV est asympto-
tiquement normal. Depuis, plusieurs raffinements des ces conditions ont
été développés par différents auteurs (voir par exemple Scholz (2006)).
Une fois que I'EMV du paramétre du modele possede ces deux propriétés
asymptotiques, nous pouvons déduire les mémes propriétés pour des
caractéristiques du modéle exprimées en fonction de ce parametre, a
condition qu’il y a un certain degré de régularité. En effet, pour des fonc-
tions continues on peut appliquer le théoréme de l’application continue
pour conclure a la convergence et pour des fonctions différentiables la
méthode delta pour conclure a la normalité asymptotique de 'EMV des
caractéristiques.

Il est tres avantageux de fournir, avec la justification théorique des bonnes
propriétés asymptotiques d’un estimateur, des formules explicites pour
I'estimation de l’erreur associée. Cela se fait en construisant des inter-
valles de confiance asymptotiques pour les quantités a estimer. Notre
travail entre dans ce cadre 13, en utilisant la méthode du maximum
de vraisemblance pour des variables aléatoires qui ne sont pas ii.d.,
mais qui ont une dépendance markovienne, semi-markovienne ou semi-
markovienne cachée.

Les modeles markoviens constituent un sujet central dans la théorie de
probabilités appliquées et de la statistique. En effet, ils peuvent donner
parfois une bonne description pour des phénomeénes dont 1'évolution
dans le temps peut étre décrite par des variables aléatoires faiblement
dépendantes.

Les premiers travaux sur 'estimation statistique pour des modeles mar-
koviens a un espace d’état fini, particulierement par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance, ont été faits par Anderson et Goodman (1957) et
Billingsley (1961a;b). Ce dernier a étudié l'estimateur du maximum de
vraisemblance et ses propriétés asymptotiques dans le cadre d'une obser-
vation de longue durée pour un modéle markovien ergodique. Par contre,
Anderson et Goodman (1957) ont traité principalement 1’estimation dans
le cas d"une suite de copies indépendantes d"une chaine markovienne cen-
surée a un instant fixe. Un autre travail plus récent concernant I'inférence
statistique des chaines de Markov est celui de Basawa et Prakasa Rao
(1980). Cependant, l'estimateur du maximum de vraisemblance pour des
caractéristiques qui peuvent étre exprimées en fonction des parametres du
modele n’a été étudié que plus récemment. Nous citons dans ce contexte
le travail de Sadek et Limnios (2002) pour 'estimation de la fiabilité, la
disponibilité et le taux de défaillance dans des systéemes qui peuvent étre
modélisés par des chaines de Markov finies et ergodiques.

Parmi les caractéristiques intéressantes a estimer dans un modéle marko-
vien ergodique, il y a sa loi stationnaire et la variance asymptotique du
théoréeme de la limite centrale pour des fonctionnels additifs. En ce qui
concerne la variance asymptotique, Chauveau et Diebolt (2003) étudient
un processus de variance empirique en temps continu basé sur L i.i.d.
chaines paralleles. Stefanov (1995) considere également une estimation du
maximum de vraisemblance pour les processus markoviens et les chaines



markoviennes via des familles exponentielles et obtient des solutions
explicites pour les parametres de la variance pour le théoreme de la limite
centrale fonctionnel. Il existe des travaux récents qui se concentrent sur
I'estimation de fonctions des chaines de Markov en utilisant des méthodes
de type Monte-Carlo par chaines de Markov. Un apercu sur ces méthodes
se trouve dans Roberts et Rosenthal (2004).

Le théoréme de la limite centrale est un aspect de la théorie des chaines de
Markov qui mérite d’étre étudié davantage méme dans un espace d’état
fini. De méme, 'estimation de la loi stationnaire dans le cas des chaines
de Markov ergodiques. Les expressions analytiques des estimateurs et
la précision de l'erreur asymptotique de ces estimations peuvent étre
obtenues par la méthode du maximum de vraisemblance.

Nous nous sommes ainsi intéressés a travailler sur l'estimation des ca-
ractéristiques qui découlent d’une chaine de Markov finie, a fournir
différentes représentations pour ces caractéristiques et a calculer l'er-
reur associée. En fait, ’estimation des caractéristiques pour les chaines
markoviennes finies est importante pour les applications et elle n’a pas
été beaucoup explorée. De plus, les différentes représentations pour les
caractéristiques permettent d’obtenir des expressions facilement program-
mables et calculables. Enfin, I'étude pour des modeles markoviens nous a
aussi servi comme outil afin d’étudier les modéles semi-markoviens.

Les modeles semi-markoviens constituent une généralisation des modeles
markoviens. En effet, a 'opposé de ces derniers, le temps de séjour dans
chaque état n’est pas nécessairement géométrique mais peut suivre une
loi quelconque. Ce qui explique la grande variété des phénomenes qu’ils
peuvent modéliser. Ainsi, ces modeles ont été beaucoup étudiés et appli-
qués, principalement a temps continu. Cependant, les modeles a temps
discret ont été moins étudiés.

Les processus semi-markoviens ont été introduits indépendamment par
Lévy (1954), Smith (1955) et Takacs (1954). Depuis, 1'estimation de ces
processus a temps continu a fait l'objet d'une littérature relativement
abondante. Nous citons, a titre d’exemple, Moore et Pyke (1968) qui
ont présenté des estimateurs empiriques et du maximum de vraisem-
blance pour le noyau semi-markovien d’un processus semi-markovien
fini. Lagakos et al. (1978) ont obtenu l'estimateur du maximum de vrai-
semblance pour le noyau semi-markovien d"un processus semi-markovien
fini, avec des états absorbants. Gill (1980) a construit un estimateur pour
le noyau semi-markovien fini en utilisant des processus de comptage.
Ouhbi et Limnios (1999; 2003) ont étudié des estimateurs du noyau semi-
markovien, de la fonction de renouvellement markovienne et de la matrice
de transition semi-markovienne. Limnios et al. (2005) ont obtenu un esti-
mateur de la loi stationnaire d’un processus semi-markovien.

Dans le cadre du temps discret, Barbu et Limnios (2006a) ont considéré
des estimateurs empiriques adaptés aux systémes semi-markoviens non
paramétriques, ayant des bonnes propriétés asymptotiques. Ces esti-
mateurs peuvent étre considérés comme estimateurs du maximum de
vraisemblance approché si on ne prend pas en compte le temps de séjour



dans le dernier état du systeme. Ils ont également montré que ces esti-
mateurs sont fortement convergents et que chaque composante de 'EMV
approché est asymptotiquement normale.

A notre connaissance, 1’étude de l'estimateur du maximum de vraisem-
blance exact qui correspond au modéle semi-markovien non paramétrique
n’as pas encore été considérée. En plus, les résultats asymptotiques don-
nés dans Barbu et Limnios (2006a) pour une seule composante de I'EMV
approché nécessitent d’étre examinés pour plusieurs composantes. En
effet, les parametres sont dépendants et donc le comportement de I'EMV
doit étre examiné globalement. En outre, il est nécessaire de considérer
des versions vectorielles afin d’examiner le comportement asymptotique
d’autres caractéristiques qui dépendent du noyau semi-markovien. Ce qui
nous a poussé donc a étudier 1'estimateur du maximum de vraisemblance
exact globalement en considérant des composantes vectorielles de ce der-
nier.

Cette tache a été accomplie en utilisant la chaine markovienne couple
obtenue en associant a la chaine semi-markovienne, la suite de temps
de récurrence en arriere. Nous citons Chryssaphinou et al. (2008) pour
les propriétés asymptotiques de la chaine couple. L'utilisation de ce
processus pour des études probabilistes dans le cadre des chaines semi-
markoviennes n’est pas nouveau. Voir par exemple Anselone (1960).
Stenflo (1996) utilise ce couple pour déduire des propriétés asymptotiques
pour des systemes itératifs des fonctions aléatoires, controlés par une
chaine semi-markovienne, par celles des systemes correspondants contrd-
lés par une chaine de Markov. Notre contribution porte sur 1'utilisation de
I’ensemble des probabilités de transition non identiquement nulles de la
chaine markovienne couple pour faire de l'inférence statistique pour les
chaines semi-markoviennes, via la reparamétrisation associée du noyau
semi-markovien. La motivation a été d’utiliser cette reparamétrisation
pour obtenir 'EMV exact dans un modéle semi-markovien non paramé-
trique et démontrer les propriétés asymptotiques de convergence et de
normalité asymptotique pour chaque sous-vecteur fini de cet EMV. Cela
nécessite d’étendre les résultats existants pour les chaines de Markov
finies a la classe des chaines de Markov infinies induite par le processus
couple.

Cette reparamétrisation nous a également servi pour 1’étude de 1’estima-
tion du maximum de vraisemblance dans le cas d’une suite des copies
indépendantes d"une chaine semi-markovienne censurée a un instant fixe.
Ce qui, a notre connaissance, n’a pas encore été considéré jusqu’a présent.

La méthodologie et les résultats obtenus pour 'inférence statistique sur les
chaines semi-markoviennes peuvent étre utilisés pour les chaines semi-
markoviennes cachées. Ces chaines constituent une classe de modeéles
relativement nouvelle et ont le potentiel de modéliser des phénomenes
plus complexes que ceux qui peuvent étre modélisés par les modeles
markoviens cachés, qui sont beaucoup utilisés.

L’avantage des modeles markoviens et semi-markoviens se trouve dans
le fait qu’a l'aide des processus de comptage appropriés, on peut dé-
duire facilement des statistiques suffisantes qui sont observables pour



les parametres du modéle. Cependant, les modeles markoviens cachés et
semi-markoviens cachés sont caractérisés par le fait que les statistiques
suffisantes ne peuvent pas étre directement obervées, ce qui rend leur
étude a la fois plus difficile et plus intéressante.

La classe des modeles markoviens cachés (MMC) a attiré I'attention a la
fois théoriquement et algorithmiquement. Leur utilisation est devenue
l"'une des techniques les plus puissantes et les plus populaires dans plu-
sieurs domaines scientifiques. Notamment, la reconnaissance de la parole
(Rabiner (1989), Rabiner et Juang (1993)), la biologie (Krogh et al. (1994a),
Krogh et al. (1994b)), le traitement d’images (Li et Gray (2000)) et plu-
sieurs autres domaines (Bhar et Hamori (2000), Sansom (1998)). Pour une
revue générale sur 1'utilisation des processus de Markov cachés (PMC)
dans la statistique et la théorie de I'information, nous renvoyons le lecteur
a Ephraim et Merhav (2002). Un livre récent qui couvre une grande partie
de travaux sur les modeles markoviens cachés est celui de Cappé et al.
(2005).

Le premier travail théorique sur l'inférence statistique pour les MMC est
celui de Baum et Petrie (1966), ot les auteurs ont étudié un processus
stochastique bidimensionnel (Z,Y) dont la premieére composante Z est
une chaine de Markov finie non observée directement, et la deuxiéme
composante Y est un processus observé, ot Y conditionné par Z, forme
une suite des variables aléatoires conditionnellement indépendantes avec
un espace d’état fini. Ils ont également démontré la convergence et la nor-
malité asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance pour
ce modele. Ces MMC sont souvent désignés comme étant des fonctions
probabilistes des chaines de Markov. Les conditions de convergence ont
été affaiblies dans Petrie (1969) qui a étudié également le probleme de
I'identifiabilité de ces modeles. Dans Leroux (1992), Bickel et al. (1998),
les auteurs ont démontré respectivement la convergence et la normalité
asymptotique de I'EMV pour un processus observable a un espace d’état
général. Lorsque 'espace d’état du processus caché est pseudo-compact
Jensen et Petersen, Douc et Matias (2001), Douc et al. (2004) ont étudié des
propriétés asymptotiques pour 'EMV. Pour le cas ou l'espace d’état du
processus caché n’est pas nécessairement compact, nous citons Fuh (2006).
Pour plus de bibliographie sur les travaux théoriques voir Cappé et al.
(2005).

Bien que les MMC puissent étre utiles dans plusieurs cas, ils souffrent
d’une limitation importante. En effet, ils ne permettent que la loi géo-
métrique pour les temps de séjour dans les états du processus caché. Un
tel modele peut étre inexact pour décrire plusieurs problemes réels (voir
Levinson (1986)).

Les modeles semi-markoviens cachés (MSMC) constituent une généra-
lisation assez naturelle des MMC. Dans le cas des MSMC, le processus
caché Z, décrit ci-dessus, n’est plus une chaine de Markov comme c’est
le cas pour les MMC, mais une chaine semi-markovienne. A 1’opposé
des MMC, les MSMC permettent n’importe quelle loi pour les temps de
séjour dans les différents états du processus caché. Cela est important
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afin de réaliser une meilleure description de I’ensemble des données d"un
probleme réel quand la propriété markovienne n’est pas suffisante pour
décrire la dépendance entre les variables aléatoires du processus caché.

Les MSMC ont été présentés pour la premiére fois dans Ferguson (1980).
Depuis, plusieurs algorithmes appropriés ont été construits dans le but
d’estimer les parametres inconnus du modéle. En ce qui concerne la
démonstration des propriétés théoriques de 'EMV pour des MSMC
avec un support fini pour les lois de temps de séjour conditionnelles,
Barbu et Limnios (2006) ont utilisé le processus couple avec un espace
paramétrique formé par toutes les probabilités de transition de la matrice
de transition de ce couple qui sont identiquement nulles ou non. Cepen-
dant, Barbu et Limnios (2008) ont fourni une justification théorique plus
solide pour la convergence et la normalité asymptotique de I'EMV, en
considérant une reparamétrisation du modele semi-markovien a l'aide de
I'espace paramétrique naturel du processus couple (sans les probabilités
de transition nulles). Cette reparamétrisation est une idée qui a été déve-
loppée au cours de cette these dans un cadre plus général pour I'étude
des propriétés asymptotiques de 'EMV pour les MSMC généraux avec
dépendance des temps de récurrence en arriére a support fini pour les lois
de temps de séjour conditionnelles. Néanmoins, 1'utilisation d"un support
fini reste une limitation importante.

Les modeles semi-markoviens cachés généraux avec dépendance des
temps de récurrence en arriére peuvent avoir une flexibilité plus grande
que celle des modeéles semi-markoviens cachés généraux. Cela peut étre
expliqué par le fait que sachant I'état caché du systéme, la loi d’obser-
vation peut dépendre du temps qu’il a passé avant le dernier saut du
processus semi-markovien.

Dans le but d’obtenir 'EMV des parametres des MSMC, un algorithme
EM (Estimation-Maximisation) peut étre appliqué. Pour une comparaison
avec des algorithmes de type Newton voir Bulla (2006). L'algorithme EM
est spécialement destiné a traiter des problemes avec des données man-
quantes. Ferguson (1980) a été le premier a proposer un algorithme EM
pour les MSMC. Depuis, plusieurs travaux de recherche ont été effectués
dans cette direction. Nous donnons, dans le chapitre 5 de ce mémoire,
quelques références pour différentes applications comme la reconnais-
sance de la parole, I'analyse des suites biologiques d’ADN, les points de
rupture pour des données de précipitation, la climatologie et 1’analyse
de la structure des plantes. Dans la majorité des applications, l'intérét est
focalisé sur des modeles paramétriques.

Barbu et Limnios (2006; 2008) ont présenté un algorithme EM pour des
modeles semi-markoviens cachés non paramétriques, dans le but d’esti-
mer le noyau semi-markovien du processus semi-markovien caché et les
probabilités d’émission.

Leur travail nous a donné la motivation d’étudier davantage leur al-
gorithme initial afin d’améliorer sa performance, notamment, en terme
de temps d’exécution. Dans cette perspective, nous avons développé
également un algorithme EM stochastique (SEM) pour estimer les carac-
téristiques du MSMC non paramétrique.



1.2

Dans la littérature on peut trouver une grande variété des versions
stochastiques pour l'algorithme EM. La version la plus simple est 1’algo-
rithme SEM proposé par Celeux et Diebolt (1985). La principale idée de
cet algorithme consiste a remplacer le calcul de I’étape-E de 1'algorithme
EM, l'étape de l'estimation, par une étape de simulation. Ainsi, a chaque
itération d'un SEM, on doit générer une trajectoire du processus caché
en utilisant une loi conditionnelle, sachant les données observées et la
valeur du parametre actuel. Une généralisation de 1’algorithme SEM est
I'algorithme Monte Carlo EM (MCEM). Il a été introduit par Wei et Tanner
(1990). Dans chaque étape de la simulation de l'algorithme MCEM, on
génere plusieurs trajectoires du processus caché échantillonnées indépen-
damment par la méme loi. Une généralisation de 1’algorithme MCEM a été
développée par Delyon et al. (1999). Il s’agit de 1’algorithme EM Approxi-
mation Stochastique (SAEM). Cet algorithme peut prendre en compte, a
chaque étape de la simulation, les données simulées dans 'étape précé-
dente. Cela est fait en construisant une fonction appropriée pour l'étape
de maximisation par une combinaison convexe d'une approximation de
Monte Carlo dans l'étape actuelle avec des fonctions correspondantes
calculées dans I'étape précédente.

C’est pour cette version stochastique que nous avons opté. En effet, I'im-
plémentation de SAEM semble étre directe. En plus, cette version donne
la possibilité d'utiliser des trajectoires plus longues, afin d’avoir plus de
précision sur l'estimation des parameétres.

Enfin, ces algorithmes, proposés dans ce mémoire, peuvent étre utiles
dans plusieurs applications, comme par exemple, 1’analyse des suites
d’ADN dans le cas ot une chaine semi-markovienne cachée peut bien
modéliser la génération des bases d’ADN. Un cas particulier assez inté-
ressant a considérer peut étre la détection des flots CpG. La particularité
des suites d’ADN se trouve dans le fait que des trajectoires assez grandes
sont disponibles.

OBJECTIFS ET ORGANISATION DES CHAPITRES

Objectifs

Les objectifs de ce travail se résument principalement en les points sui-
vants.

i) Nous étudions les propriétés asymptotiques de I'EMV associé a
quelques principales caractéristiques des modéles markoviens, afin d’esti-
mer les valeurs et mesurer les erreurs de cette estimation en construisant
des intervalles de confiance. Notre intérét se focalise sur 1’estimation de
la loi stationnaire et sur l'estimation de la variance asymptotique dans le
théoreme de la limite centrale pour des fonctionnelles additives pour les
CM finies ergodiques (irréductibles). Nous nous sommes particulierement
intéressés a fournir des formules explicites et facilement programmables
pour des applications potentielles. Pour cela, nous proposons des for-
mules calculables pour la variance du TLC et également pour la variance
asymptotique de son EMV;
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ii) Nous étudions les propriétés asymptotiques de 'EMV (convergence et
normalité asymptotique) pour des modeles semi-markoviens non para-
métriques et nous construisons des intervalles de confiance en se basant
sur ces propriétés asymptotiques pour une chaine semi-markovienne
finie ergodique. Nous considérons également l'estimation du maximum
de vraisemblance dans le cas de L trajectoires des copies indépendantes
d’une chaine semi-markovienne (non nécessairement ergodique) censurée
a un instant fixe. Nous étudions pour ce cas les propriétés théoriques
pour I'EMV de la partie du noyau semi-markovien qui peut étre estimé
jusqu’a l'instant d’observation. Nous cherchons également a mesurer la
concentration de la loi du temps de séjour dans chaque état de la CSM
sur I'ensemble déterminé par l'intervalle d’observation ;

iii) Nous incorporons l'approche semi-markovienne dans le cadre des
modeles cachés afin de prendre en compte des phénomenes plus com-
plexes dont le comportement peut étre approché par des modeles de
type semi-markovien caché (MSMC). Ces phénomenes aléatoires sont
décrits par un processus bidimensionnel (Z,Y), ou Z est une chaine
semi-markovienne (non observée), et Y un processus (observé) dont la loi
conditionnelle de chaque v.a. Y, conditionné par Z, dépend uniquement
de I’état Z,,. Dans notre étude, nous nous sommes intéressés a considérer
également le cas plus général ot la loi conditionnelle de Y}, peut dépendre
de la valeur de Z, et du temps pendant lequel le systéme a séjourné
dans cet état. Il s’agit ainsi d’estimer le noyau semi-markovien de Z et
les lois conditionnelles qui générent le processus Y. Notre travail sur les
MSMC comporte deux axes : un axe de statistique mathématique pour la
démonstration des résultats théoriques, en particulier la convergence des
estimateurs, et un axe numérique pour le développement et I'implémen-
tation des algorithmes appropriés.

Organisation des chapitres

Ce mémoire est structuré comme suit.

Dans le deuxieme chapitre, nous considérons I'EMV pour quelques ca-
ractéristiques d"une chaine de Markov finie ergodique. Nous construisons
I’'EMV de la loi stationnaire et nous étudions ses propriétés asymptotiques
en la comparant avec son estimateur empirique. Nous étudions la variance
asymptotique du théoreme de la limite centrale (TLC) pour des fonction-
nelles additives pour les CM. Egalement, nous considérons différentes
formes de 'EMV pour cette variance et nous montrons la convergence et
la normalité asymptotique de cet estimateur. De plus, nous donnons deux
formes explicites pour la variance asymptotique de cet EMV.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons un modele semi-markovien
non paramétrique. Nous présentons 'EMV exact du noyau qui gou-
verne 1’évolution de la chaine semi-markovienne (CSM) et démontrons
la convergence forte, ainsi que la normalité asymptotique de chaque
sous-vecteur fini de cet estimateur en obtenant des formes explicites pour



les matrices de covariance asymptotiques. De plus, nous montrons la
relation de 'EMYV exact avec son estimateur empirique. Cela permet aussi
de démontrer la normalité asymptotique de chaque sous-vecteur fini de
I'estimateur empirique. Notre méthode est basée sur un changement d’es-
pace paramétrique qui correspond a l'espace paramétrique naturel de la
CM formée par la CSM et par la suite des temps de récurrence en arriere
(TRA). Ceci a été appliqué pour une observation de longue durée d’une
seule trajectoire d'une CSM, ainsi que pour une suite des i.i.d trajectoires
d"une CSM censurées a un instant fixe.

Dans le quatrieme chapitre, nous introduisons un modele semi-markovien
caché général avec dépendance des temps de récurrence en arriere. Nous
montrons sa convergence et sa normalité asymptotique. Nous déduisons
également des expressions explicites pour les matrices de covariance
asymptotiques (en fonction du noyau semi-markovien), qui apparaissent
dans le théoréme de la limite centrale pour I'EMV des principales carac-
téristiques des chaines semi-markoviennes.

Dans le cinquieme chapitre, nous proposons une version améliorée de
I'algorithme EM (Estimation-Maximisation) et une version stochastique
de cet algorithme (SEM), afin de trouver 'EMV pour les modeles semi-
markoviens cachés non paramétriques. En particulier, nous optons pour
I'algorithme de I’Approximation Stochastique EM (SAEM). Le support
pour les lois des temps de séjour conditionnelles peut étre fini ou infini.
Notre méthode s’applique directement aux cas ou le support des lois
conditionnelles des temps de séjour dans les états de la CSM est fini ou
quand l’erreur de I'approximation par un support fini approprié est suffi-
samment petite. Cela couvre également le cas ot le support est concentré
dans l'intervalle d’observation. Plusieurs tests numériques sont présentés
pour illustrer la performance des algorithmes.

Notons finalement que cette thése constitue une suite des travaux déja ef-
fectués au sein de notre laboratoire, notamment la these de Barbu V. (2005)
et de Sadek A. (2003).

Notre travail peut avoir plusieurs applications dans plusieurs domaines,
tels que la biostatistique, la fiabilité, la théorie des files d’attente, recherche
opérationnelle, la maintenance, la communication, etc.

Citons pour finir une application potentielle de notre travail : la détec-
tion automatique des ilots CpG dans une séquence d’ADN, ce qui sert le
diagnostic automatique en médecine.

13






EMYV POUR CERTAINES
CARACTERISTIQUES DES CM
ERGODIQUES

SOMMAIRE
2.1 RAPPELS SUR LES CHAINES DE MARKOVI . . . . . . ... ....... 17
2.2 ESTIMATION DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE POUR CM . . . . . 18
2.3 ESTIMATION DE LA LOI STATIONNAIRE . . . . . . . . .. .. ... .. 24
2.4 REPRESENTATIONS DE LA VARIANCE DANS LE TLC ... ... 29
2.5 ESTIMATION DE LA VARIANCE . . .« « . . o oo toee e e 35
2.6 EXEMPLES ET ILLUSTRATIONS NUMERIQUES . . . . . . . . ...... 39
CONCLUSION . « « « o o oot e e e e e e 42

Les processus de Markov (PM) constituent un sujet central dans la
théorie des probabilités appliquées et de la statistique. En effet, plu-
sieurs problémes réels peuvent étre modélisés par ce type de processus
stochastiques a temps discret ou continu. L'estimation statistique pour
les chaines de Markov (CM) finies et ergodiques a été traitée principa-
lement par Billingsley (1961a;b). L'estimation est basée sur la méthode
du maximum de vraisemblance. En considérant une trajectoire observée
sur l'intervalle temporel {0,1,...,m}, I'étape initiale consiste a trouver
I'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) pour la matrice de
transition. Plusieurs quantités peuvent également étre estimées, comme la
loi stationnaire, les temps moyens d’entrée dans des différentes parties de
I'espace d’état et autres caractéristiques probabilistes qui sont impliquées
dans I'analyse d’une CM. A ce but, un probléeme important est d’estimer la
variance 0 du théoréme de la limite centrale (TLC) pour les CM. En parti-
culier, lorsqu’on consideére des fonctionnels additifs d"une CM, la variance
est la méme que pour le cas des théoremes limites centrales fonctionnels
(TLCF) pour les PM. Des travaux récents se concentrent sur cet aspect
dans le contexte des méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov. Un
apercu récent est di a Roberts et Rosenthal (2004). Chauveau et Diebolt
(2003) étudient un processus de variance empirique en temps continu
basé sur i.i.d. chaines paralleles. Stefanov (1995) considere également une
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estimation du maximum de vraisemblance pour PM et CM via une ap-
proche par des familles exponentielles et obtient des solutions explicites
pour les parametres de la variance pour TLCE. Pour une approche unifiée
concernant les familles exponentielles des processus stochastiques voir
Kiichler et Serensen (1997).

Le TLC est un aspect de la théorie des CM qui mérite d’étre étudié
davantage méme dans un espace d’état discret ou fini. Notre travail se
focalise notamment sur les aspects calculatoires pour 'EMV de la variance
associée. Pour cela, nous proposons des formules calculables pour la va-
riance de la TLC et également pour la variance asymptotique de son EMV.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans les deux premieres sections
nous passons en revue quelques résultats de base sur les chaines de
Markov discretes a espace d’état dénombrable et sur l'estimation du
maximum de vraisemblance pour les CM a espace d’état fini. Dans la
section 2.3, nous considérons l'estimation de la loi stationnaire et prou-
vons l'équivalence asymptotique entre 'EMV et 'estimateur empirique
de la loi stationnaire, ainsi que leur relation exacte. Dans la section 2.4,
nous étudions la variance associée au TLC sous des différentes formes
matricielles. Ces formes résultent des différentes démonstrations du TLC
existantes dans la littérature. Pour ces démonstrations, nous renvoyons
a Doob (1953), Billingsley (1961b), Dacunha-Castelle et Duflo (1983),
Meyn et Tweedy (1993) et Port (1994).

Le point de départ pour notre analyse est I'expression de la variance
donnée dans Port (1994). Notre tache principale est accomplie dans la
section (2.5, ol1 nous construisons 'EMV de la variance dans ['une de ces
formes matricielles et montrons qu’il est fortement consistant et asymp-
totiquement normal. La variance asymptotique qui correspond a cette loi
asymptotique est calculée sous deux différentes formes matricielles. Dans
la derniere section, nous présentons quelques exemples qui illustrent les
résultats théoriques.

Nous mentionnons que les résultats présentés dans ce chapitre font 1’objet
de l'article Trevezas et Limnios (a paraitre 2008b).



2.1

Définition 2.1

Définition 2.2

Définition 2.3

RAPPELS SUR LES CHAINES DE MARKOV
Dans cette section nous donnons quelques résultats de base sur les chaines

markoviennes. D’abord, nous introduisons quelques abréviations pour les
notations utilisées tout au long de ce mémoire.

Nous désignons par

Xg = (X(),Xl,...,Xn),
(Xg = 18) = ((XOIX11"‘IX71> - (iOIill---lin))/
iy € E indique que i; € E, pour tout j tel que 0 < j <,

IP;(-) représente la mesure de probabilité P(- | Xy = i),
— E;(-) représente l'espérance par rapport a IP;(-).

Notons que s’il s’agit d"un espace d’état dénombrable E, nous le considé-
rons toujours muni de la o-algebre formée par les parties de E.
Nous définissons une CM de la maniére suivante.

Soit (Q), F,IP) un espace probabilisé et X := (X, )neN un processus stochastique
a valeurs dans un espace d’état dénombrable E. Le processus X est une chaine
de Markov si pour tout n € IN* et ifj € E, il satisfait

P(Xy = in| X0t =il ") = P(Xy = in| Xpo1 = in—1). (2.1)

De plus, X est homogene par rapport au temps si la probabilité ci-dessus ne
dépend pas de n. Pour une CM homogene, nous notons P = (pjj) ijeE S matrice

de transition, oit pjj := P(X, = j|X;,—1 = i) et «(-) sa loi initiale, completement
déterminée par le vecteur o de composantes ; := P(Xo = i).

Une classe importante des temps d’arrét (voir par exemple Port (1994))
pour la CM X est constituée par les temps de retour dans une partie A C
E.

Soit A C E. La variable aléatoire
Ty =inf{n >0: X, € A} (2.2)

est appelée temps de retour dans I'ensemble d’état A. Lorsque A = {i}, nous
posons Tj := Ty

La chaine de Markov X est dite irréductible si pour tout i,j € E
P;(T; < c0) > 0. (2.3)
Si, de pluﬂ il existe un état a € E tel que

P,(T, < ) =1, (2-4)

'Pour une CM irréductible, 1'existence d'un état a qui vérifie (2.4) constitue plutdt un
critére qui transfere la propriété de récurrence de cet état dans tous les états, et non pas
une définition.
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Définition 2.4

Théoréme 2.1

2.2

alors la chaine X est dite irréductible et récurrente. En examinant I'espérance de
cette v.a. nous obtenons deux types de récurrence, positive ou nulle si E,(T,)
est finie ou infinie respectivement. Une CM irréductible et récurrente positive est
appelé ergodique’.

La classe de CM la plus utile pour les applications est celle des chaines er-
godiques. Cette classe est caractérisée par l'existence d"un vecteur de pro-
babilité a composantes strictement positives qui vérifie de maniere unique
la relation donnée ci-dessous.

Une CM X admet une loi stationnaire 7t(-), completement déterminée par le
vecteur 7t appelé vecteur stationnaire, si I"équation d’équilibre suivante est vé-
rifiée

T = 7TP. (2.5)

Le théoreme ci-dessous caractérise la classe des CM ergodiques (voir par
exemple Port (1994)).

Une chaine de Markov X est ergodique ssi il existe une loi stationnaire unique a
support I'ensemble E.

ESTIMATION DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE POUR CM

Afin de présenter des aspects intéressants de I'estimation statistique des
CM finies, nous exploitons la liaison entre la loi multinomiale et 'EMV
du modeéle markovien. Une liaison plus forte a été démontrée a I'aide de
la loi asymptotique de 'EMV via la formule de Whittle (voir par exemple
Billingsley (1961b)). En effet, cette formule donne le nombre des trajec-
toires d'une CM censurées a un instant donné et qui ont une matrice des
fréquences fixe3.

Dans notre travail, nous utilisons également la loi asymptotique de 'EMV.
Pour une démonstration directe, nous pourrions nous servir du théoreme
de la limite centrale pour les martingales (voir 1’annexe |A.1). Cela est
fait dans le chapitre 3 afin d’examiner le comportement asymptotique de
I’EMV dans un modéle semi-markovien, en utilisant une CM a espace
d’état infini. La méthodologie est similaire, méme plus facile, pour une
CM finie.

D’abord, avant de passer au modeéle markovien nous introduisons une
famille de lois multinomiales M (N, p1, pa, ..., ps) ou le parametre N = n
est connu et dont 1’ordre est borné par un nombre s. Nous donnons dans
la proposition I"'EMV pour une observation d"un vecteur aléatoire qui
appartient a cette famille. Son espace paramétrique naturel s’écrit

S
Pu:={p=(pLp2...,ps) ER°:p; >0,1<i<s, ) pi=1}. (26)
i=1

2 Notons que dans la littérature ce terme est souvent accompagné par la propriété
d’apériodicité.

3Pour une trajectoire X{' d'une CM, la matrice des fréquences est décrite par le nombre
des transitions pour tous les couples d’états possibles quand le nombre total des transi-
tions est m.



Proposition 2.1

Considérons un parametre p € Py et notons d le nombre des com-
posantes strictement positives et iy, i3,...,i; les indices correspondants.
Alors, p peut étre considéré comme un membre d’une loi multinomiale
d’ordre d (d < s) dans cette famille de lois multinomiales d’ordre borné
par s. Cette description de I'espace paramétrique est avantageuse, notam-
ment :

i) dans un modele plus complexe ot apparait un nombre fini de lois
multinomiales dont 1’ordre n’est pas nécessairement identique a l'ordre
maximal s,

ii) pour encadrer de maniere naturelle une suite d’observations d'un
vecteur aléatoire multinomial d’ordre s, ot I’ordre n’est atteint qu’apres
un nombre aléatoire d’observations,

iii) dans le cas ol l'ordre n’est pas connu a priori et doit donc étre
estimé.

Pour le cas ii), cela est justifié par le fait qu'une observation d"une loi mul-
tinomiale peut ne pas étre suffisante pour atteindre 1’ordre et par consé-
quent c’est plus pratique de considérer l'ordre comme un parametre a
estimer. Cette convention nous permet de trouver des solutions de type
EMYV d’ordre réduit dans le cas ot il y a des composantes X; nulles d"un
vecteur aléatoire X.

Puisque la somme des composantes est égale a 1'unité (une relation de
dépendance linéaire) nous pouvons enlever un parametre et utiliser une
représentation minimale P}, C R?~! de type

d—1

P ={p"= P, Pir - iy ) ERTLpy >0, 1<k <d—1,) p; <1}

k=1

(2.7)
Dans ce qui suit, nous adoptons la convention que 0° = 1 et 0log0 = 0
pour des termes sous-jacents de ce type dans la fonction de vraisemblance
et log-vraisemblance d’une observation de la loi multinomiale respective-
ment. Pour la démonstration de la proposition suivante nous n’utilisons
pas la méthode de multiplicateurs de Lagrange mais nous optons pour
une utilisation systématique de la paramétrisation minimale qui joue un
role important dans notre travail.

Soit X7 un vecteur aléatoire qui suit une loi dans la famille de lois multinomiales
du parameétre N = n connu, d'ordre d < s, i.e.,

n .
]P,,(Xi = xi‘) = ( N~ ) Tlpgz...p;@’ (2.8)

oit p € P (voir (2.6)) et Yi_y x; = n. LEMV du parametre p, soit p* € P},
(voir (2.7)) associé a une observation est donné par :

Xi, Xi X;
~% i1 My ld-1
p _<n' L T > (2.9)
Par conséquent, 'EMV du parametre p s'écrit

5 (X1 X2 X1 X (2.10)
p R :
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Démonstration. La fonction de log-vraisemblance s’écrit

S
((p) =c+)_Xlogp;, (2.11)
i=1

ou ¢ est le logarithme du coefficient binomial et ne dépend pas du para-
metre p. Soit

S
d= ZH{X»O}' (2.12)
i=1

Nous allons montrer que d est 'EMV de 1’ordre de la loi multinomiale.

Soit Y1,Ys,..., Y51, n — Zf:_ll Y; une nouvelle énumération des v.a. non-
nulles dans l'expression (2.11) et 61,63, ...,0;_1 les parametres p; qui cor-
respondent aux v.a. Y1,Y>,...,Y;_1. Nous posons aussi 0; la somme des
parametres qui correspondent aux v.a. X; = 0. La log-vraisemblance peut
étre reformulée dans la forme suivante :

d-1 d-1 -1
U(p) =c+ Y Yiloghi+ (n— ) Yi)log(1—)_ 6; —6y). (2.13)
i=1 i=1 i-1

C’est évident qu’en fonction de 6, la log-vraisemblance ¢(p) est décrois-
sante. Puisque 0 < 6; <1 — Z?;ll 6;, donc afin de maximiser ¢(p) il suffit
de le faire quand 6; = 0. Cela implique que p; = 0, pour les s — d para-
metres ou X; = 0. Par conséquent, le probleme de maximisation se réduit
au cas classique de 'EMV d’une observation de la famille multinomiale
d’ordre d, paramétrisée dans un ensemble ® = P}, C R~ (voir 2.7).
La fonction de log-vraisemblance ¢(0) est bien définie et différentiable
dans @" et par conséquent le point d’extrémum se trouve comme solution
unique des équations de vraisemblance Vy/(6) = 0. Par une extension
continue de £(0) en prenant ¢(f) = —oo a la frontiere nous déduisons
directement que l'extrémum est en fait un maximum. En combinant les
arguments précédents nous arrivons facilement a (2.9) et a (2.10). 0

Nous examinons a présent l’existence de 'EMV dans un espace des CM
finies définies sur (Q), F,IP,), a espace détat E = {1,2,...,s}, une loi
initiale a(-) et une matrice de transition P. Nous décomposons la fonction
de vraisemblance correspondante a une observation X{' d’'une CM en s
parties indépendantes qui sont équivalentes au sens de maximisation a
s lois multinomiales indépendantes, dont I'ordre dépend du nombre des
transitions possible pour chaque état.

Afin d’étendre et de justifier dans le cadre de 'EMV la procédure d’esti-
mation jusqu’a l'instant ot tous les états et toutes les transitions possibles
sont observées, nous utilisons les conventions suivantes. Le nombre
d’états pour la CM et le nombre des transitions possibles pour chaque
état vont étre considérés comme des parametres bornés par s. Dans ce
cas, la fonction de vraisemblance est bien définie partout a 1’exception des
instants ot un nouvel état est enregistré par le systeme.

Notons que pour le moment, nous ne faisons aucune hypothése concer-
nant la structure de P.

4Les transitions possibles sont celles avec une probabilité strictement positive.



Remarque 2.1

Nous associons au modele markovien I'espace paramétrique naturel sui-
vant ,
AXP::Axplx---Pszpf\j[lC1R5+S, (2.14)

ou A et P; sont des copies de Py, défini par (2.6) pour le cas multino-
mial, et correspondent respectivement au domaine de variation du vec-
teur initial « et du vecteur formé par la i-eme ligne de la matrice P, pour
1 <i < s. De plus, nous identifions P avec le parametre vectoriel p € P.
Nous notons que les composantes p;; de p sont ordonnées selon 'ordre
lexicographique de E2.

Dans le cadre d'une observation Xj' d’une seule trajectoire d'une CM,
censurée a l'instant m, ou la loi initiale ne dépend pas du parametre p,
I'information pour le vecteur initial est concentrée dans la premiere obser-
vation Xy, et par conséquent, pour tout m € IN,

&(m> = (§X0i)i€E s (2.15)
ou §;; est le delta de Kronecker.

Pour une observation Xg' oit le vecteur initial & d'une CM ne dépend pas du pa-
rametre p, les fonctions de vraisemblance Ly, (&, p) et log-vraisemblance C,,(«, p)
associées vont étre exprimées en fonction de p uniquement, puisque l'estimateur
du vecteur initial est trivialement donnée par (2.15).

Afin d’exprimer I'EMV p(m) du parametre p, nous définissons pour tout
i € E le processus de comptage N; := (N;(m))en+, out Nj(m) indique le
nombre des visites dans 1’état i € E, jusqu’a I'instant m € IN en négligeant
le dernier état observé X, :

m—1
Nl(m) = Z ]]‘{Xn:i}’ (2.16)
n=0

ainsi que le processus de comptage N;; := (Nj;(m))muen+, oit Njj(m) in-
dique le nombre des transitions de type (i,j) € E?:

m
Nij(m) := Y Nyx, ixemi)- (2.17)
k=1
Par (2.16) et (2.17), nous avons pour tout m € IN*,
Ni(m) = Y_ Njj(m). (2.18)
JEE

La v.a. N;j(m) par (2.18) exprime aussi le nombre des transitions de X qui
ont commencé par un état i € E jusqu’a l'instant m € IN*. Egalement,
lorsque les instants d’observation successifs sont temporellement équidis-
tants, il peut étre interprété comme étant le temps de séjour dans I'état
i € Ejusqu’a l'instant m € IN*.

Soit

M(s) = inf{m € IN*: Nl(m) >0,Vie E}. (2.19)
Apres ce temps aléatoire, tous les états du systeme et au moins une tran-
sition de chaque état vers un autre état ont été enregistrés.
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Proposition 2.2

Remarque 2.2

Hypothese 2.1

Soit X := (Xu)new une CM homogene définie sur (Q), F,IP,), oit cette famille
des espaces probabilisés est paramétrisée par p € P donné par (2.14) a valeurs
dans un espace d’état E = {1,2,...,s}, de o-algebre 'ensemble des parties de E.
L’EMV p(m) qui correspond a une observation X' de X censurée a l'instant m,
est donnée par ses composantes pour (i,j) € E?, par

Njj(m) |
si Nj(m) >0,
pig(m) = ¢ M) (2.20)
0 si Ni(m) = 0.

Démonstration. D’abord, nous supposons que m > M.

En utilisant la propriété markovienne (2.1), 'expression (2.17) et la re-
marque 2.1, nous pouvons écrire la fonction de vraisemblance correspon-
dante a 1'observation X' comme suit

Cu(p) =TT py"™, (2.21)

i,jeE
Cela implique que la log-vraisemblance associée est donnée par

lu(p) = Zﬁi,m(pi) —-C, (2.22)
i€k

ot Yi,(p;) représente la log-vraisemblance d'une observation
M(N;(m), p;) avec p; € P; pour i € E, et la constante C ne dépend
pas du parameétre p (voir (2.11)). Puisque les vecteurs p; sont indépen-
dants, la relation (2.20) résulte donc de la proposition 2.1
Dans le cas ou m < M, a I'exception des instants ot un nouvel état
est enregistré par le systéme, il existe un nombre s —r > 0 d’états pour
lesquels N;(m) = 0 et également Nj;(m) = 0. Par notre convention d’iden-
tifier p; au vecteur nul pour N;(m) = 0, nous obtenons une solution de
type EMV pour un espace d’état de X réduit a un nombre d’états r. [

i) L' EMV p(m) donné par (2.20) peut étre un estimateur « fiable » pour les
probabilités de transition entre les différents états de E pour une famille de CM
ergodiques, puisque le nombre de visites pour chaque état i € E est théoriquement
infini (avec probabilité 1) pour une réalisation quelconque de X. L'information
accumulée n’est pas suffisante dans le cas d’états transitoires.

ii) Pour une discussion plus détaillée sur la justification du terme EMV dans le
cas oil les états du systeme n’ont pas tous encore été visités voir I'annexe A.3|

Nous considérons maintenant la classe des CM ergodiques, pour laquelle
nous étudions, dans les propositions ci-dessous, le comportement asymp-
totique de 'EMV. Pour cela, nous aurons besoin de I’hypothése suivante :

La CM X finie sous IP, est ergodique ( irréductible)s.

5 Si X est une CM finie, alors les expressions X irréductible et X ergodique sont iden-
tiques.



Lemme 2.1

Lemme 2.2

Proposition 2.3

Proposition 2.4

SoitE
Ei = {(i,j) €E*:p; >0} et d:=|E%| (2.23)
EV = {jeE:(i,j)eE2} et dj=|EV, icE (229
Il est clair de vérifier le lemme suivant :

Sous I'hypothese le processus bidimensionel X := (Xy, Xy+1)neN est une
chaine de Markov ergodique & un espace d'état E2, une matrice de transition

Pi=(pipweh) i wnees O Pl = djkPrs (2.25)
et un vecteur stationnaire 7t, ol ses composantes sont données par
7'[1',]' = 7'[1']91']'. (2.26)

Sous I’hypothése 2.1, quand m — oo, nous avons :

N;; —p.s.
i) ilm) - Byps TTiPijs (2.27)
ii) Ni(m) Py T (2.28)
m

Démonstration. En appliquant le théoreme ergodique pour la chaine de
Markov X et la fonction f = 1, ;(:= 1(; )} ), nous avons par (2.17),

Nl(m) Py—p.s.
]T —— Ealz_)) (2.29)

ou 77(+) est la loi stationnaire de X. Par la relation (2.26) du lemme 2.7,
implique (2.27).
La partie ii) est une implication directe de la partie i) et de (2.18). 4

Sous I'hypothese 2.1, 'EMV p(m) du parametre p est un estimateur fortement
convergent, i.e., quand m — oo

R P,—p.s.
p(m) "% p. (2.30)

Une démonstration de cette proposition peut étre faite au moyen du
théoreme ergodique.

Nous notons ¢(m) le vecteur dont les composantes sont définies pour
(i,j) € E2 par
Gij(m) = /m(pij(m) — pij). (2.31)

(Billingsley (1961a)) Sous I'hypothese (2.1, 'EMV p(m) du parametre p est
asymptotiquement normal, i.e., quand m — oo

g(m) ¥ &~ N(0,T), (232)

®Tous les ensembles considérés ici dépendent de la vraie valeur du paramétre p.
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Remarque 2.3

2.3

out I est une matrice de covariance de dimension d x d, donnée par

%Al 0] s 0]
0 N%Az s 0]
s : : - : ! (2:33)
O O e HLSAS

et les matrices A, pour i € E, de dimension d; x d; sont données par

Ai = (pijlop — Pil])jlleE() (2-34)

b
i) Une démonstration de cette proposition peut étre accomplie en utilisant le TLC
pour les CM ou le TLC pour les Martingales,

ii) Sadek et Limnios (2002) ont utilisé la forme (2.33) de la matrice de cova-
riance asymptotique de I'EMYV pour démontrer des propriétés asymptotiques pour
I'EMV des taux de défaillance et de fiabilité pour les CM qui sont ergodiques et
apériodiques,

iii) dans Trevezas et Limnios (a paraitre 2008b) nous explicitons que les propriétés
asymptotiques pour 'lEMV sont valides également pour les CM périodiques.

ESTIMATION DE LA LOI STATIONNAIRE

Afin de trouver 'EMV de la loi stationnaire qui vérifie de maniere unique
(2.5) dans le cas o1 la CM X est ergodique, nous allons exprimer ce vecteur
comme une fonction de la matrice P.

L'EMV qui correspond a la matrice P s’écrit pour tout m > M), de la
facon suivante? :

P\(m) = (ﬁij(m»i,je]g' (2.35)

Cela va nous permettre d’avoir une forme matricielle de 'EMV qui cor-
respond a la loi stationnaire d'une CM ergodique.

Dans l'analyse qui suit, nous considérons que la vraie valeur du para-
metre p est telle que P a tous ses éléments strictement positifs de maniére
a assurer que p est un point intérieur d’un espace paramétrique appro-
prié, qui est partie de RS~ et qui sera défini dans la suite.

Les résultats qui suivent sont valables méme dans le cas ou une repré-
sentation minimale des parameétres implique un nombre d strictement
inférieur a s2 — s. Dans ce cas, si d est estimé alors nous modifions la di-
mension de I'espace paramétrique en ajustant les dimensions des vecteurs
et des matrices qui apparaissent.

Nous posons I = 171 la matrice carrée dont chaque élément vaut un.
Nous avons donc

cll = 1. (2.36)
Nous remarquons par (2.5) et (2.36) que
n(l-P+10I)=n(I-P)+rnl=0+1=1 (2.37)

7Pour une définition de M(S) voir (2.19).



Lemme 2.3

Afin d’obtenir 7r, la matrice I — P + II doit étre non singuliere. Ce qui
est toujours vérifié s’il s’agit d’'une CM ergodique. Pour une démonstra-
tions voir par exemple Resnick (1992) [proposition 2.14.1.]. Cette condition
est suffisante mais pas nécessaire. Dans le lemme suivant nous donnons
une caractérisation des CM ayant une classe récurrente avec la possibilité
d’avoir quelques états transitoires. Pour une démonstration voir 1’annexe

A2l

Soit P la matrice de transition d'une CM X finie. X admet une seule classe
récurrente si et seulement si I — P + I est non-singuliere.

En utilisant la relation et le fait que chaque CM finie ergodique a
une seule classe récurrente nous obtenons

m=1I1-P+1I)" (2.38)

Dans ce qui suit, nous allons définir et comparer deux estimateurs de la
loi stationnaire, 'EMV et I'estimateur empirique (EE).

(EMV) : a(m) = 1I—-Pm)+0I)7", m> My, (2:39)

(EE) : t(m) := (NI7§1m)> L m>1. (2.40)

Afin que l'expression (2.39) soit bien définie, il faut que la matrice
I— 13(111) + I soit non-singuliére. Pour tout m > M), la matrice ﬁ(m)
est stochastique et correspond a une CM a un espace d’état E, ayant une
classe récurrente et la possibilité d’avoir des états transitoires. D’apres le
lemme 2.3, ceci implique que la matrice I — P(m) + T est non-singuliere.
Pour une discussion concernant la justification de 1'utilisation de la ma-
trice I — P(m) + Il pour des valeurs de m < M) et son comportement,
voir I'annexe A.3.

En ce qui concerne I'EE, I'expression est valable pour tout m > 1.
Pour chaque instant m, 'EE 7t(m) exprime le pourcentage de temps du-
rant lequel le systéme se trouve dans les différents états de E.

Nous donnons dans la proposition suivante la relation exacte qui lie les
deux estimateurs pour chaque m > M(S). Pour cela, nous définissons
d’abord le processus de comptage du nombre des visites aux différents
états j € E, dans le cas ol nous ne prenons pas en compte 1’état initial

N]*(m) = Z ]l{anj} = N](m) + 5ij — 5]')(0. (2.41)
n=1

Ce processus peut aussi exprimer le nombre des transitions vers un état
j € Ejusqu’a l'instant m € IN, puisque

Nj(m) = iNij(m). (2.42)

Notons (e;), . les vecteurs de la base canonique de IR®.

icE
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Proposition 2.5

Remarque 2.4

Proposition 2.6

L'estimateur empirique 7v(m) et l'estimateur du maximum de vraisemblance
7t(m) de la loi stationnaire 7t sont liés par la relation suivante :

72(m) = 72 (m) — ) (1— P(m) + 1), (2.43)
ou A(m) = (Ai(m))ieE, et Al(m) = ((SiXm — 51-X0)/m, i€ E.

Démonstration. Nous remarquons que

Nll(m) le(m)
Ny (m) Ny (m)
~ 1 \B Ni(m) Np(m N;(m Ny(m) . Na(m)
)Py = (S, Se ) R N
Ny (m) ng.(m)
N; (m) N (m)
_ <Zi:1 Nil(m)’ Li1 NiZ(m), L Li1 Nis(’”)) . (244)
m m m
Par (2.41), (2.42), et (2.44) nous concluons que
7 (m)P(m) = 7t(m) + A(m). (2.45)
Par (2.45) nous obtenons
(m)(I —P(m)+ 1) =1— A(m). (2.46)

-~

Puisque pour m > My, donné par (2.19), la matrice [ — P(m) + II est
non-singuliere, (2.46) implique alors (2.43). O

Pour chaque m > M), le vecteur 7t(m) (EMV) est I'unique vecteur stationnaire

pour la matrice P(m). Par (2.43) le vecteur (EE) 7t(m) joue ce role ssi A(m) = 0.
Puisque cela est vrai ssi X, = Xo, la sous-suite des temps de passage successifs
dans 'état initial X, détermine alors les instants oil les deux estimateurs sont
identiques.

La proposition suivante établit I'équivalence asymptotique par rapport a
la loi des grands nombres de 1’EE et de 'EMV de la loi stationaire.

Sous I'hypothese 2.1, I'estimateur empirique 7t(m) et 'estimateur du maximum
de vraisemblance 7t(m) du vecteur stationnaire 7t sont des estimateurs fortement
convergents, i.e., quand m — oo

i) wm) 2P (2.47)
iy w(m) 2P m (2.48)

et plus particulierement, nous avons
7t(m) = 7t(m) + Op(m )8, (2.49)

8 X = Op(Rm) ssi Xy = Ry Y avec Yy, bornée en probabilité (P-bornée).



Notation 2.1

Hypothese 2.2

Démonstration. i) Cela résulte du fait que les composantes de 7w (m),

donné par (2.40) vérifient (2.28).
ii) Par (2:35) et nous avons dans une forme matricielle que

-~ Pp—p.s.
_—

B(m) P. (2.50)

En considérant la suite des matrices {(I — P(m) + I)~1},,> My, et puisque
l'application A +— A~ est une application continue par rapport a une
norme des matrices appropriée, nous concluons par (2.50) et par le théo-
reme de l'application continue? que

(I—Bm)+ 1)~ 2222 1 pym)L. (2.51)

En multipliant a gauche la partie gauche de (2.51) par le vecteur 1, vu

(2.51), (2.39) et (2.38) nous concluons la partie ii).
Egalement, par (2.51) et la définition de A,, dans la proposition 2.5/ nous

avons

Ap(I—P(m)+ 1) =O0p(m™1), (2.52)
ce qui conduit a I'aide de (2.43) a (2.49). O

L'étude du comportement asymptotique de 'EMV p(m) du parametre p,
ainsi que d’autres caractéristiques de la CM (loi stationnaire, variance dans
un TLC) qui peuvent étre exprimées comme une fonction de la matrice de
transition P, nous oblige a considérer une représentation minimale spéci-
fique pour le parameétre vectoriel p. Notons

P*i=T]Ph, C R, (2:53)
i€E

ol Pj‘\/li, pour tout i € E, sont données par (2.7), et

E2i={(ij) € E: i £ ]}. (2.54)

Dans la notation ci-dessous nous précisons le type de représentation mi-
nimale que nous considérons.

Le parametre vectoriel p € P a une représentation minimale p* indexée par
E2, s’il est considéré comme élément de P* avec d = s* en lui enlevant les
composantes qui correspondent aux éléments diagonaux de P. Les composantes
pij de p* € P* sont ordonnées selon I'ordre lexicographique de EZ.

Dans I’hypothese suivante, nous allons considérer que sous P}, toutes les
transitions sont possibles, c’est a dire d = s2, ot d est défini par (2.23).

Le parametre p*, donné par la notation 2.1, sous P, vérifie d = s2.

L’hypothese(2.2 est plus restrictive que I’hypothese 2.1, mais elle nous sera
utile pour les résultats qui suivront, en particulier pour les représentations
matricielles. Les résultats théoriques (convergence et normalité asympto-
tique) sont valables également sous ’hypothese 2.1.

9En anglais : continuous mapping theorem.
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Proposition 2.7

Notons que les éléments diagonaux de P seront considérés comme des
fonctions des autres parametres correspondants a la méme ligne de la ma-
trice P. Ainsi, les EMV qui correspondent aux s éléments diagonaux (s est
le nombre d’états) donnent

pil(m) =13 py(m), (2.55)

jeE.
ou E; :=E\ {i}.

Nous considérons utile de faire ce choix de représentation minimale,
indiqué ci-dessus, méme dans le cas ot d < s2,a condition que p;; soit > 0
pour tout i € E. Si au moins une auto-transition (transition vers le méme
état) n’est pas possible, alors le choix doit étre différent pour pouvoir
exclure s parametres dépendants. Les relations de dépendance sont impo-
sées toujours par la nature stochastique de la matrice P. Par exemple, voir
chapitre 4, ou les parametres diagonaux sont identiquement nuls par la
nature de ce modele. Un autre exemple peut étre la structure de la matrice
de transition d'une CM immergée d"une chaine semi-markovienne (CSM).

Pour étre compatible avec la notation (2.1, nous définissons ¢* une re-
présentation minimale de & indexée par E2, ou ¢ est le vecteur de la loi
normale définie par (2:32). D'une fagon similaire, p*(m) et {"(m) corres-
pondent aux représentations minimales de p(m) et {(m) respectivement.
Nous notons I'* la matrice de covariance de dimension (s? —s) x (s* — s)
qui correspond a ¢*, ot dans l'expression (2.33), pour tout i € E, les ma-
trices A; données par (2.34) sont substitués par A7, en leur 6tant la i-éme

ligne et la i-eme colonne.
Nous définissons pour (i,j) € EZ, la matrice 9P/0p;j = (3pii/9pij); cp-
Par nous avons
1, si(kI)=(ij),
3’”’? =4 -1, si(kl) = (i), (2.56)
Pij 0, sinon.

Sous I'hypothese 2.z, 'EMV 7t(m) du vecteur stationnaire 7t est asymptotique-
ment normal, i.e., quand m — oo
Vm(7E(m) — ) % N(0,GT*GT), (2.57)

ot la matrice G := (Gyg,) 2

de dimension s x (s= — s) est définie par

u€k,(i,j)€E?

Guij = (I =P+ 1), —m(I =P+ 1), u €k (i,j) € E}, (2.58)

(174

et T* est une représentation minimale (indexée par E?) de la matrice T définie par

(2.33).
Démonstration. Soit g : (P*)° — R®, ot
glp") =1I-P+1I)"". (2:59)

Si A, correspond a la u-éme colonne de la matrice A, et g(p*) =
(8u(pP*)) ek - alors ses composantes g, (p*) pour u € E sont données par

gu(p*) =11-P+1)," (2.60)



Corollaire 2.1

2.4

Par les relations (2.39) et (2.59) nous avons

Vi(F(m) — ) = m[A(I - Bm)+ 1) ~1(I— P+ 1) ]
= Vmlg(p*(m) - g(p")].

Puisque par (2.32), v/m (p(m) — p) ¥ N'(0,T), cela implique que
Vi (p*(m) = p*) % N(0,17), (261)

comme loi marginale d"une loi asymptotiquement normale. Pour que nous
puissions appliquer la méthode delta pour la fonction g, nous devons ga-
rantir sa différentiabilité sur (P*)°. Par (2.59), il suffit que 1’application
p* — (I — P+ II)~! soit différentiable sur (P*)°. Ce qui est vérifié puisque
chaque élément (i,j) de la matrice (I — P+ II)~! est un rapport des po-
lyndmes de p*, ot le numérateur est le (i, j) cofacteur et le dénominateur
est le déterminant de la matrice I — P + I.

Les valeurs exactes des dérivées partielles de g, par rapport a p;; pour
u € Eet (i,j) € E2, peuvent étre exprimées comme suit

gy 01(I-P+1);'! o1(I-P+10) e,
1 9P -1,T
= 1(I-P+1) (I-P+1) e,
ap,]
oP oP
= m—(I-P+M)le, =n—(-P+1I," (262
el ) ol )

Nous désignons par G la matrice de dimension s x (s> —s) dont les élé-
ments sont donnés par (2.62). Par (2.61) et en appliquant la méthode delta
pour la fonction différentiable ¢ nous arrivons a I'expression tout
en tenant compte de (2.62) et de la forme de 0P /dp;; donnée par (2.56). [J

Sous I'hypothese 2.2, 'estimateur empirique 7t(m) du vecteur stationnaire 7t est
asymptotiquement normal, i.e.,

Vm(7(m) — ) % N(0,GT*GT). (2.63)
Démonstration. Par les relations et (2.43) nous obtenons

Vm(re(m) — ) = /m(7t(m)—7w) —/mOp(m™)  (264)
= Vm(7a(m) —m)+0p(m=1?), (2.65)

ce qui implique que l'estimateur empirique du vecteur stationnaire
converge en loi, quand m — oo, vers la méme limite que 'EMYV, don-
née par la proposition[2.7. U

REPRESENTATIONS DE LA VARIANCE DANS LE TLC

Dans cette section, nous présentons des formes de la variance dans le
TLC pour les CM finies. Ces formes vont servir a construire des formules
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calculables pour la variance.

D’abord, nous présentons le TLC pour les CM a un espace d’état dénom-
brable. Pour cela, nous aurons besoin de définir les quantités suivantes.

La probabilité ci-dessous est appelée probabilité tabou,
Py = Pi(Ty >, Xy = ). (2.66)
Cette quantité exprime la probabilité que la chaine en commengant par

I’état initial i € E va étre dans l'état j € E a l'instant n en évitant 1'état a.

Les quantités ci-dessous qui dépendent des probabilités tabou (2.66) vont
jouer un role important dans notre analyse :

—+00

galif) =Y apll”. (2:67)

n=1

Pour donner une interprétation probabiliste a (2.67) nous définissons N]’?
la v.a. qui représente le nombre de passages de la chaine dans I’état j en
ne tenant pas compte de 1’état initial, avant qu’elle visite pour la premiere
fois Iétat a, i.e.,

—+00
N]a = Z ]l{TgZﬂ,X;1:j}' (268)

n=1

Par les relations (2.66) et (2.67) nous avons

+0o
8a(i,j) = E;i (141, nx,—})

n=1
+o00
= Ei( ) Vronx,=j})
n=1
= Ei(N}). (2.69)

Cela exprime que g,(i, j) correspond a 'espérance du nombre de passages
par l'état j, en démarrant par I'état i, avant que la chaine entre pour la
premiére fois dans l’état a.

Le temps de retour T, et les v.a. N]‘-Z sont liés par

T, = ZN]” (2.70)
jEE

Soit f une fonction réelle définie sur E. Nous supposons que

Er|f(X)] =} milf(i)] < oo, (271)
i€E
et nous désignons par
wi=Exf(X) =) mifi), (272)
i€E

et par f la fonction f centrée par rapport a la loi stationnaire, i.e., f =

f—n



Théoréme 2.2

Remarque 2.5

Proposition 2.8

(Port (1994)) Soit X une chaine de Markov ergodique. On suppose qu'il existe un
état a € E, tel que

Y 7 ga(i, HIFDIF()] < . (2.73)
i,jeE
Si (Su)new correspond a la suite des sommes partielles de (f(Xy)), o alors

pour une loi initiale quelconque, quand m — oo

= (S =m0~ N (0,67, 274
o = Y A@f () +2 Y mgali NFOF(): (275)

i€E i,jEEq
i) Nous notons que si la condition (2.73) est vérifiée par un état a € E, alors elle est

valide pour chaque état de E. Egalement, puisque I'expression (2.75) correspond a
la variance du théoreme limite (2.74), donc elle ne dépend pas du choix de a € E.

ii) Dans le cas d’une CM finie, (2.73) est trivialement vérifiée.

iii) Dans la littérature, la forme la plus souvent utilisée de la variance (voir Doob
(1953), Lemme 7.3 ou Billingsley (1961b), remarques apres le Théoréme 3.3) est
donnée comme suit :

o = Ex (F(X0)?) + 2:2021&1 (Fx0)F(x0)).- (2.76)

Maintenant, nous considérons le cas ot la CM X est finie et nous analy-
sons la premiére forme de la variance qui résulte de l'expression (2.75).
Pour cette raison nous allons exprimer les quantités g,(i, j), données par
(2.67), en fonction de la matrice de transition P.

Nous désignons par P, la matrice d’ordre s — 1 qui résulte de la matrice
P en otant la a-eme ligne et la a-me colonne de la matrice P. Egalement,
P, désigne la matrice de dimension s x (s — 1) qui résulte de la matrice P
en Otant seulement la a-eme colonne. Nous désignons par B, la matrice de
dimension s x (s — 1) qui résulte de la matrice identité en lui introduisant
une ligne nulle entre la ligne (a2 — 1) et la ligne a. Alors,

P, = B] PB, et P, = PB,. (2.77)
Soit ga(i,j) (= E;(N?)) défini par (2.67). Alors,

. e P (I—P) te] sij#a,
8a(i,]) = { 11 o([= P si;ia (2.78)
oitj =jsij<aetj =j—1sij>a,ijceE.
Démonstration. Si j # a,
Pi(T, > n, X, = j) Y Puxyt=i4"1X,=j,T,>n)
z;”leEa
= L P =i X =)
i 1E€E,
= Y PisPuirePinsj
ek,
= eiP;P;_lej,T. (2.79)
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Par conséquent, par la définition de g,(i, j) et (2.79)

400 40
ga(i,j) = Z]Pi(Ta >n,Xy=j)= Z eiPuPZziilej:r
n=1 n=1
i JFOO I
= el () P;“_l)ej,T = e;P, (I — Pa)_lej,T. (2.80)
n=1

Sij=a,
Cela implique que

Sali,a) = i Pi(T, =n) =P;(T, < o) = 1.

n=1

Remarque 2.6  Nous avons utilisé dans la relation (2.80) le fait que la série Y% P2~ est conver-

gente. Ceci résulte de l'irréductibilité de la matrice P. Ce qui implique que le rayon
spectral de la matrice P, est strictement inférieur a un. Pour une justification de
ces arguments et une bonne présentation de I'analyse spectrale des CM voir Seneta
(2000).

A présent, nous introduisons les notations suivantes :

= (mf(1), mf(2),...,7sf(s)), (2.81)
D = (dij)i,je}g, oud; = Qa(i,j), sii#a et daj =0, (2.82)
I = 1"n (2.83)
Par et (2.38) nous avons
MM=0(I-P+1I)". (2.84)

La matrice IT correspond a la limite de Cesaro de la suite matricielle
{P"},>0, et de plus si nous renforgons l'irréductibilité par la condition
supplémentaire d’apériodicité, alors I1 est sa matrice limite. Nous dési-
gnons par I1;, la matrice qui résulte de I1 en prenant tous les éléments
non diagonaux de IT nuls.

Par et les expressions (2.81), (2.82) et (2.83) nous obtenons une pre-
miére forme de ¢? :

o? = *f +2r*Df ' = 7t(I+2D)f . (2.85)

Notons que par (2.81), 7" s’écrit
" = fIlg,. (2.86)

La relation (2.86) meéne a l'expression suivante de la variance :

02 = fT4e(1+2D)f . (2.87)

La forme de la variance ci-dessus est une premiere forme matricielle. En-
suite, nous présenterons une deuxiéme forme qui résulte de 1’expression
(2.76). Pour cela nous aurons besoin d’introduire la matrice fondamentale
de la matrice P.



Définition 2.5

Remarque 2.7

Lemme 2.4

Lemme 2.5

Proposition 2.9

Soit P une matrice ergodique. Nous définissons sa matrice fondamentale Z par
Z=(-P+11)"L (2.88)

La matrice fondamentale de P est bien définie puisque la matrice I — P + 1T est
inversible. Si P est apériodique cela peut étre démontré par le fait que P" converge
vers la matrice 11 (voir, par exemple Doob (1953), page 225). Pour une ébauche
de la démonstration dans le cas oir P est périodique et pour des propriétés non-
élémentaires de Z nous renvoyons a Kemeny et Snell (1976).

Nous donnons ci-dessous les propriétés élémentaires de la matrice Z.

La matrice fondamentale Z de P satisfait les propriétés suivantes :
z1h =17,

et
ii) ZI1 = 11Z =11

Démonstration. i) Nous remarquons que (I — P +11)1" =17 et en mul-
tipliant a gauche par (I — P + IT)~! nous obtenons la premiere propriété.
ii) De méme comme i) en remarquant que la matrice I — P 4 I1 satisfait
les propriétés souhaitées de la matrice Z. 4

Le lemme suivant peut étre démontré par induction.

Pour tout n > 1,
(P—-II)" = P" — 11 (2.89)

En analysant la relation (2.76) nous pouvons obtenir une deuxiéme forme
pour 2.

La variance dans le TLC pour une CM finie, donnée par (2.76) peut étre représen-
tée sous la forme

02 = fllg(2Z - I)f . (2.90)

Démonstration. Nous avons
B (FO0)F(0) = Ll F0)F()
ij
= Ll - m)fOFG) + L mmf)F ()
Lj

- ;m(pﬁ,‘" — ) F)F () + (; 7).
= Ll -m)fOf0)
- in}m(P" — ) ()F(j). (2.91)
Par le lemme la relation (2.91) donne
(FX0F(X0)) = ¥ m(P = TEFOF (). (2.92)

ijeE
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Proposition 2.10

Sous une forme matricielle (2.92) donne

Ex (F(X0)f(X0) = FTyg (P~ D) F . (293)

De méme, nous avons
— — —T
Ex (F(X0)?) = Ly - (2.04)
Finalement, par et (2.94), la relation (2.76) donne

o’ ?Hdg?T + 2? Hdg JrZo:o (P - H)k?T

k=1
= ?Hdg?T + 2?Hdg (Jrzo:o (P— H)k - I> ?T
k=0
= Fllf +2fTl, ((1 P41l 1) 7l

= fl4 27 - I)F.
O

La proposition suivante décrit des expressions équivalentes pour la va-
riance dans le TLC des CM.

Soit X une chaine de Markov ergodique. Alors, nous avons les expressions équi-
valentes suivantes pour la variance dans le TLC pour des CM.

1) @ = flQ2Z—Df = fl,(2Z—1-T0)f .
= =T
2) 0% = flly(I+2D)f = fIlz(I—TII)(I+2D)(I-TI)f"
= #*(I+2D)f .
Démonstration. Les premiers membres (a gauche) des expressions 1) et 2)
sont égaux puisqu’ils représentent les formes matricielles aves lesquelles
nous avons exprimé la variance ¢ dans le TLC aux relations (2.90) et

(2.87) respectivement. Le dernier membre de 'expression 2) correspond a
la relation (2.85). La connection de f avec f est effectuée via 1’'expression

f=fa-1n). (2.95)

Nous remarquons que I IT = (71(i)7(j)) Cela implique que Il;,IT

ijeE’
est symétrique et donc
(I —T1")T1ye = e (I —T1). (2.96)

Par (2.95) et (2.96) nous arrivons a I'égalité intermédiaire de 1’expression
2). Pour le membre a droite de 1) nous avons

= =T
Flly(Z — Df = flly(I-Z- DI~ (297)
En utilisant la propriété ii) de Z dans le lemme 2.4 nous obtenons
(I-11)2Z-I)(I -11) =2Z—1—11. (2.98)

En combinant (2.97) avec (2.98) nous arrivons a 1’expression souhaitée. [



Remarque 2.8  Pour lier les expressions données par 1) et 2) dans la proposition|[2.10} nous avons

2.5

utilisé le fait qu’elles proviennent des deux différentes démonstrations du TLC
pour les CM. Pour une démonstration directe, nous pouvons utiliser la relation
suivante entre la matrice fondamentale Z et la matrice P :

Z =T1+ (I —I1)D*(I —TII), ot D* = B,(I, — P,)B,. (2.99)

Pour une démonstration de (2.99) voir par exemple Kemeny et Snell (1976). II

e , =T _
est clair qu’a I'aide de (2.99) et du fait que TLf = 0", on peut obtenir une
expression pour la variance similaire d ii)

0? = Flgg(2D" = Df ' = fTlg(I=T)(2D = 1)(I =TT, (2.100)

ESTIMATION DE LA VARIANCE

Le but principal de cette section est 1’estimation de la variance qui ap-
parait dans le TLC pour les CM, lorsque la matrice de transition P est
inconnue. Nous obtenons 'EMV de la variance en la représentant par dif-
férentes formes matricielles qui découlent des différentes démonstrations
précédentes.

Les représentations de la variance qui sont données par la proposition|2.10|
atteignent cet objectif, en substituant la matrice P avec son EMV P, donné
par (2.35). Nous rappelons que ces deux expressions sont bien définies si
la vraie valeur du parameétre p* correspond & une matrice P irréductible
(hypothese 2.1). De méme que pour le cas de l'estimation du vecteur sta-
tionnaire, nous considérons que la vraie valeur du parametre p* satisfait
I'hypothése 2.2. Cela simplifie les représentations matricielles sans res-
treindre les résultats théoriques (convergence et normalité asymptotique).
Nous trouverons également la variance asymptotique qui correspond a la
loi normale limite de I'estimateur de la variance.

Pour m > 1, nous définissons
~ ~T

o2(m) = 7/13*(711)(1 +2D(m))f (m), (2.101)
ol ;r?*(m) et D(m) sont 'EMV de 7* et D qui sont définis par les équa-
tions (2.81) et (2.82), et f (m) est 'EMV de f qui correspond au vecteur
des valeurs de f centré par rapport a la loi stationnaire. Pour une fonction
f fixée, ces estimateurs dépendent seulement de la matrice de transition
P. Afin de montrer cette dépendance et justifier le terme EMV pour l'esti-
mateur de la variance donné par (2.101), nous devons I'exprimer comme
une fonction de P.

Soit F =diag{f(i),i € E}, et F= diag{f(i),i € E}. Nous remarquons que
le vecteur 7t s’écrit

" =aF=mn[F—(m f)I]. (2.102)
Alors, a I'aide de 1'expression (2.38), nous obtenons la forme suivante :

m =1(I-P+1I)"'YF—((I-P+1I)7fNI). (2.103)
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Théoreme 2.3

Nous introduisons la matrice C, qui résulte de la matrice nulle en rempla-
¢ant la a-eme colonne par le vecteur (1,1,...,1,0,1,... ,1)T. Les expres-

sions matricielles de D et fT en fonction de P sont alors données par :
D = Bu[P:(I, — P;)""|B; + Cs = Ba[B, PBs(I, — B, PB,)"'|B, +Cy,
(2.104)
=T

f = fl-(rf"=f" -nUI-P+0n'f". (2.105)

En prenant 'EMV (2.35) comme estimateur de P et en substituant P dans
les expressions (2.103), (2.104) et (2.105) par P(m), nous obtenons les EMV

7T .
pour 7t¥, D et f ci-dessous :

mt(m) = 1(I-P(m)+I) " [F—A(I-P(m)+I) " f )], (2.106)
ﬁ<m) = Ba[B;rﬁ(m)Bu(Ia - B;—P\(m)Ba)il]B; +Cy, (2.107)

f (m) = fl—=I-P+0) ', (2.108)

En substituant (2.106), (2.107) et (2.108) dans "expression (2.101) nous ob-

tenons une expression pour I'EMV de la variance o2.

Nous désignons la dépendance entre 0 et le parametre p* par la relation
fonctionnelle 02 = ®(p*).

Soit X une chaine de Markov qui vérifie I'hypothese Nous supposons que
02 est la variance qui correspond au TLC pour les CM (théoreme 2.2) et qui est

donnée par (2.75). Soit 02(m) 'EMV de la variance o2, représentée sous la forme
(2.101), alors, quand m — oo, nous avons :

-~ P,—p.s.
i) o2(m) ”—ps>g2,

i) /m(c2(m) — 02) Y N(0,® T*(®)7), a condition que o > 0,

2

oil le vecteur ®' = (8<I>/8p1-]-)( iz de dimension s

i,j)EE?
tion minimale (indexée par E2) de la matrice T, définie par (2.33).
Les éléments du vecteur &' sont donnés par

— s et I'" une représenta-

o> _ mt[HVE — (e HI f)I)(I +2D)F ' +
aplj
+27%Ba [Ty + Pa(lo — Pp) Y] [B;;;BH(LI ~P) B[ -
ij
—a*(I+2D)(m Hif")1T, (2.109)
0il NOUS posons
ij_ oP -1
HY = ; (I-P+1I)". (2.110)
ij

Démonstration i) Nous rappelons d’abord que la multiplication, 1’addi-
tion et l'application inverse dans l'espace des matrices non-singulieres
sont des applications continues (par rapport a une norme appropriée).



Par conséquent, par la convergence forte de P(m) (2.50) et le théoreme
de l'application continue nous inférons par les équations (2 106), (2.10 )

et (2.108) que P, — p.s., t(m) — n*, D(m) — D, et f Yoy — F
En combinant ces résultats nous concluons par (2.101) et le théoréme de

Slutsky, la convergence forte de (;2(711) vers o2.

ii) Nous devons assurer que la fonction ®, qui exprime la variance comme
une fonction du parametre p*, est différentiable sur (P*)°. Cela est vrai si
chaque terme dans la factorisation de 0?2 dans la relation (2.85), considéré
comme une fonction de p*, est différentiable sur (P*)°.

En ce qui concerne le premier facteur #, donné par (2.81), nous avons
déja remarqué dans la section précédente que chaque composante de
7T est une fonction rationnelle de p*. De méme, f(i) = f(i)—p =
f(i) = Ycg f(i)t(i) est une fonction rationnelle de p*, ot le dénomina-
teur est égale a det(I — P + II). Par conséquent chaque composante de
7t* est un rapport de polynomes de p*, ot le dénominateur est égale a
det’(I — P + II). Cela implique la différentiabilité sur (P*)°. Avec des
arguments similaires nous pouvons tirer la conclusion que le deuxieme
facteur I 4 2D, considéré comme un vecteur, a des composantes différen-
tiables sur (P*)°. Dans ce cas, le dénominateur est égale a det(I, — P,).

Pareil pour ?T, ott le dénominateur est égale a det(I — P + II).

La discussion ci-dessus nous permet d’appliquer la méthode delta (voir,
par exemple chapitre 3 de Van Der Vaart (1998)). Nous avons

-~

Vm(o(m) —0%) = Vm [@(p" (m)) — (p")],
et puisque
Vi (p*(m) = p*) & N(0,T7),
nous pouvons conclure que,

Vi [@(p*(m)) — @(p*)] & N (0,0 T* (@)7).

Nous calculons d®/dp;; en utilisant la relation (2.85), qui s’exprime de

cette fagon ¢ = ®(p* ) = (I +2D) f , nous obtenons donc
ob _ ot (I+ 2D)fT + 27" oD & (I +2D) a?T (2.111)
Ipij Ipij Ipij aIpij

Nous analysons maintenant les dérivées qui apparaissent dans 1’équation
ci-dessus,

orc* orF 9 — oF
= — = F+m . (2.112)

Ipij apij apij Ipij

En utilisant le fait que

_ -1
or _ 01(I—-P+1) P(I—P+II)’1
apij Ipij

_1U—P+ﬂr5p.
if
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Remarque 2.9

nous concluons que

arT ”
= mHY, (2.113)
ap”
ot H' est donnée par (2.110).
Egalement,
T _— T ..
aF — a(F (T[f )I) :_(T[Hl]f—r)l, (2.114)
_p\-1RT _p)-T
oD = OBa[Pa(L—Pa)"]By +Co :Baa[Paaa i ]B; (2.115)
opij Ipij opij
Le terme intermédiaire de (2.115) s’écrit
P(l,—P)7Y] P 1 oL, — Pt
oP, 1 _1 9P, -1
= I, — P, + Pa(1; — P, I, —Py) .
apij( a a) a( a a) 3]71']'( a a)

En substituant la dérivée P, /dp;; nous obtenons

O[Pa(lo — Pa) ']

BTai

= [I, + P,(I, — P,) Y[ B.(I, —P,)71].  (2.116)

aplj a 8p1] ?
Par (2.113) et (2.114), la relation (2.112) donne
# PR — ..
ot _ [H'F — (mHT£)1]. (2.117)
api]-
En utilisant (2.116), la relation (2.115) devient
oD = B[+ Pi(I, — Pu)_l][BT oP B(I, — Pu)_l]BT- (2.118)
Ipij apij
Fgalement,
—T
of = —(m HifH1'. (2.119)
apZ]

Maintenant, I'expression finale pour d®/dp;; est obtenue par l'insertion

des expressions (2.117), (2.118) et (2.119) dans la relation (2.111). O

i) Les résultats asymptotiques i) et ii) du théoreme 2.3 pour 'EMV aAz(m) de la
variance o2 sont aussi valables sous I'hypotheése 2.1.

ii) La représentation de @' donnée par (2.109) est valable méme dans le cas oit
d < s* i condition que dans la représentation minimale nous enlevons les para-
metres diagonaux. En effet, on peut suivre les mémes étapes que pour d = s%, en
réduisant la dimension du parametre p* et en ajustant les dimensions des matrices
et des vecteurs associés qui apparaissent dans les dérivées partielles.

Les différentes représentations de la variance selon la proposition [2.10,
amenent a des différentes représentations des dérivées partielles d®/dp;;.
Nous donnons, dans ce qui suit, une forme différente qui résulte de 1'ex-
pression i) dans la proposition|(2.10.



Proposition 2.11

Remarque 2.10

2.6

Les éléments de @' décrits dans le théoreme|2.3 s’écrivent sous la forme

od
a]?l]

= f ((nHif)dg(zz —I—11I) + Hdg(ZZ((-,a;,

—IIHZ — HHl’f)) f.
1

(2.120)

Démonstration Nous représentons 'EMV de la variance sous la forme
(TAZ(m) = fﬁdg(m)(ZZ(m) _—— ﬁ(m))fT, (2.121)
ou par (2.84) 'EMV de IT s’écrit
[I(m) = 0I(I—P(m)+ 1), (2.122)
et par I'EMV de Z
Z(m) = (I —P(m) +TI(m))~". (2.123)
Pareil comme dans nous avons

oL _  oP

= I—P+1)!=T11HY. 2.12
9 aPij( ) (2.124)

En considérant Z comme une fonction des éléments non diagonaux de P,
nous concluons que pour (i, ]) € E2

97 9P oIl 3
= —(I-P+ID) (-2 + [—P+1I
Ipij ( )7 Ipij apij)( )
oP y
= Z —ITH")Z. (2.125)
(apij )

Par 'expression i) de la proposition [2.10/nous obtenons

0P oIl 0Z oIl ) -

— = 27 — T —-11) + 11, (2=— — . 2.126

o= (G ) LD
En introduisant dans la relation les dérivées données par (2.124) et
(2.125), nous obtenons le résultat souhaité. O

Si pour (i,j) € E2 fixé nous désignons G;jg = diag{Gy;j, 1 < u < s}, oit
Gy;i j sont données par (2.58), alors nous obtenons

P
(IHY )4y = GJ..

ExEMPLES ET ILLUSTRATIONS NUMERIQUES

Cette section illustre les résultats théoriques pour l'estimation de la va-
riance présentée dans la section précédente. D’abord, nous considérons un
exemple simple analytique et ensuite nous illustrons la maniere avec la-
quelle 'EMV de la variance se comporte par deux exemples numériques.
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Exemple 2.1

Exemple 2.2

Exemple 2.3

Nous considérons l'espace d’état E = {1,2}. La représentation minimale de I'es-
pace paramétrique (2.53) de la chaine de Markov X la plus simple a deux états est
donnée par P* = [0,1] x [0,1].

Soit p1p 1= p et pa1 := g. La CM X est ergodique ssi (p,q) €]0,1]x]0,1].
Dans ce cas, c’est facile de calculer la variance qui correspond au TLC
donnée par la proposition 2.10/ pour conclure que

2-p—9q)
2= PIC=P ) 4y _ po)). (2.127)
o )~ F2) 7
Si (p,q) €]0,1[x]0,1[= (P*)° et f(1) # f(2), alors 0> > 0 et par le théo-
réme 2.3, nous obtenons la variance de la loi asymptotique normale de
Vvm(c%(m) — 0?) sous la forme

T (@) = @TW[M(WI) +u(g,pl(f(1) - £(2))%, (2.128)

ou, u(p,q) = (1-p)[(g—p)(2—p—q) —2p]~

Soit E ={1,2,3,4,5} (espace d’état) et la fonction f(x) = x.
Nous considérons la matrice de transition P, donnée par

06 03 0 01 O

03 05 02 0 O
P=1(104 0 04 0 02
0 03 0 05 02
0 0 02 02 06

La vraie valeur de la variance est : 02 = 11.6562.

En nous basant sur un chemin simulé de longueur 10° de la chaine de
Markov ergodique ci-dessus et aprés enregistrement des valeurs succes-
sives de cet estimateur de la variance nous donnons dans la figure 2.1 une
représentation graphique de l'indication de la convergence. Par la mise en
oeuvre du théoreme nous obtenons +/m ((TAZ(m) —0?) LN (0,3249),
ol nous avons utilisé la partie entiére de la variance de la loi limite.

Cela nous aide a obtenir des intervalles de confiance (IC) asymptotiques
pour 2. Par exemple, des IC a 95% sont donnés par

IP(0? € [02(m) — 1.961/3249 /m, 02(m) + 1.961/3249/m]) = 0.95.

Dans la figure 2.1, les intervalles de confiance sont représentés comme des
intervalles entre la courbe la plus basse et la plus haute.

Nous considérons la marche aléatoire unidimensionelle limitée a un espace d’état
fini S = {0,1,...,s — 1}. Ce type de marche aléatoire finie (ou processus de
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F1G. 2.1 — Estimation de la variance (95% IC) pour I'exemple|2.2.

naissance et de mort fini dans le temps discret) est une chaine de Markov, ot la
matrice de transition P est donnée sous la forme suivante

ro Ppo 0 o --- 0 0 0

g rn p1 0 --- 0 0 0

0 2 T2 D 0 0 0
R (2.120)

0 0 0 0 -+ gs2 Ts2 Pso2

0 0 0 o --- 0 ds—1 Ts—1

La matrice P est ergodique ssi p;,q; > 0, pour1 <i <s—2,etpg, qgs—1 > 0.
Cette classe des modéles représente la position exacte d"une particule mo-
bile dans une dimension, avec la restriction de se déplacer a chaque pas du
temps une position vers la gauche ou vers la droite ou rester dans la méme
position. La limitation & un espace d’état fini implique 1’existence dune
borne inférieure et d’'une borne supérieure. Si de plus, les auto-transitions
ne sont pas admissibles, c’est a dire, r; = 0 pour 0 < i < s —1, alors la
chaine correspondante est périodique de période 2.

Le modeéle de Ehrenfest (voir Karlin et Taylor (1975)) peut aussi étre consi-
déré comme un cas spécial de ce modele. Selon le genre de modéle que
nous étudions nous pouvons ajuster un espace paramétrique approprié.
Nous estimons la variance dans le TLC pour la classe des chaines de Mar-
kov décrites par P en considérant comme parametres inconnus tous les
éléments non diagonaux et non identiquement nuls. Comme un cas spé-
cial nous prenons s = 30, la fonction de récompense f(x) = x, et comme
valeur exacte de la matrice de transition P nous avons fait un choix aléa-
toire des parametres p; et g;, avec la contrainte 0.05 < p;,q; < 0.95.

La vraie valeur de la variance est donnée par : 02 = 2420.

Par la mise en oeuvre du théoreme 2.3, nous obtenons

Vm(o2(m) — o?) £ N(0,32027 x 10°).
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F1G. 2.2 — Estimation de la variance (95% IC) pour I'exemple[2.3)

Dans la figure nous représentons un procédé d’estimation basé sur
un chemin simulé de longueur 10°, donnant également les intervalles de
confiance de 95 %.

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre nous avons considéré 1’estimation du maximum de vrai-
semblance pour quelques principales caractéristiques d'une CM finie er-
godique. En premier, nous avons construit 'EMV du vecteur stationnaire
et nous avons étudié ses propriétés asymptotiques en le comparant avec
son estimateur empirique. Puis, notre intérét a été focalisé sur la variance
asymptotique dans le TLC pour les CM. Nous avons considéré différentes
formes matricielles de I'EMV pour la variance et nous avons montré sa
convergence et sa normalité asymptotique. Egalement, nous avons donné
des formes explicites pour la variance asymptotique de 'EMV de la va-
riance.

En outre, nous avons donné quelques exemples qui ont bien montré effi-
cacité de ces estimateurs.
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Les processus semi-markoviens (PSM) généralisent les processus de
Markov et de renouvellement. De nos jours, ils deviennent de plus en plus
importants dans les applications. Pour un échantillon d'une littérature
assez abondante sur les PSM a temps continu voir Pyke (1961a;b), Cinlar
(1969; 1975), Limnios et Oprisan (2001). En ce qui concerne l'estimation
statistique des systemes semi-markoviens a temps continu, nous men-
tionnons, par exemple, Moore et Pyke (1968), Lagakos et al. (1978), Gill
(1980), Ouhbi et Limnios (1999; 2003) et Limnios et al. (2005).

A Topposé des PSM a temps continu, la modélisation probabiliste en
temps discret n’a pas eu autant d’attention. Nous mentionnons principa-
lement les travaux de Anselone (1960), Howard (1971), Gerontidis (1994),
Mode et Pickens (1998), Mode et Sleeman (2000), Barbu et al. (2004) et
Barbu (2005). Une référence tres récente sur ce sujet est le livre de
Barbu et Limnios (2008).

Dans le cadre du temps discret, Barbu et Limnios (2006a) ont considéré
des estimateurs empiriques adaptés aux systémes semi-markoviens non
paramétriques, ayant des bonnes propriétés asymptotiques. Ces esti-
mateurs peuvent étre considérés comme estimateurs du maximum de
vraisemblance approché si on ne prend pas en compte le temps de sé-
jour dans le dernier état du systeme. Ils ont également montré que ces
estimateurs sont fortement convergents et chaque composante de I'EMV
approché est asymptotiquement normale.

A notre connaissance, I'étude de 'EMV exact qui correspond au modele
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semi-markovien non paramétrique n’a pas encore été considérée.

Dans ce chapitre, nous présentons 'EMV exact du noyau semi-markovien
qui gouverne 1’évolution de la chaine semi-markovienne (CSM) et dé-
montrons la convergence forte et la normalité asymptotique de chaque
sous-vecteur fini de cet estimateur. De plus, nous montrons la relation de
I’'EMV exact avec l'estimateur empirique proposé par Barbu et Limnios
(2006a). Cela permet aussi de démontrer la normalité asymptotique de
chaque sous-vecteur fini de I’estimateur empirique.

La méthodologie suivie dans ce chapitre est basée sur un changement
d’espace paramétrique qui correspond a l’espace paramétrique naturel
de la CM formée par la CSM et par la suite de temps de récurrence en
arriere (TRA). Ce qui nous permettra d’utiliser une approche pour l'esti-
mation analogue a celle utilisée pour les CM dans le chapitre précédent.
Ce passage d'une chaine markovienne finie a une chaine markovienne
infinie n’est pas automatique. La clé des résultats asymptotiques de 1'esti-
mateur du maximum de vraisemblance se trouve dans une utilisation du
théoreme de la limite centrale pour les martingales. Afin de démontrer
les résultats asymptotiques de chaque sous-vecteur fini de l'estimateur
du maximum de vraisemblance de la chaine markovienne couple, nous
construisons une différence de martingales appropriée et appliquons le
principe de Wald-Cramér. Nous précisons ici que le processus couple a un
espace d’état infini a condition qu’il existe une loi conditionnelle de séjour
dans un état de la chaine semi-markovienne qui a un support infini. Par
conséquent, la reparamétrisation du noyau semi-markovien par l'espace
paramétrique naturel du processus couple implique un nombre infini de
parametres. Cela justifie le cadre non paramétrique.

Le processus couple joue un role important dans la compréhension de la
structure semi-markovienne. En effet, il peut étre utile, d'une part, pour
étudier le comportement probabiliste et les théorémes limites pour des
CSM (voir par exemple, Stenflo (1996) et Chryssaphinou et al. (2008)), et
d’autre part, il peut servir a l'inférence statistique. Un des enjeux de ce
chapitre et du chapitre suivant est de bien illustrer ce role.

En outre, nous considérons dans le présent chapitre, le probleme d’estima-
tion du maximum de vraisemblance pour pour L trajectoires des copies
indépendantes d’une CSM Z censurée a l'instant . A notre connaissance,
cette étude n’a pas également été considérée jusqu’a maintenant.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiere section nous pas-
sons en revue quelques faits de base sur les chaines semi-markoviennes
finies. Dans la section nous mentionnons des résultats existants dont
nous aurons besoin pour le processus couple qui est formé par la CSM et
par les TRA. Dans la section 3.3, nous donnons I'EMV exact qui corres-
pond au modéle semi-markovien non paramétrique pour une trajectoire.
Et, nous étudions son comportement asymptotique dans la section [3.4
ou nous démontrons la convergence forte et la normalité asymptotique
de chaque sous-vecteur fini de cet estimateur en obtenant des formes
explicites pour la matrice de covariance asymptotique. Dans la derniere
section de ce chapitre, nous considérons le méme probleme d’estimation



appliqué au cas d’une suite des copies indépendantes d"une chaine semi-
markovienne censurée a un instant fixe.

Nous mentionnons que les résultats présentés dans ce chapitre font I'objet
de l'article Trevezas et Limnios (soumis, 2008).
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3.1

Définition 3.1

Définition 3.2

Remarque 3.1

RAPPELS SUR LES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES

Nous introduisons dans cette section les notions élémentaires et les ca-
ractéristiques de base de la théorie semi-markovienne dont nous aurons
besoin. Les définitions et les notations de base, dans le cadre probabi-
liste, sont prises et légerement modifiées de Barbu et Limnios (2008) et
Limnios et Oprisan (2001) .

Soit E = {1,...,s} un espace d’état fini. Notons Mp 'ensemble des ma-
trices positives sur E x E et Mg(IN) I'ensemble des fonctions matricielles
définies sur IN a valeurs dans M.

Une fonction matricielle q := (q(k), k € N) € Mg(IN) est appelée noyau
semi-markovien a temps discret si elle satisfait les deux propriétés suivantes :

1. ql]<k) >0, i,j € E keN,

2. 2;;0:0 Z]EE ql]<k) = 1, i€ E.

Nous définissons la fonction H;(-) suivante

+o0
Hi(u)=3Y Y, qik), uecN. (3.1)
jEE k=u+1
Soit (Q), F,IP) un espace probabilisé et (J,S) := (Ju, Su)neN un processus bi-
dimensionnel a valeurs dans E X IN. Le processus (], S) est appelé chaine de
renouvellement markovienne (CRM) associée au noyau semi-markovien q si
pour tout n € N*, k € IN, i,j € E, il satisfait P-p.s.

IP(]n+1 = j/ Sn+1 - Sn =k ‘ ]n = i/Igill 58)
=P(Jus1 =], Snt1 = Sn =k | Jn = i) = qi(k), (32)

alors que pour n = 0

: : ij(k+u
]P(h:],51—50=k!]0:1,50:M):[1]1;)

, (3:3)
(1)
oit H;(u) est donnée par (3.1) en fonction de q.
Nous notons B(+) la loi initiale de (], S), complétement déterminée par le vecteur
B i composantes B;,, :=P(Jo =1i,S0 = u).

De plus, nous avons que (J*,S*) (sans le vecteur (Jo,So)) est homogene par
rapport au temps.

i) Si nous considérons en particulier des lois initiales B(-) pour (Jo,So) tel que
B(E x {0}) = 1,alors Sy = 0 IP-p.s. et (3.3) peut étre incorporée dans (3.2) pour
n = 0. Dans ce cas (], S) est homogene aussi. Nous notons la loi marginale de Jo

par a(-).
ii) Dans le cas général nous notons

ﬁu|i = IP(SO =Uu ‘ ]0 = l) et ﬁi\u = IP(]O =i ’ SO = Ll). (34)

iii) E x IN, donné dans la définition comme ensemble des valeurs pour le
processus (], S), représente le plus grand ensemble oil ce processus peut prendre



Définition 3.3

Proposition 3.1

des valeurs par rapport a toutes les sélections possibles du noyau semi-markovien
donné par la définition|3.1. Pour une sélection spécifique, I'espace d’état se déter-
mine par 'ensemble

S={(i,k) €eExN:3ne€N,P((Ju,S:) = (i,k)) >0}.  (3.5)

Nous introduisons deux processus basés sur S et qui jouent un role im-
portant dans l'interprétation probabiliste d"un systeme semi-markovien :

X = (Xy)nen, ou Xo=Spet X, =S, —S,—1 pour n € N*¥, (3.6)

N := (N(n))yen, ot N(n) =sup{k € N: Sy —Sp < n}. (3.7)

i) La fonction H;(-) définie par (3.1) pour tout i € E, est appelée la fonction de
survie du temps de séjour dans l'état i, puisque par la définition de X et les
relations (3.1) et (3.2) nous avons pour n € IN*

P(Xp41 > u | Jo =1i) = Hi(u). (3.8)

Le temps de séjour moyen dans I'état i est donné par
. +oo =
mi:=E(Xy1 | Jn=10) = Z H;(u). (3.9)
u=0

ii) La fonction Fyj(-) définie pour tout (i,j) € E% (voir (2.23)) par

Foo(1) -— Cisu i (K)
Fl](u) T Z;-:oc(n) ql](k)

est appelée fonction de survie du temps de séjour conditionnel dans 1’état
i, conditionné au prochaine état visité j.

Le temps de séjour moyen conditionnel dans I'état i, conditionné au prochaine état
visité j est donné par

= IP(XnJrl >u | ]71 = i/ ]n+1 == ])/ (3‘10)

+o0
mij:=EXpp1 | o =0, Jus1 =) = ;)Fij(u)- (3.11)

ATlaide de (3.2), il est facile de déduire que J et (J, X) vérifient la propriété
de Markov.

i) Le processus (J, X) est une chaine de Markov a espace d’étu E x IN; il est
appelé (J, X)-processus a espace d’état E. Les probabilités de transition sont don-
nées, pour n € IN*, par

]P(]nJrl :j/Xn+1 =k | ]n = i/Xn - u) = q:’j(k)/

alors que pour n = 0, cette probabilité est identique a (3.3).

ii) Le processus | est une chaine de Markov a espace d’état E; il est appelé la
chaine de Markov immergée de la CRM (], S). Nous notons P° € Mg la

! idem comme remarque [3.1-(iii), en substituant S, par Xj.
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Définition 3.4

matrice de transition de lan CM J*, déterminée par le vecteur de probabilités p°, a
composantes pj; qui vérifient pour n € IN*

+o00
pij i =P(Jpr1=jlJn=1)= Z(Jz‘j(k), (3.12)
k=0
alors que pour n = 0

+00 Fi
P(J1=j|Jo=1) = pj ZoﬁuiH]EZ;- (3-13)

i

iii) Le processus X* conditionnellement a J* forme une suite de variables aléa-
toires conditionnellement indépendantes et chaque X, 1 pour n € IN* dépend
exclusivement de |, et de [,.1. Nous notons ﬁ]() sa loi conditionnelle, pour
tout (i,j) € E2 (voir (2.23) appliqué ici pour la matrice P°). Cette loi est com-
pletement déterminée par le vecteur fi; a composantes fij(k) qui vérifient pour
k€N, ne N,

ii(k
filk) =P(Xpp1=k|Jn=1iJn1=]) = 6];( >, (3.14)
if
alors que pour n = 0
o, fijlk+u)
' ' u;()ﬁuh I:Ii(u)
P(Xi=k|Jo=ii=j)=""5—= (3.15)
u=0 ullHi(u)

La définition suivante introduit les chaines semi-markoviennes.

Soit (J,S) une chaine de renouvellement markovienne donnée par la définition
3.2. Le processus Z := (Z,)nenN est appelé chaine semi-markovienne associée a

(J,S), si
Zy = ]N(n)/ nelN, (3-16)

oit N(n) est donnée par (3.7).

Dans notre travail nous adoptons deux conditions pour le noyau semi-
markovien qui sont bien adaptées pour les applications et donnent une
interprétation assez naturelle pour la CSM Z et les autres processus
J, S, X et N que nous avons déja définis. Ces conditions sont :

(C1) g(0) = Os, (forme équivalente : pour tout i € E, H;(0) = 1.)
(C2) (q(k))dg = Os, pour k € N,
ot Og est la matrice nulle de dimension s X s.

La condition (C1) exprime 'absence des transitions instantanées pour la
CSM Z. Ainsi, Z,, est I’état du systeme a l'instant observé n. Cela implique



3.2

que la suite S est strictement croissante IP-p.s. et la suite X™ des accroisse-
ments de S n’a pas des termes nuls.

La condition (C2) nous permet d’identifier un saut avec un changement
d’état puisqu’elle exclue les auto-transitions pour J. Cela implique que S*
peut étre interprété comme les instants successifs de changement d’état
pour la CSM Z qui commence a étre observée aprés un temps aléatoire
So dans l'état Jop. Une condition nécessaire et suffisante afin de pouvoir
imposer (C2) est 'absence d’état absorbant pour la CM J.

Le processus ] décrit la suite des différents états observés qui corres-
pondent aux instants indiqués par S. En tenant compte du temps initial
So d’observation de Z, nous avons pour tout n € IN la relation suivante

Jn = Zs,—s,- (3.17)

La suite X* correspond aux temps de séjour dans les états successifs ob-
servés. De plus, N peut étre interprété sous la condition (C2) comme étant
le processus de comptage du nombre de changements d’état de Z et se
simplifie par (C1) (voir (3.7)) comme

N(n) =max{k <n: Sy —So < n}. (3.18)

Nous définissons également la suite de temps de récurrence en arriere
(TRA) U := (Uy)nen de Z, ot

_J n+So sin < S; — Sy,
U, = { n+Sop— SN(n) sin >S5 — 8, (319)

ot N(n) est donné par (3.18).

LE PROCESSUS cOUPLE DE CSM et TRA

Nous considérons a présent le couple (Z,U) formé par le processus Z
et les temps de récurrence en arriere U. Ce processus bidimensionnel
constitue une chaine de Markov (voir par exemple Limnios et Oprisan
(2001), Theorem 3.12, ou Chryssaphinou et al. (2008)). Dans leur travail,
Chryssaphinou et al. (2008) étudient quelques propriétés de (Z,U). L'es-
pace d’état B C E x IN de (Z, U) est formé par tous les états (i, u) tels que
la fonction de survie pour 'état i € E dans la position u € IN, donnée par
(3-1), est strictement positive.

Nous notons pour touti € E

BW := {(i,u) € {i} x N : H;(u) > 0}. (3.20)
Ainsi, 'espace d’état de (Z, U) est

B=U B, (3.21)

i€k
Le processus (Z,U) joue un role important dans la structure semi-
markovienne. D'une part, il peut étre utilisé pour I'étude du comporte-
ment probabiliste et des théorémes limites, et d’autre part, il permet de
faire I'inférence statistique pour les chaines semi-markoviennes. Dans ce
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chapitre et le chapitre suivant nous allons illustrer ce role, puisque les
probabilités de transition du premier ordre identiquement non nulles qui
correspondent a (Z, U) vont constituer une reparamétrisation appropriée
pour le noyau semi-markovien q. De cette maniére, 'EMV qui correspond
au modele semi-markovien et au modéle semi-markovien caché, ainsi que
ses propriétés asymptotiques vont étre déduits via cette reparamétrisa-
tion.

Dans ce chapitre nous adoptons la condition suivante :

Le temps de séjour dans chaque état i € E de la CSM Z sous IP; n’est pas borné,
1e.,
B® = {i} x N, (3.22)

ce qui implique que B = E X IN.

Dans le cas ot le temps de séjour dans un ou plusieurs états du systeme sous IP,
sont bornés, les résultats de ce chapitre sont aussi valables en prenant en compte le
temps maximal de séjour pour ces états. Dans le chapitre suivant nous examinons
une classe de chaines semi-markoviennes cachées oit le temps de séjour dans tous
les états de la chaine cachée est borné.

L'avantage de l'utilisation de (Z, U) pour I'étude de Z réside dans le fait
que la CM (Z,U) n’a qu'un nombre fini de transitions possibles dans
chaque pas, méme si elle admet un espace d’état infini. En effet, soit
(Zy,U,) = (i,u), deux cas se présentent alors. Ou bien, le systeme dé-
crit par Z reste dans 1’état i pour une unité de temps de plus, ainsi
U,+1 = u+ 1. Ou bien, il fait un saut dans un état j, avec un nombre
fini de possibilités, et par conséquent U, 1 = 0. Puisque 1'état de U, est
completement déterminé par la connaissance de Z,,;1, conditionnellement
a (Z,,U,), alors les probabilités de transition P(iu)(jk) Don identiquement
nulles de (Z, U), dont la matrice de transition est P := (p(; ) (jx)) (i), )€
seront désignées par

[ P(Zp1 = Un1 =0 Zy =i, Uy = ) SUED ()
Piti "=\ P(Zyp1 = i, Uppr =u+1|Zy =i, Uy =u) sij=i >3

Cela va nous permettre d’avoir une nouvelle représentation du modele
SM par l'espace paramétrique naturel correspondant a la CM (Z,U) a
'aide des parametres donnés ci-dessus.

La proposition suivante décrit la relation entre les éléments du noyau
semi-markovien g et les probabilités de transition p; ,;; données par (3.23).
Pour une démonstration de (3.24) voir Chryssaphinou et al. (2008) (théo-
réme 1).

Les probabilités de transition du premier ordre non identiquement nulles de la CM
(Z,U), a espace d’état B (hypothese 3.1), qui sont données par (3.23) s'écrivent



de la facon suivante,

gij(u+1)
—=——— si JE€E,
Hi(u)
pi,u;j = _ (324)
R+l oy
Hi(u) J=h

oit H;(-) est donné par (3.1).
En considérant le noyau q en fonction des parametres p;,; pour (i,j) € E2, k €
IN*, nous avons

qij(k) = Hi(k = 1)pik—1;, (3.25)
oit H;(0) = 1 et pour k € IN*, la fonction de survie dans I'état i € E s'écrit

k—1
Hl(k> = H Piui- (326)
u=0

Dans ce chapitre nous considérons le cas particulier, mais le plus souvent
rencontré dans la littérature, ou Sop = 0. Cela implique que Xy = Uy =
0. D’apres (3.18) et (3.19) nous obtenons le processus de comptage du
nombre de sauts jusqu’a 'instant n sous la forme

N(n) =max{k <n: S <n}, (3-27)
et la suite de temps de récurrence en arriere sous la forme
Uy =1 — Sy (3.28)

Nous explicitons maintenant 1’espace d’état de (J, X) (voir proposition[3.1)
sous la condition : Sg = Xy = 0.

Soit pour tout i € E,

St = {(j,k) € ExN": g;(k) > 0}=. (3.29)

Pour une loi initiale a(-) sur E, il est clair que par la définition et par
(3-29), 'espace d’état de (J, X) est

S:= (iLeJE S;) U (E x {0}), (3-30)
alors que l'espace d’état de (J*, X*) est

5% = igESi. (3.31)

Egalement, nous aurons besoin, dans la section suivante, de 1’'espace d’état
de la CM (], Xy+1, Jn+1)neN, qui est donné par
D* := {(i,k,j) € ExIN* x E : g;j(k) > 0}. (3-32)

Dans le cas o1 la CSM Z est stationnaire, I’hypothése Sy = 0 ne rend pas
la CM (Z, U) stationnaire (Sp = Up). Il est donc mieux adapté de supposer

2(C’est évident que cet ensemble ainsi que tous les ensembles considérés dans la suite
dépendent de la vraie valeur du parametre g.
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sous la condition de stationnarité de Z que (Jo, So) = (Zo, Up) suit la loi
stationnaire de (Z, U). Pour cette raison et par analogie avec la définition
2.2, nous définissons T; le temps de retour dans un état i € E, comme suit :

T, =inf{n > S$1: Z, = i}. (3-33)

Nous notons également le temps moyen de récurrence entre deux visites
successives de Z dans I’état i aux instants de saut

wi = =1E(T; | Zo =1i,Uy = 0). (3-34)

Nous remarquons que cela correspond également au temps moyen de
retour de la CM (Z, U) dans l’état (i,0).

Dans le cas ot la CM (Z, U) est ergodique, il est clair que les probabilités
stationnaires sont données par
H;(u) .
miy =——=, (i,u) € B. (3-35)
Hii

Nous aurons besoin de ces expressions pour les probabilités stationnaires
qui apparaissent dans les résultats asymptotiques de ce chapitre. Par
ailleurs, nous utiliserons le contexte de stationnarité (loi initiale = loi
stationnaire) dans le chapitre suivant ott nous supposons que la CSM
cachée est stationnaire.

Nous donnons maintenant une classification pour les états de la CSM.

Dans (3.33) nous avons défini le temps de retour T; dans un état i € E.
Nous définissons également le temps d’entrée T? dans un état i € E, par

To:{ T, siZo#i,

i 0 si Z() =1.
Soit
o) =P(T) < oo | Zo = i). (3-36)
et
vij =P(T; < o0 | Zg = ). (3-37)

Nous remarquons donc que

1 sii=].
Nous munissons 1'espace d’état E de la CSM Z d’une relation d’ordre par-

tielle « — » a l'aide de laquelle nous obtenons une relation d’équivalence
«+> » sur I’ensemble E.

i) L'état j est dit accessible par i, et on écrit i — j, si v?j > 0.

ii) On dit que les états i et j communiquent, et on écrit i < j,sii — jetj— i,

ie., v90% > 0. Les classes d’équivalence sont appelées classes de communication.

ij 7 ji
iii) L'état i est dit transitoire si v;; < 1 et récurrent si v;; = 1. Dans le dernier
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cas, en examinant 'espérance du temps de retour dans i en commengant par i
(temps de récurrence moyen) nous obtenons deux types de récurrence, positive et
nulle si y;; := E(T;|Zy = i) est finie ou infinie respectivement.

iv) L'état i est dit d-périodique, pour un certain d € IN*, si la loi du temps
de retour T; dans I'état i, en commengant par i, est d-périodique. Si I'état i est
1-périodique, il est dit apériodique.

v) Une chaine semi-markovienne Z est dite irréductible si elle a une seule classe
de communication. Elle est dite récurrente (positive/nulle) si tous les états sont
récurrents (positifs/nuls).

vi) Une chaine semi-markovienne Z est dite ergodique si elle est irréductible et
récurrente positive.

vii) Une chaine semi-markovienne Z est dite d-périodique, pour un certain
d € IN*, si tous les états sont d-périodiques. Si Z est 1-périodique, elle est
dite apériodique.

On peut démontrer que les propriétés de récurrence (positive/nulle) et d’étre tran-
sitoire caractérisent chaque classe de communication. Par conséquent, il suffit de
les tester pour un état de la classe.

EMYV POUR LES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES FINIES

Nous examinons l'existence de 'EMV dans un espace des CSM finies dé-
finies sur (Q, «7,IP,,), a espace d’état E = {1,2,...s}, de noyau semi-
markovien g et de loi initiale a(-). Nous supposons que la classe des CSM
considérée vérifie I'hypothese Sinon et afin que les résultats de cette
section restent valables, nous devons prendre en compte le temps de sé-
jour maximal pour les états de la CSM Z ot la fonction de survie s’annule.

Nous désignons pour tout i € E,

Q; = {qi = (q;(6) e RN gy >0, 3o Y (k) = 1} (3:39)

JEE. kKEN*

I'espace paramétrique de toutes les lois discretes possibles définies sur
'ensemble (IN*)$~1, ot les composantes du vecteur g; sont ordonnées se-
lon l'ordre lexicographique de IN* x E. De plus, en prenant s copies in-
dépendantes de Q;, nous associons au modele semi-markovien 'espace
paramétrique naturel

S
Ax Q:=Ax]]Q; (3-40)
i=1
ot A représente I'espace des valeurs du vecteur initial « qui détermine la
loi initiale a(-).
Nous identifions q avec le parametre vectoriel 4 € Q de dimension infinie.
Aucune hypothese sur la structure de g n’est considérée pour le moment.
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Soit Ty, := {0,1,...,m — 1} et T,, I'ensemble T, translaté d’'une unité a
droite, i.e., T, :== {1,2,...,m}. Nous désignons pour tout i € E, m € IN*,

Qifm = {%m = (gii(k) € R guk) >0, 3 ¥ gii(k) < 1}'

JEE kETy,

(3-41)
ot q,,, représente le vecteur fini des parametres de q; € Q; qui peuvent
étre estimés jusqu’a l'instant m € IN. De plus, en prenant le produit de s
copies indépendantes de Q;,,, nous obtenons l'espace paramétrique cor-
respondant au vecteur q, , donné comme suit :

Q=T Qim (3.42)
i=1

Dans le cadre d'une observation Zj' d’une seule trajectoire d'une CSM
censurée a l'instant m, ot la loi initiale ne dépend pas du parametre q,
I'information pour le vecteur initial est concentrée dans la premiére obser-
vation Z, et par conséquent, pour tout m € IN,

w(m) = (8201 cp (3.43)
ou ¢;; est le delta de Kronecker.

Pour une observation Zj' o le vecteur initial & d’une CSM ne dépend pas du
parametre q, les fonctions de vraisemblance L, («,q) et de log-vraisemblance
C (&, q) associées vont étre exprimées en fonction de q uniquement, puisque I’es-
timateur du vecteur initial est trivialement donné par (3.43). De plus, nous iden-
tifions Py 4 a IPy.

Etant donné qu’aucune information n’est accessible pour les parameétres
qij(k) avec k > m, nous nous restreignons a l'estimateur empirique g, (m)
du parameétre q,,,.

Nous définissons, pour ], le processus de comptage du nombre de pas-
)

sages aux différents états i € E qui correspond a 'observation ]é\](m en
négligeant le dernier état observé Jy,,). Ce processus est donné pour tout
m > 1 par les v.a.

N(m)-1
Ni(m) := Z%) Ly, =iy- (3-44)
n=»

Fgalement, nous définissons le processus de comptage du nombre de tran-
sitions du type (i,j) € E2 qui ont eu lieu dans k € T,, unités de temps,
donné pour tout m > 1 par les v.a.

N(m)
Nij(k,m) ==Y Lgp if i xo—k}- (3-45)
n=1

Dans les deux définitions, nous considérons les sommes vides (N (m) = 0)
comme étant nulles.

Soit
M(s) = inf{m € IN*: Nl(m) >0,Vie E} (3.46)



Pour chaque m > M), tous les états du systeme et au moins une transi-
tion de la CM ] de chaque état vers un autre état ont été enregistrés.

Nous définissons comme estimateur empirique du parametre g,,, le vec-
teur g4, (m) a composantes

Ni;(k,
gij(k,m) = I\],l((mr;) (3-47)

Si Nj(m) = 0, alors par convention 0/0 = 0. Cette convention nous permet
d’étendre 'estimation dans le cas ot les états n’ont pas encore été tous
observés (m < M)).

Notre principal but est de trouver 'EMV qui correspond au parametre
g en considérant 1'observation Zj'. La fonction de vraisemblance L, (g)
(voir remarque qui correspond a l’observation Zj' s’écrit pour m >
Sl (N (m) > 1) :

N(m)
Lolg) = <H q]kl,k<xk>) Ay (Un), (349)

ol H;(-) est défini par (3.1).

Différentes reparamétrisations du modele semi-markovien (MSM) ré-
sultent des différentes représentations du noyau semi-markovien 4. Une
premiére possibilité est via ’équation (3.14) qui nous donne

qii(k) = pijfii (k). (3-49)

Cela nous permet de caractériser completement g par le couple (p¢, f) ou
p° contient les probabilités de transition de la CM immergée ] et f contient
les probabilités des temps de séjour conditionnelles (voir proposition 3.1).
Barbu et Limnios (2006a) ont construit des estimateurs empiriques pour
les caractéristiques d'un systeme semi-markovien discret avec des appli-
cations a la fiabilité des systemes. Leur approche est basée sur la paramé-
trisation (p°, f) du modele semi-markovien.

Puisque le facteur H Ingm (Um) qui apparait dans l'équation (3.48) corres-
pond au temps de séjour dans l'état final du systéme jusqu’a l'instant
m, I'information que nous obtenons pour le noyau semi-markovien de ce
terme peut étre alors négligée pour m assez grand dans le cas des systemes
ergodiques. En considérant la fonction de log-vraisemblance de (3.48), le
probléeme de sa maximisation se réduit a la maximisation de la fonction
de log-vraisemblance approchée suivante

Un(q) =Y. Y. Ni(km)logagi(k), (3.50)

i,jEE2 kT,

ou1 nous faisons la convention que 0log0 = 0.

Il est clair que les estimateurs empiriques §;;(k,m) donnés par (3.47)
constituent la solution unique du probleme de maximisation ci-dessus
et pour k > m les parametres sont nuls. La démonstration se base sur
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les mémes arguments que la proposition 2.2/ En fait, 'EMV existe par la
convention ci-dessus en considérant le nombre de transitions possibles
comme un parametre. De plus, il est unique par la convention 0/0 = 0 qui
rend Z une CSM a r états si N;(m) > 0 pour r indices, et rend la solution
de type EMV, pour un espace d’état réduit a r états. Nous notons que
I'EMV est nul pour un nombre infini de parametres tels que N;;(k, m) = 0.
Le raisonnement ci-dessus nous permet de caractériser |’estimateur empi-
rique §,,(m) comme EMV approché (M-estimateur).

Une deuxiéme reparamétrisation possible du MSM se fait a 1'aide de
l'équation (3.25). Une fagon de faire consiste a utiliser les termes H;(k)
qui résultent de la fonction de survie H;(-) et les probabilités p;,; de saut
dans l'état j € E_;, sachant que le systéeme a séjourné dans l'état i pour
u unités de temps. Cependant, nous préférons ici de construire l'espace
paramétrique naturel qui correspond a la CM (Z, U), puisque par (3.26) la
fonction de survie dépend exclusivement des parametres p; ,,.;.

Cet espace paramétrique s’écrit

H = {11 = (Piwj) € RZF 2 pij 20, ) piaj = 1} (3-51)
jEE
Posons By, := E x T, et définissons les projections de H de dimension
finie du type

Hy = {”m = (pi,u;j) € ]RBMXE P Piuj >0, Z Piu;j = 1} ’ (352)
jEE
ou 17, paramétrise les sm premieres lois a support fini (voir relation (3.23)),
pour lesquelles nous pouvons avoir de I'information jusqu’a l'instant m.

Dans cette section nous allons déduire I'EMV exact pour le noyau semi-
markovien et sa relation avec le M-estimateur (estimateur empirique)
donné par (3.50). Afin d’exprimer I'EMV g(m) du parametre g, nous au-
rons besoin des processus de comptages bien adaptés pour la CM (Z, U)
a espace d’état infini dénombrable (B = E x IN) par analogie avec les
processus (2.16) et (2.17) pour une CM X a espace d’état fini E.

Nous définissons pour tout (i,u) € E x IN le processus de comptage

Ny B = (NB (m ))me]N* ou NP (m) indique le nombre de visites a 1état

) € Ex IN jusqu’a l'instant m € IN en négligeant le dernier état ob-
€ (Zm

Un) :

Np,(m Z Iz, —iu,—u}, (i,u) € ExN, (3-53)

n=

Serv

ainsi que le processus de comptage N i = ( NE, (j,m))men+, ou NP, (j, m)
indique le nombre de transitions du type (i, u), (j, k) qui sont reahsables,

i.e., de probabilité non nulle :

m—1

Nfu(j,m) = Z Lz, =ity =uz.—=jy (1)) € E?, u € N. (3-54)
n=0



Proposition 3.3

La reparamétrisation du MSM sera effectuée via la relation qui exprime
le parametre g correspondant au noyau semi-markovien comme une fonc-
tion de parametre # qui correspond a la paramétrisation naturelle de la

CM (Z,U) (voir (3.51)).
Soit g := ®(7), ou les fonctions composantes de ® (voir (3.25) et (3.26))
pour i # j sont données par :

- Pi,O;j sik = 1,
@.. =
ik 1) { Pik-1; T3 piri ik >2.

Nous notons que chaque fonction composante ®;; dépend d’un nombre
fini de k variables.

(3-55)

Dans la proposition suivante nous obtenons I'EMV pour le parametre
#,, € Hm (voir (3.52)) qui contient les probabilités des transitions pour
lesquelles nous pourrions avoir d’information jusqu’a l'instant m. Puis,
nous transférons ces résultats a 'EMV du parametre q,, € Q,, (voir (3.42))
qui peut étre estimé jusqu’a l'instant m. En outre, nous établissons la liai-
son entre I'estimateur empirique §,, (1) a composantes donnés par (3.47)
et 'EMV g(m).

Soit Z une CSM définie sur (Q), F,P,), (modeéle non-paramétrique) oil cette
famille des espaces probabilisés est paramétrisée par q € Q donné par (3.40), a
valeurs dans un espace d’état E = {1,2,...,s}.

i) LEMV q(m) qui correspond a une observation Zi' de Z censurée a l'instant
m, est donnée par ses composantes pour (i, ) € E2, k € T, définies par

f?\ilo;]'(m) sik = 1,
D1 (m) TG Pii(m)  si2 <k <m,
(3-56)

ok ) = @iy () = {
oit 'EMV ¥, (m) du parametre 3, est donné par

B (im
7,y (m) = (Piuj(m)) = (W) : (3.57)

iu

Si Nfu(m) = 0 alors par convention 0/0 = 0. En utilisant (3.26), nous avons
alors

3y (k,m) = Hi(k = 1,m) By v(m), (3.58)
oit Hi(k —1,m) est 'EMV de H;(k — 1).

ii) La relation entre 'EMV exact §;;(k, m) donné par et l'estimateur empi-
rique §;j(k, m) donné par (3.47), s'écrit pour i # j comme suit :

1y _; 1y _;
~ ~ {Z,y=i,U,,>0} {Zn=ik>Uy}

i(k,m) = gii(k,m) (1 — ————"— | | 1+ —F——"|. .
Démonstration. i) En utilisant les processus de comptage , la fonc-
tion de vraisemblance £,,(q) donnée par (3.48) s’écrit en fonction de 7,
sous la forme suivante

NE (j,
Conlny) = a(Zo) TT TT pius”™. (3.60)

i,jEE ueT,
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3.4

Puisque la loi initiale ne varie pas avec #,, (voir remarque 3.4) la fonction
de log-vraisemblance qu’on cherche a maximiser est donnée par

Em(”m) = E E Nil,gu(j'm) logpi,u;j' (361)

i,jeEucTy

Les relations de dépendance que nous considérons dans un cadre non-
paramétrique sont imposées par la nature stochastique de la matrice de
transition P de la CM (Z, U). Ainsi, pour tout (i,u) € B,

Z Piwj = 1. (3.62)

jEE

Par les relations (3.53), (3.54) et (3.62) et en maximisant la fonction de log-
vraisemblance ¢,,(#,,) donnée par (3.61) par rapport a #,,, nous obtenons
(3-57), ot nous supposons que le nombre d’états pour la CM (Z, U) est
un parametre estimé par le nombre des (i, u) pour lesquels Nj, (m) > 0.
Cela nous permet de justifier la solution du type EMV pour un tel espace
d’état réduit. Par le principe de l'invariance de 'EMV et la relation (3.55

nous concluons (3.56).

ii) Par (3.54) et (3.53), la relation (3.56) peut étre écrite comme suit

NjaGom) N o(im) N (i,m) N (i, m)

gij(k,m) = cee , k>2. (3.63)
! Ni}:;kfl(m) kafZ(m) Nz?l (m) Nfo(m)
Nous remarquons que pour [ > 1,
NE_1(j,m) Nij(1,m), (3.64)
Nf (,m) = Ni(m)+1z iy, (3.65)
Nfy(m) = Ni(m)+1iz7,_iu,-0  (3.66)

En introduisant (3.64), (3.65) et (3.66) dans (3.63) nous obtenons

Nij(k,m)(NF, (m) + 147, —ik=u,y)

Gij(k,m) = : (3.67)
qij (Ni(m) + 1z, u,>01) Nfy,, (m)
Par 1’équation (3.67) nous concluons (3.59). O

L’EMV exact g(m), donné par la proposition|3.3, peut étre un estimateur « fiable »
pour le noyau SM plutét dans une famille des CSM ergodiques a espace d’état E,
puisque le nombre de visites pour chaque état i € E est théoriquement infini (avec
probabilité 1) pour une réalisation quelconque de Z. L'information accumulée
n’est pas suffisante dans le cas d’états transitoires.

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE L'EMV

Pour les résultats asymptotiques présentés dans cette section, nous avons
besoin de supposer que la classe des CSM en question vérifie la condition
suivante.



Hypothese 3.2

Lemme 3.1

Notation 3.1

La CSM Z finie a espace d'état E est ergodique (irréductible et récurrente positive)
sous IP4 (voir définition|3.5).

L’équivalence ci-dessous peut étre vérifiée facilement :

La CSM Z finie i espace d'état E est ergodique sous Py ssi la CM (Z,U) est
ergodique sous IPy,.

Nous trouverons, dans ce qui suit, via le TLC pour les martingales les lois
asymptotiques de 'EMV du parametre vectoriel #; pour tout 71 € IN fixé.

Soit
Ef,:=={j €E:piu; >0} et diy:=|E} | (i,u) € B. (3.68)

Notons
D {1} X {u} X Ez u’ (369)

I’ensemble des transitions de la CM (Z, U) avec une probabilité stricte-
ment positive et également

D, :=D*N(By xE) = {z} x {u} x Ef, (3.70)

(1 u

la partie de D pour laquelle U, € T, ot la derniére expression résulte

de (3.69).

Si nous désignons par d;, := |D;}| (cardinal de D;}), alors par (3.68) nous
avons pour tout m € IN,

d;; = Z di,u- (3'71)
(i,u)EBy

Nous désignons par 'H,}; le domaine de variation du vecteur y;. qui résulte de
#,, € Hm en gardant seulement les composantes qui sont strictement positives
sous IP,. Ces composantes sont indiquées par I'ensemble D, donné par (3.70).

L'étude du comportement asymptotique de 'EMV 7.(m) du parametre
11, pour tout 7i fixé, nous oblige a considérer une représentation minimale
spécifique pour le parametre vectoriel #;,.

La nature stochastique de la matrice P de la CM (Z, U) impose des re-
lations de dépendance pour les parametres de # donnés par (3.62). Par
I'hypothese 3.1, la fonction de survie H;(-) est une fonction strictement
positive, pour tout i € E, et par conséquent par son expression (3.26) nous
pouvons déduire que pour tout (i,u) € B nous avons p;,.; > 0. Puisque
tous ces parametres sont strictement positifs nous pouvons les retirer de
H* et H,;, pour avoir des représentations minimales, notées H* et H},
associées aux espaces paramétriques H et H,, respectivement.

Nous notons

fi=1{j € Ei:piuj >0} et di,:=|E,|, (iu) €B, (3.72)
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Hypotheése 3.3

Remarque 3.6

Remarque 3.7

Notation 3.2

et les parametres exclus de la paramétrisation minimale sont donnés par

Piwi =1— Y Piusj- (3-73)
jeEi*/u

Puisque p; ;i € E;| pour tout (i,u) € B, nous avons donc

Dans le cas ot ils existent (i,u) tels que p;,; = 1, alors E/, = @ et par
conséquent il y a une transition déterministe de (i, u) vers (i, u + 1).

Nous supposons également que la classe des CSM concernée vérifie la
condition suivante :

Le support de la loi du temps de séjour dans chaque état i € E de la CSM Z sous
P, est IN*.

Nous pouvons reformuler I'hypotheése 3.3 avec deux manieéres différentes :

i) Pour tout état i € E de la CSM Z sous P, sa fonction de survie H;(-) est
strictement décroissante.

ii) L’hypothese 3.1]est vérifiée, et de plus, pour tout état (i,u) € B de la CM
(Z,U) il n'y a pas des transitions déterministes, i.e., p;,; < 1, ce qui est
équivalent aussi a Ef | # .

Dans le cas ot le support de la loi du temps de séjour dans un ou plusieurs états
n’est pas IN* (voir hypothese(3.3 et remarque 3.6) les résultats asymptotiques de
cette section sont aussi valables sous I'hypothese|3.2. Il suffit de faire les représen-
tations pour les lois asymptotiques normales en prenant en compte seulement les
lois de transition pour lesquelles E, # @ (d;, # 0).

i) Le parametre vectoriel § € 'H admet une représentation minimale n* indexée
par I’ensemble

D*i= U {i} x {u} < Ej, (3.75)
(i,u)eB

si 11 est considéré comme un élément de H* qui résulte de H en excluant les para-

metres p;.; pour lesquels les (i,u, j) n’appartiennent pas @ D*. Les composantes

Piw;j de q* € H* sont ordonnées selon I'ordre lexicographique de D*.

ii) Le parametre vectoriel y,, € H,, admet une représentation minimale u;, in-
dexée par 'ensemble
D*

m

U A{i} x {u} x B, (3.76)
1)EBy,

. — (l,

si 1, est considéré comme un élément de 'H;, qui résulte de H,, en excluant les
parametres p;,.; pour lesquels les (i,u, j) n’appartiennent pas a Dj,. Les compo-
santes pj;j de 11, € 'H,, sont ordonnées selon I'ordre lexicographique de Dy,

Si nous notons par d;, le nombre des parametres dans la paramétrisation
minimale, alors par (3.74) et (3.76) nous avons

dy = |Dy| = dy — sm. (3.77)



Théoréme 3.1

Le théoréme suivant nous assure que I'EMV d’une sélection quelconque
parmi un nombre fini de lois de transition qui correspondent aux états de
la CM (Z, U) est asymptotiquement normal. Nous obtenons également la
forme explicite de la matrice de covariance associée.

Soit (Z,U) la CM qui associe a la CSM Z la suite de TRA U. Sous les hypo-
théses(3.2 et[3.3) la suite de vecteurs aléatoires & (m) := /m(fj (m) — nf (m)),
converge Py-faiblement, quand m — oo, vers un vecteur aléatoire §;, ol
&; ~ N(0,T;) et T est une matrice de covariance de dimension d; X dy, définie
dans une forme diagonale par blocs

) 1 )
I'n = d|ag{?Aizl : (i,u) € Ba}, (3-78)

iu
oit pour tout (i,u) € By, la matrice A, de dimension d;,, x d;,, est donnée par
Niw = (Piw;l03 = Piual); leEz: (3.79)
Démonstration. Nous définissons le vecteur aléatoire
g(m) = (Ciuj(m) : (i,u,j) € Dy ), (3-80)

ou
Ciuj(m) = NE,(j,m) — NP, (m) pi ;. (3.81)

Si nous désignons par

R(m) := diag{ry,j(m) : (i,u,j) € DF}, ouryi(m) = ———~, (3.82)
iuj ii iuj Nif,;u (m)
alors nous avons clairement que
Gi(m) = m ™ 2R (m)g (m). (5.83)
Soit également
. oo . 1
R := diag{riuj : (i,u,j) € Dj }, ol riyj = — (3.84)

iu

Nous rappelons que le processus Nfu (m) est un processus de comptage du
nombre de visites dans l’état (7, u) jusqu’a l'instant m de la CM ergodique
(Z,U). En appliquant le théoreme ergodique des CM nous avons

NB (m) p,ps.
Z":’E) kR e iy > 0. (3.85)

En conséquence, par (3.85) et les expressions (3.82) et (3.84) nous obtenons

R(m) Py-p.s.

R. (3.86)
Notons que si nous établissons que m~1/2(m) converge en loi vers le vec-
teur aléatoire {, alors par la représentation de ¢;(m) donnée par (3.83) et
le résultat limite (3.86), &;(m) va converger en loi vers le vecteur aléatoire

RL.
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Nous remarquons par la relation (3.81) que

Z giuj(m) = Z 1u 1u Z Piu;j

JEES, jeE], jEES

Lu

= Nfu<m) - Nl?u(’”) =0. (387)

Puisque pour tout (i,u) € Bj il y a une relation de dépendance pour les
diu vaa. Jiyj(m) (pour les différents j € E; ), nous excluons les v.a. Zj,i(m)
afin de former un nouveau vecteur {*(m) qui représente {(m) dans une
représentation minimale indexée par 1’ensemble D}, (voir (3.76)).

Ceci nous permet d’appliquer la technique de Cramér-Wold, ot nous
devons démontrer que pour un t € R% arbitraire, la v.a. m~V2t{*(m)
converge en loi vers la v.a. t{*. A ce but, nous allons représenter le pro-
cessus {#{"(m)}men+ comme une suite de sommes partielles d'une autre
suite Y qui a la propriété d’étre une différence de martingales adaptée a
la filtration naturelle de la CM (Z, U).

Soit .#, = 0{(Z, Ux)o<k<n}, i-e., la o-algeébre engendrée par le vecteur
aléatoire (Zy, Uy )o<k<n-
Pour tout n € IN*, nous définissons la v.a.

Yo =Ly, <i-u,=0y [z, w1z, — By(Lu,—01tz, 1, 12, | Zn—1, Un—1)]-
(3.88)
C’est évident que la suite des v.a. Y* est adaptée a la filtration (.%,)en+ de
I'espace probabilisé (€}, <7, IP,). Et par construction, nous avons E, Y| <
oo et B, (Yy | #u-1) = 0. Par conséquent, Y* est une (.%,)-différence de
martingales.

Puisque

B, (Vg —0ytz, 1ty 12y | Zn-1,Un—1) = Y P2y tyrsitze sty rjr  (3-89)
jeE;ru

en combinant (3.88) et (3.89) nous avons

Z Yn = Z 2 [tiuj]l{zn—l:i/un—l:u}(]I{Zﬂ:j} - pi'u;j)]

n=1 (iuj)eDi n=1
= Z tiuj(Nil,;zt(]'/m) - zu( )qu]) - tg ( ) (3-90)
(i,u,j)eD,f{

Notons également que

E, (Y7 | Fu1) = Lyu, <ayVary (Li,—01tz, 1, 12, | Zn-1,Un-1),
(3-91)
et par conséquent,

E, (Y7 | Fuo1) = Z]l{u <amnyVary (L, —oytz, 1z, | Zn—1,Un1)

= Z Nzu Var,,(]l{u O}tmzn | Zn 1 —l Un 1= 1/!)
(i,u)€By

(3-92)



Puisque

Ey (L, —oythz, | Zno1 =i, Uy = u) = ZE; B iPisjs (3.93)
JEEL,
et de plus
E; (L iy, =0y tiuz, | Zn-1=i,Un1 = 1) = (}; biu i)
=) ltuiujpi,u;]( Y. tiaPiu), (3.94)
jEE;ju lEEf“

en prenant la différence de (3.93) et (3.94) pour former la variance qui
apparait dans la relation (3.92), nous obtenons

m
Z lEn(Yg | gnfl) = Z Nil,gu(m) Z tiujpi,u;j(tiu] Z tiulpi,u;l)
n=1 (i,u)€By ]'EEi*,u ZEETU
= Z ) Y tiwiPiusi(Sjitivi — tiPig)-
(i,u)€By JI€E;,
(3.95)
Pour le reste, notons
Aia(t ) ==Y tiiPiasi(Sjitivg — tiwiPiwy)- (3-96)
j 1€k,

Soit ty, 1= (tyj : j € Ef,) et A}, € R%:*%x la matrice qui résulte de A;,
donnée par (3.79) en extrayant la ligne et la colonne qui correspondent au
parametre p; ;.

Selon les notations ci-dessus, les coefficients A;,(t,1) donnés par (3.96)
peuvent s’exprimer comme suit :

Aiu(t, 1) =t it (3.97)

Il est clair que

det(A,) H qu] - Z Pi,u;j) H Pi,u;j- (3.98)

jEE;, jEEL, JeEF

L,u

Ainsi, puisque A}, est une matrice symétrique et p;,;; > 0 pour tout j €
Ei*u, nous concluons que pour tout (i,u) € Bz,

Aiu(t,m) >0, ssi ty #0. (3-99)
Par (3.95) et (3.96) nous obtenons
m
Z ]E,,(Y,% | #u-1) = Z Aiu(t, 1])Nfu(m). (3.100)
n=1 (i,u)€Bs

Par (3.85) et par le fait que les coefficients A;,(t,7) sont constants pour ¢
fixé, nous obtenons IP;-p.s.,

lim — Z E, (Y2 | Fuor) = Y miudiu(ty) :=0*(t,q).  (3.101)

oo m (i,u)€B;
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Comme pour tout (i,u) € Bj nous avons 71;, > 0, nous constatons alors

par (3.99) que

0’2<t,1]) >0, ssi t#D0. (3.102)
De plus, pour € > 0 arbitraire
N 2
Jim ) By (Yl seyimy) = 0 (3-103)
n=1

étant donné que Y;, est borné pour tout m € IN*.

Vu (3.102), la limite exprimée par 1’équation (3.101) est strictement posi-
tive et donc la premiére condition (M1) (voir 'annexe |A.1) du TLC pour
martingales est vérifiée. Egalement par la deuxieme condition (M2)
(voir ’annexe est satisfaite. En conséquence, nous pouvons appliquer
le TLC pour martingales pour conclure par (3.90) que IP,-faiblement,

m Y240 (m) — N(0,0%(t,17)). (3.104)

Soient { ~ N(0,R7!A) et la représentation minimale * ~
N(o, (R*)flA*). Alors, la va. t0* ~ N(0,¢(R*)"'A*t"). Clairement,
par (3.101) nous avons

t(R*) AT = o (L, 7). (3.105)
Par (3.104), (3.105) et la définition de {* nous concluons que IP,-faiblement,
m~ Y20 (m) — 7", (3.106)

La relation (3.106) est valide pour tout ¢+ € R% et par conséquent par
(3-83), (3.86) et le théoreme de Slutsky nous obtenons IP,-faiblement,

Gi(m) — N(0,A*(R") ). (3.107)

La démonstration est achevée pour le vecteur minimale ¢ (m) puisque
cette matrice de covariance donnée ci-dessus est identique a I'; qui résulte
de I'; donnée par (3.78). Pour former &;(m) a partir de &;(m), il suffit
d’ajouter la composante qui correspond au parameétre p;,.;, pour tout
(i,u). Puisqu’il s’agit d’'une combinaison linéaire des autres composantes
pour les différents j, identique a celle d’une loi multinomiale, donc 1’ex-
tension est directe pour obtenir la forme de la matrice de covariance I';

donnée par (3.78). O

En vue de distinguer les composantes du noyau semi-markovien qui sont
strictement positives, nous définissons 1’ensemble suivant

D;, :={(i,k,j) e Ex T, X E: (i,k—1,j) € D}, (3.108)

qui est identique a D;, translaté d'une unité a droite pour la deuxieme
composante. Par la signification de D,, et (3.25), 'ensemble ID;, désigne
les indices pour lesquels les composantes g;;(k) de g,, sont strictement
positives sous IP,. Par (3.32) nous concluons qu’il est identique au sous-
ensemble de 1'espace d’état de la CM (J,,, Xyn+1, Jn+1)neN, ot Xy < m. 1
peut étre écrit également sous la forme

D}, = Z‘éJE{i} x Dj,, = iéJE{i} X (ueijl"m {u} x Ef, ). (3.109)



Notation 3.3

Théoréeme 3.2

i) Nous désignons par Qyf; le domaine de variation du vecteur q;', formé par les
composantes strictement positives de q,, sous IP,. Ces composantes sont indexées
par 'ensemble D}, donné par (3.108) et de dimension d,.

ii) Nous désignons par Q;‘rm le domaine de variation du vecteur qlf'rm formé par les

composantes strictement positives de q;,,, sous IPy. Ces composantes sont indexées
par l'ensemble ]Dj‘m donné par (3.109) et de dimension d;‘]m = Yuer, 47y

Nous désignons par

D, H, — Qf

* % 110

la restriction de ® sur Hj, dont les composantes ®;j; ont la méme défini-
tion que (3.55) mais appliquées a 7.

Sous les hypothéses 3.2 et 3.3, la suite de vecteurs aléatoires ;(m) :=
V(g (m) — g5 (m)), converge Py~faiblement, quand m — oo, vers un vec-
teur aléatoire & tel que &; ~ N(0,Az), oit Ay est une matrice de covariance de
dimension dj X dj définie dans une forme diagonale par blocs

An = diag{p;K; : i € E}, (3.111)
oit pour tout i € E la matrice K; de dimension d|. x djlﬁ est donnée par
Ki = (q:;(k) [0 xy(r1) — qir(l)])(k,j),(l,r)elDl.*lﬁxD;m' (3.112)

Démonstration. Nous remarquons que
V(g5 (m) = g5 (m) = ~/m (@ (15 (m)) = Pa(n;(m))],  (3.113)

oit ®; est donnée par (3.170). Egalement, par le théoréme 3.1 quand m —

o,

Vi (i (m) = ;(m)) ~5 N(0,T5). (3.114)

Par (3.113) et la méthode delta, puisque ®; est une fonction analytique
sur H,, et par conséquent la dérivée totale ®; existe, nous concluons que
quand m — oo,

Vi (G5 (m) — g (m)) 5 N (0, @T5(P;) 7). (3.115)

N

La prochaine étape consiste a montrer que la matrice de covariance
®.T: (D) " estidentique a A; donnée par (3.111).

D’abord, il est clair que

!

q’ia = diag{CI)”ﬁ,CD/zm,- a 'CD;\ﬁ}' (3.116)
ou pour touti € E,
) oD, 1
D5 = <8 ‘” ) . (3.117)
Pilr/ (kjyeD: (1,r)eD:

ilm’ ilm
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Notons ici que nous considérons que les fonctions ®;j sont ordonnées
selon 'ordre lexicographique de Dj,.

Si nous posons pour tout i € E

) 1
Ai = dlag{mAi,u U € Tﬁ}, (3118)
1

alors par (3.78), (3.111) et (3.35) nous avons

O, I%(D;)| = Ay ssi D,

il

A,-(CD;M)T = K;, pour touti € E. (3.119)

Par la relation (3.55) nous obtenons que les éléments de la matrice CID;‘ﬁ

sont donnés par

9P _Hik=1) piko1; st 0<I<k—1,
* = — (3.120)
api,l;r Hz(k—].) Si l:k—l, T:j, .
0 si k—1<l<n—1.

Maintenant, nous définissons pour tout k € Ty, | € Tj, la matrice suivante

i [ Pik=1;
Py = < —
Piii / jeEr,_ reE;

, (3.121)

dont les colonnes sont identiques puisque ses éléments ne dépendent pas
de I'indice r.
En combinant (3.117), (3.120) et (3.121) nous concluons que

~Hi(k—1)P, si0<I<k-—1,

(qu\ﬁ)kl =< Hi(k—1)_ sil=k—1, (3.122)
Os_1 sik—1<l<n—1.
Notons que
Ao Os-1 Os-1 oo Os1
—A;(1)PiyAs  Aa 0.1 . 01
_ : () o
&n = | APt — B Pl An Ap Os_1
—Hj(s — 1)PiyAj —ng(;)”P;lAﬂ —ng(;;)P;ZAiz o Ais
(3.123)
Nous avons également
Poliv = (Pik=17Piur) jegs, rer:y (3:124)
et par conséquent
i iNT _ 1= Piui
Py, Ai(P,) ' = D (pi,kfl;jpi,l;r)jeEqumeE;’- (3.125)



Remarque 3.8

Théoréeme 3.3

Par I’équation (3.122) et (3.123) nous prenons pour k <[ +1,

! ' . . & 1 piui
(<I>i|ﬁAi(<I>i|ﬁ)T)kl = Hi(k—1)H() <uzé W) (Pi,k—l;jpi,l;r)j,r

—Hi(D) (pis—1Pits) ;,

u=0

k—2 1 . .
B {E<Hl(”+1) _Hi(u)> I:L(k_l)} (= Ki)y
= (K)y (3.126)

!

Comme les matrices @’ Nj(D )T et K; sont symétriques, alors leurs

il il
blocs pour k > [ + 1 sont aussi identiques. Leurs blocs diagonaux (pour

k = 1+1) le sont également en vertu des mémes arguments utilisés pour
obtenir (3.126). O

Une démonstration directe du théoreme 3.2 est aussi possible a 'aide de la tech-
nique que nous avons utilisée pour démontrer le théoreme|3.1. Dans ce cas, le TLC
pour martingales peut étre appliqué en considérant une différence de martingales
appropriée par rapport a la filtration naturelle engendrée par la CM (J, X). Une
sélection possible, semblable a (3.88), est la suivante

Yo i = Lix, <ip o xe = Bg(Lix, <yt [ Ja1)]- (3.127)

Dans la derniere partie de cette section nous interprétons la convergence
et la normalité asymptotique de 'EMV non-paramétrique du noyau semi-
markovien dans le cadre de convergence des processus stochastiques,
puisque nous avons un espace paramétrique de dimension infinie.

Soit
g(m) = (4q,,(m),0,0,...), m>1, (3.128)

la suite des estimateurs qui peuvent étre décomposés en deux parties, une
partie qui correspond a I'EMV exact du vecteur q,,, et une autre partie
qui compléte avec un nombre infini de zéros les parametres pour lesquels
nous n’avons aucune information jusqu’a l'instant m.

i) LEMV q(m) est un estimateur fortement convergent de la vraie valeur du
noyau semi-markovien q, i.e., quand m — oo,

R Py-p.s.
q(m) —— q. (3.129)

ii) La suite de processus stochastiques &(m) := (&,,(m),0,0,...), m > 1, oit
&, (m) est donné dans I'énoncé du théoreme 3.2} converge P,~faiblement, quand

m — oo, vers un processus stochastique ¢, oit pour tout it € IN*, le vecteur
aléatoire correspondant &; ~ N (0, Az) et Ay est donné par (3.111).
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Hypothese 3.4

Démonstration. i) Par la relation (3.59) nous pouvons remarquer que
I'EMV ;;(k, m) et 'estimateur empirique §;;(k, m) du parametre g;;(k, m)
convergent IP)-p.s. vers la méme limite, a condition que cette limite
existe. Barbu et Limnios (2008) ont démontré que §;j(k,m) est fortement
convergent (voir théoréme 4.1 de la méme référence). Par conséquent, la

convergence forte de g(m) résulte de la convergence par composantes.

ii) La suite de processus stochastiques ¢(m) converge IP,-faiblement vers
le processus ¢ ssi pour tout 7i € IN* la suite de vecteurs aléatoires & (m)
converge IP,-faiblement, quand m tend vers l'infini, vers le vecteur ¢; de
dimension finie. Ce résultat est une conséquence du théoreme 3.2. O

L-TRAJECTOIRES CENSUREES A UN INSTANT FIXE

Dans cette section nous considérons L trajectoires des copies indépen-
dantes d’une chaine semi-markovienne Z censurée a l'instant m. L'étude
basée sur plusieurs trajectoires est intéressante puisqu’il y a des problemes
ou l'estimation des parametres est basée uniquement sur plusieurs trajec-
toires. Par exemple, dans 1’analyse de durée de vie ou plusieurs patients
atteints d’une certaine maladie sont observés ou dans la fiabilité ot1 nous
observons plusieurs systémes identiques mais indépendants.

Nous construisons dans la suite, 'EMV qui correspond a ce modele et
cherchons ses propriétés asymptotiques.

Nous désignons par (Zj'), := (Z(()l),ZY),...,Z,(é)) la I-eme réalisation

indépendante de la CSM Z censurée a l'instant m. L'estimation des para-
metres faite pour une seule trajectoire d’'une CSM, non ergodique, n’est
pas « satisfaisante » vu son caractere intrinseque. Au contraire, dans le cas
ou plusieurs trajectoires correspondantes aux copies indépendantes d"une
CSM peuvent étre faites, c’est possible d’explorer mieux la structure du
modele. Pour cette raison, nous ne faisons aucune hypothese concernant
le type de communication entre les différents états de la CSM Z.

Nous introduisons maintenant 1’hypothése dont nous aurons besoin dans
cette section.

La loi initiale a(-) sous Py 4

i) a un support qui donne une probabilité strictement positive sur chaque
classe de communication de Z,

ii) ne dépend pas du parametre q.

Interprétation. Puisque pour chaque trajectoire, c’est la premiére observa-
tion qui détermine 1’ensemble des états observés, il suffit donc d’assurer
qu’au minimum un état pour chaque classe de communication de Z est
accessible dans cette premiere observation. Cela est fait dans la partie
i) de I'hypothese qui garantit que tous les états de toutes les classes
seront observés (avec probabilité un) apres un L assez grand.



Par ailleurs, avec la partie ii) de '’hypothese 3.4 nous pouvons décomposer
le probleme de maximisation en deux parties indépendantes. Une partie
pour la loi initiale et une autre pour le noyau semi-markovien.

Malgré I'avantage de la structure arbitraire du systeme, rien n’assure que
sa structure complete va étre révélée méme apres un nombre de trajec-
toires assez grand. L'instant m de censure joue un rdle décisif sur les tran-
sitions qui peuvent étre observées. Naturellement, nous ne pouvons pas
observer les transitions d’un état i vers un état j lorsque le temps minimal
des transitions dépasse m, malgré que j soit accessible par i sous la vraie
valeur du parametre. Par conséquent, notre but est d’estimer la partie du
noyau semi-markovien qui est accessible jusqu’a I'instant m. En supposant
que So = 0, cette partie correspond au parameétre g,,. Nous montrons, dans
la suite, que I'EMV du parametre g,, est a la fois fortement convergent et
asymptotiquement normal.

Egalement, ce type d’estimation permet de mesurer la concentration de la
loi du temps de séjour dans tout i € E sur l'ensemble fini {1,2,...,m}.
Cela est fait par 'EMV de la fonction de répartition du temps de séjour
a l'instant m. L'erreur de cette estimation peut étre également mesurée en
construisant des intervalles de confiance asymptotiques par la normalité
asymptotique de cet estimateur.

Un autre avantage de ce type d’estimation est la possibilité d’estimer éga-
lement la loi initiale a(-) de la CSM Z. A ce but, nous définissons pour
tout i € E le processus de comptage N} := {N#(L)}.en+ du nombre
d’apparitions de i comme état initial dans les L trajectoires, avec

L
N (L) = Zﬂ{zéw:i}- (3.130)
=1

En suivant la ligne de la section précédente nous montrons ces résultats
asymptotiques via la reparamétrisation du modéle semi-markovien par
'espace paramétrique naturel de la CSM (Z, U) censurée a l'instant m.

B

Soit N ZB ul et N2/ les I-emes réalisations des processus de comptages N7,

i,u;]

et Nfu;]. respectivement, définis dans la section précédente par (3.53) et

(3-54)- Nous définissons également les processus de comptages

L L
NEM(L) = ZNE;II, d’ou Nfu(m;L) = ZNEL}I(T”)' (3.131)
=1 =1
et
B LB B S
Ni,u;j(L) = ZNi,it;j' d’ott Ni,u(]/ m;L) = ZNi,{l (j,m). (3.132)
=1 =1

La v.a. N2 (m; L) indique le nombre de visites dans l'état (i,u) € E x N,
jusqu’a l'instant m € IN* pour les L trajectoires en négligeant le dernier

état observé (Z,, Uy). Egalement la va. NEM (j,m; L) indique le nombre
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de transitions du type (i,u), (j, k) qui sont réalisables?, jusqu’a l'instant m
pour les L trajectoires.

La proposition suivante étend les résultats de la proposition[3.3 pour l'es-
timation du maximum de vraisemblance de 1 a L trajectoires d"'une CSM
Z censurée a 'instant m. De plus, il n’est pas nécessaire de supposer que
Z est ergodique puisque par 'hypothese de I'indépendance des copies de
Z les états initiaux peuvent appartenir a des différentes classes de com-
munication.

Proposition 3.4 Soit Z une CSM définie sur (Q, F, ll’a,q), (modele non paramétrique) oii cette
famille des espaces probabilisés est paramétrisée par (&, q) € A x Q donné par
(3.40), 4 valeurs dans un espace d'état E = {1,2,...,s}. Sous I"hypothese 3.4~
(ii), 'EMV (%(L),q,,(m; L)) qui correspond a L trajectoires (Zg'); pour i € Ty,
correspondantes a L copies indépendantes d'une CSM Z censurée a l'instant fixe
m, est donné par ses composantes, pour (i,j) € E2, k € T, décrites ci-dessous

Pio;i(m; L), sik=1,

3ij(k,m; L) = Py (77,,(m; L)) =
Pik—1j(m; L) TTZG Pii(m; L), 50 2 < k < m,

(3-133)
N N*(L
(L) = ZL( ), (3-134)
oit 'EMV #j,,(m; L) du parametre n,, est donné par
~ ~ NiBu (]/ m’ L)
Ty (m; L) = (Pisj(m; L)) = (W : (3.135)

Si NP, (m; L) = 0, alors par convention 0/0 = 0.

Démonstration. La fonction de vraisemblance L1 («,q,,) pour L observa-
tions indépendantes (Zj');, i € Ty, s’écrit

L NO (m)
| | ! s !

Lolwgy) =TT\ 1T a0 0 (x) | B ) (). (3.136)
=1 " k=1 Ji-1lk N (m)

En utilisant les processus de comptages (3.130) et (3.132), la fonction de
vraisemblance L («,q,,) peut étre écrite en fonction de (a,7,,) sous la
forme

Li(w1,,) (l‘[w' )HHHPZ”"- (3-137)

i€E i,jeEleT ueTy,

Par conséquent, la fonction de log-vraisemblance qui doit étre maximisée
est donnée par

L(am,) =Y Nf(L)logai+ Y Y Y NY(jm)logpiu. (3.138)

i€E i,jeEIeT,, u€Ty

Les relations de dépendance que nous devons prendre en compte dans
un cadre non-paramétrique sont données par (3.62) et par le fait que

3soit (j, k) = (j,0), j # i, soit (j,k) = (i, u+1).
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Proposition 3.5

le vecteur initial « est un vecteur de probabilité. Par ces relations de
dépendance, I'hypothese 3.4-(ii), (3.131) et en maximisant la fonction de
log-vraisemblance (3.138) par rapport a & et #,,, nous obtenons (3.134) et

(3-135).
Par le principe de linvariance de 'EMV et la relation (3.55) nous

concluons (3.133). O

Dans la proposition suivante nous montrons la convergence forte de
I'EMV du parametre («,q,,).

Sous I'hypothese 3.4, 'EMV («(L),q,,(m; L)) du parametre («,q,,) donné par
(3.133) et (3.134) est fortement convergent.

Démonstration. Il suffit de montrer que 'EMV (a(L),7,,(m;L)) du para-
metre (oc, qm) donné par (3.134) et (3.135) est fortement consistant. Si cela
est vérifié alors en utilisant le théoreme de I'application continue pour la
fonction ®,, donnée par nous obtenons le résultat énoncé.

En fait, nous remarquons par la forme de 7, (m; L) que si nous divisons
chaque terme de la fraction par L, nous pouvons appliquer la loi forte de
grands nombres pour conclure que quand L — oo,

A
]Pu,q'P~5~ IE“:ﬂNiI,gu (]/ m)
Eoy N/ (m)

Piu;j(m; L) (3.139)

Cela est possible puisque les suites {Nfi;l (j,m) }iens et {Nfl’f (j,m) }ren-
sont des suites de v.a. indépendantes d’espérance bornée par m.
Par (3.54) nous avons

m—1
. ! ! .
Eay N2 (jom) = piai Y Py (28, UV) = (i,u)) = piiBayNE (m).
n=0

(3-140)
En introduisant (3.140) dans (3.139) nous obtenons, quand L — oo,

R Py -p-s.
(L) ——1,,. (3.141)

m

Avec le méme raisonnement concernant la premiére observation de
chaque trajectoire nous avons également, quand L — oo,

) Py yp-s.

w(L . (3.142)

Par (3.141) et (3.142) nous concluons la convergence forte de 'EMV
(@(L),7,,(m;L)). O

Anderson et Goodman (1957) ont démontré la normalité asymptotique de
I’EMV d’une chaine de Markov finie méme dans le cas ou1 elle n’est pas
homogene. IlIs ont considéré, en premier lieu, le nombre d’observations
connu pour chaque état initial pour les L trajectoires, ensuite ils ont étendu
les résultats asymptotiques pour le cas ot le vecteur des fréquences obser-
vées pour les états initiaux est distribué selon la loi multinomiale. Les
étapes de leur démonstration sont applicables au cas de L trajectoires cor-
respondantes a L copies indépendantes de la CM (Z, U) observées jusqu’a
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Remarque 3.9

Lemme 3.2

Définition 3.6

lI'instant m puisque elles sont basées sur le TLC multidimensionnel pour
i.i.d. vecteurs aléatoires et non pas sur la structure de (Z, U). Cependant,
pour les appliquer dans notre cas, il suffit seulement de remarquer que le
support de la loi initiale est réduit aux états {(,0) };cE.

Sous I'hypothese 3.4, 'EMV &(L) est asymptotiquement normal, i.e., le vecteur
{(L) := VL(&(L) — &) converge Py ,~faiblement, quand L — oo, vers une loi
normale { ~ N(0,T(1), oi FEJ.L) i= Covay(CisCj) = ai(dij — a;). Cela est
une conséquence directe du TLC appliqué a la suite de i.i.d. vecteurs aléatoires
{(ﬂ{zé”:i} i € E)}jen+. Par lindépendance asymptotique de 'EMV ®(L) et

I'EMV w} (m; L), nous excluons, dans ce qui suit, le parametre a de I'estimation.

Le théoréme de Anderson et Goodman (1957) adapté a notre cas donne le
lemme suivant :

Sous les hypotheéses 3.3 et la suite de vecteurs aléatoires , (L) :=
VL (L) — 1, (m; L)), converge Py ,~faiblement, quand L — oo, vers un vec-

teur aléatoire C,,, oit T, ~ N(0, 1",(11L )) et r,Sf ) est une matrice de covariance de
dimension dy, X dy,, définie dans une forme diagonale par blocs

i = diag{ L

Ap : (i,u) € By}, (3.143)

7Ti,u\m

ot pour tout (i,u) € By, la matrice Ay, de dimension d;, x d;, est donnée par
(3-79) et 7T |y, est donné par

TCum *= IEa,ﬂNiI,Bu (m) = ZE ZT “rpir(l));i,ur (3-144)
recnely
ol
U = Pay((Za, Un) = (i,u)|(Zo, Up) = (1,0)). (3.145)

La définition suivante introduit la fonction de renouvellement marko-
vienne qui joue un role tres important dans la théorie de CRM. Cette défi-
nition a été donnée dans Barbu et Limnios (2008) dans un autre contexte,
pour 'étude d'une seule trajectoire.

La fonction matricielle ¥ = (‘I’(m), me ]N) € Mg(N), oit
¥ij(m) := E(Njy(m +1) | Zo = i) (3.146)

est appelée fonction de renouvellement markovienne a temps discret.
Nous notons également

¥i(m) := ENjp(m +1). (3.147)

Avec le théoreme suivant nous adaptons les résultats asymptotiques de
I’'EMV pour les CM au cas de CSM en explicitant également la forme de la
matrice de covariance de la loi asymptotique normale de 'EMV. L'astuce
consiste a montrer que ce théoréme découle du lemme 3.2 d"une maniere
similaire que le théoreme 3.2 découle du théoréme 3.1}



Théoréeme 3.4

Remarque 3.10

Sous les hypotheéses 3.3| et 3.4, la suite de vecteurs aléatoires &, (L) :=
VL(G!(m; L) — q;(L)), converge Py ,~faiblement, quand L — oo, vers un vec-

teur aléatoire &, ot &,, ~ N (0, A,(ﬂL )) ol A,(nL ) est une matrice de covariance de
dimension d,, X d,, définie dans une forme diagonale par blocs

(L _ o 1
AP _dlag{‘ﬂ'(m—l)

oir pour tout i € E la matrice K; de dimension d;; ~x d?\m est donnée par (3.112)

Ki:ie E} , (3.148)

et ¥;i(m — 1) est donnée par (3.147) et supposée strictement positive.

Démonstration. Nous remarquons par (3.144) et (3.147) que

Tiom = ¥i(m —1). (3-149)
Notons également que
m—1
]E“rﬂNi],Su(m) = Z lpnx,q(zn =i, U, = u)
n=0
m—1

= ]Pvc,q(znfu = i/ unfu - 0) X

u

]PIX,W<XN(nfu)+1 > u‘zn—u =i, Uy = 0)

3
Il

m—1
= H;(u) Ppy(Zy =i,U, = 0)
n=0

= Hi(u)EqyNiy(m). (3.150)

Cela signifie a I'aide de (3.144) et (3.149) que
Tulm = Hi(u)Ti(m - 1)/ (3.151)

ce qui montre que les rapports de H;(u) avec 7; |, ne dépendent pas de u.

En mettant (11, 70, y, (¥i(m — 1)), L, T4") a la place de (7, 7t;., ptii, 1, T)
dans I"énoncé du théoréme 3.1} les étapes de la démonstration du présent
théoréme se déduisent a partir du lemme 3.2, de la méme maniere que
pour démontrer le théoréme 3.2/ par le théoréme 3.1 U

i) Le terme ¥;(m — 1) qui apparait dans I'expression (3.148) et qui est défini
par (3.147), peut étre exprimé en fonction du noyau semi-markovien q. Si g
représente la puissance de convolution d’ordre n de g, (voir Barbu et Limnios
(2008), pages 48-49), alors nous avons la relation suivante

Yim—-1)=Y ¥ aq(). (3.152)

reEnleT,

Par conséquent, par (3.152) et (3.151) nous obtenons une forme alternative de

(3.144),

T = Fi() L 3 a0, (1). (3153)
r€En,leTy,
ii) Le terme ¥;(m — 1) par (3.147) est strictement positif ssi il existe un état j oit
aj > Oet I'état i € E est accessible par j jusqu’a l'instant m. Si le support de la
loi initiale est E, cela est toujours vrai. Sinon, dans le théoreme nous devons
considérer seulement les états qui vérifient la propriété ci-dessus.
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Corollaire 3.1

Pour mesurer la concentration de la loi du temps de séjour dans chaque
état i € E dans I'ensemble fini {1,2,...,m}, nous considérons I'EMV de
sa fonction de répartition H;(m) a 'instant m. Puisque

H;(m) = Z qii(k), (3-154)
(]”k)eJD;k‘WI
I’EMV s’écrit R
Hi(m;L) =) gij(k,m;L). (3.155)
(jk)eDj

ilm

Cette forme additive est convenable pour déduire facilement les résultats
asymptotiques de convergence et de normalité asymptotique.

Sous les hypotheses 3.3|et (3.4, sous 1Py ,,

i) 'EMV H(m; L) := (?Ii(m;L))ieE du vecteur H(m) := (H;(m) : i € E) est
fortement convergent, et,

ii) la suite de vecteurs aléatoires {, (L) := /L(H(m;L) — H(m)) converge
faiblement, quand L — oo, vers un vecteur aléatoire {,,, oit ,, ~ N(0, Z,Sf)) et
Z,(nL) est une matrice de covariance diagonale de dimension s X s donnée par

7V — diag {W ti € E} : (3.156)

Démonstration. Soit

d,: QF — R®
1
a — Palgh) = Him), (5157

ol chaque composante H;(m) = &, est donnée par (3.154). Nous
concluons directement par la forme additive de chaque composante de
®,, qu’elle est continue et par suite la dérivée totale existe. Par la proposi-
tion3.5, 'EMV §,, (m; L) est convergent ainsi par (3.157) et par le théoreme
de I'application continue, H(n; L) est convergent. De méme, en utilisant
le théoreme 3.4/et la méthode delta, 'EMV H (m; L) est asymptotiquement
normal de moyenne nulle et d"'une matrice de covariance diagonale de
dimension s X s donnée par

D) _giagd 1 @ k(@ VT i
Zy = diag {‘I’l(m — 1)<Dl|sz(<I>l|m) S E}. (3.158)

Par (3.154) nous notons que

!

Qi = Lay,,/ (3-159)

et par conséquent en tenant compte de (3.159) et de la forme de K; donnée
par (3.112) nous avons



@, Ki(®;,)T = 1a Kilj.

Z‘m i|lm i|m

= Z Ki((j/k>/ (l,u))

(k). (LmeD;,
= ) g0 —gik)— Y gii(k)gu(w)
(K€D, (i (D,
(k) #(1u)

= ) a0 — Y q(k)qu(w)

(jk)eDy,, (k) (Lu)eDy,,
— Hz(m) - le(m)
= Hi(m)Hi(m). (3.160)

Par (3.158) et (3.160) nous obtenons la forme explicite de Z'P donnée

dans (3.156). O

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre nous avons considéré l’estimation du maximum de
vraisemblance pour le modéle semi-markovien non paramétrique. Nous
avons donné 'EMV exact pour une observation Z{j' d"une trajectoire d’une
CSM, ainsi que pour L trajectoires d'une CSM censurée a l'instant m. A
l’aide de l'espace paramétrique naturel du processus couple (Z, U) nous
avons pu montrer des bonnes propriétés asymptotiques, telles que la
convergence et la normalité asymptotique.

En utilisant la méme technique de reparamétrisation, nous ferons dans
le chapitre suivant, I'étude théorique de I'EMV pour un certain type des
modeles semi-markoviens cachés.
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Dans les deux chapitres précédents nous avons considéré 1’estima-
tion du maximum de vraisemblance pour les chaines markoviennes et
semi-markoviennes finies. Une bonne compréhension de la structure mar-
kovienne et semi-markovienne permet de développer des modeles plus
complexes dans l'intention d’étre mieux adaptés aux applications réelles.
Dans cette perspective, nous présentons dans ce chapitre une classe des
modeéles dont la particularité est d’avoir une structure cachée. Il s’agit des
modeles markoviens et semi-markoviens cachés.

Au cours des derniéres décennies, 1'utilisation des modeles markoviens
cachés (MMC) est devenue 1'une des techniques les plus puissantes et
les plus populaires dans plusieurs domaines scientifiques. Notamment, la
reconnaissance de la parole (Rabiner (1989), Rabiner et Juang (1993)), la
biologie (Krogh et al. (1994a), Krogh et al. (1994b)), le traitement d’images
(Li et Gray (2000)) et plusieurs autres domaines (Bhar et Hamori (2000),
Sansom (1998)). Pour une revue générale sur l'utilisation des processus
de Markov cachés (PMC) dans la statistique et la théorie de I'information,
nous renvoyons le lecteur a Ephraim et Merhav (2002).

Le premier travail sur l'inférence statistique pour les MMC est celui de
Baum et Petrie (1966), ot les auteurs ont étudié un processus stochastique
bidimensionnel (Z,Y) dont la premiére composante Z est une chaine
de Markov finie non observée directement, et la deuxiéme composante
Y est un processus observé, out conditionnée par rapport a la premiere,
forme une suite de variables aléatoires conditionnellement indépendantes
avec un espace d’état fini (alphabet fini). IIs ont également démontré la
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convergence et la normalité asymptotique de I'EMV pour ce modele. Ces
MMC sont souvent désignés comme étant des fonctions probabilistes des
chaines de Markov (CM). Les conditions de convergence ont été affaiblies
dans Petrie (1969). Dans Leroux (1992), Bickel et al. (1998), les auteurs ont
démontré la convergence et la normalité asymptotique de 'EMV pour un
processus observable avec un espace d’état général.

En observant une trajectoire d"une certaine longueur, le principal objectif
est d’estimer les probabilités de transition de la CM, ainsi que les dis-
tributions conditionnelles qui caractérisent la relation entre le processus
caché et le processus observé. Bien que les MMC puissent étre utiles dans
plusieurs cas, ils souffrent d’une limitation importante. En effet, ils ne
permettent que la distribution géométrique pour les temps de séjour dans
les états du processus caché. Un tel modele peut étre inexact pour décrire
plusieurs problemes réels (voir Levinson (1986)).

Une généralisation assez naturelle des MMC est les modeles semi-
markoviens cachés (MSMC). Dans ce cas, le processus caché Z n’est plus
une chaine de Markov mais une chaine semi-markovienne. A 1'opposé des
MMC, les MSMC permettent n'importe quelle distribution pour les temps
de séjour dans les différents états du processus caché, afin de réaliser une
meilleure description de 1’ensemble des données d"un probléme réel.

Les MSMC ont été présentés pour la premiere fois dans Ferguson (1980).
Depuis, plusieurs variantes ont été proposées. Tous ces travaux se basent
sur la construction des algorithmes appropriés dans le but d’estimer les
parametres inconnus du modele. Nous donnerons dans le chapitre suivant
une revue bibliographique concernant les études algorithmiques.

En ce qui concerne les propriétés théoriques, Barbu et Limnios (2008) ont
démontré la convergence et la normalité asymptotique de 'EMV pour
MSMC non paramétrique dans le cas ot le support des temps de séjour
conditionnels est fini. Par ailleurs, une approche plus générale que celle
dans Barbu et Limnios (2008) a été présentée dans Trevezas et Limnios
(& paraitre 2008a), ou les auteurs ont démontré la convergence et la nor-
malité asymptotique de I'EMV pour MSMC général avec dépendance des
temps de récurrence en arriere. C’est ce travail qui sera présenté dans ce
chapitre et qui consiste en les points suivants :

i) Nous généralisons les résultats pour MSMC finis donnés dans
Barbu et Limnios (2008) aux MSMC généraux, ol 1'espace d’état du
processus observable est considéré d’étre un sous-ensemble d'un es-
pace euclidien. A cette fin, nous suivons la ligne de Leroux (1992) et
Bickel et al. (1998);

ii) nous permettons aux valeurs du processus observable Y, conditionné
par rapport a la CSM, de dépendre d'une maniere probabiliste, non
seulement de 1’état Z,, mais également de la durée de temps pendant
laquelle le systéeme a séjourné dans cet état (dépendance des temps
de récurrence en arriére) ;

iii) nous utilisons des représentations minimales pour les espaces para-
métriques, qui sont impliqués dans notre analyse, prenant en compte
les relations de dépendance parmi les parametres. Egalement, nous



utilisons pour tous les couples (i,j) des constantes générales 7;; afin
de spécifier le support des temps de séjour conditionnels, plutdt que
d’étendre l'espace paramétrique avec les parameétres identiquement
nuls;

iv) nous faisons une décomposition des éléments du noyau semi-
markovien, différente de celle présentée dans Barbu et Limnios
(2008).

Par iii) et iv) nous déduisons également des expressions explicites pour
les matrices de covariance asymptotiques (en fonction du noyau semi-
markovien), qui apparaissent dans le théoréme de la limite centrale pour
I'EMV des principales caractéristiques des chaines semi-markoviennes
(CSM).

Ce chapitre sera organisé de la fagon suivante. Dans la section 1, nous
introduisons les modéles semi-markoviens cachés généraux avec dépen-
dance des temps de récurrence en arriere, ainsi que les notations et les
conditions dont nous aurons besoin. Dans la section 2, nous reparamétri-
sons les MSMC par une sous-classe des MMC. Ensuite, nous démontrons,
dans la section 3, la convergence forte de 'EMV de MSMC et des princi-
pales caractéristiques de CSM, a savoir, les temps de séjour conditionnels
et les chaines de Markov immergées. Leurs normalités asymptotiques
seront également démontrées dans la derniere section de ce chapitre.

Les résultats de ce chapitre font partie de l'article Trevezas et Limnios
(& paraitre 2008a).
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4.1

Définition 4.1

DEFINITION DU MODELE CACHE SM-MI-B GENERAL

Dans cette section nous définissons les chaines semi-markoviennes ca-
chées générales avec dépendance des temps de récurrence en arriére.

Soit (Q), F,P) un espace probabilisé et (Z,Y) := (Zn, Yn)neN, Un processus
bidimensionnel qui vérifie les hypothéses suivantes :

1. Z est une chaine semi-markovienne non-observable avec espace d’état E =
{1,2,...,s}, donnée par la définition 3.4,

2. Y est un processus a valeurs dans 1'espace mesurable (%, &), oiv il existe
une mesure o-finie v qui domine les images de IP par Y, et Y conditionné par
Z constitue une suite d’éléments aléatoires conditionnellement markoviens
d’ordre I,

3. Tout Y, conditionné par le vecteur Yg’l et par le processus Z, dépend de Z
uniquement par Z, et Uy, oit Uy, est le TRA a l'instant n, donné par (3.19).

Sous ces hypotheses, la chaine (Z,Y) est appelée chaine cachée générale de typeﬂ
SM-MI-B. Si de plus, la mesure de probabilité IP est indexée par un parametre
0 € O, oit © est un ensemble euclidien, alors la famille des chaines cachées (Z,Y)
définies sur (Q), F,Pg) est appelée modele caché général de type SM-MI-B.

Nous désignons par g% le noyau semi-markovien du processus Z, indexé
par 6, qui vérifie les conditions (C1) et (C2) données apres la définition
3.4 dans le chapitre 3. Egalement, nous définissons pour tout i € E, k €
N, yé’l cl,

o Po(Y; €dy, | Zy =i, U, =k Y1 =41
g(’(yl ‘ lzk/]lf) 1) = Y V(dyl) 0 70 ’ (41)

la fonction de densité conditionnelle de Y; conditionné par le vecteur
(Z, U, Y h).

Le modele caché général de type SM-MI-B défini ci-dessus est une exten-
sion du modele général de type SM-MI, en ajoutant la dépendance des
temps de récurrence en arriere. Pour illustrer la différence entre ces deux
modeles, nous considérons la loi conditionnelle du vecteur Yy, condi-
tionné par le processus Z. Si le modele caché est général de type SM-M,
alors la fonction de densité conditionnelle de Y{', conditionné par Z, s"écrit

Py 1 Z) =T 1ge(vi | ZiyiZ)), (4.2)
i=0

z 12z

alors que pour le modéle caché général de type SM-MI-B, la densité s’écrit,
par la propriété 3 de la définition comme suit

m .
vy | 2) = 18o(vi | Zi, Ui yi7)). (43)
i=0
Notons que dans la majorité des applications, la sélection de l'espace

(#,&,v) est telle que :

le symbole B a été choisi du terme anglais « backward » pour indiquer la dépendance
de Y des temps de récurrence en arriére de Z.



Hypothese 4.1

Remarque 4.1

- % CR°, & = AB(¥) est la tribu borélienne sur #, et v = A est la
mesure de Lebesgue.

— % C N, fini ou non, & est I'ensemble de toutes les parties de %/, et
v est la mesure de comptage.

Dans ce chapitre, nous considérons I'étude théorique du comportement
asymptotique de 'EMV qui correspond au modele caché général de type
SM-MO-B.

Nous désignons par 6y la vraie valeur du parametre 0, et par Py, Eg lors-
qu’il s’agit respectivement de [Py, [Eg,.

Dans la suite, nous supposons que la classe des CSM, en question, vérifie
les deux conditions suivantes :

i) Il existe une constante i € IN telle que qz‘.’j(k) =0, pour tout k >, i,j €
E, et 6 € ©O.

ii) La CSM Z sous P est irréductible et stationnaire (voir définition 3.5).

Nous donnons ici quelques conséquences de I’hypothese 4.1}

i) Le temps de séjour dans chaque état i € E de la CSM Z sous Py a un
support fini, i.e., il existe des constantes fi; € Ty, pour tout i € E tel que

B = {i} x Ty,

oit B est donné par (3.20). Cela implique que I'espace d'état de (Z, U) est
donné par
B= U BY, (4.4)
i€E
ii) La loi du temps de séjour conditionnel dans I'état i, lorsque le prochain état
visité est j, sous Py, a un support IDI?; fini, i.e., il existe des constantes

minimales i;; € Ty, pour tout (i,j) € EZ+ tel que ]D; - Tﬁij.

iii) La chaine de Markov (Z, U) est finie et donc par I’hypothese|4.1+(ii) elle est
également ergodique.

De cette remarque, nous déduisons que
fl; = max ;.
jee

La constante 1;; exprime le temps maximal pendant lequel la CSM peut
séjourner dans 1’état i avant une transition directe dans I'état j. Dans la
pratique, il y a deux possibilités pour ces constantes :

i) elles sont censées étre connues par les caractéristiques du systeme au-
quel ce modele peut étre appliqué;
ii) elles peuvent étre imposées par 1’expérimentateur comme approxima-
tion d’un systeme plus compliqué.

En fait, l'existence de ces bornes 7i;; suffit pour les résultats théoriques
qui suivront. Nous notons également que pour tout (i,j) € E2\ EZ, nous
avons 7i;; = 0 et par conséquent aucune transition directe n’est possible
deiaj.
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Hypothese 4.2

Dans la suite, nous désignons par I:I?(-), y?i, p?j, g(k) les vraies valeurs
des caractéristiques du systeme semi-markovien définies respectivement
par (3.1), (3.34), (3-12) et (3.14) dans le chapitre 3}

A l'opposé du chapitre précédent ott nous avons considéré que Sy = 0,
ici, sous I'hypothése (4.1, la CSM Z est stationnaire. Le cas de stationnarité
peut correspondre a un systéme semi-markovien qui a fonctionné pendant
une période de temps assez grande (théoriquement infini). Nous pouvons
construire une CSM stationnaire en posant la loi initiale du couple (Z, Sp)
égale a la loi stationnaire du vecteur (Zy, Up). De plus, les relations de dé-
pendance concernant le noyau semi-markovien sous le contexte de station-
narité sont différentes. Nous désignons par C;sta I’ensemble des relations
de dépendance pour le vecteur g dues a la stationnarité seulement et C; sto
celles données par (3.39) dans le chapitre |3, ici pour tout i € E.

L'ensemble C,sta contient les relations pour tous les j € E

gij(u+1) 1

Y ——=—, (45)

iGE_j METﬁi ]’lll ‘u]]

qu’elles peuvent étre déduites par les équations d’équilibre pour la matrice
de transition P de la chaine de Markov (Z, U). En effet, ces équations sont
données pour tout j € E pa

Z Z TiuPiwj = 70,0 4 (4.6)

i€E; ueTy,
et en utilisant (3.35), nous arrivons aux équations

Y. ) H"(”)Pi,ufi; (4-7)

icEj ueT;, Hii Hij

Ainsi, (4.5) peut étre déduite par (3.25) et (4.7).
Dans la suite, nous notons par Cy s, les relations de dépendance dues a
la stationnarité et qui sont exprimées en terme de # par les équations (4.7).

Nous faisons maintenant une hypothese qui sera utile pour simplifier les
représentations matricielles de ce chapitre. Notons cependant que pour les
résultats théoriques de ce chapitre, c’est-a-dire, convergence et normalité
asymptotique des estimateurs, cette hypothese n’est pas nécessaire.

Le temps de séjour conditionnel dans I'état i, conditionné au prochain état visité j
sous Py a comme support ]D;]f = Ts,.

Sous cette hypothese, 'ensemble des indices (j, k) pour lesquels g;;(k) > 0,
s’écrit
Df = U {j} x Ty,
1 ](l,])GEi {]} nz]

2nous excluons les équations qui correspondent aux états (j, k) pour k # 0, qui ne
donnent pas des relations de dépendance supplémentaires.



Egalement, nous avons

D" := U ({i} xID}").
Y ({i} x D)
Nous notons par d* et d; les cardinaux de D et ID;" respectivement.

Soit T un ensemble fini des indices de cardinal dg. Nous posons d;, =
dt +d,.

Nous précisons maintenant I'espace paramétrique du modele que nous
considérons, en tenant compte des relations de dépendance. Cet espace
s’écrit

@ := Q x ®, C Rz,

Q = {g=(q(k) €R" : Cysto A Cysta}, (4.8)
® = {8;= (b)) eR%:te T} (4.9)

L'espace Q paramétrise les éléments du noyau semi-markovien. Si nous
notons pr;j la fonction projection, nous avons alors q?j(k) = prijk(ﬂ) =
qij(k). L'espace Oy est formé par les parametres qui caractérisent les den-
sités conditionnelles gg(y | 7, u). Cela peut considérer des densités d’'une
famille paramétrique spécifique, des différentes familles paramétriques
ou aussi des probabilités de transition notamment quand # est un es-
pace d’état fini. Dans le cas le plus simple d’une famille paramétrique
spécifique, nous avons go(y | i,u) := g(y | 6;,), ot 6;, appartient a un
ensemble euclidien. Dans ce cas, I'ensemble des indices T qui apparait
dans ®, se compose de tous les couples possibles de (i,u) € B.

Dans ce qui suit, nous supposons pour simplifier que le cardinal dg de T
est dg = ) ;1;, cC'est-a dire un parametre de dimension un pour chaque
densité conditionnelle. Nous notons par A, I'ensemble commun des va-
leurs des parametres 6; ;.

Pour donner des représentations minimales nous devons prendre en
compte Cysto. Dans Cyst0 il y a s relations de dépendance linéaires, une
pour chaque i € E. Par conséquent, nous devons exprimer s composantes
du noyau semi-markovien en fonction des autres. A ce but, nous dési-
gnons par

Ji={j€E: fijj = fii}. (4.10)
Nous pouvons choisir un j; € J;, pour touti € E, et exprimer les s éléments
comme suit :

qi; (i) = 1 — Z qii(k), (4.11)

ou pour touti € E
D =D\ {(ji 1)}

Maintenant, nous désignons par

D* = U ({i} x D),
icE
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Lemme 4.1

ainsi que
d* = |D*|.

Ainsi, une représentation minimale de Q est donnée par
Q* = {q* = (ql](k)) & Rd* . qusta}, (4.12)

oll les éléments de g* sont ordonnés selon I'ordre lexicographique de ID*.
Egalement une représentation minimale de ® est donnée par

0" = Q" x 0. (4.13)

REPARAMETRISATION DE MSMC PAR UNE SOUS-CLASSE DE
MMC

Dans cette section, nous décrivons la reparamétrisation du modele semi-
markovien caché général avec dépendance des temps de récurrence en ar-
riere qui vérifie les hypothéses|4.1 et 4.2} par 1'espace paramétrique d"une
sous-classe de modeles markoviens cachés. A cette fin, il est suffisant de
faire la reparamétrisation pour la CSM Z par l'espace paramétrique d'une
sous-classe de CM. Dans la section 3.3 du chapitre 3/ nous avons décrit la
reparamétrisation dans le cas ou le support des lois des temps de séjour
pour les états de Z est infini. Dans ce chapitre, nous considérons le cas fini
exprimé par ’hypothese 4.1}

Sous cette hypothese et la remarque 4.1, la matrice de transition de la CM
finie (Z, U) a espace d’état B, donnée par (4.4), est de dimension dg X dp.
Le lemme suivant indique les positions des éléments non identiquement
nuls que nous utilisons pour la reparamétrisation du vecteur g.

Sous I'hypothese (4.1, la matrice de transition P de la CM (Z,U), a espace d’état
B donné par (4.4), dont les probabilités de transition non identiquement nulles
sont données par (3.23), peut étre représentée par blocs P = (P;;); jeg, oit P;j est
une matrice de dimension 7i; X iij, comme suit :

pouri=j,
0 Pio;i 0 ce 0
0 0 pit;i - 0
Pi=1: Lo : , (4.14)
0 0 0 -oo Pin;—2;i
0 0 0 0
et pour i # j,
pi,O;j 0o . 0
Pi,l;j 0 . 0
Pj=| pim;—1;; 0 ... 0 (4.15)
0 . 0
0 0 . 0



Remarque 4.2

i) Les probabilités de transition p; ,,; données ci-dessus sont exprimées en fonction
de q dans la proposition 3.2 pour le cas infini. Alors que dans ce chapitre, nous
avons U, € Ty,.

ii) Par I'expression (3.26) de la fonction de survie H;(-) et (4.4), nous concluons
que pour tout i € E, u € Ty,_1, nous avons p;,,; > 0, alors que p; 3.1, = 0.

iii) Pour tout (i,j) € E*\ E3, nous avons fi;; = 0, et par conséquent, la matrice
P;j est nulle, alors que si fi;; = fi;, donc la premiere colonne de P;; n’a pas des
éléments identiquement nuls.

iv) Sous I'hypothese 4.2} nous concluons que tous les éléments p .. ; de la premiere
colonne de la matrice P;j sont strictement positifs sous IPo.

Nous construisons ici 1’'espace paramétrique qui correspond a la CM
(Z,U) en tenant en compte également la stationnarité. Nous désignons
par Cysta I’ensemble des relations de dépendance pour le vecteur 5 dues
uniquement a la stationnarité et qui sont données par (4.7) et Cysto celles
données par (3.51) pour tout (i,u) € B. Nous remarquons également que
le nombre d de parameétres non identiquement nuls de la matrice P donnée

par (4.14) et (4.15) est

d= Z ﬁij+2ﬁi—s:d++d3—s.
(jleez ek

L’espace paramétrique qui correspond au parametre # s’écrit
H = {11 = (piuj) € R : Cysto N C,,,sta} ,
et alors la reparamétrisation du modele est effectuée par 'espace
O :=Hx O CRY,

Oﬁlj:d-f-d]g.

Dans ce chapitre nous donnons des représentations minimales différentes
de celles du chapitre précédent. Puisque P est une matrice stochastique, il
y a exactement dp relations de dépendance linéaire parmi les éléments de
P, une pour chaque ligne. Pour le moment, nous précisons la notation et
dans la proposition suivante nous explicitons le choix de la représentation
minimale.

Notons
H* = {’7* = (pl/u,]) c IRd . Cq,sta} , (416)

ol d* = d — dp, et donc la paramétrisation minimale de © est donnée par
O = H* x @ C R

Dans le chapitre |3 nous avons exprimé le vecteur g en fonction de # par
(3-55).- Dans le cadre du présent chapitre, nous précisons la fonction a
l'aide de laquelle nous identifions la classe de CSM a la classe de CM qui
est décrite par le lemme 4.1.

85



86

Proposition 4.1

Remarque 4.3

43

11 existe une fonction continue Y1 de H* dans Q, analytique dans son intérieur
(H*)°, qui reparamétrise les chaines semi-markoviennes Z i espace d'état E et de
noyau semi-markovien qui vérifie I'hypothese 4.1, par I'espace paramétrique H*
des chaines markoviennes i espace d'état B et de matrice de transition donnée par
P (voir lemme|4.1).

Démonstration. D’abord, nous précisons le choix de 1’espace paramé-
trique minimal H*, défini par (4.16). En fait, pour former H*, nous ex-
cluons de H pour tout (i,u) € B les parametres p; ,;;, ot j; est un choix
quelconque de J;, donné par (4.10). Donc, p;,;j; est donné en fonction de
7* comme suit :

- Z pirll}j - pi,u;i si ué€ Tﬁi*‘l/
Jiftij>u+1
_ J#i
pi/u;ji -
1=} Piuy siu=ii;—1,
JEGi

ou Gl' = {] : ] #ji, ﬁi]‘ = ﬁi}.
Nous définissons maintenant la fonction souhaitée :

Yy: H* — OF

*

(4.17)

7t = i) =47,
ot les composantes de ¥1, pour tout (i,]) € E2, sont données par
Pio;j sij 7 Jis
731 =93 1- Y. piosj— pPigi Sij =i (4.18)
JEG;
k=2
Pik—1j [ | Pipi sij#ji, 2 <k <ii,
=0
qij(k) = ' k—2
(1-), Pik—1;j — Pik—1;i) [Ipini sij=ji2<k<ii
jEGi r=0
(4.19)
Par (4.18) et (4.19), nous concluons que ¥; est une fonction continue sur
‘H* et analytique dans son intérieur. O

Les s parametres de Q qui ont été exclus pour obtenir Q* peuvent étre exprimés
en fonction de 5* comme suit :

i—1
qifi(ﬁi) = (1 - Z pi,ﬁi—l;j) H Pir;i- (4.20)
r=0

JeGi
CONVERGENCE DE L'EMV

Dans cette section nous démontrons la convergence de 'EMV 8(m) qui
correspond au modele semi-markovien général de type SM-MO-B. Par



suite, nous déduisons la convergence de I'EMV p°(m) du vecteur p° qui
contient les probabilités de transition de la CM immergée ], et de 'EMV
?(m) du vecteur f qui contient les probabilités des temps de séjour condi-
tionnelles (voir proposition[3.1).

Par la proposition 4.1 de la section précédente, le modele caché général
de type SM-MO0-B peut étre décrit par un modele caché général de type
M1-MO décrit dans la section 4.2} En outre, la stationnarité de (Z,Y) im-
plique la stationnarité de ((Z, u, Y), ce qui transfere ainsi la stationnarité
du premier modele a l'autre. En ce qui concerne l'espace paramétrique
®* décrit par nous supposons qu’il est compact. En fait, par (4.12)
et (3.39) il est clair que Q* est compact, ce qui implique par (4.13) que O*
est compact si et seulement si @, est compact. Si ce n’est pas le cas, nous
pouvons toujours utiliser une technique standard de compactification
(voir Leroux (1992) et Kiefer et Wolfowitz (1956)).

Dans cette section nous gardons la formulation du probleme de maxi-

misation en utilisant 6 et 0 et dans la section suivante, puisque nous

calculons des dérivées, nous utiliserons les représentations minimales 0*
=k

et .

Nous donnons maintenant la fonction de vraisemblance correspondante a
'observation {Y§' = y{'},

m—1 m
Em(e) = Z nie(],u[] H pg,uj;i]-H I_Ig(y] ‘ 91],”])’ (4‘21)
i=0 =0

()5

ot 72 sont les probabilités stationnaires de (Z, U) données par (3.35), ici

exprimées en fonction de 6.

L’EMV 6 (m) maximise £,,(8) sur ©. Dans le meilleur cas, c’est une classe
formée par les parametres 6 induits par des permutations d’une valeur
spécifique, qui maximise la probabilité indiquée. Pour cette raison, nous
définissons une relation d’équivalence « ~ » dans ©® ou 6; ~ 0; si et
seulement si IPg, = IPp,. Par conséquent, les résultats pour les estima-
teurs doivent étre compris dans le cadre de ®*/ ~, c’est-a-dire, dans la
topologie quotient induite par cette équivalence ~ dans ©*.

Maintenant, nous donnons les conditions sous lesquelles nous pouvons
déduire que 'EMV 6(m) est convergent. Ces conditions sont données dans
Leroux (1992) (voir 'annexe A .4), et elles sont adaptées ici a notre modéle.

(B1) (Condition d’identifiabilité) La famille formée par les mélanges d’au
plus dp éléments de {g(v | 0),0 € Ay} est identifiable.

(B2) La fonction de densité g(y | 0) est continue dans Ag, pour touty € V.

(B3) Eq |logg(Yo | 67,)

< oo, pour tout (i,u) € B.

S
(Bg) Pour tout 0 € Ag, [ [sup‘9/9<§ (logg(Yo | 6 )> ] < 0o, pour un

certain § > 0, ot x* = max(x,0).

87



88

Théoreme 4.1

Dans notre modele, I'identifiabilité est assurée si les hypotheses |4.1/et|4.2,
et la condition (B1) sont vérifiées, ainsi que les G?u sont distincts. Pour les
détails nous renvoyons le lecteur a Leroux (1992).

Dans le théoréme suivant nous déduisons la convergence de I'EMV.

Sous les hypothéses [4.1 et et les conditions (B1)-(Bg), 'EMV 8(m) est un
estimateur fortement convergent (au sens de la topologie quotient) de 0y, et par
conséquent, g(m) est un estimateur fortement convergent de q°.

Démonstration. Nous constatons que la fonction de vraisemblance corres-
pondante a 1'observation {Yj' = y{'}, donnée par (4.21), reparamétrisée
par 0, prend la forme

. m=1 m
ﬁm(e) = E 7-[1'60,1,{0 I_I pi]',u]'; ij+1 Hg(y] | Gij,llj)l (4'22)
(i) j=0 j=0

qui correspond a la fonction de vraisemblance de la méme observation
générée par un modele caché général de type M1-MO qui est défini par
le processus ((Z,U),Y). En conséquence, si les conditions 1-6 de l'article
de Leroux (1992) (voir également 1’annexe |A.4) sont vérifiées, alors 'EMV

0(m) de 0 est convergent par le théoréme 3, section 6, du méme article.
En effet, il est clair que la condition 1 de Leroux peut étre déduite des
hypotheses 4.1 et [4.2} Les conditions 2 est 3 sont identiques aux (B1)
et (B2). La condition 4 peut étre déduite du fait que les probabilités de
transition données dans la proposition [3.2 sont des fonctions continues
du vecteur g. Enfin, les conditions 5 et 6 sont identiques respectivement

aux (B3) et (Bg). Par la convergence de 8(m) et la continuité de ¥; définie
par (4.17), nous concluons par le théoréeme de I'application continue que
I'EMV 0(m) de 6 est fortement convergent. O

Maintenant, nous transférons le résultat de ce théoréme a l’estimation des
probabilités de transition p;; de la CM immergée ], définies par (3.12) et les
probabilités des temps de séjour conditionnelles f;;(k), définies par (3.14).

Selon la remarque [4.1-(ii), nous avons

Y. aij(k) sifi; >0,

pij = kT (4-23)
0 si 1711']' = 0,
et (k)
qij .
sifi; >0, ke Ty,
fij(k) = Pij K " (4-24)
0 si ﬁij =0.

Pour le corollaire suivant nous aurons besoin de quelques notations sup-
plémentaires. Nous notons par p° et f les formes vectorielles des éléments
pij et fij(k) non nuls, qui sont donnés respectivement par (4.23) et (4.24).
Notons également par p°(m) et f(m) leurs EMV, et p% et f° les vraies



Corollaire 4.1

4.4

valeurs de p° et f.
Nous désignons pour tout i € E,

¢; = card{j : i;; > 0}, et ¢=) ci (4.25)
i

Alors, les résultats asymptotiques suivants sont vérifiés :

Sous les hypotheses 4.1|et (4.2 et les conditions (B1)-(Bg),

i) 'EMV p¢(m) des probabilités de transition de la chaine markovienne J est un
estimateur fortement convergent de p®.

ii) 'EMV f(m) des probabilités des temps de séjour conditionnelles est un esti-
mateur fortement convergent de f°.

Démonstration. i) Nous définissons la fonction ® : Q* — RS, oul ses
composantes sont définies par

®;: 9 — R )
g — pij = Zkejrﬁi/, qi]-(k). (4.26)
Nous déduisons par la propriété de 1'invariance de 'EMV que

B (m) = ®(q7) (m) = (6" (m)).

Par le théoreme 4.1] et le théoreme de 1’application continue pour la fonc-
tion ® (fonction additive) nous concluons que, quand m — oo,

P (m) TP po,

.. Lpe . . + N
ii) Nous définissons la fonction T : Q* — R?", ou ses composantes sont
définies par

Tijx: Q@ — R

* ql(k) 2
q N fij(k) _ ]” ‘ (4-27)
Pij
Nous remarquons que
o Prig(gr)
Tu(g') = 2o,
]k(q ) q)z](q*)

ce qui montre que T est continue. Par le théoréme [4.T et le théoreme de
I'application continue pour la fonction T nous concluons que, quand m —
(e¢)

7
Po-p.s.
—_—

f(m) 1.

NORMALITE ASYMPTOTIQUE DE L'EMV

Dans cette section nous démontrons la normalité asymptotique de 'EMV
0(m) qui correspond au modele semi-markovien général de type SM-MO-
B. Pour cela nous aurons besoin de deux notions étroitement liées a 1'esti-
mation du maximum de vraisemblance. L'une concerne le taux d’entropie
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pour un processus stochastique et I'autre concerne la divergence générali-
sée de Kullback-Leibler. Pour simplifier leurs expressions, nous utilisons le
fait que la stationnarité de (Z,Y) et ((Z,U),Y) permet d'indexer (Z,, Yy )»
et ((Zy,Uy),Yyn)n par Z. Dans ce cas, le taux d’entropie du processus sto-
chastique (Z,Y) est défini par

— H(65) == —Eoflog Po(Yo | Y_)), (4.29)
et la divergence généralisée de Kullback-Leibler par
Hy(6") := Eo[logPe(Yy | Y_)], 0" € ©F, (4.29)

ol nous avons utilisé la notation Y_ := (Y, ),cz_ et le fait que Py = Py-.
Pour l'utilité de ces notions concernant la démonstration de la conver-
gence de 'EMV du parametre 6 dans un modéle caché général de type
M1-MO, voir Leroux (1992), ainsi que Baum et Petrie (1966) dans le cas
fini.

Nous désignons par o(6;) 'opposé de la matrice hessienne de H(6"),
calculée en 6y, i.e.,

*\ * L 82]1_10(6*)
0-(60) - (Uu,v(60)>u/v = ( aeuagv o1 . (430)

A Tlensemble des conditions données dans la section précédente, nous
ajoutons ici d’autres conditions en nous basant sur l'article de Bickel et al.
(1998) (voir l’annexe |A.5), afin d’assurer la normalité asymptotique de
I’'EMV du parametre 6. Ces conditions, adaptées a notre modéle, peuvent
étre énoncées comme suit :

(C1) La CM Z est apériodique (voir définition 3.5).

(C2) Les densités conditionnelles ¢(y | 6;,) sont deux fois contintment
dérivables par rapport a 6;, € A,, dans un voisinage de 6 , pour
toutes les valeurs possibles de (i,u) € B, y € ).

(C3) Il existe un 6 > 0, pour tout (i,u) € B tel que

. d 2
i)  Eo| sup ( log g (Yo | 9i,u)> < 0o,
|<5 dGi,u

_|9i/“7910,u

. i >

ii) Eo | sup |-5-logg(Yo | 6iu)| < oo
| 6,067, | <6 1™ iu

il .

iii) / | sug’ Wg(y | ;)| v(dy) < oo, pourl<j<2
0;,u—00,| <6 1497 4

(C4) Pour 6; € ©F, il existe un § > 0 tel que, si

g(y ‘ 91'1,141)
ro(y) := su max S————1, (4.31)
W) \\6*795\«5 (ir,11),(i2,2) §(Y | Bigyu)



Remarque 4.4

Théoréme 4.2

alors, Py(ro(Yo) = oo | (Zo, Up) = (i,u)) < 1, pour tout (i,u) € B.
(Cs) La vraie valeur 6 est un point intérieur de ®*.

(C6) La matrice () est non singuliere.

Les conditions (C1)-(Cq) peuvent étre substituées par des conditions simi-
laires pour les densités conditionnelles g (y | i, 1), comme elles apparaissent dans
Bickel et al. (1998).

Dans ce qui suit, nous aurons besoin de considérer la fonction ¥; qui est
donnée par (4.17) comme une fonction sur ®*. Pour cela, nous définissons

Y:0" — 0% ou ¥(y,0;) = (Y1(1%), 05). (4-32)

Nous remarquons a I'aide de la proposition|4.1 que la fonction ¥ est conti-
nue et analytique dans I'intérieur de ®@*. Egalement, nous déduisons par
la proposition 3.2 que la fonction inverse existe et qu’elle est continue sur
O et analytique dans l'intérieur de ©™.

La fonction ¥ ! est donnée par

¥0T -0, onn ¥qN00) = (Y'(g°),0).  (433)

Nous désignons par ¥’ la matrice jacobienne de la fonction ¥ calculée en
B, et o(By) I'opposé de la matrice hessienne de la divergence généralisée
de Kullback-Leibler, définie par (4.29 I, calculée en 93.

D’abord, nous démontrons la normalité asymptotique de 'EMV o (m) du
paramétre 8.

Sous les hypothéses et et les conditions (B1)-(Bg) et (C1)-(C6), 'EMV

0" (m) de 8 est asymptotiquement normal, i.e., quand m — oo,

V(8 (m) — 83) 2 N (0,0(85) 7). (4.34)

Démonstration. En utilisant la proposition 3.2, 'EMV 8" () est asympto-
tiquement normal par le théoréme 1 de la section 3 de Bickel et al. (1998),
si les conditions de régularité (A1)-(A6) posées dans leur article (voir
I’annexe |A.5) sont vérifiées pour la chaine ((Z,U),Y) paramétrisée par
©*, et également si la matrice o(8,) est non singuliére. Les hypotheses
et et la condition (C1) assurent que le processus (Z,U) est une
chaine de Markov finie irréductible et apériodique, et par conséquent,
la condition (A1) de Bickel et al. (1998) est vérifiée. Par la continuité de
I'application ¥, définie par (4.32), nous déduisons que si 6 est un point
intérieur de ®*, alors 8, est un point intérieur de ®*. Par conséquent, la
condition (Cs) implique (As). En outre, par (C6) et (4.33) nous déduisons
que o(By) est non singuliére.

Nos conditions (B1)-(B4) avec les hypothéses (4.1 et impliquent que
(A6) de Bickel et al. (1998) est vérifiée (voir également la démonstration

. pvs o . . ~%
3considérée ici en fonction de 0.
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Théoréeme 4.3

du théoréme 4.1). Les autres conditions (A2)-(A4) sont vérifiées par (C2)-
(C4) de notre modele. O

Dans ce qui suit, nous aurons besoin de la décomposition suivante de la
matrice o(8;) "
; Bg)y o
0@y = | T
o(80)y ol

ot la partition de 'espace paramétrique correspond au vecteur (#*, 6;).

L D

* 1
2; e (4-35)

Maintenant, nous utilisons le résultat du théoréme 4.2 ci-dessus pour dé-
montrer la normalité asymptotique de 'EMV 6" (m) du parametre 6;.

Sous les hypotheses (4.1 et [4.2 et les conditions (B1)-(Bg) et (C1)-(C6), 'EMV
0" (m) de 6y est asymptotiquement normal, i.e., quand m — oo,

V(6% (m) — 65) % N (0, ¥ o(8) 1 (¥) ), (4:36)
Par conséquent,
i (m) — q3) % N0, ¥, (85 (¥)T), (4.37)

oit la matrice ¥ est donnée par les relations (4.48)-(4.52) ci-dessous et ‘{”1 est
la sous-matrice de ¥’ formée par ses d* premicres lignes et colonnes (matrice
Jacobienne de 'application ¥, : Q* — H*).

Démonstration. Soit pour tout i € E, ﬁin(l),ﬁm(z) -/ iz ;) 1a suite de
i1;j, ordonée par rapport aux différents j tels que 71;; > 0, ou ¢; est défini
par (4.25)-

Dans le cas o1 quelques éléments de la suite sont égaux, 1’ordre est consi-
déré selon l'ordre des indices j. Notons que puisque ;) = fi;, donc
Ti(c;i) € Ji (voir (4.10)), et par conséquent nous pouvons choisir j; = ;(c;).
Pour tout i € E, nous considérons la décomposition suivante

(Fin(7) (1), 4i () (2), -+ Qi () (i) 81 J € T,
q;‘kn(j) - (4-38)
(9i:(1), 9i,(2), . . ., qij, (7135, — 1)) si j=c;
et également
q; = (qir,-(l)/qiri(2)/'"/qijl-)' (4-39)
Enfin, les parametres de 'espace paramétrique 8" peuvent étre ordonnés
comme suit :
0" = (a1, 95,45, 65)- (4.40)
Pour les représentations matricielles données dans la suite, nous aurons

besoin d’une mise en ordre spécifique des éléments de ®*. A ce but, nous
désignons pour touti € E, j € T4,

mi = (Piois Pitis -+ Pi—2i)s (4-41)

Ty = (Piow() Pivia() -+ Piig gy -1u()- (4-42)



En notant par
;= (ﬂ?r,»(l)r’ifri(z)f ey ”;(Ti(c,»—l)' ’1:@)'

une mise en ordre des parametres de ®* est ainsi donnée par

0" = (y;,15,...,15,05). (4-43)

En utilisant les relations (4.18), (4.19), (4.40) et (4.43) une décomposition
dans une forme diagonale par blocs pour ¥’ est donnée comme suit :

¥’ = diag{MW, M®?, ..., M), I}, (4.44)

; g
ot pour tout i € E, M) = < q;> .
on;

Par' les relations (4.18), (4.19), (4.39) et (4.4) nous pouvons décomposer
M en blocs de la facon suivante

MY o 0 M
o M) .. 0 M)
MO = : S (4-45)
o o ..M’ M
M M M, MO,

Ces quatre différents types des matrices gardent toute I'information né-
. . . . . . !

cessaire afin d’avoir une forme explicite de la matrice ¥ . Pour cela, nous

étudions en détail chacun séparément.

Pour touti € E, k € Tj,—1, | € Ty nous définissons

ai(k;1) = Hi(k), (4-46)
Pii—1;
bl(Zl)(k;l) = pi,u;r,-(j)ai<k}l)/ ueTﬁiT]_O)f]- (4-47)

Nous utilisons 1’abréviation c;; = i, () — 2, c; = ¢jj + 1. Alors nous avons,

M) = diag{1, F;(1), F;(2), ..., Fi(c)}, (4.48)
. @) T
; AY o
M) = ( o 0T>’ (4-49)
ou _ ) . .
AEZ]) = —diag{1, H;(1), Hi(2), ..., Hi(cij) }, (4.50)
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Remarque 4.5

Proposition 4.2

) (1;1) 0 0 0 0
; ) (9. () (5.
M](;) —_| by (?,1) b, (.2,2) 0 0l (4.51)
b(f) (C'Jr'l) b(f) (C.Jf‘z) b(f) (C+C+) 0 0
i,c; ij’ i,cg ij’ z’,c; ij’ ij
et
-1 0 0 0
b (1; —A(1) 0 0
Mgle = bg’)(Z;l) bi(él)@?z) 0 0 (4-52)
b (cii1) b (ci2) o b (eiey) —Hiley).
Puisque
V/m(6° (m) — 05) = /m(¥(8"(m)) —¥(8;)), (4.53)
ot ¥ est différentiable en 8;, alors le présent théoreme résulte du théo-
reme|[4.2 par une application de la méthode delta. O

Afin de trouver la matrice de covariance asymptotique de \/m(8(m) — 6y), nous
ajoutons les parametres q;;, (7i;), donnés par (4.20), et en utilisant la relation
nous concluons que, quand m — oo,

Vm(B(m) — 8y) % N (0,C¥,0(83);1 (¥1)TCT), (454)

. . L. g
C =diag{Cy,i € E}, C; = <_ri> =Y Ty — 1 (4.55)
=1

Dans les deux propositions suivantes, nous démontrons la normalité
asymptotique de 'EMV correspondant aux caractéristiques du modele
semi-markovien, définies par (4.23) et (4.24).

Sous les hypotheses et et les conditions (B1)-(B4) et (C1)-(Cé6), 'EMV
p°(m) de p, des probabilités de transition de la chaine markovienne J, est asymp-
totiquement normal, i.e., quand m — oo

—~ 0 — - o
Vi (P (m) — p*) ~4 N(0, 1 ¥10(80) ' (@1¥7) ), (4.56)
oil @'V est donnée par les relations (4.63) et (4.64).
Démonstration. Nous définissons pour tout i € E,

P = (Pin) Pin@)r -+ Pine))- (4-57)

Alors, une mise en ordre du parametre p® de la CM ] est la suivante :

pe=(pL.p5---. p5) (4-58)



Proposition 4.3

Nous désignons par

. a’f
v = ( ;) : (4-59)
aq;
Par la définition de ® donnée dans (4.26) et par (4.59) nous avons que
@ = diag{V",i € E}, (4.60)
ot V() est donnée par
19 0 ... 0 o0
o 1) ... 0o o
v =1 A P (4.61)
0(‘) 0(_) o 15:)(1‘5Ci1 0
1 1 1
_1Ci1 _1C,'2 o e _1Ci/Ci_1 0

et l(i) lg? sont des vecteurs lignes avec chaque élément égal a un, de

d1mens10n fli,(j), pour tout j tel que 1 <j <¢; — 1.

Puisque
Vi (p*(m) = p) = V/m(@(G" (m)) — (q7)), (4.62)

donc par le théoréme 4.3 et la différentiabilité de & dans Q*, nous dédui-
sons, par une application de la méthode delta, la validité de (4.56), ou

@, ¥, = diag{VIM",i € E}, (2.63)
et V), M) sont données par (4.61) et (4.45) respectivement.

La forme explicite de ce produit pour tout i € E, est donnée comme suit :

ad’ o ... 0 o0
o 4 ... 0o o
vimMD = | SV , (4.64)
0 0 a0
a0 o
ou .
d]@ = (LH;(1), H;(2),..., Hi(c}))).- (4-65)

O

Sous les hypotheses 4.1 et 4.2 et les conditions (B1)-(Bg) et (C1)-(C6), 'EMV
f (m) de f°, des probabilités des temps de séjour conditionnelles, est asymptoti-
quement normal, i.e., quand m — oo,

~

Vi (F(m) = f0) 5 N (0, T ¥,0(85) 7 (T¥) ). (4.66)
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Démonstration. Nous définissons pour touti € E, j € T,

finiy) = (Fim(n (D firi() (2) -+ fi(y (i)
et pour touti € E,
fi= (fir;(l)/firi(z)""/fiji)'
Alors, une mise en ordre du parametre f est comme suit :

f=U0 o fo)

Pour tout i € E, nous désignons par

P . (afi )
oq;

la matrice jacobienne correspondante.
Par la définition de T donnée dans (4.27), nous avons

T = diag{F",i € E},

ou pour tout i € E, la matrice F () est donnée par

o ... o 0
o FY 0 0
FO=1 1 & P
0 O ® 0
i ci—1lei—1
BV R o Ehy EQ

et les matrices

£l . (i)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4-73)

pour les différentes valeurs de j; et j, qui correspondent aux matrices non

nulles dans (4.72), sont données par

=Y dmp(®) G Gi(j) (1)
k£l
| G2 = 2 Qi) - Gi(j) (2)
o _ 1 )
Fi'=-— . . . .
Piz(j) : : . :
Qo) (i) i) (i) - = Y im( (k)
KTz
(4.74)
7:;;(1) q:;;(1) q:,(1)
Fc(l_i].):pl2 qij (i = 1) gy —1) ... gy (7 = 1) (4.75)
i

=Y ai (k) =Y g (k) o =Y g (k)

kA1i; k£i; k£i;



O 1 (5N Gys =t
Fee, = P (_1> s OU 8; = Cj. (4.76)
Puisque

Vi (f(m) = f°) = v/m(T(q"(m)) - T(q5)),
donc par le théoréme|4.3 et la différentiabilité de T dans l'intérieur de Q*,
nous déduisons, par une application de la méthode delta, la validité de

(4.66), ou

TY, = diag{FIMY,i ¢ E}, 4.77)

ott F) et M) sont données par (4.72) et respectivement. La forme
explicite de ce produit pour tout i € E est donnée comme suit :

pjj o 0 0
o o Df) 0 0
0 0 : DS)—I ci—1 0
Dy} D) Di. 1 D
ou pour tout j € T4,
=Y qiwyk)  H(Dgi (1) .. Hi(c;; )iz ) (1)
k#1 _ _
Gim)(2)  —Hi(1) Y qigy (k) ... Hi(c;; )qix () (2)
pW_ __1 2
Ji 2 .
piTi(j) . B : . . :
Gin() (Fin)  Hi(D4i) (Riey) - —Hileg) Y Qi (K)
k#iz )
(4.79)
=Y ai(k)  Hi(L)gy(1) ... Hi(c)gi(1)
k1 i i
L1 9,2 —H;(1) ) qik) ... Hilc))qi(2)
pY — — k#2 ,
Ci] pl]l . :
qij, (i) Hi(Dq (i) ... —Hi(c;f) ) g4 (k)
k£,
(4.80)
et
Dy = Y EjM), (481
=1

1

ou Fc(,l]) et M](Cl) sont données par (4.51)-(4.52) et (4.75)-(4.76). U




CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre nous avons introduit le modéle semi-markovien caché
général (MSMC général) avec dépendance des temps de récurrence en
arriere. Nous avons démontré la convergence et la normalité asymptotique
de I'EMV qui correspond a la vraie valeur du parameétre de ce modele dans
le cas ot1 le support des temps de séjour conditionnels pour les états cachés
est fini. Pour cela, nous avons reparamétrisé ce modéle par une sous-classe
de modeles markoviens cachés (MMC) et également nous avons donné des
formes exactes qui lient la matrice de covariance asymptotique du MMC
avec celles des différentes caractéristiques du MSMC.
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Dans le chapitre précédent nous avons étudié les propriétés asymp-
totiques de 'EMV du modele semi-markovien caché général (MSMC
général) avec dépendance des temps de récurrence en arriere dans le cas
ou le support des lois des temps de séjour conditionnelles pour les états
cachés est fini.

Dans ce chapitre notre objectif est d’estimer le noyau semi-markovien qui
gouverne 1’évolution de la chaine semi-markovienne cachée (CSMC) ainsi
que les probabilités d’émission des états cachés vers les états observés,
quand l'espace d’état % pour le processus observable Y est fini et en
considérant qu’il n’y a pas de dépendance des temps de récurrence en
arriere. Tout particuliéerement, nous concentrons notre intérét sur le cas
non paramétrique.

Dans le but d’obtenir 'EMV des parametres des MSMC, un algorithme
EM (Estimation-Maximisation) peut étre appliqué. Ce type d’algorithme
est spécialement destiné a traiter des problemes avec des données man-
quantes. Ferguson (1980) a été le premier a proposer un algorithme EM
pour les MSMC. Depuis, plusieurs travaux de recherche ont été effectués
dans cette direction. La majorité de ces travaux modélise les temps de
séjour par une famille paramétrique des lois. Levinson (1986) a rem-
placé les lois de probabilité pour les temps de séjour par des fonctions
de densité de probabilité en introduisant les MMC a variable de durée
continue et plus précisément pour des applications a la reconnaissance
de la parole il a utilisé une loi Gamma. Par ailleurs, Durbin et al. (1998)
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utilisent une variable de durée qui suit une loi négative binomiale pour
’analyse des suites biologiques d’ADN. Mitchell et Jamieson (1993) sup-
posent que la variable de durée appartient a la famille exponentielle
discrete. Une application intéressante présentée par Sansom et Thomson
(2001; 12007) et Sansom (1998), a consisté a modéliser avec des MSMC
les points de rupture pour des données de précipitation et de climato-
logie. Guédon et Cocozza-Thivent (1990) ont présenté des applications a
la reconnaissance de la parole (schéma de Derin). Guédon (1999; 2003;
2005; 2007) a présenté des algorithmes EM pour CSMC avec des appli-
cations a la reconnaissance de la parole et a I’analyse de la structure des
plantes. Egalement, des applications a la finance ont été effectuées par
Bulla et Bulla (2006).

Pour des discussions sur le cas non paramétrique voir Sansom et Thomson
(2001), Bulla et Bulla (2006), Guédon (2007). Pour des algorithmes spécia-
lement destinés aux cas non paramétriques voir Barbu et Limnios (2006;
2008), Malefaki et al. (soumis, 2008).

Dans le but d’estimer le noyau semi-markovien non paramétrique et les
probabilités d’émission, Barbu et Limnios (2008) ont proposé un algo-
rithme EM. Dans ce chapitre, nous proposons une version améliorée et
plus rapide, en terme de temps d’exécution, de leur algorithme initial.
En outre, nous présentons une version stochastique de cet algorithme
(SEM). Cette version nous donne la possibilité d’utiliser des trajectoires
encore plus longues, afin d’avoir plus de précision dans une durée de
temps raisonnable. Cela peut étre trés utile dans plusieurs applications,
comme par exemple, ’analyse des suites d’ADN, ot1 des trajectoires assez
grandes sont disponibles. Des exemples numériques qui illustrent I’effica-
cité des algorithmes EM et SEM proposés, seront également fournis dans
ce chapitre.

Notons que dans ce chapitre nous ne faisons pas ’hypothese que la chaine
semi-markovienne Z est stationnaire. Egalement, le support des lois des
temps de séjour conditionnelles peut étre fini ou infini.

Ce chapitre sera organisé de la fagon suivante. Dans la section 5.1} nous in-
troduisons le modele caché dont nous ferons 1'étude algorithmique ainsi
que les conditions dont nous aurons besoin. Dans la section nous
présentons une version améliorée de l'algorithme EM pour des MSMC
introduit dans Barbu et Limnios (2008). Ensuite, nous démontrons dans la
section [5.3, les formules utilisées pour la construction de cet algorithme.
Dans la section [5.4, nous présentons un algorithme EM stochastique
(SEM) pour calculer 'TEMV du MSMC non paramétrique. Enfin, dans la
derniere section, nous étudions la performance des algorithmes EM et
SEM en présentant quelques exemples numériques.

Les résultats de ce chapitre font partie de l'article Malefaki et al.
(soumis, 2008).



5.1

Hypothese 5.1

Remarque 5.1

Remarque 5.2

PRELIMINAIRES ET HYPOTHESES

Dans cette section nous précisons les caractéristiques du modele caché
dont nous présentons une étude algorithmique dans la suite.

Nous considérons (Z,Y) un modele caché de type SM-M0 non paramé-
trique, ol
— Z a pour espace d’état fini E = {1,2,...,s} et vérifie Sy = 0 (voir

(3.1)),

— Y a pour espace d’état Y = {1, .. LT}

Nous énongons, dans ce qui suit, les conditions dont nous aurons besoin
pour la sous-classe de CSM a considérer :

i) La CSM Z sous Py est ergodique.

ii) Le temps de séjour conditionnel dans I'état i, conditionné au prochaine état
visité j, sous PP y), 0l 0 est Ia valeur initiale des algorithmes EM et SEM
que nous présentons dans ce chapitre, doit avoir un support ]D;]f C Ty,

pour tout (i,j) € E2.

i) L'hypothese [5.11(ii) implique qu’il y a des constantes i;; 1= |]D1J]r| qui déter-
minent le support des lois conditionnelles décrites ci-dessus, tout au long de la
procédure de 'estimation des parametres pour les différentes itérations des algo-
rithmes EM et SEM décrits dans la suite. Si le vrai support pour ces lois n’est pas
borné, ce qui est le cas dans les exemples que nous mentionnons dans la section
5.5} nous pouvons choisir des constantes i;; appropriées de fagon a ce que l'erreur
d’approximation par un support borné soit négligeable.

ii) Notons que pour une observation Y dans un cadre non paramétrique, sous
I'hypothese que Sy = 0, le support pour les lois ci-dessus est toujours supposé
d’étre concentré dans I'ensemble {1,2,..., M}. En effet, nous ne pouvons avoir
aucune information pour des transitions dont la durée dépasse l'intervalle d’ob-
servation. Cela revient a dire que nous pouvons toujours choisir fi;; = M pour
tout (i,) € E3. Mais, en choisissant les fi;; inférieurs a M, nous pouvons accélé-
rer 'estimation pour un nombre suffisant des parameétres, a condition que I'erreur
soit suffisamment petite.

Dans le modele caché (Z,Y) de type SM-MO non paramétrique, étant
donné le processus Z, la fonction de probabilité conditionnelle de Y;, dé-
pend uniquement de Z,, et pour toutn € IN, a € %, i € E, nous avons

Po(Y,=a|Z,=i,Z0 L, Y0 ") =Pe(Yy =a|Z, =i) == Riy.  (5.1)

Dorénavant, afin de simplifier la présentation des algorithmes EM et SEM pour
le MSMC nous supposons que toutes les transitions pour les différents états de la
CSM Z sont possibles, i.e., Ez = Ef (en éliminant les auto-transitions). Egale-
ment, nous prenons comme support pour la loi d"émission R;(-), pour tout i € E,
'ensemble Y, i.e., les probabilités d’émission R;,, sont strictement positives. Dans
le cas contraire, nous pouvons toujours considérer le support exact.

Dans ce chapitre nous considérons un cadre non paramétrique et donc
nous choisissons comme espace paramétrique approprié pour ce modele,
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5.2

tout en tenant compte de la remarque|5.2:

O:=(Q,R),
avec
Q = {g=(q4(k) € R" : Cysto}, (5-2)
R = {R= (Ri;a) € R : Crsto}, (5-3)

ol Cgsto représente 1’ensemble (pour les différents i € E) des relations de
dépendance linéaires

Y Ry =1, (5.4)
acy

et Cysto celui des relations données par (3.39), ici pour les différents i € E.

Quand il s’agit d"un vecteur Zfi dont chaque composante vaut i € E, nous
le noterons, dans la suite, par ZE = 1, ou la dimension de i est impliquée

par celle du vecteur Z]]?.
1

UNE VERSION AMELIOREE DE L'’ALGORITHME EM POUR
MSMC

Dans cette section, en nous basant sur lalgorithme EM de
Barbu et Limnios (2008), nous présentons une version améliorée de cet
algorithme pour le MSMC non paramétrique, qui est défini dans la section

5.1 et vérifie I’hypothése

Cette amélioration consiste en les points suivants :

i) L’algorithme initial de Barbu et Limnios (2008) ne prend pas en compte
le support des lois qui apparaissent dans la valeur initiale 8°). Toutes
les lois de transition d'un état i vers un état j de la CSM Z qui ont été
supposées d’avoir un support ]DZ.J]T vont garder ce support tout au long
de la procédure d’estimation. Cependant, dans notre version, nous avons
pris en compte les constantes #i;; := UD;], ce qui a permis de réduire
considérablement le temps d’exécution de l'algorithme. Et, dans le cas
ou le support théorique des lois de transition d'un état i vers un état j
est infini, nous pouvons obtenir une approximation assez satisfaisante, en
choisissant 7;; tel que Fjj(7i;;) > 1 — ¢, pour un € donné assez petit, ot
Fij(-) est la fonction de répartition de f;;(-).

ii) La construction de I'algorithme initial a été basée sur la paramétrisation
(p%, f) du noyau semi-markovien g. Par contre, notre algorithme consiste
en une paramétrisation plus directe puisqu’il utilise uniquement le noyau
g. Et, pour obtenir p° ou f, il suffit ainsi d’utiliser 1’équation (5.43) ou
(4.24) respectivement.



iii) Les formules utilisées dans ’algorithme initial ont été simplifiées, ainsi
notre algorithme nécessite moins de calcul que l’algorithme initial.

L’algorithme EM a été présenté en détails par Dempster et al. (1977). Il se
base sur une méthode itérative et déterministe congue pour trouver 'EMV
dans des problémes a données manquantes. Depuis, il a été utilisé par plu-
sieurs auteurs et le travail de Dempster et al. (1977) a été cité plus de 10000
fois.

Chaque itération de l'algorithme EM se compose de deux étapes. La pre-
miere étape est 'étape d’estimation (étape-E) ou l'espérance condition-
nelle de la log-vraisemblance des données compléetes conditionnées par
les données observées et par le parametre actuel, appelée fonction-Q, est
calculée. La deuxieme étape est 1’'étape de maximisation (étape-M), ou1 les
parameétres sont mis a jour en maximisant la fonction-Q de I'étape-E.

Plus précisement, dans le cas de MSMC, basé sur une suite échantillon-
née {Y)!' = yM}, notre principal objectif est de trouver 'EMV du para-
metre 6 = (g,R) du modele. La fonction de vraisemblance L£(0) :=
pm(ZY, Y)0) des données completes est donnée par

N(M) M .
Lym(0) = a(Zo) ( ITa, (- Skl)) (H Rzn;yn> Hjy o (M= Sna)),
k=1

n=0
) (5:5)
ot a(-) est la loi initiale et H;(-) est la fonction de survie dans 1’état i pour
la CSM Z.
Nous définissons le processus de comptage du nombre de transitions de
type (i,j) € E2 qui ont eu lieu dans k € Ty, unités de temps par :

M-k
Nij(k, M) := Z%) Ly gz 2y, (i) € ELkeTs, (56)

n=

ou par convention {Zy =i,Z_1 # i} = {Zy = i}, ce qui résulte de I'hypo-
theése S = 0. Cette définition coincide avec (3.45), mais ici elle est exprimée
en terme de Z et pas de (J, X).

Notons également que Sy), qui correspond a l'instant du dernier saut
de Z avant M, peut étre exprimé comme la somme de tous les temps de
séjour dans les différents états du systéme avant M, i.e.,

Snimy = Y kNij(k, M). (5.7)
ik
i#j

En outre, nous définissons le processus de comptage du nombre de pas-
sages du processus (Z,Y) a l'état (i,a) € E x A par:

M
Nj;a(M) = 2 ]l{zn:ilyn:g}, 1€ E, ae A. (58)
n=0

D’apres les définitions introduites ci-dessus nous pouvons reformuler la
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Remarque 5.3

fonction de vraisemblance comme suit :

y Nio (M -
L(0) = a(Zo) | T gi (k) Na&M) (l_[ R ( >> Az, (M — Sy,
ijk in
i
(5.9)

N

ou Sy(um) est donné par (5.7).

Par cette représentation de la fonction de vraisemblance des données
completes, nous pouvons déduire que les processus de comptage donnés
ci-dessus constituent des statistiques suffisantes pour les parametres du
modele qui correspondent aux données completes.

La fonction de log-vraisemblance £)((0) := log ppm(Z),, Y}|0) des don-
nées completes est alors donnée par

(pm(0) = log (a(Zo)) + ) Nij(k, M) log gii(k) + ) _ Y Ni,(M)log Ry,
ik i b
i#]

+log (HZM(M — SN(M))> ) (5.10)

Au lieu de maximiser la fonction de log-vraisemblance des données com-
plétes, qui ne sont pas connues, 1'algorithme EM maximise 1'espérance
conditionnelle de la log-vraisemblance des données completes, condition-
née a I'événement {Y}! = y}'} et la valeur actuelle 0" du parametre 6.
Pour simplicité et quand il n’y a aucune ambiguité, nous notons par y
cet événement. Le premier terme de correspond a la loi initiale et
puisque dans notre contexte il ne dépend pas de 0, il peut donc étre éli-
miné de la fonction de maximisation. Par conséquent, la fonction qui doit
étre maximisée est :

Q(010™) = Eyum [log(pm(Z', ¥} 0)) | y]
M—k
= Zklogql](k) ZO ]Ee(m) (ﬂ{Zn+k:j,ZZ+k_1:i,Zn—1#i} ‘ y)
i
M

+Y ) 10gRix ) Egum (L4z,=iv,—a} | ¥)

i a n=0
+E ) (1og Hz, (M = Sy) | y) . (5.11)

Le dernier terme dépend du dernier état visité et du temps de séjour dans cet état
jusqu’a l'instant M. Son influence diminue quand M devient grand, a condition
que Z soit ergodique (hypotheése [5.1-(i)). Donc, ce terme peut étre négligé pour le
calcul de 'EMV (EMV approché).

Par la relation (5.11) et la remarque [5.3, le calcul de I'EMV se réduit a la



maximisation de la fonction

M—
Q(6 | e(m)) = ZlogqU E Zyik = ]IZ;H_k =i, Zy1 #ily)
i,jk n=0
i#]
M .
+) ) logRin ) Liy,—ayPoon (Zn =i | y). (5.12)
i a n=0

Plus précisément, nous commengons par une valeur initiale arbitraire 9(0),
et dans chaque étape-EM, en utilisant un algorithme Avant-Arriére qui va
étre présenté dans le reste de cette section, nous calculons les probabilités

IP6<"l)(Zn+k =] ZTH =1i,Zy1 #1|y),

et
]Pg(m)(zﬂ =ily),

et puis en maximisant la fonction Q(6]60™)) par rapport a 6, nous obte-
nons une nouvelle valeur 8"*1) du parametre du modele. Cette procédure
continue jusqu’a satisfaire un certain critere d’arrét.

Il y une littérature abondante au sujet du critere d’arrét. La majorité
des criteres sont basés sur la proximité de deux valeurs successives de
la fonction-Q ou des estimations du parametre (voir Fletcher (1980),
McLachlan et Peel (2000)). Néanmoins, 1’étude des critéres est au-dela de
notre intention pour ce travail, et par conséquent nous n’entrons pas dans

les détails de ce sujet.

Maintenant, nous définissons les quantités sur lesquelles nous basons les
relations récursives pour les algorithmes EM et SEM.

Soit pour toutn € Ty, j € E:

Py := TPy(Yp), (5.13)

Py = Po(Yalyg '), n#0, (5.14)
Fu(j) = Po(Zu =], Zu1 #]ly0) (5.15)
La(j) = Po(Zn=jly"), (5.16)
Lin(j) = Po(Zn=j Zn1 #]| yo ) (5-17)
Low(j) = Po(Zu=1j,Zu1=]|¥yp ), n#0, (5.18)

out pour tout i € E eta € A, la loi initiale du couple (Z,Y) est déterminée

par
u(i,a) :=Pe(Zy =1,Yy = a). (5.19)

De plus, en utilisant également que Sp = 0, nous avons pour tout j € E

Fo(j) = Po(Zo = |yo) = n(j,y0)/ Y n(i,y0),(5.20)

icf
Lo(j) = Poe(Zo=7j|yy"). (5.21)
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Dans le reste de cette section nous présentons une description détaillée de
’algorithme EM pour le MSMC. Egalement, pour simplifier les notations
dans la suite, nous utilisons pour les produits [T,_, 1 Riy, le terme

n
Tn,k(i) = l__[ Ri;ypr (5.22)

p=n—k+1

et aussi la notation standard x A y = min{x, y}. Pour des sommes et des
produits vides nous faisons la convention qu’ils sont nuls et unités respec-
tivement.

Etape Estimation

Etape Avant
— Pour n = 0, nous avons

:Zﬂ(i,yo), R(j) = V(]z]/o)

— Pourn =1,...,M, nous avons

N LM g3 (¢ 4 ) B () T (0)

n=Yr © % ol

i j#i t=1 u=1 p=n—t+1
jiA\n .
$ )Eu—t )R]ynT ~1,4-1(7)

rry y B0 5

i j#i t=1 pnt+1

U M F (M — 1+ £)Fy (i) T (7)

+ 2 2 : n—1 7P , 4
i t=1 P

p=n—t+1
(5.23)
n,]/\n .
, qij ( t()Rjy, Tn—1,4-1(7)
E(G) = ) Z d H = P, : (5.24)
i#j t= p=n—t+1
Etape Arriere
— Pour n = M, nous avons
Lym(i) = Fm(i), (5-25)
i A(M+1) 1 . .
. . H (u - 1)FM7u+1 (I)TM/ufl(l)

Lom(i) = M . (5.26)

P

u=2 HZ:MfquZ )

- Pourn=M-1,M—-2,...,0, nous avons
i A (M ‘
Lin() = Zn//\(z " %( )Eu (i) Ly n+t(])Rj;yn+tTn+t71,t71 (i)
n =
A =1 Futt () T2 1 Py

Hl' (fllj A\ (M — 7’1)) Fn (i)TM,M—n (Z)

+ i . (5.27)
Hp:n—i-l PP



(M=n)A fll‘j—l) (f’l+1)/\(l7ll‘/‘—t

Lz;n(i) = Z "’ n)Z(: Z | [qij(t e 1)Fn—u+1(i)L1;n+t(j)

i t=1 u=2 Fust(j)

Rj'yn+f Tl’l+t 1t+u 2(1)]
HZJFZ u+2 P
n Hi (711] VAN (M —n+ MNI— 1)) Fn—u—i—l (i)TM;M—n+u—l ’ (528)
Hl:n7u+2 b
Lio(i) = Lo(i). (5-29)

X

Etape Maximisation

La procédure itérative de 1'estimation de la vraie valeur du parametre est
donnée comme suit :

(D) () = g Mk P,Sm)(i)L&";Lk(j)R](.?MTHk 1k-1(1)
ij = i (k) ok )
n=0 n+k( )Hp n+1
M-1
J(X L6 - Liua),
n=0
(5-30)
M
Y 8yl (i)
(m+1) _ n=0
Ry W = —w—— (5.31)
Y L)
n=0
oupourn =1,2 , M
Ly (i) = Liu(i) + Low(i), (5:32)
et
Lo(i) = Lio(i). (5-33)

Remarque 5.4 (cas SM-M1) Dans certaines applications il est naturel de supposer que la suite
observée Y, conditionnée par Z, forme une suite de v.a. conditionnellement mar-
kovienne. 1l est clair que la fonction-Q approchée correspondante, de méme que

(5.12), vaut
) M—k .
Qo6 = Y loggii(k) ¥ Py (Zuk =7, Z5 1 =1i,Z,_1 #ily)
ik =0
i#]
+).) logRigp Z]l{yﬂ =aY,=0} L) (Zn =i | y).(5.34)
i ab

La procédure itérative de I'estimation de la vraie valeur du parametre, en
maximisant la fonction Q, donnée par , est identique pour le noyau
semi-markovien pour les deux cas, SM-M0 et SM-M1, (voir la relation
5.55) ci-dessous), alors que pour les probabilités d’émission elle donne :

R(m+l) _ Z{/l\/lzl {Yn 1= =a,Y,= b}]]? (m) (Z = Z ‘ y)

i = (5-35)
b Yo Py (Zn =i y)
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53

Cela nous permet de construire 1’algorithme EM quand il s’agit de dépen-
dance conditionnelle markovienne comme une extension simple du cas ot
il y a indépendance conditionnelle entre les v.a. de la suite ¥ conditionnée
par Z (comparer avec (5.56)). Par conséquent, cette construction ne sera
pas détaillée ici.

DEMONSTRATIONS DES FORMULES POUR EM

Dans cette section nous donnons les démonstrations des expressions (5.23

et (5.24) qui concernent les termes P, et F,(j) définis par (5.14) et (5.15)
respectivement. Nous définissons

Eu(jisu t) = Po(Zusu = j,Zy ¢ =i, Zu s #ilyg ). (536)
Notons que

Fu(ji;ut) = Po(Zy—t=1i,Zyt—1#i|yy ")
X]I)B(Zn—i-u =] ZZJ_H;—le =1 ’ Zn—t =1,Zny1 #1, ygit)

= Fui(i)gij(u+1), (5:37)

puisque la probabilité Po(Zysw = j,ZL 0 =i | Zuy = i, 241 #

i,y5 ") ne dépend pas du vecteur yj .

Maintenant, nous analysons le terme P,. Pour n = 1,..., M, nous avons

P, = ]PG(Yn|yg_1)

. —1 . . -1
= Z Z ]Pg(Z,H_u = ],Zzt? =i,Zyt1 7é I, Yn | ]/g )
i,j 1§t§ﬁ,-]-/\n
i#] 0<u<(fij—t)A(M—n)
ﬁ,‘]‘—l)/\l’l

(
+Z Zl ]Pg(ZnM,t =1,Zy-11 7£ i, Yn | ygil)
i t=

— Z ZH)B(Zn+u - ]'/ZZf?_l =1, Zn—t—l 7’é ir Yzft ’ yg—t)
ij 1<t<p;An Po(Yy=; |y ")
7] 0<u<(f;—t)\(M—n)

(ﬁijfl)/\'rl P M . © N n—t
0(Z =14, Zp 1L, Yy | yy ")
n - . (5-38)
Lok Po(Yy ! 95 ")

Nous notons par Aj(u) le terme additif qui apparait dans le premier terme
de I’équation (5.38) (nous le considérons ici comme une fonction de u), i.e.,

Po(Znu = j, 2V =i, Zy 1 #£1,Y0, | yp )

A (1) =
1) Po(vi [y )

(5:39)

et par Nj(u) le numérateur de A;(u). Alors, nous avons



Ni(u) = Po(Zntu= ]'/ZZZFl =i, Zy_t1 #1| ygit)
XlPB(Yz_t ‘ Znty = ]}Z,’if?_l =1i,2Zy1 71, yg_t)

= Fu(i i, OPo(Yy ¢ | Znu = j, Zy {7 = i, yus)

= Fy (]/ ;u, t)]l {Y,,,t:yn,,}]PB(YZ—tH | Zytu ZJ/Z’Zf?*l = i)-
(5-40)

Pour u > 0, nous avons

n
Po(Yy ¢y1lZniw =1, 2y =i)= [ Po(Y,|Zy=i), (541)

p=n—t+1
et pour u =0,
n—1
]PG(YZ—tH’Zn = ]',ZZ:} = i) = H ]PG(YP | Zp = i)IPB(Yn | Zy = ])
p=n—t+1

(5-42)
Puisque,

n—1
_ _ -1
Po(Y "} [ y5™") = Ly, imyu ) <5t1 +(1=6n) ] Pe(Yylyh )) ,

p=n—t+1
(5.43)
en combinant les relations (5.37) et (5.39)-(5.43) nous concluons que
"t—|—1/lF_tiT,ti
Ay = BRI (5-44)
p=n—t+1 PP
qij () Fa—t (1) Ry, Tn—1,4-1 (1)
A(0) = AT v h , (5.45)
p=n—t+1 PP

ol nous rappelons que le produit vide est égal a l'unité.

Si nous notons par A le terme additif du deuxiéme terme de I'équation
(5.38), i.e., y
Po(ZM, =i,Z, 11 #1,Y5 | yl!
py= Do = b 2 21 Vi 196, (546)
Po(Y, "¢ lyo )
alors, avec le méme type d’arguments que pour A;(u), et en tenant en
compte que

]PB(ZQA—tH =i|Znt=1,Zy1-1 #1, yS’t) =H(M—-n+t), (547

nous pouvons déduire que

Hi(M —n+t)F— (i) Tyt (i
Ay = POV =1+ OB (DT () )
p:n7t+1pp

Par les relations (5.38), (5.44) et (5.45) nous inférons la validité de (5.23).

109



Maintenant, nous allons déduire 1’expression qui concerne le terme
F,(j) défini par (5.15).

Pourn =1,2,...,M, et j € E, nous avons
F(j) = IP( =j,Zn1#] 1 yg)

= ZZ]PQZ—], t_ll n—t—l#i‘yg)

i#j t=
TN P (Z,y —],Z”}—l,ntl#l Yi_alyy )
i#j t=1 Pu

ott A1(0) est donné par (5.45).

Nous procédons, a présent, a la démonstration de l'expression donnée
pour le terme Ly, (i).

Notons que
. TN M) o (Zsr = J, 2 = i, Z,_y # 1, YM)
Lin(i) = Z Z Po(yM
j# t=1 o(Yy')
Po(ZM =1i,2, 1 #i,Y)
+ 9( n 1, Ly 1751 O). (550)

Py(Y§")

Si nous désignons par Nj et N, le numérateur et le dénominateur respec-
tivement du premier terme de la relation (5.50), alors

N1 = Po(Yy)Po(Zy =1i,Zu1 #1]yp)
xXPo(Znyt = j, 2"V =i | Zy=i,Z, 1 # i)

n+1
xPo(Yyi1 | Znst = j, 2,11 =)
XPO(Yn+t+1 | Znit = j, Znst—1 # ), (5-51)
et
Ny = Po(Y§ ' )Po(Znit = j, Zuri1 # jlyg P )Po (Y1 Znse = jo Znyea # )
Po(Zutt = j, Zuyi—1 # jlyd")
(5.52)
En combinant (5.51) et (5.52) nous obtenons
M ‘71]( )Fu (i) Ly n+t(])Rjyn+an+t l;t—l(i)‘ (5.53)

N2 Furt () TT5 5041 P

Si nous désignons par Nj et Nj(= N,) le numérateur et le dénominateur
respectivement du deuxiéme terme de la relation (5.50), alors
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N; Po(Zn = i, Zn-1 7 ilyg)Pe(Zi1 = ilZn = i, Zu 1 # D)Pe(Y}1|Z) 1 = i)
Né Pﬂ(YnJrl | yO)
Hi (ﬁl A (M — Tl)) Pn(i)TM,M—n

= : (5-54)
HQ/I:nH PP

Par les relations (5.50) et (5.53)-(5.54), nous inférons la relation (5.27).

Afin d’appliquer 1'étape-M, nous devons maximiser la fonction Q(8 |

6(™), donnée par (5.12), par rapport a 6 et sous les contraintes Cygsto
et Crsto. En utilisant soit une maximisation directe, soit la méthode

des multiplicateurs de Lagrange, nous déduisons que 'EMV ol —
(ql(]mﬂ)(k),Rf;Hl)) est donné pour i # j par
q(?”ﬂ)(k) _ ZM k]P ) (Znik = erZ+k_1 =i,Zn1#1|Y)
K M Py (Zn =i, Zya #i|y) =Py (Zm =1, Zyu1 =i y)
(5.55)
(m41) Yonto Uiy, —ayPoon (Zn =i | y)
Ri;a = - . (5.56)

Y 0Py (Zn =i | y)

Etant donné que la probabilité Poon (Znsk = J, 7l — gz, A y)
vaut N;/N, qui est donné par (5.53), et en utilisant les relations (5.16),
(5.17) et (5.18), nous obtenons les relatlons (5.30) et (5.31).

5.4 ALGORITHME SEM POUR MSMC NON PARAMETRIQUE

Dans cette section nous présentons un algorithme EM stochastique (SEM)
pour obtenir I'EMV du MSMC non paramétrique. Dans la littérature on
peut trouver une grande variété de versions stochastiques pour l'algo-
rithme EM. La principale idée consiste a remplacer le calcul de l'étape-E
par une étape de simulation. Dans chaque itération d"'un SEM nous de-
vons générer une trajectoire échantillonnée Z3 par la loi conditionnelle

Po(-y5").

La version stochastique la plus simple de l’algorithme EM est 1’algorithme
SEM proposé par Celeux et Diebolt (1985). L'algorithme SEM remplace la
fonction Q(8]6"™) par la fonction

Q(016'™) = log pm(Z}, YY'|0), (5.57)

ott Z) est une observation générée par Py (- [y

Monte Carlo EM (MCEM) (Wei et Tanner (1990)) est une généralisation na-
turelle de SEM. Dans 1’étape-m de la simulation de 'algorithme MCEM,
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on génere 1, trajectoires (Z3);, 1 < i < n,, échantillonnées indépendam-
ment par Py (-|y}!) au lieu de générer seulement une. Puis, on maximise
la fonction

< 1 I
Q(el6™) = -~ 3 log pm((Z(")i, Y¢'|6)- (558)
mi=1

Dans le cas particulier ot n,, = 1, MCEM se réduit a SEM. En outre, il
est important de signaler que MCEM converge seulement si la taille de
I’échantillon de Monte Carlo augmente dans chaque itération.

Une autre version stochastique de 1'EM est 1'algorithme EM Approxima-
tion Stochastique (SAEM) (Delyon et al. (1999)). Cet algorithme peut étre
considéré comme une généralisation de MCEM. La principale différence
entre SAEM et MCEM se trouve dans le fait que la fonction Q(8]6"™)
est estimée de maniere récursive en moyennant une approximation de
Monte Carlo avec les fonctions correspondantes calculées dans 1'étape pré-
cédente. Cela signifie que l'algorithme SAEM utilise toutes les données
simulées, a I'opposé de MCEM qui oublie les valeurs simulées durant les
itérations précédentes et il est basé uniquement sur les données actuelles.
Plus précisément, la fonction Q(8]6(")) est estimée par

Nm

(66" = (1= 7,)Q(616"" ) + L Y "log pus((Z3);, Y8'l6), (5.50)

m =1

ot (Z)"); sont générées indépendamment par Py (-ly}!), pour
1 <i < ny,. Les poids 1, ont une importance cruciale pour la convergence
de l'algorithme. Ils sont choisis typiquement de sorte qu’ils forment une
suite positive et décroissante pour toutes les itérations. Polyak et Juditsky
(1992) ont démontré que pour une suite de poids v, o (1/m)" avec
1/2 < « < 1, SAEM a un taux de convergence optimal. Une maniere
différente pour la sélection de la suite 7, est proposée par Jank (2006).
L’'avantage principal de cet algorithme est le fait qu’il converge avec
une taille d’échantillon constante, et assez souvent petite, a 1’'opposé de
MCEM qui nécessite une nouvelle valeur de n,, dans chaque itération. Par
conséquent, la seule décision que nous devons prendre afin d’appliquer
un algorithme SAEM est le choix de la suite 7.

Comme l'implémentation de SAEM semble étre directe, nous utiliserons
cette variante dans les exemples que nous présentons dans la section [5.5)
en prenant & = 1.

En utilisant un algorithme SEM quelconque, dans chaque itération m,
d’abord, nous devons simuler Z{! par la loi conditionnelle Iy (-|y}!) et
ensuite maximiser la log-vraisemblance des données completes par rap-
port a 6.

La simulation démarre en échantillonnant le dernier état visité Zy, et le
dernier instant de saut S N(M)- Alors, pour toutj € Eet0 < u <mn; —1,
nous avons



Po(Zm = j, Snemy = M —u | yh)
= ]PG(ZAM/Ifu = j/ ZM—u-1 7&] ‘ y(l)\/I)
= Po(Z} = j Zm—u # 1, Y5") /Po(YY")

= Po(Zm-u = j, Zm-u—1 # jlyg" " )Pe(ZM_u = jIZ0a-u = j, Zt—u-1 # )

X]PG(Y st | ZM w1 =17 /]PG(Y%—L!—H | yéw_u)

En utilisant les quantités déja définies dans les sections [5.2] et [5.3, pour
toutj € Eet0 < u < n; — 1, nous avons
, Hj(u) Fv—u(j) Tvau(7)
Po(Zm = j, Snemy = M —u | yi') = . (5.60)
H =M-u+1 P p
Pour les étapes intermédiaires, la relation récursive qui nous donne I'état
visité précédemment et l'instant de saut correspondant c’est-a-dire, le

couple (Jx_1,Sk—1) conditionné par la suite ((]l,Sl)l . M) Y ) peut étre
obtenu en notant que

Po(Jk-1=1i,Sk — Ska = u | (J, S, Se = £, Je = j, )
= Po(Z\Z) =i,Zi_y1#i|Sk=t2=j,ZM,y)")
Po(Zi ) =i, Ziy_1 #1,Sc =42 = j,Z}, Y}

_ : . (5.61)
Py (Sk =t,Z = j, Z}1,, Y}T)

Le numérateur N; de l'équation (5.61) s’écrit :
Ni = Po(Yg ")Po(Zt-u=1iZiuw1#i|yp ")
XWPo(Zi = j,Zi 4y =i | Zeouw =1, Zi 1 #0)

X]P6<Yt ut1 | Zy = ]rZi i+1 i)

X]P6< t+17 t+1 ‘ Zi=1j, 2t 75]) (5.62)

Le dénominateur N, de I'équation (5.61) s’écrit :
N2 = Po(Yo)Po(Zt = j, Zt-1 # j | yp)
xPo(Zity, Yty | Ze =, Ze1 # ). (5.63)

Finalement, par les équations (5.61), (5.62), (5.63) et les quantités définies
dans la section 5.2, nous obtenons

Po(Ji-1 =1,Sk—Sk1 = u| (]l,Sl)g;ﬁ)ySk =t Jk =iy

qij(“)Ft—u (i)Rj;yt Tr1,u-1(i)
F() ITy—t—ut1 Py

(5-64)
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Remarque 5.5

55

Exemple 5.1

i) Dans le cas particulier o I'espace d’état de Z a seulement 2 états, apres que
le dernier état Zy soit échantilloné, il y aura un changement déterministe des
états de la CM immergée J. Donc, il suffit d’échantilloner uniquement les lois des
temps de séjour dans chaque état.

ii) Une approche similaire pour échantillonner Z' ~ Py (-|y3) est proposée
par Guédon (2007). Dans son algorithme, I'auteur propose de tirer successivement
I'état actuel Z; aux instants de saut, en démarrant par I'état Zy,, et I'occupation
d’état conditionnée par I'état actuel et par les observations y. En suivant cette
approche, un algorithme avant-arriere différent est nécessaire.

ii1) Le principal avantage de la version stochastique de I'algorithme EM réside
dans le fait que seulement un procédé vers I'avant est nécessaire. Ce qui diminue
significativement le temps CPU par itération. Ainsi, I'algorithme SEM permet
d’analyser des trajectoires assez grandes, ce qui n’est pas faisable avec I’algorithme
EM original dans un temps raisonnable. Ceci ouvre la voie a de nombreuses ap-
plications, particulierement a I'analyse d’ADN.

APPLICATIONS

Afin d’illustrer la performance de nos algorithmes EM et SEM nous
présentons dans cette section deux exemples numériques. Le premier
concerne un MSMC a deux états observables et cachés et l'autre traite
le cas d’'un MSMC a quatre états observables et deux états cachés. Dans
chaque exemple, nous considérons deux cas qui correspondent a deux
trajectoires Y} de différentes longueurs, 'une avec M = 5 x 10* et l'autre
avec M = 8 x 10%.

Notons que pour l'implémentation numérique des algorithmes, nous
avons utilisé le langage Fortran sur une machine avec un processeur Intel
Core 2 6400 de fréquence 2,13GHz et mémoire vive (RAM) 1GB.

Nous notons aussi que ce travail a été effectué en collaboration avec S.
Malefaki.

Nous considérons le MSMC (Z,Y) oit I'espace d’état de Z et de Y est 'ensemble
E={0,1}.

Nous appliquons les algorithmes EM et SEM afin de trouver 'EMYV de ce modele.
Nous utilisons pour cet exemple deux trajectoires différentes.

Cas 1 : Nous supposons que nous observons umne trajectoire Y avec
M =5 x 104

Cette trajectoire a été générée en utilisant des variables aléatoires de loi Weibull
discretd® pour le noyau (gor(+) :== W(0.7,0.9) et q10(-) := W(0.5,0.7)), et en
prenant des lois conditionnelles de Y, sachant Z, avec des vecteurs de probabilité
Ry := (0.8,0.2) et Ry := (0.2,0.8).

Cas 2 : Nous utilisons ici une autre trajectoire Y! avec M = 8 x 10%,

Cette trajectoire a été échantillonnée du méme noyau que le cas précédent,
mais des lois conditionnelles de Y, sachant Z, avec des vecteurs de probabilité
Ry :=(0.8,0.2) et Ry := (0.5,0.5).

X~W(q,b)siP(X=n)= q<”*1)b - q”b, n € IN*.



Pour chaque cas, trois différentes valeurs initiales de 00 =

(0)

(‘701 ,qgg),RéO),Rg()U ont été utilisées pour les algorithmes EM et SEM.

Elles sont définies comme suit :

Cas1:

(

(1a)

(1p)

(1c)

Cas 2:

(1a)

(1p)

(1)

a5 (1) =03, 457(2) =02, 45 (3) = 0.1, (i) = %, pour i=4,..

29(1) =05, ¢\7(2) =02, 4\2(3) = 0.1, ¢\V (i) = %2, pour i=4,..

RY = (08,02), R” = (0.2,08).
dV() =L, pouri=1,...,15,
g\0(i) = &, pouri=1,...,10,
R = (08,02), R” = (0.2,08).
(i) = &, pouri=1,...,15,
g\0(i) = &, pouri=1,...,10,

RY = (0.6,04), R\” = (0.4,0.6).

g (1) =03, g(2) =02, 457 (3) = 0.1, g0 (i) = %

g9(1) =05, ¢\2(2) =02, ¢\V(3) = 0.1, ¢\V (i) = %, pour i=4,...

RV = (08,02), R” = (05,05).

a0 = pouri=1,...15,

10 (i) = &5, pouri =1,...,10,

RY = (08,02), R\ = (05,0.5).

ay; (i) = &5, pouri=1,...,15,

70 (i) = &y, pouri=1,...,10,

RY = (0.75,0.25), R\”) = (0.45,0.55).

15, pouri=4,. ..

.15,

.,10,

(5-65)

(5.66)
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Dans les tableaux et 5.3 et les figures et nous donnons

les valeurs estimées des parametres pour les différentes valeurs initiales
données ci-dessus pour le cas 1. Dans les tableaux [5.5, 5.6 et[5.7, et dans
les figures 5.4 et [5.5 nous présentons les résultats correspondants
au cas 2. Et dans les tableaux [5.4] et 5.8, nous donnons le temps moyen
d’exécution (en secondes) par itération pour EM et SEM pour les deux
cas.

Nous remarquons d’apres les tableaux et les figures correspondants au
cas 1 que l'estimation pour les douze premiers parametres de g, est
bonne, alors que pour les trois derniers parametres dont les vraies valeurs
sont proches de zéro, elle n’est pas satisfaisante. Egalement, I’estimation
pour les neufs premiers parametres de g, est bonne, ce qui n’est pas le
cas pour le dernier parametre. Par ailleurs, I'estimation pour les vecteurs
Ry et Ry est assez bonne.

Ces résultats montrent également que l'algorithme SEM donne presque
les mémes estimations que 1’algorithme EM, mais en utilisant SEM avec
un échantillon de taille 100 a chaque itération, nous avons besoin de
presque dix fois moins de temps CPU que ’'EM correspondant (voir le
tableau [5.4). Ceci est di a 'étape arriere qui exige beaucoup de calcul
et qui est nécessaire dans I’'EM et pas dans SEM. Notons également que
les estimations sont proches des vraies valeurs avec les deux algorithmes,
méme si nous commengons par des valeurs initiales qui ne sont pas
proches des vraies valeurs, tels les cas (1) et (1.).

Dans le cas 2, les probabilités d’émission sont bien estimées en utilisant les
deux algorithmes, et ceci indépendamment du choix des valeurs initiales.
Mais, ceci n’est pas le cas pour le noyau semi-markovien. Pour celui-ci, les
valeurs estimées sont proches des vraies valeurs uniquement quand les
valeurs initiales sont proches des vraies valeurs, comme par exemple, le
cas (1, ). Et, pour les autres cas, méme apres 200 itérations des algorithmes
EM et SEM, les résultats ne sont pas précis. Dans ces cas, nous pouvons
avoir une idée sur la forme des lois mais nous ne pouvons pas corriger les
estimations ponctuelles des probabilités. En fait, plus que 200 itérations
sont nécessaires afin d’achever la convergence de 1’algorithme. La figure
5.5 décrit les résultats de I'algorithme SEM apres 300 et 600 itérations, en
partant de la valeur initiale décrite par (1g).

Dans ce cas (M = 80000), le temps moyen d’exécution par itération est
approximativement égal a 825 secondes. Ce qui signifie qu’afin d’accom-
plir 200 itérations pour 1'algorithme EM amélioré, nous avons besoin de
presque 2 jours. Alors que, I’algorithme SEM, avec un échantillon de taille
500 a chaque itération, nécessite presque 25 secondes par itération. Ainsi,
afin d’implémenter 1000 itérations de I'EM nous avons besoin de 10 jours
et uniquement 7 heures pour 1'algorithme SEM.

En analysant les résultats numériques donnés dans le premier exemple
pour les deux cas et plusieurs autres cas que nous ne présentons pas ici,
nous déduisons que l'algorithme SEM est préférable, particulierement



Exemple 5.2

EM SEM
(1,) Ro | 0774 0.226 || 0.772 0.228
Ry | 0.162 0.838 || 0.164 0.836

(Ip) Ro | 0757 0.243 || 0.757 0.243
R; | 0.192 0.808 || 0.195 0.805

(1) Rp | 0.753 0.247 | 0.756 0.244
Ry | 0.201 0.799 || 0.200 0.800

TAB. 5.1 — Exemple1-cas1. Estimation des vecteurs de probabilité Ry = (0.8,0.2) et Ry =
(0.2,0.8), en utilisant les algorithmes EM et SEM avec 100 itérations et en partant des valeurs
initiales données dans (1), (1) et (1c).

dans des cas ol la convergence est lente.

EM SEM
Vraie valeur | (1,) (1p) (1.) (1,) (1p) (1,)
1 0.3000 0.3201 0.3104 0.3079 || 0.3174 0.3125 0.3182
2 0.1860 0.1629 0.1403 0.1341 || 0.1593 0.1320 0.1251
3 0.1306 0.1258 0.1185 0.1151 || 0.1286 0.1212 0.1256
4 0.0946 0.0580 0.0649 0.0667 || 0.0579 0.0675 0.0580
5 0.0697 0.0756 0.0723 0.0721 || 0.0720 0.0695 0.0753
6 0.0520 0.0275 0.0320 0.0342 || 0.0293 0.0317 0.0411
7 0.0391 0.0619 0.0579 0.0555 || 0.0598 0.0563 0.0485
8 0.0296 0.0131 0.0175 0.0190 || 0.0157 0.0211 0.0188
9 0.0225 0.0372 0.0390 0.0385 || 0.0407 0.0367 0.0419
10 0.0172 0.0139 0.0170 0.0179 || 0.0143 0.0202 0.0158
11 0.0132 0.0232 0.0232 0.0231 || 0.0232 0.0229 0.0221
12 0.0101 0.0092 0.0103 0.0116 || 0.0082 0.0108 0.0080
13 0.0078 0.0141 0.0228 0.0247 || 0.0155 0.0211 0.0246
14 0.0061 0.0322 0.0370 0.0384 || 0.0304 0.0366 0.0371
15 0.0047 0.0253 0.0369 0.0414 || 0.0276 0.0402 0.0397

TAB. 5.2 — Exemple1-cas1. Estimation des gy (k), k = 1,...,15, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 100 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (1,), (1p) et (1¢).

Nous considérons dans cet exemple le MSMC (Z,Y) tel que Z, € {0,1} et
Y, € {0,1,2,3}.

Nous cherchons a calculer 'EMV de ce modéle en utilisant les algorithmes EM
et SEM. Nous utilisons deux trajectoires différentes, décrites dans ce qui suit.

Cas 1 : Nous supposons que nous observons umne trajectoire Y} avec
M =5 x10%

Cette trajectoire a été simulée avec les caractéristiques suivantes. Les lois
des temps de séjour pour les états 0 et 1 sont go1(-) = W(0.7,0.9) et
qio(-) = W(0.5,0.7) respectivement et les lois conditionnelles de Y, sa-
chant Z,, sont données par les vecteurs de probabilité Ry := (0.4,0.3,0.2,0.1) et
R; := (0.1,0.2,0.3,0.4).
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EM SEM
Vraie valeur | (1,) (1p) (1¢) (1,) (1p) (1¢)
1 0.5000 0.5205 0.4970 0.4851 || 0.5294 0.4847 0.4879
2 0.1757 0.1588 0.1545 0.1542 || 0.1563 0.1692 0.1598
3 0.1002 0.1170 0.1199 0.1205 || 0.1171 0.1084 0.1141
4 0.0636 0.0705 0.0770 0.0777 | 0.0703 0.0805 0.0731
5 0.0427 0.0245 0.0267 0.0293 || 0.0239 0.0301 0.0360
6 0.0298 0.0251 0.0263 0.0267 | 0.0262 0.0281 0.0265
7 0.0213 0.0256 0.0290 0.0291 || 0.0270 0.0304 0.0282
8 0.0156 0.0051 0.0085 0.0102 || 0.0067 0.0074 0.0089
9 0.0115 0.0087 0.0126 0.0148 || 0.0072 0.0129 0.0140
10 0.0087 0.0352 0.0485 0.0524 || 0.0360 0.0483 0.0514

TAB. 5.3 — Exemplei-cas1. Estimation des g19(k), k = 1,...,10, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 100 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (1,), (1) et (1¢).

FIG. 5.1 — Exemple1-cas1. A gauche : Les vraies valeurs (ligne continue) et les valeurs estimées de
gor(k), k =1,...,15, en utilisant 'algorithme EM. A droite : Les vraies valeurs (ligne continue)
et les valeurs estimées en utilisant I'algorithme SEM. Les valeurs estimées obtenues en utilisant les
valeurs initiales (14) sont représentées par des triangles, et celles obtenues en utilisant les valeurs
initiales (1y) par des carrés et celles avec les valeurs initiales (1) par des étoiles.

. .
0.5 0.5
0.4 0.4f
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
5 10 15 " 20 5 10 15

FIG. 5.2 — Exemple1-cas1. A gauche : Les vraies valeurs (ligne continue) et les valeurs estimées de
qi0(k), k =1,...,10, en utilisant 'algorithme EM. A droite : Les vraies valeurs (ligne continue)
et les valeurs estimées en utilisant I'algorithme SEM. Les valeurs estimées obtenues en utilisant les
valeurs initiales (1,) sont représentées par des triangles, et celles obtenues en utilisant les valeurs
initiales (1y) par des carrés et celles avec les valeurs initiales (1) par des étoiles.
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TAB. 5.4 — Exemple1-casi. Le temps moyen d’exécution (en secondes) par itération pour EM et
SEM calculé en 100 itérations. Nous donnons aussi en parenthése le temps moyen CPU correspon-
dant pour I'étape arriere dans I'algorithme EM. La taille d’échantillon dans I'algorithme SEM est

100.

TAB. 5.5 — Exemple1-casz. Estimation des vecteurs de probabilité Ry et Ry, en utilisant les
algorithmes EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (1),

EM SEM
(1a) | 29.69 (29.25) | 3.37
(1) | 32.85 (32.15) | 3.14
(1) | 32.56 (31.89) | 3.11

EM SEM
(1) Ry | 07898 0.2102 || 07899 0.2101
Ry | 0.4938 o0.5062 || 0.4938 0.5062
(1g) Ro | 0.7762 0.2238 || 0.7771 0.2229
Ry | 0.5442 0.4558 || 0.5445 0.4555
(1,) Ro | o7712 0.2288 || 0.7717 0.2283
Ry | 0.5365 0.4635 || 0.5381 0.4619

(1p) et (1y).

EM SEM
Vraie valeur | (1,) (1p) (1,) (1a) (1p) (1,)
1 0.3000 0.3568 0.2212 0.1951 || 0.3368 0.2228 0.1808
2 0.1860 0.1972 0.1410 0.1310 || 0.2025 0.1432 0.1345
3 0.1306 0.0977 0.1020 0.0996 || 0.1041 0.1158 0.1251
4 0.0946 0.0456 0.0865 0.0889 || 0.0493 0.0818 0.0889
5 0.0697 0.0380 0.0626 0.0664 || 0.0364 0.0553 0.0720
6 0.0520 0.0351 0.0512 0.0557 || 0.0365 0.0521 0.0467
7 0.0391 0.0498 0.0442 0.0488 || 0.0535 0.0383 0.0432
8 0.0296 0.0267 0.0241 0.0265 || 0.0292 0.0219 0.0254
9 0.0225 0.0132 0.0194 0.0209 || 0.0144 0.0142 0.0242
10 0.0172 0.0219 0.0288 0.0308 || 0.0205 0.0337 0.0242
11 0.0132 0.0266 0.0337 0.0363 || 0.0293 0.0275 0.0358
12 0.0101 0.0202 0.0360 0.0391 || 0.0178 0.0393 0.0386
13 0.0078 0.0299 0.0424 0.0461 || 0.0343 0.0328 0.0499
14 0.0061 0.0216 0.0438 0.0474 || 0.0193 0.0493 0.0513
15 0.0047 0.0196 0.0632 0.0675 || 0.0162 0.0724 0.0711

TAB. 5.6 — Exemple1-casz. Estimations des gy (k), k = 1,...,15, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (1), (1g) et (1).
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EM SEM
Vraie valeur | (1) (1p) (1,) (1) (15) (1,)
1 0.5000 0.4819 0.2194 0.2450 || 0.4966 0.1950 0.2478
2 0.1757 0.2126 0.1635 0.1732 || 0.1799 0.1739 0.1584
3 0.1002 0.0817 0.1020 0.1020 || 0.0906 0.0956 0.0924
4 0.0636 0.0452 0.1085 0.1038 | 0.0466 0.1082 0.0918
5 0.0427 0.0530 0.0912 0.0834 || 0.0572 0.1034 0.0981
6 0.0298 0.0311 0.0605 0.0533 || 0.0342 0.0600 0.0539
7 0.0213 0.0321 0.0538 0.0470 || 0.0312 0.0654 0.0558
8 0.0156 0.0177 0.0485 0.0380 | 0.0138 0.0367 0.0389
9 0.0115 0.0195 0.0588 0.0539 || 0.0184 0.0574 0.0576
10 0.0087 0.0252 0.1054 0.1003 | 0.0314 0.1043 0.0953

TAB. 5.7 — Exemple1-casz. Estimations des q19(k), k = 1,...,10, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (1a), (1) et (1,).

EM SEM
(14) | 891.85 | 25.21
(1p) | 837.59 | 26.75
(1,) | 828.73 | 27.32

TAB. 5.8 — Exemple1-casz2. Le temps moyen d’exécution (en secondes) par itération pour les
algorithmes EM et SEM calculé en 200 itérations. La taille d’échantillon dans I'algorithme SEM
est 500.

20

FIG. 5.3 — Exemple1-casz. A gauche : Les vraies valeurs (ligne continue) et les valeurs estimées de
qgo1(k), k =1,...,15, en utilisant l'algorithme EM. A droite : Les vraies valeurs (ligne continue)
et les valeurs estimées en utilisant I'algorithme SEM. Les valeurs estimées obtenues en utilisant
les valeurs initiales (1) sont représentées par des carrés, et celles obtenues en utilisant les valeurs
initiales (1g) par des triangles et celles avec les valeurs initiales (1) par des étoiles.
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15 20 15 20
FIG. 5.4 — Exemple1-casz. A gauche : Les vraies valeurs (ligne continue) et les valeurs estimées de
q10(k), k =1,...,10, en utilisant I'algorithme EM. A droite : Les vraies valeurs (ligne continue)
et les valeurs estimées en utilisant I'algorithme SEM. Les valeurs estimées obtenues en utilisant
les valeurs initiales (1) sont représentées par des carrés, et celles obtenues en utilisant les valeurs
initiales (1g) par des triangles et celles avec les valeurs initiales (1) par des étoiles.
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
20 15 20

Fi1G. 5.5 — Exemple1-cas2. A gauche : Nous présentons les vraies valeurs (ligne continue) et
les valeurs estimées de qo1(k), k = 1,...,15, avec 300 (triangles) et 600 (carrés) itérations en
utilisant I'algorithme SEM. A droite : Nous présentons les vraies valeurs (ligne continue) et les
valeurs estimées de q19(k),k = 1,...,15, avec 300 (triangles) et 600 (carrés) itérations en utilisant
I'algorithme SEM.
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Cas 2 : Nous utilisons ici une autre trajectoire Y3! avec M = 8 x 10%.

Nous gardons les mémes lois pour les temps de séjour que le cas précédent, et
prenons des vecteurs de probabilité pour les lois conditionnelles de Y, sachant Z,
égales a Ry := (0.25,0.25,0.25,0.25) et Ry := (0.1,0.4,0.4,0.1).

Pour le premier cas, nous avons utilisé deux valeurs initiales de
60 = (qé?),qgg),RéO) ,R%O) ) en commun pour les algorithmes EM et
SEM. Ces valeurs sont décrites par (2,) et (25), données ci-dessous. Et,
nous avons considéré de plus, deux valeurs initiales uniquement pour
l’algorithme SEM. Elles sont définies par (2.) et (24).

Pour le deuxiéme cas, deux valeurs initiales communes aux deux algo-
rithmes ont été utilisées. Elles sont décrites par (2,) et (2g).

Cas1:

(2) { gi0(1) = 05, g3 (2) = 02, i (3) = 0.1, g/ ()) = %, pour i=4,...

RY” = (04,03,02,0.1), R” = (0.1,0.2,0.3,0.4).
) =, pouri=1,...15

(2) § 4\5(i) = &, pouri=1,...,10,

R\ = (04,03,02,0.1), R = (0.1,0.2,03,0.4).
) =, pouei=1,...,15

(2) 43 (1) = 1, pouri=1,...,10,

| R}” = (05,0.25,0.15,0.1), R\” = (0.1,0.15,0.25,0.5).

a1 (i) = 15, pouri=1,...,15,

(24) qgg)(i) = %, pouri=1,...,10,

RY = (0.25,0.25,0.25,0.25), R\ = (0.1,0.15,0.25,0.5).

aV(1) =03, ¢\V(2) =02, ¢\V(3) = 0.1, ¢V (i) = %2, pour i=4,...

(5.67)



Cas 2:

(20) 3 a10/(1) =05, 4} (2) =02, 47 (3) =01, 410'()) = %,
R = (0.25,0.25,0.25,0.25), R\” = (0.1,0.4,0.4,0.1).

(o (i) = 45, pour i =1,...,15,

(2p) qgg)(i) = 11—0, pouri=1,...,10,

R\ = (0.25,0.25,0.25,0.25), R\”) = (0.1,0.4,0.4,0.1).

Dans les tableaux 5.10, [5.11] et [5.12] et les figures 5.6/ et [5.7 nous
donnons les valeurs estimées des parametres pour les différentes valeurs
initiales données ci-dessus pour le cas 1. Dans les tableaux et
nous présentons les résultats correspondants au cas 2. Egalement,
dans les tableaux 5.13 et [5.17/nous donnons le temps moyen d’exécution
(en secondes) par itération pour EM et SEM pour les deux cas.

Nous remarquons d’apres les tableaux et les figures pour le cas 1 que
I'estimation pour les quatorzes premiers parametres de g,, est bonne,
alors que pour le dernier parametre elle n’est pas satisfaisante. Egale-
ment, I'estimation pour les neufs premiers parametres de q,, est bonne,
alors que pour le dernier parametre elle n’est pas précise. Par ailleurs,
les estimations des probabilités d’émission sont assez précises, et ceci
indépendamment des valeurs initiales.

Ces résultats montrent également que l'algorithme SEM donne presque
les mémes estimations que 1’algorithme EM, mais en utilisant SEM avec
un échantillon de taille 500 a chaque itération, nous avons besoin de
presque deux fois et demi moins de temps CPU que I'EM correspondant
(voir le tableau 5.13).

Afin de voir l'effet de la taille de I"échantillon choisi pour SEM a chaque
itération sur le temps CPU moyen, nous pouvons comparer entre le cas 1
de I'exemple 1 et le cas 1 de I'exemple 2 (ici présenté). Ces deux cas ont
la méme longueur de trajectoire mais pas la méme taille de 1’échantillon.
Ainsi, d’apres les tableaux 5.4] et 5.13, nous remarquons que le rapport
entre le temps CPU de EM sur celui de SEM a été divisé par 4 quand la
taille de 1’échantillon a été multipliée par 5.

En ce qui concerne le deuxieme cas de 1'exemple 2, comme nous pouvons
constater dans les tableaux|5.15)et @, nous avons des bonnes estimations
pour les dix premiers parametres de g, et pour tous les parametres de
qo; dans le cas de la valeur initiale 2,. Par contre, apres 200 itérations,
'estimation n’est pas bonne dans le cas 2g, mais elle devient acceptable
apres 500 itérations. Puisque la convergence est lente, il est nécessaire

a9 (1) =03, 9 2) =02, 4193) =01, 4 (i) = 92, pour i=4,..

pour i=4,..

.15,

.10,

(5.68)
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d’utiliser un algorithme SEM pour avoir un temps de calcul abordable.
Par ailleurs, par le tableau nous concluons que les estimations des
probabilités d’émission sont assez précises, indépendamment des valeurs
initiales et ceci méme apres 100 itérations.

EM SEM
(2,) Rp | 0.3908 0.3080 0.2057 0.0955 || 0.3899 0.3086 0.2053 0.0962
R; | 0.0737 0.1780 0.3072 0.4411 || 0.0762 0.1773 0.3076 0.4389
(25) Rp | 0.3786 0.3012 0.2108 0.1093 || 0.3793 0.3010 0.2106 0.1091
R; | 0.1104 0.1958 02936. 0.4002 || 0.1101 0.1964 0.2936 0.3999

TAB. 5.9 — Exemple2-cas1. Estimations des vecteurs de probabilité Ry et Ry, en utilisant les
algorithmes EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (2,)

et (2p).

SEM

(2.) Rp | 0.4030 0.3022 0.2105 0.1083
R; | 0.1083 0.1938 0.2945 0.4034

(24) Ry | 0.3763 0.3005 0.2107 0.1125
Rq | 0.1027 0.1925 0.2974 0.4074

TAB. 5.10 — Exemple2-cas1. Estimations des vecteurs de probabilité Ry et Ry, en utilisant I'al-
gorithme SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (2.) et (24).

0.4 0.4
[ ]
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
20 5 10 15 20

FIG. 5.6 — Exemple2-cas1. A gauche : Les vraies valeurs (ligne continue) et les valeurs estimées de
gor(k), k =1,...,15, en utilisant 'algorithme EM. A droite : Les vraies valeurs (ligne continue)
et les valeurs estimées en utilisant I'algorithme SEM. Pour les deux figures, les valeurs estimées
obtenues en utilisant les valeurs initiales (24) sont représentées par des carrés, et celles obtenues en
utilisant les valeurs initiales (2y) par des triangles. Et, pour la figure de droite, les valeurs estimées
obtenues avec les valeurs initiales (2.) sont représentées par des étoiles.

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre, nous avons proposé une version améliorée de 1'algo-
rithme EM, ainsi qu'une version stochastique de cet algorithme, afin d’étu-




EM SEM
Vraie valeur | (2,) (2p) (2,) (2p) (2¢) (24)

1 0.3000 0.3565 0.3203 || 0.3570 0.3166 0.3175 0.3038
2 0.1860 0.1390 0.1101 || 0.1360 0.1147 0.1162 0.1089
3 0.1306 0.0919 0.0922 || 0.0916 0.0970 0.0962 0.0972
4 0.0946 0.1060 0.1032 || 0.1030 0.0957 0.1017 0.1034
5 0.0697 0.0324 0.0478 || 0.0534 0.0564 0.0431 0.0494
6 0.0520 0.0820 0.0830 || 0.0845 0.0816 0.0869 0.0866
7 0.0391 0.0398 0.0430 || 0.0398 0.0479 0.0400 0.0415
8 0.0296 0.0264 0.0322 || 0.0269 0.0247 0.0303 0.0313
9 0.0225 0.0163 0.0204 || 0.0165 0.0200 0.0165 0.0209
10 0.0172 0.0238 0.0235 || 0.0243 0.0262 0.0308 0.0284
11 0.0132 0.0185 0.0177 || 0.0200 0.0162 0.0224 0.0171
12 0.0101 0.0046 0.0074 || 0.0051 0.0065 0.0056 0.0098
13 0.0078 0.0155 0.0160 || 0.0138 0.0110 0.0147 0.0122
14 0.0061 0.0081 0.0144 || 0.0071 0.0127 0.0111 0.0153

15 0.0047 0.0391 0.0684 || 0.0403 0.0726 0.0667 0.0740

TAB. 5.11 — Exemplez-cas1. Estimations des gy (k), k = 1,...,15, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales (2,) et (2p) pour EM et SEM.
De plus nous considérons pour I'algorithme SEM les valeurs initiales données par (2¢) et (24).

EM SEM
Vraie valeur | (2,) (2p) (2,) (2p) (2¢) (24)
1 0.5000 0.5103 0.4245 || 0.5073 0.4243 0.4318 0.4577
2 0.1757 0.1976 0.1813 || 0.1952 0.1785 0.1716 0.1664
3 0.1002 0.1130 0.0957 || 0.1115 0.0992 0.1080 0.0892
4 0.0636 0.0450 0.0654 || 0.0518 0.0666 0.0675 0.0704
5 0.0427 0.0466 0.0640 || 0.0441 0.0650 0.0635 0.0648
6 0.0298 0.0346 0.0597 || 0.0350 0.0630 0.0567 0.0559
7 0.0213 0.0100 0.0225 || 0.0116 0.0226 0.0195 0.0182
8 0.0156 0.0113 0.0249 || 0.0126 0.0225 0.0239 0.0206
9 0.0115 0.0123 0.0225 || 0.0129 0.0197 0.0223 0.0203
10 0.0087 0.0192 0.0038 || 0.0185 0.0386 0.0349 0.0365
TaB. 5.12 — Exemplez-cas1. Estimations des g19(k), k = 1,...,10, en utilisant les algorithmes

EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales (2,) et (2y) pour EM et SEM,
et de plus nous considérons pour I'algorithme SEM les valeurs initiales données par (2¢) et (24).

EM | SEM
(24) | 35.87 | 15.27
(2) | 38.71 | 14.52

TAB. 5.13 — Exemplez2-cas1. Le temps moyen d’exécution (en secondes) par itération pour EM
et SEM calculé en 200 itérations respectivement. La taille d’échantillon dans I'algorithme SEM est
500.
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FIG. 5.7 — Exemplez-cas1. A gauche : Les vraies valeurs (ligne continue) et les valeurs estimées
de qi9(k), k = 1,...,10 en utilisant I'algorithme EM. A droite : Les vraies valeurs (ligne continuie)
et les valeurs estimées en utilisant 'algorithme SEM. Pour les deux figures, les valeurs estimées
obtenues en utilisant les valeurs initiales (24) sont représentées par des carrés, et celles obtenues en
utilisant les valeurs initiales (2y,) par des triangles. Et, pour la figure de droite, les valeurs estimées
obtenues avec les valeurs initiales (2.) sont représentées par des étoiles.

EM SEM
(24) Ro | 0.2374 0.2557 0.2565 0.2504 || 0.2381 0.2560 0.2561 0.2498
Ry | 0.0964 0.4126 0.4142 0.0768 | 0.1000 0.4066 0.4094 0.0840
(28) Ro | 0.2313 0.2620 0.2641 0.2436 || 0.2317 0.2606 0.2635 0.2442
R; | 0.1210 0.3859 0.3855 o0.1076 || 0.1223 0.3858 0.3843 0.1076

TAB. 5.14 — Exemplez-casz. Estimations des vecteurs de probabilité Ry et Ry, en utilisant les
algorithmes EM et SEM avec 100 itérations et en partant des valeurs initiales données dans (24)

et (25).
EM SEM
Vraie valeur | (2,) (28) (24) (28)  (2p)-500
1 0.3000 0.2714 0.1513 || 0.2748 0.1567  0.2047
2 0.1860 0.1968 0.1353 || 0.2059 0.1430  0.1571
3 0.1306 0.1237 0.1041 || 0.1140 0.1014  0.1236
4 0.0946 0.0395 0.0769 || 0.0477 0.0770  0.0592
5 0.0697 0.0436 0.0688 || 0.0388 0.0628  0.0597
6 0.0520 0.0448 0.0643 || 0.0436 0.0726  0.0775
7 0.0391 0.0684 0.0552 || 0.0689 0.0523  0.0725
8 0.0296 0.0271 0.0204 || 0.0262 0.0248 0.0167
9 0.0225 0.0274 0.0353 || 0.0286 0.0348  0.0221
10 0.0172 0.0175 0.0300 || 0.0183 0.0275  0.0177
11 0.0132 0.0337 0.0418 || 0.0379 0.0449  0.0298
12 0.0101 0.0255 0.0386 || 0.0249 0.0311  0.0270
13 0.0078 0.0235 0.0403 || 0.0223 0.0422  0.0288
14 0.0061 0.0216 0.0501 || 0.0268 0.0544  0.0384
15 0.0047 0.0353 0.0821 || 0.0283 0.0744  0.0818

TaB. 5.15 — Exemplez2-casz. Estimations des qo(k), k = 1,...,15, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données par (24) et (2g). La
derniere colonne donne les valeurs estimées avec I'algorithme SEM en partant de la valeur initiale

(2g) pour 500 itérations.
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EM SEM
Vraie valeur | (2,) (2p) (24) (23)  (2g) - 500
1 0.5000 0.4700 0.2062 || 0.4517 0.1888 0.2923
2 0.1757 0.1965 0.1677 || 0.2010 0.1701 0.1893
3 0.1002 0.1223 0.1296 || 0.1165 0.1599  0.1517
4 0.0636 0.0405 0.0977 || 0.0397 0.0802 0.0666
5 0.0427 0.0382 0.0837 || 0.0389 0.0832 0.0810
6 0.0298 0.0443 0.0776 | 0.0434 0.0695 0.0595
7 0.0213 0.0395 0.0631 || 0.0457 0.0639 0.0603
8 0.0156 0.0215 0.0447 || 0.0394 0.0511 0.0266
9 0.0115 0.0115 0.0443 || 0.0141 0.0481 0.0185
10 0.0087 0.0156 0.0853 || 0.0180 0.0852 0.0543

TAB. 5.16 — Exemplez-casz. Estimations des g19(k), k = 1,...,10, en utilisant les algorithmes
EM et SEM avec 200 itérations et en partant des valeurs initiales données par (24) et (2g). La
derniere colonne donne les valeurs estimées avec l'algorithme SEM en partant de la valeur initiale
(2g) pour 500 itérations.

EM | SEM
(24) | 423.08 | 24.19
(2g) | 451.45 | 26.11

TaB. 5.17 — Exemple2-casz. Le temps moyen d’exécution (en secondes) par itération pour EM et
SEM calculé en 200 itérations. La taille d’échantillon dans I'algorithme SEM est 500.

dier les modéles semi-markoviens cachés non paramétriques par la mé-
thode du maximum de vraisemblance.

Nos algorithmes s’appliquent directement aux cas ou le support des lois
du temps de séjour conditionnelles pour les états de la CSM Z est fini ou
quand l'erreur de l'approximation par un support fini approprié est suf-
fisamment petite. Le support des lois dans les valeurs initiales doit étre
augmenté dans le cas o1 une estimation plus précise est exigée.

Plusieurs tests numériques ont été présentés dans le cas ou il y a deux
états cachés. Ils montrent des bonnes estimations avec un temps de calcul
abordable. En particulier, les résultats ont pointé la supériorité de 1'algo-
rithme SEM notamment en terme de temps d’exécution.

Enfin, I'importance et 1'utilité de 1'approche présentée ici se trouvent no-
tamment dans la compréhension de la forme des lois sous-jacentes du
modele, et moins dans la précision ponctuelle des probabilités a estimer.
Ainsi, elle pourra étre utilisée comme une approche initiale surtout quand
il n'y a aucune information sur la structure des vraies lois du modele.
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CoNcLUSsION GENERALE ET
PERSPECTIVES

CONCLUSION GENERALE

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté une étude basée sur l'es-
timation du maximum de vraisemblance pour des modéles markoviens,
semi-markoviens et semi-markoviens cachés.

Les résultats de ce travail se résument principalement en les points sui-
vants :

i) Dans le deuxieme chapitre nous avons donné l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance (EMV) de la loi stationnaire et de la variance
asymptotique dans le théoréeme de la limite centrale pour des fonction-
nelles additives d'une chaine de Markov finie ergodique (irréductible).
Nous avons démontré leurs propriétés asymptotiques de convergence et
de normalité asymptotique. Les expressions obtenues dans les résultats
asymptotiques pour ces deux caractéristiques ont été ensuite représentées
par des formules explicites et facilement programmables pour des appli-
cations potentielles.

Notre point de départ se trouve dans les expressions de la loi stationnaire
et de la variance dans le théoreme de la limite centrale déja existantes dans
la littérature. Nous avons exprimé toutes ces expressions en fonction de
la matrice de transition de la chaine de Markov. Puis, en utilisant 'EMV
pour la matrice de transition et ses propriétés asymptotiques, nous avons
obtenu 'EMV pour les deux caractéristiques et démontré ses propriétés
asymptotiques. Cela a été réalisé a 'aide du théoreme de l'application
continue et de la méthode delta en utilisant également des propriétés
matricielles afin d’arriver aux formules explicites.

ii) Dans le troisieme chapitre nous avons considéré 1’estimation du maxi-
mum de vraisemblance pour le modéle semi-markovien fini non para-
métrique. Nous avons construit 'EMV exact et démontré les propriétés
asymptotiques de convergence et de normalité asymptotique pour chaque
sous-vecteur fini de 'EMV. Cela a été fait pour le cas d'une trajectoire
d’une chaine semi-markovienne ergodique et également pour L trajec-
toires qui proviennent d"une suite des copies indépendantes d"une chaine
semi-markovienne censurée a un instant fixe, non nécessairement ergo-
dique.
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Dans le cas d'une trajectoire, notre point de départ a été le travail de
Barbu et Limnios (2006a) qui ont considéré l'’étude du modéle semi-
markovien non paramétrique avec des estimateurs empiriques. Afin de
trouver I'EMV exact, nous avons utilisé une reparamétrisation appropriée
du modeéle. En effet, nous avons utilisé 1'espace paramétrique naturel qui
correspond a une chaine de Markov couple. Ce processus couple est formé
par la chaine semi-markovienne initiale et par la suite des temps de récur-
rence en arriere. Afin de démontrer les résultats asymptotiques de chaque
sous-vecteur fini de l'estimateur du maximum de vraisemblance de la
chaine markovienne couple, nous avons construit une différence de mar-
tingales appropriée et appliqué le principe de Wald-Cramér. Enfin, nous
avons transféré ces résultats asymptotiques au modele semi-markovien
fini non paramétrique.

Dans le cas de L trajectoires qui sont générées par des copies indépen-
dantes d’une chaine semi-markovienne, notre point de départ a été le
travail de Anderson et Goodman (1957) qui ont considéré le méme pro-
bleme pour des chaines de Markov finies. Nous avons utilisé la méme
reparamétrisation du noyau semi-markovien que dans le cas d'une trajec-
toire pour déduire les propriétés asymptotiques de la partie du noyau qui
peut étre estimée jusqu’a l'instant de censure.

iii) Dans le quatrieme chapitre nous avons considéré une étude théorique
pour le modele semi-markovien caché. Nous avons introduit le modéle
semi-markovien caché général avec dépendance des temps de récurrence
en arriere. Nous avons démontré la convergence et la normalité asymp-
totique de I'EMV dans le cas ol le support des lois des temps de séjour
conditionnelles pour les états cachés est fini. Nous avons donné également
des formules qui lient les matrices de covariance asymptotiques des dif-
férentes caractéristiques du modele semi-markovien caché avec la matrice
de covariance asymptotique du modele markovien caché qui a servi pour
reparamétriser le modele initial.

Notre point de départ a été les résultats théoriques de convergence et de
normalité asymptotique de 'EMV pour des modeles markoviens cachés
généraux donnés par Leroux (1992) et Bickel et al. (1998) respectivement,
et le premier travail de Barbu et Limnios (2006) sur les propriétés théo-
riques de I'EMV pour des modeles semi-markoviens cachés. Afin de
démontrer les résultats asymptotiques, nous avons utilisé 1’espace para-
métrique naturel du processus couple décrit ci-dessus.

iv) Dans le cinquiéme chapitre nous avons considéré une étude algorith-
mique pour le modéle semi-markovien caché non paramétrique. Nous
avons présenté une version améliorée de l'algorithme EM donné par
Barbu et Limnios (2008), ainsi qu’une version stochastique de cet al-
gorithme, afin d’étudier ces modeles par la méthode du maximum de
vraisemblance. Des tests numériques ont été présentés notamment dans
le cas ot il y a deux états cachés.

Notre point de départ a été 1'algorithme EM qui a été développé par
Barbu et Limnios (2008). La comparaison entre la version améliorée



de l'algorithme EM et la version approximation stochastique (SAEM)
montre la supériorité de la version stochastique notamment en terme
de temps d’exécution. Enfin, I'importance et 1'utilité de I'approche non-
paramétrique, présentée ici, se trouvent notamment dans la compréhen-
sion de la forme des lois sous-jacentes du modeéle, et moins dans la
précision des probabilités a estimer. Ainsi, elle pourra étre utilisée comme
une approche initiale surtout quand il n'y a aucune information sur la
structure des vraies lois du modele.

PERSPECTIVES

Dans la continuité directe de notre travail, nous pouvons étendre les
résultats obtenus dans plusieurs directions intéressantes.

i) Nous avons effectué une étude théorique pour la loi stationnaire et la
variance asymptotique dans le théoréme de la limite centrale pour chaines
de Markov. Nous avons démontré la convergence forte et la normalité
asymptotique de I'EMYV pour les deux caractéristiques. Notre but a court
terme est de démontrer également son efficacité. Par suite, il serait intéres-
sant de considérer le probléme d’estimation de la variance asymptotique
dans le théoreme de la limite centrale pour des chaines de renouvellement
markoviennes, un probléme dont le degré de difficulté est plus grand que
celui pour les chaines de Markov (voir Moore et Pyke (1968)). En effet,
si nous considérons le cas non paramétrique du noyau semi-markovien,
I’expression de la variance asymptotique implique un nombre infini des
parametres inconnus. Nous pourrions peut étre exploiter la méthodologie
du troisiéme chapitre pour s’attaquer a ce probleme. Dans le cas ou le
probleme est paramétrique, Stefanov (1995) a considéré une approche
unifiée basée sur les familles exponentielles pour obtenir des solutions
explicites a l'aide de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour
les processus de Markov. Il serait donc intéressant de considérer égale-
ment des problemes paramétriques en utilisant les résultats de Stefanov
(1995) afin de donner des formules explicites pour I'EMV de la variance
asymptotique pour les chaines de Markov et de renouvellement, et pour
la variance asymptotique de cet EMV.

ii) Nous avons considéré l'estimation de la partie du noyau semi-
markovien qui peut étre estimée jusqu’a l'instant de censure et ses
propriétés asymptotiques pour le probléeme de L trajectoires d’une chaine
semi-markovienne censurée a un instant fixe m. Cela ne constitue qu'une
premiere étape dans ce type d’estimation. Une possibilité est de considé-
rer le cas ou le temps de censure n’est pas fixe mais une variable aléatoire.
Elle peut étre une variable aléatoire indépendante de la chaine semi-
markovienne ou dépendante. Le cas indépendant peut correspondre, par
exemple, a une intervention extérieure dans un systéme modélisé par une
chaine semi-markovienne. Le cas dépendant peut étre, par exemple, le
temps d’entrée d'une chaine semi-markovienne dans un état absorbant
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(ou marqué). Dans la fiabilité des systémes, un état absorbant peut étre
un état de panne dans un systeme, réparable ou non.

Notons qu’ici nous avons fait I’hypothése que le temps d’observation
initial correspond a un instant de saut (So = 0). Il y a des applications
ou une hypothese de tel type n’est pas réaliste. En fiabilité, la prise en
compte de la variable aléatoire Sy, o plus particulierement Sy # 0, peut
correspondre aux situations ou le temps initial d’observation n’est pas
identique au début du fonctionnement du systéme. Dans le contexte
médical, Sp peut représenter le délai de la détection d'un certain type
de maladie pour un certain patient. Une possibilité est de considérer
que l'évolution entre les différentes phases de cette maladie peut étre
modélisée par une chaine semi-markovienne. L'observation de 1’évolution
de la maladie auprés d'un patient correspond a une trajectoire d’une
chaine semi-markovienne censurée a gauche. Par conséquent, le probleme
d’estimation consiste a faire une prévision pour l'évolution de la maladie
en observant plusieurs patients, ce qui entre dans le cadre d’estimation
avec des trajectoires censurées a gauche qui proviennent d’une suite des
copies indépendantes d’une chaine semi-markovienne.

iii) La complexité des modeles semi-markoviens cachés et leurs applica-
tions potentielles nous donne la motivation d’investir davantage dans les
deux aspects, théorique et algorithmique, de I'étude de ces modeles. Un
travail qui constitue une continuation naturelle des résultats présentés
dans le quatrieme et le cinquiéme chapitre, est en cours. En fait, nous
avons développé un nouvel algorithme EM et une version stochastique
SAEM spécialement destinés au modele semi-markovien caché avec dé-
pendance des temps de récurrence en arriere. Dans la formulation de ces
algorithmes nous avons pris en compte I'EMV exact en utilisant la repa-
ramétrisation du noyau semi-markovien par les probabilités de transition
de la chaine de Markov couple que nous avons décrit dans ce mémoire.
Nous sommes en train de comparer les performances des algorithmes
en utilisant ces différentes paramétrisations du modele semi-markovien
caché avec ou sans dépendance des temps de récurrence en arriere. Ce
travail peut avoir des applications intéressantes. La prise en compte de
la dépendance des temps de récurrence en arriére peut étre utile dans
des situations ot la loi d’émission des états cachés change avec le temps
a cause des restrictions naturelles imposées par le type de l'application
considérée, ou du vieillissement des composants du systeme modélisé
par la chaine semi-markovienne cachée, ou a cause des interventions
imposées par l'expérimentateur.

Dans le méme contexte, I'estimation des constantes appropriées de fagon
a ce que l'erreur d’approximation du vrai support des lois des temps
de séjour conditionnelles par un support borné soit négligeable est un
sujet important. Nous avons vu que dans le cas de plusieurs copies in-
dépendantes dune chalne semi-markovienne censurée a un instant fixe
m, nous pouvons mesurer la concentration de la loi du temps de séjour
pour tous les états de la chaine semi-markovienne dans 1’ensemble fini
{1,2,...,m}. Cela est fait par 'EMV de la fonction de répartition du
temps de séjour dans chaque état a l'instant m. Nous avons 1'intention



d’étendre les résultats obtenus pour les chaines semi-markoviennes aux
chaines semi-markoviennes cachées. Cela peut étre réalisé en considérant
plusieurs copies indépendantes d’une chaine semi-markovienne cachée
jusqu’a un instant fixe. En considérant différentes valeurs de m, nous
pourrions estimer des constantes appropriées et les utiliser par la suite
pour étudier des trajectoires assez longues afin d’avoir des bonnes esti-
mations avec un temps de calcul abordable.

I est dans notre intérét également d’investir davantage dans le sujet des
critéres d’arrét des algorithmes, ainsi que de choisir la suite des poids v,
utilisée pour l'algorithme SAEM, d’une maniere optimale pour accélérer
la convergence.

En outre, 'approche non paramétrique, étant une approche initiale, doit
étre combinée avec des modeéles paramétriques pour des applications qui
nécessitent une structure cachée spécifique afin d’avoir plus de précision
dans l’estimation. Une application particuliere qui peut entrer dans ce
cadre est la détection automatique des ilots dans une séquence d’ADN, ce
qui sert le diagnostic automatique en médecine.

Finalement, au niveau théorique, nous avons supposé que le support des
lois des temps de séjour conditionnelles est fini. Cela pose une limitation
importante. Jusqu’a présent, a notre connaissance, aucun résultat asymp-
totique pour 'EMV du modele semi-markovien caché avec un support
infini n’a été démontré, ni dans le cas paramétrique ni dans le cas non
paramétrique. Cela constitue un de nos futurs objectifs.
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A1

Théoréeme A.1

THEOREME LIMITE CENTRALE POUR LES MARTINGALES

Soit X une martingale définie sur (Q), A,P) adaptée a la filtration naturelle F et
Y := AX la différence de martingales associée. Si les deux conditions suivantes
sont satisfaites,

m
(M) m Y E (Y] | For) —— 02 >0,
=1 —00
i m—o0
(M2) m~! Z E (Y;%]l{\ynbe\/m) —— 0, pour tout € >0,
n=1
alors,

_ P—p.s.
m X, i 0,

et
m
m 12X =Y Yy~ N(0,0%).
n=1

PREUVE DU LEMME 2.3
Nous remarquons par (2.37) qu'un vecteur stationnaire vérifie
nP=7m ssi w(I-P+1)=1. (A1)

En effet, si la matrice ] — P + II est non-singuliere, alors les équations
d’équilibre admettent une solution unique et par conséquent la CM X a
une seule classe récurrente positive.

Maintenant, supposons que X a une seule classe récurrente positive et
montrons que 'équation

(I-P+Mx" =0, (A.2)

admet x = 0 comme solution unique.

Puisque X a une seule classe récurrente positive, alors il existe unr, 1 <
r <s, tel que E=RUT, avec R = {iy,...,i,} la classe récurrente et
T = {iy41,...,is} 'ensemble des états transitoires. Si r = s, alors T = @ et
la chaine X est irréductible. Nous effectuons une permutation des lignes
de la matrice P de sorte que les s premieres lignes correspondent a la
classe récurrente R.

Soit 7t un vecteur stationnaire. Par et nous avons

a(I-P+Mx" =1x" =0. (A.3)

Cela implique
Ix" = (le,le,. ) .,1xT) =0. (A.4)

Par (A.2) et (A.4) nous obtenons

Px' = xT, (A.5)
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et par conséquent pour tout m € IN
m
m 'Y Plxl =x". (A.6)
n=1

Pour la chaine de Markov X avec E = RU T, décrits ci-dessus, la limite de
Cesaro de la suite {P"},>1 converge vers la matrice

L1, Orx(s—r)>
II= , A.
<H(HW O, (A7)

et en prenant la limite pour m — o, (A.6) donne le systeme d’équations
suivant :
Ix" =x". (A.8)

Cela revient au systeme d’équations pour touti € E :

Z 7T]'x]' = Xij. (A9)
JER

Puisque, par (A.3), Yicpxi = 0 et par (A.9), les x; sont égaux, nous
concluons alors que x = 0.
COMPORTEMENT INITIAL
Nous définissons pour tout i € E,
M; = inf{m € N : N;(m) > 0}. (A.10)

Cette v.a. correspond au premier instant ot le systeme reconnait I’appari-
tion de I'état i € E via le processus de comptage N;. Ainsi, par (2.16), nous
avons

Mi—1=inf{lmeN:X,, =i, Xy #1, pour 0 <k <m —1}, (A.11)

Nous notons également { M ;) };cg la suite ordonnée des {M;}cE et consi-
dérons la décomposition suivante

(M(l)/ M(z), ceoy M(s)) = (MZ‘], MZ'Z, ey Mis)' (A.12)
Nous considérons pour tout 1 <r <'s, 'ensemble
E(,,) = {il,iz,...,iy}, (A13)

qui représente les états visités successivement. Nous soulignons les cas
particuliers suivants

M(l) - 1,
M(s) = inf{m € N : Nl(m) >0,Vie E}. (A14)

Nous considérons également la suite (Em)m o Ot En € E est donné par

E, :={i € E: N;(m) > 0}. (A.15)
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Si nous posons

rm = card{i € E: M; < m} = card{i € E : N;(m) > 0}, (A.16)

alors par (A.15), (A.16) et (A.13) nous concluons que

Em = E(rm) = {il,iz,. . -/irm}- (A17)

Soit1 < ry < setm # M, 1) —1 (Emw = Epy1). Nous effectuons une per-
mutation des lignes de la matrice P(m) en déplacant les r,, lignes corres-
pondantes aux indices (iy,1,...,1,) vers les premieres lignes. La matrice
P(m) peut étre ainsi décomposée dans la forme suivante :

P(m) = <P(”"g)(m) 8) , (A.18)

~

ou P, y(m) représente une sous-matrice stochastique qui correspond a la
matrice de transition pour une chaine de Markov a espace d’état E, ),
c’est a dire, une CM réduite aux états enregistrés par les processus de
comptages N; jusqu’a l'instant m.

Pour tous les instants m € IN tels que E,; est strictement inclus dans E,, 1,
ie, X, € E, ou ES, désigne le complémentaire de E,;, la matrice P(m)
ne peut pas étre décomposée dans la forme (A.18). En effet, méme si le
systéme a reconnu une transition d'un état i € E,, vers un état j € E;, cet
état n’a pas encore donné une transition. Cela est reflété également dans
le calcul du vecteur stationnaire 7t (m). En effet, les m tels que X, € E§,,
correspondent aux instants pour lesquels le calcul n’a pas de sens.

Soit (py,p,,---,p,,) le vecteur des parametres qui correspondent aux
états enregistrés par les processus de comptages N; jusqu’a l'instant m. La
fonction de vraisemblance va étre considérée comme une fonction de ce
vecteur et 'EMV qui est associé a 1’'observation Zj' va maximiser ainsi la
fonction de vraisemblance par rapport a ce vecteur. Les autres parametres
sont indépendants de ce vecteur et donc leur contribution ne joue aucun
role pour la fonction de vraisemblance.

Nous posons p;j(m) = 0sii € {i1,i,...,i, }° afin d"approcher la CM a un
espace d’état E par des CM a un espace d’état graduellement augmenté

selon la suite (Em)meN.

Pour tout m € N, l'existence et 1'unicité de 'EMV sont dues au fait que
nous avons gardé uniquemenet les parametres (py, p,, ..., p,, ). Cela nous
permet d’étendre la méthode du maximum de vraisemblance dans le
cas ou la totalité des observations n’a pas encore été observée. Pour les
instants « problématiques », ot m = Mg —1,2 < i < s, nous pouvons
faire la convention de garder l'estimation de l'instant précédent. La va-
riable aléatoire M(;) exprime le premier instant ou la matrice P(m) va
reconnaitre X comme une CM a espace d’état E.

Concernant le calcul de 'EMV 7t(m) du vecteur stationnaire 7z, donné
dans (2.39), nous vérifions d’abord que la matrice I — P(m) + I est non-
singuliere (sauf pour les instants d’augmentation d’espace d’état). Ensuite,



A.4. Conditions Leroux : Convergence

139

nous vérifions que ce calcul permet bien d’associer le vecteur stationnaire
7ty (m) ala CM a espace d’état E,,, ainsi que le vecteur zéro aux états
non visités.

Nous remarquons que la matrice I — P(m) + I s’écrit

I _ P m + H' — Tm (Tm) m 7’m><(S rm) > , A.l
( ) ( H(S*Ynt)XTm IS—Tm + 1[5_7’771 ( 9)

Nous notons
7t(m) = (7, (m),0—y,). (A.20)

Il est clair que par (A.19), nous avons

~

(m)(I—P(m)+1)=1, (A.21)

et par conséquent si I — P(m) + I est non-singuliere alors la représentation
est identique a (A.20). Les étapes de la preuve sont similaires a celles
du lemme|2.3)en prenant en compte la décomposition (A.20) et (A.18). Une
deuxiéme possibilité est de démontrer par des méthodes élémentaires de
I'algebre linéaire que l'inversibilité de [ — P (m) 4+ I peut étre déduite de sa

forme (A.19) et du fait que les matrices I, — P, )(m) + II,,, et I, + s,
sont inversibles.

CoNDITIONS LEROUX : CONVERGENCE

Nous citons les conditions données dans Leroux (1992) pour assurer la
convergence de 'EMV (théoreme 3 dans Leroux (1992)). Ici, P = (py;)
est la matrice de transition pour la chaine de Markov cachée. L'espace
paramétrique des caractéristiques du modeéle est noté par ® et celui de
la famille des densités conditionnelles {g(- | 0)} par ©. La matrice de
transition sous la vraie valeur est notée par Py,.

Cond. 1. La matrice stochastique P, est irréductible.

Cond. 2. La famille formée par les mélanges d’au plus s éléments de

{g(- | 6) : 6 € O} est identifiable.

Cond. 3. Pour tout y, g(y | -) est continue et admet une limite nulle & I'infini.

Cond. 4. Pour tout j, k, pjx(-) et 6;(-) sont continues.

Cond. 5. Ey, [|logg(Y1 | 0j(¢0))|] < oo, pourj=1,---,s.

S\
Cond. 6. Pour tout 6 € O, E, [SUPHGIQHQ <logg(Y1 | 0 )) ] < 00, pour un

certain 6 > 0, (ou ||| est la norme euclidienne et x* = max(x,0) ).
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A.5 CONDITIONS BICKEL-RITOV-RYDEN : NORMALITE ASYMP-
TOTIQUE

Nous citons les conditions données dans Bickel et al. (1998) pour assu-
rer la normalité asymptotique de I'EMV. Ici, I'espace paramétrique des
caractéristiques est noté par © et py(i,j) représentent les probabilités de
transition sous la vraie valeur 6.

(A1) La matrice de transition Py := (po(i,])) est irréductible et apério-
dique.

(A2) Pour tout i et j, les applications 6 — py(i,j) et 6 — my(i) sont deux
fois continliment dérivables dans un certain voisinage de 6y. Pour
tout i et y € ), 'application 6 — gg(y | i) est deux fois contintiment
différentiable dans le méme voisinage.

(A3) Ecrivons 6 = (61, --,6,). Il existe un § > 0 tel que

i) pour tout 1 < k < d et pour tout i,

9 A\
Eo| sup (10gg9(Y1 | z)> < 00
[o—60]| <6 \ 90k ]
ii) pour tout 1<k, <detpour tout i
82
Eo| sup |z5=;logge(Yi]i)
o601 < | 990,

< 00,

iii) pour I =1,2, tout1 <k, <d,n=1,---,1 et pour tout i,

pL
sup | =o————=2—80(y | )| v(dy) < co.
/9—90||<5 0, - - - 96,
(Ag) 1l existe un & > 0 tel que, si
po(y) :== sup  max M (A.22)

6—6o|<s 1=Ei=K 8oy )

alors, Py(po(Y1) = 00 | X3 = i) < 1, pour tout i.
(As) 0y est un point intérieur de ©.

(A6) L'estimateur du maximum de vraisemblance est fortement
convergent.
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Résumé Nous construisons I'estimateur du maximum de vraisemblance
(EMV) de la loi stationnaire et de la variance asymptotique du théo-
reme de la limite centrale (TLC) pour des fonctionnelles additives des
chaines de Markov ergodiques et nous démontrons sa convergence forte
et sa normalité asymptotique. Ensuite, nous considérons un modele semi-
markovien non paramétrique. Nous présentons I'EMV exact du noyau
semi-markovien qui gouverne 1’évolution de la chaine semi-markovienne
(CSM) et démontrons la convergence forte, ainsi que la normalité asymp-
totique de chaque sous-vecteur fini de cet estimateur en obtenant des
formes explicites pour les matrices de covariance asymptotiques. Ceci a
été appliqué pour une observation de longue durée d’une seule trajectoire
d’une CSM, ainsi que pour une suite des trajectoires i.i.d. d'une CSM cen-
surée a un instant fixe. Nous introduisons un modéle semi-markovien ca-
ché (MSMC) général avec dépendance des temps de récurrence en arriére.
Nous donnons des propriétés asymptotiques de 'EMV qui correspond a
ce modele. Nous déduisons également des expressions explicites pour les
matrices de covariance asymptotiques qui apparaissent dans le TLC pour
I’'EMV des principales caractéristiques des CSM. Enfin, nous proposons
une version améliorée de 1'algorithme EM (Estimation-Maximisation) et
une version stochastique de cet algorithme (SAEM) afin de trouver 'EMV
pour les MSMC non paramétriques. Des exemples numériques sont pré-
sentés pour ces deux algorithmes.

Abstract We construct the maximum likelihood estimator (MLE) of the
stationnary distribution and of the asymptotic variance of the central li-
mit theorem for additive functionals of ergodic Markov chains and we
prove its strong consistency and its asymptotic normality. In the sequel,
we consider a non-parametric semi-Markov model. We present the exact
MLE of the semi-Markov kernel that governs the evolution of the semi-
Markov chain (SMC) and we prove the strong consistency as well as the
asymptotic normality of every finite subvector of this estimator by obtai-
ning explicit forms for the asymptotic covariance matrices. The asympto-
tics were considered for one trajectory of a SMC as well as for a sequence
of i.i.d. observations of a SMC censored at a fixed time. We introduce a
general hidden semi-Markov model (HSMM) with backward recurrence
time dependence. We prove asymptotic properties of the MLE that corres-
ponds to this model. We also deduce explicit expressions for the asympto-
tic covariance matrices that appear in the CLT for the MLE of some basic
characteristics of the SMC. Finally, we propose an improved version of
the EM algorithm for HSMM and a stochastic version of this algorithm
(SAEM), in order to find the MLE for non-parametric HSMMs. Numerical
examples are presented for both algorithms.
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