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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❜é♥é✜❝✐é ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ❛♥s ❞✉ s✉♣♣♦rt ✜♥❛♥❝✐❡r ❞❡ ❚❖❚❆▲ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞✬✉♥ ❝♦♥tr❛t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛ssé ❛✈❡❝ ❧✬■◆❘■❆✳

❏❡ t✐❡♥s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❛ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t❤ès❡ ❍é❧è♥❡ ❇❛r✉❝q q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs
s✉ êtr❡ ♣rés❡♥t❡ à ♠❡s ❝ôtés✳ ❙❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s❛ r✐❣✉❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t s❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s
♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r ❡t ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ ♣r♦❥❡t✳ ❏❡ ❧✉✐ s✉✐s ❡①trè♠❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥t❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥❣rès ♥❛t✐♦♥❛✉① ❡t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉①✳ ❈❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡
à ♠❛ ✭❣r❛♥❞❡✳✳✳✮ t✐♠✐❞✐té✳ ❏❡ ❧❛ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛ té♠♦✐❣♥é❡
❞✉r❛♥t ❧❛ t❤ès❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ♠❡ ❞♦♥♥❡r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❏✉❧✐❡♥ ❉✐❛③✳ ❙❡s ❝♦♠✲
♣ét❡♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ♦♥t été
♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥❡ ❛✐❞❡ ✐♥❡st✐♠❛❜❧❡✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ✭ét♦✉r❞✐❡
♦❜❧✐❣❡ ❄✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ♠❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s
q✉❡st✐♦♥s ✦

❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ à ❍❡♥r✐ ❈❛❧❛♥❞r❛ s❛♥s q✉✐ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ✈✉ ❧❡
❥♦✉r✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❷♠♦♥❞❡❶ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ s❡s
❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t s❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ✐❞é❛❧❡s q✉✬✐❧ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ❝❤❡③ ❚❖❚❆▲ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s à s❡s ❝ôtés✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ❇❡rtr❛♥❞ ❉❡♥❡❧ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté❡ ❝❤❡③ ❚❖❚❆▲ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛s♣❡❝ts ❣é♦♣❤②s✐q✉❡s✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t✱ ♥✬♦✉❜❧✐♦♥s ♣❛s✱ ❇❆❍❆▼❆❙✳✳✳

❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ▼♦♥s✐❡✉r ❙té♣❤❛♥❡ ▲❛♥tér✐ ❡t à ▼♦♥s✐❡✉r
❘♦❜❡rt ❱❛♥ ❞❡r ❍✐❧t③ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡
♣♦✉r ❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s ❡t ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ q✉✬✐❧s ♦♥t ❛♣♣♦rté à ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

▼♦♥s✐❡✉r ❘❛❜✐❛ ❉❥❡❧❧♦✉❧✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✱ ❥✬❡♥ s✉✐s très ❤♦♥♦ré❡
❡t ❥❡ ❧✬❡♥ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t✳

❏✬❡①♣r✐♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ▼❛❞❛♠❡ ❏❡❛♥ ❘♦❜❡rts ♣♦✉r s❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
à ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❝❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♥❡✐❣❡ ♣❛r✐s✐❡♥♥❡ ❞✉ ✶✼ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✾✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ❆❜❞❡rr❛❤♠❛♥❡ ❇❡♥❞❛❧✐ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ❉❛✈✐❞ P❛r❞♦ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳

✺



❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ■◆❘■❆ ▼❛❣✐q✉❡✸❉ ♣♦✉r ❧❡✉r
s♦✉t✐❡♥✱ ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❡t ❧❡✉r ❥♦✐❡ ❞❡ ✈✐✈r❡✳ ◗✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❛
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❄ ▼❡r❝✐ à t♦✉s ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ❛❣ré❛❜❧❡s ♠♦♠❡♥ts q✉❡ ❥❡ q✉❛❧✐✜❡r❛✐ ♠ê♠❡
❞❡ ❷♠❛❣✐q✉❡s❶✳✳✳ ▼❡r❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❏♦s② ❇❛r♦♥ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧✐té ❧❡s tâ❝❤❡s
❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s✳ ❚❛ ♣rés❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ t♦✉❝❤é❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❡ ❚❖❚❆▲ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❞é✲
♣❛rt❡♠❡♥t ▼ét❤♦❞❡s ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❙✐s♠✐q✉❡s ✭▼❚❙✮ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ❧❡s st❛❣✐❛✐r❡s✱ ❧❡s t❤és❛r❞s ❡t ♥♦✉✈❡❛✉① ❞♦❝t❡✉rs ❞❡ ❚❖❚❆▲ ❡t
❞✉ ❜✉r❡❛✉ ✷✶✹ ♣♦✉r ❧❡✉r é❝♦✉t❡ ❡t ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r P✐❡rr❡✲❨✈❡s✱ ❋❧♦r✐❛♥ ❡t
s♦♥ ❝❛❧♠❡ ❧é❣❡♥❞❛✐r❡ q✉✐ ♠✬é♣❛t❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✦ ❏✉❧✐❡✱ ❧❡s ❞♦❝t♦r✐❛❧❡s ❡t ♥♦s ❛♠✐s ❝♦♠♠✉♥s✳✳✳
❏❏ ❡t s❛ ❧é❣èr❡ s✉❝❡♣t✐❜✐❧✐té ✦ ✦

❘❛❝❤❡❞✱ ❥❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ t♦♥ ❛✐❞❡ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté❡✳✳✳ s✉rt♦✉t ❞❛♥s
❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ♠♦✐s✳✳✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐✱ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦♥ ❛♠✐t✐é ✦

●✐❧❧❡s✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t❡s ❜❧❛❣✉❡s ✭t♦✉t❡s ✦ s❛♥s ❡①❝❡♣t✐♦♥✳✳✳✮✳ ❚✉ s❛✐s ✈r❛✐♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs
q✉♦✐ ❞✐r❡ ♣♦✉r r❡♠♦♥t❡r ❧❡ ♠♦r❛❧ ✦

▲é♥❛✱ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉rr❛✐s✲❥❡ ♦✉❜❧✐❡r ✉♥ ❥♦✉r ♥♦s ♣ér✐♣ét✐❡s ❞❡ ✈♦②❛❣❡s ❄ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❤❡✉r❡
❞❡ ❜✉s ❡♥ r❡♥tr❛♥t ❞❡ ▲♦♥❞r❡s✱ ❧❡ tr❛✐♥ ♣♦✉r ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❡t s❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ t❛r♦ts ✭❛r❣❣❣ ✦ ✦ ✦✮✳✳✳
❱➔ ❞♦r❡s❝ ♦ ♠✉❧➭✐♠❡ ❞❡ ❢❡r✐❝✐r❡✳

❆♥♥❡✲●❛ë❧❧❡✱ ❥❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣♦✉r t♦♥ ré❝♦♥❢♦rt ❞❛♥s ♠❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞♦✉t❡s✱
♣♦✉r t♦♥ s♦✉r✐r❡ ❡t t❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ◗✉❡ ❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥ t❛ ♣rés❡♥❝❡ ✦ ❱❡♥✐s❡ ❡t
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✈✐✈r❡ ❞❛♥s ♠♦♥ ♣❛②s ♣❛t❡r♥❡❧✳✳✳✱ ▼❛rs❡✐❧❧❡
❡t t❡s rê✈❡s ❢❛r❢❡❧✉s✳✳✳ tr♦♣ ❇■❊◆ ✦ ❚✉ ♥✬❛s ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❧à ❧❡ ❥♦✉r ❏ ♠❛✐s t❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts
à ❞✐st❛♥❝❡ ♠✬♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ t♦✉❝❤é❡ ✦

❱ér♦ ❡t ❈②r✐❧✳✳✳ ▼❡r❝✐ ❷♠❡s ♣❡t✐ts❶✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rt❡r ♠♦✐✱ ♠❡s t✐r❛❣❡s ❞❡
❧❛♥❣✉❡ ❡t ♠❡s ❢❛♠❡✉① ❝♦❞❡s ✳✳✳✳✳✳✳ ❯♥ ❣r♦s ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥✱ ✈♦s ♦r❡✐❧❧❡s ❛tt❡♥t✐✈❡s
à ♠❡s ♣❡t✐ts ♠❛❧❤❡✉rs q✉♦t✐❞✐❡♥s✱ ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❛✐❞❡ ❡t ✈♦s ❧♦♥❣✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✳✳ ✭❛✉ ❢❛✐t
♣♦✉rq✉♦✐ ✉✳✳✳ ❄ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ✷✵✶✶ ❄✮✳ ▼❡r❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈②❝② ♣♦✉r s❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡
♠✐♥✉t❡✳✳✳ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ✦ ❝❤❛♣❡❛✉ ✦ ❏❡ t❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈✐s✐♦♥s
♣♦✉r t❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❱✐✈✐❛♥❡✳✳✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♠❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣èr❡s ❆❣♥ès ❡t ❘♦r♦✳ ✽ ❛♥s✱ ✺ ❛♥s✳✳✳ ◗✉❡ ❞❡ s♦✉✈❡♥✐rs ✦ ❖♥ ❛
❝♦♠♠❡♥❝é ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✈❡♥t✉r❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ♦♥ ❧❛ ✜♥✐t ❡♥❝♦r❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✦ ✦ ✦ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r
été ❧à q✉❛♥❞ ❥✬❡♥ ❛✐ ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣✉ s✉♣♣♦rt❡r ♠♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉♥ ♣❡✉ s♣é✲
❝✐❛❧✳✳✳ P♦✉r ♠❛ ❞é❢❡♥s❡✱ ❥❡ ❞✐r❛✐ q✉❡ ❧❡ ✈ôtr❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❧ ♥♦♥ ♣❧✉s ✿✲✮ ✦

▼❡r❝✐ à t♦✉t❡ ♠♦♥ éq✉✐♣❡ ❞❡ r✉❣❜② ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ ❞é❢♦✉❧❡r ❡t ❞✬é✈❛❝✉❡r ❧❡
str❡ss ✦ ✦

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ♠❡s ❛♠✐s ❞✉ ❝ôté ❞❡ ❏✉✐❧❧❛❝q✳ ❈❡❧❛ ♠❡ ❢❛✐s❛✐t ✉♥ ❜✐❡♥ ❢♦✉ ❞❡ ♣❡♥s❡r ✉♥
♣❡✉ à ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ✇❡❡❦✲❡♥❞ ✦ ✦

▼❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✬❛❞r❡ss❡♥t à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❑✐♥❞❡r ❡t ❧❛ ♣❡t✐t❡ tr✐❜✉✳✳✳
❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts s✉rt♦✉t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡

✻



❞r♦✐t❡✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ✈♦✉s êtr❡ ❞é♣❧❛❝és ❷❡♥ ❢♦r❝❡❶♣♦✉r ♠❡ s✉♣♣♦rt❡r ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ✿
❈♦♥❝❤❡③ ✭♠❡r❝✐ à t♦✉s ❞✬❛✈♦✐r s✉ ✈♦✉s ❧✐❜ér❡r ❞❡ t♦✉t❡s ✈♦s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✮✱ ▼❛rr❛✐♥❡ ❡t
t♦♥t♦♥ ❈❤❛r❧❡s ✭♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳✳✳✮✱ ❚✐t✐ ✭t✉ ❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ é❝r✐t ♣❡♥❞❛♥t q✉❡
❥❡ ♣❛r❧❛✐s ♠❛✐s ❥❡ ♥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ✈✉ t❡s ♥♦t❡s ✦✮✳✳✳ ❯♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r P❛r✐s ❡t
s✉rt♦✉t ♣♦✉r t❛t✐❡✱ ❥❡ s❛✐s q✉❡ t✉ r❡❣r❡tt❡s é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s ♣✉ ❞❡s❝❡♥❞r❡ ♠❛✐s
✐❧ ② ❛ ❧❛ ✈✐❞é♦ ✦ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t é♥♦r♠é♠❡♥t ♠❡s ♣❡t✐t❡s ♠❛♠✐❡s ❡t ♣❛rr❛✐♥ ♣♦✉r
❧❡✉r t❡♥❞r❡ss❡ ♠ê♠❡ s✐ ♣❛r❢♦✐s ♠❡s s❛✉t❡s ❞✬❤✉♠❡✉r ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❢❛❝✐❧❡s à ✈✐✈r❡ ✦ ▼❛♠❛♥✱
P❛♣❛ ♠❡r❝✐ ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝♦❡✉r ♣♦✉r ❚❖❯❚✳✳✳ s❛♥s ✈♦✉s ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐ ♣❛s ❧à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳✳✳ ❊t✱
❡♥✜♥✱ ♠❛ ❣r❛♥❞❡ ✭♣❡t✐t❡✮ s♦❡✉r✳✳✳ ❋❧♦✱ t✉ ❛s été s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ♣♦✉✈❛✐s t♦✉t t❡ ❝♦♥✜❡r✱ ♠❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞♦✉t❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡ ❥♦✐❡ ✭❥❡ s❛✐s q✉✬❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ t♦✐ t✉ ét❛✐s très ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥é❡ ❞❡ ♠❡s ❜❡❛✉① ✜❧♠s✳✳✳ ✦✮
P♦✉r t♦✉t ❝❡❧❛ ▼❊❘❈■ ✦ ✦ ✦
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✶✺

✶✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
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✺✳✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

❆♥♥❡①❡ ❆✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✶✺✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✼
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❡t✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ♣r❛t✐✲
q✉❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ré♣❡rt♦r✐és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛❝❤❡✈é ❝❛r ♦♥ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ③♦♥❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ✐♠❛❣❡r✱ à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❣✐s❡♠❡♥ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❞é❥à été ❞é❝♦✉✈❡rts✳ ▲❡s ♠✐❧✐❡✉① q✉✐
s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❡✉ ❡①♣❧♦✐tés s♦♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ❝❧✐♠❛t ✭❞❛♥s ❧❛ ❢♦rêt tr♦♣✐❝❛❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮
♦✉ ❧❛ ❣é♦❣r❛♣❤✐❡ ✭❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s ♠♦♥t❛❣♥❡✉s❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ s♦♥t ❤♦st✐❧❡s✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝
❝♦♥❢r♦♥té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✉ ❢♦r❛❣❡✱ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ à ❡①♣❧♦r❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛❞❛♣t❡r
❧❡ ❢♦r❛❣❡ à ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ s✐t❡ s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ♠♦♥t❛❣♥❡✉s❡✳ ❖r✱ ✉♥ ❢♦r❛❣❡
❝♦ût❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ 3 à 4 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s s✬✐❧ ❡st ré❛❧✐sé s✉r t❡rr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ♣r♦♣✐❝❡ ❛✉
❢♦r❛❣❡✱ 20 à 60 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s s✬✐❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ♠❡r ❡t ♣❧✉s ❞❡ 100 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s s✬✐❧ ❡st
♣r♦❢♦♥❞ ♦✉ ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣étr♦❧✐❡r
❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐✈❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ à ❡①♣❧♦r❡r ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ❢♦r❛❣❡ s♦✐t ré❛❧✐sé✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡ ❢♦r❛❣❡ ❛ ❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛❜♦✉t✐r✳

P♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ♣✐è❣❡s ❞✬❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬é❝❤♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s✐s♠✐q✉❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛ ♣❧✉s ❡♠♣❧♦②é❡
❡t ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬② tr♦✉✈❡r ❞❡s ❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s✳ ▲❛ s✐s♠✐q✉❡ ré✢❡①✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡♥r❡❣✐str❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞✬♦♥❞❡s s✐s♠✐q✉❡s✳ ▲❡s
ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡s ré✲
✢❡❝t❡✉rs ✭✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts✮ ❣râ❝❡ ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ré✢é❝❤✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ s♦✉s✲s♦❧✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ♦❜t❡♥✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐s♠✐q✉❡✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ré✢❡❝t❡✉rs
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s q✉✐ ❡st ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s✐s♠✐q✉❡s✳ ❖♥
❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉♦ s❡ ❢❛✐s❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ♣❡♥❞❛♥t très ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❡❧❧❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡

✶✶



tr♦♣ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t
s❛✈♦✐r ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✱ ❝❡
q✉✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ t❡♠♣s q✉✬❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✐♠♣❧✐✲
✜é❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡s ❡t ♣❡✉ ❣♦✉r♠❛♥❞❡s ❡♥
♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ♦✉ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣✲❋♦✉r✐❡r ❞♦♥t
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t✐❢ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛ ❢❛✐t ❞❡s ♣r♦❣rès
✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥ts ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣ré❝✐s❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❘❡✈❡rs❡ ❚✐♠❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦✉
❘❚▼✳

❆✈❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♠✐✲
❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❘❚▼ ✉t✐❧✐sé ❝❤❡③ ❚♦t❛❧ ét❛✐t ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❣✉❧✐èr❡s ❡t ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s s②stè♠❡s ❢❛❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❛rté❢❛❝ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ s✉rt♦✉t q✉❛♥❞ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
❤étér♦❣è♥❡ ♦✉ q✉❛♥❞ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st tr♦♣ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝❛r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♥❡
♣❡✉t s✬② ❛❞❛♣t❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♠❛✐s
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
très ♣ré❝✐s❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡t s♦♥t très ✢❡①✐❜❧❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♠❜✐♥❡r à ❞✐✛é✲
r❡♥ts ♦r❞r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ 3❉ ❡t ❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✜♥✐❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❬✶✱ ✷❪ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♣é♥❛✲
❧✐s❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé❡ ✿ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❷❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r❶ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r
à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●❛✉ss✲
▲♦❜❛tt♦✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❞✐t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉① ✭❙❊▼✮
❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛ss❡✳ ▲❛ ❙❊▼ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝és à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❛r ❬✸✱ ✹❪ ❡t à ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡ ♣❛r ❬✺✱ ✻✱ ✼❪✳ ❙❡✉❧ ❜é♠♦❧✱ ❧❛ ❙❊▼ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥
q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ❡♥ 2❉ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡♥ 3❉ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞
✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❝❤❛❤✉té❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ été
ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❙❊▼ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❬✽❪ ♠❛✐s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❤❛✉t ❞❡❣ré r❡st❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❡t s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ tr♦✐s✳

✶✷



❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ♦♥ ❛ ♣✉ ❧✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛✲
❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ✭●❉▼✮ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉✈❛♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❡♥ 2❉ ♦✉ tétr❛è❞r❡s ❡♥ 3❉ ✭♠❛✐❧❧❛❣❡s q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✲
❝✐❧❡s ❡t r❛♣✐❞❡s à ♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛✐❧❧❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡s♣ér❡r r❡♣r♦❞✉✐r❡
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝❛r ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① tr✐❛♥❣❧❡s ♦✉ tétr❛è❞r❡s q✉✬❛✉① q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ♦✉ ❤❡①❛è❞r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ●❉▼ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ str✉❝t✉rés✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡✉r ❛ss✉r❡♥t ✉♥❡
très ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té✳ ▲❡s ●❉▼ ♦♥t ❛✉ss✐ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❡t✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❡❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r
❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❢♦rt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣❛✲
r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞ très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐té ✐♥tér✐❡✉r❡ ✭■P❉●▼✮ q✉✐ ❛
été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❬✾❪✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ✈♦✐r s✐
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ét❛✐t ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❘❚▼✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦t✐✈é
♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s✱ ❧❛ ■P❉●▼ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✭❋❉▼✮✱ ❧❛ ❙❊▼ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r❛♣✐❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❙❝r❡❡♥ Pr♦♣❛❣❛t♦r ✭●❙P✮ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ▼✳ ❞❡ ❍♦♦♣ ❬✶✵❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❝❛r ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡ ●❙P✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❡st ❛✉ss✐
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❙❊▼✱ q✉✬❡❧❧❡ s✉r♣❛ss❡ ❧❛ ❋❉▼ ❡t ❧❡ ●❙P✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❙❊▼ ❝❛r ❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ♦✉ tétr❛è❞r❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✉rs ❡✣❝❛❝❡s ❡t ❢❛❝✐❧❡s à s❡ ♣r♦❝✉r❡r ❡t ❡❧❧❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❘❚▼✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ■P❉●❋❡♠✱ ❜❛sé
s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥t été ♦♣t✐♠✐sé❡s ❡♥ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ❢❛❝✐❧✐té❡
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧♦❝❛✉① q✉✐ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡❧❛✳ ❖♥ ❛
❛✐♥s✐ ❛♠é❧✐♦ré ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❛✜♥ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ❛✉ ❝♦❞❡ ■P❉●❋❡♠ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✳
❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ■P❉●❋❡♠✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été
♦❜s❡r✈é ♣❛r ❉✐❛③ ❡t ●r♦t❡ ❬✶✶❪✱ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡
str❛té❣✐❡✱ ♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❝éss❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ✶❉✱ ❧❡s
t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s à ✷❉ ét❛♥t ❡♥ ❝♦✉rs✳

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ét❛t ❞❡
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❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
✭❛♣♣❡❧é ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✮ ❡t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st✱ s❛♥s ❞♦✉t❡✱ ✉♥
r❛♣♣❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❧❡❝t❡✉rs ❣é♦♣❤②s✐❝✐❡♥s✳ P♦✉r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❝♦♠♠❡ ♠♦✐✱ ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
♠✐❧✐❡✉ ♣étr♦❧✐❡r✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞é❞✐é ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t
❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐té ✐♥✲
tér✐❡✉r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ■P❉●▼ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜✲
♥✐❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❙P ❡t ❧❛ ❙❊▼✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
■P❉●▼ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❘❚▼✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
■P❉●▼✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❛tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡ q✉✐ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s
❣râ❝❡ ❛✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ■P❉●❋❡♠✳ ▲❡s t❡sts q✉✐ ♦♥t été ré❛❧✐sés ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡t q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠❛❣❡r ❞❡s ③♦♥❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✳ ■❧ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à ✐♠❛❣❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦❞❡ q✉❡ ■P❉●❋❡♠✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝✐♥q✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ✐❧ ♥❡ tr❛✐t❡ q✉❡ ❞✉ ❝❛s ✶❉ ♠❛✐s
❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t très ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r
q✉✬❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡rt✉r❜❡ ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❡t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡

♠✐❣r❛t✐♦♥

❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡s ❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s r❡st❡♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐rr❡♠♣❧❛ç❛❜❧❡ ❡t ❧❡s
❣é♦❧♦❣✉❡s ❡t ❧❡s ❣é♦♣❤②s✐❝✐❡♥s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❷♣✐è❣❡s❶ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ r❡♥❢❡r♠❡r
❞✉ ❣❛③ ❡t ❞✉ ♣étr♦❧❡✳ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ✈♦✐❧à ♣❧✉s ❞❡ ❝❡♥t ❛♥s ❡t à ❝❡ ❥♦✉r✱
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ré♣❡rt♦r✐és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❛✉① ❛❝t✉❡❧s
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡ ✸✵➐ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡
❞❡ ❝❡s ❜❛ss✐♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ ♣✐é❣❡❛❣❡
❞❡s ❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✳

❆ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st ❧❛ s✐s♠✐q✉❡✲ré✢❡①✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉✲
❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛ s❡✉❧❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬② tr♦✉✈❡r ❞❡s ❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s✐s♠✐q✉❡✲ré✢❡①✐♦♥
❡st s✐♠♣❧❡✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝ré❡r ❡t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❝❛✲
❝❤é❡s ❡st très ❝♦♠♣❧❡①❡✳

▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t
♣✉✐s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳

❊♥ s✐s♠✐q✉❡✲ré✢❡①✐♦♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✐s✲
♠✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶ ❡t ❋✐❣✳ ✶✳✷✮ q✉✐ s♦✉♠❡tt❡♥t ❧❡ s♦✉s✲s♦❧ à ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ s♦✉r❝❡
❡①♣❧♦s✐✈❡ ♦✉ ✈✐❜r❛♥t❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❡t ❡st ré✢é❝❤✐
♣❛r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡✮✳ ▲❡ t❡♠♣s
❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❡st ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs s✐t✉és ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡s ❡♥r❡❣✐s✲
tr❡♠❡♥ts✱ ❛♣♣❡❧és s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ s✐s♠✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t
❞❡ t✐r ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ s✐s♠✐q✉❡✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ré♣été❡ ❡♥ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❧❛
s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s rés✉❧t❛♥ts s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡s
❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t✐r✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥
❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s t✐rs ❝♦♠♠✉♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛rr❛♥❣é❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✴ré❝❡♣t❡✉r ✭♦✛s❡t✮✳ ▲❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❛❧♦rs tr❛❝és à
♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♦✛s❡ts ❝♦♠♠✉♥s✳ ❈❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ♠❡r ♦✉ s✉r t❡rr❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐s♠✐q✉❡ ♠❛r✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡

✶✺



❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❈❛♠♣❛❣♥❡s s✐s♠✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♠❛r✐♥❡ ❡t t❡rr❡str❡✳

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡✳

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❛ s✐s♠✐q✉❡
t❡rr❡str❡✱ ❝✬❡st ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s
❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉s ✜❞è❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭♦✉ ❡♥ t❡♠♣s✮ ❧❡s ré✢❡❝t❡✉rs
♦❜s❡r✈és s✉r ❧❡s tr❛❝❡s s✐s♠✐q✉❡s ❞❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♠✐❣r❛✲
t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ q✉✐ ♦♥t t♦✉t❡s ♣♦✉r ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✴rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✲
r✐❡ ♣♦✉r r❡st✐t✉❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
✜❛❜❧❡s✱ ♣ré❝✐s❡s ❡t r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦✉r s❡
❞♦♥♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞é❥à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
s♦♥t ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♥ ♣❧✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉
s♦✉s✲s♦❧ ❬✶✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❧♦✉r❞❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡
❝♦♥st✐t✉❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ ✈r❛✐ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣étr♦❧✐❡r ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♠é❞✐❝❛❧ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝❛♥❝ér❡✉s❡s ❞✉

✶✻



s❡✐♥✮ ♦✉ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥❡s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❧✬ét❛♣❡ ❝❛♣✐t❛❧❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ✭✐✳❡✳ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✮✳ P❧✉s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
✉t✐❧✐sé❡ ❡st ♣ré❝✐s❡✱ ♣❧✉s ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡st ✜❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛♣rès
✉♥ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞r❡ss♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐✲
❧✐sé❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✱ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡s ♦✉ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ✈✉ ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡✉rs
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

✶✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s✐s♠✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s✐s♠✐q✉❡s✳

✶✳✶✳✶ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

c2

∂2u

∂t2
(①, t) − ∆u(①, t) = 0 ✭✶✳✶✮

♦ù ① = (x, y, z) ∈ R
3✱ t ∈ ]0, Tf [✱ Tf ❡st ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ u(①, t) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣

❞✬♦♥❞❡s✱ c(①) ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ∆ =
∑

b∈{x,y,z}

∂2

∂b2
❡st

❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ u✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ♥♦♠♠❛♥t éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉ éq✉❛t✐♦♥ t✇♦✲✇❛②✳

❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st très ✉t✐❧✐sé ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ t✇♦✲
✇❛② ✭✶✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ✿

[

∆ +
(ω

c

)2
]

U(x, y, z, ω) = 0 ✭✶✳✷✮

♦ù ω ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ t ❡t U ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ u s❡❧♦♥ t✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❡❧❧❡ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ❞❡
r❡♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s
❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ▼✳ ●r✐❣♦r♦s❝✉t❛ ❬✶✸❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s q✉✐
s❡♠❜❧❡ très ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡✳

✶✼



✶✳✶✳✷ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
(x, y, z, ω) ✿

[

∆ +
(ω

c

)2
]

U (①, ω) = S (①0, ω) , ✭✶✳✸✮

♦ù U ❞és✐❣♥❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ u s❡❧♦♥ t ❡t S ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ ❡♥
①0 = (x0, y0, z0)✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡ ♣❛r S ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

U inc (①, ω) =

∫

Σ

G (①, ω; s) S (①0, ω) ds,

♦ù G (①, ω; s) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ① ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S✱ Σ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❞♦♥♥é❡ ❡t U inc (①, ω) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
δ(①− s)✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ U inc ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

U inc (①, ω) ≈ G (①, ω; s) = G (s, ω;①) = C(ω)A(s,①)e−iωT (s,①), ✭✶✳✹✮

♦ù T (s,①) ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠✐s ♣❛r ❧✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ tr❛❥❡t ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t
❧❡ ♣♦✐♥t ① q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ A(s,①) ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ r❛②♦♥ ❡t C(ω)

❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ 1❉✱ C(ω) =
1

iω
✱ ❡♥

2❉✱ C(ω) =
1√
−iω

❡t ❡♥ 3❉✱ C(ω) = 1 ❬✶✹❪✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r T (s,①)✱ ♦♥ rés♦✉t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❊✐❦♦♥❛❧❡ q✉✐ ré❣✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿

(∇xT (s,①))2 =
1

c2(①)
. ✭✶✳✺✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✶✳✺✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥❥❡❝t❡r ✭✶✳✹✮ ❞❛♥s ✭✶✳✸✮ ❡t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❈❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❬✶✺✱ ✶✻❪✱ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ●r❛♣❤❡s
❬✶✼❪ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬✶✽❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ A(s,①)✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ r❛✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s T (s,①) ❡t A(s,①)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
rés♦✉t ❧❡ s②stè♠❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ✿















d①

dτ
= ♣(①)

d♣

dτ
=

1

2
∇
(

1

c2(①)

)

❛✈❡❝ ‖♣‖2 = ‖∇T‖2 =
1

c2(①)
✳ ▲❡ t❡r♠❡ ①(τ) ❡st ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s r❛✐s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛✲

t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ r❛✐ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ r❛✐✳

✶✽



▲❡ t❡r♠❡ ♣ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r❛✐ ❡t τ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs✳

▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✭ré✢❡❝t❡✉r✮ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡
❛rr✐✈❛♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ① ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r ✈❛ s❡ ré✢é❝❤✐r ❡♥ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st é❣❛❧❡
à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛rr✐✈❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❡①tér✐❡✉r❡ ♥ ❛✉ ré✢❡❝t❡✉r✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ✿

U(①, ω) = R(①, θ(①, s))U inc(①, ω)

s♦✐t✱
U(①, ω) = R(①, θ(①, s))C(ω)A(s,①)e−iωT (s,①) ✭✶✳✻✮

♦ù R(①, θ(①, s)) ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ✭♦✉ r❛②♦♥✮ ✈ér✐✜❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡s❝❛rt❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ✈❛ s❡ ré✢é❝❤✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛♥❣❧❡ θ✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✾❪ ♦✉ ❬✷✵❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐ ❡t ❡♥r❡❣✐stré ❡♥ ✉♥
♣♦✐♥t r = (xr, zr) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

U(r, ω) =

∫

Σ

[

∂G(①, ω; r)

∂♥
U(①, ω) − G(①, ω; r)

∂U(①, ω)

∂♥

]

d① ✭✶✳✼✮

♦ù Σ ❡st ❧❡ ré✢❡❝t❡✉r✱ ① ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Σ ❡t ♥ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à Σ ❛✉
♣♦✐♥t ①✳ G(①, ω; r) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ① ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é❡ ❡♥ r✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✼✮ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s
U ✈✐❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥✳ ■❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r U ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❬✷✵❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ❝♦ût❡✉① ❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❧❡✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✉♥ ❢r❡✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✸❉✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐♣ô❧❡s ✭❝❢✳ ❬✷✶❪ ❡t
s❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✮ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❝❝é❧ér❡r très s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ❛❞❛♣t❡r ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
❤étér♦❣è♥❡s✳

✶✳✶✳✸ ▲❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ♦♥❡✲✇❛②

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♥✬❛ ❜é♥é✜❝✐é q✉❡ très ré❝❡♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣rès s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s q✉✐ ♦♥t
été ré❛❧✐sés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞✐① ❛♥s✱ ✐❧ ♥✬ét❛✐t
♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡s tr❡♥t❡
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❛✐♥s✐ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
♣ré❝✐s❡s✱ q✉✐ r❡♣♦s❡♥t t♦✉t❡s s✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❛♣rès ❛✈♦✐r réé❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✶✾



❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r z✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

∂2u

∂z2
=

1

c2

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

∂u

∂z
=

√

1

c2

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿
∂u

∂z
= Θ u ✭✶✳✽✮

♦ù Θ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Θ : u 7→
√

1

c2

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
. ✭✶✳✾✮

❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❞✐t❡ éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛②✱
❡t✱ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
Θ✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❞r❡ss♦♥s ✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s
❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳

✶✳✶✳✸✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲s❤✐❢t

P♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦♥ ❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ z✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Θ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r s②♠❜♦❧❡ σ (Θ) ❞♦♥♥é
♣❛r ✿

σ (Θ) = i

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y ✭✶✳✶✵✮

♦ù ω✱ kx ❡t ky ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s ❞❡ t✱ x ❡t y ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛② ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ U ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ u✱ U ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ✿

∂U

∂z
= i

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y U

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✿

U := U (kx, ky, z, ω) = U (kx, ky, 0, ω) e
i

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y z

.

✷✵



❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ∆z ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ z✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿

U(kx, ky, z + ∆z, ω) = U(kx, ky, z, ω)eσ (Θ) ∆z. ✭✶✳✶✶✮

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très s✐♠♣❧❡ ✈✐❛ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥

♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st é❣❛❧ à 1 ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ♣❤❛s❡

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y ∆z ✈❛r✐❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ z✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐❧ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡
✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐❢ s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ U(kx, ky, z, ω) ❞✬♦ù s♦♥ ♥♦♠ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r P❤❛s❡✲❙❤✐❢t✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛② à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♦✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t ❬✷✷❪✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝
✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très r❛♣✐❞❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♦ù ❧❛
✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✸✳✷ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r

❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t✱ ❙t♦✛❛ ❡t ❛❧✳
❬✷✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r ✭❙❙❋✮ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❡♥ ❧✉✐ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù c ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ z✱ σ (Θ) = i

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y✳

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s c0 := c0(z) ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
√

ω2

c2
− k2

x − k2
y =

√

ω2

c2
0

− k2
x − k2

y + ω2

(

1

c2
− 1

c2
0

)

❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

σ (Θ) ≃ i

[
√

ω2

c2
0

− k2
x − k2

y + ω

√

(

1

c2
− 1

c2
0

)

]

. ✭✶✳✶✷✮

❆✐♥s✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝♦♥♥✉ U(kx, ky, z, ω)✱ ♦♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t
❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿

U1(kx, ky, z + ∆z, ω) = e

i

√

ω2

c2
0

− k2
x − k2

y ∆z

U(kx, ky, z, ω).

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❞❛♥s ✭✶✳✶✷✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ kx ❡t ky✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ à U1 ❀ ♦♥ ♥♦t❡ u1 = u1(x, y, z + ∆z, ω) ❧❡ rés✉❧t❛t ❡t ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ✿

u(x, y, z + ∆z, ω) = e
iω

(

1

c2
− 1

c2
0

)

∆z
u1(x, y, z + ∆z, ω). ✭✶✳✶✸✮

✷✶



❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛ss❡r à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t U(kx, ky, z + ∆z, ω) ❝♦♠♠❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ x ❡t y ❞❡ u(x, y, z + ∆z, ω)✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t
❝❛r ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐
❡❧❧❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❛tér❛❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✷✮ ♥✬❡st ❥✉st✐✜é❡ q✉❡ s✐
c − c0 ❡st ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳

✶✳✶✳✸✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ✭❝❢✳ ➓➓ ✶✳✶✳✸✳✶✮ ❡t ❙❙❋ ✭❝❢✳ ➓➓ ✶✳✶✳✸✳✷✮ ♥❡
s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♠❛❣❡r ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ❛②❛♥t ❞❡s ♣❡♥t❡s ♣♦✉✈❛♥t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ✾✵✝✳ ❆✉
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❢♦rt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s ♠❛✐s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ré✢❡❝t❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❘✐st♦✇ ❡t ❘ü❤❧ ❬✷✹❪ ♦♥t ♣r♦✲
♣♦sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❋❋❉✮ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛② ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (x, y, z, ω)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

∂u

∂z
(x, y, z, ω) = iΘωu(x, y, z, ω)

❛✈❡❝ Θω =

√

ω2

c2
+

∂2

∂①2
✱ c = c(x, y, z) ❡t

∂2

∂①2
=

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
✳

P♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r Θω✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♣❛r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ ✈❛r✐❡ s♦✐t✱ c(x, y, z) = cref +
δc(x, y, z) ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Ψ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Θω ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ c ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Θω ✉t✐❧✐s❛♥t cref ✿

Ψ =

√

ω2

c2
+

∂2

∂①2
−
√

ω2

c2
ref

+
∂2

∂①2
. ✭✶✳✶✹✮

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ✿

Ψ ≈
(

ω

c
− ω

cref

)

+
ω

c

(

1 − cref

c

)







c2

ω2

∂2

∂①2

a1 + b1
c2

ω2

∂2

∂①2

+

c2

ω2

∂2

∂①2

a2 + b2
c2

ω2

∂2

∂①2

+ ...






✭✶✳✶✺✮

♦ù ai ❡t bi s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ cref/c✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡✉r
❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❞❡ ❬✷✹❪✳

✷✷



❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✶✳✶✹✮ ❡t ✭✶✳✶✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
√

ω2

c2
+

∂2

∂①2
≈

√

ω2

c2
ref

+
∂2

∂①2
+

(

ω

c
− ω

cref

)

+
ω

c

(

1 − cref

c

)







c2

ω2

∂2

∂①2

a1 + b1
c2

ω2

∂2

∂①2

+

c2

ω2

∂2

∂①2

a2 + b2
c2

ω2

∂2

∂①2

+ ...







✭✶✳✶✻✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✳✶✻✮ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r P❤❛s❡✲❙❤✐❢t q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (kx, ky, z, ω)✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦✛❛ ❡t ❛❧✳ ✭♠ét❤♦❞❡ ❙❙❋✮ à
❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (x, y, z, ω) ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
❛✉ss✐ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (x, y, z, ω)✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❋✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡
♣♦✉ss❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ✭✶✳✶✵✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡t ❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡ ❢♦rts ❝♦♥tr❛st❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡♥
❛♥❣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s✳

✶✳✶✳✸✳✹ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t P❧✉s ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t P❧✉s ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭P❙P■✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ●❛③❞❛❣ ❡t ❙❣✉❛③③❡r♦
❡♥ ✶✾✽✹ ❬✷✺❪✱ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❛tér❛❧❡s
❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ l ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ cl ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬é♣❛✐ss❡✉r ∆z ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r l = 2✱ c1(z) = min[c(z)] ❡t c2(z) = max[c(z)]✳ ❖♥
r❡♥✈♦✐❡ à ❬✷✺❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù l > 2✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ P❤❛s❡✲s❤✐❢t ❛✈❡❝
❝❤❛q✉❡ cl ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡s U∗

l ✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ s✉✐✈❛♥t kx ❡t ky ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞✬♦♥❞❡s ✜♥❛❧✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❙P■ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣❡♥❞❛❣❡s✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧✉❧ ❞❡s U∗

l ✳ ❯♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (x, y, z, ω) ✿

u∗(x, y, z, ω) = u(x, y, z, ω)e

iω

c
∆z

. ✭✶✳✶✼✮

P✉✐s ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✉✐✈❛♥t x ❡t y ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
U∗(kx, ky, z, ω);

✷✳ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈✐t❡ss❡ cl ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (kx, ky, z, ω) ✿

U∗
l (kx, ky, z + ∆z, ω) = U∗(kx, ky, z, ω)e

i

(
√

ω2

c2
l

− k2
x − k2

y −
ω

cl

)

∆z

; ✭✶✳✶✽✮

✷✸



✸✳ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ s✉✐✈❛♥t kx ❡t ky ♣✉✐s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞❡s U∗

l ❬✷✺❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r u(x, y, z + ∆z, ω)✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♠❛✐s s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞é♣❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s cl ♣r✐s❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ très ❤étér♦❣è♥❡✱ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ très é❧❡✈é ❞❡ ✈✐t❡ss❡s
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ∆z✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❛ss❡③ ❝♦ût❡✉s❡ ♠ê♠❡ à 2❉✳

✶✳✶✳✸✳✺ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛② ♣❛r❛①✐❛❧❡

■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ✈❛ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ σ (Θ) ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♦♥❡✲✇❛②✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù c := c(z)✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ σ (Θ) = i

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y ❡t ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡

❝❛rré❡ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ P❛❞é ✿

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y ≃ ω

c











1 −
N
∑

n=1

βN
n

(

k2
xc

2

ω2
+

k2
yc

2

ω2

)

1 − αN
n

(

k2
xc

2

ω2
+

k2
yc

2

ω2

)











✭✶✳✶✾✮

♦ù N ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ βN
n , αN

n s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ✈ér✐✜❛♥t ✿














βN
n = cos2

(

nπ

2π + 1

)

αN
n =

2

2N + 1
sin2

(

2n

2N + 1

)

❡t✱
{

0 < βN
n , ∀n ∈ {1, . . . , N}

0 ≤ αN
n ≤ 1 , ∀n ∈ {1, . . . , N} .

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛② ♣❛r❛①✐❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∂U

∂z
(kx, ky, z, ω) = i

ω

c











1 −
N
∑

n=1

βN
n

(

k2
xc

2

ω2
+

k2
yc

2

ω2

)

1 − αN
n

(

k2
xc

2

ω2
+

k2
yc

2

ω2

)











U(kx, ky, z, ω) ✭✶✳✷✵✮

s♦✐t✱ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ✿

∂u

∂z
(x, y, z, ω) = i

ω

c

[

1 −
N
∑

n=1

βN
n

(

S2
x + S2

y

)

1 − αN
n

(

S2
x + S2

y

)

]

u(x, y, z, ω) ✭✶✳✷✶✮

✷✹



❛✈❡❝ Sx =
c(x, y, z)

ω

∂

∂x
❡t Sy =

c(x, y, z)

ω

∂

∂y
✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❈❧❛❡r❜♦✉t✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦♥❡✲✇❛② ♣❛r❛①✐❛❧❡s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐t❡s 15✝❡t 45✝q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛s
N = 1✱ α1

1 = 0✱ β1
1 > 0 ❡t N = 2✱ α2

1 = α2
2 = 1/4✱ β2

1 = β2
2 = 1/4✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✷✻❪ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✳

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛①✐❛❧❡s s♦♥t ♣❧✉tôt rés♦❧✉❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❬✷✼❪ ♦✉
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❬✷✻❪✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉✬à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥
❝ô♥❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ s♦✉✛r✐r ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❧✐és ❛✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳ ◆♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✶✳✶✳✹ ❡t ✶✳✶✳✺✳

✶✳✶✳✸✳✻ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦♥❡✲✇❛② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♦♥t t♦✉t❡s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❝❢✳ ➓➓ ✶✳✶✳✹ ❡t ✶✳✶✳✺✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t t♦✉t❡s s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s r❡st✐t✉❡r ❝♦r✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✿ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❝❛❧❝✉❧é
❡st ❡rr♦♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r
❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s✳
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐ss♦❝✐❡r ❝❡s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r (x, y, z, ω)✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ éq✉❛t✐♦♥ ❊✐❦♦♥❛❧❡ ❡t s✬é❝r✐t ✿

(∇T (①))2 =
1

c2(①)
✭✶✳✷✷✮

♦ù T (①) ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ❡t s✬é❝r✐t ✿

2∇A(①)∇T (①) + A(①)∆T (①) = 0 ✭✶✳✷✸✮

♦ù A(①) ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡✐❦♦♥❛❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❈✬❡st ❞❡ ❧à q✉❡ ✈✐❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡rr♦♥é ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s✳

❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥❞✉✐t ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✽❪ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡s ♦♥❞❡s ♦♥❡✲✇❛②✳ ■❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♥❡✲✇❛② éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡
♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ z✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ♦♥❡✲✇❛② q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✿

[

∂

∂z
± iσc (Θ)

]

U(kx, ky, z, ω) = 0 ✭✶✳✷✹✮

✷✺



♦ù σc (Θ) =

√

ω2

c2
− k2

x − k2
y +

ω2

2c3

(

ω2

c2
− k2

x − k2
y

)

∂c

∂z
✳

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❬✷✾❪✳

✶✳✶✳✸✳✼ ▲❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❝r❡❡♥ Pr♦♣❛❣❛t♦r

❊♥ ✶✾✾✻✱ ▼✳❱✳ ❞❡ ❍♦♦♣ ❬✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❝r❡❡♥ Pr♦♣❛❣❛t♦r ✭●❙P✮✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❇r❡♠♠❡r ❬✸✵❪ à ❧❛ nD✱ n ≥ 2 ❡t q✉✐ ❣❛r❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s z✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ér✐✈❡r ✭♠✐❝r♦❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✮ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛② ❡①❛❝t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡s ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡s ❡st ♣r✐s
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ρ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿



































ρ
∂u

∂t
+ ∇p = 0 ❞❛♥s ]0, T [ ×R

3

1

c2ρ

∂p

∂t
+ ❞✐✈u = q ❞❛♥s ]0, T [ ×R

3

p(0,①) = 0 et u(0,①) = 0 ❞❛♥s R
3

✭✶✳✷✺✮

♦ù u = u(t,①) = t(ux, uy, uz) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ p = p(t,①) ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t q = q(t,①) ❡st ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝❛❧✲
❝✉❧é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❇r❡♠♠❡r✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡ ❛✉① t❤ès❡s
❞❡ ❏✳❍✳ ▲❡ ❘♦✉ss❡❛✉ ❬✸✶❪ ❡t ❞❡ ❋✳ Pr❛t ❬✸✷❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ rés♦✉t ✭✶✳✷✺✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
●❙P✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❋✳ Pr❛t ❬✸✷❪ ❡t ❡st ❞♦té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❛♥t
●❙P ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥ ♦✉ éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛①✐❛❧❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝❡r♥❡r ❧❡s ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ●❙P✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ét❛♥t ❛ss❡③ ❧♦✉r❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ●❙P ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❡t ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r q✉✐ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à été ❢❛✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t❤é♦r✐q✉❡✳

• ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲s❤✐❢t

▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✺✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❬✸✷❪✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡t ♥❡ ❢❛✐t

✷✻



q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ c ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s
é❝r✐t✉r❡s✱ ❧❛ ♣r❡♥❞r❡ é❣❛❧❡ à 1✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

(❉z + L)❯ = ❋ ✭✶✳✷✻✮

❛✈❡❝❯ = t(p̂, ûz), ❉z = I2∂z ❡t I2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
L ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

L = iω

(

0 1
1

c2
+

1

ω2
∆2 0

)

✭✶✳✷✼✮

♦ù ∆2 = ∂2
x + ∂2

y ❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❋ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❋ =t (0, q̂).

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬✸✷❪ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r P t❡❧ q✉❡ s✐ ❱ = P❯ ❛❧♦rs
❱ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

(❉z + iωΛ0)❱ = ❘❱+● ✭✶✳✷✽✮

♦ù Λ0 =

(

Γ0 0
0 −Γ0

)

❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ γ0 =

√

1

c(x, y, z)
− |k′|2

ω2

❛✈❡❝ |k′|2 = k2
x + k2

y✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❘ =

(

R++ R+−

R−+ R−−

)

, ❛✈❡❝ σ(R++) =

σ(R−−) = −1

2

∂zγ0

γ0

, σ(R+−) = σ(R−+) =
1

2

∂zγ0

γ0

✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ P ✳

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✿

{

∂zV+ + iωΓ0V+ = (RV )+ + G+

∂zV− + iωΓ0V− = (RV )− + G−

✭✶✳✷✾✮

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲s❤✐❢t✱ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱
∂zγ0 = 0 ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ (RV )± ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
à rés♦✉❞r❡ ✭à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✮ ❡st ✿

{

∂zV+ + iωΓ0V+ = G+

∂zV− + iωΓ0V− = G−

✭✶✳✸✵✮

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✷❪ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
V ✿

V±(kx, ky, z + ∆z, ω) = exp



i

z+∆z
∫

z

A0
± (ζ) dζ



V±(kx, ky, z, ω) ✭✶✳✸✶✮

♦ù A0
± = ∓ωΓ0✳

✷✼



■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❋♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r B s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✿

eB =
∑

n≥0

Bn

n!
= I + B + Π ✭✶✳✸✷✮

♦ù Π ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ré❣✉❧❛r✐s❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡✱

σ(eB) =
∑

n≥0

σ (Bn)

n!
= 1 + σ(B) +

σ (B2)

2
+ π

= eσ(B) + π∗

✭✶✳✸✸✮

♦ù ❧❡s r❡st❡s π ❡t π∗ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ré❣✉❧❛r✐s❛♥ts✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✭✶✳✸✶✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡

♣❛r s♦♥ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿

σP



exp



∓iω

z+∆z
∫

z

Γ0 (ζ) dζ







 = exp



∓iω



σP





z+∆z
∫

z

Γ0 (ζ) dζ











 . ✭✶✳✸✹✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ét❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ✐✳❡✳ c = cste✱ Γ0 (ζ) = Γ0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ q✉❡ ✿
z+∆z
∫

z

Γ0 (ζ) dζ = Γ0

z+∆z
∫

z

dζ ✱ ❡t ❞♦♥❝ ✿

σ





z+∆z
∫

z

Γ0 (ζ) dζ



 = σ (Γ0) σ





z+∆z
∫

z

dζ



 = γ0∆z. ✭✶✳✸✺✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✶✳✸✹✮ ❡t ✭✶✳✸✺✮ ❞❛♥s ✭✶✳✸✶✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✵✮ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

V± (kx, ky, z + ∆z, ω) = V± (kx, ky, z, ω) e∓iωγ0∆z. ✭✶✳✸✻✮

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❤❛s❡✲s❤✐❢t ✭✶✳✶✶✮ ❛✈❡❝ Θ =
Op (iωγ0) .

• ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r

■❝✐✱ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✷✾✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
Γ0 ♣❛r Γ✳ P♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♣♦✉r ✭✶✳✸✶✮ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

V±(kx, ky, z + ∆z, ω) = V±(kx, ky, z, ω) exp



∓iω

z+∆z
∫

z

Γ (ζ) dζ



 ✭✶✳✸✼✮

✷✽



♦ù σ (Γ) = γ =

√

u(x, y, z) − |k′|2
ω2

❡t u(x, y, z) =
1

c(x, y, z)
❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❧❡♥t❡✉r✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❛r s♦♥
s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

σP





z+∆z
∫

z

Γ0 (ζ) dζ



 = σ





z+∆z
∫

z

dζ



σ (Γ0) = γ0∆z. ✭✶✳✸✽✮

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✶✳✸✹✮ ❡t ✭✶✳✸✽✮✱ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✾✮ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

V± (kx, ky, z + ∆z, ω) = V± (kx, ky, z, ω) e∓iωγ∆z. ✭✶✳✸✾✮

❖r✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❧✐t✲❙t❡♣ ❋♦✉r✐❡r✱ u ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ u(x, y, z) = u0(z) + δu(x, y, z)✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

γ = ωu

√

1 − |k′|2
ω2u2

= ωu

√

1 − |k′|2
ω2 (u2

0 + 2u0δu + δu2)

❡t✱ ❝♦♠♠❡ δu << u0 ✿

γ ≈ ωu

√

1 − |k′|2
ω2u2

0

= ωu0

√

1 − |k′|2
ω2u2

0

+ωδu

√

1 − |k′|2
ω2u2

0

γ ≈ γ0 +
γ0δu

u0

.

✭✶✳✹✵✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✭✶✳✸✾✮ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

V± (kx, ky, z + ∆z, ω) = V± (kx, ky, z, ω) e
∓iω

 

γ0+δu
γ0

u0

!

∆z

= V± (kx, ky, z, ω) e∓iωγ0∆ze
∓iωδu

γ0

u0

∆z
.

✭✶✳✹✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐
|k′|2
ω2u2

0

<< 1 ✿

γ0 = u0

√

1 − |k′|2
ω2u2

0

= u0

(

1 − 1

2

|k′|2
ω2u2

0

+ θ

)

≈ u0

✭✶✳✹✷✮

♦ù θ ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✳

✷✾



❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❧❛ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡
✭✶✳✹✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

V± (kx, ky, z + ∆z, ω) = V± (kx, ky, z, ω) e∓iωγ0∆ze∓iωδu∆z. ✭✶✳✹✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

✭✶✳✶✸✮ ❛✈❡❝ u1(x, y, z + ∆z, ω) = TF−1
(

V− (kx, ky, z, ω) eiωγ0∆z
)

❡t
1

c2
− 1

c2
0

= δu✳ TF−1

❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ s✉✐✈❛♥t kx ❡t ky✳

P❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ●❙P ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❙P ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥
♦✉ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ ●❙P ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛①✐❛❧❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ●❙P ❞♦♥♥❡
❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ à ❝♦✉❝❤❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t
s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr✐❣é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❙P✲P❛r❛①✐❛❧
❬✷✾❪✳ ◆♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞é❞✐é à ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✬♦r❞r❡
♥✉♠ér✐q✉❡✳

✶✳✶✳✹ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé ❥✉sq✉✬❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ét❛✐t ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❖r✱
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ■❧ ❡st ♠❡s✉ré ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥
❞❡s ♣♦✐♥ts ❡s♣❛❝és ❞❡ ∆x, ∆y, ∆z ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ∆t ❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
①ijk = (xi, yj, zk) ❛✈❡❝ xi = i∆x✱ yj = j∆y✱ zk = k∆z✱ {i, j, k} ∈ N

3 ❡t tn = n∆t✳ ❖♥ ♥♦t❡
❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ un

ijk✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛rt ❞❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ξ1 ∈ ]t, t + ∆t[ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡✱

u (①, t + ∆t) = u (①, t) + ∆t
∂u (①, t)

∂t
+

∆t2

2

∂2u (①, t)

∂t2

+
∆t3

6

∂3u (①, t)

∂t3
+

∆t4

24

∂4u (①, ξ1)

∂t4

✭✶✳✹✹✮

❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ξ2 ∈ ]t − ∆t, t[ t❡❧ q✉❡

u (①, t − ∆t) = u (①, t) − ∆t
∂u (①, t)

∂t
+

∆t2

2

∂2u (①, t)

∂t2

−∆t3

6

∂3u (①, t)

∂t3
+

∆t4

24

∂4u (①, ξ2)

∂t4
.

✭✶✳✹✺✮

❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ✿

∂2u (①, t)

∂t2
=

u (①, t + ∆t) − 2u (①, t) + u (①, t − ∆t)

∆t2
− ∆t2

24

(

∂4u (①, ξ1)

∂t4
+

∂4u (①, ξ2)

∂t4

)

.

✸✵



❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✿

∂2u (①ijk, t
n)

∂t2
≃

un+1
ijk − 2un

ijk + un−1
ijk

∆t2
. ✭✶✳✹✻✮

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✿

∆u (①ijk, t
n) ≃

(un
i+1jk + un

ij+1k + un
ijk+1) − 6un

ijk + (un
i−1jk + un

ij−1k + un
ijk−1)

∆h2
✭✶✳✹✼✮

❡♥ ♣♦s❛♥t ∆x = ∆y = ∆z = ∆h✳ ❖♥ ❛ s✉♣♣♦sé ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s❝❤é♠❛ à ✼ ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥t ✿

un+1
ijk = 2un

ijk − un−1
ijk +

c2∆t2

∆h2

(

un
i+1jk + un

ij+1k + un
ijk+1

)

+

c2∆t2

∆h2

(

−6un
ijk +

(

un
i−1jk + un

ij−1k + un
ijk−1

))

.
✭✶✳✹✽✮

❘❡♠❛rq✉❡s ✿

✶✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❛✉ t❡♠♣s n− 1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐
❛✉① t❡♠♣s n ❡t n + 1✳ ❈✬❡st ❝❡ s❝❤é♠❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛✱ ♣❧✉s t❛r❞✱ ♣♦✉r ❧❛ ❘❡✈❡rs❡
❚✐♠❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥✳

✸✶



❖r❞r❡ a0 a±1 a±2 a±3 a±4 a±5 a±6 a±7

✷ −2 1

✹ −5

2

4

3
− 1

12

✻ −49

18

3

2
− 3

20

1

90

✽ −205

72

8

5
−1

5

8

315
− 1

560

✶✹ −266681

88200

7

4
− 7

24

7

108
− 7

528

7

3300
− 7

30888

1

84084

❚❛❜✳ ✶✳✶ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ♣✳

✷✳ ❉❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡
❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ✭✶✳✹✼✮ ❡st ✿

∆u (①ijk, t
n) ≃

p

2
∑

l=− p

2

al(u
n
i+ljk + un

ij+lk + un
ijk+l)

∆h2
✭✶✳✹✾✮

♦ù p ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t (al)−p

2
≤l≤ p

2

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡

t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳

❊♥ t❤é♦r✐❡✱ t♦✉s ❝❡s s❝❤é♠❛s s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❡①❛❝ts q✉❡ ∆t ❡t ∆h s♦♥t ♣❡t✐ts ❡t
❧❛ st❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐❝❤✲▲é✈②✮ ❞✉ t②♣❡ ✿

∆t ≤ αp
∆x

c
♦ù αp ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧✐é❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ❡t ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ r❛✣♥❛♥t

tr♦♣ ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♥tr❡❞✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✭✶✳✹✽✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡
à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❞♦♥♥é✱ ❞❛♥s t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ✉♥❡
♦♥❞❡ ♣❛s à ♣❛s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s à ✉♥❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r z ❞♦♥♥é❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♠♦✐♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡✱ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❡♠♣s ✭❷❦✰✶❶ r❡♠♣❧❛❝❡ ❷♥✰✶❶✮✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛
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♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

un
ijk+1 = − (un

i+1jk + un
ij+1k + un

i−1jk + un
ij−1k + un

ijk−1)

+ 6un
ijk +

∆x2

c2∆t2
(un+1

ijk − 2un
ijk + un−1

ijk ).
✭✶✳✺✵✮

■❝✐✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r k+1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s
❛✉① ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs k ❡t k−1✳ P♦✉r ❧❛ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ✭✶✳✺✵✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
un

ijk−1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s✳

✶✳✶✳✺ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ s✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ♠❛✐s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ♦♥ ♣❡✉t✱ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡
❧♦♥❣✉❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡s♣ér❡r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st
❞❡ r❡♣♦s❡r s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s
q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦té Ω✱ ❡st ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ ré❣✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿
u = 0 s✉r ]0, Tf [ × Γ ♦ù Tf ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ u ❡st ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ H1

0 (Ω) ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r Ω✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ tr♦✉✈❡r
u ∈ H1

0 (Ω) t❡❧❧❡ q✉❡

d2

dt2

∫

Ω

uϕ dx +

∫

Ω

c2∇u · ∇ϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) . ✭✶✳✺✶✮

❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
u (., t) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✿

V h :=
{

v ∈ C0 ∩ H1
0 (Ω) : v|K ∈ Pk (K) , ∀K ∈ Th

}

✭✶✳✺✷✮

♦ù Th ❡st ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ Ω ❡♥ é❧é♠❡♥ts K ✭tr✐❛♥❣❧❡s✱ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s à 2❉✱ tétr❛è❞r❡s✱ ❤❡①❛✲
è❞r❡s à 3❉✮ ❡t Pk(K) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré k s✉r K ∈ Th✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❛❧♦rs ✿ tr♦✉✈❡r uh : ]0, Tf [ × V h → IR t❡❧ q✉❡

d2

dt2

∫

Ω

uhϕh dx +

∫

Ω

c2∇uh · ∇ϕh dx = 0, ∀ϕh ∈ V h (Ω) . ✭✶✳✺✸✮

❖♥ ♥♦t❡ ①i ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✳ ❙♦✐t {vi, 1 ≤ i ≤ n} ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V h

t❡❧❧❡ q✉❡ vi (①j) = δij✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ uh ∈ V h s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

uh(①, t) =
n
∑

j=1

uh,jvj(①).
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

d2

dt2

∫

Ω

(

n
∑

j=1

uh,jvj

)

vi dx +

∫

Ω

c2∇
(

n
∑

j=1

uh,jvj

)

· ∇vi dx = 0, ∀vi, 1 ≤ i ≤ n

✭✶✳✺✹✮
❡t ✭✶✳✺✹✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✿

Md2Uh

dt2
+ KUh = 0 ✭✶✳✺✺✮

♦ù
• Uh ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t (uh,j)1≤j≤n ❀
• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

Mij =

∫

Ω

vivj dx ❡t ❡st ❞♦♥❝ s②♠étr✐q✉❡ ❀

• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

Kij =

∫

Ω

c2∇vi · ∇vj dx✱ ❡st ❛✉ss✐ s②♠étr✐q✉❡✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s❡ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❡t ❛✉ss✐ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ✈❛r✐❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré
♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛❞❛♣té✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✉t♦r✐s❡♥t ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡ ✭❛✈❡❝ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
tr♦✐s✮✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❜r✉t❛❧❡s ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡ r❡✈❡rs ❞❡ ❧❛ ♠é❞❛✐❧❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ❧✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ♦✉ très ❣r❛♥❞ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❉❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ s♦♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳ ❖♥
❡♥tr❡✈♦✐t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t②♣✐q✉❡ ❛✉r❛ ❡♥✈✐r♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ s♦✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ r❡q✉✐❡rt s♦✉✈❡♥t ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✉① t❡♠♣s ❧♦♥❣s ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭s♣❛t✐❛❧ ❡t t❡♠♣♦✲
r❡❧✮ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛ ❡st ❞❡ ♠♦♥t❡r ❡♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
✉s✉❡❧s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ♣❧❡✐♥❡s✱ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs❡r✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✭♦✉ ♠❛ss✲❧✉♠♣✐♥❣✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ♥♦❡✉❞s
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❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ l ≥ 2✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛
♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❞❛♣✲
té❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♣❡❝tr❛✉① ❬✼✱ ✽❪ ❡t ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐té ✐♥tér✐❡✉r❡ ❬✾❪ ♦♥t
♣♦✉r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭♦✉ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✮
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞♦♥❝ ♣rés❡r✈é✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✶✳✷ ▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡ts ❡♥r❡❣✐strés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❇✐✲
s❤♦♣ ❬✸✸❪ ❡t s❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❡st ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♦✉ ✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✉r❛ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥✲
❞❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞♦✐t ✈❛r✐❡r ❧❡♥t❡♠❡♥t ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s ♦✉ ♣♦✉r ♣♦✐♥t❡r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❧♦rs ❞❡s
♠✐❣r❛t✐♦♥s ♠❛r✐♥❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❢❛✐❧❧❡s
♣❡♥té❡s✱ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥tr✉s✐♦♥s s❛❧✐♥❡s✮✱ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣s ♥✬❡st
♣❧✉s ❛ss❡③ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❛
❜❛✐ss❡ ❞❡s rés❡r✈❡s ♣♦✉ss❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s ♣étr♦❧✐èr❡s à ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✐t❡s ♣❛r éq✉❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡t ♥❡ ❞✐✛ér❡♥t q✉❡ ♣❛r
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦✉❞r❡✳

✶✳✷✳✶ ▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛

▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ ❡t s✉r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳✷✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s ❞✬✉♥❡
s♦✉r❝❡ S ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ δ(①− s) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

U inc (①, ω) ≈ G (①, ω; s) = G (s, ω;①) = C(ω)A(s,①)e−iωT (s,①), ✭✶✳✺✻✮
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♦ù U inc (①, ω) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t✱ G (①, ω; s) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥
❛✉ ♣♦✐♥t ① ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ S✱ T (s,①) ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠✐s ♣❛r ❧✬♦♥❞❡ ♣♦✉r
♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ tr❛❥❡t ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ① = (x, y, z) q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ A(s,①) ❡st
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ r❛②♦♥ ❡t C(ω) ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ Σ ❡t ❡♥r❡❣✐stré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r
r = (xr, yr, zr) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

U(①, ω) =

∫

Σ

U enr(r, ω)∇G(r, ω;①) · −→♥ ds. ✭✶✳✺✼✮

♦ù U enr(r, ω) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❈❧❛❡r❜♦✉t ✭✶✾✼✶✮✱ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ✿

R(①) =
∑

ω

U(①, ω)U inc∗ (①, ω)

U inc (①, ω) U inc∗ (①, ω)
, ✭✶✳✺✽✮

♦ù R(①) ❡st ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❛✉ ♣♦✐♥t ①✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(①) =
∑

ω

∑

xs

∑

xr

W∇G(r, ω;①)G∗ (s, ω;①) U enr(r, ω) ✭✶✳✺✾✮

❛✈❡❝ W−1 = U incU inc∗ = G (s, ω;①) G∗ (s, ω;①) = |Gs|2✳

✶✳✷✳✷ ▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s

▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❀

✷✳ ❧❛ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r ❧❡s ré✢❡❝t❡✉rs ❀

✸✳ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❧❛❡r❜♦✉t ❡♥ ✶✾✽✺ ❞✐t ✧q✉✬✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
s♦✉s✲s♦❧ ❡①✐st❡ ❧à ♦ù ❧✬♦♥❞❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♠♦♥t❛♥t❡✧✳ ▲✬♦✉✲
t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡tt❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

❖♥ ❞é♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✸✹❪ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✸✻



✶✳✷✳✷✳✶ ▲❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❷♦♥❡✲✇❛②❶

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❷♦♥❡✲✇❛②❶✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✮ ❡st
❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♥❡✲✇❛②✳ ❈❡❧❛ ❛❜♦✉t✐t à ✿

U(kx, ky, z + ∆z, ω) = U(kx, ky, z, ω)eσ(Θ)∆z. ✭✶✳✻✵✮

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥r❡❣✐s✲
tré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♦♥❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞✉ s♦✉s✲s♦❧
✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡s✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à rés♦✉❞r❡ ✿

U(kx, ky, z + ∆z, ω) = U(kx, ky, z, ω)e−σ(Θ)∆z. ✭✶✳✻✶✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❝r♦ss✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡s ❝❡
q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ r❡✈✐❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ré❝❡♣t❡✉r
♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞✉ ❝❤❛♠♣ s♦✉r❝❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
♣✉✐s s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t✐rs✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭➓➓ ✶✳✶✳✸✮✱ ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✶✳✷✳✷✳✷ ▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❷t✇♦✲✇❛②❶

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ❘❡✈❡rs❡ ❚✐♠❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ✭❘❚▼✮✱ ♦♥ ré✲
s♦✉t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
♦♥ ♥❡ ♣r♦♣❛❣❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r z ♠❛✐s ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❞✉ t❡♠♣s t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❛✉ t❡♠♣s
t+∆t ✭♦✉ t−∆t) ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r z+∆z ✭♦✉ z−∆z)✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦✉r❝❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✉ t❡♠♣s t = 0 ❛✉ t❡♠♣s t = Tf ♦ù Tf ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ r❡✢é❝❤✐ ♣❛r ❧❡s ré✢❡❝t❡✉rs q✉✐ ❛
été ❡♥r❡❣✐stré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳ ❖r✱ ❧❛ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐♥✈❡rs❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❞✉ t❡♠♣s t = Tf

à t = 0✳ ❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s✳ ❯♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r✳ ❊♥ t❡r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✿

I(x, y, z) =

∫ Tf

0

Us(x, y, z, t) · Ur(x, y, z, t) dt

✸✼



♦ù Us ❡t Ur s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦✉r❝❡ ♣r♦♣❛❣é ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉① ré❝❡♣t❡✉rs r❡✲
tr♦♣r♦♣❛❣é✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ t✇♦✲✇❛② ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
✭❝❢✳ ➓➓ ✶✳✶✳✹✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❝❢✳ ➓➓ ✶✳✶✳✺✮✳ P❡♥❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❛♥♥é❡s ❧❛ ❘❚▼ ❛ été ♠✐s❡ ❞❡ ❝ôté ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❡❧❧❡
❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡✳

✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡

❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐té ✐♥tér✐❡✉r❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s très ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❡❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❞♦♥t ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞♦♥t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❝❡ q✉✐
s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆✈❡❝ ❬✸✺❪✱
♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à ✈♦✐r s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡
❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡st❛✉r❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡ ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✻❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✮✳ ❊❧❧❡s ♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s
♣✉✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❢❛✐t ét❛t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ ♣❛♣✐❡r ré❝❡♥t ❞✬❆r♥♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥
tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ✐♥tér✐❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❝❡ q✉✐ ✈❛ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❛♣♣❧✐q✉❡r ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❷■♥t❡r✐♦r P❡♥❛❧t② ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ▼❡t❤♦❞❶ ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱
♥♦✉s ② ❢❡r♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ■P❉●▼✳ P♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❡❧❧❡ ❛
été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❬✸✽❪ ♦ù ♦♥ ② tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣✉✐s ♣❛r ❬✾❪ ♦ù
♦♥ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚rès ré❝❡♠♠❡♥t✱ ●r♦t❡ ❡t
❙❝❤öt③❛✉ ❬✸✾❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ■P❉●▼ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛
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❡♥ t❡♠♣s ❷s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥❶ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❬✸✻❪ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♦✉ ♣❛r ❬✹✵❪ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ é❝r✐t à
❧✬♦r❞r❡ ✶ ❝❛r ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥trô✲
❧❡r ❧❛ tr❛❝❡ ❡t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ à s❛✈♦✐r ❧❛
■P❉●▼✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳

✷✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ✭❉●✮

✷✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ Ω✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Th ❞❡ Ω ❡t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❛ss♦❝✐és ✿

V h :=
{

v ∈ L2 (Ω) : v|K ∈ P (K) , ∀K ∈ Th

}

,

Σh :=
{

τ ∈
[

L2 (Ω)
]2

: τ|K ∈ Σ (K) , ∀K ∈ Th

} ✭✷✳✶✮

♦ù P (K) = Pp (K) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré p > 1 ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s K ❡t
Σ (K) = [Pp (K)]2✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿
• H l(Th) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s Ω ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r K ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡

❙♦❜♦❧❡✈ H l(K)✱ l ∈ N✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭✷✳✶✮ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
❞❡ H l(Th) ❡t

[

H l(Th)
]d

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l ❀
• v± ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v s✉r K± ❞❛♥s H1(Th)✳ ❊❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à T (Γ) :=
∏

K∈Th
L2(∂K)✱ ♦ù Γ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡ K ∈ Th✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s T (Γ) ♦♥t

❞♦♥❝ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs s✉r Γ0 := Γ \ ∂Ω ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ∂Ω ❀
• Fi ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts K+ ❡t K− ✐✳❡ Fi = ∂K+ ∩ ∂K− ❀
• Fi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ✐♥t❡r♥❡s ❀
• Fb ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐✳❡ Fb = ∂K ∩ ∂Ω ❀
• Fb ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❀
• ♥± ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦r♠❛✉① à K±✱ ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ K±✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿
• hK ✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ K ❀
• λK ✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s s♣❤èr❡s ✭♦✉ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ ✷❉✮ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s K✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s h = min
K

hK ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ σ ≥ 1 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀h,∀K ∈ Th,
hK

λK

≤ σ.
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❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦✉s ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ ❛♣❧❛t✐s✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ s❛✉t ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ q ∈ T (Γ)✱ x ∈ Fi ♣❛r ✿

[[q]] = q+♥+ + q−♥− ❡t {{q}} :=
(

q+ + q−
)

/2. ✭✷✳✷✮

P♦✉r x ∈ Fb✱ ♦♥ ♥♦t❡ [[q]] := q♥ ❡t {{q}} := q✱ ♦ù ♥ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à Fb✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ s❛✉t ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r φ ∈ [T (Γ)]2 ♣❛r ✿
• [[φ]] := φ+ · ♥+ + φ− · ♥− ❡t {{φ}} :=

(

φ+ + φ−
)

/2 ♣♦✉r x ∈ Fi ❀
• [[φ]] := φ · ♥ ❡t {{φ}} := φ ♣♦✉r x ∈ Fb✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ V (h) = V h+H2(Ω)
⋂

H1
0 (Ω) ⊂ H2(Th)✳ ▲❡s s❡♠✐✲♥♦r♠❡s

❡t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r v ∈ V (h) ♣❛r ✿

|v|21,h =
∑

K

|v|21,K , |v|2∗=
∑

e∈Eh

||re([[v]])||20,Ω,

|||v|||2 = |v|21,h +
∑

K∈Th

h2
K |v|22,K + |v|2∗,

✭✷✳✸✮

♦ù re : [L1 (e)]
2 → Σh ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
∫

Ω

re (φ) · τ dx = −
∫

e

φ · {τ} ds, ∀τ ∈ Σh, φ ∈
[

L1 (e)
]2

.

✷✳✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❬✸✼❪ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✿







−∇ ·
(

1

ρ
∇u

)

= f ❞❛♥s Ω

u = 0 s✉r ∂Ω
✭✷✳✹✮

♦ù Ω ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L2(Ω)✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✭✷✳✹✮ ❝❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ✭✶✳✶✮ ❡t ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s
❛s♣❡❝ts ❧✐és à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ P♦✉r f ∈ L2(Ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❛♥s H1

0 (Ω)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ✐♥tér✐❡✉r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱
♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ u ❡st C∞(Ω) ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ρ ❡st C∞(Ω)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ u
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✿

[[u]] = 0 ❡t

[[

1

ρ
∇u

]]

= 0.

✹✶



❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✷✳✹✮ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st vh ∈ V h ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r K✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

K

1

ρ
∇u · ∇vh −

∫

∂K

1

ρ
∇u · n vh =

∫

K

fvh, ✭✷✳✺✮

s♦✐t✱ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts K ✿
∫

Ω

1

ρ
∇hu · ∇hvh −

∫

Γ

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

=

∫

Ω

fvh ✭✷✳✻✮

♦ù ∇hv ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ∈ Th ❡st é❣❛❧❡ à ∇v✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
∫

Fb

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

=

∫

Fb

[[

1

ρ
∇hu

]]

{{vh}} ❡t

∫

Fi

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

=

∫

Fi

[[

1

ρ
∇hu

]]

{{vh}} +

∫

Fi

{{

1

ρ
∇hu

}}

[[vh]]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

a(u, vh) =

∫

Ω

fvh ✭✷✳✼✮

❛✈❡❝ a(u, vh) =

∫

Ω

1

ρ
∇hu · ∇hvh −

∫

Γ

[[

1

ρ
∇hu

]]

{{vh}} −
∫

Γ0

{{

1

ρ
∇hu

}}

[[vh]]✳

◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ a ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✭✷✳✹✮ ♠❛✐s s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
ah ❞é✜♥✐❡ ❞❡ V h × V h → R ♣❛r

ah(uh, vh) : =

∫

Ω

1

ρ
∇huh · ∇hvh dx

+

∫

Γ

(

[[û(uh) − uh]] ·
{{

1

ρ
∇hvh

}}

−
{{

σ̂

(

uh,
1

ρ
∇huh

)}}

· [[vh]]

)

ds

+

∫

Γ0

(

{{û(uh) − uh}}
[[

1

ρ
∇hvh

]]

−
[[

σ̂

(

uh,
1

ρ
∇huh

)]]

{{vh}}
)

ds

✭✷✳✽✮

♦ù û : H l(Th) → T (Γ) ❡t σ̂ : (H l(Th))
d → (T (Γ))d r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉①

♥✉♠ér✐q✉❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ u ❡t ∇u s✉r Γ✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st

❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ✢✉① uh ❡t
1

ρ
∇uh✱ ♦♥

r❡tr♦✉✈❡ q✉❡ ah ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✷✳✼✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿ tr♦✉✈❡r uh ∈ V h t❡❧ q✉❡✱ ∀vh ∈ V h :

ah(uh, vh) =

∫

Ω

fvh. ✭✷✳✾✮

❈✬❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉● ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ♥❡
❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ✭♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ à ❬✸✼❪✮ ♠❛✐s ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

✹✷



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐st❛♥ts s✐

û(v) = v|Γ , σ̂(v,
1

ρ
∇hv) =

1

ρ
∇v|Γ, ✭✷✳✶✵✮

q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t v ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V h s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s s✐ û(·) ❡t σ̂(·, ·) s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r Γ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❙✐ σ̂

(

uh,
1

ρ
∇huh

)

❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ σ̂1

(

1

ρ
∇huh

)

−γ [[uh]]✱ ♦ù γ : Γ → R

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ηeh
−1
e s✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡✱ ηe > 0✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉● s❡r❛ ❞✐t❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝

♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér✐❡✉r❡✳

✷✳✶✳✸ ▲✐♥é❛r✐té✱ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❡t ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✳✹✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ah ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✿

ah (w, v) ≤ Cb|||w||| |||v|||, ∀w, v ∈ V (h) , ✭✷✳✶✶✮

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cb ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Th✱ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s p ✭❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér✐❡✉r❡✮✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✳✺✳ Pr♦♣r✐été ❞❡ ❝♦❡r❝✐✈✐té ♦✉ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡♥t ✿

ah (v, v) ≥ Cs|||v|||2, ∀v ∈ V h, ✭✷✳✶✷✮

♣♦✉r γ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cs ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✳✻✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ■❧
✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ✭✷✳✸✮ q✉❡ ✿

|||u − uI |||2 = |u − uI |21,h +
∑

K∈Th

h2
K |u − uI |22,K ≤ C2

ah
2p|u|2p+1,Ω. ✭✷✳✶✸✮

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✸✼❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés✳

✷✳✶✳✹ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ s✐ ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
ah(u, vh) = a(u, vh), ∀vh ∈ V h ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ V h ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✹✸



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❞❥♦✐♥t✲❝♦♥s✐st❛♥t❡ s✐ ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ah(vh, u) = a(u, vh), ∀vh ∈ V h ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ V h ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✳✾✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡s✱ ❛❞❥♦✐♥t✲❝♦♥s✐st❛♥t❡s ❡t ❝♦❡r❝✐✈❡s
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ||| · ||| ✿

|||u − uh||| ≤ Chp|u|p+1,Ω ✭✷✳✶✹✮

❡t ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ✿
||u − uh||0,Ω ≤ Chp+1|u|p+1,Ω. ✭✷✳✶✺✮

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✸✼❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

❘❡♠❛rq✉❡ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r♣é♥❛❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦r♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧✬♦r❞r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

✷✳✶✳✺ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉● ❛♣♣r♦♣r✐é❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

û = {{uh}} s✉r Γ0, û = 0 s✉r ∂Ω ❡t σ̂ =

{{

1

ρ
∇huh

}}

− γ [[uh]] s✉r Γ,

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s s❛✉ts ❞❡ uh ❡t vh s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ✭♦✉ ❢❛❝❡s✮ ❞❡ Th ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér✐❡✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ F ∈ Fh = Fi ∪Fb ♣❛r ✿

γ|F := α cmaxh
−1
min, ✭✷✳✶✻✮

♦ù α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦s✐t✐❢ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cmax ❞é✜♥✐ ♣♦✉r
x ∈ F ✱ ♣❛r ✿

cmax|F (x) =

{

max
(

c|K+ (x) , c|K− (x)
)

, F ∈ Fi, F = ∂K+ ∩ ∂K−

c|K (x) , F ∈ Fb, F = ∂K ∩ ∂Ω.
✭✷✳✶✼✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hmin ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

hmin|F =

{

min (hK+ , hK−) , F ∈ Fi, F = ∂K+ ∩ ∂K−

hK , F ∈ Fb, F = ∂K ∩ ∂Ω.
✭✷✳✶✽✮

◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ γ✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ✿

α >
1

2
p (p + 1) ✭✷✳✶✾✮

✹✹



❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✽❪✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ✢✉① s♦♥t ❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✳ ▲❡ ✢✉① σ̂ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ah ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡ ✭❝❢✳ ♣r♦♣r✐été ✷✳✶✳✺✮✱ ❝♦♥s✐st❛♥t❡
✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✮ ✱ ❛❞❥♦✐♥t✲❝♦♥s✐st❛♥t❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✮ ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ah (uh, v) =

∫

Ω

∇huh ·∇hv dx−
∫

Γ

(

[[uh]] ·
{{

1

ρ
∇hv

}}

+

{{

1

ρ
∇huh

}}

· [[v]]

)

ds+β (uh, v) ,

✭✷✳✷✵✮
♦ù

β (uh, v) =

∫

Γ

γ [[uh]] · [[v]] ds

❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ✐♥tér✐❡✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❝❢✳
♣r♦♣r✐été ✷✳✶✳✾✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠ét❤♦❞❡ ■P❉● ✭■♥t❡r✐♦r P❡♥❛❧t② ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥✮✱
❡❧❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✹✶❪ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❡t
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❛r ❆✐♥s✇♦rt❤✱ ▼♦♥❦ ❡t ▼✉♥✐③ ❬✸✽❪ q✉✐ ♦♥t ❡✛❡❝t✉é ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣✉✐s ♣❛r ●r♦t❡✱ ❙❝❤♥❡❡❜❡❧✐ ❡t ❙❝❤öt③❛✉ ❬✾❪ q✉✐ ♦♥t ♣r♦✉✈é s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦♣t✐♠❛❧❡✳

✷✳✷ ■P❉● ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■P❉●✱ ré❢ér❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❛r ■P❉●▼✱
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿











































































1

µ

∂2u

∂t2
−∇.

(

1

ρ
∇u

)

= f ❞❛♥s Ω × I

u (①, 0) = 0 ❞❛♥s Ω

∂u

∂t
(①, 0) = 0 ❞❛♥s Ω

u = 0 s✉r ΓD

∇u · ♥ = 0 s✉r ΓN

1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u · ♥ = 0 s✉r Γabs

✭✷✳✷✶✮

♦ù I = ]0, T [ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✜♥✐✱ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ C0 (]0, T [ , L2(Ω)) ❡t
∂Ω = ΓD ∪ ΓN ∪ Γabs✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t µ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ΓD✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
s✉r ΓN ❡t ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s s✉r Γabs✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

✹✺



❜♦r❞ ✐♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✷✶✮ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✿

ν
∂u

∂t
+ ζ

∂u

∂n
= 0 s✉r I × ∂Ω

❛✈❡❝ ν = 0 s✉r ΓN ✱ ζ = 0 s✉r ΓD ❡t s✉r Γabs✱ ν =
1√
µ

❡t ζ =
1√
ρ
✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tr❡r✱

❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s✱ q✉❡ ∀f ∈ C0 (]0, T [ , L2(Ω))✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✷✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u t❡❧❧❡ q✉❡ u ∈ C0 (]0, T [ , H1)∩C1 (]0, T [ , L2)✳

✷✳✷✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡

❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✷✶✮ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st vh ❞❡ V h✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡
s✉r K ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts K ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

d2

dt2

∫

Ω

1

µ
uvh dx +

∫

Ω

1

ρ
∇hu · ∇hvh dx −

∫

Γ0

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

−
∫

ΓD

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

−
∫

ΓN

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

−
∫

Γabs

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

=

∫

Ω

fvh.

✭✷✳✷✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u · ♥ = 0 s✉r Γabs ❡t ∇u · ♥ = 0 s✉r ΓN ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✿

d2

dt2

∫

Ω

1

µ
uvh dx +

d

dt

∫

Γabs

1√
µρ

uvh ds +

∫

Ω

1

ρ
∇hu · ∇hvh dx

−
∫

ΓD

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

−
∫

Γ0

[[

1

ρ
∇hu · n vh

]]

=

∫

Ω

fvh dx.

✭✷✳✷✸✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✢✉① ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ■P❉●▼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

d2

dt2

∫

Ω

1

µ
uvh dx +

d

dt

∫

Γabs

1√
µρ

uvh ds + ah(uh, vh), ✭✷✳✷✹✮

♦ù ah ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r V h × V h ♣❛r ✿

ah (uh, vh) :=

∫

Ω

1

ρ
∇huh · ∇hvh dx −

∫

Γ0

[[uh]] ·
{{

1

ρ
∇hvh

}}

ds −
∫

Γ0

[[vh]] ·
{{

1

ρ
∇huh

}}

ds

+

∫

Γ0

γ [[uh]] · [[vh]] ds −
∫

ΓD

[[uh]] ·
{{

1

ρ
∇hvh

}}

ds

−
∫

ΓD

[[vh]] ·
{{

1

ρ
∇huh

}}

ds +

∫

ΓD

γ [[uh]] · [[vh]] ds.

✭✷✳✷✺✮

✹✻



◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ Th ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Ne é❧é♠❡♥ts ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Km

❧❡ m✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ Th✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ K̂ ❧❡ s❡❣♠❡♥t [0, 1] ❡♥ ✶❉✱ ❧❡
tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡t Ŝ1(0, 0)✱ Ŝ2(1, 0)✱ Ŝ3(0, 1) ❡♥ ✷❉ ♦✉ ❧❡ tétr❛è❞r❡ ❞❡ s♦♠♠❡t Ŝ1(0, 0, 0)✱
Ŝ2(1, 0, 0)✱ Ŝ3(0, 1, 0)✱ Ŝ4(0, 0, 1)✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V h✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ (ϕ̂k)k=1,...Nfb
❞❡ ❞❡❣ré p q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Pp

(

K̂
)

✱ ♦ù Nfb

❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ p ❡t d✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Υ =
{

(ϕj)j=1,...,Ne∗Nfb

}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
{

ϕj|Km
= ϕ̂k ◦ F−1

Km
, j = Nfb(m − 1) + k, 1 ≤ k ≤ Nfb

ϕj|Kn
= 0 s✐ n 6= m

✭✷✳✷✻✮

♦ù FK ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ K̂ ❡♥ ❧✬é❧é♠❡♥t
K✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ uh s✉r ❧❛ ❜❛s❡ Υ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

Md2Uh

dt2
+ BdUh

dt
+ KUh = Fh ✭✷✳✷✼✮

♦ù
• Uh ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ uh ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ Υ ❀
• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

Mij =

∫

Ω

1

µ
ϕiϕj dx ❀

• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❡st ♥✉❧❧❡ ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Γabs ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡

❜✐❧✐♥é❛✐r❡ bh✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Bij =

∫

Γabs

1√
µρ

ϕiϕj ds ❀

• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té✱ s②♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ah✳
❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Kij = ah(ϕi, ϕj);

• Fh ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Fi =

∫

Ω

fϕi dx.

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à p2✳

✷✳✷✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ ✷ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r
❞✬♦r❞r❡ ✸ ♦✉ ✹ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ♦✉ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠é♥t✱ ♦♥ ❛ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ξ1 ∈ ]t − ∆t, t + ∆t[ t❡❧ q✉❡ ✿

∂uh,i (t)

∂t
=

uh,i (t + ∆t) − uh,i (t − ∆t)

2∆t
− ∆t2

12

∂3uh,i (ξ1)

∂t3

✹✼



❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ξ2 ∈ ]t − ∆t, t + ∆t[ t❡❧ q✉❡ ✿

∂2uh,i (t)

∂t2
=

uh,i (t + ∆t) − 2uh,i (t) + uh,i (t − ∆t)

∆t2
− ∆t2

24

∂4uh,i (ξ2)

∂t4
.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
∂uh,i

∂t
(tn) ≃

un+1
h,i − un−1

h,i

2∆t
✭✷✳✷✽✮

♦ù tn = n∆t ❡t uh, i
n r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ uh, i(t

n) ❡t

∂2uh,i

∂t2
(tn) ≃

un+1
h,i − 2un

h,i + un−1
h,i

∆t2
. ✭✷✳✷✾✮

▲❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❛❧♦rs ✿

MUn+1
h − 2Un

h + Un−1
h

∆t2
+ BUn+1

h − Un−1
h

2∆t
= −KUn

h + Fh ✭✷✳✸✵✮

s♦✐t ❡♥❝♦r❡✱
(

I +
∆t

2
M−1B

)

Un+1
h = 2Un

h −Un−1
h −∆t2M−1KUn

h +
∆t

2
M−1BUn−1

h +M−1Fh ✭✷✳✸✶✮

♦ù Un
h r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Uh(t

n)✳

❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
γ✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬✸✾❪✳

✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ■P❉●▼

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿







































1

µ

∂2u

∂t2
−∇ ·

(

1

ρ
∇u

)

= S ❞❛♥s Ω × I

u (①, 0) = u0(①),
∂u

∂t
(①, 0) = u1(①) ❞❛♥s Ω

u = 0 s✉r ΓD × I

Bu = 0 s✉r Γ × I

✭✸✳✶✮

♦ù I = ]0, T [ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R
d✱ d = 1, 2, 3✳ S

❡st ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✱ u0 ❡t u1 s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ❡t µ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ µ = ρc2✱ c ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ΓD✳ ▲❡ ❜♦r❞ Γ = ∂Ω \ ΓD ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦r❝❡❛✉① s✉r ❧❡sq✉❡❧s
♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ Γ = ΓN ∪ Γabs ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

✭u · ♥ = 0✮ s✉r ΓN ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜s♦r❜❛♥t❡

(

1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u · ♥ = 0

)

s✉r Γabs✱ ❧❡

✈❡❝t❡✉r ♥ ét❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à Ω✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❧❛ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ tr♦✐s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭➓➓ ✶✳✶✳✸✳✼✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣é❡ très
r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✭❋❉▼✮ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ➓➓ ✶✳✶✳✹✮
q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡✳ ▲❛
tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s

✹✾



❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉t✐❧✐sé✳

❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❛ ❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❬✸✱ ✹✱ ✼❪✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ●❙P ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❢♦r♠é ❞❡
❝♦✉❝❤❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ♠❛✐s ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥❝❧✐♥❡r ❝❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣♦✉r ✈♦✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❞é❣r❛❞❡r✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t ❛✉ss✐ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t ❧♦✐♥s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ▲❡s t❡sts q✉❡
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✐❧❧✉str❡♥t ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

▲❡s ❋❉▼ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❝♦♠❜✐♥é❡s à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ t②♣❡ s❛✉t❡✲
♠♦✉t♦♥✱ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡
ét❛♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts✱ ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧♦rsq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ❢♦rt ❝♦♥tr❛st❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ♦✉ ❜✐❡♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❣r✐❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t tr♦♣ ❣r♦ss✐èr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❝❛r
❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣❛r ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r
s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♣❧✉s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱
q✉✬♦♥ ❞♦✐t ✐♥✈❡rs❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s s❛♥s tr❛✐t❡♠❡♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛ss❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t s❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡①❛❝✲
t❡♠❡♥t ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ l ≥ 2✱
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ à ✉t✐❧✐s❡r s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❖♥ é✈✐t❡ ❝❡
❞és❛❣ré♠❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♣❡❝tr❛✉① ✭❙❊▼✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛tt♦ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡
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❧❛ ❙❊▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❙❊▼ s✬❛♣♣✉✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s à
✷❉ ♦✉ ❤❡①❛è❞r❡s à ✸❉ q✉✐ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés
à ❞❡s t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
❙❊▼ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❬✽❪ ♠❛✐s ❝❡❧❛ r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s✳ ▲❛ ■P❉●▼✱ ❞♦♥t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣❛r❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s à ✷❉ ♦✉ tétr❛è❞r❡s à ✸❉✱ s✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♦✉ ✐rré❣✉❧✐èr❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡
❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❣❛r❛♥t✐✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬é❧é♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉①✳

❉❛♥s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❙❊▼✱ ❧❛ ■P❉●▼ ét❛♥t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋❉▼ ❡t ●❙P ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❡♥ ✶❉ ❡t ✷❉✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ✸❉
❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

✸✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉①

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉①✱ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ❞❡ ❙❊▼ ♣♦✉r
❙♣❡❝tr❛❧ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✱ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P❛t❡r❛ ❡♥ ✶✾✽✹ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❬✹✷❪ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡ ♣❛r ❑♦♠❛t✐ts❝❤ ❡t ❛❧✳
❬✺✱ ✻❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s à ♣ré❝✐s✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞é❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠❛ss❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ♦✉ ❙P❊❈❋❊▼✸❉ ✶ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r
❉✳ ❑♦♠❛t✐ts❝❤✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ♦✉ ❤❡①❛è❞r❡s✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❙❊▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Th ❞❡ Ω ❝♦♥st✐t✉és ❞✬é❧é♠❡♥ts
❤❡①❛é❞r✐q✉❡s {K} t❡❧s q✉❡ Ω =

⋃

K∈Th

K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r K 6= K ′✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ K ∩ K ′ ❞♦✐t

êtr❡ s♦✐t ✈✐❞❡ s♦✐t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ Γ = Γabs ✐✳❡✳
1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u · ♥ = 0 s✉r Γabs✳

❖♥ ♥♦t❡ H1
0,ΓD(Ω) = {ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = 0 s✉r ΓD} q✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉♥✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖∇ϕ‖L2[Ω)✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✸✳✶✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ tr♦✉✈❡r u ∈ H1
0,ΓD

(Ω) t❡❧

✶❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❣❡♦❞②♥❛♠✐❝s✳♦r❣✴❝✐❣✴s♦❢t✇❛r❡✴♣❛❝❦❛❣❡s✴s❡✐s♠♦
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q✉❡

d2

dt2

∫

Ω

1

µ
uϕ dx +

∫

Ω

1

ρ
∇u · ∇ϕ dx −

∫

∂Ω

1

ρ
(∇u · ♥) ϕ ds =

∫

Ω

Sϕ dx ∀ϕ ∈ H1
0,ΓD

(Ω) . ✭✸✳✷✮

❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

d2

dt2

∫

Ω

1

µ
uϕ dx +

∫

Ω

1

ρ
∇u · ∇ϕ dx +

d

dt

∫

Γabs

1√
µρ

uϕ ds =

∫

Ω

Sϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
0,ΓD

(Ω) . ✭✸✳✸✮

❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
u (., t) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✸✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✿

V h
l :=

{

v ∈ C0 ∩ H1
0,ΓD

(Ω) : v|K ◦ F−1
K ∈ ◗l

(

K̂
)

, ∀K ∈ Th

}

✭✸✳✹✮

♦ù ◗l

(

K̂
)

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à l ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

s✉r K̂✱ K̂ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❧❡ ❝✉❜❡ ✉♥✐té✮ ❡t FK ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡
q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ K̂ ❡♥ ❧✬é❧é♠❡♥t K✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❛❧♦rs ✿ tr♦✉✈❡r uh : I×V h
l → IR t❡❧ q✉❡✱ ∀ϕh ∈ V h

l (Ω)

d2

dt2

∫

Ω

1

µ
uhϕh dx +

∫

Ω

1

ρ
∇uh · ∇ϕh dx +

d

dt

∫

Γabs

1√
µρ

uhϕh ds =

∫

Ω

Sϕh dx ✭✸✳✺✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s uh (①, 0) = u0(①) ❡t
∂uh

∂t
(①, 0) = u1(①), ∀① ∈ Ω.

▲✬❡s♣❛❝❡ Ql

(

K̂
)

ét❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (l + 1)d ❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥✲

❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à l ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s d ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞é✜♥✐r (l + 1)d ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
s✉r K̂✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱
♦♥ ❞♦✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 2l − 1 ❬✹✸❪✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❙❊▼ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛tt♦ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉r K̂ ❞❡✈❛♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱
♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s (x̂k)k=1,...(l+1)d ♣♦✐♥ts ❞❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛tt♦✲▲❡❣❡♥❞r❡✱ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬♦r❞r❡ l + 1✱ ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♣♦✐❞s (ŵk)k=1,...(l+1)d ❡t ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ (ϕ̂k)k=1,...(l+1)d ❞✬♦r❞r❡ l q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

ϕ̂k (x̂j) = δj,k. ✭✸✳✻✮

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ Υ =
{

(ϕj)j=1,...,N

}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

• ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ϕj s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts K ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ jè♠❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❀

✺✷



• ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r F−1
K ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ϕj à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ s♦♥ s✉♣♣♦rt s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ Ql
(

K̂
)

✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uh ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ uh,N ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭N ét❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ uh ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts
①N ❞❡ Ω✱ ♦ù {①k}16k6N ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ ①k = FK(①̂k)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿

uh =
N
∑

j=1

uh,jϕj. ✭✸✳✼✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

d2

dt2

∫

Ω

1

µ

(

N
∑

j=1

uh,jϕj

)

ϕi dx +
d

dt

∫

Γabs

1√
µρ

(

N
∑

j=1

uh,jϕj

)

ϕi ds

+

∫

Ω

1

ρ
∇
(

N
∑

j=1

uh,jϕj

)

· ∇ϕi dx =

∫

Ω

Sϕi dx, ∀ϕi ∈ Υ.

✭✸✳✽✮
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Md2Uh

dt2
+ BdUh

dt
+ KUh = Sh ✭✸✳✾✮

♦ù

• Uh ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t (uh,j)1≤j≤N ❀

• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M q✉✐ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

Mij =

∫

Ω

1

µ
ϕiϕj dx✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s②♠étr✐q✉❡ ❀

• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Bij =

∫

Γabs

1√
µρ

ϕiϕj ds ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t t❡❧❧❡s

q✉❡ Bij 6= 0 s✐ xi ❡t xj ∈ Γabs ❀

• ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡s t❡r♠❡s

Kij =

∫

Ω

1

ρ
∇ϕi · ∇ϕj dx✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❀

• Sh ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Si =

∫

Ω

Sϕi dx✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Ω ❡st é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s s✉r t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❧❡s t❡r♠❡s ✿

Mij =
∑

K∈Th

∫

K

1

µK

ϕiϕj dx. ✭✸✳✶✵✮

✺✸



❊♥s✉✐t❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t K ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧✬é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ K̂ ❣râ❝❡ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s FK ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✵✮
♦♥ ❛ ✿

∫

K

1

µK

ϕiϕj dx = |J |
∫

K̂

1

µK

ϕ̂iϕ̂j dx ✭✸✳✶✶✮

♦ù |J | = ❞❡t (JFK) ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ FK ✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛tt♦✲▲❡❣❡♥❞r❡
q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 2l − 1 ✿

∫

K̂

1

µK

ϕ̂iϕ̂j dx ≃ 1

µK

∑

k

ŵkϕ̂i (x̂k) ϕ̂j (x̂k) ✭✸✳✶✷✮

❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣é♥❛❧✐sé ❬✹✸❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ (x̂k)k=1,...(l+1)d ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠❛ss❡ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ϕ̂i(x̂k) = δij✱

∫

K̂

1

µK

ϕ̂iϕ̂j dx =
1

µK

ŵiδij.

P♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✸✳✾✮ ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ✭✷✳✷✼✮ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ■P❉●▼✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s ✿

MUn+1
h − 2Un

h + Un−1
h

∆t2
+ BUn+1

h − Un−1
h

2∆t
= −KUn

h + Sh ✭✸✳✶✸✮

s♦✐t ❡♥❝♦r❡✱
(

I +
∆t

2
M−1B

)

Un+1
h = 2Un

h −Un−1
h −∆t2M−1KUn

h +
∆t

2
M−1BUn−1

h +M−1Sh. ✭✸✳✶✹✮

✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✸✳✷✳✶ ❚❡sts ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼✱ ❞❡ ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❞❡ ❧❛ ❋❉▼ ❞❡
❢❛ç♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ❝♦❞❡s ✶❉ ❡♥ ▼❛t❧❛❜✳ P♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞✬❡✛❡t ❞❡ s✉♣❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸❪ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❙❊▼ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts éq✉✐❞✐s✲
t❛♥ts ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ✈❛r✐❡ ❞❡ ±10➐ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡

✺✹



❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ 2❉ ♦✉ ❡♥ 3❉ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s éq✉✐❞✐st❛♥ts✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ S = 0 ❡t ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ✿

u0(x) = sin

(

4π

3
x

)

❡t u1(x) = −4π

3
cos

(

4π

3
x

)

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ s✬é❝r✐t ✿

uex(x, t) = sin

(

4π

3
(x − t)

)

.

◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉r ✉♥ ❛①❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l = 9♠ ♣❡♥❞❛♥t 60s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c = 1♠s−1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ΓD = ∅ ❡t s✉r Γ✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ u
❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

u(l, t) = u(0, t) ❡t
∂u

∂x
(l, t) =

∂u

∂x
(0, t).

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s ✿

• ❞①✱ ❞t ✿ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sés ❀

• ❘❛✛ ✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❞①❂❞①❴✐♥✐t✐❛❧✴❘❛✛✮ ❀

• ♥❜❴❞❞❧ ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❀

• ❡rr ✿ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ L2(Ω × [0, t]) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

√

∫ T

0

∫ L

0
(u − uex)2

√

∫ T

0

∫ L

0
u2

ex

.

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❊▼ ❡t ■P❉●▼ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ✹✶✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ♥♦tr❡ ✐♥térêt
♣♦✉r ✉♥❡ ❋❉▼ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳

✸✳✷✳✶✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼
♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✷✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é❧❡✈é❡
q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❝❡❧❛ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s❡ r❡ss❡rr❡ ♠❛✐s ❧❛ ■P❉●▼
r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ss✐ ♣❡✉ ♣ré❝✐s❡✳

✶P❛r ♦r❞r❡ ✹✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♦r❞r❡ ✹ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✸✳

✺✺



▼❛✐❧❧❛❣❡ ✜①❡ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
■P❉●▼ ❙❊▼ ■P❉●▼ ❙❊▼

❘❛✛❂✶ ♥❜❴❞❞❧❂✾✵
❞①❂✵✳✷✵✵
❞t❂✵✳✵✽✵✽
❡rr❂✶✳✺✶✽✼

♥❜❴❞❞❧❂✾✶
❞①❂✵✳✶✵✵
❞t❂✵✳✵✾✾✵
❡rr❂✵✳✵✶✻✹

♥❜❴❞❞❧❂✾✵
❞①❂✵✳✷✵✵
❞t❂✵✳✵✼✻✶
❡rr❂✶✳✺✶✾✻

♥❜❴❞❞❧❂✾✶
❞①❂✵✳✶✵✵
❞t❂✵✳✵✾✶✸
❡rr❂✵✳✶✵✺✾

❘❛✛❂✷ ♥❜❴❞❞❧❂✶✽✵
❞①❂✵✳✶✵✵
❞t❂✵✳✵✹✵✹
❡rr❂✵✳✻✼✹✶

♥❜❴❞❞❧❂✶✽✶
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✹✾✺
❡rr❂✵✳✵✵✹✶

♥❜❴❞❞❧❂✶✽✵
❞①❂✵✳✶✵✵
❞t❂✵✳✵✸✽✵
❡rr❂✵✳✻✻✻✶

♥❜❴❞❞❧❂✶✽✶
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✹✹✽
❡rr❂✵✳✵✸✶✸

❘❛✛❂✹ ♥❜❴❞❞❧❂✸✻✵
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✷✵✷
❡rr❂✵✳✶✼✼✷

♥❜❴❞❞❧❂✸✻✶
❞①❂✵✳✵✷✺✵
❞t❂✵✳✵✷✹✼
❡rr❂✵✳✵✵✶✵

♥❜❴❞❞❧❂✸✻✵
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✶✾✵
❡rr❂✵✳✶✼✹✾

♥❜❴❞❞❧❂✸✻✶
❞①❂✵✳✵✷✺✵
❞t❂✵✳✵✷✷✹
❡rr❂✵✳✵✵✼✻

❘❛✛❂✻ ♥❜❴❞❞❧❂✺✹✵
❞①❂✵✳✵✸✸✸
❞t❂✵✳✵✶✸✺
❡rr❂✵✳✵✼✾✶

♥❜❴❞❞❧❂✺✹✶
❞①❂✵✳✵✶✻✼
❞t❂✵✳✵✶✻✺
❡rr❂✵✳✵✵✵✹✺

♥❜❴❞❞❧❂✺✹✵
❞①❂✵✳✵✸✸✸
❞t❂✵✳✵✶✷✼
❡rr❂✵✳✵✼✽✶

♥❜❴❞❞❧❂✺✹✶
❞①❂✵✳✵✶✻✼
❞t❂✵✳✵✶✹✾
❡rr❂✵✳✵✵✸✹

❘❛✛❂✽ ♥❜❴❞❞❧❂✼✷✵
❞①❂✵✳✵✷✺✵
❞t❂✵✳✵✶✵✶
❡rr❂✵✳✵✹✹✽

♥❜❴❞❞❧❂✼✷✶
❞①❂✵✳✵✶✷✺
❞t❂✵✳✵✶✷✹
❡rr❂✵✳✵✵✵✷✺

♥❜❴❞❞❧❂✼✷✵
❞①❂✵✳✵✷✺✵
❞t❂✵✳✵✵✾✺
❡rr❂✵✳✵✹✸✾

♥❜❴❞❞❧❂✼✷✶
❞①❂✵✳✵✶✷✺
❞t❂✵✳✵✶✶✷
❡rr❂✵✳✵✵✶✾

❘❛✛❂✶✻ ♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✵
❞①❂✵✳✵✶✷✺
❞t❂✵✳✵✵✻✼✼
❡rr❂✵✳✵✶✷✹

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✵
❞①❂✵✳✵✵✻✷✺
❞t❂✵✳✵✵✻✷✺
❡rr❂✵✳✵✵✵✵✻✹

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✵
❞①❂✵✳✵✶✷✺
❞t❂✵✳✵✵✻✸
❡rr❂✵✳✵✶✷

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✵
❞①❂✵✳✵✵✻✷✺
❞t❂✵✳✵✵✺✻
❡rr❂✵✳✵✵✵✹✽

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❡t ❧❛ ❙❊▼ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✷✳
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❘❛✛❂✶ ♥❜❴❞❞❧❂✶✽✵
❞①❂✵✳✶✺✵✵
❞t❂✵✳✵✸✹✼
❡rr❂✵✳✵✼✹✷

♥❜❴❞❞❧❂✶✽✶
❞①❂✵✳✶✵✵
❞t❂✵✳✵✹✵✵
❡rr❂✵✳✵✾✼✶

♥❜❴❞❞❧❂✶✽✵
❞①❂✵✳✶✺✵✵
❞t❂✵✳✵✸✷✵
❡rr❂✵✳✵✻✹✺

♥❜❴❞❞❧❂✶✽✶
❞①❂✵✳✶✵✵
❞t❂✵✳✵✸✻✸
❡rr❂✵✳✵✽

❘❛✛❂✷ ♥❜❴❞❞❧❂✸✻✵
❞①❂✵✳✵✼✺✵
❞t❂✵✳✵✶✼✹
❡rr❂✵✳✵✶✽✺

♥❜❴❞❞❧❂✸✻✶
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✷✵✵
❡rr❂✵✳✵✷✹✹

♥❜❴❞❞❧❂✸✻✵
❞①❂✵✳✵✼✺✵
❞t❂✵✳✵✶✺✾
❡rr❂✵✳✵✶✺✻

❜❴❞❞❧❂✸✻✶
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✶✽✷
❡rr❂✵✳✵✷✵✷

❘❛✛❂✹ ♥❜❴❞❞❧❂✼✷✵
❞①❂✵✳✵✸✼✺
❞t❂✵✳✵✵✽✼
❡rr❂✵✳✵✵✹✻

♥❜❴❞❞❧❂✼✷✶
❞①❂✵✳✵✷✺✵
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❞①❂✵✳✵✶✽✼
❞t❂✵✳✵✵✹✸
❡rr❂✵✳✵✵✶✶

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✶
❞①❂✵✳✵✶✷✺
❞t❂✵✳✵✵✺✵
❡rr❂✵✳✵✵✶✺

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✵
❞①❂✵✳✵✶✽✼
❞t❂✵✳✵✵✹✵
❡rr❂✵✳✵✵✵✾

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✶
❞①❂✵✳✵✶✷✺
❞t❂✵✳✵✶✷✺
❡rr❂✵✳✵✵✶✷

❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❡t ❧❛ ❙❊▼ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✸✳

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✷ ❡t ✸✳✸ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼ ♣♦✉r
❧✬♦r❞r❡ ✸ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛❥♦✉té ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❋❉▼ à ❧✬♦r❞r❡ ✹
❡t ❧✬♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❊▼ ❡t ■P❉●▼✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛tt❡st❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❋❉▼ à ❧✬♦r❞r❡ ✽ ♥❡
s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ ✹✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❧❛ ❋❉▼✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼ ♦♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳

✺✼



▼❛✐❧❧❛❣❡ ✜①❡ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
■P❉●▼ ❙❊▼ ■P❉●▼ ❙❊▼ ❋❉▼

❘❛✛❂✶ ♥❜❴❞❞❧❂✶✽✵
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❞①❂✵✳✶✺✵✵
❞t❂✵✳✵✸✹✽
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♥❜❴❞❞❧❂✶✽✶
❞①❂✵✳✵✺✵✵
❞t❂✵✳✵✹✸
❡rr❂✶✳✽✺✹✾
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❞t❂✵✳✵✶✺✸
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❞①❂✵✳✵✷✺✵
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❞t❂✵✳✵✵✺✸✼✺
❡rr❂✵✳✵✷✾✶

❚❛❜✳ ✸✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ■P❉●▼✱ ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ❋❉▼ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡
✹✳
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❞①❂✵✳✵✵✽✸
❞t❂✵✳✵✵✼✷
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❞t❂✵✳✵✵✻✺
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❘❛✛❂✽ ♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✶
❞①❂✵✳✵✵✻✷✺
❞t❂✵✳✵✵✺✸✼✺
❡rr❂✵✳✵✵✶✼

♥❜❴❞❞❧❂✶✹✹✶
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❞t❂✵✳✵✵✹✽✼✺
❡rr❂✵✳✵✵✶✹

❚❛❜✳ ✸✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ 8 ♣♦✉r ❧❛ ❋❉▼✳

✺✾



✸✳✷✳✷ ❚❡sts ✷❉

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
❜✐❝♦✉❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❀ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❡st ❤♦r✐③♦♥✲
t❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝❧✐♥é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ t②♣❡ ❋♦♦t❤✐❧❧ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉✲
❥♦✉rs ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P3 ❡t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S(①s, t) =

2π2f 2
(

2π2f 2t2 − 1
)

e−π2f 2t2δ①−①s
♦ù f ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ①s ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✐t✉é à

❧❛ s✉r❢❛❝❡ {z = 0} ❡t δ①−①s
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ ♣♦✐♥t ①s✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✐♠✲

♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✿
1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u · ♥ = 0✳

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❛❣♥✐❛r❞ ❞❡ ❍♦♦♣ ❬✹✹✱ ✹✺❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ●❛r✻♠♦r❡✷❉
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❏✳ ❉✐❛③ ❡t ❆✳ ❊③③✐❛♥✐ ✷✳

✸✳✷✳✷✳✶ ❉♦♠❛✐♥❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ [0, 21600] × [0, 24470] ❛✈❡❝ ✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ [0, 21600] ×
[8470, 24470] ❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 1600♠s−1✳ ❈❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ [0, 21600]×
[0, 8470] ❡st ♥♦té❡ c2 ❛✈❡❝ c2 = 2400♠s−1 ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❧❛ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ f = 2❍③ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (10800, 14470)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 16s ❡t ♥♦✉s
❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ré✢é❝❤✐s✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs s✐t✉és à
14470♠ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ 10♠✳

P✉✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ [0, 21600]×[0, 24470] ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✲
❝❧✐♥é❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 1600♠s−1✳
❈❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ♥♦té❡ c2 ❛✈❡❝ c2 = 2400♠s−1 ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ 16s✳

• ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P

❉♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 1100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 5100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❧é❣èr❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ✉♥ ♣❡t✐t ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✳

✷❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s♣✐❝❡✲rt♥✳♦r❣✴❧✐❜r❛r②✴s♦❢t✇❛r❡✴●❛r✻♠♦r❡✷❉

✻✵



❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ P♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r é❧♦✐❣♥é✱ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
s♦♥t ❛❝❝❡♥t✉é❡s ❡t ❝❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞✐❝✐tés ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥
♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛tté♥✉❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❷t❛♣❡r ❶ ❬✸✷❪ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❝❡ ♣♦✐♥t ✐❝✐✳

❉♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐✲
♥é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 1100♠ ❞❡
❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ✐❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ✉♥
❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
●❙P ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥té❣r❛✉① ❞❡ ❋♦✉r✐❡r q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛♥t
❧❛tér❛❧❡♠❡♥t ❡t à ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳

✻✶



❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 1100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 5100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

✻✷



❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 1100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡✳

• ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋❉▼✱ ❙❊▼ ❡t ■P❉●▼

❉♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡

❛ ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r

P♦✉r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✹✺✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
s♦✐t ✶✹ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ ✹✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡t ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐❝✐ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♦♥❞❡s
✐♥❝✐❞❡♥t❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t
❞♦♥❝ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❋❉▼✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥
t❡♠♣s✳

✻✸



❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 5100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❜ ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥

◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✾✷✵✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦✐t
✸✺ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉s✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ ✹✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡t ❧❡s ❜♦♥s t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡s ♣♦✉r
❧❡s ♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❧❛ ❋❉▼✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✐❝✐
❧❡s ❜♦♥♥❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✳

❝ ✲ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✐❝✐ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝♦❞❡ ▼❛t❧❛❜✱ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ L2(x1, [0, T ]) ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t

❞♦♥♥é x1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

√

∫ T

0
(u(x1, t) − uex(x1, t))2dt
√

∫ T

0
uex(x1, t)2dt

✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❛✈❡❝ ❧❛ ❋❉▼✱ ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼ ♣♦✉r x1 = (15400; 14470)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ❡t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✾ ❡t ✸✳✶✵✳

✻✹



❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 5100♠ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❋❉▼ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s
❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛
■P❉●▼ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❙❊▼ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
♣❧✉s ♣❡t✐t✳ ❖r✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ré❛❧✐sé ❧❡s t❡sts✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✭❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ ■P●❉▼✮ ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✱ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❙❊▼ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ■P❉●▼✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❡t ❧❛ ❙❊▼ ♦♥t ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✾ ❡t ✸✳✶✵ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♠é✲
t❤♦❞❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❋❉▼ ❡t
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣é♥❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛
❡♥ t❡♠♣s q✉✐ ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳

❞ ✲ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡t ❧❛ ■P❉●▼

▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r s❛
r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré♣❡rt♦r✐é ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐s ♣❛r ❧❡
❝♦❞❡ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ✭♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✮ ❡t ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ■P❉●❋❡♠ ✭♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼✮ ♣♦✉r ❡✛❡❝✲
t✉❡r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼ ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés

✻✺



❞t ❡rr
♥❜❴❞❞❧❂✶✹✼✷✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✻✷✺ ✵✳✵✹✸✵
♥❜❴❞❞❧❂✶✸✾✸✺✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✾✻✹ ✵✳✵✹✻✺
♥❜❴❞❞❧❂✶✹✶✽✾✾ ❋❉▼ ✵✳✵✵✾✵✶ ✵✳✶✸✹✹

♥❜❴❞❞❧❂✸✸✻✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✽✸
♥❜❴❞❞❧❂✸✸✼✼✼✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✺✼✽ ✵✳✵✶✺✸
♥❜❴❞❞❧❂✸✺✹✵✶✶ ❋❉▼ ✵✳✵✵✺✺✼ ✵✳✵✻✵✽

♥❜❴❞❞❧❂✺✽✽✽✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✸✶✷✺ ✵✳✵✵✸✽
♥❜❴❞❞❧❂✺✽✶✶✸✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✹✽✷ ✵✳✵✶✶✸
♥❜❴❞❞❧❂✺✺✷✷✽✻ ❋❉▼ ✵✳✵✵✹✼✹ ✵✳✵✹✻✷

♥❜❴❞❞❧❂✾✷✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✷✹✾ ✵✳✵✵✷✶
♥❜❴❞❞❧❂✾✶✾✾✷✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✹✶✸ ✵✳✵✵✽✸
♥❜❴❞❞❧❂✽✽✸✷✷✺ ❋❉▼ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✷✸✽

♥❜❴❞❞❧❂✶✸✹✹✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✷✷
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♥❜❴❞❞❧❂✶✻✷✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✶✽
♥❜❴❞❞❧❂✶✻✷✷✺✺✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✷✼✺ ✵✳✵✵✸✽
♥❜❴❞❞❧❂✶✻✺✺✵✶✶ ❋❉▼ ✵✳✵✵✷✼✶ ✵✳✵✶✽✺

♥❜❴❞❞❧❂✷✶✻✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✶✸
♥❜❴❞❞❧❂✷✶✺✺✼✹✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✷✹✶ ✵✳✵✵✸✵
♥❜❴❞❞❧❂✷✶✶✼✺✷✵ ❋❉▼ ✵✳✵✵✷✵✶ ✵✳✵✶✷✽

♥❜❴❞❞❧❂✷✸✾✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✶✸
♥❜❴❞❞❧❂✷✸✽✹✹✾✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✷✷✷ ✵✳✵✵✷✻
♥❜❴❞❞❧❂✷✷✵✻✶✼✶ ❋❉▼ ✵✳✵✵✷✸✼ ✵✳✵✶✽✷

♥❜❴❞❞❧❂✷✽✵✽✵✵✵ ■P❉●▼ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✶✷
♥❜❴❞❞❧❂✷✼✾✸✸✻✶ ❙❊▼ ✵✳✵✵✶✾✷ ✵✳✵✵✷✵
♥❜❴❞❞❧❂✷✻✹✻✷✽✽ ❋❉▼ ✵✳✵✵✶✾✹ ✵✳✵✶✷✼

❚❛❜✳ ✸✳✺ ✕ ❊rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s L2 ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ■P❉●▼ ❡t ❙❊▼ ❡t ❋❉▼✳

✻✻



❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❊rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s L2 ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ❊rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s L2 ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

✻✼



❚❡♠♣s ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥
♥❜❴❞❞❧❂✶✹✼✷✵✵ ■P❉●❋❡♠ ✵✳✵✹✶✽
♥❜❴❞❞❧❂✶✸✾✸✺✶ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ✵✳✵✶✷✶

♥❜❴❞❞❧❂✸✸✻✵✵✵ ■P❉●❋❡♠ ✵✳✵✾✽✸
♥❜❴❞❞❧❂✸✸✼✼✼✶ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ✵✳✵✸✷✾

♥❜❴❞❞❧❂✺✽✽✽✵✵ ■P❉●❋❡♠ ✵✳✶✼✸
♥❜❴❞❞❧❂✺✽✶✶✸✶ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ✵✳✵✻✵✼

♥❜❴❞❞❧❂✾✷✵✵✵✵ ■P❉●❋❡♠ ✵✳✷✻✹
♥❜❴❞❞❧❂✾✶✾✾✷✶ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ✵✳✶✵✹

♥❜❴❞❞❧❂✶✸✹✹✵✵✵ ■P❉●❋❡♠ ✵✳✸✽✻
♥❜❴❞❞❧❂✶✸✺✻✽✹✶ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ✵✳✶✼✵

❚❛❜✳ ✸✳✻ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ✷ ❝♦❞❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✳

s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✶ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✹✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r ✻✳✷✺ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❈P❯ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐
♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡✳ P♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r ✻✳✻ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❈P❯ ❡st ❧✉✐ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✽✳✻✳ ❊♥tr❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡t ❧❡
♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r ✾✳✼✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡st ❛❧♦rs ♠✉❧t✐♣❧✐é
♣❛r ✶✹✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ♠❡t ❡♥✈✐r♦♥ tr♦✐s ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❙P❊❈❋❊▼✷❉ ❡st très ♦♣t✐♠✐sé ❛❧♦rs q✉❡
■P❉●❋❡♠ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ t❡sté ✐❝✐ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❡t ♥♦♥ ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥
♥✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té K ❡t ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t M−1K✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧ M−1KU ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à s❛✈♦✐r ❛✈❡❝ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥t❡r❛❣✐t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ s❛❝❤❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r
é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥
♥✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

❈❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼ ✭♦r❞r❡ ✹✮ ✿

• ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❛ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ tr♦✐s ✈♦✐s✐♥s ❀

• ♦♥ ❛ ✶✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r é❧é♠❡♥ts K ❀

• ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡r♥❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K ✭❡♥ ❜❧❡✉ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮ ✐♥✲
t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡t ❧❡s ✾ ❛✉tr❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ 10 × 10 = 100
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❀

• ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t s❡s ✈♦✐s✐♥s ✿ ❧❡s ✶✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t K s♦♥t ❛s✲

✻✽



❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ❡t s❡s tr♦✐s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼✳

s♦❝✐és ❛✉① ✶✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ✸ ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝
❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥ ✶✵✵ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✻ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ K ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r ❧✬❛rêt❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à K ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥ V1 ✭❡♥ ♠❛✉✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✮
s♦♥t ♥✉❧❧❡s s✉r ❝❡tt❡ ❛rêt❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✻ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ V1 ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r ❧✬❛rêt❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à K ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥ V1 ✭❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✮ s♦♥t ❛✉ss✐ ♥✉❧❧❡s s✉r ❝❡tt❡ ❛rêt❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✸✻ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥✉❧❧❡s ❡t ❞♦♥❝
100− 36 = 64 é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ② ❛ ✸ ✈♦✐s✐♥s✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❛❧♦rs ❞❡ 3 × 64 = 192✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡K ♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼ ❡st ❞♦♥❝ 100+192 = 292
nb❴elem✱ ♦ù nb❴elem ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ M q✉✐ ❡st
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 10 × 10 ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ M−1K ❡st ❛❧♦rs ❞❡ 4 × 10 × 10 = 400 nb❴elem✳

❈❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ✭♦r❞r❡ ✹✮ ✿

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞é❝r✐t ✐❝✐ ❡st ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✳ ▲❡s
é❧é♠❡♥ts s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ❤✉✐t ✈♦✐s✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✈♦✐s✐♥s s✬✐❧s ♦♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝♦♠♠✉♥❡

✻✾



❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✕ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ❡t ✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼✳

✭♣♦✉r ❧❛ ■P❉●▼✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦♥
♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸ ♦ù ✉♥ s♦♠♠❡t ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡st ❝♦♠♠✉♥ à
♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡ é❧é♠❡♥ts✳

• ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❛ ✽ ✈♦✐s✐♥s ❀

• ♦♥ ❛ ✶✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r é❧é♠❡♥t K ❀

• ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K ✭❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✮ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝
❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡t ❧❡s ✶✺ ❛✉tr❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ 4 × 16 = 64 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❀

• ❝❤❛q✉❡ ❝♦✐♥ ✭❡♥ ♠❛✉✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✮ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡t ❧❡s ✹✽ ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté ❞❡s ✹ é❧é♠❡♥ts ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ■❧ ② ❛ ✹ ❝♦✐♥s✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r
4×49 = 196 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❝♦✐♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✹ é❧é♠❡♥ts ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
196/4 = 49 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❀

• ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥ ❝♦✐♥ ✭❡♥ ♠❛✉✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻✮
✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡t ❧❡s ✷✼ ❛✉tr❡s ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛✉①q✉❡❧ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ■❧ ②
❛ ❤✉✐t ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r 8×28 = 224
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✿ ♦♥
❛ ❞♦♥❝ 224/2 = 112 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ 64+49+112 =
225 nb❴elem✱ ♦ù nb❴elem ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❧❛ ❙❊▼✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
M ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M−1K ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ K✳

✼✵



❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ✕ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❡t s❡s ❤✉✐t ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✳

✼✶



❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ✕ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❡t tr♦✐s ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✕ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❡t ✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❙❊▼✳

✼✷



◆♦♠❜r❡ ◆♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❈♦ût ❊rr❡✉r
❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ M−1K t♦t❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ L2

❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❝♦ût ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✮
♥❜❴❞❞❧❂✶✹✼✷✵✵ ■P❉●▼ ✶✹✼✷✵ ✺✽✽✽✵✵✵ ✶✳✺ 1010 ✹✳✸ 10−2

♥❜❴❞❞❧❂✶✸✾✸✺✶ ❙❊▼ ✶✺✹✵✵ ✸✹✻✺✵✵✵ ✺✳✽ 109 ✹✳✼ 10−2

♥❜❴❞❞❧❂✸✸✻✵✵✵ ■P❉●▼ ✸✸✻✵✵ ✶✸✹✹✵✵✵✵ ✺✳✹ 1010 ✽✳✸ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✸✸✼✼✼✶ ❙❊▼ ✸✼✹✵✵ ✽✹✶✺✵✵✵ ✷✳✹ 1010 ✶✳✺ 10−2

♥❜❴❞❞❧❂✺✽✽✽✵✵ ■P❉●▼ ✺✽✽✽✵ ✷✸✺✺✷✵✵✵ ✶✳✷ 1011 ✸✳✽ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✺✺✷✷✽✻ ❙❊▼ ✻✹✹✵✵ ✶✹✹✾✵✵✵✵ ✹✳✾ 1010 ✶✳✶ 10−2

♥❜❴❞❞❧❂✾✷✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✾✷✵✵✵ ✸✻✽✵✵✵✵✵ ✷✳✹ 1011 ✷✳✶ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✾✶✾✾✷✶ ❙❊▼ ✶✵✷✵✵✵ ✷✷✾✺✵✵✵✵ ✾ 1010 ✽✳✸ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✶✻✷✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✶✻✷✵✵✵ ✻✹✽✵✵✵✵✵ ✺✳✷ 1011 ✶✳✽ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✶✻✷✷✺✺✶ ❙❊▼ ✶✽✵✵✵✵ ✹✵✺✵✵✵✵✵ ✷✳✹ 1011 ✸✳✽ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✷✸✾✵✵✵✵ ■P❉●▼ ✷✸✾✵✵✵ ✾✺✻✵✵✵✵✵ ✾✳✻ 1011 ✶✳✸ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✷✸✽✹✹✾✶ ❙❊▼ ✷✻✹✻✵✵ ✺✾✺✸✺✵✵✵ ✹✳✸ 1011 ✷✳✻ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✷✽✵✽✵✵✵ ■P❉●▼ ✷✽✵✽✵✵ ✶✶✷✸✷✵✵✵✵ ✶✳✷ 1012 ✶✳✷ 10−3

♥❜❴❞❞❧❂✷✼✾✸✸✻✶ ❙❊▼ ✸✶✵✵✵✵ ✻✾✼✺✵✵✵✵ ✺✳✾ 1011 ✷ 10−3

❚❛❜✳ ✸✳✼ ✕ ❈♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ■P❉●▼ ❡t ❙❊▼✳

❈♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉t✐❧✐sés

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✼ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M−1K✮✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦t❛❧ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❝♦ût ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✮ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❧❡s ❡rr❡✉rs
r❡❧❛t✐✈❡s L2 ♦❜t❡♥✉❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ■P❉●▼ ❡st ❞❡✉①
❢♦✐s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❛ ❙❊▼ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
❧❛ ■P❉●▼ r❡q✉✐❡rt ✸✹✵✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✺✳✹ 1010 ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ 0.8➐ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❙❊▼ r❡q✉✐❡rt ✾✷✵✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ✉♥ ❝♦ût ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✾ 1010✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ 0.2➐✱ ❧❛ ■P❉●▼ r❡q✉✐❡rt ✶✻✷✵✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
❡t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✺✳✷ 1011 ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❙❊▼ r❡q✉✐❡rt ✷✽✵✵✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ✉♥
❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✺✳✾ 1011✳

❡ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

➚ ♣ré❝✐s✐♦♥ é❣❛❧❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à
❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❙❊▼✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❢♦✉r♥✐r❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙❊▼✳

✼✸



❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à 1100♠ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♥❝❧✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼

❉♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❙❊▼ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♦✉ tétr❛é❞r✐q✉❡s
s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♦✉ ❤❡①❛é❞r✐q✉❡s ❡t
♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉①
❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts s♦♥t très ✐♠♣♦rt❛♥ts
❝❛r ❧❛ ❘❡✈❡rs❡ ❚✐♠❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r t❡rr❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s à s✉r❢❛❝❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❡✣❝❛❝❡✱ r❛♣✐❞❡✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❧❛ ■P❉●▼✳

P♦✉r ✜♥✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❙P ❬✸✷❪✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♣♦rt❡ ✸✾✵✵✵✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦✐t ✷✸ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
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♥❜❴❞❞❧ ❞t ❡rr
✸✾✸✺✹✵ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✸✶
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✼✺✹✾✼✵ ✵✳✵✵✶✷✻✾ ✵✳✵✵✵✼✹✺
✶✵✼✵✾✸✵ ✵✳✵✵✶✷✻✽ ✵✳✵✵✵✹✹✶
✶✷✾✹✹✼✵ ✵✳✵✵✶✵✷ ✵✳✵✵✵✹✼✽
✶✽✶✸✼✸✵ ✵✳✵✵✵✽✾✽ ✵✳✵✵✵✸✾✺
✷✷✺✾✶✵✵ ✵✳✵✵✵✼✾✾ ✵✳✵✵✵✸✻✽

❚❛❜✳ ✸✳✽ ✕ ❊rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s L2 ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ■P❉●▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❛✉t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✳

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛✉ss✐ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ L2 ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼
❛✉ ♣♦✐♥t x1✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽ ❡t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✽
❡t ✸✳✶✾✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❝♦♠♠❡
❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s✳

✸✳✷✳✷✳✷ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❋♦♦t❤✐❧❧

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❧❛ ■P❉●▼ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ t②♣❡ ❋♦♦t❤✐❧❧ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♥s❛❝ré ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✮✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ❛✉tr❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♠❛✐❧❧é❡ ✜♥❡♠❡♥t ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✮✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❋♦♦t❤✐❧❧ ❢❛✐t 1440♠ ❞❡ ❧❛r❣❡ ❡t ❛ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 830♠✳ ❈✬❡st ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ c2 = 3000♠s−1 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ [0, 1440] × [0, 500]
❡t c1 = 1500♠s−1 ❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (x, y) = (300, 600) ❡t ❛ ♣♦✉r
❢réq✉❡♥❝❡ f = 20❍③✳ ◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛❜s♦r❜❛♥t❡ ❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 1s ❡t ♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs s✐t✉és à 600♠ ❡t 400♠ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ 10♠✳

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✱ ❡♥ ❤❛✉t✱ ♥✝✶✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✻✺✶✵✼ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❧❡s ❞❡✉①
❛✉tr❡s✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭♥✝✷✮ ❡t ❡♥ ❜❛s ✭♥✝✸✮✱ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✷✶✷✾✵ ❡t ✶✺✷✵✷ é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✸✳✷✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡

✼✺



❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✕ ❊rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡
r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✾ ✕ ❊rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥é❡
r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

✼✻



❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ✕ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❋♦♦t❤✐❧❧✳

❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s
❛❜s❝✐ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✉r ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ à ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❛r❛s✐t❡s ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ❞♦♥❝ tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ✈♦✐r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s
t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s
✐rré❣✉❧❛r✐tés ❡t ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❧â❝❤é❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥t ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❈P❯ ❡st
❞✬❡♥✈✐r♦♥ 50♠✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❞❡ 8♠✐♥20s ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❣❛❣♥❡ ❞♦♥❝ ✽✸➐ ❞❡ t❡♠♣s ❈P❯ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣rés❡r✈❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❡r ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s

✼✼



❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉t✐❧✐sés✳

✼✽



❋✐❣✳ ✸✳✷✷ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡
♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✶✱ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✷ ❡t ❡♥ ❜❛s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♥✝✸✳ ✼✾



❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡
♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✶✱ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✷ ❡t ❡♥ ❜❛s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♥✝✸✳ ✽✵



❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✷ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❛✐❧❧❡✉rs✳

♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r
s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✭❞❡ t❛✐❧❧❡
❞✐✛ér❡♥t❡✮ ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t très r❛✣♥és✱ ✐❧s ❣é♥èr❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦ss✐❡rs ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s
❞❡❣ré ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡ s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r t♦t❛❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✷✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷✹ ❡t ✸✳✷✺
♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts P1 ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡t P3 ❞❛♥s ❧❡
r❡st❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s q✉❛♥❞
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ ❣❛r❞❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❛②❛♥t tr♦✐s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞✐① ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡
s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✽✶



❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✝✷ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❛✐❧❧❡✉rs✳

✽✷



❋✐❣✳ ✸✳✷✻ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ✸❉✳

✸✳✷✳✸ ❚❡sts ✸❉

P♦✉r ✜♥✐r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ■P❉●▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é q✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ 3❉✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝✉❜❡ [0, 600]×[0, 600]×[0, 600] ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✮✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ [0, 600]×[0, 600]×[300, 600] ❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 100♠s−1✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛r✲
t✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ [0, 600]× [0, 600]× [0, 300]✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ c2 ❛✈❡❝ c2 = 200♠s−1✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P3 ❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✷❉ ❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 2❍③✳ ❊❧❧❡ ❡st s✐t✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (x, y, z) = (300, 300, 350)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 10s ❡t ♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✶✻ ré❝❡♣t❡✉rs
s✐t✉és ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉r❝❡✴ré❝❡♣t❡✉rs à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r 350♠ ❡st
❞✐s♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝r✐t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✼✳

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❛❣♥✐❛r❞ ❞❡ ❍♦♦♣ ❬✹✹✱ ✹✺❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ●❛r✻♠♦r❡✸❉
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❏✳ ❉✐❛③✱ ❆✳ ❊③③✐❛♥✐ ❡t ◆✳ ▲❡ ●♦✛ ✸✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é ❛✉ ♣♦✐♥t (x, y, z) =
(260, 260, 350)✳ ▲❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷✽✱ ✸✳✷✾ ❡t ✸✳✸✵ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s✱ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ✶✻✺✹✸✽✱ ✸✹✹✷✶✵ ❡t ✹✶✷✾✶✸ é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✹✳

✸❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s♣✐❝❡✲rt♥✳♦r❣✴❧✐❜r❛r②✴s♦❢t✇❛r❡✴●❛r✻♠♦r❡✸❉

✽✸



❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✕ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ s♦✉r❝❡✴ré❝❡♣t❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ■P❉●▼ ♣♦✉r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✶✻✺✹✸✽ é❧é♠❡♥ts✳

✽✹



❋✐❣✳ ✸✳✷✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ■P❉●▼ ♣♦✉r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✸✹✹✷✶✵ é❧é♠❡♥ts✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❜♦♥s t❡♠♣s
❞✬❛rr✐✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡t ré✢é❝❤✐❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✽ ❡t ❋✐❣✳
✸✳✷✾✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛♣❡r❝❡✈♦♥s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♣rès ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s
q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❣r♦ss✐❡r✳ P♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s r❛✣♥é ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✵✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ■P❉●▼ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s
❡t ré✢é❝❤✐❡s✳ ▲❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♣rès ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ♠❛✐s ♥✬♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❞✐s♣❛r✉✳ P♦✉r ✈♦✐r ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t r❛✣♥❡r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s été
❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳

✽✺



❋✐❣✳ ✸✳✸✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ■P❉●▼ ♣♦✉r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✹✶✷✾✶✸ é❧é♠❡♥ts✳

✽✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈❛❧✐❞é ❧❡ ❝♦❞❡ ■P❉●❋❡♠ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✈✐❛ ❧❛ ❘❚▼✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥té❣ré
■P❉●❋❡♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ◆❲❛✈❡s q✉✐ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❚♦t❛❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡♥❞r❡
❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❚♦t❛❧✳ ❉❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡
❆✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t✐❢ ❞❡s ét❛♣❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ 2❉ ❞♦♥t
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ■P❉●❋❡♠ ❧✉✐ ♠ê♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é ét❛♣❡
♣❛r ét❛♣❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① s②♥t❤ét✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ❡t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ❝♦❞❡
❛♣rés ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❚♦t❛❧ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡t

❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S(①s, t) = 2π2f 2
(

2π2f 2t2 − 1
)

e−π2f 2t2δ①−①s

♦ù f ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ①s ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✐t✉é à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ {z = 0} ❡t δ①−①s
❞és✐❣♥❡ ❧❛

♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ ♣♦✐♥t ①s✳ ▲❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞❡s s✐❣♥❛✉① ré✢é❝❤✐s s♦♥t ré❛❧✐sés ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❧♦❝❛❧✐sés ❡✉① ❛✉ss✐ ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜s♦r❜❛♥t❡
1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u · ♥ = 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳

✹✳✶ ▼✐❧✐❡✉ ❜✐❝♦✉❝❤❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ [0, 800] × [0, 800] ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱
♣❛❣❡ ✾✹✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r z ❡st ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✮✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ [0, 800]× [400, 800] ❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 1500♠s−1✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡
❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ [0, 800]× [0, 400] ❡st ♥♦té❡ c2 ❛✈❡❝ c2 = 3000♠s−1✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✸✶ s♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 20❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 0.8s ❡t ♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s

✽✼



❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ 4♠✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♣♦rt❡ 3594 é❧é♠❡♥ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♣❛❣❡ ✾✺✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ q✉❛♥❞ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s✐t✉é❡ ❛✉
♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ❡t ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ✭❡♥ ♠ètr❡s✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈❛❧✐❞❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t s✉r❢❛❝❡✴✐♥t❡r❢❛✲
❝❡✴ré❝❡♣t❡✉rs à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ c1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♣❛r❛s✐t❡s ❞✉❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s ♣❡✉ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥t❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ♣❛❣❡ ✾✻✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡
❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t✐rs✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❜✐❡♥ s✐t✉é❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 400♠✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞r♦✐t❡ ❛✉① ❡①tré♠✐tés✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ x = 0♠ ❡t x = 800♠✳

✹✳✷ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ [0, 2000]× [0, 1200] ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♣❛❣❡ ✾✼✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ [0, 2000]× [900, 1200]
❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 4500♠s−1✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ♥♦té❡ c2

❛✈❡❝ c2 = 1500♠s−1 ❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ c3 ❛✈❡❝ c3 = 3000♠s−1✳ ▲❡ ❤❛✉t
❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❡st s✐t✉é à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 500♠ ❡t ❧❡ ❜❛s ❡st à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 650♠✳
P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ [0, 2000] × [0, 300]✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥♦té❡ c4 ❛✈❡❝ c4 = 6000♠s−1✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✼✾ s♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 20❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 1.9s ❡t
♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ 4♠✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ 12889 é❧é♠❡♥ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱ ♣❛❣❡ ✾✽✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡s à ❧❡✉rs ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs

ré❡❧❧❡s✳

✹✳✸ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
♣❡♥té❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ 4000♠
❞❡ ❧❛r❣❡ ❡t ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ 4707♠✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❝♦♠♣♦rt❡
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡♥té❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ♣❛❣❡ ✾✾✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉✲
♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 4500♠s−1✳ ❈❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ♥♦té❡ c2 ❛✈❡❝

✽✽



c2 = 1500♠s−1 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ♥♦té❡ c3 ❛✈❡❝ c3 = 3000♠s−1✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s
s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳ ▲❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❡st
s✐t✉é à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 2207♠ ❡t ❧❡ ❜❛s ❡st à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 2707♠✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❝♦✉❝❤❡ [0, 4000] × [0, 1000]✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥♦té❡ c4 ❛✈❡❝ c4 = 6000♠s−1✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✶✺
s♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 20❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 3.1s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♣♦rt❡ 15001 é❧é♠❡♥ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ ♣❛❣❡ ✶✵✵✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❝✐ ❛✉ss✐ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡s à ❧❡✉rs
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ré❡❧❧❡s✳

✹✳✹ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
à ❞❡✉① ♣❡♥t❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ 4000♠
❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ 4707♠✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ à ❞❡✉① ♣❡♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✱ ♣❛❣❡ ✶✵✶✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♥♦té❡ c1 ❛✈❡❝ c1 = 4500♠s−1✳ ❈❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡
❡st ♥♦té❡ c2 ❛✈❡❝ c2 = 1500♠s−1 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ♥♦té❡ c3 ❛✈❡❝ c3 = 3000♠s−1✳
❊❧❧❡s s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳ ▲❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡
❡st s✐t✉é à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 2207♠ ❡t ❧❡ ❜❛s ❡st à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 2707♠✳ ❉❛♥s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ [0, 4000] × [0, 1000]✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥♦té❡ c4 ❛✈❡❝ c4 = 6000♠s−1✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ✶✺ s♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 20❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 3.1s✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t 14922 é❧é♠❡♥ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ ♣❛❣❡ ✶✵✷✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡s à ❧❡✉rs
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ré❡❧❧❡s✳

✹✳✺ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ [0, 10000] × [0, 10000] ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st
✐rré❣✉❧✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ♣❛❣❡ ✶✵✸✳ ▲✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
ré❣✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st s♦✐t c1 = 2500♠s−1✱
s♦✐t c2 = 2700♠s−1✱ s♦✐t c3 = 3000♠s−1✱ s♦✐t c4 = 3500♠s−1✱ s♦✐t c5 = 4000♠s−1✳ ▲❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 68375 é❧é♠❡♥ts✳
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✹✳✺✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✹✳✺✳✶✳✶ ❋réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 20❍③

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s✐t✉é
❡♥ x = 3000♠✱ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 20❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 7s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♣❛❣❡ ✶✵✹✱ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧❡s ♦♥❞❡s s❡ ré✢é❝❤✐r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ q✉❛♥t✐té ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ♣❛❣❡ ✶✵✺✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ② r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦❜s❡r✈és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥✳

✹✳✺✳✶✳✷ ❋réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 10❍③

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥st❛tés ❞❛♥s ❧✬❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r♦❞✉✐t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ f = 10❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 7s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ ♣❛❣❡ ✶✵✺✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ■❝✐✱ ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f =

c

λ
✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡t ♦♥ é❧✐♠✐♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✹✳✺✳✷ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ♣❛❣❡ ✶✵✼✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✶✵✵ s♦✉r❝❡s
à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 10❍③✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♥✝✶✱ ♥✝✷ ❡t ♥✝✸ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ♣✐❝ ✭♥✝✹✮✱ ❧❡ ✢❛♥❝ ❣❛✉❝❤❡ ✭♥✝✺✮ ❡t ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❞ô♠❡ ✭♥✝✻✮ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✱ ♣❛❣❡ ✶✵✽✮✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡tr♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♥✝✼✱ ✽✱ ✾ ❡t ✶✵✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡s ✢❛♥❝s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✱ ♣❛❣❡ ✶✵✾✮ s♦rt❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
s❛♥s êtr❡ ❡♥r❡❣✐strés ♣❛r ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♥✝✼✱ ✽✱ ✾ ❡t
✶✵ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♠❛❣é❡s✳

✾✵



✹✳✻ ▼✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ [0, 15000] × [0, 5000] ❞♦♥t ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ❡st ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st s♦✐t
c1 = 2500♠s−1✱ s♦✐t c2 = 2700♠s−1✱ s♦✐t c3 = 3000♠s−1✱ s♦✐t c4 = 3500♠s−1 ✱ s♦✐t
c5 = 4000♠s−1✱ s♦✐t c6 = 4500♠s−1✱ s♦✐t c7 = 5500♠s−1 ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✱
♣❛❣❡ ✶✵✾✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✶✵✵ s♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 10❍③✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st
❞❡ 4s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ 61999 é❧é♠❡♥ts✳

✹✳✻✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✱ ♣❛❣❡ ✶✶✵✱ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r
❧❛ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (x, z) = (7000, 0)✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧❡s ♦♥❞❡s s❡ ré✢é❝❤✐r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳

✹✳✻✳✷ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ♣❛❣❡ ✶✶✶✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st

❛ss❡③ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦✐❡♥t
❡♥r❡❣✐strés ♣❛r ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t♦✉t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳

✹✳✼ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡

✹✳✼✳✶ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

▲♦rs ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s s✐s♠✐q✉❡s✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ s♦✉r❝❡✴ré❝❡♣t❡✉rs ♥❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❛s t♦✉t ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐♠❛❣❡r✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦✐♥ts ❞❡ t✐rs ❡♥ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣❛r❛ît ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t
q✉✬✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♥♦♥ ❝♦✉✈❡rt❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ré❣✐♦♥
❞✬✐♥têr❡t à ❝❡❧❧❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ♣❛❣❡ ✶✵✾✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐♠❛❣❡r ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✷✶✱ ♣❛❣❡ ✶✶✷✱ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé q✉❛♥❞ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s✐t✉é❡ ❡♥ x = 750♠✱
x = 6000♠ ❡t x = 12375♠✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❛❧♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ 23438✱
41512 ❡t 31672 é❧é♠❡♥ts✳

❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♥♦✉s ❢❛✐r❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❈P❯✳
❈❡❧❛ s❡ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❡ ✷❤✸✵♠✐♥ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ✶❤✷✼♠✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞❛♣té✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✷➐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡❧❛

✾✶



♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✱ ♣❛❣❡ ✶✶✸✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❘❚▼ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ s♦✉r❝❡✴ré❝❡♣t❡✉rs✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✱ ♣❛❣❡ ✶✶✶✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ❝r❛✐♥❞r❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡✳

✹✳✼✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❯♥❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✭♦✉ ❧❛ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ s✐s♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥tr❡ ✽ ❡t ✶✵
♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✜①❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡✱ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❡t q✉❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♥✐ ♣❧✉s ♥✐ ♠♦✐♥s✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱
❞❡ ♥♦✉s ❢❛✐r❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡✳ ❈❡❧❛ s❡
❝♦♥✜r♠❡ ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐❣r❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻ ❡st
❞❡ ✷❤✸✵♠✐♥ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ✐❝✐ ❞❡ ✶❤✷✺♠✐♥ s♦✐t✱ ✹✺➐ ❞❡ ❣❛✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭44823 é❧é♠❡♥ts✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✱ ♣❛❣❡ ✶✶✸✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥
❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ❘❚▼✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✱ ♣❛❣❡ ✶✶✶✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥✱ ♦♥ ❣❛❣♥❡ ❞♦♥❝
❡♥ t❡♠♣s ❈P❯ s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

✹✳✼✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✐❝✐ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✈✐sé ❡st ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s
❞❡ t❡♠♣s ❈P❯✳ ■❧ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✷❤✸✵♠✐♥ à ✺✵♠✐♥ s♦✐t ✻✻➐
❞❡ ❣❛✐♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✱ ♣❛❣❡ ✶✶✹✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳

✾✷



✹✳✼✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s
❞❡❣ré ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❤❛✉t ❞❡❣ré
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛❣r❛♥❞✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❛
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ♣❛❣❡ ✶✵✾✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡ ✶ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ 1000♠ ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❛✐❧❧❡✉rs✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✺✱ ♣❛❣❡ ✶✶✹✱ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

✹✳✽ ▼✐❧✐❡✉ ❷✈❡❧❴❞✐♣ ❶

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✼✳✶ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦✉r✲
❝❡✴ré❝❡♣t❡✉rs ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❚▼✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [0, 25000]× [0, 10000] r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✻✱ ♣❛❣❡ ✶✶✺✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✷✺✵ s♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 10❍③ ❝❤❛❝✉♥❡
❛ss♦❝✐é❡ à ✷✵✵ ré❝❡♣t❡✉rs✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 10s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥t été ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭▼✐❣❲❊✮ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
❞❡ ❚♦t❛❧ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ■P❉●▼ ét❛✐t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲s♦❧
❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ♠✐❣r❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦❞❡ q✉❡ ■P❉●❋❡♠ ❡♥ ✈✉ ❞❡ s♦♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼✱ ♣❛❣❡ ✶✶✺✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞ô♠❡s ❞❡ s❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ✢❛♥❝s ✭très ♣❡♥t✉s ♦✉ ♣r♦❢♦♥❞s✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♠❛❣és✳ ❈❡❝✐ ❡st
❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✷✵✵ ré❝❡♣t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ré❝❡♣✲
t❡✉rs s♦♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ 12.5♠✱ ❝❡❧❛ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ 2500♠✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡s ✢❛♥❝s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✺✳✷✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭s♦✐t ✹✵✵ ré❝❡♣t❡✉rs✮✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥ tr♦✐s ❥♦✉rs ❡♥
♠✐❣r❛♥t ✷✺ ♣♦✐♥ts ❞❡ t✐rs s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✮ ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

✾✸



❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❜✐❝♦✉❝❤❡✳

✾✹



❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ ❛ x = 400♠ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡✳

✾✺



❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❜✐❝♦✉❝❤❡✳

✾✻



❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s✳

✾✼



❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s✳

✾✽



❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
♣❡♥té❡✳

✾✾



❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡♥té❡✳

✶✵✵



❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
à ❞❡✉① ♣❡♥t❡s✳

✶✵✶



❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ à ❞❡✉① ♣❡♥t❡s✳

✶✵✷



❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✸



❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ■♥st❛♥t❛♥és ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 20❍③ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✹



❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 20❍③ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ✕ ❙✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 10❍③ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✺



❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✕ ■♥st❛♥t❛♥és ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 10❍③ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✻



❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✼



❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞✉
♠✐❧✐❡✉ à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✽



❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ✕ ❈❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡s ♥♦♥ ❡♥r❡❣✐strés ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ à s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✕ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡✳

✶✵✾



❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✕ ■♥st❛♥t❛♥és ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ à x = 7000♠ ❡t z = 0♠ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ré❛❧✐st❡✳ ✶✶✵



❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡✳

✶✶✶



❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ ❡♥ x = 750♠ ✭❡♥
❤❛✉t✱ à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❡♥ x = 6000♠ ✭❡♥ ❤❛✉t✱ à ❞r♦✐t❡✮ ❡t ❡♥ x = 12375♠ ✭❡♥ ❜❛s✮✳

✶✶✷



❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t ❞❡ t✐r✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✸ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✶✶✸



❋✐❣✳ ✹✳✷✹ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ t✐r✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✺ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❧✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞❛♣té
à ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳

✶✶✹



❋✐❣✳ ✹✳✷✻ ✕ ▼✐❧✐❡✉ ✈❡❧❴❞✐♣✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✼ ✕ ■♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✈❡❧❴❞✐♣✳

✶✶✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❖r❞r❡ ▲♦❝❛❧

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭➓➓ ✸✳✷✳✷✳✷✮ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s ❞❡❣ré ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st r❛✣♥é ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s
❛♥❛❧②s♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✹
❡♥ t❡♠♣s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✭➓➓ ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪ ✭➓➓ ✺✳✸✮✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡
❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❡♥ t❡♠♣s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ❢♦✐s
❧✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

✺✳✶ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ❧❛ ❞✐s❝ré✲
t✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s❡♠✐✲❞✐s❝rèt❡ ✿

Md2U

dt2
+ KU = 0, ✭✺✳✶✮

♦ù M ❞és✐❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t K r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ M ❡st s②♠é✲
tr✐q✉❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✮ ❡t K ❡st
s②♠étr✐q✉❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❝r❡✉s❡✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ M ét❛♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉ s②stè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t

d2U

dt2
+ M−1KU = 0 ✭✺✳✷✮

✶✶✼



❝❛r ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ M−1KU ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt

M 1

2

d2U

dt2
+ M− 1

2KM− 1

2M 1

2 U = 0. ✭✺✳✸✮

❖♥ ♥♦t❡ A = M− 1

2KM− 1

2 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝r❡✉s❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
Z = M 1

2 U ✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ Z ❡st ❛❧♦rs s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

d2Z

dt2
+ AZ = 0 . ✭✺✳✹✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✭✺✳✷✮ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ A ❡st s②♠étr✐q✉❡✱
♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉tôt ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✳

✺✳✶✳✶ ▲❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ✭✺✳✹✮ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Z(t + ∆t) − 2Z(t) + Z(t − ∆t)

∆t2
=

d2Z(t)

dt2
+ O(∆t2). ✭✺✳✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✹✮ ♦♥ ❛ q✉❡ ✿

Z(t + ∆t) − 2Z(t) + Z(t − ∆t)

∆t2
= −AZ(t) + O(∆t2). ✭✺✳✻✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞✐t ❷s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥❶ ✿

Zn+1 − 2Zn + Zn−1

∆t2
= −AZn, ✭✺✳✼✮

♦ù Zn ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Z(n∆t)✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✶✳ P♦✉r n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡

En+ 1

2 =

∥

∥

∥

∥

Zn+1 − Zn

∆t

∥

∥

∥

∥

2

+
(

AZn, Zn+1
)

. ✭✺✳✽✮

❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✲▲❡✈② ✭❈❋▲✮

∆t <
2

√

λAmax

, ✭✺✳✾✮

✶✶✽



En+ 1

2 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✱ λAmax
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ A✳

Pr❡✉✈❡ P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ En+ 1

2 ❡st ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ s♦♥ s✐❣♥❡✳

❖♥ ❛

(

AZn, Zn+1
)

=
1

4

[

〈

A
(

Zn+1 + Zn
)

,
(

Zn+1 + Zn
)〉

− ∆t2
〈

A
(Zn+1 − Zn)

∆t
,
(Zn+1 − Zn)

∆t

〉]

,

s♦✐t

En+ 1

2 =

〈(

I − ∆t2

4
A

)

Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

+

〈

A
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉

.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ét❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

(

I − ∆t2

4
A

)

❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐ λAmax

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λA ❞❡ A✱

1 − ∆t2

4
λA ≥ 0 s✐ 1 − ∆t2

4
λAmax

≥ 0 s♦✐t ∆t2 ≤ 4

λAmax

.

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ En+ 1

2 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✾✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ h ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥♥t ♣❡t✐t✱
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✾✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

∆t < αLF h ✭✺✳✶✵✮

❛✈❡❝ αLF =
2√
α

, ♦ù α ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λAmax
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ✈ér✐✜❡ λAmax

≃ α

h2
✱

α = cste✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✾✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∆t <
2√
α

h.

Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✸✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✶✵✮✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

En+ 1

2 ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✺✳✽✮✳

✶✶✾



Pr❡✉✈❡ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✼✮ ♣❛r
Zn+1 − Zn−1

2∆t
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

1

2∆t

[

∥

∥

∥

∥

Zn+1 − Zn

∆t

∥

∥

∥

∥

2

−
∥

∥

∥

∥

Zn − Zn−1

∆t

∥

∥

∥

∥

2
]

+
1

2∆t

[(

AZn, Zn+1
)

−
(

AZn, Zn−1
)]

= 0.

❊♥ ♣♦s❛♥t En+ 1

2 =

∥

∥

∥

∥

Zn+1 − Zn

∆t

∥

∥

∥

∥

2

+
(

AZn, Zn+1
)

✱ ♦♥ ❛

1

2∆t

(

En+ 1

2 − En− 1

2

)

= 0

❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✺✳✶✳✶✱ ✺✳✶✳✷ ❡t ✺✳✶✳✸ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✹✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

✺✳✶✳✷ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ♦✉ s❝❤é♠❛ ❊▼

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞✬♦r❞r❡ ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Z(t + ∆t) − 2Z(t) + Z(t − ∆t)

∆t2
=

d2Z(t)

dt2
+

∆t2

12

d4Z(t)

dt4
+ O(∆t4) ✭✺✳✶✶✮

❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✹✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

d4Z(t)

dt4
=

d2

dt2

(

d2Z(t)

dt2

)

= −A
d2Z(t)

dt2
= A2Z(t). ✭✺✳✶✷✮

❉✬♦ù✱

Z(t + ∆t) − 2Z(t) + Z(t − ∆t)

∆t2
= −AZ(t) +

∆t2

12
A2Z(t) + O(∆t4). ✭✺✳✶✸✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ✿

Zn+1 − 2Zn + Zn−1

∆t2
= −

(

A − ∆t2

12
A2

)

Zn. ✭✺✳✶✹✮

❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✹✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❊♥ ♣♦s❛♥t B =

(

A − ∆t2

12
A2

)

✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❊▼ ✭✺✳✶✹✮ ❡t s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ✭✺✳✼✮ s♦♥t ❞✉

♠ê♠❡ t②♣❡✳

✶✷✵



Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✺✳ P♦✉r n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡

En+ 1

2 =

∥

∥

∥

∥

Zn+1 − Zn

∆t

∥

∥

∥

∥

2

+
(

BZn, Zn+1
)

. ✭✺✳✶✺✮

❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲

∆t <
2
√

3
√

λAmax

, ✭✺✳✶✻✮

En+ 1

2 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳

Pr❡✉✈❡ P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ En+ 1

2 ❡st ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ s♦♥ s✐❣♥❡✳

❖♥ ❛

(

BZn, Zn+1
)

=
1

4

[

〈

B
(

Zn+1 + Zn
)

,
(

Zn+1 + Zn
)〉

− ∆t2
〈

B
(Zn+1 − Zn)

∆t
,
(Zn+1 − Zn)

∆t

〉]

,

s♦✐t

En+ 1

2 =

〈(

I − ∆t2

4
B

)

Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

+

〈

B
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉

.

P♦✉r q✉❡ En+ 1

2 s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(

I − ∆t2

4
B

)

❡t B s♦✐❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

P♦s♦♥s λB = λA − ∆t2

12
λ2

A✱ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ B✳ ❆❧♦rs ✿

1 − ∆t2

4
λB = 1 − ∆t2

4
λA +

∆t4

48
λ2

A

= 12 +
(

∆t2λA − 6
)2

.

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(

I − ∆t2

4
B

)

❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐✈❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ λB = λA

(

1 − ∆t2

12
λA

)

✳ ❈♦♠♠❡

t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λA s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ λB ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ q✉❡ 1− ∆t2

12
λA✳ ❖♥ ✈♦✐t

q✉❡ λB ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∆t2 ≤ 12

λAmax

.

▲❛ q✉❛♥t✐té En+ 1

2 s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✶✻✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

✶✷✶



Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✻✳ P♦✉r h s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✶✻✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

∆t < αEMh ✭✺✳✶✼✮

❛✈❡❝ αEM =
2
√

3√
α

= αLF

√
3 ≃ 1, 7αLF .

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λAmax
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ✈ér✐✜❡ λAmax

≃ α

h2
✱

α = cste✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✶✻✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∆t <
2
√

3√
α

h.

Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✼✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✶✼✮✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

En+ 1

2 ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✺✳✶✺✮✳

Pr❡✉✈❡ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

En+ 1

2 =

∥

∥

∥

∥

Zn+1 − Zn

∆t

∥

∥

∥

∥

2

+
(

BZn, Zn+1
)

✱ ♦♥ ❛

1

2∆t

(

En+ 1

2 − En− 1

2

)

= 0

❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✺✳✶✳✺✱ ✺✳✶✳✻ ❡t ✺✳✶✳✼ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

Pr♦♣r✐été ✺✳✶✳✽✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✺✳✶✼✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼ ✭✺✳✶✹✮✱ ♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
∆t ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✭✉♥❡ ♣♦✉r AZ ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r A (AZ)✮ ❝♦♥tr❡ ✉♥❡
s❡✉❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ét❛♥t
1, 7 ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s 1, 7 ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡
✹✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡rt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❊▼
❞✬♦r❞r❡ ✷s ♥é❝❡ss✐t❡ s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✻✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♥✬❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ q✉❡ ♣❛r 1.38 ❬✹✼❪✳ ❉❡s
❡✛♦rts ♦♥t été ❢❛✐ts ❞❛♥s ❬✹✼❪ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♠❛✐s ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡
❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r A✳

✶✷✷



❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❩♦♦♠ s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✺✳✶✳✸ Pr❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 8 ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L q✉✐ s❡r❛ ♠❛✐❧❧é❡ ✜♥❡♠❡♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s❡r❛ ❡♥t♦✉ré
❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❣r♦ss✐❡r✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ hf ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❀
✕ hg ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❣♠❡♥t ♣r✐✈é ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❀
✕ h ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❀ h ✈❛r✐❡ ❞❡ hf à hg✳

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉① ✜❣✉r❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s S = 0 ❡t
c = 1♠s−1✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
♣♦✉r (x − x0) ≤ r0 :

u0(x) = (x − x0)e
−
4(x − x0)

2

π2r0
2 ❡t u1(x) =

(

8(x − x0)

π2r0
2

− 1

)

e
−
4(x − x0)

2

π2r0
2

❡t ♣♦✉r (x − x0) > r0 :

u0(x) = 0 ❡t u1(x) = 0.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

uex(x, t) =
+∞
∑

i=0

u0(x − 8i − t).

✶✷✸



❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s x0 = 2 ❡t r0 = 2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s
❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 0.2 ♠❛✐❧❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s hf = 1/160 ❡t ✉♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
L = 0.1 ♠❛✐❧❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s hf = 1/320✳

◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ L2 ([0, T ] , Ω) q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r
✉♥ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦♥❣ ✭❚❂✽✵s✮ ❡t ✉♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt ✭❚❂✽s✮ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♣❛s
❞✬❡s♣❛❝❡ hg ❞❡ 0, 2 à 0, 025✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡♥ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té ❊▼❴✹✳
▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ❞❡ ∆t = 1.6 10−3s ♣♦✉r hf = 1/160 ❡t
∆t = 8.22 10−4s ♣♦✉r hf = 1/320✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶
❡t ✺✳✷ ❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✸ ❡t ✺✳✹✳

❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 3.1 10−3 1.9 10−2

hg = 0.1 1.5 10−4 2.15 10−4

hg = 0.05 8.6 10−6 1.23 10−5

hg = 0.025 4.7 10−7 5.05 10−7

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛
❊▼❴✹ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 3.09 10−3 2. 10−2

hg = 0.1 1.5 10−4 2.15 10−4

hg = 0.05 8.63 10−6 1.24 10−5

hg = 0.025 4.71 10−7 5.13 10−7

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛
❊▼❴✹ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡
s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡
s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❚❂✽s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✹ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣❛s
❞✬❡s♣❛❝❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❚❂✽✵s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ❞✬♦r❞r❡ ✹ q✉❡ ♣♦✉r hg ≤ 0.1✳
❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❚ ✜①é✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐ q✉❡ ♣♦✉r hg

s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳

✶✷✹



▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ✜♥❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ▲✬❡rr❡✉r
♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❷❧✬❡♠♣♦rt❡❶ s✉r ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡♥
t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♥♦✉s s❡r✈❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ❡t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✺✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧✬❡rr❡✉r ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ♣ré❞♦♠✐♥❡
s✉r ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡
✷ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞✐✈✐s❡r ♣❛r ✷ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ✜♥❡s✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ét❛♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✳ P♦✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ■P❉●▼ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ α ❞♦✐t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ α = 7 à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡t α = 2 à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❆ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♦♥ ♣r❡♥❞
α = 7✳

❉❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
♠❛✐❧❧é❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
♠❛✐❧❧é❡ ✜♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ q✉❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡✳ ■❝✐✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❥✉st✐✜é ❝❛r ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
✹ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❊▼❴✹✷ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣♦sé ♣❛r
❧❛ ❈❋▲ ❡st ❞❡ ∆t = 1.8 10−3s ♣♦✉r hf = 1/160 ❡t ∆t = 9.21 10−4s ♣♦✉r hf = 1/320✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✸ ❡t ✺✳✹ ❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s
✺✳✺ ❡t ✺✳✻✳ P♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❷❧♦❣❧♦❣❶ q✉❡ ♣♦✉r ❚❂✽s✱ ❧❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❚❂✽✵s✳

❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 3. 10−3 1.9 10−2

hg = 0.1 1.87 10−4 8.4 10−4

hg = 0.05 1.04 10−4 7.09 10−4

hg = 0.025 1.03 10−4 7.03 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✸ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
❊▼❴✹✷ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 3.1 10−3 1.9 10−2

hg = 0.1 1.52 10−4 2.79 10−4

hg = 0.05 1.77 10−4 1.074 10−4

hg = 0.025 1.51 10−5 1.02 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✹ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
❊▼❴✹✷ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

✶✷✺



❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹ ❡t ❊▼❴✹✷ ✭L = 0.2 ❡t hf =
1/160✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹ ❡t ❊▼❴✹✷ ✭L = 0.1 ❡t hf =
1/320✮✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r hg ❣r❛♥❞✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t
hg✱ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡t ✜♥✐t ♠ê♠❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✬❛♠é❧✐♦r❡ q✉❛♥❞ hf ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❖♥
✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r
r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0.1 à 0.01➐ q✉✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✺✳✸ P❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧

P♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣♦sé ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡st ∆tf = 1.8 10−3s ♣♦✉r hf = 1/160 ✭r❡s♣✳ ∆tf = 9.21 10−4s ♣♦✉r
hf = 1/320✮ ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❈❋▲ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✳ ▲❛ ❈❋▲ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡
✈❛r✐❡ ❞❡ ∆tg = 32∆tf ✭r❡s♣✳ ∆tg = 64∆tf ✮ ♣♦✉r hg = 0.2 à ∆tg = 4∆tf ✭r❡s♣✳ ∆tg = 8∆tf ✮
♣♦✉r hg = 0.025✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✱ ✐❝✐✱ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❜♦♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ∆tg ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ∆tf ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈♦❧❧✐♥♦✱ ❋♦✉q✉❡t
❡t ❏♦❧② ♦♥t ♣r♦♣♦sé✱ ❞❛♥s ❬✹✽❪✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❧✬♦♥t ét❡♥❞✉❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❬✹✾❪✳ ❇é❝❛❝❤❡✱
❏♦❧② ❡t ❘♦❞rí❣✉❡③ ❧✬♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✺✵❪✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s

✶✷✻



à ❬✺✶✱ ✺✷❪ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❇❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ♥❡ ♠è♥❡ q✉✬à ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✱
s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs r❡st❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ P✐♣❡r♥♦
❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛✈❡❝
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❡❧❧❡ ❛
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡
é❧❡✈é ❡♥ t❡♠♣s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✺✸✱ ✺✹❪✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡
é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ s❝❤é♠❛ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡
à ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t é❧❡✈é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ à
✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❡t ♥♦✉s t❡st♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✺✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮

d2Z

dt2
+ AZ = 0 .

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡ Z̃✱ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r τ ∈ [−∆t ; ∆t] ♣❛r ✿

Z̃(τ) =
Z(t + τ) + Z(t − τ)

2
. ✭✺✳✶✽✮

❖♥ ❛

Z̃(0) = Z(t) ❡t
dZ̃

dt
(0) = 0.

❉❡ ♣❧✉s✱

d2Z̃

dτ 2
(τ) =

1

2

(

d2Z

dt2
(t − τ) +

d2Z

dt2
(t + τ)

)

= −1

2
A (Z(t − τ) + Z(t + τ)) = −AZ̃(τ),

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ Z̃ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿














d2Z̃

dτ 2
(τ) = −AZ̃(τ),

Z̃(0) = Z(t),
dZ̃

dτ
(0) = 0,

✭✺✳✶✾✮

✶✷✼



♣♦✉r τ ∈ [−∆t ; ∆t]✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z̃(τ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡✳

❙✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t Z̃(∆t)✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✭✺✳✶✽✮ ♣♦✉r ❡♥
❞é❞✉✐r❡ Z(t + ∆t) = −Z(t − ∆t) + 2Z̃(∆t)✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ Zn✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Z(n∆t)✱ ❡t Z̃n ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r [−∆t ; ∆t] ✈ér✐✜❛♥t ✿















d2Z̃n

dτ 2
(τ) = −AZ̃n(τ),

Z̃n(0) = Zn,
dZ̃n

dτ
(0) = 0,

✭✺✳✷✵✮

♣♦✉r τ ∈ [0 ; ∆t] ❡t Z̃n(−τ) = Z̃n(τ) ♣♦✉r τ ∈ [−∆t ; 0]✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✷✵✮
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳ P✉✐s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t à ❝❤❛q✉❡
t❡♠♣s n ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳

✶✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ X ❞❡ Z̃n(∆t) ❀

✷✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ Zn+1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t Zn+1 = −Zn−1 + 2X✳

✺✳✸✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ✭✺✳✷✵✮✳

✺✳✸✳✷✳✶ ❙❛♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ AZ̃n

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥
♠♦❞✐✜é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹✮ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/p ❛✈❡❝ p ∈ ■◆∗ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡
✭✺✳✷✵✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Z ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲
♠♦✉t♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹✮ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/p✳ ◆♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r p = 2✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p s✉♣ér✐❡✉r❡s ét❛♥t
❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳

❘és♦❧✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✭✺✳✷✵✮ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/2✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ Z̃
q/2
n ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Z̃n

(

q∆t

2

)

✱ q = {−2,−1, 0, 1, 2} ❡t ♣❧✉s

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t Z̃
q/p
n ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Z̃n

(

q∆t

p

)

✱ q, p ∈ N×N
∗, |q| ≤ p✳

❖♥ ♣♦s❡ Z̃0
n = Zn ❡t ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r Z̃

1/2
n ❡t Z̃1

n✳
P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Z̃
1/2
n − 2Z̃0

n + Z̃
−1/2
n

(

∆t

2

)2 = AZ̃0
n.

✶✷✽



❈♦♠♠❡ Z̃n(τ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ Z̃
1/2
n = Z̃

−1/2
n ✱ s♦✐t ✿

Z̃1/2
n = Zn +

1

2

(

∆t

2

)2

AZn.

P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Z̃1
n − 2Z̃

1/2
n + Z̃0

n
(

∆t

2

)2 = AZ̃1/2
n ,

s♦✐t ✿

Z̃1
n = Zn + 2

(

∆t

2

)2

AZn +
1

2

(

∆t

2

)4

A2Zn.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t Zn+1 = −Zn−1 + 2Z̃1
n✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Zn+1 = −Zn−1 + 2Zn + ∆t2AZn +

(

∆t

2

)4

A2Zn. ✭✺✳✷✶✮

❘és♦❧✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✺✳✹✮ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/2✳ ❖♥
❞♦✐t ❝❛❧❝✉❧❡r Zn+1/2 ❡t Zn ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✐r Zn+1✳
❖♥ ❛

Zn − 2Zn−1/2 + Zn−1

(

∆t

2

)2 = AZn−1/2 (a),

Zn+1/2 − 2Zn + Zn−1/2

(

∆t

2

)2 = AZn (b) ,

Zn+1 − 2Zn+1/2 + Zn

(

∆t

2

)2 = AZn+1/2 (c).

❖r✱

2(b) + (a) + (c) ⇒ Zn+1 − 2Zn + Zn−1

(

∆t

2

)2 = A
(

Zn+1/2 + Zn−1/2
)

+ 2AZn

❡t

(b) ⇒ Zn+1/2 + Zn−1/2 =

(

∆t

2

)2

AZn + 2Zn.

✶✷✾



❖♥ ❛ ❛❧♦rs

Zn+1 − 2Zn + Zn−1 =

(

∆t

2

)4

A2Zn + 2

(

∆t

2

)2

AZn + 2

(

∆t

2

)2

AZn

= ∆t2AZn +

(

∆t

2

)4

A2Zn

✭✺✳✷✷✮

❡t ❞♦♥❝✱

Zn+1 = −Zn−1 + 2Zn + ∆t2AZn +

(

∆t

2

)4

A2Zn. ✭✺✳✷✸✮

▲❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s s♦♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

✺✳✸✳✷✳✷ ❆✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ AZ̃n

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ AZ̃n ♣♦✉r
τ ∈ [0 ; ∆t]✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❡ AZ̃n ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r τ ∈
[0 ; ∆t] ♣❛r ✿

AZ̃n(τ) ≃ AZ̃n(0) + τ
dZ̃n

dτ
(0)

❡t ❝♦♠♠❡
dZ̃n

dτ
(0) = 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r AZ̃n(τ) ♣❛r AZ̃n(0) s♦✐t AZn✱

❞✬❛♣rès ✭✺✳✷✵✮✳

❊♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Z̃∗
n ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡















d2Z̃∗
n

dτ 2
(τ) + AZn = 0,

Z̃∗
n(0) = Zn,

dZ̃∗
n

dτ
(0) = 0,

✭✺✳✷✹✮

♣✉✐sq✉❡ AZn ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ AZ̃n✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥
♥♦t❡r❛ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t Z̃∗

n ❡t Z̃n ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡r❛ ✭✺✳✷✹✮ ♣❛r ✿














d2Z̃n

dτ 2
(τ) + AZn = 0,

Z̃n(0) = Zn,
dZ̃n

dτ
(0) = 0.

✭✺✳✷✺✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ Z̃n(∆t) = Zn − ∆t2

2
AZn ❡t ❞♦♥❝ ✿

Zn+1 − 2Zn + Zn−1 = 2Z̃n(∆t) − 2Zn = −∆t2AZn,

✶✸✵



❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ét❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✸✳✷✳✶✱
q✉✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✷✺✮ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡ ♠♦✉t♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/p ❝♦♥❞✉✐t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✹✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ✿

AZ̃n(τ) ≃ AZ̃n(0) +
τ 2

2
A

d2Z̃n

dt2
(0) = AZ̃n(0) − τ 2

2
A2Z̃n(0) = AZn − τ 2

2
A2Zn,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡














d2Z̃n

dτ 2
(τ) + AZn − τ 2

2
A2Zn = 0,

Z̃n(0) = Zn,
dZ̃n

dτ
(0) = 0,

✭✺✳✷✻✮

❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t Z̃n(∆t) = Zn − ∆t2

2
AZn +

∆t4

24
A2Zn✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Zn+1 − 2Zn + Zn−1 = −∆t2AZn +
∆t4

12
A2Zn.

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✷✻✮
♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/p ❝♦♥❞✉✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z̃n

n rés✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ♣❛r Zn✳

✺✳✸✳✸ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✭✺✳✹✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ❛❞❛♣tés à ❝❤❛q✉❡
③♦♥❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡
♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ Z̃n ❡t rés♦✉❞r❡ ✭✺✳✷✵✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✭✺✳✷✵✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ✭➓➓
✺✳✸✳✷✳✷✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s ∆t/p ✭➓➓ ✺✳✸✳✷✳✶✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡
✭✺✳✷✵✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/p ❞❛♥s
❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rét✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t/p
♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s à ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡♠❡♥t ♠❛✐❧❧é❡ ♠❛✐s ❡♥❣❧♦❜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡t ❧❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❡s ❣r♦ss✐èr❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ✜♥❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐s❝rét✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ❡t

✶✸✶



∆t/p ❡t ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s à ❞és✐❣♥❡r ♣❛r ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ③♦♥❡ ✜♥❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ ♣❛s
❞✬❡s♣❛❝❡ hg ❡t hf ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❉ét❛✐❧s ❞❡s ❞✐❢ér❡♥t❡s ③♦♥❡s ❡t ♣❛rt✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

Z̃n =

[

Z̃grossier
n

Z̃fin
n

]

=

[

Z̃grossier
n

0

]

+

[

0

Z̃fin
n

]

= (I − P ) Z̃n + PZ̃n, ✭✺✳✷✼✮

♦ù P ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❙❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t é❣❛✉① à ✶ ♦✉ ✵ ❡t
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡
❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
❖♥ ❛ AZ̃n = A(I − P )Z̃n + APZ̃n ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣r♦ss✐èr❡ ✿

A(I − P )Z̃n(τ) ≈ A(I − P )Z̃n(0) +
τ 2

2
A(I − P )

d2Z̃n

dτ 2
(0)

= A(I − P )Z̃n(0) − τ 2

2
A(I − P )AZ̃n(0)

= A(I − P )Zn − τ 2

2
A(I − P )AZn,

❡t ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✿














d2Z̃n

dτ 2
(τ) + A(I − P )Zn − τ 2

2
A(I − P )AZn + APZ̃n(τ) = 0,

Z̃n(0) = Zn,
dZ̃n

dτ
(0) = 0.

✭✺✳✷✽✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞✐s❝rét✐s❡r ✭✺✳✷✽✮ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

Z̃n

(

τ +
∆t

p

)

− 2Z̃n(τ) + Z̃n

(

τ − ∆t

p

)

≈ ∆t2

p2

d2Z̃n

dτ 2
(τ) +

∆t4

12p4

d4Z̃n

dτ 4
(τ).

❈♦♠♠❡ Z̃n ✈ér✐✜❡ ✭✺✳✷✽✮✱ ♦♥ ❛

d2Z̃n

dτ 2
(τ) = −A(I − P )Zn +

τ 2

2
A(I − P )AZn − APZ̃n(τ)

✶✸✷



❡t

d4Z̃n

dτ 4
(τ) = A(I − P )AZn − AP

d2Z̃n

dτ 2
(τ)

= A(I − P )AZn + AP

(

A(I − P )Zn − τ 2

2
A(I − P )AZn + APZ̃n(τ)

)

.

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✶✮ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r Z̃0
n = Zn✱ W1 = −A(I − P )Zn✱ W2 = A(I − P )AZn✱

U1 = −APZn ❡t U2 = APAZn ❀

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❡r Z̃
1/p
n = Z̃0

n +
1

2

(

∆t

p

)2

(W1 + U1) +
1

24

(

∆t

p

)4

(W2 + U2) ❀

✸✳ ♣♦✉r m = 1...p − 1 ❝❛❧❝✉❧❡r

✭❛✮ V1 = W1 +
1

2

(

m∆t

p

)2

W2 − APZ̃m/p
n ❀

✭❜✮ V2 = W2 − APV1 ❀

✭❝✮ Z̃
m+1/p
n = 2Z̃

m/p
n − Z̃

m−1/p
n +

(

∆t

p

)2

V1 +
1

12

(

∆t

p

)4

V2 ❀

✹✳ ❝❛❧❝✉❧❡r Zn+1 = −Zn−1 + 2Z̃1
n✳

❯♥ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❝❧❛ss✐q✉❡ r❡q✉✐❡rt 2p ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r 2 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r A(I − P )✱ 2 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r AP
♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭ét❛♣❡ ✶✮ ♣✉✐s✱ 2(p − 1) ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r AP à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳ ❖♥ ❢❛✐t
❞♦♥❝ ❛✉ t♦t❛❧ 2 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r A(I − P ) ❡t 2p ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r AP ❝❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✸✳✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✹

Zn+1 = 2Zn − Zn−1 − ∆t2ApZ
n, ✭✺✳✷✾✮

♦ù Ap ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Ap = A − ∆t2

12
A2 − 2

p2

2(p−1)
∑

j=1

(

∆t

p

)2(j+1)

βp
j (AP )jA2.

♦ù
(

βm
j

)m≥1

m≥j≥1
s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❝❢✳ ❬✶✶❪✮✳

✶✸✸



❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✶✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✸✳✷✳ P♦✉r n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡

En+ 1

2 =

(

A
Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

)

+
(

AApZ
n+1, Zn

)

. ✭✺✳✸✵✮

❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❡t AAp s♦✐❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ En+ 1

2

❞é✜♥✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ En+ 1

2 ≥ 0✳

■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✶❪ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ AAp ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

(

AApZ
n, Zn+1

)

=

〈

AAp
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉

− ∆t2

4

〈

AAp
Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

,

s♦✐t

En+ 1

2 =
1

2

[〈(

A − ∆t2

4
AAp

)

Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

✭✺✳✸✶✮

+

〈

AAp
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉]

.

P♦✉r q✉❡ En+ 1

2 s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❡t AAp s♦✐❡♥t

♣♦s✐t✐✈❡s✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té En+ 1

2 s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❡t AAp

s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ P♦✉r p = 1✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛

❊▼ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ∆t <
2
√

3
√

λAmax

♦ù λAmax
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ A ❝❡ q✉✐

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∆t <
√

3αLF hf ✳
P♦✉r p ≥ 2✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ap ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ∆t ❡t ♥✬❡st ♣❧✉s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡
q✉❡ A✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ∆t✱ p✱ hf ❡t

hg✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ AAp ❡t ❞❡ A − ∆t2

4
AAp ♠❡♥é❡

❞❛♥s ❬✶✶❪ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s s✐ ∆t < hg ❡t
∆t

p
< hf ✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✸✳✸✳ ❙♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❧♦❝❛✉① ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ En+ 1

2 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✺✳✸✵✮✳

✶✸✹



Pr❡✉✈❡ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
En+ 1

2 = En− 1

2 .

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ En+ 1

2 =

(

A
Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

)

+
(

AApZ
n+1, Zn

)

✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✺✳✷✾✮ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r Zn+1 ✿

En+ 1

2 =

(

A (Zn − Zn−1)

∆t
,
Zn − Zn−1

∆t

)

−
(

A
(

Zn − Zn−1
)

, ApZ
n
)

−
(

Zn − Zn−1, AApZ
n
)

+
(

∆t2AApZ
n, ApZ

n
)

+
(

AAp

(

2Zn − Zn−1 − ∆t2ApZ
n
)

, Zn
)

.

❈♦♠♠❡ A ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

En+ 1

2 = En− 1

2 + R

❛✈❡❝
R = − (AZn, ApZ

n) −
(

Zn − Zn−1, AApZ
n
)

+
(

∆t2AApZ
n, ApZ

n
)

+
(

AAp

(

2Zn − Zn−1 − ∆t2ApZ
n
)

, Zn
)

.

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t R ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ AAp ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ R = 0 ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✺✳✸✳✶✱ ✺✳✸✳✸ ❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✺✳✷✾✮

❡st st❛❜❧❡ s✐ ∆t < hg ❡t
∆t

p
< hf ✳

✺✳✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s❝❤é♠❛s ❊▼
❝❧❛ss✐q✉❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❊▼❴✹✮ ❡t à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
▲♦❝❴✹✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡ ✹ ♣❛rt♦✉t✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✺ ❡t ✺✳✻ ❡t r❡♣ré✲
s❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✽ ❡t ✺✳✾✳

▲❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹ ♥❡ ♣é♥❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹ ❡t ❝❡✲
❧✉✐ à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ✭✹ ♣♦✉r
❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ✷ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
▲♦❝❴✹✷✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✼ ❡t ✺✳✽ ❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r

✶✸✺



∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✸✷ 4.36 10−3 3.12 10−2

hg = 0.1 ✶✻ 1.95 10−4 7.76 10−4

hg = 0.05 ✽ 1.05 10−5 4.85 10−5

hg = 0.025 ✹ 5.95 10−7 3.42 10−6

❚❛❜✳ ✺✳✺ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✻✹ 4.38 10−3 3.14 10−2

hg = 0.1 ✸✷ 1.96 10−4 8. 10−4

hg = 0.05 ✶✻ 1.06 10−5 4.92 10−5

hg = 0.025 ✽ 6. 10−7 3.47 10−6

❚❛❜✳ ✺✳✻ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹ ❡t ▲♦❝❴✹ ✭L = 0.2 ❡t hf =
1/160✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹ ❡t ▲♦❝❴✹ ✭L = 0.1 ❡t hf =
1/320✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✷✾ 4.32 10−3 3.12 10−2

hg = 0.1 ✶✺ 1.96 10−4 5.53 10−4

hg = 0.05 ✽ 9.98 10−5 6.65 10−4

hg = 0.025 ✹ 1.03 10−4 7. 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✼ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✺✽ 4.38 10−3 3.14 10−2

hg = 0.1 ✷✾ 1.93 10−4 7.45 10−4

hg = 0.05 ✶✺ 1.57 10−5 7.65 10−5

hg = 0.025 ✽ 1.48 10−5 9.91 10−5

❚❛❜✳ ✺✳✽ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

✶✸✻



❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹ ❡t ▲♦❝❴✹✷ ✭L = 0.2 ❡t hf =
1/160✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹ ❡t ▲♦❝❴✹✷ ✭L = 0.1 ❡t hf =
1/320✮✳

❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✵ ❡t ✺✳✶✶✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲♦❝❴✹✷ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥
s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹✷ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✺✱ ✺✳✻✱ ✺✳✶✵ ❡t ✺✳✶✶✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ♣♦✉r hg ❣r❛♥❞✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❊▼❴✹ ❡t ▲♦❝❴✹✷ s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊♥ r❛✣♥❛♥t hg✱ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ▲♦❝❴✹✷ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡t ✜♥✐t ♠ê♠❡ ♣❛r
s❡ st❛❜✐❧✐s❡r s✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✬❛♠é❧✐♦r❡ q✉❛♥❞
hf ❞✐♠✐♥✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲♦❝❴✹✷ ♥❡ ♣é♥❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ 0.1➐ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❘❚▼ ❞❛♥s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲♦❝❴✹✷ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷
❛✜♥ ❞❡ ❧❡ t❡st❡r ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡✳

✺✳✹ ❖r❞r❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥ t❡♠♣s

✺✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛❣♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✳ ❆✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛✲
t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✽✮✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ AZ̃n

✶✸✼



❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣r♦ss✐èr❡ ✿














d2Z̃n

dτ 2
(τ) + A(I − P )Zn − τ 2

2
A (I − P ) AZn + APZ̃n(τ) = 0,

Z̃n(0) = Zn,
dZ̃n

dτ
(0) = 0,

✭✺✳✸✷✮

♣✉✐s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥ ✿

PZ̃n(τ + ∆t/p) − 2PZ̃n(τ) + PZ̃(τ − ∆t/p) ≈ P
∆t2

p2

d2Z̃n

dτ 2
(τ),

❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣r♦ss✐èr❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹

(I − P )Z̃n(τ + ∆t/p) − 2(I − P )Z̃n(τ) + (I − P )Z̃n(τ − ∆t/p) ≈ (I − P )
∆t2

p2

d2Z̃n

dτ 2
(τ)

+ (I − P )
∆t4

12p4

d4Z̃n

dτ 4
(τ).

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Z̃n(τ + ∆t/p) − 2Z̃n(τ) + Z̃n(τ − ∆t/p) ≈ ∆t2

p2

d2Z̃n

dτ 2
(τ) + (I − P )

∆t4

12p4

d4Z̃n

dτ 4
(τ).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Z̃n ✈ér✐✜❡ ✭✺✳✸✷✮✱ ♦♥ ❛

d2Z̃n

dτ 2
(τ) = −A(I − P )Zn +

τ 2

2
A(I − P )AZn − APZ̃n(τ) ✭✺✳✸✸✮

❡t

(I − P )
d4Z̃n

dτ 4
(τ) = (I − P )A(I − P )AZn

+ (I − P )AP

(

A(I − P )Zn − τ 2

2
A(I − P )AZn + APZ̃n(τ)

)

.

✭✺✳✸✹✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r Z̃0
n = Zn✱ W1 = −A(I − P )Zn✱ V1 = −APZn✱

W2 = −A(I − P )(W1 + V1) ❀

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❡r Z̃
1/p
n = Z̃0

n +
1

2

(

∆t

p

)2

(W1 + V1)+
1

24

(

∆t

p

)4

(I −P ) [W2 − AP (W1 + V1)] ❀

✶✸✽



✸✳ ♣♦✉r m = 1...p − 1✱ ❝❛❧❝✉❧❡r

✭❛✮ V1 = W1 +
1

2

(

m∆t

p

)2

W2 − APZ̃m/p
n ❀

✭❜✮ V2 = (I − P )(W2 − APV1) ❀

✭❝✮ Z̃
(m+1)/p
n = 2Z̃

m/p
n − Z̃

(m−1)/p
n +

(

∆t

p

)2

V1 +
1

12

(

∆t

p

)4

V2 ❀

✹✳ ❝❛❧❝✉❧❡r Zn+1 = −Zn−1 + 2Z̃1
n.

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ r❡q✉✐❡rt ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r A(I − P ) ✭ét❛♣❡ ✶✮✱ p ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣❛r AP ✭ét❛♣❡s ✶✳ ❡t ✸✳ ✭❛✮✮ ❡t p ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r (I − P )AP ✭ét❛♣❡s ✷ ❡t ✸ ✭❜✮✮✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲♦❝ ✭ét✉❞✐é ✐❝✐ s♦✉s ❧❡s ❢♦r♠❡s ▲♦❝❴✹ ♦✉ ▲♦❝❴✹✷✮
❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✱ ♦♥ ✈✐s❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❝♦ûts ✐♥❤ér❡♥ts à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛
▲♦❝✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ♥✬❡✛❡❝t✉❡r q✉❡ ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r A (I − P ) ❡t p ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣❛r AP ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r (I−P )AP ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❡ AZ̃n ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡
t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ ✜♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s q✉❡ ♥♦✉s q✉❛❧✐✜♦♥s ❞❡ ✜♥s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s très
♣❡t✐t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡
❞❡✉①✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣❛r ✉♥ ❝❛s t❡st ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉①
t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶✶✱♣❛❣❡ ✶✺✷✱ ✺✳✶✷✱ ♣❛❣❡ ✶✺✷✱ ✺✳✶✺✱ ♣❛❣❡ ✶✺✹ ❡t ✺✳✶✻✱ ♣❛❣❡ ✶✺✹ ❡t ❛✉① ✜❣✉r❡s ✺✳✷✷✱
♣❛❣❡ ✶✺✸✱ ✺✳✷✸✱ ♣❛❣❡ ✶✺✸✱ ✺✳✷✹✱ ♣❛❣❡ ✶✺✹ ❡t ✺✳✷✺✱ ♣❛❣❡ ✶✺✹✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à t♦✉t ❝❡❧❛✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✱ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
✜♥❡ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (I − P ) AP q✉✐ s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ✹✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❝❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(I − P )
d4Z̃n

dτ 4
(τ) = (I − P )A(I − P )AZn. ✭✺✳✸✺✮

❡t ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r Z̃0
n = Zn✱ W1 = −A(I − P )Zn✱ V1 = −APZn✱

W2 = −A(I − P )(W1 + V1) ❀

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❡r Z̃1/p
n = Z̃0

n +
1

2

(

∆t

p

)2

(W1 + V1) +
1

24

(

∆t

p

)4

(I − P )W2 ❀

✶✸✾



✸✳ ♣♦✉r m = 1...p − 1✱ ❝❛❧❝✉❧❡r

✭❛✮ V1 = W1 +
1

2

(

m∆t

p

)2

W2 − APZ̃m/p
n ❀

✭❜✮ Z̃(m+1)/p
n = 2Z̃m/p

n − Z̃(m−1)/p
n +

(

∆t

p

)2

V1 +
1

12

(

∆t

p

)4

(I − P )W2 ❀

✹✳ ❝❛❧❝✉❧❡r Zn+1 = −Zn−1 + 2Z̃1
n.

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✺✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s p ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r (I − P )AP ✭ét❛♣❡s ✷ ❡t ✸ ✭❜✮✮✳ ❙♦♥ ❝♦ût ❡st ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✹✳✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ✿ ♣♦✉r p ≥ 1

Zn+1 − 2Zn + Zn−1

∆t2
+ ApZ

n = 0, ✭✺✳✸✻✮

❛✈❡❝

Ap = A − ∆t2

12
(I − P )A(I − P )A ✭✺✳✸✼✮

−2αp
∆t2

p4
[PA(I − P )A + APA] − 2

p
∑

j=1

∆t2j−2

p2j
βp

j (AP )j−2AA ✭✺✳✸✽✮

♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s (αm)m≥1 ❡t
(

βm
j

)m≥1

m≥j≥1
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ✿

α1 = 0, α2 =
1

2
❡t βm

1 = βm
2 = 0.

Pr❡✉✈❡ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✺✳✹✳✶✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳ ▲✬✐téré Z̃
m/p
n ❞❡✜♥✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✸ ✭❜✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r m ≥ 1✱

Z̃m/p
n = Zn − m2

2

(

∆t

p

)2

AZn +
m4

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn ✭✺✳✸✾✮

+αm

(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn +

m
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βm
j (AP )j−2AAZn

♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s (αm)m≥1 ❡t
(

βm
j

)m≥1

m≥j≥1
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ✿

α1 = 0, α2 =
1

2
❡t βm

1 = βm
2 = 0

✶✹✵



❊♥ ♣r❡♥❛♥t m = p✱ ♦♥ ❛

Z̃1
n = Zn − p2

2

(

∆t

p

)2

AZn +
p4

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn

+ αp

(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn +

p
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βp
j (AP )j−2AAZn,

s♦✐t

Z̃1
n = Zn − ∆t2

2
ApZ

n.

P✉✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ✹ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Zn+1 = −Zn−1 + 2Z̃1
n,

s♦✐t
Zn+1 − 2Zn + Zn−1

∆t2
= −ApZ

n.

❉é♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ Z̃0
n✱ V1✱ W1 ❡t W2 ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ✹✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Z̃1/p
n = Zn − 1

2

(

∆t

p

)2

AZn +
1

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn.

Z̃
1/p
n ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✭✺✳✸✾✮ ❛✈❡❝ α1 = 0 ❡t β1

1 = 0✳
❆ ❧✬ét❛♣❡ ✷✱ ♣♦✉r m = 1✱ ♦♥ ❛

V1 = −A(I − P )Zn +
1

2

(

∆t

p

)2

A(I − P )AZn − APZ̃1/p
n .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Z̃
1/p
n ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ P (I − P ) = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V1 = −A(I − P )Zn +
1

2

(

∆t

p

)2

A(I − P )AZn − APZn +
1

2

(

∆t

p

)2

APAZn,

s♦✐t

V1 = −AZn +
1

2

(

∆t

p

)2

(I − P )A(I − P )AZn +
1

2

(

∆t

p

)2

(PA(I − P )A + APA) Zn.

✶✹✶



❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

Z̃2/p
n = 2Z̃1/p

n − Z̃0
n +

(

∆t

p

)2

V1 +
1

12

(

∆t

p

)4

(I − P )W2,

s♦✐t

Z̃2/p
n = Zn−2

(

∆t

p

)2

AZn+
2

3

(

∆t

p

)4

(I−P )A(I−P )AZn+
1

2

(

∆t

p

)4

(PA(I − P )A + APA) Zn

q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✭✺✳✸✾✮ ❛✈❡❝ α2 =
1

2
❡t β2

1 = β2
2 = 0✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡

V1 = W1 +
1

2

(

2∆t

p

)2

W2 − APZ̃2/p
n ,

V1 = −AZn + 2

(

∆t

p

)2

A(I − P )AZn + 2

(

∆t

p

)2

APAZn

− 2

3

(

∆t

p

)4

AP (I − P )A(I − P )AZn − 1

2

(

∆t

p

)4

(APPA(I − P )A + APAPA) Zn,

s♦✐t

V1 = −AZn + 2

(

∆t

p

)2

(I − P )A(I − P )AZn

+ 2

(

∆t

p

)2

(PA(I − P )A + APA) Zn − 1

2

(

∆t

p

)4

APAAZn.

❊t✱ ❝♦♠♠❡

Z̃3/p
n = 2Z̃2/p

n − Z̃1/p
n +

(

∆t

p

)2

V1 +
1

12

(

∆t

p

)4

(I − P )W2,

Z̃3/p
n = Zn − 9

2

(

∆t

p

)2

AZn +
27

8

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn

+ 3

(

∆t

p

)4

(PA(I − P )A + APA) Zn − 1

2

(

∆t

p

)6

APAAZn

q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✭✺✳✸✾✮ ❛✈❡❝ α3 = 3✱ β3
1 = β3

2 = 0 ❡t β3
3 = −1

2
✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✿ ♣♦✉r 1 ≤ l ≤ m✱ m ≥ 3 ✜①é✱

Z̃ l/p
n = Zn − l2

2

(

∆t

p

)2

AZn +
l4

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn ✭✺✳✹✵✮

+αl

(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn +

l
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βl
j(AP )j−2AAZn.

✶✹✷



❈❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Z̃
(m+1)/p
n ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ ✸ ✭❜✮ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳
❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ l ≤ m✱

V1 = W1 +
1

2

(

l∆t

p

)2

W2 − APZ̃ l/p
n

❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ✿

V1 = −AZn +
l2

2

(

∆t

p

)2

(I − P )A(I − P )AZn +
l2

2

(

∆t

p

)2

(PA(I − P )A + APA) Zn

− αl

(

∆t

p

)4

APAAZn −
l
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βl
j(AP )j−1AAZn.

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r 1 ≤ l ≤ m✱

Z̃(l+1)/p
n = 2Z̃ l/p

n − Z̃(l−1)/p
n +

(

∆t

p

)2

V1 +
1

12

(

∆t

p

)4

(I − P )W2.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t m ≥ 3 ✜①é✱

Z̃(m+1)/p
n = Zn −

(

m2 − (m − 1)2

2
+ 1

)(

∆t

p

)2

AZn

+

(

m4

12
− (m − 1)4

24
+

1

12
+

m2

2

)(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn

+

(

2αm − αm−1 +
m2

2

)(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn

− αm

(

∆t

p

)6

APAAZn +

m
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

2βm
j (AP )j−2AAZn

−
m−1
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βm−1
j (AP )j−2AAZn −

m
∑

j=1

(

∆t

p

)2(j+1)

βm
j (AP )j−1AAZn.

❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡

m2 − (m − 1)2

2
+ 1 =

(m + 1)2

2
❡t

m4

12
− (m − 1)4

24
+

1

12
+

m2

2
=

(m + 1)4

24
,

✶✹✸



❡♥ ♣♦s❛♥t αm+1 = 2αm − αm−1 +
m2

2
, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r m ≥ 3 ✜①é ✿

Z̃(m+1)/p
n = Zn − (m + 1)2

2

(

∆t

p

)2

AZn +
(m + 1)4

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn

+ αm+1

(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn

− αm

(

∆t

p

)6

APAAZn +

m
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

2βm
j (AP )j−2AAZn

−
m−1
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βm−1
j (AP )j−2AAZn −

m
∑

j=1

(

∆t

p

)2(j+1)

βm
j (AP )j−1AAZn.

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡

Z̃(m+1)/p
n = Zn − (m + 1)2

2

(

∆t

p

)2

AZn +
(m + 1)4

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn

+ αm+1

(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn −
(

αm − 2βm
3 + βm−1

3

)

(

∆t

p

)6

APAAZn

+

m−1
∑

j=4

(

∆t

p

)2j
(

2βm
j − βm−1

j − βm
j−1

)

(AP )j−2AAZn

+
(

2βm
m − βm

m−1

)

(

∆t

p

)2m

(AP )m−2AAZn −
(

∆t

p

)2(m+1)

βm
m(AP )m−1AAZn,

s♦✐t✱ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ βm
1 = 0 = βm

2 ✱

Z̃(m+1)/p
n = Zn − (m + 1)2

2

(

∆t

p

)2

AZn +
(m + 1)4

24

(

∆t

p

)4

(I − P )A(I − P )AZn

+ αm+1

(

∆t

p

)4

[PA(I − P )A + APA] Zn +

m+1
∑

j=1

(

∆t

p

)2j

βm+1
j (AP )j−2AAZn

❛✈❡❝

βm+1
1 = βm+1

2 = 0, βm+1
3 = αm − 2βm

3 + βm−1
3 , βm+1

m = 2βm
m − βm

m−1, βm+1
m+1 = −βm

m

❡t
βm+1

j = 2βm
j − βm−1

j − βm
j−1, ♣♦✉r 4 ≤ j ≤ m − 1.

✶✹✹



❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s✐ Z̃
l/p
n ✈ér✐✜❡ ✭✺✳✹✵✮ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m ≥ l ≥ 3 ❛✈❡❝ m ✜①é✱ Z̃

(m+1)/p
n

✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ✭✺✳✹✵✮✳ ❈♦♠♠❡ ✭✺✳✹✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r m = 1, 2, 3✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥t✐❡r m✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✹✳✷✳ P♦✉r n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡

En+ 1

2 =

(

A
Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

)

+
(

AApZ
n+1, Zn

)

. ✭✺✳✹✶✮

❆❧♦rs✱ s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❡t AAp s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ En+ 1

2 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡

❞✐s❝rèt❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ En+ 1

2 ≥ 0✳

❖♥ ❛
〈

AAp
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉

− ∆t2

4

〈

AAp
Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

=
1

4

(

AApZ
n+1, Zn+1

)

+
1

4

(

AApZ
n+1, Zn

)

+
1

4

(

AApZ
n, Zn+1

)

+
1

4
(AApZ

n, Zn)

− 1

4

(

AApZ
n+1, Zn+1

)

+
1

4

(

AApZ
n+1, Zn

)

+
1

4

(

AApZ
n, Zn+1

)

− 1

4
(AApZ

n, Zn) .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ AAp ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ N
∗✳

♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

(

AApZ
n, Zn+1

)

=

〈

AAp
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉

− ∆t2

4

〈

AAp
Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

s♦✐t

En+ 1

2 =
1

2

[〈(

A − ∆t2

4
AAp

)

Zn+1 − Zn

∆t
,
Zn+1 − Zn

∆t

〉

✭✺✳✹✷✮

+

〈

AAp
Zn+1 + Zn

2
,
Zn+1 + Zn

2

〉]

.

❈♦♠♠❡ A ❡t AAp s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ En+ 1

2 ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s②♠é✲
tr✐q✉❡ q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r ∆t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té En+ 1

2 ❡st ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡

s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❡t AAp s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✺✳✹✳✷ ❡♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳

✶✹✺



Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

AAp = A2 − ∆t2

12
A (I − P ) A (I − P ) A − 2αp

∆t2

p4
A [PA (I − P ) A + APA]

− 2

p
∑

j=1

∆t2j−2

p2j
βp

j A (AP )j−2 A2.

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t P s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A2

❡t A (I − P ) A (I − P ) A✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ A [PA (I − P ) A + APA] ❡t A (AP )j−2 A2

s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N
∗✱

A[PA(I − P )A + APA] = APAA − APAPA + AAPA = −APAPA + A(PA + AP )A.

PA + AP ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ A [PA (I − P ) A + APA] ❡st s②♠étr✐q✉❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N

∗✱

t
(

A (AP )j A2
)

= A2 (PA)j A

❝❛r tP = P ❡t ❞♦♥❝ t
[

(AP )j
]

= (PA)j ❡t✱

A2 (PA)j A = A2 (PA)j−1 PAA = A2 (PA)j−1 PA2 = A (AP )j A2.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ A (AP )j A2 ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t A (AP )j−2 A2 s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❝❡ q✉✐
❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✹✳✸✳ ❙✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s AAp ❡t

(

A − ∆t2

4
AAp

)

s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ En+ 1

2

❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✺✳✹✶✮ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ✭✺✳✸✻✮ ✭✐✳❡✳ ❛ss♦❝✐é
à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✮✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✺✳✹✳✸ ❡st ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✺✳✸✳✸ ❛✈❡❝

Ap = A − ∆t2

12
(I − P )A(I − P )A

−2αp
∆t2

p4
[PA(I − P )A + APA] − 2

p
∑

j=1

∆t2j−2

p2j
βp

j (AP )j−2AA

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s AAp ❡t

(

A − ∆t2

4
AAp

)

s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛

✭✺✳✸✻✮ ❡st st❛❜❧❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦rt❛♥t

✶✹✻



s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s AAp ❡t

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❈❋▲ ♦ù ❧❛ st❛❜✐❧✐té

s❡r❛✐t ❛ss✉r❡r ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré✉ss✐ à

ét❛❜❧✐r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ AAp ❡t

(

A − ∆t2

4
AAp

)

ét❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡

♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ AAp ❡t

(

A − ∆t2

4
AAp

)

q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❡ à ét❛❜❧✐r

✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳

✺✳✹✳✷ ❊t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t λmin
1 (∆t) ❡t λmin

2 (∆t) ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡

AAp ❡t A− ∆t2

4
AAp q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s t❡st s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶❉ ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❞❡s
♠❛✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡ ❛✈❡❝ hg = 0.05✱ hf = 1/160 ❡t L = 0.2 ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ hg = 0.1✱ hf = 1/320 ❡t
L = 0.1✮ ♦✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❊▼ ❞✬♦r❞r❡ ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ αg = 0.152 ❡t αf = 0.163✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❛✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r s✉r
t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❊▼ ❞✬♦r❞r❡ ✹✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✿

∆t ≤
√

3αghg.

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❛✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ♣❛rt♦✉t ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ s❛✉t❡✲♠♦✉t♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❈❋▲ s❡r❛✐t ✿

∆t ≤ αfhf .

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ AAp ❡t

(

A − ∆t2

4
AAp

)

❡t ❞❡

♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ∆t ❡t p s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❬✶✶❪✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❞✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st
st❛❜❧❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✿

∆t ≤ ∆topt ❡t p ≥ popt.

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ∆topt =
√

3αghg ❡t popt = E

(√
3αghg

αfhf

)

+ 1✱ ♦ù E ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ∆topt = 0.0132 ❡t popt = 13✳
❆ ♣r✐♦r✐✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t é✈❛❧✉❡r λmin

1 ❡t λmin
2 ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (∆t, p) ❞❡ ]0, ∆topt]× [popt, +∞[✳

❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré❛❧✐sé ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à
❝♦♥s✐❞ér❡r ✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∆t éq✉✐ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 1.1∆topt] ❡t ✹ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p à

✶✹✼



s❛✈♦✐r p = 13, 14, 15, 16 ❡t 17✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r p = 13✱ ❧❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ AAp ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡✴♠❛tr✐❝❡✱ ❡t ♦♥ ♣ré❢èr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t
q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ap ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Zn ✭❞❡
t❛✐❧❧❡ m ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❛♥s t♦✉t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té m × m✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

Z̃1
n = Zn − ∆t2

2
ApZn = I − ∆t2

2
Ap,

s♦✐t

Ap =
2Z̃1

n − 2I

∆t2
.

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t) ❡t λmin

2 (∆t) s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✷ ❡t ✺✳✶✸ ♣♦✉r ❧❡s
✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs ∆t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0 ; 1.1∆topt]✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✹ ❡t ✺✳✶✺
ré♣r❡s❡♥t❡♥t ✉♥ ③♦♦♠ ❞❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡ ❝❛r
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♦❜s❡r✈é ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱
❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✵ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❛ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✬✉♥❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❢❛✐t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭✐✳❡✳ u(0, t) = u(L, t) = 0✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✻ ❡t ✺✳✶✼✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✺✳✶✽ ❡st ✉♥ ③♦♦♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ λmin

1 ❡t λmin
2 s♦♥t t♦✉❥♦✉rs

♣♦s✐t✐✈❡s ♣♦✉r ∆t ≤ ∆topt✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0 ; 1.1∆topt]
♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ∆t ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❬✶✶❪✱ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡
rés♦♥❛♥❝❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ③♦♥❡s étr♦✐t❡s ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✮ ♦♥t été ♦❜s❡r✈és
♣♦✉r ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0.9∆topt ; ∆topt]✳ P♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡❢❛✐t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ✶✵✵✵ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∆t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0.9∆topt ; ∆topt]✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✾ ❡t ✺✳✷✵✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ λmin

1 ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✹ ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡s ✶✵✵✵ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡
❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é✈♦q✉é✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬❛❞♦♣t❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❝❧✉r❡ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λmin

1 ♣♦✉r ✶✵✵✵ ✈❛❧❡✉rs ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
❡s♣❛❝é❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0.9∆topt ; ∆topt]✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✶ ♦ù
♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ♦♥t ❜✐❡♥ ❞✐s♣❛r✉✳

❆✉ ✈✉ ❞❡s ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✺✳✹✳✹✳

✕ ❙✐ ♦♥ ✐♥❝❧✉t ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❡s ❣r♦ss✐èr❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r

p ≥ popt ❡t ∆t ∈]0 ; ∆topt]\Ip.

✶✹✽



❛✈❡❝ ∆topt =
√

3αghg✱ popt = E

(√
3αghg

αfhf

)

+1✱ ❡t Ip ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ∆topt/1000✳
✕ ❙✐ ♦♥ ✐♥❝❧✉t tr♦✐s ♠❛✐❧❧❡s ❣r♦ss✐èr❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r

p ≥ popt ❡t ∆t ≤ ∆topt.

❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]0 ; 1.1∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
2 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]0 ; 1.1∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✹ ✕ ❩♦♦♠ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t)

♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✕ ❩♦♦♠ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
2 (∆t)

♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

✶✹✾



❋✐❣✳ ✺✳✶✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]0 ; 1.1∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦✲
❣è♥❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
2 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]0 ; 1.1∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦✲
❣è♥❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ✕ ❩♦♦♠ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t) ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞

❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

✶✺✵



❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]0.9∆topt ; ∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✵ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
2 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]0.9∆topt ; ∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λmin
1 (∆t) ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0.9∆topt ; ∆topt] ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝

❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐♥❝❧✉t ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡
❣r♦ss✐èr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳

✶✺✶



✺✳✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ✐❝✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①
❛✈❡❝ ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ t❡♠♣s ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✹ ♣❛rt♦✉t✳
▲❡s s❝❤é♠❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ♥♦tés ▲♦❝❴✹❴✹✷❛ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❡t ▲♦❝❴✹❴✹✷❜ ♣♦✉r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✾✱ ✺✳✶✵✱ ✺✳✶✶ ❡t ✺✳✶✷
❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✷✷ ❡t ✺✳✷✸✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✺✻ 4.35 10−3 3.12 10−2

hg = 0.1 ✷✽ 1.93 10−4 7.3 10−4

hg = 0.05 ✶✹ 9.83 10−6 2.37 10−5

hg = 0.025 ✼ 3.38 10−6 2.2 10−5

❚❛❜✳ ✺✳✾ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹❴✹✷❛ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✶✶✶ 4.31 10−3 3.12 10−2

hg = 0.1 ✺✻ 1.99 10−4 8.374 10−4

hg = 0.05 ✷✽ 5.97 10−5 4.2 10−4

hg = 0.025 ✶✹ 1.16 10−4 8.04 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✶✵ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹❴✹✷❛ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✺✻ 4.38 10−3 3.14 10−2

hg = 0.1 ✷✽ 1.95 10−4 7.92 10−4

hg = 0.05 ✶✹ 1.02 10−5 4.3 10−5

hg = 0.025 ✼ 6.78 10−7 2.64 10−6

❚❛❜✳ ✺✳✶✶ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹❴✹✷❜ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✶✶✶ 4.37 10−3 3.14 10−2

hg = 0.1 ✺✻ 1.96 10−4 8.15 10−4

hg = 0.05 ✷✽ 1.94 10−5 1.295 10−4

hg = 0.025 ✶✹ 2.66 10−5 1.85 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✶✷ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹❴✹✷❜ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r hf = 1/160 ❡t hg ♣❡t✐t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ▲♦❝❴✹❴✹✷❛
❡t ▲♦❝❴✹❴✹✷❜ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞✬♦r❞r❡ ✹✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡
♣♦✉r hf = 1/320 ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸
❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ✸ ❡♥
♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡♥ (I −P )AP ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❊▼❴✹ ❡t
❝❡❧✉✐ à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ✭✹ ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ✷ ❞❛♥s
❧❛ ③♦♥❡ ✜♥❡✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s
❢❛✐s♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡s s❝❤é♠❛s ♣❛r ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ❡t ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t

✶✺✷



❋✐❣✳ ✺✳✷✷ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹✱ ▲♦❝❴✹❴✹✷❛ ❡t ▲♦❝❴✹❴✹✷❜
✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✸ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹✱ ▲♦❝❴✹❴✹✷❛ ❡t ▲♦❝❴✹❴✹✷❜
✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶✸✱ ✺✳✶✹✱ ✺✳✶✺ ❡t ✺✳✶✻ ❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✷✹ ❡t ✺✳✷✺✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✸ ❡t ✹ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r hf = 1/160 q✉❡ ♣♦✉r hf = 1/320✳ ❈❡❝✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ♣r❡♥❛✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ♣❛rt♦✉t ✭❝❢✳ ❚❛❜ ✺✳✾✱ ❚❛❜✳ ✺✳✶✵✱ ❚❛❜✳ ✺✳✶✶ ❡t ❚❛❜✳
✺✳✶✷✮✳ ■❝✐✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡♥ (I − P )AP ♥✬❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡
rés✉❧t❛t ♣✉✐sq✉❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜✲
t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲♦❝❴✹✷ ✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✺✳✼ ❡t ❚❛❜✳ ✺✳✽✮✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ❡t ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜ ♥❡ ♣é♥❛❧✐s❡♥t ♣❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❝❤é♠❛ ▲♦❝❴✹✷✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0.1➐ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ❡t ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧❡
❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✸ ❡t ✹ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉s à ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❝♦♥s❡r✈❛✐t
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛✳ P♦✉r
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s 2❉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜✳

✶✺✸



∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✺✵ 4.32 10−3 3.08 10−2

hg = 0.1 ✷✺ 1.97 10−4 5.51 10−4

hg = 0.05 ✶✸ 1.05 10−4 6.98 10−4

hg = 0.025 ✼ 1.06 10−4 7.22 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✶✸ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✶✵✵ 4.31 10−3 3.08 10−2

hg = 0.1 ✺✵ 1.92 10−4 5.21 10−4

hg = 0.05 ✷✺ 1.00 10−4 6.99 10−4

hg = 0.025 ✶✸ 1.27 10−4 8.73 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✶✹ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✺✵ 4.37 10−3 3.13 10−2

hg = 0.1 ✷✺ 1.93 10−4 7.34 10−4

hg = 0.05 ✶✸ 1.63 10−5 8.03 10−5

hg = 0.025 ✼ 1.56 10−5 1.04 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✶✺ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

∆tg/∆tf ❚❂✽s ❚❂✽✵s

hg = 0.2 ✶✵✵ 4.37 10−3 3.14 10−2

hg = 0.1 ✺✵ 1.93 10−4 7.62 10−4

hg = 0.05 ✷✺ 2.38 10−5 1.52 10−4

hg = 0.025 ✶✸ 2.88 10−5 1.98 10−4

❚❛❜✳ ✺✳✶✻ ✕ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✹ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹✱ ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ❡t
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜ ✭L = 0.2 ❡t hf = 1/160✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✺ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❊▼❴✹✱ ▲♦❝❴✹✷❴✹✷❛ ❡t
▲♦❝❴✹✷❴✹✷❜ ✭L = 0.1 ❡t hf = 1/320✮✳

✶✺✹



Annexe A

Mise en oeuvre de la méthode de

Galerkine discontinue

Cette annexe a été rédigée une première fois dans le cadre du rapport évolutif du groupe
de doctorants Nwaves. Nous avons choisi de la dupliquer dans ce manuscrit dans l’idée de
proposer au lecteur un document le plus complet possible. On y trouve des informations
sur la mise en oeuvre des éléments finis qui sont très classiques mais qui permettent aussi
de mesurer la part de mise en oeuvre qu’il a été nécessaire de réaliser dans cette thèse.

A.1 Définition de l’espace d’approximation V h

A.1.1 Le maillage

Définition A.1.1 Un maillage Th du domaine Ω est une partition de Ω en Lh polyèdres
convexes (Kl)l=1,Lh

(des segments en 1D, généralement des triangles ou des rectangles en

2D, des tétraèdres ou des hexaèdres en 3D), d’intérieur non vide et tels que
◦

Kl ∩
◦

Km= ∅.

Le maillage est dit “conforme” si, de plus, toute face d’un élément est soit la face d’un
autre élément, soit une face portée par le bord (voir Figs A.1 et A.2).

Nous ne considérons ici que des triangles ou des tétraèdres et nous supposons que les
fonctions µ(x) et ρ(x) sont constantes par maille. On notera NTh, le nombre d’éléments
du maillage.

De plus, nous notons :

• ΓD une partie de la frontière ∂Ω sur laquelle on pose des conditions de bords de type
Dirichlet ;

• Fi une face interne associée à deux éléments K+ et K− i.e Fi = ∂K+ ∩ ∂K− ;

• Fi l’ensemble des faces internes ;
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• Fb une face frontière i.e Fb = ∂K ∩ ∂Ω ;

• Fb l’ensemble des faces frontières ;

• n± les vecteurs normaux à K±, orientés vers l’extérieur de K± ;

• v± les traces d’une fonction v sur K± ;

• la fonction γ qui pénalise les sauts de uh et vh sur les faces (ou arêtes) de Th. Elle est
définie sur chaque F ∈ Fh = Fi ∪ Fb par :

γ|F := α cmaxh
−1
min

où α est un paramètre positif indépendant du maillage et du coefficient cmax défini
pour x ∈ F , par :

cmax|F (x) =

{

max
(

c|K+ (x) , c|K− (x)
)

, F ∈ Fi, F = ∂K+ ∩ ∂K−

c|K (x) , F ∈ Fb, F = ∂K ∩ ∂Ω

La fonction hmin est définie par :

hmin|F =

{

min (hK+ , hK−) , F ∈ Fi, F = ∂K+ ∩ ∂K−

hK , F ∈ Fb, F = ∂K ∩ ∂Ω.

où hK est le diamètre de K.

Notons aussi que pour assurer la coercivité de γ, il faut que α >
1

2
p (p + 1).

Nous définissons alors le saut et la moyenne de v pour x ∈ Fi par :

[[v]] = v+n+ + v−n− et {{v}} :=
(

v+ + v−
)

/2.

Pour x ∈ Fb, on note [[v]] := vn et {{v}} := v, où n désigne le vecteur normal à Fb.
De la même façon, nous définissons le saut et la moyenne d’un vecteur q par :

• [[q]] := q+ · n+ + q− · n− et {{q}} :=
(

q+ + q−
)

/2 pour x ∈ Fi ;

• [[q]] := q · n et {{q}} := q pour x ∈ Fb.

Pour chaque élément K, nous définissons :

• λK , le diamètre maximum des sphères (ou cercle en 2D) contenues dans K.

Nous notons h = min
K

hK le diamètre du plus petit élément du maillage. Nous supposons

de plus qu’il existe une constante σ ≥ 1 telle que :

∀h, ∀K ∈ Th,
hK

λK

≤ σ.

Cette dernière condition nous impose de choisir des éléments qui ne sont pas trop aplatis.
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Nous appelons élément de référence K̂ le segment [0, 1] en 1D, le triangle de sommet
Ŝ1(0, 0), Ŝ2(1, 0), Ŝ3(0, 1) en 2D ou le tétraèdre de sommet Ŝ1(0, 0, 0), Ŝ2(1, 0, 0), Ŝ3(0, 1, 0),
Ŝ4(0, 0, 1). Il existe, pour tout élément K, une fonction affine FK qui transforme K̂ en
l’élément K :

• en 1D :
FK(x̂) = x1 + (x2 − x1)x̂ ;

• en 2D :

FK(x̂, ŷ) =

[

x1

y1

]

+

[

x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

][

x̂

ŷ

]

;

• en 3D :

FK(x̂, ŷ, ẑ) =







x1

y1

z1






+







x2 − x1 x3 − x1 x4 − x1

y2 − y1 y3 − y1 y4 − y1

z2 − z1 z3 − z1 z4 − z1













x̂

ŷ

ẑ







où xi, yi, zi sont les coordonnées du sommet Si de l’élément K (cf. Figs A.3, A.4 et A.5).
Cette application peut s’écrire sous forme matricielle

FK(x̂) = AKx̂ + bK

et son jacobien vérifie :

JFK
= AK et |JFK

| = | det(AK)|.

Fig. A.1 – Un maillage conforme. Fig. A.2 – Un maillage non conforme.

Il nous reste encore à déterminer les degrés de liberté du maillage pour les éléments finis
de Galerkine discontinus Pk. Nous définissons d’abord les degrés de liberté sur l’élément
de référence qui correspondent à ceux des éléments finis de Lagrange Pk :
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x̂0 1

x1 x2

FK

K̂

K

Fig. A.3 – Le segment de référence.

x̂

ŷ

Ŝ1

Ŝ3

Ŝ2

S1

S3

S2

FK

K̂

K

Fig. A.4 – Le triangle de référence.

Ŝ1

Ŝ4

Ŝ2

Ŝ3 S1

S3

S2

S4

x̂

ẑ

ŷ

FK

K̂

K

Fig. A.5 – Le tétraèdre de référence.
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• en dimension 1, les degrés de liberté de l’élément fini de Lagrange Pk sont les points de
coordonnées

x̂i =
i − 1

k
, i = 1..k + 1;

• en dimension 2, les degrés de liberté de l’élément fini de Lagrange Pk sont les points de
coordonnées

(x̂i, ŷj) =

(

i − 1

k
,
j − 1

k

)

, x̂i + ŷj ≤ 1, i, j = 1..k + 1;

• en dimension 3, les degrés de liberté de l’élément fini de Lagrange Pk sont les points de
coordonnées

(x̂i, ŷj, ẑl) =

(

i − 1

k
,
j − 1

k
,
l − 1

k

)

, x̂i + ŷj + ẑl ≤ 1, i, j, l = 1..k + 1.

On note N̂d
k le nombre de degrés de liberté de K̂ en dimension d.

b b

P̂1 P̂2

Fig. A.6 – P1.

b b b

P̂1 P̂2P̂3

Fig. A.7 – P2.

b b b b

P̂1 P̂3 P̂4 P̂2

Fig. A.8 – P3.

b

b

b

P̂1 P̂2

P̂3

Fig. A.9 – P1.

b

b

b

b

b

b

P̂1 P̂2

P̂3

P̂4

P̂6 P̂5

Fig. A.10 – P2.

b

b

bb b

b

b

b b

b

P̂1 P̂2

P̂3

P̂4 P̂5

P̂9

P̂8

P̂6

P̂7

P̂10

Fig. A.11 – P3.

Les degrés de liberté de l’élément K sont alors les images par FK des degrés de liberté
de K̂. Nous notons NPh le nombre de degrés de liberté associés au maillage Th.

Pour la prise en compte des termes de saut et des conditions aux bords, nous avons
également besoin de connâıtre les faces (ou les arêtes). L’ensemble des faces est noté Fh, et
pour chaque face F de Fh, il existe une fonction affine GK

F transformant la face de référence
F̂ (en 2D le segment [0, 1], en 3D le triangle Ŝ1Ŝ2Ŝ3) en la face F de l’élément K :
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b

b

b

b

P̂1

P̂4

P̂2

P̂3

Fig. A.12 – P1.

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

P̂1

P̂4

P̂2

P̂3

P̂5

P̂6P̂7

P̂8 P̂9

P̂10

Fig. A.13 – P2.

• en 2D :

GK
F (x̂) =

[

x1

y1

]

+

[

x2 − x1

y2 − y1

]

x̂ ;

• en 3D :

GK
F (x̂, ŷ) =







x1

y1

z1






+







x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

z2 − z1 z3 − z1







[

x̂

ŷ

]

où xi, yi, zi sont les coordonnées du sommet Si de la face F . Nous notons de plus NFh le
nombre de faces de Fh, N̂P F le nombre de degrés de liberté par face et N̂F K le nombre
de faces par élément. Par ailleurs, nous notons NBh le nombre de faces appartenant à la
frontière absorbante Γabs.

En pratique, un maillage est caractérisé par (au moins) quatre données :

1. les coordonnées des sommets et des degrés de liberté de tous les éléments. Dans le
cas des éléments finis Pk, la connaissance des coordonnées des sommets est suffisante
puisque nous pouvons déterminer les coordonnées des degrés de liberté à partir de la
fonction FK et des coordonnées des degrés de liberté sur l’élément de référence K̂ ;

2. la connectique de chaque élément, c’est-à-dire le numéro des sommets et des degrés
de liberté appartenant à l’élément. Nous noterons lgK,i la fonction qui permet de
déterminer la numérotation globale du i-ème degré de liberté de l’élément K ;

3. la connectique de chaque face, c’est-à-dire le numéro des sommets et des degrés
de liberté appartenant à la face. Nous noterons lgfK,F,i la fonction qui permet de
déterminer la numérotation globale du i-ème degré de liberté de la face F de l’élément
K et lgfnKneigh,F,i la fonction qui permet de déterminer la numérotation globale du
i-ème degré de liberté de la face F de l’élément voisin Kneigh ;

4. les faces appartenant au bord du domaine, leur connectique et le type de condition
de bord. Pour les faces de Γabs, nous noterons flabsK,F la fonction qui permet de
retrouver le numéro local de la face F dans l’élément K.
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A.1.2 Construction de l’espace V h

Nous allons maintenant construire une base de l’espace V h. Remarquons tout d’abord
que les fonctions de V h sont discontinues sur Ω. Comme nous utilisons des éléments finis
P k, nous cherchons donc des fonctions polynômiales de degré k par élément :

V h = {vh ∈ L2(Ω), vh|K ∈ P k(K), ∀K ∈ Th}.

Notons que les fonctions de V h sont localement H1(Ω) et globalement L2(Ω).
Une base de cet espace est donnée par les fonctions (φi)i=1,NPh

qui vérifient

{

φi(Pj) = δij , ∀i, j = 1..NPh

φi|K ∈ P k(K), ∀K ∈ Th, ∀i = 1..NPh.

Cet espace est donc de dimension NPh et toute fonction vh de V h vérifie

vh(x) =

NPh
∑

i=1

vh(Pi)φi(x),

ce qui montre que les composantes de vh dans cette base cöıncident avec ses degrés de
liberté.

1

Pi

Fig. A.14 – La fonction φi et son support.

Remarquons que le support de la fonction φi est uniquement constitué des éléments
contenant le point Pi (cf. Fig A.14, dans le cas P 1, en dimension 2). Autrement dit, les
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seules fonctions de base non nulles sur un élément K sont les fonctions associées aux
degrés de liberté de l’élément K. Cette propriété nous permet de définir les fonctions de
base élément par élément à partir de fonctions de base φ̂d

i définies sur l’élément de référence
K̂. Les fonctions de base φ̂d

i sont définies par :







φ̂d
i (P̂j) = δij, ∀i, j = 1..N̂d

k

φ̂d
i ∈ P k(K̂), ∀i = 1..N̂d

k .

En 1D, les fonctions de base P 1 sont données par (cf. Fig. A.15) :

φ̂d
1(x̂) = 1 − x̂

φ̂d
2(x̂) = x̂,

les fonctions de base P 2 sont données par (cf. Fig. A.16) :

φ̂d
1(x̂) = 2(1 − x̂)

(

1

2
− x̂

)

φ̂d
2(x̂) = 2x̂

(

x̂ − 1

2

)

φ̂d
3(x̂) = 4x̂(1 − x̂)

et les fonctions de base P 3 sont données par (cf. Fig. A.17) :

φ̂d
1(x̂) =

9

2
(1 − x̂)

(

1

3
− x̂

)(

2

3
− x̂

)

φ̂d
2(x̂) =

9

2
x̂

(

x̂ − 1

3

)(

x̂ − 2

3

)

φ̂d
3(x̂) =

27

2
x̂ (1 − x̂)

(

2

3
− x̂

)

φ̂d
4(x̂) =

27

2
x̂ (1 − x̂)

(

x̂ − 1

3

)

.

En 2D, les fonctions de base P 1 sont données par :

φ̂d
1(x̂, ŷ) = (1 − x̂ − ŷ)

φ̂d
2(x̂, ŷ) = x̂

φ̂d
3(x̂, ŷ) = ŷ,
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b b

φ̂d
1 φ̂d

2

Fig. A.15 – P1.

b b b

φ̂d
1 φ̂d

3 φ̂d
2

Fig. A.16 – P2.

b b b b

φ̂d
1

φ̂d
3 φ̂d

4 φ̂d
2

Fig. A.17 – P3.

les fonctions de base P 2 sont données par :

φ̂d
1(x̂, ŷ) = 2(1 − x̂ − ŷ)

(

1

2
− x̂ − ŷ

)

φ̂d
2(x̂, ŷ) = 2x̂

(

x̂ − 1

2

)

φ̂d
3(x̂, ŷ) = 2ŷ

(

ŷ − 1

2

)

φ̂d
4(x̂, ŷ) = 4x̂(1 − x̂ − ŷ)

φ̂d
5(x̂, ŷ) = 4x̂ŷ

φ̂d
6(x̂, ŷ) = 4ŷ(1 − x̂ − ŷ)

et les fonctions de base P 3 sont données par :

φ̂d
1(x̂, ŷ) =

9

2
(1 − x̂ − ŷ)

(

1

3
− x̂ − ŷ

)(

2

3
− x̂ − ŷ

)

φ̂d
2(x̂, ŷ) =

9

2
x̂

(

x̂ − 1

3

)(

x̂ − 2

3

)

φ̂d
3(x̂, ŷ) =

9

2
ŷ

(

ŷ − 1

3

)(

ŷ − 2

3

)

φ̂d
4(x̂, ŷ) =

27

2
x̂ (1 − x̂ − ŷ)

(

2

3
− x̂ − ŷ

)

φ̂d
5(x̂, ŷ) =

27

2
x̂

(

x̂ − 1

3

)

(1 − x̂ − ŷ)

φ̂d
6(x̂, ŷ) =

27

2
x̂ŷ

(

x̂ − 1

3

)

φ̂d
7(x̂, ŷ) =

27

2
x̂ŷ

(

ŷ − 1

3

)

φ̂d
8(x̂, ŷ) =

27

2
ŷ

(

ŷ − 1

3

)

(1 − x̂ − ŷ)

φ̂d
9(x̂, ŷ) =

27

2
ŷ (1 − x̂ − ŷ)

(

2

3
− x̂ − ŷ

)

φ̂d
10(x̂, ŷ) = 27x̂ŷ (1 − x̂ − ŷ) .

En 3D, les fonctions de base P 1 sont données par :

φ̂d
1(x̂, ŷ, ẑ) = (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

φ̂d
2(x̂, ŷ, ẑ) = x̂

φ̂d
3(x̂, ŷ, ẑ) = ŷ

φ̂d
4(x̂, ŷ, ẑ) = ẑ,
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les fonctions de base P 2 sont données par :

φ̂d
1(x̂, ŷ, ẑ) = 2(1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

1

2
− x̂ − ŷ − ẑ

)

φ̂d
2(x̂, ŷ, ẑ) = 2x̂

(

x̂ − 1

2

)

φ̂d
3(x̂, ŷ, ẑ) = 2ŷ

(

ŷ − 1

2

)

φ̂d
4(x̂, ŷ, ẑ) = 2ẑ

(

ẑ − 1

2

)

φ̂d
5(x̂, ŷ, ẑ) = 4x̂(1 − x̂ − ŷ − ẑ)

φ̂d
6(x̂, ŷ, ẑ) = 4x̂ŷ

φ̂d
7(x̂, ŷ, ẑ) = 4ŷ(1 − x̂ − ŷ − ẑ)

φ̂d
8(x̂, ŷ, ẑ) = 4ẑ(1 − x̂ − ŷ − ẑ)

φ̂d
9(x̂, ŷ, ẑ) = 4x̂ẑ

φ̂d
10(x̂, ŷ, ẑ) = 4ŷẑ
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et les fonctions de base P 3 sont données par :

φ̂d
1(x̂, ŷ, ẑ) =

9

2
(1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

2

3
− x̂ − ŷ − ẑ

)(

1

3
− x̂ − ŷ − ẑ

)

φ̂d
2(x̂, ŷ, ẑ) =

9

2
x̂

(

x̂ − 1

3

)(

x̂ − 2

3

)

φ̂d
3(x̂, ŷ, ẑ) =

9

2
ŷ

(

ŷ − 1

3

)(

ŷ − 2

3

)

φ̂d
4(x̂, ŷ, ẑ) =

9

2
ẑ

(

ẑ − 1

3

)(

ẑ − 2

3

)

φ̂d
5(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
x̂ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

2

3
− x̂ − ŷ − ẑ

)

φ̂d
6(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
x̂ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

x̂ − 1

3

)

φ̂d
7(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
x̂ŷ

(

x̂ − 1

3

)

φ̂d
8(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
x̂ŷ

(

ŷ − 1

3

)

φ̂d
9(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
ŷ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

ŷ − 1

3

)

φ̂d
10(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
ŷ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

2

3
− x̂ − ŷ − ẑ

)

φ̂d
11(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
ẑ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

2

3
− x̂ − ŷ − ẑ

)

φ̂d
12(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
ẑ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

(

ẑ − 1

3

)

φ̂d
13(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
x̂ẑ

(

x̂ − 1

3

)

φ̂d
14(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
x̂ẑ

(

ẑ − 1

3

)

φ̂d
15(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
ŷẑ

(

ŷ − 1

3

)

φ̂d
16(x̂, ŷ, ẑ) =

27

2
ŷẑ

(

ẑ − 1

3

)

φ̂d
17(x̂, ŷ, ẑ) = 27x̂ŷẑ

φ̂d
18(x̂, ŷ, ẑ) = 27ŷẑ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

φ̂d
19(x̂, ŷ, ẑ) = 27x̂ẑ (1 − x̂ − ŷ − ẑ)

φ̂d
20(x̂, ŷ, ẑ) = 27x̂ŷ (1 − x̂ − ŷ − ẑ) .
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Les fonctions de base globales φi sont alors définies à l’aide des fonctions FK par :







φi|K = φ̂d
j ◦ F−1

K , avec j tel que i = lgj,K, si Pi ∈ K

φi|K = 0 si Pi /∈ K

A.2 Mise en oeuvre de la méthode de Galerkine dis-

continue

A.2.1 Calcul de la matrice M
Intéressons-nous d’abord au calcul de la matrice M, diagonale par blocs, de coefficient

Mij =

∫

Ω

1

µ
φiφj =

∑

K∈Th

1

µK

∫

K

φiφj.

La première idée pour calculer cette matrice est, pour i et j fixés, de parcourir l’ensemble
des éléments de Th :

Algorithme 1

• pour i = 1, NPh

• pour j = 1, NPh

• M(i, j) = 0

• pour l = 1, NTh

• si Pi ∈ Kl et Pj ∈ Kl alors

• M(i, j) =
1

µKl

∫

Kl

φiφj

• finsi

• finpour

• finpour

• finpour

Cet algorithme présente plusieurs inconvénients :

1. il faut parcourir trois boucles de grande taille : NPh × NPh × NTh ;

2. il faut à chaque fois savoir si les degrés de liberté Pi et Pj appartiennent à Kl ;

3. le calcul de
1

µKl

∫

Kl

φiφj n’est pas simple à implémenter.
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Remarquons tout d’abord que si Pi et Pj appartiennent à l’élément K, alors il existe

deux degrés de liberté P̂I et P̂J sur l’élément de référence K̂ tels que lgK,I = i, lgK,J = j et

1

µK

∫

K

φiφj =
1

µK

∫

K

φ̂d
I ◦ F−1

K φ̂d
J ◦ F−1

K =
1

µK

∫

K̂

| detJFK
|φ̂d

I φ̂
d
J = | detAK | 1

µK

∫

K̂

φ̂d
I φ̂

d
J .

Le calcul de
1

µK

∫

K

φiφj se déduit donc simplement du calcul de la matrice M̂ de terme

général M̂i,j =

∫

K̂

φ̂d
i φ̂

d
i et nous utilisons l’algorithme de calcul suivant :

Algorithme 2

! ! bloc 1

• pour i = 1..N̂d
p

• pour j = 1..N̂d
p

• M̂(i, j) =

∫

K̂

φ̂d
i φ̂

d
j

• finpour

• finpour

• M=0

! ! bloc 2

• pour l = 1..NTh

• Calcul de | det AKl
|

• Calcul de res = | det AKl
| × 1

µKl

• pour I = 1..N̂d
p

• pour J = 1..N̂d
p

• i = lg(l, I), j = lg(l, J)

• M(i, j) = res × M̂(I, J)

• finpour

• finpour

• finpour

Ce nouvel algorithme a plusieurs avantages :

1. il suffit de calculer les intégrales une fois sur l’élément de référence : N̂d
p × N̂d

p

itérations (bloc 1) ;

2. on ne parcourt que les degrés de liberté nécessaires au calcul de M, il n’y a que
NTh × N̂d

p × N̂d
p itérations (bloc 2) ;

3. on déduit facilement la numérotation globale à partir de la numérotation locale grâce
à la fonction lg.
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A.2.2 Calcul de la matrice K
Comme pour le calcul de M, nous décomposons l’intégrale sur Ω en une somme

d’intégrales sur les éléments auxquelles on rajoute les sauts et les flux à travers les faces
(ou arêtes) des éléments :

Ki,j =
∑

K∈Th

1

ρK

∫

K

∇φi · ∇φj −
∑

Fi∈Fi

∫

Fi

[[φi]] ·
{{

1

ρK

∇φj

}}

−
∑

Fi∈Fi

∫

Fi

[[φj]] ·
{{

1

ρK

∇φi

}}

−
∑

Fb∈Fb∩ΓD

∫

Fb

{{

1

ρK

∇φi

}}

· [[φj ]]

−
∑

Fb∈Fb∩ΓD

∫

Fb

{{

1

ρK

∇φj

}}

· [[φi]]

+
∑

Fb∈Fb∩ΓD

∫

Fb

γK [[φi]] · [[φj]] +
∑

FiFi

∫

Fi

γK [[φi]] · [[φj]]∇φj .

Pour le calcul de

∫

K

∇φi · ∇φj =

∫

K

∇φT
i ∇φj , nous utilisons à nouveau le fait que, si

Pi et Pj appartiennent à l’élément K, alors

φi|K = φ̂d
I ◦ F−1

K et φj|K = φ̂d
J ◦ F−1

K

avec I et J tels que lgK,I = i et lgK,J = j. Nous en déduisons les relations

∇φi|K = J−1
FK

∇φ̂d
I ◦ F−1

K et ∇φj|K = J−1
FK

∇φ̂d
J ◦ F−1

K

puis,

1

ρK

∫

K

∇φT
i ∇φj =

1

ρK

∫

K

(A−1
K ∇φ̂d

I◦F−1
K )T A−1

K ∇φ̂d
J◦F−1

K = | det AK | 1

ρK

∫

K̂

∇φ̂dT

I A−T
K A−1

K ∇φ̂d
J .

Contrairement à ce nous avions obtenu pour le calcul de M, l’intégrale sur l’élément
de référence dépend de l’élément K à cause de la matrice A−T

K A−1
K . Cependant, en posant

CK = A−T
K A−1

K , on vérifie facilement que, en dimension 3 par exemple,

∇φ̂dT

I A−T
K A−1

K ∇φ̂d
J = CK

1,1

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂x
+ CK

1,2

(

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂y
+

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂x

)

+ CK
1,3

(

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂z
+

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂x

)

+ CK
2,2

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂y
+ CK

2,3

(

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂z
+

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂y

)

+ CK
3,3

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂z

et on obtient un résultat similaire en dimension 2. On a alors
∫

K

∇φT
i ∇φj =

1

ρK

| det AK |
[

CK
1,1

∫

K̂

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂x
+ CK

1,2

∫

K̂

(

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂y
+

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂x

)

+CK
2,2

∫

K̂

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂y
+ CK

1,3

(

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂z
+

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂x

)

+ CK
2,3

(

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂z
+

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂y

)

+ CK
3,3

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂z

]

.
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Le premier terme de la matrice K peut donc être calculé à partir des six matrices locales
K̂xx, K̂xy, K̂xz, K̂yy, K̂yz et K̂zz de termes généraux respectifs

∫

K̂

∂φ̂I

∂x

∂φ̂J

∂x
,

∫

K̂

(

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂y
+

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂x

)

,

∫

K̂

(

∂φ̂d
I

∂x

∂φ̂d
J

∂z
+

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂x

)

,

∫

K̂

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂y
,

∫

K̂

(

∂φ̂d
I

∂y

∂φ̂d
J

∂z
+

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂y

)

et

∫

K̂

∂φ̂d
I

∂z

∂φ̂d
J

∂z
.

Pour le calcul des intégrales sur les faces (ou arêtes), si Pi et Pj appartiennent à la face
F ,

φi|F = φ̂d−1
I ◦ GK−1

F et φj|F = φ̂d−1
J ◦ GK−1

F

avec I et J tels que lgfK,F,I = i et lgfK,F,J = j. On a alors
∫

F

φiφj =

∫

F

(φ̂d−1
I φ̂d−1

J ) ◦ GK−1

F .

De plus, rappelons que pour une face,
∫

F

f ◦ GK−1

F =

∫

F̂

‖∇GK
F ‖f̂ = 2 aK,F

∫

F̂

f̂ et

∫

F

f = 2 aK,F

∫

F̂

f ◦ GK
F ,

où aK,F est l’aire de la face F de l’élément K.
Pour une arête, on a

∫

F

f ◦ GK−1

F =

∫

F̂

‖∇GK
F ‖f̂ = hK,F

∫

F̂

f̂ et

∫

F

f = hK,F

∫

F̂

f ◦ GK
F ,

où hK,F est la longueur de l’arête F de l’élément K.

Pour le calcul des intégrales combinant le saut et la moyenne,
∫

F

[[φi]] ·
{{

1

ρK

∇φj

}}

+

∫

F

[[φj]] ·
{{

1

ρK

∇φi

}}

=
1

2 ρK

∫

F

[

φ+
i n+

F · ∇φ+
j + φ+

i n+
F · ∇φ−

j

+ φ−
i n−

F · ∇φ+
j + φ−

i n−
F · ∇φ−

j + φ+
j n+

F · ∇φ+
i

+ φ+
j n+

F · ∇φ−
i + φ−

j n−
F · ∇φ+

i + φ−
j n−

F · ∇φ−
i

]

.

Cependant, il faut faire attention de ne pas calculer ces intégrales deux fois, une fois
lorsque l’on est dans K+ et une fois lorsque l’on est dans K−. C’est pour cela que l’on ne
calcule que quatre contributions quand on est sur une face de élément K+, les autres étant
calculées dans K−. Ainsi, pour chaque face de l’élément K+, on calcule tout d’abord :
∫

F

[

φ+
i n+

F · ∇φ+
j + φ+

j n+
F · ∇φ+

i

]

.

Ensuite, pour des raisons de facilité d’implémentation, on choisit de calculer :
∫

F

φ−
j n−

F · ∇φ+
i = −

∫

F

φ−
j n+

F · ∇φ+
i et

∫

F

φ+
i n+

F · ∇φ−
j = −

∫

F

φ+
i n−

F · ∇φ−
j .
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Il faut aussi noter que la dernière intégrale est affectée à l’élément K− toujours pour des
raisons d’implémentation. La quatrième contribution dans K+ est en fait calculée lors du
calcul dans K−.
Pour les faces appartenant à la frontière ΓD, il n’y a pas de voisin et donc, seules les deux
premières contributions sont calculées.

Ainsi, il vient que :

∫

F

φ+
i n+ · ∇φ+

j =

∫

F

φ̂+d−1

I ◦ GK−1

F n+
F

(

J−1
F ∇φ̂+d

J ◦ F−1
K

)T

= a A−T
K n+

F

∫

F̂

(

φ̂+d−1

I ◦ GK−1

F ◦ GK
F

)(

∇φ̂+d

J ◦ F−1
K ◦ GK

F

)T
1

= a A−T
K n+

F

∫

F̂

φ̂+d−1

I

(

∇φ̂+d

J ◦ GK̂
F

)T

.

Les autres termes sont calculés de façon similaire.

Pour le calcul des intégrales avec le saut, on a

∫

F

γK [[φi]] · [[φj ]] = γK

∫

F

[

φ+
i n+

F · φ+
j n+

F + φ+
i n+

F · φ−
j n−

F + φ−
i n−

F · φ+
j n+

F + φ−
i n− · φ−

j n−
F

]

.

Pour les mêmes raisons que pour les intégrales avec la moyenne, on ne calcule que deux
contributions (dont une est affectée à K−) lorsque l’on est sur une face de K+. On choisit :

∫

F

φ+
i n+

F · φ+
j n+

F et

∫

F

φ+
i n+

F · φ−
j n−

F = −
∫

F

φ+
i n−

F · φ−
j n−

F .

Pour les faces appartenant à la frontière ΓD, seule la première contribution est calculée.

On a alors :
∫

F

φ+
i n+

F · φ+
j n+

F =

∫

F

(

φ̂+d−1

I n+
F

)

◦ GK−1

F

((

φ̂+d−1

I n+
F

)

◦ GK−1

F

)T

= a n+
F

∫

F̂

φ̂+d−1

I

(

φ̂+d−1

J

)T

.1

1en 3D, a = 2 aK,F et en 2D, a = hK,F
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Le premier terme de la matrice K est obtenu en appliquant l’algorithme de calcul :

Algorithme 3

• pour i = 1..N̂d
p

• pour j = 1..N̂d
p

• K̂xx(i, j) =

∫

K̂

∂φ̂d
i

∂x

∂φ̂d
j

∂x

• K̂xy(i, j) =

∫

K̂

(

∂φ̂d
i

∂x

∂φ̂d
j

∂y
+

∂φ̂d
i

∂y

∂φ̂d
j

∂x

)

• K̂xz(i, j) =

∫

K̂

(

∂φ̂d
i

∂x

∂φ̂d
j

∂z
+

∂φ̂d
i

∂z

∂φ̂d
j

∂x

)

• K̂yy(i, j) =

∫

K̂

∂φ̂d
i

∂y

∂φ̂d
j

∂y

• K̂yz(i, j) =

∫

K̂

(

∂φ̂d
i

∂y

∂φ̂d
j

∂z
+

∂φ̂d
i

∂z

∂φ̂d
j

∂y

)

• K̂zz(i, j) =

∫

K̂

∂φ̂d
i

∂z

∂φ̂d
j

∂z

• finpour

• finpour

• K = 0

• pour l = 1..NTh

• Calcul de | det AKl
| et CKl

• Calcul de res =
1

ρKl

| detAKl
|

• pour I = 1..N̂d
p

• pour J = 1..N̂d
p

• i = lg(l, I), j = lg(l, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × CKl(1, 1)K̂xx(I, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × CKl(1, 2)K̂xy(I, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × CKl(1, 3)K̂xz(I, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × CKl(2, 2)K̂yy(I, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × CKl(2, 3)K̂yz(I, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × CKl(3, 3)K̂zz(I, J)

171



• finpour

• finpour

• finpour

Pour les quatres termes suivants qui ne sont définis que sur les faces (ou arêtes) des
éléments, l’algorithme s’écrit :

Algorithme 4

• pour F = 1..N̂F K

• pour j = 1..N̂d
p

• pour i = 1..N̂d−1
p

• K̂F
flux(i, j) =

∫

F̂

φ̂d−1
i

(

∇φ̂d
j ◦ GK̂

F

)

• finpour

• finpour

• finpour

• pour l = 1..NTh

• Calcul de A−T
Kl

• pour F = 1..N̂F K

• Calcul de n = normale(l, F ) et de a

• Calcul de res =
a

2 ρKl

nA−T
Kl

• si il y a un voisin alors

• Calcul du numéro du voisin : lneigh

• Calcul du numéro de la face correspondante sur lneigh : Fneigh

• pour I = 1..N̂d
p

• pour J = 1..N̂d−1
p

• i = lg(l, I), j = lgf(l, F, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × K̂F
flux(I, J)

• K(j, i) = K(i, j) + res × K̂F
flux(I, J)

• j = lgfn(lneigh, Fneigh, J)

• K(i, j) = K(i, j) − res × K̂F
flux(I, J)

• K(j, i) = K(i, j) − res × K̂F
flux(I, J)

• finpour

• finpour
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• sinon, si F ∈ ΓD

• pour I = 1..N̂d
p

• pour J = 1..N̂d−1
p

• i = lg(l, I), j = lgf(l, F, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × K̂F
flux(I, J)

• K(j, i) = K(i, j) + res × K̂F
flux(I, J)

• finpour

• finpour

• finsi

• finpour

• finpour

Pour finir, l’algorithme de calcul pour les deux derniers termes de la matrice K est :

Algorithme 5

• pour i = 1..N̂d−1
p

• pour j = 1..N̂d−1
p

• K̂saut(i, j) =

∫

F̂

φ̂d−1
i φ̂d−1

j

• finpour

• finpour

• pour l = 1..NTh

• Calcul de γKl

• pour F = 1..N̂F K

• Calcul de a

• Calcul de res = a γKl

• si il y a un voisin alors

• Calcul du numéro du voisin : lneigh

• Calcul du numéro de la face correspondante sur lneigh : Fneigh

• pour I = 1..N̂d−1
p

• pour J = 1..N̂d−1
p

• i = lgf(l, F, I), j = lgf(l, F, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × K̂saut(I, J)

• j = lgfn(lneigh, Fneigh, J)
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• K(i, j) = K(i, j) − res × K̂saut(I, J)

• finpour

• finpour

• sinon, si F ∈ ΓD

• pour I = 1..N̂d−1
p

• pour J = 1..N̂d−1
p

• i = lgf(l, F, I), j = lgf(l, F, J)

• K(i, j) = K(i, j) + res × K̂saut(I, J)

• finpour

• finpour

• finsi

• finpour

• finpour

A.2.3 Calcul de la matrice B
Les coefficients de la matrice B sont donnés par :

Bi,j =

∫

Γabs

1√
µρ

φiφj =
∑

F∈Γabs

1√
µFρF

∫

F

φiφj .

Comme dans le calcul de la matrice K,

1√
µFρF

∫

F

φiφj = a
1√

µFρF

∫

F̂

φ̂d−1
I φ̂d−1

J

avec a = 2 aK,F en 3D et a = hK,F en 2D.
Nous utilisons l’algorithme de calcul suivant :

Algorithme 6

• pour i = 1..N̂d−1
p

• pour j = 1..N̂d−1
p

• B̂(i, j) =

∫

F̂

φ̂d−1
i φ̂d−1

j

• finpour

• finpour
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• B = 0

• pour F = 1..NBh

• (K, Floc) = flabs(F )

• Calcul de a

• Calcul de res =
a√
µlρl

• pour I = 1..N̂d−1
p

• pour J = 1..N̂d−1
p

• i = lgf(K, Floc, I), j = lgf(K, Floc, J)

• B(i, j) = B(i, j) + res × B̂(I, J)

• finpour

• finpour

• finsi
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