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Introduction

L’exploration pétroliére a commencé il y a une centaine d’années et, aujourd’hui, prati-
quement tous les bassins sédimentaires sont répertoriés. Cependant, le travail d’exploration
est loin d’étre achevé car on doit maintenant explorer des zones difficiles a imager, a la
recherche de gisements plus petits que ceux qui ont déja été découverts. Les milieux qui
sont encore peu exploités sont des régions ou le climat (dans la forét tropicale par exemple)
ou la géographie (dans des zones montagneuses par exemple) sont hostiles. On est donc
confronté aux problémes d’accessibilité qui peuvent compliquer considérablement la mise
en oeuvre du forage, sans compter les difficultés que peut engendrer la prise en considéra-
tion de l'environnement du milieu & explorer, comme par exemple la nécessité d’adapter
le forage a la topographie du site si celui-ci est dans une zone montagneuse. Or, un forage
colite au minimum 3 & 4 millions d’euros s’il est réalisé sur terre dans une zone propice au
forage, 20 a 60 millions d’euros s’il est effectué en mer et plus de 100 millions d’euros s’il est
profond ou dans des zones difficiles. On comprend donc I'intérét pour le secteur pétrolier
de disposer de méthodes non invasives fournissant des images de la zone & explorer poten-
tiellement, avant que le forage soit réalisé, afin de vérifier si le forage a des chances d’aboutir.

Pour localiser les piéges d’hydrocarbures, on effectue une sorte d’échographie du sous-sol
en utilisant la sismique réflexion. Cette technique de base est aujourd’hui la plus employée
et est la seule en mesure de fournir une image du sous-sol assez précise pour évaluer la
probabilité d’y trouver des hydrocarbures. La sismique réflexion repose sur I'enregistre-
ment des ondes réfléchies générées par la propagation artificielle d’ondes sismiques. Les
récepteurs sont en mesure d’enregistrer les temps d’arrivée des ondes réfléchies ainsi que
leur amplitude. On peut ainsi établir une carte du sous-sol dans laquelle on place les ré-
flecteurs (interface entre deux milieux différents) grace aux temps d’arrivée tandis que les
amplitudes des champs réfléchis permettent de retrouver les caractéristiques des matériaux
constituant le sous-sol. Le plus souvent, la carte obtenue représente les variations de vitesse
de propagation dans le milieu, c’est ce que 'on appelle le modéle de vitesse qui est le résul-
tat de la phase de traitement sismique. L’étape durant laquelle on positionne les réflecteurs
est appelée migration et est le résultat de la résolution de I’équation des ondes qui est le
modéle mathématique adapté pour représenter la propagation des ondes sismiques. On
distingue alors plusieurs méthodes de migration, le distinguo se faisant au niveau de la mé-
thode utilisée pour résoudre I’équation des ondes. Or, cette équation conduit & I'inversion
de systémes de trés grande taille et pendant trés longtemps, elle a été considérée comme
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trop gourmande en moyens de calcul pour pouvoir étre utilisée pour la migration. Il faut
savoir en effet que la migration requiert la résolution de nombreuses équations d’ondes, ce
qui sous-entend une puissance de calcul trés importante tant au niveau du temps qu’au
niveau de ’espace mémoire. C’est certainement pour cette raison que plusieurs méthodes
de migration ont été développées a partir de la résolution d’une équation d’ondes simpli-
fie permettant d’appliquer des formules d’approximation simples et peu gourmandes en
moyens de calcul. Citons par exemple les méthodes Phase-Shift ou Split-Step-Fourier dont
nous donnerons un descriptif au chapitre 1. Toutefois, le calcul scientifique a fait des progrés
impressionnants ces derniéres années et on peut aujourd’hui envisager de résoudre 1’équa-
tion des ondes compléte par des techniques précises d’approximation comme les éléments

finis, avec pour objectif la migration qu’on appelle dans ce cas Reverse Time Migration ou
RTM.

Avant la réalisation des travaux qui sont présentés dans ce manuscrit, le code de mi-
gration de type RTM utilisé¢ chez Total était basé sur une approximation de 1’équation des
ondes par des différences finies. Cette méthode d’approximation est basée sur des grilles
de calcul réguliéres et elle conduit a des systémes faciles a résoudre. Cependant, on peut
observer des artéfacts numériques, surtout quand le milieu de propagation est fortement
hétérogéne ou quand la grille utilisée est trop grossiére. De plus, cette méthode ne permet
pas de prendre en compte de fagon précise la topographie du milieu car la grille réguliére ne
peut s’y adapter facilement. C’est une des motivations pour utiliser des éléments finis mais
ce n’est pas la seule. En effet, les méthodes d’éléments finis permettent de résoudre de fagon
trés précise ’équation des ondes et sont trés flexibles car elles peuvent se combiner a diffé-
rents ordres d’approximation, ce qui assure une parfaite adaptabilité aux caractéristiques
physiques du milieu de propagation. Cependant, elles utilisent beaucoup de place mémoire,
particuliérement en 3D et elles conduisent le plus souvent & une représentation implicite
de la solution. On est donc confronté au probléme d’inverser & chaque pas de temps une
matrice de masse dont la taille est importante alors qu’une approximation par différences
finies permet d’exprimer la solution de facon explicite. Pour pallier ce probléme, on peut
utiliser la technique de condensation de masse [1, 2| mais elle a pour inconvénient de péna-
liser 'ordre de convergence de la méthode d’éléments finis utilisée : 'ordre de convergence
de la formule de quadrature appliquée pour “diagonaliser” la matrice de masse est inférieur
a 'ordre de la méthode d’éléments finis. Toutefois, en appliquant une formule de Gauss-
Lobatto, on peut définir une méthode d’éléments finis, dite des éléments spectraux (SEM)
dont l'ordre de convergence est le méme que celui qu’on aurait sans faire de condensation
de masse. La SEM a été appliquée avec succés a I’équation des ondes par |3, 4] et a des
problémes de géophysique par |5, 6, 7]. Seul bémol, la SEM repose sur des maillages en
quadrangles en 2D qui deviennent difficiles & mettre en oeuvre en 3D en particulier quand
il faut prendre en compte une topographie chahutée. Des travaux ont tout de méme été
réalisés pour appliquer la SEM pour des maillages en triangles [8] mais la mise en oeuvre
d’éléments de haut degré reste compliquée et semble difficilement généralisable en dimen-
sion trois.
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Ces derniéres années, on a pu lire de nombreux travaux utilisant les méthodes de Ga-
lerkine discontinues (GDM) qui sont des méthodes d’éléments finis pouvant s’appuyer sur
des maillages en triangles en 2D ou tétraédres en 3D (maillages qui sont relativement fa-
ciles et rapides a obtenir avec les mailleurs existants). On peut ainsi espérer reproduire
correctement la topographie du milieu car on attribue facilement une plus grande capa-
cité d’adaptation aux triangles ou tétraédres qu'aux quadrangles ou hexaédres. De plus,
les GDM peuvent s’appliquer sur des maillages non structurés, ce qui leur assurent une
treés grande flexibilité. Les GDM ont aussi ’avantage de fournir une représentation quasi-
explicite de la solution car la matrice de masse est diagonale par blocs et, en s’appuyant
sur des fonctions d’approximation discontinues, elles semblent bien congues pour simuler
des ondes dans des milieux fortement hétérogénes car elles sont parfaitement compatibles
avec 'adaptation locale de 'ordre de I’élément fini utilisé. Enfin, ces méthodes sont pa-
rallélisables, ce qui les rend trés performante pour résoudre des applications a ’échelle
industrielle.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a une méthode de Galerkine discontinue
particuliére, la méthode de Galerkine discontinue avec pénalité intérieure (IPDGM) qui a
été initialement appliquée a 'équation des ondes dans [9]. Notre objectif était de voir si
cette technique était efficace et adaptée a la RT'M. Mais avant cela, nous avons motivé
notre choix en comparant, dans des configurations simples, la IPDGM avec la méthode
des différences finies (FDM), la SEM ainsi qu’une méthode rapide utilisant le Generalized
Screen Propagator (GSP) construit par M. de Hoop [10]. Nous avons choisi cette derniére
car nous disposons dans ’équipe d’un code de simulation basé sur le GSP. Nous renvoyons
le lecteur au chapitre 3 de ce manuscrit dans lequel nous concluons que la IPDGM est aussi
performante en terme de précision que la SEM, qu’elle surpasse la FDM et le GSP. De plus,
elle est plus flexible que la SEM car elle s’appuie sur des maillages en triangles ou tétraédres
pour lesquels on dispose de mailleurs efficaces et faciles a se procurer et elle autorise de
choisir localement le degré de la fonction polynémiale d’interpolation. Concrétement, cette
thése a permis de développer un code de migration du type RTM, le code IPDGFem, basé
sur une méthode d’éléments finis dont les performances ont été optimisées en mélangeant
des éléments finis d’ordres différents. La mise en oeuvre de cette technique a été facilitée
par l'utilisation d’éléments finis locaux qui sont particuliérement flexibles pour cela. On a
ainsi amélioré les performances en temps de calcul et occupation de la mémoire, afin de
garantir au code IPDGFem les meilleures chances de fournir des images 3D du sous-sol.
Toujours dans 'objectif d’optimiser les performances de IPDGFem, nous avons étudié la
question d’appliquer une discrétisation locale en temps, ce qui contribue, comme cela a été
observé par Diaz et Grote [11], & limiter les effets de dispersion numérique en adaptant
la taille du pas de temps a la taille des mailles en espace. De plus, en appliquant cette
stratégie, on limite les calculs au minimum nécéssaire a chaque région du maillage. Dans
cette direction, nous n’avons obtenu que des résultats théoriques et numériques en 1D, les
tests numériques a 2D étant en cours.

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante. Le premier chapitre propose un état de
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Part sur les différentes méthodes utilisées pour résoudre le probléme de propagation d’ondes
(appelé probléme direct) et pour effectuer la migration. Cette partie est, sans doute, un
rappel pour les lecteurs géophysiciens. Pour les personnes issues du milieu mathématique
comme moi, il constitue une petite initiation aux techniques de calcul utilisées dans le
milieu pétrolier.

Le deuxiéme chapitre est quant a lui dédié aux méthodes de Galerkine discontinues et
leurs différentes propriétés. On détaille la méthode que nous avons choisie d’utiliser pour
Papplication a I'imagerie sismique, la méthode de Galerkine Discontinue avec pénalité in-
térieure.

Dans le chapitre trois, nous comparons la IPDGM avec la méthode des différences fi-
nies, le modéle GSP et la SEM. Cela nous permet de justifier et valider notre choix de la
[PDGM pour faire de la RTM. Nous effectuons aussi une analyse de performance de la
IPDGM.

Le chapitre quatre est consacré a des résultats en imagerie sismique qui ont été obtenus
grace au propagateur du code IPDGFem. Les tests qui ont été réalisés montrent que le
nouveau propagateur est tout a fait performant et qu’il permet d’imager des zones com-
plexes. Il est notamment intéressant de voir que nous arrivons a imager des régions a partir
de données synthétiques qui ont été obtenues par un autre code que IPDGFem.

Dans le chapitre cing, nous nous intéressons a la technique des pas de temps locaux.
Ce chapitre est plus dans la prospective que les autres, il ne traite que du cas 1D mais
les résultats que nous avons obtenus sont trés intéressants et encourageants. On peut voir
qu’en appliquant cette stratégie, on ne perturbe pas 'ordre de convergence global de la
méthode et que les résultats conservent le méme degré de précision.
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Chapitre 1

Les méthodes de propagation et de
migration

A Theure actuelle, les hydrocarbures restent une source d’énergie irremplagable et les
géologues et les géophysiciens continuent & rechercher les “piéges” susceptibles de renfermer
du gaz et du pétrole. L’exploration pétroliére a commencé voila plus de cent ans et a ce jour,
pratiquement tous les bassins sédimentaires sont répertoriés. Cependant, les taux actuels
d’extraction ne sont que de 307 et il faut donc chercher & comprendre 1’organisation interne
de ces bassins de maniére a savoir si les conditions nécessaires a la formation et au piégeage
des hydrocarbures sont remplies.

A cette fin, la technique de base la plus employée est la sismique-réflexion. Elle est au-
jourd’hui la seule en mesure de fournir une image du sous-sol assez précise pour évaluer la
probabilité d’y trouver des hydrocarbures. Cependant, si le principe de la sismique-réflexion
est simple, son utilisation pour créer et interpréter 'image des structures géologiques ca-
chées est trés complexe.

L’exploration pétroliére se fait en trois étapes : 'acquisition des données, leur traitement
puis l'interprétation.

En sismique-réflexion, les données sont obtenues lors de campagnes d’acquisition sis-
mique (cf. Fig. 1.1 et Fig. 1.2) qui soumettent le sous-sol & une excitation du type source
explosive ou vibrante. Celle-ci engendre un champ d’ondes qui se propage et est réfléchi
par les discontinuités du milieu (correspondant & un changement de vitesse). Le temps
d’arrivée des ondes réfléchies est enregistré par des capteurs situés en surface. Ces enregis-
trements, appelés sismogrammes, représentent la réponse sismique du milieu pour le point
de tir considéré. Lors d’une campagne sismique, l'expérience est répétée en déplacant la
source et les récepteurs sur la surface et les sismogrammes résultants sont constitués des
enregistrements obtenus sur les récepteurs associés & un point de tir. On dit alors que I'on
est dans le domaine des tirs communs. Cependant, les données peuvent étre réarrangées
en fonction de la distance source/récepteur (offset). Les sismogrammes sont alors tracés a
partir des enregistrements obtenus sur les récepteurs ayant la méme distance par rapport
a la source. On dit que l'on est dans le domaine des offsets communs. Ces acquisitions
peuvent se faire en mer ou sur terre et, dans le cas de la sismique marine, il faut prendre
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F1G. 1.2 — Descriptif de I'acquisition sismique.

en compte le fait que la source et les récepteurs sont en mouvement. Pour la sismique
terrestre, c’est la topographie qui doit étre considérée.

On procéde ensuite au traitement et a 'interprétation des informations contenues dans
les sismogrammes, dans le but de fournir une image la plus fidéle possible du sous-sol.
Pour cela, on doit repositionner correctement en profondeur (ou en temps) les réflecteurs
observés sur les traces sismiques des sismogrammes. C’est ce que 'on appelle la migra-
tion. Il existe de nombreuses techniques de migration qui ont toutes pour point commun la
propagation /rétro-propagation du champ d’ondes et application d’une condition d’image-
rie pour restituer les contrastes de propriétés du sous-sol. Il faut donc avoir des méthodes
fiables, précises et rapides pour simuler la propagation des ondes dans le milieu pour se
donner toutes les chances de créer une image correcte du milieu de propagation.

Les méthodes de migration permettent uniquement de localiser les différentes interfaces
dans le milieu, ce qui constitue déja une information importante. Les méthodes d’inversion
sont plus élaborées car elles permettent de déterminer en plus les paramétres physiques du
sous-sol [12]. Cependant elles sont plus lourdes & mettre en oeuvre et le probléme inverse
constitue aujourd’hui un vrai challenge dans le domaine pétrolier mais aussi dans d’autres
domaines comme par exemple le secteur médical (détection de tumeurs cancéreuses du
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sein) ou militaire (détection de mines).

Dans le processus de migration, I’étape capitale est la résolution de ce que I'on appelle
le probléme direct (i.e. la résolution de 'équation des ondes). Plus la méthode numérique
utilisée est précise, plus 'image obtenue aprés migration est fiable. Dans ce chapitre, aprés
un rappel sur I’équation des ondes acoustiques, nous dressons une liste des méthodes uti-
lisées pour simuler le phénoméne de propagation. Ainsi, nous détaillons les méthodes les
plus couramment utilisées en ingénierie pétroliére comme la modélisation de Kirchhoff, la
propagation par différence finies ou éléments finis. Aprés avoir vu leurs avantages et leurs
inconvénients, nous décrivons comment, ces différentes méthodes sont mises en place dans
la migration.

1.1 Les méthodes numériques les plus utilisées pour la
propagation des ondes sismiques

Dans cette section, nous décrivons les méthodes de calcul qui sont les plus utilisées pour
simuler la propagation des ondes sismiques.

1.1.1 L’équation des ondes acoustiques

La propagation des ondes acoustiques est modélisée par ’équation scalaire du second
ordre suivante :

1 %u
ou x = (z,y,2) € R? t € ]0,Ty[, Ty est le temps total de simulation, u(x,t) est le champ
2
d’ondes, c¢(x) est la vitesse de propagation des ondes dans le milieu et A = Z 2 est
be{z,y,z}

le laplacien de w.
Dans la suite de ce chapitre, nous faisons référence a cette équation en la nommant équa-
tion des ondes compléte ou équation two-way.

En imagerie sismique, le domaine de Fourier est trés utilisé car il permet de s’affranchir
de la variable temps. En effectuant la transformée de Fourier en temps de 1’équation two-
way (1.1), on obtient alors I’équation d’Helmholtz :

[A n (%)Q] U(z,y,z,w) =0 (1.2)

ol w est la variable duale de t et U est la transformée de Fourier de u selon t.

Cette équation peut étre utilisée pour faire de la propagation mais elle sous-entend de
repasser dans le domaine temporel via une transformée inverse de Fourier. Nous renvoyons
aux travaux de thése de M. Grigoroscuta [13] qui propose une méthode d’éléments finis qui
semble trés prometteuse pour I'imagerie sismique.
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1.1.2 L’approximation de Kirchhoff

La méthode de Kirchhoff est une méthode asymptotique qui permet de calculer rapide-
ment le champ d’ondes acoustiques. Si I'on considére I’équation d’ondes dans le domaine

(,y,z,w) :
W\ 2
[A + (—) } U(x,w) =S (xg,w), (1.3)
c
ou U désigne la transformée de Fourier en temps de u selon ¢ et S est une source située en
xo = (%o, Yo, 20), la propagation générée par S peut s’écrire

U (x,w) = / G (x,w;s) S (x0,w) ds,
2

ou G (x,w;s) est la fonction de Green au point x issue de la source S, ¥ est une surface
donnée et U™ (x,w) est le champ d’ondes incident. En considérant une source de la forme
d(x — s), une approximation haute fréquence de U™ est donné par :

[yine (x,w) = G (x,w;s) =G (s,w;x) = C(w)A(s, X)e—in(s,X)’ (1.4)

ou T'(s,x) est le temps de parcours mis par ’onde pour parcourir le trajet entre la source et
le point x quelconque. Le terme A(s, x) est 'amplitude de 'onde le long du rayon et C(w)

la signature de la fonction qui dépend de la dimension de l'espace. En 1D, C(w) = —, en
iw

2D, C(w) =

— et en 3D, C(w) =1 [14].
—iw
Pour calculer T'(s, x), on résout 1’équation Eikonale qui régit le temps de propagation :

(VoT(s,x))* = (1.5)

c*(x)’
Pour obtenir (1.5), il suffit d’injecter (1.4) dans (1.3) et de négliger les termes d’amplitude.
Cette résolution peut se faire par des différences finies [15, 16|, par la théorie des Graphes
|17] ou par une représentation Hamiltonienne de I’équation [18]. Cependant, ces méthodes
ne permettent pas de calculer 'amplitude A(s,x). Une autre approche consiste & utiliser
les équations de rais permettant le calcul des variables T'(s,x) et A(s,x). Dans ce cas, on
résout le systéme hamiltonien suivant :

d_x
dr

- %V(é%m>

. Le terme x(7) est la trajectoire des rais. La premiére équa-

2 __ 2 __
avee [plI* = VT =

tion caractérise ’évolution de la tangente au rai et la seconde celle de la courbure du rai.
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Le terme p est le paramétre de rai et 7 son temps de parcours.

Lorsqu’une discontinuité (réflecteur) apparait dans le modéle de vitesse, 'onde incidente
arrivant en un point x du réflecteur va se réfléchir en une onde dont 'amplitude est égale
a 'amplitude de 'onde incidente multipliée par un coefficient de réflexion. Ce coefficient
dépend de I'angle 6 avec lequel I'onde incidente arrive au point x par rapport a la normale
extérieure n au réflecteur. Il vient alors que :

U(x,w) = R(x,0(x,8)) U™ (x,w)

soit,
U(x,w) = R(x,0(x,s))C(w)A(s, x)e«TExX) (1.6)

ou R(x,0(x,s)) est le coefficient de réflexion. Il faut noter que onde (ou rayon) vérifie
la loi de Snell-Descartes c’est-a-dire que 'onde va se réfléchir avec le méme angle 6. La
relation (1.6) est connue sous le nom d’approximation de Kirchhoff.

Grace au théoréme de représentation (voir par exemple [19] ou [20] pour une description
plus mathématique) on peut écrire la valeur du champ d’ondes réfléchi et enregistré en un
point r = (z,, z,) sous la forme :

oU (x,w)

on dx (1.7)

Ulr,w) = /2 {%U(x,w)_e(x,wm

ou X est le réflecteur, x est un point de la surface ¥ et n est la normale extérieure a > au
point x. G(x,w;r) est la fonction de Green au point x pour une source placée en r.

L’intérét de la formule (1.7) est de donner une représentation exacte du champ d’ondes
U via la fonction de Green. Il est tout a fait possible de calculer U en utilisant des élé-
ments finis de frontiére [20]. Le principal inconvénient de cette approche est de fournir
un procédé de calcul trés coiiteux car la matrice de discrétisation est pleine, ce qui est
un frein important a la mise en oeuvre 3D, méme si les méthodes multipoles (cf. [21] et
sa bibliographie) ont permis d’accélérer trés significativement les calculs. De plus, cette
représentation, fondée sur la fonction de Green n’est pas facile a adapter pour des milieux
hétérogénes.

1.1.3 Les propagateurs one-way

Le calcul scientifique n’a bénéficié que trés récemment des progrés spectaculaires qui ont
été réalisés au niveau des calculateurs, ce qui explique qu’il y a encore dix ans, il n’était
pas envisageable d’utiliser I’équation des ondes compléte pour la migration. Ces trente
derniéres années, on a vu ainsi se développer différentes méthodes de calcul, plus ou moins
précises, qui reposent toutes sur une équation plus simple provenant de ’approximation
de I'équation compléte. Ces approximations sont effectuées aprés avoir réécrit I’équation
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des ondes en privilégiant une direction de propagation, en général la profondeur z. Plus
précisément, on a :
0*u 1 Pu 0*u

022 o2 012 Oy

ce qui entraine formellement :

ou \/1 0%y J%u B 0%u

0z 2o 02 Oy
ou encore : a
u
—~_0 1.8
5 u (1.8)

ol © est I'opérateur donné par :

1 02 2 2
@:u»—>\/ au—au—au. (1.9)

2o 2 oy?

On se raméne donc a résoudre une équation du premier ordre, dite équation one-way,
et, bien évidemment, la principale difficulté réside dans la caractérisation de l'opérateur
0. Il s’avére qu’a chaque caractérisation, on peut associer une méthode de calcul.

Dans la suite de ce paragraphe, nous dressons un catalogue des méthodes les plus utilisées
en imagerie sismique et en donnons les principaux avantages et inconvénients.

1.1.3.1 La méthode Phase-shift

Pour la mise en oeuvre de cette méthode, on doit supposer que la vitesse de propagation
ne dépend que de z. Dans ce cas, Uopérateur © a exactement pour symbole o (0) donné

par :
. Jw?

ol w, k, et k, désignent respectivement les variables duales de ¢, z et y via une transformée
de Fourier.

La méthode Phase-Shift consiste alors & résoudre I’équation one-way dans le domaine
de Fourier. On note U la transformée de Fourier partielle de u, U vérifie donc :

ou . |w?
ce qui entraine :
2
i —k2— k22
U :=U (ky, ky, z,w) =U (ky, ky,0,w)e V € .
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Si on note Az le pas de discrétisation en z, on en déduit la formule de représentation :
Ulke, ky, 2 + Az, w) = Ulky, ky, 2, w)e? (©) Az, (1.11)

Le champ d’ondes se calcule donc de facon trés simple via la multiplication par un
2
w
nombre complexe dont le module est égal & 1 mais dont la phase |/ — — k2 — k? Az varie
c
en fonction de z. En appliquant les régles de calcul des nombres complexes, il agit comme
un terme additif sur la phase de U(ky, ky, z,w) d’ott son nom d’opérateur Phase-Shift.

Cette méthode est inconditionnellement stable et fournit une solution exacte de ’équa-
tion one-way & condition que la vitesse soit invariante latéralement [22]. Elle fournit donc
un procédé de calcul trés rapide mais qui ne peut étre appliqué dans des milieux ou la
vitesse varie dans toutes les directions.

1.1.3.2 La méthode Split-Step Fourier

Afin de prendre en compte des milieux ou la vitesse varie latéralement, Stoffa et al.
[23] ont proposé la méthode Split-Step Fourier (SSF) qui repose sur les mémes idées que

la méthode Phase-Shift en lui ajoutant une correction & chaque itération.
2
w
Rappelons que dans le cas ol ¢ ne dépend que de z, 0 (©) =i — = k2 — k2.
c

Introduisons ¢y := ¢y(z) une vitesse de référence. On a alors :

ET % ke k2+w2(__1>
c? Co

et la méthode Split-Step Fourier consiste a faire ’approximation :

——k;2 k2+w,/ > ] (1.12)

Ainsi, en supposant connu U(k,, k,, z,w), on va tout d’abord appliquer le Phase-Shift
dans le milieu de référence :

W2
i —5 —kI—kiAz
Ui(ky, ky, 2+ Az,w) =€ g Ulky, ky, z,w).

Ensuite, on observe que le terme correcteur dans (1.12) ne dépend pas de k, et k,. On
peut donc appliquer le Phase-Shift dans le domaine en espace. Pour cela, on applique la

transformée de Fourier inverse & U ; on note uy = uy(z,y, 2 + Az,w) le résultat et on en
déduit :

. < 11 )
w | — Az
w(z,y, 2+ Azw)=e \C @) uy(a,y e+ Az w). (1.13)
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On peut ensuite passer & l'itération suivante en calculant U(k,, ky, 2 + Az, w) comme
la transformée de Fourier en x et y de u(z,y,z + Az, w).

Cette méthode est bien évidemment plus cotiteuse en calcul que la méthode Phase-Shift
car elle requiert d’appliquer deux transformées de Fourier a chaque itération. De plus, si
elle autorise des variations latérales de vitesse, 'approximation (1.12) n’est justifiée que si
¢ — ¢p est petit. On ne peut donc 'appliquer en cas de fortes variations de vitesse.

1.1.3.3 La méthode Fourier Finite Difference

Nous venons de voir que la méthode Phase-Shift (cf. §§ 1.1.3.1) et SSF (cf. §§ 1.1.3.2) ne
sont valables que pour des milieux dans lesquels la vitesse varie peu latéralement. Cepen-
dant, elles peuvent imager des réflecteurs ayant des pentes pouvant aller jusqu’a 90°. Au
contraire, comme nous le verrons dans la section 1.1.4, les méthodes par différences finies
sont efficaces dans des milieux fortement hétérogénes mais sont limitées pour la prise en
compte de réflecteurs dont la pente est proche de la verticale. Ristow et Riihl [24] ont pro-
posé la méthode Fourier Finite Difference (FFD) qui combine les avantages des différentes
méthodes.

Si on considére I’équation one-way dans le domaine (z,y, z,w), il vient que

ou

%(x, Y, z,w) = 10,u(x,y, z,w)
w2 0?2 0? 0? 0?
avec O, = = + Pt c(x,y, z) et e~ B + 0P

Pour approcher ©,, on décompose, comme pour la méthode Split-Step Fourier, la vitesse
par une vitesse constante de référence et une vitesse qui varie soit, c¢(z,y,2) = Crep +
dc(x,y, z) et on considére 'opérateur ¥ qui est la différence entre 'opérateur ©,, utilisant
la vitesse c et 'opérateur ©,, utilisant ¢,y :

w2 02 fw? 02
U = ke z, toa (1.14)

Cet opérateur peut se réécrire :

2 0? 2 02
VS (E_ v >+E<1_Cr@f> WROXE  y wROX? (1.15)
! 12 9x2 2 202 Ox2

ol a; et b; sont des paramétres qui dépendent de ¢,.¢/c. Pour plus de détails sur leur
calcul, on renvoie a 'annexe de [24].
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En combinant (1.14) et (1.15) on obtient

w2+82 N w2+82+(w w)

2 Ox? ¢y O0x? C Cref
w ¢ 0_22 5822 C_22 3822 (1.16)
ref w* 0x w= 0x
Y- )
+c( ¢ +bc282+ +b0282+
a —— -
! L2 ox? 2 %02 Ox2

Le premier terme de (1.16) est un opérateur Phase-Shift qui doit étre appliqué dans
le domaine (k,,k,, z,w), le deuxiéme est la correction de Stoffa et al. (méthode SSF) a
appliquer dans le domaine (x,y, z,w) et le troisiéme est une autre correction qui doit étre
aussi appliquée dans le domaine (x,y, z,w). Par rapport a la méthode SSF, on ne fait que
pousser plus loin approximation de la racine carrée (1.10).

Cette méthode, combinant a la fois les opérateurs de différences finies et de Phase-Shift,
permet de manipuler de forts contrastes de vitesse. De plus, elle n’a pas de limitation en
angle lorsque la vitesse ne varie pas.

1.1.3.4 La méthode Phase-Shift Plus Interpolation

La méthode Phase-Shift Plus Interpolation (PSPI), introduite par Gazdag et Sguazzero
en 1984 25|, est une autre possibilité pour prendre en compte les variations latérales
de vitesse. Pour cela, on considére [ vitesses de référence ¢; dans chaque zone de calcul
d’épaisseur Az . Par exemple, pour | = 2, ¢1(z) = min[c(z)] et ca(z) = max[c(z)]. On
renvoie a [25] dans le cas ou [ > 2. Ensuite, on effectue une extrapolation Phase-shift avec
chaque ¢; pour obtenir plusieurs champs d’ondes U;". Il ne reste plus qu’a effectuer une
transformée de Fourier inverse suivant k, et k, et une interpolation pour obtenir le champ
d’ondes final.

En résumé, l'algorithme de la méthode PSPI est le suivant :

1. Afin d’obtenir une meilleure précision pour les faibles pendages, on effectue une étape
intermédiaire avant le calul des U". Un décalage en temps est d’abord appliqué sur
le champ d’ondes avec la vitesse exacte dans le domaine (z,vy, z,w) :

w
—Az
u(z,y,z,w) =u(x,y,z,w)e ¢ . (1.17)

Puis on effectue une transformée de Fourier suivant z et y ce qui donne le champ
U*(kzv kya Z, UJ),
2. on applique un Phase-Shift pour chaque vitesse ¢; dans le domaine (k,, ky, 2,w) :
W, ., w
1 5 = km — ky — C— AZ
c
Uf (kg by, 2 + Az, w) = Uk, by, 2,w)e l : . (1.18)
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3. on effectue une transformée de Fourier inverse suivant k, et k, puis une interpolation
des U} [25] pour obtenir u(x,y, z + Az, w).

Cette méthode est inconditionnellement stable mais son efficacité dépend évidemment
du nombre de vitesses ¢; prises a chaque pas d’extrapolation. On imagine bien que dans le
cas d’un milieu trés hétérogene, il sera nécessaire de prendre un nombre trés élevé de vitesses
dans chaque tranche de calcul d’épaisseur Az, ce qui devrait conduire a une méthode de
calcul assez cotiteuse méme a 2D.

1.1.3.5 L’équation one-way paraxiale

Ici encore, on va se ramener a approcher le symbole o (©) de 'opérateur one-way.

Dans le cas ol ¢ := ¢(z), on a vu que o (0) = i1/ — — k2 — k2 et on approche la racine

carrée par des approximations de Padé :

c? v 22 k232 (1.19)
n=1 1 — (:B_ Y )
w? w?
ot N est Pordre d’approximation, 52, o’ sont des coefficients réels vérifiant :
b = cos (2w+ 1)
2 2n
N _ .2
G T oN 1 (2N+1)
et,
0<pBY |, Vned{l,...,N}
0<aN <1, Vne {l,...,N}.
L’équation one-way paraxiale correspondante devient alors :
2.2
v ooy (BB
oU w w?
o ke k2 w) =i 1= > R U(kz, by, 2,w) (1.20)
=l — ol | 5+ 5
w w
soit, en revenant dans le domaine spatial :
N
ou w By (S + SQ)
—(x,y,z,w) =1— |1 — w(e,y, z,w 1.21
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_c(z,y,2) 0 _
avec S, = " g et S, = » 9y

c(z,y,2) 0

Cette méthode a été proposée par Claerbout. Les équations one-way paraxiales les
plus connues sont les équations dites 15 et 45 ° qui correspondent respectivement aux cas
N=1al=0 08 >0et N=2,0? =a2=1/4, 37 = 3 = 1/4. Le degré correspond &
la limite de validité de 1’équation. Nous renvoyons a [26] pour I'analyse de ces équations et
plus de détails sur leur domaine de validité.

A priori, les équations paraxiales sont plutdt résolues par différences finies [27]| ou
¢léments finis [26]. Comme nous I'avons dit, elles ne sont valables qu’a l'intérieur d’un
cone limité de propagation. De plus, elles peuvent aussi souffrir des inconvénients liés aux
techniques de différences finies. Nous y reviendrons plus loin dans les sections 1.1.4 et 1.1.5.

1.1.3.6 Les équations one-way quantitatives

Les méthodes que nous venons de décrire ont toutes ’avantage de fournir une solution
beaucoup plus rapidement que les méthodes numériques classiques (cf. §§ 1.1.4 et 1.1.5).
Cependant, elles reposent toutes sur 'approximation de la racine carrée de I'opérateur
d’Helmholtz et les approximations les plus simples ont pour effet de ne pas restituer cor-
rectement la dynamique du phénomeéne physique : I'amplitude du champ d’ondes calculé
est erronée. Cela provient du fait que les approximations utilisées ne respectent pas 1’équa-
tion de transport associée a I’équation des ondes. Plus précisémment, on peut distinguer
deux aspects dans la propagation : le temps de trajet et 'amplitude du champ d’ondes.
Mathématiquement, on peut dissocier ces deux informations, aprés avoir effectué une ap-
proximation haute fréquence de I’équation des ondes dans le domaine de Fourier (z,y, z, w).
On obtient deux équations, la premiére est appelée équation Eikonale et s’écrit :

(VT(x))* =

1.22
2(x) ( )
ou T'(x) est le temps de trajet de I'onde, la deuxiéme équation s’appelle I’équation de

transport et s’écrit :
2VAx)VT (x) + A(x)AT(x) =0 (1.23)

ot A(x) est 'amplitude de I'onde.
On peut alors montrer que les équations eikonales sont identiques mais pas les équations
de transport. C’est de 1a que vient le calcul erroné de 'amplitude du champ d’ondes.
Cette remarque conduit Zhang et al. [28] & ajouter un terme correcteur a ’équation
des ondes one-way. Ils obtiennent ainsi une équation de transport one-way équivalente a
celle de I’équation des ondes compléte. Il faut noter, cependant, que ceci n’est valable que
pour des milieux dans lesquels la vitesse ne dépend que de z. On obtient alors de nouvelles
équations one-way qui s’écrivent dans le domaine de Fourier :

[% + 0 (@)} U(ky, ky, 2,w) =0 (1.24)
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w? w? Oc

i =,
2 T Yy 2
23 (“——kg—kg> 0z

c
2
Ce calcul se justifie aussi en milieu hétérogéne en appliquant le calcul pseudo-différentiel
[29].

1.1.3.7 Le Generalized Screen Propagator

En 1996, M.V. de Hoop [10] utilise le formalisme des opérateurs pseudo-différentiels
pour construire le Generalized Screen Propagator (GSP), qui généralise les résultats de
Bremmer [30] & la nD, n > 2 et qui garde l'idée de projeter le champ d’ondes dans une
direction privilégiée (dans notre cas, 'axe des z). Le calcul pseudo-différentiel permet de
dériver (microlocalement) un systéme d’équation one-way exact équivalent a ’équation des
ondes compléte et dans lequel le couplage entre ondes montantes et descendantes est pris
en considération. Dans le cas d’une densité p variable, I’équation des ondes s’écrit sous la
forme du systéme hyperbolique du premier ordre :

( 0
pa—? +Vp=0 dans ]0,T[ x R3
1 op . 1.25
CTpa—i—dlvu:q dans 10,7 x R? (1.25)
| p(0,x) =0 et u(0,x) =0 dans TR3

ot u = u(t,x) = "(uy, uy, u,) est le vecteur vitesse dans le fluide, p = p(t,x) est la pression
acoustique et ¢ = ¢(f,x) est un taux d’injection par unité de masse. La solution est cal-
culée sous forme d’un développement en série de Bremmer, ce qui revient & décomposer le
probléme en une succession de problémes de scattering élémentaires. On renvoie aux théses
de J.H. Le Rousseau [31] et de F. Prat [32] pour plus de détails.

Nous avons a notre disposition un code de simulation qui résout (1.25) en utilisant un
GSP. Ce code a été développé par F. Prat [32] et est doté de plusieurs options combinant
GSP et approximation de Born ou équations paraxiales. Afin de mieux cerner les avan-
tages a appliquer le GSP, la mise en oeuvre étant assez lourde, nous avons commencé par
comparer le GSP aux méthodes Phase-Shift et Split-Step Fourier qui nous semblent plus
faciles & appliquer. La comparaison a été faite seulement au niveau théorique.

e Comparaison du modéle avec la méthode Phase-shift

Le systéme (1.25) peut se réécrire sous la forme d’un systéme stationnaire dans lequel
on privilégie la variable profondeur [32]. La densité est une constante normalisée et ne fait
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que multiplier la vitesse ¢ par cette méme constante. On peut donc, afin de simplifier les
écritures, la prendre égale a 1, et dans ce cas, on obtient :

(D.+L)U=F (1.26)

avec U =*(p,1,), D, = 1,0, et I, représente I'opérateur identité d’ordre deux. L’opérateur
L est défini par :

0 1

L=iw| 116 (1.27)
2 w?

ou A = 2 + 07 et la source F est donnée par F = (0, ).

On peut montrer [32| qu’il existe au moins un opérateur P tel que si V. = PU alors
V est solution de :

(D, +iwAg) V=RV +G (1.28)
1 K
ou Ay = Lo 0 est un opérateur diagonal unique de symbole vy, = — 2
0 —T c(r,y,2) W
"2 2 2 . ) R,y R,_
avec |K'|” = ki + k. La matrice d’opérateurs R = R R , avec 0(Ryy) =
_+ —_
19270 1 9.7
o(R._)=—=—, 0(Ry_)=0(R_1) == , dépend de P.
( ) 2 % (R4-) (R-+) 2 p

Il faut donc résoudre le systéme d’équations :

aZV+ + iWFOV+ = (RV)+ + G+
(1.29)

0.V_ +iwlyV_ = (RV)_+G_
Si 'on considére, comme pour la méthode Phase-shift, que la vitesse est homogéne,

0.7 = 0 et les termes de couplage (RV)4 disparaissent. Finalement, le systéme d’équation
a résoudre (a l'intérieur de chaque couche homogéne du milieu) est :

aZV+ + iWFOV_A'_ = G+
(1.30)

0, V_ +wl'y\ Vo =G_

Pour cela, on applique un résultat démontré dans [32] qui fournit une représentation de

V.
z4+Az

Vi (ko ky, 2 + Az, ) = exp i/Ag(g)dg Vi (ko by, 2 0) (1.31)

z

ol A[)i = :FWFO
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Il nous faut alors savoir comment représenter I’exponentielle d’un opérateur. Formelle-
ment 'exponentielle d’'un opérateur B s’écrit comme un développement asymptotique :

Br
B __ _
f =Y ~r=I+B+1 (1.32)

n>0

ou II désigne un opérateur régularisant, ce qui entraine,

B o (B") o (B?)
= —1+0(B)+ +
o) =2 = oB)+ =5t (1.33)
— ea(B) 4o

ou les restes m et m* représentent les symboles d’opérateurs régularisants.
Une approximation du symbole de 1’exponentielle définie dans (1.31) est donc donnée
par son symbole principal :

2+Az z+Az
op | exp | Fiw / [y (¢)d¢ =exp | Fiw |op /FO(C)dC . (1.34)

De plus, la vitesse étant homogene i.e. ¢ = cste, I'g () = I'g. On peut donc écrire que :
z+Az z+Az

/FO(C)dg—FO / d¢ , et donc :

z z

z+Az z+Az

- /ro(g)dg — o (Ty)o /dg — oAz, (1.35)

z z

En injectant (1.34) et (1.35) dans (1.31), la solution du systéme (1.30) est finalement
donnée par : ‘
Vi (ks by, 2 + Az, w) = Vi (ka, ky, 2, w) eT91082, (1.36)

On retrouve bien la formule utilisée dans la méthode Phase-shift (1.11) avec © =

Op (iwyo) -

e Comparaison du modéle avec la méthode Split-Step Fourier

Ici, on ne suppose plus que la vitesse est homogéne, elle peut varier dans toutes les
directions. Le systéme a considérer est donc le systéme de la forme (1.29) en remplagant
[y par I'. Pour le résoudre, on utilise la méme propriété que pour (1.31) ce qui donne :

z+Az
Vi(ky, ky, 2+ Az,w) = Vi(ky, ky, z,w) exp | Fiw / I'(¢)d¢ (1.37)

z
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2
1
ouo(I)=~= \/u(x,y,z) — ¥ et u(z,y,z) = ——— est le vecteur lenteur.
c(x,y, 2)
De plus, on peut aussi approcher le symbole de la composée de deux opérateurs par son
symbole principal. Ce dernier n’est rien d’autre que le premier terme du développement

asymptotique soit encore le produit des symboles des deux opérateurs. On a donc :

z4+Az z4+Az
op /ro(oczg _ /dg o (To) = 7oAz, (1.38)

Il vient donc, en combinant (1.34) et (1.38), que la solution du systéme (1.29) est donnée
par :

Vi (kuy boyy 2+ Az, w) = Vi (ka, Ky, 2, w0) eT9187, (1.39)
Or, si I'on suppose que, Comme dans la méthode Split-Step Fourier, u peut se mettre
sous la forme u(x,y, 2) = ug(z) + du(z,y, z), on peut écrire :
/ I
= 1— 1—
- \/ 2 (ud 4 2ugdu + ou?)
et, comme du << ug :
K K| K|
v OR Wy 1—|2‘2:wu0 1—|2—|2+w5u 1—%
Wy wup Wy (1.40)
Yoou
YR Y+ .
Uo

En remplacant dans (1.39) il vient que :

Fiw <'yo+6uﬁ> Az
Vi (kg by, 2 + Az,w) = Vi(ky, ky,z,w)e Uo
(1.41)
) :FlwéuEAZ
= Vi (ku, ky, 2,w) eTio08%¢ Uo
&[?
De plus, si —— << 1:
wug
_ L. 1K
Yoo = toy/l- w2 A 2 w2l 0 (1.42)
~ uO

ou # est le reste du développement limité.
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En utilisant cette approximation et en la remplacant dans la seconde exponentielle de
(1.41), on obtient :

Vi (kuy koyy 2 4+ Az, w) = Vi (kg ky, 2, w) eTer0BzeFiwoulz, (1.43)
Finalement, en effectuant la transformée de Fourier inverse, on retrouve bien la formule
» 1 1
(1.13) avec wy(z,y, 2z + Az,w) = TF! (V_ (kg ky, 2,w) eMVOAZ) et Z 2 = du. TF!

désignant la transformée de Fourier inverse suivant k, et k.

Plusieurs variantes du modéle GSP comme le modéle GSP avec approximation de Born
ou le couplage du GSP avec des équations paraxiales sont possibles. L.e modéle GSP donne
de trés bons résultats dans un milieu a couches horizontales mais les résultats se dégradent
si la vitesse varie latéralement. Ceci peut étre corrigé en utilisant le modéle GSP-Paraxial
[29]. Nous y reviendrons plus loin, au cours du chapitre 3 dédié a des comparaisons d’ordre
numérique.

1.1.4 Les méthodes par différences finies

Nous avons supposé jusqu’alors que le champ d’ondes était connu de facon continu. Or,
dans la pratique, cela n’est pas le cas. Il est mesuré de facon échantillonnée c’est-a-dire en
des points espacés de Az, Ay, Az en espace et At en temps. On introduit alors la notation
Xijk = (@i, yj, 21) avec x; = iAx, y; = jAy, 2 = kAz, {i,7,k} € N? et t" = nAt. On note
alors la solution calculée ugl.

La construction du schéma aux différences finies repose sur un développement de Taylor.
Plus précisément, on part de : il existe & € |t,t + At[ tel que pour tout u suffisamment
réguliére,

Af2 92
u(x,t+ At) =u(x,t) + At@u(x,t)+ t* 0%u (x,t)

ot 2 ot?

1.44

AL Pu(x,t) At 0t (x,&) (1.44)
6 ot? 24 ot
et, il existe & € |t — At, t[ tel que
B ou(x,t)  At* 0*u(x,t)
u(x,t —At) =u(x,t) — At Y + 5 542
(1.45)

AP Pu(x,1) N At P (x, &)
6 ot3 24 ot4 '

En sommant les deux égalités précédentes, on obtient que :

Pu(x,t)  u(x,t+ A =2u(x,t) +u(x,t —At) AL (84u (x,&) 0w (X,£2>)

o2 At2 24 ot o4
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F1G. 1.3 — Discrétisation en espace.

On en déduit 'approximation d’ordre deux :

+1 1
0*u (X, t") N Wiy — 2uy 4wy
ot? o At?

(1.46)

En procédant de facon similaire pour la discrétisation en espace, on obtient aussi :

n n n n n n n
(ui+ljk + Ujjpap + uz’jk—i—l) - 6uijk + (ui—ljk + U uijk—l)

Au (Xijka tn) ~ Ah2

(1.47)

en posant Ar = Ay = Az = Ah. On a supposé ici que la grille est uniforme dans toutes
les directions.

On obtient alors le schéma & 7 points suivant :

n+1 n n—1 CQAt2 n n n
Upsp = 2Ugy, — Uy ARZ (ui—‘rljk + Ui T uijk+1) + (1.48)
AAL? '

A2 (=6ufe + (Wiyje + uijo1x + uiie1)) -

Remarques :

1. Il est aussi possible d’exprimer le champ d’ondes au temps n— 1 en fonction de celui

aux temps n et n + 1. C’est ce schéma que 'on utilisera, plus tard, pour la Reverse
Time Muigration.
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Ordre Qo a+1 | Q42 a+3 Qg Q45 Q16 a+7
2 -2 1
4 0 411
2 3 12
6 _49 3 B 3
18 2 20 90
8 _205 8 _1 8 B 1
72 5 5 315 560
14 _266681 Z _1 L _l 7 B 7 1
88200 4 24 | 108 528 | 3300 30888 | 84084

TaB. 1.1 — Coefficients du schéma en espace selon I'ordre p.

2. Des schémas d’ordre plus élevé peuvent étre utilisés pour plus de précision. La formule

générale de (1.47) est :

Au (Xijka tn) ~

(S]]

n n n
ar (Wi + U + Wikir)

y
2

Ah?

(1.49)

ot p est l'ordre du schéma numérique et (al)%pgKg les coefficients donnés dans le

tableau 1.1.

En théorie, tous ces schémas sont d’autant plus exacts que At et Ah sont petits et
la stabilité n’est garantie que sous une condition CFL (Courant-Friedrich-Lévy) du type :

Ar ., , . .
At < a,— ol oy, est une constante liée au schéma et aux maillages. Toutefois, en raffinant
c

trop les pas de temps par rapport aux pas d’espace, on peut observer que I’erreur numé-
rique augmente, ce qui vient contredire la théorie. On parle alors de dispersion numérique.

Le schéma aux différences finies (1.48) permet d’exprimer le champ d’ondes numérique
a un instant t donné, dans tout I'espace considéré. On peut aussi choisir de propager une
onde pas & pas en profondeur c’est-a-dire que l'on va calculer le champ d’ondes & une
profondeur z donnée, pour tous les pas de temps. Cette approche, moins naturelle que la
premiére, est fondamentale en imagerie. En identifiant la variable profondeur a la variable
temps ("k+1" remplace "n+1"), et en appliquant la méme démarche que pour le schéma
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précédent on obtient :

n J— n n n n n
Wiy = (ui+1jk T Ujqqp T Ui T Uisqp T uijk—l)
2 (1.50)
n+1
+ 6uz]k t S 2A2 (uz]k - 2uljl{? + uz]k )

Ici, on calcule le champ d’ondes & la profondeur £+ 1 en fonction de ses valeurs estimées
aux profondeurs k et k—1. Pour la rétro-propagation il suffit de modifier (1.50) pour calculer
uy. 1 en fonction des autres termes.

1.1.5 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation qui repose, comme
la méthode des différences finies, sur des grilles mais celles-ci ne sont pas nécessairement
uniformes. On a donc une plus grande flexibilité et on peut, avec éventuellement une étape
longue dédiée a la construction du maillage, espérer reproduire précisément la topographie
du domaine de propagation. Une des caractéristiques de la méthode des éléments finis est
de reposer sur une formulation variationnelle du probléme. Supposons pour fixer les idées
que le domaine de calcul, noté €2, est un borné de frontiére I' réguliére. On considére le
cas d’une cavité parfaitement conductrice, ce qui se traduit par la condition aux limites :
u=0 sur 0,7¢[ x I' o T désigne le temps de simulation.

Si I'on suppose que u est assez réguliére, en multipliant I’équation des ondes par une
fonction ¢ € H}(2) et en intégrant sur €, on obtient la formulation variationnelle : trouver
u € HL(Q) telle que

d2

o | dx + /CQVU Veodr =0, Voec H(9). (1.51)

Q Q

Définissons maintenant un espace d’approximation : on cherche une approximation de
u (.,t) solution de (1.1) dans l'espace :

"={velC'NH)(Q) vk € PY(K), VK€ET} (1.52)

ou 7;, est un découpage de Q en éléments K (triangles, quadrangles a 2D, tétraédres, hexa-
édres & 3D) et P¥(K) est I'espace des polynémes de degré k sur K € 7.

Le probléme approché de (1.1) est alors : trouver uy, : 0, T x V" — IR tel que

d2
o uppn da + /CQVUh Vondr =0, VYeo,eV"(Q). (1.53)

Q Q

On note x; les noeuds du maillage pour 1 < i < n. Soit {v;, 1 <1i < n} une base de Vh
telle que v; (x;) = &;;. On cherche u, € V" sous la forme :

t) = Z up,jv;(xX)
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On obtient alors :

dQ n ) n .
@ (Z uh,j“j) V; dr + /C \Y% (Z uh,jvj) . V'Ui dr = 0, VU@-, 1 <i1<n
o \i=L Q 7=1
(1.54)
et (1.54) est équivalent au systéme :
ME e, —o (1.55)
Wz h '
ou
o U, est le vecteur dont les composantes sont (up j)1<j<n;
e la matrice M est classiquement appelée matrice de masse. Elle a pour coefficients

M;; = [ vivjdx et est donc symétrique ;
Q
e la matrice IC, qui est appelée matrice de rigidité et qui a pour coefficients
Kij = AV - Vv, dz, est aussi symétrique.
Q

La propagation des ondes se fait souvent dans des domaines dont la géométrie est com-
plexe et aussi dont les propriétés physiques varient de telle sorte qu'un maillage structuré
peut ne pas étre adapté. Les éléments finis autorisent une géométrie théoriquement arbi-
traire (avec toutefois une restriction importante en pratique : il faut étre capable de créer
le maillage du domaine considéré, ce qui peut étre difficile, en particulier en dimension
trois). Ils permettent également de prendre en compte des variations parfois brutales des
coefficients physiques. Le revers de la médaille est un cotit supplémentaire par rapport aux
méthodes de différences finies.

Un autre aspect lié¢ au probléme est le caractére non borné ou trés grand du milieu
de propagation. Le paramétre le plus important a considérer est la longueur d’onde qui
peut étre fixée par la source ou la condition initiale. Des domaines de quelques dizaines
de longueurs d’onde sont un minimum pour représenter correctement les phénomeénes. On
entrevoit ainsi qu'un modéle typique aura environ plusieurs centaines de points dans chaque
dimension, soit plusieurs millions de degrés de libertés en dimension trois.

Enfin, la simulation dans un domaine de grande taille requiert souvent des temps longs
de calcul et conserver la précision aux temps longs demande un maillage (spatial et tempo-
rel) plus précis. Une technique pour remédier a cela est de monter en ordre d’approximation.
Les schémas d’évolution temporelle les plus couramment employés pour la propagation des
ondes sont explicites et ne demandent donc pas d’inversion de systémes linéaires. Cepen-
dant, une difficulté particuliére des éléments finis est que les éléments finis de Lagrange
usuels conduisent & des matrices de masse pleines, qu’il faudra donc inverser. Une alterna-
tive consiste a utiliser la technique de condensation de masse (ou mass-lumping) qui permet
d’approcher la matrice M par une matrice diagonale en calculant ses coefficients par une
formule de quadrature s’appuyant sur des noeuds correspondant exactement aux noeuds
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du maillage. Dans le cas des éléments finis de Lagrange d’ordre [ > 2, cette technique a
pour conséquence de pénaliser 'ordre de convergence car les formules de quadrature adap-
tées sont d’ordre plus bas que la méthode d’éléments finis. En revanche, la méthode des
éléments finis spectraux [7, 8] et de Galerkine discontinue avec pénalité intérieure [9] ont
pour avantage de faire intervenir des matrices de masse diagonale (ou diagonale par blocs)
par construction. L’ordre de convergence des méthodes est donc préservé. Nous étudierons
plus en détails ces deux méthodes dans les chapitres 2 et 3 de ce mémoire.

1.2 La migration profondeur

Le principe de I'imagerie sismique repose sur deux étapes. La premiére, qui consiste a
déterminer le champ de vitesse, est importante car 'efficacité des méthodes de propagation
vues précédemment dépend de la précision du modéle de vitesse utilisé. En général le mo-
déle de vitesse est obtenu apreés la tomographie en temps de trajet qui repose sur I'inversion
des temps de trajets enregistrés lors de la campagne d’acquisition. Nous renvoyons a Bi-
shop [33] et sa bibliographie pour plus de détails. La seconde étape est I’étape de migration.
La migration peut étre une migration temps pour laquelle 'image finale sera obtenue en
fonction du temps ou une migration profondeur pour laquelle on aura une image en profon-
deur. Dans la migration temps, le modéle de vitesse doit varier lentement et ¢’est pourquoi
elle est utilisée pour des bassins sédimentaires ou pour pointer le fond de I'eau lors des
migrations marines. En revanche, lorsque 'on se trouve dans des régions complexes (failles
pentées, fortes variations de vitesse, présence d’intrusions salines), la migration temps n’est
plus assez efficace et 'on doit effectuer une migration profondeur. A I'heure actuelle, la
baisse des réserves pousse les compagnies pétroliéres a explorer des régions plus complexes
pour lesquelles la migration profondeur est la plus adaptée et c’est pour cela que la suite
de ce paragraphe sera consacrée a des méthodes de migration profondeur.

Il existe plusieurs techniques de migration qui peuvent étre classées en deux grandes
familles. On distingue les méthodes de migration de Kirchhoff et celles dites par équation
d’ondes. En réalité, elles sont toutes basées sur ’équation des ondes et ne différent que par
I’approximation utilisée pour la résoudre.

1.2.1 La migration de Kirchhoff

La migration de Kirchhoff est basée sur la théorie des fonctions de Green et sur la
solution intégrale de Kirchhoff de 1’équation des ondes.

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 1.1.2, la propagation vers le bas d’une
source S de la forme §(x — s) peut s’écrire de la fagon suivante :

U™ (x,w) = G (x,w;s) = G (s,w; x) = C(w)A(s, x)e ) (1.56)
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ot U™ (x,w) représente le champ d’ondes incident, G (x,w;s) est la fonction de Green
au point x causée par la source S, T'(s,x) est le temps de parcours mis par 'onde pour
parcourir le trajet entre la source et le point x = (x,y, 2) quelconque. Le terme A(s, x) est
Pamplitude de I'onde le long du rayon et C(w) la signature de la fonction qui dépend de
la dimension de I’espace.

De plus, le champ d’ondes réfléchi sur une surface ¥ et enregistré au niveau d’un récepteur
r = (z,, Y, 2,) peut s’écrire sous la forme :

U(x,w) = /2 U (r,w)VG(r,w;x) - 0 ds. (1.57)

ou U (r,w) est le champ d’ondes enregistré par un récepteur.
Si Pon consideére le principe d’imagerie de Claerbout (1971), qui dit que :

U(x,w)U" (x,w)

1.58
Umc X (.U Umc (X’UJ)’ ( )

ou R(x) est la réflectivité au point x, on aboutit a 1’équation de migration de Kirchhoff
suivante :

ZZZWVG r,w;x)G" (s,w;x) U (r,w) (1.59)

avec W™t = Uneyne = G (s,w;x) G* (s,w; x) = |G,|%

1.2.2 La migration par équation d’ondes

La migration par équation d’ondes se décompose en trois étapes :
1. la propagation du champ d’ondes généré par la source;
2. la rétro-propagation du champ d’ondes enregistré par les réflecteurs;

3. lapplication d’une condition d’imagerie.

Le principe d’imagerie introduit par Claerbout en 1985 dit "qu’une réflexion dans le
sous-sol existe la ou l'onde descendante coincide en temps avec une onde montante". L’ou-
til mathématique le plus simple mettant en évidence cette coincidence est le produit de
corrélation.

On dénombre plusieurs méthodes de migration par équations d’ondes dont les princi-
pales sont détaillées dans la suite de cette section. Nous renvoyons le lecteur a [34] pour

plus de détails sur ces méthodes.
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1.2.2.1 Les migrations “one-way”

Les méthodes de migrations “one-way”, comme leur nom l'indique, reposent sur I’équa-
tion (1.8). En effet, la premiére étape de la migration (i.e. la propagation de la source) est
effectuée en résolvant I’équation one-way. Cela aboutit a :

zs Ry, 2+ AZ,W) = s Ky, Z,w)e . .
Uky, ky, 2 + A Ul(ky, k, o(©)Az 1.60

Dans la seconde étape, on doit effectuer la rétro-propagation du champ d’ondes enregis-
tré au niveau des récepteurs. Ce champ correspond a des ondes se propageant du sous-sol
vers la surface c’est-a-dire des ondes montantes. Cela revient alors a résoudre :

Ulky, ky, 2+ Az,w) = Ul(ky, ky, z,w)e 78z, (1.61)

Pour obtenir I'image finale, on effectue la cross-corrélation des deux champs d’ondes ce
qui dans le domaine fréquentiel revient a effectuer la multiplication du champ récepteur
par le complexe conjugué du champ source. Ensuite, on somme sur toutes les fréquences
puis sur les points de tirs.

Les deux premiéres étapes décrites ci-dessus peuvent étre effectuées en utilisant les
différentes méthodes du paragraphe (8§ 1.1.3), les migrations portant alors le méme nom
que la méthode de propagation correspondante.

1.2.2.2 La migration “two-way”

Dans cette méthode de migration aussi appelée Reverse Time Migration (RTM), on ré-
sout 'équation des ondes compléte. Contrairement aux méthodes décrites précédemment,
on ne propage pas le champ d’ondes par rapport & I’axe de la profondeur z mais par rap-
port a 'axe du temps ¢, c’est-a-dire, que 1’on cherche quel est le champ d’ondes au temps
t+ At (ou t—At) et non plus quel est le champ d’ondes a la profondeur z+ Az (ou 2 —Az).

La premiére étape de la migration consiste & créer le champ source en modélisant la
propagation des ondes du temps ¢t = 0 au temps ¢ = T ot T} est le temps de simulation.
Le but de la seconde étape est de reconstruire le champ refléchi par les réflecteurs qui a
été enregistré au niveau des récepteurs. Pour cela, on doit effectuer une rétro-propagation
des données des récepteurs. Or, la rétro-propagation peut étre vue comme une propagation
inverse, c’est a dire que I’on propage le champ enregistré par les récepteurs du temps ¢ = T
at = 0. Cette équivalence est due au fait que I’équation des ondes est réversible en temps.
Ensuite, dans la troisiéme étape, on fait la corrélation des deux champs pour tous les pas
de temps. Une forte corrélation indique le lieu du réflecteur. En terme mathématique, la
condition d’imagerie utilisée est :

Ty
I(x,y,2) = / Us(x,y, z,t) - Up(z,y, z,t) dt
0
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ou U, et U, sont respectivement le champ source propagé et le champ aux récepteurs re-
tropropagé.

Pour résoudre ’équation two-way on peut utiliser des schémas aux différences finies
(cf. 8§ 1.1.4) ou bien des méthodes d’é¢léments finis (cf. §§ 1.1.5). Pendant de nombreuses
années la RTM a été mise de coté en raison de son cotit tant au niveau mémoire que temps
de calcul. Aujourd’hui, grace aux progrés de 'informatique et du calcul scientifique, elle
est considérée comme la plus adaptée pour I'imagerie sismique.
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Chapitre 2

La méthode de Galerkine discontinue
avec pénalité intérieure

Les méthodes d’éléments finis sont des méthodes trés efficaces pour 'approximation
des équations aux dérivées partielles et elles ont ’avantage de s’appuyer sur des maillages
dont la flexibilité permet de considérer des milieux dont la topographie est compliquée.
Les approches les plus classiques font intervenir des approximations de Galerkine ce qui
sous-entend que P'espace d’approximation est inclus dans 'espace des solutions. Avec [35],
on a commencé & voir se développer les méthodes d’approximation de Galerkine discon-
tinues pour lesquelles on utilise des espaces d’approximation plus grands. Cette stratégie
a pour effet de diminuer le nombre de degrés de liberté par rapport a une approximation
de Galerkine mais elle impose d’introduire des inconnues supplémentaires afin de restaurer
les propriétés de continuité de la solution. L’intérét de cette approche réside plutét dans le
fait qu’elle permet de faire des calculs localement ce qui conduit naturellement & la mise
en oeuvre du calcul paralléle (voir par exemple [36] pour une mise en oeuvre pour les équa-
tions de Maxwell). Elles ont tout d’abord été introduites pour les équations hyperboliques
puis appliquées aux équations elliptiques. La littérature fait état d’'un nombre important de
travaux sur le sujet et nous renvoyons au papier récent d’Arnold et al. [37] dans lequel on
trouve une analyse mathématique générale des méthodes de Galerkine discontinues ainsi
qu’une bibliographie détaillée.

Dans le cadre de cette thése, nous avons choisi d’utiliser une méthode de type Galerkine
discontinue qui fait intervenir un terme de pénalisation avec lequel on impose faiblement
la continuité de la solution a la traversée de chaque élément intérieur. Pour cela, on utilise
un espace d’approximation constitué de fonctions discontinues polynémiales par morceaux
ce qui va faciliter en particulier 'adaptativité du maillage. La méthode que nous allons
appliquer est appelée "Interior Penalty Discontinuous Galerkin Method” et par la suite,
nous y ferons référence en utilisant 'acronyme IPDGM. Pour ’équation des ondes, elle a
été étudiée par |38] ot on y trouve notamment une analyse de la dispersion puis par [9] ot
on étudie plus particuliérement les propriétés de convergence. Trés récemment, Grote et
Schotzau [39] ont obtenu des résultats de stabilité en combinant la IPDGM avec un schéma
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en temps “saute-mouton” d’ordre 2. Notre approche est différente de celle proposée par
[36] pour les équations de Maxwell ou par [40] pour le systéme de Iélastodynamique écrit a
lordre 1 car nous considérons une équation scalaire d’ordre 2 dans laquelle on doit contro-
ler la trace et la dérivée normale de la solution.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous présentons de facon générale les méthodes
de Galerkine discontinues et plus particuliérement celle que nous avons choisie a savoir la
[PDGM. Ensuite, nous décrivons comment elle peut étre appliquée a I’équation des ondes.

2.1 Les méthodes de Galerkine Discontinues (DG)

2.1.1 Notations et définitions

On considére un domaine convexe €2, un maillage 7, de (2 et les espaces d’éléments finis
associés :

Vhoi= {veL?(Q):vx € P(K), VK € T,},

yho.= {TE [L2 (Q)}2 Tk € Y(K), VK € 771} (2.1)

De plus, nous introduisons les notations :

o H! (73,) espace des fonctions dans (2 dont la restriction sur K appartient a ’espace de
Sobolev H'(K), I € IN. Les espaces d’éléments finis (2.1) sont alors des sous-espaces
de HY(T},) et [H’(Th)}d respectivement pour chaque [;

e v* les traces d'une fonction v sur K= dans H'(7}). Elles appartiennent a T(I') :=

[lxer, L?(0K), oit T est P'union des faces de K € 7j. Les fonctions dans T'(T) ont

donc deux valeurs sur T'? := T"\ 99 et une valeur sur 9

F; une face interne associée a deux éléments K™ et K~ ie F; =0KTNOK ™ ;

F; ensemble des faces internes;

F), une face frontiére i.e F, = 0K N 0§ ;

Fy I'ensemble des faces frontiéres;

n® les vecteurs normaux a K=, orientés vers Pextérieur de K.

Pour chaque élément K, nous définissons :
e h, le diamétre de K ;
e )\g, le diamétre maximum des sphéres (ou cercle en 2D) contenues dans K.
Nous notons h = m}én hg le diamétre du plus petit élément du maillage. Nous supposons

de plus qu’il existe une constante o > 1 telle que :

Vh,VK € ﬂ,h—K <o.
Ak
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Cette derniére condition nous impose de choisir des éléments qui ne sont pas trop aplatis.

Nous définissons ensuite le saut et la moyenne de ¢ € T(I'), x € F; par :

l¢] =¢'n"+¢n™ et {{g}}:=(¢"+q7) /2 (2.2)

Pour x € F},, on note [q]] := qn et {{¢}} := ¢, on n désigne le vecteur normal a Fy,.

De la méme facon, nous définissons le saut et la moyenne d’un vecteur ¢ € [T(F)]2 par :
e [0 :=¢"-nt+¢ -n" et {of} = (0" +¢)/2 pour z€ Fj;
o [0 :=¢-n et {o}} :=¢ pour xze€ F,.

Nous définissons aussi 'espace V' (h) = Vi+H?(Q) (N H(Q) C H?*(7T;,). Les semi-normes
et les normes associées sont définies pour v € V(h) par :

wiin = D ik, =D lre([eDll50,
K ee&p (23)
ol = Jolin+ D kol + 1ol
KeT,

ol re : [L'(e)]® — X" est donné par :
/mw%ﬂmz—/ahhm vre St ¢e [L' ()],
Q e

2.1.2 Le probléme

Nous reprenons ici la méme présentation que dans [37] que nous appliquons au pro-
bléme :

1

-V .| -Vu = dans Q

<p ) / (2.4)
u =0 sur o)

ot 2 est un domaine convexe et f une fonction de L?(Q).

Nous avons choisi de considérer (2.4) car I’équation en volume correspond a la version
stationnaire de I’équation des ondes (1.1) et on va donc ainsi décrire complétement les
aspects liés a la discrétisation en espace. Pour f € L?(Q2), on peut montrer, en appliquant
par exemple le théoréme de Lax-Milgram, que le probléme (2.4) admet une unique solution
dans H}(Q). De plus, d’aprés la régularité intérieure des solutions de problémes elliptiques,
nous savons que u est C°(£2) en supposant que p est C*°(Q2). On en déduit donc que u
vérifie les conditions de transmission :

[]=0 et {Evﬂ}:g
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En multipliant (2.4) par une fonction test v, € V" et en intégrant sur K, on obtient :

1 1
—Vu-Vvh—/ —Vu-nvh:/ fon, (2.5)
K P oK P

soit, en additionant 1’équation précédente pour tous les éléments K

/QEth-thh—/F H%th-nvhﬂ /fvh (2.6)

ou Vv est la fonction dont chaque restriction & chaque élément K € 7;, est égale a V.
e . 1 1
En utilisant les relations / H—th n vhﬂ = / H—thﬂ Hon}} et
Fy LLP Ey LLP

/Fi H%V”“'”“’ZH - /F H%VWH {onl} + /F {{%vhu}} [vn], on obtient :

a(u,vh):/fvh (2.7)

avec a(u, vp) — /Q %th~vhvh— / H thﬂ fonl) — / {{ th}} ol

Nous n’utilisons pas la forme bilinéaire a pour résoudre (2.4) mais son approximation
ay, définie de V" x V" — R par

1
ah(uh, Uh) L= / ;thh : thh dx
Q

o it ) o ) )
AT [ )

ou @ : H(T,) — T(T) et 6 : (H'(T;))* — (T(T))? représentent respectivement des flux
numériques scalaires et vectoriels et sont des approximations de u et Vu sur I'. Dans le
cas classique d’'une approximation de Galerkine standard, ’espace d’approximation est

constitué de fonctions globalement continues. Ainsi, en prenant pour flux u;, et —Vuy, on

retrouve que a, coincide avec la forme bilinéaire classique (2.7).

Le probléme approché s’écrit alors : trouver u, € V" tel que, Yv, € V" :

ah(uh,vh):/ﬂfvh. (2.9)

C’est le choix des flux numériques qui détermine la méthode DG utilisée. Nous ne
détaillons pas ici les différents choix possibles (nous renvoyons pour cela a [37]) mais nous
présentons les propriétés qu’ils doivent vérifier pour garantir la convergence et la stabilité
de la méthode.
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Définition 2.1.1. On dit que les flur numériques sont consistants si
. 1 1
a(v) =vlr, 6(v, =Vyv) = =Vulr, (2.10)
P P
quelle que soit v une fonction de V" satisfaisant les conditions de bords de Dirichlet et les

conditions de transmission.

Définition 2.1.2. On dit que les flur numériques sont conservatifs si u(-) et &(-,-) sont
déterminés de maniére unique sur I'.

1 1

Définition 2.1.3. Si o (uh, —thh) est de la forme o, (—thh) —y[un], o v:T — R
P P

est donné par n.h;' sur chaque face, n. > 0, la méthode DG sera dite méthode avec

pénalisation intérieure.

2.1.3 Linéarité, coercivité et ordre d’approximation

Propriété 2.1.4. La forme bilinéaire ay est bornée par :
an (w,v) < Cyl[|wl[[|[[v]ll,  Vw,v eV (h), (2.11)

ot la constante Cy, ne dépend que de 'angle minimum de la décomposition Ty, du degré des
polynémes p (et de la constante de majoration de la fonction de pénalité pour les méthodes
avec pénalisation intérieure).

Propriété 2.1.5. Propriété de coercivité ou de stabilité.
Les méthodes avec pénalisation vérifient :

an (v,v) > Col||v]||?, Vv eV (2.12)
pour vy suffisamment grand. La constante C est positive.

Propriété 2.1.6. Nous choisissons un interpolant continu aux interfaces des éléments. 11
vient alors directement de (2.3) que :

Ml = wrllP = =l + 3 Walu— il < C2R|uly 0 (213)
KeTy,

Nous renvoyons a [37] pour les démonstrations de ces différentes propriétés.

2.1.4 Consistance et ordre d’approximation

Définition 2.1.7. La méthode est consistante si les flur sont consistants. On a alors
an(u,vy) = a(u,vy,), Yo, € V* et pour toute fonction u de V" vérifiant les conditions de
Dirichlet et de transmission.
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Définition 2.1.8. La méthode est adjoint-consistante si les flux sont conservatifs. On a
alors ap(vy,u) = a(u,vy), Yo, € VP et pour toute fonction u de V" vérifiant les conditions
de Dirichlet et de transmission.

Propriété 2.1.9. Les méthodes qui sont consistantes, adjoint-consistantes et coercives
convergent avec l'ordre optimal pour la norme ||| - ||| :

v = wnll] < CPPlulpr0 (2.14)

et pour la norme L? :
lu —unllon < CH Hulpir 0. (2.15)

Nous renvoyons a [37] pour la démonstration de cette propriété.

Remarque Pour les autres méthodes c’est-a-dire les méthodes qui ne sont pas consis-
tantes, il faut utiliser une procédure de superpénalité, c’est-a-dire ajouter un terme de
pénalisation et considérer une nouvelle norme prenant en compte ce terme pour obtenir
I’ordre optimal.

2.1.5 Choix de la méthode DG appropriée

Nous avons choisi de considérer des flux de la forme :
1

0= fJupl} surT% a4 =0surdQ et 6= {{—thh}} — v [up] sur T,
P

La fonction v pénalise les sauts de uy, et vy, sur les arétes (ou faces) de 7, et est appelée
fonction de pénalisation intérieure. Elle est définie sur chaque face F' € F), = F; UF;, par :

YF = O[Cma:rhi1 (216)

min?

ol « est un paramétre positif indépendant du maillage et du coefficient c¢,,,, défini pour
r € F, par :

max (¢ x+ (), cx- (z)) , FEF, F=0K*NIK"~

Cma:r\F (33) == (217)

ClK (.I) , FeF, F=0KnNos.

La fonction h,,;, est définie par :

min (hg+,hg-) , FeF, F=0KTNOK"~

honin|p = (2.18)
hx , FeF, F=0KnOo.
Notons aussi que pour assurer la coercivité de v, il faut que :
1

a>-pp+1) (2.19)

2
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comme cela a été démontré dans [38].

On vérifie facilement que ces flux sont consistants et conservatifs. Le flux ¢ contenant
un terme de pénalisation, la forme bilinéaire a;, est coercive (cf. propriété 2.1.5), consistante
(cf. définition 2.1.7) , adjoint-consistante (cf. définition 2.1.8) et est définie par :

an (up, v) = /Q VotV dz— /F ([[uh,]] : {{%th}}—k{{%vhuh}} - [[v]]) ds+3 (un, v) |
(2.20)

ou

8 (upv) = / v ] - [e] ds

est le terme de pénalité intérieure. De plus, la convergence de la solution est optimale (cf.
propriété 2.1.9).

Cette méthode est appelée méthode IPDG (Interior Penalty Discontinuous Galerkin),
elle a été introduite dans [41] pour la résolution de problémes elliptiques et paraboliques et
appliquée a I’équation des ondes par Ainsworth, Monk et Muniz [38] qui ont effectué 1’ana-
lyse de dispersion puis par Grote, Schneebeli et Schétzau [9] qui ont prouvé sa convergence
optimale.

2.2 IPDG appliquée a I’équation des ondes

Nous allons maintenant appliquer la méthode IPDG, référencée par la suite par IPDGM,
au probléme suivant :

(10%u 1
—— V.| =V = d QxI
T (p u) f ans X
u(x,0) = 0 dans Q

0
o (x,0) = 0 dans
ot (2.21)
u = 0 sur I'p
Vu-n = 0 sur 'y
1 Ou 1

——+—Vu-n = 0 sur [y,

ot I = ]0,T[ est un intervalle de temps fini, f est une fonction de C°(]0,T[, L*(Q2)) et
00 = I'p UT Ny UT s Le paramétre p est la densité du milieu et p est le module de
compressibilité. On impose une condition de Dirichlet sur I'p, une condition de Neumann
sur 'y et la plus simple des conditions aux limites absorbantes sur I',,,. Les conditions de
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bord imposées dans le probléme (2.21) peuvent s’écrire de fagon plus générale :

0 0
Va—?—i-Ca—Z:O sur I x 082
1 1 )
avec v =0 sur 'y, ( =0sur I'p et sur 'y, v = — et ( = —. On peut alors démontrer,

NN

en appliquant par exemple, la méthode des semi-groupes, que Vf € C°(]0,T[, L*(Q)), le
probléme (2.21) admet une unique solution u telle que v € C° (]0, T[, H')NC* (J0,T[, L?).

2.2.1 Discrétisation en espace

On multiplie la premiére équation de (2.21) par une fonction test v, de V", on intégre
sur K et on somme sur tous les éléments K pour obtenir :

d? 1 1 1
— uvh dr —+ / —Vyu - Vyu, de — / H—th ‘n vhﬂ — / H—th -n vhH
dt ) Jop ro [[p rp LLP
1 1
— / H—th -n Uhﬂ — / H—th -n vhH = / fop.
'y LLP Taps LLP Q

(2.22)

En utilisant 1 diti u 1y 0 sur Tops et V 0 sur T
n utilisant les conditions —— + —Vu-n = 0 sur 'y € u-n =0 sur on

i ot /P b N
obtient :
d? d 1 1
dt2 Uﬂjh dx + E\/ upuvhds+/;th-thh dx

@ (2.23)

_ /F:ab[[%vhu.mhﬂg_/w H%vhu.mhﬂ —Q/fvhdx.

En utilisant les flux associés a la IPDGM, on obtient la formulation variationnelle :

d2
uvh dr + — vy, ds + ap(up, vp), (2.24)
dt? / N ’
Q abe

otl ay, est définie sur V" x V" par :

an (s vn) = / LS - Vo da — [[uh {{;thh}} ds — / [[vh]]-{{%vhuh}} ds
¥ / vl ol ds = [ fd- {390} as F
- [l {2 v }} ds+ [Tl [l d.

I'p

(2.25)
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Nous supposons que la triangulation 75, est composée de N, éléments et nous notons K,

le mI€Me glément de Ty, Nous appelons élément de référence K le segment [0, 1] en 1D, le

triangle de sommet Sl(O 0), S5(1,0), S5(0,1) en 2D ou le tétraédre de sommet S; (0,0, O)
S5(1,0,0), S5(0,1,0), S4(0,0,1). Pour définir une base de V", on considére tout d’abord

les fonctions de Lagrange (@k)k:L...Nfb de degré p qui forment une base de P, (f(), ot Ny

dépend a la fois de p et d. Nous définissons T = {((pj)jzl NN } I'ensemble des fonctions

telles que :
{ Pikm = @roFgn, j=Npm—1)+k 1<k<Np

SOj\Kn = O Si n ?é m

(2.26)

ou Ik est 'application vectorielle qui transforme 1’élément de référence K en élément
K. De la méme facon que pour une méthode d’éléments finis classique, on effectue la
décomposition de uy sur la base T et on obtient le systéme linéaire :

d*U, dUuy,

+ B L KU, = (2.27)

M dt? dt

ol
e U, est le vecteur formé par les composantes de u;, dans la base T ;

e la matrice M est la matrice de masse diagonale par blocs. Elle a pour coefficients

1
Mij = ;%’%’ dx;

Q
e la matrice B est nulle partout sauf pour les éléments de ', et est associée a la forme
1
bilinéaire by. Elle a pour coefficients B;; = / ——ip;ds;
Vip

1—‘a,bs
e la matrice K est la matrice de rigidité, symétrique associée & la forme bilinéaire ay.

Elle a pour composantes K;; = an (i, ¢5);
o F; est le vecteur source de composantes F; = [ f; dx.

Q

Pour finir, on calcule les coefficients des matrices par intégration numérique exacte pour
les polynomes de degré inférieur ou égal a p*.

2.2.2 Discrétisation en temps

Considérons maintenant la question de la discrétisation en temps de I’équation (2.21).
La construction du schéma en temps d’ordre 2 repose sur des développements de Taylor
d’ordre 3 ou 4 selon que 'on considére la dérivée d’ordre 1 ou la dérivée d’ordre 2. Plus
précisémént, on a : il existe § € |t — At, t + At] tel que :
8uh,i (t) . uhﬂ- (t -+ At) - uh,i (t - At) AtQ 83uh7¢ (fl)

ot 2At 12 ot3
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et il existe & € |t — At, t + At tel que :

82uh7i (t) . Uhﬂ' (t + At) — Quh,i (t) + U}m’ (t — At) _ At2 84uh,i (62)

ot? At? 24 ot
On a donc : . .
n n—
Oup, ; (t") =~ Up; — Upy
ot N 2At
ou t, = nAt et uy,i" représente 'approximation de wuy, i(t") et
1 -1
0*up,; (") ~ upy — 2uj, + U

ot? N At?

Le schéma en temps et en espace que nous utilisons est alors :

n+l oy n—1 n+l _ rmn—1
Unm =20+ Ui gl — U _ _xpp g,

At? 2At

M

soit encore,

(2.28)

(2.29)

(2.30)

At At
([ + 7/\418) Ut =20 — U — APMTICUS + 7/\/1’115’(]}7‘1 + M F, (2.31)

ou U]! représente 'approximation de Uy (t").

Ce schéma est stable sous une condition CFL qui dépend du paramétre de pénalisation

. Nous renvoyons par exemple a [39].

48



Chapitre 3

Validation et analyse de performance de
la IPDGM

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme suivant :

( 107 1
——Z - V- (—Vu) = S dans Qx1T
p ot p
ou
u(x,0) = up(x), % (x,0) = w(x) dans Q (3.1)
u = 0 sur I'p x 1
Bu = 0 sur I'x [T

ott I =]0,T] est un intervalle de temps fini et Q un domaine borné de R%, d = 1,2,3. S
est un terme source, ug et u; sont les conditions initiales. Le paramétre p est la densité du
milieu et ;1 est le module de compressibilité. De plus, i = pc?, ¢ désignant la vitesse de
propagation des ondes. On impose une condition de bord de Dirichlet sur une partie de la
frontieére I'p. Le bord I' = 9Q \ I'p peut étre composé de plusieurs morceaux sur lesquels
on impose des conditions aux limites différentes. Par exemple, pour le domaine représenté

sur la figure 3.1, I' = 'y U I'yps et le champ d’ondes vérifie une condition de Neumann

1 0 1
(u-n = 0) sur I'y et une condition absorbante (__u +—Vu-n= O> sur g, le
0

VO

vecteur n étant la normale extérieure a §).

L’objectif de ce chapitre est d’analyser la performance de la IPDGM présentée dans
le chapitre précédent. Pour cela, nous la comparons avec trois autres méthodes. La pre-
miére est la méthode GSP dont nous avons parlé au chapitre 1 (§§ 1.1.3.7). Il s’agit d’une
méthode asymptotique dont le principal avantage est de calculer la solution propagée trés
rapidement. La seconde est la méthode des différences finies (FDM) (chapitre 1, §§ 1.1.4)
qui est encore a I'heure actuelle la méthode la plus utilisée dans I'ingénierie pétroliére. La
troisiéme est une autre méthode d’éléments finis que nous présentons plus en détail dans
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FN

F1G. 3.1 — Exemple de domaine utilisé.

la deuxiéme section et que nous avons choisie car elle a déja été appliquée avec succés a la
propagation d’ondes |3, 4, 7|.

Le modéle GSP classique donne de bons résultats dans le cas d’un milieu formé de
couches horizontales mais il suffit d’incliner ces couches pour voir la solution se dégrader.
Les résultats se dégradent aussi lorsque les récepteurs sont loins de la source. Les tests que
nous présentons dans la suite illustrent ces points.

Les FDM d’ordre élevé en espace, combinées & un schéma en temps de type saute-
mouton, conduisent a une représentation explicite du champ d’ondes, la matrice de masse
étant diagonale. Cependant, les différences finies produisent des artefacts, connus sous le
nom générique de dispersion numérique, qui augmentent lorsque que l'on a un fort contraste
entre deux milieux ou bien lorsque les grilles utilisées sont trop grossiéres. De plus, elles
ne sont pas bien adaptées pour la prise en compte précise des effets de topographie car
elles s’appuient sur des grilles qui approchent les interfaces par des marches d’escalier.
Les méthodes d’éléments finis offrent une alternative efficace car elles peuvent s’appuyer
sur des maillages reproduisant correctement la topographie du milieu. Toutefois, les plus
classiques d’entre elles ne conduisent pas & un schéma explicite car la matrice de masse,
qu’on doit inverser a chaque pas de temps, n’est pas diagonale, du moins sans traitement
particulier. Pour pallier cet inconvénient, on peut appliquer une méthode de condensation
de masse qui permet d’approcher la matrice M par une matrice diagonale en calculant ses
coefficients par une formule de quadrature s’appuyant sur des noeuds correspondant exac-
tement aux noeuds du maillage. Dans le cas des ¢léments finis de Lagrange d’ordre [ > 2,
cette technique a pour conséquence de pénaliser I'ordre de convergence car les formules de
quadrature & utiliser sont d’ordre plus bas que la méthode d’éléments finis. On évite ce
désagrément en appliquant une méthode d’éléments finis spectraux (SEM) pour laquelle
la formule de Gauss-Lobatto est parfaitement adaptée puisqu’elle est du méme ordre que
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la SEM. Cependant, la SEM s’appuie naturellement sur des maillages en quadrangles a
2D ou hexaédres a 3D qui sont difficiles & mettre en oeuvre et pas toujours bien adaptés
a des topographies compliquées. Des travaux ont été réalisés afin de pouvoir appliquer la
SEM pour des maillages en triangles [8] mais cela reste difficile & mettre en oeuvre pour des
éléments de haut degré et n’est pas encore généralisé a la dimension trois. La IPDGM, dont
nous avons déja parlé au chapitre 2, est trés intéressante car elle s’appuie sur des maillages
en triangles a 2D ou tétraedres a 3D, sur des grilles réguliéres ou irréguliéres, ce qui permet
de prendre en compte de facon trés précise la topographie du milieu de propagation. De
plus, on conserve une représentation quasi-explicite de la solution car la matrice de masse
est diagonale par blocs sans qu’il soit nécessaire d’approcher ses coefficients par une for-
mule de quadrature. L’ordre de convergence est donc garanti, comme pour une méthode
d’éléments spectraux.

Dans le début de ce chapitre, nous présentons la SEM, la IPDGM étant détaillée dans
le chapitre 2 et les méthodes FDM et GSP dans le chapitre 1. Ensuite nous effectuons
Panalyse de performance de la IPDGM en 1D et 2D. Enfin, nous validons la méthode & 3D
en la comparant a une solution exacte.

3.1 La méthode des éléments spectraux

La méthode dite des éléments spectraux, bien connue sous 'acronyme de SEM pour
Spectral Element Method, a été introduite par Patera en 1984 pour des problémes de dy-
namique des fluides [42] et appliquée a des problémes de géophysique par Komatitsch et al.
[5, 6]. Tl S’agit d’une méthode d’éléments finis & précision spectrale ¢’est-a-dire que Perreur
décroit exponentiellement avec le degré polynomial. De plus, elle conduit & une matrice de
masse diagonale et 'ordre de convergence est optimal. Comme toutes les méthodes d’élé-
ments finis, la discrétisation en espace s’appuie sur une écriture variationnelle du probléme.

Par la suite, nous utilisons les codes SPECFEM2D ou SPECFEM3D ! développé par
D. Komatitsch, dans lequel les maillages sont composés de quadrangles ou hexaédres. C’est
pourquoi nous présentons la SEM dans le cadre d’un maillage 7, de 2 constitués d’éléments

hexaédriques {K} tels que Q = U K. De plus, pour K # K', I'intersection K N K’ doit

KET}L
étre soit vide soit composée d’un noeud, d’'une aréte ou d’une face communs. On suppose
) 1 Ou 1
que I' =Ty ie. —— 4+ —Vu-n =0 sur I'4,.

N

On note H; rp@ = {¢ € HY(Q) : ¢ =0sur I'p} que 'on munit de la norme IVl 1210)-
La formulation variationnelle associée a (3.1) est donnée par : trouver u € Hjp () tel

Thttp ://www.geodynamics.org/cig/software/packages/seismo
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que

d2

e u<pdx—|—/ —Vu - Vgodw—/%(Vu-n)@ds—/S@dx Vo € Hyp, (). (3.2)

Q oN Q

En tenant compte des conditions de bord, le probléme ci-dessus devient donc :

dt2 p dt VP

d? 1 d 1
ugp dx —i—/ -Vu-Veodr+ — | ——upds = /Sgp dz, Vo€ Hyp, (Q). (3.3)
0 Tubs Q

Définissons maintenant ’espace d’approximation. On cherche une approximation de
u (., t) solution de (3.3) dans l'espace :
V= {U €eC'NHyyp, (Q) vk o Fg' € Q (k) , VK € 'EL} (3.4)

ol (K ) est ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a [ pour chaque variable

sur K, K représentant Pélément de référence (le cube unité) et F, application vectorielle
qui transforme 1’élément de référence K en 'élément K.

Le probléme approché de (3.1) est alors : trouver uy, : I x Vi — IR tel que, Vi, € V (Q)

d2
o uhgoh dx + / ~Vuy, - Vo, dr + — / uhgoh ds = /Sgph dx (3.5)
Q
avec les conditions initiales uy (x,0) = up(x) et —— 5 (x,0) = uy1(x), Vx € Q.

L’espace @ (K’) étant de dimension (I + 1)d et composé de polynomes de degré in-

férieur ou égal a [ en chacune des d variables, on doit définir (I 4+ 1)d degrés de liberté
sur K. De plus, afin de conserver 1'ordre de la méthode malgré la condensation de masse,
on doit appliquer une régle de quadrature exacte pour les polynémes d’ordre 2/ — 1 [43].
C’est pourquoi la SEM utilise la formule de quadrature de Gauss-Lobatto qui vérifie cette
propriété. Ainsi, les degrés de liberté sur K devant coincider avec les points de quadrature,
on choisit les (ik)kzl,m(url)d points de Gauss-Lobatto-Legendre, racines de la dérivée du
polynoéme de Legendre d’ordre [ 4+ 1, associés a des poids (7vz§/1€)k:17._(”rl
la base des fonctions de Lagrange (@k)kzl’m(“_l)d d’ordre [ qui vérifie :

) et Pon considére

Gk (L) = 0k (3.6)

Nous définissons aussi T = {(npj)jzl N} I’ensemble des fonctions telles que :

e le support de ¢; soit 'ensemble des éléments K contenant le jéme degré de liberté;
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e I'image par F gl de la restriction de ¢; & chaque élément de son support soit une fonction
de base de Q' <K>

La solution approchée u;, peut donc étre décomposée en uy, v degrés de liberté (N étant

le nombre de points du maillage) qui correspondent a la valeur de w;, calculée aux points
xy de Q, ott {Xp}, v €8t défini par : x; = Fi(X5). On peut alors écrire :

N
up =Y e (3.7)
j=1

L’équation (3.5) devient donc :

— | = upj; | pide + — upjpj | pids
dt J n\= dtF N4 =

abs

N
1
+ /;V (Zuh,j%’) -Voide = /S%‘ dz, Ve, eT.
0 Jj=1 Q

(3.8)
On obtient alors le schéma en espace suivant :
d*U,, auy,
M 72 + BW + KU, =8y, (3.9)

ol
e U}, est le vecteur dont les composantes sont (“h,j)lgjgNQ
e la matrice M qui est classiquement appelée matrice de masse, a pour coefficients
M;; = lcpiapj dz. Elle est donc symétrique ;
2 K
e la matrice B a pour coefficients B;; = / \/%apiapj ds et les fonctions de base sont telles

abs

que B;; # 0 six; et o € Iy ;
e la matrice K appelée matrice de rigidité a pour coefficients les termes

1
Kij = /;V% -V;dx. C'est donc aussi une matrice symétrique;
Q

e S;, est le vecteur source de composantes S; = /Sgpi dx.
Q

En pratique, chaque intégrale sur €2 est écrite comme la somme d’intégrales sur tous
les éléments K du maillage. Par exemple, on obtient pour la matrice de masse les termes :

1
Mij=>" /M—Kgoi@j d. (3.10)

KEThK
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Ensuite, chaque intégrale sur un élément K est transformée en une intégrale sur 1’élé-
ment de référence K grace aux applications Fx. Par exemple, pour une intégrale de (3.10)
on a :

1 L

/—Lpzmpj dx = |J| / —@ip; dx (3.11)

MK MK
K K

ou |J| = det (JFk) est le déterminant de la matrice Jacobienne de Fp.

Pour calculer les coefficients, on utilise la régle de quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre
qui est exacte pour les polynomes d’ordre 21 — 1 :

1 1
K
ce qui garantit que l'ordre de convergence de la méthode n’est pas pénalisé [43]. De plus,

les points de quadrature (2y),_, (1) coincidant avec les degrés de liberté, la matrice de
masse est approchée par une matrice diagonale. En effet, comme @;(2)) = d;5,

1 1
/_952927] dr = —w;0;;.
/) MK MK
K

Pour la discrétisation en temps, le schéma (3.9) étant similaire au schéma (2.27) obtenue
par IPDGM, nous utilisons le méme schéma en temps :

Un+1 —_oUn Unfl Un+1 o Unfl
h h T Un  gn KU £ S, (3.13)

M At? 2At

soit encore,

At At
(1 - 7/\4‘18) UMt =200 — U — APMTIKU + 7/\/1—113’U;;—1 + M8, (3.14)

3.2 Analyse de performance

3.2.1 Tests mono-dimensionnels

Nous comparons numériquement 'efficacité de la IPDGM, de la SEM et de la FDM de
facon numérique grace & des codes 1D en Matlab. Pour la SEM et la IPDGM, nous avons
effectué les expériences sur des maillages réguliers et aléatoires pour s’assurer qu’il n’y a pas
d’effet de superconvergence dans le dernier cas. En effet, il est montré dans |3| que 'ordre
de convergence de la SEM est plus élevé si 'on choisit les sommets des éléments équidis-
tants les uns par rapport aux autres. De plus, dans le cas de maillages aléatoires, la taille
des mailles varie de +107 autour de la valeur moyenne. Ce type de maillage se rapproche
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donc plus de celui utilisé dans les expériences en 2D ou en 3D que les maillages équidistants.

Dans cette expérience, nous considérons que S = 0 et nous prenons comme conditions

initiales :
up(z) = sin 4—7Tx et uy(x) = _dm Ccos 4—7Tx
e 3 ! 3

de telle sorte que la solution exacte s’écrit :

ten (2, ) = sin (%T(x - t)) |

Nous effectuons 'expérience sur un axe de longueur [ = 9m pendant 60s avec une vitesse
de propagation ¢ = 1ms~!. De plus, on suppose que I'p = @ et sur I', on suppose que u
est périodique c’est-a-dire :

ou ou
u(l,t) = u(0,t) et %(l,t) = %(O,t).

Avant de présenter les résultats obtenus, il est nécessaire aussi de préciser les notations
utilisées :
e dx, dt : pas d’espace et de temps utilisés;
e Raff : coefficient de raffinement du pas d’espace initial (dx=dx initial/Raff);
e nb _ddl : nombre de degrés de liberté;

\/foT fOL(u - uem)Q'

T (L o
Jo Jo vt
Notre objectif étant de comparer différents schémas, nous précisons que nous avons

choisi de tester les méthodes SEM et IPDGM jusqu’a l'ordre 4'. Ceci justifie notre intérét
pour une FDM d’ordre 4 en espace.

e err : erreur relative L?(Q x [0,¢]) donnée par

3.2.1.1 Reésultats numériques

Nous présentons dans le tableau 3.1 les résultats obtenus pour la SEM et la IPDGM
pour l'ordre 2.

Nous pouvons remarquer que ’erreur obtenue avec la IPDGM est beaucoup plus élevée
qu’avec la SEM et cela en utilisant le méme nombre d’éléments. Lorsque I'on choisit des
points de quadrature aléatoires, ’écart entre les deux solutions se resserre mais la IPDGM
reste toujours aussi peu précise.

'Par ordre 4, nous entendons ordre 4 de convergence en norme L?. Cela signifie donc que nous utilisons
des éléments de Lagrange de degré 3.
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Maillage fixe Maillage aléatoire
IPDGM SEM IPDGM SEM

Raff=1 | nb_ddI=90 nb_ddl=91 nb_ ddl=90 nb_ddl=91
dx=0.200 dx—0.100 dx—0.200 dx—0.100
dt=0.0808 dt=0.0990 dt=0.0761 dt=0.0913
err—1.5187 err—0.0164 err=1.5196 err=0.1059

Raff=2 | nb_ ddl=180 | nb_ ddl=181 | nb_ddl=180 | nb ddl=181
dx=0.100 dx=0.0500 dx=0.100 dx=0.0500
dt=0.0404 dt=0.0495 dt=0.0380 dt=0.0448
err=0.6741 err=0.0041 err=0.6661 err=0.0313

Raff=4 | nb_ddl=360 | nb_ddl=361 | nb_ddl=360 | nb_ddl=361
dx=0.0500 dx=0.0250 dx=0.0500 dx=0.0250
dt=0.0202 dt=0.0247 dt=0.0190 dt=0.0224
err—0.1772 err—0.0010 err—0.1749 err=0.0076

Raff=6 | nb_ddl=540 | nb_ddl=541 | nb_ddl=540 | nb ddl=541
dx=0.0333 dx=0.0167 dx=0.0333 dx=0.0167
dt=0.0135 dt=0.0165 dt=0.0127 dt=0.0149
err=0.0791 err=0.00045 | err=0.0781 err=0.0034

Raff=8 | nb_ ddl=720 | nb_ddl=721 | nb_ddl=720 | nb_ddl=721
dx=0.0250 dx=0.0125 dx=0.0250 dx=0.0125
dt=0.0101 dt=0.0124 dt=0.0095 dt=0.0112
err—0.0448 err=0.00025 | err=0.0439 err=0.0019

Raff=16 | nb_ddl=1440| nb_ ddl=1440| nb_ddl=1440| nb_ dd1—=1440
dx=0.0125 dx=0.00625 dx=0.0125 dx=0.00625
dt=0.00677 dt=0.00625 dt=0.0063 dt=0.0056
err=0.0124 err=0.000064 | err=0.012 err=0.00048

TAB. 3.1 — Résultats de la comparaison entre la IPDGM et la SEM pour 'ordre 2.
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Maillage fixe Maillage aléatoire
IPDGM SEM IPDGM SEM
Raff=1 | nb_ddI=180 nb_ddl=181 nb_ddl=180 nb ddl=181
dx=0.1500 dx=0.100 dx=0.1500 dx=0.100
dt=0.0347 dt=0.0400 dt=0.0320 dt=0.0363
err—0.0742 err=0.0971 err=0.0645 err=0.08
Raff=2 | nb_ddl=360 nb_ddl=361 nb_ ddl=360 b _ddl=361
dx=0.0750 dx=0.0500 dx=0.0750 dx=0.0500
dt=0.0174 dt=0.0200 dt=0.0159 dt=0.0182
err=0.0185 err=0.0244 err=0.0156 err=0.0202
Raff=4 | nb_ddI=720 nb_ddl=721 nb_ddl=720 nb_ddl=721
dx=0.0375 dx=0.0250 dx=0.0375 dx=0.0250
dt=0.0087 dt=0.0100 dt=0.0079 dt=0.0091
err—0.0046 err=0.0061 err=0.0038 err=0.0050
Raff=6 | nb_ddl=1080 | nb_ddl=1081 | nb ddl=1080 | nb ddI=1081
dx=0.0250 dx=0.0167 dx=0.0250 dx=0.0167
dt=0.0058 dt=0.0067 dt=0.0053 dt=0.0060
err=0.0020 err=0.0027 err=0.0017 err=0.0022
Raff=8 | nb_ddl=1440 | nb_ddl=1441 | nb_ddl=1440 | nb_ddl=1441
dx=0.0187 dx=0.0125 dx=0.0187 dx=0.0125
dt—0.0043 dt—0.0050 dt—0.0040 dt—=0.0125
err=0.0011 err=0.0015 err=0.0009 err=0.0012

TAB. 3.2 — Résultats de la comparaison entre la IPDGM et la SEM pour 'ordre 3.

Les tableaux 3.2 et 3.3 donnent les résultats obtenus pour la SEM et la IPDGM pour

I'ordre 3 et 'ordre 4 respectivement.

Nous remarquons que l’erreur est du méme ordre pour les deux méthodes en utilisant
le méme nombre d’éléments. On constate que dans I’ensemble, les deux méthodes ont des

performances similaires.

Dans le tableau 3.3 nous avons rajouté les résultats obtenus avec la FDM a l'ordre 4
et 'on remarque qu’elle donne de moins bons résultats que les méthodes SEM et IPDGM.
De plus, comme Datteste le tableau 3.4, les résultats obtenus avec la FDM a 'ordre 8 ne

sont toujours pas compétitifs avec ceux obtenus avec des éléments finis d’ordre 4.

Nous pouvons donc conclure que les deux méthodes d’éléments finis sont beaucoup plus
précises que la FDM. En revanche, pour un pas de temps équivalent, les solutions fournies

par la SEM et la IPDGM ont des erreurs équivalentes a 'ordre élevé.
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Maillage fixe

Maillage aléatoire

IPDGM SEM IPDGM SEM FDM
Raff=1 | nb_ddl=180 | nb_ ddl=180 | nb_ddl=180 | nb_ddl=180 | nb_ddl=181
dx=0.200 dx=0.1500 dx=0.200 dx=0.1500 dx=0.0500
dt=0.0307 dt=0.0348 dt=0.0305 dt=0.0335 dt=0.043
err=0.0019 err=0.0381 err=0.0291 err=0.036 err—1.8549
Raff=2 | nb_ ddl=360 | nb_ ddl=360 | nb_ ddl=360 | nb ddl=360 | nb_ ddl=361
dx=0.100 dx=0.0750 dx=0.100 dx=0.0750 dx=0.0250
dt=0.0153 dt=0.0174 dt=0.0152 dt=0.0168 dt=0.0215
err=0.0074 err=0.0095 err=0.0073 err=0.0089 err=0.4658
Raff=4 | nb_ddl=720 | nb_ddl=720 | nb_ddl=720 | nb_ddl=720 | nb_ddl=721
dx=0.0500 dx=0.0375 dx=0.0500 dx=0.0375 dx=0.0125
dt=0.0077 dt—=0.0087 dt=0.0076 dt—=0.0084 dt=0.0108
err=0.0018 err—0.0024 err=0.0018 err=0.0022 err=0.1166
Raff=6 | nb_ddl=1080| nb_ddl=1080| nb_ddl=1080| nb_ddl=1080| nb_ddl=1081
dx=0.0333 dx=0.0250 dx=0.0333 dx=0.0250 dx=0.0083
dt=0.0051 dt=0.0058 dt=0.0051 dt=0.0056 dt=0.0072
err=0.00082 | err=0.0001 err=0.00080 | err=0.0009 err=0.0518
Raff=8 | nb_ ddl=1440| nb_ddl=1440| nb_ddl=1440| nb_ddl=1440| nb_ddl=1441
dx=0.0250 dx=0.0187 dx=0.0250 dx=0.0187 dx=0.00625
dt=0.0038 dt=0.0044 dt=0.0038 dt=0.0042 dt=0.005375
err=0.00046 | err=0.00059 | err=0.00045 | err=0.00055 | err=0.0291

TAB. 3.3 — Résultats de la comparaison entre la IPDGM, la SEM et la FDM pour I'ordre
4.
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Ordre 4 Ordre 8
Raff=1 | nb_ddl=181 | nb_ddl=181
dx=0.0500 dx=0.0500
dt=0.043 dt=0.039
err=0.1129 err=0.0933
Raff=2 | nb_ddl=361 | nb_ ddl=361
dx=0.0250 dx=0.025
dt=0.0215 dt=0.0195
err=0.0283 err=0.0233
Raff=4 | nb_ddl=721 | nb_ddl=721
dx=0.0125 dx—0.0125
dt=0.0108 dt=0.00975
err—0.0071 err=0.0058
Raff=6 | nb_ddl=1081| nb_ddI=1081
dx=0.0083 dx=0.0083
dt=0.0072 dt=0.0065
err=0.0031 err=0.0026
Raff=8 | nb_ddl=1441| nb_ddl=1441
dx=0.00625 dx=0.00625
dt=0.005375 | dt=0.004875
err—0.0017 err—0.0014

TAB. 3.4 — Comparaison entre un schéma d’ordre 4 et un schéma d’ordre 8 pour la FDM.
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3.2.2 Tests 2D

Dans cette partie, les expériences sont tout d’abord effectuées dans deux domaines
bicouches différents; dans le premier cas, 'interface entre les deux milieux est horizon-
tale, dans le second elle est inclinée. Dans la derniére expérience, nous considérons un
domaine de type Foothill présentant une surface irréguliére. De plus, nous utilisons tou-
jours des éléments finis P3 et une source ponctuelle en espace de la forme S(xg,t) =

2 42,2
272 f2 (27r2f2t2 — 1) e Ox_x, ou f désigne la fréquence, x, est un point situé a
la surface {z =0} et 0x_x, désigne la mesure de Dirac au point x,. Lorsque nous im-

posons une condition absorbante sur une partie de la frontiére OS2, nous appliquons :

1 Ou 1
—— 4+ —Vu-n=0.
NN

Afin de valider nos résultats nous les comparons avec la solution exacte calculée avec
la méthode de Cagniard de Hoop [44, 45|. Pour cela nous utilisons le code Gar6more2D
développé par J. Diaz et A. Ezziani 2.

3.2.2.1 Domaines bicouches

Nous considérons tout d’abord un domaine bicouche [0, 21600] x [0, 24470] avec une
interface horizontale. La vitesse de propagation dans la couche supérieure [0, 21600] x
(8470, 24470] est notée ¢; avec ¢; = 1600ms ™. Celle dans la couche inférieure [0, 21600] x
[0, 8470] est notée ¢y avec ¢y = 2400ms~* (cf. Fig. 3.2). Nous utilisons une source a la fré-
quence f = 2Hz localisée au point de coordonnées (10800, 14470). De plus, nous imposons
une condition absorbante sur toute la frontiére. Le temps de simulation est de 16s et nous
enregistrons les sismogrammes (i.e. les signaux réfléchis) au niveau des capteurs situés a
14470m de hauteur et réguliérement espacés de 10m.

Puis, nous considérons un domaine bicouche [0, 21600]x [0, 24470] avec une interface in-
clinée. La vitesse de propagation dans la couche supérieure est notée ¢, avec ¢; = 1600ms™*.
Celle dans la couche inférieure est notée ¢, avec ¢; = 2400ms™! (cf. Fig. 3.3). Nous utilisons
la méme source, les mémes récepteurs et la méme condition de bord que pour le domaine
bicouche & interface horizontale. Le temps de simulation est aussi de 16s.

e La méthode GSP

Domaine bicouche a interface horizontale

La figure 3.4 montre les résultats pour un récepteur situé a 1100m de la source et la
figure 3.5 représente les résultats pour un récepteur situé a 5100m de la source.

Nous pouvons constater que, pour le récepteur proche de la source, il y a une légére
différence d’amplitude et un petit décalage du temps d’arrivée au niveau de 'onde réfléchie.

http ://www.spice-rtn.org/library /software/Gar6more2D
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Fi1G. 3.2 — Expérience réalisée dans le do- FIG. 3.3 — Expérience réalisée dans le do-
maine bicouche a interface horizontale. maine bicouche & interface inclinée.

Cependant les résultats obtenus sont satisfaisants. Pour un récepteur éloigné, ces différences
sont accentuées et ceci est dii au fait que la méthode GSP que nous utilisons repose sur une
représentation de Fourier des opérateurs, ce qui génére des périodicités artificielles que ’'on
observe sur les sismogrammes comme des effets de bord. On peut atténuer ce phénomeéne
en appliquant un “taper ”[32] mais nous n’avons pas considéré ce point ici.

Domaine bicouche a interface inclinée

La figure 3.6 montre les résultats obtenus dans le domaine bicouche a interface incli-
née. Dans ce cas, nous ne montrons les résultats que pour le récepteur situé a 1100m de
la source, car nous avons vu dans le paragraphe précédent que méme dans un domaine
bicouche & interface horizontale, les résultats ne sont pas satisfaisants.

Nous remarquons que la solution est perturbée dans son ensemble par des oscillations.
De plus, on observe que 'amplitude de 'onde réfléchie n’est pas correcte et il y a aussi un
décalage en temps plus important que dans le domaine bicouche & interface horizontale.

En conclusion, nous pouvons dire que sur un domaine relativement simple, la méthode
GSP ne donne pas de bons résultats. Ceci est di a la technique d’approximation numérique
utilisée pour les opérateurs intégraux de Fourier qui n’est pas adaptée a des vitesses variant
latéralement et a des récepteurs loin de la source.
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Fi1G. 3.4 — Résultats de la méthode GSP pour un récepteur situé a 1100m de la source dans
le domaine bicouche & interface horizontale.
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FiG. 3.5 — Résultats de la méthode GSP pour un récepteur situé a 5100m de la source dans
le domaine bicouche & interface horizontale.
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F1G. 3.6 — Résultats de la méthode GSP pour un récepteur situé a 1100m de la source dans
le domaine bicouche a interface inclinée.

e Les méthodes FDM, SEM et IPDGM

Domaine bicouche a interface horizontale

a - Maillage grossier

Pour cette expérience, nous avons utilisé un maillage d’environ 145000 degrés de liberté
soit 14 points par longueur d’onde. Les résultats sont obtenus, soit avec un schéma aux
différences finies d’ordre 4 en espace, soit avec des éléments finis d’ordre 4.

La figure 3.7 représente les sismogrammes obtenus avec les différentes méthodes.

On peut remarquer que pour la SEM et la IPDGM il y a quelques petites oscillations
entre 'onde incidente et 'onde réfléchie. On observe ici le phénoméne de dispersion nu-
mérique, le maillage étant relativement grossier. On note cependant que les trois ondes
incidentes sont confondues ainsi que les trois ondes réfléchies. Les résultats obtenus sont
donc acceptables. Pour la FDM, on constate une différence d’amplitude et un décalage en
temps.
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FiG. 3.7 — Résultats pour un récepteur situé a 5100m de la source pour un maillage grossier
dans le domaine bicouche a interface horizontale.

b - Maillage fin

Nous réalisons ici ’expérience avec un maillage d’environ 920000 degrés de liberté soit
35 points par longueur d’onde. Les résultats sont encore obtenus, soit avec un schéma aux
différences finies d’ordre 4 en espace, soit avec des éléments finis d’ordre 4.

La figure 3.8 représente les sismogrammes obtenus avec les différentes méthodes.

Nous remarquons que les solutions calculées avec la SEM et la IPDGM se confondent
avec la solution exacte. On obtient les bonnes amplitudes et les bons temps d’arrivées pour
les ondes incidentes et les ondes réfléchies par l'interface. Pour la FDM, méme si 'on a ici
les bonnes amplitudes, on a toujours un décalage au niveau de 'onde réfléchie.

¢ - Comparaison de l'erreur

Nous calculons ici grace a un code Matlab, 'erreur relative L?(z1,[0,7]) en un point
\/fOT(u(m, t) — Ueg (1, 1))2dt

T 2
\ Jo Uex(1,t)2dt
avec la FDM, la SEM et la IPDGM pour z; = (15400; 14470). Les résultats sont donnés
dans le tableau 3.5 et résumés dans les figures 3.9 et 3.10.

donné z; définie par . Nous comparons les résultats obtenus
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FiG. 3.8 — Résultats pour un récepteur situé a 5100m de la source pour un maillage fin
dans le domaine bicouche & interface horizontale.

Ces résultats confirment le fait que la FDM donne de moins bons résultats que les
deux autres méthodes d’éléments finis. On retiendra aussi que la solution obtenue avec la
IPDGM est plus précise que celle obtenue avec la SEM mais elle utilise un pas de temps
plus petit. Or, aprés avoir réalisé les tests, il s’avére que si ’'on prend le méme pas de temps
(celui utilisé par la IPGDM) pour la SEM, I'erreur obtenue par la SEM est équivalente a
celle obtenue par la IPDGM. On peut donc conclure que la IPDGM et la SEM ont des
performances similaires. De plus, on peut voir sur les figures 3.9 et 3.10 que les trois mé-
thodes sont d’ordre 2 alors que 1’on utilise un schéma d’ordre 4 en espace pour la FDM et
des éléments finis de Lagrange d’ordre 3. L’ordre de convergence est pénalisé par le schéma
en temps qui est un schéma d’ordre 2.

d - Estimation des temps de calcul pour la SEM et la IPDGM

La performance d’une méthode d’éléments finis peut étre définie entre autres par sa
rapidité de calcul. Dans le tableau 3.6 nous avons répertorié¢ le temps de calcul mis par le

code SPECFEM2D (pour la SEM) et notre code IPDGFem (pour la IPDGM) pour effec-
tuer une itération de la boucle en temps pour certains maillages du paragraphe précédent.

Nous pouvons remarquer que le temps de calcul augmente en fonction du nombre de
degrés de liberté utilisés. Nous constatons aussi que pour la IPDGM ces deux quantités
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dt err

nb_ddl=147200 | IPDGM | 0.00625 | 0.0430
nb_ddl=139351 SEM 0.00964 | 0.0465
nb_ddl=141899 FDM 0.00901 | 0.1344

nb ddl=336000 | IPDGM | 0.004 | 0.0083
nb ddl=337771 SEM 0.00578 | 0.0153
nb ddl=354011 FDM 0.00557 | 0.0608

nb ddl=588800 | IPDGM | 0.003125 | 0.0038
nb ddl=581131 SEM 0.00482 | 0.0113
nb_ddl=552286 FDM 0.00474 | 0.0462

nb_ddl=920000 | IPDGM | 0.00249 | 0.0021
nb ddl=919921 SEM 0.00413 | 0.0083
nb_ddl—=883225 FDM 0.0036 | 0.0238

nb ddl=1344000 | IPDGM 0.002 0.0022
nb ddl=1356841 | SEM 0.00304 | 0.0046
nb ddl=1324315 | FDM 0.00292 | 0.0218

nb_ddl=1620000 | IPDGM | 0.002 | 0.0018
nb_ddl=1622551 | SEM 0.00275 | 0.0038
nb ddl=1655011 | FDM 0.00271 | 0.0185

nb ddl=2160000 | IPDGM | 0.0016 | 0.0013
nb_ddl=2155741 | SEM 0.00241 | 0.0030
nb ddl=2117520 | FDM 0.00201 | 0.0128

nb_ddl=2390000 | IPDGM | 0.0016 | 0.0013
nb_ddl=2384491 | SEM 0.00222 | 0.0026
nb ddl=2206171 | FDM 0.00237 | 0.0182

nb ddl=2808000 | IPDGM | 0.0015 | 0.0012

nb_ddl=2793361 | SEM 0.00192 | 0.0020
nb ddl=2646288 | FDM 0.00194 | 0.0127

TAB. 3.5 — Erreurs relatives L? obtenues dans le domaine bicouche a interface horizontale
avec les méthodes IPDGM et SEM et FDM.
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Fia. 3.9 — Erreurs relatives L? obtenues dans le domaine bicouche a interface horizontale
représentées en échelle logarithmique en fonction de h.
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F1G. 3.10 — Erreurs relatives L? obtenues dans le domaine bicouche & interface horizontale
représentées en échelle logarithmique en fonction du nombre de points par longueur d’onde.
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Temps d’une itération
nb_ ddl=147200 IPDGFem 0.0418
nb_ddl=139351 | SPECFEM2D 0.0121
nb_ ddl1=336000 IPDGFem 0.0983
nb_ddl=337771 | SPECFEM2D 0.0329
nb_ dd1=588800 IPDGFem 0.173
nb_ddl=581131 | SPECFEM2D 0.0607
nb_ ddl=920000 IPDGFem 0.264
nb_ddl=919921 | SPECFEM2D 0.104
nb_ ddl=1344000 IPDGFem 0.386
nb_ddl=1356841 | SPECFEM2D 0.170

TAB. 3.6 — Temps de calcul nécessaires aux 2 codes pour effectuer une itération en temps.

sont proportionnelles. En effet pour passer du maillage n ° 1 au maillage n * 4, on multiplie
le nombre de degrés de liberté par 6.25 et on peut vérifier que le temps CPU est lui aussi
multiplié par le méme nombre. Pour la SEM en revanche, on multiplie le nombre de degrés
de liberté par 6.6 alors que le temps CPU est lui multiplié par 8.6. Entre le dernier et le
premier, on multiplie le nombre de degrés de liberté par 9.7, le temps est alors multiplié
par 14.

Nous pouvons aussi voir que la IPDGM met environ trois fois plus de temps pour ef-
fectuer une itération. Ceci est dit au fait que SPECFEM2D est trés optimisé alors que
IPDGFem ne ’est pas encore.

Nous avons donc testé ici la performance des deux codes et non pas réellement celle des
deux méthodes. C’est pour cela que I’on va maintenant, comparer le nombre d’éléments non
nuls de la matrice de rigidité K et plus exactement M~1K. En effet, on effectue la majorité
des calculs lors du produit matriciel M~ CU. On cherche donc & savoir avec combien de
degrés de liberté interagit un degré de liberté, sachant le nombre de degrés de liberté par
éléments et le nombre d’éléments du maillage, on a facilement le nombre d’éléments non
nuls de la matrice.

Calcul pour la IPDGM (ordre 4) :

chaque élément K a au maximum trois voisins;

on a 10 degrés de liberté par éléments K ;

calcul interne : chaque degré de liberté de I'élément K (en bleu sur la figure 3.11) in-
teragit avec lui méme et les 9 autres de 1’élément K : on a donc 10 x 10 = 100
multiplications ;

calcul pour un élément et ses voisins : les 10 degrés de liberté d’un élément K sont as-
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F1G. 3.11 — Un élément d’ordre quatre et ses trois voisins pour la IPDGM.

sociés aux 10 degrés de liberté de chacun de ses 3 voisins. En théorie on devrait donc
calculer pour chaque voisin 100 interactions. Cependant, certaines de ces interactions
sont nulles. En effet, les 6 fonctions de bases de K associées aux degrés de liberté qui
ne sont pas sur l'aréte commune a K et son voisin V; (en mauve sur la figure 3.12)
sont nulles sur cette aréte. De plus, les 6 fonctions de base de V] associées aux degrés
de liberté qui ne sont pas sur l'aréte commune & K et son voisin V; (en rouge sur la
figure 3.12) sont aussi nulles sur cette aréte. Il y a donc 36 interactions nulles et donc
100 — 36 = 64 éléments non nuls pour chaque voisin. Etant donné qu'il y a 3 voisins,
le nombre de multiplications & effectuer est alors de 3 x 64 = 192.

Le nombre d’éléments non nuls de la matrice K pour la IPDGM est donc 100+192 = 292
nb_elem, ou nb__elem est le nombre d’éléments du maillage.

Cependant, on multiplie la matrice K par I'inverse de la matrice de masse M qui est
diagonale par blocs de taille 10 x 10 ce qui entraine un remplissage local et le nombre
d’éléments non nuls de MK est alors de 4 x 10 x 10 = 400 nb__elem.

Calcul pour la SEM (ordre 4) :

Remarque : Le maillage décrit ici est la situation la plus favorable pour la SEM. Les
éléments sont réguliers et il n’y a donc que huit voisins possibles pour chaque élément. En
effet, pour la SEM, deux éléments sont voisins s’ils ont un sommet ou une aréte commune
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FiG. 3.12 — Un élément d’ordre quatre et un de ses voisins pour la IPDGM.

(pour la IPDGM, il faut une aréte en commun). Dans le cas de maillages non réguliers, on
peut avoir une situation comme sur la figure 3.13 ot un sommet (en rouge) est commun a
plus de quatre éléments.

e chaque élément K a 8 voisins;
e on a 16 degrés de liberté par élément K ;

e chaque degré de liberté interne de 'élément K (en vert sur la figure 3.14) interagit avec
lui méme et les 15 autres de ’élément K : on a donc 4 x 16 = 64 multiplications;

e chaque coin (en mauve sur la figure 3.15) interagit avec lui méme et les 48 degrés de
liberté des 4 éléments auxquels il appartient. Il y a 4 coins, on devrait donc effectuer
4 x 49 = 196 multiplications. Cependant, un coin appartient & 4 éléments : on a donc
196/4 = 49 interactions ;

e chaque degré de liberté d’une aréte n’étant pas un coin (en mauve sur la figure 3.16)
interagit avec lui méme et les 27 autres des deux éléments auxquel il appartient. Il y
a huit degrés de liberté de ce type par élément, on devrait donc effectuer 8 x 28 = 224
multiplications. Cependant, ces degrés de liberté appartiennent a deux éléments : on
a donc 224/2 = 112 interactions.

Le nombre d’éléments non nuls de la matrice C pour la SEM est donc de 64+49+112 =
225 nb_elem, ou nb__elem est le nombre d’éléments du maillage. Pour la SEM, la matrice
M est diagonale, la matrice MK a donc le méme nombre d’éléments non nuls que la
matrice /.
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FiG. 3.13 — Exemple de maillage non régulier pour la SEM.

FiG. 3.14 — Un élément et ses huit voisins pour la SEM.
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F1G. 3.16 — Un élément et un de ses voisins pour la SEM.
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Nombre Nombre d’éléments Coit Erreur
d’éléments | non nuls de MK total | relative L?
du maillage | (cott d’une itération)
nb_ddl=147200 | IPDGM 14720 5888000 1.5 109 | 4.3 1072
nb_ddl=139351 SEM 15400 3465000 5.8 10 | 4.7 1072
nb_ddl=336000 | IPDGM 33600 13440000 5.4 10" | 8.3107°
nb_ddl=337771 SEM 37400 8415000 2410 | 1.51072
nb_ddl=588800 | IPDGM 58880 23552000 1.2 10" | 3.81073
nb_ddl=552286 SEM 64400 14490000 49100 1.11072
nb_ddl=920000 | IPDGM 92000 36800000 2.4 10" | 2.11073
nb_ddl=919921 SEM 102000 22950000 9 10% 831077
nb_ddl=1620000 | IPDGM 162000 64800000 5.2 101 | 1.8107°
nb_ddl=1622551 | SEM 180000 40500000 2.4 10" | 3.81073
nb_ddl=2390000 | TPDGM 239000 95600000 9.6 10" | 1.3107°
nb_ddl=2384491 | SEM 264600 59535000 431010 2.6 1073
nb_ddI=2808000 | IPDGM 280800 112320000 1.210? | 121073
nb_ddl=2793361 | SEM 310000 69750000 5.9 10 21073

TAB. 3.7 — Cott de calcul pour les méthodes IPDGM et SEM.

Coit de calcul pour les maillages utilisés

Dans le tableau 3.7 nous avons calculé le cofit de calcul d’une itération (correspondant
aux éléments non nuls de la matrice M), le cott de calcul total (correspondant au
cout d’une itération multiplié par le nombre d’itérations) et nous avons rappelé les erreurs
relatives L? obtenues.

Nous pouvons voir que, pour un nombre de degrés de liberté donné, la IPDGM est deux
fois plus précise que la SEM mais avec un cotit de calcul deux fois plus grand. Cependant,
si ’on compare les deux méthodes pour une précision donnée, nous pouvons remarquer que
la IPDGM requiert 340000 degrés de liberté et un cofit de calcul de 5.4 10'° pour atteindre
une précision de 0.87 alors que la SEM requiert 920000 degrés de liberté et un cott de
calcul de 9 10'°. Pour une précision de 0.27, la IPDGM requiert 1620000 degrés de liberté
et un coiit de calcul de 5.2 10! alors que la SEM requiert 2800000 degrés de liberté et un
cott de calcul de 5.9 10!,

e - Conclusion
A précision égale les cotits de calcul et de stockage de la IPDGM sont inférieurs a
ceux de la SEM. Par conséquent, 'utilisation de la IPDGM fournira plus rapidement une

solution équivalente a celle de la SEM.
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F1aG. 3.17 — Résultats pour un récepteur situé & 1100m dans le domaine bicouche & interface
inclinée avec la IPDGM

Domaine bicouche a interface inclinée

Nous venons de voir que la IPDGM est plus performante que la SEM en ce qui concerne
le temps de calcul. De plus, a ’heure actuelle, les maillages triangulaires ou tétraédriques
sont beaucoup plus faciles & obtenir que les maillages rectangulaires ou hexaédriques et
permettent une meilleure discrétisation de la surface du domaine (dans le cas de milieux
avec de la topographie). Dans le cadre de ce travail, ces trois points sont trés importants
car la Reverse Time Migration effectuée sur terre est le résultat de la résolution successive
de problémes directs dans des domaines a surfaces irréguliéres. Il faut donc une méthode
efficace, rapide, et permettant de discrétiser au mieux la surface et c’est pour cela que nous
avons retenu la IPDGM.

Pour finir la validation de la IPDGM, nous avons comparé la solution obtenue a la
solution exacte dans un domaine présentant une interface inclinée afin de vérifier que la
solution ne se dégrade pas comme c’est le cas avec la méthode GSP [32]. Le maillage utilisé
comporte 390000 degrés de liberté soit 23 points par longueur d’onde.

La figure 3.17 représente les résultats obtenus.
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nb_ddl dt err
393540 | 0.0016 0.0031
504720 | 0.0086 0.0015
754970 | 0.001269 | 0.000745
1070930 | 0.001268 | 0.000441
1294470 | 0.00102 | 0.000478
1813730 | 0.000898 | 0.000395
2259100 | 0.000799 | 0.000368

TAB. 3.8 — Erreurs relatives L? obtenues avec la IPDGM dans le domaine bicouche a
interface inclinée.

Nous pouvons constater que la solution calculée par la IPDGM correspond parfaitement
a la solution exacte autant au niveau de I'onde directe que de I'onde réfléchie.

Nous calculons aussi grace au code Matlab 1'erreur relative L? obtenue avec la IPDGM
au point ;. Les résultats sont donnés dans le tableau 3.8 et résumés dans les figures 3.18
et 3.19. Nous pouvons alors vérifier que, comme attendu, la méthode est d’ordre 2 comme
le schéma en temps.

3.2.2.2 Le domaine Foothill
Adaptation du maillage

Nous considérons désormais que la IPDGM a été validée et nous analysons la qualité
de la solution en fonction de celle du maillage. Nous voulons maintenant voir comment se
comporte la IPDGM pour un domaine a surface irréguliére du type Foothill pour utiliser
le terme consacré en ingénierie pétroliere (cf. Fig. 3.20). Nous prenons comme solution
de référence celle obtenue avec un maillage fin et calculons une solution sur deux autres
maillages dans laquelle seule la surface est maillée finement (cf. Fig. 3.21).

Le domaine Foothill fait 1440m de large et a une hauteur maximale de 830m. C’est un
milieu hétérogéne de vitesse co = 3000ms™" dans la couche inférieure [0, 1440] x [0, 500]
et ¢; = 1500ms ™! ailleurs. La source est localisée au point (z,y) = (300,600) et a pour
fréquence f = 20Hz. Nous imposons une condition de Dirichlet a la surface et une condition
absorbante ailleurs. Le temps de simulation est de 1s et nous enregistrons les sismogrammes
au niveau des capteurs situés a 600m et 400m de hauteur et réguliérement espacés de 10m.

Le maillage fin (cf. Fig. 3.21, en haut, n° 1) est composé de 65107 triangles, les deux
autres, au milieu (n°2) et en bas (n°3), ont respectivement 21290 et 15202 éléments. La
figure 3.22 montre les sismogrammes obtenus au niveau de la premiére ligne de récepteurs
pour les différents maillages. La figure 3.23 représente ceux obtenus au niveau de la seconde
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Fic. 3.18 — Erreurs obtenues avec la IPDGM dans le domaine bicouche a interface inclinée
représentées en échelle logarithmique en fonction de h.
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FiG. 3.19 — Erreurs obtenues avec la IPDGM dans le domaine bicouche & interface inclinée
représentées en échelle logarithmique en fonction du nombre de points par longueur d’onde.
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Fic. 3.20 — Le domaine Foothill.

ligne de capteurs. L’axe des ordonnées correspond a la position des récepteurs et celui des
abscisses correspond au temps.

Dans les deux cas, nous pouvons constater que les sismogrammes correspondant aux
deux premiers maillages sont semblables. En revanche, sur celui du dernier maillage, on
commence & voir apparaitre des ondes parasites au dessous de 'onde réfléchie. Le maillage
est donc trop grossier, on commence & voir les effets de la dispersion numérique.

Nous pouvons en conclure qu’il n’est pas nécessaire d’avoir le méme pas d’espace dans
tout le domaine, il faut juste conserver un maillage fin aux endroits qui présentent des
irrégularités et ailleurs la contrainte peut étre relachée en gardant cependant, un nombre
de point par longueur d’onde minimum pour éviter le phénoméne de dispersion numérique.
Par conséquent, nous pouvons gagner en temps de calcul. Par exemple, le temps CPU est
d’environ 50min pour le premier maillage, de 8min20s pour le second maillage. La deuxiéme
expérience gagne donc 83/ de temps CPU pour le méme résultat au niveau des récepteurs.

Adaptation de l’ordre des éléments utilisés

Nous venons de voir dans le paragraphe précédent qu’il n’est pas nécessaire de mailler
le domaine de calcul de facon uniforme. Nous devons préserver un maillage fin au niveau
de la surface pour bien la discrétiser mais dans le reste du domaine, nous pouvons nous
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F1G. 3.21 — Les différents maillages utilisés.
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F1aG. 3.22 — Sismogrammes obtenus pour la premiére ligne de récepteurs. En haut & gauche
pour le maillage n“ 1, en haut & droite pour le maillage n "2 et en bas pour le maillage
n-° 3. 79
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F1G. 3.23 — Sismogrammes obtenus pour la seconde ligne de récepteurs. En haut a gauche
pour le maillage n“ 1, en haut & droite pour le maillage n "2 et en bas pour le maillage
n’ 3. 80
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FIG. 3.24 — Sismogrammes obtenus pour la premiére ligne de récepteurs. A gauche pour
le maillage n ° 2 avec des éléments de Lagrange d’ordre 3, & droite pour le méme maillage
avec des éléments de Lagrange d’ordre 1 en surface et d’ordre 3 ailleurs.

permettre d’augmenter la taille des mailles utilisées. Il est donc légitime de se demander
sil est nécessaire de garder le méme ordre d’approximation pour les éléments (de taille
différente) utilisés. En effet, lorsque les éléments sont trés raffinés, ils générent une erreur
beaucoup plus faible que les éléments grossiers et on peut donc utiliser des éléments de bas
degré dans la partie fine sans pénaliser 'erreur totale.

Nous avons utilisé dans cette expérience le maillage n"2. Les figures 3.24 et 3.25
montrent les résultats obtenus lorsque I'on utilise des éléments P; en surface et P; dans le
reste du domaine.

On peut remarquer qu’il n’y a aucune différence au niveau des sismogrammes quand
on utilise des éléments avec des ordres d’approximation différents. On garde donc la méme
précision en ayant trois inconnues par élément au lieu de dix dans la partie fine. L’utilisation
d’ordres différents en espace nous permet donc de gagner en temps et en espace mémoire
sans pénaliser la solution numérique.

81



1000 1200 1400 1000 1200

FIG. 3.25 — Sismogrammes obtenus pour la deuxiéme ligne de récepteurs. A gauche pour
le maillage n ° 2 avec des éléments de Lagrange d’ordre 3, a droite pour le méme maillage
avec des éléments de Lagrange d’ordre 1 en surface et d’ordre 3 ailleurs.
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Fia. 3.26 — Domaine 3D.

3.2.3 Tests 3D

Pour finir 'analyse de la IPDGM, nous avons effectué quelques expériences en 3D. Pour
cela, nous considérons un cube [0, 600] x [0, 600] % [0, 600] (cf. Fig. 3.26). La vitesse dans la
partie supérieure [0, 600]x [0, 600]x [300, 600] est notée ¢; avec ¢; = 100ms™'. Dans la par-
tie inférieure [0, 600] x [0, 600] x [0, 300], elle est notée ¢y avec co = 200ms™~'. Les éléments
que nous utilisons sont des éléments finis P3 et la source est du méme type que dans les
expériences 2D et de fréquence f = 2Hz. Elle est située au point (z,y, z) = (300, 300, 350).
De plus, nous imposons une condition absorbante sur toutes les frontiéres. Le temps de
propagation est de 10s et nous enregistrons les sismogrammes au niveau de 16 récepteurs
situés au méme niveau que la source. L’ensemble source/récepteurs a la hauteur 350m est
disposé de la maniére décrite sur la figure 3.27.

Afin de valider nos résultats nous les comparons avec la solution exacte calculée avec
la méthode de Cagniard de Hoop [44, 45]|. Pour cela nous utilisons le code Gar6more3D
développé par J. Diaz, A. Ezziani et N. Le Goff 3.

Nous choisissons de regarder la solution au niveau du récepteur situé au point (z,y, z) =
(260, 260, 350). Les sismogrammes des figures 3.28, 3.29 et 3.30 ont été obtenus, respecti-
vement, dans des maillages de 165438, 344210 et 412913 éléments d’ordre 4.

http ://www.spice-rtn.org/library /software/Gar6more3D
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F1G. 3.27 — Dispositif source /récepteur du domaine 3D.
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FiG. 3.28 — Comparaison entre la solution exacte et celle obtenue par la IPDGM pour un
maillage de 165438 éléments.
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F1G. 3.29 — Comparaison entre la solution exacte et celle obtenue par la IPDGM pour un
maillage de 344210 éléments.

Nous pouvons remarquer que nous obtenons, pour les trois expériences, les bons temps
d’arrivée pour les ondes incidentes et réfléchies. Cependant, en ce qui concerne 'amplitude,
nous voyons qu’elle n’est pas correcte pour les deux premier maillages (cf. Fig. 3.28 et Fig.
3.29). De plus, nous apercevons des oscillations aprés ’onde réfléchie, d’autant plus fortes
que le maillage est grossier. Pour le maillage le plus raffiné (cf. Fig. 3.30), la solution
calculée avec la IPDGM et la solution exacte se confondent au niveau des ondes incidentes
et réfléchies. Les oscillations aprés I'onde réfléchie sont faibles mais n’ont pas complétement
disparu. Pour voir disparaitre ce phénoméne de dispersion numérique, il faudrait raffiner
le maillage encore plus. Nous n’avons pas pu effectuer cette expérience car nous avons été
limité par ’espace mémoire des calculateurs que nous avions & notre disposition.
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F1G. 3.30 — Comparaison entre la solution exacte et celle obtenue par la IPDGM pour un
maillage de 412913 éléments.
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Chapitre 4
Application a I'imagerie sismique

Dans le chapitre précédent, nous avons validé le code IPDGFem pour la résolution
du probléme direct. L’'objet de ce chapitre est de montrer qu’il peut étre utilisé pour la
production d’images du sous-sol via la RTM. Dans un premier temps, nous avons intégré
[PDGFem dans le code de simulation NWaves qui est développé a Total. Il s’agit de rendre
le code compatible avec I’environnement informatique et logiciel de Total. Dans I'annexe
A, le lecteur peut trouver un descriptif des étapes essentielles & la mise en oeuvre de la
méthode numérique. Dans ce chapitre, nous présentons des résultats de migration 2D dont
les données ont été générées par le code IPDGFem lui méme. Nous avons procédé étape
par étape en considérant des milieux synthétiques de plus en plus compliqués et ensuite un
milieu réaliste. Puis, nous décrivons les améliorations que nous avons apportées au code
aprés validation afin de limiter les charges de calcul. Pour finir, nous avons considéré des
données synthétiques générées par un autre code de simulation de Total reposant sur une
approximation par différences finies.

Dans chacune des expériences numériques, nous utilisons des éléments finis d’ordre 4 et

2 42 2 2,2 —? f2¢?
des sources ponctuelles en espace de la forme S(x,,t) = 27° f* (2 f2t* — 1) e Ox—x,
ou f désigne la fréquence, x, est un point situé a la surface {z = 0} et 0x_x, désigne la
mesure de Dirac au point x,. Les enregistrements des signaux réfléchis sont réalisés au

niveau de récepteurs localisés eux aussi en surface. De plus, nous imposons une condition

1 1
de Dirichlet en surface et la condition absorbante —% —Vu -n =0 ailleurs.

Vil

4.1 Milieu bicouche

Nous considérons tout d’abord un domaine bicouche [0, 800] x [0, 800] (cf. Fig. 4.1,
page 94, en notant que la profondeur z est orientée vers le bas). La vitesse de propagation
dans la couche supérieure [0, 800] x [400, 800] est notée ¢; avec ¢; = 1500ms~!. La vitesse
dans la couche inférieure [0, 800] x [0, 400] est notée ¢y avec co = 3000ms~!. Nous utilisons
31 sources a la fréquence f = 20Hz. Le temps de simulation est de 0.8s et nous enregistrons

87



les sismogrammes au niveau des récepteurs réguliérement espacés de 4m. Le maillage utilisé
comporte 3594 éléments.

La figure 4.2, page 95, représente le sismogramme obtenu quand la source est située au
milieu de la surface. L’axe vertical représente le temps (en secondes) et 'axe horizontal
représente la position des récepteurs dans la direction x (en métres).

Nous pouvons valider nos résultats en vérifiant que le temps de trajet surface/interfa-
ce/récepteurs a la vitesse ¢; correspond au temps indiqué par le sismogramme. De plus,
nous pouvons remarquer des réflexions parasites dues aux conditions absorbantes peu per-
formantes.

La figure 4.3, page 96, représente I'image finale obtenue par la RTM. Elle est construite
en sommant les images partielles de tous les points de tirs.

Nous pouvons constater que I'interface est bien située a la profondeur de 400m. De
plus, l'interface n’est pas parfaitement droite aux extrémités. Ceci est di au fait qu’il n’y
a pas de source aux extrémités de la surface z = Om et x = 800m.

4.2 Milieu composé de quatre couches

Nous considérons ici un milieu [0, 2000] x [0, 1200] composé de quatre couches comme
le montre la figure 4.4, page 97. La vitesse dans la premiére couche [0, 2000] x [900, 1200]
est notée ¢; avec ¢; = 4500ms~!. La deuxiéme et la troisiéme couche sont séparées par une
interface en forme de marche d’escalier. La vitesse dans la deuxiéme couche est notée ¢y
avec co = 1500ms~! et, dans la troisiéme, elle est notée c3 avec c;3 = 3000ms~!. Le haut
de la marche est situé a une profondeur de 500m et le bas est a une profondeur de 650m.
Pour la derniére couche [0, 2000] x [0, 300], la vitesse est notée ¢, avec ¢4 = 6000ms™'.
Nous utilisons 79 sources a la fréquence f = 20Hz. Le temps de simulation est de 1.9s et
nous enregistrons les sismogrammes au niveau des récepteurs régulierement espacés de 4m.
Nous utilisons un maillage de 12889 éléments.

La figure 4.5, page 98, représente I'image finale obtenue par la RTM.
Nous pouvons constater que les trois interfaces sont bien localisées a leurs profondeurs
réelles.

4.3 Milieu composé de quatre couches et d’une surface
pentée

Dans cette troisiéme expérience, le milieu que nous considérons est un milieu de 4000m
de large et de profondeur maximale 4707m. Il est composé de quatre couches et comporte
une surface pentée, comme le montre la figure 4.6, page 99. La vitesse dans la couche su-
périeure est notée ¢, avec ¢; = 4500ms—!. Celle dans la deuxiéme couche est notée c, avec
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¢y = 1500ms " et celle dans la troisiéme est notée c5 avec c; = 3000ms~!. Ces deux couches
sont séparées par une interface en forme de marche d’escalier. Le haut de la marche est
situé a une profondeur de 2207m et le bas est a une profondeur de 2707m. Dans la derniére
couche [0, 4000] x [0, 1000], la vitesse est notée ¢4 avec ¢y = 6000ms~'. Nous utilisons 15
sources & la fréquence f = 20Hz. Le temps de simulation est de 3.1s. Le maillage utilisé
comporte 15001 éléments.

La figure 4.7, page 100, représente 'image finale obtenue par la RTM.

Nous pouvons ici aussi constater que les trois interfaces sont bien localisées a leurs
profondeurs réelles.

4.4 Milieu composé de quatre couches et d’une surface
a deux pentes

Dans cette quatriéme expérience, le milieu que nous considérons est un milieu de 4000m
de largeur et de profondeur maximale 4707m. Il est composé de quatre couches et présente
une surface a deux pentes comme le montre la figure 4.8, page 101. La vitesse de propagation
dans la couche supérieure est notée c¢; avec ¢; = 4500ms—!. Celle dans la deuxiéme couche
est notée ¢y avec ¢y = 1500ms~ ' et celle dans la troisiéme est notée c3 avec c5 = 3000ms™'.
Elles sont séparées par une interface en forme de marche d’escalier. Le haut de la marche
est situé a une profondeur de 2207m et le bas est a une profondeur de 2707m. Dans la
derniére couche [0, 4000] x [0, 1000], la vitesse est notée ¢4 avec ¢y = 6000ms™'. Nous
utilisons 15 sources a la fréquence f = 20Hz. Le temps de simulation est de 3.1s. Nous
utilisons un maillage comportant 14922 éléments.

La figure 4.9, page 102, représente 'image finale obtenue par la RTM.

Nous remarquons, encore une fois, que les trois interfaces sont bien localisées a leurs
profondeurs réelles.

4.5 Milieu complexe a surface irréguliére

Nous considérons ici un milieu complexe [0, 10000] x [0, 10000] dont la surface est
irréguliére, comme le montre la figure 4.10, page 103. L’intérieur du domaine présente des
régions de tailles variables dans lesquelles la vitesse de propagation est soit ¢; = 2500ms™?,
soit c; = 2700ms~!, soit c5 = 3000ms~!, soit ¢, = 3500ms~!, soit ¢ = 4000ms~!. Le

maillage que nous utilisons est composé de 68375 éléments.
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4.5.1 Résultat de la propagation
4.5.1.1 Fréquence de 20Hz

Dans cette premiére expérience, nous appliquons une source au point de la surface situé
en r = 3000m, a la fréquence f = 20Hz. Le temps de simulation est de 7s.

La figure 4.11, page 104, montre 1’évolution de la propagation au cours du temps.

Nous pouvons voir les ondes se réfléchir sur les différentes interfaces du milieu. Nous
remarquons aussi des effets de dispersion numérique en quantité non négligeable.

La figure 4.12, page 105, représente le sismogramme obtenu.

Nous pouvons y retrouver les effets de dispersion numérique observés lors de la propa-
gation.

4.5.1.2 Fréquence de 10Hz

Afin d’illustrer 'influence des phénomeénes de dispersion numérique constatés dans ’'ex-
périence ci-dessus, nous avons reproduit I’expérience en utilisant cette fois une source a la
fréquence f = 10Hz. Le temps de simulation est de 7s.

La figure 4.13, page 105, représente le sismogramme obtenu et la figure 4.14, page 106,
représente le résultat de la propagation a différents temps.

Nous pouvons remarquer que, contrairement au cas précédent, il n’y a pas de dispersion
numérique, ce qui illustre 'impact du nombre de points par longueur d’onde A sur la qualité
des résultats. Ici, en diminuant la fréquence f = E, on augmente le nombre de points par

longueur d’onde et on élimine ainsi le phénoméne de dispersion numérique.

4.5.2 Image finale

La figure 4.15, page 107, représente 'image obtenue par la RTM en utilisant 100 sources
a la fréquence f = 10Hz.

Nous pouvons constater que ’on retrouve bien les interfaces n "1, n " 2 et n ° 3 ainsi que
le pic (n°4), le flanc gauche (n°5) et le haut du doéme (n°6) (cf. Fig. 4.16, page 108). En
revanche, nous ne retrouvons pas les parties n ° 7, 8, 9 et 10. Cela s’explique par le fait que
les champs d’ondes provenant de ces flancs (cf. Fig. 4.17, page 109) sortent du domaine
sans étre enregistrés par les récepteurs. Ces informations ne sont donc pas présentes dans
les données utilisées pour la rétro-propagation et par conséquent les parties n°7, 8, 9 et
10 ne sont pas imagées.
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4.6 Milieu réaliste

Nous considérons a présent un milieu complexe [0, 15000] x [0, 5000] dont la sur-
face est irréguliére et des zones de tailles variables ou la vitesse de propagation est soit
¢ = 2500ms~!, soit ¢ = 2700ms~!, soit c3 = 3000ms~!, soit ¢; = 3500ms~! , soit
cs = 4000ms~!, soit ¢g = 4500ms™, soit ¢; = 5500ms~! comme le montre la figure 4.18,
page 109. Nous utilisons 100 sources a la fréquence f = 10Hz. Le temps de simulation est
de 4s. Nous utilisons ici un maillage de 61999 éléments.

4.6.1 Résultat de la propagation

La figure 4.19, page 110, montre I’évolution de la propagation au cours du temps pour
la source située au point (z, z) = (7000, 0).
Nous pouvons voir les ondes se réfléchir sur les différentes interfaces du milieu.

4.6.2 Image finale

La figure 4.20, page 111, représente 'image obtenue par la RTM.

Nous pouvons constater que 'on retrouve bien toutes les interfaces. Le domaine est
assez étendu pour que tous les champs d’ondes provenant des différentes interfaces soient
enregistrés par les récepteurs. Par conséquent, on image correctement tout l'intérieur du
domaine.

4.7 Optimisation du code

4.7.1 Adaptation du domaine de calcul

Lors des acquisitions sismiques, un couple source/récepteurs ne couvre pas tout le do-
maine que 'on veut imager. C’est d’ailleurs une des raisons pour laquelle on utilise plusieurs
points de tirs en déplacant ’ensemble tout le long de la surface. Cela parait donc évident
qu’il est inutile de faire des calculs dans la zone non couverte. Il faut alors adapter la région
d’intéret & celle délimitée par la source et les récepteurs.

La figure 4.18, page 109, représente le domaine initial que I'on veut imager et la figure
4.21, page 112, montre le domaine réellement utilisé quand la source est située en x = 750m,
x = 6000m et x = 12375m. Les maillages utilisés comportent alors respectivement, 23438,
41512 et 31672 éléments.

Cette adaptation du domaine de calcul a pour but de nous faire gagner en temps CPU.
Cela se vérifie en pratique puisque le temps de calcul pour effectuer la migration dans le
domaine initial est de 2h30min alors qu’il est de 1Th27min pour le domaine adapté. Nous
obtenons donc un gain d’environ 427. Cependant, il faut tout de méme vérifier que cela
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n’affecte pas le résultat de I'image finale.

La figure 4.22, page 113, représente I'image obtenue par la RTM en utilisant des do-
maines adaptés pour chaque couple source/récepteurs.

Nous pouvons constater qu’il n’y a pas de différences visibles par rapport a celle obtenue
dans le domaine initial (cf. Fig. 4.20, page 111). Nous pouvons donc conclure que I'on peut
utiliser cette option du code pour gagner en temps de calcul sans craindre d’affecter la
précision de I'image finale.

4.7.2 Adaptation du maillage

Une des quantités importantes & prendre en compte lorsque 1’on effectue la propagation
(ou la rétro-propagation) est le nombre de points par longueur d’onde. Cette valeur est
calculée en fonction de la taille des éléments, de la vitesse du milieu et de la fréquence
de la source. Dans les expériences de la sismique, il est courant de prendre entre 8 et 10
points par longueur d’onde. Pour avoir un nombre de points par longueur d’onde fixe dans
un milieu hétérogéne, en sachant que la fréquence de la source ne change pas et que la
vitesse varie, on peut changer la taille des éléments a chaque changement de vitesse. Cela
permet de garder la méme précision dans tout le domaine en n’effectuant que les calculs
nécessaires, ni plus ni moins.

L’adaptation du maillage a pour but, tout comme ’adaptation du domaine de calcul,
de nous faire gagner en temps de calcul sans affecter la qualité de 'image finale. Cela se
confirme par les résultats obtenus. En effet, le temps de calcul pour effectuer la migra-
tion dans le domaine initial et utilisant le méme maillage que dans le paragraphe 4.6 est
de 2h30min alors qu’il est ici de 1h25min soit, 45/ de gain pour le domaine utilisant le
maillage adapté (44823 éléments).

La figure 4.23, page 113, représente 'image finale que nous obtenons par la suite en
effectuant la RTM.

Nous pouvons constater qu’il n’y a pas de différence visible par rapport a celle obtenue
avec le maillage initial (cf. Fig. 4.20, page 111). En utilisant cette option, on gagne donc
en temps CPU sans affecter la précision du résultat final.

4.7.3 Combinaison des deux adaptations

Nous avons réalisé ici la migration en adaptant non seulement la zone de calcul mais
aussi le maillage correspondant & cette derniére. L’objectif visé est de gagner encore plus
de temps CPU. Il est atteint puisque 'on passe d’une durée de 2h30min & 50min soit 66/
de gain. De plus, sur la figure 4.24, page 114, nous pouvons vérifier que I'image finale n’est
pas affectée par ces adaptations.
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4.7.4 Adaptation de 'ordre des éléments

Nous avons vu dans le chapitre 3 que la IPDGM permettait d’utiliser des éléments
d’ordres différents dans le maillage. En effet, il est suffisant d’utiliser des éléments de bas
degré dans les régions ol I'on a des triangles de petite taille et des éléments de haut degré
dans le cas contraire. Dans notre cas, afin de discrétiser le plus correctement possible la
surface de notre domaine de calcul, nous utilisons en surface des éléments de petite taille
que nous agrandissons dans le reste du domaine. C’est pour cela que nous avons effectué la
migration dans le milieu représenté sur la figure 4.18, page 109, en utilisant des éléments
d’ordre 1 jusqu’a une profondeur de 1000m et des éléments d’ordre 4 ailleurs.

La figure 4.25, page 114, montre le résultat obtenu. Nous pouvons constater que 'on
retrouve bien, encore une fois, toutes les interfaces du domaine.
Nous analysons plus précisément cette technique dans le chapitre 5.

4.8 Milieu “vel dip ”~

Nous avons vu dans le paragraphe 4.7.1 que le fait de se limiter au domaine sour-
ce/récepteurs n’a pas d’impact sur la précision du résultat final de la RTM. Ceci nous a
permis de pouvoir considérer un domaine plus grand que ceux présentés précedemment.
Nous considérons donc dans cette expérience, le domaine [0, 25000] x [0, 10000] représenté
sur la figure 4.26, page 115. Nous utilisons 250 sources a la fréquence f = 10Hz chacune
associée a 200 récepteurs. Le temps de simulation est de 10s. De plus, les données utilisées
pour la migration ont été générées par le code de migration (MigWE) par différences finies
de Total afin de s’assurer que la IPDGM était en mesure de fournir I'image d’un sous-sol
complexe en migrant des données générées par un autre code que IPDGFem en vu de son
application sur données réelles.

La figure 4.27, page 115, représente 'image finale que nous obtenons.

Nous pouvons remarquer que ’on localise bien les différents domes de sel. Cependant,
nous constatons que certains flancs (trés pentus ou profonds) ne sont pas imagés. Ceci est
certainement da au fait que 'on utilise 200 récepteurs pour une source. En effet les récep-
teurs sont espacés de 12.5m, cela fait donc une zone de propagation de 2500m, ce qui est
insuffisant pour enregistrer les réflexions provenant de ces flancs. Nous avons déja rencontré
ce type de probléme dans le paragraphe 4.5.2. Nous pensons que si 'on double la surface
de propagation (soit 400 récepteurs), 'image finale devrait étre améliorée. Cependant, la
taille du domaine et le temps de calcul nécessaire a la migration (environ trois jours en
migrant 25 points de tirs simultanément) ne nous ont pas permis d’obtenir pour I'instant
le résultat final.
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F1G. 4.1 — Expérience réalisée dans le milieu bicouche.
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F1G. 4.2 — Sismogramme obtenu pour la source située a x = 400m dans le domaine bicouche.
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FiG. 4.3 — Image finale du milieu bicouche.
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F1G. 4.4 — Expérience réalisée dans un milieu composé de quatre couches.
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F1G. 4.5 — Image finale du milieu composé de quatre couches.

98



T07m
A
1000m 4500m/s
¥
F 3
500m
1000m 1500m/s 500m
M
1000m 3000m/s
i
1000m 6000m /s
-

F
-
F
w

3000m 1000m

FiG. 4.6 — Expérience réalisée dans un milieu composé de quatre couches et d’une surface
pentée.
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F1G. 4.7 — ITmage finale du milieu composé de quatre couches et d'une surface pentée.
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F1G. 4.8 — Expérience réalisée dans un milieu composé de quatre couches et d’une surface
a deux pentes.
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F1aG. 4.9 — Image finale du milieu composé de quatre couches et d’une surface & deux pentes.
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F1G. 4.10 — Expérience réalisée dans un mileu complexe a surface irréguliére.
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Fi1G. 4.11 — Instantanés obtenus pour une fréquence de 20Hz dans le domaine complexe
a surface irréguliére.
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FiG. 4.12 — Sismogramme obtenu pour une fréquence de 20Hz dans le domaine complexe
a surface irréguliére.
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F1G. 4.13 — Sismogramme obtenu pour une fréquence de 10Hz dans le domaine complexe
a surface irréguliére.
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Fi1G. 4.14 — Instantanés obtenus pour une fréquence de 10Hz dans le domaine complexe
a surface irréguliére.

106



2000 4000 000 8000

10000

1000 _

2000

FO00

4000

5000 "

BO00

TO00

8000

10000

Fic. 4.15 — Image finale du milieu a surface irréguliére.
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FiGg. 4.16 — Comparaison entre le modéle de vitesse initial et 'image finale obtenue du
milieu & surface irréguliére.
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FiG. 4.18 — Expérience réalisée dans un milieu réaliste.
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F1G. 4.19 — Instantanés obtenus pour la S(ﬁlbce située & = = 7000m et z = Om dans le
domaine réaliste.



F1G. 4.20 — Image finale du milieu réaliste.
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F1G. 4.21 — Modéles de vitesse réellement utilisés pour une source située en x = 750m (en
haut, & gauche), en x = 6000m (en haut, a droite) et en z = 12375m (en bas).
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FiG. 4.22 — Image finale du milieu réaliste en utilisant des domaines adaptés pour chaque
point de tir.

FiG. 4.23 — Image finale du milieu réaliste en utilisant un maillage adapté aux vitesses de
propagation.
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FiG. 4.24 — Image finale du milieu réaliste en utilisant un maillage adapté aux vitesses de
propagation et un domaine adapté a chaque point de tir.

FiG. 4.25 — Image finale du milieu réaliste en utilisant un maillage et un domaine adapté
a chaque zone du milieu et des ordres différents en espace.
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F1G. 4.26 — Milieu vel dip.
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Fia. 4.27 — Image finale du milieu vel dip.
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Chapitre 5

Ordre Local

[’expérience présentée au chapitre 3 (8§ 3.2.2.2) a mis en évidence I'intérét de I'utili-
sation d’éléments de bas degré dans les régions ot le maillage est raffiné et des éléments
d’ordre supérieur ailleurs, avec un schéma d’ordre deux en temps. Dans ce chapitre, nous
analysons plus précisément les performances de cette méthode avec un schéma d’ordre 4
en temps sur un probléme modéle en dimension 1 (§§ 5.1 et 5.2). Nous combinons ensuite
cette approche a la technique de pas de temps locaux proposée dans [11] (§§ 5.3). Nous
avons choisi cette méthode car elle posséde les avantages d’étre complétement explicite
et de pouvoir étre employée avec des schémas d’ordre élevé en temps. Finalement, nous
proposons un nouveau schéma de discrétisation temporelle permettant d’adapter a la fois
Pordre et le pas de temps de la méthode a la discrétisation spatiale.

5.1 La technique de I’équation modifiée

Nous rappelons dans cette section le principe de I’équation modifiée que nous avons
choisie pour augmenter 'ordre de la discrétisation en temps.

On considére le probléme (3.1) défini dans le chapitre 3 et on s’intéresse ici a la discré-
tisation en temps de ’équation des ondes semi-discréte :
d*U
M—-+KU =0, 5.1
dt? (5.1)
ol M désigne toujours la matrice de masse et K représente la matrice de rigidité. Nous
supposons que la méthode de discrétisation en espace utilisée est telle que M est symé-
trique, définie positive et facilement inversible (par exemple diagonale par blocs) et K est
symétrique, positive et creuse.

La matrice M étant facilement inversible, il est naturel de passer au systéme équivalent

d*U

W + MIKU =0 (5.2)
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car cela conduit a une méthode de discrétisation explicite.

Cependant, comme M~1KU n’est pas symétrique, on considére donc plutot

L 2U
M2

+MTIIEMTEMEU = 0. (5.3)

On note A = M2/ M2 la matrice creuse, symétrique et définie positive et on introduit
1 .
Z = M2U. Le champ Z est alors solution de :
d*Z

o +AZ=0. (5.4)

L’équation (5.4) est bien évidemment équivalente a (5.2) mais comme A est symétrique,
on peut établir plus facilement les propriétés du schéma de discrétisation, notamment la
conservation de 1’énergie. Toutefois, pour ce qui est de la mise en oeuvre numérique, nous
utilisons plutot la formulation (5.2).

5.1.1 Le schéma saute-mouton

Nous rappelons une technique simple pour discrétiser (5.4) qui repose sur un dévelop-
pement de Taylor d’ordre 2 de la forme :

Z(t+At)—2Z(t)+ Z(t — At)  d*Z(t)

= At?). 5.5
INT 2 T O(AL) (5.5)
En utilisant (5.4) on a que :
Z(t+ At) —27(t Z(t — At
(t+ A (1) + 2 ) _ —AZ(t) + O(AP). (5.6)
At?
On en déduit le schéma d’ordre 2 dit “saute-mouton” :
Zn+1 D YAL + Zn—l
=—-AZ" 5.7
At? ’ (5:7)
ol Z" est une approximation de Z(nAt).
Propriété 5.1.1. Pour n € IN, on pose
L ||zt - 2|
Bty = || 50— VVANASR S 5.8

Alors, sous la condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)

2
At < —2 (5.9)
A

max
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Enta définit une énergie discréte.
Dans la condition CFL, Ay, désigne la plus grande valeur propre de A.

s 1 , . 4 . .
Preuve Pour vérifier que E""2 est une énergie, on é¢tudie son signe.

On a
(Az" 2+) = ¢ [<A (274 4 Z27) (2 + Z7)) - Af? <A(Z HHA; ) (ZWA; & >] ,
soit

B — <(1 3 AfA) Z”“A; Z”j Z”“A; Z”> N <AZ"+12+ Z”7 Z”+12+ Z”> |

t2
La matrice A étant positive, il suffit de vérifier que | I — TA est positive. Si Ay

max

désigne la plus grande valeur propre de A, on a pour toute valeur propre Ay de A,
2 2

At t
1-— T)\A Z Osil-— T)\Ama:c 2 0 soit AtQ S

A'maa:

En conclusion, E"*2 définit une énergie discréte si la condition CFL (5.9) est vérifiée.
|

Propriété 5.1.2. Lorsque le pas de discrétisation du maillage h est suffisammennt petit,
la condition CFL (5.9) est équivalente a :

At < arrph (510)

avec app = ot « est une constante dépendant du maillage et de la méthode de

2
va'

discrétisation en espace.

«a
Preuve La valeur propre A4, .. dépend de la discrétisation en espace et vérifie Ay, =~ 5l
a = cste. En utilisant (5.9), on en déduit que
2
At < —h.
Va
|

Propriété 5.1.3. Sous la condition CFL (5.10), le schéma saute-mouton conserve l’énergie
E™3 définie en (5.8).
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n+l _ Zn—l

P O Itiplie (5.7
reuve On multiplie (5.7) par N,

pour obtenir

1 2

2At

1 n n n n—
+ o [(Az", z"HY) — (AZ", Zz"71)] = 0.

H Zn+1 _gn

2 gn _ gn-— 1
At

At

2

n+l _ m7n
-z + (AZ",Z"), on a

E t Frta =
n posan 2 H A

1 1 1
R En+§ _ En—§> — 0
i (

ce qui assure la conservation de |’énergie. 1
En utilisant les propriétés 5.1.1, 5.1.2 et 5.1.3 on déduit :

Propriété 5.1.4. Le schéma saute-mouton est stable si la condition CFL (5.10) est vérifiée.

5.1.2 Le schéma de I’équation modifiée ou schéma EM

En utilisant un développement de Taylor d’ordre 4, on obtient

Z({t+At)—2Z(t)+ Z(t — At)  d*Z(t) N A2 d*Z(t)
At2 o dr? 12 dtt

+ O(AtY) (5.11)

et, en utilisant (5.4), il vient

d*Z(t) d* (d*Z(t) d*Z(t)
- = —A = A%Z(1). 12
dt dt2 ( 2 ) dt2 ®) (5.12)
D’ou,
Z(t+ At) —2Z(t) + Z(t — At At?
E+A) =220+ ZE=AD _ 4z 1+ 28 42700 1 o(ath), (5.13)
At? 12
On en déduit done le schéma EM d’ordre 4 :
Zn+1 - 2ZTL + anl AtQ
=—A——A%) 2" 5.14
(4-T54) (514

On renvoie a [46] pour plus de détails.

At?
En posant B = (A - HAQ), les schémas EM (5.14) et saute-mouton (5.7) sont du

méme type.
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Propriété 5.1.5. Pour n € N, on pose

2

n+l _ mn
Ay (Bz™,z"). (5.15)

Ents —
=

Alors, sous la condition CFL

2
At < i, (5.16)

A

max

1 . . . . . .
E"™ 3 définit une énergie discrete.

s 1 , . 4 . .
Preuve Pour vérifier que E™12 est une énergie, on étudie son signe.

[(B (2"t +Z7) (27 + Z27)) — A <B(Zn+1 - (-2 >] ,

At ’ At

1 At2 Zn+1 _gn Zn+1 —gn Zn+1 + VAL Zn+1 + VAL
E™z = I — B B .
’ <( 4 ) At At > - < 2 ’ 2 >

Af2
Pour que E™3 soit positive, il suffit que les matrices (I — TB> et B soient positives.

At?
Posons A\gp = A4 — ﬁ)‘?‘l’ valeur propre de B. Alors :

At? At? At?
1— 2 = 1— ", +2)2
4 P 1 AT g
= 124 (APA4—6)%.

: : At? . .
On voit donc que la matrice (I — TB) est toujours positive.

At?
Considérons maintenant la matrice B. Par définition, A\g = A4 (1 — H)\A . Comme
2

toutes les valeurs propres A4 sont positives, Ag est du méme signe que 1 — E)\A' On voit

que Ap est positif si et seulement si :

Al < 12

Amaz

La quantité E"*2 sera donc une énergie si la condition CFL (5.16) est vérifice. |
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Propriété 5.1.6. Pour h suffisamment petit, la condition CFL (5.16) est équivalente a :

2v3
avec apy = —\/_ = arpV3 ~1,7aLr.
Va
. . . «
Preuve La valeur propre A4, . dépend de la discrétisation en espace et vérifie A4, ~ 73

a = cste. En utilisant (5.16), on en déduit que

2
ﬂh'

At
<\/&

Propriété 5.1.7. Sous la condition CFL (5.17), le schéma saute-mouton conserve l’énergie
E™3 définie en (5.15).

Preuve De la méme fagon que pour le schéma saute-mouton, en posant :

Zn+1 _gn 2
En'ﬁ‘% — HT + (BZH’Zn—H)7 om a
1 1 1
i (
ce qui assure la conservation de |’énergie. 1

En utilisant les propriétés 5.1.5, 5.1.6 et 5.1.7 on déduit :
Propriété 5.1.8. Le schéma EM est stable si la condition CFL (5.17) est vérifiée.

Lorsque 'on utilise le schéma EM (5.14), on doit effectuer pour chaque pas de temps
At deux multiplications par la matrice A (une pour AZ et une pour A(AZ)) contre une
seule pour le schéma saute-mouton. On peut donc conclure que 1’on effectue deux fois plus
de multiplications en utilisant le schéma EM. Cependant, la condition de stabilité étant
1,7 fois plus grande, cela nous permet de prendre un pas de temps 1,7 fois plus grand.
On a donc avec I'utilisation de I’équation modifiée une meilleure précision (schéma d’ordre
4), avec une faible perte au niveau temps de calcul. Plus généralement, un schéma EM
d’ordre 2s nécessite s multiplications par la matrice A. Malheureusement, 'augmentation
de la condition de stabilité ne permet pas toujours de compenser le cott de calcul supplé-
mentaire. Ainsi, pour l'ordre 6, la condition CFL n’est multipliée que par 1.38 [47]. Des
efforts ont été faits dans [47] pour optimiser la condition de stabilité mais il s’avére que
cela nécessite d’augmenter le nombre de multiplications par A.
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Fi1G. 5.1 — Domaine de calcul.

Zone de transition Zone de transition

~— -~ -

hg L avec hf

F1G. 5.2 — Zoom sur le centre du domaine de calcul.

5.1.3 Premiers résultats numériques

Dans les expériences que nous allons présenter, le domaine de calcul est un segment
de longueur 8 contenant une petite inclusion de longueur L qui sera maillée finement par
rapport au maillage recouvrant le reste du domaine. Le maillage de I'inclusion sera entouré
d’une zone de transition permettant de passer progressivement du maillage fin au maillage
grossier. On adopte les notations suivantes :

— hy désigne le pas de maillage dans l'inclusion ;

— hg désigne le pas de maillage dans le segment privé de l'inclusion et de la zone de

transition ;

— h désigne le pas de maillage dans la zone de transition; h varie de hy & hy.
Nous renvoyons aux figures 5.1 et 5.2.

De plus, nous imposons des conditions de bord périodiques. Nous prenons S = 0 et
¢ = 1ms™!. Les conditions initiales sont les suivantes :
pour (x —xg) < 71¢:

uo(z) = (x—mo)e_% et uy(z) = (M - 1> 6—4(22;700520)2

272

et pour (z — ) >1p:
up(z) =0 et wuy(x)=0.

Alinsi, la solution exacte est donnée par :

400
Uez (T, 1) = Zuo(x —8i —t).
=0
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Dans la suite, nous prenons zy = 2 et ro = 2. De plus, nous considérons deux types
d’inclusions : une de longueur L = 0.2 maillée avec un pas hy = 1/160 et une de longueur
L = 0.1 maillée avec un pas hy = 1/320.

Nous regardons dans ce paragraphe Uerreur relative L? ([0, 7], ) que on obtient pour
un temps de simulation long (T=80s) et un temps court (T=8s) en faisant varier le pas
d’espace hy de 0,2 a 0,025. Nous utilisons des éléments d’ordre 4 et pour la discrétisation
en temps, nous considérons le schéma EM. Le schéma de discrétisation est noté EM 4.
Le pas de temps imposé par la condition CFL est de At = 1.6107%s pour hy = 1/160 et
At = 8.22107*s pour hy = 1/320. Les erreurs obtenues sont données dans les tableaux 5.1
et 5.2 et représentées par les figures 5.3 et 5.4.

T=8s T=80s T=8s T=80s

hg = 0.2 3.11073 | 1.91072 hg = 0.2 3.091073 | 2.1072
hy = 0.1 1.5107* | 2.151074 hy = 0.1 1.5107% | 2.1510~4
hy=0.05 |86107°|1.2310° hy =0.05 |8.63107°|1.24107°
hy =0.025 [ 4.71077 | 5.0510~" hy =0.025 | 4.711077 | 5.1310~"
TAB. 5.1 — Erreur relative pour le schéma TAB. 5.2 — Erreur relative pour le schéma
EM_4 (L =0.2et hy =1/160). EM_4 (L =0.1et hy =1/320).
10 10”
—T-8 —T-8
—T-80 —T-80
10% —n! 12 e
510 5 10
10 108
107 -2 I-w 0 10 -2 1 0
10 10 10 10 10 10
h h

Fia. 5.3 — Courbes de convergence pour le FIG. 5.4 — Courbes de convergence pour le
schéma EM_4 (L =0.2 et hy = 1/160). schéma EM_4 (L =0.1 et hy = 1/320).

Nous pouvons constater que, pour T=8s, la méthode est d’ordre 4 quel que soit le pas
d’espace utilisé. En revanche, pour T=80s la méthode n’est d’ordre 4 que pour hy, < 0.1.
Cela est di au fait que, pour T fixé, I'ordre de convergence n’est garanti que pour hy
suffisamment petit.
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La largeur des mailles fines ne change quasiment pas les résultats obtenus. L’erreur
obtenue sur la zone grossiére “I'emporte” sur celle obtenue dans la zone fine.

Dans les sections suivantes, nous étudions différentes améliorations des schémas en
temps et en espace. Les expériences que nous venons de présenter nous servent de référence
pour évaluer les gains et les éventuelles pertes de précision apportés par ces méthodes.

5.2 Adaptation de 'ordre en espace

Dans cette section, on s’intéresse a la combinaison d’ordres différents en espace. FEn
effet, comme nous venons de le voir, 'erreur générée par le maillage grossier prédomine
sur celle du maillage fin. Il est donc raisonnable d’envisager 'utilisation d’éléments d’ordre
2 dans le maillage fin. Cette approche a deux avantages : tout d’abord elle permet de
diviser par 2 le nombre d’inconnues dans la zone fine et ensuite, elle permet d’augmenter
légérement la condition CFL qui est imposée par les mailles fines.

L’approximation par éléments finis d’ordres différents est relativement facile & implé-
menter dans un code utilisant des éléments finis de Galerkine discontinus. En effet, les
éléments étant discontinus, nous avons toujours le méme ordre dans chaque élément. Pour
appliquer la IPDGM (cf. chapitre 2), le paramétre de pénalisation « doit étre légérement
adapté, on utilise @ = 7 a l'interface de deux éléments d’ordre 4 et o = 2 a l'interface
de deux éléments d’ordre 2. A l'interface entre deux éléments d’ordres différents, on prend
a="T.

Dans l'expérience effectuée, nous avons utilisé des éléments d’ordre 4 dans la zone
maillée grossierement et dans la zone de transition et des éléments d’ordre 2 dans la zone
maillée finement. Le schéma que nous prenons pour la discrétisation en temps est celui
de I’équation modifiée. Ici, ce choix n’est pas forcément justifié car on utilise des éléments
d’ordre 2 dans la zone fine, on ne pourra donc pas atteindre un ordre de convergence de
4 dans cette zone. On note EM 42 le schéma correspondant. Le pas de temps imposé par
la CFL est de At = 1.8107%s pour hy = 1/160 et At = 9.2110™*s pour hy = 1/320. Les
erreurs obtenues sont données dans les tableaux 5.3 et 5.4 et représentées par les figures
5.5 et 5.6. Pour les figures, nous ne représentons les courbes “loglog” que pour T=8s, les
conclusions étant similaires pour T=80s.

T=8s T=80s T=8s T=80s
hg = 0.2 3.1073 1.91072 hg = 0.2 3.11073 1.91072
hg = 0.1 1.87107* | 8.410~* hg = 0.1 1.52107* | 2.7910~*
hy=0.05 | 1.04107* | 7.0910~* hy=0.05 | 1.7710~* | 1.07410*
hy =0.025 | 1.0310~* | 7.0310~* hy =0.025 | 1.51107 | 1.0210*

TAB. 5.3 — Erreur relative pour un schéma TAB. 5.4 — Erreur relative pour un schéma
EM_42 (L =0.2 et hy = 1/160). EM_42 (L =0.1 et hy = 1/320).
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—EM_42 —EM_42

—EM 4 5 —EM 4
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7 7
10 10
1 a 1
10 10 10 10 10 10
h h

FiG. 5.5 — Courbes de convergence pour les FI1G. 5.6 — Courbes de convergence pour les
schémas EM_4 et EM_42 (L =0.2 et hy = schémas EM_4 et EM_42 (L =0.1et hy =
1/160). 1/320).

On remarque que pour hy grand, les erreurs obtenues en utilisant des éléments du méme
ordre et celles obtenues avec des ordres différents sont quasiment identiques. En diminuant
hg, I'erreur obtenue avec des ordres différents est plus élevée et finit méme par converger vers
une constante. Cette constante diminue et la convergence s’améliore quand i diminue. On
voit donc que lerreur dans la zone fine domine l'erreur pour la zone grossiére. Remarquons
cependant que cette méthode utilisant des ordres différents permet d’obtenir une erreur
relative de l'ordre de 0.1 & 0.017 qui est tout a fait acceptable. On peut donc 'utiliser pour
gagner en temps de calcul et en espace mémoire.

5.3 Pas de temps local

Pour les expériences effectuées dans la section précédente, le pas de temps imposé pour
I'ensemble du schéma est Aty = 1.8107%s pour hy = 1/160 (resp. Aty = 9.2110%s pour
hy = 1/320) et il correspond a la CFL dans la zone fine. La CFL dans la zone grossiére
varie de At, = 32Ats (resp. At, = 64Ats) pour hy = 0.2 & At, = 4Ats (resp. Aty, = 8Aty)
pour h, = 0.025. Nous pouvons donc constater que I'on effectue beaucoup plus de calculs
que nécessaire dans la zone grossiére. C’est pourquoi on s’intéresse, ici, a une méthode plus
efficace qui consiste a considérer le bon pas de temps dans chaque zone (i.e. At, dans la
zone grossiére et Aty dans la zone fine) afin de faire le minimum de calculs tout en gardant
la stabilité du schéma.

Il existe différentes méthodes permettant de résoudre ce probléme. Collino, Fouquet
et Joly ont proposé, dans [48|, une méthode de pas de temps locaux pour I’équation des
ondes du premier ordre et l'ont étendue aux équations de Maxwell dans [49]. Bécache,
Joly et Rodriguez 1'ont ensuite appliquée a 1’élastodynamique dans [50]. Nous renvoyons
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a [b1, 52| pour l'analyse détaillée de la méthode. Basée sur I'introduction d’un multiplica-
teur de Lagrange sur l'interface entre le maillage grossier et le maillage fin, elle conserve
une énergie discréte. Cependant, elle nécessite la résolution d’un systéme linéaire pour le
calcul des inconnues sur I'interface et ne méne qu’a des schémas d’ordre deux en temps,
sa généralisation aux ordres supérieurs restant un probléme ouvert. Récemment, Piperno
a proposé une nouvelle approche, combinant un opérateur symplectique en temps avec
une méthode de Galerkine discontinue en espace, pour le systéme de Maxwell du premier
ordre. Comme la méthode précédente, ce schéma conserve une énergie discréte et elle a
lavantage d’étre complétement explicite, c’est-a-dire qu’elle ne nécessite pas de résolution
d’un systéme linéaire sur I'interface, mais elle ne permet pas d’utiliser des schémas d’ordre
élevé en temps. Les méthodes de décomposition de domaine proposées dans [53, 54|, qui
permettent de coupler différentes méthodes numériques, pourraient étre une alternative
intéressante, mais elles n’ont pour le moment été appliquée qu’en dimension 1.

Nous avons choisi de considérer la méthode proposée dans [11] qui conserve elle aussi une
énergie discréte et conduit a un schéma totalement explicite, mais qui peut étre appliquée
a des schémas en temps d’ordre arbitrairement élevé. De plus, elle est relativement simple a
implémenter. Nous rappelons ci-dessous son principe, et nous testons ensuite son efficacité
a résoudre le probléme modéle 1D que nous avons présenté précédemment.

5.3.1 Présentation de la méthode
Rappelons que 'on veut résoudre I’équation (5.4)
d*Z

W%—AZ:O.

La premiére étape de la méthode que nous avons considérée consiste & utiliser une variable
auxiliaire Z, définie pour 7 € [-At; At] par :

Zt+T1)+ Z(t—1)

Z(t) = 5 : (5.18)
On a .
~ dz
Z(0)=Z(t) et E(O) =0
De plus,
d*Z 1 (d*Z >z 1 .
de telle sorte que Z est solution du probléme :
a*Z .
Tn) = —AZ()
dr?
17 (5.19)
2(0)=Z(t), —(0)=0,
dr



pour 7 € [—~At; At]. Remarquons aussi que la fonction Z(7) est une fonction paire.

Si nous pouvions calculer exactement Z(At), il nous suffirait d’utiliser (5.18) pour en
déduire Z(t + At) = —Z(t — At) + 2Z(At). Comme cela n’est pas possible en général, on

considére Z", approximation de Z(nAt), et Z, une fonction définie sur [—At; At] vérifiant :

d*Z,

dr?

(1) = —AZ,(7),
. (5.20)
Z,(0) = Z", ddZT” (0) =0,

pour 7 € [0; At] et Z,(—7) = Z,(7) pour 7 € [~At; 0]. La premiére équation de (5.20)
est appelée par la suite équation auxiliaire. Puis, on utilise I’algorithme suivant a chaque
temps n :

Algorithme 1.

1. On cherche une approrimation X de Zn(At) E

2. on calcule Z™" en utilisant 7"t = — 771 + 2X.

5.3.2 Discrétisation globale de I’équation auxiliaire

Nous nous intéressons maintenant aux différentes fagons de discrétiser (5.20).

5.3.2.1 Sans approximation de AZ,

Dans ce paragraphe nous utilisons un schéma saute-mouton (respectivement équation
modifiee d’ordre 4) de pas de temps At/p avec p € IN* pour réaliser la discrétisation de
(5.20). On peut alors montrer que le schéma global pour le calcul de Z est un schéma saute-
mouton classique (respectivement équation modifiée d’ordre 4) de pas de temps At/p. Nous
détaillons les calculs pour p = 2, la démonstration pour des valeurs de p supérieures étant
du méme type.

Résolvons tout d’abord (5.20) avec un schéma saute-mouton de pas de temps At/2.
Nous notons par la suite Z4/? ’approximation de Z, (%At>7 qg=1{-2,—-1,0,1,2} et plus
généralement 727 'approximation de Z,, <q7%t)7 q,p € N x N* |q| < p.

On pose Z0 = Z™ et il nous faut ensuite calculer Zy/* et Z2.

Pour la premiére itération, nous avons :

Za* =220 + 7' .




Comme Zn(T) est une fonction paire, on a 7% = 271—1/2’ soit :

. INNAS

Pour la seconde itération, nous avons

ZY —ozM* 4 70

(%)

= AZ)?,

soit : ) .
~ At 1 /At
Zr=7r12( =) AZ"+ - | =) A*Z™
pozea(F) azeg(5)
Finalement, en posant Z"*' = —Z"~1 4 271 nous obtenons :
n+1 n—1 n 2 n At ! 2r7n
7= -z 2z s AP+ (1) A (5.21)

Résolvons maintenant (5.4) avec un schéma saute-mouton de pas de temps At/2. On
doit calculer Z™+Y/2 et Z™ pour ensuite obtenir Z"*!.

On a 12 .
AV AL zZ"
S = Az ()
At
()
Zn+1/2 VAL Zn—1/2
T _ Az ®)
ﬁ
()
Zn+1 - 22n+1/2 gn
L Az (o),
At
()
Or,
Zn+1 _9o7n anl
2(b) + (a) + (¢) = o ;r = A(Z"2 4+ 7772y 242"
()
et

At ?
(b) = Zn+1/2 _|_Zn—1/2 _ (7) Azn_|_2zn
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On a alors

At\* AL\ At\?
Zn+1_2zn+anl — (_t) A2Zn+2(_t) Azn+2(_t> AZ™
2 2 2
A (5.22)
= APPAZ™ + (7) VA
et donc,
A 4
Zn—H — _Zn—l 4 OYAL —|—At2AZn 4 (g) A2Zn (523)

Les deux schémas sont donc bien équivalents.

5.3.2.2 Avec approximation de AZ,

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les différentes approximations de AZ, pour
7€ [0; At].

Approximation d’ordre 2. Une approximation d’ordre 2 de AZ, est donnée pour 7 €
[0; At] par :

AZn(T) ~ AZn(O) + Tdcin (0)

n

et comme (0) = 0, on en déduit que 'on peut approcher AZ,(7) par AZ,(0) soit AZ",

T

d’aprés (5.20)

En toute rigueur, on doit alors introduire la notation Z;; pour désigner la solution de
>z
dr?

(1) 4+ AZ" =0,
15 (5.24)
dr

Z(0) = 2", (0) =0,

puisque AZ™ désigne une approximation de AZ,. Toutefois, afin d’alléger les notations, on
notera indifféremment Z* et Z,, et on remplacera (5.24) par :

d*Z,
73 (1) + AZ" =0,
T > (5.25)
Z,(0) = 2" (0) = 0.
=2 “)
" . - At?
On vérifie alors facilement que Z,(At) = Z" — TAZ” et donc :

Zmt 27 4 77N = 27, (At) — 22" = —At*AZ",
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c’est-a-dire que 'on retrouve le schéma saute-mouton classique de pas de temps At.

On peut vérifier, la méthode étant la méme que celle utilisée dans la paragraphe 5.3.2.1,
qu'une résolution de (5.25) par un schéma saute mouton de pas de temps At/p conduit
exactement au méme résultat, c’est-a-dire a un schéma saute-mouton de pas de temps At.

Approximation d’ordre 4. De la méme maniére que précédemment, en utilisant I'ap-
proximation d’ordre 4 :

N B 2 2 7 N 2 _ 2
AZy(7) ~ AZ0) + TATZ0) < AZ,0) - Ta2,0) = Az - T a2z

on obtient le systéme

22 2
oy v azn — T a2z =0,
dr? 2
o (5.26)
Z,(0)=2", —2(0)=0,
dr

At? At?

dont la solution vérifie exactement Z,(At) = Z" — TAZH + Q/PZ”. On a donc

At?
Zmt _ogn 4 gl = CAPAZY + HAQZ”‘

Cette approximation nous permet de retrouver 1’équation modifiée d’ordre 4 classique de
pas de temps At.

De méme que pour 'approximation d’ordre 2, on peut vérifier que la résolution de (5.26)
par un schéma EM de pas de temps At/p conduit exactement au méme résultat, c¢’est-a-
dire a un schéma EM de pas de temps At.

[’intérét de la variable Z}_j réside dans cette propriété qui n’est pas vérifiée par Z".

5.3.3 Discrétisation locale de I’équation auxiliaire

L’objectif est de résoudre (5.4) en utilisant des pas de temps locaux adaptés a chaque
zone du domaine. Cependant, nous ne pouvons pas le faire directement et on est obligé de
passer par la variable auxiliaire Z, et résoudre (5.20). Comme nous avons vu, 'utilisation
d’approximations pour résoudre (5.20) est équivalente & un schéma de pas de temps At (§§
5.3.2.2) et la méthode sans faire d’approximation est équivalente & un schéma de pas de
temps At/p (8§ 5.3.2.1). L’idée est donc de combiner les deux méthodes afin de résoudre
(5.20) en utilisant un pas de temps At dans la zone grossiére et un pas de temps At/p dans
la zone fine. Il est important de préciser que la partie discrétisée par un pas de temps At/p
ne se limite pas a la zone finement maillée mais englobe également la zone de transition
et les deux mailles grossiéres voisines de la zone de transition, cela pour des raisons de
stabilité de la méthode décrite dans [11]. Pour ne pas faire de confusion, nous appelerons
respectivement partie grossiére et fine les parties discrétisées par un pas de temps At et
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At/p et nous continuerons a désigner par zone grossiére et zone fine les mailles de pas
d’espace h, et hy (cf. Fig. 5.7).

Zone grossiére Zone de transitiogOne fine Zone de transition 75ne grossiére
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ %IIIIIIIIII|||||||||||||||||||II% % ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Partie grossiére Partie fine Partie grossiére

F1G. 5.7 — Détails des diférentes zones et parties utilisées.

Supposons que

N 7 grossier 7 grossier ~ ~
7, = { o ] - [OZn ] n [ > fin ] —(I=P)Zy+PZy  (5.27)

ol P est une matrice de projection diagonale. Ses coefficients sont égaux a 1 ou 0 et
permettent d’identifier les inconnues associées a la partie fine. Notons que la zone transitoire
est considérée comme étant dans cette partie.

On a AZ, = A(l — P)Zn + APZ, et on utilise Papproximation d’ordre 4 dans la partie
grossiére :

A(I — P)Z,(t) = A(I — P)Z,(0) + %2A(I — P)d;f;” (0)

= A(I - P)Z,(0) — T;A(I — P)AZ,(0)

2

— A(I-P)Z" - %A(I — P)AZ",

et on ne fait pas d’approximation dans la partie fine. On obtient alors le systéme :
dQZn n ’7'2 n ~
(1) + AL = P)Z" — —A(I = P)AZ" + APZ,(1) =0,

. . dZ,

(5.28)

On peut alors discrétiser (5.28) par un schéma EM d’ordre 4 en utilisant 'approximation :

- At . . A\  ABPEZ Att d*Z

Zn — | =27, ZylT—— | = —— — (7).
(T+ 5 > (1) + (7' 5 ) 2 dr (1) + op1 drt (1)

Comme Z, vérifie (5.28), on a
2, o2 ) )
dr? (r)=-AU - P)Z" + EA([ — P)AZ" — APZ, (1)
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et

dZ, 27,
i (r) = A(I — P)AZ"— AP s "(7)

2 ~
— A(I — P)AZ" + AP (A([ —P)Z" - %A(I — P)AZ" + APZn(T)) .
On peut maintenant en déduire 'algorithme de résolution de (5.1) :

Algorithme 2.

1. Initialiser Z% = 7", Wy = —A(I — P)Z", Wy = A(I — P)AZ",
Uy =—-APZ" et Uy = APAZ";

At 1 /At\?
2. calculer ZY/P Z0 5 ( P > (W1 +Up) + oY (—) (Wo +Us) ;

3. pour m = 1...p — 1 calculer

At )
() i = Wi+ <m7) Wy — APZMP

_ ~ - At\? INVNA
(c) Zur —agmiv — gt (?t) Vit — (?t) Vi

4. caleuler Z"H = — 271 4271,

Un schéma EM classique requiert 2p multiplications par la matrice A. En ce qui concerne
'algorithme 2, on doit effectuer 2 multiplications par A(/ — P), 2 multiplications par AP
pour linitialisation (étape 1) puis, 2(p — 1) multiplications par AP a I’étape 3. On fait
donc au total 2 multiplications par A(I — P) et 2p multiplications par AP ce qui diminue
le nombre de multiplications a effectuer.

Propriété 5.3.1. L’algorithme 2 ci-dessus est équivalent au schéma d’ordre J

Mt =27m — 777t — AP AT (5.29)

ou A, est définie par

9 2
A_A_A_t _3
p?

(p— (G+1)
(2" arye

7j=1

(ﬁm)m = sont des constantes (cf. [11]).

m>j>1
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On renvoie a [11]| pour la démonstration de cette propriéteé.
Propriété 5.3.2. Pour n € IN, on pose

Zn+1 —_gn Zn+1 —gn
At At

E'ts = (A ) + (AA,Z™ 2. (5.30)

At?
Alors, sous la condition que les matrices (A — TAAP) et AA, soient positives, Ents

définit une énergie discréte.
Preuve On cherche une condition sous laquelle Ents > 0.

Il est démontré dans [11] que la matrice AA, est symétrique, on a alors :

Zn+1 —f—Zn Zn+1 +Zn> At2 <AA Zn+1 —gn Zn+1 _ Zn>
_ » ,

(AA,Z", 7" = <AA,,

2 ’ 2 4 At ’ At
Solt
1 1 At? gttt gno gntl _ gn
Ert: = = A——AA 5.31
T T3 K( 1 p) At Al > (5:31)
Zn+1 Zn Zn+1 Zn
+ <AAp ; , 2+ >] .

At?
Pour que E™3 soit positive il suffit que les matrices (A — TAAP) et AA, soient

At?
positives. La quantité E™3 sera donc une énergie si les matrices (A — TAAP) et AA,

sont positives. ]

Remarque Pour p = 1, on retrouve la méme condition de stabilité que pour le schéma

2V/3
V )\Am,a:c

est équivalent & At < V3aprh 7
Pour p > 2, la matrice A, dépend de At et n’est plus diagonalisable dans la méme base

que A. Il n’est donc pas possible d’obtenir une relation théorique simple entre At, p, hy et

. At?
hg. Cependant, I'étude numeérique des valeurs propres de AA, et de A — TAAP menée

EM classique : At < ol Ay, . désigne la plus grande valeur propre de A ce qui

max

. .. . At
dans [11] indique que ces valeurs propres sont positives si At < h, et — < hy.
p

Propriété 5.3.3. Sous la méme condition CFL précédente, le schéma a4 pas de temps
. 1 .
locauz conserve lénergie E"*2 définie par (5.30).
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Preuve Pour vérifier la conservation de 1’énergie, on va prouver que
E'n+l — En—%

Zn+1 —gn Zn+1 —gn
At At

Pﬁr&ﬁmﬁmLE”%::<A )+(AA¢W+HZﬂ.

On utilise (5.29) pour éliminer Z"*! :

EnJr% _ A (Zn - Zn—l) zn _ Zn—l
At ’ At
+ (APAAZY AZY) + (AA, (227 — 2771 — APAZ")  Z7)

) _(A(27 = 27 AZY) — (27 — 2, AA,Z7)

Comme A est symétrique, on en déduit que :
B =E" i 4R
avec
R = —(AZ" AZ") — (2" — Z"' AAZ™) + (AP AA,Z", A, Z")
+ (AA, (22" = 2" = ANPAZY) , Z7) .

En développant R et en utilisant le fait que la matrice AA, est symétrique on obtient
que R = 0 ce qui démontre la conservation de 1’énergie. 1

En utilisant les propriétés 5.3.1, 5.3.3 et la remarque, on déduit que le schéma (5.29)

At
est stable si At < h, et — < hy.
p

5.3.4 Reésultats numériques

Nous comparons dans ce paragraphe les résultats obtenus en utilisant les schémas EM
classique (que nous avons appelée EM _4) et a pas de temps locaux que nous appelons
Loc 4. Dans un premier temps nous prenons pour la discrétisation en espace des éléments
d’ordre 4 partout. Les erreurs obtenues sont données dans les tableaux 5.5 et 5.6 et repré-
sentées par les figures 5.8 et 5.9.

Les erreurs obtenues sont quasiment identiques. On peut donc en conclure que le schéma
Loc_ 4 ne pénalise pas la qualité de la solution que I’on peut obtenir avec le schéma EM 4.

Maintenant, nous présentons les résultats obtenus en utilisant le schéma EM 4 et ce-
lui & pas de temps locaux avec des éléments d’ordres différents dans chaque zone (4 pour
la zone grossiére et pour la zone de transition et 2 dans la zone fine) que nous appelons
Loc_42. Les erreurs obtenues sont données dans les tableaux 5.7 et 5.8 et représentées par
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Aty/Aty | T=8s T=80s Aty/Aty | T=8s T=80s
hgy =10.2 32 4.36107° | 3.12107% [ h, = 0.2 64 4381073 | 3.1410*
hg = 0.1 16 1.95107* | 7.7610~* | h, = 0.1 32 1.9610~* | 8.10~*
hg = 0.05 8 1.05107° | 4.85107° | hy, = 0.05 16 1.06107° | 4.92107°
hg = 0.025 4 5.95107" | 3.42107° | h, = 0.025 8 6.1077 | 3.4710°°
TAB. 5.5 — Erreur relative pour un schéma TAB. 5.6 — Erreur relative pour un schéma
Loc_4 (L =0.2 et hy = 1/160). Loc_4 (L =0.1 et hy = 1/320).
10 10
Loc 4 Loc 4
10—37 —EM_4 | 10_37 —En 4 |
10k 0k
10 10
10k w0k
10 10
10 101 10D 10 101 10
h h

Fic. 5.8 — Courbes de convergence pour les FIG. 5.9 — Courbes de convergence pour les
schémas EM_4 et Loc_4 (L = 0.2 et hy = schémas EM_4 et Loc_4 (L = 0.1 et hy =

1/160). 1/320).
Aty /Aty | T=8s T=80s Aty /Aty | T=8s T=80s
hg = 0.2 29 4.32107% | 3.12107% | hy = 0.2 o8 4.381073 | 3.141072
hg = 0.1 15 1.96107* | 5.563107* | hy = 0.1 29 1.93107% | 7.45107%
hg = 0.05 8 9.98107° | 6.6510~* | h, = 0.05 15 1.57107° | 7.65107°
hg = 0.025 4 1.03107* | 7.107* | h, =0.025 8 1.48107° | 9.91107°

TAB. 5.7 — Erreur relative pour un schéma TAB. 5.8 — Erreur relative pour un schéma
Loc_42 (L =0.2 et hy = 1/160). Loc_42 (L =0.1 et hy = 1/320).
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10 10
Loc 42 Loc 42
—EM_4 3 —EM_4
10 3 10 E
10 10
iy iy
10 10
10 10
7 7
10 10
1 a 1
10 10 10 10 10 10
h h

F1aG. 5.10 — Courbes de convergence pour les F1G. 5.11 — Courbes de convergence pour les
schémas EM_4 et Loc_42 (L =0.2 et hy = schémas EM_4 et Loc_42 (L =0.1 et hy =
1/160). 1/320).

les figures 5.10 et 5.11.

Les résultats obtenus avec le schéma Loc 42 sont similaires & ceux obtenus avec un
schéma EM 42 comme l'illustrent les figures 5.5, 5.6, 5.10 et 5.11. Ici encore, on remarque
que pour h, grand, les erreurs obtenues en utilisant EM_4 et Loc_42 sont quasiment
identiques. En raffinant hgy, I'erreur obtenue avec Loc_ 42 est plus élevée et finit méme par
se stabiliser sur une constante. Cette constante diminue et la convergence s’améliore quand
hy diminue. Nous constatons donc que le schéma Loc_42 ne pénalise pas la précision que
I’on peut obtenir en appliquant un schéma EM 4. Le niveau d’erreur est au maximum
de 0.17 ce qui est tout a fait suffisant pour appliquer la RTM dans de bonnes conditions.
Nous pensons donc qu’il serait intéressant d’étendre le schéma Loc 42 a la dimension 2
afin de le tester en imagerie sismique.

5.4 Ordre local en temps

5.4.1 Présentation de la méthode

Nous venons de voir dans la section précédente que I'on gagne en temps de calcul en
utilisant un schéma & pas de temps locaux. Afin d’optimiser encore plus la résolution de
notre probléme initial, nous nous intéressons maintenant & 1'idée d’utiliser des discrétisa-
tions d’ordres différents en temps dans la partie grossiére et dans la partie fine.

Nous proposons de considérer I’équation (5.28), obtenue par une approximation de AZ,
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d’ordre 4 dans la partie grossiére :

d*Z, 72 ~
(r)+A(l —P)Z" — —A(Il — P)AZ" + APZ,(1) =0,
dr? 2
. (5.32)
~ Z.
Z,(0)=2", “(0) =0,
(0) ~2(0)
puis de discrétiser la partie fine par un schéma saute-mouton :
. . . At? 7,
PZ.(t+ At/p) = 2PZ, (1) + PZ(T — At/p) = P— = (1),
p? dt
et la partie grossiére par un schéma équation modifiée d’ordre 4
) ~ ~ At 7,
At d*Z,
I—-P .
+ )12p4 dr? (7)
En additionnant ces deux approximations nous obtenons :
A2 d2Z, At d*Z,

Zn(T—i-At/p) —QZn(T) +Zn(T—At/p) ~ o (1) + (I — )12p4 = (7).

De plus, comme Z, vérifie (5.32), on a

%(7) =—-A(Il-P)Z" + T;A(I — PYAZ" — APZL(T) (5.33)
et
(I —P) d;i” (r) = (I—P)A(I—-P)AZ"

, (5.34)
+ (I - P)AP (A([ —P)Z" - %A(I — P)AZ" + APZH(T)) .

On peut alors en déduire 1'algorithme de résolution suivant :

Algorithme 3.

1. Initialiser Z0 = 2", Wy = —A(I — P)Z", Vi = —APZ,,
Wy = —A(I — P)(Wy + V4) ;

(g)4 (I P)[Wy — AP(W1+ Vi) ;

_ -1 (AL 1
2. caleuler Z,/F = Z2+§ <—) Wi+ Vi) + 5
p

P 24
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3. pour m = 1...p — 1, calculer

1 (mAt\> .
((l)‘/l—Wl—i‘é(mT) WQ—APZ;n/p;

() Va = (I — P)(W, — APVA)
~ . < (m— AL\’ 1 (A
(¢) Z\" VP = oz/v — Z{m Db 4 (?) Vit — (?) Vo s
4. calculer Z"' = — 771 1271

[’algorithme 3 requiert deux multiplications par A(I — P) (étape 1), p multiplications
par AP (étapes 1. et 3. (a)) et p multiplications par (I — P)AP (étapes 2 et 3 (b)). Dans
notre analyse, nous utilisons le schéma Loc (étudié ici sous les formes Loc_ 4 ou Loc_ 42)
comme référence. Ainsi, dans le but d’optimiser les cotits de calcul générés par 'algorithme
3, on vise I'objectif de ne pas dépasser les cofits inhérents & la mise en oeuvre du schéma
Loc. Cela signifie donc qu'une fagon de limiter les cofits de calcul consiste a modifier
I'algorithme pour n’effectuer que deux multiplications par A (I — P) et p multiplications
par AP. Nous pouvons remarquer que les multiplications par (I — P)AP dans la partie fine
proviennent de approximation en temps d’ordre 4 de AZ, dans la partie grossiére. Nous
rappelons que notre objectif est de combiner des ordres différents en temps et en espace
tout en utilisant des pas de temps locaux. Dans la région maillée finement, on pourrait
envisager d’utiliser des approximations d’ordre élevé. Toutefois, dans les applications que
nous considérons, les maillages que nous qualifions de fins sont constitués de mailles trés
petites, ce qui ne justifie pas 'utilisation d’espaces d’éléments finis d’ordre plus grand que
deux. Nous illustrons ce point plus loin par un cas test pour lequel nous renvoyons aux
tableaux 5.11,page 152, 5.12, page 152, 5.15, page 154 et 5.16, page 154 et aux figures 5.22,
page 153, 5.23, page 153, 5.24, page 154 et 5.25, page 154. Parallélement a tout cela, en
utilisant des pas de temps locaux, on perturbe le schéma en temps appliqué dans la partie
fine par des termes de la forme (I — P) AP qui sont d’ordre 4. En conclusion, en tenant
compte de I’analyse que nous venons de faire, nous proposons de supprimer ces termes, ce
qui conduit a 'approximation suivante :

4z,

drt

(I —P)

(r) = (I — P)A(I — P)AZ" (5.35)

et donne 'algorithme :

Algorithme 4.
1. Initialiser Z° = 2", Wy = —A(I — P)Z", V} = —APZ,,,
Wy = —A(I — P)(W, + V1) ;

. o1 (A2 1 /A
2. calculer ZYP = 7° + 5 (?> (W1 + Vi) + 2 (?) (I — P)Wy;
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3. pour m = 1...p — 1, calculer
mAt

1 2 .
(CL) ‘/IIW1+§(T) WQ—APZ;n/p,

p
4. calculer ZM' = —Zn=1 4271

L’algorithme 4 repose sur 'approximation (5.35) qui permet de s’affranchir des p mul-
tiplications par (I — P)AP (étapes 2 et 3 (b)). Son coiit est donc optimisé par rapport a
I’algorithme 3.

Propriété 5.4.1. L’algorithme 4 est équivalent au schéma : pour p > 1

Zn+1 Y AL + Zn—l
At?

+AZ" =0, (5.36)

avec

A= A-— Al—i(f — P)A(I — P)A (5.37)

p
At? At 2 :
—2a,— [PA(I — P)A+ APA] -2 E T BY(AP)2AA  (5.38)
p

p
J=1
\ >1 - . ..
0w les constantes (auy,), <, €t (6}%)$>]‘>1 sont définies par récurrence avec pour conditions
iniliales : o ]
06120, CY2:§ et ﬁ?:ﬁ;n:()

Preuve Pour démontrer la propriété 5.4.1, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1. L'itéré Z"'" defini par récurrence au point 3 (b) de Ualgorithme 4 satisfait la
relation : pour m > 1,

2 2 4 4
Smlp . gn T [AL n M (At _ _ n
zrr— =t (S) Az (1) (- P - paz (539
At\ ! — A\ ¥ :
+ (-) [PA(I — P)A+ APA] Z" + E <—) BI'(AP) 2AAZ"
p p
j=1

m>1

m>i>1 sont définies par récurrence avec pour conditions

ol les constantes (up,),,~, et (5}”)
initiales :

1
a1:O, 06225 et ﬂ?ﬂb:ﬁgﬁbzo
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En prenant m = p, on a

2 2 4 4
S _ P [AL wo DDA N n
zZl = Z 5 (p) AZ +24(p (I — P)A(I — P)AZ

p

4 2j

a, (%) [PA(I — P)A+ APA| Z" + E (%) BU(AP)2AAZ",
j=1

soit A2
~ t
Zy=7"— " A 7"
2
Puis, en utilisant ’étape 4 de I'algorithme 4, on obtient
7t =z 27

soit
Zn+1 _9gn + Zn—l

At?

— A, 7"

Démontrons maintenant le lemme 1.

Preuve du lemme 1 A partir des définitions de Zg, Vi, Wy et Wy de 'étape 1 de algo-
rithme 4, nous obtenons

5 1 /At\? 1 /A\*
ZMr = zn — (—t) AZ™ + — (—t) (I — P)A(I — P)AZ".
2\ p 24 \ p

7P est bien de la forme de (5.39) avec a; = 0 et 81 = 0.
A Détape 2, pour m =1, on a

At

1
Vi=—A(l — P\Z" + -
' ( ) +2(p

2
) A(I — P)AZ™ — APZ}/?P.

En utilisant ’expression de Z%/p et en remarquant que P(I — P) = 0, on obtient

2 2
Vi=—A(I-P)Z"+ % (§> A(I — P)AZ" — APZ" + % (§> APAZ",
p p
soit
1 /At\? 1 /At\?
Vi=—-AZ" + S\ (I — P)A(I — P)AZ" + S\ (PA(I — P)A+ APA) Z™.
p b
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De plus on a

B By 5 At)? 1 /At\*
ZAv =zl _ 70 4 (—) Vi+— (—) (I — PYW,,
P 12\ p

soit

VAL A, (it) AZ"+3 (%) (I=P)A(I-P)AZ"+3 (%) (PA(I — P)YA+ APA)Z

1
qui est de la forme de (5.39) avec g = = et 37 = 33 = 0.

2
Ensuite, comme
2A ~
Vi=Wi+ (—t) Wy — APZ?,
2\ p
At\? AL\
Vi = —AZ"+2 (—) A(I — P)AZ"™ 42 <—) APAZ"
p p
2 (AL\* . At .
- 3| ) APU = P)A(I - P)AZ" - 5 — (APPA(I — P)A+ APAPA) Z",
p p
soit )
At
Vi = —AZ"+2(— | (I-P)A(I - P)AZ"
p
2 4
2 (§> (PA(I — P)A+ APA) Z" — % (§> APAAZ".
p p
Et, comme
. . . A\ IRNAN
Z3v =272/ _ 71/p 4 (—t> Vi+— (—t) (I — P)Ws,
p 12\ p
4
VAGIIE S 2 g azn 4 20 (A (I — PYA(I — P)AZ"
2 8 p
6
<£) (PA(I — P)A+ APA) Z™ — 1 <§> APAAZ"
p 2\p

qui est de la forme de (5.39) avec az3 =3, 3 =35 =0et 05 = —=

Nous faisons alors comme hypothése : pour 1 <[ < m, m > 3 fixé,

N 2/ At\? 4 /A\*
l/p _ n__ [ = n _ | = _ _ n
7 7" =5 (p) AZ"+ o ( p) (I — P)A(I — P)AZ (5.40)
4 i 2j
J
o (ﬁ) PAL = P)A+APA "+ Y (ﬁ) BLAP)I2AAZ"
D P

j=1
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Calculons alors I'expression de Z™ /P défini par la relation de récurrence du 3 (b) de
I’algorithme 4.
On a pour tout 1 <[ < m,

1 [IAt\? .
V1:W1+§(_> WQ—APZL/I)
b

et I’hypothése que :

2 2 2 2
Vi = —AZ"+ ;(g) (I — P)A(I — P)AZ"™ + l2(§> (PA(I — P)A+ APA) Z"
p p
l
4 25
- o (§> APAAZ™ — E <§> BYAP)Y1AAZ".
p —\ P
]:

Par construction, pour 1 <[ < m,

2 4
Zr(ll+1)/p - QZfL/p _ ZT(Zl—l)/p + (%) Vi + 1_12 (%) (I — P)Ws.

On a alors pour tout m > 3 fixé,

Zm e =z~ <m2 - (% +1 (At> AZ"
1 m At .
+ ( + E + 7) (?> (I — P)A(I - P)AZ
At
+ (20m —am1 + 7 [PA(I — P)A+ APA| Z

|
Q

m(ﬁ) APAAZ"™ + E ( ) 20 (AP)Y 2 AAZ"
p

m—1 m

At\ ¥ . At 26+1) 4
- 2N} gl AP)2AAZY — B (APY T AAZ™.
P I P /
j=1 j=1
Ensuite, comme

s  (m—1)2 (m +1)? mt (m-1* 1 m* (m+1)*
2 4y =3 M S A T S L A
mn 5 2 ST o0 12172 24



2
m )
en posant a,,11 = 20y, — Q1 + TR on obtient, pour m > 3 fixé :

) 1)2 ? ‘ !
Zmtfp gn_ (mA DT (AT o (m 1) (AL (I — PYA(I — P)AZ"
2 P 24 D

At\*
+ mir | — ) [PA(I — P)A+ APA| 2"
p

m

A\ 6 2j .
— (f) APAAZ™ + g <§> 20 (AP) 2AAZ"
p
j=1
m—1 m

AL\ % ' 2(j+1) '
- g (—t) ﬁ;"—l(AP)HAAZ”—E (§> BI(APY Y AAZ".
P p
j=1 j=1

Cette expression peut se réécrire

N 1)2 2 1)4 4
(m+1)/p Zn_w(ﬁ) AZner(ﬁ) (I — P)A(I — P)AZ"
2 P 24 D

At\* (AR
+ Qi1 " [PA(I — P)A+ APA] Z" — (o, — 285 + B77") | — | APAAZ"
p
m—1
A\ ) L,
e Y (5) et - ) apytaaz
j=4
A\ Ag 20m+1)
+ (267 - Bn-y) (7) (AP)m—QAAZ"—(?t) B (AP)™*AAZ",

soit, en rappelant que g7 =0 = 33",

i 1?2 [ At)? 4 !
T(Lm+1)/p — Zn_w(_t) AZ"—l—M(g) (I — P)A(I — P)AZ"

2 P 24 P
m+1 '
A\ AT Ly
+ Q1 ? [PA(I — P)A+ APA| Z" + — | BT (AP)TFAAZT
p

j=1

avec

T B =0, B = o — 280 4 B0, ARt =28 - L, At = A
et

gt =287 — gt — g7y, pour 4 < j <m — 1.
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En conclusion, si Z4/? vérifie (5.40) pour tout entier m > [ > 3 avec m fixé, Zim+/p

vérifie aussi (5.40). Comme (5.40) est vérifiee pour m = 1,2, 3, elle est donc vérifiée pour
tout entier m, ce qui achéve la preuve du lemme 1. 1

Propriété 5.4.2. Pour n € IN, on pose

Zn+1 AL Zn+1 _gn
=1A
( At 7 At

[

E™t

) + (A4, Z2" 2. (5.41)

At?
Alors, si les matrices (A — TAAP) et AA, sont positives, En+a définit une énergie

discréte.

Preuve On cherche une condition sous laquelle E™ts > 0.

On a
<AAPZ"+12+ z Zn+12+ Z”> ~ ATF <AAp Z”“A; 2 Z"“A; Z”> _ 411 (A4, Z", 71
n }l (AA,Z™ Z7) + i (AA,Z", Z") + i (AA,Z", Z")
_ }1 (AA,Z"HY ZmHh) + i (AA,Z", Z7)
+ ;1 (AA,Zz™, 2" — zll (AA,Z™, Z7).

En utilisant le lemme :
Lemme 2. La matrice AA, est symétrique pour tout p € IN*.

on obtient que

Zn+1 Zn Zn+1 Zn A 2 Zn+1 _ Zn Zn+1 _ Zn
(AA,Z", Z*) = <AAp i i > _ 2 <AAp >

2 ’ 2 4 At ’ At
soit
1 1 At? gttt gno gntl _ gn
E"tz = = A——AA 42
’ 2 [<( 4 ”) At At > (5.42)
Zn+1 Zn Zn+1 Zn
+ <AAp ; , ; >] .

Comme A et AA, sont des matrices symétriques, E"3 est une forme quadratique symé-
trique qui est positive pour At suffisamment petit. Ainsi, la quantité E™3 est une énergie

t2
si les matrices | A — TAAP et AA, sont positives.

Nous finissons la preuve de la propriété 5.4.2 en démontrant le lemme 2.
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Preuve du lemme 2 Par définition, on a :

AV At?
AA, = A —WA(I—P)A([—P)A—QappTA[PA([—P)A+APA]

p .
At?72 i
— 2§ = BPA(APY 2 A2,
Jj=1

Comme les matrices A et P sont symétriques, il en est de méme pour les matrices A?
et A(I —P)A(I — P)A. Il reste a vérifier que A[PA (I — P) A+ APA] et A(AP)? A2
sont symétriques. On a, pour tout j € IN*,

A[PA(I — P)A+ APA] = APAA — APAPA + AAPA = —APAPA + A(PA+ AP)A.

PA + AP étant symétrique, on en déduit que A[PA (I — P) A+ APA] est symétrique.
De plus, on a pour tout j € IN*,

t (A (AP) AQ) — A2(PAY A
car ‘P = P et donc * [(AP)j] = (PAY et,

A2(PAY A= A (PAY ™' PAA = A2(PAY ™' PA? = A(AP) A%

On en déduit que A (AP)j A? et par conséquent A (AP)j_2 A? sont symétriques ce qui
achéve la preuve du lemme 2. ]

At?
4
définie par (5.41) est conservée par le schéma des pas de temps locauz (5.36) (i.e. associé

a lalgorithme /).

Propriété 5.4.3. Si les matrices AA, et (A — AA, | sont positives, l’énergie Ents

Preuve La preuve de la propriété 5.4.3 est en tout point identique a celle de la propriété
5.3.3 avec
At?

A= A= =(I-P)A(I - P)A

p
At? At?—2 .
—Q%F [PA(I — P)A+ APA] — 2 E = BY(AP)2AA
j=1
]

At?
On en déduit donc que si les matrices AA, et <A — TAA,,) sont positives, le schéma

(5.36) est stable. Maintenant, il serait intéressant d’exprimer la condition suffisante portant
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At?
sur les matrices AA, et (A — TAAP comme une condition du type CFL ou la stabilité

serait assurer par un choix convenable du pas de temps At. Nous n’avons pas réussi a
établir cette condition, le calcul explicite des valeurs propres de AA, et <A — ATFAA;D)
étant difficile a réaliser. Toutefois, dans le paragrapgle suivant, nous présentons une étude
numérique des valeurs propres de AA, et (A — TtAAp) qui va nous conduire a établir

une condition CFL sous forme de conjecture.

5.4.2 Etude numérique de la condition de stabilité

Nous notons respectivement AP"(At) et AP"(At) les valeurs propres minimales de
2

AA, et A— ——AA, que nous allons calculer numériquement sur le cas test suivant. Nous
considérons toujours la configuration 1D définie précédemment et présentons les résultats
obtenus avec des mailles d’ordre 4 dans la zone grossiére et dans la zone transitoire, des
mailles d’ordre 2 dans la zone fine avec h, = 0.05, hy = 1/160 et L = 0.2 et les conclusions
sont les mémes pour les autres choix de paramétres (par exemple hy, = 0.1, hy = 1/320 et
L =0.1) ou en utilisant des mailles d’ordre 4 pour tous les maillages.

Dans ce cas, en considérant la condition CFL du schéma classique EM d’ordre 4, on obtient
numériquement que oy = 0.152 et oy = 0.163. Ainsi, si on utilisait un maillage grossier sur
tout le domaine et un schéma EM d’ordre 4, on aurait pour condition CFL :

At < V3ayh,.

De méme, si on utilisait un maillage fin partout avec un schéma saute-mouton, la condition
CFL serait :

At S Oéfhf.

At?

TAAP> et de
montrer que si At et p sont correctement choisis, elles sont bien positives et en déduire

la stabilité du schéma. Si on se référe a [11], la stabilité est dit optimale si le schéma est
stable sous la condition CFL :

Notre objectif est d’étudier le signe des valeurs propres de AA, et | A —

At < Atopr €t D > Dopt.

\/gaghg

Dans notre cas, Aty = V3agh, et poy = E
ashy

) + 1, ou E désigne la fonction

partie entiére. On vérifie que Aty = 0.0132 et p,, = 13.

A priori, on devrait évaluer \"™ et A\3"™ pour tout couple (At,p) de |0, At o] X [Popt, +00I.
Bien évidemment, nous n’avons pas réalisé ces expériences et nous nous sommes limités a
considérer 500 valeurs de At équiréparties sur l'intervalle |0, 1.1A¢,,] et 4 valeurs de p a
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savoir p = 13,14,15,16 et 17. Ici, nous ne présentons que les résultats pour p = 13, les
conclusions étant similaires pour les autre valeurs de p.

En pratique, la matrice AA, n’est jamais calculée car elle implique de nombreuses mul-
tiplications matrice/matrice, et on préfére utiliser Ialgorithme 4. Remarquons cependant
que cet algorithme peut-étre utilisé pour le calcul de A, en remplagant le vecteur Z™ (de
taille m par exemple) dans tout I'algorithme par la matrice identité m x m. D’aprés le
lemme 1, on obtient alors

- At? At?
Z,}L - Zn - TApZn == [ - TAP,
soit -
27, —21
T TAe

Nous représentons I'évolution de N[ (At) et X3 (At) sur les figures 5.12 et 5.13 pour les
500 valeurs At réguliérement espacées sur 'intervalle |0; 1.1A¢,,]. Les figures 5.14 et 5.15
répresentent un zoom des deux figures précédentes. On remarque que les valeurs propres
minimales oscillent autour de 0. En effet, la matrice A posséde une valeur propre nulle car
nous considérons des conditions périodiques (nous aurions observé le méme phénoméne avec
des conditions de Neumann). Comme les valeurs propres sont calculées numériquement,
cette valeur propre n’est pas exactement égale a 0 et nous ne pouvons pas la distinguer d’'une
éventuelle valeur propre négative. Pour pallier ce probléme, nous avons refait ’expérience
en considérant des conditions de Dirichlet homogénes (i.e. u(0,t) = u(L,t) = 0) au lieu des
conditions périodiques. Les résultats sont présentés sur les figures 5.16 et 5.17. La figure
5.18 est un zoom de la figure 5.16. On remarque alors que A" et AJ"" sont toujours
positives pour At < At,,. Cependant, nous avons dia discrétiser U'intervalle [0; 1.1A% ]
pour effectuer ’expérience et nous ne pouvons donc pas affirmer qu’il n’existe pas de valeurs
propres négatives pour tous les At de cet intervalle. De plus, dans [11], des phénoménes de
résonance (c’est-a-dire de zones étroites oul la valeur propre est négative) ont été observés
pour des pas de temps dans Uintervalle ]0.9A%,,; ; At,y]. Pour préciser ce point, nous
avons refait ’expérience précédente pour 1000 valeurs de At réguliérement espacées dans
Vintervalle ]0.9A%,,; ; Atoy]. Nous présentons les résultats sur les figures 5.19 et 5.20. On
remarque que A" est négative pour 4 valeurs sur les 1000 considérées, ce qui illustre
le phénomeénes de résonance précédemment évoqué. Nous avons donc choisi d’adopter la
solution proposée dans [11], qui consiste & inclure une maille grossiére supplémentaire dans
la partie fine et nous avons recalculé les valeurs de X" pour 1000 valeurs réguliérement,
espacées de l'intervalle |0.9A%,,; ; At,y]. Ces résultats sont présentés sur la figure 5.21 ou
on peut voir que les phénomeénes de résonance ont bien disparu.

Au vu des ces résultats numériques, nous proposons la conjecture suivante :

Conjecture 5.4.4.

— St on inclut deux mailles grossieres dans la partie fine, [’algorithme 4 est stable pour

P> popt €t At €]0; Atop]\ I
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avec Aty = \/gozghg, Popt = E
aghy

de largeur inférieure a At,p/1000.

V3aghy

+1, et I, est une union finie d’intervalles

— 51 on inclut trois mailles grossieres dans la partie fine, ["algorithme 4 est stable pour

b Z popt

%10

0.2 0.4 08 ng 1
almmm

FiG. 5.12 — Evolution de A"(At) dans I'in-
tervalle |0; 1.1At,,;] pour l'expérience avec
des conditions de bord périodiques.

0 0.2 0.4 08 08 1
ﬁl.-"ﬁmm

F1G. 5.14 — Zoom sur I'évolution de A\[""(At)
pour 'expérience avec des conditions de bord
périodiques.
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et At < Atyy.

0 0.2 0.4 08 0.8 1
atmm

FiG. 5.13 — Evolution de A\J"(At) dans I'in-
tervalle |0; 1.1At,,;] pour I'expérience avec
des conditions de bord périodiques.

0 0.2 0.4 08 0.8 1

F1G. 5.15 — Zoom sur I'évolution de A\J""(At)
pour 'expérience avec des conditions de bord
périodiques.
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01542
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01542
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01542

10 : : : : : 0.1542 : : : : :
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‘31mmpt ﬁtmnopt

FIG. 5.16 — Evolution de \P"(At) dans I'in- FicG. 5.17 — Evolution de A" (At) dans I'in-
tervalle ]0; 1.1A¢,,] pour l'expérience avec tervalle |0; 1.1At,,] pour I'expérience avec
des conditions de bord de Dirichlet homo- des conditions de bord de Dirichlet homo-
geénes. genes.

01 T T T T T
0.08f
0.06r
0.041

nozr
-0ozr
-0.041
-0.08r
-0.081

-0 ; ; ; ; ;
0 0.2 0.4 0.8 0.8 1

Fic. 5.18 — Zoom sur I'évolution de A" (At) pour 'expérience avec des conditions de bord
de Dirichlet homogeénes.
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100
01544

Il
—100F 1 015431
—200r

< r<t?)‘1542 r
-300r
-400F b 015411
-500r
0154 - : - :

—600 L L L . 0.9 092 0.94 098 0.98 1

0.8 0.a2 0.64 0.98 0.98 1 At"At

Alh opt
t “opt

F1G. 5.20 — Evolution de A} (At) dans I'in-
tervalle ]0.9At,,; Atoy| pour Pexpérience
avec des conditions de bord de Dirichlet ho-

FiG. 5.19 — Evolution de A" (At) dans I'in-
tervalle ]0.9At,,; Atyy] pour l'expérience
avec des conditions de bord de Dirichlet ho-

X mogenes.
mogenes.
0.0239
0.0238
-
0.0237 ¢
0.0238 - - y y
0.9 0.e2 094 0.98 0.9 1
atfamm

FIG. 5.21 — Evolution de A\P"(At) dans Uintervalle 0.9At,,; ; At,,] pour I'expérience avec
des conditions de bord de Dirichlet homogénes dans le cas ot 'on a inclut une maille
grossiére supplémentaire dans la partie fine.
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5.4.3 Résultats numériques

Nous comparons ici le schéma EM 4 et le schéma combinant des pas de temps locaux
avec ordres différents en temps issu de l'algorithme 3 puis de l'algorithme 4. Dans un
premier temps, nous prenons pour la discrétisation en espace des éléments d’ordre 4 partout.
Les schémas correspondants sont notés Loc_ 4 42a pour I'algorithme 3 et Loc_4 42b pour
I’algorithme 4. Les erreurs obtenues sont données dans les tableaux 5.9, 5.10, 5.11 et 5.12
et représentées par les figures 5.22 et 5.23.

Aty/Aty | T=8s T=80s Aty/Aty | T=8s T=80s
hg = 0.2 56 4.35107% | 3.121072 [ h, = 0.2 111 4.31107% | 3.121072
hg = 0.1 28 1.93107* | 7.3107* | h, = 0.1 56 1.99107* | 8.3741074
hg = 0.05 14 9.83107% | 2.3710° | h, = 0.05 28 5.97107° | 4.2107*
hg = 0.025 7 3.38107° | 2.2107° | h, = 0.025 14 1.16107% | 8.0410~*
TAB. 5.9 — Erreur relative pour un schéma TAB. 5.10 — Erreur relative pour un schéma
Loc_4_42a (L =0.2 et hy = 1/160). Loc_4_42a (L =0.1 et hy = 1/320).
At,/Aty | T=8s T=80s At,/Aty | T=8s T=80s
hg = 0.2 56 4.38107% | 3.14107% | hy = 0.2 111 4.371073 | 3.141072
hy =0.1 28 1.95107* | 7.92107* | h, = 0.1 56 1.96107% | 8.15107*
hg = 0.05 14 1.02107° | 4.3107° | h, = 0.05 28 1.94107° | 1.29510~%
hg = 0.025 7 6.78107" | 2.64107° | hy, = 0.025 14 2.66107° | 1.85107*

TAB. 5.11 — Erreur relative pour un schéma TAB. 5.12 — Erreur relative pour un schéma
Loc_4_42b (L =0.2 et hy = 1/160). Loc_4_42b (L = 0.1 et hy = 1/320).

Nous pouvons remarquer que pour hy = 1/160 et h, petit, erreur des schémas Loc_4_ 42a
et Loc_4 42b n’est plus d’ordre 4. Cela est di au fait que 'erreur que nous faisons dans la
partie d’ordre 2 devient plus grande que celle dans la partie grossieére d’ordre 4. En revanche
pour hy = 1/320 les résultats sont identiques. De plus, nous constatons que 'algorithme 3
est plus performant que I'algorithme 4. En effet, I’algorithme 4 est obtenu a partir du 3 en
négligeant les termes d’ordre 4 en (I — P)AP ce qui ne peut se justifier que si 'on applique
une méthode d’ordre 2 dans la partie fine.

Nous présentons maintenant les résultats obtenus en appliquant le schéma EM 4 et
celui & pas de temps locaux avec des ordres différents en temps et des éléments d’ordres
différents dans chaque zone (4 pour la zone grossiére et pour la zone de transition et 2 dans
la zone fine) en utilisant 'algorithme 3 puis en utilisant I’algorithme 4. Pour simplifier, nous
faisons référence a ces schémas par Loc_ 42 42a et Loc_42 42b. Les erreurs obtenues sont
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—*—Loc_4_42a —*—Loc_4_42a

A ——loc 4 42h 3 ——|oc 4 42h
0 ——EM4 10 ——EML ]
10 10

& &

10 10
10 10

7 7
10 10

1 a 1
10 10 10 10 10 10
h h

F1aG. 5.22 — Courbes de convergence pour les F1G. 5.23 — Courbes de convergence pour les
schémas EM 4, Loc_ 4 42a et Loc_4 42b schémas EM 4, Loc_4 42a et Loc_4 42b
(L=0.2et hy =1/160). (L=0.1et hy =1/320).

données dans les tableaux 5.13, 5.14, 5.15 et 5.16 et représentées par les figures 5.24 et 5.25.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que les algorithmes 3 et 4 donnent des résultats

similaires aussi bien pour hy = 1/160 que pour hy = 1/320. Ceci n’était pas le cas lorsque
I'on prenait des éléments du méme ordre partout (cf. Tab 5.9, Tab. 5.10, Tab. 5.11 et Tab.
5.12). Ici, la suppression des termes d’ordre 4 en (I — P)AP n’a plus d’'influence sur le
résultat puisque on applique une méthode d’ordre 2 dans la partie fine.
Ensuite, nous constatons que les erreurs obtenues sont quasiment identiques a celles ob-
tenues avec le schéma Loc_42 (cf. Tab. 5.7 et Tab. 5.8). Cela signifie que les schémas
Loc_ 42 42aet Loc_42 42b ne pénalisent pas les résultats par rapport au schéma Loc_ 42.
On retrouve une erreur proche de 0.17 ce qui confirme que 'utilisation des schémas
Loc_42 42a et Loc_42 42b est tout a fait envisageable pour améliorer le temps et le
cott de calcul sans dégrader la solution numeérique.

Conclusion : Nous avons vu que dans la situation qui nous intéresse les algorithmes
3 et 4 donnent des résultats comparables. Cependant, 1'algorithme 3 nécessite des multi-
plications supplémentaires et nous ne sommes pas parvenus a démontrer qu’il conservait
une énergie. Nous ne pouvons donc pas étudier la stabilité du schéma Loc 42 42a. Pour
les applications 2D, nous avons donc décidé d’utiliser 'algorithme 4 et donc le schéma
Loc_42 42b.
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At,/At; | T=8s | T—80s At,/At; | T-8s | T-80s
hy = 0.2 50 | 4.321073 [ 3.0810 2 | hy = 0.2 100 | 4.3110°% | 3.0810 2
hg = 0.1 25 | 1.9710 % [ 55110 | hy = 0.1 50 | 1.9210 % | 52110 °
hg = 0.05 13 | 1.0510 %] 6.9810 * | h, = 0.05 25 | 1.0010 %[ 6.9910*
hg = 0.025 7 1.0610* [ 72210 * [ hy = 0.025 | 13 | 1.2710 % | 87310 *

TAB. 5.13 — Erreur relative pour un schéma
Loc_42_42a (L = 0.2 et hy = 1/160).

TAB. 5.14 — Erreur relative pour un schéma
Loc_42_42a (L = 0.1 et hy = 1/320).

Aty/Aty | T=8s T=80s Aty/Aty | T=8s T=80s
hy = 0.2 50 4371073 | 3.13107% | hy = 0.2 100 [ 4.37107°% | 3.141072
hy =0.1 25 1.93107* | 7.3410°* | hy = 0.1 50 1.93107* | 7.6210~*
hy, = 0.05 13 1.63107° | 8.03107° | h, = 0.05 25 2.38107° | 1.521071
h, = 0.025 7 1.56107° [ 1.0410~* | h, = 0.025 13 2.88107° | 1.98101

TAB. 5.15 — Erreur relative pour un schéma TAB. 5.16 — Erreur relative pour un schéma
Loc_42_42b (L =0.2 et hy = 1/160). Loc_42_42b (L =0.1 et hy = 1/320).

—*—loc 42_42a
——|oc 42 42b
——Eh 4 E

—*—|loc 42_42a
——Loc 42 42
——Eh 4 E

Fig. 5.24 — Courbes de convergence
pour les schémas EM 4, Loc 42 42a et
Loc_42_42b (L =0.2 et hy = 1/160).

Fig. 5.25 — Courbes de convergence
pour les schémas EM 4, Loc 42 42a et
Loc_42_42b (L =0.1 et hy = 1/320).
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Annexe A

Mise en oeuvre de la méthode de
Galerkine discontinue

Cette annexe a été rédigée une premiere fois dans le cadre du rapport évolutif du groupe
de doctorants Nwaves. Nous avons choisi de la dupliquer dans ce manuscrit dans I'idée de
proposer au lecteur un document le plus complet possible. On y trouve des informations
sur la mise en oeuvre des éléments finis qui sont tres classiques mais qui permettent aussi
de mesurer la part de mise en oeuvre qu’il a été nécessaire de réaliser dans cette these.

A.1 Définition de ’espace d’approximation V"

A.1.1 Le maillage

Définition A.1.1 Un maillage T}, du domaine §2 est une partition de 2 en L, polyedres
convezes (K;)j=1,1, (des segments en 1D, généralement des triangles ou des rectangles en

2D, des tétraédres ou des hexaédres en 3D), d’intérieur non vide et tels que K; N K,,= (.

Le maillage est dit “conforme” si, de plus, toute face d’un élément est soit la face d’un
autre élément, soit une face portée par le bord (voir Figs A.1 et A.2).

Nous ne considérons ici que des triangles ou des tétraedres et nous supposons que les
fonctions u(x) et p(z) sont constantes par maille. On notera NTj, le nombre d’éléments
du maillage.

De plus, nous notons :

e ['p une partie de la frontiere OS2 sur laquelle on pose des conditions de bords de type
Dirichlet ;

e [, une face interne associée & deux éléments K+ et K~ ie F; =0KTNOK ™ ;

e F; 'ensemble des faces internes;
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e [}, une face frontiere i.e F, = 0K NN ;

e F, 'ensemble des faces frontieres ;

e n* les vecteurs normaux & K, orientés vers Uextérieur de K+
e v les traces d’'une fonction v sur K= ;

e la fonction v qui pénalise les sauts de uy, et vy, sur les faces (ou arétes) de 7. Elle est
définie sur chaque F' € F, = F; U F, par :

L —1
7|F = O Cmagx hmm

ol « est un parametre positif indépendant du maillage et du coefficient c¢,,,, défini
pour x € I, par :

max (cjx+ (2),qx- (z)) , FeF, F=0K"NoK~
Cmax\F (x> =
o () , FeF, F=0KnNo
La fonction h,,;, est définie par :
min (hK+,hK—) , FelF, F= OKTNOK~
hmin\F
hx , F € Fy, F =0K nNoA.

ol hx est le diametre de K.

: s . 1
Notons aussi que pour assurer la coercivité de =, il faut que a > §p (p+1).

Nous définissons alors le saut et la moyenne de v pour x € F; par :
[l =vtn® +vn™ et {{v}}:= (v +0v7)/2.

Pour z € Fy, on note [[v] := vn et {{v}} := v, ol n désigne le vecteur normal a Fy,.

De la méme facon, nous définissons le saut et la moyenne d’un vecteur q par :
olla] :=a"-n"+q n" et {af}:=(a"+a7)/2 pow z€F;
e(q]:=a-n e {q}}:=q pour ze€F,.

Pour chaque élément K, nous définissons :
e )\, le diametre maximum des sphéres (ou cercle en 2D) contenues dans K.
Nous notons h = m}%n hk le diametre du plus petit élément du maillage. Nous supposons

de plus qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que :
hr

Vh,VK € T,, — < 0.
K

Cette derniere condition nous impose de choisir des éléments qui ne sont pas trop aplatis.
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Nous appelons élément de référence K le segment [0, 1] en 1D, le triangle de sommet
51(0 0), S5(1,0), S5(0,1) en 2D ou le tétraddre de sommet Sy (0,0, 0) S5(1,0,0), S5(0, 1,0),
54(0 0,1). 1l existe, pour tout élément K, une fonction affine F qui transforme K en
I’élément K :

een 1D :
FK(SIAZ) =+ (Z’Q — Z‘l)i' )
e en 2D :
A i To — X1 X3 — XTq T
FK(xay): + . ;
Y1 Y2—Y1 Y3 — W Y
ecn 3D :
T Tog —T1 X3 — X1 T4 — X7 T
Fr(2,9,2) = | » Yo=Y Ys—Y1 Ya— W Y
21 29 — 21 23 — 21 24 — 21 z

ou x;, y;, z; sont les coordonnées du sommet S; de I'élément K (cf. Figs A.3, A.4 et A.5).
Cette application peut s’écrire sous forme matricielle

Fr(&) = Agd + by

et son jacobien vérifie :

JFK :AK et

VZ V7

Fi1G. A.2 — Un maillage non conforme.

| Jrie| = [ det(Ax)]

Fic. A.1 — Un maillage conforme.

Il nous reste encore a déterminer les degrés de liberté du maillage pour les éléments finis
de Galerkine discontinus Pj. Nous définissons d’abord les degrés de liberté sur 1’élément
de référence qui correspondent a ceux des éléments finis de Lagrange P :
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S1

y 52
S 53
r K X2 3 Fy
Fg
K
0 f 17 S Sy b
Fi1a. A.3 — Le segment de référence. Fi1G. A4 — Le triangle de référence.

S5

3, S, &

Fi1Gc. A.5 — Le tétraedre de référence.
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e en dimension 1, les degrés de liberté de ’élément fini de Lagrange P sont les points de

coordonnées .
7/ —
k
e en dimension 2, les degrés de liberté de ’élément fini de Lagrange P sont les points de
coordonnées
,—1 5—1
(:,9) = <Z : ‘77) Cdidy <L ag= Lk

e en dimension 3, les degrés de liberté de ’élément fini de Lagrange P sont les points de
coordonnées

i—1 j—11-1
(f;i,g;j,zl)z( - ,]k — ) B+ <1, dgl=1Jk+1.

On note N, d e nombre de degrés de liberté de K en dimension d.

Py Py P P B P Py Py Py
Fic. A6 — P;. Fig. A7 - P,. Fic. A.8 — P;.

~ A~ ~

P P, P P P
FiG. A.9*P1. FiaG. AlO*PQ

Les degrés de liberté de I'élément K sont alors les images par Fj des degrés de liberté
de K. Nous notons N P, le nombre de degrés de liberté associés au maillage 7.

Pour la prise en compte des termes de saut et des conditions aux bords, nous avons
également besoin de connaitre les faces (ou les arétes). L’ensemble des faces est noté Fy,, et
pour chaque face F' de F, il existe une fonction affine GE transformant la face de référence
F (en 2D le segment [0, 1], en 3D le triangle S;55553) en la face F de ’élément K :
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Py

Py
Fic. A.12 - P. Fic. A.13 - B;.
e en 2D : _
G =| |+ ] 2
| Y1 Y2 — U1
e en 3D :

X1 To —T1 T3 — X1

>

|

ou x;,;, z; sont les coordonnées du sommet S; de la face F. Nous notons de plus NF}, le
nombre de faces de Fy, NPT le nombre de degrés de liberté par face et NFX le nombre
de faces par élément. Par ailleurs, nous notons N B), le nombre de faces appartenant a la
frontiere absorbante I'y,.

GE@E )= v |+]| v2—u w—wn [

21 2 —Z21 R3— X1

<>

En pratique, un maillage est caractérisé par (au moins) quatre données :

1. les coordonnées des sommets et des degrés de liberté de tous les éléments. Dans le
cas des éléments finis P, la connaissance des coordonnées des sommets est suffisante
puisque nous pouvons déterminer les coordonnées des degrés de liberté a partir de la
fonction Fi et des coordonnées des degrés de liberté sur 'élément de référence K ;

2. la connectique de chaque élément, c’est-a-dire le numéro des sommets et des degrés
de liberté appartenant a 1'élément. Nous noterons lgx; la fonction qui permet de
déterminer la numérotation globale du i-eme degré de liberté de I'élément K ;

3. la connectique de chaque face, c’est-a-dire le numéro des sommets et des degrés
de liberté appartenant a la face. Nous noterons lgfx r; la fonction qui permet de
déterminer la numérotation globale du i-eme degré de liberté de la face F' de I’élément

K et lgfnk,,,, i la fonction qui permet de déterminer la numérotation globale du
i-eme degré de liberté de la face F' de 'élément voisin Kpcigh ;

4. les faces appartenant au bord du domaine, leur connectique et le type de condition
de bord. Pour les faces de I'ys, nous noterons flabsk p la fonction qui permet de
retrouver le numéro local de la face F' dans I’élément K.
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A.1.2 Construction de ’espace V"

Nous allons maintenant construire une base de I’espace V". Remarquons tout d’abord
que les fonctions de V" sont discontinues sur 2. Comme nous utilisons des éléments finis
P* nous cherchons donc des fonctions polynomiales de degré k par élément :

VI = {v, € L*(Q), vy € PM(K), VK €T,}.

Notons que les fonctions de V" sont localement H'(Q) et globalement L*((2).
Une base de cet espace est donnée par les fonctions (¢;);=1,np, qui vérifient

¢ € P¥(K), VK € Ty, Vi = 1..NP,.

Cet espace est donc de dimension NP, et toute fonction vy, de V" vérifie

NPy,

vp(z) = Z vn(Pi)di(),

ce qui montre que les composantes de v, dans cette base coincident avec ses degrés de
liberté.

Fic. A.14 — La fonction ¢; et son support.

Remarquons que le support de la fonction ¢; est uniquement constitué des éléments
contenant le point P; (cf. Fig A.14, dans le cas P!, en dimension 2). Autrement dit, les
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seules fonctions de base non nulles sur un élément K sont les fonctions associées aux
degrés de liberté de I'élément K. Cette propriété nous permet de définir les fonctions de
base élément par élément a partir de fonctions de base éf définies sur 1’élément de référence
K. Les fonctions de base (;Aﬁf sont définies par :

d;;i([f)j) =05, Vi,j = 1..]\7,‘5

¢l e P*(K), Vi = 1..N{.

En 1D, les fonctions de base P! sont données par (cf. Fig. A.15) :
@) = 12
() = &,
les fonctions de base P? sont données par (cf. Fig. A.16) :
o) = 20-0) (5-2)
od(z) = 22 (x — %)
(@) = 4a(1-2)

et les fonctions de base P? sont données par (cf. Fig. A.17) :

@9 = 1—-2—19)
5(&,9) = @
g(*@?)) = ga
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o oo o T %

- i ~_ 7~

Fic. A.15 - P. Fic. A.16 - P. Fic. A.17 — Ps.

les fonctions de base P? sont données par :

N . . 1 . .
oi(2.9) = 2(1—-2—7) (5—95—9) Gl(2,9) = 481 -3 —9)

A ) . 1 L B
03(2,9) = 22 (x_ 5) U&,9) = 4dg
#(2,9) = 29 (1}— %) 6@ = 49(1—-2—9)

et les fonctions de base P? sont données par :

A 9 1 2

d/~ ~ — 21—s—0 Y Y S o 21 (.
¢1<x7y> 2( z y) (3 € y) <3 T y) ¢g($yy) — ?xy T —

~ 9 1 2

dia oy — Zafla 2\ [s_Z2 S 21 (.
%(&9) = 3% ("T 3) (“T 3) WEg) = g (y—

~ 9 1 2

N L4 N 21 (. 1
¢5(2,9) 59 (y 3) (y 3> U(3,9) = 5 <y_§

- 27 2

dim o\ _ sl—a—(2_4s_3 N 27

94(2,9) o t(1-2-9) (3 z ZJ) dz,9) = 5

Yo 21 (. 1 L s dfa n n AN
¢5(2,9) = ST\t 3 (1-2-19) ol 9) = 272y (1—2—7).

En 3D, les fonctions de base P! sont données par :

(8,5,2) = (1—&—§—2)
5(&,9,2) = &
b9(5,9.2) = 9
(9.2 = 2
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les fonctions de base P? sont données par :

o2, 7, 2)

DN
—~
—_

|

DO

=

[N}
<>

[\)
N>
N NN

=>
|

N

Q>

=

D= N = hof

\—/\/\_/ NaJ¥

Q>

VR

—_

\&}

=>

|
>
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et les fonctions de base P? sont données par :

ol(2, 7, 2)

G2, 9, 2)

(i

9 (1

o (=35) (
9 [ 1\ /.
e
9 (. 1\ /.
e
27§3(1—x—g]—

N>
N~—

=
—~
—_
|
>
|

=>
<<
/N
=
|
Wl Wl
N—— @,

=>
<<
/N
<
|

e R N e e e

g(l—2—9—
JU-5—g-
S(1—d—j—
51— d—g—
=(2-3)
TZ |\ — —

3
/1
xrz Z — =

3

27 /1
297 \Y 73
27 [ 1
2 Y 3

<>
|
Wl N

SN—"

|

2
N
WIN Wl ol o

|

=>

|

<>

|

N>
~~
7 N

&
o~ —~—

Wl Do
|
=>
|
N
|
Q>
N———

>

|
Wl =
N—

N>
~—

NN N N
|

Wl =

~

>
S~—

Q>
SN—
WIN Wi
|
=
|
<
|
Q>
N————

|
=
|
Nacb
|
>
N———

Q>
~—

Q>
|
Wl
N——



Les fonctions de base globales ¢; sont alors définies a ’aide des fonctions F par :

¢i|K:<ﬁ‘joF]}1, avec j tel que ¢ = lg; g, si e K

¢ixk =0 si P ¢ K

A.2 Mise en oeuvre de la méthode de Galerkine dis-
continue

A.2.1 Calcul de la matrice M

Intéressons-nous d’abord au calcul de la matrice M, diagonale par blocs, de coefficient

Mi; :/Qi(biqu = Z MLK/K@@'-

KeTy,

La premiere idée pour calculer cette matrice est, pour 7 et j fixés, de parcourir I’ensemble
des éléments de 7, :

Algorithme 1

e pouri=1,NP,
e pour j =1, NP,
e M(i,j)=0
e pourl =1, NT,
o 51 P, € K et P; € K; alors
o« Mlij)=— [ 60,

ILLKL Kl
o finsi
e finpour
e finpour

e finpour

Cet algorithme présente plusieurs inconvénients :
1. il faut parcourir trois boucles de grande taille : NP, x NP, x NT},;

2. il faut a chaque fois savoir si les degrés de liberté P; et P; appartiennent a Kj;

1
3. le calcul de — ¢;¢; n'est pas simple a implémenter.
/"LKZ Kl
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Remarquons tout d’abord que si F; et P; appartiennent a 1’élément K, alors il existe
deux degrés de liberté Pr et P; sur I’élément de référence K tels que lgi; =1, lgk,; = j et

1 1 A oA _ 1 NN 1 A
— | ¢i9; = —/ ¢fo Fit ¢%o Fil = —/ | det Jp, 9705 = ‘detAK‘_/ Pl
MK JK br JK br JK

br JKk
1 .
Le calcul de — [ ¢;¢; se déduit donc simplement du calcul de la matrice M de terme
KK JK
général M” = [ gzgfggf et nous utilisons ’algorithme de calcul suivant :
K

Algorithme 2

!l bloc 1
® pouri = 1..Ng
® pour j = 1..Ng
o Miinj) = [ 6
e finpour
e finpour
e M=0
'l bloc 2

e pourl=1..NT),
o Calcul de | det Ak, |

o Calcul de res = |det Ag,| x b
HEK,
e pour I = 1..]%1
e pour J = 1..Ng
o i=1g(l,I), 5=1g(l,J)
o M(i,j) =res x M(I,.J)
e finpour
e finpour
e finpour

Ce nouvel algorithme a plusieurs avantages :

1. il suffit de calculer les intégrales une fois sur I’élément de référence : N;l X Nz‘f
itérations (bloc 1);

2. on ne parcourt que les degrés de liberté nécessaires au calcul de M, il n'y a que
NT, x N¥ x N itérations (bloc 2);

3. on déduit facilement la numérotation globale a partir de la numérotation locale grace
a la fonction lg.
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A.2.2 Calcul de la matrice K

Comme pour le calcul de M, nous décomposons l'intégrale sur €2 en une somme
d’intégrales sur les éléments auxquelles on rajoute les sauts et les flux a travers les faces
(ou arétes) des éléments :

o 5 o [ [

FieFs p

F§/ -t -, 2 [ e} o
-y / {ovol} ol

FbéfbﬁFD

. /wﬂ@ o1+ [wclol - 16,19,
Fbe}—bﬁFDF F]:lF

Pour le calcul de / Vo, - Vo, = / V¢! Vé;, nous utilisons & nouveau le fait que, si

P; et P; appartiennent a I’élément K, alors
¢i|K:¢IOFK et ¢j\K:¢§C}OFl¥1
avec I et J tels que lgx; =i et lgx,; = j. Nous en déduisons les relations
Voix = Jr Vi o Fel et Vo = J5 Vg5 o Fi!
puis,
1 1 .
V610 = - [ (ARVHR Ao = det Axl-— [ Vo AT AV,

PK PK JK

Contrairement a ce nous avions obtenu pour le calcul de M, I'intégrale sur ’élément
de référence dépend de I'élément K & cause de la matrice A" Ax'. Cependant, en posant
CK = A T ALY on vérifie facilement que, en dimension 3 par exemple,

o R id Ad 7d o 0d 7d o 0d 7d o 0d 7d 5 7d

YWor ox L2\ ox oy Jy Ox Jx 0z 0z Ox

03 038 001004 981003\ | -k 904005
oy dy dy 0z 0z Oy 230z 0z

K
02 2 02,3

et on obtient un résultat similaire en dimension 2. On a alors

rye L K [ 09109 K/ 061065 06 06
/ngi Vo = pK’detAK‘ Ci ik Or Ox TG Or Oy * Jy Ox

0405 e (a&? 00} , 091 8&55‘5) Lok (aazﬁ 00y , 09 a&z) 4o 09 aw]

K
+C5% » Oy Oy or 0z @ 0z Ox dy 9z = 0z Oy 3392 0z
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Le premier terme de la matrice K peut donc étre calculé a partir des six matrices locales
Koz Koy, Kazy Kyy, Kyz et K. de termes généraux respectifs

/aﬂaﬂ / (aé?a<z3§+aé?a<z3§) / (%;laéhaq%aé%) /%%z
kO Ox Jp\Ox Oy Oy Ox | Jp\ Ox 0z 0z Ox | Jiz Oy Oy’
/ (aés? 00y , 9% aq&%) o [ 00106
+\ Oy 0z 0z Oy i 0z 0z

K

Pour le calcul des intégrales sur les faces (ou arétes), si P; et P; appartiennent a la face
F,
~g —1 N —1
Gip =07 Lo GE et dyp =95 0GRy

avec I et J tels que lgfx rr=1et lgfkrs=7. On a alors

[ o= [@dnec

De plus, rappelons que pour une face,

/foG§1:/|\VG§|yf:2aK,F/f ot /f:zaK,F/foGg,
F F F F F

ou ak, p est I'aire de la face F' de I'élément K.
Pour une aréte, on a

/fo651=/||v05||f=hK,F/f et /f:hK,F/foG;f,
F F F F F

ou hk p est la longueur de I'aréte F' de 1'élément K.

Pour le calcul des intégrales combinant le saut et la moyenne,

e, N O BRI | G O T T TP T ST
F/ o {{ v}y + / o {{--valt = 5o / (6 V) + 61 Vo,
+ ¢;ngp Vo +énp Vo +¢ng - Vo
+ éing Vo +éing - Vor +éing V).

Cependant, il faut faire attention de ne pas calculer ces intégrales deux fois, une fois
lorsque 'on est dans K et une fois lorsque I'on est dans K. C’est pour cela que I'on ne
calcule que quatre contributions quand on est sur une face de élément K, les autres étant
calculées dans K. Ainsi, pour chaque face de I’élément K, on calcule tout d’abord :

/ 6k - Vo + ¢tnb - Vor]

F
Ensuite, pour des raisons de facilité d’implémentation, on choisit de calculer :

[omz-vor =~ [opmz-vor e [ommp-ves =~ [omz-vor
/

F F F

169



Il faut aussi noter que la derniere intégrale est affectée a I’élément K~ toujours pour des
raisons d’implémentation. La quatriétme contribution dans K est en fait calculée lors du
calcul dans K.

Pour les faces appartenant a la frontiere I'p, il n’y a pas de voisin et donc, seules les deux
premieres contributions sont calculées.

Ainsi, il vient que :

/ ¢int Vol = / o7 o (J;lvésjd oFI}1>T

) = aA_ n /( ! GK ' Gﬁf) <V(§jdoFKloG§)T1
- it [ (vt o)

Les autres termes sont calculés de fagon similaire.

Pour le calcul des intégrales avec le saut, on a

/ v ] - [95] = & / [pint - ofng +ofnk - ding 4+ ¢y np - ofnf +o;n™ - ¢ ngl.

F F

Pour les mémes raisons que pour les intégrales avec la moyenne, on ne calcule que deux
contributions (dont une est affectée & K ) lorsque I'on est sur une face de K. On choisit :

/gbfn} . gbjnJFr et /qﬁfn}? “Qinp = —/qﬁjnF Qi np.
F F F

Pour les faces appartenant a la frontiere I'p, seule la premiere contribution est calculée.

On a alors :

T
+ + + + _ /\_,’_dfl + K71 /\_;'_dfl + K71
/¢inF'¢j”F = /(1 nF)OGF 1 np)oGp
F

F

= aan¢+d 1< + 1>T.1

len 3D, a =2ag r et en 2D, a = hg p
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Le premier terme de la matrice K est obtenu en appliquant 1'algorithme de calcul :

Algorithme 3

® pour i = 1..N1§l
® pour j = 1..Ng

. ¢ 01
L ICa:a:(Zaj) = & o 8—;

o (0ddod
IC:Cy(Zh])_/f( <ax 8y +

001 061
Oy Ox

. ¢ 0
Koy, j) = / —

o[ (0dod
Ke:i 5) = /K (8:1: 0z +

061 09
0z Ox

o 0 0
o K.-(i,]) /K 5y Ba
e finpour
e finpour
e £L=0
e pourl=1.NT,
o Calcul de |det Ag,| et C*

1
o Calcul de res = — | det A, |
PK,

e pour I = 1..]%1

e pour J = 1..]\7;1

S O o
,Cyz(27j>_/k<ay az +

04 06§
0z 0Oy

o K(i,7) = K(i,§) + res x CK1(1,1)K,o (1, J)
o K(i,j) = K(i,§) + res x CK1(1,2)Kay (I, J)
o K(i,5) = K(i,§) + res x CK1(1,3)K,.(I, )
o K(i,7) = K(i,j) + res x CK1(2, 2)l€yy(1', J)
o K(i,5) = K(i,j) + res x C51(2,3)Kyz(I, J)
o K(i,j) = K(i,§) +res x C51(3,3)K..(I, )



e finpour
e finpour
e finpour
Pour les quatres termes suivants qui ne sont définis que sur les faces (ou arétes) des

éléments, ’algorithme s’écrit :

Algorithme 4

e pour F'= 1.NFX
® pour j = 1..Ng
o pouri = 1..N1‘f—1
o Kualid) = [ 37 (vétoGF)
e finpour '
e finpour
e finpour
e pourl=1..NTj
o Calcul de AI_(ZT
e pour F' = 1.NFX
e Calcul de n = normale(l, F') et de a

-
nAg,

o Calcul de res =
PK,

e si il y a un voisin alors
o Calcul du numéro du voisin : Ineigh
e Calcul du numéro de la face correspondante sur Ineigh : Fyeign
e pour I = 1..]%1
o pour J = 1..Ng_1

o i=Ilg(l,1), j=1gf(I,F,J)
o K(i,j) = K(i,j) +res x Kfj, (1,.])
o K(j,i) = K(i, j) +res x Kfj (1, J)
o j =lgfn(ineigh, Fyeign, J)
o K(i.j) = K(i.j) = res x Kfy,(I.])
o K(jii) = K(i,j) = res x Kfi,a(, )

e finpour
e finpour
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e sinon, st ' el'p
e pour I = 1..Ng
o pour J = 1..N;l_1
o i=1lg(l,I), j=1gf(l,F,J)
o K(i,j) = K(i,7) + res X I@?lux(f, J)
o K(j,i) = K(i,j) +res x Kf,. (I, J)
e finpour
e finpour
o finsi
e finpour

e finpour
Pour finir, 'algorithme de calcul pour les deux derniers termes de la matrice I est :

Algorithme 5

® pour i = 1..Ng_1

® pour j = 1..Ng_1
o Kunaliy) = [ 601387
F

e finpour
e finpour
e pourl=1..NTj
e Calcul de v,
e pour F' = 1.NFK
e Calcul de a
o Calcul de res = avyg,
e si il y a un voisin alors
o Calcul du numéro du voisin : Ineigh
e Calcul du numéro de la face correspondante sur Ineigh : Feigh
e pour [ = 1..Ng*1
o pour J = 1..Ng_1
o i=Ilgf(l,F,I),j=1gf(l,F,J)
o K(i,7) = K(i,§) + res X Koaue (I, J)
o j =lgfn(ineigh, Fyeign, J)
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o K(i,j) = K(i,§) — res X Keaut(I, J)
e finpour
e finpour
e sinon, st F €T'p
e pour [ = 1..N[‘f*1
e pour J = 1..]\7;1_1
e i=Ilgf(l,F,I),7=1gf(l,F,J)
o K(i,5) = K(i,§) 4 res x Ksqur(I,J)
e finpour
e finpour
o finsi
e finpour

e finpour

A.2.3 Calcul de la matrice B

Les coefficients de la matrice B sont donnés par :

1 1
By= [ ——gi0; = / bid;.
Ll N AL FEF:WF g

Comme dans le calcul de la matrice IC,
1 / 1 2d—17d-1
b0y =a—r [ 311
VHFEPF JF ’ VHEPF JE r

avec a = 2ak,p en 3D et a = hg p en 2D.
Nous utilisons ’algorithme de calcul suivant :

Algorithme 6
® pouri = 1..Ng*1
® pour j = 1..Ng_1
o Blg) = [ oo
P

e finpour

e finpour
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e B=0

e pour F'=1..NDBy

(K, Floc) = flabs(F)
Calcul de a

Calcul de res =

a
N
pour I = 1..Ng_1
e pour J = 1..NI§1_1
o i =19f(K, Fioe, 1), j = 1gf(K, Floe, J)
o B(i,j) = B(i,j) +res x B(I,J)
e finpour

finpour

o finsi
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