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iiiPréfae
Ce manusrit est onstitué de deux parties. Dans la première partie onexpose les faits théoriques et observationnels qui établissent le modèle osmo-logique standard, dit modèle ΛCDM, après avoir développé quelques étapeshistoriques qui y menèrent. On détaille les diverses sondes osmologiques et lesproblèmes liés à la détermination de la nature de la omposante inonnue, dite`énergie noire'. On passe ensuite, dans la deuxième partie, au sujet de mon travailde thèse, à savoir l'extration des paramètres osmologiques et des propriétes del'énergie noire. On y trouve l'ensemble des résultats que j'ai pu obtenir à proposdes questions onernant :1. les risques d'introdution de biais ausés par l'utilisation d'une approhepurement inématique à l'étude de la osmologie,2. la validité du paramétrage de l'équation d'état de l'énergie noire de Che-vallier, Polarski, et Linder, et3. les e�ets d'une évolution en redshift de la magnitude apparente des Su-pernovae de type Ia.Les résultats 2. et 3. ont aussi été publiés sous les référenes Linden & Virey(2008), Phys. Rev. D, 78, 023526, et Linden et al. (2009), A&A, 506, 1095-1105,respetivement.J'ai pu e�etuer mon travail sous la diretion de Jean-Mar Virey à qui j'adressemes remeriements les plus haleureux. Mon travail et mon séjour à Marseilleont été �nanés par des bourses de reherhe de la `Gottlieb Daimler- und KarlBenz-Stiftung', de l'o�e allemand d'éhanges universitaires (DAAD), et de la`Dr. Jost-Henkel-Stiftung'.





vNotes1. A propos des indies et de la onvention de sommation : Les indiesgres {α, β, γ, · · · } prennent les valeurs {0, 1, 2, 3}. Ii, `0' designe la oordon-née temporelle x0, et `1, 2, 3' désignent les trois oordonnées spatiales x1, x2, x3.Quand néessaire, le triplet {
x 1, x2, x3

} sera désigné par le triveteur position,
~r, et nous aurons ~v := ~̇r le triveteur de vitesse. Nous allons aussi nous servirdu veteur position unitaire ~n := ~r/|~r|.On utilise la onvention de sommation d'Einstein, 'est à dire que l'on sommerasur toutes les paires d'indies sans que le symbole de sommation, ∑, n'appa-raisse expliitement. Soit par exemple :� Pµρ

µσ =
3∑

µ=0
Pµρ

µσ,� aii =
3∑

i=1
aii.Les indies latins {a, b, c, . . . , i, j, k, . . . } prennent des valeurs selon le ontexteoù ils apparaissent. Aussi :� {̇} désigne la dérivée de {} par rapport au temps propre τ

(
= x0/c

),� {}······ ,µ désigne la dérivée partielle de {}······ par rapport à xµ, et� {}······;µ désigne la dérivée ovariante de {}······ par rapport à xµ.2. Notations partiulières : Nous emploierons les notations suivantes :� ≡ exprime une identité,� := exprime une dé�nition, et� !
= exprime une égalité imposée (une ondition).3. A propos des �gures : La plupart des �gures ont été dessinées ave ORI-GINPRO 8 © et MATHEMATICA ©, sauf ertaines �gures extraites diretementd'artiles, et les Figures 1.4, 2.4, 2.5 (droite), 2.7 et 2.8, qui ont été dessinéesave SMARTDRAW 2008 © et/ou GIMP ©.4. Suivant un bel usage je présente l'année où j'ai �ni e manusrit de façonryptée. 21. Le quatrain sur la première page est attribué au élèbre mathématiien et poète perseOmar Khayyâm († 1132). Monteil (2004, p. 78) en donne la tradution suivante : �Heureuxelui qui sais rester un homme libre, et sait se ontenter des simples dons de Dieu, qui retienthaque jour son sou�e peu à peu : boire et aimer sans frein, n'est-e pas, ela, vivre ?�2. Lire aussi le vers qui suit l'annexe.
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Première partieCosmologie

1





This is all the heaven we've got,right here where we are. 1





Chapitre 1Brève histoire de la osmologie
Depuis que le premier des hommes y eût posé son regard, les beautés in-ouïes du iel ontinuent à fasiner l'observateur terrestre. Alors que tous lesphénomènes onstituant son environnement diret, sur terre, furent dès le dé-but de son parours de l'histoire à la portée de ses sens et de sa manipulation,les espaes in�niment lointains du iel, remplis d'objets mystérieux de toutessortes, du puissant soleil à la lune hangeante, passant par les planètes et lesétoiles �lantes, jusqu'aux étoiles les plus brillantes et à ette bande brumeuserépandue sur l'intégralité du iel ; es espaes éternels et divins devaient pourl'homme rester un mystère inompréhensible. Or, le iel était le lieu de proje-tions spirituelles et ommença ensuite à être peuplé des Dieux les plus puissantsdes ultures aniennes.1.1 La démysti�ation du MondeOn ne s'étonne guère de trouver des desriptions du iel et de ses ateurs,i.e. le soleil, la lune, et les étoiles, parmi les tous premiers douments érits et÷uvres d'artisanat. Il est inutile de vouloir faire le réit des observations é-lestes de toutes les ultures aniennes, on se ontentera ii de montrer le fameux`disque éleste de Nebra', Figure 1.1, qui suivant Maraszek (2009) représentele plus anien doument onret des observations du iel jamais retrouvé, da-tant d'environ 1600 avant l'ère de Jésus-Christ. Le disque montre un mélanged'observations astronomiques (à savoir la pleine lune, la nouvelle lune, les équi-noxes et les pléiades), et d'éléments artistiques (étoiles) et mythiques (le bateaude soleil) (f. Maraszek 2009). L'invention de l'ériture par l'homme marqua la�n de l'époque où toute transmission de onnaissane et d'histoire devait faireappel à la transmission orale qui était soumise à des manipulations introduitesinonsiemment (ou bien onsiemment) par les narrateurs. 2 Vinrent ensuite,1. Our Shangri-La, Knop�er (2004).2. On va pourtant s'aperevoir dans la suite de l'histoire que même ainsi les manipulationsne sont point exlues. On évoque ii le dogme de l'univers stritement statique, invariable etéternel au-delà de la sphère de la lune, promu pendant des sièles par l'église hrétienne duMoyen Age (f. Drewermann (2002) pour les relations de l'église hrétienne ave la osmologie,5
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Figure 1.1: Photographie du disque éleste de Nebra, trouvé à Nebra en Saxe-Anhalt(Allemagne).en Mésopotamie au deuxième millénaire avant Jésus-Christ, les débuts d'uneobservation du iel plus préise et une roissane umulée du savoir. C'est àette époque là que l'astronomie fut la première `siene' à être exerée à unniveau onsidérablemt rigoureux (f. par exemple Lindberg 1992).L'émergene d'une observation plus arue du iel et la déouverte des régulari-tés et du `bien orhestré', et pas seulement des mouvements dans le iel mais detous phénomènes naturels (tels que la hute libre), permirent aux aniens gresde pousser en avant le onept du `osmos', e qui en gre indique le `bon ordre'ou `l'ordre de l'univers' (Robert 2009). C'est ii, dans le onept d'`ordre', quese trouve le grand ontraste ave les pereptions du monde de l'ère mystique, oùle déroulement des hoses et la survie de l'homme étaient à part entière soumisà la volonté des Dieux, dont les humeurs étaient supposées in�uençables par desates de bonne volonté de l'homme, mais restèrent par dé�nition imprévisibleset arbritaires. C'est don le plus grand des suès des premiers savants de notreulture d'avoir tiré l'homme de ette inonsiene de soi-même, et de lui avoirdémontré sa apaité à prendre son destin entre ses propres mains. Le haoset l'anarhie des Dieux de l'ère mystique furent remplaé par un regard surle monde qui soulignait la ompréhensibilité des hoses. Cette ompréhensionpouvait notamment s'e�etuer grâe à la pensée, mais surtout par des étudesmétiuleuses du déroulement des phénomènes, a�n d'en extraire les règles aux-quelles es derniers sont soumis. A titre d'exemple, itons la prédition parThales de Milet d'une élipse en l'an 585 avant Jésus-Christ, qui est devenulégendaire grâe à et exploit exeptionnel qui fut vite onnu (à l'époque) dansle monde entier, selon Lindberg (1992). La prévisibilité montrait avant tout quele destin même du si puissant soleil, signe de fore divine, est soumis aux réglesnon négoiables du `bon-ordre' de l'univers, et qui plus est, peut être omprispar l'homme.Il faut ii exprimer des doutes sur la apaité de Thales à prédire une élipseave les moyens d'observations réduits dont il disposait. Néanmoins ette lé-et notre disussions plus bas).



1.2. LA MODÉLISATION DU MONDE 7gende montre bien e que nous voulions souligner dans ette première setion :que l'idée de la régularité et de la préditibilité du déroulement des hoses estnée vers 600 avant Jésus-Christ, et s'inrustera par la suite dans la pensée del'homme (f. Kuhn 2001).1.2 La modélisation du Monde et le r�le de la géomé-trieComme on a vu dans la setion préédente, le onept du osmos au sens d'ununivers `ordonné' plut�t que haotique était présent dans la pensée des ulturesd'Europe dès les premiers savants gres. Alors que les modèles osmologiquesde Platon et d'Aristote restaient, du point de vue d'un osmologue `moder-ne', très simplistes, on y retrouve ependant des aratéristiques remarquables.Chez Platon on s'aperçoit notamment qu'il onstruisit son osmos à partir desprinipes géométriques. Il onstruisit à partir du triangle les uniques inq orpstridimensionnels aux surfaes égales (polyèdres réguliers, Figure 1.2), et les iden-ti�ait ave les quatre éléments : le Feu (le tétraèdre), la Terre (le ube), l'Air(l'otaèdre), l'Eau (l'iosaèdre), et le Cosmos entier (le dodéaèdre). Ainsi, leséléments deviennent hangeables omme le sont les polyèdres, qui eux peuventêtre omposés et déomposés en triangle et/ou d'autres polyèdres. En outre, ildérit l'univers omme une sphère autour de la terre (une sphère elle-même) surlaquelle sont �xées les étoiles et où se déplaent les planètes, la lune, et le soleil.La ontribution majeure d'Aristote à la osmologie, si on tente ii de réduiresa osmologie en une phrase, est une déomposition de la sphère éleste en unerégion inférieure, sous la lune, et en une région supérieure, au-delà de la lune,au sujet de laquelle il resta dogmatique sur son éternité et immobilité :Le orps éleste est inaugmentable, inaltérable, impassible, éternelen�n. 3Cei in�uenera la philosophie oidentale pendant deux millénaires. Aristotedéfendait ette supposition de statiité éternelle par l'absene omplète d'obser-vation des mouvements dans la région supérieure :Le sens le on�rme aussi : jamais dans le passé, selon la traditionet la mémoire, on n'a vu de transmutation dans le dernier iel toutentier ni dans auune de ses parties popres. 4Ii, Aristote semble ependant entrer en on�it ave sa philosophie naturelle : ilavait postulé que tous les mouvements fussent linéaires et temporaires, et que leshoses fussent altérables et orruptibles. Ainsi, ave Aristote, si nous observonsdans le iel d'éternels déplaements irulaires et uniformes, ei vient du faitque le iel est onstitué d'autre hose que des quatre éléments terrestres : il estfait d'une inquième essene, qu'Aristote nommait l'`éther' 5.3. Aristote (1984, I, 3, 270a). Tradution suivant Fréreux & De Gandt (1992).4. Ibid.5. Ibid., p. 270b.
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Figure 1.2: Les inq orps platoniques.Le niveau toujours plus élevé de la mathématique greque et notamment de lagéométrie permit aux auteurs gres, dans les sièles suivants, des aluls desdistanes nous séparant de la lune et du soleil, du diamètre de la terre, ainsique des prévisions du déplaement des objets élestes. Les gres pouvaient ap-paremment aussi pro�ter d'un aès aux bases de données observationnelles desBabyloniens, e qui mena Hipparque à ombiner es onnaissanes (f. Toomer1970-1978, vol. 15, p. 205). Il fut ainsi le premier à exiger un aord numé-rique entre des modèles géométriques et les observations, fait qui révolutionnal'astronomie greque (f. Lindberg 1992). Les résultats, ependant, dépendaientfortement des suppositions de modèle. Ce `modèle osmologique' provoqua devives disussions parmis les osmologues gres (f. Furley 1987) qui devaient�nalement rejeter les modèles hélioentriques à ause de l'absene apparented'une parallaxe annuelle. Vers la �n de l'époque hellénique, Claude Ptolémée(vers 150 après Jésus-Christ) pouvait se référer au savoir aumulé des auteursgres et babyloniens de plus de inq sièles, dont il donna un résumé exhaustifet qu'il amalgama dans son système épiyloïdal des mouvements des planètes(f. Toomer 1984).Alors qu'en Europe le progrès sienti�que s'arrêtait quasiment pendant lessièles du Moyen Age, à ause prinipalement du dogmatisme d'une église hré-tienne dominant tout le seteur de l'éduation et ayant prolamé l'univers éter-nel et géoentrique omme le seul et vrai modèle du osmos, e n'était pas leas au Moyen Orient. Des auteurs omme Abu Dsha'far Al-Khwârizmi, UmarAl-Hayyâm, et Omar Khayyâm (f. Jaouihe 2000), ne fondaient pas seulementl'algèbre en donnant des solutions analytiques et géométriques aux équationsjusqu'au troisième degré, mais ontribuaient surtout à la théorie des parallèlesen traitant des problèmes liés au inquième postulat d'Eulide (f. Rosenfeld



1.2. LA MODÉLISATION DU MONDE 91988; Jaouihe 2000). Nous n'essayerons pas de donner ii un résumé du dé-veloppement des géométries non-eulidiennes, mais nous nous ontenterons desouligner l'importane des travaux des mathématiiens de pays d'islam sur lepostulat des parallèles pour les travaux de Lobathevski (1829) et de Bolyai(1832), qui donneront naissane à la géométrie des espaes ourbes, et par eià la théorie relativiste de la gravitation.Quand l'église hrétienne arrivait à supprimer la pensée innovante, le onept gé-néral du osmos bien réglé survéut ependant. Grand est le nombre des ÷uvrestraitant de la struture soupçonnée être géométrique de l'univers. Un des plusfameux et radial exemple en est l'illustration de la `Bible Moralisée', ÷uvreréligieuse datant du treizième sièle, où �gure un Dieu qui doit se munir d'unompas pour pouvoir aboutir à la réation du monde, Figure 1.3. On y exprimedon l'idée que Dieu le tout puissant est, lui-même, soumis aux lois de la géo-métrie.Dans une époque extraordinaire de l'histoire d'Europe, le dogme du iel inor-ruptible devait �nalement éder sa plae à la siene moderne. Un des premiersà véritablement s'opposer à e verdit en s'appuyant sur des faits observables estGalilée (1610) en déouvrant les lunes de Jupiter et plus tard les tahes du Soleilet les phases de Venus (Galilée 1613), mais il dut renoner à ette déouverte (f.Matarasso-Gervais 1988, pour une disussion). Mais aux vues des événements del'an 1604 le monde des étoiles �xes vu par l'église fut inévitablement ondamnéà tomber. Cette année là, Kepler déouvrit une Stella Nova, dont il dérivit lephénomène (f. Kepler 1606), et en tira des onlusions révolutionnaires. Déjàson mentor Tyho Brahé avait observé et dérit une Stella Nova (Brahé 1573),mais il fut plus prudent dans l'interprétation de ses données que Kepler. 6 Là oùBrahé n'osa guère prononer que :La mahine du iel n'est pas un orps dur et impénétrable rempli desphères réelles omme ela a été ru jusqu'à présent par la plupartdes gens,tradution suivant Lerner (1989), Kepler alla plus loin et onlut à partir del'ensemble de ses données observationnelles et de elles de son mentor le modèlehélioentrique, auparavant spéulé par Coperni (1543), et fortement soutenupar l'observation des phases de Venus par Galilée (1613). Dans e modèle, lesplanètes ne irulent pas seulement librement et le iel n'est point inorruptible,mais la terre sera privée de sa plae au entre de l'univers et tournera ommeles autres planètes autour du soleil sur des orbites elliptiques. Aujourd'hui, onparle souvent de e prinipe, que : �La terre ne se trouve pas à un point préférédans l'univers�, omme le Prinipe de Coperni. Ce fut le début de la sienemoderne, qui quatre-vingt ans plus tard vit sa première véritable apogée avela méanique de Isaa Newton (1686), qui, en ombinaison ave sa loi de lagravitation universelle, donna une expliation de es mouvements orbitaux.6. Notons que la SN observée par Tyho Brahe en 1572 a été démontrée faire partie dela lasse de SNe dites de `type Ia' (notamment par Ruiz-Lapuente et al. 2004; Krause et al.2008), f. plus bas.
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Figure 1.3: `Dieu l'arhitete du monde' omme illustré dans la Bible Moralisée (Bib1220-1230).1.3 L'univers newtonienPassant aux notations mathématiques, l'équation newtonienne du hampgravitationnel s'érit sous la forme de l'équation de Poisson :
Φ (~r, t),ii = 4πGρ (~r, t) , (1.1)où ρ désigne la densité de matière gravitationnelle (i.e. la densité de masse gra-vitationnelle), ~r est le veteur position dans un espae eulidien de dimensiontrois, et t est le temps universel de la méanique lassique. Φ est appelé le poten-tiel gravitationnel. Supposons une boule de matière de masse gravitationnelle

M et de rayon R, nous obtenons de l'éq.(1.1) la fore gravitationnelle agissantsur une partiule de masse inertielle m sur la surfae de la boule. En vertu del'axiome dynamique de la méanique newtonienne on en déduit une aélérationradiale :
R̈ = −GM

R2
, (1.2)



1.3. L'UNIVERS NEWTONIEN 11à la surfae de la boule. La loi de gravitation universelle de Newton, prédi-sant que toutes masses attirent toutes autres masses, néessite l'e�ondrementde ette distribution de matière �nie. Et elle fera de même de toute autre dis-tribution de matière, ar il est lair que l'éq.(1.1) ne permet un univers statique(Φ (~r, t)= Φ0=const.) que si ρ (~r, t) ≡ 0 partout. Alors qu'il était déjà établi àl'époque, omme on a vu, que les objets élestes n'étaient point éternels maissoumis aux hangements omme le sont les objets terrestres, rien ne faisait roireque l'univers en soi pourrait être soumis à une évolution temporelle. Pour sortirdu problème de l'e�ondrement gravitationnel sans pourtant perdre la validitéde la loi de la gravitation, il fallait alors postuler l'univers in�ni. Malheureuse-ment, plusieurs problèmes se posent au sujet de l'univers in�ni dans la théorienewtonienne.Le paradoxe d'Olbers : Dans le modèle de l'univers in�ni, où les étoilessont réparties dans l'espae de manière homogène, 7 on peut onstruire le para-doxe suivant qui a été formulé par l'astronome et physiien Heinrih WilhelmMatthäus Olbers (1823) : Si les étoiles sont distribuées de manière homogène,et si l'univers est in�ni, ne devrait-on pas dans haque diretion du iel voir uneétoile, plus au moins éloignée ? Mais si, dans haque diretion on devrait voirune étoile, pourquoi le iel est-il noir la nuit ?Soit n = dN/dV la densité moyenne d'étoiles dans un univers homogène etin�ni, et soit L la luminosité moyenne de es étoiles. Le �ux Fi, mesuré surla terre, venant de l'étoile i se trouvant à la distane r de ette dernière, est
Fi = Li/

(
4πr2

). Considérant des sphères onentriques de rayon r autour de laterre nous trouvons le �ux :
dF =

L

4πr2
dN = nLdr, (1.3)provenant d'une ouhe �ne d'étoiles se trouvant entre r et r + dr et de volume

dV = 4πr2dr, f. Figure 1.4. Ii, dN = ndV est le nombre d'étoiles dans etteouhe. Si nous prenons en ompte la lumière en provenane de toutes les étoilessituées entre la terre et une distane rmax, nous trouvons que :
F (rmax) = nL

rmax∫

0

dr = nLrmax, (1.4)est le �ux intégral de toutes les étoiles à distane ri < rmax de la terre, ommeon le mesurera sur terre. Cependant, la valeur de rmax est bornée par l'argumentsuivant : Prenons omme rayon moyen des étoiles, que l'on imagine distribuéesde manière équidistante, la valeur Rs. C'est à dire nous attribuons à haqueétoile la surfae appararente Ai = πR 2
s . Les dN = n4πr2dr étoiles dans la7. Ce qui en e�et peut être vu omme une onséquene du Prinipe de Coperni. Selon edernier, la terre ne se trouve pas à un endroit préférer dans l'univers. De là il ne reste qu'àpostuler qu'il n'existe pas de point préféré dans l'univers, e qui implique l'homogénéité etl'isotropie spatiale de l'univers, f. Beisbart & Jung (2006) pour le rapport entre le Prinipede Coperni et e dernier prinipe, appelé `Prinipe Cosmologique' (PC).
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Figure 1.4: Fine louhe r + dr autour de la terre.ouhe �ne à distane r de la terre, dé�nie auparavant, vont don ouvrir lasurfae e�etive :
AidN

A
= n

4π2R 2
s r2dr

4πr2
, (1.5)de la surfae de la sphère r. rmax sera alors donné par la ondition que :

(AidN) /A
!
= 1, (1.6)signi�ant une ouverture omplète du iel. Toutes étoiles étant éloignées plusque rmax seront invisibles de la terre, ar ahées derrières les étoiles de premierplan. De l'éq.(1.6) nous obtenons évidemment :

nπR 2
s

rmax∫

0

dr
!
= 1

⇔
rmax =

1

nπR 2
s

(1.7)la profondeur maximale de vision, rmax, dans un univers newtonien statique,d'âge et d'extension spatiale in�nie.Insérant l'éq.(1.7) dans éq.(1.4) nous trouvons don :
F(rmax) = nLrmax =

L

πR 2
s

(1.8)



1.3. L'UNIVERS NEWTONIEN 13le �ux intégral mesuré sur la terre. Nous nous aperevons que L/
(
πR 2

s

) esten e�et la luminosité surfaique d'une étoile, et don que la luminosité du ielde nuit devrait être aussi grande que la luminosité surfaique d'une étoile. Cerésultat est onnu sous le nom de `paradoxe d'Olbers', alors que Olbers n'étaitpas le premier à le formuler (f. Harrison 1990, et référenes itées). Le paradoxene fut résolu qu'ave les moyens de la osmologie moderne. Car, premièrement,dans le modèle moderne l'univers est d'âge �ni et la lumière émise par des objetstrès lointains n'a pas enore pu arriver sur terre. Et, deuxièmement, l'universest soumis à une expansion globale depuis le big bang. Cette expansion auseun déalage spetral vers le rouge de la luminosité, et on observe en e�et quedans la région spetrale életromagnétique de plusieurs m, le iel n'est pointnoir mais brillant omme le jour. Il s'agit ii du fond di�us osmologique quel'on disutera dans la setion 2.3.3. Cependant, si on se met dans le ontexte dela théorie newtonienne et demande que l'univers soit statique et éternel, et quela matière soit distribuée de manière homogène, le paradoxe d'Olbers néessitequ'il soit �ni ; or nous avons vu que l'univers statique et �ni n'est pas permis parla dynamique, f. éq.(1.2). L'univers newtonien n'est don pas onsistant. Maisles études de ette dynamique ont amené l'idée de l'existene d'une ConstaneCosmologique.La non-onvergene de la fore gravitationnelle : Neumann (1874) etSeeliger (1895) ont demontré la non-onvergene de la fore gravitationnelle dansun univers in�ni à densité de masse onstante, quand on le dérit par la théorienewtonienne. On trouve une disussion de l'argumentation et du développementde l'idée hez Goenner et al. (1999), f. aussi la disussion de Pauli (1921).En bref, la fore gravitationnelle exerée sur une partiule de masse par unedistribution de masse in�nie n'est pas dé�nie. Il faut alors demander que ladensité de masse onverge vers zéro plus vite que 1/r2, a�n de garder la validitéde la théorie newtonienne. Dans ette solution, l'univers `in�ni' devient done�etivement �ni, ar la densité de masse est quasiment zéro à partir d'un ertainrayon. Mais, suivant l'argumentation de Einstein (1917), on doit remarquer :daÿ ein mit endliher kinetisher Energie begabter Himmelskörperdas räumlih Unendlihe unter Überwindung der Newtonshen An-ziehungskräfte erreihen kann. Dieser Fall muss nah der statisti-shen Mehanik solange immer wieder eintreten, als die gesamteEnergie des Sternsystems genügend groÿ ist, um � auf einen ein-zigen Himmelskörper übertragen � diesem die Reise ins Unendlihezu gestatten, von welher er nie zurükkehren kann. 8En d'autres termes : l'univers `se viderait'.Comme autre solution du problème de la non-onvergene de la fore gravita-tionnelle, Seeliger (1896) a proposé de remplaer le potentiel newtonien par un8. �qu'un orps éleste disposant d'une énergie inétique �nie, peut, en franhissant lesfores newtoniennes attratives, s'enfuir vers l'in�ni spatial. Selon la méanique statistique eas devra ontinuer à se reproduire tant que l'énergie totale du système des étoiles, si transmiseà un seul orps éleste, permet à e dernier le voyage vers l'in�ni, d'où il ne reviendra jamais.�(Einstein 1917).



14 CHAPITRE 1. BRÈVE HISTOIRE DE LA COSMOLOGIEpotentiel du type :
Φ (r) ∝ −e−

√
λr

r
, (1.9)où λ est une onstante. On peut montrer que ette modi�ation du potentielrevient à une simple modi�ation de l'éq.(1.1) :

Φ (~r, t),ii + λΦ (~r, t) = 4πGρ (~r, t) , (1.10)qui a été donnée par Einstein (1917). De l'éq.(1.10) on déduit failement quel'univers statique, aratérisé par Φ (~r, t) = Φ0 = const., devient possible si larelation :
Φ0 =

4πGρ0

λ
, (1.11)est véri�ée. Dans ette solution, la matière est distribuée de manière homo-gène dans l'espae in�ni, et sa densité est onstante dans l'espae et le temps,

ρ (~r, t)=ρ0= const. Ainsi, l'univers n'aura pas de entre omme 'est le as sil'on postule la diminution de la densité de masse vers zéro à distanes in�nies.Cette modi�ation de l'équation de Poisson était le point de départ pour Einsteinquand il introduisit la Constante Cosmologique dans la Relativité Générale, quenous disuterons dans le hapitre suivant.



Chapitre 2Le modèle standard. Théories etobservations
La osmologie entra dans son ère de véritable disipline sienti�que ave laformulation de la Relativité Générale par Einstein (1915a). Après avoir on�rméla validité de sa théorie sur les éhelles du système solaire ave la préditionexate de l'avane du périhélie de Merure (Einstein 1915b) et de la dé�exionde la lumière dans le hamp gravitationnel du soleil (qui ependant ne seraon�rmée qu'en 1919, voir Dyson et al. (1920)), Einstein passa tout de suite àl'appliation de ses équations du hamp gravitationnel à la osmologie.2.1 Les bases théoriquesC'est dans l'appliation osmologique de sa nouvelle théorie que Einstein(1917) ompléta ses équations par l'introdution d'un terme Λ, qu'il motivaainsi :Wir können nämlih auf der linken Seite der Feldgleihung den miteiner vorläu�g unbekannten universellen Konstante Λ multiplizier-ten Fundamentaltensor gµν hinzufügen, ohne dass dadurh die all-gemeine Kovarianz zerstört wird. 1Les équations du hamp gravitationnel d'Einstein prennent alors la forme :

Rµν − 1

2
R + Λgµν = κTµν . (2.1)Ii, on retrouve les quantités géométriques Rµν et R qui sont, respetivement,le tenseur de Rii et le salaire de Rii, qui sont des ontrations du tenseurde Riemann. Rµν et R sont données par le tenseur métrique gµν (xα) (et sesdeux premières dérivées) de l'espae pseudo-Riemannien en quatre dimensionsque l'on a l'habitude de désigner l'`espae-temps'. Nous appliquons la signa-ture (− + ++) à la métrique. La partie gauhe est souvent dérite omme le1. �Car on peut sur le �té gauhe de l'équation du hamp gravitationnel ajouter le tenseurfondamental gµν , multiplié ave une onstante universelle Λ présentement inonnue, sans queei ne brise la ovariane générale.� 15



16 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDtenseur d'Einstein, noté Gµν . Sur le �té droit, on a Tµν le tenseur énergie im-pulsion de la matière. Il est une fontion du tenseur métrique et des variablesd'état du système physique onsidéré, et peut être interprété omme la souredu hamp géométrique. Pare que le tenseur d'Einstein satisfait l'identité deBianhi, Gµν
;ν = 0, le tenseur énergie impulsion de la matière satisfait automa-tiquement la relation de ontinuité d'énergie et d'impulsion :

T µν
;ν ≡ 0. (2.2)La première loi de la thermodynamique est don une loi dérivée dans la Relati-vité Générale, f. Neugebauer (1980) pour une disussion. On a aussi :

κ :=
8πG

c4
= 2.073 · 10−43 s2

m kg
, (2.3)la onstante gravitationnelle d'Einstein. Le terme Λ que Einstein nommait le`Kosmologishes Glied' a depuis été désigné omme la Constante Cosmologique.Les éqs.(2.1) onstituent un système ouplé de dix équations di�érentielles non-linéaires pour le tenseur métrique, gµν , et on aura besoin d'hypothèses simpli�-atries pour arriver à en trouver des solutions analytiques, f. Stephani et al.(2003) pour un résumé des solutions analytiques.1. Une lasse de simpli�ations est onstituée des développements perturbatifsde la théorie, où on suppose onnue la métrique `de fond' de l'espae-temps, ḡµν ,et où l'on traite ensuite les perturbations en tant que des �utuations faibles duhamp gravitationnel :

gµν = ḡµν + hµν + O(h2), (2.4)ou h = hµ
µ est la trae de la �utuation. Par exemple, si ḡµν = ηµν , où ηµνest la métrique de Minkowski, on obtient la linéarisation de la Relativité Géné-rale qui est partiulièrement utile dans la reherhe des ondes gravitationnelles,f. Sathyaprakash & Shutz (2009). On pourra aussi traiter des anisotropiesde l'espae-temps osmologiques omme déviations de la métrique Friedmann-Robertson-Walker, éq.(2.8) i-dessous.2. On peut aussi imposer des symétries géométriques (statiité, stationnarité,sphériité, symétrie axiale...) pour obtenir les solutions du hamp gravitationnel.L'expression géométrique de telles symétries est l'existene d'un hamp vetoriel

ξµ, dit de Killing, qui satisfait la ondition :
ξµ;ν + ξν;µ = 0, (2.5)désignée omme étant l'équation de Killing (1892), f. aussi Misner et al. (1973).On s'aperçoit que l'existene d'un veteur Killing du genre espae orrespondà une symétrie spatiale (translation/rotation) et que l'existene d'un veteurKilling du genre temps implique une solution stationnaire. Un espae Rieman-nien de dimension N peut disposer d'un nombre maximale n = 1

2N (N + 1) deveteurs de Killing. Un espae-temps disposant du nombre maximal de veteursde Killing, n = 10, est suivant Weinberg (1972) appelé un espae-temps de sy-métrie maximale.



2.1. LES BASES THÉORIQUES 173. En e qui onerne l'appliation des équations du hamp gravitationnel pourune distribution de masse-énergie (T µν) donnée, on aura ensuite, au-delà dessuppositions de type 2., besoin d'hypothèses sur la omposition et la dynamiquede la matière qui est notamment enodée dans l'équation d'état :
p = p(ρ, T ), (2.6)qui lie la pression p à la densité ρ et à la température T de la matière onsidérée.Pour beauoup d'appliations on peut négliger la ontribution de la température.Des matières dont la densité et la pression satisfont une telle relation simple,

p = p (ρ), sont appelées des �uides barotropiques. Pour nombre de matières uneéquation d'état polytropique p = KρΓ, où K et Γ sont onstants, est appropriée.Cependant, pour des modèles simples on peut en général établir une relationlinéaire :
p = wρc2, (2.7)entre densité et pression. On trouve par exemple w = 1/3 pour de la radiation,et w = 0 pour de la matière non-relativiste.2.1.1 La métrique de Robertson-WalkerL'hypothèse géométrique dont on se sert habituellement pour onstruire desmodèles osmologiques en Relativité Générale est le Prinipe Cosmologique. Ilen existe plusieurs formulations, f. Beisbart & Jung (2006) pour une disussion,mais nous avons adopté la suivante :Le prinipe osmologiqueIl n'existe pas de point préféré dans l'univers. A haque point et àhaque moment l'univers est identique dans haque diretion d'ob-servation.On note tout de suite que le Prinipe Cosmologique n'est pas vrai sur de `petites'éhelles. Un seul regard autour de nous, mais aussi au iel noturne observableà l'÷il nu, nous montrera que notre environnement est loin d'être isotrope. LePrinipe Cosmologique est justi�é omme étant le résultat d'un proessus demoyenne sur de très grandes éhelles et par l'observation du fond di�us osmo-logique quasi-isotrope, f. setion 2.3.3. La question des éhelles pour e�etuerla moyenne a toujours été un point de débat, f. setion 3.4. Une onséqueneimmédiate de l'isotropie en haque point omme postulée dans le Prinipe Cos-mologique est l'homogénéité de l'univers. Il a été montré par Robertson (1935,1936a,b) et Walker (1936), que l'unique métrique orrespondant aux symétriesexigées par le Prinipe Cosmologique peut être exprimée de la façon suivante : 2

ds2 = −c2dτ2 + a2 (τ)
[

dχ2 + f2 (χ)
(

dθ2 + (sin θ)2 dφ2
)]

, (2.8)2. En e�et, l'éq.(2.8) avait été trouvé par Friedmann (1922), d'où le fait que les modèlesdynamiques des univers dérits par ette métrique portent son nom. Pourtant, l'obtentionrigoureuse de ette équation à partir des symétries imposées ayant été e�étuée par Robertsonet Walker, on a déidé d'appeler la métrique elle de Friedmann, Robertson et Walker (FRW),ou seulement de Robertson et Walker. Selon les préférenes historiques on la trouve aussi sousle nom de Friedmann-Lemaître, en l'honneur des travaux de Lemaître (1927, 1933).



18 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDoù τ est le temps osmologique, χ la distane omobile, θ l'angle polaire dela sphère bidimensionnel, et φ l'azimut de la sphère bidimensionnel. a (τ) estappelé le fateur d'éhelle de l'univers. On a f (χ) donné par :
f (χ) =







1√
−k

sin
(
χ
√
−k

)
, k = +1;

χ , k = 0;
1√
k

sinh
(

χ
√

k
)

, k = −1,

(2.9)où k est appellé `indie de ourbure'. On peut en e�et dériver la métrique 3éq.(2.8) à partir des équations de Killing, éq.(2.5), f. Islam (2002). Où la mé-trique de Robertson et Walker n'est pas néessairement de symétrie maximale,le Prinipe Cosmologique impose néanmoins que les surfaes τ = const. soientde symétrie maximale. On déompose la métrique de façon suivante :
ds2 = −c2dτ2+

(3)
g ab (xµ) = −c2dτ2 + a2 (τ) [dχ2 + f2 (χ) dΩ2], (2.10)où (3)

g ab désigne la métrique du sous-espae tridimensionnel dτ = 0 de l'espae-temps, et où l'angle solide élémentaire est dé�ni par dΩ2 := dθ2 + (sin θ)2 dφ2.On alule ensuite les tenseurs de Riemann et de Rii de e sous-espae :
(3)

Rabcd= − k

a2 (τ)

(
(3)
g ac

(3)
g bd −

(3)
g ab

(3)
g cd

)

,
(3)

Rab= − k

a2 (τ)

(3)
g ab, (2.11)pour s'aperevoir qu'il s'agit ii d'une version tridimensionnelle du fameux Theo-rema Egregium de Carl Friedrih Gauss (1827). k/a2 est ainsi identi�é ommela ourbure gaussienne de l'espae tridimensionnel. On va appeler les espaestridimensionnels de ourbure positive (k = +1) `espaes fermés', les espaestridimensionnels de ourbure négative (k = −1) `espaes ouverts', et `espaesplats' les espaes tridimensionnels ave k = 0.2.1.2 La inématique des univers Robertson-WalkerLes propriétés géométriques des espae-temps du type Robertson et Walkersont bien onnues, et sont disutées dans les livres standards de la RelativitéGénérale et de la Cosmologie. Voir par exemple Weinberg (1972); Misner et al.(1973); Rindler (2001); Sexl & Urbandke (2002). On se ontentera ii de no-ter seulement qu'ave la métrique de Robertson et Walker on peut déterminerla géométrie loale de l'univers grâe à la seule supposition de la validité ap-proximative du Prinipe Cosmologique, mais que l'ar élémentaire éq.(2.8) neprédétermine pas la topologie globale de l'univers.Il est possible de onstruire plusieurs distanes physiques à partir de la distaneomobile χ, à savoir 1. la distane propre, r, 2. la distane lumineuse, dL, et 3. ladistane angulaire, dA. Il semble utile d'introduire ii la notion du déalage versle rouge osmologique, z, que l'on va par la suite désigner par le terme anglais3. Nous notons que par un abus de langage il est habituel d'appeler l'élément d'ar donnépar l'éq.(2.8) la `métrique' de Robertson et Walker.



2.1. LES BASES THÉORIQUES 19`(osmologial) redshift'. Nous faisons référene à la littérature orrespondante,f. i-dessus, et introduisons sans en donner la justi�ation :
z :=

λ0

λe
− 1 =

a0

ae
− 1, (2.12)le redshift d'un signal émis au moment τe et interepté au moment τ0. Ii, λi

(ai) est la valeur de la longueur d'onde d'un signal életromagnétique (la valeurdu fateur d'éhelle de l'univers) mesurée au moment osmologique i ∈ (e, 0).La distane propre : Il est évident de l'ar élémentaire éq.(2.8) que la dis-tane `physique' au moment τc = const. entre deux objets de distane omobile
χc est donné par :

l =

∫

dτ=dθ=dφ=0

ds =

χc∫

0

√

ac
2dχ = acχc, (2.13)où ac = a (τc). Malheureusement, par onstrution, l n'est pas la distane `ob-servable', ar lairement elle désigne la distane physique entre la terre et l'objet`en e moment même' où nous observons l'objet, alors que e que nous observonsen réalité quand nous `observons le iel' sont des signaux à vitesse de propaga-tion �nie, et nous ne voyons don pas les objets tels qu'ils sont maintenant, maisbel et bien tels qu'ils étaient lorsque es signaux furent émis. Pour la desriptionde la propagation de la lumière il vaut don mieux introduire une distane detype 'surfae', r, telle que la surfae d'une sphère de rayon r soit donnée parla relation habituelle A = 4πr2. On trouve pour la surfae de la boule à rayonomobile χc = const. :

A =

∫∫

dτ=dχ=0

√

ac
4f4 (χc) (sin θ)2dθdφ = 4πac

2f2 (χc) , (2.14)et don la distane reherhée :
rc (χ) := acf (χc) . (2.15)La distane lumineuse : Soit un objet de luminosité L à distane r0 (χ) dela terre. On trouve que le �ux F mesuré sur terre est donné par :

F =
L

4π(1 + z)2r0
2 (χ)

, (2.16)ar la luminosité ne diminue pas seulement omme l'inverse du arré de la dis-tane omme dans un espae eulidien, f. éq.(1.3), mais aussi par un fateur
a0/ae = (1+ z) prenant en ompte l'expansion de l'univers depuis l'émission dusignal. Un autre fateur (1 + z) vient de l'e�et de Doppler de l'objet s'éloignantde nous à ause de l'expansion de l'univers. 4 On est don mené à dé�nir ladistane lumineuse :

dL(χ, z) := (1 + z) r0 (χ), (2.17)4. Au sens strit, parler d'une `expansion' ou des objets `s'éloignant' est en e momentpréipité. A priori, ae peut failement être supérieur à a0, as où z < 0.



20 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDa�n de maintenir la dé�nition usuelle :
F =

L

4πdL
2 . (2.18)La distane lumineuse peut être exprimée en terme de z seul. Un alul trivialnous donne :

χ (z) =
c

a0

z∫

0

dz̃

H (z̃)
, (2.19)où on a introduit la fontion de Hubble :

H(z) :=
ȧ

a
, (2.20)et en vertu des éqs.(2.15) et (2.17) nous obtenons ensuite :

dL (z) = (1 + z)a0f




c

a0

z∫

0

dz̃

H (z̃)



 . (2.21)La distane angulaire : Grâe à la dé�nition éq.(2.15), la surfae d'unesphère de rayon omobile χe est 4πa2
ef

2 (χe). Elle sous-tend un angle solide de
4π en son point entral. En onséquene, un objet lumineux de diamètre D situéà la distane re = aef (χe) sous-tendra l'angle solide :

Θ =
D
re

=:
D
dA

. (2.22)Clairement, re désigne le rayon au moment de l'émission de la lumière et est, envertu de l'éq.(2.12), donné par re = r0/ (1 + z). On déduit alors de l'éq.(2.22)la distane angulaire omme étant :
dA =

r0

(1 + z)
. (2.23)Les deux distanes dL et dA sont par onséquent liées par la relation :

dL

dA (1 + z)2
= 1, (2.24)que l'on a l'habitude d'appeler relation de dualité des distanes osmologiques.Nous allons maintenant remonter dans l'histoire au début de la osmologie mo-derne pour motiver l'introdution de e qu'on appelle aujourd'hui la osmogra-phie, soit l'approhe purement inématique à la osmologie. Nous avons déjàrenontré le début théorique de la osmologie moderne en itant le papier deEinstein (1917), page 15. Ce que l'on peut inontestablement appeler le débutobservationnel de la osmologie moderne sont les résultats de Edwin Hubble surles vitesses de réession (vr) et distanes (r) des nébuleuses extra-galatiques(i.e. galaxies), qui montrent une relation linéaire entre vr et r. Nous avons
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Figure 2.1: Reonstrution du diagramme original de Hubble ave les valeurs du Tab.1 de Hubble (1929). Nous avons en bas ajouté la dispersion statistique des vitessesautour du meilleur �t linéaire (ligne noire, éq.(2.26)).reonstruit le diagramme de Hubble (1929) sur la Figure 2.1, où sont repré-sentées les vitesses de réession des nébuleuses en fontion de leurs distanes. 5L'apparente relation linéaire entre les vitesses et les distanes avait été prise enompte par un terme vr ∝ r dans l'expression :
vr = Kr + X cos α cos δ + Y sin α cos δ + Z sin δ, (2.25)où les termes X, Y , et Z tiennent ompte du mouvement propre du soleil dansla voie latée. Hubble trouvait :

K = (465 ± 50)
(km/s)

Mpc
, (2.26)où 1Mp=106pc ≈ 3.26 · 106 années lumière, f. éq.(2.67). La relation :

vr ∝ r, (2.27)est depuis onnue omme la loi de Hubble. Développons le fateur d'éhelle,éq.(2.12), pour des petites di�érenes de temps osmologiques ∆τ (équivalent5. Ii, les distanes des nébuleuses avaient été éstimées par des éphéides, f. setion 2.3.1.



22 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDaux petites distanes ∆χ par c∆τ = ∆χ quand on traite la propagation de lalumière) :
a (∆τ) = a0 + ȧ|0 ∆τ + O

(
∆τ2

)
, (2.28)et rappelons nous que :

ṙ = ȧf (∆χ) = ȧ∆χ + O
(
∆χ2

)
. (2.29)Nous obtenons ensuite :

1 + z =
a0

a
= 1 +

1

c
ṙ + O

(

[ṙ/c]2
)

, (2.30)relation qui peut être rérite sous forme :
vr = cz, (2.31)où vr := ṙ. L'éq.(2.31) donne pour de petites distanes osmologiques la relationentre la vitesse osmologique de réession et le redshift osmologique des objetsobservés. Nous avons sur la Figure 2.1 représenté sur l'axe droit des ordonnéesles valeurs de z, orrespondant en vertu de l'éq.(2.31) aux vitesses �gurant lelong de l'axe gauhe des ordonnées. On voit qu'en e�et le redshift est de l'orde

10−3 pour es objets, et qu'à es distanes de quelques Mp les distanes r, dL,et dA sont pratiquement les mêmes. Combinant la loi de Hubble et l'éq.(2.31)on peut alors érire :
dL ≈ r =

c

K
z. (2.32)On a ii trouvé ii le premier terme d'un développement en z de la distanelumineuse dL de l'éq.(2.21). Il a été montré dans la littérature (Visser 2004)que le développement de l'éq.(2.21) aux ordres supérieurs en z peut être éritomme :

dL
dv(z) =

c

H0
z

(

1 +
1

2
[1 − q0]z − 1

6

[
1 − q0 − 3q0

2 + j0

]
z2+

+
1

24

[

2 − 2q0 − 15q0
2 − 15q0

3 + 5j0 + 10q0j0 + s0 +
2kc2 (1 + 3q0)

H2
0a2

0

]

z3+

+ O
(
z4

)
)

. (2.33)où l'indie `dv' désigne `développement' pour distinguer ette expression de ladistane lumineuse exate de l'éq.(2.21). Aussi, k est l'indie de ourbure, et ona introduit les paramètres suivants :
le paramètre de Hubble : H0 = H (z)

∣
∣
0

:=
ȧ

a

∣
∣
∣
∣
0

, (2.34a)
le paramètre de décélération : q0 = q(z)

∣
∣
0

:=
−1

H

ä

ȧ

∣
∣
∣
∣
0

, (2.34b)
le `jerk' : j0 = j(z)

∣
∣
0

:=
1

H2

...
a

ȧ

∣
∣
∣
∣
0

, (2.34)
le `snap' : s0 = s(z)

∣
∣
0

:=
1

H3

....
a

ȧ

∣
∣
∣
∣
0

. (2.34d)



2.1. LES BASES THÉORIQUES 23Ii, H est la fontion de Hubble introduit i-dessus (f. éq.(2.20)), et on identi�ealors K = H0.On souligne que jusqu'ii on n'a du faire auune supposition sur le ontenuphysique de l'univers et sa dynamique. Les équations du type de l'éq.(2.33)permettent d'extraire des propriétés purement géométriques de l'espae-tempset ainsi de notre univers (prohe) par des mesures du redshift et des distanesd'objets, e qui aujourd'hui est appelé un `mapping' de l'histoire d'expansion del'univers, ou aussi `osmographie'. La toute première extration d'un paramètreosmologique, elle du paramètre H0 par Edwin Hubble, a été faite par etteapprohe en vertu de l'éq.(2.32), qui a été par la suite l'approhe dominante pen-dant les premières déennies de la osmologie moderne. Kirshner (2003) donneun résumé de l'estimation des paramètres H0 et q0. Les redshifts aessibles àette époque là ne demandaient pas une approhe plus rigoureuse, et les impréi-sions des observations osmologiques étaient largement supérieures aux erreursintroduites par des approximations de type éq.(2.33). 6 La osmographie (audeuxième ordre) fut la prinipale approhe avant que Mattig (1958) ne donneune solution exate de l'éq.(2.21) pour le as Λ = 0, et montre omment leserreurs introduites varient selon le modèle dynamique du osmos, argumentantqu'elles deviendront non-négligeables à partir de ertaines valeurs du redshift.On reviendra à la question de la validité de l'approhe inématique dans lehapitre 4 de e manusrit de thèse.2.1.3 La dynamique des univers Robertson-WalkerUne autre onséquene du Prinipe Cosmologique sera une ontrainte sur laforme du tenseur énergie impulsion de la matière osmique. Supposons l'exis-tene d'un hamp vetoriel uµ satisfaisant uµuµ = −c2 (qui représentera le qua-driveteur vitesse de la matière osmique). On peut montrer que haque veteur,
Aβ, et haque tenseur de rang deux, Bµν , peut être déomposé en terme de sesprojetions :

Aβ = aβ + auβ/c2, (2.35)
Bµν = buµuν/c2 + bµuν/c2 + b̄µuνc2 + bµν ,par rapport à la diretion désignée par uα, où :

hα
β := δα

β + uαuβ/c2, (2.36)est le tenseur de projetion. Ainsi, le veteur aα = hα
βAβ sera la projetion duquadriveteur Aβ dans l'espae orthogonal à uα, et a = −uαAα/c sa projetiondans la diretion de uα. On a aussi dé�ni les projetions b = uµuνB

µν , bµ =
−hµ

νB
νσuσ, b̄µ = −hµ

νB
νσuν , et bµν = hµ

σhν
ρB

σρ, qui sont dans haque indieorthogonales au quadriveteur vitesse. L'isotropie du système au repos de lamatière, imposée par le Prinipe Cosmologique, néessite que toutes les variablesd'état du système et leurs gradients sont proportoniels à uα. Les tenseurs de rang6. On note pour l'éq.(2.26) la forte di�érene entre la valeur estimée par Hubble et elleque l'on mesure aujourd'hui. Le projet prinipal du Hubble Spae Telesop (HST) donne unevaleur H0 = 72 ± 8(km/s)/Mp, f. Freedman et al. (2001), voir aussi pages 35 et 83.



24 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDdeux tels que le tenseur énergie impulsion de la matière osmologique, T µν , nepeuvent être que proportionels au tenseur de projetion et au produit dyadiquedu quadriveteur vitesse ave lui-même. On obtient don que seuls des tenseursd'énergie impulsion de la forme :
T µν = Ξhµν + Πuµuν/c2, (2.37)où Ξ et Π sont des onstantes, sont permis par le Prinipe Cosmologique (f.Neugebauer 1980). Ave hµν = gµν + uµuν/c2 on reonnait toute de suite letenseur énergie impulsion d'un �uide, et on déduit ainsi que la matière d'ununivers satisfaisant le Prinipe Cosmologique doit être dérit par le tenseur :

T µν = (ρc2 + p)uµuν + pgµν . (2.38)Ii, p et ρ désignent toujours les hamps de pression et de densité de la matièreonstituant le ontenu de l'univers. L'éq.(2.37) impose que dans les surfaes
τ = τ0 = const. de l'espae-temps, dé�nissant les espaes tridimensionels aurepos du ontenu masse-énergie de l'univers, ρ et p prennent les mêmes valeurspartout : p (τ0) = p0 et ρ (τ0) = ρ0.Les équations de FriedmannInsérant l'éq.(2.38) et l'ar élémentaire éq.(2.8) dans les éqs.(2.1), on obtientdeux équations di�érentielles d'ordre deux pour le fateur d'éhelle a (τ) :

2
ä

ac2
+

ȧ2

a2c2
+

k

a2
− Λ = −8πG

c4
p, (2.39a)

ȧ2

a2c2
+

k

a2
− Λ

3
=

8πG

3c2
ρ, (2.39b)qui sont onnues sous le nom d'équations de Friedmann, en l'honneur des tra-vaux de Friedmann (1922), voir note 2 en bas de la page 17. En soustrayantl'éq.(2.39b) de l'éq.(2.39a) on obtient la relation :

ä

a
= −4πG

3

(

ρ +
3p

c2

)

+
1

3
Λc2, (2.39)que l'on peut ensuite omparer à son équivalent newtonien, l'éq.(1.2). Nousvoyons apparaître à droite un nouveau terme qui est typique pour la RelativitéGénérale : la pression p, qui grâe à l'équivalene de masse et d'énergie ontri-buera au hamp géométrique. Nous nous aperevons aussi de l'apparition duterme Λ, qui dans la Relativité Générale apparaît omme un terme génériquedes équations des hamps éq.(2.1), 7 alors qu'il fallait le mettre à la main dansl'équation de Poisson de la théorie newtonienne, éq.(1.10). On note que ρ et p,7. Il est générique dans le sens que Gµν = Rµν −

1
2
gµνR+Λgµν est le tenseur le plus généralqui satisfait les onditions d'être onstruit exlusivement à partir du tenseur de Riemann et dela métrique, d'être linéaire en Rµν , d'être de rang deux et symétrique, et d'être de divergenenulle. Cf. par exemple la disussion élégante de Pauli (1921), ou de Misner et al. (1973) etCarroll (2001).



2.1. LES BASES THÉORIQUES 25qui pour toute matière onnue prennent des valeurs positives, ne peuvent auserqu'une dérivée seonde négative du fateur d'éhelle, et don qu'une expansiondéélérée de l'univers. Alors que pour le moment le hoix du signe de Λ estarbitraire (la nature de e terme, 'est à dire les raisons physiques pour sonexistene étant entièrement inonnues rien ne pourrait nous imposer un signequelonque), on s'aperçoit qu'une ontribution Λ > 0 aurait des e�ets gravita-tionnels inverses par rapport aux e�ets de la matière `ordinaire'.Supposons un univers rempli de plusieurs omposants, ρ =
∑

ρi, ave une équa-tion d'état simple, pi = wiρic
2, f. éq.(2.45), et nous obtenons de l'éq.(2.39) :

ä

a
= −4πG

3

∑

(ρi [1 + 3wi]) +
1

3
Λc2, (2.40)qui s'annule si :

Λ =
4πG

c2

∑

i

ρi (1 + 3wi) . (2.41)Pour le as wi = 0 (soit le as de la matière non-relativiste) nous obtenons lavaleur :
ΛE := 4πGρ/c2, (2.42)que nous avons déjà renontrée dans la théorie newtonienne, quand nous mo-di�ons l'équation de Poisson a�n d'obtenir un univers statique et in�ni, f.éq.(1.10). Nous avons notamment ΛE = λΦ0/c

2. Remarquons aussi que l'indiede ourbure, k, n'intervient pas dans l'éq.(2.40). On trouve ii la raison pourlaquelle Einstein (1917) introduisait la Constante Cosmologique. Grâe à sespropriétés tout à fait exeptionnelles, seule une ontribution Λ > 0 peut assurerla statiité de l'univers dans le ontexte de la Relativité Générale. Cependant,pour que l'univers soit statique nous devons aussi demander que ȧ s'annule,et nous établissons à partir de l'éq.(2.39b) que l'univers statique est alors deourbure Gaussienne positive :
k

a2
= ΛE. (2.43)Cette solution osmologique partiulière est appelée l'univers d'Einstein.Alors que e n'était point la motivation d'Einstein d'introduire e terme, ons'aperçoit dans l'éq.(2.40) qu'ave une Constante Cosmologiqe Λ > ΛE on ob-tient une aélération positive du fateur d'éhelle, fait que nous disuterons aveplus de détails dans la setion 2.2. Nous reviendrons dans le hapitre 3 sur laConstante Cosmologique et disuterons les problèmes que posent son existeneet sa valeur.Contenu de l'universC'est maintenant que l'on doit faire des suppositions sur la nature et laomposition du �uide osmologique. L'éq.(2.2) donne :

ρ̇ = −3
(
ρ + p/c2

)
H. (2.44)



26 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDIi, H est la fontion de Hubble dé�nie auparavant (éq.(2.20)). Si nous supposonsmaintenant que le ontenu masse-énergie de l'univers obéit à une équation d'étatsimple :
p = wρc2, (2.45)nous obtenons alors :

ρ (a) = ρ0exp



−3

ln a∫

ln a0

[1 + w (ã)] d ln ã



 , (2.46)où ρ0 = ρ (a = a0), et où w est une fontion du fateur d'éhelle et par onsé-quent une fontion du temps osmologique τ . Pour le as où w = const. onobtient :
ρ (a) =

(
a

a0

)−3(1+w)

. (2.47)Nous obtenons notamment pour de la matière non-relativiste, wM = 0 :
ρM = ρ0

M

(
a

a0

)−3

, (2.48)et pour de la radiation, wR = 1
3 :
ρR = ρ0

R

(
a

a0

)−4

. (2.49)Nous introduisons aussi la vitesse du son, cs :
cs

2 :=
dp

dρ
, (2.50)d'où, ave l'éq.(2.44), il résulte pour des �uides barotropiques :

ẇ = −3H (1 + w)
(

(
cs

c
)2 − w

)

. (2.51)Nous remarquons que l'on a alors w = const. si et seulement si wc2 = cs
2 ousi w = −1. Nous notons aussi, que si l'on exlut le as w < −1 et supposeseulement que (cs/c)

2 > 0, l'éq.(2.51) donne :
ẇ < 3Hw (1 + w) . (2.52)Des modèles osmologiques ave une ontribution w < −1 sont appellés lesmodèles `fant�mes' et exhibent des propriétés intéressantes, f. setion 3.7.1.Nous reviendrons à la relation éq.(2.52) dans la setion 3.3.2.Les paramètres osmologiques de densitéSuivant l'éq.(2.39b) nous trouvons que dans un univers sans Constante Cos-mologique, l'univers est plat (k = 0) si la densité globale de l'univers, ρ, prendla valeur :

ρc =
3H2

8πG
, (2.53)



2.1. LES BASES THÉORIQUES 27appelée densité ritique de l'univers. Il est habituel de donner les di�érentes den-sités des omposantes de l'univers, ρi, par rapport à ette unité, en dé�nissantles paramètres osmologiques de densité :
Ωi (a) :=

ρi (a)

ρc
. (2.54)Pour de la matière non-relativiste, nous obtenons :

ΩM :=
ρM

ρc
=

8πG

3H2
ρM =

Ω0
M (a/a0)

−3

(H/H0)
2 , (2.55)le paramètre de densité de la matière. Ii, Ω0

M := ΩM (τ0) désigne sa valeuraujourd'hui. Nous ne nous intéressons pas dans ette thèse diretement à lamatière sombre, mais nous devons noter ii que la densité totale de la matièrenon-relativiste, ΩM, va être la somme de la densité de la matière baryonique`ordinaire' (visible), Ωb, et de la densité de la matière sombre, Ωcdm. On auraensuite le paramètre de densité de la radiation :
ΩR :=

ρR

ρc
=

Ω0
R (a/a0)

−4

(H/H0)
2 , (2.56)où Ω0

R := ΩR (τ0) est sa valeur aujourd'hui. Finalement, on attribue aussi desparamètres de densité au terme Λ et à la ontribution de la ourbure. Ainsi, lefait de parler d'une `densité' perd un peu de son ontenu, et on utilisera les Ωipour dérire toute ontribution à la dynamique de l'univers, quelle qu'elle soit.Il est évident des éqs.(2.1) que le fait d'ajouter le terme Λ du �té gauhe esttout à fait équivalent à y ajouter un tenseur énergie impulsion :
κ

Λ
T µν= −Λgµν , (2.57)à droite, e qui en e�et revient à dérire Λ ave un tenseur énergie impulsiond'un �uide de pression (négative !) pΛ = −Λc4/ (8πG), et d'une équation d'état

pΛ = −ρΛc2, 'est à dire wΛ = −1. On obtient don :
ΩΛ :=

ρΛ

ρc
=

Λc2

3H2
=

Ω0
Λ

(H/H0)
2 , (2.58)le paramètre de densité de la Constante Cosmologique. En�n, nous dé�nissons :

Ωk :=
−kc2

a2H2
=

Ω0
k (a/a0)

−2

(H/H0)
2 , (2.59)le paramètre de densité de la ourbure, qui omme nous avons noté dérit laontribution de la ourbure globale de l'univers à sa dynamique. En vertu del'éq.(2.39b) sa valeur aujourd'hui est donnée par les densités de la matière, dela radiation, et de Λ via :

Ω0
k = 1 − Ω0

M − Ω0
Λ − Ω0

R. (2.60)



28 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDOn utilise aussi souvent la quantité ΩT := ΩM+ΩΛ+ΩR, `T' pour `totale'. Dansl'éq.(2.60) nous voyons l'utilité des paramètres de densité. Elle souligne enoreune fois la signi�ation physique de la densité ritique : l'univers est globalementplat seulement si la somme des densités des di�érents ontenus de l'univers (ypris en ompte la Constante Cosmologique) équivaut la densité ritique. Nouspouvons maintenant réérire l'éq.(2.39b) omme :
H (a) =

ȧ

a
= H0

√

Ω0
k

(
a

a0

)−2

+ Ω0
M

(
a

a0

)−3

+ Ω0
R

(
a

a0

)−4

+ Ω0
Λ, (2.61)où a = a (τ). On onstate ii une ertaine onfusion dans la littérature au sujetde l'indie `0' des paramètres de densité. Souvent on les omet quand on éritl'éq.(2.61), et traite ainsi les paramètres sans l'indie '0' omme des onstantes,alors qu'ils sont en fait des fontions du redshift en vertu des éqs.(2.55), (2.56),(2.58), et (2.59). Nous représentons sur la Figure 2.2 le omportement qualitatifde es paramètres de densité ainsi que des densités ρi en fontion du fateurd'éhelle osmologique (pour les valeurs des paramètres du modèle ΛCDM quenous introduirons plus bas) et en fontion du redshift. De l'éq.(2.12) on a a0/a =

1+z e qui nous permet d'exprimer la fontion de Hubble (éq.(2.61)) en fontiondu redshift :
H (z) = H0

√

Ω0
k (1 + z)2 + Ω0

M (1 + z)3 + Ω0
R (1 + z)4 + Ω0

Λ. (2.62)Finalement, a0 se déduit de l'équation de Friedmann normalisée (éq.(2.60)) etde la dé�nition de Ω0
k (eq.(2.59)) :

a0 =

√

−kc2

Ω0
kH

2
0

=

√

−kc2
(
1 − Ω0

T

)
H2

0

. (2.63)Si k = 0, la normalisation de a0 n'est pas dé�nie, et on le �xe à a0 ≡ 1.2.2 Les modèles de FriedmannLa solution de l'éq.(2.61) est formellement donnée par :
τ (a) =

1

a0H0

a∫

0

dã
√

Ω0
k + Ω0

M

(a0

ã

)

+ Ω0
R

(a0

ã

)2
+ Ω0

Λ

(a0

ã

)−2
, (2.64)e qui est une intégrale de la forme :

∫

R
(

x,
√

P (x)
)

dx, (2.65)ave R = x/
(

H0

√

P (x)
), où P (x) = Ω0

R+Ω0
Mx+Ω0

kx
2+Ω0

Λx4 est un polynomeen x de degré quatre, dont la solution peut en onséquene être donnée en termede fontions elliptiques, f. Gradshteyn & Ryzhik (2007, p. 859). Dépendant des



2.2. LES MODÈLES DE FRIEDMANN 29

10-30

10-20

10-10

100

1010

 

 

i /
 [k

g/
m

3 ]

 Matière (M)
 Radiation (R)
 Constante cosmologique ( )

1010 109 108 107 106 105 104 103 102 101 100

ard

zrd
zeq

 redshift z+1

aeq

10-11 10-10 10-9 10-8 10-7 10-6 10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100
10-10
10-9
10-8
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
100

i

facteur d'échelle a( )
Cou

rbu
re 

(k)
Figure 2.2: Les densités {ρM, ρR, ρΛ} et les paramètres de densité {ΩM, ΩR, ΩΛ, Ωk} enfontion du fateur d'éhelles osmologique et du redshift. Ii, a0 = 1. Les valeurs desparamètres de densité orrespondent au modèle ΛCDM (setion 2.4.1). Nous illustronsaussi le omportement d'une ontribution de ourbure Ω0

k ≃ 10−4. La �gure ne prendpas en ompte la transition de phase de l'équation d'état de la matière qui aura lieuvers le redshift z ∼ 1010, où, dû à la température élevée de la radiation les partiulesmassives deviennent relativistes et doivent alors être dérites par w ∼ 1/3.ontributions de masse-énergie, de Constante Cosmologique, et de ourbure, unegrande lasse de solutions existe, et nous renvoyons de nouveau le leteur à lalittérature standard pour une lassi�ation exhaustive.Les modèles nous intéressant dans la suite seront les modèles ave ΩM 6= 0 et
ΩΛ 6= 0, dont les omportements qualitatifs de a (τ) pour tous les signes de lapaire (Λ, k) sont représentés sur la Figure 2.3, qui a été tirée de Rindler (2001).Sur la Figure, `E' désigne l'univers de Einstein que nous avons renontré i-dessus, soit un univers statique où Λ = ΛE = 4πGρ/c2. La ligne hahuréereprésente l'univers de deSitter (`deS', l'univers dont la métrique du fond est lamétrique de deSitter, soit l'unique solution sphérique du vide aux éqs.(2.1) aveune ontribution Λ > 0, f. Stephani et al. (2003)).
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Figure 2.3: Figure (légèrement modi�ée) de Rindler (2001). On représente la valeurdu fateur d'éhelle, a (τ), en fontion du temps osmologiques, τ , en unités arbitraires.Pour Λ < 0 on obtient des univers osillatoires pour toute valeur de k. Lavaleur de ȧ (τ) déroît à partir de sa valeur in�nie à l'origine vers une valeurminimale, ä = 0, pour y hanger de signe et roître de nouveau. L'univers serée�ondre, ligne `O'.Pour Λ > 0 et k = −1 ou k = 0 la valeur de ȧ (τ) déroît à partir de savaleur in�nie à l'origine vers une valeur minimale, ä = 0, pour puis roître denouveau. L'univers se met en expansion aélérée in�nie, ligne `I', et se rapproheasymptotiquement de l'univers de deSitter ('deS').Pour Λ > 0 et k = +1 on obtient des omportements qualitativement di�é-rents de ȧ (τ) selon la valeur de Λ :1. Λ < ΛE : On obtient, dépendant de la valeur initiale de a (τ), des uni-vers osillatoires si a (τ)|τ=0 = 0 (ligne `O'), ou des univers à rebonds sil'extension initiale de l'univers est in�nie (ligne `B').2. Λ = ΛE : Si l'univers ommene ave a (τ)|τ=0 = 0, l'univers sera enexpansion mais se rapprohera asymptotiquement de l'univers statiqued'Einstein (ou, inversement, s'e�ondra après une phase de pseudo-station-narité arbitrairement longue), ligne `E1'. Si l'extension intiale de l'uni-vers est in�nie, l'univers ave Λ = ΛE s'e�ondra asysomptotiquement versl'univers d'Einstein (ou, inversement, se mettra en expansion après unephase de pseudo-stationnarité arbitrairement longue), ligne `E2'. Finale-ment, ave le bon hoix de la valeur initiale du fateur d'éhelle on obtientl'univers d'Einstein statique et in�ni. Tout de même, la �gure met en évi-



2.3. LES SONDES OBSERVATIONNELLES 31dene l'instabilité de et univers : dejà des perturbations légères susitentque l'univers statique s'e�ondre (E1) ou se met en expansion in�nie (E2).3. Λ > ΛE : On obtient le même omportement qualitatif de a (τ) ommedans les as déjà disutés où k = −1 ou k = 1, ligne `I'.Pour une disussion plus détaillée de toutes les ourbes nous faisons référene àla disussion de Rindler (2001, p. 404). Notre disussion i-dessus et la Figure 2.3su�sent pour souligner le fait, qu'une ourbe onvexe de a (τ) n'est possible quedans le as où Λ > 0. En d'autre terme : une expansion aélérée de l'univers,
ä > 0, est possible si et seulement si Λ > 0, quelle que soit la valeur de k. Cerésultat est en aord ave les onlusions de notre disussion préédente, page25.2.3 Les sondes observationnelles2.3.1 L'éhelle de distaneComme nous avons pu voir dans la setion 2.1.2, la première véritable me-sure osmologique était basée sur une estimation de la distane lumineuse desobjets extra-galatiques, à savoir des éphéides. L'estimation des distanes dansl'espae est en fait une a�aire déliate, et on se sert d'une variété de mesures surdi�érentes éhelles de longueur auxquelles on est onfronté dans l'observationde l'univers. Conrètement, on établit une mesure de distane à petite éhelle,puis on l'utilise pour alibrer une autre mesure permettant de onstruire uneéhelle plus grande, et ainsi de suite jusqu'aux éhelles les plus grandes. Onparle par onséquent d'une `éhelle de distane', et il est lair que les erreurspour haune des mesures se propagent le long de ette suession d'approxi-mations. Nous donnons i-dessous les indiateurs prinipaux de ette éhelledes distanes pour illustrer le prinipe et pour donner une idée des mesures dedistanes osmologiques. Nous ommençons par les éhelles de l'environnementspatial prohe de la terre.La méthode du radar (Radar ranging) est la mesure la plus direte. Onmesure le temps de transit aller-retour, tl, d'un signal életromagnétique envoyévers un objet distant et re�été. La distane r d'un objet sera alors donnée par :

r =
1

2
ctl. (2.66)Cette façon de proéder est onvenable aux éhelles du système solaire, dontla longueur typique orrespond à un temps de transit de quelques heures pourdes signaux életromagnétiques. Cette méthode permet des mesures hautementpréises de l'environnement diret, soit des satellites en orbite de la terre, de lalune et des planètes intérieures, et des sondes interplanétaires omme Voyager,Pioneer, et. La distane terre ↔ lune est ainsi onnue ave une preision ∆r ∼

1 cm, suivant Pearlman et al. (2002).
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Figure 2.4: Illustration de la dé�nition du parse, éq. (2.67).La méthode des parallaxes trigonométriques onsiste à mesurer le han-gement de position d'un objet éleste dû au hangement de position de l'observa-teur sur la terre, ou dû au mouvement de l'observateur grâe au mouvement dela terre autour du soleil. Cette méthode peut être alibrée grâe au Radar Ran-ging. Alors que le premier e�et, le parallaxe diurne, est important aux éhellesdu système solaire, il est négligeable pour l'observation des étoiles où l'on sesert du parallaxe annuel. On dé�nit omme le parse (p, voir Figure 2.4) ladistane d'où une unité astrononomique (1AU= 149.6 · 109m), soit la distanemoyenne entre la terre et le soleil, sera observée sous-tendre un angle Θ = 1seonde d'ar = 1′′. Don :
r/ [pc] =

1

Θ/ [′′]
, (2.67)la distane en parse d'un objet observé à un angle Θ, mesuré en seonde d'ar.1p orrespond à 3.26 années lumière, soit 206266AU. On arrive ainsi à mesurerles distanes des étoiles les plus prohes, allant jusqu'à des distanes ∼ 30p aveune préision d'environ ∆r/r ∼ 10%.Parallaxe de �ux d'étoiles : Considérons des amas d'étoiles. Dû au mou-vement global de l'amas, tous les membres de l'amas semblent se mouvoir versun point de fuite, le vortex. On e�etue la mesure de la vitesse partiulière et,via le redshift, de la vitesse de réession d'une étoile. Nous illustrons le prinipesur la Figure 2.5. On obtient sa distane r par :

r/ [pc] =
1

4.74

vr

vp

1

arctan α
, (2.68)f. par exemple Shneider (2006). Les estimations de distane grâe au parallaxede �ux d'étoiles forment les interfaes entres les parallaxes trigonométriques etles méthodes de parallaxe photométrique, permettant des estimations de dis-tanes jusqu'à ∼ 100p, ave une préision d'environ ∆r/r ∼ 10%.Parallaxe photométrique : En supposant que tous les amas d'étoiles ontété formés au même moment que notre galaxie (soit supposer que tous les amasd'étoiles ont le même âge), on peut obtenir leurs distanes de la terre par une



2.3. LES SONDES OBSERVATIONNELLES 33
vortex

v
r

v
p

a

Figure 2.5: Le prinipe du parallaxe de �ux d'étoiles. Gauhe : Les données atuellesdes 150 étoiles des Hyades, dont le déplaement vers le vortex a pour raison de visibi-lité de l'e�et été projété de ent milles ans dans le futur (Leeuwen 2009). On trouve
(r ≃ 48 ± 5)p. Droite : Illustration du prinipe de l'éq.(2.68).omparaison du diagramme de Hertzsprung-Russel de l'amas ave elui obtenupour les étoiles du voisinage du soleil. On obtient par exemple pour la nébu-leuse M 44 le diagramme de la Figure 2.6 (droite), que l'on peut omparer audiagramme obtenu pour les étoiles du voisinage prohe du soleil, à partir desdonnées de HIPPARCOS, représenté à gauhe de la même �gure. Nous rap-pelons que le diagramme de Hertzsprung-Russel montre la luminosité intégraledes étoiles en terme de magnitude [mag℄, dé�nie dans l'éq.(2.69) plus bas, enfontion de leur température de surfae, qui sur la Figure 2.6 est représentéepar leur luminosité dans le rouge, B−V . La aratéristique apitale de e genrede diagramme est que l'on y trouve un ar linéaire remarquable (f. Rosenberg1910), appelé la séquene prinipale du diagramme. Nous renvoyons le leteur àla littérature standard pour une disussion détaillée, par exemple Moore (2002).Selon la Figure 2.6 on a ainsi V −MV ≈ 6.5, et on peut estimer la distane de M44 à dL ≈ 200 pc par la relation magnitude-distane, éq.(2.71) i-dessous. Cetteméthode de mesure des distanes est assez préise, mais dépend fortement del'évolution et de la omposition des amas qui montrent souvent une séqueneprinipale pas aussi prononée que M 44. On peut dans e as reourir à la om-paraison d'autres partiularités du diagramme de Hertzsprung-Russel, tel quel'ar des géantes rouges qui sont des étoiles à luminosité maximale bien dé�nie.La ontrainte prinipale de ette mesure est évidemment que l'amas observédoit enore être assez prohe a�n de pouvoir distinguer des étoiles partiulières.La portée de ette mesure est de l'ordre de 104 pc.Chandelles standards : Nous avons, dans le paragraphe préédent, renon-tré la magnitude apparente, m, que l'on dé�nit à partir du �ux observé, F , del'éq.(2.16) :

m := −2.5 log

[ F
F0

]

, (2.69)
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B-V / [mag] B-V / [mag]Figure 2.6: Diagramme Hertzsprung-Russel pour environ 5000 étoiles du atalogueHipparos (ESA 1997) à gauhe, et elui de la nébuleuse Praesepe (M 44) à droite, f.An et al. (2007).où F0 est un �ux de référene, par onvention le �ux de Vega (f. par exempleAller et al. 1982). De la même manière on dé�nit la magnitude absolue d'unobjet de luminosité L :
M := −2.5 log

[(
L

4π (10pc)2

)

/F0

]

, (2.70)omme la magnitude apparente que l'on mesurerait si l'objet se trouvait à unedistane de 10p, f. par exemple Aller et al. (1982). De es deux équations onobtient la relation magnitude-distane :
µ := m − M = 25 + 5 log [dL (z) / [Mpc]] , (2.71)entre le `module de distane', µ, et la distane lumineuse dL (en Mp) d'unobjet.Dans le paragraphe préédent, on ne supposait pas une luminosité standardiséed'un objet quelonque, mais pro�tait de l'évolution globale des étoiles dansl'ensemble d'un amas d'étoiles. Mais, de l'éq.(2.71) il résulte que si l'on arrivaità trouver des objets dont la luminosité est `standardisable', 'est à dire desobjets dont la luminosité est soit toujours pareille, soit dédutible des propriétésindépendantes de l'objet, on disposerait d'une mesure puissante de distane.En e�et, lors des observations du Petit Nuage de Magellan en 1908, dont ladistane est onnue par les méthodes de parallaxe, Leavitt & Pikering (1912)remarquaient une orrélation entre la luminosité et la périodiité de pulsation



2.3. LES SONDES OBSERVATIONNELLES 35des `éphéides'. Les éphéides sont des étoiles dites `variables' situées hors laséquene prinipale du diagramme de Hertzsprung-Russel, et de magnitudesrelativement élevées (de -3 à -7). On peut trouver une relation empirique entrela période de leur pulsation, Tcéph, et leur magnitude absolue moyennée :
M̄céph : =

1

Tcéph

t+Tcéph∫

t

m
(
t̃
)
dt̃

= − (3.141 ± 0.100) mag · log (Tcéph/ [1 jour]) − (0.826 ± 0.119) mag,(2.72)suivant Tammann et al. (2003). La mesure de la période et de la magnitude deséphéides permettent alors en vertu des éqs.(2.71) et (2.72) l'estimation de leurdistanes lumineuses. Ave le Hubble Spae Telesope, on arriva à estimer lesdistanes de éphéides remarquables jusqu'à r ≈ 20Mp (f. Freedman et al.2001), e qui orrespond aux distanes dépassant le groupe loal (qui est d'undiamètre d'environ 2Mp), mais toujours dans le �ot de Hubble, f. la setion2.3.2.Relation de Tully-Fisher : Tully & Fisher (1977) ont demontré l'existened'une relation entre la magnitude et la vitesse de rotation des galaxies spirales(mesurable par le redshift des bords des galaxies) :
Mspir ∝ (vrot)

α , (2.73)où α est un nombre. Cette relation permet don d'utiliser les galaxies spiralesomme handelles standard, mesure dont la portée va jusqu'à plusieurs en-taines de Mp. C'est à ette éhelle là que ommene le régime où l'on se sertdes Supernovae pour estimer les distanes, que nous traiterons dans la prohainesetion, suivie d'une présentation des deux autres sondes osmologiques prin-ipales, le fond di�us osmologique (CMB) et les osillations aoustiques desbaryons (BAO).Nous n'avons évidemment pas pu mentionner toutes les di�érentes mesures exis-tantes qui ontribuent à l'établissment de l'éhelle de distane, mais nous avonsexposé les éhelons prinipaux, que nous représentons shématiquement surla Figure 2.7, qui onlut ette setion. Pour des disussions détaillées de eque nous n'avons qu'e�euré ii nous renvoyons à la littérature pertinante (parexemple Chaisson & MMillan 2006; Shneider 2006). Nous disutons à présenten détails les sondes prinipales de la osmologie.2.3.2 SupernovaeLes événements dits Supernovae (SNe) sont des phénomènes extrêmementrares, on parle d'environ une SN par galaxie et par sièle. Dix SNe dans la voielatée ont été dérites par des hommes, la dernière ayant eu lieu en 1987 dans leGrand Nuage de Magellan (f. par exemple Müller 1998, pour un résumé). LesSNe sont historiquement lassi�ées selon la présene ou l'absene de ertainesbandes dans leur spetre, f. Figure 2.8.
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Figure 2.7: Figure légèrement modi�ée de Chaisson & MMillan (2006). Illustrationshématique des divers indiateurs de l'éhelle osmologique de distane.Les SNe type II, type Ib et I sont supposées être des explosions violentesdes ouhes extérieures des étoiles massives lors de l'e�ondrement gravitationnelà la �n de leur yle de vie, f. Shapiro & Teukolsky (1983); Linden (2005). CesSNe dites `implosion du ÷ur' sont les événements les plus énergétiques dansl'univers, l'énergie totale libérée pouvant atteindre :
Ecore collapse ≈ 1044J, (2.74)selon Shapiro & Teukolsky (1983, hp. 18). La luminosité totale de e genrede SN dépend fortement de la masse initiale et de la omposition de l'étoileprogénitrie. Par onséquene, e type de SN n'a pas pu être standardisé pour lesappliations osmologiques pendant longtemps. Cependant, réemment Hamuy& Pinto (2002) rapportaient une orrélation entre la vitesse d'expansion de lamatière éjetée et la luminosité intégrale des SNe type II P, et proposaient unestandardisation a�n de permettre leur utilisation omme estimateur de distanes
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Implosion du coeurFigure 2.8: Classi�ation des SNe selon la présene ou absene de ertains élémentsdans le spetre, f. Müller (1998), ou Linden (2005). Les SNe dont les spetres montrentune ontribution d'hydrogène sont appelées `type II' et sont ensuite lassi�ées selon leomportement de leur ourbe de lumière apres la luminosité maximale, notammentla lasse II L (linéaire) qui est aratérisée par une diminution linéaire, et la lasseII P (plateau) aratérisée par une luminosité presque onstante pendant quarante àquatre-vingts jours après maximum. Les SNe exhibant un manque d'hydrogène dans lespetre seront appelées de `type I' et lassi�ées selon la présene (absene) des élémentshélium et siliium. Nous avons aussi indiqué la lassi�ation selon la nature physiquedu phénomène (thermodynamique/implosion du ÷ur), disutée i-dessous. Aussi, les`γ-ray bursts' (GRB) proviennent des SNe types Ib et I. Cf. Leibundgut (2008) pourplus de détails.osmologiques. Des premiers essais sont prometteurs, f. Nugent et al. (2006) etLeibundgut (2008, se. 5.1.1) pour une disussion. Leibundgut (2008) note enpartiulier que les méthodes de standardisation des SNe type II sont entièrementbasées sur la physique intrinsèque de la SN et par là indépendantes de l'éhellede distanes que nous avions résumée i-dessus. Nous ne les avons néanmoinspas onsidérées dans notre travail.Supernovae type Ia : En revanhe, l'étude de la forme des ourbes de lu-mières des SNe Ia loales dont les distanes peuvent être estimées indépendam-ment, montre que l'on peut trouver une relation entre la luminosité au maxi-mum, M0 = m (t = 0), et la forme de ourbe de lumière après le maximum :
M0 = const. + f(∆,∆2), (2.75)
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Figure 2.9: Diagramme de Hubble ave les données SN de Jha et al. (2007).où ∆ est le paramètre de ourbe de lumière, suivant par exemple Jha et al.(2007). En supposant que les SNe d'un éhantillon dit loal sont dans le �otde Hubble, 'est à dire qu'elles sont d'une part assez loin pour que leur vitessede réession dûe à l'expansion de l'univers domine leur vitesse partiulière etd'autre part assez prohe pour que la loi de Hubble soit valable, on arrive àstandardiser leur magnitude omme montré sur la Figure 2.9. On y montre lemodule de distane dans le visuel, µ, (où les magnitudes des SNe type Ia ontété orrigées grâe à un �t sur la forme des ourbes de lumière), en fontion deleur vitesse de réession (vitesse par rapport au système au repos du CMB).Les magnitudes orrigées suivent, à partir de v ≈ 2500 km/s, le �ot de Hubble(ligne noire) ave une dispersion statistique de σstat = 0.02mag (petit adre enbas à droite). On peut alors utiliser les SNe Ia omme handelles standards, f.setion 2.3.1. Cependant, ette standardisation est e�etuée à bas redshift (z .

0.1), puis elle est extrapolée à haut redshift (z & 1). Nous pouvons don nousposer des questions sur la validité d'une telle extrapolation. En e�et, l'univers enentier et toutes ses parties étant soumis à une évolution dans le temps, nous nousattendrions à des environnements et ironstanes astrophysiques bien di�érentsdans l'univers `jeune' que dans l'univers `vieux' que représente notre voisinage
z . 0.1, f. hapitre 6.
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Figure 2.10: Le diagramme de Hubble de l'éhantillon de SNe ompilé par Kowalskiet al. (2008).Les SNe Ia furent historiquement les premiers indiateurs d'une expansion a-tuellement aélérée de l'univers (Riess et al. 1998; Perlmutter et al. 1999).Nombre de SNe Ia ont été ataloguées depuis, et on trouve une réente om-pilation ohérente hez Kowalski et al. (2008), ontenant 307 SNe Ia telles que
0.01 < z < 1.55. Cet éhantillon est représenté sur la Figure 2.10, et est par lasuite parfois appelé `union set'. La ligne noire représente les valeurs théoriquesprédites par le modèle ΛCDM, f. setion 2.4, par rapport auxquelles nous mon-trons en bas les résidus (à partir de z = 0.5). La ligne hahurée représente lemeilleur �t atuel, f. setion 2.4, notamment le Tableau 2.2 ii). Pour des red-shifts aussi elevés, z & 1, on ne pourra plus utiliser la loi de Hubble ou undéveloppement en ordre de z supérieur quelonque sans risquer d'introduire desbiais, f. hapitre 4. On va alors passer à un �t omplet des modules de distanedes données du diagramme de Hubble ave l'expression analytique suivante, quel'on obtient en insérant l'éq. (2.21) dans l'éq.(2.71) :

µ = 25 + 5 log [dL (z) / [Mpc]]

= 25 + 5 log
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H0

(1 + z)
√

|Ω0
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√

|Ω0
k|
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0

dz̃

E(z̃)







 ,
(2.76)



40 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDoù nous avons introduit la fontion :
S (x) :=







sin (x) , k = +1 (Ωk < 0) ,
x , k = 0 (Ωk = 0) ,

sinh (x) , k = −1 (Ωk > 0) .
(2.77)Nous avons aussi utilisé la fontion de Hubble normalisée, E (z) :

H0E (z) := H (z) . (2.78)Il est habituel d'introduire une distane DL qui est indépendante de la onstantede Hubble, H0 :
DL (z) :=

H0

c
dL (z) . (2.79)Quand nous exprimons la fontion de Hubble, via les équations de Friedmann,en termes des paramètres osmologiques {pi} =

{
Ω0

M,Ω0
Λ,Ω0

R

} (éq.(2.61)), nousobtenons alors :
µ = Ms + 5 log [DL (z; pi)]

= Ms + 5 log
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 ,
(2.80)où le paramètre de Hubble, H0, est don absorbé dans la onstante de norma-lisation des SNe :

Ms := 25 + 5 log [(c/H0) / [Mpc]] . (2.81)Pour un ajustement des données de bonne qualité on aura alors besoin d'unéhantillon de SNe loales (dans le �ot de Hubble, f. Figure 2.9) pour �xer leparamètre de Hubble.Nous aperevons dans l'éq.(2.80) que les paramètres osmologiques {pi}, ren-trant dans la relation via la fontion E (z; pi), sont fortement dégénérés à ausede la nature intégrale de l'équation. Nous renvoyons ii à la setion 2.5 où l'ontraitera plus en détails e problème.2.3.3 Fond di�us osmologiqueDepuis que l'expansion de l'univers est onnue, se pose le problème de lasingularité initiale. Regardant la Figure 2.2 (page 29), nous remarquons qu'ens'approhant de a = 0 (z → ∞) les densités de radiation et de matière tendentvers l'in�ni. Un traitement de la dynamique quantique de l'univers très jeunepermet la desription suivante : dans l'univers très jeune la radiation életro-magnétique (les photons) était en équilibre thermique ave les életrons et lesnuléons. A l'équilibre la fontion de distribution des photons est donnée par :
f (ǫ) =

1

e
ǫph

kT − 1
, (2.82)ou ǫph = hν désigne l'énergie des photons, et T la température d'équilibre dugaz de photons. Ave l'expansion universelle de l'univers, la densité de photons



2.3. LES SONDES OBSERVATIONNELLES 41diminue plus vite que la densité de matière baryonique et les photons sortent del'équilibre à un moment que l'on désignera τCMB. La distribution de la radationva ensuite être soumise au déalage spetral vers le rouge, mais gardera la formed'un rayonnement de orps noir. Sa température T diminuera par :
T (z) = TCMB (1 + zCMB) , (2.83)où zCMB = a0/a (τCMB)−1 désigne le moment osmologique où le gaz de photonssort de l'équilibre. La présene d'un fond de radiation résultant de e déouplageavait été prédite par Alpher & Herman (1948) et Gamow (1948), et détetéepar Penzias & Wilson (1965), f. aussi Dike et al. (1965). Le satellite COBEon�rma dans les années 1990 la forme du spetre d'un orps noir de tempé-rature T̄ 0

CMB = 2.725 ± 0.002K (Mather et al. 1999) et révéla des anisotropiesde l'ordre de grandeur (
T − T̄

)
/T̄ ∼ 10−4. Le satellite WMAP a ensuite étédésigné pour mesurer es anisotropies, la Figure 2.11 montre en haut le plan duCMB obtenu après inq ans d'observation (Hinshaw et al. 2009, WMAP5).Les anisotropies du fond di�us osmologique peuvent être développées en har-moniques sphériques, Ykℓ :

∆T (~n) :=
T (~n)

T̄
=

∑

k,ℓ

akℓYkℓ, (2.84)où les aℓm obéissent à la relation d'orthogonalité :
akℓ · a∗kℓ = δk′kδℓ′ℓCℓ. (2.85)Les Cℓ sont appelés spetre de puissane du CMB, et sont de la forme :

Cℓ =

2∑

m=−2

∫

Tm (ℓ, k) Pm (k)dk, (2.86)où Pm est le spetre de puissane initial, et Tm est la `fontion de transfert' duCMB. 8 L'évolution dans le temps de la fontion de transfert est déterminée parles équations ouplées de Boltzmann-Einstein, et est don donnée en terme desparamètres dynamiques de la osmologie. Par une détermination expérimentaledes Cℓ on peut don en vertu de l'éq.(2.86) ajuster la fontion de transfert etainsi les paramètres osmologiques, et/ou le spetre de puissane initial. Un �tlibre des deux en même temps n'est ependant pas possible, ar on s'aperçoit que
Tm et Pm sont dégénérés : on pourra pour toute paire (Cℓ, Tm) donnée trouver unspetre de puissane initial qui validera la relation (2.86), et de même on pourrapour haque paire (Cℓ, Pm) trouver une fontion de transfert qui la validera.Il serait souhaitable d'avoir estimé les paramètres osmologiques (et ainsi lafontion de transfert) à partir de méthodes indépendantes, a�n d'utiliser, avees onnaissanes, le CMB pour estimer le spetre de puissane initial. Si on veutnéanmoins utiliser le CMB pour l'extration des paramètres osmologiques, il8. Nous suivons ii la disussion de Durrer (2008).



42 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDFigure 2.11: Figure de Hinshaw et al. (2009, WMAP5). En haut le plan du iel, oùl'on montre en fausses ouleurs les anisotropies T (~n) − T̄ du CMB. En bas le spetrede puissane du CMB.

faut alors faire une supposition sur la forme de Pm (k). Divers modèles d'in�ationsuggèrent une forme du spetre de puissane initial omme :
∆2 (k) ≡ k3P (k)

2π2
= ∆2 (k0)

(
k

k0

)ns(k0)−1+ 1
2
dns/d log k

, (2.87)f. Kosowsky & Turner (1995). Ii, ∆2 (k0) est l'amplitude et ns l'indie sa-laire du spetre. Des paramétrages de P±2 font apparaîre un paramètre sup-plémentaire : l'indie tensoriel, nt. Les observations atuelles (Komatsu et al.2009, WMAP5) du CMB donnent ns ≈ 1 et dns/d log k ≈ 0, f. setion 2.4.



2.3. LES SONDES OBSERVATIONNELLES 43Le spetre de puissane initial, ∆ (k), est don presque onstant. Cette inva-riane d'éhelle est théoriquement bien dérite par le modèle de l'in�ation, quidérit la formation des strutures à partir d'un spetre des �utuations pri-mordiales presque invariant d'éhelle (les spetres ave ns = 1 sont appelés lesspetres de Harrison-Zel'dovih), f. par exemple Mukhanov (2005). En fait,
ns et dns/d log k sont donnés par les trois premières dérivées du potentiel duhamp d'in�ation, et l'extration de es paramètres permet ainsi la reonstru-tion du potentiel. Cependant, les résultats peuvent être dépendants du hoix duparamétrage, et d'autres paramétrages sont onsidérés dans la littérature pourétudier e problème, f. Komatsu et al. (2009) et référenes internes. L'indietensoriel, nt, dérit essentiellement la ontribution des ondes gravitationnellesaux anisotropies du spetre du CMB. WMAP5 ontraint ette ontribution à
r := nt/ns < 0.22.Rappelons-nous que les Cℓ sont liés à la fontion de orrélation à deux pointsdu CMB :

ξ (~s) = 〈∆T (~n)∆T (~n + ~s)〉 =
1

4π

∑

ℓ

(2ℓ + 1) CℓPℓ (~n · (~n + ~s)) , (2.88)où ~n := ~r/|~r| est le veteur position unitaire. Nous trouvons en bas de la Figure2.11 les ℓ (ℓ + 1) Cℓ omme mesurés par WMAP5, représentés en fontion desindies des harmoniques sphériques, ℓ, révélant des pis pour ℓ & 100. 9 Lesétudes de la physique inématique et dynamique du CMB montrent qu'il s'agitii des traes des ompressions/déompressions du plasma primordial au mo-ment du déouplage, que l'on nomme les pis aoustiques. On parle en généralde e phénomène omme des osillations aoustiques des baryons. Le nème piorrespond à la longueur d'ondes omobile λn = 1/kn = csτCMB/n, où kn estdéterminé par csknτCMB = n. Ii, cs est la vitesse adiabatique du son auparavantdé�nie dans l'éq.(2.50). Les pis sont projetés dans le iel sous l'angle :
Θn =

λn

dA (zCMB)
, (2.89)f. éq.(2.22), ave dA la distane angulaire. Cet angle orrespond à l'harmonique

ℓ (θ) ≃ π/Θ, et nous avons alors ave les éqs.(2.24) et (2.21) pour la distaneangulaire, et l'éq.(2.64) pour le temps osmologique :
ℓn ≃ πdA (zCMB)

λn

= (1 + zCMB)
nπc

√

|Ω0
k|

S
(√

|Ω0
k|

∫ zCMB

0

dz

E (z)

)

∫ ∞
zCMB

cs (z) dz

E (z)

.

(2.90)La position ℓn des pis sera alors, via la fontion S, très sensible à la valeurde Ω0
k. La détermination des pis dans le spetre de puissane du CMB donne9. L'e�et dominant le spetre à plus large éhelle (ℓ . 30) est l'e�et Sahs-Wolfe, qui nesera pas étudié dans e manusrit.



44 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDainsi la ontrainte prinipale sur la géométrie de l'univers. Le dénominateur 10de l'éq.(2.90) est une intégrale sur la fontion de Hubble à très haut redshift, oùles ontributions dynamiques de la ourbure et de la Constante Cosmologiquedeviennent négligeables, f. éqs.(2.58) et (2.59), et cs est alors essentiellementdonné par les ontributions de la densité de la matière baryonique Ωb et desphotons Ωγ . (Notons que Ωγ 6= ΩR. La densité intégrale de la radiation ΩR ene�et est la somme des densités des photons et des partiules massives relativistes.On a en général ΩR = Ωγ (1 + 0.2271Neff ), où Neff est le nombre e�etif desgenres de neutrino, suivant Komatsu et al. (2009).) On trouve :
(cs

c

)2
=

1

3

4ΩγH2
0

4ΩγH2
0 + 3ΩbH

2
0

. (2.91)La densité de la radiation est proportionnelle à la puissane quatrième de latempérature, (TCMB)4, qui est, omme nous avons pu voir i-dessus, très bienonnue. Par onséquent, la position du pi est aussi une mesure puissante de
ΩbH

2
0 .La quantité c dA (zCMB) H2, apparaissant dans le numérateur de l'éq.(2.90), seraenodée dans e que l'on a l'habitude d'appeler le paramètre réduit du CMB,et qui a été introduit par Bond et al. (1997) :

R : =
H0

c

√

Ω0
M (1 + zCMB) dA (zCMB)

=

√

Ω0
M

|Ω0
k|
S

(√

|Ω0
k|

∫ zCMB

0

dz̃

E (z̃)

)

.

(2.92)Cependant, e paramètre réduit di�ère de c dA (zCMB) H2 par un fateur√
1 + zCMB, et néglige les ontributions de la radiation et de la Constante Cos-mologique à la fontion de Hubble, f. Komatsu et al. (2009). Cependant, il aété argumenté que l'ajustement de R et ΩbH0

2 au lieu d'un ajustement de l'en-semble des Cℓ serait un bon substitut pour l'extration des paramètres osmolo-giques (f. Wang & Mukherjee 2007). Il faut ependant souligner, que l'utilisa-tion de R au lieu d'un �t omplet du spetre entraînera une perte d'information,quanti�ée par Elgarøy & Multamäki (2007) et étudiée par Ferramaho (2008),mais aussi la possibilité de biais sur les valeurs des paramètres osmologiques,f. Corasaniti & Melhiorri (2008). 11 Komatsu et al. (2009, WMAP5) donnent :
R = 1.710 ± 0.019. (2.93)Remarquons que nous voyons de nouveau apparaître une dégénéresene entreles paramètres osmologiques à ause de la relation intégrale entre es dernierset R (éq.(2.92)), point qui sera disuté dans la setion 2.5 i-après.10. L'intégrale dans le dénominateur de l'éq.(2.90) est dans la littérature aussi appelél'`horizon aoustique omobile du son' rs, ou plus simplement `horizon sonore'.11. Une alternive à l'utilisation deR sans implémenter un �t omplet du CMB a été proposéepar Hu et al. (2001) et Doran & Lilley (2002), f. Corasaniti & Copeland (2002) pour uneappliation de ette méthode.



2.3. LES SONDES OBSERVATIONNELLES 452.3.4 Osillations aoustiques des baryonsLes grandes strutures de l'univers s'étant formées à partir des �utuationsprimordiales de densité visibles sur le spetre des anisotropies du CMB, on s'at-tend à retrouver les pis d'osillations aoustiques baryoniques dans le spetrede puissane de la distribution de matière dans l'univers. Un programme derelevé des objets élestes, le SDSS lané en 2000, à révélé la distribution desgalaxies dans l'univers prohe omme montrée sur la Figure 2.12 (gauhe).Dérivons la densité ρ (~r) des galaxies dans une ertaine diretion du iel, ~r,omparée à la densité moyenne, ρ̄ :
δ (~r) :=

ρ (~r) − ρ̄

ρ̄
, (2.94)où ~r est le veteur position. En onsidérant la transformée de Fourier nousobtenons la fontion de orrélation à deux points, ξ (s), de la distribution desgalaxies :

ξ (~s) = 〈δ (~r) δ (~r + ~s)〉 =
V3

(2π)3

∫

P (k)2 ei~k·~rd3k, (2.95)où P (k) est le spetre de puissane de la distribution des galaxies, et V3 est levolume de la région de l'univers onsidérée. Pour les galaxies LRG (LuminousRed Galaxies) de l'éhantillon SDDS de la Figure 2.12 (gauhe), Eisensteinet al. (2005) obtenaient la fontion de orrélation à deux points de la Figure 2.12(droite) où on observe en e�et un pi aoustique à k−1 ≈ 100Mpc h−1. L'horizonaoustique du son pouvant être estimé à partir des études de la dynamique duCMB, f. i-dessus, nous avons alors entre nos mains un `angle standard' pourmesurer la distane angulaire dA (z) grâe à la position du pi dans le spetre depuissane de la distribution des galaxies à di�érents redshifts. Il a été argumentépar Eisenstein et al. (2005), que la position du pi sera bien enodée dans eque l'on appelle le paramètre réduit des BAO :
A (z) :=

[
z2|Ω0

k|2E (z)
]−1/3
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, (2.96)qui est proportionel à la raine ubique du produit de la dilatation radiale dela position du pi, (1 + z) ddA/dz = c/H (z), ave le arré de la dilatationtransversale, dA (z)2, dans le spetre de puissane tridimensionnel (Eisensteinet al. 2005; Tegmark et al. 2006). 12 Le paramètre réduit A, éq.(2.96), a l'avan-tage d'être indépendant du paramètre de Hubble, H0. Le redshift typique pourl'éhantillon des galaxies LRG étant z ∼ 0.35, la position du pi aoustique surla Figure 2.12 est, toujours suivant Eisenstein et al. (2005), donnée par :
A (z = 0.35) = 0.469 ± 0.017. (2.97)12. C'est à dire que la préision des sondages atuels n'est pas enore su�sante pour mesurerséparément les déplaements radiaux et transversaux du pi (Okumura et al. 2007), et leparamètre A est un amalgame des deux, f. aussi la disussion de Ferramaho (2008).
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Figure 2.12: Gauhe : La distribution de 6476 galaxies LRG (`Luminous Red Galaxies',noir) et de 32417 galaxies prinipales (vert/gris) omme relevé par Tegmark et al.(2006, SDSS). La oordonnée radiale est la distane propre éq.(2.15) en h−1Mp, où hest donné par H0 =: 100 h (km/s) /Mpc. L'éhantillon est subdivisé en NEAR, MID etFAR par les erles rouges orrespondant aux redshift 0.155, 0.3, 0.38, 0.474. Droite :Figure de Eisenstein et al. (2005), montrant la fontion de orrélation à deux points,éq.(2.95), pour les galaxies LRG. L'enadré élargit la région du diagramme autour dupi aoustique.Enore une fois, nous voyons dans e paramètre apparaître le problème de la dé-généresene des paramètres osmologiques, que nous avons déjà vu apparaîtredans les éqs.(2.80) et (2.92). Ce problème de dégénéresene provenant de l'in-tégrale sur l'inverse de la fontion de Hubble, ∫
dz/H (z), est alors générique àl'utilisation des distanes osmologiques. On appelle et e�et la dégénéresenegéométrique (f. Bond et al. 1997; Virey 2007).Il existe d'autres mesures osmologiques (omptages d'amas, mesures du spetrede puissane, autres mesures de distanes) qui permettent de ontraindre lesparamètres osmologiques, mais que nous n'avons pas utilisés dans le travail deette thèse.2.4 Valeurs des paramètres osmologiques2.4.1 Le modèle ΛCDMLes analyses ombinées des données atuelles provenant des observations desSNe, du CMB, et des BAO, omme nous avons exposé i-dessus, indiquent lesparamètres osmologiques aux valeurs Ω0

M = Ω0
b + Ω0

cdm ≃ 0.05 + 0.23 = 0.28pour la densité de matière, Ω0
R≃10−5 pour la densité de radiation, Ω0

x ≃ 0.72pour la densité d'`énergie noire' (suivant Huterer & Turner (1999), symbole `x'),
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Figure 2.13: Composition de l'univers à présent, selon le modèle standard.omposante inonnue responsable de l'aélération du taux d'expansion (x = Λsi l'aélération est dûe à une Constante Cosmologique), et wx ≃ −1 pour lavaleur de l'équation d'état de ette omposante si on l'inlut dans le �t ommeun paramètre onstant (f. Kowalski et al. (2008) et Komatsu et al. (2009) pourdes extrations réentes des paramètres). La omposition de l'univers selon esrésultats est shématiquement montrée sur la Figure 2.13. La valeur de wx esten bon aord ave la valeur prédite par une ontribution type Constante Cos-mologique, et on appelle e modèle le modèle standard de la osmologie, ditle modèle `Λ-Cold-Dark-Matter' (ΛCDM). Nous disuterons les erreurs de esparamètres plus bas dans ette setion, mais mentionnons les ontraintes a-tuelles sur les autres paramètres que nous avions introduit jusqu'ii. Commenous avons disuté i-dessus, les données atuelles de Komatsu et al. (2009,WMAP5) ontraignent l'indie salaire de l'éq.(2.87) à ns = 0.960 ± 0.013 etindiquent don un spetre de puissane initial presque onstant en aord aveles modèles d'in�ation. Cependant, la ontrainte exlut le spetre de Harrison-Zel'dovih à 3σ. Son amplitude est ontrainte à ∆2 (k0) = (2.445 ± 0.096) ·10−9,où k0 = 0.002/Mpc. Sous l'hypothèse de nt = 0 Komatsu et al. (2009) ob-tiennent la ontrainte −0.068 < dns/d log k < 0.012 à 95% CL pour la variationde ns ave l'éhelle de l'éq.(2.87). Il n'y a don pas d'indiation d'une telle varia-tion. Sous l'hypothèse que dns/d log k = 0 ils obtiennent ensuite une ontribu-tion des ondes gravitationnelles aux anisotropies du spetre de puissane initialde r = nt/ns < 0.22 à 95% CL. 1313. Cependant, dans l'analyse des données inluant simultanément ns, dns/d log k, et nt,on obtient un indie salaire plus grand que 1, ns = 1.087±0.072 (mais toujours inompatibleave ns = 1 à 1σ), une variation ave l'éhelle dns/d log k = −0.050 ± 0.034 inompatible à
1σ ave dns/d log k = 0, et une ontrainte moins forte sur la ontribution de l'indie tensoriel,
r < 0.58 à 95%CL.



48 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARDLes aspets tehniques de l'extration des paramètres à partir des données sontexposés dans l'appendie A, et sont disutés dans la littérature, f. par exempleAmsler et al. (2008); Kowalski et al. (2008); Komatsu et al. (2009).On note que selon les données atuelles l'univers apparaît globalement plat,soit Ω0
k ≃ 0. (Toute ombinaison des sondes donnent des ontraintes sur Ω0

kompatibles à 1σ ave l'hypothèse que l'univers soit plat, si wx est onsidéréonstant dans l'analyse. Cf. par exemple Komatsu et al. (2009).)En outre, pare que nous avons :
Λ ≃ 2

(
Ω0

Λ/Ω0
M

)
ΛE

ΛCDM
> ΛE, (2.98)où ΛE a été dé�ni dans l'éq.(2.42), le modèle ΛCDM orrespond à la lasse desmodèles de Friedmann représentée par la ligne `I' sur la Figure 2.3 (page 30).Après une phase d'expansion déélérée (la phase de domination de la matière),l'univers entre dans une phase d'aélération et l'univers se met dans une expan-sion in�nie. On montre à partir de la dé�nition éq.(2.34b), que la déélérationdu taux d'expansion est donnée par :

q (z; pi) =
1

2
ΩT (z) +

3

2
wx (z) Ωx (z) , (2.99)et on obtient alors pour le modèle ΛCDM le redshift zta où q (z; pi) a hangé designe :

zta
Ω0

k
=Ω0

R
=0

= −1 + 3

√

2Ω0
x

Ω0
M

(2.100)
ΛCDM

= 0.73, (2.101)où nous avons supposé Ω0
k = Ω0

R = 0 dans la première ligne. Aussi, le redshift
zeq à partir duquel l'énergie noire a dominé la matière est donné par :

zeq = −1 + 3

√

Ω0
x

Ω0
M

(2.102)
ΛCDM

= 0.37, (2.103)e qui souligne que selon les valeurs atuelles des paramètres osmologiques,l'univers n'entra que réemment dans une phase d'expansion aélérée. Ontrouve les valeurs de zta et zeq indiquées sur la Figure 2.2 (page 29). Finale-ment, nous obtenons à partir de l'éq.(2.64) l'âge de l'univers :
t(z; pi) =

1

H0

∞∫

z

dz̃

(1 + z̃)E(z̃; pi)
, (2.104)et on en obtient t0 ≈ 13.5 · 109ans l'âge atuel de l'univers si le modèle ΛCDMest valable.



2.4. VALEURS DES PARAMÈTRES COSMOLOGIQUES 492.4.2 Les paramètres de densité et de l'énergie noireDans le reste de e manusrit nous nous intéressons prinipalement à l'ex-tration des paramètres osmologiques de densité et des paramètres dérivantl'énergie noire et de leurs erreurs. Nous avons reproduit sur la Figure 2.14 lesontours à 68% CL dans le plan (Ω0
M,Ω0

Λ) qu'ont obtenus Kowalski et al. (2008)à partir des données réentes des SNe (Figure 2.10), du CMB (Spergel et al.2007, WMAP3) et des BAO (Eisenstein et al. 2005). Ii, Ω0
k a été inlu dans le�t. On observe sur la Figure omment la ombinaison des trois sondes brise ladégénéresene des paramètres Ω0

M et Ω0
Λ, et que les ontours ombinés sont enaord ave le modèle ΛCDM à 68% CL.

Figure 2.14: Prélevé de Kowalski et al. (2008). Contours à 68.3%, 95.4% et 99.7% CLdans le plan des paramètres (Ω0
M, Ω0

Λ).
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Figure 2.15: Figure (légèrement modi�ée) de Kowalski et al. (2008). Contours à 68.3%,
95.4% et 99.7% CL dans le plan (Ω0

M, wx).
Sur la Figure 2.15 (gauhe) sont reproduits les ontours dans le plan des pa-ramètres Ω0

M et wx de la même analyse (où wx = const) qui ont le plus grandd'intérêt pour e manusrit de thèse. On y trouve les ontraintes imposées parles données SN, CMB, et BAO séparément, et les ontraintes imposées par desdonnées ombinées en gris, sans prise en ompte les erreurs systématiques. Lesroix pointillées indiquent le modèle ΛCDM. On s'aperçoit que la ombinaisonseule des données du CMB et des BAO n'est pas apte à fortement ontraindrele paramètre wx. Alors que les données SNe seules préfèrent une valeur de wxsigni�ativement plus petite que sa valeur ΛCDM, wx = −1, leur ombinaisonave les données CMB et BAO réalise un ontour autour du modèle ΛCDM. Lespetites �gures à �té montrent (en haut) l'e�et d'inlure des erreurs systéma-tiques dans l'analyse (f. appendie B), et l'e�et d'inlure un ertain éhantillonde SNe dans l'analyse (en bas) (f. Kowalski et al. 2008, pour plus de détails).Ave les données après inq ans d'observations de WMAP, Komatsu et al. (2009)obtiennent les ontours à 68% et 95% CL dans les plans (Ω0
x,Ω

0
k) et (Ω0

x, wx),représentés sur la Figure 2.16. Ii aussi, wx est onsidéré onstant. Les �guresmettent en valeur omment les di�érentes possibles ombinaisons des sondesbrisent la dégénéresene des paramètres osmologiques. On en déduit que laombinaison des données du CMB ave les BAO ontraint plus fortement leparamètre Ω0
k que sa ombinaison ave les données SN. A l'inverse, le paramètredynamique de l'énergie noire, wx, est plus fortement ontraint par la ombinai-son CMB+SNe.
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Figure 2.16: Figure de Komatsu et al. (2009, WMAP5). Les ontraintes marginaliséesdans les plans des paramètres (Ω0
x, Ω

0
k) (gauhe) et (Ω0

x, wx) (droite). Ii, on a supposé
wx = const. et la roix pointillée indique le modèle ΛCDM.2.4.3 La dynamique de l'énergie noireIl est fréquent de prendre aussi en ompte la possibilité que la omposante`énergie noire' soit dynamique et que ses propriétés varient ave le temps. Nousallons donner des motivations théoriques pour l'hypothèse d'une énergie noiredynamique dans le hapitre suivant. Sans donner plus de détails ii, nous men-tionnons seulement que ette dynamique est dérite par une équation d'état quidépend du temps. Le paramétrage le plus fréquemment utilisé pour présenterles résultats est elui proposé par Chevallier & Polarski (2001) et Linder (2003)(paramétrage CPL) :

wx (z) = w0 + wa
z

1 + z
, (2.105)que nous disuterons en détail dans la setion 3.7. En inluant le paramètre

wa dans l'analyse des données, Kowalski et al. (2008) obtiennent les ontoursde la Figure 2.17, où sont représentées les di�érentes ombinaisons des sondes(gauhe) et l'e�et d'inlure des e�ets systématiques sur les ontours ombinés(droite). Ωk = 0 a été imposé dans l'analyse, et la roix pointillée indique lemodèle ΛCDM. Nous observons enore une fois que la ombinaison des don-nées CMB+SNe est très performante onernant l'extration des paramètresdynamiques de l'énergie noire. La ombinaison CMB+SNe est, en terme de sur-fae des ontours, à peu près deux fois plus performante que la ombinaisonCMB+BAO. Le ontour ombiné est en aord ave le modèle ΛCDM, maisnous le disuterons plus en détails dans la setion 3.7.2.4.4 Résultats ave SNe+R+ANous pouvons ave notre approhe `réduite', SNe+R+A, rapidement reproduirees résultats, f. appendie A, et nous obtenons ave le KOSMOSHOW, outil
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0Figure 2.17: Figure de Kowalski et al. (2008). Contours à 68.3%, 95.4% et 99.7%CL dans le plan des paramètres (w0, wa). Gauhe : Les ombinaisons possibles desdonnées SN (sans erreurs systématiques) ave les données CMB (WMAP3) et BAO.Droite : L'e�et d'inlure des erreurs systématiques aux SNe dans l'analyse (ontourspointillées). A omparer ave la Figure 3.5 (page 74).d'analyse développé par A. Tilquin, les valeurs des paramètres {pi} du Tableau2.1. Ii, nous prenons en ompte le paramètre wa qui dérit la dynamique del'énergie noire.Tableau 2.1: Paramètres osmologiques {pi} obtenus ave les données SNe+R+A sanspriors. Les erreurs sont estimées au minimum du χ2, f. appendie A.4. Dans le as a),
wx est onsidéré onstant.a) Ω0

M σΩ0

M
Ω0

Λ σΩ0

Λ
Ω0

R σΩ0

R
wx σwx

� χ2
min

/n

0.29 0.05 0.71 0.33 < 10−3 0.06 −0.95 0.24 � 1.4b) Ω0
M σΩ0

M
Ω0

Λ σΩ0

Λ
Ω0

R σΩ0

R
w0 σw0

wa σwa
χ2
min

/n

0.29 0.22 0.71 2.06 < 10−3 0.10 −0.97 2.34 0.49 5.13 1.4Nous saisissons enore une fois l'oasion de noter que l'utilisation des para-mètres réduits R et A peut amener à des résultats di�érents d'un �t ompletdes données CMB et BAO, f. setions 2.3.3 et 2.3.4. Ferramaho (2008) souligneque l'utilisation de es paramètres résultera en général dans une sur-estimationdes erreurs. Nous voyons dans le Tableau 2.1, omment le fait d'inlure wa dansle �t augmente drastiquement les erreurs. Au niveau du χ2 les deux �ts sontorrets. Dans notre Tableau 2.1 i-dessus, nous n'avons ependant supposé au-une onnaissane a priori sur auun des {pi}. Si nous imposons, omme on lefait souvent, que l'univers soit plat :
Ωk

!
= 0, (2.106)



2.4. VALEURS DES PARAMÈTRES COSMOLOGIQUES 53nous obtenons des erreurs largement réduites et des valeurs entrales signi�ati-vement di�érentes. Aussi, l'erreur sur le paramètre de densité de radiation, σΩ0
R
,est diminuée par un fateur dix. Par la suite, nous allons souvent négliger Ω0

Rdans l'analyse (et dans les simulations des données, f. la deuxième partie) :
ΩR

!
= 0. (2.107)Ave es deux ontraintes nous obtenons alors les valeurs du Tableau 2.2. 14 CesTableau 2.2: Paramètres osmologiques {pi} obtenus ave les données SNe+R+A si l'onimpose que l'univers soit plat et néglige la ontribution de la radiation dans l'analyse.Les erreurs sont estimées au minimum du χ2, f. appendie A.4. Dans le as i), wx estonsidéré onstant.i) Ω0

M σΩ0
M

Ω0
Λ σΩ0

Λ
Ω0

R σΩ0
R

wx σwx � χ2
min/n

0.27 0.02 1 − Ω0
M � −0.93 0.07 � 0.7ii) Ω0

M σΩ0
M

Ω0
Λ σΩ0

Λ
Ω0

R σΩ0
R

w0 σw0
wa σwa χ2

min/n

0.27 0.02 1 − Ω0
M � −1.13 0.16 0.84 0.53 0.7résultats sont en bon aord ave la littérature. Les erreurs sont drastiquementplus petites pour tous les paramètres par rapport au Tableau 2.1, mais surtoutles valeurs entrales de wx sont signi�ativement di�érentes notammment dansle as où wa est inlu dans le �t. La valeur atuelle de l'équation d'état passede wx = −0.97 ± 2.34 à une valeur entrale au-delà de la frontière fant�me,

w0 = −1.13 ± 0.16, mais reste à 1σ onsistante ave sa valeur ΛCDM. En re-vanhe, la valeur wa = 0.84 ± 0.53 devient à 1σ inonsistante ave l'hypothèse
wx = const. Clarkson et al. (2007) ont démontré la dégénéresene analytiqueentre l'évolution de wx et la ontribution dynamique de la ourbure, Ω0

k. Ladangerosité de ette dégénéresene même ave des futures données, et le r�leque jouent les suppositions de modèle, à savoir l'hypothèse wx = const., dansla reonstrution de la valeur de Ω0
k, ont été disuté par Virey et al. (2009).L'hypothèse d'un univers plat peut nous faire roire à une énergie noire dyna-mique alors qu'elle ne l'est pas. Par ailleurs, on peut onfondre des modèles aveourbure et énergie noire dynamique ave le modèle ΛCDM (plat) si on ignorela dynamique de l'énergie noire dans l'analyse.Nous reviendrons dans la deuxième partie de e manusrit de thèse à la questionde la dépendane des résultats du �t sur les hypothèses d'analyse, et du dangerd'introduire des biais sur les valeurs reonstruites des paramètres à ause de eshypothèses.14. Nous notons les légères di�érenes des valeurs dans e tableau par rapport au Tableau6.1. Les erreurs plus grandes dans e dernier proviennent du fait que dans ette étude nousavions utilisé la valeur de R de Spergel et al. (2007, WMAP3) dans l'analyse.



54 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD2.5 La dégénéresene géométriqueAu ÷ur du problème de la dégénéresene géométrique repose, omme nousavons vu, la relation intégrale :
d (z; pi) ∼

z∫

0

dz̃

E (z̃; pi)
, (2.108)entre les paramètres et les diverses distanes osmologiques, d ∈ {r, dL, dA}, quientraîne que l'on peut obtenir des spetres de puissanes du CMB identiquespour des ensembles de paramètres {pi} di�érents, soit pour des évolutions dufond très di�érentes, f. Efstathiou & Bond (1999); Virey (2007). Revenons àla dé�nition du paramètre réduit, R, éq.(2.92) : à ondition que nous ayonsune valeur de Ω0

MH0
2 identique pour tous les modèles en question, et que nousayons aussi �xé le spetre de puissane initial éq.(2.86), nous allons reproduirele même spetre de puissane du CMB pour tous ensembles de paramètres (soitpour tous modèles) osmologiques qui donneront la même valeur R = const.,fait qui est illustré sur la Figure 2.18. Le adre en haut reprend le spetre depuissane de la Figure 2.11, alulé pour un univers ΩM ≡ 1 et ΩΛ ≡ 0 (appélé`modèle ible', qui donne R = 1.94) et pour quatre modèles di�érents à valeurdégénérée de R. En bas sont représentés les résidus de es quatre modèles parrapport au modèle ible, ave les valeurs de H0/[100(km/s)/Mpc]2Ω0

Λ orres-pondantes données près des lignes. Nous observons que les modèles montrentun omportement distinguable à de grandes éhelles ℓ . 30 et seront don enprinipe suseptibles d'être détetés par l'e�et Sahse-Wolfe, f. note 9 en bas dela page 43. Cependant, les deux lignes hahurées montrent la limite fondamen-tale de préision imposée par la variane osmique, et nous nous aperevons, quela dégénéresene ne peut pas être brisée sans ontrainte extérieure. Nous mon-trons sur la Figure 2.19 la dégénéresene du paramètre R dans les espaes dephase à deux dimension tendus, respetivement, par Ω0
k et Ω0

x (gauhe), et par
w0 et Ω0

x (droite). Nous y montrons notamment en lignes noires et pointillées laontrainte atuelle : R = 1.710± 0.019 (éq.(2.93)). A gauhe (droite), les ligneshahurées représentent de gauhe à droite (d'en haut vers le bas) les ontours
R = {2.0, 2.5, 3}. Nous déduisons de la �gure qu'il existe alors un nombre in�nide modèles dégénérés qui sont en aord ave la ontrainte observationnelle.Cette dégénéresene ne peut pas être brisée sans ontrainte extérieure sur Ω0

M,
Ω0

x, et H0.Les volumes d'espae de phase oupés par la ontrainte atuelle sont assezétroits dans les plans représentés sur la Figure 2.19. La situation hange sil'on prend en ompte le troisième paramètre de l'énergie noire, à savoir wa.Les Figures 2.20 montrent les lignes de dégénéresene de la valeur de R dansl'espae de phase (w0, wa) pour di�érentes valeurs de Ω0
k.Pour les modèles ouverts, Ω0

k = 0.05, le volume de dégénéresene est très petit,et il su�ra d'une ontrainte extérieure exhibant une ourbe de dégénéresenedans l'espae (w0, wa) seulement légèrement di�érente de elle de R pour bri-ser la dégénéresene. Comme nous avons noté, toutes les sondes osmologiquesbasées sur la mesure d'une distane, omme 'est le as du BAO et des SNe Ia,
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Figure 2.18: Figure de Efstathiou & Bond (1999), f. diussion dans le texte.

Figure 2.19: Gauhe : Graphe inspiré par la Figure 1 (a) d'Efstathiou & Bond (1999).ContoursR = const. dans le plan des paramètres osmologiques (
Ω0

k, Ω
0
x

), où wx = −1.Les mêmes ontours dans le plan (
wx, Ω

0
x

), où Ω0
k = 0 et wx = const. Le modèle ΛCDMest indiqué sur les deux �gures.vont sou�rir de la dégénéresene géométrique, mais leurs ourbes dans l'espaede phase {pi} vont ependant ne pas avoir exatement le même omportementà ause des bornes d'intégration di�érentes. Aussi, la ombinaison ave des don-nées BAO ou SNe ne va permettre de briser la dégénéresene que partiellement,ar malheureusement la desription des anisotropies du CMB implique tellementde paramètres qu'il y a de nombreuses dégénéresenes en sus de la géométrie,f. Virey (2007).
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Figure 2.20: Lignes noires : Contours R = 1.710 ± 0.019 dans le plan (w0, wa) pour
Ω0

k = {−0.05, 0.00, 0.05}. Ii, Ω0
x = 0.72. Nous représentons aussi la ontrainte éq.(2.97)des BAO en lignes grises. L'épaisse ligne noir marque la limite (w0 + wa) = 0 dansl'espae de phase, f. éq.(3.34) plus bas.Par exemple, pour les BAO et SNe Ia que nous mesurons à des redshifts petitsomparés à elui du CMB, nous allons nous attendre à e que leurs ontours dedégénéresene sur la Figure 2.20 dépendent di�érement de wa surtout dans lesas où w0+wa > 0. Nous allons voir (éq.(3.30)) que wa +w0 peut être interprétéomme la valeur initiale de l'équation d'état, wa + w0 = wi. Les modèles ave

wi ∼ 0 sont appelés les modèles `early dark energy', où l'énergie noire ontribueà la dynamique de l'univers avant le déouplage, z > zCMB. Considerant dessondes à haut et à bas redshift, on s'attend don dans la zone wi > 0 à uneorrélation des paramètres di�érente de l'espae de phase par rapport à elleobtenue dans la zone wi < 0. Nous avons pour illustration ajouté aux Figures2.20 le ontour de dégénéresene de la ontrainte sur le paramètre réduit desBAO, A, f. éq.(2.97). Conrètement, pour le as du modèle ouvert, les ontoursdes CMB et des BAO sont à 1σ disjoints pour tous les modèles d'énergie noireà wa . 1.5. Dans e as d'un modèle ouvert, les modèles d'`early dark energy'sont don favorisés par les valeurs mesurées de R et A.



2.5. LA DÉGÉNÉRESCENCE GÉOMÉTRIQUE 57Dans le modèle plat, Ω0
k = 0, le volume de dégénéresene de R augmente parrapport aux modelès ouverts. Cependant, il reste disjoint des ontours de dé-généresene des BAO pour tous wa . 1.5. Le volume de dégénéresene de Raugmente enore signi�ativement pour le as d'un univers légèrement fermé,

Ω0
k = −0.05. Pour e type de modèle, le CMB ne peut pas distinguer les mo-dèles dans un volume de l'espae de phase (w0, wa) relativement grand, qui,ependant, est situé dans le régime `fant�me', w0 < −1, qui pour des raisonsthéoriques semble défavorable (f. disussion page 72). Aussi, le rapport entreles volumes de dégénéresene de R et A s'est inversé par rapport aux as del'univers ouvert. La dégénéresene de w0 et wa n'est pas brisée par la ombi-naison des ontraintes, à 1σ, pour tous les modèles wa . 1.5. Et les volumesne deviennent disjoints que pour les modèles d'`early dark energy', ii pourles modèles wa & 1.5, qui sont don défavorisés par les données ombinées duCMB et des BAO si on suppose une ourbure légèrement positive de l'univers,

Ω0
k. Pour des Ω0

k toujours plus négatifs, soit des modèles plus largement fermés(Ω0
k < −0.05), le volume de dégénéresene roît toujours, mais sort très vitedu `�té gauhe' du plan montré : es modèles susitent des valeurs de R bieninférieures à la ontrainte atuelle pour toutes valeurs de (w0, wa) `raisonnables'.





Chapitre 3Modèles pour l'énergie noire3.1 La Constante Cosmologique
Comme nous avons pu voir dans le hapitre 2, la Relativité Générale pro-pose une expliation générique de l'aélération du taux d'expansion de l'uni-vers mesurée aujourd'hui. Même s'il semblait à Einstein que l'introdution d'uneConstante Cosmologique dans ses équations était une mauvaise idée, 1 on peutdéfendre le point de vue que le terme Λ ne fait que naturellement ompléterles éqs.(2.1) 2. Ainsi, la Constante Cosmologique n'est d'autre qu'une nouvelleonstante naturelle dont la valeur doit être donnée par l'expériene. Plusieursproblèmes onernant ette interprétation du terme Λ ont été levés. Par exemple,il est argumenté que l'apparition de Λ omme une onstante d'intégration met-trait en valeur une nature di�érente de elle des autres onstantes naturelles, quisont des onstantes de ouplage, ou dont les valeurs peuvent être motivées pardes raisonnements physiques. Cependant, nous devons mentionner le `problèmede oïnidene', orrespondant au fait que la valeur de Ω0

Λ soit du même ordrede grandeur que elle de Ω0
M. A partir de la Figure 2.2 (page 29), donnant lesvariations dans le temps de ΩM (z) et ΩΛ (z), nous pouvons observer qu'il fautun ajustement étonnant de la valeur de la Constante Cosmologique pour arriverà ette orrespondane des deux termes aujourd'hui. On s'aperçoit aussi que depetites variations autour de la valeur de ΩΛ donnent des évolutions de l'universtrès di�érentes. Pour des valeurs plus grandes, l'évolution de l'univers n'auraitpas véu une phase de domination de la matière, f. Figure 2.2, et les grandesstrutures présentes dans l'univers, soit les galaxies et les amas des galaxies,n'auraient pas pu se former. Pour des valeurs plus petites que ΛE, voire néga-tive, les strutures n'auraient pas non plus pu se former, ar selon l'éq.(2.39)l'univers se serait e�ondré avant (ourbe `O' sur la Figure 2.3).1. Dejà en 1923 il érivait dans une arte postale adressée à Hermann Weyl : �Wenn shonkeine quasistatishe Welt, dann fort mit dem kosmologishen Glied.� (Einstein 1923), et se dé-larait alors prêt à abandonner entièrement la Constante Cosmologique si la non-stationnaritéde l'univers devait être démontrée, e qu'il �t tout de suite quand il apprit les résultats deHubble (1929), f. Jung (2006). Aussi, selon Gamow (1970, page 44), Einstein lui aurait avouéque �the introdution of the osmologial term was the biggest blunder he ever made in hislife�.2. Cf. la note 7 en bas de la page 24. 59



60 CHAPITRE 3. MODÈLES POUR L'ÉNERGIE NOIREPour éviter e problème de oïnidene, ertains auteurs herhent à trouverune raison physique de l'existene du terme Λ, et une expliation dynamique àsa valeur.3.2 L'énergie du videBien avant la déouverte de l'aélération réente de l'expansion de l'universil avait été proposé l'existene d'une ontribution au ontenu de l'univers dutype Constante Cosmologique, orrespondant à une ontribution du vide autenseur énergie impulsion osmologique. Zel'dovih (1968) a montré que etteontribution doit être dérite par le produit d'une onstante et de la métrique.Par exemple, onsidérons un hamp salaire, Φ (xµ), ave un potentiel V (Φ),dont l'ation peut être érite omme :
S =

∫

d4x
√−g

[
1

2κ
gµνΦ,µΦ,ν − V (Φ)

]

. (3.1)Ii, κ et la onstante gravitationnelle d'Einstein, f. éq.(2.3). Le tenseur énergie-impulsion de e hamp salaire est donné par :
Tµν =

1

2κ
Φ,µΦ,ν +

1

2κ
(gρσΦ,ρΦ,σ) gµν − V (Φ) gµν , (3.2)dont la ontribution minimale provient de l'état où il n'y a auune ontributionde l'énergie inétique ou d'un gradient, soit Φ,ν = 0, e qui implique :

Tµν = −V (Φ0) gµν , (3.3)où Φ0 désigne la valeur de Φ (xµ) au minimum du potentiel V . La ontribution
V (Φ0) est appelée l'énergie du vide. Nous observons dans l'éq.(3.3) l'équivalenemathématique entre la ontribution V (Φ0) du minimum du potentiel du hamp
Φ et la Constante Cosmologique, f. éq.(2.57). Cei est aussi ompréhensiblepar le raisonnement que la forme du tenseur énergie-impulsion du vide doit êtreinvariante sous des transformations de Lorentz loales. La forme éq.(3.3) estla seule qui assure ette invariane (f. Rindler 2001). Le problème ruial deette desription, très élégante en tant que telle et attirante du point de vuede l'uni�ation des théories, repose dans le alul quantitatif de la ontribution.Pour haque mode d'un hamp quantique, l'énergie du point zéro est donnéepar hck/2, où k := ν/c désigne le nombre d'onde, e qui donnera une densitéde masse 3 du vide quantique de :

ρvide =
1

4π2c

∑

champs i

ni

kc∫

0

√

(hk)2 + (mi)
2k2dk, (3.4)3. Pour des raisons de onsistane ave la notation introduite dans le hapitre 2, nousdisutons ii la densité de masse du vide qui est évidemment équivalente à la densité d'énergiedu vide d'habitude disutée dans la littérature.



3.3. MODÈLES DE QUINTESSENCE 61où l'on somme sur tous les hamps quantiques de degré de liberté ni, et où
mi est la masse du hamp i. 4 La borne supérieure d'intégration, kc, doit êtreinférieure à l'in�ni pour éviter la divergene de l'intégrale. Regardons la seuleontribution d'un hamp salaire bosonique de masse zéro, Φ, et obtenons alors :

ρΦ =
hkc

4

16π2c
. (3.5)Nous renvoyons aux artiles de revue de Peebles & Ratra (2003) et de Friemanet al. (2008) pour une lari�ation des simpli�ations que nous avons impliite-ment invoquées ii, et pour des référenes supplémentaires. Le hoix de la borned'intégration, kc, n'est malheureusement pas imposé par des raisonnements ma-thématiques ou physiques rigoureux. On pourrait imposer que la densité du videne doit pas dépasser la densité ritique, ρ0

c , de l'éq.(2.53), et aurait par onsé-quent kc < 4

√

6πcH0
2/ (hG) ≃ 3 · 104 m−1, soit une longueur d'onde λ ∼ 35µmorrespondant à d'énergies ≃ 0.04 eV. Ce n'est guère l'éhelle où l'on s'atten-drait à une physique inonnue qui imposerait le ut-o� de l'intégrale éq.(3.5). Si,par ontre, on met le ut-o� là où l'on s'attendrait à l'éhe de la théorie quan-tique des hamps et par ei à la �n de la validité de l'éq.(3.5), soit à l'éhellede Plank kc =

√

c3/ (hG) ≃ 2, 5 · 1034 m−1 (équivalent de EPl ≃ 3 · 1019 GeV),on obtient :
ρΦ =

c5

16π2hG2
≃ 5 · 10119ρ0

crit ≃ 7 · 10119ρΛ, (3.6)où nous omparons aussi la valeur de ρΦ à la valeur mesurée de la densité
ρΛ, f. éq.(2.58) et setion 2.4. Le fateur 10120 onstitue probablement la plusmauvaise estimation théorique d'une valeur mesurée dans l'histoire de la siene.Comme nous l'avons noté au début de e paragraphe, e problème de préditionirraisonnable de la ontribution du vide au ontenu masse-énergie de l'universest onnu depuis longtemps, Peebles & Ratra (2003) en donnent un résumé.Il reste à trouver un méanisme physique nouveau permettant d'ajuster ettevaleur soit à zéro, e qui a longtemps été ru, soit à la petite valeur mesuréeaujourd'hui. On appelle e problème le problème de la Constante Cosmologique,et on parle aussi du problème de `�ne tuning' quant à la valeur atuelle de Λ(Weinberg 1989).3.3 Modèles de QuintesseneLes densités de masse-énergie de la Constante Cosmologique et du vide quan-tique sont onstantes par rapport au temps et à l'espae. Cependant, des mo-dèles introduisant un hamp salaire variant ave le temps ont été proposés a�nd'éviter le problème de oïnidene. Pour ei, il faut e�etivement postuler unnouveau hamp salaire, Q, appelé la Quintessene 5. Les auteurs fondateurs deette approhe sont notamment Wetterih (1988), Ratra & Peebles (1988), etZlatev et al. (1999); Steinhardt et al. (1999).4. On a notamment sgn (n) = + (−) pour les hamps bosoniques (fermioniques), f.Frieman et al. (2008).5. En référene au inquième élément d'Aristote dont est fait le iel étérnel, f. page 7.



62 CHAPITRE 3. MODÈLES POUR L'ÉNERGIE NOIREOn suppose un hamp salaire homogène dans l'espae tridimensionnel, maisvariant ave le temps osmologique, Q (τ), dont l'ation s'érit :
S =

∫

d4x
√−g

[
1

2κc2
Q̇2 − V (Q)

]

, (3.7)où V (Q) désigne le potentiel du hamp, et 1
2κc2

Q̇2 son énergie inétique. On endéduit l'équation dynamique du hamp Q :
Q̈ + 3HQ̇ + κc2 ∂V

∂Q
= 0, (3.8)où H est la fontion de Hubble. Les entrées du tenseur énergie-impulsion de ehamp salaire peuvent être données omme étant :

Q

T 00=: ρQc2 =
Q̇2

2κc2
+ V (Q) , (3.9a)et

Q

T 11=
Q

T 22=
Q

T 33=: pQ =
Q̇2

2κc2
− V (Q) . (3.9b)En termes de l'équation d'état, f. éq.(2.45), nous avons don :

wQ =
ρQc2

pQ
=

Q̇2

2κc2
+ V (Q)

Q̇2

2κc2
− V (Q)

. (3.10)On reproduit, pour Q̇ = 0, le as de l'éq.(3.5), soit wQ = −1 = wΛ. Cei estéquivalent à dire qu'un hamp salaire Q reposant au minimum de son potentielorrespond à une Constante Cosmologique, as que l'on disutait dans la se-tion préédente. On aura aussi wQ ≈ −1 dans tous les as où le potentiel V (Q)domine le terme de l'énergie inétique, Q̇2/2κc2. Dans es as, on a ρQ ∼ V (Q).Le potentiel V n'étant donné par auun raisonnement a priori et étant alors unefontion libre, le dé�it prinipal des modèles de Quintessene est qu'il s'agite�etivement de modèles à nombre in�ni de paramètres.On trouve dans la littérature un grand nombre de potentiels, V (Q), à un, deux,ou plusieurs paramètres, qui souvent sont des exponentielles ou des fontionshyperboliques de Q. (On pourra onsulter Sahni (2004) pour une liste de di�é-rents potentiels, et pour des référenes supplémentaires.)Il a été proposé par Caldwell & Linder (2005) de disuter la dynamique desmodèles d'énergie noire dans l'espae de phase de l'équation d'état tendu par
wx et w′

x, où :
w′

x :=
dwx

d lna
=

ẇx

H
. (3.11)Pour l'éq.(3.10) nous obtenons suivant Huterer & Turner (1999) :

w′
Q

wQ
= 2

V ′ (Q)

V (Q) −
(

1
2κc2 Q̇2

)

/V (Q)
− 12

V (Q)

1
2κc2 Q̇2 − V (Q)2 /

(
1
2κQ̇2

) , (3.12)où V ′ (Q) := dV (Q) /d ln a. Ave le hoix du potentiel V et la solution orres-pondante de l'éq.(3.8) on obtient alors les trajetoires des modèles de Quintes-sene dans l'espae de phase de l'équation d'état. Nous allons dérire à présentles prinipales lasses de modèles.



3.3. MODÈLES DE QUINTESSENCE 633.3.1 Les modèles `traker'Parmi le grand nombre de modèles de Quintessene on distingue notammentdes modèles qui montrent un omportement dit `traker', introduit par Zlatevet al. (1999) pour éviter le problème de oïnidene. La partiularité des hamps`traker' est que les solutions de leurs équations de mouvement onvergent versune évolution osmique partiulière de ρQ (z), pour un très grand nombre deonditions intiales di�érentes. Zlatev et al. (1999) et Steinhardt et al. (1999)montrent que ρi
Q, la valeur initiale de ρQ à la sortie de la phase de l'in�ation,peut varier de presque ent ordres de grandeur et fournir la même évolutionglobale de ρQ (z). L'intervalle des valeurs initiales possibles est indiqué par unebande blanhe et grise le long de l'axe des ordonnées de la Figure 3.1. No-tamment, la bande blanhe orrespond aux modèles `undershoot' dont la lignepointillée représente un exemple, et la bande grise orrespond aux modèles `over-shoot', dont la ligne noire représente un exemple. Ces deux évolutions di�èrentnotamment à très haut redshift, z > zCMB, qui n'est pas de grand intérêt pournotre travail. Sur la Figure 3.1, les auteurs ont aussi indiqué la ondition ini-tiale très spéiale de la Constante Cosmologique (point noir). 6 Steinhardt et al.(1999) trouvent notamment que tous les modèles de Quintessene du potentiel

V (Q) onvergent vers une même évolution de ρQ si :1. Γ > 1 et |d(Γ−1)
dt | ≪ H|Γ−1| (Γ presque onstant), où Γ :=

(
∂2V
∂Q2 V

)

/
(

∂V
∂Q

)2,la solution est une solution `traker' ave wQ < wbg.2. 1 − (1 − wbg)

6 + 2wbg
< Γ < 1 |d(Γ−1)

dt | ≪ H|Γ − 1|, la solution est une solutiontraker ave wbg < wQ < 1
2 (1 + wbg).Si 1 − (1 − wbg)

6 + 2wbg
> Γ, il n'existe pas de solution traker.Ii, wbg est l'équation du fond osmologique, soit wbg ∼ 1/3 dans le domainede la domination de la radiation, et wbg ∼ 0 dans le domaine de la dominationde la matière, f. Figures 2.2 et 3.1. La ondition 1. est équivalente à imposerque |(∂V/∂Q) /V | déroisse quand V déroit. Cette ondition omprend unetrès grande lasse de potentiels, y ompris des potentiels V ∝ 1/Qα où α =

const. > 0 (potentiel de Ratra & Peebles 1988), f. Steinhardt et al. (1999). Lessolutions `traker' tirent leurs noms du fait suivant : La ondition que Γ soitpresque onstant implique, en vertu de la dé�nition de Γ, que l'équation d'étatdu hamp Q, éq.(3.10), prenne la forme :
wQ ≈ wbg − 2 (Γ − 1)

1 + 2 (Γ − 1)
, (3.13)'est à dire que l'équation d'état de la Quintessene est étroitement liée à l'évo-lution de l'équation du fond, wbg. Ce fait est représenté sur la Figure 3.1, où onvoit représentées les évolutions des dénsités du fond, la solution de onvergene,et un modèle `traker' partiulier.6. Notons que sur la Figure 3.1 la densité est donnée en GeV4 au lieu des kg/m3 quenous utilisons dans le reste du manusrit. Cela vient de l'éq.(3.5), où kc est souvent dé-
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Figure 3.1: Figure 1 de la publiation de Steinhardt et al. (1999). Nous avons en lignehahurée et en ligne hahurée-pointillée les évolution des densités du fond, ρM et ρR,respetivement. La ligne pointillée représente l'évolution des modèles `traker', la lignenoire un exemple d'une solution `overshoot' où la valeur initiale de ρi
Q est supérieure à lavaleur de la solution traker. Le diagramme ne va pas jusqu'aux redshifts de l'in�ation.L'époque où l'univers passait de la domination de la radiation à la dominationde la matière, peut être regardée omme un genre de transition de phase dansl'équation d'état du fond. Selon l'éq.(3.13) une telle transition de phase devraitentraîner une transition de phase dans l'équation d'état de la Quintessene aussi.Corasaniti & Copeland (2003) traitent ette question et montrent qu'en e�et lafontion wQ (z) suit un omportement de transition de phase, plus où moinsprononé selon la forme exate du potentiel V (Q). Nous reproduisons sur laFigure 3.2 leur illustration de e omportement, et reviendrons aux impliationsde e phénomène pour l'extration des paramètres osmologiques dans la setion3.7.2 et le hapitre 5.3.3.2 Les modèles `thawing' et `freezing'Caldwell & Linder (2005) ont montré que l'on peut trouver une lassi�ationdes modèles de Quintessene selon des omportements de wQ (z) qualitativementdi�érents. La lassi�ation est e�etuée par rapport au signe de l'aélérationdu hamp Q. Il est lair de l'éq.(3.8) que ette aélération est ontrolée par lapente du potentiel, ∂V /∂Q, et par la valeur de l'expansion de l'univers, H.�ni omme l'énergie du mode, kc := hν, et on a alors la orrespondane ρ/[GeV4] =

(J4/[GeV4])(16π2h3c5) ρ/[kg/m3] = 1.69 · 10−16 ρ/[kg/m3].
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Figure 3.2: Figure 1 de Corasaniti & Copeland (2003), montrant l'évolution de wQ, iien fontion du fateur d'éhelle, a, de quelques modèles traker. Les fontions enadréesdonnent la forme des potentiels V (Q). Les évolutions des di�érents modèles exhibentune ou plusieurs transitions de phase plus ou moins prononées.Thawing : Le premier as possible est que l'aélération de Q est initialementbridée par l'expansion de l'univers, ou par la fontion de Hubble, et ne devientnon-négligeable qu'à un ertain moment. On a alors (wQ, w′
Q) ∼ (−1, 0) dansune phase initiale, et seulement plus réemment quand ẇ/H > 0, wQ deviendramoins négatif. Ce omportement est appelé `thawing'.Freezing : Le as inverse, où initialement wQ > −1 et w′

Q < 0, et où l'évo-lution onverge vers (wQ, w′
Q) = (−1, 0), sont essentiellemt les modèles traker,f. la Figure 3.3 i-dessous. Ce omportement est aussi appelé `freezing'.Caldwell & Linder (2005) argumentent que les modèles `thawing' [`freezing'℄ se-ront, pour wQ . −0.8, limités dans l'espae de phase à des zones (1 + wQ) <

w′
Q < 3 (1 + wQ)

[

3wQ (1 + wQ) < w′
Q < 0.2wQ (1 + wQ)

], et obtiennent la Fi-gure 3.3. Il est intéressant de noter ii que es modèles de Quintessene oupentun volume dans l'espae de phase (wx, w
′
x) disjoint des �uides barotropiques, f.éq.(2.52). Mesurer wx et w′

x ave des préisions su�santes, σw′

x
≃ (1 + wx), nousdonnerait don un moyen de distinguer l'origine de l'aélération osmique nonseulement parmi les nombreux modèles de Quintessene, mais aussi entre lesmodèles de Quintessene, les modèles de �uides barotropiques et une ConstanteCosmologique.
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Figure 3.3: Reprise de la Figure 1 de Caldwell & Linder (2005). Elle montre lesvolumes dans l'espae de phase (wx, w
′
x) oupés par les modèles `thawing' et `freezing'.La ligne hahurée représente la borne inférieure pour les modèles traker qu'obtientSherrer (2006). La ligne pointillée illustre un modèle du type `step', paramétré ave

(Γ, wi, wf )=(1.2,−0.8,−1), voir setion 3.7.2.3.4 Modèles anisotropes et inhomogènes3.4.1 Modèle de Lemaître, Tolman, et BondiLemaître (1933) et Tolman (1934) trouvaient la solution sphérique suivanteaux éqs.(2.1) : 7
ds2 = −c2dτ2 + A (r, τ)2 dr2 + R (r, τ)2 dΩ2, (3.14)pour une distribution sphérique de matière non-relativiste :

Tµν = diag (ρM (r, τ) , 0, 0, 0) . (3.15)Ii, A et R sont des fontions libres de la distane omobile et du temps os-mologique. On a don introduit de nouveaux degrés de liberté par rapport àla métrique FRW, l'éq.(2.8), et on doit par onséquent imposer des onditionsde bord supplémentaires a�n de résoudre les équations d'Einstein. La métriqueéq.(3.14) a été étudiée exhaustivement par Bondi (1947), d'où le fait qu'on l'ap-pelle souvent la métrique de Lemaître, Tolman, et Bondi (LTB). La métriqueLTB dérit des solutions qui sont isotropes en un seul point. A savoir, elle déritdes boules sphériques qui sont sous-denses par rapport au reste de l'univers, où7. Il existe ependant d'autre solutions osmologiques inhomogènes aux éqs.(2.1). Outre laompilation omplète de toutes solutions de Stephani et al. (2003), on trouve une disussiondes solutions inhomogènes hez Krasi«ski (1997).



3.4. MODÈLES ANISOTROPES ET INHOMOGÈNES 67la métrique tend vers un univers FRW : TLB → FLW pour r → ∞. En référeneà ette lasse de modèles il a été proposé que, �nalement, nous vivons quandmême dans un endroit favorisé de l'univers, ontredisant le Prinipe de Coperni,à savoir dans une boule sous-dense. Garia-Bellido & Haugbølle (2008) dériventpour un as général la valeur e�etive de l'équation d'état, éq.(3.26), qui orres-pondrait à la ourbure négative loale dans ette boule loale. Notons, que danse as-i la fontion de Hubble et le paramètre de densité de matière sont desfontions du rayon r de la métrique éq.(3.14) : H0 = H0 (r) et Ω0
M = Ω0

M (r).Pour l'univers loal, z ≈ 0, ils obtiennent :
wT,L

eff (z) =
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, pour H = HL

(3.16)où HT,L représente, respetivement, le taux d'expansion transversale et longitu-dinale. On obtient, à bas redshift, une aélération apparente du taux de l'ex-pansion, weff < −1/3, si le gradient de H0 (r) est négatif. En testant e type demodèle ave des données atuelles (paramètres réduits du CMB et des BAO plusles SNe de Davis et al. (2007, ESSENCE)), Garia-Bellido & Haugbølle (2008)onluent qu'à présent les modèles TLB ne peuvent pas être exlus. Alors qu'enaord ave e résultat Alexander et al. (2009) reportent d'avoir trouvé un bon�t du spetre du CMB ave un modèle TLB spéi�que, Frieman (2008) rap-portait l'exlusion de e modèle par les données SNe du SDSS. La situation estdon onfuse.3.4.2 Problème de moyenne, et `bakreation'Comme nous l'avons déjà noté suite à la dé�nition du Prinipe Cosmolo-gique (page 17), a�n d'obtenir l'homogénéité et l'isotropie de l'univers il fautdé�nir les quantités physiques omme des moyennes e�etuées sur de grands vo-lumes. Le hoix de ette éhelle aratéristique fait débat, et ei depuis que lespremiers modèles osmologiques s'en servaient. Evidemment l'univers n'est pasparfaitement isotrope est homogène, est sans inhomogénéités auune struturetelle que les amas et les galaxies n'auraient pu se former. Cependant, l'approhehabituelle de résoudre les équations d'Einstein, éq.(2.1), en supposant la vali-dité du Prinipe Cosmologique, puis de traiter les inhomogénéités omme desperturbations loales (f. page 16) n'est sans doute pas orrete. Ellis (1984) amontré que dû à la non-linéarité des équations, les proessus de dérivation parrapport au temps et le alul des moyennes spatiales ne ommutent pas. Ene�et, si on dé�nit l'opérateur de moyenne d'un hamp salaire via l'intégraleRiemannienne sur le volume V4 de l'espae-temps :
〈Φ (xµ)〉 :=

1

V4

∫ √−gΦ (xµ) d3x, (3.17)



68 CHAPITRE 3. MODÈLES POUR L'ÉNERGIE NOIREon obtient pour le ommutateur du hamp de densité de matière inhomogènesur une géométrie inhomogène :
∂

∂τ
〈ρ〉 −

〈
∂

∂τ
ρ

〉

= − 1

V4

∂

∂τ

〈

ρ ln
ρ

〈ρ〉

〉

6= 0, (3.18)où la soure de non-ommutativité est onnue omme l'`information relatived'entropie' (f. Ellis & Buhert 2005). Les travaux par rapport aux développe-ments de es modèles inhomogènes sont en plein progrès, mais ne semblent pasenore avoir évolués à l'état où l'on peut s'attaquer à les tester. Nous renvoyonsà l'artile de Buhert (2008) pour une disussion du sujet.Aussi, l'e�et de la rétroation (`bakreation') des strutures dans l'univers surla métrique du fond est disutée depuis Brill & Hartle (1964) et Isaason (1968),qui traitaient des e�ets des ondes gravitationnelles sur la métrique du fond. Cetteapprohe a été généralisée pour dérire la rétroation des perturbations osmo-logiques (des grandes éhelles de l'univers) sur la métrique du fond moyennée,et ses impliations pour le taux d'expansion loal observé sont disutées dans lalittérature, f. par exemple Geshnizjani & Brandenberger (2002) (et référenesinternes).3.4.3 Test du Prinipe CosmologiqueRéemment, Clarkson et al. (2008) ont proposé un test du Prinipe Cosmo-logique réalisable ave des données futures. A partir de l'éq.(2.19) nous pouvonstrivialement obtenir la relation :
Ω0

k =

(

H (z)
dχ (z)

dz

)2

− 1

(H0χ (z))2
, (3.19)où Ω0

k est le paramètre de ourbure. Celui-i étant une onstante on obtient pardérivation la relation :
0 = 1+H (z)2
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]

+
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H (z)
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χ (z)
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)

,(3.20)entre les fontions H (z) et χ (z) dédutibles des observations, et ses deux pre-mières dérivées. Outre le Prinipe Cosmologique, qui assure la validité de lamétrique FRW, auune supposition quelonque n'a été faite dans la dérivée deette relation, qui devient par onséquent un test puissant de la validité du Prin-ipe Cosmologique. Pare que e test néessite la onnaissane des dérivées enredshift de la fontion de Hubble, H, et de la distane omobile, χ, il n'a pasenore pu être implementé à ause du manque de préision de es données, f.notre note 12 en bas de la page 45.3.5 Modi�ations de la Relativité GénéraleIl a été argumenté dans la littérature que nous n'avons jamais testé la théoriede la Relativité Générale sur des éhelles supérieures aux éhelles du système



3.5. MODIFICATIONS DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE 69solaire, et que les e�ets d'une omposante type énergie noire pourraient bienavoir omme origine le fait que la Relativité Générale n'est plus valable auxéhelles osmologiques.Les tests prinipaux de la Relativité Générale sont e�etués à des éhelles ompa-rativement petites, à savoir la dé�exion de la lumière dans le hamp graviationneldu soleil, l'avane au périhélie de Merure, la mesure de la métrique extérieurede la Terre (Everitt et al. 2009, Gravity Probe B), et la mesure des trajetoiresdes sondes en orbites terrestres ou interplanétaires. Au-delà des frontières dusystème solaire, l'amortissement des systèmes binaires dû à l'émmission d'ondesgravitationnelles, notamment du pulsar binaire Hulse-Taylor, onstitue un testde la Relativité Générale, f. Weisberg & Taylor (2005). Les tests du priniped'équivalene peuvent être onsidérés omme des tests de la Relativité Générale.Nous renvoyons à l'artile de revue de Will (2006) pour un vue d'ensemble dees tests. Au-delà de es éhelles auun véritable test de la Relativité Généralen'a pu être e�etué. Nous notons ii l'anomalie Pioneer, orrespondant au faitque les trajetoires mesurées des sondes spatiales Pioneer 10 et 11 explorant leslimites du système solaire di�èrent des trajetoires attendues. Il n'existe pas en-ore d'expliation pour ette anomalie, f. Anderson et al. (1998) et aussi Dittus& Lämmerzahl (2006) et référenes itées.Aux éhelles galatiques, a�n de dérire les ourbes de rotation des galaxies spi-rales dans le modèle standard osmologique, on a besoin de la matière sombre,une omposante de matière supplémentaire invisible. Une alternative à l'intro-dution de la matière sombre est une modi�ation de la dynamique newtionenne,MOND, proposée par Milgrom (1983), et généralisée pour le as de la RelativitéGénérale par Bekenstein (2004). Toute appliation de la Relativité Généraleau-delà de es éhelles est par onséquent une extrapolation, fait dont nombred'auteurs tirent la onlusion que les e�ets d'une omposante type énergie noireproviendraient d'une modi�ation des lois de la gravitation aux éhelles osmo-logiques. Cependant, les préditions de la Relativité Générale sont en très bonaord ave la baryogenèse et la théorie de formation des strutures à partir duspetre initial (f. par exemple Frieman et al. 2008). On est don mené à exigerdes lois modi�ées de la gravitation qui se réduisent à la Relativité Générale :1. aux petites éhelles (éhelles du système solaire ou intra-galatique), et2. dans l'univers primordial.Une approhe souvent suivie est une modi�ation ad ho de l'ation d'Einstein-Hilbert :
S =

1

κ

∫

d4x
√
−gf (R) , (3.21)où f (R) est une fontion du salaire de Rii à hoisir telle que les deux ondi-tions i-dessus soient satisfaites. Dans le as de la Relativité Générale on a

f (R) = R/2. Un grand nombre de fontions f (R) est disuté dans la litté-rature (f. Sotiriou & Faraoni 2008, pour une revue). Notamment, en ompa-rant l'éq.(3.21) ave l'éq.(3.1) on s'aperçoit que ette approhe va, pour le bonhoix de la fontion f (R), être analytiquement équivalente à la supposition d'unhamp salaire supplémentaire.



70 CHAPITRE 3. MODÈLES POUR L'ÉNERGIE NOIREUne autre approhe de modi�ation de la Relativité Générale onsiste à supposerl'espae-temps à quatre dimensions enastré dans une variété Minkowskienneà inq dimensions. Cette idée a été formulée par Kaluza (1921). Ce que l'onappelle aujourd'hui le méanisme de Kaluza-Klein est l'e�et d'un hamp salairede dimension inq, Φ
(
xµ, x4

), où x4 désigne la dimension supplémentaire, quiobéit à l'équation d'onde à inq dimensions :
�5 dim.Φ ∼ T, (3.22)ave la soure T . Dans l'espae de Fourier, la solution de ette équation peutêtre érite sous la forme :

Φ
(
xµ, x4

)
=

∑

k

Φke
ik x4

rc , (3.23)où rc est une longuer typique de la dimension supplémentaire. Des modèlesave dimensions supplémentaires proviennent aussi des théories des ordes. Parexemple le modèle de Dvali et al. (2000) suggère une modi�ation de l'équationde Friedmann, éq.(2.39), de la forme :
ä

a
= −4πG

3

(

ρ +
3p

c2

)

+
ȧc

arc
, (3.24)f. Frieman et al. (2008). En omparant ette équation à l'éq.(2.39) nous voyonslairement qu'une valeur de rc de :

rc =
3H0

Λc
, (3.25)donnerait une aélération de l'expansion omme mesurée aujourd'hui. Friemanet al. (2008) remarquent, ependant, que l'évolution du terme (ȧc) / (arc) or-respondrait à elle d'une omposante type énergie noire dont l'équation d'étatévoluerait d'une valeur wx = −1/2 dans le passé vers une valeur future wx = −1.De tels modèles seraient par onséquent dégénérés ave ertaines solutions `free-zing' des modèles de Quintessene, exposées i-dessus, au niveau de leurs équa-tion d'état. Mais le modèle de Dvali et al. (2000) s'aompagne aussi d'unemodi�ation du fateur de roissane ontrairement aux modèles de Quintes-sene les plus simples. La mesure du taux de roissane des strutures est donun observable supplémentaire à la mesure de l'équation d'état pour distingueres divers modèles, mais nous n'avons pas abordé e point dans ette thèse.En général, si on interprète des modèles de gravitation modi�ée dans le adredes équations de Friedmann, on peut exprimer les e�ets de es modèles surl'expansion de l'univers par une équation d'état e�etive :

weff (z) = −1 +
1

3

d ln
[

E2 (z) − Ω0
M (1 + z)3

]

d ln [1 + z]
, (3.26)où on met la fontion de Hubble E2 (z) en rapport à elle d'un univers standard(plat) à densité de matière Ω0

M.En�n, nous notons aussi que les premiers résultats de la gravité quantique àboules (Rovelli & Smolin 1988) semblent indiquer qu'une aélération du tauxd'expansion de l'univers pourrait génériquement provenir de la struture quan-tique de la géométrie, f. Bojowald (2002).



3.6. EFFETS ASTROPHYSIQUES 713.6 E�ets astrophysiquesL'e�et que les SNe distantes apparaissent moins lumineuses que prédit parun modèle standard sans énergie noire, pourrait être ausé par des e�ets astro-physiques lors la propagation de la lumière dans le milieu interstellaire. Pourmodéliser et e�et, de la poussière extra-galatique a été proposée par Aguirre(1999) et Rana (1980). Riess et al. (2004) traitent es modèles et trouvent quel'on ne peut pas les exlure à partir des données atuelles des SNe. Les di�é-renes entre les magnitudes apparentes prédites par es modèles (pour le bonhoix de la densité de la poussière extra-galatique) ave elles prédites par lemodèle ΛCDM sont trop petites. Il a aussi été proposé d'expliquer le problèmedes magnitudes apparentes des SNe distantes ave une évolution en redshift desmagnitudes absolue des SNe. Nous traiterons de ette question en détails dansle hapitre 6.3.7 Paramétrage de l'énergie noireAu vu du grand nombre de modèles proposés, il ne semble pas envisageablede sonder les données modèle par modèle. Beauoup d'auteurs ont adopté unparamétrage de l'équation d'état de la omposante inonnue, wx, a�n d'exprimernotre ignorane à propos de la nature de l'énergie noire, et de distinguer diversmodèles (Cf. par exemple Davis et al. 2007; Jha et al. 2007; Kowalski et al. 2008;Komatsu et al. 2009). D'autres approhes pour paramétrer l'énergie noire ontété poursuivies. Au delà d'une utilisation de formes di�érentes de paramétragesde l'équation d'état (par exemple Gerke & Efstathiou 2002; Maor et al. 2002;Wetterih 2004; Jassal et al. 2005; Crittenden et al. 2007), des paramétrages dela densité de l'énergie noire (Wang & Mukherjee 2004; Wang & Tegmark 2004;Wang & Freese 2006) ou du paramètre de Hubble (Sahni et al. 2003; Alam et al.2004) ont été onsidérés. Des tests non-paramétriques ont aussi été étudiés parHuterer & Starkman (2003); Daly & Djorgovski (2004); Sha�eloo et al. (2006),f. par exemple Sha�eloo et al. (2006) pour une disussion générale.3.7.1 Paramétrage de Chevallier, Polarski, et LinderChevallier & Polarski (2001) et Linder (2003) ont proposé le paramétrage del'équation d'état de l'énergie noire suivant :
wCPL

x (z) =: w0 + wa
z

1 + z
, (3.27)où w0 et wa sont des nombres réels. Nous avons déjà renontré l'éq.(3.27) i-dessus, page 51, et nous l'appellerons par la suite `CPL'. Ce paramétrage anotamment été utilisé par le `Dark Energy Task Fore' (DETF) (Albreht et al.2006) omme modèle phénoménologique de référene, f. aussi Virey & Ealet(2007).Malgré sa simpliité le paramétrage CPL exhibe des propriétés intéressantes,f. Linder (2008). En partiulier, seuls deux paramètres interviennent, e quiest important ar Linder & Huterer (2005) et Upadhye et al. (2005) ont montré



72 CHAPITRE 3. MODÈLES POUR L'ÉNERGIE NOIREqu'au maximum deux paramètres de l'équation d'état de l'énergie noire pourrontêtre déterminés ave une préision utile dans une analyse ombinée de donnéesfutures (horizon 2015-2020). Les deux paramètres w0 et wa ont une signi�ationphysique direte : w0 est la valeur de wx aujourd'hui, et wa dérit sa possibleévolution ave le temps osmologique. Car nous avons :
(
wCPL

x

)′
= − (w0 + wa) + wx, (3.28)où w′

x a été dé�ni dans l'éq.(3.11). On peut alors interpréter wa omme, parexemple :
wa = −2w′

x

∣
∣
z=1

. (3.29)On note aussi que l'éq.(3.27) reste bien dé�nie à très haut redshift :
lim

z→∞
wCPL

x (z) = w0 + wa =: wCPL
i , (3.30)où l'on a dé�ni la valeur initiale de l'équation d'état, wCPL
i . Evidemment, un seulparamétrage omme CPL ne peut pas dérire tous les modèles d'énergie noireave la même qualité (f. aussi Wang & Mukherjee 2004; Wang & Tegmark2004; Wang & Freese 2006; Linder 2008). Cei est apparent ave l'éq.(3.28) :CPL ne dérit que des modèles aux trajetoires linéaires dans l'espae de phase

(wx, w
′
x), f. Figure 3.3, alors que les modèles pour l'énergie noire peuvent engénéral avoir des trajetoires bien plus ompliquées (f. Sherrer 2006). Nousreviendrons, dans le hapitre 5, sur ette question d'e�ets de dépendane deparamétrage dans l'extration des paramètres osmologiques.Ave le paramétrage CPL nous obtenons de l'éq.(2.46) :

ρx (z) = ρ0
x (1 + z)3(1+w0+wa) e−3waz/(1+z), (3.31)et la fontion de Hubble normalisée est alors donnée par :

E2 (z; pi) = Ω0
k (1 + z)2 + Ω0

M (1 + z)3 + Ω0
R (1 + z)4

+ Ω0
x (1 + z)3(1+w0+wa) e−3waz/(1+z),

(3.32)où les paramètres osmologiques sont {pi} =
{
Ω0

M,Ω0
R,Ω0

x, w0, wa

}, et Ω0
k estdonné par l'éq.(2.60). Nous montrons sur la Figure 3.4 le module de distane enfontion de z pour plusieurs valeurs de w0 et wa a�n d'illustrer l'e�et que esparamètres auront dans le diagramme de Hubble. Des w0 inférieurs à −1 ainsique des wa positifs rendent les magnitudes apparentes des objets distants plusgrandes que e n'est le as dans le modèle ΛCDM, signi�ant que les objets nousapparaissent moins lumineux. Nous représentons aussi le meilleur �t obtenu àpartir des données SNe+R+A, f. setion 2.4.Possibles valeurs de w0 et waModèles fant�me : On appelle les modèles d'énergie noire exhibant unevaleur de l'équation d'état inférieure à −1, les modèles `fant�mes'. Plusieursproblèmes e posent pour es modèles fant�mes. En partiulier, une équation
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w0, où wa = 0. Les lignes pointillées orrespondent, d'en haut vers le bas, à w0 =
{−1.2,−1.1,−0.9,−0.8}. Droite : Pour quatre di�érentes valeurs de wa, où w0 = −1.Les lignes pointillées orrespondent, d'en haut vers le bas, à wa = {−1.0,−0.5, 0.5, 1}.La ligne hahurée orrespond au meilleur �t CPL des données SNe+R+A, f. setion2.4.d'état wx < −1 n'est pas en aord ave la ondition faible d'énergie en Relati-vité Générale. On ne peut pas obtenir wx < −1 ave un Lagrangien anonique.A titre d'exemple nous voyons dans l'éq.(3.10), que pour un hamp salaire, Φ,il faudrait supposer un Lagrangien non-standard :

Lfantôme = − 1

2κ
gµνΦ,µΦ,ν − V (Φ) , (3.33)où on a hangé le signe du terme inétique. Si les données ontinuent donà préférer des valeurs de w0 < −1, les impliations au niveau de la physiquefondamentale seraient étonnantes, f. Caldwell (2002). Hu (2005a) étudie desmodèles dynamiques d'énergie noire dont l'évolution neéssite que l'équationd'état passe par la `frontière fant�me' (`phantom divide') orrespondant à wx =

−1. Alors que pour des modèles à un seul degré de liberté (par exemple un seulhamp salaire) e passage par la frontière wx = −1 implique l'instabilité de lathéorie (notammant, la vitesse du son, cs, devient singulière), ajouter des degrésde liberté supplémentaires résout e problème. Une évolution de l'équation d'étatde l'énergie noire passant la frontière fant�me pourrait don indiquer des degrésde liberté supplémentaires pour l'énergie noire.Contrainte sur la formation des grandes strutures : Pour les modèlesde Quintessene, Steinhardt et al. (1999) ont noté que si wQ > wbg au momentdu déouplage et si Ω0
Q ≥ 0.5, l'évolution des densités de l'univers est tellequ'auune phase de domination de matière n'aurait pu exister. Par onséquent,les grandes strutures n'auraient pas pu se former. On doit don imposer que

wCMB
Q < wCMB

bg , e que l'on peut en terme des paramètres w0 et wa érire sousla forme :
(w0 + wa)

!
< 0, (3.34)pour assurer qu'il existe dans l'histoire d'expansion de l'univers une phase dedomination de matière. Nous utiliserons ette ontrainte dans le hapitre 6 en
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Figure 3.5: Contour dans le plan (w0, wa) obtenu ave les données SNe+R+A si l'onimpose que l'univers soit plat et néglige la ontribution de la radiation dans l'analyse.Le ontour orrespond au meilleur �t, as ii), du Tableau 2.2, et est aussi reproduitedans le Tableau 6.2 (page 118).tant que ritère physique pour juger la qualité des �ts osmologiques.Conernant le omportement de l'équation d'état des modèles de Quintesseneà très haut redshift, z & zCMB, plusieurs auteurs étudient des lasses de modèlesà ontribution non-négligeables de la Quintessene à ette époque de l'univers,
ΩQ (zCMB) . 0.05 (il s'agit des modèles d'`early dark energy' que nous avonsdéjà disuté, setion 2.5), et alulent leur impliations pour les anisotropies duCMB (par exemple Doran et al. (2001); Caldwell et al. (2003)) et la formationdes strutures (par exemple Ferreira & Joye 1998; Bartelmann et al. 2006). Pour
w0 ≈ −1, une ontribution ΩQ (zCMB) ∼ 0.05 de la Quintessene à z = zCMBest via le paramétrage CPL en vertu de l'éq.(3.32) dérite par wa ≈ 0.5 (si
Ω0

Q ≈ 0.7 et Ω0
M ≈ 0.3, en aord ave les ontraintes atuelles).Contraintes atuelles sur w0 et wa : Comme nous avons vu dans le ha-pitre préédent, en inluant les deux paramètres CPL dans l'analyse des donnéesKowalski et al. (2008) obtiennent les ontours à 68%, 95% et 99% CL de la Fi-gure 2.17 (page 52). Dans la ombinaison des trois sondes, �gure à droite, lesauteurs donnent en lignes pointillées les ontours qu'ils obtiennent quand ils in-luent des erreurs systématiques aux magnitudes des SNe. La borne supérieureoupant les ontours vers le haut est la borne imposée par l'éq.(3.34). Pour om-paraison : le ontour à 68% CL (sans erreurs systématiques) orrespond au asii) de notre Tableau 2.2 (page 53), où nous avons obtenus les paramètres osmo-



3.7. PARAMÉTRAGE DE L'ÉNERGIE NOIRE 75logiques dans une analyse des SNe en ombinaison ave les paramètres réduitsdu CMB et des BAO. Nous avons aussi obtenu les ontours dans l'espae desparamètres osmologiques, dans la ligne ii) du Tableau 6.2. Nous reproduisonse ontour dans le plan (w0, wa) sur la Figure 3.5 i-dessous. En omparantle ontour de Kowalski et al. (2008) ave notre ontour, nous observons unetrès bonne orrespondane entre les résultats. Conrètement, le ontour à 68%oupe un volume omparativement grand dans l'espae de phase de l'énergienoire, (w0, wa), mais une grande partie en est situé dans le régime fant�me del'espae de phase, w0 < 1. Surtout, le meilleur �t indique une valeur de w0 pluspetite que sa valeur ΛCDM. Cependant, les données sont toujours à 68% CL enaord ave la valeur w0 = −1. A l'inverse, les données quasiment exluent à
68% CL les modèles d'énergie noire aux valeurs négatives de wa. Via l'éq.(3.29),les modèles aux valeurs négatives de wa ave une valeur de w0 prohe de −1orrespondent à la lasse `thawing' des modèles d'énergie noire, f. Figure 3.3.Les modèles du type `thawing' sont don défavorisés par les données atuellesmais restent en aord à 95%. Alors que le meilleur �t indique une valeur de wasigni�ativement positive, les données sont en aord à 68% CL ave le modèle
ΛCDM. Le meilleur �t est tel que w0 + wa . 0 e qui indique une préférenepour la lasse des modèles `early dark energy' des modèles de Quintessene.3.7.2 Paramétrage du type `step'Nous avons vu sur la Figure 3.2 que des solutions trakers sont aratériséespar des transitions plus ou moins prononées (en terme de largeur et d'ampli-tude) dans l'équation d'état, entre deux valeurs asymptotiques. Ce omporte-ment est bien dérit par une forme fontionelle du type `step'. Cependant, lehoix du paramétrage reste arbitraire. Bassett et al. (2002) utilisent une distribu-tion de Fermi, et des fontions exponentielles ont été onsidérées par Hannestad& Mörtsell (2004) et par Linder & Huterer (2005). Un paramétrage en termede la fontion tangente hyperbolique a été utilisé par Pogosian et al. (2005) etplus réemment par Douspis et al. (2008), basé sur les résultats de Corasaniti& Copeland (2003) qui disutent en détail les propriétés génériques de la dyna-mique des modèles de Quintessene. Malheureusement, la néessité d'introduirequatre paramètres (deux valeurs asymptotiques ainsi que la largeur et la posi-tion de la transition dans l'espae en redshift) onstitue un défaut majeur de esparamétrages, ar des hypothèses devront être faites sur deux des paramètresau moment d l'analyse a�n d'obtenir des ontraintes pertinantes, f. page 72.Nous adoptons ii le paramétrage utilisé par Douspis et al. (2008) pour modé-liser l'équation d'état �duielle de l'énergie noire :

wstep
x (z) =

1

2
(wi + wf ) − 1

2
(wi − wf ) tanh

[

Γ ln

(
1 + zt

1 + z

)]

, (3.35)dont un exemple est donné sur la Figure 3.6, et où on a introduit quatre para-mètres :1. wi = limz→∞ wstep (z) est la valeur intiale de l'équation d'état ;
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Figure 3.6: Un exemple d'équation d'état du type `step' (éq.(3.35)) ave
(zt, Γ, wi, wf ) = (1, 0.5, 0,−1).2. wf = limz→−1 wstep (z) sa valeur asymptotique dans le futur ;3. zt désigne la position de la transition dans l'espae en redshift, soit wstep(zt) =

wav , où :
wav :=

1

2
(wi + wf ), (3.36)est la valeur moyenne de l'équation d'état.4. Γ > 0 donne la largeur de la transition, f. éq.(3.40).Le premier avantage de e paramétrage est que la fontion de Hubble peut êtredonnée expliitement :

E (z)2 = Ω0
k (1 + z)2 + Ω0

M (1 + z)3 + Ω0
R (1 + z)4

+Ω0
x (1 + z)3(1+wav)






(
1+zt

1+z

)Γ
+

(
1+zt

1+z

)−Γ

(1 + zt)
Γ + (1 + zt)

−Γ






3∆w
2Γ

, (3.37)où nous avons dé�ni l'amplitude de la transition :
∆w := wi − wf . (3.38)Comme autre avantage nous notons le fait, qu'ave e paramétrage les valeursinitiales et futures, wi et wf , sont dynamiquement déouplées. Aussi, nons ob-tenons trivialement :

(
wstep

x

)′
= 2Γ






(

wstep
x − wav

)2

∆w
− 1

4
∆w




 , (3.39)



3.7. PARAMÉTRAGE DE L'ÉNERGIE NOIRE 77e qui représente des trajetoires paraboliques dans l'espae de phase (w′
x, wx).Notons, que es trajetoires ne dépendent pas du redshift de la transition, zt,mais wstep

x en dépend. Nous représentons sur la Figure 3.3 (page 66) une tra-jetoire pour un hoix partiulier des paramètres qui montre très bien e om-portement parabolique. Le paramétrage du type `step' permet de dérire uneplus grande variété de modèles théoriques que les modèles CPL possédant destrajetoires linéaires dans et espae de phase, f. éq.(3.28).La largeur de la transition, Γ, peut être reliée à une largeur en redshift, ∆z,autour du entre de la transition, zt, via :
∆z (zt,Γ) = 2 (1 + zt) sinh (2/Γ). (3.40)Pour dériver l'éq.(3.40) nous avons dé�ni ∆z omme la largeur de la transi-tion entre les valeur wav ± 1

2∆w tanh(2). Pare que tanh(2) ≈ 0.96, ette dé-�nition ontient l'essentiel de la dynamique du modèle. Une partiularité denotre paramétrage est, ependant, que la largeur ∆z n'est pas seulement anti-proportionnelle à Γ, mais dépend aussi linéairement de zt. Pour zt = 0, nousobtenons par exemple ∆z = 0.5, 1, 10 pour Γ = 8.08, 4.16, 0.86, respetivement.Contraintes atuelles sur zt, Γ, wi et wf : Ferramaho et al. (2009b)ont analysé les données atuelles des SNe, du CMB et du spetre de puissanedes LRG en paramétrant la dynamique de l'énergie noire ave l'éq.(3.35). Ilstrouvent que le redshift à partir duquel les données exluent une transition dansl'equation d'état dépendent des hypothèses sur les paramètres asymptotiques
wi et wf . Pour le as préis d'une transition entre les valeurs wi = −0.2 et
wf = −1, l'analyse ombinée permet d'exlure à 2σ toutes transitions ayantlieu à redshifts zt . 1.1. Cependant, en �xant wi = 0 et marginalisant sur wf ,ils exluent à partir des données toutes transitions ayant lieu à des redshifts
zt < 10.





Deuxième partieExtration des paramètresosmologiques
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With four parameters I an �t an elephant, and with �ve I an makehim wiggle his trunk. 1





Chapitre 4Cosmographie
Sous le terme `osmographie' on omprend l'approhe purement inéma-tique à la osmologie. Comme nous avons déja indiqué i-dessus (page 20),l'intention motivant une telle approhe est de traer l'histoire de l'expansionde l'univers en ignorant un quelonque modèle dynamique de ses ontenus enmasse-énergie. On s'abstient don de toutes suppositions théoriques que l'onpourrait trouver prejugées. Le seul ingrédient théorique de la osmographie estla métrique de l'espae-temps, soit en appliation du Prinipe Cosmologiquela métrique FRW, éq.(2.8). Nous avons déjà exposé la dérivation des distanesosmologiques à partir de ette métrique, f. setion 2.1.2, où nous avons aussiobtenu le développement de la distane lumineuse en redshift au premier ordre,f. les éqs.(2.28)-(2.31).Si on pousse le développement jusqu'à l'ordre quatre, on obtient le développe-ment éq.(2.33) que nous reproduisons ii (Visser (2004), f. aussi John (2004)) :

dL
dv(z) =

c

H0
z

(

1 +
1

2
[1 − q0]z − 1

6

[
1 − q0 − 3q0

2 + j0

]
z2+

+
1

24

[

2 − 2q0 − 15q0
2 − 15q0

3 + 5j0 + 10q0j0 + s0 +
2kc2 (1 + 3q0)

H2
0a2

0

]

z3+

+ O
(
z4

)
)

. (4.1)Les paramètres H0, q0, j0, et s0 ont été dé�nis dans les éqs.(2.34), et leur si-gni�ation inématique est disutée en détail par Visser (2004). Il nous su�rade remarquer que jusqu'à aujourd'hui la mesure des deux premiers paramètresentraîna une révolution sienti�que. Nous avons largement disuté, au début dee mansurit de thèse, les impliations du terme H0 dans la setion 2.1.2, oùnous avons aussi donné la valeur mesurée aujourd'hui, H0 = 72± 8(km/s)/Mp(f. la note 6 de la page 23). La détermination du signe de q0, quant à lui, ré-véla l'aélération du taux d'expansion. L'analyse de Shapiro & Turner (2006)1. �Ave quatre paramètres je peux ajuster un éléphant. Ave inq, je peux le faire agiterla queue.� Johann von Neumann (selon Dyson 2004). En fait, suivant Burnham & Anderson(2002, p. 30) il faut trente paramètres pour ajuster un éléphant.83



84 CHAPITRE 4. COSMOGRAPHIEdonne une détetion à 5σ du signe négatif du paramètre de déélération. Déjàassez t�t dans l'histoire de la osmologie moderne, Mattig (1958) montra leslimites d'une approhe approximative au deuxième ordre en omparant l'erreurintroduite par ette approximation aux préisions des sondages osmologiquesdisponibles à l'époque, et proposa d'utiliser des solutions exates pour des mo-dèles dynamiques spéi�ques a�n d'extraire les paramètres osmologiques. Laosmographie, à l'ordre supérieur à deux, resta ependant très populaire grâeau grand avantage de son indépendane des suppositions théoriques sur la dy-namique. Depuis la déouverte de l'aélération présente du taux d'expansionde l'univers, nombre d'auteurs ont analysé les données a�n d'extraire les para-mètres de déélération, f. par exemple Riess et al. (2004); Virey et al. (2005);Shapiro & Turner (2006), et du snap et du jerk, f. par exemple Cattoen &Visser (2007); Vitagliano et al. (2009).4.1 Paramètres osmographiques dans un univers platSuivant Mattig (1958) nous allons vouloir tester la préision de ette aproheet quanti�er les erreurs que son utilisation introduit, en les omparant à la pré-ision des sondages osmologiques atuels et futurs. A ette �n, nous allons ex-primer les paramètres osmologiques `inématiques' en fontion des paramètresdynamiques d'un modèle spéi�é. Nous allons notamment dérire le ontenu del'univers par les paramètres de densité de matière, Ω0
M, et d'une omposanteénergie noire, Ω0

x. Nous imposons Ω0
k = Ω0

R = 0 pour simpli�er l'analyse etles aluls numériques, et nous employons le paramétrage CPL pour dérireune possible évolution en redshift de l'équation d'état de l'énergie noire. Nousobtenons la fontion de Hubble (reprise de l'éq.(3.32)) :
E2 (z; pi) = Ω0

M (1 + z)3 + Ω0
x (1 + z)3(1+w0+wa) e−3wa( z

1+z ), (4.2)où Ω0
x = 1 − Ω0

M. En vertu de l'éq.(2.99) nous pouvons alors expliitementaluler la fontion de déélération, q (z), pour e modèle :
2q (z; pi) =

1 +
(

1 + 3
(

w0 + wa
z

1+z

))
1−Ω0

M

Ω0
M

(1 + z)3(w0+wa) e−3wa( z
1+z )

1 +
1−Ω0

M

Ω0
M

(1 + z)3(w0+wa) e−3wa( z
1+z )

,(4.3)d'où on obtient trivialement le paramètre de déélération :
2q0 (pi) = 1 + 3w0

(
1 − Ω0

M

)
. (4.4a)Via les dé�nitions éqs.(2.34) et (2.34d) on obtient ensuite le jerk :

j0 (pi) = q0 + 2q2
0 +

3

2

(
1 − Ω0

M

) (
wa + 3w2

0Ω
0
M

)

︸ ︷︷ ︸

dq
dz

∣
∣
0

, (4.4b)et le snap :
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Figure 4.1: Déviation ∆µ (z) de l'éq.(4.1) de la solution exate, pour premier (lignegrise, label `1'), deuxième (ligne pointillée, label `2'), troisième (ligne hahurée, label`3'), et quatrième (ligne noire, label `4') ordre de développement en redshift. Le modèleosmologique supposé est le modèle ΛCDM.
s0 (pi) = − 2j0 − 3q0j0 (4.4)

−9

2

(

2 − Ω0
M − Ω0

M
2
)

w0wa −
3

2

(
1 − Ω0

M

) (

wa + 6Ω0
Mw2

0 + 9Ω0
M

2
w3

0

)

︸ ︷︷ ︸

dj
dz

∣
∣
0

.Les éqs.(4.4a), (4.4b) et (4.4) permettent de aluler la distane lumineuseomme approximée par l'éq.(4.1) pour tout ensemble de paramètres {pi} =
{
Ω0

M, w0, wa

}, ave Ω0
x = 1 − Ω0

M. Nous pourrons ensuite omparer ette dis-tane lumineuse à l'expression exate, éq.(2.21), que l'on alule numériquement.Cependant, dL n'étant pas la quantité observable nous allons par la suite menernos disussions en termes du module de distane, µ, au lieu de dL. La Figure4.1 représente la déviation ∆µ (z) := µdv (z) − µ (z; pi) du module de distane
µdv (z) alulée ave l'éq.(4.1) du module µ (z; pi) obtenu ave la relation exatepour dL (z), pour le as du modèle ΛCDM. Nous avons représenté la déviationpour les as d'un développement jusqu'au deuxième, troisième, et quatrièmeordre en redshift. Déjà à redshift z = 1 le développement de l'ordre trois dif-fère de ∆µ = 0.05 de la solution exate. Appliquant le terme du quatrièmeordre réduit la déviation à ∆µ . 0.01 jusqu'au redshift z = 1.7. A et ordrel'approximation est don orrete pour le modèle ΛCDM.4.2 Dépendane de la préision du modèle osmolo-giqueComment e résultat hangera-t-il quand on variera le modèle osmologique ?Nous allons onsidérer z = 1.7 omme le redshift maximal d'un éhantillon pros-pétif de SN, f. appendie B. Si on veut onsidérer la préision de la osmogra-phie dans et intervalle de redshift onpeut introduire :

∆µ :=
1

1.7

1.7∫

0

|∆µ (z)|dz, (4.5)
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Figure 4.2: ∆µ en fontion de Ω0
M pour premier (ligne grise, label `1'), deuxième (lignepointillée, label `2'), troisième (ligne hahurée, label `2'), et quatrième (ligne noire, label`2') ordre de développement en redshift de la distane lumineuse. Les autres paramètressont �xés à (w0, wa) = (−1, 0).omme indiateur de préision.Si nous �xons pour le moment (w0, wa) = (−1, 0) et nous intéressons à lasensitivité de ∆µ aux variations en Ω0

M, nous obtenons la Figure 4.2. La ligne
∆µ

(
Ω0

M

) a un minimum à Ω0
M = 0.18 pour le troisième ordre, et des minimums à

Ω0
M = 0.10 et Ω0

M = 0.28 pour le développement en quatrième ordre en redshift.Cette dernière est par oïnidene la valeur de Ω0
M du modèle ΛCDM. Si nousélargissons notre étude et ajoutons un degré supplémentaire à la Figure 4.2, àsavoir le paramètre w0, nous obtenons le plan des Figures 4.3 de gauhe, où nousavons représenté la sensibilité de ∆µ aux variations en w0 le long de l'axe desordonnées pour le deuxième, troisième et quatrième ordre de devéloppement (dehaut en bas). On y trouve les ontours ∆µ = 0.02 et ∆µ = 0.08. Nous prenonsla première valeur omme estimateur de la préision d'un futur sondage, f.appendie B. La deuxième valeur représente la dispersion intégrée des donnéesSNe de Kowalski et al. (2008) autour du meilleur �t SNe+R+A. A savoir, quandnous analysons les magnitudes mi des SNe de l'éhantillon dans des bins enredshift de largeur 0.1, la magnitude moyenne dans le bin est donnée par :

∆mbin =
1

Nbin (SNe)

∑

i∈bin

(mi − m fit
i ), (4.6)où Nbin (SNe) est le nombre de SNe dans le bin. Voir aussi le hapitre 6 où nousdisutérons plus en détails l'histogramme de l'éhantillon. Pour pouvoir ompa-rer la dispersion des SNe ave notre ritère éq.(4.5), nous alulons ensuite :

1

1.7

∑

bin

(
0.1∆mbin

)
≃ 0.08. (4.7)Via l'éq.(2.71) les variations en magnitudes apparentes, ∆m, se traduisent di-retement dans des variations en module de distanes, ∆µ.
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Figure 4.3: Gauhe : ∆µ en fontion des paramètres Ω0
M et w0 (gauhe, où wa ≡ 0),et en fontion des paramètres w0 and wa (droite, où Ω0
M ≡ 0.28) pour le deuxième,troisième, et quatrième ordre de développement en redshift (de haut en bas). Les zonesblanhes orrespondent aux régions de l'espae des paramètres où ∆µ ≤ 0.02, les zonesen grises laires orrespondent aux régions où ∆µ ≤ 0.08. Dans les zones grises enfon-ées on a ∆µ > 0.08. Prohaine page : A�n de mieux illustrer les ontours du deuxièmeordre et les ontours entiers des ordres supérieurs, nous montrons un plan élargi de(w0, wa). Les ontours orrespondent aux valeurs ∆µ0.02 et ∆µ0.08 pour le premier(lignes grises, label `1'), le deuxième (lignes pointillées, label `2'), le troisième (ligneshahurées, label `3') et le quatrième (lignes noires, label `4') ordre de développementen redshift.
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Figure 4.4: Voir page préédente.Nous nous aperevons, que le modèle ΛCDM est situé à l'intérieur du ontour
∆µ = 0.08 seulement si nous utilisons le développement de l'éq.(4.1) jusqu'autroisième ordre. Le développement en redshift de la distane lumineuse jusqu'àl'ordre deux n'est pas valide pour le modèle standard de la osmologie, ΛCDM,ave une préision orrespondant aux sondages atuels des SNe. Quand nousutilisons le développement jusqu'au troisième ordre, le modèle ΛCDM est inludans la zone où ∆µ ≤ 0.8, mais est situé tout au bord de ette zone. Déjà unelégère augmentation des préision des sondages SNe rendra le développementau troisième ordre insu�sant lui aussi. Il peut être ontester que notre hoix deontour, ∆µ = 0.08, pour estimer la préision des sondages atuels des SNe n'estpas rigoureusement dérivé. Dans la setion 4.3 nous renforerons notre résultatpar une étude sur les biais des paramètres osmologiques.Sur le �té droit des Figures 4.3 nous représentons les zones orrespondantesdans le plan des paramètres (w0, wa), où Ω0

M ≡ 0.28. A nouveau, ouper ledéveloppement après le troisième ordre entraîne une impréision onsidérabledans le as ΛCDM. Au niveau d'un développement au quatrième ordre le mo-dèle ΛCDM repose enore dans la zone de très bonne préision. Nous sommespourtant, dans tous les as, onfrontés à la grande sensibilité de la préisionaux modèles osmologiques que l'on onsidère. Les divers termes de l'éq.(4.1)satisfont un degré de préision donné uniquement dans quelques régions de l'es-pae des paramètres . Pour un ordre du développement donné, la préision del'approhe osmographique dépend du modèle osmologique ; et pour un mo-dèle osmologique donné, la préision de la osmographie varie ave l'ordre dedéveloppement hoisi.



4.3. RISQUE DE BIAIS 894.3 Risque de biaisA�n de quanti�er es dépendanes, nous étudions trois modèles osmolo-giques bien justi�és, et nous les testons ave deux éhantillons de donnéesSN di�érents. A savoir, nous onsidérons le modèle standard de la osmolo-gie, le modèle ΛCDM, un modèle XCDM orrespondant au meilleur �t atuel,
{
Ω0

M, w0, wa

}
∼ {0.28,−1.1, 0.4}, et a�n d'illustrater la problématique des biais,un modèle {

Ω0
M, w0, wa

}
= {0.31,−1.1, 1.4}. Ce dernier modèle orrespond aumeilleur �t ave le paramétrage CPL du modèle B du hapitre 5, f. Tableau5.1. Ce modèle représente un paramétrage du type `step' d'un modèle `freezing',ave une transition de l'équation d'état entré à zt = 0.5. Nous donnons lesparamètres osmographiques de es trois modèles �duiels dans le Tableau 4.1.Tableau 4.1: Valeurs �duielles des paramètres osmographiques,{pi}Fid, pour les troismodèles en question.

qFid
0 jFid

0 sFid
0

ΛCDM −0.58 1.00 0.65
XCDM −0.69 1.79 4.36modèle B −0.64 2.79 10.9Comme éhantillon des données `atuelles' nous simulons des magnitudes de307 SNe qui sont distribuées omme elles de l'éhantillon de Kowalski et al.(2008). 2 Comme données futures nous utilisons l'éhantillon de SNe de l'annexeB. Le meilleur �t est trouvé par une minimisation du χ2 omme dérit dansl'annexe A. Pour quanti�er la qualité de reonstrution des paramètres {pi}nous dé�nissons l'important paramètre de biais :

Bi :=
∣
∣
∣pi

Fid − pi
fit

∣
∣
∣ , (4.8)et utiliserons le language suivant :� nous quali�erons le paramètre pi de bien reonstruit, si Bi ≤ σpi , et� nous quali�erons le paramètre pi de biaisé (à 1σ), si Bi > σpi .Le Tableau 4.2 montre les valeurs ajustées des paramètres {pi}fit pour les di�é-rents ordres du développement en redshift de la distane lumineuse. Les erreurssont les erreurs à 1σ, estimées ave la méthode de Fisher. Nous ne représentonspas dans e tableau la valeur ajustée du paramètre de Hubble qui était inludans le �t via le paramètre Ms. Au deuxième ordre du développement, le para-mètre de déélération, q0, est biaisé à plusieurs σ déjà ave des données SN àune préision telle que l'on en dispose aujourd'hui.2. Il ne semble pas préférable d'e�etuer un ajustement des données du CMB par uneapprohe inématique, ni des données BAO. Pour les deux sondes, des hypothèses fortes surla dynamique de l'univers sont impliquées ainsi que dans la dérivation des paramètres réduits

R et A. Nous devons par onséquent nous restreindre à n'utiliser que des données SNe pourette étude.



Tableau 4.2: Valeurs des paramètres osmographiques, pour des données SNe atuelles et futures, f. disussion page 89.

O
(
z2

)
O

(
z3

)
O

(
z4

)atuelles q0 σq0
χ2/n q0 σq0

j0 σj0 χ2/n q0 σq0
j0 σj0 s0 σs0

χ2/n

ΛCDM −0.15 0.07 0.02 −0.51 0.18 0.44 0.85 10−4 −0.59 0.38 1.12 3.28 1.10 12.11 10−5

XCDM −0.16 0.07 0.02 −0.58 0.18 0.73 0.92 10−4 −0.68 0.38 1.76 3.52 3.74 17.12 10−5modèle B 0.02 0.07 10−4 −0.41 0.17 0.45 0.72 10−3 −0.58 0.37 1.89 3.18 2.9 14.3 10−5futures q0 σq0
χ2/n q0 σq0

j0 σj0 χ2/n q0 σq0
j0 σj0 s0 σs0

χ2/n

ΛCDM 0.11 0.02 5.8 −0.43 0.06 0.08 0.19 0.18 −0.58 0.13 1.07 0.88 0.90 2.97 10−4

XCDM 0.12 0.02 6.8 −0.49 0.06 0.22 0.21 0.15 −0.66 0.13 1.56 0.95 2.84 4.20 10−3modèle B 0.26 0.01 23 −0.27 0.06 −0.08 0.13 0.3 −0.51 0.12 1.41 0.80 1.0 3.0 10−2

∗Les valeurs des paramètres biaisés sont représentées en aratères gras.



4.4. RÉSUMÉ 91Pour les données futures à haute statistique, l'utilisation de e développementmènera pour e paramètre à se tromper de signe à plusieurs σ.Passant au troisième ordre du développement, le paramètre de déélération, q0,est bien reonstruit (sauf pour le modèle B) pour des données à statistique a-tuelle, et sa valeur ajustée exlut orretement une déélération atuelle du tauxd'expansion de l'univers. Le jerk est bien reproduit dans le as ΛCDM, mais pasdans le as du modèle XCDM malgré son erreur omparativement grande. Apropos des erreurs nous notons qu'à ause de l'utilisation d'un paramètre sup-plémentaire dans le �t nous obtenons pour tous les paramètres des erreurs plusgrandes d'un fateur deux à trois par rapport aux erreurs obtenues ave le dé-veloppement au deuxième ordre.Nous nous aperevons, ependant, que des biais sur les deux paramètres os-mographiques seront introduit si on analyse des données futures. Pour les troismodèles, q0 sera biaisé à plus de 2σ, la situation s'agrave pour le paramètre j0,qui est biaisé à 4σ dans le as ΛCDM, et à plus de 7σ dans les as XCDM etdu modèle B.En inluant le quatrième ordre du développement dans le �t, les erreurs aug-mentent enore une fois d'un fateur deux, et nous obtenons ave la statistiqueatuelle des paramètres bien reonstruits pour les trois modèles. Dans l'analysedes données prospetives à haute statistique, les paramètres sont bien reons-truits pour les modèles ΛCDM et XCDM. Dans le as du modèle B, ependant,l'approhe inématique ontinue à introduire des biais sur tous les paramètres,même quand elle est appliquée jusqu'au quatrième ordre.Nous rappelons, que nous avons onsidéré seulement les données SN, et que paronséquent les erreurs sur les paramètres sont relativement grandes. Commenous l'avons dit, nous ne pouvons ombiner es données ave des ontraintes àpartir du CMB ou des BAO. Comme ontraintes extérieures on pourra epen-dant ombiner les données SNe ave des sondages sensibles à la distane angu-laire, dA, (f. Marinoni et al. (2008)) qui peut aussi être exprimée en termesdes paramètres osmographiques. Le fait d'appliquer des ontraintes extérieuresréduirait davantage les erreurs sur les paramètres, et pourrait introduire desrisques de biais plus élevés. Aussi, omme nous avons vu dans la disussion dedeux éhantillons à statistiques di�érentes, plus on augmente la statistique del'éhantillon des données (plus grand nombre de SNe, plus petites erreurs), leplus on agrave le risque d'introduire des biais sur les paramètres.4.4 RésuméNous avons établi, qu'ave des données SNe omme disponibles aujourd'hui,l'extration du paramètre de déélération, q0, tant qu'elle est e�etuée en tenantompte des termes d'ordre quatre, n'entraîne pas de risques de biais dans leas du modèle ΛCDM et du modèle orrespondant au meilleur �t des donnéesatuelles. Alors que nous n'avons pas exploré tout l'espae de phase, nous avonsdémontré omment la préision de l'approhe inématique dépend du modèleosmologique et de l'ordre du développement en redshift que l'on applique. A



92 CHAPITRE 4. COSMOGRAPHIEtitre d'exemple, nous avons démontré le risque d'introduire des biais pour leas de notre modèle B, qui est une desription en terme du paramétrage CPLd'un modèle physiquement bien motivé (d'un modèle `traker'). Dans e as,tous les paramètres osmographiques risquent d'être biaisés dans une analysedes sondages futures de SNe. Il est don dangereux d'utiliser une telle approhepour extraire les paramètres osmographiqes et, en partiulier, le paramètre dedéélération.



Chapitre 5Test du paramétrage CPL
La plupart des études atuelles tentant d'extraire les paramètres de l'éner-gie noire se onentre sur l'extration de son équation d'état, wx (z) (f. parexemple Astier et al. 2006; Davis et al. 2007; Spergel et al. 2007; Jha et al.2007), et en partiulier applique le paramétrage de Chevallier & Polarski (2001)et Linder (2003) :

wCPL
x (z) = w0 + wa

z

1 + z
, (5.1)que nous avons disuté dans la setion 3.7.5.1 Signi�ation physique des paramètres CPLMalheureusement, un hoix de paramétrage impose naturellement des limites devalidité, et il est lair que CPL ne peut pas dérire tous les modèles théoriquesd'énergie noire ave la même préision (Wang & Mukherjee 2004; Wang & Teg-mark 2004; Wang & Freese 2006; Linder 2008). Notamment, nous avons déjà vuque CPL dérit des trajetoires linéaires dans l'espae de phase (wx, w

′
x), selonl'éq.(3.28), alors que des modèles d'énergie noire peuvent exhiber des ourbesfortement non-linéaires (f. Caldwell & Linder 2005; Sherrer 2006; Chiba 2006;Linder 2008, et aussi notre disussion setion 3.3.2). Notamment, Linder (2003)souligne que le paramétrage CPL ne sera pas apable de bien dérire des tran-sitions rapides ou enore des osillations dans l'équation d'état. On est alorsonfronté à un inévitable degré de dépendane des résultats sur le hoix du pa-ramétrage. Pour ontourner e problème, d'autres approhes ont été proposées,f. setion 3.7 pour une disussion.Si nous revenons en partiulier sur les modèles de Quintessene, nous avons vusur la Figure 3.2 qu'il existe une sous-lasse des solutions trakers dont l'équa-tion d'état exhibe en e�et des transitions rapides, et qui sont bien dérites parune forme fontielle du type `step'. Dans la setion 3.7.2 nous avons disuté leparamétrage suivant :

wstep
x (z) =

1

2
(wi + wf ) − 1

2
(wi − wf ) tanh

[

Γ ln

(
1 + zt

1 + z

)]

, (5.2)93



94 CHAPITRE 5. TEST DU PARAMÉTRAGE CPLoù on a introduit quatre paramètres. Comme nous l' avons disuté, la néessitéd'introduire un si grand nombre de paramètres est un défaut majeur de la mo-délisation de la dynamique de l'énergie noire via une fontion du type `step'.Pare que les solutions `traker' ave une transition prononée dans l'évolutionde l'équation d'état sont physiquement motivées, il est néanmoins neéssaire detester la signi�ation des informations enodées dans les paramètres de l'énergienoire de CPL, w0 et wa, que l'on déduit dans une extration des paramètresoù le modèle osmologique �duiel exhibe un tel omportement du type `step'.Nous allons aussi mesurer le risque d'introdution de biais dans la reonstru-tion des paramètres osmologiques, a�n de onnaître les limitations intrinsèquesdu paramétrage CPL et don le domaine de validité de notre interprétation.5.2 Stratégie de l'analyseDans ette étude nous ne nous sommes pas intéressés à l'analyse de vraiesdonnées, mais nous e�etuons une étude paramétrique ave des données simu-lées. Nous simulons les magnitudes des SNe et les valeurs de R et A dans ununivers ave la fontion de Hubble `step' éq.(3.37), que nous rappellons ii :
E (z)2 = Ω0

k (1 + z)2 + Ω0
M (1 + z)3 + Ω0

R (1 + z)4

+Ω0
x (1 + z)3(1+wav)






(
1+zt

1+z

)Γ
+

(
1+zt

1+z

)−Γ

(1 + zt)
Γ + (1 + zt)

−Γ






3∆w
2Γ

. (5.3)Dans e type de modèle �duiel, nous varierons les paramètres {pi}Fid =
= {zt,Γ, wi, wf} a�n d'étudier des transitions de phases plus ou moins rapides,plus ou moins réentes, pour di�érentes valeurs de wi et wf . Pour haque modèle�duiel, orrespondant à un point dans l'espae de paramètre de la osmologie�duielle, nous minimisons le χ2 ave les paramètres standard osmologiques,
{pi}fit =

{
Ms,Ω

0
M, w0, wa

} (paramètres CPL).Nous allons estimer les erreurs au minimum ave l'outil KOSMOSHOW, f.appendie A. La base de données est onstituée des SNe de l'appendie B enombinaison ave les paramètres réduit du CMB et des BAO. Nous allons sup-poser une erreur σR = 0.01, e qui est l'estimation de l'erreur qu'obtiendraPLANCK, et une erreur σA = 0.005 omme estimateur d'une future préisionsur A. Nous allons imposer Ω0
R = Ω0

k = 0 dans les osmologies �duielles et dansle �t a�n de simpli�er l'analyse. Nous allons �xer Ω0
M

Fid
= 0.3 dans le modèle�duiel. La valeur �duielle du paramètre de normalisation des SNe, eq.(2.80),est MFid

s = −3.6.La qualité statistique du �t est enodée dans la valeur au minimum du χ2,
χ2

min. Une valeur trop élevée du χ2
min indique un �t de mauvaise qualité : laprobabilité que les données orrespondent au modèle osmologique représentépar les {pi}fit au minimum est faible. Conrètement, nous pouvons aluler lap-valeur et l'interpréter omme un degré de on�ane. Ayant dans notre étudevingt degrés de liberté dans le �t, nous obtenons ∆χ2 = 22 (31) pour un degréde on�ane du �t de 68% (95%), f. appendie A pour une disussion.



5.2. STRATÉGIE DE L'ANALYSE 95Si χ2
min > ∆χ2, nous onsidérons la mauvaise hypothèse détetée au degré deon�ane orrespodant au ∆χ2. Si, par ontre, χ2

min . ∆χ2, nous n'avons pasd'indiation statistique prouvant que nous avons utilisé une mauvaise hypothèse.Dans e as, la fausse hypothèse pourra devenir très dangereuse, ar dans les asoù elle biaise la reonstrution d'un ou plusieurs des paramètres, ei passeraindéteté et nous risquerons de mal interpréter notre �t. 1Au-delà de la qualité purement statistique du �t, nous voulons aussi onnaîtrela qualité de la reonstrution des paramètres, e qui sera très important danstous les as où la mauvaise hypothèse n'est pas détetée. A ette �n nous allonsomparer les valeurs �duielles et ajustées des paramètres, ou ombinaisons deparamètres possédant une interprétation physique laire, suivants :1. Les paramètres de densité de la matière �duiel, Ω0
M

Fid, et ajusté,Ω0
M

fit,peuvent être omparés diretement.2. La valeur atuelle de l'équation d'état de l'énergie noire. Dans le modèle�duiel elle est alulée en fontion des paramètres :
wstep

x

(

{pi}Fid , z
)∣
∣
∣
z=0

= wav +
1

2
∆w tanh [Γ ln (1 + z)], (5.4)dans le modèle ajusté elle est diretement donnée par w0.3. En traitant la reonstrution de l'équation d'état de l'énergie noire, unequantité souvent disutée est le redshift `pivot', qui est le redshift auquell'erreur σwx devient minimale, soit le redshift où ∂σwx (z)/∂z = 0. Cf.aussi Albreht et al. (2006); Virey & Ealet (2007); Hu (2005b) pour desdé�nitions et disussions de e paramètre. Sa valeur ne dépendra donpas seulement du paramétrage que l'on utilise dans l'analyse, mais aussides spéi�ations des sondes que l'on applique. Il doit alors être onsi-déré omme une quantité statistique, et on ne s'attend pas à en trouverune signi�ation physique. Il a été proposé d'utiliser des paramétrages del'équation d'état du type wx (z) = wp + waf (z). De ette manière, epen-dant, on perdrait un peu des possibilités de omparer les performanesdes di�érentes sondes osmologiqes et des di�érents sondages, ar on aurades di�érents paramétrages pour haque sonde et haque ombinaison desondes. A�n de quantitativement tester e que nous venons de dire, noustesterons néanmoins la reprodution de la valeur de l'équation d'état auredshift pivot, wp := wx (zp). Ave CPL, zp sera obtenu via la relation :

zp =
−corr (w0, wa)σw0

σwa + corr (w0, wa) σw0

, (5.5)où corr (w0, wa) est la orrélation entre w0 et wa (f. éq.(A.7), page 136).4. Après notre disussion des omportements di�érents des deux paramé-trages dans l'espae de phase (wx, w
′
x), il sera partiulièrement intéressantde savoir, jusqu'à quel degré CPL est apable de traer la dynamique �-duielle de l'énergie noire. Nous avons vu, que le paramètre wa peut être1. Cependant, on peut penser à établir d'autre ritères de detetion du problème. Voirhapitre 6.
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wCPL

x

)′ par la relation :
wa = −2

(
wCPL

x

)′∣∣
∣
z=1

, (5.6)et nous allons alors omparer la valeur ajustée de wa ave la valeur or-respondante du modèle �duiel, voir éq.(3.39) :
−2

(
wstep

x

)′
∣
∣
∣
z=1

, (5.7)a�n de tester la reprodution de la dynamique de l'équation d'état.5. En�n, nous avons vu que la valeur initiale de l'équation d'état est dansle paramétrage CPL donné par (w0 + wa), quantité que nous pouvonsdiretement omparer au paramètre wi du modèle �duiel, a�n de savoir sile omportement de l'énergie noire à très haut redshift peut être ontraintave des données SNe, CMB, et BAO.6. Dans e ontexte de reonstrution de la dynamique de l'énergie noireà très haut redshift, Huey et al. (1999) ont proposé d'utiliser la valeur`e�etive' de wx (z), dé�ni par :
(wx)eff :=

zCMB∫

0

wx (z) Ωx (z) dz

zCMB∫

0

Ωx (z) dz

, (5.8)omme un bon paramètre pour apter l'essentiel de la dynamique de l'éner-gie noire entre aujourd'hui et l'époque du déouplage (CMB). Cf. aussiPogosian et al. (2005). Nous allons par onséquent aussi omparer la va-leur e�etive des deux modèles, �duiel et ajusté.Nous résumons shématiquement l'essentiel de e qui vient d'être dit :
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A�n de quanti�er la qualité de reonstrution de es six paramètres, nous allonsappliquer notre dé�nition du biais, f. éq.(4.8), que nous rappellons ii :
Bi :=

∣
∣
∣pi

Fid − pi
fit

∣
∣
∣ . (5.9)Nous ne disuterons pas les résultats modèle par modèle, mais nous étudieronstout l'espae des paramètres. Nous obtiendrons des volumes dans l'espae de



5.3. ILLUSTRATION DU PROBLÈME 97paramètre où le paramètre pi sera biaisé. Nous appellons es régions de l'espaede paramètre les zone de biais. Inversement, les zones où le paramètre pi n'est pasbiaisé, sont appelées les zones de validité. Ces dé�nitions ont été introduites etsont disutées en détail par Virey et al. (2004). Notons que nous représenteronsaussi dans les �gures les lignes où le biais devient supérieur à 1.96σpi , soit undegré de on�ane de 95%.En omparant es six quantités nous serons en mesure de tester si le paramétrageCPL permet une extration des paramètres physiquement signi�atifs pour leas d'une transition rapide de l'équation d'état de l'énergie noire.5.3 Illustration du problèmeA�n d'illustrer le problème, nous allons d'abord onsidérer deux exemplespartiuliers. Nous dé�nissons deux modèles à transition très rapide, Γ = 10,entre les valeurs asymptotiques wi = 0 et wf = −1, inspirés par les solutionstraker de la Quintessene, f. i-dessus. Les modèles di�èrent dans leur redshiftde transition, à savoir zt = 3.0 pour le modèle A, soit une transition au delàde la portée des données atuelles SNe et BAO, et zt = 0.5 pour le modèle B,soit un redshift de transition dans l'univers `prohe'. La largeur de transition enredshift est ∆z = 0.6 (1.6) pour le modèle A (B).Pour haque modèle nous ajustons la osmologie orrespondante ave les para-mètres Ms et Ω0
M et les paramètres CPL : w0 et wa. Les valeurs obtenues sontdonnées dans le Tableau 5.1, et illustrées sur la Figure 5.1. Pour le modèle A,nous obtenons une bonne reonstrution des paramètres osmologiques `loaux',soit de Ω0

M, de w0, et de wp. Aussi le paramètre dérivant l'évolution globale del'équation d'état,−2wx(1)
′, est bien reonstruit. Cependant, le omportement àhaut redshift, wi, est biaisé à 4σ. La valeur du χ2

min est orrete et ne permet-trait pas, dans une analyse des données réelles, de réfuter e modèle. Pour lemodèle B, tous les paramètres sont biaisés à plusieurs σ. Cependant, la valeurdu χ2
min est supérieure au seuil ∆χ2 = 22 orrespondant à un degré de on�anede 68%. Dans une analyse des données réelles, la valeur du χ2

min indiquerait unproblème dans l'analyse.Tableau 5.1: Valeurs �duielles et ajustées des six paramètres `physiques' étudiés, pourles modèles A et B. Les valeurs des paramètres biaisés sont représentées en aratèresgras. Le redshift pivot est zp = 0.27 (zp = 1.31) pour modèle A (modèle B).Modèle A Modèle BFid �t σ Fid �t σ1. Ω0
M 0.300 0.295 0.006 0.300 0.315 0.0062. wx (0) -1.00 -1.03 0.06 -1.00 -1.10 0.033. wp -1.00 -0.99 0.02 0.00 -0.30 0.044. −2w′
x (1) 0.00 0.20 0.27 0.13 1.41 0.065. wi 0.00 -0.86 0.21 0.00 0.32 0.026. (wx)eff 0.00 -0.83 0.30 0.00 0.32 0.08

χ2
min 0.9 27.5
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Nous pouvons don onlure de es deux résultats, que l'éq.(5.1) devrait per-mettre une bonne reonstrution des paramètres loaux, i.e. w0 et Ω0

M, mêmedans le as d'une transition rapide dans l'équation d'état de l'énergie noire, siette transition a eu lieu pas trop réemment. Contrairement à ei, sans grandesurprise ependant, nous trouvons que le omportement à haut redshift peutentraîner de mauvaises interprétations des paramètres en question, à savoir wi,
(wx)eff et aussi possiblement de wa. A�n de tester la stabilité de es onlusionspréliminaires nous varierons par la suite les quatre paramètres �duiels.



5.4. L'ESPACE DES PARAMÈTRES (ZT,Γ) 995.4 L'espae des paramètres (zt,Γ)5.4.1 Les modèles ave wi = 0 et wf = −1Si nous �xons par la suite wi = 0 et wf = −1, nous pouvons étudier notremodèle du type `step' dans le plan à deux dimensions de (zt,Γ). Aux vues dela disussion setion 3.3.1, nous trouvons e hoix physiquement bien motivé,mais nous allons aussi tester la variation de nos résultats en fontion des valeurs
wi = 0 et wf = −1 dans la setion suivante.Dans le plan (zt,Γ), haque point représentera don un modèle osmologiquespéi�que. Nous ajusterons alors haun de es modèles �duiels ave un modèleosmologique où l'équation d'état de l'énergie noire est paramétrée par CPL,omme dérit auparavant. Cei fait, nous regarderons la valeur du χ2

min et laqualité de reonstrution des six paramètres pour haun de es modèles. Lesrésultats que nous obtenons par ette proédure sont représentés dans les Figs.5.2 à 5.5, où nous avons varié zt dans l'intervalle [0; 5] et Γ dans l'intervalle
[0; 11]. Nous avons ependant testé nos onlusions pour des valeurs de zt etde Γ enore supérieures. Nous remarquons tout d'abord, que la valeur χ2

min estsous notre ritère pour tous les modèles dans le plan présenté, à l'exeptiond'une petite région de l'espae de paramètre, où 0.1 < zt < 0.5 et Γ & 4, etoù χ2
min > 22, région où se trouve notre modèle B, f. Figure 5.2 (gauhe). Laqualité du �t est par onséquent orrete pour tous les autres modèles, et 'estdans es régions de l'espae de paramètre qu'il sera d'une importane ruialede onnaître la qualité de reonstrution des paramètres osmologiques.Reonstrution des paramètres Ω

0
M et w0 : La Figure 5.3 montre la qua-lité de reonstrution des paramètres Ω0
M et w0, où nous représentons en hahuréles zones de biais et en blan les zones de validité que nous obtenons. Nous yretrouvons les modèles A et B. Les paramètres Ω0

M et w0 sont en général forte-ment dégénérés, omme nous avons pu voir dans la disussion des ontraintes
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Figure 5.3: En haut : Qualité de reonstrution du paramètre Ω0
M. Nous représentonsdans l'espae de paramètre à deux dimensions, (zt, Γ), les zones de validité (blan) etles zones de biais obtenues pour le paramètre CPL de la densité de matière dans leplan en entier (�té gauhe) et dans le sous-espae élargi (zt, Γ) = ([0; 5], [0; 2]) (�tédroit). Nous avons dans ette �gure représenté quelques ontours ∆z = const. Ondistingue aussi dans les zones de biais les zones où Ω0

M est biaisé à 1σ selon notredé�nition du biais, et les zones où Ω0
M est biaisé à 1.96σ a�n d'illustrer la variation dubiais. En bas : Qualité de reonstrution du paramètre w0.
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ztdes données atuelles, setion 2.4. Cette dégénéresene forte résulte dans deszones de biais de Ω0
M et w0 assez similaires. Nous trouvons que :� Le paramètre w0 (ainsi que tous les autres paramètres) est bien reonstruitle long la ligne Γ = 0. Cei ne onstitue qu'un signe de onsistane, ar Γ = 0impose wi = wf au modèle �duiel, e qui en fait revient à un modèle wx =

const. qui doit, bien entendu, être orretement reonstruit par CPL.� Si Γ ≤ 0.3, la transition est su�sament lente pour que w0 soit reonstruitsans biais quelle que soit le redshift de la transition, zt. Ave les valeurs de ztaugmentant, ependant, la borne augmente vers des valeurs de Γ plus grandesen suivant une ourbe onave, mais ne suivant pas une ligne ∆z = const.Par exemple, quand zt = 2.7, le paramètre w0 est bien reonstruit pour toutes



5.4. L'ESPACE DES PARAMÈTRES (ZT,Γ) 101transitions Γ ≤ 0.8, orrespondant à une largeur de transition en redshift de
∆z ≃ 50.� Nous trouvons une bonne reonstrution de w0 pour zt & 2.5 pour toutes lesvaleurs de Γ (sauf dans une petite `bosse' entre les valeurs 0.7 . Γ . 2.5 quis'étend jusqu'à zt = 2.8). Cei peut être ompris à partir de notre illustrationde la Figure 5.1, où nous avons vu que pour des transitions à des redshiftssupérieurs à la portée des données SNe et BAO, l'équation d'état `loale' déritparfaitement une dynamique wx = const., ou bien, dans le as d'une transitionlente, une dynamique presque onstante, wx ≃ const. Ces deux as sont bienreonstruits par le paramétrage CPL.� Nous trouvons une petite région de bonne reonstrution de w0 dans l'espaede paramètre, où zt ≃ 0.5 ± 0.1 et 1.8 . Γ . 4.5 (orrespondant à 1.3 . ∆z .

4.3). En e�et, le paramétrage a tendane à surestimer la valeur de w0 pour destransitions très réentes, et à sous-estimer sa valeur pour des transitions à plushaut redshift. Il s'agit don d'une reonstrution orrete mais `aidentelle'.Cette petite zone de validité n'est par onséquent pas d'un intérêt partiulierdans notre disussion. Nous allons ependant voir réapparaître e phénomènepour les paramètres Ω0
M, wi, et (wx)eff , et de façon moins prononé pour leparamètre wp.� Conernant la reonstrution de Ω0

M, nous trouvons une légère augmentationde la zone de biais dans la diretion de zt : La limite de la zone de biais est à
zt ≃ 2.8, la `bosse' s'étendant jusqu'à zt ≃ 3.1. Aussi, en terme du paramètre
Γ le paramètre Ω0

M est bien reonstruit pour un plus grand nombre de modèles�duiels que le paramètre w0. Notamment, il est orretement reonstruit pour
Γ ≤ 0.6 pour toutes valeurs de zt. Il y apparaît une zone de bonne reonstrutionautour de zt ≈ 0.6 pour toutes valeurs de Γ, dont la largeur deroît ave desvaleurs roissantes de Γ. Il s'agit ii du même phénomène que nous avons déjàobservé pour le paramètre w0, à savoir que CPL sur-estime la valeur de Ω0

Mpour des tranistions réentes, et la sous-estime pour des transitions à plus hautredshift. Cette zone de bonne reonstrution est don dû au passage entre esdeux régions. Notons ependant, que ette zone de bonne reonstrution de Ω0
Mest bien plus grande que e fut le as pour le paramètre w0.Reonstrution du paramètre wp : Le san du même plan pour la reons-trution de wp mène à des résultats similaires, f. Figure 5.4 (en haut). Ii, noustrouvons une zone de biais agrandie omparée à elle de w0. Notamment, wpest bien reonstruit si zt ≥ 2.7 pour n'importe quelle valeur de Γ (la `bosse' dela zone de biais est présent pour wp aussi, et s'étend jusqu'à zt ≃ 3.5), ou si

Γ ≤ 0.2 pour toutes valeurs de zt. Nous notons, ependant, que nous trouvonsla qualité de reonstrution de wp extrêmement sensible aux erreurs attribuéesaux SNe et aux paramètres réduits du CMB et des BAO. Ce paramètre n'étantpas d'un grand intérêt physique, nous ne onsidérerons plus e paramètre parla suite.Reonstrution du paramètre −2wx (1) : L'évolution en redshift de l'équa-tion d'état de l'énergie noire, enodée dans le paramètre wa via la relation
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Figure 5.4: En haut : Qualité de reonstrution du paramètre wp. En bas : Qualitéde reonstrution de l'évolution en redshift de l'équation d'état de l'énergie noire.Nous représentons dans l'espae de paramètre à deux dimensions, (zt, Γ), les zones devalidité (blan) et les zones de biais (à 1σ et 1.96σ).
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éq.(5.6), est reonstruite omme montré sur la Figure 5.4 (en bas). Nous trou-vons, que l'éq.(5.6) permet une interprétation orrete (non-biaisée) de wa dansles as :� où Γ ≤ 0.8 pour toutes valeurs de zt, orrespondant à des transitions assezgrandes (∆z & 12),� où zt ≥ 2.7 quelle que soit la valeur de Γ, et� dans une zone où zt & 1.7 et 2.5 . Γ . 4.5.Au-delà de es zones, la validité de la relation éq.(5.6) s'e�ondre et nous perdonsla signi�ation physique du paramètre wa.Reonstrution des paramètres wi et (wx)eff : En e qui onerne la re-onstrution du omportement de l'équation d'état à haut redshift, nous nousaperevons que wi est très mal reonstruit pour presque toutes paires (zt,Γ) si
Γ & 0.1, f. Figure 5.5 (gauhe). Il existe une zone de validité, là où 1.25 . zt .

1.5 et Γ & 1, mais son emplaement dans l'espae de paramètre est aidentel
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Figure 5.5: Gauhe : Qualité de reonstrution de la valeur initiale de l'équation d'étatde l'énergie noire, wi. Droite : Qualité de reonstrution de la valeur intiale de l'équationd'état de l'énergie noire, (wx)eff .omme e fut le as pour les paramètres Ω0
M et w0. Le �t CPL sur-estime lavaleur de wi pour les transitions réentes, et la sous-estime pour des transi-tions ayant lieu à plus haut redshift, très visible sur la Figure 3.6. La zone debonne reonstrution est alors la zone où CPL passe entre es deux régions. Sonemplaement (omme d'ailleurs elle des zones de bonne reonstrution `ai-dentelle' des autres paramètres) sera don très sensible aux valeurs de wi et wf .Par onséquent, nous nous exposons à de grands risques de mal interpréter leomportement à haut redshift de l'équation d'état de l'énergie noire quand nousappliquons le paramétrage CPL. Conernant le paramètre (wx)eff , nous trou-vons que sa reonstrution est aussi problématique que elle de wi, f. Figure5.5 (droite). La seule di�érene ave e dernier est que la zone de reonstrution`aidentelle' est plus large, e qui est prinipalement dû au fait que l'erreur

σweff
est en général plus grande que l'erreur σwi d'au moins un fateur deux.Résumons e que nous avons établi dans ette setion. Nous avons à partir desFigures 5.2 à 5.5 quanti�é les zones de validité du paramétrage CPL, pour desmodèles d'énergie noire orrespondant aux solutions `traker' de la Quintesseneexhibant un omportement du type `step'. Notamment, pour des modèles exhi-bant une transition entre la valeur initiale wi = 0 et une valeur future asympto-tique wf = −1, nous avons obtenu que tous les paramètres sauf eux dérivantla dynamique de l'énergie noire à très haut redshift sont bien reonstruits pourtoutes transitions aux largeurs Γ . 0.3 ayant lieu aux redshifts de transition

zt & 2.5. Clairement, es bornes vont être sensibles aux variations des valeurs�duielles de wi et wf .5.4.2 Les modèles ave wi = −0.8 et wf = −1Par exemple, si nous hangons le paramètre wi = 0 à wi = −0.8 en gardant
wf = −1, nous trouvons une valeur du χ2

min extrêmement petite dans tous le



104 CHAPITRE 5. TEST DU PARAMÉTRAGE CPLplan (zt,Γ). Au niveau de la valeur du χ2
min, tous les �ts sont orrets. Les zonesde biais et de validité hangent signi�ativement. En e qui onerne la reons-trution des paramètres `physiques', nous trouvons notamment :� Le paramètre Ω0

M est toujours bien reonstruit pour toutes valeurs de zt et Γ.� Le paramètre w0 est seulement biaisé si zt . 0.25 et Γ & 7, soit dans les asdes transitions très réentes et très rapides (∆z . 0.7).� Le paramètre wa est biaisé dans une zone où zt . 1.5 ave Γ & 2 (i.e. ∆z . 6).Il existe une zone de reonstrution aidentelle que nous avons déjà disuté dansla setion préédente. La reonstrution de wa est représenté sur la Figure 5.6(gauhe).� La valeur initiale de l'équation d'état, wi, est seulement biaisée si 0.1 .

zt . 0.5 et Γ & 4, orrespondant à des transitions très réentes et très ra-pides (∆z . 1.1), omme représenté sur la Figure 5.6 (droite).� La valeur e�etive de l'équation d'état, (wx)eff , est biaisée dans une très petitezone 0.2 . zt . 0.4 et Γ & 8, orrespondant à des transitions très réentes ettrès rapides (∆z . 0.6).Par onséquene, CPL est apable de dérire le omportement à haut redshift dee modèle pour toutes les transitions entrées aux redshift zt & 0.5, quelle quesoit la largeur de la transition. Pour et exemple partiulier nous trouvons donque CPL est un très bon hoix pour paramétrer l'équation d'état de l'énergienoire.
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Figure 5.6: Gauhe : Qualité de reonstrution de −2w′
x (1). Droite : Qualité de re-onstrution de wi. Ii, les paramètres �duiels wi et wf sont �xés à wi = −0.8 et

wf = −1 a�n de dérire une transition dans l'équation d'état de petite amplitude.
5.5 L'espae des paramètres (wi,wf)A�n d'être plus préis à propos de l'in�uene des variations des valeurs �du-ielles de wi et wf , nous allons à présent étudier les biais dans le plan (wi, wf ),où nous �xons les valeurs zt = 0.5 et Γ = 10 pour dérire un as `pessimiste',à savoir une transition très rapide (∆z = 0.6) qui n'a eu lieu que réemment.



5.6. CONFUSION AVEC DES MODÈLES WX = CONST. ET ΛCDM 105Ce hoix implique alors le modèle B si wi = 0 et wf = −1, as où, nous le rap-pelons, tous les paramètres étaient biaisés, mais l'identi�ation d'un problèmeau niveau du �t était possible à 68% de on�ane. Nous onsidérons ensuite desvariations des valeurs de wi and wf dans l'intervalle [−1.1; 0] (pour les deux),et obtenons les zones de biais et de validité pour les six paramètres `physiques'omme représentées sur les Figures 5.7. Nous remarquons que tous les �ts sontorrets au niveau du χ2
min, qui est inférieur à 22 dans le plan entier (f. Figure5.2 (droite)), à l'exeption d'une très petite région vers (wi, wf )=(0,−1) où setrouve notre modèle B. En e qui onerne la qualité de reonstrution des pa-ramètres osmologiques nous obtenons notamment :� Ω0

M est bien reonstruit pour toutes valeurs de wf si seulement wi . −0.4. Si
wi > −0.4, Ω0

M est bien reonstruit seulement si |∆w| . 0.4.� w0 est bien reonstruit si |∆w| . 0.2 (as traité en setion 5.4.2),� −2′x(1), la dynamique de l'équation d'état, a plus de risque d'être biaisé que
w0. Pour des valeurs asymptotiques wi ∼ wf . −0.8 il est bien reonstruitseulement si |∆w| . 0.1. Pour des valeurs de wi ∼ wf & −0.8, la dynamiquen'est bien reonstruit que pour le as d'une équation d'état quasi onstante,
|∆w| . 0.05.� La reonstrution de la valeur intiale, wi, est similaire à elle de −2′x(1) maislégèrement meilleure. wi est bien reonstruit si |∆w| . 0.1, borne qui s'élargità |∆w| . 0.2 si wi ∼ wf . −0.8.� La valeur e�etive de l'équation d'état, (wx)eff , est mieux reonstruite que lavaleur initiale. Elle est bien reonstruite pour des transitions |∆w| . 0.2.En résumant, nous avons trouvé que CPL permet d'obtenir des résultats validesmême dans des as d'une transition rapide et réente dans l'évolution en redshiftde l'équation d'état de l'énergie noire (le as le plus pessimiste), si seulementl'amplitude de la transition, ∆w, n'est pas trop élevée.5.6 Confusion ave des modèleswx = const. et ΛCDMQuand des biais sont présents dans une analyse, il est intéressant d'étudierles valeurs onrètes des paramètres biaisés a�n d'estimer le risque que la mau-vaise hypothèse, ii l'hypothèse de la validité du paramétrage CPL, résulteradans une onfusion du meilleur �t ave un modèle osmologique partiulier. No-tamment, il est intéressant de savoir si on pourrait onfondre le modèle �duielave le modèle standard, ΛCDM, par exemple, ou plus généralement ave unmodèle wx = const. Si l'amplitude de la transition est grande, ∆w = +1 ommedans notre as partiulier de la setion 5.4, nous allons onfrondre le modèle�duiel ave un modèle wx = const. si zt & 3 et Γ & 2. Si, de plus, le �du-iel exhibe wf = −1, la onfusion est ave ΛCDM. Cei peut, enore une fois,être ompris à partir de l'exemple du modèle A, Figure 5.1 (en haut) : la vraieosmologie orrespond e�etivement à un modèle wx = const. = −1. A basredshift, où les données atuelles SNe et BAO sont obtenues. La ontrainte àhaut redshift (CMB) n'est pas assez forte pour ompenser et e�et. Le risque deonfusion est plus important si l'amplitude est plus petite. Conrètement, pour
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Figure 5.7: Qualité de reonstrution des paramètres `physiques' étudiés dans l'espaede paramètre à deux dimensions (wi, wf ). Nous représentons les zones de validité enblan et les zones de biais où on distingue les zones de biais à 1σ et 1.96σ. On a �xé
zt = 0.5 et Γ = 10.
l'exemple où ∆w = +0.2 (setion 5.4.2), on onfond le modèle �duiel ave unmodèle wx = const. si zt & 0.7, indépendamment de la largeur de la transition.Si de plus la transition est lente (Γ . 2) on onfond le modèle �duiel ave unmodèle wx = const. quel que soit le redshift zt de la transition.



5.7. STABILITÉ DES RÉSULTATS 1075.7 Stabilité des résultatsNous avons testé la stabilité des résultats par rapport aux variations dans lavaleur �duielle du paramètre de la densité de matière. Quand on varie autour dela valeur ible de notre étude, 0.25 ≤ Ω0
M

Fid ≤ 0.35, on aperçoit une très légèreaugmentation en volume des zones de biais de tous les paramètres `physiques'pour des valeurs �duielles Ω0
M

Fid
< 0.30, et d'une légère diminution en volumepour des valeurs �duielles Ω0

M
Fid

> 0.30. Cei est ompréhensible quand onregarde l'intégrale qui intervient dans le alul des observables. Plus le paramètrede densité de matière, Ω0
M, domine la fontion de Hubble éq.(5.3), moins lesparamètres de l'énergie noire ontribuent à la dynamique, et les risques de biaissont don réduits. Cette variation n'est ependant pas signi�ative, et hangeles bornes que nous avons disutées i-dessous de seulement quelques pourent.Les onlusions tirées i-dessus sont don valables pour toutes valeurs de Ω0

M
Fidautour de 0.30.Quand on analyse la stabilité des zones de biais et de validité par rapport auxvariations de la statistique de la base de données (nombre de SNe, erreurs sur lesobservables), on s'aperçoit (sans grande surprise), que l'on augmente les zonesde validité de tous paramètres quand on applique une statistique moins élévée.Dans une analyse à basse statistique, les paramètres osmologiques sont ajustésave des erreurs σpi relativement grandes, et on a plus de hane que le biaissoit plus faible que l'erreur. Inversement, quand on augmente la statistique, leserreurs sur les paramètres osmologiques sont plus petites, et on augmente lerisque de mal interpréter es paramètres quand une fausse hypothèse est présentedans l'analyse.5.8 RésuméNous avons quanti�é le niveau jusqu'auquel le paramétrage CPL de l'équa-tion d'état de l'énergie noire est apable de reonstruire la dynamique d'uneénergie noire dont l'équation d'état montre une transition de phase plus ou moinsrapide, omme ela serait le as pour une lasse de solutions traker, f. Figure3.2. Nous avons utilisé une fontion tangente hyperbolique pour dérire l'équa-tion d'état �duielle, et avons e�etué l'analyse d'un éhantillon prospetif dedonnées SNe, BAO, et CMB. Nous trouvons, que les paramètres osmologiquesloaux, soit les paramètres Ω0

M et w0, sont en général bien reonstruits, sauf dansles as d'une transitions réente, zt . 2.7, et rapide, Γ & 0.3, à grandes ampli-tudes, |∆w| = |wi − wf | & 0.2, dans l'équation d'état �duielle. La valeur del'équation d'état au redshift `pivot', wp, a été proposée omme moyen d'extraireles propriétés de l'équation d'état de l'énergie noire. Nous avons trouvé, que lesrisques de mal interpréter wp sont plus grands que le risque de mal interpréter
w0, la valeur atuelle de l'équation d'état. De plus, es résultats onernant wpsont plut�t instables, et nous ne trouvons pas de véritable signi�ation physiqueau redshift pivot. Nous onluons en onséquene, que la valeur wp n'est pasune bonne quantité pour interpréter les �ts osmologiques.L'évolution en redshift de l'équation d'état de l'énergie noire, enodée dans le



108 CHAPITRE 5. TEST DU PARAMÉTRAGE CPLparamètre wa via l'éq.(5.6), est bien reonstruite, résultat auquel nous ne nousattendions pas forément. Nous trouvons notamment, que des biais sont pré-sents seulement si zt . 2.7 et Γ & 0.8 pour de grandes amplitudes |∆w|, et quees bornes sont réduites à zt . 1.5 et Γ & 2 pour de plus petites amplitudes. Sil'amplitude est plus petite que 0.1, nous ne trouvons pas de biais du tout.Par ontre, le omportement de l'équation d'état de l'énergie noire à haut red-shift est en général fortement biaisé. Seulement dans le as d'une transition trèslente, Γ . 0.1, ou à petites amplitudes, |∆w| . 0.2, CPL est apte à reonstruireorretement la dynamique �duielle.En résumé, les paramètres les mieux reonstruits sont don Ω0
M et w0, et dansune moindre mesure wa interprété omme −2w′

x (1). Il apparaît, que la quantité
w0 + wa, orrespondant à la valeur initiale de l'équation d'état, wi, entraînele plus grand risque d'interprétation inorrete. On devra par onséquent in-terpréter ave préaution la valeur initiale que l'on obtient via le paramétrageCPL. Pour exlure la possibilité de telles fausses interprétations des �ts, l'ap-pliation de CPL devrait être restreinte aux zones de validité dans l'espae deparamètre que nous avons quanti�és, et une analyse des données a�n d'extraireles paramètres osmologiques devrait être omplétée par un �t des données aveune fontion du type `step'. Une telle étude a en e�et été e�etuée réemment,par Ferramaho et al. (2009b), qui trouvent dans une analyse des données SNe,CMB et BAO, que toutes transitions du type `step' entre wi = −0.2 et wf = −1qui auraient lieu aux redshifts zt . 0.7 seraient rejetés par les données.



Chapitre 6E�ets d'une évolution desmagnitudes apparentes desSupernovae de type Ia.
Comme nous avons vu dans les setions préédentes, notamment la setion2.3.2, les SNe du type Ia onstituent une sonde puissante pour mesurer des dis-tanes osmologiques à partir des observables �ux (F) et redshift (z), et d'enextraire les paramètres osmologiques ({pi} =

{
Ω0

i , wx

}). Les seuls ingrédientsthéoriques pour établir la relation éq.(2.80) entre magnitudes et redshifts desobjets lumineux sont le Prinipe Cosmologique et l'hypothèse d'une variété Rie-manienne à quatre dimensions, soit �nalement la métrique FRW. Nous rappelonsla forme de ette relation :
µ = Ms + 5 log DL(z; Ω0

i , wx), (6.1)où Ms est la onstante de normalisation des Supernovae, éq.(2.81), et DL est ladistane lumineuse indépendante de la onstante de Hubble, f. éq.(2.79).6.1 Motivation de l'étudeL'appliation de l'éq.(6.1) est ependant rendue ompliquée à ause de diverse�ets. Les données pour les ourbes de lumière des SNe ne sont pas disponiblesdans la gamme de fréquene entière, mais seulement dans une petite gamme,appellée `bandpass', qui doit être liée à la luminosité bolométrique totale. Laorretion pour ajuster e fait, le `bandpass mapping', est réalisé en rajoutantun terme de orretion, dont la valeur ne dépend pas seulement du redshift del'objet mais aussi de son spetre, f. Drell et al. (2000). Au delà de e problème,le véritable point ruial de l'appliation de l'éq.(6.1) est la détermination de laluminosité intrinsèque de l'objet, qui n'est pas diretement mesurable, à partirdes propriétés spetrosopiques ou photométriques. Il est établi que toutes lesSNe ne sont point de la même luminosité (magnitude absolue) ; on parle d'unedispersion de 0.5mag de la magnitude au maximum. Mais nous avons vu quel'on peut établir une relation entre la ourbe de lumière et la magnitude absolue109



110 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAEau maximum, f. éq.(2.75). Kowalski et al. (2008) donnent la valeur :
∆Mintr = 0.15, (6.2)pour l'inertitude intrinsèque de la magnitude absolue des SNe, provenant desstandardisations. Par l'éq.(2.71), la préision des distanes osmologiques me-surées à partir des données SNe est alors intrinsèquement limitée à :

∆dL

dL
= 0.2 log (10) ∆Mintr ≈ 0.46∆Mintr, (6.3)soit à une préision maximale d'environ sept pourent. Nous avons vu sur la Fi-gure 2.9, que la standardisation est néessairement e�etuée aux bas redshifts, oùles distanes des SNe peuvent être estimées par d'autres indiateurs de l'éhellede distane. Il est ependant parfaitement possible, que ette extrapolation nesoit pas permise. Il pourrait y avoir une variation systématique du module dedistane des SNe en fontion du redshift. On peut imaginer plusieurs sénariosd'e�ets astrophysiques suseptibles de auser une telle variation.6.1.1 E�ets intrinsèquesNombre d'e�ets pourraient in�uener les propriétés intrinsèques des SNe,omme la magnitude au maximum ou la forme de la ourbe de lumière. Les pre-miers indiateurs d'une possible évolution des magnitudes en redshift viennentdes mesures du temps d'asension de la ourbe de lumière avant maximum pourdes SNe à plus haut redshift (Riess et al. 1999). Diverses auses pour une telleévolution ont été proposées. La variation de la métalliité des étoiles progéni-tries ave elle de l'univers est sans doute responsable d'une évolution globaledes propriétés intrinsèques des SNe. De plus, la masse initiale et la ompositionde la matière de la naine blanhe au moment de l'explosion, variant en fon-tion du temps osmologique, pourraient in�uener les propriétés intrinsèquesdes SNe. L'importane de di�érentes ompositions et métalliité initiale pour ladynamique de l'explosions SNe est étudiée numériquement. Cependant, les résul-tats de Hoe�ih et al. (1998), Lentz et al. (2000), et Röpke & Hillebrandt (2004)ne sont pas en aord onernant la prédition des hangements en magnitudeintrinsèque et de la forme des ourbes de lumière en fontion de la omposition.La modélisation des SNe sou�re de nombreux problèmes, omme l'existene dedi�érents paradigmes pour le méanisme d'explosion (modèles de détonation oude dé�agration). D'autres e�ets pourraient provenir des phénomènes liés à l'en-vironnement diret de l'étoile, omme des nuages de gaz irumstellaires ou del'existene de hamps magnétiques. La rotation des étoiles progénitries est priseen ompte par des modèles numériques à trois dimensions, mais les résultats nesont pas enore onluants, f. Röpke (2005). En outre, la dépendene du �uxglobal sur l'âge des étoiles progénitries reste mal onçue. En e�et, Gallagheret al. (2005) soulignent que l'âge des progéniteurs est plus probablement lasoure des variations des magnitudes au maximum que ne l'est la métalliité.Une étude des éhantillons SN par Strolger et al. (2004, le `SN high-z team')montre, que des modèles de SNe exhibant un grand pourentange d'explosions



6.1. MOTIVATION DE L'ÉTUDE 111`promptes' (assoiées à des progéniteurs âgés de moins que deux milliards d'an-nées) ne reproduisent pas bien la distribution en redshift des SNe observées, etsont rejetés à plus de 95% de degré de on�ane. Quand on observe l'universplus jeune, soit à z & 1.5, on s'attend à un âge moyen des étoiles progénitriesplus petits au moment de l'explosion que dans l'univers vieux. Une étude dela variation en magnitude des explosions SN en fontion de l'âge moyen dansdi�érentes galaxies h�tes par Howell et al. (2007) suggère en e�et des SNe pluslumineuses à haut redshift qu'à bas redshift.Dans e ontexte se pose un autre problème onernant l'âge des étoiles progéni-tries. Les deux modèles majeurs de systèmes progéniteurs, à savoir les modèles`single-degenerate' et `double-degenerate', di�èrent en terme du délai de l'explo-sion et des onditions d'environnement. L'inertitude à propos de l'identi�ationdu sénario pourra, suivant Riess & Livio (2006), aussi entraîner un e�et d'évo-lution globale.6.1.2 Sous-populationsHamuy et al. (1996a,b) ont suggéré que la magnitude des SNe dépend dela galaxie h�te, à savoir que l'on trouvera des SNe plus lumineuses dans desgalaxies elliptiques (`early-type') que dans des galaxies sprirales (`late-type'), etont proposé une lassi�ation des SNe dans deux sous-lasses. L'étude de Hatanoet al. (2000) met en valeur que es sous-populations pourraient être ident�éesomme provenant des deux méanismes d'explosions di�érents que nous avonsdéjà mentionnés, soit les modèles de détonation ou de dé�agration, ou une om-binaison des deux (modèles de détonations retardées). Suivant Branh et al.(2001), une transition entre une époque osmique à population de SNe dominéepar une des sous-lasses vers une époque dominée par une autre sous-lasse,omposée de SNe possédant une magnitude absolue di�érente, pourrait aussifaire roire à une évolution globale des magnitudes des SNe. Cette possibilité aréemment été étudiée par Sarkar et al. (2008a) et Linder (2009), qui ont mon-tré qu'un tel e�et pourra entraîner une reonstrution biaisée des paramètres del'énergie noire.6.1.3 E�ets extrinsèquesUne autre lasse d'e�ets astrophysiques pouvant entraîner une évolution glo-bale en redshift des magnitudes apparentes des SNe ou des propriétés de laourbe de lumière est onstituée d'e�ets extrinsèques, qui don n'in�uent passur les propriétés intrinsèques de la SN, mais sont des e�ets entre la SN et l'ob-servateur. Les lentilles gravitationnelles miment un e�et d'évolution aux éhellesosmologiques, mais ette in�uene a été démontrée négligeable (f. Sarkar et al.2008b). La poussière grise (`gray dust') présente sur la ligne de visée atténuela luminosité des SNe, e qui peut biaiser l'extration des paramètres osmolo-giques (f. Aguirre 1999; Corasaniti 2006; Ménard et al. 2009). Une autre sourepotentielle d'évolution des magnitudes est liée à l'évolution dans le temps dumilieu interstellaire assoiée à une modi�ation du rapport des populations desgalaxies spirales et elliptiques.



112 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAEAujourd'hui, on suppose que la standardisation des SNe de type Ia, alibrée àbas redshift, reste valable à haut redshift (z & 1). Notre objetif dans etteétude est de mettre en doute ette hypothèse et de mesurer l'in�uene d'unepossible évolution des magnitudes des SNe Ia sur les valeurs reonstruites desparamètres osmologiques, exerie qui n'a pas été e�etué auparavant. Nous al-lons à ette �n simuler les observables en supposant qu'une évolution en redshiftdes SNe a lieu, mais négligerons ette possibilité dans l'analyse des données. Auvu de la diversité des soures d'évolutions possibles, résumées i-dessus, nousavons onsidéré plusieurs paramétrages di�érents, physiquement justi�és, a�nde simuler de façon générique es e�ets d'évolution. A�n de juger la qualité du�t que nous obtenons par ette proédure, nous allons étudier di�érents ritèresnous permettant d'identi�er la présene d'une mauvaise hypothèse (l'absened'évolution) dans notre analyse des données (simulées).6.2 Paramétrages de l'e�etUne évolution en redshift du module de distane, soit une évolution de lamagnitude apparente ou de la magnitude absolue (ou d'un mélange des deux) desSNe, peut être simulée par une modi�ation très simple de la relation éq.(6.1) :
µ = Ms + 5 log DL(z; Ω0

i , wx) + ∆m(z)evo. (6.4)Nous allons dans la suite simplement érire ∆mevo au lieu de ∆m (z)evo. Plu-sieurs modèles pour dérire l'e�et d'évolution ont été appliqués dans la littéra-ture. Cependant, la diversité des auses physiques et notre ignorane de l'impor-tane relative de haque soure d'un tel e�et fait que le hoix du paramétrageest plus ou moins arbitraire. Linder (2006) a hoisi un paramétrage :
∆mevo ∝ z/ (1 + z) , (6.5)a�n d'étudier le risque d'introduire des biais. Ferramaho et al. (2009a) utilisent :

∆mevo ∝ (t (z; pi) − t0) , (6.6)pour une analyse des données réelles, où t (z; pi) est l'âge de l'univers au redshift
z, f. éq.(2.104). Quand nous étudions le omportement en fontion de redshiftde l'âge de l'univers, nous trouvons pour le as ΛCDM que dans l'époque dela domination de l'énergie noire, soit z < zeq, l'intégrale dans l'éq.(2.104) s'ap-prohe de la solution analytique ∆mevo ∼ log (1 + z). Ce modèle logarithmiquea déja été utilisé par Drell et al. (2000), qui l'avaient motivé di�éremment.Notamment, sous l'hypothèse que la luminosité intrinsèque des SNe, L, variediretement ave le fateur d'éhelle de l'univers, soit de manière :

L → L (1 + z)−β1 , (6.7)où β1 est un nombre réel, on obtient trivialement une variation en redshift dela magnitude apparente de la même forme :
∆mevo = 2.5β1 log(1 + z). (6.8)



6.3. DONNÉES RÉELLES 113Par la suite, nous appellerons e paramètrage le modèle 1.Consient de la dépendane des résultats sur le hoix du paramétrage, nous om-pléterons notre analyse en onsidérant des modèles où la magnitude apparentevarie en fontion de puissanes en redshift :
∆mevo = β2z

α. (6.9)Ii, α et β2 sont des nombres réels, et nous appelerons ette lasse de modèlesles modèles 2. Notons, que pour α → 0 l'e�et modelé par l'eq.(6.9) devientfortement dégénéré ave le paramètre de normalisation des SNe, Ms, et danse as auun problème n'est attendu. Pour le hoix partiulier α = 0.6 noustrouvons que le modèle 2 est, dans l'intervalle de redshift que nous étudions, unebonne desription du modèle de Linder (2006) (éq.(6.5)) et en même temps deelui de Ferramaho et al. (2009a) (éq.(6.6)). L'équivalene de es deux modèlesse onrétisera dans les résultats, setion 6.5 plus bas.Nous hoisissons trois valeurs partiulières de α, notamment :1. α = 0.5, soit un modèle rendant l'e�et d'évolution plus important dansl'univers prohe, (z . 1). Il s'agit don d'un modèle privilégiant une évo-lution tardive, que nous appellerons modèle 2a par la suite.2. α = 1, soit un modèle linéaire en redshift, qui était parmi les premiers àêtre étudié (f. Riess 2000) et apparaît souvent dans la littérature (f. parexemple Nordin et al. 2008). Nous le nommerons modèle 2b par la suite.3. α = 2, soit un modèle qui, ontrairement au modèle 2a, dérit un e�etd'évolution qui domine à haut redshift, soit un modèle d'évolution préoeque nous appelons modèle 2.6.3 Données réelles6.3.1 Contraindre l'évolutionLes ontraintes sur les paramètres β sont obtenues à partir des donnéesatuelles des SNe, CMB et BAO, que nous avons déjà utilisées dans le hapitrepréédent. Pour des raisons de ohérene ave les simulations de données dessetions suivantes, nous utilisons les paramètres réduits R et A pour déire leCMB et les BAO. Dans le �t, nous allons enore une fois supposer un universplat (ΩT = 1), et nous dérirons l'équation d'état de l'énergie noire, wx (z),par le paramétrage CPL. La proédure de minimisation du χ2 est dérite dansl'appendie A. Nous obtenons les résultats du Tableau 6.1, où nous donnonsles valeurs entrales et les erreurs à 1σ des paramètres {pi} =
{
Ω0

M, wx, β
}pour le as où on suppose wx (z) = const. et le as où l'on suppose wx (z) =

w0 +waz/ (1 + z) dans le �t, as I) and II), respetivement. Nous donnons dansle Tableau les résultats si nous ignorons dans l'analyse le paramètre d'évolutiondes magnitudes, β. Il s'agit des as i) et ii), qui sont une reprodution desrésultats du Tableau 2.2. 1 Ces derniers sont en bon aord ave les résultats1. Page 53. Contrairement au Tableau 2.2 nous avons utilisé la valeur de R de Spergelet al. (2007, WMAP3) : R = 1.71 ± 0.03, pare que nous n'étions pas enore en possession



114 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAETableau 6.1: Valeurs des paramètres au minimum. Les as i) et ii) représentent les assans évolution.I) modèle Ω0
M β wx = const. χ2

min/ni) 0.27+0.02
−0.02 − −0.95+0.08

−0.08 0.721 0.24+0.05
−0.04 −0.22+0.38

−0.32 −1.18+0.34
−0.34 0.712a 0.29+0.05

−0.05 +0.08+0.20
−0.40 −0.86+0.24

−0.52 0.712b 0.24+0.04
−0.03 −0.15+0.15

−0.15 −1.16+0.22
−0.22 0.712 0.26+0.02

−0.02 −0.10+0.08
−0.08 −1.00+0.12

−0.12 0.71II) modèle Ω0
M β w0 wa χ2

min/nii) 0.28+0.02
−0.02 − −1.14+0.16

−0.08 0.88+0.49
−0.49 0.711 0.24+0.04

−0.04 −0.24+0.23
−0.23 −1.48+0.38

−0.31 1.39+0.40
−0.60 0.712a 0.23+0.05

−0.05 −0.30+0.31
−0.30 −1.65+0.55

−0.47 1.72+0.70
−1.03 0.712b 0.25+0.03

−0.03 −0.13+0.13
−0.13 −1.36+0.24

−0.24 1.19+0.51
−0.91 0.712 0.26+0.02

−0.02 −0.08+0.08
−0.08 −1.21+0.18

−0.18 0.91+0.48
−1.09 0.71qu'obtiennent Kowalski et al. (2008) et Komatsu et al. (2009), f. setion 2.4.Dans le as i), nous retrouvons notamment la ompatibilité de nos résultats avele modèle ΛCDM, alors que si on inlut la dynamique de l'énergie noire dans le�t via le paramètre wa, as ii), sa valeur est à 1σ inompatible ave le modèle

ΛCDM.I) Quand nous imposons wx = const., nous observons une valeur entrale assezélevée du paramètre d'évolution du modèle 1, β1 = −0.22+0.38
−0.32. Ces valeursorrespondent à un déalage de magnitude ∆mevo

|1.7 = −0.24+0.41
−0.35 à redshift

z = 1.7. La valeur entrale du paramètre de densité de la matière, Ω0
M, est de

0.03 plus petite que la valeur du as i), où on a Ω0
M = 0.27± 0.02. Tous les {pi}sont, ependant, onsistants ave ΛCDM à 1σ.Le paramètre d'évolution du modèle 2b est ajusté à une valeur entrale moinsnégative que elui du modèle 1, et il est aussi à 1σ onsistant ave l'hypothèsede non-évolution, β = 0. Aussi, la valeur entrale de wx s'est rapprohée de savaleur ΛCDM, et les erreurs des paramètres β et wx sont réduites.Dans le as du modèle 2, la valeur entrale de wx s'est enore plus rapprohéede sa valeur ΛCDM, omme 'est aussi le as de la valeur entrale de Ω0

M.Aussi, les erreurs de tous les paramètres sont réduites par rapport au modèle2b. Cependant, le paramètre d'évolution de e modèle 2 est inonsistant à 1σave l'hypothèse β = 0.Le modèle 2a onstitue un as spéial dans ette partie du tableau, ar il est leseul modèle à valeur de β positive (tout de même onsistant à 1σ ave β = 0).En e�et, nous trouvons qu'à partir de α ≈ 0.6 le signe de la valeur du meilleur�t de β hange, et nous ajustons β ≷ 0 pour α ≶ 0.6. Dû à la orrélation entre
β et wx, la valeur entrale de wx hange aussi, et nous ajustons wx +1 ≷ 0 pour
α ≶ 0.6. Nous illustrons e phénomène sur la Figure 6.1.des valeurs de Komatsu et al. (2009, WMAP5) quand nous avons ommené l'étude. Cei estla ause des di�érenes mineures des résultats sur les deux Tableaux.
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Figure 6.1: Valeurs entrales des paramètres β (rouge) et wx (bleu), as I), et desparamètres β (rouge), w0 (bleu), et wa (gris), as II), pour les modèles 2 en fontiondu paramètre α.II) Quand nous inluons le paramètre wa dans le �t, nous obtenons des résul-tats signi�ativement di�érents. Pour le modèle 1, la valeur entrale de w0 setrouve signi�ativement en dessous de −1. Egalement, la valeur entrale de waest élevée, et le �t devient à 1σ inonsistant ave une Constante Cosmologique,voire à 2σ en e qui onerne le paramètre wa.Pour les modèles 2 nous trouvons la tendane générale, qu'ave des puissanesen redshift roissantes la valeur absolue du meilleur �t du paramètre d'évolu-tion, |β|, déroît, et qu'en même temps Ω0
M se rapprohe de sa valeur ΛCDM.

w0 se déplae aussi vers sa valeur ΛCDM, mais reste toujours inonsistant avela valeur −1 à 1σ. Le paramètre wa est lui aussi inonsistant ave sa valuer
ΛCDM dans les modèles 2a et 2b, mais devient onsistant ave wa = 0 dans lemodèle 2.Notons que l'introdution du paramètre wa dans le �t, pour les modèles 2, poussela limite α = 0.6, où les valeurs entrales de β et w0 + 1 hangeaient de signedans le as wx = const., vers des puissanes plus petites, α ≈ 0.1, grâe à laorrélation forte entre les paramètres β et wa. Les quatre modèles ont don desvaleurs entrales négatives du paramètre d'évolution : β < 0.Nous pouvons illustrer les résultats du Tableau 6.1 dans un diagramme ma-gnitude redshift. A ette �n nous alulons l'évolution de magnitudes ∆mevoorrespondant aux valeurs du meilleur �t des divers modèles. Nous obtenons laFigure 6.2. Elle met en valeur le résultat important, que toutes les évolutionspositives, ∆mevo > 0, sont exlues à 1σ dans le as II), soit quand wx 6= const.Nous rappellons que, dû à la dé�nition de la magnitude, un e�et d'évolution
∆mevo > 0 orrespond à des SNe moins lumineuses.Dans les deux as, I) et II), les données sont onsistantes à 1σ ave l'hypothèse
∆mevo = 0, ave deux exeptions. Le modèle 2 exlut ette hypothèse à 1σ dansle as I), et le modèle 1 exlut l'hypothèse à 1σ dans le as II). Nous illustronsles ontraintes et les orrélations entre haque ouple de paramètres obtenuespour le modèle 1 sur les �gures du Tableau 6.2. A�n d'illustrer omment le fait
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Figure 6.2: Illustration des ontraintes à 1σ obtenues pour les modèles 1 et 2 dans undiagramme de Hubble. On retrouve les as I) et II) du Tableau 6.1.



6.3. DONNÉES RÉELLES 117d'inlure le paramètre β dans le �t ne hange pas seulement les valeurs en-trales, mais aussi les erreurs et les orrélations des paramètres osmologiques,nous y omparons les ontours obtenus par des �ts ave ou sans β, pour leas wx = const. ou le paramètrage CPL. Nous dérivons dans l'appendie A laproédure pour obtenir les ontours. Nous remarquons, que l'introdution duparamètre β1 entraîne une diminution de la valeur entrale de Ω0
M, e que nousavons vu être toujours le as si βfit < 0. En e qui onerne la valeur atuelle del'équation d'état de l'énergie noire, w0, le fait d'inlure β1 dans le �t présente lesmêmes e�ets que d'inlure wa, i.e. la valeur entrale de w0 tombe par-dessousla limite fant�me, wx = −1. Alors qu'inlure ou wa ou β1 dans le �t laisse lerésultat du �t à 1σ onsistant ave w0 = −1, le fait d'inlure les deux rend lavaleur reonstruite de w0 à 1σ inonsistante ave w0 = −1. Cet e�et est présentdans tous les modèles, mais est le plus prononé dans les modèles 2a et 1. Quandnous revenons sur les résultats du Tableau 6.1, nous nous aperevons qu'au ni-veau de la valeur du χ2 au minimum par degré de liberté du �t, n, tous lesmodèles montrent un �t ave une bonne qualité. Statistiquement, il n'y a donpas d'indiateur du besoin d'inlure un paramètre d'évolution des magnitudesdes SNe dans l'analyse (ni, par ailleurs, d'inlure le paramètre wa).6.3.2 Diagramme de HubbleLa tendane des données à préférer une déviation négative des magnitudes appa-rentes, ∆mevo, est aussi visible sur le diagramme de Hubble de l'éhantillon desSNe. Sur la Figure 6.3 nous avons déomposé l'intervalle en redshift de l'éhan-tillon en bins de largeur 0.1, et nous montrons la déviation relative entre lesmagnitudes mesurées, mi, et les magnitudes obtenues pour le meilleur �t (asii) du Tableau 6.1), m fit

i :
∆mbin :=

1

Nbin (SNe)

∑

i∈bin

(

mi − m fit
i

)

. (6.10)Ii, Nbin (SNe) est le nombre de SNe dans le bin. Nous avons inlu l'histogrammede l'éhantillon sur la Figure. Les erreurs :
(

1

σmbin

)2

=
1

Nbin (SNe)

∑

i∈bin

(
1

σmi

)2

, (6.11)sont obtenues à partir des erreurs σmi données par Kowalski et al. (2008) 2. LesSNe à haut redshift, i.e. SNe à z & 1, apparaîssent plus lumineuses que e quiest prédit par le modèle de meilleur �t. Si nous ajustons et e�et ave une simplefontion linéaire, nous obtenons :
∆mevo = (−0.04 ± 0.06) z, (6.12)orrespondant à un déalage des magnitudes apparentes de ∆mevo

|1.7 = −0.07±
0.10 à redshift z = 1.7. A nouveau, es résultats indiquent un e�et d'évolution2. Cf. aussi la Figure 2.10, où nous avons représenté l'éhantillon SN par SN.



Tableau 6.2: Contours à 68% et 95% de degré de on�ane sur l'exemple du modèle 1. Lignes noires représentes les valeurs ΛCDM : {w0, wa, β1} =
{−1, 0, 0} et la ontrainte (w0 + wa) = 0.

ΩM × w0 ΩM × wa w0 × wa w0 × β1 ΩM × β1 wa × β1

i) 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35

-2,1

-1,8

-1,5

-1,2

-0,9
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∗ Nous avons disuté le ontour dans le plan (w0, wa) du as ii) dans la setion 3.7.
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Figure 6.3: Déviation relative entre les magnitudes mesurées et les magnitudes obte-nues pour le meilleur �t (éq.(6.10)).tel que les SNe à haut redshift aparaissent plus lumineuses que elles à bas red-shift, mais les données sont onsistantes à 1σ ave l'hypothèse ∆mevo = 0. Cesrésultats sont en aord ave eux de Kowalski et al. (2008), Ferramaho et al.(2009a), Linder (2009), et les résultats de Bronder et al. (2008) et Sullivan et al.(2009).Regardant l'histogramme sur la Figure 6.3, nous nous aperevons, qu'avel'éhantillon atuel de SNe, la statistique à haut redshift n'est pas très puis-sante. On n'y trouve que dix-huit SNe à z > 1. Plus de SNe à haut redshiftsont indispensables pour tester la présene d'e�ets d'évolution des SNe, ommeargumenté depuis Riess (2000) (e.g. Riess & Livio 2006).6.4 Données simuléesA présent, nous allons nous intéresser à l'étude de l'impat des hypothèsesd'analyse sur les valeurs entrales et les erreurs des paramètres osmologiques.Nous désirons estimer les risques de biaiser l'extration des paramètres. Commedans les hapitres préédents, nous allons nous intéresser aux e�ets qu'aura l'hy-pothèse d'absene d'évolution des magnitudes des SNe Ia jusqu'à très haut red-shift. A ette �n, nous simulons un éhantillon de données SN et les observables
R et A du CMB et des BAO dans un univers plat, en supposant qu'une évolu-tion en redshift des magnitudes apparentes des SNe a lieu. Puis, nous négligeronsette possibilité dans l'analyse pour l'extration des paramètres. Les paramètres



120 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAEà ajuster dans le �t sont les paramètres standard, {pi}fit = {Ms,Ω
0
M, w0, wa}.Grâe à la platitude imposée, f. i-dessus, on a Ω0

Λ + Ω0
M = 1 dans les modèles�duiels et ajustés. L'éhantillon des SNe que l'on utilisera est enore elui del'appendie B, et nous attribuons une erreur σR = 0.01 et une erreur σA = 0.005aux observables R et A, respetivement. Cette base de données sert ainsi ommeun sénario statistique `futur'. Notons que nous avons ajouté des erreurs sys-tématiques non-orrélées, σsys = 0.02, aux erreurs intrinsèques des magnitudesdes SNe, éq.(B.1), qui entrent dans la matrie de ovariane (éq.(A.8), page 136)par Cii = (σi)

2
intr + (σi)

2
sys.6.4.1 Illustration du problèmeComme nous le montrons sur la Figure B.1, la statistique à haut redshift deet éhantillon prospetif des SNe est très élevée par rapport aux données a-tuelles. Négliger l'hypothèse d'une évolution globale en redshift des magnitudesapparentes des SNe peut entraîner de graves risques de biaiser les paramètresosmologiques indépendamment de la statistique utilisée. En e�et, omme nousavons noté dans le hapitre 5, augmenter la statistique des données résulte engénéral en des risques de biais plus élévés, quand des mauvaises hypothèsessont présentes dans l'analyse. A�n d'illustrer e risque, supposons une os-mologie �duielle {Ω0

M, w0, wa, β1}Fid = {0.255,−1.20, 0,−0.10}. Il s'agit d'unmodèle osmologique ave une omposante d'énergie noire à équation d'étatonstante, wx = const. = w0, où les magnitudes des SNe évoluent en fon-tion du redshift omme ditée par le modèle 1, éq.(6.8). Nous représentonse modèle par le petit erle sur la Figure 6.4, représentant l'espae de phase
(
Ω0

M, w0

). Quand nous e�etuons l'ajustement de e modèle �duiel ave l'en-semble standard de paramètres, {pi}fit = {Ω0
M, w0, wa}, soit en ne prenant pasen ompte une possible évolution des magnitudes, nous obtenons les valeurs

{Ω0
M, w0, wa}fit = {0.274 ± 0.007,−1.12 ± 0.09, 0.23 ± 0.41} dans un �t à hautequalité, χ2

min/n = 0.2. Nous représentons les ontraintes assoiées à e modèlesur la même Figure 6.4. Le petit erle noir orrespond aux valeurs entrales,les ellipses aux ontours à 68% et 95% de degrés de on�ane. On s'aperçoit surla �gure que l'éart est de plus de 1.96σ entre le modèle �duiel et le modèleajusté. On rejette alors la vraie osmologie à plus de 95% degrés de on�ane.Remarquons que e modèle ajusté est à 1σ onsistant ave le modèle du meilleur�t que l'on obtient aujourd'hui ave les ontraintes atuelles, f. setion 2.4.Remarquons ependant, qu'il nous a été impossible de trouver un modèle �duielave une Constante Cosmologique, soit {Ω0
M, w0, wa, β}Fid = {Ω0

M,−1, 0, β}, quipuisse être onfondu ave le meilleur �t atuel. Ce dernier est araterisé parune valeur du paramètre wa signi�ativement plus grande que zéro, wa > 0, etnous trouvons, que w fit
a ≤ w Fid

a (= 0) pour tous w Fid
0 ≤ −1, quel que soit lesigne ou le modèle que nous appliquions à l'e�et d'évolution �duiel, ∆mevo.A�n de limiter e genre de biais, il est lair que l'on aimerait bien disposer demoyens permettant de déteter qu'il y a un problème, et nous avons explorétrois ritères possibles du qualité.
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Figure 6.4: Illustration du risque que peut entraîner l'hypothèse que les magnitudesapparentes des SNe ne varient pas systématiquement en fontion de redshift, si elle estfausse.6.4.2 DétetabilitéCritère de qualité statistiqueIl s'agit ii du ritère statistique que nous avons déjà utilisé dans le hapitrepréédent, soit de juger la qualité du �t à partir de la valeur du χ2
min et du nombrede degré de liberté du �t dont l'information est enodée dans la p-valeur :

1 − CL = p :=

∫ ∞

∆χ2

xn/2−1e−x/2

2n/2Γ (n/2)
dx, (6.13)que nous disutons en détail dans l'appendie A.3. Ii, n est le nombre de de-gré de liberté du �t, et CL indique le degré de on�ane orrespondant à lavaleur de ∆χ2. Pour l'éhantillon de données employé dans notre étude, nousobtenons ∆χ2 = 22 (31) orrespondant à un degré de on�ane de 68% (95%).Nous devons nous attendre à e que les modèles �duiels sans (où ave un petit)e�et d'évolution, βFid ≈ 0, soient bien reonstruits. Nous allons don obtenirun intervalle en β, autour de zéro, des modèles `bien reonstruits'. Ce fait estillustré sur la Figure 6.5 (gauhe).Critère de onsistaneOn a l'habitude d'utiliser les termes `bas redshift' et `haut redshift' sansen donner une dé�nition onrète, omme nous l'avons déjà fait dans e ma-nusrit de thèse. Conernant les SNe, quelques auteurs parlent de la dispersion



122 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAEdes magnitudes des SNe dans le diagramme de Hubble, Figure 6.3, et oupentl'éhantillon en deux sous-éhantillon `bas redshift' et `haut redshift' tel que lessous-éhantillons aient la même dispersion moyenne. D'autre auteurs onsidèrentsimplement z > 0.5 ou z > 1 omme le domaine à `haut redshift'. Ii, nous adop-tons une manière (statistiquement) plus rigoureuse de déouper l'éhantillon endeux. Nous voulons que les erreurs σpi du paramètre osmologique pi soientégales pour haun des deux sous-éhantillons. Plus onrètement, nous her-hons le redshift zcut où :
σpi

hr !
= σpi

br. (6.14)Ii, (hr) indique le sous-éhantillon `haut redshift' (SNe Ia z > zcut), et (br)indique le sous-éhantillon `bas redshift' (z < zcut). Ainsi, les sous-éhantillonsauront le même poids statistique par rapport au paramètre pi. Pourtant, noustrouvons des di�érents redshifts de oupure selon le paramètre pi utilisé. Sinous appliquons e ritère à notre éhantillon prospetif des données SN, noustrouvons les valeurs du Tableau 6.3.Notons, que es redshifts de oupure sont obtenus par une étude des erreursdes paramètres dans une analyse des SNe seule, ainsi assurant que le ritère deonsistane est un ritère générique aux SNe. Sur la Figure 6.5 (droite) nousTableau 6.3: Valeurs de zcut pour l'éhantillon prospetif des données SN pour lesparamètres w0 et Ω0
M.

pi zcut

w0 0.95
Ω0

M 1.20illustrons l'appliation de e ritère sur l'exemple du modèle 1, où le redshiftde oupure est tel que zcut = 1.20. Nous varions dans la osmologie �duiellele paramètre d'évolution, β1, et gardant �xés les autres paramètres �duiels,
{Ω0

M, w0, wa}Fid = {0.30,−1, 0}. Nous représentons les valeurs ajustées de w0obtenues par des �ts séparés des deux sous-éhantillons en ombinaison ave Ret A, en fontion de la valeur du paramètre �duiel β1. Comme prévu, noustrouvons une reonstrution onsistante et non-biaisée des deux valeurs de w0autour du modèle �duiel ave β Fid
1 = 0. Par `reonstrution onsistante' nousentendons que la valeur entrale de w0

hr, la valeur obtenue par un ajustementdu sous-éhantillon à haut redshift se trouve dans la barre d'erreur de la valeurajustée du sous-éhantillon à bas redshift, w0
br, et vie-versa. Clairement, lesvaleurs respetives de w0 deviendrons inonsistante à partir d'une ertaine valeurdu paramètre d'évolution, |β1|. Pour quanti�er l'inonsistane nous introduisonsla notion du `biais de onsistane' :

Ci =
∣
∣
∣pi

hr − pi
br

∣
∣
∣ , (6.15)et nous quali�erons le paramètre pi de :
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Figure 6.5: Illustration de deux de nos ritères sur l'exemple du modèle 1. Gauhe :Le ritère de qualité statistique. Nous représentons la valeur du χ2
min du meilleur �t enfontion du paramètre d'évolution �duiel. Les deux lignes horizontales orrespondentà la p-valeur du χ2 de 68% (hahurée) et 95% (pointillée). Droite : Le ritère de onsis-tane, ii pour le paramètre w0. Nous représentons la valuer ajustée, wfit

0 , obtenueséparement pour le sous-éhantillon des SNe à bas redshift 0 < z ≤ 1.2 (roix) et lesous-éhantillon de SNe à haut redshift 1.2 ≤ z ≤ 1.7 (erles), en fontion du para-mètre d'évolution �duiel. Les barres d'erreurs sont les erreurs 1σ pour σ br
w0

et σ hr
w0

.Nous ne représentons pas les barres d'erreurs 1.96σ pour des raisons de lisibilité de la�gure.� onsistant, si Ci ≤ T
√

(σpi
hr)

2
+ (σpi

br)
2, et� inonsistant, si Ci > T

√

(σpi
hr)

2
+ (σpi

br)
2.Notons que T est un fateur assoié au degré de on�ane de l'analyse statistiqueet est tabularisé dans la littérature, f. par exemple Amsler et al. (2008). On a

T = 1 (1.96) pour 68% (95%) de degré de on�ane. Pour l'exemple de la Figure6.5 nous trouvons via l'éq.(6.15) l'intervalle −0.17 (−0.40) < β1 < 0.13 (0.23),où l'analyse des sous-éhantillons haut et bas redshift, en ombinaison ave Ret A, donne des valeurs de w0 onsistantes à 68% (95%).Critères physiquesComme motivé dans la setion 3.7.1, nous imposons :
(w0 + wa)

!
< 0, (6.16)aux modèles ajustés. Tous les modèles ajustés exhibant une valeur initiale del'équation d'état supérieure à zéro seront onsidérés omme non-physiques, etle problème de la mauvaise hypothèse sera onsidéré déteté. Par ailleurs, nousdevons imposer :

Ω0
M

!
> 0, (6.17)aux modèles ajustés, a�n d'éviter des ontraditions entre es modèles et la



Tableau 6.4: Les intervalles en β où un e�et d'évolution des magnitudes selon les quatre modèles reste indéteté (zones de non-détetabilité).modèle 1 modèle 2aCritère 68% CL 95% CL 68% CL 95% CL

χ2
min < ∆χ2 [ −0.24, 0.26 ] [−0.28, 0.32 ] [ −0.28, 0.28 ] [−0.33, 0.33 ]onsistane zcut = 0.95 zcut = 1.20 zcut = 0.95 zcut = 1.20 zcut = 0.95 zcut = 1.20 zcut = 0.95 zcut = 1.20de :

Ω0
M

br ↔ Ω0
M

hr
[ −0.20 ,0.18 ] [ −0.18 ,0.15 ] [ (−0.45) ,0.38 ] [ −0.43 ,0.28 ] [ −0.23 ,0.20 ] [ −0.20 ,0.17 ] [ (−0.6) , 0.37 ] [ −0.45 ,0.32 ]

w0
br ↔ w0

hr [ −0.39 ,0.33 ] [−0.17 ,0.13] (...) [ −0.40 ,0.23] [ (−0.6) ,0.35 ] [−0.19 ,0.15] [ (...) , 0.44 ] [ −0.44 ,0.26]
wa

br ↔ wa
hr [ (...) , 0.41 ] [ −0.22 ,0.15 ] (...) [ (...) , 0.26 ] [ (...) , 0.42 ] [ −0.25 ,0.17 ] (...) [ (...) , 0.30 ]modèle 2b modèle 2Critère 68% CL 95% CL 68% CL 95% CL

χ2
min < ∆χ2 [ −0.12, 0.14 ] [−0.14, 0.16 ] [ −0.05, 0.05 ] [−0.06,0.06]onsistane zcut = 0.95 zcut = 1.20 zcut = 0.95 zcut = 1.20 zcut = 0.95 zcut = 1.20 zcut = 0.95 zcut = 1.20de :

Ω0
M

br ↔ Ω0
M

hr
[ −0.10 ,0.11 ] [−0.09 , 0.08] [ −0.21 ,0.23 ] [ −0.21 ,0.14 ] [ −0.04 ,0.06 ] [−0.04 ,0.04] [ −0.08 ,0.12 ] [ −0.08 ,0.07 ]

w0
br ↔ w0

hr [ −0.20 ,0.26 ] [−0.09 ,0.07] [ −0.38 ,0.43 ] [ −0.21 ,0.13] [ −0.09 ,0.20 ] [−0.04 ,0.04] [ −0.16 ,0.28 ] [ −0.09 ,0.07 ]
wa

br ↔ wa
hr [ (−0.6) , 0.36 ] [ −0.12 ,0.08 ] [ (...) , (0.7) ] [ (−0.3) , 0.15 ] [ −0.24 ,0.28 ] [ −0.07 ,0.07 ] [ (−0.4) , (0.4) ] [ −0.15 ,0.09 ]

∗Les valeurs entre paranthèses () sont situées hors de l'intervalle d'étude, et ont été obténues par extrapolation. (· · · ) indique qu'auune extrapo-lation raisonnable était possible, mais es nombres sont sans intérêt.



6.4. DONNÉES SIMULÉES 125présene de matière dans l'univers. De manière surprenante, nous trouvons e-pendant que dans notre ontexte d'analyse ombinée, es ritères ne donnentauune ontrainte sur nos modèles d'évolution. Par onséquent, nous ne les dis-uterons plus par la suite.Zones de non-détetabilitéNous rassemblons dans le Tableau 6.4 tous les intervalles en β pour lesquelsl'e�et d'une évolution en redshift (selon les quatre modèles) reste indétetépar nos ritères. Nous appelons es intervalles les `intervalles (zones) de non-détetabilité'. Nous nous aperevons que le test de onsistane entre des ajuste-ment séparés des sous-éhantillons SN est partiulièrement performant. A 68%de degré de on�ane, il est le plus performant dans tous les as. Seulement à undegré de on�ane supérieur (à 95%) le test du χ2 est le plus puissant pour lesmodèles �duiels ave β < 0. Il est intéressant de noter la partiularité suivantedu ritère de onsistane : le teste de onsistane du paramètre Ω0
M est le plusperformant si on déoupe l'éhantillon par rapport aux erreurs égales de w0 (soitsi zcut = 0.95). Et réiproquement, si on déoupe l'éhantillon par rapport auparamètre Ω0

M (soit si zcut = 1.20), le test de onsistane du paramètre w0 estle plus performant.Interprétation des paramètres β : Nous représentons dans le Tableau 6.4les intervalles les plus ontraignants en aratères gras, pour haque modèled'évolution pour les deux degrés de on�anes onsidérés. Par les éqs.(6.8) et(6.9) nous pouvons traduire es intervalles, qui ii sont donnés en terme duparamètre peu intuitif β, en intervalles en ∆mevo
|1.7, où :

∆mevo
|1.7 := ∆mevo (z)|z=1.7 , (6.18)est le déalage en magnitude ausé par l'e�et d'évolution à redshift 1.7. Par lasuite, nous nous restreindrons à disuter les résultats à 1σ, soit à 68% degré deon�ane. Nous obtenons les intervalles de la première olonne du Tableau 6.5qui donnent les intervalles de non-détetabilité pour haque modèle en terme de

∆mevo
|1.7. Il est évident de es valeurs, que les modèles 2 sont d'autant mieuxontraints que la puissane α est grande. Le modèle (d'`évolution préoe') 2est déteté quand le déalage de magnitude est supérieur à |0.12| à redshift

1.7. Alors que le modèle (linéaire) 2b a la même borne de détetabilité pourdes e�ets d'évolutions ∆mevo > 0, il est plus di�ile à déteter si ∆mevo <
0. Le modèle (`d'évolution tardive') 2a reste indéteté pour tous déalages demagnitude −0.25 < ∆mevo

|1.7 < 0.20, même pour une analyse ombinée d'unéhantillon prospetif des données. Le as du modèle (logarithmique) 1 est moinsgrave que elle du modèle 2a, mais il est plus di�ile à déteter que les modèles2b et 2. Pour tous les modèles, les bornes de détetabilité soulignent enoreune fois la tendane que nous avons déjà renontrée dans la setion 6.3 : quedes e�ets d'évolution impliquant des SNe plus lumineuses à haut redshift, soitdes e�ets ∆mevo < 0, sont plus di�iles à déteter que des e�ets inverses, soit



126 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAEque des e�ets où ∆mevo > 0. Nous avons vu la préférene des données atuellespour des e�ets du premier genre, ∆mevo < 0, f. Figures 6.2 et 6.3.6.4.3 Risque de biaisAlors que nous avons établi la lasse des e�ets qui ne seront pas détetablesdans une analyse des données osmologiques, nous ne savons pas enore si elaonstitue un véritable problème. Car il est toujours possible que nous ne dé-tetions pas la présene d'une évolution des magnitudes, et que les paramètresosmologiques soient pourtant bien reonstruits. Dans e as, la mauvaise hy-pothèse n'est pas dangereuse. Malheureusement, il en va souvent di�éremment.Si nous appliquons la dé�nition du biais, f. éqs.(4.8) et (5.9), nous pouvonsquanti�er la qualité de reonstrution des paramètres osmologiques et pouvonsainsi trouver les modèles �duiels `dangereux'. Nous avons disuté en détail lorsdu hapitre 5 omment obtenir les zones de biais et de validité des paramètresosmologiques, et nous renvoyons don à e hapitre pour les dé�nitions de estermes.Nous obtenons, à titre d'exemple, qu'ave une osmologie �duielle où les ma-gnitudes apparentes des SNe varient selon le modèle 1, le paramètre de densitéde la matière, Ω0
M, est bien reonstruit seulement si la valeur de β1 est telle que ledéalage des magnitudes dû a l'évolution est inférieur à 0.04 à redshift 1.7. Rap-pellons maintenant, que nous avons dans la setion préédente onlu que seulsles e�ets menant à un déalage ave ∆mevo

|1.7 < −0.18 ou ∆mevo
|1.7 > 0.14peuvent être detétés. Notre ignorane envers l'évolution des magnitudes desSNe nous onfronte don à une zone dangereuse de modèles �duiels, où les pa-ramètres osmologiques sont biaisés sans que nous puissions le déteter. Si nousherhons les zones de validité pour tous les modèles d'évolution onsidérés etpour les trois paramètres osmologiques prinipaux, {Ω0

M, w0, wa}, nous trou-vons les zones données dans le Tableau 6.5. Alors que nous avons trouvé dans lasetion 6.4.2 que la mauvaise hypothèse est d'autant plus di�ile à déteter quela puissane α du modèle d'évolution est grande, nous trouvons ii que le risquede biaiser les paramètres osmologiques est d'autant plus petit que la puissane
α est grande. Les zones de validité de tous les paramètres roissent ave la va-leur de α. Conernant la reonstrution des divers paramètres, nous trouvonsque le paramètre de densité de la matière, Ω0

M, porte le plus grand risque d'êtrebiaisé à ause de la mauvaise hypothèse, quel que soit le modèle. Sa zone devalidité est la plus petite omparée aux autres paramètres. Le paramètre w0porte de grands risques d'être biaisé, ses zones de validité sont assez étroites.Notons une partiularité du modèle 1 : Dans e as, le paramètre w0 est bienreonstruit jusqu'aux déalages de magnitude ∆mevo
|1.7 < 1.18, où ependant,nous l'avons vu, le modèle est déjà exlu à plusieurs σ par les ritères de déte-tion. Conernant le paramètre dérivant la dynamique de l'énergie noire, wa, ilest intéressant de noter que e sont plut�t des e�ets d'évolution de magnitudespositives, mevo > 0 (SNe moins lumineuses), qui risquent de biaiser la reons-trution de la dynamique de l'énergie noire. Pour les modèles 1 et 2a la zone devalidité de wa est relativement large, mais elle devient aussi petite (voire plus



6.5. DANGEROSITÉ 127Tableau 6.5: Zones de non-dététabilité, et zones de validité des paramètres
{Ω0

M, w0, wa} en termes de ∆mevo
|1.7.zones de zones de validité des paramètres osmologiquesmodèle non-dététabilité Ω0

M w0 wa1 [ −0.18, 0.14 ] [ −0.04, 0.04 ] [ −0.08, 1.18 ] [ −0.28, 0.15 ]2a [ −0.25, 0.20 ] [ −0.04, 0.04 ] [ −0.08, 0.13 ] [ −0.27, 0.27 ]2b [ −0.15, 0.12 ] [ −0.03, 0.05 ] [ −0.10, 0.37 ] [ −0.39, 0.09 ]2 [ −0.12, 0.12 ] [ −0.06, 0.09 ] [ −0.17, 0.09 ] [ −0.06, 0.06 ]petite pour des �duiels mevo > 0) que elle du paramètre Ω0
M dans le as dumodèle 2.6.5 DangerositéPuisque nous avons vu que le paramètre Ω0

M porte les plus grands risquesd'être biaisé, nous restreignons notre disussion à e paramètre, soit de disuterle as le plus dangereux. Il est très illustratif de représenter les bornes des inter-valles de non-détetabilité et les bornes des zones de validité dans un diagrammede Hubble. Nous voyons sur la Figure 6.6 en lignes noires les bornes des zonesde validité de Ω0
M pour les quatres modèles d'évolution (Tableau 6.5). Le para-mètre Ω0

M est alors biaisé au-dessus et en-dessous de la surfae engendrée pares bornes. En lignes hahurées sont représentées les bornes des intervalles denon-détetabilité des quatre modèles du Tableau 6.5. Tous les e�ets d'évolutionreprésentés dans la surfae engendrée par es bornes restent alors indétetés.Nous avons aussi représenté en lignes pointillées les bornes de détetabilité quel'on obtiendrait si on se tenait seulement au test du χ2, moins performant que letest de onsistane (à 68% CL). Pour haque as, on est onfronté à l'existened'une zone :1. où l'e�et d'évolution n'est pas déteté, et2. où au moins un des paramètres osmologiques, à savoir le paramètre dedensité de la matière, Ω0
M, est biaisé.Nous appelons es zones, hahurées sur la Figure 6.6, les `zones dangereuses' etquanti�ons la `dangerosité' des di�érents modèles par la valeur de leur surfaes,S, qu'elles engendrent dans le diagramme de Hubble jusqu'à z = 1.7. Les valeursde S sont données dans le Tableau 6.6.Ces valeurs valident la tendane que nous avons déjà vu apparaître dans le Ta-bleau 6.4, où les modèles à plus grande puissane, α & 1, sont moins dangereuxen e qui onerne l'impat sur la reonstrution des paramètres que des modèlesà puissanes plus petites, α . 1. Le modèle (`d'évolution tardive') 2a a plus derisques de biaiser de manière indétetable les paramètres osmologiques que lemodèle (`d'évolution préoe') 2. La dangerosité des modèles (linéaires) 2b et(logarithmiques) 1 se trouvent entre es deux extrêmes. Leurs dangerosités sontdu même ordre. Sur la Figure 6.6 et le Tableau 6.6 nous représentons aussi



128 CHAPITRE 6. EVOLUTION DES MAGNITUDES DES SUPERNOVAETableau 6.6: Dangerosité S des quatre modèles d'évolution.modèle S1
∗ S2

∗∗ S1 0.09 0.14 0.232a 0.17 0.24 0.412b 0.07 0.10 0.172 0.02 0.03 0.05
∗ (∗∗) Surfae de la zone dangereuse dans la partie supérieure (inférieure) dudiagramme de Hubble de la Figure 6.6.séparément les valeurs S1 (S2) de la surfae des zones dangeures dans la moitiésupérieure (inférieure) du diagramme de Hubble. Trouvant S2 > S1 pour tous lesmodèles, nous on�rmons enore une fois la tendane que les e�ets d'évolution
∆mevo < 0 portent de plus grands risques de biaiser de manière indétetable le�t que des e�ets ∆mevo > 0.Nous avons aussi extrait les dangerosités des modèles éqs.(6.5) et (6.6) et trou-vons qu'ils sont équivalents : on obtient S = 0.36 pour les deux as. Aussi, ettevaleur est très prohe de elle du modèle 2a, e qui est en aord ave le faitque es deux modèles sont bien dérits par un modèle 2 ave α ≈ 0.6. La dan-gerosité de es deux modèles est illustrée en bas de la Figure 6.6. Quand nouse�etuons ette analyse au niveau de 95% de degré de on�ane, nous trouvonsévidemment des valeurs plus grandes pour S, mais les onlusions du paragraphepréédent restent valables. En partiulier, nous retrouvons les mêmes tendanesparmis les modèles, et S2 > S1 pour tous les modèles.Nous devons onlure, qu'en traitant de l'extration des paramètres osmolo-giques à partir des données SN, on devrait se souier des e�ets d'une évolutionen redshift des magnitudes apparentes des SNe. Notamment, les modèles entraî-nant une évolution dont les e�ets dominent dans l'univers prohe et qui prédisentune variation des magnitudes telle que les SNe aparaissent plus lumineuses àplus haut redshift sont dangereux. A�n d'éviter le risque d'introduire des biaisdans l'extration des paramètres osmologiques, on devrait aussi analyser desdonnées en inluant un paramètre supplémentaire qui dérit la possible évolu-tion des magnitudes. Selon nos résultats, e paramètre devrait être hoisi telqu'il dérit une évolution dominante dans l'univers prohe, omme le fait notremodèle 2a, ∆mevo ∼ √

z.
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Chapitre 7Conlusions
Ave la déouverte que l'univers se trouve à présent dans une phase d'ex-pansion aélérée, la osmologie entre dans e que l'on peut nommer l'ère dela osmologie de haute préision. Les ontraintes atuelles indiquent un modèleosmologique à géométrie plate, où la plus grande partie du ontenu en masse-énergie de l'univers orrespond à une omposante inonnue, souvent appelée`énergie noire', qui ontribue pour environ 70% à la densité totale de l'uni-vers. Dans e modèle, la matière baryonique ordinaire et la radiation ont uneontribution d'environ 5%, et la matière sombre ontribue pour 25%. Les pro-priétés mesurées de l'énergie noire étant onsistantes ave elles d'une ConstanteCosmologique, Λ, e modèle osmologique standard est onnu sous le nom dumodèle `Λ-Cold-Dark-Matter' (`ΛCDM'). Malgré son suès, e modèle sou�rede plusieurs problèmes. L'existene d'une Constante Cosmologique soulève desproblèmes fondamentaux onernant sa nature physique, et beauoup d'auteurss'interrogent sur le `problème de oïnidene'. Des essais tentant de la dérireomme la ontribution du vide quantique faillissent quantitativement. Par onsé-quent, de nombreux modèles alternatifs ont été développés a�n de dérire laomposante d'énergie noire : itons par exemple les modèles de Quintessene,ou les modèles ave dimensions supplémentaires dérivés des théories des ordes,ou enore des propositions de modi�ation des lois de la gravitation. De plus,des e�ets astrophysiques qui miment une expansion aélérée ont été onsidérés.Nous avons exposé les bases théoriques et observationnelles du modèle ΛCDM,et les diverses approhes théoriques proposées pour interpréter l'aélération del'expansion.Ensuite, nous nous sommes onentrés sur les problèmes de l'extration des pa-ramètres osmologiques à partir des données observationnelles. Les problèmesviennent prinipalement de la relation intégrale entre les observables mesuréset les paramètres osmologiques, amenant à de très fortes orrélations entre pa-ramètres, e que l'on a appelé la dégénéresene géométrique. Cependant, lorsdes analyses de données, diverses hypothèses sont réalisées a�n de réduire lenombre de paramètre à ajuster. A ause des dégénéresenes, es hypothèses nesont pas sans e�et et plusieurs études ont montré que les résultats peuvent êtredangereusement biaisés. Les hypothèses les plus ouramment e�etuées sont desupposer une géométrie plate, que l'énergie noire est une Constante Cosmolo-131



132 CHAPITRE 7. CONCLUSIONSgique, ou que son équation d'état est onstante... Pour les SNe Ia, de nombreusesapproximations sont faites au niveau de la standardisation et on néglige souventtout e�et d'évolution. Pour le CMB et les observations liées à la roissane desstrutures, des hypothèses sont réalisées au niveau de la roissane des pertur-bations de densité, de la forme du spetre de puissane primordial, sur la vitessedu son à ette époque... Les analyses ombinant plusieurs sondes osmologiquespermettent de lever partiellement les dégénéresenes entre paramètres, maishaque sonde ajoute ses propres paramètres et problèmes, rendant l'analyse glo-bale de plus en plus omplexe e qui ne permet pas de s'a�ranhir de la néessitéd'e�etuer des hypothèses lors de l'analyse. Ainsi, même dans le adre des ana-lyses ombinées, ertaines hypothèses, si elles sont erronées, peuvent fausserdramatiquement notre interprétation sans que ela soit détetable malgré defortes statistiques.Nous avons montré que, dû à la haute préision des mesures osmologiques mo-dernes, des approhes purement inématiques à la osmologie ne permettent plusd'extraire des résultats �ables sur l'expansion de l'univers. Nous avons quanti�éle risque d'introduire des biais sur les paramètres inématiques pour di�érentsmodèles osmologiques bien motivés, et nous avons montré omment la préisionde l'approhe inématique (aux di�érents ordres en redshift qui sont disutés au-jourd'hui) dépend du modèle osmologique �duiel. Nous démontrons, qu'avedes données à haute statistique le risque d'introduire des biais sur le paramètrede déélération est non-négligeable. Notre étude ayant été e�etuée ave desdonnées SN seules, nous argumentons qu'une future ombinaison des donnéesave d'autres sondes sujettes à une desription osmographique (omme des son-dages de la distane angulaire par le test des diamètres des galaxies) aggraveraenore le risque de biais introduit par l'approhe inématique. Dans l'analysedes données osmologiques on doit par onséquent se servir de la relation inté-grale (exate) pour les distanes osmologiques.Nous avons testé la validité du paramétrage de l'équation d'état de l'énergienoire de Chevallier, Polarski, et Linder pour les as où la dynamique �duiellede l'énergie noire est dérite par une équation d'état du type `step'. Une telledynamique est motivée par la sous-lasse `traker' des modèles de Quintessene.Nous avons quanti�é les volumes dans l'espae des paramètres de l'équationd'état de l'énergie noire où la validité du paramétrage CPL s'e�ondre. Notam-ment pour des as de transitions rapides et réentes, les paramètres CPL et lesparamètres `physiques' que l'on peut en déduire perdent leur interprétation phy-sique. De plus, la reonstrution du paramètre de densité de la matière montredes risques de biais. Conernant les volumes et les limites exates des zones devalidité dans l'espae des paramètres nous mettons en valeur l'important résultatontre-intuitif qu'une augmentation de la statistique des données osmologiquesrésultera en des risques de biais plus élevés. A�n d'éviter es risques nous sug-gérons, qu'en sus d'une analyse CPL, il est néessaire d'analyser les donnéesosmologiques ave une équation d'état de l'énergie noire du type `step', tantque les transitions réentes et rapides ne sont pas exlues. Cei devient d'autantplus important lorsqu'on augmente la statistique des données.



133Nous avons évalué les risques de mal interpréter les résultats de l'analyse desdonnées lorsqu'on introduit une mauvaise hypothèse onernant la standardisa-tion des magnitudes des SNe. Nous avons exposé des arguments en faveur d'uneévolution en redshift des magnitudes des SNe. Nous avons analysé les donnéesatuelles en onsidérant quatre modèles d'évolution à un paramètre. Nous avonstrouvé que des e�ets d'évolution menant aux luminosités des SNe plus petites àhaut redshift qu'à bas redshift sont à 1σ exlus par les données atuelles quel quesoit le paramétrage de l'évolution quand on suppose l'énergie noire dynamique(wx 6= const.). Cependant, quand on suppose une équation d'état de l'énergienoire onstante, wx = const., seuls les modèles favorisant une évolution des ma-gnitudes des SNe dominant à haut redshift exluent des SNe moins lumineusesà haut redshift. En général, les données ont tendane à préférer des évolutionsdes magnitudes des SNe vers des luminosités plus grandes à haut redshift. Saufas spéiaux, les données sont ependant à 1σ en aord ave l'hypothèse queles magnitudes n'évoluent pas.Nous avons testé les impliations sur l'extration des paramètres osmologiquessi on ignore la possibilité des e�ets d'évolution (selon les quatre modèles enquestion) dans l'analyse des données osmologiques. Nous avons testé la déte-tabilité des e�ets d'évolution ave des ritères statistiques et physiques. Nousavons trouvé que pour haun des modèles il existe une zone dangereuse oùl'e�et d'évolution n'est pas détetable dans une analyse qui ignore et e�et, etoù il introduit des biais sur au moins un des paramètres osmologiques. Notam-ment, le paramètre de densité de la matière porte le plus grand risque d'êtrebiaisé. Nous avons trouvé, que les modèles entraînant les plus grands dangers demal interpréter les paramètres osmologiques sont des modèles favorisant uneévolution dominant à bas redshift.





Appendie ATraitement de donnéesA.1 Distribution de χ
2Considérons N observables osmologiques gaussiens et indépendants, ~m =

(m1,m2, . . . ,mN ), que l'on ait mesurés ave des erreurs ~σm = (σm1
, σm2

, . . . ,
σmN

). Nous voulons omparer à eux-i les valeurs des observables obtenues parun modèle théorique dérit par np paramètres osmologiques {pk} : ~mfit (pk) =
(
m1

fit,m2
fit, . . . ,mN

fit
), où k = (1, . . . , np). Nous dé�nissons la fontion `maxi-mum de vraisemblane' L :

L
(

mi,mi
fit (pk) , σmi

)

:=
N∏
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e
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fit(pk))
2
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mi . (A.1)La fontion L est la probabilité de mesurer les mi observables, étant donné lemodèle théorique permettant d'estimer les valeurs des observables mfit

i (pk) :
L = p

(

mi|mi
fit (pk)

)

. (A.2)En realité, nous sommes ependant onfronté au as inverse : étant donné les
mi, nous herhons le modèle théorique {pk} fournissant les meilleures prédi-tions pour mi

fit (pk). Le théorème de Bayes permet de donner p
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)omme :
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(
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fit (pk)
)

p (mi)
, (A.3)où p

(
mi

fit (pk)
) est une probabilité `a priori' du modèle théorique (la `foi' quele modèle théorique est vrai). Le dénominateur, p (mi), appelé l'`évidene', n'estpas important pour l'extration des paramètres ar il ne dépend pas des para-mètres osmologiques et peut être eliminé par une normalisation du �té gauhede l'éq.(A.3). La dépendane de la probabilité des onnaissanes `a priori', epen-dant, doit être onsidérée omme génante. Il n'existe pas de règle fondamentalepour déterminer la probabilité `a priori' des hypothèses, et la valeur que l'onattribue à p

(
mi

fit (pk)
) dépend des expérienes antérieures, des préjugés théo-riques, et. (f. Amsler et al. 2008, the Partile Data Group). Pour éviter ettedépendane nous allons employer l'approhe `fréquentiste'. Dans l'approhe fré-quentiste, on interprète p

(
mi

fit (pk)
) omme une hypothèse qui est soit orrete,soit fausse. Sa valeur est par onséquent 1 ou 0.135
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Figure A.1: Distribution de probabilité du χ2 pour inq di�érents nombres de dégréde liberté (éq.(A.5)). Nous y avons indiqué le prinipe de l'éq.(A.10), mais renvoyonsà Amsler et al. (2008) pour plus de détails.Nous verrons par la suite omment on peut attribuer un degré de on�ane auxparamètres {pk} à partir de la fontion maximum de vraisemblane, éq.(A.1).La desription en terme de maximum de vraisemblane est équivalente à unedesription en terme de la fontion :
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,(A.4)qui, pour des données distribuées de manière gaussienne, suit la fontion dedistribution de probabilité de χ2 :
f

(
χ2, n

)
=

(
χ2

)n/2−1
e−χ2/2

2n/2Γ(n/2)
, (A.5)où n est le nombre de degré de liberté de l'ajustement (f. Amsler et al. 2008). Lafontion f

(
χ2, n

) est illustrée sur la Figure A.1 pour plusieurs valeurs di�érentesde n. La surfae F sous la fontion f est par dé�nition F ≡ 1. Dans le as général,les données ~m = (m1,m2, · · · ,mN ) sont gaussiennes mais pas indépendantes,ave la fontion de orrélation :
cov [mi,mj ] := E [mimj] − E [mi] E [mj] , (A.6)où E [x] est l'espérane mathématique de la variable x. On utilise souvent leoé�ient de orrélation, dé�ni par :

corr (mi,mj) :=
cov [mi,mj ]

σmiσmj

, (A.7)qui prend don des valeurs entre −1 et 1. On introduit la matrie de ovariane
C tel que :

Cij := σmiσmjcorr (mi,mj) , (A.8)



A.2. TEST DE QUALITÉ DE L'AJUSTEMENT 137et on peut alors réérire l'éq.(A.4) sous la forme :
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. (A.9)Le minimum χ2
min dans l'espae des paramètres {pk} indique le `meilleur �t'.L'implémentation numérique d'une minimisation du χ2 peut se faire par plu-sieurs méthodes, mais n'est pas le sujet de e manusrit de thèse. Il su�t desouligner que pour des raisons de oûts numériques on applique en général uneméthode itérative et non pas une grille, f. i-dessous.A.2 Test de qualité de l'ajustementLa minimisation de la fontion χ2 nous fournit d'une part la valeur minimalede ette fontion, χ2

min, ainsi que le modèle théorique assoié, {pk}, que noussupposons don être le `bon' modèle. On peut utiliser la valeur χ2
min ommeun estimateur de qualité de l'ajustement des données ave le modèle théorique.Pour ei on peut dé�nir la `p-valeur', qui orrespond à la probabilité qu'unéhantillon de données quelonque basé sur le bon modèle théorique ne soit pasompatible ave le modèle théorique déduit des vraies données. Ainsi, des valeursfaibles de la p-valeur indiquent une mauvaise orrespondane entre l'hypothèseet les données. La ondition de ompabilité est don donnée par 1−p. La p-valeurpeut être donnée par :
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(A.10)où f est la fontion de distribution de probabilite du χ2 (éq.(A.5)). Ii, le nombrede degré de liberté de l'ajustement, n, est donné par le nombre des données Nmoins le nombre de paramètres ajustés, np. Nous pouvons illustrer la p-valeurorrespondant à une valeur χ2
min omme le rapport de la surfae engendrée parla fontion de distribution de probabilité sur l'intervalle [

0, χ2
min

] à la surfaetotale, f. Figure A.1.Exemple 1 - Données atuelles : Quand nous analysons l'éhantillon des
307 SNe de Kowalski et al. (2008) en ombinaison ave les paramètres réduits duCMB et des BAO nous avons N = 309. Pour un ajustement des 4 paramètresstandards {

Ms,Ω
0
M, w0, wa

} on a alors n = 305 et on obtient 1−p = 0.683 (0.95)pour χ2
min = 316 (347). 11. Par rapport au nombre de degré de liberté de l'ajustement on a alors χ2

min/n =
1.04 (1.14). Valeurs auxquelles sont à omparer les valeurs χ2

min/n des Tablaux 2.1, 2.2 et6.1. Puisque les valeurs de χ2
min/n présentées sur es tableaux sont bien inférieures aux va-leurs dérivées i-dessus, il est justi�é de parler d'une bonne qualité du �t.
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Figure A.2: Fontion maximum de vraisemblane (éq.(A.1), gauhe) et χ2 (éq.(A.4),droite) en unité arbitraire pour deux paramètres (np = 2) ave σp1(p2) = 0.1 (0.2). Leminimum du χ2 se trouve à (p1, p2)=(0, 0). Les épaisses lignes noires montrent pourorientation la ligne p2 = 0. Du �té droit nous montrons aussi les surfaes d'intersetionde la fontion χ2 ave les ontours χ2 = χ2
min + 2.3 (5.99).Exemple 2 - Données futures : Pour les futures données de l'annexe B nousavons 18 bins de données, e qui donne N = 20 dans une analyse ombinée aveles paramètres réduits du CMB et des BAO. Nous obtenons 1−p = 0.683 (0.95)pour χ2

min = 22 (31). Ce sont les valeurs que nous utilisons omme ritère dequalité statistique dans les hapitres 5 et 6.A.3 Degré de on�aneSupposons que nous ayons trouvé le minimum, χ2
min, en variant tous les pa-ramètres {pk}. Ayant ainsi trouvé les valeurs entrales des paramètres osmo-logiques nous nous intéressons à leurs erreurs, soit à un intervalle autour dela valeur entrales orrespondant à la préision statistique de la mesure. Si leserreurs sont gaussiennes, on peut donner la déviation standard du paramètre,

σpk
, omme dérit i-dessous. Dans le as plus général où les erreurs ne sont pasgaussiennes, on peut onstruire des intervalles de on�ane de la façon suivante,dé�nie par Neyman (1937). A l'aide de la relation :

χ2 = χ2
min + ∆χ2, (A.11)on onstruit des ontours autour du minimum dans l'espae des paramètres

{pk}. La valeur de ∆χ2 est �xée par le degré de on�ane (`on�dene level',CL) que l'on désire avoir. Cette relation entre degré de on�ane et ∆χ2 dépenddu nombre de paramètres du modèle, et a l'expression suivante :
1 − CL

(
∆χ2, np

)
: =

∫ ∞

∆χ2

f (x, np) dx

=

∫ ∞

∆χ2

xnp/2−1e−x/2

2np/2Γ(np/2)
dx.

(A.12)
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Figure A.3: Fontion maximum de vraisemblane (éq.(A.1), gauhe) et χ2 (éq.(A.4),droite) pour np = 1. Nous voyons à droite que les intervalles de 68, 3% (95%) CL (leserreurs 1 (1.96)σ) orrespondent à χ2
min + 1 (3.84).Ii, np désigne le nombre des paramètres. Le degré de on�ane orrespond alorsà la probabilité que les `vrais' paramètres soient à l'intérieur de es ontours.Cependant, Amsler et al. (2008) mettent en valeur que ette probabilité dépend,pour des éhantillons �nis (N < ∞), des paramètres pk. Par onséquent, esontours ne sont pas exats. Mais, la dépendane est faible et la probabilitépeut être approximée par les valeurs alulées pour le as N = ∞ que nousdonnons dans le Tableau A.1 (pour les as np = 1 et np = 2).Nous illustrons la onstrution de es ontours sur un exemple simple, où lesparamètres ne sont pas orrélés. Sur la Figure A.2 nous représentons la fontion`maximum de vraisemblane' (éq.(A.1)) et le χ2 (éq.(A.4)) pour np = 2 para-mètres. Suivant le Tableau A.1 nous trouvons le degré de on�ane CL (p1, p2)

= {0.68, 0.95} pour ∆χ2 = {2.30, 5.99}. Les surfaes d'intersetion de la fon-tion χ2 (p1, p2) ave les ontours χ2 (p1, p2) = χ2
min + 2.3 (5.99) dé�nissent ainsiles ontours dans l'espaes des paramètres qui engendrent au degré de on�anede 68 (95) % les vraies valeurs des paramètres.Dans e as, où p1 et p2 sont déorrélés, nous obtenons omme surfae d'inter-setion des ellipses lelong des axes pk = 0. En général, les paramètres du �tseront orrélés et l'ellipse va être inlinée par rapport aux axes de l'espae desparamètres, f. plus bas. Si, de plus, les erreurs σmi ne sont pas gaussiennes, lasurfae d'intersetion de la Figure A.2 ne va plus ressembler à une ellipse, maisprendra des formes déformées souvent appelées `bananes' ; f. par exemple Figs.2.12 et 2.16 (pages 46 et 51), et les ontours du Tableau 6.2 (page 118).De même, pour np = 1, Figure A.3, nous trouvons les intervalles de dégré deon�ane CLp1

= {0.68, 0.95} pour ∆χ2 = {1.00, 3.84}.Résumé : Dans les analyses des données osmologiques nous allons don her-her le meilleur �t par une minimisation du χ2, nous �xerons ensuite un (oudeux) des paramètres au minimum, soit pk

∣
∣
χ2=χ2

min

(ou la paire (pk, pl)
∣
∣
χ2=χ2

min

),et obtiendrons les erreurs σk (ou les ontours dans l'espae de phase (pk, pl)) desparamètres osmologiques par une minimisation du χ2 (pi6=k) (ou χ2 (pi6=k,l))



140 APPENDICE A. TRAITEMENT DE DONNÉESCL (%) np = 1 np = 268.3 1.00 2.3095. 3.84 5.9999. 6.63 9.21Tableau A.1: ∆χ2 orrespondant au degré de on�ane CL (éq.(A.12)).autour du minimum et par l'appliation de l'éq.(A.12). En réalité, la dimensionde l'espae des paramètres peut être assez élévée, et ette méthode d'extraire leserreurs va être très demandeuse en temps de alul. Supposons les six paramètresstandard plus les paramètres du CMB et BAO nous pouvons failement arriver àun espae des paramètres de dimensions dix ou supérieur. Pour une grille de 100pas dans haque diretion pk, autour du minimum, nous aurons alors à alulerle χ2 pour ∼ 10010 points. Pour un temps de alul du χ2 de l'ordre tχ2 ∼ s onaurait alors à attendre ∼ 1012a.A.4 Matrie de FisherNous allons par onséquent herher à estimer les erreurs σpk
au minimum

{
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min
}. La fontion χ2 peut, à son minimum (∂χ2

∂pk

∣
∣
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min = 0), être développéeau premier ordre :
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) ∼
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min + Fij

∣
∣
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minδpj , (A.13)où :
Fij :=

1

2

∂2χ2

∂pk∂pj
, (A.14)est la `matrie de Fisher'. Pour des erreurs parfaitement gaussiennes, la matriede Fisher est l'inverse de la matrie de ovariane de l'estimateur des paramètres,

F−1
ij = Vij = σpiσpjcorr (pi, pj). 2 Elle dé�nie un ellipsoïde dans l'espae dephase :

pkFijpj ≡ 1, (A.15)dont les axes prinipaux sont en diretion des veteurs propres de F et dontles rayons sont donnés par la raine arrée de ses valeurs propres. L'ellipsoïdeéq.(A.15) orrespond aux ontours χ2 = χ2
min + 1 dans l'espae des paramètres.A titre d'exemple nous représentons sur la Figure A.4 une ellipse que l'on ob-tient dans le as de deux paramètres. Les largeurs de l'ellipse en diretion desparamètres p1 et p2 sont les déviations standards σp1

et σp2
, et sont un bonestimateur des vraies erreurs si les vraies erreurs sont approximativement gaus-siennes. L'inlinaison de l'ellipse est donnée par la orrélation des paramètresvia :

tan (2α) = 2corr(p1,p2)
σp1

σp2

σ2
p1

− σ2
p2

. (A.16)Cf. Amsler et al. (2008) pour une disussion plus détaillée.2. Dans le as général, la méthode de Fisher fournit l'erreur minimale.
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Figure A.4: L'ellipse dé�nie par l'éq.(A.15) pour l'exemple de deux paramètres (p1, p2)légèrement orrelés. Ii, la orrélation est négative.Grâe à la matrie de Fisher (qui aura déja été alulée lors la minimisationdu χ2) on peut par onséquent éonomiser du temps de alul et estimer leserreurs au minimum, e qui sera envisageable quand on veut étudier les e�etsdes paramétrages où des dépendanes des valeurs entrales des paramètres etde leurs erreurs sur des hypothèses de modèle ou d'analyse, études où on a àaluler des minimums et des erreurs pour un très grand nombre de modèlesosmologiques.





Appendie BEhantillon prospetif des SNeDans nos études des hapitres 4 à 6 nous utilisons, pour la simulation desdonnées prospetives (horizon 2015 ∼ 2020), un éhantilon de SNe qui orres-pond à e que l'on pourrait attendre d'un sondage spatial, par exemple d'unemission satellite omme le `Supernova Aeleration Probe' (SNAP) (f. Branhet al. 2001; Kim et al. 2004). SNAP était proposé dans le adre du Joint DarkEnergy Mission (JDEM) de la NASA et du DOE, et omptait déteter et mesu-rer à haute statistique des SNe du type Ia jusqu'à redshift z = 1.7. L'éhantillonontient 2000 SNe, dont 1000 à z ≥ 1. Aux SNe à haut redshift s'ajoutent 300SNe ontenues dans deux bins à bas redshift z < 0.1, pour �xer la onstante deHubble, f. la disussion page 40. Cet éhantillon orresond à e qui peut êtreattendu des sondages omme la SN Fatory (Wood-Vasey et al. 2004). Nousreprésentons sur la Figure B.1 l'histogramme de l'éhantillon.L'erreur intrinsèque des magnitudes de haque SN est supposée être :
σintr = 0.15, (B.1)f. éq.(6.2), et les erreurs systématiques sont supposées d'être ontr�lées au ni-veau de quelques pourents, f. aussi Virey et al. (2004) et référenes internes.Les erreurs systématiques ne viennent pas seulement de l'instrument mais sur-tout de notre onnaissane imparfaite de l'environnement astrophysique desSNe, des e�ets de lensing, de la orretion K, de la proedure d'ajustementdes ourbes de lumière, et. ., f. par exemple Kowalski et al. (2008) qui ontétudié l'e�et des erreurs systématiques sur l'extration des paramètres osmo-logiques (Figure 2.15). Conrètement, dans ertaines analyses (hapitres 4 et 5)nous négligerons les erreurs systématiques, mais dans d'autres (hapitre 6) nousprendrons la valeur proposée pour SNAP (f. Kim et al. 2004) :
σsys = 0.02, (B.2)qui reste une valeur optimiste. Ces erreurs entrent dans la matrie de ovarianepar :

Cii
−1 = σ2

mi
+ (σmi)

2
sys. (B.3)La orrélation entre les bins sera mise à zéro dans toutes les études de ettethèse. 143
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