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Résumé

La tomographie optique di�use de �uorescence permet la reconstruction tridimension-
nelle de �uorophores présents dans un tissu biologique. La modalité la plus simple de
cette technique repose sur une illumination continue du milieu et s'intéresse aux me-
sures d'atténuation du faisceau incident en di�érentes positions. En raison de la forte
di�usion des tissus, la modalité continue sou�re d'une faible résolution en profondeur.
On considère aujourd'hui que la modalité résolue en temps, qui fournit pour chaque
photon détecté son temps de vol, permettrait l'étude de tissus plus épais, ouvrant
ainsi la porte à des applications cliniques. L'objet de cette thèse est de chercher com-
ment tirer pro�t de l'information temporelle et de quanti�er son apport par rapport
à la modalité continue.

La tomographie optique di�use de �uorescence est un problème inverse mal condi-
tionné. Dans un contexte où tout écart au modèle doit être limité, nous nous in-
téressons tout d'abord au modèle direct et montrons que la densité de photons est
un modèle satisfaisant de la quantité expérimentalement mesurée. Nous passons en-
suite au crible la méthode de reconstruction fondée sur l'exploitation des moments
temporels des mesures. Étudiant théoriquement les propriétés des moments, nous
montrons que cette approche nécessite, pour s'avérer intéressante, la détection d'un
nombre élevé de photons. Nous introduisons en�n une nouvelle approche permettant
d'exploiter l'information temporelle pour un nombre de photons plus limité. Cette
approche, reposant sur une transformation en ondelettes des mesures, o�re une qua-
lité de reconstruction accrue par rapport à celle o�erte par l'approche des moments.

Mots-clés : Tomographie optique di�use, �uorescence, quantité mesurée, recon-
truction, moments temporels, ondelettes.
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Abstract

Fluorescence di�use optical tomography enables the three-dimensional reconstruction
of �uorescence markers injected within a biological tissue, with light in the near infra-
red range. The simple continuous modality uses steady excitation light and operates
from the measurements at di�erent positions of the attenuation of the incident beam.
This technique is low-cost, non-ionizing, and easy to handle, but subject to low reso-
lution for thick tissues due to di�usion. Hopefully, the time-resolved modality, which
provides the time of �ight of any detected photon, could overcome this limitation and
pave the way to clinical applications. This thesis aims at determining the best way
to exploit the time resolved information and at quantifying the advantages of this
modality over the standard continuous wave one.

Model deviations must be carefully limited when ill-posed problems as �uorescence
di�use optical tomography are considered. As a result, we have �rst addressed the
modelling part of the problem. We have shown that the photons density models to
good approximation the measurable quantity that is the quantity measured by an
actual acquisition set-up. Then, the moment-based reconstruction scheme has been
thoroughly evaluated by means of a theoretical analysis of the moments properties.
It was found that the moment-based approach requires high photon counts to be
pro�table compared to the continuous wave modality. Last, a novel wavelet-based
approach, which enables an improved reconstruction quality, has been introduced.
This approach has shown good ability to exploit the temporal information at lower
photon counts.

Key-words: Di�use optical tomography, �uorescence, measurable quantity, tem-
poral moments, wavelets.
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Introduction générale

La tomographie optique di�use de �uorescence permet la reconstruction tridimension-
nelle (3D) de marqueurs �uorescents présents dans un milieu absorbant et di�usant,
tels les tissus biologiques. Le principe de cette technique consiste à exciter un milieu
en di�érents points de sa surface, au moyen d'un faisceau laser incident. Pour chacun
des points d'excitation, la lumière de �uorescence émergeant du milieu est collectée
en di�érents points au moyen de �bres optiques, ou alors détectée par une caméra.
Selon le principe de la tomographie, on cherche à reconstruire la distribution en mar-
queurs au sein du milieu à partir des séries de mesures de �uorescence e�ectuées en
périphérie. Formellement, ce processus de reconstruction constitue la résolution d'un
problème inverse. Malheureusement, le problème inverse en tomographie optique dif-
fuse est mal conditionné, principalement en raison de la forte di�usion des tissus aux
longueurs d'onde utilisées. La technique sou�re par conséquent d'une faible résolution,
notamment en profondeur dans les tissus épais.

Il existe di�érents modes d'excitation lumineuse, qui débouchent sur di�érentes
modalités. La modalité la plus simple et la plus répandue est la modalité continue,
pour laquelle l'intensité du faisceau d'excitation est constante. En chaque point de
détection, on mesure alors l'atténuation du faisceau incident. Cherchant à améliorer
la qualité des reconstructions, nous proposons d'évaluer l'apport de la modalité tem-
porelle qui requiert l'utilisation de sources pulsées et permet la mesure de la réponse
temporelle du milieu. Là où la modalité continue fournit seulement un nombre de
photons détectés, la modalité temporelle donne pour chacun des photons détectés son
temps de vol.

Le contenu informationnel des mesures résolues en temps, plus riche que celui
des mesures en continu, a été exploité dès la �n des années 80 a�n de caractériser
les propriétés optiques d'un milieu (Patterson et al., 1989 ; Andersson-Engels et al.,
1990 ; Kienle et Patterson, 1997 ; Torricelli et al., 2001). La modalité temporelle
a ensuite connu un essor dans le domaine de la tomographie optique di�use, qui

1



2 Introduction générale

vise à reconstruire les cartes tridimensionnelles des coe�cients d'absorption et de
di�usion d'un milieu (Hebden et Wong, 1993 ; Eda et al., 1999 ; Arridge et al., 2000).
Dans ce contexte, Arridge et Lionheart (1998) ont mathématiquement démontré que
la modalité temporelle permettait de séparer les cartes d'absorption des cartes de
di�usion, alors que seule une combinaison de ces deux cartes peut être obtenue à
partir de données en continu. L'intérêt du temporel pour la localisation d'une inclusion
�uorescente a été montré par Hall et al. (2004) et, plus récemment, des approches
résolues en temps ont fait leur apparition dans le cadre de la tomographie optique
di�use de �uorescence (Lam et al., 2005 ; Kumar et al., 2008a).

Les travaux conduits au sein du laboratoire images et systèmes d'acquisition
(LISA) s'inscrivent dans cette dynamique. Un banc de mesures résolues en temps
a été monté dès 2003 par Aurélie Laidevant, dans le cadre de sa thèse (Laidevant,
2006). Ce banc de mesures a été exploité pour la caractérisation des propriétés op-
tiques d'un milieu (Laidevant et al., 2006), puis pour la localisation d'une inclusion
�uorescente (Laidevant et al., 2007). Parallèlement, un tomographe continu dédié au
petit animal a été développé, ainsi que l'algorithmie associée (Hervé et al., 2007a). Ce
dispositif a permis le suivi longitudinal de tumeurs cancéreuses chez la souris (Koenig
et al., 2008).

Aujourd'hui, la modalité continue s'avère insu�sante pour viser des applications
cliniques � notamment la mammographie et le guidage de la biopsie de la prostate �
car les tissus sont plus épais et parfois aussi plus absorbants. La modalité résolue en
temps, dont les mesures fournissent un contenu informationnel plus riche, pourrait
permettre de lever ce verrou.

Notre objectif est de déterminer dans quelle mesure la modalité résolue en temps
permettrait d'améliorer les reconstructions en tomographie optique di�use de �uores-
cence. Nous aimerions savoir si cette modalité est à même de favoriser la détection
en profondeur, de produire des localisations plus précises ou de meilleures quanti�ca-
tions. En parallèle, nous aimerions également savoir quelle est la meilleure façon de
procéder pour compresser l'information contenue dans les mesures résolues en temps.

Pour répondre à ces questions, nous avons étudié les di�érents modèles temporels
et, plus particulièrement, un modèle que nous avons appelé modèle de détection. Nous
avons par la suite évalué la technique de reconstruction reposant sur l'exploitation
des moments des mesures temporelles. Mettant en évidence certaines limites de ce
procédé, nous avons en�n proposé une méthode basée sur la transformée en ondelette
des mesures qui conduit à une meilleure qualité de reconstruction.

Plus précisément, ce manuscrit s'organise en six chapitres. Dans les trois premiers
sont exposés des principes généraux ainsi que l'état de l'art du domaine. Dans les
trois suivants, nous présentons des études originales ayant pour objectif de répondre
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aux questions posées.
Au chapitre I, nous retraçons tout d'abord un historique de l'imagerie optique

dans les milieux di�usants. Nous décrivons ensuite l'évolution de cette technique vers
la tomographie et plus récemment vers la tomographie de �uorescence.

Au chapitre II, nous décrivons les di�érents modèles utilisés en imagerie optique.
Nous dé�nissons tout d'abord les grandeurs optiques fondamentales avant de présen-
ter les di�érents modèles déterministes de propagation de la lumière ainsi que les
conditions aux limites qui y sont associées. Deux modèles complémentaires, les mo-
dèles de source et de détection sont ensuite présentés. Ce chapitre s'achève sur une
conclusion mettant en perspective l'état de l'art au regard du problème qui nous est
posé.

Au chapitre III, nous présentons une introduction à la résolution des problèmes
inverses, et notamment des problème inverses mal conditionnés. Cette présentation
ne se veut pas exhaustive mais a plutôt pour objectifs de donner les clefs de compré-
hension ainsi que les approches classiques dans le domaine.

Au chapitre IV, nous nous focalisons sur le modèle de détection et présentons deux
études originales, la première publiée dans la revue Journal of the Optical Society of
America a, la seconde présentée lors de la European Conference on Biomedical Optics
(2009). Ces deux études complémentaires permettent de conclure quant au choix du
modèle de détection le plus approprié dans notre contexte.

Au chapitre V, nous passons à la reconstruction de la distribution de marqueurs
�uorescents à partir de mesures résolues en temps et évaluons de façon critique la
méthode fondée sur l'exploitation des moments des mesures. Nous cherchons à évaluer
dans quelles situations cette méthode présente un intérêt. Les deux études présentées
dans ce chapitre ont été soumises pour publication dans la revue Physics in Medicine
and Biology.

Au chapitre VI, en�n, nous introduisons la transformée en ondelettes en tant
qu'alternative aux moments. Ces travaux ont été conduits en collaboration avec le
Biomedical Imaging Group (M. Unser, EPFL, Lausanne). Dans un premier temps,
nous formalisons le problème et mettons en ÷uvre des reconstructions au moyen d'une
transformée en ondelettes de Haar des mesures. Cette étude va être prochainement
soumise à la revue IEEE Transactions on Medical Imaging. Dans un second temps,
c'est une tranformée en ondelettes exponentielles qui est utilisée. Cette dernière étude
a été présentée lors de la conférence IEEE International Symposium on Biomedical
Imaging (2009).
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Chapitre I

O
n parle généralement d'imagerie optique di�use lorsque l'on cherche à réaliser
les images d'un milieu di�usant au moyen de la lumière qui l'a traversé. Les

premières traces d'utilisation d'un rayonnement visible à des �ns médicales remontent
au début du XIXe siècle. En e�et, en 1831, le britannique Richard Bright observe le
crâne d'un patient hydrocéphale par transparence, à la lueur d'une bougie. En 1843,
son compatriote, le docteur T.B. Curling, procède à l'examen visuel de tumeurs des
testicules, toujours à l'aide d'une bougie (voir Curling, 1856, pp. 114 à 118). Près de
cent ans plus tard, en 1929, Max Cutler réalise les premières études cliniques du sein
selon cette modalité (Cutler, 1929). L'américain utilise une source de lumière de forte
intensité, la positionne d'un côté du sein et observe de l'autre côté à l'oeil nu. Pour
décrire cette technique, Cutler choisit le terme de transilluminationa. Un aperçu de
ses observations est reproduit à la �gure I.1.

Ces premières tentatives historiques, exploitant un rayonnement visible a�n d'ex-
traire une information sur la structure d'un tissu biologique restent marginales. Mises
à part quelques études anecdotiques qui ont jalonné le XIXe siècle, cette voie d'ex-
ploration du corps humain est délaissée jusqu'à la �n des années 1980. En 1984, E.
Sickles publie une étude, portant sur une cohorte de 1239 femmes, comparant la
transillumination à la mammographie par rayons X dans le cadre de la détection du
cancer du sein. Selon ses propres écrits, le résultat est sans appel. � Clairement, la
transillumination n'est pas un substitut acceptable de la mammographie par rayons X
en ce qui concerne la détection et le diagnostic du cancer du sein. (...). Rien n'est fait
pour que le facteur limitant que constitue la faible résolution due à la di�usion soit
dépassé � (Sickles, 1984).

Les raisons poussant à abandonner la transillumination sont très bien résumées par
Sickles. Premièrement, cette technique sou�re de l'ombre créée par le développement
de techniques d'imagerie très performantes et bien implantées dans les hôpitaux. La
radiologie a su s'imposer dès le début du XXe siècle comme un outil e�cace. Elle a été

aPar la suite, le terme de diaphanographie a également été utilisé.
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8 I. L'imagerie optique diffuse

Figure I.1 � Reproduction des premières observations du sein en transillumination (Cutler, 1931).
A gauche, l'apparence d'un sein normal. A droite, l'apparence d'un sein où est présent un hématome.

suivie dans les années 1950 par l'essor de l'échographie. Les années 1970 ont connu
le boom de l'imagerie : début du scanner (CT pour computerized tomography)b, de
l'imagerie à résonance magnétique (IRM)c, mise en place de la médecine nucléaire
(tomographie par émission monophotonique ou TEMP et tomographie par émission
de positons ou TEP) marquant le début de l'imagerie fonctionnelle. Ces di�érentes
techniques ont su démontrer leur intérêt médical et se sont progressivement imposées
dans la communauté médicale comme des outils diagnostiques incontournables. Elles
ont connu un très vif e�ort de recherche durant les trois dernières décennies et ainsi
concentré les attentions.

La seconde piste permettant d'expliquer l'émergence tardive des méthodes op-
tiques dans le monde de l'imagerie tient à la réponse physique des tissus biologiques
lorsqu'ils sont éclairés : ils absorbent et di�usent le rayonnement. L'absorption de
la lumière par les tissus ne constitue pas un obstacle majeur. Le corps humain est
relativement peu absorbant dans les longueurs d'onde du proche infrarouge. On parle
de fenêtre thérapeutique pour décrire la gamme 600nm-900nm où l'absorption des tis-
sus biologiques est minimale (Anderson et Parrish, 1981). En revanche, le caractère
fortement di�usant des tissus pose un certain nombre de problèmes. Les images sont
� brouillées � car les photons ne se propagent pas en ligne droite. L'e�et de la di�u-
sion et les problèmes qui en découlent peuvent être compris en suivant virtuellement
un photon lancé au travers d'un tissu biologique. Celui-ci parcourra en moyenne 100
µm avant qu'un évènement de di�usion ne vienne modi�er sa direction de propaga-
tion de façon aléatoire. En traversant un tissu de plusieurs centimètres d'épaisseur,
notre photon aura suivi une trajectoire complexe, résultat des multiples évènements

bEn 1979, l'anglais Houns�eld et l'américain Cormack reçoivent conjointement le prix Nobel de médecine pour
leurs travaux sur la tomographie par rayon X.

cEn 2003, c'est autour de Peter Mans�eld et de Paul Lanterbur d'être récompensés par le Prix Nobel de médecine
pour leurs travaux précurseurs dans le domaine de l'IRM.
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de di�usion subis. Connaître sa position de sortie ne nous apprend que peu de choses
lorsque sa trajectoire au sein du tissu reste inconnue.

Ces deux raisons expliquent en grande partie l'intérêt limité pour l'utilisation de
la lumière visible dans le domaine de l'imagerie médicale. Cependant, à compter des
années 90, l'imagerie optique des milieux di�usantsd connait un regain d'intérêt dont
les raisons sont multiples.

Tout d'abord, contrairement à certaines de ses concurrentes (l'imagerie par rayons
X ou nucléaire), cette modalité d'imagerie est non-ionisante. Elle peut donc être
répétée sans risque pour le patient, ni pour le médecin, et est de plus relativement
peu coûteuse et facile à mettre en ÷uvre.

La nature des informations qu'elle révèle est en outre doublement intéressante. Des
tissus di�érents possèdent généralement des propriétés optiques (coe�cient d'absorp-
tion ou de di�usion) di�érentes. L'imagerie optique peut donc fournir un contraste
morphologique, comme le fait l'imagerie X par exemple. Elle peut d'autre part fournir
un contraste fonctionnel. En e�et, dans la fenêtre thérapeutique, l'hémoglobinee et
les cytochromesf sont beaucoup moins absorbants lorsqu'ils sont oxygénés. Un même
tissu biologique verra ainsi signi�cativement varier son coe�cient d'absorption en
fonction de son état d'oxygénation. Cette propriété est à l'origine du succès de l'oxy-
mètre de pouls, qui permet de déterminer la saturation artérielle de l'hémoglobine en
oxygène, et de la spectroscopie proche infrarouge, qui permet de mesurer la réponse
hémodynamiqueg d'un tissu. Dans les deux cas, une seule source de lumière et un seul
détecteur sont utilisés. La mesure est locale et permet de caractériser de façon globale
le tissu étudié.

I.1 Vers la tomographie

Un e�ort de recherche conséquent (voir la �gure I.2) a été produit pour doter l'imagerie
optique d'une résolution spatiale, c'est-à-dire pour passer d'une information globale,
à une information locale. Pour produire cette résolution spatiale, la solution consiste
à solliciter les milieux en di�érents points. Il en va de même concernant la collection
de lumière qui s'e�ectue en di�érentes positions. L'imagerie optique peut alors être
séparée en deux catégories : la topographie et la tomographie.

On parle de topographie lorsque que des cartes bidimensionnelles (2D) sont pro-
duites pour caractériser un milieu (intrinsèquement tridimensionnel, 3D). Ces cartes

dLe terme de transillumination a été peu a peu délaissé.
eProtéine dont la principale fonction est d'assurer le transport du dioxygène chez les vertébrés. Elle a été mise en

évidence par l'allemand Otto Funke en 1851.
fMolécules assurant le transport transport d'électrons et de protons dans les tissus. Ces molécules peuvent aussi

bien s'oxyder que se réduire.
gLa réponse hémodynamique est un mécanisme physiologique qui consiste en une augmentation locale du débit

sanguin a�n de subvenir au besoin énergétiques des cellules en activité.
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Figure I.2 � Évolution du nombre de publications sur la tomographie optique dans les milieux
di�usants. À gauche, on représente le nombre d'articles portant sur la DOT ; à droite, sur la FDOT.
En rouge sont représentés les articles où sont mis en oeuvre des méthodes résolues en temps. Les
données ont été collectées par recherche sur le site http://apps.isiknowledge.com/ .

2D représentent soit les propriétés de surface du tissu, soit les propriétés moyennes
du tissu dans la zone située entre la source et le détecteur (Hebden, 2003 ; Koizumi
et al., 2003). Dans le cadre de la topographie, aucun schéma de reconstruction n'est
mis en place. Le caractère local de l'information est directement donné par la position
des sources et des détecteurs.

On parle de tomographie lorsque sont produites des cartes 3Dh. Un schéma de
reconstruction doit être mis en place a�n de déterminer la valeur des paramètres
d'intérêt en volume à partir des mesures réalisées en surface. Des revues très détaillées
de l'état de l'art en tomographie optique (DOT pour di�use optical tomography) ont
été publiées par Hebden et al. (1997), Arridge et Hebden (1997), Boas et al. (2001),
Gibson et al. (2005) et Hielscher (2005).

I.1.1 Modéliser la propagation de la lumière

Pour obtenir cette caractérisation 3D, il faut tout d'abord disposer d'un modèle phy-
sique de propagation de la lumière dans les milieux di�usants. De nombreux modèles,
déterministes ou statistiques, ont été proposés à cet e�et. Ces modèles, dont la com-

hBien que ce terme soit issu du grec � tomos � qui signi�e � coupe �. À l'origine, en tomographie par rayon X, le
volume 3D reconstruit était constitué d'une superposition de coupes 2D.

http://apps.isiknowledge.com/
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plexité est plus ou moins grande selon les caractéristiques du milieu, sont toujours
largement étudiés. On distingue deux grandes familles de modèles : les modèles sta-
tistiques et les modèles déterministes.

Les modèles statistiques (ou stochastiques) modélisent les trajectoires individuelles
des photons, de façon explicite ou implicite. La méthode de Monte Carlo (MMC) est
considérée comme la méthode de référence (Flock et al., 1989). Elle permet de consi-
dérer des milieux à la géométrie quelconque, anisotropes et aux propriétés optiques
hétérogènes. Cette méthode est fondée sur l'idée que les photons se propagent en
ligne droite entre deux évènements de di�usion. La distance et la direction entre deux
évènements de di�usion sont �xées de façon probabiliste. A�n d'obtenir des résultats
statistiquement signi�catifs, un grand nombre de trajectoires de photons doit être
calculé (de l'ordre du million) et cette méthode est par conséquent coûteuse en temps
de calcul. En imagerie optique, la MMC est principalement réservée aux milieux pour
lesquels des modèles plus simples, mais plus restrictifs, ne sont plus valides. La MMC
est en�n souvent utilisée en tant que référence, pour valider des prévisions obtenues
avec d'autres modèles.

La théorie de la marche aléatoire est un autre modèle statistique. Sa philosophie
est proche de celle de la MMC, si ce n'est que les photons sont contraints à se déplacer
pas à pas sur une grille cubique (Weiss et al., 1998).

Les modèles déterministes sont basés sur l'équation de transfert radiatif (ÉTR) et
ses di�érentes approximations : les approximations PN , et notamment la plus restric-
tive d'entres elles, l'approximation P1. Des niveaux d'approximation encore plus res-
trictifs peuvent être formulés avec l'équation du télégraphei et l'équation de di�usion
de la lumière (ÉDL) régissant l'approximation de la di�usion (AD). Une présentation
détaillée de ces modèles est donnée au chapitre II.

Tous les modèles déterministes, quel que soit leur niveau d'approximation,
conduisent à une équation aux dérivées partielles qu'il faut résoudre. Même au ni-
veau très restrictif de l'AD, les solutions analytiques sont rares (Arridge et al., 1992).
Les solutions de ÉDL se limitent aux milieux homogènes ayant des géométries simples
(milieu in�ni, semi in�ni, parallélépipède, cylindre, sphère pour les principales). Des
expressions ont été obtenues pour des milieux contenant une inhomogénéité sphérique
unique (Boas et al., 1994) et pour des milieux strati�és (Martelli et al., 2002). Plus
récemment, l'approximation de Kirchho�, proposée par Ripoll et al. (2001), permet
d'exprimer les solutions de l'ÉDL dans un milieu à la géométrie quelconque comme
la somme des solutions en milieu in�ni et d'une intégrale de surface que l'on peut
évaluer expérimentalement.

Pour traiter les milieux hétérogènes aux géométries complexes, le recours à des
méthodes numériques est nécessaire. La méthode des éléments �nis a été introduite

iÉgalement connue sous le nom d'équation du télégraphiste.
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la première par Arridge et al. (1993) et est sûrement la plus utilisée. La méthode
des di�érences �nies ainsi que la méthode des volumes �nisj (Ren et al., 2004) ont
également été utilisées avec succès. Pour ces deux méthodes, la discrétisation de l'objet
est triviale, si bien qu'elles sont souvent quali�ées de méthodes sans maillage. En�n, la
méthode des éléments de frontière a été proposée pour certaines applications (Ripoll
et Ntziachristos, 2003).

I.1.2 Reconstruire

De nombreux schémas ont été mis en place pour reconstruire les propriétés optiques
d'un milieu à partir de mesures de lumière de surface. En toute généralité, les mesures
dépendent non linéairement des propriétés optiques. Cependant, en considérant un
milieu faiblement hétérogène, on peut linéariser le problème. Des schémas itératifs
tels que l'algebraic reconstruction technique (ART) ou ses variantes, le simultaneous
ART (SART) sont couramment utilisés (Gaudette et al., 2000). Le problème inverse
est également souvent traité en minimisant une fonction de coût faisant intervenir
un terme d'attache aux données et un terme de régularisation (régularisation de Ti-
khonov). Le minimiseur de cette fonction de coût peut être calculé explicitement par
décomposition en valeurs singulières. Si le problème n'est pas linéarisé, la fonction de
coût peut être minimisée par des méthodes de type Newton, Levenberg-Marquart ou
du gradient conjuguék (Arridge, 1999).

I.1.3 Di�érentes modalités d'acquisition

En tomographie optique, on peut distinguer trois modalités d'acquisition di�érentes :
la modalité continue, la modalité temporelle et la modalité fréquentielle. Ces trois
modalités, comme illustrées sur la �gure I.3, di�érent à la fois dans le type de solli-
citation lumineuse et dans le type de mesures (Hebden et al., 1997). Une description
plus détaillée est donnée dans les trois paragraphes suivants.

Modalité continue La lumière d'excitation a une amplitude constante et on s'in-
téresse à l'atténuation du faisceau lumineux d'excitation (Schmitz et al., 2002). Des
diodes lasers sont très souvent utilisées comme sources de lumière. Elles présentent
l'avantage d'être peu coûteuses tout en fournissant des puissances élevées dans une
vaste gamme spectrale. Le choix des détecteurs varie en fonction de la sensibilité et

jLa méthode des volumes �nis peut être vue comme une généralisation de la méthodes des di�érences �nies.
kÉvidemment, ces dernières méthodes s'appliquent également au cas linéaire.
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Figure I.3 � Présentation des trois di�érentes modalités utilisées en tomographie optique.
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de la dynamique recherchées. De nombreux semi-conducteurs sont disponibles, tels
les photodiodes à avalanche, photomultiplicateurs et autres CCD et CMOS.

Modalité temporelle Le milieu est sollicité par des pulses de lumière de largeur tem-
porelle de l'ordre de quelques femtosecontes (lasers pulsés femtosecondes) à quelques
picosecondes (diodes pulsées) (Hillman et al., 2000). Ces pulses vont s'élargir, lors de
leur propagation dans le milieu, sur des échelles de temps de l'ordre de la nanoseconde.
La mesure de ces réponses de très courte durée était initialement e�ectuée au moyen
de caméras à balayage de fente. Aujourd'hui, les choix technologiques s'orientent da-
vantage autour de systèmes de comptage de photons (TCSPC pour time-correlated
single-photon counting) associés à des photomultiplicateurs. Les résolutions tempo-
relles ainsi obtenues peuvent descendre à quelques picosecondes. Plus récemment, des
systèmes intensi�és, à obturateur déclenché ultra-rapide, ont vu le jour. Ces systèmes
ont une résolution temporelle moindre que les systèmes TCSPC. En revanche, ils per-
mettent de former une image au contraire des systèmes TCSPC qui sont toujours
�brés.

Modalité fréquentielle La lumière d'excitation est modulée en amplitude, à une
fréquence de l'ordre de quelques kHz à quelques MHz (Pham et al., 2000). Le dé-
phasage, ainsi que la démodulation des signaux de sortie, caractérisent les mesures.
Généralement, les acquisitions sont réalisées pour quelques fréquences de modulation.
Un oscillateur radio-fréquence est généralement utilisé pour commander une diode
laser. Ce signal constitue alors la référence pour la mesure de phase.

Le contenu informationnel des mesures varie selon la modalité qui les produit. Le
contenu informationnel de mesures en continu est a priori moindre que celui de me-
sures issues des deux autres techniques. En e�et, une mesure en continue équivaut
à une mesure en temporelle si l'on ne considère que son intégrale. De même, une
mesure en continu équivaut à une mesure en fréquentiel si l'on ne considère que la fré-
quence nulle. Il a été théoriquement démontré que la modalité continue ne permettait
pas de séparer l'absorption d'un milieu de sa di�usion (Arridge et Lionheart, 1998).
En revanche, une mesure résolue en temps peut théoriquement être acquise de façon
équivalente dans le domaine fréquentiel. Sur le plan pratique, les avantages et inconvé-
nients de ces deux modalités font toujours l'objet de débats. La modalité fréquentielle
est relativement peu coûteuse et facile à mettre en ÷uvre, comparée à la modalité
temporelle. Cependant, les mesures temporelles sont généralement plus sensibles que
leurs homologues fréquentielles. En�n, en fréquentiel, le nombre de fréquences de
modulation est souvent limité à quelques unités. Le contenu informationnel fourni
par cette modalité est donc en pratique moins riche que celui fourni par la modalité
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temporelle. Toutefois, l'importance de ce béné�ce n'est pas clairement établie.

I.1.4 Les applications médicales

La DOT s'est principalement orientée autour de deux axes applicatifs : l'imagerie
du cerveau chez le nouveau-né et l'imagerie du sein pour le diagnostic du cancer.
Quelques applications plus marginales ont également été explorées.

Le cerveau Si la topographie s'est beaucoup attachée à mesurer la réponse hémo-
dynamique du cerveau à une activation, la tomographie s'est pour sa part concentrée
sur l'étude des cerveaux des nouveau-nés. Ces derniers peuvent sou�rir à la naissance
de désordre de l'irrigation sanguine et en oxygène. La tomographie optique, qui per-
met une étude des phénomènes dans les zones profondes du cerveau, s'est avérée utile
pour visualiser ces pathologies. Pour une revue plus détaillée des traitements liés à
cette application, il est possible de consulter l'article d'Hebden (2003).

Le sein Un certain nombre d'études cliniques a été conduit a�n d'évaluer le potentiel
de la DOT pour le diagnostic du cancer du sein. Des systèmes résolus en temps ont
notamment été utilisés. Deux études ont indépendamment montré que les tumeurs
visibles par mammographie X étaient à environ 80 % détectées grâce à la DOT (Taroni
et al., 2005 ; Grosenick et al., 2005). Dans ces deux études, qui ont chacune porté
sur une centaine de patientes, le sein est maintenu en compression. Cette procèdure
permet de réduire d'une part l'épaisseur des tissus � et donc le nombre de photons
qui y sont absorbés � et de ramener d'autre part le sein à une géométrie plus simple à
modéliser. La résolution spatiale a�chée dans ces deux études reste cependant faible,
de l'ordre du cm, ce qui limite sensiblement la portée clinique de la méthode.

Deux systèmes commerciaux sont actuellement disponibles sur le marché. Le pre-
mier, proposé par la société Computed Tomography Laser Mammographyl, fait l'objet
de plusieurs études cliniques, notamment en Europe. Le second, plus abouti, est com-
mercialisé par la société Advanced Research Technologiesm. Ce système a fait l'objet
d'études cliniques publiées en 2005 et a reçu une autorisation de vente au Canada et
en Europe. Le premier appareil a été commercialisé en février 2008.

Les autres tissus Plus en marge des deux applications précédentes, une étude de
l'avant bras a été proposée, à la fois partir d'un système continu et d'un système
temporel Hillman et al. (2001).

lhttp://www.imds.com/products/ctlm/
mhttp://www.art.ca/en/clinical/index.php

http://www.imds.com/products/ctlm/
http://www.art.ca/en/clinical/index.php
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Figure I.4 � Comparaison du principe d'imagerie en DOT et en FDOT.

Très récemment, deux études ont montré la faisabilité de la DOT pour l'imagerie
de la prostate par voie endorectale (Xu et al., 2008 ; Jiang et al., 2008).

I.2 Vers la tomographie de �uorescence

Depuis le début des années 2000, la tomographie optique de �uorescence (FDOT pour
�uorescence di�use optical tomography) connait un essor certain comme l'atteste un
nombre croissant de publications concernant ce domaine (cf. �gure I.2). Cette moda-
lité se di�érencie de la tomographie optique classique par le fait que des agents �uo-
rescents sont utilisés. Ces agents �uorescents ont la propriété, lorsqu'ils sont éclairés
à une longueur d'onde adéquatement choisie, de réémettre à une longueur d'onde su-
périeure. Comme pour la DOT, les acquisitions peuvent se faire en continu, temporel
ou fréquentiel. La détection demeure également semblable à la DOT, si ce n'est que
des �ltres optiques sont utilisés pour sélectionner uniquement les longueurs d'onde
correspondant au signal de �uorescence (voir la �gure I.4).

L'art de la FDOT consiste à déterminer la distribution des agents dans les tissus
dans lesquels ils sont injectés. La capacité qu'ont ces agents à révéler la présence de
structures biologiques particulières confère à la FDOT une spéci�cité que la DOT ne
possède pas.
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I.2.1 Les di�érents types d'agents �uorescents

On distingue di�érents types d'agents �uorescents dont les longueurs d'onde d'ab-
sorption et d'émission sont compatibles avec la fenêtre thérapeutique. Parmi eux on
compte les agents organiques comme les cyanines ainsi qu'un grand nombre de déri-
vées du vert d'indocyanine (ICG pour indocyanine green), comme les Cy et Alexa.
Ces substances sont disponibles dans plusieurs variantes dont les longueurs d'onde
d'absorption et d'émission couvrent une large gamme du visible et du proche infra-
rouge. Il existe un autre type d'agents �uorescents : les quantum dots,n qui sont l'objet
d'un intérêt croissant (Medintz et al., 2005). Ces agents présentent une stabilité et
des rendements de �uorescence incomparables. Leurs longueurs d'onde d'absorption
et d'émission peuvent être ajustées �nement dans une large gamme spectrale. Leurs
spectres d'absorption et d'émission sont de plus relativement étroits et bien séparés.
En dépit de ces avantages, les interrogations concernant leur toxicité (toxicité propre
conjuguée à une faible élimination par l'organisme) restreignent pour l'instant leur
utilisation.

On parle généralement de marqueurs ou de sondes optiques lorsque des agents
�uorescents sont associés à des ligands ayant la propriété de se �xer ou de reconnaître
spéci�quement certaines structures ou fonctions biologiques cibles. On parle alors
de la spéci�cité d'un marqueur, donnée par le rapport entre le nombre de marqueurs
détectant la cible et le nombre de ceux demeurant dans le milieu ambiant. Idéalement,
tous les marqueurs devraient détecter leur cible ce qui conduirait à une spéci�cité
optimale.

Dans ce contexte, on peut classi�er les agents �uorescents en trois grandes familles,
schématisées à la �gure I.5 et très bien décrites par Bremer et al. (2003).

Les agents non spéci�ques Ce sont des agents ne présentant d'autre propriété
particulière que celle d'être �uorescents. Un des représentants les plus importants
de cette famille est le vert d'indocyanine (ICG pour indocyanine green) ayant reçu
l'accord de la Food and Drug Administration américaine pour injection à l'Homme.
Injecté en intraveineuse, l'ICG a tendance à se concentrer autour des protéines du
sang et en particulier autour de l'albumineo, ce qui en fait un indicateur du volume
sanguin. Les tumeurs cancéreuses étant plus oxygénées que les tissus sains, les zones
de concentration de l'ICG sont révélatrices de la présence de tumeurs.

nLes quantom dots (ou boîte quantique en français.) sont des nano-cristaux de semi-conducteur de dimensions
inférieures à 10 nm.

oL'albumine est une protéine plasmatique produite par le foie. Elle représente habituellement environ 60 % des
protéines plasmatiques. Toutes les autres protéines du plasma sont désignées collectivement sous le nom de globulines.
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Figure I.5 � Di�érents types d'agents �uorescents organiques utilisés en FDOT. Cette �gure,
traduit en français, a été originellement publiée par Weissleder (2001).

Les agents spéci�ques Les agents spéci�ques sont constitués d'un agent �uores-
cent couplé à un liguant ayant la propriété de se �xer à des structures particulières
(et notamment des cellules cancéreuses). Ces agents présentent donc une spéci�cité
accrue par rapport aux agents �uorescents non spéci�ques. Di�érents types de ligands
sont utilisés : des protéinesp, des anticorpsq ou des peptidesr.Plus particulièrement,
certaines associations permettent d'observer l'évolution de tumeurs du sein et de la
prostate, ainsi que le réseau de ganglions lymphatiques sentinelless.

Les agents activables Les agents activables ont été proposés plus récemment par
Weissleder et al. (1999). Ces marqueurs sont notamment sensibles à la présence d'en-
zymest qui se retrouvent à des taux élevés dans les tumeurs. Ils sont constitués d'agents
�uorescents inhibés, c'est-à-dire rendus incapables d'émettre de la �uorescence. La
capacité à émettre de la �uorescence est retrouvée par activation enzymatique. La
spéci�cité de cette approche est maximale puisque les marqueurs qui ne sont pas �xés
sont inertes du point de vue de la �uorescence. Un phénomène d'ampli�cation est
également mis en avant par les inventeurs puisque qu'une seule enzyme peut activer
plusieurs marqueurs.

pLes protéines sont des macro molécules constituées d'au moins 50 acides aminés.
qLes anticorps sont des protéines complexes utilisées par le système immunitaire pour détecter et neutraliser des

antigènes de manière spéci�que.
rLes peptides sont des chaînes constituées de moins de 50 acides aminés. Autrement dit, ce sont de petites protéines.
sLes ganglions lymphatiques, qui contiennent des globules blancs, ont un rôle important dans le système immu-

nitaire en �ltrant les particules étrangères. On suspecte les ganglions sentinelles d'être les premiers atteints par les
métastases d'une tumeur cancéreuse.

tUne enzyme est un catalyseur biologique. C'est une molécule (protéine ou ARN dans le cas des ribozymes) qui
permet d'accélérer les réactions chimiques du métabolisme se déroulant dans le milieu cellulaire ou extracellulaire.
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I.2.2 Les applications

La grande majorité des études s'est tournée vers le petit animal pour lequel la gamme
d'agents �uorescents injectables n'est pas limitée. En voici quelques illustrations. Nt-
ziachristos et al. (2003) ont réalisé des images de l'activité de la cathepsine Bu dans
le cerveau de souris. Bloch et al. (2005) ont mis en évidence des tumeurs corps entier
avec un marqueur spéci�que (Cyp-GRD). L'acquisition et la reconstruction ont été
e�ectuées en utilisant le système temporel eXplore Optix. Graves et al. (2005) ont re-
construit, in vivo et de façon quantitative, des concentrations en Cy 5.5 variant entre
250 et 1000 nM. Grâce à des injections de RAFT-Alexa700, Koenig et al. (2008) ont
réalisé sur quinze jours le suivi de tumeurs mammaires chez la souris. Leur système,
calibré sur fantôme, montre une bonne linéarité des reconstructions pour des concen-
trations en marqueur allant de 10 à 50 pM. La société canadienne Advanced Research
Technologies commercialise une plateforme d'imagerie du petit animal basée sur des
mesures résolues en temps.

Des applications à l'Homme sont plus récemment en train de voir le jour. Liebert
et al. (2006) ont démontré qu'il était possible d'exciter, in vivo dans le cerveau hu-
main, de l'ICG et d'en détecter la �uorescence. Pour cela, ils ont utilisé un système
�bré résolu en temps. La source de lumière est assurée par une diode laser pico seconde
et la détection par un système de comptage de photons. Bien qu'aucune procédure de
reconstruction ne soit mise en ÷uvre, ces travaux ouvrent la voie à la tomographie du
cerveau. Un an plus tard, Corlu et al. (2007) ont réalisé les premières reconstructions
tridimensionnelles de cancer du sein in vivo. Ayant au préalable injecté de l'ICG en
intraveineuse, ils ont utilisé un système d'acquisition en continu. Le sein, en com-
pression et plongé dans un liquide à adaptation d'indice, est illuminé par 45 sources
�brées. La détection se fait par une caméra CCD du côté opposé à l'excitation, mais
aussi via neuf �bres du même côté que l'excitation. Avec ce système, les auteurs ont
détecté trois carcinomesv de plus de 1,5 cm de diamètre. Ayant également réalisé
des mesures de di�usion, ils montrent sur ces trois cas que le contraste fourni par la
FDOT est supérieur à celui fourni par la DOT.

I.2.3 Quelques tendances récentes

Nous souhaitons dans ce paragraphe mettre l'accent sur cinq évolutions récentes dont
l'émergence semble se con�rmer. Les deux premières, à savoir la modélisation de la
propagation de la lumière dans le cadre du transfert radiatif et la tomographie sans
contact, sont en lien direct avec les spéci�cités des applications au petit animal. Les

uGène dont la surexpression a été associée avec le développement de certaines tumeurs.
vUn carcinome, ou épithélioma, est un cancer développé à partir d'un tissu épithélial (peau, muqueuse).
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deux suivantes, la normalisation de Born et la prise en compte d'a priori morpho-
logiques, sont deux approches distinctes visant à traiter des milieux aux propriétés
optiques hétérogènes. La cinquième, en�n, nous intéresse au premier chef puisqu'il
s'agit de l'émergence de la modalité temporelle.

Transfert radiatif En DOT, l'AD constitue le modèle de propagation lumineuse de
référence. Cependant, comme on l'a vu précédemment, une des principales applica-
tions de la FDOT est l'imagerie de petits animaux, si petits que l'AD peut atteindre
les limites de sa validité. A�n d'évaluer cet aspect, Klose et Hielscher (2003) ont pro-
posé les premières reconstructions de �uorescence basées sur un modèle de type ÉTR.
Plus récemment, Ren et al. (2007) ont e�ectué des reconstructions d'absorption dans
un cylindre de 2 cm de hauteur et 1 cm de diamètre. Ils ont comparé les résultats
obtenus en considérant l'AD et ceux obtenus en considérant l'ÉTR. Une amélioration
des reconstructions via l'ÉTR est observée dès lors que le niveau de bruit est inférieur
à 12%.

Tomographie sans contact Il est expérimentalement di�cile de positionner des
�bres en contact avec un petit animal. De plus, l'utilisation de �bres optiques limite
l'échantillonnage spatial des mesures. A�n de surmonter ces di�cultés, Schulz et al.
(2004) ont proposé un système FDOT sans contact, c'est-à-dire pour lequel la lumière
est collectée non plus au moyen de �bres optiques mais par un objectif de caméra. La
surface 3D de l'animal est acquise au moyen d'un système photogrammétriquew. Du
point de vue algorithmique, la connaissance de la surface est utilisée pour le calcul de
la propagation de la lumière. Cette approche a depuis été reprise par d'autres équipes
(Hervé et al., 2007c).

Normalisation de Born Ce concept, qui a été introduit par Ntziachristos et Weiss-
leder (2001), a connu un écho indéniable. Considérant le ratio entre les mesures de
�uorescence et celle de di�usion, le normalisation de Born permet de s'a�ranchir de
certaines étapes délicates de calibration du système expérimental. Par la suite, il a
également été montré que cette approche limitait la dégradation de la qualité de re-
construction due à la présence d'hétérogénéités non modélisées (Soubret et al., 2005).

A priori morphologique A�n d'améliorer la qualité des reconstructions de �uores-
cence, de plus en plus d'équipes se tournent vers l'utilisation d'informations morpho-
logiques. On entend par information morphologique la connaissance des propriétés

wLa photogrammétrie consiste en la mesure d'une surface observée par des clichés acquis en con�guration stéréo-
scopique.
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optiques du milieu. Cette information est pour l'heure acquise par les méthodes op-
tiques : DOT dans le domaine continu (Hervé et al., 2007b), fréquentiel (Lin et al.,
2007) ou temporel Patwardhan et Culver (2008). Mais la tendance est au couplage
avec d'autres méthodes, CT et IRM notamment.

Méthodes résolues en temps L'intérêt de la modalité temporelle dans le cadre de
la FDOT est en voie de con�rmation. Une étude comparative, entre deux systèmes
commerciaux d'imagerie du petit animal, a été récemment publiée (Keren et al.,
2008). Elle compare un système résolu en temps (eXplore Optix) à un système en
continu (IVIS200x). Le système résolu en temps démontre une meilleure sensibilité
aux faibles concentrations de marqueurs ainsi qu'une meilleure résolution spatiale. On
a également montré récemment que l'approche temporelle permettait de discriminer
des marqueurs aux temps de vie di�érents. Ceci s'avère plus di�cile avec un système
en fréquentiel (Kumar et al., 2008a) et n'est pas possible avec un système en continu
(Kumar et al., 2008b).

I.3 Conclusion du chapitre

Ce chapitre donne un aperçu de l'évolution de l'imagerie des tissus biologiques au
moyen d'un rayonnement visible, depuis la tentative historique de Robert Bright jus-
qu'à des travaux plus récents. Bien que quelques applications aient initialement pu
voir le jour, la forte di�usion des tissus dans les longueurs d'onde visibles a rapide-
ment été identi�ée comme facteur sévèrement limitant. Ce verrou va être levé grâce
à l'utilisation conjointe de modèles de propagation de la lumière permettant d'appré-
hender la di�usion des tissus et de schémas de reconstruction. Ce sont alors les débuts
de la tomographie optique di�use, qui fournit des reconstructions tridimensionnelles
des propriétés optiques d'un milieu et se focalise sur l'étude du cerveau et du sein.
Les trois di�érentes modalités d'acquisition � continue, temporelle et fréquentielle �
se développent en parallèle, bien que des études montrent l'intérêt du temporel par
rapport aux deux autres modalités. Favorisée par l'émergence d'agents �uorescents
spéci�ques, la tomographie optique di�use de �uorescence se développe à partir des
années 2000. C'est aujourd'hui un champ d'investigation actif, dont les domaines
d'application initialement centrés autour du petit animal s'ouvrent progressivement
vers l'Homme.

xhttp://www.caliperls.com/products/ivis-imaging-system-200-series.htm

http://www.caliperls.com/products/ivis-imaging-system-200-series.htm
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Chapitre II

R
egroupant di�érents modèles utilisés en imagerie optique, ce chapitre a pour
objectif de donner un aperçu synthétique des concepts physiques sur lesquels

s'appuie la tomographie optique di�use. Dans un premier temps, nous dé�nissons
les grandeurs physiques sur lesquelles reposent nos modèles. Puis, dans un deuxième
temps, nous présentons les di�érents modèles de propagation de la lumière dans les
milieux di�usants. L'accent est mis sur les modèles déterministes, notamment l'ap-
proximation de la di�usion. La partie suivante est consacrée à la description des
conditions aux limites associées à l'approximation de la di�usion. Dans la quatrième
partie, nous détaillons les di�érents modèles de source proposés dans la littérature ;
modèles qui décrivent l'interaction entre un faisceau laser collimaté et un milieu di�u-
sant. Dans la cinquième partie, en�n, nous présentons di�érents modèles de détection.
Ces derniers permettent de décrire la grandeur collectée par un dispositif de mesure.

II.1 Grandeurs optiques fondamentales

Dans cette section nous présentons et dé�nissons les principales grandeurs physiques
manipulées dans les modèles qui seront présentés par la suite. Ces éléments sont
principalement tirées du livre de Mobley et Vo-Dinh (2003).

II.1.1 Luminance

On dé�nit la luminance (luminance ou speci�c intensity en anglais) par (Mobley et
Vo-Dinh, 2003) :

dP = L(r, ŝ, t)ŝ · n̂ dA dΩ (II.1)

où dP représente la puissance lumineuse au temps t et au point r transitant dans
l'angle solide dΩ orienté selon le vecteur unité ŝ, depuis la surface élémentaire dA.
Par conséquent, la luminance s'exprime en W.cm−2.sr−1.
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Figure II.1 � Schéma de dé�nition de la luminance.

Soit dP la variation de puissance lumineuse pendant l'intervalle de temps dt. On a
dP = E dt où E est l'énergie des photons. Considérant une lumière monochromatique
de longueur d'onde λ, l'énergie d'un photon s'exprime sous la forme E = hc/λ, où h
(J.s) est la constante de Plancka et c (cm.s−1) la célérité de la lumièreb. La luminance
est donc également représentative du nombre de photons passant par unité de temps
à travers la surface dA centrée en r, dans le cône formé par l'angle solide dΩ.

II.1.2 Indice de réfraction

L'indice de réfraction caractérise la vitesse de propagation d'une onde lumineuse dans
un milieu donné. On le dé�nit comme le rapport entre la célérité de la lumière c
(cm.s−1) et la vitesse de propagation ν (cm.s−1) d'une onde monochromatique dans
le milieu considéré. Soit :

n =
c

ν
(II.2)

Dans un milieu hétérogène (composé de di�érents constituants) l'indice de réfrac-
tion est souvent calculé comme la moyenne des indices de réfraction des di�érents
constituants, pondérée par le volume des constituants. L'eau, qui est un des consti-
tuants majeurs des tissus biologiques, possède un indice de réfraction de 1,33. Ceci
constitue la limite basse des valeurs d'indice de réfraction des tissus. La limite haute
est �xée par les particules de mélanine dont l'indice de réfraction est de 1,6. En
moyenne, les tissus humains ont un indice de réfraction compris entre 1,35 et 1,40. À
noter que les tissus gras ont un indice de réfraction plus élevé, autour de 1,45.

aC'est l'une des plus petites constante en physique h ≈ 6, 626× 10−34 J.s.
bCette constante fondamentale vaut exactement 29,979 248 5 cm.ns−1.
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Table II.1 � Indice de réfraction de quelques tissus humains. Les données sont tirées de Mobley
et Vo-Dinh (2003).

tissu λ(nm) n (-)

peau 400-700 1,55

foie 633 1,37

cerveau 456-1064 1,37

gras (abdominal) 456-1064 1,46

poumons 456-1064 1,38

II.1.3 Absorption

Le phénomène d'absorption s'explique par des considérations d'ordre quantique. Un
atome peut changer d'état (quantique), autrement dit, passer d'un niveau d'énergie
à un autre s'il est éclairé par un rayonnement lumineux. La transition d'un état de
basse énergie � état fondamental � vers un état d'énergie plus élevée � état excité �
peut être obtenu par absorption de l'énergie d'un photon.

Absorption par une particule isolée Si l'on considère une particule absorbante iso-
lée, on peut caractériser son pouvoir d'absorption par sa section e�cace d'absorption
σa (cm2). Cette grandeur représente le rapport entre puissance absorbée Pa (W) et
l'intensité I0 (W.cm−2) d'une onde plane et monochromatique incidente. Soit :

σa(ŝ) =
Pa
I0

(II.3)

où ŝ est la direction d'incidence. Dans la suite, on fait l'hypothèse que la section
e�cace d'absorption est indépendante de la direction d'incidence, soit σa(ŝ) = σa.
Ceci est équivalent à considérer des absorbeurs sphériques.

La section e�cace est homogène à une surface mais elle ne représente pas directe-
ment la surface géométrique de la particule qui aurait absorbé les photons.

Absorption par un milieu homogène On peut caractériser un milieu composé
d'une densité uniforme ρa (cm−3) de particules absorbantes de même taille et non
di�usantes par son coe�cient d'absorption, noté µa (cm−1). Pour un tel milieu, dit
homogène, on écrit :

µa = ρaσa (II.4)

Si l'on éclaire un milieu homogène et non di�usant d'épaisseur x (cm) par un faisceau
collimaté d'intensité I0, alors on mesure une intensité I inférieure à I0 émergeant du
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s

Figure II.2 � Atténuation de la lumière au travers d'un milieu homogène, non di�usant.

milieu comme illustré à la �gure II.2. La relation entre les intensités I0 et I est éta-
blie par la loi de Beer-Lambert-Bouguer faisant intervenir le coe�cient d'absorption
comme suit :

I = I0 exp(−µax) (II.5)

On dé�nit en�n le libre parcours moyen d'absorption d'un milieu homogène et non
di�usant comme l'inverse du coe�cient d'absorption :

la =
1

µa
(II.6)

Cette grandeur correspond à la distance moyenne parcourue par un photon dans le
milieu avant qu'il ne soit absorbé.

Absorption par les tissus biologiques Les principaux absorbeurs d'un tissu biolo-
gique sont :

• L'hémoglobine, protéine métallique présente dans les globules rouges du sang
et dont la fonction est le transport de l'oxygène. On trouve l'hémoglobine sous
la forme oxygénée HbO2 (oxyhémoglobine) et sous la forme désoxygénée Hb
(désoxyhémoglobine).

• L'eau, constituant majeur des tissus.

• Les protéines.

• La mélanine, polymère responsable de la pigmentation de la peau.

L'étude des spectres d'absorption des tissus fait apparaître une bande spectrale, de
600 à 900 nm, pour laquelle les principaux constituants des tissus sont plus faiblement
absorbants (voir �gure II.3). Ainsi, dans les longueurs d'onde allant du rouge au proche
infrarouge, la lumière pénètre plus profondément les tissus biologiques : on parle de
fenêtre thérapeutique. Cette fenêtre est limitée dans les faibles longueurs d'ondes par
l'hémoglobine sous ses deux formes ainsi que par de nombreuses protéines. Pour les
plus grandes longueurs d'onde, l'absorption de l'eau devient le facteur limitant. Des
études de revue regroupent les valeurs des coe�cients d'absorption de di�érents tissus
constitutifs du corps humain (Cheong et al., 1990 ; Mobley et Vo-Dinh, 2003). Il faut
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Figure II.3 � Spectres d'absorption des principaux absorbeurs d'un tissu biologique et mise en
évidence de la fenêtre thérapeutique. La courbe bleue représente le spectre d'absorption de HbO2, la
rouge celle de Hb et la noire celle de H2O. La fenêtre thérapeutique est la bande spectrale comprise
entre les deux lignes pointillées. Les données représentées sont issues du site http://omlc.ogi.
edu/spectra/

rappeler que ces valeurs dépendent de la longueur d'onde utilisée, mais également de
la méthode employée ainsi que des conditions dans lesquelles l'analyse a été menée.
La table II.2 présente un aperçu de valeurs mesurées in vivo.

II.1.4 Fluorescence

Une molécule �uorescente, un �uorophore, absorbe la lumière à la longueur d'onde
d'excitation λx pour la réémettre à une longueur d'onde de �uorescence λf > λx. La
réémission de lumière par un ensemble de �uorophores est isotrope. Une illustration
est présentée à la �gure II.4.

Ce phénomène s'explique sur le plan quantique. Après absorption de lumière, le
�uorophore se retrouve dans un état électroniquement excité, généralement l'état sin-
gulet S1. L'émission de lumière �uorescente correspond à la relaxation radiative � avec
émission d'un photon � du �uorophore, de son état excité S1 à son état fondamental
S0.

Un �uorophore peut être caractérisé par trois paramètres : sa section e�cace de
�uorescence σf (cm2), son rendement quantique η (-) et son temps de vie τ (ns).

http://omlc.ogi.edu/spectra/
http://omlc.ogi.edu/spectra/
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Table II.2 � Quelques coe�cients d'absorption de quelques tissus humains mesurés in vivo. Les
données sont tirées de Mobley et Vo-Dinh (2003).

tissu λ(nm) µa (cm−1) commentaires

peau 700 0.38 -

sein 753 0.046 technique résolue en temps

cerveau 674 >0.2 -

sang 665 1.3 oxygéné HbO2

sang 665 4.87 désoxygéné Hb

Section e�cace de �uorescence Elle correspond au pouvoir absorbant du �uoro-
phore à la longueur d'onde λx. Par conséquent, la section e�cace de �uorescence est
dé�nie par l'équation II.3 du paragraphe précédent. En solution, pour une concentra-
tion en �uorophore donnée et pour une intensité d'excitation donnée, plus la section
e�cace de �uorescence sera grande, plus le nombre de �uorophores excités sera grand.

E�cacité quantique Elle décrit la part de photons absorbés qui va être convertie
en photons de �uorescence. Soit Na le nombre de photons absorbés à la longueur
d'onde λx et Nf le nombre de photons émis à la longueur d'onde λf . On dé�nit le
rendement quantique par :

η =
Nf

Na

. (II.7)

L'e�cacité quantique est toujours inférieure à 1 et très variable selon les molécules
considérées.

Le temps de vie de �uorescence Le temps de vie de �uorescence correspond
au temps moyen que les molécules demeurent dans l'état excité. Considérons une
cuve, contenant un nombre important de �uorophores, que l'on illumine par un pulse
de lumière (mathématiquement parlant une fonction de Dirac). Soit N0 le nombre
de photons excités à l'instant initial. On observe une décroissance du nombre de
�uorophores excités N(t) suivant la loi (Lakowicz, 2006, chapitre 2, �4.1.1) :

N(t) = N0 exp

(
− t
τ

)
(II.8)

Les temps de vie des �uorophores sont de l'ordre de la nanoseconde, pour la plupart
compris entre 1 et 10 ns.
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Figure II.4 � Illustration de la lumière de �uorescence émise à la longueur d'onde λf par un
ensemble de �uorophores contenus dans un volume dV , après excitation à la longueur d'onde λx

II.1.5 Di�usion

La di�usion est un phénomène qui s'observe lorsqu'un matériau abrite des particules
dont les propriétés di�èrent de celle du matériau d'accueil. La di�usion se manifeste
par le changement de direction de l'onde incidente au niveau d'un di�useur comme le
montre la �gure II.5.

Di�usion par une particule isolée De manière analogue à l'absorption, on exprime
le pouvoir de di�usion d'un di�useur sphérique isolé par σs (cm2), sa section e�cace
de di�usion. Cette grandeur représente le rapport entre l'intensité I0 (W.cm−2) d'une
onde plane et monochromatique incidente et la puissance Pd (W) di�usée hors du
plan d'incidence :

σs(ŝ) =
Ps(ŝ)

I0

(II.9)

De même que pour l'absorption, on va faire l'hypothèse que la section e�cace de
di�usion est indépendante de la direction d'incidence ŝ. Soit : σs(ŝ) = σs

Di�usion par un milieu homogène On caractérise un milieu composé d'une densité
uniforme ρs (cm−3) de particules di�usantes, de même taille et non absorbantes, par
son coe�cient de di�usion, noté µs (cm−1). Pour un tel milieu, dit homogène, on
écrit :

µs = ρsσs (II.10)
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Figure II.5 � Illustration d'un évènement di�usif. Les �èches noires représentent la trajectoire du
photon, incident de direction s et di�usé de direction s′.

On dé�nit également ls le libre parcours moyen de di�usion d'un milieu homogène et
non absorbant comme l'inverse du coe�cient de di�usion :

ls =
1

µs
(II.11)

Cette grandeur représente la distance moyenne parcourue par un photon dans le milieu
avant qu'il ne soit di�usé.

Anisotropie de di�usion Lorsque la lumière est di�usée, il se peut qu'elle le soit
préférentiellement selon certaines directions ŝ′. A�n de représenter cette anisotropie
de comportement, on dé�nit une fonction de phase p. Cette fonction traduit la den-
sité de probabilité qu'un photon incident selon s soit di�usé selon s′. On suppose
généralement que la fonction de phase ne dépend que de l'angle θ entre s et s′ (se
reporter à la �gure II.5).

A�n d'évaluer la direction privilégiée de di�usion, on introduit le coe�cient d'ani-
sotropie g. Il est dé�ni comme la valeur moyenne du cosinus de l'angle de di�usion,
soit :

g =

∫
p(ŝ · ŝ′) ŝ · ŝ′ dΩ′. (II.12)

Ce coe�cient est par dé�nition compris entre −1 et 1. La valeur −1 traduit une
di�usion entièrement vers l'arrière, la valeur 1 une di�usion entièrement vers l'avant.
Un coe�cient d'anisotropie nul indique une di�usion isotrope : sans aucune direction
privilégiée.

Il est parfois souhaitable (notamment dans le cadre de l'approximation de la dif-
fusion) de disposer d'un paramètre tenant compte de l'anisotropie de di�usion. À cet
e�et, on introduit le coe�cient de di�usion réduit µ′s :

µ′s = (1− g)µs (II.13)
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Figure II.6 � Représentation graphique de la relation entre le libre parcours moyen et le libre
parcours moyen réduit. Après cinq évènements de di�usion anisotrope, le photon a perdu mémoire
de sa direction.

Le coe�cient de di�usion réduit, d'un milieu présentant une anisotropie de di�usion,
peut être vu comme le coe�cient de di�usion équivalent dans un milieu où la di�usion
serait parfaitement isotrope. On dé�nit le libre parcours moyen réduit de di�usion
comme :

l′s =
1

µ′s
(II.14)

Ce libre parcours moyen peut être interprété comme la distance moyenne parcourue
par un photon dans un milieu anisotrope avant qu'il ne soit di�usé de façon isotrope.
La �gure II.6 illustre la relation entre le libre parcours moyen et le libre parcours
réduit.

Di�usion par un tissu biologique Dans un tissu biologique, le phénomène de dif-
fusion s'explique par la présence d'un certain nombre d'éléments de petite taille à
l'intérieur des cellules (Mourant et al., 1998), comme illustré à la �gure II.7. Ces élé-
ments, appelés organelles, ont un diamètre de l'ordre de quelques dixièmes de µm à
mettre en regard avec le diamètre caractéristique d'une cellule de l'ordre de 20 µm.
Ces éléments sont de divers types : mitochondries, lysosomes et appareils de Golgi
pour les principaux.

Les tissus biologiques sont constitués d'une grande diversité de structures dont
les échelles de taille varient sur une large gamme. Les propriétés optiques de tels
milieux, que l'on quali�e d'hétérogènes, seront vues comme des propriétés moyennes.
Elles résultent des contributions pondérées des di�érentes structures impliquées dans
chaque phénomène. Un aperçu des coe�cients de di�usion réduits de quelques tissus
biologiques est donné dans la table II.3.
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Figure II.7 � Schéma d'une cellule animale, de son noyau (2) et des di�érents éléments en
périphérie (3 à 13), à l'origine de la di�usion dans les tissus biologiques. (1) nucléole, (3) ribo-
some, (4) vésicule, (5) réticulum endoplasmique granuleux, (6) appareil de Golgi, (7) cytosque-
lette, (8) réticulum endoplasmique lisse, (9) mitochondrie, (10) vacuole, (11) cytoplasme, (12) ly-
sosome, (13) centriole. Ce schéma est extrait de l'article wikipédia � cell � disponible à l'adresse :
http://en.wikipedia.org/wiki/Cell_(biology) .

II.2 Théories de la di�usion

Comme nous l'avons déjà dit dans le chapitre précédent (voir au paragraphe I.1.1), il
existe deux grandes familles de modèles de propagation de la lumière dans les milieux
di�usants : les modèles statistiques ou stochastiques et les modèles déterministes.
Dans cette partie, nous détaillons les modèles déterministes, basés sur l'équation de
transfert radiatif et ses di�érentes approximations.

II.2.1 Équation de transfert radiatif

L'équation de transfert radiatif (ÉTR) régit la propagation lumineuse dans un milieu
di�usant. Cette équation a été initialement introduite en astrophysique (Chandrase-
khar, 1960) avant d'être largement utilisée pour modéliser le transport de neutrons
(Case et Zweifel, 1967). Elle a plus récemment été introduite en di�usion optique
(Ishimaru, 1977).

L'ÉTR est établie phénoménologiquement, en exprimant la variation de puis-
sance lumineuse dP transitant dans un volume élémentaire dV = dAdr selon
une direction donnée ŝ (voir �gure II.8). On rappelle que la luminance est dé�nie
comme la puissance lumineuse par unité de surface et d'angle solide. Par conséquent,
dP = dL(r, ŝ, t) dA.

Détaillons la variation de puissance dP , dans le volume dV , selon la direction ŝ,

http://en.wikipedia.org/wiki/Cell_(biology)
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Table II.3 � Quelques coe�cients de di�usion réduits de quelques tissus humains mesurés in vivo.
Les données sont tirées de Mobley et Vo-Dinh (2003).

tissu λ(nm) µ′s (cm−1) commentaires

peau 700 28.7 -

sein 753 8.9 technique résolue en temps

cerveau 674 8.5 -

sang 665 6.11 oxygéné HbO2

sang 665 2.49 désoxygéné Hb

en fonction des phénomènes physiques mis en jeu lors de la propagation de la lumière.
Considérons tout d'abord les pertes de puissance qui sont de deux ordres :

1. Absorption de lumière incidente selon ŝ. Elle s'exprime par dé�nition du coe�-
cient d'absorption par : µa(r)L(r, ŝ, t)dV .

2. Di�usion de lumière incidente selon ŝ. Elle s'exprime par dé�nition du coe�cient
de di�usion par : µs(r)L(r, ŝ, t)dV .

Détaillons à présent les gains de puissance, également de deux ordres.

1. Di�usion selon ŝ de lumière incidente selon les autres directions de l'espace :
µs(r)

∫
4π
p(ŝ, ŝ′)L(r, ŝ′, t) dŝ′dV

2. Sources de lumière présentes dans le volume dV : S(r, ŝ, t)dV où S est la distri-
bution spatiale et angulaire des sources de photons, exprimée en W.m−3.sr−1

Réécrivons la variation élémentaire de luminance dL(r, ŝ, t) en fonction des varia-
tions élémentaires d'espace dr et de temps dt = 1/νdr, où ν (m.s−1), rappelons-le,
représente la vitesse de propagation de la lumière dans le milieu. On a :

dL(r, ŝ, t) =
∂L(r, ŝ, t)

∂t
dt+∇L(r, ŝ, t) · ŝdr (II.15)

dL(r, ŝ, t)dA =
1

ν

∂L(r, ŝ, t)

∂t
dV +∇L(r, ŝ, t) · ŝdV (II.16)

En écrivant la variation de puissance dans dV comme la di�érence entre les gains et
les pertes de puissance, on aboutit à l'équation de transfert radiatif suivante :

1

ν

∂L(r, ŝ, t)

∂t
+∇L(r, ŝ, t) · ŝ = −[µa(r) + µs(r)]L(r, ŝ, t)

+ µs(r)

∫

4π

p(ŝ, ŝ′)L(r, ŝ′, t) dŝ′ + S(r, ŝ, t) (II.17)
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Figure II.8 � Position du problème permettant d'établir l'équation de transfert radiatif.

Les solutions analytiques de l'ÉTR sont très di�ciles à obtenir. La di�culté réside
dans l'évaluation du terme intégral contenant la fonction de phase. Des solutions
existent pour quelques géométries simples (planaire, sphérique notamment) éclairées
par une onde plane (Boas, 1996). Il est possible d'aller un peu plus loin en considérant
une fonction de phase classique, dite de Henyey-Greenstein puis en résolvant l'ÉTR
par des méthodes numériques et notamment celle des coordonnées discrètes (Klose
et al., 2002).

II.2.2 Approximation PN

Cette approximation est e�ectuée en décomposant les fonctions p, L et S interve-
nant dans le problème en harmoniques sphériques (Boas, 1996 ; Arridge, 1999). Ces
compositions peuvent, selon les auteurs, faire apparaître un terme supplémentaire en
facteur par rapport aux expressions ici proposées :

p(ŝ · ŝ′) =
N∑

l=0

glPl(ŝ · ŝ′)

=
N∑

l=0

l∑

m=−l

glY
∗
l,m(ŝ′)Yl,m(ŝ) (II.18)

L(r, ŝ, t) =
N∑

l=0

l∑

m=−l

φl,m(r, t)Yl,m(ŝ) (II.19)

S(r, ŝ, t) =
N∑

l=0

l∑

m=−l

sl,m(r, t)Yl,m(ŝ) (II.20)
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où les Pl sont les polynômes de Legendrec à l'ordre l et les Yl,m les harmoniques
sphériques.

En introduisant les grandeurs équation II.18 à l'équation II.20, tronquées à l'ordre
l = N dans l'équation de transfert radiatif équation II.17 et en utilisant certaines
propriétés remarquables des harmoniques sphériques, on aboutit à un système de
(N + 1)2 équations couplées. Pour de plus amples détails concernant ces calculs, le
lecteur pourra consulter la thèse de Boas (1996, cf. appendix A) ainsi que l'article
d'Arridge (1999, cf. subsec. 3.1).

Notons que la troncature de la décompositions en harmoniques sphériques revient
à imposer un certain niveau de régularité dans la dépendance angulaire des grandeurs
p, L et S. Une illustration est fournie au paragraphe suivant pour le cas N = 1.

II.2.3 Approximation P1

L'approximation P1 consiste à exprimer la luminance L de la lumière di�use en fonc-
tion de ses deux premiers moments :

L(r, ŝ, t) =
1

4π
φ(r, t) +

3

4π
J(r, t) · ŝ (II.21)

où :

φ(r, t) =

∫

4π

L(r, ŝ, t) dΩ ; J(r, t) =

∫

4π

L(r, ŝ, t)ŝ dΩ (II.22)

φ (W.cm−2) est la �uence di�usée ou densité de photons di�usés (�uence rate ou
photon density en anglais), J (W.m−2) est le �ux de photons di�usés. Une illustration
de la dépendance angulaire de la luminance est donnée à la �gure II.9.

De la même façon, on développe le terme source sous la forme :

S(r, ŝ, t) =
1

4π
S0(r, t) +

3

4π
S(r, t) · ŝ, (II.23)

où S0 (W.m−3) et S (W.m−3) sont les deux premiers moments de la source.

On peut alors déterminer le couple d'équations régissant le cadre d'approximation
P1. La première équation de ce couple est facilement obtenue en intégrant l'ÉTR II.17
sur tous les angles solides d'observation. Il vient :

∇J(r, t) +

[
1

ν

∂

∂t
+ µa(r)

]
φ(r, t). = S0(r, t) (II.24)

Notons que cette équation est très générale. Elle est véri�ée dans le cadre de l'ÉTR
puisque l'hypothèse faite sur la luminance à l'équation II.21 n'intervient pas dans son
obtention.

cLes Pl sont une famille de polynômes de degré l, tous orthogonaux sur [−1, 1].
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Figure II.9 � Représentation angulaire de la luminance L(r, r̂, t), pour ŝ variant de 0 à 2π, dans
le cadre de l'approximation P1. La représentation a lieu dans un plan contenant J , pour ||J || variant
de 0 à φ.

Les calculs permettant d'arriver à la seconde équation du couples sont moins évi-
dents. Il faut dans un premier temps substituer dans l'ÉTR II.17, l'expression de
la luminance donnée équation II.21. L'étape suivante consiste à multiplier les deux
membres par ŝ, puis à intégrer sur tous les angles solides. Un certain nombre de sim-
pli�cations vont apparaître, utilisant les expressions données à la table II.4. Après
calculs, on aboutit à :

1

3
∇φ(r, t) +

[
1

ν

∂

∂t
+ µa(r) + µ′s(r)

]
J(r, t) = S(r, t) (II.25)

A�n de mettre en évidence des simpli�cations qui auront lieu par la suite, on réécrit
l'équation précédente sous la forme :

∇φ(r, t) +

[
3

ν

∂

∂t
+

1

D(r)

]
J(r, t) = 3S(r, t), (II.26)

où la constante de di�usion D (en cm) est donnée par :

D(r) =
1

3[µa(r) + µ′s(r)]
. (II.27)
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Table II.4 � Quelques valeurs d'intégrales utiles aux calculs de l'approximation P1. La
démonstration de ces égalités est fournie en annexe.

∫
4π

dΩ = 4π,
∫

4π
ŝ dΩ = 0,

∫
4π

(a · ŝ) dΩ = 0,
∫

4π
(a · ŝ) · ŝ dΩ = 4π

3
a, a

∫
4π
p(ŝ · ŝ′)ŝ · ŝ′ dΩ = g, b

∫
4π
p(ŝ · ŝ′)ŝ dΩ = gŝ′.

a Attention aux simpli�cations trop rapides : (a · ŝ)ŝ 6= a(ŝ · ŝ) = a

b Par dé�nition de g, voir équation II.12

II.2.4 Équation du télégraphe

L'équation du télégraphe est obtenue en découplant les deux équations de l'approxi-
mation P1. Cette opération consiste dans un premier temps à prendre la divergence
de l'équation II.26 a�n de faire apparaître le terme ∇J(r, t). Il convient ensuite de
substituer ce terme dans l'équation dans l'équation II.24. En e�ectuant lesdits calculs,
on aboutit à :

−D(r)∇2φ(r, t) +
3D(r)

ν2

∂2

∂t2
φ(r, t) + µa(r)φ(r, t) +

1

ν
[1 + 3µa(r)D(r)]

∂

∂t
φ(r, t)

=

[
3D(r)

ν

∂

∂t
+ 1

]
S0(r, t)− 3D(r)∇S(r, t)−

∇D(r)

D(r)
J(r, t) (II.28)

Il faut noter qu'à ce stade, l'approximation P1 et l'équation du télégraphe sont équi-
valentes. Cette formulation met en lumière certaines approximations qui seront e�ec-
tuées dans la section II.2.5. Pour aller un peu plus loin, on peut supposer les sources
de lumière isotropes et le milieu homogène. En injectant ∇D(r) = 0 dans l'équa-
tion II.29, on a l'expression simpli�ée suivante :

−D∇2φ(r, t) +
3D

ν2

∂2

∂t2
φ(r, t) +

1

ν
[1 + 3µaD]

∂

∂t
φ(r, t) + µaφ(r, t)

=

[
3D(r)

ν

∂

∂t
+ 1

]
S0(r, t)− 3D(r)∇S(r, t) (II.29)

Des solutions analytiques de cette dernière équation sont disponibles pour des géo-
métries simples, notamment un milieu in�ni (Durian et Rudnick, 1997).
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II.2.5 Approximation de la di�usion

L'approximation de la di�usion (AD) constitue un cadre d'approximation de la dif-
fusion de la lumière aux hypothèses plus restrictives que celui de l'approximation P1.
Partant de l'approximation P1, on ajoute deux hypothèses supplémentaires.

1. On suppose tout d'abord que la source de lumière est isotrope, soit :

S(r, t) = o. (II.30)

2. On suppose de plus que le �ux varie lentement au cours du temps, soit :

∂

∂t
J(r, t) = o. (II.31)

En injectant ces deux équations dans l'équation II.26, le vecteur �ux J s'exprime par
une simple loi de Fick :

J(r, t) = −D(r)∇φ(r, t). (II.32)

Finalement, en utilisant cette loi de Fick pour remplacer J dans l'équation II.24, on
arrive à l'Équation de Di�usion de la Lumière (ÉDL) qui s'énonce :

−∇D(r)∇φ(r, t) +
1

ν

∂

∂t
φ(r, t) + µa(r)φ(r, t) = S0(r, t). (II.33)

Ces hypothèses sont généralement respectées dans les tissus biologiques. Ceci fait
de l'AD un cadre théorique attrayant en vue de traiter les problèmes d'optique de
di�usion orientés vers l'étude de tels milieux. Retenons qu'il a été démontré que
cette équation est un modèle satisfaisant de propagation de la lumière dans les tissus
biologiques pour peu que l'on se place dans certaines conditions de validité, à savoir
lorsque :

1. Le milieu est beaucoup plus di�usant qu'absorbant, soit µa � µ′s. Des études
comparatives entre l'ÉTR et l'AD ont montré que lorsque le rapport entre µa et
µ′s était supérieur à 1/100, les deux approches étaient équivalentes même pour
de grandes épaisseurs de tissu traversé (Hielscher et al., 1998). Cette condition
est généralement respectée dans les tissus biologiques (Arridge, 1999). Il a été
avancé qu'il est possible d'étendre le domaine de validité de l'ÉDL à des milieux
relativement plus absorbants en considérant un coe�cient de di�usion modi�é
(Elalou� et al., 2003)

2. Le milieu est su�samment absorbant et di�usant. En e�et, même si la condition
1) est respectée, l'AD est prise en défaut dans des milieux faiblement absorbants,
et faiblement di�usants (Arridge, 1999).
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Figure II.10 � Schéma des éléments intervenant dans la dé�nition des cl d'un milieu di�usant. La
surface S est dé�nie comme l'interface entre le milieu di�usant et absorbant d'indice nin. Le milieu
extérieur est supposé optiquement transparent d'indice de réfraction nout. Le vecteur unitaire n̂(r)
est normal à la surface en r et orienté vers l'extérieur. La surface Se représente la surface extrapolée
(cf. �II.3.3).

3. Les sources de lumière sont isotropes. C'est une conséquence directe de l'approxi-
mation faite à l'équation II.30.

4. Les distances de propagation sont su�samment grandes, c'est-à-dire supérieures
à plusieurs libres parcours de di�usion réduits l′s (Yoo et al., 1990).

5. Les temps sont su�samment longs (Hielscher et al., 1995), ce qui résulte de
l'hypothèse faite à l'équation II.31.

II.3 Conditions aux limites

Les équations de propagation présentées dans la partie précédente doivent être com-
plétées par des équations supplémentaires qui gèrent les conditions aux limites (CL).
Pour le modèle le plus général, régit par l'ÉTR, on dé�nit une CL sur la luminance à
partir de considérations physiques. Pour les modèles approchés (et l'AD notamment),
on ne peut employer les mêmes CL, et des CL de substitution doivent être introduites.
Une revue très précise des trois types de CL de substitution a été publiée par Haskell
et al. (1994). Les notations employées dans la suite de cette partie sont regroupées
sur la �gure II.10.
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II.3.1 Condition aux limites � vraie �

On considère que la luminance L en un point de l'interface est nulle pour toutes les
directions d'observation orientées vers le milieu. Autrement dit, cela revient à faire
l'hypothèse que les photons di�usés hors du milieu n'y retournent pas et qu'il n'existe
pas de source de lumière externe. Soit la condition :

L(r, ŝ, t) = 0, ∀ŝ / ŝ · n̂ < 0 (II.34)

Cette condition ne peut malheureusement pas s'appliquer dans n'importe quel cadre,
en particulier dans celui de l'approximation P1 qui décrit la luminance comme la
somme d'un terme isotrope et d'un terme directionnel (se rappeler la �gure II.9). On
a alors recourt aux CL approchées décrites dans les trois paragraphes suivants.

II.3.2 Condition aux limites de courant partiel

Elle est notée PCBC (pour Partial Courant Boundary Condition). Cette CL est ob-
tenue en faisant l'hypothèse que la puissance surfacique entrante est nulle (Ishimaru,
1977), soit : ∫

ŝ·n̂<0

L(r, ŝ, t)ŝ · n̂ dΩ = 0 (II.35)

Ce qui, en remplaçant la luminance par l'expression donnée équation II.21 conduit à
l'expression suivante :

φPC(r, t) = 2D∇φPC(r, t) · n̂(r), ∀r ∈ S (II.36)

Cette condition peut être adaptée pour rendre de compte des ré�exions aux interfaces.
Pour cela, on considère la puissance surfacique entrante égale à la puissance surfacique
ré�échie, soit :

∫

ŝ·n̂<0

L(r, ŝ, t)ŝ · n̂ dΩ =

∫

ŝ·n̂>0

R(ŝ · n̂)L(r, ŝ, t)ŝ · n̂ dΩ (II.37)

où R(ŝ·n̂) est le coe�cient de ré�exion de Fresnel. On déduit après un calcul similaire
à celui qui nous a conduit à l'équation II.36 :

φPC(r, t) = 2AD∇φPC(r, t) · n̂, ∀r ∈ S (II.38)

La constante A s'exprime en fonction d'intégrales sur R(ŝ · n̂) (Haskell et al., 1994,
voir les équations 2.4.1 et 2.3.5). Par conséquent, A dépend seulement du saut d'indice
à l'interface.
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II.3.3 Condition aux limites extrapolées

Elle est souvent notée EBC (pour Extrapolated Boundary Condition). Cette condition
aux limites repose sur des bases rigoureuses qui trouvent leur origine dans la résolution
du problème de Milne (Case et Zweifel, 1967, voir subsecs 5.6 et 6.4). La condition
EBC impose que la densité de photons s'annule à une distance de de l'interface S,
hors du milieu di�usant. Cette surface est notée Se. Soit la condition :

φE(r, t) = 0, ∀r ∈ (Se). (II.39)

La distance extrapolée de (cm) est donnée par la formule suivante :

de = 2AD, (II.40)

où la constante A est celle qui intervient dans le cas PCBC précédent (Moulton, 1990).

II.3.4 Condition aux limites nulles

Elle est souvent notée ZBC (pour Zero Boundary Condition). Cette CL stipule que la
densité de photons est nulle au niveau de l'interface. Cette hypothèse est clairement
fausse sur le plan de la physique. En revanche, elle est mathématiquement simple et
certains auteurs ont avancé qu'elle constitue une approximation su�sante pour peu
que l'on se place su�samment loin des interfaces (Patterson et al., 1989). Soit la
condition ZBC :

φZ(r, t) = 0, ∀r ∈ S (II.41)

II.3.5 Comparaison des conditions aux limites

Plusieurs études ont eu pour objectif de comparer les solutions de l'AD obtenue avec
les trois CL (consulter la �gure II.11 à titre d'illustration). Dans ces études, la solution
de référence est généralement obtenue par la MMC ou plus rarement par une mesure
expérimentale.

Hielscher et al. (1995) ont comparé les résultats d'une simulation Monte-Carlo
avec les solutions analytiques de l'AD en milieu semi-in�ni. Leurs conclusions, basées
sur le calcul de la ré�ectance qui est la norme du gradient de la densité de photons,
sont les suivantes : i) les ré�ectances obtenues par PCBC et EBC sont quasiment les
mêmes, ii) la ré�ectance obtenue par ZBC di�ère des deux autres, iii) la ré�ectance
obtenue par ZBC s'éloigne davantage des simulations Monte-Carlo que ne le font les
ré�ectances obtenues par PCBC et EBC.

Kienle et Patterson (1997) ont comparé la luminance selon la direction normale
à l'interface. Les luminances obtenues par PCBC et celles obtenues par EBC sont
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Figure II.11 � Illustration de solutions de l'ÉDL obtenue pour les trois CL. r représente la distance
à l'interface selon une direction normale. Les allures des courbes sont données à titre indicatif.

très proches. En les comparant à des prévisions obtenues par la MMC, les auteurs
observent que les luminances issues des CL EBC sont légèrement meilleures aux temps
courts que celles issues des CL PCBC.

II.4 Modèles de sources

Par modèle de source, on entend modèle d'interaction entre un faisceau laser incident
et un milieu di�usant. Dans la suite, on considère un faisceau laser d'énergie Ei,
incident selon la direction î, en un point ri à la surface S du milieu di�usant. L'aire
d'interaction entre le faisceau et le milieu di�usant est notéeAi. La �gure II.12 reprend
ces notations et schématise les trois modèles les plus courants, détaillés dans les trois
paragraphes suivants.

II.4.1 Source � vraie �

La lumière du faisceau laser incident est collimatée. Autrement dit, tous les photons
se déplacent dans la même direction î, jusqu'à atteindre la surface du milieu di�usant
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Figure II.12 � Illustration de di�érents modèles d'interaction entre un faisceau laser et un milieu
di�usant. Le faisceau laser est représenté en rouge. Le milieu di�usant se trouve au dessous de la
surface S. a) Modèle de source � vraie � ; b) modèle de source isotrope ponctuelle ; c) modèle de
source isotrope étendue

en ri. Traduit en termes de luminance, cela nous donne le modèle de source suivant :

S0(r, ŝ, t) = Ei δ(r − ri)δ(ŝ− î)δ(t) (II.42)

Tout comme la CL � vraie �, ce modèle de source � vraie � ne peut pas être mis
en ÷uvre pour n'importe quel modèle de propagation de la lumière. Dans le cadre de
l'AD, cela conduit aux deux modèles qui sont présentés par la suite.

II.4.2 Source isotrope ponctuelle

C'est le modèle le plus utilisé. Son utilisation se généralise lorsque l'AD est retenue
comme modèle de propagation. Ce modèle consiste à dire que l'interaction entre le
milieu et le faisceau laser est équivalent à une source ponctuelle isotrope. Cette source
est placée dans le milieu, légèrement sous le point d'interaction, à la distance l de
celui-ci. Dans le cadre de ce modèle on a donc :

S0(r, t) = Ei δ(r − ri − lî)δ(t) (II.43)

La distance l est généralement choisie égale à l′s (Patterson et al., 1989). Ceci est
cohérent avec le fait que c'est au bout de cette distance que les photons ont perdu la
mémoire de leur direction de propagation. À cette distance du point d'interaction, un
photon a bien équiprobabilité d'être di�usé dans une direction ou une autre. Cepen-
dant, Intes et al. (1999) ont montré que la corrélation entre ce modèle et des mesures
expérimentales était meilleure pour l = 1.5 l′s. Malgré cette étude, le choix l = l′s reste
le plus largement utilisé.
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Figure II.13 � Schéma des notations employées pour le calcul du signal détecté par un dispositif
de mesure.

II.4.3 Source isotrope étendue

Dans le modèle précédent, on suppose que tous les photons incidents partent d'un
même point ce qui n'est évidemment pas physique. Pour a�ner le modèle Farrell
et al. (1992) considèrent un ensemble de sources ponctuelles, sous la surface, dont
l'intensité décroît exponentiellement avec la profondeur. Soit :

S0(r, t) = Ei µt exp(−µt ri · ẑ)δ(t) (II.44)

où µt = µa + µ′s.

Des comparaisons entre ce modèle de source étendue et le modèle de source ponc-
tuelle précédent ont été réalisées. Pour cela, les auteurs ont comparé les solutions de
l'équation de l'AD, pour les deux modèles de source, avec des simulations MC. Bien
que cela soit contre-intuitif, ils montrent que le modèle de source ponctuelle, dans le
cadre de l'AD, produit de meilleurs résultats.

Fantini et al. (1997) ont également développé des modèles de source étendue. Dans
leur travaux, ils modélisent l'interaction faisceau laser/milieu di�usant par une demi-
sphère d'intensité constante mais dont le rayon est fonction des propriétés optiques.
Il déduisent ensuite les solutions de l'équation de l'AD avec un tel terme source.
Les mêmes auteurs ont traité des distributions de sources étendues plus complexes :
sphères et demi-sphères avec des intensités décroissantes, linéairement ou exponen-
tiellement.
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II.5 Modèles de détection

Le modèle de détection, comme nous l'entendons, décrit la grandeur photométrique
collectée en entrée du dispositif de mesure. On parle de quantité mesurée pour désigner
cette grandeur, que l'on notera par la suite MQ. Le dispositif de mesure, que ce soit
une �bre optique ou l'objectif d'une caméra, est caractérisé par son aire de détection
Ad et son angle solide de détection Ωd comme schématisé sur la �gure II.13.

II.5.1 Modèle de détection � vrai �

L'expression la plus générale de la quantité mesurée, proposée par Haskell et al.
(1994), consiste à intégrer la luminance transmise sur la surface de détection et pour
les angles acceptés par le dispositif de mesure. La quantité mesurée en d à l'instant t
s'écrit donc :

MQ(d, t) =

∫

Ad

∫

Ωd

TF (ŝ · n̂)L(r, ŝ, t)ŝ · n̂ dŝ dr, (II.45)

où TF (ŝ · n̂) est le coe�cient de transmission de Fresnel.

En substituant dans l'expression précédente l'expression de la luminance dans le
cadre de l'AD (cf. équation II.21), on obtient :

MQ(d, t) =
1

4π

∫

Ad

∫

Ωd

T (ŝ · n̂) [φ(r, t)− 3D∇φ(r, t) · ŝ] ŝ · n̂ dŝ dr (II.46)

Considérons d'aventure que la densité de photons est uniforme au niveau de l'aire de
collection. Soit : φ(r, t) = cte, ∀r ∈ Ad. Il s'agit d'une hypothèse raisonnable pour
peu que l'aire de détection soit faible. On obtient alors l'expression

MQ(d, t) =
Ad
4π

∫

Ω∈Ωd

T (ŝ · n̂) [φ(r, t)− 3D∇φ(r, t) · ŝ] ŝ · n̂ dΩ (II.47)

qui peut être réduite sous la forme :

MQ(d, t) =
1

4π
Ad [Ωφ φ(d, t)− 3DΩF∇φ(d, t) · n̂] . (II.48)

où Ωφ et ΩF sont les angles solides de densité et de �ux, respectivement, donnés par
les formules suivantes :

Ωφ = 2π

∫ θm

0

TF (cos θ) cos θ sin θ dθ et : ΩF = 2π

∫ θm

0

TF (cos θ) cos2 θ sin θ dθ.

(II.49)
où θm est le demi-angle au sommet l'angle solide de détection Ωd.
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On voit ici que le signal mesuré par le dispositif de mesure est proportionnel à
une quantité qui est fonction de la densité de photons au niveau de l'interface mais
également à la dérivée de cette densité de photon suivant la normale à l'interface. Par
la suite, et par simplicité, on notera F le �ux de photons sortant F = −∇φ(d, t) · n̂.
Soit l'expression de la quantité mesurée :

MQ(d, t) =
1

4π
Ad [Ωφ φ(d, t) + 3DΩFF (d, t)] . (II.50)

II.5.2 Modèle de densité

Le modèle de densité stipule que la quantité mesurée est proportionnelle à la densité
de photon au point de détection. Soit MQφ la quantité mesurée dans le cadre de ce
modèle. On a :

MQφ(d, t) ∝ φ(d, t) (II.51)

D'après l'expression de la CL PCBC dé�nie équation II.38, on peut exprimer le
�ux de photons en fonction de la densité de photons en tout point de l'interface. En
utilisant cette propriété dans l'équation II.50, on aboutit au modèle de densité.

II.5.3 Modèle de �ux

Dans le cadre de ce modèle, on considère la quantité mesurée proportionnelle au �ux
de photons dans la direction normale à l'interface. Soit MQF la quantité mesurée en
modèle de �ux. On a :

MQF (d, t) ∝ F (d, t) (II.52)

Injecter la CL ZBC dé�nie équation II.41 dans la relation de l'équation II.50,
permet d'aboutir à ce modèle. Si la CL PCBC est considérée, on aboutit également
au modèle de �ux, par un raisonnement similaire à celui du paragraphe précédent.

II.5.4 Modèle hybride

Ce modèle fait l'hypothèse que la quantité mesurée est proportionnelle à une expres-
sion faisant intervenir à la fois la densité et le �ux de photons. Soit MQH la quantité
mesurée dans le cadre de ce modèle. On a :

MQH(d, t) ∝ φ(d, t) + 3D∇φ(d, t) · n̂. (II.53)
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Ce modèle est adapté au traitement des CL EBC pour lesquelles l'écriture de la
quantité mesurable ne peut être simpli�ée. Il a notamment été utilisé par Kienle et
Patterson (1997) a�n de déterminer les propriétés optiques d'un milieu et par Comsa
et al. (2006) dans le cadre de la bioluminescence.

II.5.5 Remarque

Dans la littérature, il est courant que des auteurs utilisant l'EBC considèrent la quan-
tité mesurable proportionnelle à la densité de photons (Li et al., 1996, par exemple).
Il est également courant que des auteurs utilisant l'EBC considèrent la quantité me-
surable proportionnelle au �ux de photons dans la direction normale à l'interface
(Moulton, 1990, par exemple). En�n, d'autres auteurs (mais les exemples sont moins
nombreux, voir Kienle et Patterson (1997) par exemple), considèrent la quantité me-
surable proportionnelle aux deux termes. Il existe donc une ambiguïté concernant le
modèle de détection à choisir lorsque l'EBC est employée. A�n de lever cette ambi-
guïté, une discussion détaillée est donnée au chapitre IV.

II.6 Conclusion du chapitre

Prévoir des mesures en imagerie optique di�use nécessite en premier lieu de choisir un
modèle de propagation de la lumière. Les modèles de propagation dans les milieux dif-
fusants, et notamment les modèles déterministes, ont été largement étudiés depuis la
�n des années 1980. Les temps de calcul, associés à ces modèles, doivent rester faibles
car ces modèles ont pour �nalité d'être utilisés dans des boucles de reconstruction.
Partant de cet impératif, on préfère utiliser des modèles aux hypothèses restrictives,
mais plus simples et pouvant être calculés plus rapidement. L'AD est sans conteste le
modèle le plus utilisé en imagerie optique di�use.

La validité des modèles de propagation, et de l'AD en particulier, a fait l'objet de
nombreuses études que nous avons tenté de résumer dans ce chapitre. Il convient ici
de remarquer que la plupart de ces études, réalisées au début des années 1990, étaient
orientées vers la détermination des propriétés optiques d'un milieu. L'AD a donc été
abondamment évaluée pour di�érents coe�cients d'absorption et de di�usion. Elle a
été évaluée dans une moindre mesure pour di�érentes distances de propagation. La
robustesse du modèle en fonction de la distance de propagation est pourtant d'un
intérêt particulier dès lors que ce modèle intervient par la suite dans un processus de
reconstruction.

Les modèles de propagation doivent être associés à des conditions aux limites
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qui décrivent le comportement de la lumière au niveau de l'interface entre le milieu
di�usant et le milieu extérieur. Dans le cadre de l'AD, les conditions aux limites de
courant partiel et extrapolées se distinguent devant les conditions aux limites nulles
qu'il convient de rejeter en raison de la faiblesse théorique de leur fondement.

Les modèles de source décrivent l'interaction entre un milieu di�usant et un fais-
ceau laser collimaté. Le modèle le plus éprouvé dans le cadre de l'AD consiste à
considérer une source de lumière isotrope à une distance 1/µ′s sous le point d'inter-
face entre le faisceau et le milieu.

En�n, le modèle de détection permet de décrire la part de lumière émergeant du
milieu qui est collecté par le dispositif de mesure. Dans le cadre de l'AD lorsque les
CL EBC sont retenues, di�érents modèles sont couramment employés, bien que leur
validité ne soit pas clairement établie. Cette ambigüité nous amène au chapitre IV où
ce point est discuté en détails.
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Chapitre III

I
ntrinsèquement, la tomographie optique di�use nécessite la résolution d'un
problème inverse. Cette notion, très générale, cache une foule de concepts mathé-

matiques, parfois complexes, que nous allons tenter d'introduire dans ce chapitre.
Nous ne ferons qu'e�eurer ce domaine, tant il est vaste et en évolution, mais nous
allons nous e�orcer de donner les bases permettant de s'orienter parmi les di�érentes
méthodes de résolution disponibles. Il est à noter que la rédaction de ce chapitre a été
grandement facilitée par la lecture de deux chapitres de revue co-écrits par Demoment
et Idier (2001a,b).

Ce chapitre s'organise en trois parties. Dans un premier temps, nous rappelons
quelques dé�nitions ; notamment celle d'un problème mal posé et celle d'un problème
mal conditionné, parfois à tord confondues. Dans un second temps, nous introduisons
la notion de régularisation, permettant d'obtenir des solutions stables aux problèmes
sus-mentionnés. Nous mettons plus particulièrement l'accent sur la régularisation de
Tikhonov et sur le calcul de ses solutions grâce à la décomposition en valeurs singu-
lières. En�n, dans une troisième et dernière partie, nous abordons l'épineux problème
du choix du paramètre de régularisation.

III.1 Quelques dé�nitions

Dans un contexte d'imagerie, on considère généralement un objet Ω, que l'on souhaite
caractériser en volume, la variable x décrivant la caractéristique du milieu que l'on
cherche à déterminer. Dans les problèmes tomographiques, x n'est malheureusement
pas observable directement. On e�ectue alors des mesures y au niveau de la surface
∂Ω de l'objet, à partir desquelles on espère pouvoir remonter à x. On dit que l'on
cherche à reconstruire x.

Comme illustrés à la �gure III.1, on distingue généralement deux types de pro-
blème : le problème direct et le problème inverse.

53
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Figure III.1 � Illustration de l'enjeu des problèmes direct (a) et inverse (b).

Problème direct Le problème direct consiste à prévoir les mesures y pour n'importe
quelles caractéristiques x de l'objet. Cela revient à déterminer l'opérateurW tel que :

W : X −→Y

x 7−→ y =W(x)
(III.1)

où X et Y sont deux espaces vectoriels. Ces espaces vectoriels peuvent être de dimen-
sion �nie, classiquement X = RN et Y = RM , ou in�nie, par exemple des fonctions
de carré intégrable X = L2(Ω) et Y = L2(∂Ω).

L'opérateur W constitue un modèlea du processus d'imagerie.

Problème inverse Le problème inverse consiste à reconstruire les caractéristiques
x de l'objet à partir des mesures y et du modèle fourni par l'opérateur W .

III.1.1 Problèmes bien et mal posés

Hadamard a dé�ni trois conditions devant être véri�ées pour qu'un problème soit bien
posé (Hadamard, 1901) :

i) Existence : pour toute mesure y dans l'espace Y , il existe une solution x dans
l'espace X ;

ii) Unicité : la solution x est unique dans X ;

iii) Continuité : la solution x dépend continûment des mesures y.

aOn parle parfois de modèle direct
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L'exigence de continuité est reliée à celle de la stabilité de la solution vis-à-vis des
erreurs qui entachent inévitablement les mesures. La continuité est cependant une
condition nécessaire, mais non su�sante, à la stabilité. Nous verrons un peu plus
bas que la résolution de certains problèmes bien posés, mais mal conditionnés, est
très instable et nécessite un traitement semblable à celui devant être appliqué aux
problèmes mal posés.

Si l'une au moins des trois conditions i), ii) ou iii) n'est pas véri�ée, on parle alors
de problème mal posé.

Grossièrement, les problèmes directs sont généralement bien posés tandis que les
problèmes inverses sont généralement mal posés.

III.1.2 Solution généralisée

Considérons maintenant un problème linéaire et en dimension �nieb. L'opérateur W
peut être exprimé au moyen de la matrice W , les grandeurs x et y au moyen des
vecteurs x et y. L'équation III.1 devient :

y = Wx (III.2)

La notion de solution généralisée, que l'on note x†, s'entend au sens des moindres
carrés et est de norme minimale. La solution généralisée est donc dé�nie par :

x† = arg min
x∈S

‖x‖, S = {x, tels que ‖y −Wx‖2 est minimale} (III.3)

La solution x† ainsi dé�nie existe toujours et est unique. On dé�nit alors W †, la
matrice inverse généralisée de W , par :

x† = W †y (III.4)

L'opérateur W † ainsi dé�ni est continu (Nashed, 1976), son existence et son unicité
étant de plus garanties, le problème consistant à déterminer la solution inverse géné-
ralisée x† à partir des mesures y est donc bien posé. Cependant, comme on le verra
au paragraphe suivant, ce problème peut être mal conditionné, et par conséquent très
instable en présence de bruit sur les mesures y.

Supposons la matriceW ∈MM,N(R) de rang pleinc. La matrice inverse généralisée

bEn dimension in�nie, on peut dé�nir l'inverse généralisée de façon identique (cf. équation III.3). Cependant,
l'inverse ainsi dé�nie n'existe généralement pas.

cUne matriceM ∈MM,N (R) est dite de rang plein, si son rang rg(M) est égal à la plus petite de ses dimensions.
Soit : rg(M) = min(M,N).
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prend alors la forme suivanted :

W † =

{
(W TW )−1W T si : M ≥ N (cas sur -déterminé)

W T (WW T )−1 si : M ≤ N (cas sous-déterminé)
(III.5)

On peut remarquer que lorsque M = N , on a : (W TW )−1W T = W T (WW T )−1 =

W−1. Autrement dit, l'inverse généralisée d'une matrice carrée inversible coïncide
avec son inverse. Mathématiquement : W † = W−1, si W est inversible.

III.1.3 Problèmes bien et mal conditionnés

La linéarité de l'équation III.4 implique qu'une perturbation δx† sur x† est linéaire-
ment reliée à une perturbation δy sur y : δx† = W †δy. On en déduit l'inégalité :

‖δx†‖ ≤ ‖W †‖‖δy‖ (III.6)

On peut également montrer que (Demoment et Idier, 2001a, cf. équation 1.21) :

‖y‖ ≤ ‖W ‖‖x†‖ (III.7)

En combinant ces deux inégalités, on aboutit à :

‖δx†‖
‖x†‖ ≤ κ(W )

‖δy‖
‖y‖ (III.8)

où κ(W ) = ‖W ‖‖W †‖ est appelé conditionnement de la matrice W .

La norme d'une matrice, et celle de son inverse généralisée, s'expriment en fonction
de ses valeurs singulières. La notion de valeur singulière sera dé�nie au paragraphe
suivant, mais on peut d'ors et déjà dire que la norme ‖W ‖ est donnée par la plus
grande valeur singulière deW , notée σmax, tandis que ‖W † ‖ est donnée par la plus
petite des valeurs singulières deW , notée σmin. Le conditionnement deW vaut donc
κ(W ) = σmax/σmin ≥ 1, les valeurs singulières étant positives.

L'équation III.8 nous renseigne sur la propagation des erreurs lors du calcul de la
solution inverse généralisée. On peut voir κ(W ) comme un facteur d'ampli�cation des
erreurs de mesures. Si la matrice W est bien conditionnée, c'est-à-dire si κ(W ) est
proche de 1, une erreur relative sur y sera à l'origine d'une erreur relative d'amplitude
semblable sur x†. En revanche, si la matrice W est mal conditionnée, c'est-à-dire si
κ(W ) est grand devant 1, même une faible erreur relative sur y peut conduire à une
forte erreur relative sur x†. Le problème consistant à déterminer x† est alors très
instable en présence de bruit.

dSi W n'est pas de rang plein, on peut tout de même dé�nir la solution généralisée x† mais l'expression de la
matrice inverse W † dé�nie à l'équation III.5 n'est plus valide.
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III.1.4 Décomposition en valeurs singulières

Soit une matrice quelconque W ∈ MM,N(R). Il existe deux matrices orthogonalese

U ∈ MM,M(R) et V ∈ MN,N(R), ainsi qu'une matrice diagonale ΣR ∈ MR,R(R),
R = min{M,N} telles que

W = UΣV T , où : Σ =





(ΣR ) si M ≤ N

(
ΣR



)
si M ≥ N

(III.9)

Plus précisément,ΣR = diag(σ1, σ2, . . . , σR) où les σi, toutes positives ou nulles, sont
appelées valeurs singulières deW . Classiquement, les valeurs singulières sont rangées
par ordre décroissant : σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σR ≥ 0.

La démonstration de l'existence d'une telle décomposition peut être trouvée dans
l'ouvrage de Golub et Van Loan (1996, voir �2.5.3 p.70). On parlera de décomposition
en valeurs singulières de W ou SVD (pour singular value decomposition) de W .

On appelle spectre de W , l'ensemble des valeurs singulières de W . Le condition-
nement d'une matrice étant le rapport entre sa plus grande et sa plus petite valeur
singulière, il est directement fonction de la décroissance de son spectre.

Le rang deW est donné par le nombre de valeurs singulières non nulles.

SVD réduite La présence de blocs de zéros dans l'expression de la matrice Σ au-
torise de réduire la taille des matrices impliquées dans la décomposition. Ainsi, si
l'on considère les matrices UR ∈ MM,R(R) et VR ∈ MN,R(R), constituées des R
premières colonnes de U et V , on obtient de façon équivalente à la décomposition de
l'équation III.9 :

W = URΣRV
T
R . (III.10)

Sous cette forme, où les matrices impliquées dans la décomposition sont de taille
moindre, on parle de SVD réduite ou compacte.

SVD et inverse généralisée Le calcul de l'inverse généralisée de W peut avan-
tageusement être e�ectué au moyen de sa décomposition SVD. En e�et, le calcul,
la mise en mémoire et l'inversion de la matrice W TW , très mal conditionnée, peut

eRappelons qu'une matrice orthogonale véri�e : UUT = UTU = I.
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conduire à une perte très importante de la précision de calculf (Golub et Van Loan,
1996).

Soit W une matrice de rang plein et sa SVD réduite W = URΣRV
T
R . Injectant

cette décomposition dans l'expression de W † donnée à l'équation III.5, on obtient :

W † = URΣ
−1
R V

T
R (III.11)

Notons que la matrice W étant de rang plein, la matrice diagonale ΣR ne possède
aucun zéro sur sa diagonale et est donc bien inversibleg.

III.2 Régularisation

Les techniques de régularisation visent à résoudre les problèmes d'instabilité liés à la
résolution de problèmes mal conditionnés en présence de bruit.

Lorsque la matrice W est mal conditionnée, une faible erreur sur la mesure de
y peut entraîner de fortes variations sur les valeurs du vecteur x† reconstruit. On
cherche alors des opérateurs pouvant fournir des solutions plus satisfaisantes que
celles obtenues en appliquantW †. Le principe de la régularisation consiste à chercher
une famille d'opérateurs {Rα}, véri�ant les conditions suivantes :

(i) lim
α→0

Rα = W †

(ii) ‖Rα‖ ≤ ‖W †‖
(III.12)

où α est le paramètre de régularisation appartenant généralement à R+. On cherche
donc une suite d'opérateurs convergeant vers la matrice inverse généralisée lorsque α
tend vers 0 (condition i), de façon à pouvoir disposer de la solution x† optimale en
l'absence de bruit. On cherche de plus des opérateurs dont la norme est plus faible
que celle de l'inverse généralisée (condition ii) a�n de limiter la sensibilité au bruit de
la reconstruction (cf. le raisonnement qui a conduit à établir l'équation III.8).

On peut regrouper les méthodes de régularisation en deux familles distinctes. Les
méthodes appartenant à la première famille sont basées sur le contrôle de dimension.
Celles appartenant à la seconde opèrent par minimisation de fonctions de coût com-
posites, sommes d'un terme d'attache aux données et d'un terme de régularisation
pouvant intégrer la connaissance d'a priori sur l'objet à reconstruire. Dans la suite,

f Pour comprendre grossièrement le problème, il faut remarquer que le conditionnement deW TW est très grand.
En e�et, κ(W TW ) = κ(W T )κ(W ) = κ(W )2. Or κ(W ) est déjà très grand puisque l'on souhaite régulariser le
problème. Que dire de κ(W )2 !

g Dans le cas d'une matrice W de rang r < R, la matrice ΣR possède R − r zéros sur sa diagonale et n'est donc
pas inversible. L'inverse généralisée de W est alors obtenue en considérant la matrice diagonale Σ′ en lieu et place
de la matrice Σ−1

R . La diagonale de Σ′ est constituée des inverses des σi > 0 et de zéros si σi = 0.
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nous allons détailler deux méthodes classiques de régularisation appartement à cha-
cune des deux familles : l'utilisation de schémas itératifs pour le contrôle de dimension,
et la régularisation de Tikhonov dans le cadre de la minimisation de fonctions de coût
composites.

III.2.1 Régularisation implicite via de schémas itératifs

Le principe de ce type de méthodes consiste à calculer la solution inverse généralisée
x† au moyen d'un algorithme itératif que l'on stoppe avant qu'il n'ait convergé. L'al-
gorithme employé peut être du type descente de gradient, à pas �xe ou variable, du
type gradient conjugué ou pseudo-conjugué pour citer les principaux exemples. Les
techniques de reconstruction algébriques ART (pour algebraic reconstruction tech-
nique) et ses dérivées SART (simultaneous ART) et SIRT (simultaneous iterative
reconstruction technique) entrent également dans ce cadre.

Soit x†N la valeur approchée de x† obtenue à la N e itération. Ce type d'approche
fournit une méthode de régularisation où le paramètre de régularisation α peut être
interprété comme l'inverse du nombre d'itérations : α = 1/N . En e�et, si N tend vers
l'in�ni � de façon équivalente si α tend vers 0 � alors x†N tend vers x† ce qui est la
première condition que doit remplir un schéma de régularisation. Il est possible de
montrer que la condition de stabilité (ii) est également remplie par ce type d'approche
(voir Bertero et al., 1988, par exemple).

Le choix du nombre d'itérations se fait souvent de façon empirique, car le cadre
théorique initial ne prend pas en compte la nécessité de la régularisation. Ces méthodes
sont davantage des méthodes de régularisation ad hoc, où la régularisation passe lors
de l'implémentation d'algorithmes visant plus particulièrement à calculer la solution
inverse généralisée.

III.2.2 Régularisation de Tikhonov

L'approche proposée par Tikhonov et Arsenin (1977), consiste à renoncer à chercher
une solution qui permet d'expliquer parfaitement des mesures en pratique bruitées,
puisque cela conduit à des solutions très irrégulières et sensibles au bruit. Pour cela, on
ajoute à la fonction de coût quadratique de l'équation III.3 un terme de régularisation
favorisant des solutions plus régulières :

Φ(x) = ‖y −Wx‖2
2 + α‖x‖2

2, (III.13)
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où α est le paramètre de régularisation. Cette fonction de coût peut s'écrire de façon
équivalente :

Φ(x) = (y −Wx)T (y −Wx) + αxTx (III.14)

A�n de déterminer le lieu des minima de la fonction quadratique Φ, dérivons-la par
rapport à x. Il vient :

∂Φ(x)

∂x
= −2W Ty + 2W TWx+ 2αx (III.15)

Notons xα, le vecteur pour lequel la fonction Φ est minimale. De ∂Φ/∂x = , on
déduit :

xα = (W TW + α I)−1W Ty (III.16)

Notons W α = (W TW + α I)−1W T la matrice inverse régularisée de la matrice W ,
ce qui nous permet d'écrire la solution xα sous la forme simple :

xα = W αy (III.17)

Le calcul explicite de la matrice W α peut être sujet à des problèmes numériques,
en raison de la présence du produit W TW comme nous l'avions vu au paragraphe
III.1.4. Une méthode de calcul explicite de cette matrice évitant de former le produit
W TW et limitant ainsi les erreurs numériques, consiste de nouveau à utiliser la
décomposition en valeurs singulières de W . Soit W = URΣRV

T
R la SVD réduite de

W . On réécrit alors W α sous la forme

W α = VRΣR

(
Σ2
R + αIR

)−1
UT
R (III.18)

que l'on simpli�e en

W α = VRΣ
αUT

R (III.19)

oùΣα est la matrice diagonale obtenue en posantΣα = ΣR(Σ2
R+αIR)−1. Notons que

si α = 0, l'inverse régularisée correspond bien à l'inverse généralisée : W α=0 = W †.
Remarquons également que si α tend vers l'in�ni, la matrice Σα tend vers la matrice
nulle. Soit : lim

α→∞
W α = 0R.

En comparant les équations III.5 et III.19, on s'aperçoit que les matrices inverses
régularisée et généralisée s'écrivent sous la même forme. Si l'inverse généralisée est
obtenue en inversant les valeurs singulières de W , soit la transformation σi 7→ 1/σi,
l'inverse régularisée est obtenue en appliquant la transformation σi 7→ 1/σi×σ2

i /(σ
2
i +

α). Les faibles valeurs singulières � à l'origine du mauvais conditionnement et donc
de l'ampli�cation des erreurs lors du calcul de l'inverse généralisée � sont d'autant
plus atténuées qu'elles sont faibles. On parle de régularisation par �ltrage des valeurs
singulières deW . La coupure du �ltre passe haut σ2

i /(σ
2
i +α) est �xée par le paramètre

de régularisation α.
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Con�ance dans les mesures et régularisation spatiale On considère ici la mini-
misation de la fonction de coût suivante :

Φ(x) = ‖Q(y −Wx)‖2
2 + α‖Px‖2

2 (III.20)

Les matrices Q ∈MM,M(R) et P ∈MN,N(R) sont deux matrices de pondération, la
première agissant sur l'espace des mesures, la seconde sur l'espace des solutions.

La matrice Q est généralement choisie de façon à donner plus ou moins de poids à
certaines mesures. Une approche classique consiste à choisir Q comme l'inverse de la
racine carrée de la matrice de variance-covariance des mesures. Ainsi, plus une mesure
est bruitée moins sa valeur in�ue, et inversement.

La matrice P est une matrice dite de régularisation spatiale qui permet de favo-
riser la reconstruction de fortes valeurs pour certaines composantes de x, donc dans
certaines zones de l'espace objet. Une façon de faire classique consiste à choisir P
comme la matrice diagonale composée des racines carrées des éléments diagonaux de
W TW . La matrice P peut également être choisie comme le gradient ou le laplacien
discret a�n de promouvoir une forte régularité de la solution.

Par un raisonnement identique à celui développé au paragraphe précédent, on
montre que, si la matrice P est inversibleh, le minimum de la fonction de coût donnée
équation III.20 est atteint en

xα = P−1(W
T
W + α I)−1W

T
y (III.21)

où l'on a posé y = Qy et W = QWP−1. De façon analogue à ce qui a été vu
précédemment, on a :

W α = P−1 V RΣ
α
U
T

R, (III.22)

où W = URΣRV
T

R est la SVD réduite de la matrice W et Σ
α
est une matrice

diagonale obtenue en posant Σ
α

= ΣR(Σ
2

R + αIR)−1.

III.3 Choix du paramètre de régularisation

Lors de la résolution d'un problème inverse mettant en ÷uvre une méthode de ré-
gularisation, une part importante du problème consiste à déterminer la valeur du
paramètre de régularisation α. Pour en comprendre l'enjeu, rappelons comment se
comportent les reconstructions, dans le cadre le plus simple de la régularisation de
Tikhonov, pour les cas limites α = 0 et α→∞.

Si α = 0,W α = W †. Le vecteur reconstruit est alors la solution inverse généralisée
x†, très sensible au bruit, dont les composantes oscillent très fortement. On parle de
solutions rugueuses.

hBertero et al. (1988) ont obtenu une expression explicite de Wα dans le cas où P n'est pas inversible.
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Si α → ∞, W α → 0R et le vecteur reconstruit est alors le vecteur nul, insensible
au bruit mais très insatisfaisant. Plus généralement, pour de forts α, on force les
composantes de x à prendre de faibles valeurs. On parle alors de solutions � trop �
douces, par opposition aux solution rugueuses.

L'art du choix de α consiste à déterminer le bon compromis entre sensibilité au
bruit/rugosité et douceur/robustesse au bruit a�n d'obtenir un vecteur reconstruit
satisfaisant. Dans la suite, on note α∗ la valeur optimale du paramètre α.

III.3.1 Contrôle de l'énergie de l'erreur résiduelle

Cette méthode, peut-être la plus simple, sûrement la plus ancienne et la plus intui-
tive, consiste à �xer le paramètre de régularisation en imposant la valeur de l'erreur
résiduelle sur les mesures. Cette méthode a été formalisée par Morozov et Nashed
(1984), ce qui lui vaut parfois le nom de principe de Morozov. Formellement :

α∗ = {l'unique α tel que ‖y −Wxα‖2 = ε}. (III.23)

La valeur de l'erreur résiduelle peut être �xée connaissant le bruit des mesures. En
e�et, si x0 est la vraie solution, alors y −Wx0 suit la loi du bruit, que l'on suppose
implicitement gaussien centré. On choisit alors de �xer l'erreur résiduelle ε, qui suit
une loi du χ2, à sa valeur moyenne. Soit :

ε =
M∑

i

σ2
i (III.24)

où M est le nombre de mesures et σi l'écart type du bruit de la ie mesure.

On considère qu'un tel choix pour α conduit généralement à une surrégularisation
de la solution. Autrement dit, le α∗ ainsi obtenu est trop grand et la solution xα

∗

plus douce qu'escomptée. Ceci a été con�rmé dans le cadre de la DOT (Culver et al.,
2003).

De plus, le graphe de la fonction α 7→ ‖y−Wxα‖2 est souvent horizontal sur une
large plage de α. Une mauvaise estimation de ε conduit alors à de fortes variations
sur α∗.

III.3.2 Validation croisée généralisée

Le principe de cette méthode est de choisir le paramètre de régularisation permettant
la meilleure estimation d'une mesure manquante à partir de la solution reconstruite
sans cette mesure (Allen, 1974). Contrairement à la validation croisée, la validation
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croisée généralisée est construite de façon à être indépendante de toute transformation
orthogonale (ce qui inclut les permutations) du vecteur y (Golub et al., 1979).

Soit xαk , la reconstruction partielle, obtenue sans tenir compte de la ke mesure :

xαk = arg min
x

M∑

j=1
j 6=k

|yj − (Wx)j|2 + α‖x‖2. (III.25)

En appliquant l'opérateur W à la reconstruction partielle xαk , on est en mesure de
donner une estimation ŷαk de la mesure manquante. Soit :

ŷαk = (Wx̂αk )k (III.26)

La méthode de validation croisée consiste alors à chercher la valeur de α qui minimise
une fonction de l'erreur d'estimation de la mesure manquante. Cette fonction est une
énergie pondérée de l'énergie de l'erreur d'estimation, soit :

α∗ = arg min
α
V(α), V(α) =

M∑

k=1

pαk (yk − ŷαk )2. (III.27)

où les pαk sont des coe�cients de pondération. Ces coe�cients sont choisis de façon
à assurer au critère III.27 des propriétés d'invariance vis-à-vis des rotations dans
l'espace d'observation, ainsi que la présence d'un minimum. Le critère devient alors
(Golub et al., 1979) :

V(α) =
‖y −WW αy‖2

tr2(I −WW α)
. (III.28)

De façon intéressante, cette méthode ne nécessite pas la connaissance du bruit des
mesures. Cependant, Hansen et O'Leary (1993) constate que l'allure du graphe de
la fonction α 7→ V(α) est très plate au niveau de son minimum, ce qui peut rendre
di�cile et instable la localisation dudit minimum.

III.3.3 Courbe en L

La méthode de la courbe en L, formalisée par Hansen (1992), consiste à exploiter
la représentation de la courbe ayant en abscisses le logarithme de l'erreur d'attache
aux données ‖Q(y −Wxα)‖2 et en ordonnées le logarithme du terme de régulari-
sation ‖Pxα‖2 (consulter la �gure III.2). Cette courbe, paramétrée par α, a l'allure
caractéristique de la lettre � L �, d'où son nom.

Le paramètre de régularisation optimal α = α∗, est choisi à l'angle du � L �.
De cette façon, la solution xα

∗
obtenue est un bon compromis entre la nécessité de
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less �ltering

more �ltering

log ||Wx – y ||

lo
g 

|| P
x 

|| 2

2

Figure III.2 � Représentation de l'allure caractéristique d'une courbe en L. Ce schéma, légèrement
modi�é pour coller avec nos notations, est extrait de Hansen (1994).

produire une solution qui explique les mesures y observées, et la nécessité de limiter
la rugosité/sensibilité au bruit de celle-ci.

Cette méthode s'avère e�cace dans bon nombre de cas, cependant, l'allure � en L �
de la courbe est plus ou moins marquée selon les situations. La détection de l'angle
peut alors poser des problèmes de mise en ÷uvre, voire même de dé�nition. Selon
les auteurs, � Although the L-curve criterion sometimes fails to compute a reasonable
regularization parameter, it seems to be much more robust than its main competitor,
generalized cross-validation � (conclusion de Hansen et O'Leary, 1993).

III.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de problème mal posé et de solution
généralisée qui en découle. Nous avons ensuite introduit la notion de problème mal
conditionné et mis en avant l'origine de l'ampli�cation du bruit de mesures qui a lieu
lors de l'inversion. Nous avons alors introduit la notion de régularisation permettant
de pallier ce problème. Nous avons brièvement présenté les méthodes itératives de
régularisation implicites avant de mettre l'accent sur les méthodes de régularisation
basées sur la minimisation d'un critère composite dit de Tikhonov. Nous avons pré-
senté les solutions explicites qui en découlent, ainsi que leur formulation basée sur la
décomposition en valeurs singulières. En�n, nous avons présenté trois méthodes de
choix du paramètre de régularisation adaptées à la régularisation de Tikhonov : le
contrôle de l'erreur résiduelle, la validation croisée généralisée ainsi que la méthode
de la courbe en L.
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Il s'agit là d'une vision parcellaire du domaine de la régularisation. Les pénalisa-
tions fondées sur d'autres normes que la norme 2 n'ont pas été évoquées, pas plus
que la régularisation dans un cadre bayésien. Cependant, les méthodes présentées au
cours de ce chapitre couvrent un large champ des méthodes couramment employées
dans le cadre de la tomographie optique di�use et sont sans doute un bon point de
départ dans la compréhension du problème.
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Chapitre IV

A
u chapitre II, nous avons dé�ni ce que nous entendions par modèle de dé-
tection : un modèle décrivant la part de lumière captée par un dispositif de

mesure. On parle de quantité mesurée pour désigner cette part de lumière captée.
Plus précisément, le modèle de détection permet de prendre en compte l'angle solide
et l'aire de détection du dispositif de mesure. À ce point, il faut clairement distinguer
le modèle de détection d'un dispositif de mesure de sa réponse impulsionnelle (IRF
pour instrument response function). Cette dernière décrit, pour sa part, comment la
quantité mesurée est déformée, transformée, par le dispositif de mesure.

Le modèle de détection est intimement lié au modèle de propagation de la lumière.
Dans le cadre du transfert radiatif, on accède directement à la luminance qui décrit, en
tout point de l'espace et à n'importe quel instant, le nombre de photons se propageant
dans une direction donnée. Dans ce cas, le modèle de détection est simple : il consiste à
intégrera la luminance sur l'ensemble des angles acceptés par le dispositif de mesure,
c'est-à-dire sur l'angle solide de détection. Dans le cadre de l'approximation de la
di�usion la situation est plus complexe car on travaille sur une grandeur physique
distincte : la densité de photons. Et celle-ci ne porte pas d'information sur la direction
de propagation des photons. En pratique, di�érentes approches ont été mises en ÷uvre
pour modéliser la détection de la lumière. Il en résulte di�érents modèles, que nous
nous proposons de confronter dans ce chapitre.

Dans la littérature relative à la reconstruction en milieu di�usant, la majorité des
auteurs considèrent la quantité mesurée directement donnée par la densité de pho-
tons. Cette approche présente l'avantage de la simplicité puisque c'est à la densité
de photons que l'on accède en résolvant l'équation de l'AD. Bien souvent, cette ap-
proche relève aussi d'un amalgame entre luminance, densité de photons et quantité
mesurée. D'autres auteurs également � ils sont moins nombreux � choisissent le �ux
de photons pour modéliser la quantité mesurée. Dans les deux cas, cependant, on ne
dispose d'aucun élément théorique permettant de valider ou d'invalider les hypothèses
formulées. À notre connaissance, il semblerait que l'étude de la validité des modèles

aAu sens mathématique du terme.
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de détection ait été négligée jusqu'alors.
Le dé�cit d'argumentation en faveur de l'un ou l'autre des deux modèles de dé-

tection constitue le moteur de notre démarche. Vaut-il mieux utiliser le modèle de
densité ou le modèle de �ux ? Nous tentons dans ce chapitre d'apporter des éléments
permettant de répondre à cette question. Les deux modèles de détection classiques,
basés sur la densité et �ux de photons, sont bien évidemment les objets de notre at-
tention mais nous considérons également un troisième modèle que nous avons identi�é
comme la référence théorique.

Notre démarche s'articule selon trois axes. Dans un premier temps, nous cherchons
à quanti�er les écarts au modèle induits par l'utilisation des modèles de détection basés
sur la densité ou le �ux de photons. Cette étude, qui a fait l'objet d'une publication
dans la revue Journal of the Optical Society of America a (Ducros et al., 2008a), se
trouve reproduite dans la première partie de ce chapitre.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous cherchons à déterminer l'expression
analytique de la constante reliant la densité de photons à la quantité mesurée.

Sur un exemple caractéristique, en�n, nous évaluons la dégradation de la qualité
de reconstruction imputable à l'utilisation des modèles de densité et de �ux. Cette
seconde étude a été présentée lors de la European Conference on Biomedical Optics
Ducros et al. (2009c). L'acte de cette conférence est reproduit dans la troisième partie
de ce chapitre.

IV.1 In�uence du modèle de détection en termes
de prévisions

Dans cette partie, nous quanti�ons, dans le cadre de l'AD, les écarts au modèle consé-
cutifs à l'utilisation des deux modèles de détection approchés que sont les modèles de
densité et de �ux. Nous présentons une nouvelle expression de la quantité mesurée,
valide quelle que soit l'ouverture numérique du dispositif de mesure. Cette expression
hybrideb permet de disposer d'un modèle de détection de référence. L'objet-test de
cette étude est un milieu semi-in�ni, homogène du point de vue optique. Un détecteur
est placé en un point de sa surface et on considère un grand nombre de positions de
sources de lumière dans son volume. Pour chacun des points source, la quantité de
lumière mesurée au niveau du détecteur est simulée par les trois modèles. Des compa-
raisons sont ensuite e�ectuées, à la fois pour la modalité continue (source d'intensité
constante) et pour la modalité résolue en temps (source pulsée).

bcar faisant intervenir à la fois la densité et le �ux de photons
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Photon density and photon flux are widely used to model the measurable quantity in diffuse optical tomogra-
phy problems. However, it is not these two quantities that are actually measured, but rather the radiance ac-
cepted by the detection system. We provide a theoretical analysis of the model deviations related to the choice
of the measurable quantity—either photon density or flux. By using the diffusion approximation to the radia-
tive transfer equation and its solution with extrapolated boundary conditions, an exact analytical expression of
the measurable quantity has been obtained. This expression has been employed as a reference to assess model
deviation when considering the photon density or the photon flux as the measurable quantity. For the case of
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proximates the measurable quantity better than the photon flux. We also demonstrate that the validity of this
approximation strongly depends on the optical parameters. © 2008 Optical Society of America
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1. INTRODUCTION
The diffusion equation (DE) is known to model to good ap-
proximation the photon migration processes in biological
tissue. Solutions of the DE have been used extensively for
the optical characterization of turbid media, in diffuse op-
tical tomography (DOT) [1,2] and fluorescence diffuse op-
tical tomography (FDOT) [3,4]. Although one requires ex-
pressing the experimentally measurable quantity (MQ),
the solutions of the DE are given in terms of photon den-
sities. A question of interest, already addressed by differ-
ent authors, is to determine the relation between the pho-
ton density and the MQ. The two main approaches are (1)
the MQ is proportional to the photon density [1,3] and (2)
the MQ is proportional to the derivative of the photon
density normal to the boundary, namely, the photon flux
[5,6].

Lui et al. [7] suggested that the two approaches are
equivalent since the photon density and flux are propor-
tional. This assertion is valid when regarding solutions of
the DE obtained with the partial current boundary condi-
tion as shown by Martelli et al. [8]. However, the alterna-
tive extrapolated boundary condition (EBC) is often ap-
plied, since it leads to the derivation of analytical
solutions of the DE [6]. These EBC solutions are widely
employed and appreciated because of the short computa-
tion time they require. In that case, there is no a priori
proportionality between photon density and photon flux,
and both terms must be taken into account.

Kienle and Patterson [9] first reported improvement in
the determination of optical properties when density and
flux terms are both considered. The same hybrid expres-
sion has been used in the steady-state bioluminescence
problem by Comsa et al. [10]. Xu et al. [11] reported en-
hanced description of continuous wave (CW) light distri-
bution with a distinct expression involving density and
flux. Finally, Laidevant et al. [12] derived a hybrid expres-
sion for the time-resolved (TR) light distribution. How-
ever, the vast majority of authors consider either only
photon density or only photon flux. Indeed, it is also
claimed that there is no difference in taking one or the
other or both terms. For instance, Haskell et al. [13] re-
ported little difference in the simulated MQ when neglect-
ing the density term.

Since deviations between model and measurements can
dramatically affect ill-posed DOT and FDOT problems,
we propose an evaluation of model deviation due to the
choice of MQ. Our evaluation is carried out by comparing
the EBC photon density and the EBC photon flux at a sur-
face to a reference MQ. Tomographic schemes consist of
reconstructing quantities (absorption, diffusion, fluores-
cence yield) from surface excitations and measurements.
Whatever the quantity to be reconstructed, that implies
in practice the calculation of the MQ of light for any posi-
tion of excitation within the medium. Consequently, the
evaluation has been done simultaneously on a wide set of
source positions within the medium.
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Finally, we restrict the study to a semi-infinite geom-
etry, allowing the simplest description of a bounded me-
dium. However, a more complex geometry such as a slab
or a parallelepiped can be seen as the combination of
semi-infinite media. Such an expansion can be performed
by means of the method of images [14]. Therefore, the de-
viation trends observed in the semi-infinite geometry
could be reasonably extrapolated to those in the slab or
parallelepiped geometry.

In Section 2, we present the classical analytical expres-
sions of photon density and photon flux used to model
MQ. We also detail our reference MQ based on the diffu-
sion approximation and solution of the DE obtained with
EBC. We propose to address both the CW and the TR
case. Since the CW case can be derived from the TR case
by integration over all time, the problem is put into equa-
tions in the more general time domain.

In Section 3, we evaluate the deviation due to the mod-
eling of the MQ by photon density and photon flux. We
emphasize here the necessity to compare the MQ models
for a large variety of source positions. Comparisons based
only on the temporal shapes of the MQ underestimate the
deviation due to neglecting the influence of varying
source–detector separation. The evaluation is done in the
CW domain and in the TR domain. We see that CW de-
viations differ from TR deviations in some situations. Fi-
nally, the evaluation is done for several combinations of
optical parameters and for several numerical apertures
(NA) of the detection system. We observe a strong depen-
dence on some optical parameters.

2. THEORY
In this study, we consider a homogeneous semi-infinite
medium of absorption coefficient �a �cm−1�, diffusion con-
stant D=1/3�s� (cm) as recommended in [15], and refrac-
tive index n. As depicted in Fig. 1, this medium is sur-
rounded by a nonabsorbing and nondiffusing medium of
refractive index n0.

A. Photon Density with Extrapolated Boundary
Conditions
The photon density � �photon number/cm2/ns� in a dif-
fusing medium is defined as the integration of the radi-
ance L �photon number/cm2/ns/sr� over all solid angles
[16]:

��r,t� � �
4�

L�ŝ,r,t�dŝ. �1�

In diffusing media, analytical expressions of EBC photon
densities have been well established for simple geom-
etries [6]. In our semi-infinite problem, the photon density
� at position r=�û�+zûz and time t (ns) due to the injec-
tion of a light pulse at position rs=�sû�+zsûz and time t
=0 is given by

��r,rs,t� =
�

�4��Dt�3/2 exp�− �a�t −
��2

4�Dt�
��exp�−

�z2

4�Dt�
− exp�−

�z + 2de + zs�2

4�Dt �� , �2�

where � �cm/ns� is the speed of light in the medium, ��
=�−�s (cm) and �z=z−zs (cm) represents the radial and
normal source–detector separation. The distance de (cm)
is the distance of extrapolation away from the physical in-
terface and where the photon density vanishes. The dis-
tance of extrapolation is calculated according to [13] and
[17], taking into account the index mismatch between the
diffusing and the nondiffusing medium (see [18] for fur-
ther discussion of that distance).

B. Photon Flux with Extrapolated Boundary Conditions
The photon flux F �photon number/cm3/ns� in the direc-
tion n̂ is defined from the photon density. Several expres-
sions, differing only in a multiplicative factor, have been
used [6,9]. Let us keep the simple definition

F�r,t� � ���r,t� · n̂. �3�

The photon flux normal to the boundary is easily given by
deriving Eq. (2) along ûz. The classical expression is then
obtained:

F�r,rs,t� =
1

2Dt�4��Dt�3/2 exp�− �a�t −
��2

4�Dt�
�	�z + 2de + zs�exp�−

�z + 2de + zs�2

4�Dt �
− �z exp�−

�z2

4�Dt�
 . �4�

It can be seen from Eq. (2) and Eq. (4), that photon den-
sity and photon flux are not proportional. Indeed, the ra-
tio between these two quantities is not a constant and de-
pends notably on the time and on the normal source–
detector separation.

C. Measurable Quantity
The MQ at the surface position r=�û� has been rigorously
defined by Haskell et al. [13]. It is stated that surface MQ
is proportional to the radiance L transmitted from the dif-
fuse medium to the detection system and integrated over
the angles accepted by the detection system:

Fig. 1. Position of the problem and notations. The lower semi-
infinite medium is absorbing and scattering. The position of the
source S expressed in cylindrical coordinates is ��s ,zs�, the posi-
tion of the detector D is �� ,z�. The relative position between S
and D is represented by �z and ��.
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MQ�r,rs,t� ��
	det

TF�ŝ�L�r,rs, ŝ,t�ŝ · n̂�r�dŝ, �5�

where 	det is the solid angle corresponding to the NA of
detection, ŝ is a unit vector indicating the direction of ra-
diance, and n̂ is a unit vector indicating the direction of
detection. We consider normal detection, leading to n̂=
−ẑ. All these parameters are represented in Fig. 2. TF is
the Fresnel transmission coefficient for unpolarized light
given by

TF�
� = 1 −
1

2�n cos 
� − n0 cos 


n cos 
� + n0 cos 

�2

−
1

2�n cos 
 − n0 cos 
�

n cos 
 + n0 cos 
�
�2

, �6�

where 
 is the angle of incidence from within the medium
and 
� is the refracted angle outside the medium (see Fig.
2) satisfying the Snell–Descartes law n0 sin 
�=n sin 

[13].

To go further, the radiance L can be expanded in terms
of � according to the diffusion approximation [16]:

L�r,rs, ŝ,t� =
1

4�
��r,rs,t� −

3D

4�
���r,rs,t� · ŝ. �7�

Substituting Eq. (7) in Eq. (5) and after some algebra (see
[16] and [19] for details on the derivation) we derive the
general form

MQ�r,rs,t� � ��r,rs,t� + 3DCF�r,rs,t�. �8�

The general Eq. (8) describes the MQ as the weighted
sum of a density term and a flux term. The weight coeffi-
cients C give the relative amount of photon density and
flux that have to be considered. This coefficient depends
only on refractive indices n and n0 and on the NA of the
detection system, since they are analytically given by

C =

�
0


m

TF�
��sin 
��1 − n0
2/n2 sin2 
��d
�

�
0


m

TF�
��sin 
��1 − n0
2/n2 sin2 
��1/2d
�

, �9�

where 
m=arcsin (NA) represents the angle of maximal
acceptance of the detection system. Note that the integra-

tion is performed on refracted angles corresponding to
photons leaving the medium.

Values of the weight coefficient C for different NAs and
refractive indices are gathered in Table 1. Equation (8)
generalizes for any numerical aperture and refractive in-
dex the hybrid expressions proposed by different authors.
The expression of Kienle and Patterson [9] and similar ex-
pressions are identical to Eq. (8) under conditions of large
NA. The expression proposed by Laidevant et al. [12] and
similar expressions can be retrieved considering a low
NA, for which C tends to 1.

3. MODEL DEVIATIONS
A. Continuous Wave Domain
In the CW domain, we propose to evaluate the following
deviations:

�d,CW�r,rs� =
� ���r,rs,t�dt −�MQ�r,rs,t�dt

�MQ�r,rs,t�dt

,

�10a�

�f,CW�r,rs� =
� 
F�r,rs,t�dt −�MQ�r,rs,t�dt

�MQ�r,rs,t�dt

.

�10b�

The model deviation due to the use of the photon density
as the MQ is given by Eq. (10a). The model deviation due
to the use of photon flux as the MQ is given by Eq. (10b).
The two quantities �d,CW and �f,CW can be analytically de-
termined by integration of Eq. (2) and Eq. (4) and use of
Eq. (8). Analytical expression of the integrals of Eq. (2)
and Eq. (4) can be found in [6]. CW deviations depend on
the depth of the source �z=−zs and on the radial source–
detector separation ��. The coefficients of proportionality
� and 
 are calibrated such that CW deviations are null
for large source–detector separations. For such long dis-
tances of propagation, the photon density and the photon
flux are proportional. This assertion is proved in Appen-
dix A.

An illustration of CW deviations is given on Fig. 3. To
investigate tomographic conditions, we represent devia-
tions for 143 different source–detector relative positions.

Table 1. Indicating Values of Coupling Coefficients
for Different NA and Refractive Indices na

n

NA 1.33 1.4 1.5 1.54

0.2 0.994 0.995 0.996 0.996
0.5 0.963 0.967 0.971 0.973
0.7 0.925 0.933 0.942 0.945
0.9 0.865 0.879 0.895 0.901

aHere n0 is set to 1.

Fig. 2. Determination of the MQ. ŝ · n̂=cos 
. 
 and 
� are re-
lated through the Snell–Descartes law. The radiance is inte-
grated over all refracted angles within the acceptance of the de-
tection system. All 
� smaller than 
m must be considered.
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The smallest zs investigated was chosen equal to 1/�s�.
This choice is based on external laser beam excitations, as
this type of excitation is commonly modeled by a source of
light positioned at depth 1/�s� below the surface [5]. We
investigate zs up to 5 cm and �� up to 4 cm. These dimen-
sions are large enough for DOT and FDOT problems.

It can be seen that for both photon density and flux, the
shallower the source is, the larger the deviations are. In
particular, the photon density and the photon flux due to
a surface excitation differ significantly from the MQ.
These deviations will be of particular consequence with
DOT and FDOT problems for which the quantity to be re-
constructed (absorption, diffusion, or fluorescence yield) is
close to the surface. Interestingly, it can be noted that
choosing photon density as the MQ leads to lower devia-
tions than choosing photon flux. We calculated the same
deviation pictures as in Fig. 3 for several �a
� �0.02,0.2� cm−1, for several �s�� �2,20� cm−1, for several
n� �1.33,1.54� (from water to epoxy resin), and for sev-
eral NA� �0.2,0.9�. These sets of parameters cover most
of the situations encountered in DOT and FDOT prob-
lems.

The same trends in deviations with increased or re-
duced amplitudes were observed for all these configura-
tions. Some interesting results for zs=1/�s� cm are re-
ported in Table 2. We observed that the deviations were
mainly amplified by the parameter �s�. A low-diffusing
medium leads to large deviations. Deviations are accentu-

ated by high values of n, especially when the photon flux
is assumed to describe the MQ. Finally, deviations are af-
fected to a lower extent by the parameters �a and NA.

B. Time Domain
In the time domain, we introduce the following devia-
tions:

�d,TR�r,rs,t� =
���r,rs,t� − MQ�r,rs,t�

MQ�r,rs,t�
, �11a�

�f,TR�r,rs,t� =

F�r,rs,t� − MQ�r,rs,t�

MQ�r,rs,t�
. �11b�

In the same way, the model deviations due to the use of
photon density as a model of the MQ is given by Eq. (11a).
The model deviation due to the use of flux as a model of
the MQ is given by Eq. (11b). The two quantities �d,TR and
�f,TR can be easily derived using Eq. (2), Eq. (4), and Eq.
(8). TR deviations depend also on the depth of the source
�z=−zs and on the time t but, contrary to the CW case,
not on the radial source–detector separation ��.

An illustration of TR deviations is given in Fig. 4. We
chose the same relative source–detector positions as in
the CW domain (see subsection 3.A). The coefficients of
proportionality � and 
 calibrated for the CW study were
also used in the time domain. For both photon density

Table 2. CW Deviations at zs=1/�s� cm for
�a=0.05 cm−1 and NA=0.7

�d,CW (%) �f,CW (%)
�s� �cm�−1 n Min Max Min Max

2 1.33 −18.9 14.1 −21.9 29.4
5 1.33 1.2 9.0 −17.0 −2.0

20 1.33 0.5 5.5 −9.5 −0.8
2 1.54 −23.3 18.9 −38.8 47.9
5 1.54 −2.4 12.0 −29.7 5.9

20 1.54 2.2 7.5 −20.3 −0.8

Table 3. TR Deviations at �s�=5 cm−1, �a=0.05 cm−1,
and NA=0.7

�d,TR (%) �f,TR (%)

t (ns) n Min Max Min Max

0.1 1.33 −70.0 11.9 −20.4 105.6
0.1 1.4 −64.9 14.0 −27.6 127.5
0.1 1.54 −61.5 16.1 −40.0 173.1
1.0 1.33 −1.2 2.9 −5.0 2.0
1.0 1.4 −1.9 3.7 −7.3 3.8
1.0 1.54 −4.2 5.5 −13.9 10.5

Fig. 4. (Color online) TR deviations in tomographic conditions.
MQ is approximated by the photon density (left) and by the pho-
ton flux (right). zs varies from 1/�s�, to 5 cm. TR deviations do not
depend on ��. Here �a=0.05 cm−1, �s�=5 cm−1, n=1.54, and NA
=0.7. The earlier the time, the larger the deviations.

Fig. 3. (Color online) CW deviations in tomographic conditions.
MQ is approximated by the photon density (left) and by the pho-
ton flux (right). zs varies from 1/�s� to 5 cm and �� from 0 to 4 cm.
Here �a=0.05 cm−1, �s�=2 cm−1, n=1.54, and NA=0.7. The closer
to the surface the source is, the larger the deviations are.
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and flux, the smaller t is, the larger the deviations. At
early time, deviations are particularly high, especially for
deep sources and when the MQ is modeled by the photon
flux. Here again, it can be seen that the use of photon den-
sity rather than photon flux results in smaller deviations.
Analogously to the CW case, deviations were evaluated
for several �a� �0.02,0.2� cm−1, several �s�� �2,20� cm−1,
several n� �1.33,1.54�, and several NA� �0.2,0.9�. As for
the CW domain, the trends of deviations remain the same
for all configurations but exhibit increased or reduced am-
plitudes. In the TR case the main amplifying parameter is
found to be n. The larger n is, the larger the deviations
are whether photon density if or photon flux is considered.
Examples of deviations for different n are shown in Table
3. Secondarily, low �s� leads to larger deviations. The pa-
rameters �a and NA have limited impact.

4. DISCUSSION AND CONCLUSION
In this study, we analyzed the impact of the approxima-
tion of the measurable quantity. The main contribution of
this work was to show that EBC photon density better de-
scribes the measurable quantity than EBC photon flux in
DOT and FDOT according to the diffusion approximation.
We saw that model deviations due to the approximation of
the MQ can be reduced by a factor of 2 when photon den-
sity is preferred to photon flux. That conclusion was found
to be true for CW and TR problems for a wide range of
optical properties. In addition, it, was proved that the de-
gree of accuracy of approximating the MQ to the photon
density strongly depends on the values of the optical pa-
rameters.

More precisely, we found for �s�=5 cm−1 that the CW
photon density differs by less than 15% from the MQ
whatever source position, absorption, refractive index, or
numerical aperture is considered. We identified that CW
deviations are larger when the source is close to the sur-
face and also larger if the medium is less diffusing. When
the propagation distances are short and when the diffu-
sion processes are limited, the directive (flux) component
of the MQ differs significantly from the isotopic (density)
component.

In the time domain, we found at t=1 ns that the TR
photon density deviation from the MQ is less than 15%
whatever source depth, absorption, diffusion, refractive
index or NA is considered. We observed that the largest
TR deviations occur at early time and are negative for the
photon density (underestimation of the MQ) and positive
for the photon flux (overestimation of the MQ). We inves-
tigated how large these deviations are by deriving the
limit of �d,TR and �f,TR when t tends to zero (see Appendix
B for details). It was shown that using the photon density
results in a 100% underestimation of the MQ at early
time. It was also shown that using photon flux results in
an overestimation of the MQ at early time. The amplitude
of this overestimation depends on the optical properties of
the medium and the NA of the detection system according
to formula Eq. (B6). For all the situations investigated in
the present paper, the amplitude of the early time photon
flux overestimation is always larger than the amplitude of
the early time photon density underestimation.

In the time domain, we also established that the stron-
ger n is, the larger the deviations are. This strong index
dependency, enhanced at early time, was not observed in
the CW domain. The index mismatch has high implica-
tions in terms of extrapolation distance. Although the im-
plications in terms of extrapolation distance are the same
in the CW domain, the dependency is limited in that do-
main. The determining aspect of the index dependency
may be explained in terms of speed of light in the me-
dium. Indeed, the speed of light affects only the time do-
main since it cancels out in the CW domain where phe-
nomena are integrated over time.

In the situations investigated, the NA of the detection
system is not a crucial parameter. However, we would like
to point out that the influence of this parameter grows
sensitive when a low-diffusing medium is considered, as
already noted by Martelli et al. [8] with partial current
boundary conditions.

In this paper we identified and quantified model devia-
tions due to the modeling of the MQ. Our analysis is
based entirely on the diffusion approximation. It may be
interesting to note that the situations for which the use of
photon density to model the MQ becomes questionable
are situations for which the diffusion approximation
starts to be invalid. Indeed, the diffusion approximation
breaks down when low-diffusing media, near-to-surface
source positions, and early time are examined. It can be
postulated that the diffusion approximation can hold in a
wider range of validity when the exact MQ expression
given in Eq. (5) is used. Further studies with experimen-
tal measurements could enlarge the discussion and pro-
vide an answer to this question.

APPENDIX A: LIMIT OF THE RATIO
BETWEEN PHOTON DENSITY AND PHOTON
FLUX FOR DEEP SOURCE OF LIGHT IN
THE CONTINUOUS WAVE DOMAIN
To evaluate

L� � lim
zs→+�

� ��r,rs,t�dt

� F�r,rs,t�dt

, �A1�

we make use of analytical expressions of 
��r ,rs , t�dt and

F�r ,rs , t�dt given by Eqs. (12) and (15) of [20]. With our
notations, the two equations are rewritten

� ��r,rs,t�dt =
1

4�D�exp�− kr1�

r1
−

exp�− k2�

r2
� ,

�A2a�

� ��r,rs,t�dt =
1

4�D� �zs + 2de��kr2 + 1�

r2
3 exp�− kr2�

+
zs�kr1 + 1�

r1
3 exp�− kr1�� , �A2b�

where r1
2=��2+zs

2, r2
2=��2+ �2de+zs�2, and k= ��a /D�1/2.

With no loss of generality when zs tends to infinity, �� is
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set to zero in Eqs. (A2a) and (A2b). Then the two quanti-
ties are factored into the form

� ��r,rs,t�dt =
1

4�D

exp�− kzs�

zs
�1 − exp�− 2dek��A�r,rs�,

�A3a�

� F�r,rs,t�dt =
k

4�D

exp�− kzs�

zs
�1 + exp�− 2dek��B�r,rs�,

�A3b�

where the terms A and B both tend to one when zs tends
to infinity. Taking the ratio between 
��r ,rs , t�dt and

F�r ,rs , t�dt in the form of Eqs. (A3a) and (A3b) leads to
the derivation of the finite limit as

L� =
1 − exp�− 2dek�

1 + exp�− 2dek�

1

k
. �A4�

L� has the dimensions of length. The strict positivity of de
and k guarantee that L� is also positive.

APPENDIX B: BOUNDS OF DEVIATIONS IN
THE TIME DOMAIN
In order to evaluate how large the deviations are at early
time, we are interested in deriving the following quanti-
ties:

lim
t→0+

�d,TR�r,rs,t� = lim
t→0+

�
��r,rs,t�

MQ�r,rs,t�
− 1, �B1a�

lim
t→0+

�f,TR�r,rs,t� = lim
t→0+



F�r,rs,t�

MQ�r,rs,t�
− 1. �B1b�

To derive the two limits in Eq. (B1a) and Eq. (B1b), we
rewrite Eqs. (2), (4), and (8) in the form

��r,rs,t� =
�

�4��Dt�3/2 exp�−
�� + zs

2

4�Dt �I�r,rs,t�,

�B2a�

F�r,rs,t� =
zs/2D

�4��Dt�3/2

1

t
exp�−

�� + zs
2

4�Dt �J�r,rs,t�,

�B2b�

MQ�r,rs,t� =
3Czs/2

�4��Dt�3/2

1

t
exp�−

�� + zs
2

4�Dt �K�r,rs,t�,

�B2c�

where the three terms I, J, and K tend to one when t
tends to 0+. Upon substitution of Eq. (B2a) and Eq. (B2c)
into Eq. (B1a) and substitution of Eq. (B2b) and Eq. (B2c)
into Eq. (B1b), we obtain the following limits:

lim
t→0+

�d,TR�r,rs,t� = − 1, �B3a�

lim
t→0+

�f,TR�r,rs,t� =



3CD
− 1. �B3b�

Using the fact that 
 is calibrated in the CW domain
such that �d,CW�r ,rs� tends to zero when zs tends to infin-
ity, we can write

lim
zs→�




� F�r,rs,t�dt

�MQ�r,rs,t�dt

− 1 = 0. �B4�

With expansion of MQ in terms of � and F and use of the
definition of L� given by Eq. (A1), we derive the simple
expression


 = L� + 3CD. �B5�

After substitution of Eq. (B5) into Eq. (B3b), we finally ob-
tain

lim
t→0+

�f,TR�r,rs,t� =
L�

3CD
� 0. �B6�
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78 IV. Choix du modèle de détection

IV.2 Modèle de densité quantitatif

Dans la partie précédente, nous avons montré que le modèle de densité était le plus
précis des deux modèles de détection approchés. Ce modèle suppose la quantité mesu-
rée proportionnelle à la densité de photons, sans pour autant préciser la valeur de la
constante de proportionnalité. Dans cette partie, nous nous proposons de déterminer
l'expression de cette constante, a�n de disposer d'un modèle quantitatif, c'est-à-dire
capable de prévoir de façon absolue le nombre de photons détectés.

Cherchons l'expression de la constante A, telle que MQφ(d, t) ' Aφ(d, t). La
partie précédente nous a appris que le modèle de densité converge en prévisions vers
le modèle de référence lorsque l'on se place en continu et considère des positions de
sources profondes. Utilisons cette propriété et cherchons A véri�ant :

lim
zs→∞

∫ ∞

0

MQ(d, t) dt = A lim
zs→∞

∫ ∞

0

φ(d, t) dt. (IV.1)

Soit

A =
1

4π
Ad

lim
zs→∞

∫ ∞

0

[Ωφ φ(d, t) + 3DΩFF (d, t)] dt

lim
zs→∞

∫ ∞

0

φ(d, t) dt.

, (IV.2)

qui devient en développant :

A =
1

4π
Ad


Ωφ + 3DΩF

lim
zs→∞

∫ ∞

0

F (d, t) dt

lim
zs→∞

∫ ∞

0

φ(d, t) dt


 . (IV.3)

On reconnait alors la grandeur L∞, valant par dé�nition
lim
zs→∞

∫∞
0
φ(d, t) dt/ lim

zs→∞

∫∞
0
F (d, t) dt et dont nous avons donné une expression

explicite en fonction des propriétés optiques du milieu (cf. équation A4 dans la partie
précédente). On obtient alors le modèle de densité quantitatif suivant :

MQφ(d, t) =
1

4π
Ad
(

Ωφ + ΩF
3D

L∞

)
φ(d, t) (IV.4)

Pour simpli�er davantage cette expression, on remarque que pour de faibles angles
solides de détection Ωd � autrement dit lorsque θm tend vers 0 � on a les équivalences
suivantesc : Ωφ ∼ Ωd et ΩF ∼ Ωd. On en déduit alors la formule du modèle de densité
pour de faibles angles solides de détection :

Qφ(d, t) =
Ωd

4π
Ad
(

1 +
3D

L∞

)
φ(d, t). (IV.5)

cCeci est cohérent avec le fait que C → 1 lorsque NA→ 0, cf tableau 1 de Ducros et al. (2008a) reproduit dans la
partie précédente.
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IV.3 In�uence du modèle de détection en termes
de reconstruction

Comme nous l'avons montré dans la partie précédente, les modèles de détection ba-
sés sur la densité ou sur le �ux de photons conduisent à des écarts au modèle, les-
quels peuvent s'avérer importants selon la distance source-détecteur et les propriétés
optiques du milieu. Quand bien même les écarts au modèle seraient-ils faibles, le
problème inverse en tomographie optique reste notoirement connu pour son mauvais
conditionnement. Cela signi�e qu'un écart au modèle, même faible, peut conduire à
une forte erreur de reconstruction. Dans ces conditions, il convient d'être très prudent
concernant le choix du modèle de détection.

Dans cette partie nous souhaitons évaluer dans quelle mesure le choix d'un modèle
de détection approché conduit à une dégradation de la qualité de reconstruction. Dans
ce but, toujours pour un milieu semi-in�ni et homogène du point de vue optique, mais
uniquement pour la modalité continue, nous comparons la qualité des reconstructions
en fonction du type de modèle de détection retenu.

N.B. : Nous avons choisi une con�guration test pour laquelle les écarts au modèle
sont importants. De plus, les mesures synthétiques ont été perturbées par un bruit
photonique. L'écart type de ce dernier dépend directement du niveau de signal, dont
la valeur maximum a été �xée à 106 photons sur l'un des détecteurs.
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ABSTRACT

Within the diffusion approximation, we recently showed that the classical measurable quantity models can lead to
significant deviations. Here, we show that the choice of the measurable quantity model can impact significantly
the reconstructions in fluorescence diffuse optical tomography. The problem arises when i) the extrapolated
boundary conditions are used and when ii) low diffusing media are considered.

Keywords: light propagation, turbid media, diffusion equation, measurable quantity, diffuse optical tomography.

1. INTRODUCTION

The diffusion approximation (DA) framework has been used extensively in diffuse optical tomography (DOT)
and fluorescence diffuse optical tomography (FDOT). Indeed, both problems require the description of the light
propagation in highly absorbing and diffusing media. The model given by the DA is based on the photon density.
This quantity can be easily calculated but it is not actually measurable. In this context, different approaches
have been used. Some authors have considered that the measurable quantity (MQ) is proportional to the photon
density.1 Other authors have rather considered that the MQ is proportional to the photon flux,2 a quantity
proportional to the derivative of the photon density. In the same time, it has also been reported that a more
rigorous treatment, for which the sum of both terms – density and flux – are regarded, should be used.3 The
question of the choice of the MQ has often been settled considering that all approaches were equivalent because
the photons density and flux were proportional – or nearly proportional.4

In a recent paper, we provided a theoretical analysis of the model deviations related to the choice of the MQ
– either photon density or flux – in the continuous and time domains.5 The deviations of both classical models
have turned out to be significant in some situations. The deviation pictures show a strong dependence on the
optical properties of the medium. It was also observed that preferring the photon density to the photon flux can
limit the deviations.

The inverse problem in DOT and FDOT is known to be ill-posed, meaning that a small deviation in the model
can lead to large deviations in the reconstructions. As a result, deviations in the MQ model can dramatically
affect the reconstructions. In this paper, we provide reconstructions of fluorescence markers in the semi-infinite
geometry and in the continuous domain. The rigorous MQ model, involving both photon density and flux,
is chosen to compute synthetic measurements. Then, continuous domain reconstructions are performed from
considering two simplified forward models. The first simplified forward model approximates the MQ by the
photon density while the second one approximates the MQ by the photons flux. Comparing the two results, we
show that the choice of the MQ affects the reconstruction.

E mail: nicolas.ducros@cea.fr



2. THEORY
2.1 Light propagation
In a medium with absorption coefficient µa and diffusion constant D, the photon density φ classically satisfies
the following partial derivative equation:6

−∇ [D(r)∇φ(rs, r)] + µa(r)φ(rs, r) = δ(r − rs) (1)

The diffusion equation, referred to as the diffusion equation, has to be coupled with another equation accounting
for the boundary conditions. Three types of boundary conditions can be used: the partial current boundary
conditions, the extrapolated boundary conditions (EBC) and the zero boundary conditions. The EBC is often
applied since i) it is a physically relevant condition originating from the resolution of the Milne problem7 and ii)
it allows for deriving analytical solutions of the DE.8 The EBC imposes the photon density to vanish at a given
distance de out of the medium. Mathematically:

φ(rs, r) = 0, ∀r ∈ (S + de). (2)

where S is the surface of the medium and de the extrapolated distance given by de = 2AD, A being a function
depending on the index mismatch at the boundary (see9 and10 for further details).

In the semi-infinite geometry, the analytical solution of (1) with the boundary condition specified in (2) is
available. In the following, the positions are expressed in the cylindrical coordinates, r = ρûρ + zûz, ρ being the
radial coordinate along the radial axis ûρ and z the height coordinate along the axis ûz. The diffusing medium
is assumed to lie within the half-space z > 0. With these notations, we have that:

φ(rs, r) =
1

4πD

[
1
r1

exp
(
−r1

l∗

)
− 1

r2
exp

(
−r2

l∗

)]
, (3)

where r1 = [(ρ − ρs)2 + (z − zs)2]1/2 is the distance to the source and r2 = [(ρ − ρs)2 + (z + zs + 2de)2]1/2 is
the distance to the image source – the symmetric of the source with respect to the virtual surface. We note:
l∗ = (D/µa)1/2.

2.2 Measurable quantity model
The diffusion approximation relies on the photon density. However, this quantity is not actually measured by the
acquisition set-up. As a result, there is a need for a model expressing the actually measured quantity as a function
of the photon density. In the following, this model is referred to as the measurable quantity (MQ) model. As
shown in a preliminary work, the choice of the MQ model is not obvious when the EBC are considered.5 Although
such a model is rarely stated explicitly in DOT/FDOT problems, three common approaches are classically used.

2.2.1 Photon density model

Within this approximation framework, the MQ mφ is assumed to be proportional to the photons density.11

Hence:
mφ(rs, r) = αφ(rs, r) (4)

where α is some constant.

2.2.2 Photon flux model

Within this approximation framework, the MQ mF is assumed to be proportional to the derivative of the photons
density along the normal to the boundary:8

mF (rs, r) = βF (rs, r) = β
∂

∂z
φ(rs, r). (5)

where F stands for the photon flux and β is some constant. Derivating (3) along the z-axis leads to the following
analytical expression for the photon flux:12

F (rs, r) =
1

4Dπ

[
z2(r2/l∗ + 1)

r3
2

exp
(
−r2

l∗

)
+

z1(r1/l∗ + 1)
r3
1

exp
(
−r1

l∗

)]
, (6)

where z1 = zs − z and z2 = z + 2de + zs.



2.2.3 Hybrid model

This is the more rigorous framework. It gives the measurable quantity as a function of the photon density and
the photon flux.3,5 Within this framework, the MQ mh is given by:

mh(rs, r) = φ(rs, r) + 3DC F (rs, r). (7)

where C is a constant depending on the index mismatch and the numerical aperture of the detection set-up.5

2.3 Forward model in DOT / FDOT
Let us now consider a set of Ns sources and Nd detectors at different positions at the interface. A set of NsNd

source-detector pairs can be formed. The i-th pair – i ∈ {1, .., NsNd} – is made of the source at position ri
s and

the detector at position ri
d. The semi-infinite medium is discretized into N voxels centered at positions {rj}, j ∈

{1, .., N}. The vector c stands for the fluorescent marker concentration vector. We have: c = [c1, ..., cN ]T , with
the notation cj = c(rj). The vector m stands for the measurement vector. We have : m = [m1, ...,mNsNd

]T ,
with the notation mi = m(ri

s, r
i
d). The measurement vector m is linearly related to concentration vector m by

the weight matrix W :13

m = Wc (8)

Depending on the MQ model that is chosen, the three following cases can be considered:

• Photon density case. In this case, the entries of weight matrix Wφ are given by: (Wφ)ij = φ(ri
s, r

j)φ(rj , ri
d).

The corresponding photon density measurements are: mφ = Wφc

• Photon flux case. In this case, the entries of weight matrix WF are given by: (WF )ij = φ(ri
s, r

j)F (rj , ri
d).

The corresponding photon flux measurements are: mF = WF c.

• Hybrid case, the entries of weight matrix WH are given by: (WH)ij = φ(ri
s, r

j)
[
φ(rj , ri

d) + 3DC F (rj , ri
d)

]
.

The corresponding hybrid measurements are: mH = WHc.

3. MATERIALS & METHODS

3.1 Description of the phantom
The optically homogeneous semi-infinite medium phantom used is shown in Fig. 3. Its absorption coefficient
µa is set to 0.02 cm−1 and its reduced scattering coefficients µ′s = 1/(3D) to 2 cm−1. The homogeneity of the
phantom allows to use the analytical solutions of (1) given by (3), (6), and (7).
The fluorescence markers are concentrated preferentially around two sites at positions r = [1, 1.5, 0.75] and
r = [−1,−1, 1.75]. To simulate the auto-fluorescence of the tissue as well as the non-specificity of the markers,
a fluorescence background with a background-to-site ratio of 2.5:100 is also considered.
The medium is excited by 41 point-sources and probed by 40 point-detectors, the sources and detectors being
evenly arranged in the plan z = 0, in the so called reflexion geometry. The 1640 source-detector pairs that can
be formed are regarded. For the purpose of reconstruction, the medium is evenly discretized, resulting into 1089
voxels of size 0.5× 0.5× 0.25 cm3 covering a total volume of 5×5×2.25 cm3.

3.2 Reconstruction
The ill-posedness of the inverse problem implies to work within the framework of regularization. In this study,
the reconstructed vectors c∗ are obtained by minimizing the Tikhonov cost function instead of the standard
quadratic cost function. The general formulation of the Tikhonov regularization is:14

c∗ = arg min
c

||m−Wc||2 + α||Lc||2 (9)

where m is measurement vector, W the weight matrix, α the regularization parameter, and L a spatially variant
regularization operator.15 Practically, c∗ can directly be calculated from the singular value decomposition of
W .16



Figure 1. Synthetic phantom. The red dots indicate the source positions and the blue circle the detector positions. Optical
properties: µa = 0.02 cm−1, µ′s = 2 cm−1, n = 1.4

Since the hybrid model is the most rigorous one, the hybrid measurements mH are used as the reference
measurements. Moreover, the hybrid measurements are corrupted by Poisson noise to mimic experimental
scenarios. To assess the impact of approximating the measurable quantity, three types of reconstructions are
considered. In the fist case, the MQ is approximated to the photon density. Thus, the weight matrix Wφ is used.
In the second case, the MQ is approximated to the photon flux. Thus, the weight matrix WF is used. In the
third case, we consider the rigorous hybrid MQ and the resulting hybrid weight matrix WH is used. Explicitly,
the three following reconstructed concentration vectors are computed:

c∗φ = arg min
c

||mH −Wφc||2 + α||Lc||2, (10a)

c∗F = arg min
c

||mH −WF c||2 + α||Lc||2, (10b)

c∗H = arg min
c

||mH −WHc||2 + α||Lc||2, (10c)

where c∗φ denotes the photons density reconstruction vector, c∗F the photons flux reconstruction vector, and c∗H
the hybrid reconstruction vector.

4. RESULTS

4.1 Impact of the model deviations on the measurement previsions

In a preliminary work, we observed that the deviations due to the approximation of the measurable quantity to
photon density or photon flux can be significant. To illustrate these deviations in our reconstruction scenario,
we plot on Fig. 2 the photon density, the photon flux, and the reference (hybrid) measurements as a function of
the detector position (only the central source has been considered). More specifically, Fig. 2 is a plot of some
adequately chosen components of vectors mφ, mF and mH .

It can be seen that the 3 models may differ noticeably in their previsions. For some detector positions, the
photon density overestimates the reference measurements, while for some other detector positions, the photon
density underestimates the reference measurements. The same observation can be made concerning the photon
flux. From closer inspection of Fig. 2, it can be seen than the photon flux is always further from the reference
than the photons density. This is consistent with our previous work showing that the photon density better
approximates the MQ.



Figure 2. Measurements for 40 different detector positions. Note that the measurements are plotted with a log scale. The
blue dots indicate the photon density, the red square the photon flux and the black cross the rigorous hybrid measurements.

4.2 Impact of the model deviations on the reconstructions

The concentrations reconstructed from the two approximated MQ models – density on and flux – as well as
from the reference hybrid MQ model are represented in Fig. 3. The phantom concentration and the reference
reconstruction vector c∗H are represented in the top row while the reconstruction vector c∗φ and c∗F are represented
in the bottom row. It can be seen that the two reconstructions differ significantly. In particular, the reconstruction
obtained from the photon density MQ model is of better quality that the one obtained from the photon flux MQ
model, which is consistent with the fact that the photons density deviations are smaller that the photon flux
deviations.

However, the impact of the MQ model is strongly related with the optical properties of the medium. Indeed,
we performed the same set of reconstructions for different values of µ′s and observed that significant differences
between reconstructions from the photon MQ model, and from the photon flux MQ model, are no longer observed
when µ′s is larger than 5 cm−1. The reason for this is quite clear since the photon density MQ model and the
photons flux MQ model provide closer and closer previsions for medium with higher and higher scattering
coefficient, as shown in a previous work.5

5. CONCLUSIONS

We consider the problem of FDOT applied to a homogeneous semi-infinite medium imaged in the reflexion
geometry. We used the analytical solutions of the diffusion approximation equation, which are available when
the extrapolated boundary conditions are considered, to account for light propagation.

In this study, we investigated the influence of the measurement model in terms of reconstructions. Although
it is commonly accepted that the different MQ models lead more or less to the same results, it is shown that
the choice of the MQ model can impact the reconstruction results. This is to the best of our knowledge the first
time that this effect is shown. Moreover, this study confirms that the photon density is a better approximated
model of the MQ than the photon flux from the reconstruction point-of-view.
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Figure 3. Reconstructions from different MQ model. a) phantom concentration; b) hybrid reconstruction; c) photon
density reconstruction; d) photon flux reconstruction.
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IV.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème du choix du modèle de détection
lorsque l'approximation de la di�usion (AD) et les conditions aux limites extrapolées
(EBC) sont considérées. Nous sommes partis du constat que deux modèles distincts
étaient classiquement mis en ÷uvre, sans que l'on dispose d'étude justi�ant leur bien-
fondé ou les comparant. Le premier modèle � le plus largement utilisé � considère
la quantité mesurée proportionnelle à la densité de photons. Le second, en revanche,
admet que la quantité mesurée est proportionnelle au �ux de photons. Nous avons
donc entrepris un travail visant à déterminer lequel des deux modèles était le mieux
adapté. Pour cela, nous sommes repartis d'une expression plus générale et, l'adap-
tant, nous sommes aperçus que l'expression rigoureuse de la quantité mesurée faisant
intervenir à la fois la densité et le �ux de photons : le modèle hybride. Nous avons
alors comparé les prévisions des modèles approchés de densité et de �ux au modèle
hybride de référence. Les écarts au modèle ont été évalués pour la modalité continue
et résolue en temps, pour un grand nombre de positions de sources et de détecteurs,
pour di�érents jeux de propriétés optiques et pour di�érentes ouvertures numériques
du dispositif de mesure. En�n, sur une con�guration donnée nous avons comparé les
qualités des reconstructions obtenues à partir des trois modèles de détection. Nos
conclusions se déclinent à di�érents niveaux.

La première partie de ce chapitre a tout d'abord montré que le modèle de détection
basé sur la densité de photons est le meilleur des deux modèles approchés en termes
de prévisions. Cette conclusion est valable que ce soit en continu ou en temporel et
quelles que soient les propriétés optiques du milieu. Ceci est une bonne nouvelle car
la mise en ÷uvre du modèle de densité de photons est la plus simple.

Dans ce chapitre nous n'avons volontairement pas souhaité aborder la question,
déjà largement débattue, du domaine de validité de l'AD. Cependant, comme nous
l'avons mis en exergue, le modèle hybride, qui implique à la fois la densité et le �ux
de photons, est le modèle de détection le plus précis dans le cadre de l'AD lorsque les
CL ECB sont utilisées. Ce point est généralement ignoré et des indices nous laissent à
penser que la prise en compte du modèle de détection hybride permettrait d'élargir le
domaine de validité de l'AD � notamment à des distances et à des temps plus faibles.
Pour tester cette hypothèse, il serait intéressant de comparer les approches classiques
(notamment la densité de photons associée aux CL PCBC ou EBC) et l'association
modèle hybride�CL EBC à un modèle de propagation plus général (par exemple une
simulation MC). Dans l'une des rares études où les CL EBC sont associées à un
modèle de détection hybride, une comparaison avec des simulations MC est réalisée.
De cette comparaison, les auteurs concluent : � the PCBC solution is worse than the
EBC solution (...). The reasons for this are unclear � (Kienle et Patterson, 1997), ce
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qui tend à accréditer notre hypothèse.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons déterminé la formule analytique
de la constante de proportionnalité permettant de relier la densité de photons à la
quantité mesurée, dans le cadre du modèle de détection de densité. Cette constante
est fonction des propriétés optiques du milieu et des caractéristiques du dispositif de
mesure.

Dans la troisième partie de ce chapitre, nous avons comparé la qualité des recons-
tructions obtenues à partir des trois di�érents modèles de détection : les deux modèles
approchés, le modèle de densité et celui de �ux, et le modèle hybride. Nous obser-
vons une dégradation de la qualité de reconstruction lorsque les modèles de détection
approchés sont utilisés. Comme nous l'attendions, cette dégradation est nettement
moins marquée lorsque le modèle de densité est préféré au modèle de �ux. La qualité
des reconstructions issues des modèles hybride et de �ux apparait même très proche
et en pratique cette similarité sera même plus grande.

Notons, en e�et, que la simulation e�ectuée représente un cas limite � en termes
de propriétés optiques et de niveau de bruit, pour lequel la dégradation de la qua-
lité de reconstruction imputable aux écarts de modèle est très forte. Deux facteurs
contribuent à cette situation. Premièrement, les propriétés optiques ont été choisies
pour conduire à de forts écarts au modèle. Dans la majorité des tissus biologiques,
les écarts aux modèles consécutifs à l'utilisation de modèles de détection approchés
seront plus faibles. Secondement, le niveau de bruit a été choisi relativement bas.
Le nombre maximal de photons détectés, �xé ici à 106, peut atteindre des valeurs
beaucoup plus faibles dans le cadre de certaines applicationsd. Dans un contexte plus
bruité, les écarts au modèle seront davantage noyés parmi les écarts dus à la présence
bruit. L'exigence de leur prise en compte sera alors moins critique.

Ces di�érents éléments nous permettent de conclure que la densité de photons est
un modèle de détection simple, mais permettant de décrire avec une bonne précision
la quantité mesurée. Cette conclusion est valable dans des milieux di�usants dont les
propriétés optiques sont celles de tissus biologiques. Par la suite, nous considérons
donc que la quantité mesurée en r à l'instant t est donnée par :

MQφ(d, t) =
Ωd

4π
Ad
(

1 +
3D

L∞

)
φ(d, t) (IV.6)

Ωd (sr) représente l'angle solide de détection et Ad (cm2) la surface de détection du
système d'acquisition. D (cm) est la constante de di�usion du milieu et L∞ (cm)
une longueur fonction des propriétés optiques du milieu dé�nie dans la partie IV.1
(cf. équation A4). En�n φ(d, t) (photons.m−2.s−1) est la densité de photons en d, à

dOn rappelle que le bruit photonique est tel que plus le nombre de photons collectés est grand, moins la mesure
est bruitée.
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l'instant t.
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Chapitre V

N
aturellement, les méthodes résolues en temps ont été associées à l'étude des
moments des mesures, soit aux mk =

∫
u(t)tk dt où u(t) représente la mesure

et k indique l'ordre du moment. En e�et, en considérant le moment d'ordre 0 des
mesures on se ramène au cas bien connu des données acquises en continu. De surcroît,
le temps de vol moyen � qui n'est rien d'autre que le moment d'ordre 1 divisé par
celui d'ordre 0 � se présente comme une grandeur intuitive, que l'on peut facilement
relier à la position d'un marqueur �uorescent présent dans le milieu. Dans une autre
technique d'imagerie, en tomographie par émission de positons, la prise en compte du
temps de vol permet d'améliorer signi�cativement la qualité des reconstructions. Ces
quelques éléments, associés à une mise en ÷uvre relativement simple, permettent sans
doute d'expliquer qu'un grand nombre d'études se soient concentrées sur les moments
temporels des mesures (Liebert et al., 2003 ; Lam et al., 2005 ; Laidevant et al., 2007,
pour ne citer que quelques travaux principaux). Aux études de faisabilité, démontrant
la possibilité d'intégrer les moments des mesures dans le processus de reconstruction,
ont succédé plusieurs études les mettant en ÷uvre dans des applications concrètes.

Paradoxalement, à notre connaissance, on ne dispose pas d'étude théorique ayant
quanti�é l'intérêt d'utiliser des moments d'ordre supérieur (1 et plus). Les situations
pour lesquelles les moments d'ordre supérieur seraient béné�ques (position des sources
ou des détecteurs, propriétés optiques du milieu, temps de vie du marqueur, niveau de
bruit) sont donc méconnues. Selon nous, un des principaux verrous à ce type d'étude
est lié à la reconstruction dans un contexte de problème inverse mal conditionné. Il est
en e�et di�cile de mettre en place un schéma de reconstruction utilisant un nombre
variablea de données de di�érentes naturesb qui puisse produire des reconstructions
comparablesc.

L'utilisation de moments d'ordre supérieur reste basée sur des fondements empi-
riques. Au travers des deux parties de ce chapitre, nous portons un regard critique
sur leur utilisation et tentons d'apporter des éléments en faveur ou défaveur de leur
utilisation.

aLes moments des mesures jusqu'à un ordre plus ou moins élevé.
bLes moments d'un même signal ont des unités di�érentes selon leur ordre.
cDé�nir mathématiquement le terme comparable apporterait en partie une solution au problème.
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Dans un premier temps, nous nous sommes focalisés sur l'expression des moments
des signaux de �uorescence, autrement dit sur le modèle direct. En milieu homogène et
in�ni, nous avons obtenu une nouvelle expression analytique des moments des signaux
de �uorescence valable pour n'importe quel ordre. Grâce à cette formule nous avons
évalué la corrélation des moments des signaux a�n d'anticiper quel pourrait être leur
apport à la reconstruction � des signaux très corrélés fournissent moins d'information
que des signaux qui le sont moins. Nous avons également obtenu des expressions
analytiques simples de la moyenne, de la variance et de la covariance des moments
issus de mesures temporelles perturbées par un bruit photonique.

Dans un second temps, nous avons e�ectué des reconstructions 3D de �uorescence
à partir des moments des mesures résolues en temps. Nous avons considéré seulement
les moments d'ordre 0, puis de façon incrémentale les moments jusqu'à l'ordre 3 et
comparé les reconstructions qui en résultent. Pour rendre ces comparaisons possibles,
nous avons mis en place un schéma de reconstruction de Tikhonov classique, que nous
avons associé à une méthode originale de sélection du paramètre de régularisation.

Ces deux études ont été soumises à la revue Physics in Medicine and Biology, sous
la forme d'un article en deux parties intitulé � A comprehensive study of the use of
temporal moments in Time-Resolved Di�use Optical Tomography �. La première par-
tie de cet article, intitulée �Part I. Theoretical material �, constitue la première partie
de ce chapitre, tandis que la seconde partie, intitulée � Part II. Three dimensional
reconstructions �, constitue la seconde partie de ce chapitre.

V.1 Part I. Theoretical material

Abstract

The problem of �uorescence di�use optical tomography consists in localizing �uores-
cence markers from near infrared light measurements. Among the di�erent available
acquisition modalities, the time-resolved modality is expected to provide measure-
ments of richer information content. To extract this information, the moments of the
time-resolved measurements are often considered. In this paper, a theoretical analysis
of the moments of the forward problem in �uorescence di�use optical tomography is
proposed for the in�nite medium geometry. The moments are expressed as a function
of the source, detector and markers positions as well as the optical properties of the
medium and markers. Here, for the �rst time, an analytical expression holding for
any moments order is mathematically derived. In addition, analytical expressions
of the mean, variance, and covariance of the moments in the presence of noise are
given. These expressions are used to demonstrate the increasing sensitivity of mo-
ments to noise. Finally, the newly derived expressions are illustrated by means of
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sensitivity maps. The physical interpretation of the analytical formulas in conjunc-
tion with their map representations could provide new insights in the analysis of the
information content provided by moments.

V.1.1 Introduction

Near-infrared (NIR) imaging techniques mainly bene�t from low tissue absorption.
Since photons can propagate over several centimetres within biological tissues at NIR
wavelengths, they can be used to explore the inner tissue structure (Yodh et Chance,
1995). Di�use optical tomography (DOT) makes use of this ability and provides
three-dimensional (3-D) maps of the optical properties (Boas et al., 2001 ; Gibson
et al., 2005). By employing a setup including a set of external light sources and light
detectors, the local absorption and di�usion coe�cients can be estimated by solving
an inverse problem (Arridge, 1999). The development of new NIR �uorescent markers
has led to a novel imaging technique called �uorescence DOT (FDOT) or �uorescence
molecular tomography (FMT) (Paithankar et al., 1997 ; Soubret et Ntziachristos,
2006 ; Hervé et al., 2007a). This technique is capable of determining the 3-D local
concentrations of �uorescent markers.

Classically, DOT and FDOT approaches can be broadly classi�ed into three modal-
ities:

• Continuous wave (CW). The excitation light is steady and the attenuation of
the detected intensity is considered as the measurement (Schmitz et al., 2002).

• Frequency domain (FD). The amplitude of the excitation light is modulated
at radio-frequencies, typically around 100 MHz. The phase and demodulation
between the excitation and detection intensities are recorded as the two mea-
surements (Yu et al., 2003).

• Time domain (TD). Ultrashort excitation pulses with time width in the picosec-
ond or femtosecond range are used. At the detection point, the whole time course
of the distorted pulse response is recorded over a range of about 10 ns with a
time step varying from few picoseconds to few hundreds of picoseconds (Schmidt
et al., 2000).

CW measurements contain in nature less information than FD and TD since only the
continuous component of the signals is exploited. In the context of DOT, Arridge
et Lionheart (1998) have demonstrated that simultaneous recovery of absorption and
di�usion coe�cients maps cannot be achieved using the CW approach, contrary to
FD and TD approaches. Using the latter approaches also enables to limit the number
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of necessary detection points compared to CW. For instance, in the context of FDOT,
Hall et al. (2004) have shown that a unique �uorescent inclusion can be resolved with
a single measurement point in the TD. Moreover, FD and TD o�er the potential of
�uorescence reconstruction with lifetime discrimination (Kumar et al., 2008a). FD
and TD approaches are theoretically equivalent since FD and TD measurements are
related by a Fourier transform. Practically speaking, the FD measurements are per-
formed for a few modulation frequencies limiting the information content. As a result,
the TD approach a priori maximizes the amount of information that can be acquired
from a single time-resolved (TR) measurement point.

Classically the TR measurements are not used directly but reduced to few features
resulting from the application of a transformation along the time axis. This treatment
is twofold: i) reducing the redundancy in the measurements and ii) reducing the
computation cost of the forward model to a more tractable level. The optimal choice
of the measurement features, initiated by Schweiger et Arridge (1999), is still a matter
of debate. Global features such as the Laplace transform of the TR signals (Gao
et al., 2006) or the temporal moments of the TR signals (Hillman et al., 2001 ;
Liebert et al., 2003, 2004 ; Lam et al., 2005 ; Bloch et al., 2005 ; Laidevant et al.,
2007 ; Marjono et al., 2008) have been investigated. Recently, it was shown that
local features o�er some advantages in terms of reconstruction quality over the global
temporal moments [11]. However, the moments approach is still widely used due to
speci�c advantages. First, the moments of the Green's light propagation functions
can be calculated iteratively with a computation cost several order lower than the
one of the TR functions (Arridge et Schweiger, 1995). Second, the moments allow
for a physical interpretation of the features in terms of the numbers of photons and
mean time of �ights, which is of high interest in the understanding of the problem.
Third, in practical problems the instrument response function implies to perform
a convolution/deconvolution operation that is greatly simpli�ed when moments are
considered (Liebert et al., 2003). Fourth and last, a noise model on the moments can
be derived analytically from the TR measurement noise model (Liebert et al., 2003 ;
Arridge et al., 1995).

A large number of studies based on the temporal moments have been undertaken.
However, to our knowledge, there has been no clear evaluation of the bene�t of using
higher order moments. Generally, the use of the moments is limited to the orders from
0 to 2 (Liebert et al., 2003, 2004 ; Lam et al., 2005). In some cases only the �rst order
is considered (Hillman et al., 2001 ; Laidevant et al., 2007 ; Marjono et al., 2008).
In a preliminary work, we observed that the bene�ts of higher order moments was
related to the optical and �uorescence properties (Ducros et al., 2008b). However,
the underlying physical explanation for this situation is not fully established yet. In
this context, the determination and understanding of the situations for which higher
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order moments are of interest is highly desirable.

The purpose of this two-part paper is to establish the domain of interest of the
higher orders by analysing the information content they provide. In particular, the
bene�t of using higher orders will be evaluated against several parameters of interest.
Under the scope of this study is the in�uence of: i) the optical properties of the
medium, ii) the �uorescence marker lifetime, and iii) the noise level. It is believed
that this moment-based study may provide new insights into the understanding of
the more general time-resolved measurements.

The present paper deals with the theoretical aspects of the use of moments in
FDOT. Since the problem of absorption reconstruction in DOT � and even di�usion
� can be seen as a particular case of FDOT, the problem of DOT is also in the scope
of this paper. As detailed in section V.1.2, the present study is restricted to media
where the di�usion approximation holds. We consider an in�nite and homogeneous
medium injected with a distribution of local �uorescent markers. Although this is a
simple geometry, it has been previously used in practical situations (Thompson et al.,
2005). Moreover, the in�nite medium expressions being developed here can be easily
extended to expressions holding for more complex geometries (semi in�nite, slab or
parallelepiped) by means of the method of images (Kienle, 2005). In section V.1.3,
we provide, as exhaustively as possible, the theoretical material that is required to
build the moment-based FDOT forward model. This is, to the best of our knowledge,
the �rst time that an expression that holds for any moments order is derived. In
section V.1.4, we analyse how the noise present on the TR measurement corrupts
the moments. This novel derivation arises from the single assumption that the TR
measurement noise follows a Poisson statistic.

The theoretical material developed in the present paper will be exploited to address
the inverse problem in a companion paper.
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Nomenclature

Symbol Meaning Units/De�nition

µa absorption coe�cient cm−1

µ′s reduced scattering coe�cient cm−1

D = 1/(3µ′s) di�usion constant cm

γ? = (µa/D)1/2 wave number cm−1

ν speed of light within the medium cm.ns−1

v? = 2ν(µaD)1/2 mean speed of the detected photons cm.ns−1

τ �uorescence lifetime ns

η �uorescence quantum yield [-]

G Green's function for the di�usion
equation

W.cm−2

G Green's function for the di�usion
equation in in�nite media

W.cm−2

uF FDOT signal W.cm−2

u DOT signal W.cm−2

e �uorescence pulse response ns−1

f ∗ g convolution of f and g
∫ +∞
−∞ f(t′)g(t− t′) dt′

f̂ Fourier transform of f
∫ +∞
−∞ f(t) exp(−jωt) dt

mk[f ] kth order moment of f
∫∞

0
f(t)tk dt

s source position

d detector position

rn nth marker position

N set of integers

N∗ set of strictly positive integers
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V.1.2 Theoretical background

V.1.2.1 Light Propagation

The propagation of light in turbid medium has been extensively discussed (e.g. see
Ishimaru, 1977). In the context of FDOT, the di�usion approximation is often consid-
ered to be accurate enough to model the propagation of light. Within this framework,
the photon density φ (in W.m−2) satis�es the following partial derivative equation:

−∇ [D(r)∇φ(r, s, t)] +
1

ν

∂

∂t
φ(r, s, t) + µa(r)φ(r, s, t) = S(r, s, t). (V.1)

D (in cm) is the di�usion constant de�ned as recommended in (Pierrat et al., 2006)
by D = 1/(3µ′s); µ

′
s (in cm) is the reduced scattering coe�cient; µa (in cm) is the

absorption coe�cient; and ν (in cm.ns−1) is the speed of light within the medium. In
the following, Gr,s(t) denotes the Green's function of the propagation operator, i.e.
the solutions of equation V.1 for S(r, s, t) = δ(r − s)δ(t).

V.1.2.2 FDOT Forward Model

s

d

µa, µs’

∂W

W

rn

s

d

µa, µs’

W

rn

s

d

µa, µs’

W

∂W ∂W

a) b) c)

rn

Figure V.1: Basic schematic of FDOT principle. a) Excitation: The light emitted by the source at
the point s propagates through the medium; b) Fluorescence: the �uorescent marker absorbs a part
of the excitation light and re-emits light at a higher wavelength; c) Emission: The light emitted by
the �uorescent marker propagates through the medium

FDOT is physically a three-step process: i) the propagation of the light at the
excitation wavelength from the source to the �uorescence marker, ii) the �uorescence
phenomenon, and iii) the propagation of the light at the �uorescence wavelength from
the marker to the detector. This principle is illustrated in �gure V.1.

Let us consider a �uorescence marker distribution {cn}n=1...N , representing the
local �uorescence marker concentrations at positions {rn}n=1...N . The �uorescence
signal us,d(t) measured at detector position d after excitation at source position s is
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given by (Patterson et Pogue, 1994 ; Lam et al., 2005):

uFs,d(t) =
N∑

n=1

cn (Gs,rn ∗ e ∗Grn,d) (t), (V.2)

where e(t) = η exp(−t/τ)/τ is the pulse response of the �uorescence marker that is
parametrized by its �uorescence lifetime τ and quantum yield η. The functions Gs,rn
and Grn,d denotes for the Green's functions of the propagation operator as de�ned
in section V.1.2.1. In equation V.2, we use the classical assumption that the light
acquisition set-up measures directly photon density. A more detailed discussion about
this model can be found in (Ducros et al., 2008a).

It can be noted that exp(−t/τ)/τ tends to the Dirac's function when τ goes to 0.
As a result, the special case (η = 1, τ = 0) leads to:

us,d(t) =
N∑

n=1

cn [Gs,rn ∗Grn,d] (t). (V.3)

One can reinterpret us,d(t) as the light measured in the presence of distribution of
local absorption perturbation {δµa,n} = {cn}. Hence, the particular case of FDOT
for which the lifetime is set to zero and quantum yield to unity covers the problem of
DOT.

V.1.3 Derivation of the analytical expression of the higher or-
der moments in in�nite medium

The goal of this section is to provide analytical formulas of the measured signals
moments (as given in equation V.2) when an in�nite medium is considered. Di�erent
de�nitions for the temporal moments have been employed in the past. Here, the
following de�nition is adopted:

mk[f ] =

∫ ∞

0

f(t)tk dt, ∀k ∈ N (V.4)

This de�nition has been chosen since it de�nes the moments as a linear transformation
of the signal. Hence, this is the de�nition that allows for dealing with a linear inverse
problem, which is done in the majority of FDOT cases. Moreover, such a de�nition
allows for easily deriving the moments of a convolution (refer to equation V.25).

The main results and starting point of this section is the novel derivation of equa-
tion V.9 that gives the moments of a Green's function for any order. All the succeeding
formulations derive from this equation.



V.1. Part I. Theoretical material 101

V.1.3.1 Moments of a Green's function for the di�usion equation

Let us introduce the two following parameters: v? = 2ν(µaD)1/2 and γ? = (µa/D)1/2;
v? (in cm.ns−1) is referred to as the mean speed of the detected photons and γ? (in
cm) is referred to as the wave number. These two quantities appear naturally in the
derivation of the moments. As will be discussed in section V.1.5 these two parameters
play a major role in the problem of FDOT.

The moments of a function can be advantageously expressed in the Fourier domain.
Indeed, the kth order moment of a function f is related to its Fourier transform f̂ by
(see equation 12 of Arridge et Schweiger, 1995, for example):

mk[f ] = jk
dkf̂

dωk
(ω = 0) (V.5)

For an homogeneous in�nite medium, this approach is particularly suited to our prob-
lem since the Fourier transform of the Green's function for equation V.1 is available.
Interestingly, it only spatially depends on the propagation distance l = ‖r − rs‖ and
is noted Ĝl(ω). Explicitly, Ĝl(ω) is given � after adaptation of equation 23 of (Arridge
et al., 1992) to our notations � by:

Ĝl(ω) =
1

4πDl
exp

[
−x(ω)1/2

]
, with x(ω) = 2jω

γ?

v?
l2 + (γ?l)2 (V.6)

Taking the kth derivatives of equation V.6 leads to:

dkĜl
dωk

=
1

4πDl

(
jl2

νD

)k
dk

dxk
exp

(
−x1/2

)
, (V.7)

To go further, we use the lemma that is established below.
Lemma 1 : If h(x) = exp(−x1/2), then:

dkh

dxk
=

(−1)k

(2x)k
exp(−x1/2)

k∑

p=1

βkpx
p/2, ∀k ∈ N∗ (V.8a)

where: βkp =
2p

2k
(2k − p− 1)!

(k − p)! (p− 1)!
(V.8b)

The use of the lemma 1 in equation V.7 and multiplication by jk leads, after some
algebra, to the following general formula:

mk[Gl] =
1

4πD

1

l
exp(−γ?l)

(
1

γ?v?

)k
Pk(γ?l), ∀k ∈ N. (V.9)

where Pk is a polynomial of order k, referred to as the reverse Bessel polynomial
(Carlitz, 1957), and de�ned by:

Pk(x) =

{
1, if k = 0
∑k

p=1 β
k
p x

p, ∀k ∈ N∗
(V.10)
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To illustrate the previous formula the �rst four order moments are given below:

m0[Gl] = 1
4πD

1
l

exp(−γ?l), m2[Gl] = m0[Gl]
(

1
γ?v?

)2 [
γ?l + (γ?l)2] ,

m1[Gl] = m0[Gl]
(

1
γ?v?

)
γ?l, m3[Gl] = m0[Gl]

(
1

γ?v?

)3 [
3γ?l + 3 (γ?l)2 + (γ?l)3] .

(V.11)
It is well known that the ratio m1[Gl]/m0[Gl] represents the mean time of �ight of the
detected photons (Arridge et al., 1992). It can be observed that the mean time of
�ight is linearly related to the propagation distance l by m1[G]/m0[G] = l/v?. From
this observation, it is natural to interpret v? as the mean speed the detected photons.

V.1.3.2 Moments of the convolution of two Green's functions

In an in�nite homogeneous medium, the time convolution of two Green's functions can
be expressed in terms of one single weighted Green's function. Denoting lsn = ‖s−rn‖
and lnd = ‖rn − d‖, we have:

[Glsn ∗ Glnd ](t) =
lsn + lnd
lsnlnd

Glsn+lnd(t) (V.12)

This formula has been previously published in (Hall et al., 2004) and is demonstrated
in V.1.6 for completeness. The moments of the convolution of two Green's functions
readily derive from equation V.9 and equation V.12 and are given by:

mk[Glsn ∗ Glnd ] =
1

16π2D2

1

lsn lnd
exp[−γ?(lsn + lnd)]

(
1

γ?v?

)k
Pk[γ?(lsn + lnd)], ∀k ∈ N

(V.13)

V.1.3.3 Moments of the DOT forward model

To obtain the moments of the DOTmeasurement, the weighted sum of all contribution
has to be considered as described by equation V.3. Thanks to the linearity property
of the moments (see equation V.24), the following general expression is derived:

mk[us,d] =
1

16π2D2

(
1

γ?v?

)k N∑

n=1

cn
1

lsn lnd
exp[−γ?(lsn + lnd)]Pk[γ?(lsn + lnd)], ∀k ∈ N

(V.14)
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V.1.3.4 Moments of the �uorescence pulse response

Let e(t) be the exponential decay of the �uorescence pulse response: e(t) =

η exp(−t/τ)/τ . It can be shown that the moments of e(t) are given by:

mk[e] = η k!τ k, ∀k ∈ N. (V.15)

The demonstration of this formula is provided in V.1.6.

V.1.3.5 Moments of the FDOT forward model

The FDOT moments mk[u
F
s,d] can be obtained as a function of the DOT moments of

order 0 to k. Indeed, using the commutativity property of the convolution, it can be
seen from equation V.2 and equation V.3 that:

uFs,d(t) = [us,d ∗ e](t). (V.16)

Then, the convolution property of the moments given in equation V.25 is applied onto
the previous equation. We obtain:

mk[u
F
s,d] =

k∑

p=0

(
k

p

)
η(k − p)!τ k−pmp[us,d]. (V.17)

It can be veri�ed that the case τ = 0 simpli�es to mk[u
F
s,d] = mk[us,d] as expected.

V.1.4 Derivation of the moment-based noise model

In this section, the variance and covariance of the moments of the measurements are
derived. This derivation only relies on the assumption that the TR measurements
are corrupted by a Poisson noise. Here, no hypothesis is made concerning the light
propagation model or concerning the geometry of the media.

Let us start with the de�nition of the moments in which the integral is discretized.
In practice, the TR signals are recorded over a �nite time range t ∈ [0, T ] and sampled
with a given time step ∆T . Let us consider the acquisition of Q samples and let Nq

be the number of photons detected in the qth detection channel. Therefore, the kth

order moment is given by:

mk[f ] =

∫
f(t)tk dt =

Q∑

q=1

Nq(q∆t)
k (V.18)

In real scenarios, the noiseless number of detected photons Nq is being perturbed
by the presence of noise. To quantify the perturbation resulting on the moments,
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we adopt a statistical formalism. Let Ñq be some random variables describing the
measured numbers of detected photons and m̃k be a random variable describing the
measured kth order moment. According to the Poisson noise assumption, we have
E(Ñq) = Nq and var(Ñq) = E(Ñq). Moreover, the noise is supposed to be uncorrelated
in time, i.e. the covariance between two distinct detection channels is zero. Under
these assumptions, the mean and variance of the moments simpli�es to

E(m̃k) =

Q∑

q=1

E(Ñq)(q∆t)
k = E(m̃k) = mk, (V.19)

and

var(m̃k) =

Q∑

q=1

var(Ñq)(q∆t)
2k =

Q∑

q=1

E(Ñq)(q∆t)
2k = E(m̃2k) = m2k, (V.20)

where mk stands for the noiseless kth order moment.

Note that if the noiseless number of detected photons Nq is larger enough then the
Poisson distributed random variable Ñq can be modelled to a good approximation by
a Gaussian distribution. In this case, the random variable m̃k is a weighted sum of
independent Gaussian distributions. Thus, m̃k is itself a Gaussian distributed random
variable whose mean and variance are given by equation V.19 and equation V.20.

The covariance between two di�erent order moments can also be expressed through
a simple expression. The expression generalizing the previous formula is:

cov(m̃i, m̃j) = E(m̃i+j) = mi+j. (V.21)

The demonstration of equation V.21 is provided in V.1.6. It can be mentioned that
equation V.20 and equation V.21 are in agreement with the statistical properties
derived by Arridge et Schweiger (1995, refer more speci�cally to equation 46).

It has been often observed that moments of increasing order are increasingly sen-
sitive to noise. To state it mathematically, let us de�ne the signal-to-noise ratio
(SNR) of a moment of order k by Rk = 10 log[E(m̃k)

2/var(m̃k)] = 10 log(m2
k/m2k).

In this de�nition the SNR is expressed in dB. Originally, we show that the SNR of
the moments satis�es the often observed inequality:

Rk > Rk+1, ∀k ∈ N (V.22)

The demonstration for this formula is given in V.1.6.
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V.1.5 Analysis of the information content of the higher order
moments

This section aims at discussing the information content provided by the higher order
moments. Our purpose is to bring out some general intuitions about the bene�ts
of using higher order moments. Therefore, the present discussion is limited to the
direct observation of the moments resulting from the presence of a single �uorescence
marker. A more rigorous reconstruction-based analysis is provided in a companion
paper.

V.1.5.1 Zero lifetime case

�gure V.2 illustrates the so-called sensitivity maps for moments of order 0 to 3, the
�uorescence lifetime being set to zero. On a sensitivity map the source and detector
positions s and d are �xed. Here: ‖s − d‖ = 5 cm. A sensitivity map represents
the moment measured for a given source and detector positions, with respect to the
marker position rn. More speci�cally, a sensitivity map is a representation of equa-
tion V.14 for di�erent marker positions rn around the source and detector positions.
Moments corresponding to marker positions closer that 0.5 cm to the source or to the
detector are not represented since the di�usion approximation fails when such small
distances are reached. In the forthcoming discussion, the information content of the
moments is examined from the patterns of the sensitivity maps. Hence, the latter
have been normalized to the same maximum value.

Regardless the order, it can be seen that the further to the source the marker is �
or to the detector due to the symmetry of the problem � the smaller the moments.
This exhibits the dramatic lack of FDOT sensitivity to deeply embedded marker.
However, the higher the moments order, the more sensitive to marker far away from
sources and detectors.

To understand the physical origin of the sensitivity patterns, let us inspect equa-
tion V.14. Although this equation can seem complex, it takes the following simple
form:

mk(rn) = Akm0(rn)Pk(rn), (V.23)

where Ak is some constant depending on the optical properties of the medium and
Pk is a polynomial of order k. To be more precise, Pk is polynomial with respect to
the propagation distance l(rn) = ‖s− rn‖+ ‖rn−d‖. Note that the pattern of a mk

map does depend on the optical properties of the medium since both m0 and Pk are
functions of γ? whereas it is not modi�ed by v? that only a�ects the multiplicative
constant Ak. As a results, the information content of the moments are related to
the optical properties of the medium through γ?. In terms of sensitivity maps, the
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Figure V.2: Sensitivity to the presence of a point like �uorescence marker for di�erent moment
orders. The sensitivity is plotted with a log scale. On the right hand side is plotted the sensitivity
of the moments along the dash line of the left hand side maps, for moment order from 0 to 6. The
red cross indicates the source position and the blue circle the detector position. Optical properties:
µa = 0.01 cm−1, µ′s = 10 cm−1 and τ = 0 ns.

simpli�ed expression of mk allows for interpreting a mk sensitivity map as the results
of a multiplication between a m0 sensitivity map and a polynomial of order k map.

In view of localizing a �uorescence marker, the more di�erent the sensitivity maps
for di�erent orders, the better. Indeed, two similarly patterned sensitivity maps
provide redundant information whereas sensitivity maps with very di�erent patterns
indicate that complementary information is available. To quantify the similarity of
the sensitivity maps, and thus the amount of available information, the correlation
between sensitivity maps has been evaluated. On the bottom left-hand corner of every
map, we report the correlation angle θ � the arccosine of the uncentered correlation �
between the current map mk and the lower order map mk−1. Within this geometrical
framework, two fully correlated � equivalently proportional � maps satisfy θ = 0�.

In our problem, the correlation between two moments of consecutive order is ob-
served to be very strong since θ < 6�whatever the order. Moreover, the larger the
order is, the stronger the correlation. This suggests that the information content of
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Figure V.3: Signal-to-noise ratio maps. The red cross indicates the source position and the blue
circle the detector position. Optical properties: µa = 0.01 cm−1, µ′s = 10 cm−1 and τ = 0 ns.
�gure V.2

the moments is getting poorer and poorer when the moments order is increased. This
behaviour, in agreement with the increasingly close sensitivity pro�les of �gure V.2,
may be understood from the simpli�ed expression of mk given in equation V.23. In-
deed, this expression shows that the di�erences between two sensitivity patterns only
originates from the Pk polynomials. Inspecting the coe�cient of these polynomials, it
can be seen that: i) they are all positive and ii) they give relatively less and less weight
to the monomial of order k than to the monomials of smaller orders for increasing k.

The two penalizing e�ects � the increase in the correlation of the moments and
the increase in the noise sensitivity � should dramatically limit the practical use of
higher order moments.

Figure V.3 represents the SNR of moments for orders from 0 to 3. This repre-
sentation showing the degradation of the SNR for higher orders is in agreement with
equation V.22. Moreover, it underlines the fact that the degradation of the SNR
gets larger and larger when higher and higher orders are considered. This increasing
sensitivity to noise is not linear with the moment order. While the SNR of 0th and 1st

moments remain quite close, the SNR of higher order moments experience stronger
drops.

V.1.5.2 non-zero lifetime case

On �gure V.4 the sensitivity maps for a �uorescence marker lifetime τ of 5 ns are
represented. Comparing these maps to maps depicted on �gure V.2 for which τ =
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Figure V.4: Sensitivity maps (log scale). Same conditions as in �gure V.2 but τ = 5 ns.

0 ns, it can be seen that increasing the marker lifetime from 0 to 5 ns results in
a stronger correlation. To understand this phenomenon, let us inspect the e�ect
of the �uorescence decay convolution as described by equation V.17. For the �rst
order moment, it gives: mF

1 (rn) = ητm0(rn) + ηm1(rn), which can be rewritten as:
mF

1 (rn) = ηm0(rn)[τ+AP1(rn)]. Therefore, the �rst order momentmF
1 (rn) originates

from two components: the �rst one related to the �uorescence itself, irrespective to
the marker position, and the second one related to the marker position. If the lifetime
τ is larger than AP1(rn), then desirable part of the signal � the one depending on
the marker position � is overwhelmed by the undesirable one � the one not depending
on the marker position. As a result, it can be reasonably expected that the ability
of determining the position of a �uorescent marker degrades for increasing τ . Fur-
thermore, it can be readily noted that AP1(rn) = l(rn)/v?. Therefore, the amount
of desirable signal is smaller within a medium of high v? than within medium with
low v?. Hence, for a given τ , the ability of determining the position of a �uorescent
marker should be improved with decreasing v?.
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V.1.6 Conclusion

A theoretical study concerning the use of moments in TR FDOT has been proposed.
Analytical expressions of the moments of the forward model of DOT and FDOT have
been derived. Originally, these expressions for an in�nite medium geometry hold
whatever the moment order. The corruption of the moments due to the presence of
noise on the time resolved measurement has been also studied and simple expressions
of the variance and covariance of the noise of the moments noise were derived. It was
also proven that the SNR decreases with increasing moment orders. Then an analysis
of the information content of the moments has been proposed. This analysis, based
on the pattern of the sensitivity maps, has led to identify the following points:

1. the moments are strongly correlated,

2. the moments of increasing order are increasingly correlated,

3. the moments of increasing order are increasingly more corrupted by noise,

4. the information content of the moments is related to the optical properties of
the medium through parameter k? when the lifetime is zero,

5. the information content of the moments degrades when increasing lifetimes are
considered,

6. for a given lifetime, the degradation of the information content of the moments
depends on the optical properties of the medium through parameter v?.

In part II, the expressions derived here will be used in the resolution of the inverse
problem allowing for recovering the 3-D reconstructions of the markers concentrations.
The in�uence of the SNR of the measurements as well as the optical properties of the
medium and the �uorescence lifetime will be particularly investigated.

Appendix A: Properties of the moments

Assuming the moments are de�ned by mk[f ] =
∫
f(t)tk dt, the two following proper-

ties derives:

Property 1 : linearity of the moments. Let the function f be the sum of the functions
fi. Thus: f(t) =

∑
i fi(t). The moments of f are related to the moments of the fi by

the following formula:
mk[f ] =

∑

i

mk[fi], ∀n ∈ N (V.24)
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Property 2 : moments of a convolution. The moments of f ∗ h can be expressed in
terms of the moments of f and h. Explicitly, it can be stated that:

mk[f ∗ h] =
k∑

p=0

(
k

p

)
mp[f ]mk−p[h],∀k ∈ N (V.25)

Appendix B: Proof of lemma 1

We write: h(x) = exp(−x1/2) and want to show that the kth derivative of h satis�es
equation V.8.

First Step: By inspection of the �rst derivatives of h, it is observed that the general
form of kth derivative of h follows equation V.8a. We assume that this formula holds
up to the order k, which is easily veri�ed for k = 1.

Second Step: The k + 1th derivative of h is calculated by di�erentiation of equa-
tion V.8a. After some algebra, this leads to:

dk+1h

dxk+1
=

d

dx

dkh

dxk
=

(−1)k+1

(2x)k+1
exp(−x1/2)

k+1∑

p=1

[
βkp−1 + (2k − p)βkp

]
xp/2. (V.26)

This proves that the equality de�ned equation V.8a holds for any k ∈ N∗. Moreover
the following relation between the βkp is established: βk+1

p = βkp−1 + (2k − p)βkp . This
relation generates the coe�cients of the reverse Bessel polynomials whose explicit
formula given in (Sloane, 2009) allows to derive, after some algebra, the equation V.8b.
This concludes the proof of this lemma.

Appendix C: Moments of the convolution of two Green's func-
tion of the di�usion equation

According to the convolution theorem, the Fourier transform of a convolution is the
point-wise product of Fourier transforms. Thus, we consider the product Ĝl1(ω)Ĝl2(ω).
After substitution of the two Fourier transforms as given in equation V.6, we have
that:

Ĝl1(ω)Ĝl2(ω) =
1

4πDl1
exp [−y(ω)l1]

1

4πDl2
exp [−y(ω)l2] , (V.27)

where y(ω) = γ?[2jω/(γ?v?) + 1]1/2 .The terms are then rearranged to prove that:

Ĝl1(ω)Ĝl2(ω) =
1

16π2D2l1l2
exp [−y(ω)(l1 + l2)] =

1

4πD

l1 + l2
l1l2

Ĝl1+l2(ω) (V.28)
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Appendix D: Moments of the �uorescence decay

We search for an analytic expression of the following integral:

mk[e] =
η

τ

∫ ∞

0

exp

(
− t
τ

)
tk dt (V.29)

Integrating equation V.29 by parts, it can be easily shown that:

mk[e] = kτ mk−1[e], ∀n ∈ N∗ (V.30)

By recursive use of the previous equality and with m0[e] = η, we get that mk[e] =

ηk!τ k.

Appendix E: Covariance of the noisy moments

Starting from the de�nition of the covariance of the two variables mi and mj we have
to calculate:

cov(m̃i, m̃j) = E(m̃im̃j)− E(m̃i)E(m̃j) (V.31)

First we focus on the �rst term of equation V.31, replacing the moments by the
discrete de�nition given in equation V.18 and rearranging the di�erent terms in order
to obtain:

E(m̃im̃j) = E

[(
Q∑

q=1

Ñq(q∆t)
i

)(
Q∑

q′=1

Ñq′(q
′∆t)j

)]
= E

[
Q∑

q=1

Q∑

q′=1

Ñq′Ñq(q∆t)
i(q′∆t)j

]
.

(V.32)

Then, due to the linearity of expectation, we have that:

E(m̃im̃j) =

Q∑

q=1

Q∑

q′=1

E(Ñq′Ñq)(q∆t)
i(q′∆t)j (V.33)

Since the noise is assumed to be uncorrelated in time, Ñq and Ñq′ are independent
variables for all q 6= q′. Thus: E(ÑqÑq′) = E(Ñq)E(Ñq′), ∀q 6= q′. A variable being
obviously correlated with itself, the case q = q′ leads to: E(ÑqÑq) = E2(Ñq)+var(Ñq).
Upon substitution of these two relations in equation V.33, we have:

E(m̃im̃j) =

Q∑

q=1

var(Ñq)(q∆t)
i+j +

Q∑

q=1

Q∑

q′=1

E[Ñq]E[Ñq′ ](q∆t)
i(q′∆t)j (V.34)

=

Q∑

q=1

var(Ñq)(q∆t)
i+j + E(m̃i)E(m̃j). (V.35)

With the Poisson statistic assumption stating that var(Ñq) = Ñq we �nally obtain
cov(m̃i, m̃j) = E(mi+j).
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Appendix F: Signal-to-noise ratio of the moments

To demonstrate equation V.22, we generalize the problem and show that R(κ) =

m2
κ/m2κ = (

∫
f(t)tκ dt)2/

∫
f(t)t2κ dt is a decreasing function of the continuously

de�ned variable κ. Therefore, we are to show that the derivative of R is negative for
all κ.

First, the derivative R is derived and factorized as:

dR
dκ

(κ) = 2A

(∫
f(t) ln(t)tκ dt

∫
f(t)t2κ dt−

∫
f(t) ln(t)t2κ dt

∫
f(t)tκ dt

)

(V.36)
where A =

∫
f(t)tκ dt/(

∫
f(t)t2κ dt)2 is positive since f is assumed to be positive.

Second, the two products of integrals are transformed into two double integrals,
allowing for a new factorization. The integral transformation can be done in two
equivalent manners:

dR
dκ

(κ) = 2A

∫∫
f(u)f(v)[ln(u)uκv2κ − ln(u)u2κvκ] du dv (V.37a)

= 2A

∫∫
f(u)f(v)[ln(v)vκu2κ − ln(v)v2κuκ] du dv (V.37b)

Third, dR/ dκ(κ) is written as the half-sum of (V.37a) and (V.37b), which permits
a last factorization:

dR
dκ

(κ) = A

∫∫
f(u)f(v)u3κ/2v3κ/2 ln

(u
v

)[(u
v

)−κ/2
−
(u
v

)κ/2]
du dv (V.38)

Noting that: ln(x)(x−ε− xε) < 0, ∀x > 0 and ε > 0; as well as: ln(x)(x−ε− xε) = 0 if
ε = 0, concludes this demonstration.

V.2 Part II. Three-dimensional reconstructions

Abstract

The present paper addresses the inverse problem of time-resolved (�uorescence) di�use
optical tomography from temporal moments of the measurements. A methodology
that enables to provide fairly comparable reconstructions is presented. The proposed
reconstruction methodology is applied to in�nite medium synthetic phantoms in the
transmission geometry. Reconstructions are performed for moment orders increasing
from 0 to 3. The reconstruction quality is shown to be increasing when higher moment
orders are added. However, the value of the highest useful moments order strongly
depends on the number of photons that can be acquired. In particular, it can be
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considered that the bene�t of using higher order moments vanishes when fewer than
108 photons are detected. The evolution of the reconstruction quality with respect to
the optical properties of the medium and �uorescence lifetime is also shown.

V.2.1 Introduction

Di�use Optical Tomography (DOT) and Fluorescence DOT (FDOT) are two tech-
niques aiming at exploring the inner structure of biological tissues with light in the
near infra-red range. DOT deals with the determination of the optical properties of
the medium while FDOT deals with the detection of �uorescent markers. The prin-
ciple of these methods is to process the light exiting the medium at di�erent detector
positions for a set of source positions and to solve an inverse problem to reconstruct
3-dimensional (3-D) maps of the parameters of interest.

When available, the time-resolved (TR) light measurements are classically reduced
to their moments up to a given order. In a companion paper, the theoretical aspects
of calculating the moments the forward problem of DOT and FDOT have been in-
vestigated. Analytical expressions of the moments of the forward model have been
derived for any order, as well as a moment-based noise model. In the present paper,
the inverse problem is addressed. Our purpose is to accurately quantify the bene�t
of using higher order moments and determine, in terms of reconstruction quality, the
situations for which the moment method is the more pro�table. Toward this end,
an in�nite and homogeneous medium injected with a distribution of local �uorescent
markers is considered. Synthetic TR measurements are simulated in the transmission
geometry, i.e. light sources and detectors are placed on either side of the object to
be imaged. Then, reconstructions of the markers concentration are performed for
moment orders ranging from 0 to 3.

In the problem of FDOT, the markers concentration within the medium is linearly
related with the moments of the measurements. From physical considerations, it is
possible to derive the so-called forward model that maps the measurement onto the
marker concentration. The building of the forward model, when moments of the TR
measurements are considered, has been described in the �rst part of this work. In
section V.2.2, we brie�y present our formalism. Reconstructing the markers concen-
tration from the measurements is addressed in the resolution of the so-called inverse
problem. Since the inverse problem in FDOT is ill-posed, meaning that the recon-
struction is highly sensitive to some perturbations in the measurements, the recon-
struction has to be performed within the framework of regularization. An extensive
literature can be found on the subject and several families of algorithms are available
(Bertero et al., 1988). A brief review of the regularization strategies completes the
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section V.2.2.

In section V.2.3, we describe the synthetic phantoms under study as well as the
Poisson-based noise model that has been used.

It should be emphasized that in the context of this study, dealing with ill-posedness
is a necessary condition but not a su�cient one. Indeed, to provide fairly comparable
reconstructions, the reconstruction procedure must ensure that the regularization is
strictly equivalent from reconstruction to reconstruction. A particular care must be
taken to ful�l this condition since the measurements are of di�erent nature (di�erent
order moments have di�erent dimensions) and sensitivity to noise (higher order mo-
ments are more sensitive to noise). A number of general methods, among them the
discrepancy principle (Galatsanos et Katsaggelos, 1992), the L-curve (Hansen, 1992),
and the generalized cross validation (Golub et al., 1979), are available to cope with
the problem of regularization control (see Kilmer et O'Leary., 2001, for an overview
of the di�erent approaches). Unfortunately, it has been noticed that these general
methods can lead to over-regularization in the context of DOT (Culver et al., 2003).
Hence, empirical methods based on object contrast (Culver et al., 2003) or visual as-
sessment (Graves et al., 2004 ; Selb et al., 2007 ; Kumar et al., 2008a) are commonly
employed and show good practical results. However, the use of empirical methods
prevents from ensuring the comparability between reconstructions.

In section V.2.4 we present a original methodology that allows for controlling
thoroughly the regularization while avoiding the undesirable over-regularization. It is
thought that the proposed reconstruction methodology could provide a reconstruction
framework well adapted to comparative studies.

The section V.2.5 provides the reconstructed concentrations from noisy synthetic
moments, increasing the considered orders from 0 to 3, for several con�gurations. The
in�uence of three kinds of parameters is investigated. The more critical parameter is
found to be the number of detected photons that sets the signal-to-noise ratio (SNR).
The in�uence of the optical properties of the medium as well as of the lifetime of the
�uorescent marker is also shown.

V.2.2 Theoretical background

V.2.2.1 Notations

Matrices are marked with bold capitals while vectors are marked with bold minuscules.
Vectors are seen as column-matrices: x = (x1, ..., xn)T . The notation ‖.‖ denotes the
discrete l2 norm de�ned by ‖x‖ = (xTx)1/2. We note ‖.‖L, the weighted l2 norm
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induced by the positive-de�nite matrix L and de�ned by: ‖x‖L = (xTLTLx)1/2.

V.2.2.2 Forward problem: moment-based formalism

Let us consider a �uorescence marker distribution c within the medium. The vector
c = (c1, ..., cN)T is composed of the local concentration cn at positions {rn}n=1...N .
The medium is probed by a set of light sources at positions {s} and a set of detectors at
positions {d}. In the following, I source-detector pairs {(si,di)} are considered. The
light detected at position di due to excitation at position si is noted ui(t) = u(si,di, t).
It originates from the superposition of all the local �uorescence light contributions.
Mathematically we have the following weighted sum: ui(t) =

∑N
n=1w

i
n(t) cn. Regard-

ing the whole set of light measurements u(t) = (u1(t), ..., uI(t))
T a matrix formalism

can be adopted. It leads to:

u(t) = W (t) c, (V.39)

where W (t) = (win(t))i,n is the TR forward model operator that maps the local con-
centrations onto the light measurements. The building of the matrix W (t), usually
referred to as the TR weight matrix, has been reported in a companion paper (Ducros
et al., 2009a). Now, we consider the temporal moments of the TR forward model given
in equation V.39. The kth order moments of a signal f is de�ned consistently with
(Ducros et al., 2009a) by: mk{f(t)} =

∫∞
0
f(t)tk dt. Then, the moment transforma-

tion can be applied component-wise on the linear system equation V.39, which leads
to:

u[k] = W [k] c, (V.40)

where u[k] = mk{u(t)} is the kth order moments of the measurements and W [k] =

mk{W (t)} is the kth order moments of the TR weight matrix. In the �rst paper of
this serie, the analytical expression for the entries of W [k] is given for an in�nite
homogeneous medium (refer to equation 14 and 17 of Ducros et al. (2009a)).

V.2.2.3 Inverse problem: regularization strategies

The inverse problem in FDOT consists in determining the concentration vector c from
the measurement vector u and the knowledge of the weight matrixW . Unfortunately,
the inverse problem in FDOT is well-known to be ill-posed, meaning that a small
deviation δu in the measurement u � practically speaking the presence of noise �
leads to a large deviation δc in the reconstructed concentration c. Formally, the
ampli�cation of the measurement deviation is given by (Regi«ska, 2004):

‖δc‖
‖c‖ ≤ κ(W )

‖δu‖
‖u‖ (V.41)
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where κ(W ) is the condition number of the matrix of the forward model. In this study,
for instance, κ(W ) is always larger than 108 explaining that even a small measurement
deviation can lead to a large reconstruction deviation. To reduce the in�uence of
noise and stabilize the inversion, regularization schemes must be introduced. We
categorized them into two groups: the implicit regularization schemes and the explicit
regularization schemes.

The implicit regularization scheme involves minimizing the classical least square
cost function:

Φ(c) = ‖u−Wc‖2 (V.42)

The regularization is performed by minimizing equation V.42 with some iterative
algorithms. The algebraic reconstruction technique has been used in a large number
of instances (Gaudette et al., 2000 ; Lam et al., 2005 ; Gao et al., 2002, 2006 ;
Nielsen et al., 2009) as well as other classical optimization approaches as Landweber
algorithm, steepest descent or conjugate gradient descent (Gaudette et al., 2000).
Then, the regularization strategy consists of stopping the retained algorithm before
convergence to the minimum of equation V.42.

In the explicit regularization scheme, the cost function equation V.42 is modi�ed
by adding a regularization term, weighted by the so-called regularization parameter.
In the classical Tikhonov approach the regularization term is chosen to be the square
of the norm of the concentration. Mathematically, the Tikhonov cost function is
(Tikhonov et Arsenin, 1977):

Φα(c) = ‖u−Wc‖2 + α‖c‖2, (V.43)

α being the regularization parameter. The solution c = arg min
Φ

α(c) strongly depends

on α. Indeed, let us consider the two extreme scenarios: α = 0 and α = ∞. If
α = 0, then no regularization is performed and the resulting solution c(α = 0) is
dominated by noise and thus highly unstable. If α = ∞, the inverse problem is
reduced to minimizing the energy of the concentration ‖c‖2. This leads to the highly
stable � or noise-free � solution c(α = ∞) = . This meaningless solution is said to
be over-smoothed since its energy is zero. In section V.2.4, the key choice of α as a
compromise between instability and over-smoothing is further discussed.

V.2.3 Numerical Experiments

V.2.3.1 Description of the numerical phantoms

We consider the homogeneous in�nite medium phantom represented on �gure V.5.
The refractive index n of the medium is set to 1.4. Di�erent absorption coe�cients
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Figure V.5: Numerical phantom used for the reconstructions. The blue circles indicate the detec-
tors, the red crosses indicate the sources and the black dots indicate the contour of the mesh. The
marker concentration within the medium is plotted with the hot colour scale

µa and the reduced scattering coe�cients µ′s are investigated. The study ranges
� µa ∈[0.01, 0.5] cm−1 and µ′s ∈[1, 20] cm−1 � should cover most of the practical
situations. For the reconstruction purpose, the medium is evenly discretized. The
resulting 810 cubic voxels of size (0.5 cm)3 span a total volume of 4.5×4.5×5 cm3.
The medium is probed by 12 light sources and 12 light detectors, resulting in a set of
144 source-detector pairs. Sources and detectors are both evenly arranged within two
circular disks of radius 1.5 cm. The two disks are located 5 cm apart, surrounding
the medium in the so-called transmission geometry.

We regard �uorescent makers with lifetime τ in the range τ ∈ [0, 5] ns. The lower
bound τ = 0 ns stands for the DOT problem, while the upper bound τ = 5 ns
can describe the use of long lifetime markers such as quantum dots (Medintz et al.,
2005). The phantom under study contains three tumoural zones where the �uorescent
markers concentrate (see �gure V.5 for illustration). The three tumours are centred at
the positions r1 = [−1.5, 1, 2.25] cm (tumor #1), r2 = [1, 1, 3.75] cm (tumor #2) and
r3 = [1, 1, 1.25] cm (tumor #3). To simulate the auto�uorescence of the medium as
well as the non speci�city of the makers, a homogeneous �uorescent background is also
considered. The background to tumour ratio is set to 1:40. The present con�guration
is not easy to deal with for two reasons. First, the tumour #1 is located far away
from both source and detector plans, within a zone of poor sensitivity (Kepshire et al.,
2007). Second, the tumours #2 and #3 are aligned along the z-axis for which FDOT
exhibits low ability to separating two adjacent inclusions (Gao et al., 2002).
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V.2.3.2 Noise model

Classically, the noise in optical measurements is assumed to follow a Poisson distri-
bution. Recently, this model has been complexi�ed to take into considerations the
speci�cities of FDOT measurements (Hyde et al., 2007). In this study the number of
detected photons is hypothesized to be large enough to neglect any other sources of
noise. Furthermore, under this assumption the Poisson distribution can be modelled
to good approximation by a Gaussian distribution. Within this framework, any noisy
measurement ũ(t) is given by:

ũ(t) = u(t) +N{µ = 0, σ2 = u(t)}, (V.44)

where N (µ, σ2) denotes for a realization of a Gaussian random variable of mean µ

and variance σ2. In a companion paper we have shown how noise on a TR signal
corrupts its moments (see equation 20 of Ducros et al., 2009a). Using this result we
have:

mk[ũ] = mk[u] +N{µ = 0, σ2 = m2k[u]}, (V.45)

Consistently with the notations developed in the section V.2.2, the vector ũ[k] =

(mk{ũ1(t)}, ...,mk{ũI(t)})T denotes kth order moments of the noisy measurements.

For a measurement u(t) corrupted by a Poisson noise, the standard deviation
of the noisy measurement is

√
u(t). The SNR, expressed in dB, is then 20 log(u),

meaning that the value of u �xes the SNR. The larger the measurement u is, the
better the SNR. In the following, the SNR is tuned by rescaling the moments with an
appropriate constant. The constant is chosen so as to �x the largest moment of order
0 to a desired maximal count of detected photons Cmax. This mathematical operation
is experimentally equivalent to increasing the time of integration until Cmax photons
are collected on one of the detectors. In the present study, Cmax covers the range
[106, 1014] photons.

V.2.4 Reconstruction procedure

In this part, we consider the reconstruction of the concentration vector from the
moments up to a given order. Let K be highest selected moments order. Let ũK =

(ũ[0], ..., ũ[K])T be the stack of the moments of the measurements up to order K and
WK = (W [0], ...,W [K])T be the stack of the moments of the TR weight matrix up
to order K. The reconstructed concentration sought from the moments up to order
K is noted cK .
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V.2.4.1 Choice of the algorithm

To bene�t from thorough control of the regularization, the choice is made to consider
an explicit regularization scheme and thus to minimize the following cost function:

Φα(c) = ‖ũK −WKc‖2
L + α‖c‖2, (V.46)

Here L is a diagonal matrix chosen to penalize the noisier measurements. Explicitly,
the jth diagonal entry of L is the standard deviation of the jth component of ũK .
Advantageously, the choice of this weighted norm results in considering dimensionless
moments and resolves the problem of dealing with measurements of di�erent nature.

Let cK(α) be the reconstructed concentration using moments up to orderK. cK(α)

is the minimiser of the Tikhonov cost function given by equation V.46. It can be
obtained either analytically or by iterative algorithms. Here, the analytical method
is preferred since it avoids the problems of convergence and the determination of the
stopping criterion. Explicitly, cK(α) is given by:

cK(α) = (W T
KL

TLWK + α IN)−1W T
KL

T ũK (V.47)

For conciseness, we note: cK(α) = W α
KuK where the Moore-Penrose pseudo inverse

W α
K is de�ned accordingly to equation V.47. Interestingly,W α

K can be computed by
from the singular value decomposition (SVD) of LWK . The SVD consists of writing
LWK as LWK = UΣV T , where U and V are two orthonormal matrices and Σ is
a diagonal matrix. Substituting this decomposition in equation V.47, it can be seen
that cK(α) = V Σ(Σ2 + αI)−1UT ũK , where I stands for the identity matrix (see
section 2 of Hansen, 1987, for details). In this process, the SVD is known to be a
time-consuming step. However, once the SVD has been performed, the computation
of equation V.47 for multiple regularization parameters α is almost done on the �ight.
Indeed, it only requires recomputing the inverse of Σ2+αI, which is a straightforward
calculation since Σ2 + αI is a diagonal matrix.

V.2.4.2 Determination of the regularization parameter

The approach detailed below �xes the regularization parameter from the de�nition of
some acceptable reconstruction variability. To illustrate the philosophy of the propo-
sition, let us consider a very simple example. Let ũ(1)

K be a given noisy measure-
ment vector. The concentration vector reconstructed from this noisy measurement
is c̃(1)

K (α) = W α
Kũ

(1)
K . If the experiment is reproduced in the same conditions, then

a new noisy measurement vector ũ(2)
K is acquired. The resulting reconstructed con-

centration is now c̃(2)
K (α) = W αũ(2). It is reasonable to expect that an appropriate

α = α∗ can ensure c̃(1)
K (α∗) to be close to c̃(2)

K (α∗).
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To estimate the variability of the reconstructions, we �rst de�ne the mean recon-
struction vector E[c̃K(α)] and the standard deviation reconstruction vector δ[c̃K(α)].
Explicitly, from a set of Ω reconstructed concentration vectors, the two quantities are
computed according to the two classical non-biased estimators:

E[c̃K(α)] =
1

Ω

Ω∑

ω=1

c
(ω)
K and: δ[c̃K(α)] =

(
1

Ω− 1

Ω∑

ω=1

{c̃(ω)
K − E[c̃K(α)]}2

)1/2

.

(V.48)
With synthetic experiments, for which the noiseless measurements are available, only
the standard deviation has to be calculated. Indeed, the mean reconstruction vector
equals the noiseless reconstruction vector cK(α) = W α

KuK .
Then, the reconstruction variability V is de�ned on the model of equation V.41:

V(α) =
‖δ[c̃K(α)]‖
‖cK(α)‖ =

‖δ[c̃K(α)]‖
‖E[c̃K(α)]‖ (V.49)

Setting Ω to 50, V(α) was computed for multiple α's and it was observed that V(α)

decreases monotonically. For α∗ such that V(α∗) = 0.1, the reconstructions exhibit
both limited instability and over-smoothing. Therefore, the retained α∗'s are chosen
by dichotomy to verify V(α∗) = 0.1.

It can be noted that the proposed procedure for choosing α di�ers from the so-
called Miller criterion Miller (1970). The Miller criterion sets α as α∗ = ε2/E2, where
ε stands for the upper bounds of ‖u −Wc‖2 and E for the upper bound of ‖c‖2.
Here the constraint is put on the variability of the reconstruction and not on the
smoothness of the reconstruction that is a priori unknown in experimental scenarios.

V.2.5 Results and discussion

An example of the 3-D concentration reconstructions performed from moments up
to di�erent orders (for di�erent K) is presented on �gure V.6. In this illustration,
µa is set to 0.1 cm−1, µ′s to 10 cm−1, τ to 0 ns and Cmax to 1014 photons. The
aforementioned optical properties are commonly encountered in FDOT problems;
they are notably in agreement with in vivo values of breast tissue (Cheong et al.,
1990).

From this �rst reconstruction example, it can be seen how the use of higher order
moments improve the reconstruction quality. Using only the 0th order moments �
the m0's in short � results in a poor separability of tumour #2 and #3. Now let us
compare the cases K = 0 and K = 1. When the m1's are added to the m0's, the
presence of tumour #1 is exhibited. In parallel, a better separation of the tumours
#2 and #3 is observed. The detectability of tumour #1 as well as the separability
between tumour #2 and #3 are further enhanced when the m2's are adjoined to
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Figure V.6: 3-D reconstructions from moments up to order K of 0, 1, 2 and 3 (right) to be
compared to the phantom (left). Here, µa = 0.1 cm−1, µ′s = 10 cm−1 and Cmax = 1014 photons.

the m0's and the m1's (consider the case K = 2). However, the di�erence between
the reconstruction for K = 2 and K = 3 can hardly be told. In this example, it
can be concluded that higher order moments provide extra information in terms of
reconstruction quality up to order 2.

V.2.5.1 In�uence of the signal-to-noise ratio

On �gure V.7, reconstructed concentration pro�les along the z-axis are depicted for 3
maximum numbers of detected photons. The pro�les through tumour #1 and through
tumour #2 and #3 are represented for Cmax = 1014 photons, Cmax = 1010 photons,
and Cmax = 106 photons.

We have identi�ed the number of detected photons � equivalently the SNR � to
be the most critical parameter in terms of reconstruction quality. As shown on the
reconstruction pro�les of �gure V.7, the bene�t of using higher order can vary from
very signi�cant to null depending on the number of photons that can be detected.
When Cmax = 106 photons, no bene�t in using higher order moments was observed
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Figure V.7: Reconstruction pro�les along the z-axis, through tumor #2 and #3 (�rst row) and
through tumor #3 (second row). The dashed lines indicate the ground truth concentration pro�les.
In the �rst column Cmax is set to 1014, in the second to 1010 and in the third to 106. Moments
are used up to order 0 (blue solid line), 1 (green marked with ut), 2 (black marked with 4) and 3
(magenta marked with ◦ ). Here, µa = 0.1 cm−1, µ′s = 10 cm−1.

whatever the optical properties of the medium and the �uorescence lifetime. Bene�ts
of using higher order only appears for Cmax larger 108 detected photons. Experimen-
tally speaking this conclusion is of the highest importance since such level of detection
may hardly be reached.

V.2.5.2 In�uence of the optical properties of the medium

In this part we assess the in�uence of the optical properties on the reconstruction
quality. In terms of optical properties, we have previously identi�ed the wave number
γ? = (3µaµ

′
s)

1/2 to be the driving parameter when the lifetime is zero (refer to Part I).
Hence, the reconstruction quality for a varying γ? is evaluated. Small γ? represent low
absorbing and di�using media while large γ? represent highly absorbing and di�using
media. The smallest γ? is obtained with µa = 0.01 cm−1 and µ′s = 1 cm−1. The
largest γ? is obtained with µa = 0.5 cm−1 and µ′s = 20 cm−1.
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Figure V.8: Sensitivity and separability along the z-axis for varying optical properties. In the �rst
column Cmax is set to 1010, in the second to 108 and in the third to 106. Moments are used up to
order 0 (blue solid line), 1 (green marked with ut), 2 (black marked with 4) and 3 (magenta marked
with ◦ ).

To summarize the reconstruction quality for di�erent wave numbers γ?, we focus
on the z-axis separability and detectability. The z-axis separability is the ability to
separate two tumours along the z-axis. It has been calculated from the reconstructed
concentrations of tumour # 2 and #3. The z-axis separability is de�ned as the
di�erence between the peak and valley reconstructed concentrations as speci�ed on
�gure V.7. The z-axis detectability is de�ned as the reconstructed concentration of
the tumour #1. On �gure V.8, the z-axis separability and detectability are plotted
with respect to γ? for three maximum numbers of detected photons.

It can be seen that the parameter γ? impacts the reconstruction quality as pre-
dicted. For a given SNR, the z-axis separation and detection are better within a
medium of large γ? than within a medium of small γ?.
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Figure V.9: Reconstruction pro�les along the z-axis, through tumour #2 and #3, for three �u-
orescence lifetimes. The dashed line indicate the ground truth concentration pro�le. In the �rst
column τ = 0 ns, in the second τ = 2 ns, and in the τ = 5 ns. Cmax is set to 1010 (top row) and to
108 (bottom row). Here again, µa = 0.1 cm−1, µ′s = 10 cm−1. Moments are used up to order 0 (blue
solid line), 1 (green marked with ut), 2 (black marked with 4) and 3 (magenta marked with ◦ ).

V.2.5.3 In�uence of the �uorescence lifetime of the markers

In this last part, the in�uence of the �uorescence lifetime with respect to the recon-
struction quality is evaluated. We have predicted the bene�t of using higher order
moments to be decreasing when increasing �uorescence lifetimes are considered. To
verify this prediction, reconstructions pro�les along tumour #2 and #3 are plotted on
�gure V.9 for the three cases τ = 0 ns, τ = 2 ns, and τ = 5 ns (left, middle, and right
columns). The maximum number of detected photons has been set to Cmax = 1010

and Cmax = 108 (top and bottom rows).

The degrading e�ect of the lifetime is observed on reconstructions for which Cmax
is set to 108 photons. Indeed, it can be observed on the bottom row of �gure V.9 that
the reconstruction can be improved by addition of the m1's when τ = 0 ns while the
bene�t provided by the m1's is severely limited when τ is set to 5 ns. Moreover, we
have veri�ed (results not shown) that the degradation due to the lifetime is ampli�ed
for media with large mean speed of detected photons v? = 2c(µa)

1/2/(3nµ′s)
1/2, c being

the celerity. These two points are in agreement with the predictions of the �rst paper
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of this series. However, when Cmax = 1010 photons, the quality of the reconstructions
remains about the same, even for a lifetime as long as 5 ns photons.

To understand these observations, let us get back to the �rst part of this work in
which it was observed that the �uorescence �rst order moment consists of a desir-
able marker dependent component and an undesirable marker free component. The
marker free component was shown to get larger and larger for increasing �uores-
cence lifetime. Therefore, when the �uorescence lifetime is too large, the marker free
component overwhelms the marker dependent component. This explains why the re-
construction quality decreases with increasing �uorescence lifetime. Nevertheless, the
marker dependent component may remain signi�cant with respect to the measure-
ment signal � even if it is much lower than the marker free one � provided that the
measurement can be performed accurately enough. It can be thought the accuracy
of the measurement is large enough for Cmax = 1010 photons to avoid the degrading
e�ects of the marker lifetime.

V.2.6 Conclusion

In this paper, 3-D reconstructions of the markers concentration are performed from
the moments of synthetic measurements up to di�erent orders. The reconstruction
methodology we used is based on the classical Tikhonov regularization implemented
via SVD, together with an original procedure for choosing the regularization param-
eter. This methodology guarantees the reconstructions to be rigorously comparable
and may be pro�table in other contexts.

The main result of the present study is to show that higher order moments are
only bene�cial when the SNR of the measurements is large enough. Speci�cally, we
observe that higher order moments start being pro�table when more than 108 photons
can be detected. Bellow this limit, the higher order moments do not improve the
reconstruction quality. Therefore, using only the 0th order moments is su�cient. This
result is not surprising in the sense that the higher order moments were previously
identi�ed to be strongly correlated and corrupted by noise in the �rst part of this work.
However, the value of the limit is surprisingly high and can be hardly reached in some
experimental situations. As far as DOT is concerned, the 108 photons limit can be
reached with tractable integration times provided that the medium is not too thick
and/or absorbing. However, as far as FDOT is concerned, the number of detected
photons is much lower due to losses related with the photons conversion (quantum
yield) and the small absorption cross section of the �uorescence markers. Typically,
the �uorescence signals are about 104 times smaller than their di�use counterparts.

The optical properties of the medium and the �uorescence lifetime of the marker
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are found to have a much lower impact on the reconstruction quality. However, this
con�rms the conclusions of the �rst part concerning the in�uence of the parameter
k? when the lifetime is zero and of the parameters v? when the lifetimes is non-zero.

More conclusively, the moment method turns out to be dramatically limited by the
presence of intrinsic photon noise on the time-resolved measurements. This drawback
could prevent its application to FDOT for which the number of detected photons �
and thus the SNR � is quite low. Alternative features such as Laplace transform (Gao
et al., 2006), full width at half maximum, peak value, time at peak value (Riley et al.,
2007) or number of photons within time windows (Grosenick et al., 2005) have been
proposed. Further comparative studies still have to be engaged to determine if such
features could overcome the limitations identi�ed in this study.

V.3 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a été consacré à la mise à plat de l'approche fondée sur les moments
temporels des mesures, a�n de comparer ses performances à celles de la modalité
continue. Nous nous sommes également e�orcés à délimiter le domaine d'intérêt de
cette approche. Au cours de cette étude, où nous nous sommes placés en milieu in�ni,
le problème a été traité en deux temps.

Tout d'abord, un certain nombre de formules a pu être généralisé. Une nouvelle
expression analytique des moments, valide quel qu'en soit l'ordre, a été introduite
en milieu in�ni. Notons que cette formule est aisément généralisable à des milieux
simples (semi-in�nis, parallélépipédiques) par la méthode, classique dans le domaine,
des sources images (Kienle, 2005). Nous avons utilisé cette expression, fonction de la
position de la source et du détecteur ainsi que des propriétés optiques du milieu, pour
montrer que les moments étaient fortement corrélés. Nous avons également généralisé
l'expression de la variance des moments quel que soit leur ordre (cette formule est
valable indépendamment de la géométrie) et démontré que le rapport signal sur bruit
des moments décroissait avec l'ordre. Nous avons introduit la vitesse moyenne des
photons et montré que sa valeur in�uait sur la corrélation des moments. Plus cette
vitesse est faible, moins les moments sont corrélés. Il en va de même pour le temps
de vie de �uorescence : plus sa valeur est faible, moins les moments sont corrélés.

Dans un second temps, nous avons utilisé les expressions précédentes pour
construire des moments synthétiques à partir desquels nous avons e�ectué des re-
constructions, sources et détecteurs situés de part et d'autre du milieu, selon la con�-
guration dite en transmission. Ces reconstructions sont le résultat de l'inversion d'un
problème linéaire où l'inconnue est la concentration en marqueurs dans les voxels dis-
crétisant le milieu. Dans ce cadre, nous avons mis en place une procédure de recons-
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truction spéci�que permettant la comparaison de reconstructions e�ectuées à partir
de plus ou moins de données de di�érentes natures, ici des moments de di�érents
ordres. Cette procédure de reconstruction sera réutilisée au chapitre VI. Le principal
résultat de cette étude a été de montrer que l'intérêt des moments d'ordre 1 et plus
dépendait très fortement du nombre de photons détectés, et donc du rapport signal
sur bruit. La limite des 108 photons peut être considérée comme une limite basse en
deçà de laquelle seuls les moments d'ordre 0 sont porteurs d'information. Nous avons
également con�rmé que la vitesse moyenne des photons détectés ainsi que le temps
de vie de �uorescence modulaient l'apport des moments d'ordre supérieur en FDOT.

Le résultat principal, et le plus surprenant, de ce chapitre est sans doute la forte
quantité de signal � ou de façon équivalente le faible niveau de bruit � requise pour
que les moments d'ordre 1 et plus béné�cient à la reconstruction. Ceci constitue une
limitation certaine qui nous amène vers le chapitre suivant où l'information temporelle
est exploitée di�éremment.
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Chapitre VI

E
n étudiant l'approche fondée sur l'exploitation des moments des mesures tem-
porelles, nous nous sommes aperçus que cette méthode était sévèrement limitée

par le bruit photonique. En e�et, elle permet seulement de tirer pro�t de l'information
temporelle lorsque le nombre de photons détectés dépasse cent millions, ce que nous
expliquons par une forte corrélation des moments aux di�érents ordres. Pour être
atteinte en pratique, la barre des cent millions de photons nécessiterait des temps
d'acquisition importants, si importants qu'ils pourraient restreindre le champ des ap-
plications visées. Pour exploiter l'information temporelle contenues dans des signaux
davantage bruités � mais ayant nécessité des temps d'acquisition plus faibles, le re-
cours à des signatures alternatives aux moments apparaît naturel. Se tournant vers la
littérature, nous nous apercevons que di�érents types de signatures ad hoc ont déjà
été étudiés par ailleurs. Nous les regroupons ici en deux catégories : les signatures glo-
bales et les signatures localisées. Les signatures globales sont issues de transformations
appliquées sur l'ensemble du support temporel des mesures. C'est par exemple le cas
des moments. Les signatures localisées s'intéressent à un support temporel restreint
des mesures résolues en temps. C'est par exemple le cas du temps au maximum ou
encore d'un nombre de photons dans une fenêtre temporelle donnée. Certaines études
récentes tendent à montrer que les signatures localisées sont les plus performantes
(Riley et al., 2007, entre autres).

Dans ce chapitre, nous envisageons un type de signature localisée original qui se
base sur la transformée en ondelettes des mesures, transformée dont les propriétés
mathématiques ont été largement discutées au cours des vingt dernières années.

La première partie de ce chapitre est consacrée à l'étude d'un nouveau type de
signatures localisées basé sur la transformée en ondelettes de Haar des mesures à
di�érentes échelles. Cette étude va très prochainement être soumise à la revue IEEE
Transactions on Medical Imaging.

Dans une seconde partie, nous introduisons une transformée en ondelettes que
nous estimons davantage adaptée aux spéci�cités du problème : la transformée en
ondelettes exponentielles. Ces travaux ont été présentés à Boston lors de la conférence
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IEEE International Symposium on Biomedical Imaging (Ducros et al., 2009d).
Ces travaux ont été conduits en collaboration étroite avec le Biomedical Imaging

Groupa (Prof. Michael Unser), grâce au support �nancier de la région Rhônes-Alpes
qui m'a permis de séjourner six mois dans cette équipe.

VI.1 Transformée en ondelettes de Haar

Cette partie est pour nous l'occasion de prendre un peu de hauteur par rapport au
problème et de revisiter certaines notions. La formulation du problème direct a été
revue de façon à mettre en évidence les di�érents modèles physiques impliqués en
FDOT ainsi que leur dépendance. Cette nouvelle interprétation permet de clari�er
les approximations e�ectuées, et donc, dans le même temps, son niveau de géné-
ralité. Le concept de signatures temporelles a également été réinterprété comme la
projection des mesures sur certaines fonctions de base. Ceci nous amène à considérer
une transformation en ondelettes, outil connu pour ses qualités de compression de
l'information mais n'ayant pas été utilisé dans ce cadre jusqu'alors. A�n de tester
les performances de cette approche, nous avons implémenté un modèle direct résolu
en temps, en milieu in�ni. Celui-ci fournit, dans des temps de calcul de l'ordre de la
seconde, des jeux de mesures temporelles synthétiques sur lesquels sont appliquées
des transformées en ondelettes à di�érentes échelles et à partir desquels les moments
temporels sont également calculés. Nous réalisons alors des reconstructions selon la
méthode décrite dans la seconde partie du chapitre précédent, puis les comparons.

Abstract

In the context of �uorescence di�use optical tomography, determining the optimal way
to exploit the time-resolved information has been receiving much attention recently.
Among the di�erent features of the time-resolved signals that have been introduced,
the temporal moments have been the most extensively studied one. However this
approach is severely limited in the presence of noise. The contribution of this paper is
twofold. First, we provide a general formulation of the time-resolved forward model
that is able to encompass any of the available light propagation models. Second
and more importantly, we revisit the notion of feature, which leads us to propose a
novel approach based on the wavelet transform of the measurements. A comparative
study between reconstructions obtained from the proposed wavelet-based approach
and the reference temporal moments is provided. Reconstructions are performed

aLe � BIG � partie de l'école polytechnique fédérale de Lausanne. Pour plus d'information concernant les activités
de ce laboratoire, il est possible de consulter son site web : http://bigwww.ep�.ch/.

http://bigwww.epfl.ch/
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from synthetic measurements assuming Poisson noise statistics. The reconstruction
scheme, which belongs to the Tikhonov framework, is associated with a procedure
for selecting the regularization parameter that we previously designed to obtain fairly
comparable reconstructions. In this context, the wavelet approach is shown to be
superior to the moment-based one, both in terms of the sensitivity and contrast of
reconstructions.

VI.1.1 Introduction

Imaging techniques operating in the near-infrared region (NIR) bene�t mainly from
low tissue absorption. At NIR wavelength photons can propagate over several cen-
timeters within biological tissues and can thus be used to localize the position of an
heterogeneity (Yodh et Chance, 1995). By employing a setup comprising a set of
external light sources and a set of external light detectors, the optical structure of
the inner tissue structure can be estimated, by applying the principles of tomogra-
phy. This property is exploited in di�use optical tomography (DOT), which provides
three-dimensional (3-D) maps of the absorption or scattering coe�cients (Boas et al.,
2001 ; Gibson et al., 2005). The development of new NIR �uorescent markers such as
Fluorophore Indocyanine Green (ICG) and Green Fluorescent Protein (GFP) in the
recent past has led to a novel imaging technique, called �uorescence DOT (FDOT) or
also �uorescence molecular tomography (FMT), which is capable of determining the
3-D local concentrations of �uorescent particles (Paithankar et al., 1997 ; Ntziachris-
tos et al., 2002 ; Hervé et al., 2007a). These new markers tag speci�c proteins and
function as molecular probes. Another variety of markers called active probes exhibit
�uorescence only in the vicinity of an associated protein (Bremer et al., 2003). Yet
another promising class of tagging approaches is based on quantum dots (Medintz
et al., 2005). Monitoring such markers in vivo can potentially give rise to signi�-
cant information about the functional aspects. In this context, FDOT can play a
signi�cant role in small-animal imaging and in drug discovery/delivery. The clinical
applications, however, require advances in the improvement of the resolution of thick
tissues.

The tradition DOT approaches can be broadly classi�ed into three groups: (i)
continuous wave (CW), (ii) frequency domain (FD), and (iii) time-resolved (TR)
techniques. These three approaches di�er in the modes of excitation and detection.
More speci�cally, CW-FDOT is based on the measurement of the attenuation of a
steady state excitation light (Ntziachristos et Weissleder, 2001 ; Roy et al., 2003 ;
Graves et al., 2003 ; Koenig et al., 2008). Frequency-domain FDOT is based on the
measurement of the phase and demodulation of an amplitude-modulated excitation
(Yu et al., 2003). TR FDOT is based on the temporal measurement of the distortion
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of an excitation light pulse (Selb et al., 2007 ; Wu et al., 1997 ; Liebert et al., 2004 ;
Lam et al., 2005 ; Gao et al., 2006 ; Laidevant et al., 2007 ; Riley et al., 2007).
On the one hand, the CW and FD approaches are inexpensive and easy to develop.
TR FDOT, on the other hand, is more costly and requires careful handling. It,
however, allows to separate absorption and di�usion (Arridge et Lionheart, 1998), to
derive �uorescence lifetime (Kumar et al., 2008a) and to better reconstruct deeply-
embedded markers (Selb et al., 2007). FD FDOT, unlike CW-FDOT, also o�ers this
possibilities. However, in practice, the FD measurements can only be performed for
few modulation frequencies. Thus, the information content of the TR measurements,
which contains any frequency, is richer that the FD measurements one.

An important aspect is to know how to select useful information contained in the
TR-FDOT signal. This issue is more commonly known as the problem of selecting
data features or data types. The initial approaches focused on early-arriving photons
of temporal signals (Wu et al., 1997). This approach, however, su�ers from low
signal-to-noise ratio (SNR) and provides poor depth resolution. A more recent trend
has been to exploit the global features of time-resolved signals (Schweiger et Arridge,
1999 ; Liebert et al., 2004 ; Lam et al., 2005 ; Gao et al., 2006 ; Laidevant et al., 2007).
Speci�cally, the Laplace transform of the TR signals (Gao et al., 2006) and above all
the temporal moments of the �uorescence signals have been intensively studied and
employed (Liebert et al., 2004 ; Lam et al., 2005 ; Laidevant et al., 2007 ; Ducros et al.,
2009a,b). The moment approach is of particular interest since it allows for a physical
interpretation of the features, in terms of the number of photons and their time of
�ight, and can be easily calculated (Arridge et al., 1995). The moments approach
is the most studied one and is therefore often recognized as the gold standard. In
contrast with the moment approach, local features have also been proposed, with
particular attention on photon counts within time windows (Grosenick et al., 1999,
2005) as well as on the peak photon value and the peak time (Riley et al., 2007).

Although many data features have been introduced and are used in practical appli-
cations, few studies have compared their performances. The �rst contributions in this
direction are by Gao et al. (2002) and Lam et al. (2005), who provided comparisons
of moments up to order 3. Grosenick et al. (1999) have also compared reconstruc-
tions from photon counts within di�erent time windows in the context of TR-DOT.
More recently, Riley et al. (2007) showed that local features are superior to moments
in terms of noise robustness. Unfortunately, the comparison of reconstructions from
di�erent data features is often biased by the necessary regularization of the inverse
problem. Recently, we have designed a reconstruction procedure speci�cally dedi-
cated to overcome the previously mentioned issue (Ducros et al., 2009b). Using this
reconstruction procedure with moments of di�erent orders, it has been shown that
the domain of interest of the moment approach is mainly determined by the level of
noise corrupting the measurement, which in turn is directly subject to the number
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of detected photons. If the number of detected photons exceeds 108, the moments
approach o�ers superior performance. Bellow this threshold, the moment-based re-
construction quality is severely limited by noise. Therefore, more robust features are
desirable in this regime.

In this paper, we introduce a new kind of localized analysis based on the wavelet
decomposition of the TR-FDOT signal. The success of wavelet algorithms for a large
number of applications in biomedical imaging mainly lies in the multi-resolution capa-
bilities and the ease with which regularization criteria can be incorporated (Unser et
Aldroubi, 1996). Surprisingly, wavelets have not been fully exploited for DOT/FDOT.
The prominent works in this direction are that of Zhu et al. (1997, 1998), who demon-
strated a reduction in the computational costs for the same reconstruction quality,
and Kanmani et al. (2006) and Frassati et al. (2007), who employed wavelets in the
forward problem of DOT and FDOT, respectively. In this paper, the wavelet ap-
proach is deployed for the TR signals in the time domain; i.e., primarily as a tool to
aid in the choice of the data features. We evaluate, in terms of reconstructions quality,
the bene�t of the proposed wavelet-based approach and provide a comparative study
that shows its advantage over the temporal moments.

The rest of the paper is organized as follows. In section VI.1.2, we revisit the
forward model of FDOT by paying particular attention to its physical aspects. All
the underlying models involved in the forward model are identi�ed and thoroughly
detailed. As a result it can be easily seen which model must be adjusted to reach
a desired accuracy. The proposed forward model is also fully quantitative in the
sense that all the physical constants involved in any model are stated explicitly. This
new formulation may provide insights into the understanding of the nature of FDOT
measurements. In section VI.1.3, we introduce a general formalism that describes
the notion of a data feature/type. The wavelet decomposition �ts naturally in this
formalism. In section VI.1.5, we present a simulated study of the reconstruction
algorithm. This study comprises the description of the chosen phantom, the noise
model, the implementation of the forward model and wavelet transform, and the
reconstruction procedure. In section VI.1.6, we present the results of the numerical
simulations for some speci�c reconstructions. Quantitative criteria are de�ned to
facilitate a fair comparison of the di�erent reconstructions. The in�uence of the
number of detected photons is also evaluated.

VI.1.1.1 Notations

We consider real-valued continuously-de�ned functions f(t), t ∈ R. The time domain
convolution of the two functions f and g is written f ∗t g and is de�ned as (f ∗t g)(t) =
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Figure VI.1: The mechanism of di�usion in FDOT. a) Excitation: The light emitted by the source
at the point s propagates through the medium; b) Fluorescence: the �uorescent marker absorbs a
fraction of the excitation light and then emits light at a higher wavelength; c) Emission: The light
emitted by the �uorescent marker propagates through the medium; the �uorescent marker thus acts
as a secondary source.

∫ +∞
−∞ f(τ)g(t− τ) dτ . The Fourier transform of f(t) is denoted by f̂(ω) and is de�ned

as f̂(ω) =
∫ +∞
−∞ f(t) exp(−jωt) dt, j being the square root of −1.

Matrices are denoted in upper-case bold letters while vectors are marked with
lower-case bold letters. Vectors are seen as column-matrices: x = (x1, ..., xn)T . The
notation ‖.‖ denotes the discrete `2 norm de�ned by ‖x‖ = (xTx)1/2. The weighted
`2 norm induced by the positive-de�nite matrix Q is denoted as ‖x‖Q = (xTQx)1/2.

VI.1.2 A general framework for the FDOT forward model

Consider an absorbing and di�using medium Ω that embeds �uorescence markers.
Let ∂Ω be the boundary of Ω. FDOT consists in exciting the medium at position
s ∈ ∂Ω with a laser beam and exploiting the �uorescence light measured at position
d ∈ ∂Ω by the acquisition set-up. As shown in �gure VI.1, the underlying principle
of FDOT can be explained by a three-step process. It involves light propagation at
excitation wavelength λx, �uorescence of the markers, and propagation at �uorescence
wavelength λf .

The goal of this section is to provide a formulation of the forward model. First, we
describe in a general setting the di�erent physical models involved in the measurement
of a �uorescence signal and explain how they interact with each other. We emphasize
the generality of the formalism. Second, we derive the analytical expression for the
�uorescence emitted by a distribution of �uorescent markers, with sources and detec-
tors placed on the boundary. Third, considering a speci�c con�guration of sources
and detectors, we propose a matrix formalism for the forward model by discretizing
the medium.
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Figure VI.2: Schematic of the nesting of models in FDOT. The excitation and detection models
are closely linked to the propagation model. These three models, however, are independent of the
�uorescence model.

VI.1.2.1 Underlying physical models

The building of the forward model in FDOT lies on the coupling of di�erent models,
with each having a certain level of accuracy. As a result, a large variety of FDOT for-
ward models are described in the literature and it is sometimes di�cult to identify the
implicit underlying assumptions. In the following description, we aim at categorizing
the di�erent models involved in a FDOT forward model and at providing a general
framework that can encompass the variety of previously proposed descriptions.

Broadly, the forward model in FDOT can be conceptualized as the coupling of four
models: the light propagation model, the excitation model, the �uorescence model
and the detection model, as depicted in �gure VI.2. Among these, the propagation
model plays a signi�cant role since it sets the level of accuracy of the forward model.

Propagation Light propagation within biological tissues is strongly dominated by
absorption and scattering of light. Such specimen are turbid, and di�erent models for
light propagation in such media have been developed. Among them, the deterministic
propagation models are obtained by solving partial di�erential equations (see secs.
II.D-F of Ishimaru, 1977, for an overview of the di�erent models). Let P be the
propagation operator acting on I(r, t) the quantity describing light at position r ∈ Ω

and time t. Note that depending on the retained propagation model the quantity I
has di�erent meanings and designations. Here, for generality, I can denote any of
them and is referred to as the light descriptor. Taking into account the mechanism
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of �uorescence described in �gure VI.1 leads to

PxIx(r, t) = Sx(r, t), and (VI.1a)

PfIf (r, t) = Sf (r, t), (VI.1b)

where Px and Pf denote the light propagation operators at wavelengths λx (in nm)
and λf (in nm), respectively. In the same way, Ix and If denote the light descriptors
at wavelengths λx and λf and Sx and Sf denote the sources densities at wavelengths
λx and λf . Equation equation VI.1a describes the propagation of light at wavelength
λx due to the presence of the excitation source density Sx whereas equation VI.1b
describes the propagation of light at wavelength λf due to the presence of the �uo-
rescence source density Sf . Note that the present formulation can accommodate any
type of boundary conditions (refer to Ishimaru (1977) and Haskell et al. (1994) for
details on the treatment of boundaries).

In FDOT, the light propagation is often assumed to follow the di�usion equation.
There are also more general models, such as the telegraph equation (Soloviev et Kras-
nosselskaia, 2006) or the most accurate radiative transfer equation (RTE) (Klose et al.,
2002). In the RTE, we use I to denote the luminance (photons.s−1.cm−2.sr−1) and Sx
and Sf to denote the source terms, which have units of photons.s−1.cm−3.sr−1. When
the di�usion equation is used, I stands for the photon density (photons.s−1.cm−2) and
the source terms Sx and Sf have units of photons.s−1.cm−3. The rigorous de�nitions
of the luminance and photon density can be found in Section II.C of (Ishimaru, 1977).
Regardless of the propagation model, the propagation operators Px and Pf have units
of cm−1.

Excitation The excitation model describes the interaction between the collimated
excitation laser beam and the di�using medium. Speci�cally, the excitation model
consists in choosing the appropriate expression for the source term Sx. Depending on
the level of accuracy of the propagation model, di�erent cases can be considered. If
the RTE is used, the directivity of light can be accounted for. Thus, the naturally
arising source term is:

Sx(r, t) = Nxδ(r − s)δ(Ω̂)δ(t), (VI.2)

where Nx (photons) is the number of injected photons, s ∈ ∂Ω is the interaction
point between the source of light and the medium, and Ω̂ indicates the direction
of the laser beam. If the di�usion equation is used, the directivity of light cannot
be accounted for. To �ll in this gap, the classical di�usion approximation excitation
models consider an isotropic source point within the medium, slightly underneath the
surface. Stated explicitly,

Sx(r, t) = Nxδ(r − s′)δ(t), (VI.3)
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where s′ ∈ Ω is the virtual isotropic interaction point.

Fluorescence Let us consider a �uorescent marker concentration c(r) (µM) within
a medium. The �uorescence marker is characterized by its �uorescence lifetime τ
(ns), quantum yield η (-), and cross section σ (cm2). The �uorescence pulse response
f in both space and time (s−1.cm−1) is given by

f(r, t) = c(r)δ(r)
ησ

τ
exp(−t/τ) d3r, (VI.4)

where d3r is the incremental volume centered at position r. For the brevity of
notation, we denote e(t) = ησ/τ exp(−t/τ). Note that more complicated multi-
exponential decays could also be incorporated but this level of sophistication is gen-
erally not considered necessary in FDOT.

Detection TR-FDOT operates from the measurement u (photons.s−1) of the time
course of the �uorescence light at a given detection point d ∈ ∂Ω. The detection
model aims at expressing the measurement u as a function of the �uorescence light
descriptor If , which cannot be actually measured. Similar to the excitation model, a
di�erent case must be considered according to the level of accuracy of the propagation
model. When the RTE is considered, If has to be integrated over the area Ad and
solid angle Ωd of detection. Assuming that both quantities are small and that the
measurement is performed normal to the boundary, it can be readily shown that:

u(d, t) = AdΩdIf (d, t). (VI.5)

When the di�usion equation is considered, the situation is more complex (see the
works of Haskell et al. (1994) and Martelli et al. (1999) for examples). However, we
have recently shown that the measurement can be modeled to a good approximation
by the photon density (Ducros et al., 2008a). Therefore, the following simple detection
model applies :

u(d, t) = Ad
Ωd

4π
If (d, t). (VI.6)

VI.1.2.2 Analytical expression for the �uorescence light

In this part, we seek the expression of the �uorescence light u measured at detection
point d due to light excitation at source point s. First, the expression of the in�nites-
imal �uorescence light dIf originating from a local marker concentration at a given
position rn is derived. Second, the expression of the �uorescence light is generalized
for a distribution of markers. Third, the detection model in used to derive u(d, t).
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In�nitesimal �uorescence light Making use of the Green's functions of the prop-
agation operator Px, we have that:

Ix(rn, t) = Nx g
x
s′,rn

(t), (VI.7)

where gxs′,rn
(s−1.cm−3.sr−1 or s−1.cm−3) denotes the Green's function of Px at point

rn for the source term δ(r − s′)δ(t). Henceforth, the in�nitesimal secondary source
of light originating from a local marker concentration at position rn is obtained by
the following time-axis convolution (Patterson et Pogue, 1994):

dSf (r, t) = c(rn)δ(r − rn)Ix(rn, t) ∗t e(t) d3rn. (VI.8)

Finally, the source light at detection point results from a convolution with a Green's
function of Pf . Explicitly:

dIf (d, t) = c(rn)Nx

[
gxs′,rn

(t) ∗t e(t) ∗t gfrn,d
(t)
]

(t) d3rn, (VI.9)

where gfrn,d
(s−1.cm−3.sr−1 or s−1.cm−3) is the Green's function of Pf at point d for

the source term δ(r − rn)δ(t).

Equation VI.9 is the mathematical description of the three-step physical process
illustrated in �gure VI.1. gxs′,rn

is the time-course of the amount of light at position rn
due to the pulse excitation at point s′. The convolution gxs′,rn

∗ e represents the time-
course of the amount of �uorescence light that is re-emitted at position rn due to the
presence of the �uorescent marker. The term gxs′,rn

∗ e ∗ gfrn,d
represents the amount

of light leaving the medium from the point d after propagation of the �uorescence
light from the point rn. This quantity is weighted by the local concentration of the
marker.

Fluorescence light Then, a distribution of concentration c(rn), rn ∈ Ω is re-
garded. The �uorescence light is obtained by integrating the in�nitesimal contri-
butions. Therefore, the general expression of the �uorescence light is given by:

If (d, t) =

∫

rn∈Ω

c(rn)Nx

[
gxs′,rn

(t) ∗t e(t) ∗t gfrn,d
(t)
]

(t) d3rn. (VI.10)

Note that an asymptotic expression of the latter equation for multiple lifetimes has
been derived by (Kumar et al., 2008a).

Measured �uorescence light At this point the detection model has not been in-
corporated yet. Multiplying If by the detection constant Γ (cm2.sr ou cm2), chosen
accordingly to the description given in the detection paragraph, allows for obtaining
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the measurable quantity u(d, t):

u(d, t) =

∫

rn∈Ω

c(rn)Nx Γ
[
gxs′,rn

(t) ∗t e(t) ∗t gfrn,d
(t)
]

(t) d3rn. (VI.11)

VI.1.2.3 Matrix system formulation

In what follows, the spatial dependence of a function is systematically indicated as
a subscript. With this convention, the light measured at detection point d resulting
from excitation at source point s is denoted by us,d(t). The medium Ω is assumed
to be discretized into N voxels of volume vn, centered at positions rn, n ∈ {1, ..., N}.
Considering a constant concentration of markers within voxels, or stated mathemati-
cally, expanding the marker concentration on a basis of B-splines of order zero (Unser,
1999), give rise to the following discrete counterpart of equation VI.11:

us,d(t) =
N∑

n=1

cnvnNx Γ
[
gxs,rn

∗ e ∗ gfrn,d

]
(t), (VI.12)

where cn is the local marker concentrations at positions rn. At this point more
complicated basis functions could have been used. Considering a distribution of S
source points {s} and D detector points {d}, a set of S × D measurement pairs
{sj,dj}, i ∈ {1, 2, 3, . . . , S ×D} can be formed. Then, we consider the �uorescence
measurement, as given in equation VI.12, for the jth source-detector pair {sj,dj}
rewriting the sum as a dot product leads to:

uj(t) = wj(t) · c, (VI.13)

where c = [c1, c2, . . . , cN ] is the N -dimensional concentration vector and wj(t) =

[wj,1, wj,2, . . . , wj,N ]T is the weight vector such that wj,n(t) = vnNxΓ[gxsj ,rn∗d∗g
f
rn,dj

](t).
Considering the SD measurements on the model of equation VI.13, the following
matrix system is obtained:

u(t) = W (t)c. (VI.14)

The matrix W (t) = [w(t), ..,wSD(t)] ∈ RSD×N , referred to as the weight
matrix, maps the concentration vector onto the measurement vector u(t) =

[u1(t), u2(t), .., uSD(t)].

VI.1.3 Temporal wavelet transform

In this section, we refer to data types (Schweiger et Arridge, 1999), which are also
referred to as measurement types (Arridge, 1999) or data features (Gao et al., 2006)
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Figure VI.3: Basis Functions (BFs). Any data type can be conceived as the projection of the
measurements on such functions. a) BFs corresponding to the moments; b) BFs corresponding to
the Haar wavelet decomposition. Moments are non-localized data features, whereas the wavelet
features are localized one.

in the literature. All these terms are used to describe the transformations applied to
the TR measurements in order to reduce the redundancy, the computational cost of
the inverse problem and possibly the computational cost of the forward model. As
Schweiger et Arridge (1999) already suggested in their pioneering work, a good data
type should possess the following properties:

• E�ciency: Maximize the information captured from the TR measurements in
order to yield high-accuracy reconstructions, both in terms of sensitivity and
resolution;

• Sparseness: Provide a parsimonious representation; and

• Robustness: The quality of reconstruction must be robust and any performance
degradation with respect to noise must be at an acceptable level.

Here, the concept of data types/features is formalized by considering the projections
of the TR measurements on some TR functions, referred to as basis functions (BFs).
Let u(t) denote a TR measurement and p(t) a BF. The data feature of u(t) associated
with p(t) is de�ned by the dot product: 〈u, p〉 =

∫
u(t)p(t) dt. In the following, we

make the distinction between data features, which are projection coe�cients, and
data types, which describe a type of BFs.

In this paper, we introduce a new data type choosing the BFs as wavelets bases.
This results in a temporal multi-resolution analysis (MRA) wherein a given function
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is projected on to translated versions of the so-called scaling function ϕ(t) (which
yield smooth approximations) and wavelet function ψ(t) (which give rise to the detail
coe�cients) (Unser et Blu, 2003).

A large number of wavelets bases are available. In this study, the Haar wavelets
are considered. On top of its implementation simplicity, this choice o�ers a natural
link between the new Haar features and the classical features based on the number
of photons detected within time windows. In the Haar case, the scaling function ϕ is
a B-spline of degree zero. The scaling function ϕi at scale i is given by

ϕi(t) = h(t)− h(t− 2iTe), (VI.15)

where h(t) is the Heaviside unit-step function and Te is the �nest time step. Thus,
the analysis performed at a coarser scale as i increases. The �nest scale is obtained
for i = 0. The wavelet ψi at scale i is given by

ψi+1(t) = ϕi(t)− ϕi(t− 2iTe). (VI.16)

The approximation coe�cients at scale i are given by ai[k] = 〈u(t), ϕi(t−k2iTe)〉 and
the corresponding detail coe�cients are given by di[k] = 〈u(t), ψi(t− k2iTe)〉.

Note that within this BF-based framework, the classical kth order temporal mo-
ments of the measurements are easily obtained considering a basis of monomial, i.e.
choosing: p(t) = tk.

VI.1.4 Solution of the inverse problem

The inverse problem in FDOT is known to be ill-posed, that is, a small perturbation in
the data can potentially lead to large deviations in the reconstruction. In the presence
of noise, small perturbations are inevitable and therefore, the ill-posedness must be
carefully avoided. The reconstruction procedure used in this study was introduced in
a previous work (Ducros et al., 2009b) and is adapted to the present problem. It must
be emphasized that this procedure was introduced so as to obtain fairly comparable
reconstructions, in the sense that their stability are quanti�ed and �xed to the same
value.

First, let us de�ne a forward problem of the general form y = Ac, where A ∈
RM×N denotes the system matrix, y ∈ RM is the measurement vector, and c ∈ RN

is the unknown concentration vector. It is worth emphasizing that, in the present
study, the measurement vector y consists of a set of data features. In other words the
components of the measurement vector are the projections of the measurements on a
given set of BFs. Considering a set of P BFs {p1(t), . . . , pP (t)}, the vector y ∈ RI×J×P

is given by y = [〈u1,1, p1〉, . . . , 〈u1,1, pP 〉, . . . , 〈uI,J , pP 〉]T . By invoking linearity, it can
be readily shown from equation VI.12 that the nth column of the system matrix A
of size IJP ×N is [〈w(1,1),n, p1〉, . . . , 〈w(1,1),n, pP 〉, . . . , 〈w(I,J),n, pP 〉]T
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VI.1.4.1 Regularization strategy

We employ the Tikhonov regularization formalism to solve the inverse problem. This
approach has proved superior to algebraic techniques for reconstruction in the context
of di�use optical tomography (Gaudette et al., 2000). It consists in the minimization
of an objective function Φ, which is expressed as the sum of two terms: a data �delity
term and a regularization term that favors smooth solutions and thus, ensures that
the sensitivity to noise is low (Tikhonov et Arsenin, 1977). Stated mathematically:

Φ(c) = ||y −Ac||2Q + α||c||22. (VI.17)

Here, Q is a diagonal matrix introduced so as to penalize the measurements with
low SNR. Practically, the jth component of the diagonal of Q is the inverse of the
variance of the jth component of y. This is equivalent to choosing Q as the inverse
of the covariance matrix of the measurements, keeping only the diagonal entries.

The minimizer of equation VI.17, denoted c∗α, can be explicitly derived. It has the
two equivalent closed-form expressions when α 6= 0 (Yalavarthy et al., 2008):

c∗α = (ÂT Â+ α IN)−1ÂT ŷ, and (VI.18a)

c∗α = ÂT (ÂÂT + α IM)−1ŷ, (VI.18b)

where Â = Q1/2A and ŷ = Q1/2y. Equation VI.18a is known as the over-determined
solution whereas equation VI.18b is known as the under-determined one.

VI.1.4.2 Selection of the regularization parameter

In the Tikhonov regularization scheme, the selection of the regularization parameter
α is important since the resulting solution critically depends on its value. A general
method for choosing α is a hot topic that has been intensively discussed and is out of
the scope of the present paper. A number of alternatives (among them the discrep-
ancy principle (Galatsanos et Katsaggelos, 1992), the L-curve (Hansen, 1992), the
generalized cross validation (Golub et al., 1979) are available. In the context of DOT,
however, these methods have been shown to lead to over-regularization (Culver et al.,
2003). Instead, empirical methods based on visual assessment, noise level or contrast
have showed good practical results and have been widely employed. However, the
reconstructions provided by these methods are a priori not comparable.

In this study, as we already described, the choice of α is based on the stability
of the reconstruction (Ducros et al., 2009b). The stability of the reconstruction is
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evaluated by calculating the following criterion:

V(α) =
‖σ[c∗α]‖
‖E[c∗α]‖ , (VI.19)

where E[c∗α] and σ[c∗α] are two vectors corresponding to the mean and standard devi-
ation of the components of c∗α, respectively. In our approach, the optimal α is chosen
such that the stability of the solution satis�es a prescribed value.

VI.1.5 Numerical simulations

VI.1.5.1 Description of the phantom

We consider the homogeneous synthetic phantom depicted in �gure VI.4. The ab-
sorption coe�cient µa is set to 0.2 cm−1, the reduced scattering coe�cient µ′s to
10 cm−1, and the refractive index n to 1.4. The choice of the values of the optical
properties is based on experimental measurements of breast-tissue properties (Mob-
ley et Vo-Dinh, 2003). Note that even in the presence of heterogeneities, the medium
can be considered as approximately homogeneous provided that the data is normal-
ized by employing the Born normalization (Soubret et al., 2005). Eventually, the
medium is assumed to be in�nite. Despite its simplicity, this model is realistic in
some experimental scenarios (Thompson et al., 2005). Note that this in�nite medium
model can be easily extended to more complicated geometries, such as semi-in�nite
medium, slab or a parallelepiped by means of the method of images (Kienle, 2005)
and also to arbitrary geometries by means of the Kirchho� approximation (Ripoll
et al., 2001). The absorbing and di�using medium is excited by S = 13 point-sources
and probed by D = 13 detectors. The sources and detectors are uniformly arranged
onto two grids of side 3 cm placed 5 cm apart. The medium lies between the de-
tection and the excitation planes, in the so-called transmission geometry. For the
purpose of reconstruction, the medium is discretized, resulting into 1539 voxels of
size 0.5× 0.5× 0.25 cm3 covering a total volume of 4×4×5 cm3.

We consider a unique �uorescent marker type with a lifetime τ of 0.3 ns.
The �uorescent markers concentrate preferentially around the three positions r1 =

[−1.5, 1, 2.25], r2 = [1, 1, 3.75] and r3 = [1, 1, 1.25], which are referred to as �uores-
cence inclusions 1, 2 and 3, respectively (see �gure VI.4 for illustration). The marker
concentration is set to 1µM at the center of the inclusions. Away from the center,
the concentration decreases. A Gaussian distribution, whose standard deviation σ

can be adjusted to tune the spatial extent of the inclusion, is used to account for the
decrease of the concentration. Here, the inclusion 1 is chosen to be narrower than the
inclusions 2 and 3. Speci�cally, the standard deviation of the inclusions 1, 2, and 3
is σ1 = 0.4 cm, σ2 = 0.6 cm and σ3 = 0.6 cm, respectively.
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Figure VI.4: Synthesized phantom. µa = 0.2 cm−1, µ′s = 10 cm−1, τ = 0.3 ns and n = 1.4. The
red dots represent the source points, the blue rings the detector points and the thin black dots the
mesh points (for clarity, only those at the border are represented).

To simulate the auto�uorescence of the tissue � natural �uorescence in the absence
of markers � as well as the unperfect uptake of the marker, a �uorescent background,
i.e. a homogeneous distribution of markers within the medium, is also considered.
The concentration of the background is set to 0.05 µM .

It must be noted that this particular con�guration encompasses two of the dif-
�culties of FDOT: �rst, the poor ability to detect an inclusion (here, inclusion 1)
located far away from the sources and the detectors (Kepshire et al., 2007); second,
the limited resolution between two inclusions (here, inclusions 2 and 3) aligned along
the z-axis (Gao et al., 2002). This is especially interesting to analyze how the TR
approaches cope with these situations.

VI.1.5.2 Construction of the forward model

Physical aspects In this work, the properties of the medium are assumed to be
the same at excitation and �uorescence wavelengths. Thus, the light propagation is
governed by a unique operator P = Px = Pf . Moreover, the DA is considered, i.e.
the light propagation operator P is given by:

P = − 1

3µ′s
∆ +

1

ν

∂

∂t
+ µa. (VI.20)

Classically when the DA is considered, the excitation model consists in placing the
virtual source position s′ at 1/µ′s beneath the physical source position s (Patterson
et al., 1989). Speci�cally, with the notation de�ned in section VI.1.2.1, we have that:
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Sx(r, t) = Nx δ

(
r − s− 1

µ′s
Ω̂

)
δ(t). (VI.21)

As far the detection model is concerned, we use the detection model given by equa-
tion VI.6

Computational aspects We consider all possible source-detector (SD) combina-
tions leading to a total of 169 SD couples. The resulting weight matrix W (t) is of
size 169×810. The time-varying entries wj,n(t) = [gsj ,rn ∗ d ∗ grn,dj ](t) of the weight
matrix are computed as follows.

Step 1 : The convolution of the two Green's functions is explicitly calculated in the
Fourier domain. Indeed, in in�nite medium the Green's functions of equation VI.20
are available (Arridge et al., 1992) as well as the convolution of two Green's functions
of equation VI.20 (demonstration available in appendix C of (Ducros et al., 2009b)).
We have:

ĝsj ,rn(ω)ĝrn,dj(ω) =
3µ′s

4πlj,nln,j
exp

[
−b(ω)1/2

]
, (VI.22)

where b(ω) = [3jωµ′s/ν + 3µaµ
′
s] (lj,n + ln,j)

2 is the complex wave number, lj,n =

‖sj − rn‖ is the excitation distance, and ln,j = ‖rn − dj‖ is the emission distance.
Step 2 : The previous result is multiplied by the Fourier transform of the decaying

exponential:

ê(ω) =
ηστ

1 + jωτ
(VI.23)

Step 3 : The ŵj,n's are inverse-Fourier transformed.

The frequency step and range are chosen so as to get a time step Te of 125 ps
over an observation range T of 16 ns. This results in Ne = 128 time samples. The
computation time of the 128 time samples of the weight matrix of size 169 × 1539

is about about 6 s on our system (Dell precision workstation running Linux 2.6.18
with 2.83 Ghz Intel Xeon processor and 4GB RAM). In the following, the analysis is
restricted to the 32 time samples in the range [0.5; 4.5] ns.

VI.1.5.3 Noise model

Classically, the measurement noise in optics is assumed to follow a Poisson distribu-
tion. Within this framework, the variance of the noise equals the noise-free measure-
ment. This was observed by Selb et al. (2006) in experimental situation. However, on
the basis of CW FDOT measurements, Hyde et al. (2007) observed the noise variance
to be rather proportional to the noise-free measurements. On the contrary, Riley
et al. (2007) found the noise standard deviation of TR FDOT measurements to be
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proportional to the noise-free measurements. The explanation for this is still unclear
but has been attributed to the presence of some non-photonic sources of noise.

In this particular study, we use the classical Poisson noise model. The number
of detected photons is hypothesized to be large enough to neglect any other sources
of noise. Furthermore, under this assumption, the Poisson distribution can be ap-
proximated by a Gaussian distribution whose variance equals the mean value of the
measurement. Hence, the noisy measurement ũ is given by

ũs,d(t) = us,d(t) +N{µ = 0, σ2 = us,d(t)}, (VI.24)

where N (µ, σ2) denotes a Gaussian distribution of mean µ and variance σ2.

When Poisson noise is considered, the signal-to-noise ratio (SNR) increases with
respect to the amplitude of the noise-free measurement. In others words, the larger the
measurement is, the better the SNR. In the following, the SNR is tuned by rescaling
the TR measurement, i.e., by �xing the maximum number of photons detected by one
of the S-D pairs to a prescribed value denoted Cmax. This mathematical operation
is experimentally equivalent to increasing the integration time until Cmax photons
are collected on one of the detectors. In the present study, Cmax lies in the range
[105, 109].

VI.1.5.4 Computation of the wavelet transforms

In this study, the wavelet transform of the measurements along the time axis is
performed by means of the �lter-bank implementation described by Mallat (1989).
This choice allows for signi�cantly alleviating the computational cost of the procedure.
The �lter-bank implementation of the wavelet transform relies on the iterative discrete
�ltering and downsampling of the input signal. Two �lters are used: the �rst one is
a low-pass �lter whose outputs are the approximation coe�cients; the second one is
a high-pass �lter whose outputs are the detail coe�cients.

When Haar wavelets are considered, the wavelet coe�cient at scale i reduces to
sums and di�erences of the approximations coe�cients at scale i−1. Speci�cally, the
approximation and detail Haar wavelet coe�cients at scale i are given by:

ai[q] =
1

2
(ai−1[2q − 1] + ai−1[2q]) , q ∈ {1, ..., Ne/2

i}, and (VI.25a)

di[q] =
1

2
(ai−1[2q − 1]− ai−1[2q]) , q ∈ {1, ..., Ne/2

i} (VI.25b)

To initialize the algorithm, the approximation coe�cients at scale 0 are chosen to
equal the time samples. Thus: a0[q] = u(qTe). The wavelet decomposition of TR
weight matrix up to scale 5 is performed in 2 s.
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VI.1.5.5 Computation of the solution of the inverse problem

The reconstruction vector c∗α can be interestingly computed from the singular value
decomposition (SVD) of Â. Writing Â as USV T , where U and V are two orthonor-
mal matrices and S is a diagonal matrix, it can be readily seen (refer to Hansen
(1987) for details about the derivation) that

c∗α = V S(S2 + αI)−1UT ŷ, (VI.26)

where I stands for the identity matrix.
The reconstruction is then performed as follows. First Â and ŷ are calculated.

Second, the SVD of Â is performed and U , V , as well as S are stored. Last,
c∗α is calculated according to equation VI.26. The inversion of the diagonal matrix
S2 +αI being straightforward, it necessitates little computational cost. In this three-
step process, the SVD is known to be a time-consuming step, of complexity O =

min(MN2,M2N). However, once the SVD has been performed, the computation of
c∗α for multiple regularization parameters and measurement vectors is almost done on
the �y.

The optimal α is chosen such that the stability of the solution satis�es a prescribed
value. We found the value V = 0.1 to be at an acceptable level of stability.

Practically, the reconstructed concentration c∗α is calculated for 50 noise realiza-
tions of the measurements y. The optimal α is obtained iteratively. The variability
V is �rst evaluated for α = 10 and α = 1000. Then, since the variability is observed
to be monotonically decreasing with respect to the regularization parameter, the op-
timal α is obtained by the bisection method. Typically, this process converges in less
than 20 updates to the prescribed value V = 0.1 with a precision of 0.01 %. For a
weight matrix of size 5577× 1539 (the largest one involved in this study), the whole
reconstruction process takes 60 s on our system.

VI.1.6 Results

In this section, we present �uorescence marker concentration reconstructed from the
following data features.

• Moments up to order k = 0, 1, 2, and 3. Higher orders are sensitive to noise and
of limited use in reconstruction Ducros et al. (2009a). Hence, reconstructions
obtained from moment up to order 3 can be considered as the best reconstructions
attainable with moments. In the following, we note mk the set of moments of
order k.
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• Haar MRA from scale i = 0 (the �nest) to scale i = 5 (the coarsest). In the
following, we note hi the set of Haar features obtained at scale i.

The three following remarks are important for interpreting the results. (1) The Haar
approximation at scale i = 5 is equivalent to the moment at order n = 0. Thus
m0 = h5. (2) When the TR signals are restricted to their Haar MRA at scale i = 0

(or equivalently to their 0th order moments) the TR FDOT reduces to CW FDOT.
(3) The Haar approximation at scale i = 5 is equivalent to directly considering the
TR signal. Thus, reconstructions based on Haar MRA at scale i = 5 are considered
as the best reconstructions achievable with TR measurements.

VI.1.6.1 Performance metrics

In order to quantitatively characterize the quality of a reconstruction c∗, we employ
the following performance metrics:

• Reconstruction error εr: This is a global measure that depends on the distance
between the phantom concentration cp and the reconstructed concentration c∗.
The normalized de�nition of this metric is:

εr =
||c∗ − cp||22
||cp||22

. (VI.27)

The closer to zero this metric is, the better is the quality of reconstruction.

• Reconstruction energy Er: This global measure accounts for the ability of pre-
serving the energy of the concentration during the reconstruction process. In-
deed, because of the ill-posedness of the inverse problem, the energy of the re-
constructed concentration can be severely reduced so as preserve its stability.
The reconstruction energy is de�ned by:

Er =
||c∗||22
||cp||22

. (VI.28)

The closer to one this metric is, the better the reconstruction.

We also introduce local criteria, based on the reconstruction accuracy of the three
inclusions. Speci�cally, the reconstructed inclusion concentrations c∗1, c

∗
2, and c∗3

are calculated, by searching the positions of the local maximum concentrations
r∗, r

∗
, and r

∗
 in the vicinity of the three ground-truth positions r, r, and r,

respectively. The three reconstructed inclusion concentrations are then de�ned by:
c∗i = c(ri

∗), i ∈ {1, 2, 3}. After that, the two following criteria can be evaluated.
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• z-axis sensitivity zS. This criterion assesses the ability of reconstructing an
inclusion from sources and detectors. This criterion is important since inclusions
are hardly detectable in such zones. The z-axis sensitivity zS is de�ned by:

zS =
c∗3

cp(r∗)
, (VI.29)

The closer to one the z-axis sensitivity is, the better the reconstruction.

• z-axis contrast zC . This is a measure of the ability to resolve two adjacent
inclusions along the z-axis. It is de�ned as:

zC =
cpeak − cvalley

(c2
peak + c2

valley)
1/2
, (VI.30)

where cpeak is the peak concentration chosen as the mean of the concentration of
the inclusions 2 and 3, thus cpeak = [c∗2 + c∗3]/2; cvalley is the valley concentration
chosen as the minimum concentration among the voxels joining the inclusion
positions r and r. The closer to one the z-axis contrast is, the better the
reconstruction.

VI.1.6.2 Noise-free case

We �rst consider noise-free scenario and present the 3-D reconstructed concentra-
tions obtained from the di�erent data features. The reconstructions obtained from
moments and Haar MRA are depicted on �gure VI.5. To facilitate the comparison
of reconstructions obtained from the same number of data features, the latter are
placed along the same column. The four performance metrics, evaluated for every
data features, are shown in �gure VI.7a. In this representation, the results are grouped
depending on the number of BFs used. For the Haar MRA, the scale i = 0 involves
32 BFs; the scale i = 1, 16; the scale i = 2, 8; the scale i = 3, 4; the scale i = 4, 2;
and the scale i = 5 only 1.

VI.1.6.3 Noisy case

We next present the reconstructed concentrations obtained from the di�erent data
features in the presence of noise. The maximum number of detected photons is set
to 107. The di�erent 3-D reconstructed concentrations are shown in �gure VI.6.
The reconstruction pro�les along the z-axis when the moments are considered and
when the Haar MRA is considered are plotted in �gure VI.8a and in �gure VI.8b,
respectively. A quantitative evaluation, based on the performance metrics de�ned
in section VI.1.6.1, is available in �gure VI.7b. The in�uence of the noise on the
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Figure VI.5: 3-D representation of the reconstructed �uorescence marker concentrations in the
noise-free case. On the upper row, moments up to order 0 to 3 are considered. On the bottom
row, Haar approximation coe�cients at scales from 1 to 5 are considered. In a given column,
reconstructions are obtained from the same number of BFs.
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Figure VI.6: 3-D representation of the reconstructed �uorescence marker concentrations in the
noisy case. Measurements are corrupted with Poisson noise, the maximum total number of detected
photons Cmax being set to 107. On the upper row, moments up to order 0 to 3 are considered. On
the bottom row, Haar approximation coe�cients at scales from 1 to 5 are considered. In a given
column, reconstructions are obtained from the same number of BFs.
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(a) Noise-free scenario

(b) Noisy scenario

Figure VI.7: Comparison of the di�erent performance metrics for both moment-based reconstruc-
tions and Haar-MRA-based reconstructions. The red dash-line bars indicate the metrics for the
moment approach; the blue solid-line bars the metrics of the Haar MRA. a) Noise-free scenario; b)
Noisy scenario, Cmax = 107 photons.The performance metrics are plotted with respect the number
of BFs used for the reconstructions. The use of 1 BF corresponds to m0 or h5; 2 BFs to m0 and m1

or h4; 4 BFs to m0, m1, m2 and m3 or h3; 8 BFs to h2; 16 BFs to h1; 32 BFs to h0.
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Figure VI.8: Fluorescence marker concentration pro�les reconstructed from a) moments up to
order 3; b) Haar MRA at scales 0 to 5. In both cases, Cmax = 107 photons.
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Figure VI.9: Evaluation of the z-axis contrast and sensitivity for maximum numbers of detected
photons ranging from 105 to 1010. The solid lines with markers indicate moments while the dashed
lines with marker indicate the Haar MRA. The gray solid line without marker is the reference
TR reconstruction obtained from the Haar MRA at scale i = 0 corresponding to the raw TR
measurements. The number of BFs employed can be 1 (blue line marked with 4), 2 (blue line
marked with �) or 3 (blue line marked with ◦).

reconstructed concentration is investigated next . To this end, we consider a maximum
number of detected photons Cmax varying from 105 to 1010. The results are plotted
in �gure VI.9. The analysis focuses on the z-axis sensitivity and contrast since theses
two local metrics are of particular interest in practical applications. Moreover, for
clarity, the investigated data features are restricted to the moments up to orders from
0 to 3 and to the Haar MRA at scales for which the number of BFs is the same that
for the moments, i.e. scales i = 3, 4, 5.

VI.1.7 Discussion

The discussion of the results presented in section VI.1.6 is divided into two parts.
First, we compare and analyze the reconstructions obtained from noise-free measure-
ments. Then, we focus on the reconstructions in the presence of noise.
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VI.1.7.1 Noise-free case

In the noise-free case, the number of BF used for the reconstruction has a signi�cant
impact on the quality of reconstruction. As can be observed on the 3-D �uorescence
marker reconstructions of �gure VI.5, the reconstruction quality is enhanced for in-
creasing numbers of BFs. For instance, inclusion 1 gets better resolved when more
moments are considered. The separation between inclusions 2 and 3 also gradually
improves. The same trend can be observed for Haar MRA at �ner scales. Whatever
are the type of BFs, the reconstructions are hardly distinguishable for a given number
of BFs.

These visual observations are con�rmed by the performance metrics shown in �g-
ure VI.7a. The global performance metrics as well as the local one indicate a signi�-
cant improvement of the reconstruction quality for increasing numbers of BFs. All the
previously mentioned points shows that, in the absence of noise, the TR information
is able to signi�cantly improve the reconstruction quality, regardless of the type of
BFs chosen to analyze the signals.

VI.1.7.2 Noisy case

Comparing the noisy 3-D reconstructions of �gure VI.6 to the noise-free 3-D recon-
structions of �gure VI.5, it can be readily seen that the presence of noise on the
measurements signi�cantly degrades the quality of reconstruction. This is not sur-
prising since the inverse problem is ill-posed and thus the reconstruction can be highly
sensitive to noise. As a result, the conclusions derived from the noise-free case must
be carefully rechecked in the presence of noise.

From the noisy 3-D reconstructions, it can be seen that the reconstructions ob-
tained from many BFs are particularly penalized by the presence of noise of the
measurements, which limits the bene�t of the TR informations in the presence of
noise. A more accurate analysis can be carried out from the reconstruction pro�les of
�gure VI.8 together with the associated performance metrics given by �gure VI.7b.
Let us compare how the quality of reconstructions from moments and Haar MRA is
improved by incrementing the number of BFs. The color code in �gure VI.8a and
�gure VI.8b is the same when the same number of BFs is considered, facilitating the
comparison. Let us start with the reconstruction pro�les obtained from m0 and h5

that required the projection onto only one BF and let us increase the number of BFs
to two. Comparing m0,1 to m0 and h4 to h5, an improvement of the reconstruction
quality is observed. The bene�t is higher with Haar MRA than with the moment ap-
proach . Then, let us consider the projections onto four BFs. While the Haar MRA
approach improves reconstruction quality (compare h3 to h4 for the local criteria εr
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and Er in �gure VI.7 and the pro�les in �gure VI.8), the moment approach pro-
vide very little improvement (compare m0,1,2,3 to m0,1 the same way). Moreover, the
reconstruction quality is not further improved considering �ner Haar MRA (i > 3).
Although the number of BFs � and consequently the number of equations to solve and
the associated computation cost, the reconstructions remain quite the same at scales
i > 3. Therefore, it can be concluded that the whole TR information is compressed,
in the reconstruction sense, using a Haar MRA at scale i = 3.

Now, let us inspect how the level of noise � equivalently the total number of de-
tected photons Cmax � a�ects the previous conclusions. The z-axis contrast and
sensitivity, plotted with respect to Cmax on �gure VI.9, both exhibit the same pat-
tern. Di�erent behaviors can be identi�ed. First, the interest of the TR information
is increasing with respect to Cmax. For Cmax smaller than 3 × 105 photons, the TR
information is found to be of limited interest. At these noise levels, all the reconstruc-
tions exhibit the same contrast and sensitivity regardless of the number and type of
BFs. For Cmax larger than 3×105 photons, the reconstructions from the TR informa-
tion are of better quality than those obtained from the CW information. With regard
to the choice of the type of BFs, the Haar MRA approach provides better results
than the moment one as long as the number of detected photons is smaller than 109.
Above this limit the type of BFs has a limited impact. Moreover, below the limit
of 109 detected photons, the Haar MRA at scale i = 3 leads to reconstructions very
close to those obtained from the full TR signals.

VI.1.8 Conclusion

In this paper, we have addressed the problem of choosing the best data features
in time-resolved �uorescence di�use optical tomography. The data feature problem
has been reinterpreted from the point of view of projection of the measurements
onto basis functions and a wavelet approach has been proposed. A time-resolved
forward model and its projection onto wavelet basis functions have been implemented.
For an experiment-like con�guration, the whole computation cost is limited to less
than 10 s on our commercial platform. For reconstruction purpose, multi-resolution
approximations of the time-resolved signals have been considered at di�erent scales.
The reference temporal moments of the signal, up to order three, have also been
considered. The reconstruction of the marker concentration from the di�erent data
features has been performed with a methodology that ensures the comparability of
the reconstructions.

Our conclusions are the following. In the noise-free case, the reconstruction quality
is improved with respect to the number of basis functions that is used, regardless
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of the type of basis functions. In the noisy case, the number of basis functions is
still an important aspect but the type of basis function also becomes important. In
terms of reconstruction, we found the wavelet approach to be superior to the moment
approach for a maximum total number of detected photons ranging from 106 to 109.
Interestingly with the wavelets, the TR information is compressed with very limited
reconstruction degradation using only four basis functions. The wavelet approach is
found to be a pro�table alternative to the moment approach. Indeed, it can allow for
extending the domain of interest of the TR approaches down to 106 photons. This
could bene�t to di�erent applications since the number of detected photons that can
be detected in FDOT is often of this magnitude.

VI.2 B-Splines exponentielles

Dans cette deuxième partie, nous envisageons un second type de transformée en on-
delettes récemment introduit : la transformée en ondelettes exponentielles (Khalidov
et Unser, 2006). Cette transformée est construite à partir de B-Splines exponentielles
possédant les propriétés nécessaires à la construction de bases d'ondelettes (Unser,
2005). Le choix d'une telle base de fonctions est motivé par des considérations d'ordre
physique. En e�et, la réponse impulsionnelle des marqueurs �uorescents est une expo-
nentielle décroissante paramétrée par le temps de vie des marqueursb. Au chapitre V,
nous avions montré que plus le temps de vie des moments était long, plus la qualité des
reconstructions se dégradait. En e�et, en FDOT, chaque mesure résulte de la convo-
lution de trois fonctions : deux fonctions de propagation dépendant de la position des
marqueurs et la réponse impulsionnelle des marqueurs indépendante de leur position.
Plus la réponse impulsionnelle des marqueurs est large � ce qui se produit lorsqu'on
augmente le temps de vie des marqueurs, plus il est di�cile de remonter à la position
des marqueurs dont l'in�uence est noyée au milieu d'un signal parasite. En adaptant
les ondelettes exponentielles au temps de vie des marqueurs, nous comptons béné�cier
des propriétés de déconvolution des ondelettes, et limiter ainsi la dégradation de la
qualité de reconstruction due à la réponse impulsionnelle des marqueurs.

Dans cette partie, nous rapportons la première mise en ÷uvre d'une telle approche
et présentons des reconstructions issues de transformées en ondelettes exponentielles
à di�érentes échelles, que nous comparons avec des reconstructions issues de mesures
synthétiques en continu. Nous considérons toujours un milieu in�ni, sondé en trans-
mission.

bQue l'on note classiquement noté τ .
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bât. Blaise Pascal, F-69621 Villeurbanne Cedex, France.
3Aix-Marseille Université, Institut Fresnel.
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ABSTRACT

This paper deals with the problem of time-resolved fluores-
cence diffuse optical tomography. We propose a new recon-
struction scheme based on a multi-resolution approximation
of the time-resolved signals. The underlying basis functions
are exponential B-splines that are matched to the decay of
fluorescence signals. We illustrate the applicability of the
method on phantom data.

Index Terms— Fluorescence diffuse optical tomography
(FDOT), time-resolved FDOT, exponential B-splines.

1. INTRODUCTION

Fluorescence Diffuse Optical Tomography (FDOT) aims at
localizing and quantifying fluorescent markers within biolog-
ical tissue, with light in the near infra-red range. The prin-
ciple of this method is to use the fluorescence light that exits
the medium at different points, and solve an inverse problem
to reconstruct the 3-dimensional (3D) marker concentration.
This method, which possesses potential application for can-
cerous tumor detection, is raising increasing interest.

There are three common approaches for performing
FDOT acquisitions: continuous wave (CW), frequency do-
main (FD) and time-resolved (TR). CW FDOT is based on
the measurement of the attenuation of a steady state exci-
tation light [1]. FD FDOT is based on the measurement of
the phase and amplitude of the modulated excitation light
[2]. TR FDOT is based on the temporal measurement of
the response to an excitation light pulse [3, 4, 5, 6, 7]. The
CW and FD approaches are inexpensive and easy to develop,
while TR-FDOT is more costly and difficult to implement.

This work has been supported by the Région Rhône-Alpes in the context
of project I3M ’Multiscale Medical Imaging and modeling: from the small
animal to the human being’ of cluster ISLE.

However, the TR approach is potentially able to reconstruct
markers embedded as deep as several centimeters within the
medium [7]. TR is a practical way of maximizing the amount
of information collected from the measurements.

Since the introduction of this modality, researchers have
looked for the best way to extract and compress the extra in-
formation provided by the TR signals. The focus was initially
set on early arriving photons [3]. This approach, however,
suffers from low signal-to-noise ratio and provides poor depth
resolution. A more recent trend has been to exploit some
global features of the time-resolved signals [4, 5, 6]. In par-
ticular, researchers have investigated the use of the Laplace
transform [4] as well as the moments of the TR fluorescence
signals [5, 6]. However, there is still a crucial need to opti-
mize and compress the extra information provided by the TR
signals.

In this paper, we introduce a novel feature extraction pro-
cess and develop a corresponding reconstruction algorithm.
Specifically, the TR signal is described by a sequence of in-
ner products with exponential B-splines [8]. The justification
for this type of representation is twofold. First, fluorescence
is physically related to exponentially decaying signals that
are well represented in terms of exponential splines. Second,
it provides a (non-stationary) multiresolution representation
where the level of detail is controlled via the knot spacing (or
the scale) of the spline [8].

2. THEORY

Physically, FDOT is a three-step process. The light is first
turned on and it propagates from the source to a given flu-
orescence marker within the medium. This excites the fluo-
rophore and induces an emission at a higher wavelength (Step
2). The emitted fluorescence light then eventually propagates



from the marker to the detector (Step 3).

2.1. Time-resolved forward model

Light propagation within biological tissues is strongly dom-
inated by absorption and scattering of light. Classically, the
light propagation in these so-called turbid media is modeled
as a diffusion process. This approximation relies on the as-
sumptions that the scattering probability is much larger than
the absorption. This assumption, although somewhat restric-
tive, holds in most practical FDOT scenarios. Moreover, the
relative simplicity of the diffusion approximation allows for a
significant reduction in the computational costs.

Within the framework of the diffusion approximation, the
photon density φ(r, t) (W.cm−2) at position r and time t can
be expressed by means of the following partial differential
equation [9]:

−∇D(r)∇φ(r, t) +
1
v

∂

∂t
φ(r, t) + µa(r)φ(r, t) = S(r, t),

(1)
where D(r) (cm) is the diffusion constant defined by D =
1/(3µ′s); µ′s(r) (cm−1) is the reduced scattering coefficient,
µa(r) (cm−1) is the absorption coefficient, v (cm.ns−1) is the
speed of light in the turbid medium, and S(r, t) (W.cm−3) is
the instantaneous power density of the source.

2.1.1. Fluorescence

In this work, the pulse response of the fluorescent markers is
modeled by a decaying exponential:

f(r, t) = c(r)η exp[−t/τ(r)]/τ(r), (2)

where c(r) (µM) is the local marker concentration at position
r, τ(r) (ns) is the fluorescence lifetime, and η is the quan-
tum yield. In the following, the lifetime τ is assumed to be a
constant. We denote e(t) = η exp(−t/τ)/τ .

2.1.2. FDOT signal

In the following analysis, the spatial dependence of a function
is indicated as a subscript. With this convention, the tempo-
ral measurement performed at the detection point d resulting
from the excitation of the medium at the source point s is de-
noted by ms,d(t).
In [10], we have shown that the signal measured by an acqui-
sition setup can be modeled—to a good approximation—by
the photon density at the detection point. Consequently, a
point marker at position rn, with local concentration cn =
c(rn), leads to the following measurement [11]:

ms,d(t) = cn (φs,rn
∗ e ∗ φrn,d) (t), (3)

where the symbol ∗ refers to the convolution along the time
axis, φs,rn

denotes the Green’s function of the light prop-
agation operator P = −∇D(r)∇ + 1

ν
∂
∂t + µa(r) at point

rn, the source term being δ(r − s)δ(t). Similarly, φrn,d is
the Green’s function of P at point d, the source term being
δ(r − rn)δ(t).
Equation (3) is the mathematical description of the three-step
physical process of FDOT. φs,rn

is the time course of the
amount of light at position rn due to the pulse excitation at
point s. The convolution (φs,rn ∗ e)(t) represents the time
course of the fluorescence light intensity that is re-emitted at
position rn due to the presence of the fluorescent marker. The
term φs,rn

∗ e ∗ φrn,d represents the amount of light leaving
the medium from the point d after propagation of the fluores-
cence light from the point rn. This quantity is weighted by
the local concentration of the marker to give the actual mea-
surement.
Considering a distribution of the point markers at positions
{rn ∈ Ω, n = 1, 2, 3, ..., N}, the effective measurement is
given by the sum of the individual contributions. Moreover,
considering a distribution of source points si, i ∈ [1, I] and
detector points dj , j ∈ [1, J ], a set of I×J measurement pairs
can be formed and consequently as many equations. This is
written into the form of a matrix equation:

m(t) = W (t)c, (4)

where the measurement vector m(t) ∈ RI×J is such that
m(t) = [m1,1(t) . . . mi,j(t) . . . mI,J(t)]T , and the concen-
tration vector c ∈ RN such that c = [c1, . . . cn, . . . cN ]T .
The weight matrix W (t) ∈ R(I×J)×N that maps the concen-
tration vector to the measurement vector comprises the en-
tries: w(i,j),n(t) = [φsi,rn

∗ e ∗ φrn,dj
](t).

3. MATERIAL AND METHODS

3.1. Transformation of the TR signals

In this work we consider a MRA of the TR signals, along the
time axis. Explicitly, at scale i, we consider a transforma-
tion that compresses any signal s(t) to the set of coefficients
m̂i[k]. We define:

m̂i[k] =
∫
s(t)φk,i(t) dt, (5)

where φk,i(t) = βi(t − k 2iTs), βi being an exponential B-
spline of order 0 [8]. To tune the basis functions with the
physics, we consider an exponential B-spline with an expo-
nential decay corresponding to the fluorescence. Thus, we
define βi(t) = exp(−t/τ)[u(t)−u(t−2iTs)], where u is the
unit step function, and τ the fluorescence lifetime. The time
step Ts is set to 500 ps and the integration is performed over
the range [1, 5] ns. As a result, card (ŝi[k]) = 23−i.
Applying this transformation component-wise on both sides
of (4) leads to the following MRA system:

m̂i = Ŵic, (6)

where m̂i and Ŵi are the concatenation of the m̂i[k]’s and
the Ŵi[k]’s, respectively.



Fig. 1. Reconstructed concentration in the presence of 3% of gaussian noise. a) numerical phantom; b) reconstruction from
CW signals; reconstruction from exponential B-splines MRA at: c) scale 3, d) scale 2, e) scale 1, and f) scale 0.

3.2. Reconstruction

The inverse problem in FDOT is known to be ill-posed, mean-
ing that a small perturbation in the data can lead to a large
deviation in the reconstruction. To overcome this drawback,
the inverse problem must be solved within the framework of
regularization. Thus, the reconstructed vector c∗ is obtained
by minimizing the Tikhonov cost function instead of the stan-
dard quadratic cost. Thus we have that:

c∗ = arg min
c
||m̂i − Ŵic||2 + α||c||2, (7)

where m̂i and Ŵi are the MRA of m and W at scale i as
defined in (5) and (6); α is the regularization parameter. In
practice, our implementation is based on the singular value
decomposition of Ŵi.

4. NUMERICAL EVALUATION

4.1. Description of the synthetic phantom

We consider the optically homogeneous infinite medium
phantom shown in Fig. 1a). The absorption coefficient µa is
set to 0.04 cm−1 and the reduced scattering coefficients µ′s to
9 cm−1. These values are in agreement with in vivo values of

Fig. 2. Reconstructed concentrations around site number 2,
along the z-axis (left) and the x-axis (right), for MRA scales
i = {0, 1, 2, 3}.



breast tissue [12]. The homogeneity of the phantom allows
to employ the analytical solutions of (1) [13]. The marker
we use has a lifetime τ of 0.7 ns corresponding to the widely
employed Alexa 750. The markers are concentrated prefer-
entially around three sites at positions r = [−1,−1, 1.25],
r = [0, 0, 2.75], and r = [1, 1, 4.25]. To simulate the aut-
ofluorescence of the tissue as well as the nonspecificity of the
markers, we also consider a fluorescence background with a
background-to-site ratio of 1:10.
For the purpose of reconstruction, the medium is evenly dis-
cretized, resulting into 810 cubic voxels of size 0.5 × 0.5 ×
0.5 cm3 covering a total volume of 4.5×4.5×5 cm3. The
medium is excited by 13 point-sources and probed by 13
point-detectors. The sources and detectors are evenly ar-
ranged in two grids of side 3 cm placed 5 cm apart. Finally,
the TR synthetic measurement vector m(t) is corrupted by
3% Gaussian noise.

4.2. Results

We present reconstructions of concentration vector in the ge-
ometry described in Section 4.1. In Fig. 1, we display the
reconstructed concentration vectors c∗ for the MRA scales
i = {0, 1, 2, 3}. In Fig. 2, we show the reconstructed vectors
along the x and z-axis around the fluorescence site number 2.
It can be seen on both Fig. 1 and Fig. 2 that the poor quality of
CW reconstruction can be enhanced by considering E-splines
MRA reconstruction. Note that the reconstruction quality gets
better when a finer MRA is considered.

5. CONCLUSION

We have proposed a new reconstruction scheme for TR FDOT
that uses exponential spline basis functions. The proposed
multiresolution E-spline framework is adapted to the repre-
sentation of TR signals and provides a direct control of the
resolution. The first results obtained on simulations show that
this TR approach improves the reconstruction of deeply em-
bedded markers compared with the CW approach. A detailed
comparative study between the proposed TR approach and
the gold-standard TR approach – based on the moments of
the signals – is in progress.

6. REFERENCES

[1] E. Graves, J. Ripoll, R. Weissleder, and V. Ntziachris-
tos, “A submillimeter resolution fluorescence molecular
imaging system for small animal imaging,” Med. Phys.,
vol. 30, no. 5, pp. 901–911, 2003.

[2] J. Huabei, “Frequency-domain fluorescent diffusion to-
mography: A finite-element-based algorithm and sim-
ulations,” Appl. Opt., vol. 37, no. 22, pp. 5337–5343,
1998.

[3] J. Wu, L. Perelman, R. R. Dasari, and M. S. Feld, “Flu-
orescence tomographic imaging in turbid media using
early-arriving photons and laplace transforms,” Proc.
Nat. Acad. Sci. U.S.A., vol. 94, no. 16, pp. 8783–8788,
1997.

[4] F. Gao, H. J. Zhao, Y. Tanikawa, and Y. Yamada, “A
linear, featured-data scheme for image reconstruction in
time-domain fluorescence molecular tomography,” Opt.
Express, vol. 14, no. 16, pp. 7109–7124, 2006.

[5] S. Lam, F. Lesage, and X. Intes, “Time domain fluo-
rescent diffuse optical tomography: analytical expres-
sions,” Opt. Express, vol. 13, no. 7, pp. 2263–2275,
2005.

[6] N. Ducros, A. da Silva, J.-M. Dinten, and F. Peyrin,
“Fluorescence diffuse optical tomography: A
simulation-based study comparing time-resolved
and continuous wave reconstructions performances,” in
IEEE ISBI, May 2008, pp. 388–391.

[7] J. Selb, A.M. Dale, and D.A. Boas, “Linear 3d recon-
struction of time-domain diffuse optical imaging differ-
ential data: improved depth localization and lateral reso-
lution,” Opt. Express, vol. 15, no. 25, pp. 16400–16412,
2007.

[8] M. Unser and T. Blu, “Cardinal exponential splines:
Part 1–theory and filtering algorithms,” IEEE Transac-
tions on Signal Processing, vol. 53, no. 4, pp. 1425–
1438, 2005.

[9] A. Ishimaru, “Theory and application of wave propaga-
tion and scattering in random media,” Proceedings of
the IEEE, vol. 65, no. 7, pp. 1030–1061, July 1977.

[10] N. Ducros, A. da Silva, J.-M. Dinten, and F. Peyrin,
“Approximations of the measurable quantity in diffuse
optical problems: theoretical analysis of model devia-
tions,” J. Opt. Soc. Am. A, vol. 25, no. 5, pp. 1174–1180,
2008.

[11] M. S. Patterson and B. W. Pogue, “Mathematical-model
for time-resolved and frequency-domain fluorescence
spectroscopy in biological tissue,” Appl. Opt., vol. 33,
no. 10, pp. 1963–1974, 1994.

[12] T. Durduran, R. Choe, J. P. Culver, L. Zubkov, M. J.
Holboke, J. Giammarco, B. Chance, and A. G. Yodh,
“Bulk optical properties of healthy female breast tissue,”
Phys. Med. Biol., vol. 47, no. 16, pp. 2847–2861, 2002.

[13] S. R. Arridge, M. Cope, and D. T. Delpy, “The theoret-
ical basis for the determination of optical pathlengths in
tissue - temporal and frequency-analysis,” Phys. Med.
Biol., vol. 37, no. 7, pp. 1531–1560, 1992.



164 VI. Reconstruire à partir d'une transformée en ondelettes

VI.3 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a été consacré à l'étude de transformées en ondelettes en tant que nou-
veau type de signature des mesures temporelles en FDOT. Cette nouvelle approche
permet d'exploiter l'information temporelle � et donc d'améliorer la qualité de recons-
truction � pour un niveau de bruit plus faible que l'approche fondée sur l'exploitation
des moments.

Plus précisément, la première partie de ce chapitre a tout d'abord permis de revi-
siter la construction du modèle direct. Ce dernier y est vu comme la combinaison de
quatre modèles physiques : un modèle de propagation, dont dépendent un modèle d'ex-
citation et un modèle de détection, et un modèle de �uorescence. L'identi�cation de
ces di�érents modèles, souvent implicites, permet d'ajuster les modèles indépendam-
ment et selon le degré de précision souhaité. Ce modèle fournit de plus des prédictions
absolues ; pour N photons venant exciter le milieu, le modèle est capable de prédire
le nombre N ′ de photons qui seront détectés à la longueur d'onde de �uorescence et
non pas, comme c'est généralement le cas, une grandeur qui lui est proportionnelle.

La première partie de ce chapitre a également permis de revisiter la notion de si-
gnature temporelle. Ces dernières sont ici vues comme la projection des mesures tem-
porelles sur certaines bases de fonctions temporelles. Cette interprétation a conduit,
presque naturellement, à introduire des bases d'ondelettes connues pour leur propriété
d'analyse multi-résolution et de compression de l'information.

Pour tester l'approche, avec les ondelettes de Haar dans un premier temps, nous
avons implémenté un modèle direct résolu en temps. Grâce à des formules analytiques
en milieu in�ni et une implémentation astucieuse, nous avons obtenu un modèle dont
les temps de calcul sont de l'ordre de grandeur de la seconde. Notons que ce modèle
pourrait servir de base à une extension dans une géométrie plus complexe (slab ou
parallélépipède).

À partir de ce modèle direct et de la procédure de reconstruction décrite au chapitre
précédentc, nous avons comparé les reconstructions issues de transformées en onde-
lettes à celles issues des moments. Nos conclusions sont les suivantes : i) à nombre de
fonctions de bases donné, les ondelettes conduisent aux meilleures reconstructions ;
ii) choisir des ondelettes avec un support de 1 ns est su�samment faible pour com-
presser toute l'information temporelle ; iii) la modalité temporelle, exploitée via une
approche ondelettes, permet d'améliorer sensiblement la qualité des reconstructions,
par rapport à la modalité continue, au delà de 106 photons détectés ; iv) si au moins
106 photons n'ont pu être acquis sur l'un des détecteurs, alors la modalité temporelle
n'apporte aucune amélioration en termes de reconstruction.

ccf paragraphe V.2.4
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Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons mis en ÷uvre des reconstructions
à base d'ondelettes exponentielles. Le recourt à de telles ondelettes a été motivé par
leur adaptation naturelle à la réponse impulsionnelle d'un marqueur : un déclin expo-
nentiel. Dans une étape future, il serait intéressant de comparer, selon le principe déjà
employé à deux reprises, la qualité des reconstructions issues des ondelettes exponen-
tielles à celle des reconstructions issues des ondelettes de Haar. Sur le plan qualitatif
néanmoins, les reconstructions nous apparaissent très semblables, avec probablement
un léger avantage en faveur de l'approche fondée sur les E-Splines. L'avantage semble
cependant faible, si bien que l'approche fondée sur les ondelettes de Haar, plus simple,
pourrait s'avérer su�sante.
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Conclusions La première étape de ce travail de thèse a consisté à identi�er, puis
à étudier, un des modèles impliqués en tomographie optique di�use : le modèle de
détection de la lumière. Nous nous sommes aperçus que di�érents modèles de détec-
tion étaient couramment utilisés, lesquels pouvaient s'interpréter comme di�érentes
approximations d'un modèle de détection plus général. Nous avons alors comparé les
prévisions des modèles approchés à celles du modèle général, et montré que le modèle
approché considérant la quantité mesurée proportionnelle à la densité de photons était
le meilleur des deux modèles approchés. Après mise en ÷uvre de reconstructions im-
pliquant les deux modèles approchés et le modèle général, nous avons ensuite montré
que le modèle de densité était un modèle approché su�sant du point de vue de la
qualité de reconstruction. Sauf méconnaissance de notre part, il s'agit de la première
justi�cation de l'utilisation de la densité de photons comme modèle de détection.

Nous avons ensuite pu nous concentrer sur le c÷ur de ce sujet de thèse, à savoir
l'exploitation de l'information temporelle en vue d'améliorer la qualité des recons-
tructions. Dans un premier temps, nos e�orts ont porté sur l'évaluation de l'approche
basée sur le calcul des moments des mesures. Bien que cette approche soit couram-
ment employée, aucune étude n'a mis en évidence son domaine d'intérêt par rapport
à la modalité continue. Nous avons tout d'abord généralisé certaines propriétés im-
portantes des moments à un ordre quelconque, notamment l'expression des moments
du modèle direct ainsi que leur covariance. Puis, par une étude théorique ayant no-
tamment nécessité la mise en place d'un schéma de reconstruction régularisé bien
spéci�que, nous avons montré que l'intérêt des moments d'ordre ordre 1 et plusd

était directement lié au nombre de photons détectés, qui �xe le niveau de bruit. Au
delà d'un seuil, que nous avons estimé à 108 photons détectés, les moments d'ordre
supérieur se sont avérés béné�ques. Nous expliquons la forte valeur du seuil par la
forte corrélation des moments, corrélation d'autant plus importante que l'ordre des
moments augmente. Nous avons également montré que l'intérêt des moments d'ordre

dPeut-être est-il bon de rappeler qu'une acquisition en continu fournit le moment d'ordre 0 d'une acquisition en
temporel.
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supérieur dépendait, dans une moindre mesure cependant, d'un paramètre fonction
des propriétés optiques du milieu et du temps de vie des marqueurs.

En�n, la dernière étude que nous ayons réalisée suggère que les moments temporels
pourraient être avantageusement remplacés au pro�t d'une transformée en ondelettes
des mesures. En e�et, dans la con�guration que nous avons choisie de traiter au
chapitre VI, les reconstructions de la concentration en marqueurs �uorescents sont
meilleures lorsqu'elles sont issues de transformées en ondelettes de Haar que lors-
qu'elles sont issues de moments. Nous avons observé que l'approche reposant sur
la transformée en ondelettes de Haar permet d'exploiter l'information temporelle à
partir d'un nombre maximum de photons détecté de 106. Autrement dit, l'approche
ondelettes de Haar est plus performante que l'approche moments face à de faibles
rapports signal à bruit. Nous avons également introduit une approche basée sur un
type d'ondelettes plus sophistiquées : les ondelettes exponentielles. Pour l'heure, les
reconstructions e�ectuées au moyen d'une transformée en ondelettes exponentielles
ont conduit à des qualités de reconstruction qualitativement équivalentes à celles ef-
fectuées au moyen d'une transformée en ondelettes de Haar.

Limites Une première limite aux deux dernières conclusions est la géométrie du
milieu considéré : un milieu in�ni. On peut à juste titre se demander si les conclusions
obtenues sont transposables aux milieux �nis étudiés en pratique. Rappelons que le
modèle direct en milieu in�ni peut être vu comme une brique de base permettant
l'obtention d'un modèle direct en milieu �ni (c'est le principe des sources images déjà
évoqué). Cet élément nous donne la conviction forte que les tendances dégagées en
milieu in�ni sont des tendances de fond, davantage liées à la physique du problème
qu'à une géométrie particulière. Bien évidemment, et dans un esprit de rigueur, une
étude spéci�que impliquant un milieu �ni lèverait le voile sur cette interrogation.

La seconde limite est liée à la géométrie d'acquisition. En e�et, nos conclusions se
fondent sur des études pour lesquelles le milieu est étudié en transmission, c'est-à-dire
placé entre les sources et les détecteurs. Qu'en serait-il si les sources et les détecteurs
se situaient d'un même côté, dans la géométrie dite en ré�exion ? Là encore, une étude
spéci�que, directement réalisable avec les outils mis en place, permettrait d'éclaircir
ce point.

Perspectives L'approche reposant sur les ondelettes de Haar et celle reposant sur les
ondelettes exponentielles semblent produire des qualités de reconstruction semblables.
Si cette observation était con�rmée, on pourrait envisager le fait que les ondelettes
exponentielles aient été sous-exploitées dans la con�guration dans laquelle elles ont
été mises en ÷uvre. En e�et, nous avons considéré des marqueurs possédant tous le
même temps de vie. Hors, récemment, des équipes se sont intéressées à reconstruire
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indépendamment deux types de marqueurs aux temps de vie distincts (Kumar et al.,
2008b). Dans ce cadre-là, les ondelettes exponentielles, qui possèdent certaines pro-
priétés de déconvolution, pourraient peut-être, lors de la reconstruction, favoriser la
séparation des marqueurs aux temps de vie di�érents.

Une autre voie, sûrement matière à investigation, est celle de la transposition de la
normalisation de Born en temporel. En continu, cette approche a connu un vif succès.
Consistant à utiliser à la fois les signaux de �uorescence et ceux de di�usion, elle per-
met de s'a�ranchir des contraintes expérimentales de calibrage mais limite également
les écarts au modèle dus à la non prise en compte des hétérogénéités du milieu, les-
quelles dégradent sensiblement la qualité de reconstruction. Dans nos travaux, seuls
les signaux de �uorescence ont été utilisés pour reconstruire la concentration en mar-
queurs, autrement dit aucun schéma de normalisation n'a été mis en ÷uvre. Deux
pistes ont déjà été lancées concernant l'incorporation des signaux temporels de dif-
fusion dans le schéma de reconstruction (Lam et al., 2005 ; Selb et al., 2007). Bien
qu'elles relèvent davantage d'une transposition mécanique, ces deux pistes pourraient
servir de point de départ à une démarche plus générale, cherchant à déterminer la
meilleure façon de coupler mesures temporelles de di�usion et de �uorescence, puis
évaluant le gain d'une telle opération.

En�n, comme nous l'avons vu au chapitre VI, l'information temporelle béné�cie
à la qualité de reconstruction, en milieu in�ni et en transmission, lorsque le temps
d'intégration permet à au moins 106 photons d'être collectés par l'un des détecteurs.
La valeur de ce seuil est si élevée que la modalité résolue en temps peut s'avérer in-
e�cace dans nombre d'applications. Dès lors, la question mérite d'être posée : est-il
vraiment intéressant de travailler en temporel ? On peut, sans aucun doute, répondre
à cette question par l'a�rmative. Nous savons qu'une mesure temporelle permet de
remonter à la profondeur d'un marqueur unique, chose impossible en continu. Il est
donc indéniable que la modalité résolue en temps présente un intérêt. En revanche,
ce qui est vrai pour un marqueur unique n'est pas a priori généralisable à une dis-
tribution de N marqueurs. Pour tirer pleinement pro�t de l'information temporelle,
il pourrait être béné�que de changer de paradigme de reconstruction. Le point de
vue actuel consiste à résoudre un problème inverse, très mal conditionné, linéaire, où
l'inconnue est un vecteur dont chacune des composantes est la concentration locale
en marqueur dans un voxel. Autrement dit, le milieu est discrétisé et l'on cherche à
connaître la concentration en marqueur dans chacun des N voxels, ce qui revient à
considérer N marqueurs. Il pourrait être pro�table de changer d'axe d'attaque et de
chercher la position et la concentration de quelques � combien ? � marqueurs. Ceci
diminuerait signi�cativement la dimension du problème et permettrait, souhaitons-le,
d'améliorer la résolution tout en diminuant les temps de calcul.
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A

Compléments au chapitre II

A.1 Quelques intégrales utiles aux calculs de l'ap-
proximation P1

sq

dW

x
y

z

j

Figure A.1 � Notation utilisée pour le calcul d'angles solides

Soit ŝ une direction d'observation. En coordonnées sphériques avec les notations
dé�nies à la �gure A.1, le vecteur ŝ s'écrit :

ŝ = sin θ cosϕ x̂+ sin θ sinϕ ŷ + cos θ ẑ (A.1)

Toujours avec les notations dé�nies à la �gure A.1, l'angle solide élémentaire dΩ
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orienté selon ŝ s'écrit :

dΩ = sin θ dθ dϕ (A.2)

∫

4π

dΩ =

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

sin θ dθ dϕ =

∫ 2π

ϕ=0

dϕ

∫ π

θ=0

sin θ dθ = −2π [cos θ]π0 (A.3)

Soit :
∫

4π

dΩ = 4π (A.4)

∫

4π

ŝ dΩ =

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

sin2 θ cosϕ dθ dϕ x̂+

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

sin2 θ sinϕ dθ dϕ ŷ

+

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

cos θ sin θ dθ dϕ ẑ

(A.5)

En inversant les intégrales en x̂ et en ŷ et en faisant un changement de variable en
ẑ, on a :

∫

4π

ŝ dΩ =

∫ π

θ=0

sin2 θ

∫ 2π

ϕ=0

cosϕ dϕ dθ x̂+

∫ π

θ=0

sin2 θ

∫ 2π

ϕ=0

sinϕ dϕ dθ ŷ

+
1

4

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2π

θ=0

sin θ dθ dϕ ẑ

(A.6)

En utilisant le fait que :
∫ 2π

ϕ=0
cosϕ dϕ =

∫ 2π

ϕ=0
sinϕ dϕ = 0. On a bien :

∫

4π

ŝ dΩ =  (A.7)

Soit un vecteur a quelconque. On choisit le repère (x̂, ŷ, ẑ) de telle façon que a
soit selon ẑ. Soit a = a ẑ. Calculons :

∫

4π

a · ŝ dΩ = a

∫

4π

ẑ · ŝ dΩ = a

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

cos θ sin θ dθ dϕ (A.8)

Cette intégrale, qui a déjà été calculée précédemment, est nulle. On obtient donc
bien :

∫

4π

a · ŝ dΩ = 0 (A.9)
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∫

4π

(a · ŝ)ŝ dΩ = a

∫

4π

(ẑ · ŝ)ŝ dΩ = a

∫

4π

cos θŝ dΩ (A.10)

= a

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

sin2 θ cos θ cosϕ dθ dϕ x̂+ a

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

sin2 θ cos θ sinϕ dθ dϕ ŷ

(A.11)

+ a

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

cos2 θ sin θ dθ dϕ ẑ (A.12)

Comme on l'a déjà dit :
∫ 2π

ϕ=0
cosϕ dϕ =

∫ 2π

ϕ=0
sinϕ dϕ = 0. Par conséquent, les

intégrales en x̂ et en ŷ s'annulent. Il reste :

∫

4π

(a · ŝ)ŝ dΩ = a

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

cos2 θ sin θ dθ dϕ ẑ = 2πa

∫ π

θ=0

cos2 θ sin θ dθ ẑ (A.13)

= −2πa

3

[
cos3 θ

]π
0
ẑ (A.14)

On aboutit �nalement bien a :
∫

4π

(a · ŝ)ŝ dΩ =
4π

3
a (A.15)
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tions. Ils ont également été matière à communication lors de congrès, internationaux
ou nationaux, avec ou sans publication d'actes. Nous regroupons ici nos di�érentes
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the measurable quantity in di�use optical problems: theoretical analysis of model
deviations. Journal of the Optical Society of America A 25 (5), 1174�1180.
http://josaa.osa.org/abstract.cfm?URI=josaa-25-5-1174
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