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INTRODUCTION

1. Contexte industriel

Pour une part de son activitt¢, EDF R&D a pour aioiide proposer des modeles,
développer des outils numériques et mettre au pdeg méthodologies d'étude afin de
démontrer la tenue mécanique dans la durée deallatisns de production et de transport
d’énergie, confrontées aux problématiques de sOdedisponibilité et de rentabilité. Ces
démonstrations examinent entre autres la nociagdfauts — inévitables dans toute structure
industrielle — sous sollicitations de fonctionnemen de nature accidentelle. Il s’agit, dans le
premier cas, de maitriser le vieillissement, etsdiensecond, de justifier la sireté du systéme.
Les enjeux financiers sont considérables pour u@ EDF, sans parler bien sOr des enjeux de
s(reté vis-a-vis des personnes et de I'environngmee I'on ne saurait chiffrer.

Les recherches menées dans ce sens visent a tnagtegrande diversité de structures et de
matériaux : pylénes et lignes électriques, barrapastilles combustibles et gaines des crayons,
cuves de réacteurs nucléaires, circuits d’échahgemique, générateurs de vapeur, turbines,
enceintes de confinement, aéroréfrigérants, seestatkage des déchetse. Pour appréhender
cette diversité, il semble pertinent de développes modélisations a I'échelle des structures et
suffisamment génériques, donc abstraites. Ellesoseissent des connaissances acquises sur le
comportement des matériaux dans leur environnenspdgifiques a chacune des structures
considérées. En particulier, il ne s’agit pas daggr mais bien de combiner science des
matériaux et mécanique des structures. Enfin, diearles chargements est tout aussi essentiel,
ce qui repose encore sur d'autres disciplines foeigiue, mécanique des fluides, thermique,
hydrodynamique...).

EDF a fait le choix d’'une transition continue @R&D vers I'lngénierie, avec notamment
deux conséquences importantes :

- le respect du référentiel de slreté partagé entirgénierie et I'’Autorité de Sdreté
Nucléaire Il recouvre des regles de dimensionnement appdisita la conception des
installations et leurs évolutions progressives. leggettre en cause est, sinon proscrit, du
moins délicat et souvent infondé dans une tellgglogindustrielle ; cela nécessiterait en
tout état de cause une validation détaillée. Unmaadéhe de loin préférable consiste a
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compléter et étendre ces regles en dehors de tenaide de validité, notamment pour
gagner des marges ;

- le partage des outils de simulatioBette transition continue de la R&D vers I'Ingéng
requiert des outils de simulation communs, dBotle_Asteren mécanique des solides.
L'usage de logiciels du commerce freinerait l'imtoetion de modélisations novatrices,
d’ou la politique de développement de codes enrriet@ EDF. Méme si ce choix offre
davantage de libertés, le déploiement de ces ctlesyénierie entraine malgré tout des
contraintes. D’une part, en matiere d’algorithmied’@rchitecture informatique, optimiser
la maintenance et I'interopérabilité des fonctidit@a est une préoccupation permanente
qui réduit le champ des possibles. D’autre pasthh@délisations fournies par la R&D se
doivent d’étre suffisamment accessibles aux ingégrid’étude et ne pas se résumer a des
outils de spécialistes.

Ce n'est qu’'a ce prix que les théories et algorédbrmproposés serviront pleinement les objectifs
industriels d’EDF relatifs a la tenue mécanique stesctures.

2. Travaux de recherche

Cadre de travalil

Les travaux de recherche présentés dans ce mésioserivent totalement dans le contexte
industriel qui vient d’étre décrit, aussi bien emntes de motivations que de contraintes. lls
concourent a la modélisation et a la simulatio@@dommagement mécanique des structures.
Plus précisément, I'objectif affiché est la préictde I'évolution de défauts, préexistants ou
non, a I'échelle macroscopique de la structures sargements quasi-statiques non cycliques.
En particulier, en sont exclus les sollicitatioapé&tées (fatigue) ou dynamiques (crash, séismes),
ainsi que d’autres modes de ruine tels que le fean@nt ou les instabilités plastiques.

Répondre a cet objectif, avec une finalité indebé, requiert a la fois de formuler des
modélisations appropriées (endommagement, ruptete)aussi de développer les outils
numeriques nécessaires a leur mise en ceuvre (maibhées appliquées, algorithmes de
résolution, architecture informatique). La volowk@ppropriation des résultats par I'lngénierie
impose de surcroit trois types d’exigence :

— robustessgau sens de la capacité a produire un résultat dies situations variées ;
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- fiabilité, c’est-a-dire que le résultat n'est pas excessavensensible aux choix de
modélisations numériques (discrétisations spataléeemporelle, entre autres) et donc
gu’il est reproductible par des ingénieurs d’étdd&rents ;

— performancepour que l'utilisation des modeles soit compativec les délais des études
industrielles.

La satisfaction de ces exigences nécessite sourneabmpromis entre la finesse de description
physique et le caractere opérationnel de la fortimaaumérique. On observe la tout l'intérét de
travaux de recherche qui allient mécanique et nigmeér, les inévitables itérations entre les deux
disciplines s’en trouvent facilitées.

Enfin, toujours dans I'objectif d’un transfert gdlingénierie, les développements sont congus
puis capitalisés au sein @ode_AsterCertes, cela peut brider partiellement la créatiet / ou
la productivité pour ce qui concerne I'évaluatioalgbrithmes divers, I'architecture du code
n'étant pas encore bien adaptée a ce type d’'actiiéih contrepartie, le choix deode_ Aster
impose de fait le respect d’'un certain nombre dereis de qualité (validation informatique,
documentation, tracabilité). Il est également gadimne certaine pérennité (suivi de versions,
compatibilité ascendante avec de nouvelles fonetibiés) ainsi que d’'une large diffusion
(choix d’'une distribution en logiciel libre deode_Astersur Internet). Enfin, il donne acces a
toutes les autres fonctionnalités et facilités rimfatiques du produit. En définitive, ce choix
s’avere pertinent.

Articulation des axes de recherche

Compte tenu de la difficulté & prédire I'évolutide défauts dans toute sa généralité, nous
avons opté pour une stratégie de modélisation échék, selon la nature et la richesse des
informations recherchées. Trois niveaux d’'attenteseté répertories.

Prédiction de 'amorcage d’'un défaut

Nous avons cherché a définir une quantité anal@gue taux de restitution d’énergie qui
permette de décider de I'amorcage d'un défaut sejorlle dépasse ou non une ténacité
caractéristique du matériau. On conserve ainsihifogophie de la mécanique de la rupture
linéaire pour l'étendre au-dela de son domaine didité et ainsi couvrir les situations
élastoplastiques, l'apparition de défauts, les @gations instables (dynamiques). Cette
démarche s’inscrit donc dans la continuité des aghms déja utilisées pour dimensionner les
structures. Elle suffit a traiter bon nombre deiaibns industrielles en toute sdreté car elle
fournit une vision conservative de la rupture rdme y est en effet associée a I'amorcage d’un
défaut.



Modélisation et simulation numérique de 'endomnmagiet des structures

Modélisation de la propagation d’'un défaut selon trajet prédéfini

Il est possible de gagner des marges sur le pldustriel en abandonnant le pessimisme de
'approche précédente au profit d'une descriptienl’dvolution du défaut aprés amorgcage. On
peut ainsi juger plus finement de sa nocivité emngrant si sa propagation prend fin avant de
remettre en cause la sdreté d’'un composant ouLmosque le trajet de fissuration est prévisible
du fait d'une distribution spatiale particuliéresdghamps mécaniques, nous proposons d’en tirer
parti pour construire une formulation qui resteessible a I'lngénierie, moyennant une phase de
validation préalable. Elle s’appuie sur des moddiezones cohésives dans lesquels des forces
d’interaction sont introduites entre les lévredadéissure : le mécanisme de fissuration est décrit
par une loi de comportement a part entiere. Enrepattie du surcroit d’informations fourni par
cette approche, les simulations numériques sorg ghmplexes que précédemment car tout le
régime de propagation (non linéaire) est dorénawenaélisé.

Détermination du trajet de fissuration

Dans les situations ou la distribution spatials deamps mécaniques devient complexe, le
trajet de fissuration ne peut plus étre anticipg.peut citer la propagation de défaut dans des
pieces composites (enceinte en béton armeé, notathmedans des zones singulieres (voisinage
de soudures, par exemple). Dans ce cas, le reaaursiodélisations les plus complexes s’avere
nécessaire. Nous avons fondé notre réponse suédanmgue continue de 'endommagement, a
méme de prendre en compte la diversité des matédandes structures envisagés. Mais elle
souleve des difficultés physiques et numeériqueglageurs ordres, auxquelles nous avons tenté
d’apporter quelques réponses. Il nous semble que’'ast qu'a ce prix qu'on peut décrire
l'initiation et la propagation de défauts dans éosé généralite.

Pour conférer une certaine cohérence a ces ditEseapproches, nous avons choisi de les
inscrire dans le cadre des formulations énergéiguen réponse d'une structure y est
caractérisée comme le minimum de son énergie pellentCela fournit un lien entre chacune
des approches qui se distingue par des expresdiftérentes de I'énergie de fissuration et par la
richesse du champ d’endommagement. Bien que tistris-a-vis de la forme des lois de
comportement (en particulier pour les géomatériglex¢adre énergétique permet néanmoins de
rendre compte de la diversité des matériaux étudisc une richesse de description physique
gue nous jugeons suffisante. En contrepartie, urrfib un certain nombre de garanties,
notamment théoriques et donc numeriques, qui coanba la robustesse, la fiabilité et méme la
performance des simulations numériques, gage dippeopriation par les ingénieurs d’étude.
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3. Avant-propos

Avant d’entrer dans le vif du sujet, quelques nmiiexplication et de mise en garde. Nous
avons voulu faire de ce mémoire un document autend@test donc davantage qu’un guide de
lecture servant de clé d’acces aux différentesigatidbns relatives a nos travaux. Mais il ne se
substitue pas non plus a ces derniéres.

Ce document offre une vision raisonnablement peéaes théories mises en ceuvre et
explicite les choix que nous avons été amenésra &atre plusieurs approches, qu'ils soient
fondés sur des convictions scientifiques ou dedramtes industrielles selon les cas. On y
trouvera donc en particulier des éléments de posiement par rapport a des approches
alternatives. En revanche, les détails mathématiguerelatifs a I'implantation numérique n'y
sont pas reportés. La méme logique prévaut danséfésences bibliographiques de chaque
chapitre. Loin d'étre exhaustives, elles signalemplement les articles qui ont fortement
contribué a l'orientation de nos recherches. Desled bibliographiques plus détaillées sont
disponibles dans les publications relatives a nagatix, référencées comme telles a la fin de
chaque chapitre.

Dans un premier temps, nous présentons le cadteadliles formulations énergétiques. C’est
le fil rouge du document. Les chapitres suivantsvpat étre lus de maniere indépendante les
uns des autres car chacun d’entre eux est consatn des niveaux d’appréhension du
probleme de dégradation des structures. Nous astumisi d’aller du plus simple donc du plus
opérationnel — la prédiction de 'amorcage — aws glomplexe, dédié a la détermination du trajet
de fissuration.

La présentation y allie les aspects mécaniquesragriques. La dimension expérimentale est
en revanche absente de ces travaux. Seuls leesrit@morcage ont fait I'objet d’'une validation
par plusieurs séries d’essais, réalisés indépendamde I'auteur. Pour les modélisations plus
fines, I'accent a porté avant tout sur I'obtentabe formulations robustes, fiables et, dans une
moindre mesure, performantes. Le stade de la vaidaxpérimentale n’est pas encore atteint,
méme s’il nous semble maintenant proche.

Enfin, ce dernier point ainsi que les difficulgisi subsistent démontrent, s’il en était besoin,
gque ce mémoire ne constitue pas un aboutissemernd présente simplement ['état
d’avancement actuel des travaux menés par 'awtddbDF R&D, dans le cadre de projets de
recherche applicatifs, le plus souvent en collaimmaavec d’autres acteurs du domaine,
étudiants, ingénieurs et chercheurs.
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| - FORMULATIONSENERGETIQUES

Prédire la ruine par rupture d’'une structure sta@psur des modélisations plus ou moins
complexes selon que I'on cherche a décrire toypantie des étapes du processus : initiation de
fissures, phases de propagation et d’arrét, chamgiede trajet de fissuration, etc. Le risque
associé réside dans le caractére disparate de cdélisations, notamment vis-a-vis de leur
application a des études industrielles : le pasdagee modélisation au profit d’'une autre, plus
fine, ne doit pas remettre radicalement en causeélsultats obtenus avec la plus grossiére des
deux. Pour garantir une certaine cohérence, noosisachoisi de donner une expression

énergétique aux modélisations de la rupture pragsdéans ce mémoire.

Une formulation énergétique caractérise la répansgee structure comme un minimum d’'une
énergie par rapport a I'ensemble des variablesrmga’ohoisi pour décrire I'état mécanique de la
structure. Dans le cas élastique, il s’agit de miser I'énergie potentielle par rapport au champ
de déplacement. Nous verrons dans ce chapitre jtee approche peut étre étendue au cas des
matériaux dissipatifs lorsqu’ils appartiennent aclasse des matériaux standard généralisés.

Certaines propriétés seront également préservéaesence de transformations finies.

Outre l'objectif d’'un cadre de cohérence, exprimaarprobléeme de mécanique sous l'angle
d’'une formulation énergétigue nous semble égaleméeond pour les raisons suivantes :

- les équations d’équilibre et de comportement spptimées a la méme échelle, celle de
la structure. En patrticulier, I'introduction de rne#s de couplage non locaux dans la

relation de comportement s’en trouve facilfftée

— la question de la stabilité (statique) d'une brande solutions admet une définition
naturelle, une solution étant stable s'il s’agitrdminimum local de I'énergfie

— l'analyse des propriétés du modéle (choix des espfanctionnels ou rechercher les
solutions, existence et / ou unicité de ces saistipassage a la limite par rapport a
certains parametres, ...) s’en trouve facilitée apuyant sur les outils mathématiques
de l'optimisation, notamment les propriétés topajogs des espaces de Sobolev, les
théoremes fondamentaux et les théorieB-denvergence ou convergence en énergie ;

! Nous verrons plus loin qu'ils modélisent un cogeleentre points matériels lorsque la variation iafmtdes
champs macroscopiques est forte y compris a I'ézlie la microstructure du matériau, notamment useale
'endommagement de la structure.

2 A ceci prés que la notion de minimum local esatireé au choix de la topologie, ce qui peut s’avéreins naturel
dans certains cas.
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- la discrétisation spatiale par éléments finis sdudédirectement des conditions
variationnelles d’optimalité de I'énergie et s’ins@lle aussi dans le cadre de théories
mathématiques bien maitrisées (propriétés des esmhapproximation, condition de
stabilité en cas de dualisation des relations desrgariables du probleme) ;

- le probléeme de minimisation discret peut bénéficidalgorithmes éprouvés,
généralement plus robustes que ceux associésadhtion de systémes non linéaires,
voire méme plus efficace (opérateur tangent symétipar exemple).

Lorsque la qualité de la description physique pleEessus en jeu n’en souffre pas, il nous
semble donc préférable d’adopter une formulaticrgétique du comportement des structures.

1. Energie potentielle d’une structure

Cas des matériaux élastiques

Une formulation énergétique exprime les équatam mécanique — équilibre, compatibilité
et comportement — comme le minimum d’une fonctian E@@pport aux variables cinématiques,
d’'une part, et par rapport aux variables interreassdes cas dissipatifs, d’autre part. Lorsque le
comportement est purement élastique, les efforidica@s conservatifs et la réponse de la
structure quasi-statique, il s’agit simplement deimiser I'énergie potentielle de la structure :

u=argmin E (u) ; Epot(u)=J<D(s () - W(u) (1.1)

UuKA
Q

ou u” est le champ de déplacement solutii I'ensemble des déplacements cinématiquement
admissibles,® I'énergie libre volumique fonction de la défornoatie, W, le potentiel des

efforts extérieurs (que I'on suppose linéaire pginplifier) et enfinE_ . I'énergie potentielle de

pot
la structure. Les trois familles d’équations demécanique se déduisent effectivement de la
minimisation de ['énergie potentielle: les équasio de compatibilité sont introduites
explicitement dans (1.1)ia la définition de la déformation(u) et la donnée d&A, tandis que
les équations d’équilibre et la relation contrairtééformationi(e. toute la loi de comportement
en élasticité) découlent de la condition d’optirgali

0 duOKA® fo:a(au) =W, (du) ; o=%(s) (1.2)

Q

aveco le champ de contraintes K\’ I'ensemble des vitesses cinématiquement admissible

12



Formulations énergétiques

1.2 Prise en compte de phénomeénes dissipatifs

L’extension des formulations énergétiques au-dela&omportement élastique réversible est
plus récente. Nous nous appuyons sur une présenti Francfort et Marigo (1993) dédiée a
un modéle d’endommagement fragile brutal partigli nous servira pour I'analyse de la
propagation de fissures au chapitre Il. A la déféde du cas élastique, I'énergie dépend de deux
champs, le champ de déplacement et le champ d’endgementx a valeur dans{O,]}, 0
correspondant au matériau sain d’énergie libre majue ¢, et 1 au matériau endommage

d’énergie libre volumiquep, :

E;‘z:(u,x)=f¢(s<u>,x)+kx © 0(e@)X) =Xba (£)* (1-X) 0. (¢) 1.3)

ou on a supposé que le chargement se réduit a éwacdments imposési,,, =0). En
comparant a I'énergie potentielle élastique (1db),observe le terme supplémentakg qui
mesure I'énergie a fournir pour passer de I'état ad’état endommagé. A ce stade, il ne s’agit
pas d’'une source de dissipation mais d'une énestgiekée lors du changement de phase qui
reste restituable lors du changement de phasesever

Pour introduire la notion d’irréversibilité, c’eatdire le fait qu’'une fois endommage, le
matériau ne peut plus redevenir sain, il est néiesde prendre en compte I'historique du trajet
de chargement. Pour cela, on procéde a une dsatiéti temporelle qui a chaque instapt
associe les contraintes cinématiqu&®\. On appelleu, et x, les champs solutions
correspondant a cet instant. L'irréversibilité garme sous la forme de la contrainte suivante :

Xn 2 Xn—l (14)

Cette contrainte peut étre intégrée dans I'exppasde I'énergie potentielle au moyen d’une
fonction indicatrice :

Epee (UX 1 Xn1) = Eg(UX) + L (X=X ) (1.5)

Il faut noter que I'énergie potentielle dépend nemant explicitement de I'état mécanique au
début d'un pas de temps, a traveys,. Il est donc préférable de parler d’énergie pa¢diat
incrementale. Francfort et Marigo postulent alorse des champs de déplacemem; et

d’endommagemerny,, réalisent un minimum de I'énergie potentielle émoentale :

(u, . X,)=argmin B (u x) (1.6)
udKA, , X

% Le terme brutal, par opposition & progressif, Sigrgue seuls deux états de dommage sont possiales le
matériau (sain ou endommagé) ; le terme partielqir que le matériau endommagé conserve une Bgidit
résiduelle.

13
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Pour alléger les notations, on n’y mentionne plgslieitement la dépendance de I'énergie a la
valeur des variables au début du pas de temps.ukatign de I'existence de solutions a ce

probleme sera évoquée au chapitre IV dédié a jaeales problemes d’endommagement.

On retiendra finalement qu’il est possible de tane des formulations énergétiques pour
des matériaux dissipatifs moyennant deux caratitgres supplémentaires par rapport a

I'énergie potentielle d’'un probleme élastique :

- I'ensemble des variables d’état (variables cinéguat$ et variables internes) constituent

les arguments de la fonctionnelle énergie potdatjel

- le trajet de chargement est discrétisé et I'énepgitentielle (incrémentale) permet

seulement de déterminer I'évolution de I'état dsttacture d’un instant au suivant.

2. Matériaux standard généralisés

On présente ici une maniere systématique de corestine formulation énergétique pour les
lois de comportement qui appartiennent a la claese matériaux standard généralisés, en se
restreignant au cas isotherme. Cette constructampsie sur deux références qui répondent aux
deux spécificités des formulations énergétiquesr poatériaux dissipatifs telles qu’énoncées
précédemment. D’'une part, Germain et al. (1983)d&mt la notion de comportement a I'échelle
de la structure (les variables ponctuelles sontptaoées par des champs). Et d’autre part,
Mialon (1986) introduit a I'échelle d’'un point matd le probléme de minimisation qui
caractérise I'intégration du modéle de comportendesurétisé en temps.

En préambule, rappelons succinctement que pour lonele comportement standard
généralisée, I'état du matériau est décrit par dforthation ¢ et un ensemble de variables
internesa. La contrainte et les forces thermodynamiqéedérivent de I'énergie Iibr@(s,a) :

S R

= =" 1.7
og da (3.7)

L'évolution a=da/ dt des variables internes est gouvernée par un peitate dissipation
W convexe au moyen d’une relation d’appartenan@nasus-différentiél oW :

AD0W(a) (1.8)

La dissipation intrinséque volumique est alors aw#tique positive, en accord avec l'inégalité de
Clausius — Duhem, pour peu que le potentiel depdien soit minimal era =0 :

* Le sous-différentiel généralise la notion de d&givce qui permet notamment d'inclure les lois dilselans le
formalisme.
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2.1

D=¢6:e-d=Aa=0 (1.9)

Le respect de cette inégalité a souvent été misvamt comme le gage de lI'admissibilité
thermodynamique d’'un modéle de comportement et damcpoint fort des lois standard
généralisées. En fait, il faut nuancer car, étymigloement, la thermodynamique est la science
qui s'intéresse aux changements de forme de I'émezg elle n'a donc guére d’intérét ici
puisqu’on néglige les couplages thermo-mécanfjuemos yeux, c'est davantage I'existence
d’une caractérisation énergétique qui confere téréh aux matériaux standard généralisés.

Construction systématique d’'une formulation égétique

La premiéere étape consiste a étendre la loi depodement a I'échelle de la structure pour
travailler avec les champs de variables d’étatogt plus les variables d’état au point matériel.
Pour cela, on introduit I'énergie libre et le pdtehde dissipation de la structure :

F(e,a) = J'Cb(s(x),a(x))dx ;  D(a = J‘P(‘a(x)) dx (1.10)

def.
Q Q

La loi de comportement a I'échelle de la structsiexprime formellement d’une maniere
identique a celle au point matériel :
oF o0F
c=—1/¢g,a A=-—I(g,a 1.11
aa( ) aa( ) ( )
AD0D(8a) (1.12)

Les variables d’état sont dorénavant des champdistanque les contraintes et les forces
thermodynamiques ont le statut de formes linéaltest remarquable que ce passage a I'échelle
de la structure ne conduit a aucune perte d’inftionacar l'interprétation variationnelle de
(1.11)-(1.12) conduit aux équations locales (118X en chaque point matériel. A l'inverse, on
pourra aussi postuler directement des formes dymdibre et de potentiels de dissipation
globaux qui ne s’écrivent plus sous la forme (1.1Igns ce cas, la formulation globale garde
tout son sens mais il n'est plus possible de rearcdtun modele standard généralisé local. Ce

sera notamment le cas pour les lois non locales.

La seconde étape consiste a discrétiser en tegapguations de comportement globales. En

s'appuyant sur un schéma d’Euler implicite, on etitidirectement :

® Plus précisément, en partant d'un modéle qui speste pas l'inégalité de Clausius-Duhem, on peuiptirs
introduire une nouvelle variable interne (I'entregilastique, par exemple) qui n'a aucune influenimela partie
mécanique des équations de comportement mais guiepee corriger I'inégalité de Clausius-Duhem prandre
le modele thermodynamiquement admissible. En reh@nles deux modeles ne coincident plus des loi@nqu
s'intéresse aux couplages thermo-mécaniques.
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2.2

_oF L OF
o, = de (an’an) ’ Ah da (8 n? an) (113)
A 00 D{%] (1.14)

Quelques étapes d’analyse convexe nous amenerg alantroduire I'énergie potentielle
incrémentale suivante :

E,.(u,a) = F(z(u).a) +At D(%j— W, U) (1.15)

ou, la encore, on n'écrit pas explicitement la délaece de I'énergie potentielleay, pour
alléger les notations. Précisons que pour une doca@mportement non visqueuse, c’est-a-dire
indépendant de la vitesse de chargement, le peledé dissipation D est positivement
homogene de degré 1 de sorte que la longueur dud@aemps couranidt s’élimine de
I'expression (1.15). Par ailleurs, outre la contéexie D, déja requise pour écrire (1.12), si F est
€galement convexe par rapport &t convexe par rapporta, alors l'intégration des équations
de comportement, c’est-a-dire le systeme (1.13}4)1.s’écrit comme le minimum de I'énergie
potentielle par rapport aux variables internes :

a,=argmin £ (u, A (1.16)

Et les équations d’équilibre s’expriment comme eimum de I'énergie potentielle par rapport
au champ de déplacement :

u,=argmin E (u a,) (1.17)

L’énergie potentielle n’est pas nécessairement eo@\par rapport au coup(el,a). Minimiser
par rapport au coupléu,a) est donc plus restrictif (il y a moins de soluspwvoire méme
aucune) que les minimisations partielles (1.16§1et7). Sur une proposition de Francfort et
Marigo (1993), une solution est dite stable si gdise :

(u,.a,)=argmin E (u a) (1.18)

Un exemple : retour sur le modéle d’endommagetrigrutal partiel

On peut rapprocher I'énergie potentielle (incrétakr) du modele brutal partiel présenté au
§ 1.2 de celle associée aux matériaux standardrg&ds (1.15). On identifie ainsi I'énergie
libre et le potentiel de dissipation a I'échelle’point matériel :

(e, X) =X g () +(1-X)0s(e) ; W(X)=kX+1.(X) (1.19)
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ol X ne peut prendre que les valeutk 0 ou 1 cary est une variable a valeur discfétdotons

gue (1.19) n’est qu’une identification possiblerpad’autres : d’autres répartitions entre énergie
libre et potentiel de dissipation auraient été taussi licites et auraient conduit a la méme
réponse meécanique (puisque la formulation énenggtiiocrémentale reste la méme). A nouveau,
le « bon » choix ne peut étre déterminé qu’en m@Esele couplages avec d’autres phénomenes

physiques (thermique, notamment).

Compte tenu de ces choix, les définitions desraories et de la force thermodynamique

associée a 'endommagement peuvent étre obtenuegaation de I'énergie libre :
o

F%(s,X)=x¢d'(s)+(1—x)¢s'(s) A= (8X)=0.() =04 (c) (1.20)

Quant a la loi d’évolution, elle peut étre exprins®mis forme d’'une loi d’écoulement et d'une
condition de cohérence par rapport a un fonctiaterer d’élasticité f car le potentiel de
dissipation est positivement homogéne de degré 1 :
X=A
AOOW(x) = (1.21)
f(A)<O; A20; Af(A)=0 avec A=Ak
En termes de présentation, le modéle de FranefoMarigo aurait donc aussi bien pu étre
introduit via les équations locales (1.20) et (L.2ais c’est bien la formulation énergétique
(1.6) qui sera la plus fertile pour I'analyse, I'elmi et 'extension de ce modele, comme on le
verra par la suite. Néanmoins, lorsque ce seralpessn cherchera a fournir une interprétation
des formulations énergétiques a I'échelle du poiatériel, sous forme d’équations locales, car
ce sont les définitions usuelles des lois de coteptent.

2.3 Existence, unicité et convergence des solutions

L’existence de solutions au probleme d’évolutioarémental (1.18) repose sur les théoremes
fondamentaux de I'optimisation. Formellement, lelpéme s’écrit :

r%g‘] g(x) (1.22)

Trois conditions suffisantégssurent I'existence de solutions :
() E muni de sa topologie est un espace de Banackxiféfle
(i) gestcoercive fx [ - o = g(x) - +o

n n

(i) g est faiblement semi-continue inférieur(3><;1);|gI x = g(X<liminfg(x)

® Ce ne sera pas le cas des autres modéles d’endmmeat que nous examinerons dans ce manuscrit : les
variables d’'endommagement y évolueront de manigméraie en temps.
"Il faut également que la fonction g soit propre, admette au moins une valeur finie d&ns
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Elles vont guider le choix de I'espace fonctionBelSans entrer plus avant dans les détails, on
peut noter que les deux derniéres conditions jogaatitativement dans des sens opposés. En
effet, pour assurer (ii), il peut étre nécessaiaglapter une topologie « moins stricte », de sorte
gue les suites de fonctiorﬁxn) qui entrent dans la vérification de (ii) soientineonombreuses
(ex. : si g coercive dansi®, alors g coercive dang’). En revanche, (iii) peut requérir une
topologie « plus stricte », de sorte que les smiesﬁ)nctions(xn) qui doivent vérifier (iii) soient
moins nombreuses (ex. : si g sci ddiis alors g sci dangi'). Dans certains cas, il peut ne pas
exister d’espacels qui satisfassent aux trois conditions. Dans cecast sur la fonction g qu'il
faudra travailler : on parlera alors de régularsatiu probleme dont on verra des exemples au
chapitre IV.

Concernant le probleme d’évolution en vitesseyuation (1.12) s’interprete elle aussi comme
un probléme de minimisation (c’est la définition shws-différentiel) et requiert la coercivité du
potentiel de dissipation D. Or, généralement, larse énergie libre plus potentiel de dissipation
(qui apparait dans le probleme incrémental) est phercive que le potentiel de dissipation tout
seul, si bien que le probléme incrémental admetsddgions dans des espaeegriori plus
réguliers que le probleme d’évolution en vitessa; (Lorentz, 1999). Sur un plan pratique, il est
donc préférable de travailler avec le problemednmntal. Mais il faut alors s’assurer que les
solutions obtenues, qui dépendent de la tailleadude temps, convergent bien lorsque le pas de
temps tend vers zéro. Francfort et Mielke (2008)d#terminé des conditions sous lesquelles il
y a convergence, en se restreignant néanmoins lpotg démonstrations aux cas de minima

globaux et non pas locaux.

Quant a l'unicité de la solution, elle est assyn@ela stricte convexité de I'énergie potentielle
incrémentale. Sous cette condition, la solutiorpohbléme énergétique (1.16)-(1.17) est stable
au sens qu'elle réalise le minimum simultanémenmnt rapport aux variables internes et aux
déplacements (1.18). En fait, on peut montrer gustiucture est également stable au sens de
Drucker, c'est-a-dire que pour tout incrément dfo@ation Ag, I'incrément de contraintde

résultant de la loi de comportement globale (1€t3).16) vérifie :

J_Ac Ae > 0 (1.23)

Q

Par passage a la limite (quand elle existe), omléduit que toute évolution de la structure

requiert un apport d’énergie depuis I'extérieur :

J(s:é > 0 (1.24)

Q
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En fait, les modeles d’endommagement que nous ieeaoms ultérieurement autorisent
I'apparition de bifurcation et d’instabilités. llenfaut donc pas escompter la convexité de
I'énergie. En revanche, dans la mesure ou I'éneegie convexe par rapport aux variables
internes d’'une part et par rapport aux déplacemdiaistre part, chacun des problemes de
minimisation (1.16) et (1.17) admet une solutiorique’. En particulier, on peut définir un
incrément unique de variables internes pour toatément de déplacements et donc exprimer
I’énergie comme un potentiel des déplacements enigunt :

Z(u)=E,u(u.a@W)) ; a@)=argminE,(u A) (1.25)

Le probléme dissipatif incrémental est tout a &umilaire au probleme élastique non linéaire

puisqu’il consiste a minimiser I'énergie potentell par rapport aux déplacements.

3. Modélisation des grandes déformations plastiques

La modélisation des écoulements plastiques stdnassociés sous I'hypothése des petites
perturbations (HPP) s’inscrit dans le cadre desérmatx standard généralisés. Cependant,
I'extension au grandes déformations n’est pas inmat€dEn effet, la relation contrainte —
déformation (1.7) est de nature hyperélastiqueguieexclut les formulation ou le taux de
contrainte est lié au taux de déformation élastiqueyennant lintroduction d’'une dérivée
objective (Jaumann ou autres). Du coup, il devidifficile de maintenir une décomposition
additive des déformations entre une partie élastigfuune partie plastique. Il nous semble que
I'extension la plus naturelle des matériaux stathdgénéralisés aux grandes déformations
plastiques s’appuie sur une décomposition mulape des déformations moyennant
I'introduction d’une configuration relaché,, (libre de contraintes) :

F=F°F® ; F=Id+0u (1.26)

ou F° est la partie élastique du gradient de la transébion F, F° sa partie plastique. Sur cette
base, Carstensen et al. (2002) et Ortiz et Stafh®@99) ont proposé — de maniére indépendante
— une formulation énergétique de la plasticité. €delant, la structure de la loi de comportement
est assez différente de celle en petites déformstisi bien que I'intégration numérique du
modeéle nous sembéepriori plus difficile.

Dans (Lorentz et Cano, 2002), nous avons privélégie approche différente ou la structure
de la loi de comportement HPP est préservée loredension aux grandes déformations.

8 |l s’agit la d’une caractéristique attractive &iplan numérique : a déplacements donnés, iltsyfé I'algorithme
d'intégration de la loi de comportement trouve sokition pour que ce soit &lution.
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L'évolution des variables internes est gouvernée ysa minimum d’énergie ; I'évolution des
déplacements également. Malheureusement, il nét gag de la méme fonction énergie : on
perd une partie des propriétés énoncées danstlarspeécédente, notamment I'existence d’un

potentiel des déplacements.

3.1 Formulation continue

Notre approche des grandes déformations plastiguesd comme point de départ une
proposition de Simo et Miehe (1992) et s’appuietsais hypothéses de base :

— la décomposition multiplicative des déformation2€) ;
— une décomposition additive de I'énergie libre ednergie élastique et énergie bloquée
d’écrouissage:
1
®(e p) =@ (e)+d"(p) ; e=§(ld—Be) ; B°=F°F (1.27)
ou e est une mesure de la déformation élastiqgue (cgte rpetite dans le cas du
comportement plastique des métaux)peta variable scalaire d’écrouissage ;

- le principe de dissipation maximale par rapportnadomaine d’élasticité exprimé en
fonction de la contrainte de Kirchhoff et de la force motrice de I'écrouissage:

f(r,A)<0 (1.28)

Les hypotheses précédentes suffisent a définivildd comportement. Les lois d’'état, les lois

d’écoulement et la relation de cohérence s’écrivespectivement :

= Qe , A=- o0 (1.29)
de ap
p:)\ﬂ o legrpraa g GF’:(FF’TFF’)'l (1.30)
0A 2 ot
f(r,A)<O ; A=0 ; Af(r,A)=0 (1.31)

ou GP est une mesure de la déformation plastique quarafipnaturellement compte tenu des
hypothéses précédentes (il ne s’agit pas d’'un chopplémentaire). On peut noter qG& est
un tenseur exprimé dans la configuration matérilidonc quesP® est une dérivée objectitfe

® Pour simplifier la présentation, nous nous regtrens a une loi élastoplastique a écrouissagejsatr'élasticité
est, elle aussi, supposée isotrope.

19 pour la méme raison, son expression discréts&&/At sera également objective. On parle alors d’objiéti
incrémentale, une propriété qu'on ne retrouve masdes formulations en taux de contrainte, mémgioelle
s’appuie sur une dérivée objective car elles n&eesde calcul du taux de déformation eulérien gigst pas
incrémentalement objectif.
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3.2 Discrétisation temporelle approchée et formutat énergétique correspondante

La discrétisation directe des équations (1.29)31) conduit a un systéme qui ne présente pas
les propriétés attendues : existence d'une énedgie I'évolution des variables internes
réaliserait le minimum, similitude avec la loi HBrrespondante. C’est pourquoi on introduit
une approximation, négligeable tant que les défoams élastiques restent petites. On exprime
en effet le seuil d’élasticité et le principe dedippation maximale non plus en fonction de la
contrainte de Kirchhoff mais en fonction d’'une autresure de contrainte :

0P

s=- — =1B% (1.32)
de

ou B® =1d-2e est proche de l'identité pour de petites déforamatiélastiques. Moyennant ce
choix, les relations d'état (1.29) restent inchasgét le systéeme différentiel qui caractérise
I’évolution des variables internes prend la forrawante :

_, of 1 of

p=A—+ —EFG"FT=>\£ (1.33)

f(sA)<0 ; A=0 ; Af(s,A)=0 (1.34)

L’intérét de cette approximation apparait lorslaealiscrétisation temporelle des équations
d’évolution (1.33) et (1.34) par un schéma d’Euhaplicite car on retrouve la structure des
équations HPP. On considere connues les variatdes du debut du pas de temigs,, p,_, et
GP_, ainsi que le gradient de la transformation a tedu pas de tempg,. On définit les
prédictions élastiques de la variables d’écrousseigde la déformation élastigue comme les

valeurs qu’elles prendraient en I'absence d’évohuties variables internes :
1
Pe=P. | € =§(Id—FnG"MFD (1.35)
Il s’agit donc la aussi de quantités connues. Apgslques manipulations, la discrétisation des

équations d’évolution conduit au systeme algébrgpieant :
oo odb

s, = _E(e“' p.) ; A= —a—p(en, p,) (1.36)

_y Of . R~
€, ~€ _)\g(sn’An) v Pn pE_)\ aA(Sn’ A—) (137)
f(s,A)<O ; A20 ; Af(s,,A)=0 (1.38)

Ce systéme est identique a celui des équationeétismes HPP. L'intégration de I'évolution des

variables internes peut donc s’écrire la encorensere minimum d’une énergie :

(e,, p,) =argmin[ ®(e,p) +¥(e-e. .p- n)] (1.39)
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3.3

ou W est le potentiel de dissipation, défini commeréms$formée de Legendre — Fenchel de la
fonction indicatrice du domaine d’élasticité. Cetaplique en particulier que le probleme
d’intégration de la loi de comportement admet wiateon unique, comme en HPP.

A variables internes fixées, le champ de déplaceérselution réalise lui aussi le minimum
d’'une énergie puisque la relation contrainte — ahg&dion est de nature hyperélastique. Mais |l
ne s’agit pas de I'énergie (1.39) qui se distinduecadre HPP par deux aspects : d’'une part, la
déformation F apparait explicitement dans le potentiel de d&®p a traverse. et, d’autre
part, la minimisation est effectuée par rappora aéformation élastique qui n’est pas une
variable interne (au sens qu’une évolution noniplidse du systéme entraine une évolution de
e, au contraire de la déformation plastique et deatéable d’écrouissage).

Conservation du volume et correction a posterie I'écoulement plastique

Pour les métaux, la plasticité résulte du mouvendes dislocations qui n’entraine pas de

changement de volume. Le modele macroscopique idearec conduire a :

jp_ N P — p jp_ 1 Sp T pe-l

?—O ou JP=deF" et EC t(_EFG F' B j (1.40)
Cette propriété est assurée par le fait que latifamd qui définit le domaine d’élasticité ne
dépend pas de la trace des contraintes, voir énquati.30). Cependant, a cause de
'approximation sur les contraintes dans laquallest substitué &, cette propriété n’est plus
vérifiée que de maniére approchée, pour des défamsaélastiques petites. Suivant une idée de
Simo et Miehe (1992), nous avons opté pour uneection a posteriori de I'équation
d’écoulement afin de garantir 'annulation du chemegnt de volume plastique. A la fin du pas
de temps, on corrige la trace de la déformatiosti@ae fournie par (1.37) de sorte que le
changement de volume plastique soit bien nul. Ut fasien noter que le systeme (1.36)-(1.38)

n’est alors plus exactement vérifie.

Une légére dérive du volume plastique pourraitldemsans conséquence. Néanmoins, dans
des situations mécaniques ou le volume total edébc’est le changement de volume élastique
gui accommode cet écoulement plastique volumiquepra d’'une contrainte hydrostatique
parasite trés importante qui peut fausser lestaisulQuelques illustrations quantitatives ont été
fournies dans (Cano et Lorentz, 2002). On retrauggralement I'importance de cette correction
dans le modéle d’endommagement ductile de Roussalie chapitre IV ou I'écoulement

plastique volumique (non nul dans ce cas) conditde niveau d’endommagement du matériau.
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4. Bilan et perspectives de recherche

En conclusion, les approches énergétiques pemeteereplacer la loi de comportement et
les équations d’équilibre a la méme échelle, cdéela structure. Il s’agit pour nous d'une
caractéristique particulierement attractive poandlyse et le traitement des problémes de ruine,
comme on le verra tout au long des chapitres stsv&jiest pourquoi on privilégiera les lois de
comportement appartenant a la classe des maté&tanslard généralisés. On y gagne aussi des
garanties essentielles sur le plan numériquestejlee la continuité de la réponse contrainte —
déformation ou encore I'existence et l'unicité addutons au probleme d’intégration locale du
comportement.

Compte tenu de l'intérét de ces formulationsoilis semble que trois directions de recherche
devraient étre suivies :

— élaborer une théorie des grandes déformationsigulast qui se place dans le cadre
énergetique (minimisation conjointe par rapport a@placements et aux variables
internes) tout en préservant la structure des #@msatdiscrétisées issues de la
modélisation en petites déformations ;

— profiter davantage des propriétés eénergétiques nedéles pour développer des
algorithmes de résolution plus robustes et perfatméiechniques de recherche linéaire
dédiée, analyse de la stabilité de la solutioregiupbation si nécessairtc) ;

— étendre les formulations énergétiques aux problédyesimiques (si le principe de
moindre action fournit bien une caractérisationatamnelle de la solution, il ne suffit
pas pour construire un principe d’énergie mininede il requiert la connaissance des
positions au début étla fin du pas de temps).
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[l - I NITIATION ET AMORCAGE DE FISSURES

Le premier niveau d’analyse vis-a-vis de l'intégrdes structures consiste a déterminer le
degré de nocivité des défauts éventuels. Il slagd’'une approche conservative, dans laquelle
'amorcage d'un défaut constitue I'élément dimens@nt, synonyme de la ruine de la
structure. Dans le méme esprit, les fissures somsidérées comme les défauts envelopipes,
les plus séveres, et elles seules feront I'objdlatk@lyse. En contrepartie du pessimisme de cette
approche qui surestime le risque de ruine, on eptmmes méthodologies de mise en ceuvre
raisonnablement simple pour étre employées dans blegaux d'étude sans recourir
nécessairement a des simulations non linéaires.

La théorie de la mécanique de la rupture linéaite qu’introduite par Griffith vise justement

a fournir une caractérisation de 'amorcage daufssau moyen d’une analyse énergétique. Un
taux de restitution d’énergi€& y est défini (au signe pres) comme la variationl'deergie
potentielle par rapport & une avancée infinitésinti fissure. L’amorcage de la fissure devient
possible lorsqueG atteint une valeur seuis,, grandeur caractéristique du matériau. Compte
tenu de sa simplicité, cette théorie — égalemeptidie approche globale — a été largement
utilisée dans le domaine industriel, notamment @mception. Son éventuelle remise en cause
s’avererait donc délicate.

Pourtant, la mécanique de la rupture linéaire esgrth & un certain nombre de limitations
parmi lesquelles :
— I'incapacité a prédire I'apparition de fissures ;
— la restriction a des propagations de fissures ©oas en temps, par opposition a des
propagations brutales (création instantanée d’'urface fissurée d’aire non nulle) ;
- la connaissance priori de la direction de propagation
— Il'absence de mécanismes dissipatifs autres queskaration, et notamment la plasticité.

Concernant le dernier point, certaines régles dedsionnement prennent en compte une zone
plastique confinée en pointe de fissure. Dans sedtane plasticité étendue, quelques travaux

BN

ont cherché a étendre I'expression du taux detwésti d’énergie, sans susciter beaucoup

! En s’appuyant sur les facteurs d'intensité deraimte, on peut déterminer en 2D I'angle d’amorgagéa fissure,
voir (Leblond, 2003). Mais on s’écarte dans cedmbapproche énergétique de la rupture, d’autaetcjest le taux
de restitution d’énergie aprés changement d’ortemtayju’il faut prendre en compte pour décider 'denbrgage ou
non. De plus, peu de résultats existent en 3D.
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d’engouement du fait du paradoxe de Rice qui stipule le taux de restitution d’énergie est nul
en présence de plastiditéEn outre, les formules proposées, aux bases qigsiparfois
contestables, sont généralement mises en défald vateur de la ténacite, y dépend de la
structure : les résultats d’identification ne spas transférables des éprouvettes aux structures
industrielles, signe d’une théorie erronée.

L'objectif de ce chapitre consiste a persévérelgmatout dans le sens d’'une formulation
énergeétique globale de la rupture fragile. Nous tmomis qu’on peut lever certaines des
limitations précédentes, tout en préservant la to® avec la mécanique de la rupture linéaire
dans les cas ou elle s’applique. Pour y parvepusrsupposons le trajet de fissuration coanu
priori. Sous cette hypothése, le cadre énergétique pgrqparsFrancfort et Marigo (1998) peut
étre mis en pratique pour prédire l'initiation,riarcage et la propagation progressive ou brutale
de fissures. Toutefois, il souffre de certaineshplatgies qui en limitent la portée : effets
d’échelle physiquement irréalistes dans certaimegigurations, théorie incompatible avec des
chargements de type forces imposées. C'est pourmui lui avons apporté deux modifications,
tout en conservant la forme des énergies introslud@dine part, la fissure est remplacée par une
entaille dont le rayon devient un parametre du reod®’autre part, on cherche dorénavant des
minima locaux et non plus globaux de I'énergie. Blmyant ces deux ingrédients, les difficultés
précédentes semblent résolues. La nature énergétdqula formulation proposée autorise
l'introduction de mécanismes plastiques d’une nranigaturelle. La confrontation avec quelques
résultats expérimentaux — jusqu’a présent probléues pour I'approche globale de la rupture —
valide finalement les idées sous-jacentes a ladtation.

1. Extension de la théorie de Griffith

1.1 La mécanique de la rupture revisitée par Frandf et Marigo

Francfort et Marigo (1998) ont proposé une extansie la théorie de Griffith en considérant
des variations finies de I'énergie par rapportdtds les configurations de fissures possibles, le
minimum global fournissant alors la solution dulgéme a la fois en termes de fissuration et de

champ de déplacement. Les questions d’initiatios, ptlopagation brutale et de trajet de

2 || faut néanmoins préciser que ce paradoxe né@stahtré qu’'en régime stationnaire. La phase d’aageq'a fait
'objet que d’un traitement numérique. D’ailleudgs simulations complémentaires s’appuyant sumuEBages
extrémement fins en pointe de fissure montrent lgutaux de restitution d'énergie n'est pas nul eéspnce
d’écrouissage isotrope linéairef. (Wadier et Lorentz, 2004). Un espoir d’extensdm I'approche globale a la
plasticité n'est donc pas illusoire.
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fissuration regoivent une réponse cohérente ettoessitent pas d’ingrédients supplémentaires.
En revanche, cette approche est restreinte a upardement élastique, elle ne prend pas en
compte d’éventuels effets dynamiques qui pourrarésulter d’'une propagation brutale de
fissures et elle n'est valide qu’en présence degements de type « déplacements imposés ».

Plus précisément, I'état de la structure est tparile champ de déplacementet le lieu des
fissuresl, c’est-a-dire des surfaces au sein du dom&neccupé par la structure. L'énergie
potentielle est définie comme la somme de I'énedlastique et I'énergie de fissuration (le
potentiel des efforts extérieurs est nul car onpsgp que le chargement se réduit a des

déplacements imposes) :

Epet (U.T) = Eq(u) + Eo(T)

E,(u)= J ®,(s))dQ ; E(r)=G airgl)

QIr

2.1)

ou @, est la densité d’énergie de déformation élastigue, la ténacité du matériau. On
remarque en particulier que I'énergie de fissurat@st proportionnelle a la surface fissurée,
conformément a I'hypothese de Griffith. Les solofadu probleme sont celles qui minimisent
I'énergie potentielle :

r,@&r) Eno (u.r) (2.2)

L’ensemble des déplacements cinématiqguement adlmissCA(F) dépend a la fois du
chargement extérieur — les déplacements imposésle la position géométrique des fissures a
travers lesquelles le champ de déplacement esttplement discontinu. En envisageant toutes
les surfaces fissurées possibles au lieu de seeiree a la propagation infinitésimale d’'une
fissure préexistante, cette théorie recouvre lemtsons d'initiation de nouvelles fissures et de
propagations brutales ou progressives de fissuréexistantes selon des trajets inconaus
priori.

A ce stade, aucune source d'irréversibilité nlegbduite ; en particulier, rien n’empéche une
fissure créée de disparaitre ultérieurement. Userélisation de I'histoire du chargement est
alors introduite, a l'instar de ce qui a été déatitchapitre | CA (') dénote ainsi I'ensemble
des déplacements cinématiquement admissiblesistaht »n et la solution correspondante du
probleme sere(un,l'n) . Cette derniére est caractérisée par le probleamaidimisation suivant,

qui garantit une évolution de fissures croissafitg, 0 T ,) :

(u,,F,)= argmin E}(uT) (2.3)

ror, ; udCA(r)
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Cette formulation permet d'étendre les résultags I'dpproche classique, en lui restant
cohérente dans les cas ou cette derniere s’appl@ueeut citer les résultats suivants :

— pour une structure initialement saine, il existe wharge critique au-dela de laquelle
des fissures apparaitront (intuitif mais non re@nés par la théorie de Griffith) ;

— il existe une charge ultime au-dela de laquellpiéce sera rompue.€. I'énergie de

déformation sera nulle) ;

— en présence d'une propagation progressive de daréssuivant un trajet régulier, on
retrouve exactement le critéere de Griffith ;

— en présence d'une propagation brutale d'une fispuéexistante, la charge critique
obtenue est inférieure a celle prédite par la ibéde Griffith (cette derniére pourrait
donc ne pas étre conservative) ;

— l'apparition d’'une nouvelle fissure est toujoursutate (apparition instantanée d’'une

fissure de longueur finie).

Sur le plan numérique, la caractérisation destisolsi comme minimum de I'énergie
potentielle offre une voie pour simuler la ruptdiene structure quelconque. Toutefois, la nature
topologique de la variable « surface fissur€E »et la recherche d’'un minimum global d'une
fonction non convexe rendent la résolution délicatar (Bourdin et al., 2000), méme si les
résultats obtenus sont attractifs : alternance hidesgs de propagation brutales et progressives,
branchement de la fissure en fonction de I'orieotatiu chargement, multi-fissuratiogtc

1.2 Restriction au cas d’un trajet de fissuratiomguéfini

Les difficultés numériques liées a la résolutianpdobleme non linéaire (2.3) nous écartent
de I'objectif initial, 'obtention d’'une méthodolagsimple pour prédire l'initiation et 'amorcage
de fissures. C’est pourquoi nous restreignons anga d’applications visées au cas d’une fissure
unique, se propageant dans une structure 2D etothosiippose en outre que le trajet est cennu
priori, voir (Lorentz et al., 2000). L'ensemble des fresu™ qui sont examinées se réduit donc a
une famille F(I) paramétrée par la longuelr(positive) sur laquelle la fissure se propage. Le
probléme de minimisation s’écrit alors (aveg =0 puisqu’on suppose que la fissure n'a pas

encore amorcée a l'instant-1) :

(u,l,)= arg min) En(ur()) (2.4)

I udcA, (r (1)

Les deux difficultés numériques mentionnées préo@dent sont levées : d'une part, on
substitue un scalaire au caractere topologiqué€ det d’autre part, la minimisation globale est
bien maitrisée si on cherche le déplacement solyiar différentes longueurs de fissure :
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a(l) = i M 1)) = i 2.5
(1) = argmin B (u T (1) = argmin £(u) 25)

A longueur | fixée, le déplacement solutioﬁ(l) est obtenu par résolution d'un probleme
élastique. On appeIIeWe,(I) I'énergie élastique correspondante (par unité alsseur car la
modélisation est 2D). La longueur de fissure sotutést alors celle qui réalise le minimum

suivant :

l, =argmin[ W, (1)+G,| | (2.6)

En particulier, I'absence de propagation correspanaas ou =0 est solution de (2.6), ce qui
peut encore s’écrire :

0] - Wel(l)_Wel(o) <G

| - c

2.7)

On définit le taux de restitution d’énergie incrérre GA(I) comme le premier membre de
I'inéquation précédente :

6. () . W, (1) -w,(0) }JG(S) ds (2.8)

ol G(1) est le taux de restitution d’énergie classiquerpme fissure de longuedr. G, (1)
apparait donc comme un taux de restitution d’éeergbyen. D’aprés (2.7), il n’y a pas
amorcage tant que :

maxG, () = G, (2.9)

L’expression du taux de restitution d’énergie imeeétal (2.8) en fonction d& associé au
critere d’amorcgage (2.9) permet de retrouver aisérgs résultats cités au 8 1.1, et notamment
la correspondance avec le critere de Griffith deEnsas d’une évolution progressive pour
laquelle G' (1) <0.

1.3 Application a I'étude d’'une plaque trouée

Pour illustrer ce critere d’amorcage, on consider@robleme d’'une plaque trouée, qu’on
retrouvera tout au long de ce mémoire. La piecésqntée sur la figure 1.1, consiste en une
plaque carrée en déformations planes, percée diuncirculaire excentré et sollicitée par des
déplacements imposés le long de ses faces sumerigurinférieure. Compte tenu des
concentrations de contraintes initiales de pad’aitre du trou, on s’attend a une fissure qui se
propage en mode | sur la ligne de symétrie derlectsire, d’abord a droite du trou le long du
ligament le plus court puis a gauche.
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Le taux de restitution d’énergie incrémen@| pour un v
chargement unitair®™ =1mm est calculé au moyen d ‘ f f f f f f f f f f f ‘

simulations numériques élastiques pour différer

»
'

longueurs de fissure. Il est représenté en figu& dour
une propagation a droite du trou (courbe « fissare
droite ») puis a gauche du trou en supposant &mlent a

droite déja rompu (courbe «fissure a gauche

conformément au scénario qu’'on a proposé. Pouddes E 220000 MPa 500

fissures, G, est croissant avec la longueur. Le crite G, =0.1 N/mm

d'amorgcage (2.9) indique donc une initiation av \/ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ Y
propagation brutale de fissure le long de toutigarhent, -V

aussi bien a droite qu’a gauche. On obtient le aivde figure 1.1 — Plaque trouée (mm)

chargement critique en tenant compte de la dépeedan
quadratique d&5, a l'intensité du chargement :

~ adroite: maxG,(l)=25.8 N'mm - V,*= 6.2 10 m

crit
- agauche: maxG,(l)=24.0 Nmm - V[°= 6.5 10 m

On retrouve bien a moins de 10 % prés les prédistodbtenues avec un modele plus fin présenté

au chapitre 111,
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figure 11.2 — Fissuration de la plaque trouée

30



Initiation et amorcage de fissures

1.4 Limitations du modeéle

Quelgues tentatives de validation expérimentalenddele précédent ont montré que, dans les
cas de propagation brutale, la variation d’énepgise en compte pour le calcul @& pouvait
S’avérer trop grande, conduisant a prédire uneerpirtmaturée de la structure. Un exemple
analytique simple permet d’interpréter ces réssliltat

On considére un barreau de section rectangutaireex k (b épaisseur normale au plan de
modélisation), de longueuk , de ténacitéG_, de rigidité E et de coefficient de Poisson,
sollicité en traction (déplacement nul & une exit&net égal au a l'autre extrémité). Le
scénario de rupture considéré est le développentene fissure le long d’'une section du
barreau (surface minimale pour aboutir a la ruir@mme on aG,(e)<maxG(l), la
contrainte a rupture, vérifie d’aprés le critere d'amorcage (2.9) :

2EG,

C
Plus le barreau est long, plus la contrainte aunepest faible ; elle tend vers zéro pour un
barreau infiniment long. Ce résultat paradoxal terae cause I'applicabilité du critére
d’amorcage (2.9).

En fait, I'approche (Francfort et Marigo, 1998nstste a comparer les états énergétiques de
configurations différentes, sans se préoccupeheémn entre elles. C’est inhérent au choix d’'un
minimum global. Or, on peut imaginer I'existence de barrierespdéentiel entre les états
considérés qui empéchent de fait la propagationte@ouve bien I'effet mis en évidence sur le
barreau : le critere d’amorcage (2.9) favorisertgppgation de fissure. C’est d’ailleurs la méme
notion de minimum global qui interdit les chargemtsethe type « forces imposées » car I'énergie
potentielle n’y est pas bornée inférieurement. éeurs a un minimurocal nous semble donc
préférable. Mais dans ce cas, la formulation doé& Bodifiée car elle ne permet plus de prédire
I'initiation de fissures, Charlotte et al. (2006)aat montré que la solution élastique est toujours
un minimum local.

2. Modeéle de rupture a deux parametres

Cette partie a pour objet de remédier aux limotatide la formulation énergétique du § 1 en
abandonnant la minimisation globale conjointe paiport a 'avancée de fissure et le champ de
déplacement. Une premiére piste consiste a chdiégergie de fissuration en introduisant la
notion de forces cohésives. Elle fait I'objet dwapitre Il mais on peut d’ores et déja annoncer
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gu’elle nécessite le recours a des simulations ngoes non linéaires potentiellement
complexes. Pour prédire 'amorcage, nous propogstmrs pour l'instant de conserver une
énergie de type Griffith afin de préserver une appe simple dont I'idée essentielle repose sur
I'introduction d’un modéle d’endommagement volungq oujours sous les hypothéses d'une
structure bidimensionnelle et d’un trajet de fisdian connua priori, cette nouvelle formulation
permet de prédire I'initiation ou 'amorcage deaiés, que leur propagation soit progressive ou
brutale. En outre, elle se préte bien a une priseoepte de la plasticité.

2.1 Modélisation des défauts sous forme d’entaille

Suivant la nature du probleme, la fissuration d'@tructure peut étre gouvernée plutdt par
I'état de contrainte — c’est le cas de la ruinébdtreau en traction présenté précédemment — ou
bien par I'énergie restituable, comme pour une @mtie DCB (double cantilever beam). I
semble donc important que le critere d’amorcagesgauicouvrir ces deux aspects, Voir
(Leguillon, 2002). Un modele d’endommagement pertdiatroduire une contrainte critique. Si
de plus on fixe I'épaisseur de la zone sur lagualedommagement se développe, on contréle
I'énergie dissipée lors de I'avancée de la zoneoemdagée. L’'évolution d’'un défaut est alors
modélisée par la propagation d’une entaille d'é&mis finie, voir (Wadier et Lorentz, 2004). On
retrouve cette idée dans (Bui, 1980), justement p&poondre au paradoxe de Rice dans le cas

élastoplastique.

Plus précisément, on considere le modele d’endagamant brutal déja présenté au
chapitre |, a ceci prées que la rigidité résidueist nulle pour un état endommageé
(endommagement brutal total). Le champ d’endommagerny est a valeur dan§0,]}, 0
correspondant au matériau sain d’énergie libre majue ¢, et 1 au matériau endommagé.
L’énergie potentielle (incrémentale) vaut :

Epot(u,x)=J[ (1X)0u(e @) + kX + L (XX0) | = Weo(u) (2.11)

Q

La fonction indicatrice assure que I'évolution tenlommagement est irréversible. Dans cette
nouvelle approche du critere d’amorcage, on peemgre en compte des chargements de type
forces imposées, si bien que le potentiel destsfitérieursw,

ext

Par ailleurs,k mesure I'énergie volumique dissipée par un poiatémel qui s’endommage. On

n'est pas nécessairement nul.

introduit la contrainte critiques, par la relation suivante (o& et v désignent le module de
Young et le coefficient de Poisson) :

_ (1—v2) a’
= (2.12)
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entaille

figure 1.3 — Modélisation d’'un défaut par une entte

A linstar de ce qui a été fait pour la fissuregue ne considérons pas des évolutions
guelconques de I'endommagement mais uniquemergscelli correspondent a la croissance
d’une entaiIIeC(I) ou | est la longueur (positive) sur laquelle I'entasle propage e2R. son
épaisseur, voir figure 11.3 ;  désigne le fond de I'entaille (demi-cercle), almél) =]OI[><S.

On appellex(l) la famille de champs d’endommagement corresposdant

K015 S encl 219

X() est ainsi la fonction caractéristique @41). En particulier, le caractére irréversible de
'endommagement s’écrit simplemelt=1 __,, ce qui assure la nullité de la fonction indiazri
Dans une propagatiodl , I'énergie dissipée vaut :

G, 8l =k2R 3l = a:( EG, (2.14)

1—v2) o’
Outre les caractéristiques élastiques, le modéldas: complétement déterminé par la donnée
de la ténacités, et de la contrainte critique, (ou de maniére équivalentg, et k).

2.2 Expression du critere d'amorcage

En vertu des résultats relatifs aux formulationsrgétiques énonceés au chapitre |, I'évolution
des déplacements et de 'endommagement est goavpandes deux problemes de minimisation
suivants, ol la notion de minimum global par rappdu,l) du § 1 est partiellement relaxée :

u,=argminE, (ux(l,)) 5 I,=argmin§,(u,x()) (2.15)
UCCA, I2l

='n-1

Comme on ne s'intéresse qu’'a 'amorcage, on coresidemme précédemment qiie, =0,
c’est-a-dire quex,, =0 (pas d’'endommagement). On postule alors qu’ilaniya pas amorgage
tant que la solution élastique sans évolution dedbommagement est une solution du probleme,
c’est-a-dire :

u,=argminE (ux=Q O Ey(u, x= 0= Ey(u, x(1)) (2.16)

ulICA,
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A la différence du calcul du taux de restitutiogrergie incrementas,, une seule simulation
numérique élastique est requise pour chaque inerédee chargement ; elle fournit la solution

u,. On peut alors définir le taux de restitution @fgie élastiques,, :

G¢(|)=} b (S(Un)) (2.17)
gl

D’apres (2.16), il n'y a pas amorcage du défaut dae :
maxG, (1) <G, (2.18)

Dans le cas d’'une propagation stable, caractepaé€, decroissant, le maximum est atteint
en | =0, donc égal a l'intégrale de la densité d’énerdgstégue sur le fond d’entaill&, qui
tend vers le taux de restitution d’énergie classiGu quand le rayon d’entaille tend vers zéro.
On retrouve alors le critére d’amorcage de la mi@cende la rupture linéaire. Un autre résultat
attractif de la théorie de Francfort et Marigo (8P8ubsiste également : en I'absence de défaut
initial, il existe une charge limite au-dela dedatie un défaut s'initie.

Ce critére répond également aux limitations d®)(Z2lTout d’abord, le travail des efforts
extérieurs n’intervient pas explicitement dans eppression ; aucune raison ne s’oppose donc a
son utilisation en présence de forces appliquéas.aeurs, dans le cas de la traction d’'un
barreau homogene, il prédit un amorcage lorsqueolatrainte dans le barreau atteint la
contrainte critiqueo, . L’effet d’échelle paradoxal a disparu. Enfin, cgére ne dépend pas de
la réponse mécanique pendant la propagation. Eicydaet, il reste licite dans le cas d’'une
propagation instable accompagnée d’'une productiénedgie cinétique, puisque I'équation
d’équilibre (2.16) ne sert qu’a déterminer le déphaent durant la phase de charge quasi-
statique et non la propagation. Cependant, uneaiion subsiste, liée a la simplicité du modéle
d’endommagement employé. En effet, il ne distingag la traction de la compression, si bien
gue la restitution d’'une énergie de compressiornrire tout autant a la propagation du défaut
gu’une énergie de traction. On peut choisir d'étiemiartificiellement les zones en compression
(par exemple, celles ou la trace des contrainteségative) de l'intégrale (2.17) mais une
évolution du modele d’'endommagement serait santegoaférable.

2.3 Extension a la plasticité

La formulation du mécanisme de fissuration soumé&d’une loi de comportement globale
(2.15) offre un cadre approprié pour I'extensiotadlasticité. L'état d’'un point matériel est
dorénavant décrit non seulement par sa déformatienson endommagemegtmais aussi par

sa déformation plastique® et des variables internes caractérisant I'écrouissage. On se
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bY

restreint ici a un écrouissage isotrope. On supmus®utre que la dissipation plastique est
découplée de celle liée a 'endommagement (rupfregile). Le potentiel de dissipation
plastique dépend donc des seules variables intestastiques : W (é",r’). Enfin, on fait
I'hypothese phénoménologique selon laquelle I'éieebdpquée par I’écrouissag@b,(r) n'est
pas restituable par le mécanisme de fissuratiagimergie potentielle incrémentale vaut alors :

Epot(U,sp T ,X) = J[(l—x)q)e, (s u )—sp) +hx+ L. (X _Xn—l):|

A (2.19)

+ o, (r) + \Ppl(sp—sp r—rn_l) - W, (u)

s
L’hypothése du découplage entre écrouissage etnemdgement est forte. On pourrait
considérer qu’'une part de I'énergie bloquée estcédke par I'endommagement, avec introduction
d'un coefficient d’ajustement supplémentaire ou dueest une fonction de la déformation
plastique. Ou encore, en présence d'écrouissagamaiinque, que I'énergie bloquée par ce
dernier est affectée par 'endommagement, contreirgé a celle bloquée par I'écrouissage
isotrope. On reviendra sur ce point lorsqu’on éwrgua validation expérimentale.

Le critere d’amorcage est défini de maniere tofaiitesimilaire au cas élastique : on considere
qu’il 'y a pas amorcage de défaut tant que la tewluélastoplastique sans évolution de
I'endommagement est une solution du probleme, -Giatite :

(un,s‘;,rn):arg min Epot(u £ x= ()

udCA,, €, r

ot (2.20)
Ol Epg(Uy 820, % = 0 Ep(u, #1,X())

On définit alors le taux de restitution d’énergiaséigue comme en (2.17), de sorte que le critére

d’amorcage (2.18) continue a s’appliquer :

G, (1) =y ((u,)-<5) (2.21)
gl

En I'absence de plasticité, on retrouve bien séxgiession (2.17) définie pour un probléme
élastique. L’évaluation dé€, ne nécessite qu'un seul calcul élastoplastiqueinmmement de
chargement, la formule (2.21) étant un post-trageihtes résultats correspondants. De plus, le
traitement des défauts comme des entailles arrerdimine les singularités et permet donc un
calcul « stable »i.e. qui converge avec le raffinement de maillage) desmps de déformation
et de déformation plastique, a condition toutetbésnployer des maillages suffisamment fins en
fond d’entalille.
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Comme en élasticité, le critere d’amorcage coule® situations de [linitiation et de
'amorcage stable ou instable de défauts. En pdieic pour une évolution stable qui correspond
a G, décroissant,maqu,(I) est atteint poul =0 et vaut donc I'énergie élastique en fond
d’entaille. Comme elle n'est pas nulle, le paradd&eRice disparait. Mais a la différence du cas
élastique, faire tendre le rayon d’entailRe vers zéro n’a pas d'intérét, d’autant qu'on a tatés
numériquement que le passage a la lirhite 0 et R. -~ 0 ne commute pas : a travess et G_,
le rayon d’entaille est bien un parametre a paiéendu modele, de valeur finie non nulle.

3. Validation expérimentale

Pour démontrer les potentialités de ce nouveatererid’amorcage, deux situations
expérimentales sont examinées, qui mettent géméeale en défaut I'approche globale en
mécanique de la rupture. Elles illustrent respeatignt :

- l'effet petit défaut (constrained effect] correspond a un net accroissement de la
ténacité apparente en clivage pour une éprouvettgartant un « petit défaut » par
rapport a la méme éprouvette comportant un « gdéfdut ». Cette ténacité est
mesurée par le parametie,. qui correspond a la valeur critique d&,, associé a
J (intégrale de Rice) par la relation d'IrwinL’effet « petit défaut » signifie donc
clairement que la ténacit&Kn’est pas un parametre intrinséque au matériau ;

S =370 mm

L =420 mm

figure 1.4 — Eprouvette SENB

% |l est regrettable que les essais soient archévéermes de ténacité,, et non de charge & rupture, suite & un
post-traitement de la courbe de réponse. Les stimofanumériques devront procéder au méme poséitnant afin
d’autoriser une comparaison avec I'expérience. Alddle la signification propre d€ ., on retiendra donc que sa
valeur caractérise indirectement la charge a reptur
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- Jleffet de préchargement a chaud (prestressed wagniLorsqu’'une structure est
partiellement chargée a chaud, les niveaux de ehsgt a rupture ensuite atteints a

froid sont plus élevés que si le chargement av@igppliqué tout du long a froid.

Les résultats expérimentaux correspondant a cessemst été obtenus dans le cadre du projet
européen VOCALIST validation of constrained-basedssessment metholgy in structural
integrity) et d'une collaboration entre EDF et &bdratoire MPA M ateriaprifungsanstalt) a
Stuttgart.

3.1 Effet petit défaut : flexion trois points d’épuvettes SENB

L’effet petit défaut est mis en évidence sur deoévettes SENB fissurées et sollicitées en
flexion 3 points, voir figure 11.4. Selon la profdeur de la fissure, on parle d’'un petit défaut
(a/w=0.1) ou d’'un grand défauta/ w=0.5). Comme annoncé, la ténacité apparelite est
différente dans les deux cas. Deux matériaux eént@lisés : un acier ferritique a haute ténacité
(matériau A) et un acier ferritique a basse tégagitatériau D). Le matériau A a été sollicité a
une température dell10° C, le matériau D a une température €60° C. Les résultats sont
réunis dans le tableau 1.2 sous la forme du r&8BE (shallow crack effect) entre la ténacité
apparente de I'éprouvette SENB sur la ténacité rappa d’'une éprouvette CT25, ratio qui
mesure donc I'effet de la géométrie. Dans la mesure critere d’'amorcage est déterministe, on
n'a pas tenu compte de la dispersion des résulsgsles les valeurs moyennes de ténacité

apparente sont présentées.

L’identification des parameétres du modele a éténéeesur une éprouvette CT25. Elle
s’appuie sur une modélisation en déformations glahe rayon d’entaille adopté s’éleve a
R. =50um, sachant qu'une étude paramétrique avec 25, 5D0@{um en maintenantG,
constant a montré gu'il avait peu d’'influence ss prédictions du modele. Les caractéristiques

élastiques, plastiques et de rupture sont réumaies & tableau I1.1.

E v o’ o’ +R(1) G, o,
(MPa) (MPa) (MPa) (N/mm) (MPa)
matériau A
T=-110°C 214 000 0.3 568 1070 0.58 1650
matériau D
T=-60°C 223 500 0.3 715 1212 0.73 1890

tableau Il.1 — Caractéristiques des matériaux cangifs des éprouvettes SENB
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SCE: }?CENB/ K;ZTZS

SENB « grand défaut », SENB « petit défaut »
a/w=0.5 a/w=0.1
Matériau A (T =-110° C)
KE™ =82.6 MPa/ T 1.05/ 1.33 1.85/1.80
Matériau D T =-60°C)
KET™ = 86.8 MPal T 1.04 / 1.21 2.34/2.28

tableau I1.2 — Comparaisons simulations (en bleug¢gsais (en rouge) sur éprouvette SENB

Sur la base de ces paramétres matériaux, la tdesieéprouvettes SENB a été simulée
numeériguement, toujours dans le cadre dune mad@is 2D déformations planes en
élastoplasticité avec écrouissage isotrope. Le lagail utilisé est extrémement fin en fond
d’entaille (taille de maille de I'ordre de 10n). La géométrie de I'éprouvette et notamment la
profondeur de la fissure ont une influence suriribution de la plasticité et le niveau de
triaxialité. Il en résulte des charges a ruptuféédintes, caractérisées par le critére d’'amorcage
(2.18). La comparaison avec les résultats expétamenest présentée dans le tableau I1.2. Il
s’avere que pour I'éprouvette SENB petit défaid, rissultats sont satisfaisants, d’autant plus que
l'identification a été menée sur une éprouvettalémhent différente. En revanche, les résultats
sur I'éprouvette grand défaut s’écartent de 20 % daleurs expérimentales. Des calculs
complémentaires menés au CEA ont néanmoins montué@& modélisation 3D permet de s’en
rapprocher. Pour plus d’informations sur I'analges éprouvettes SENB, on pourra se reporter a
(Wadier, 2003) et les références incluses.

3.2 Effet de pré-chargement a chaud sur éprouvettd®5

Les expériences de pré-chargement a chaud soréemeaur 1y
des éprouvettes CT25 en acier ferritique 18MND&uri 11.5. Q
Deux cycles de chargement ont été étudiés eBfeC et 29 mm_,
60 mm

-150° C: un cycle LCF (loading, cooling, fracture ; figul

11.6) et un cycle LUCF (loading, unloading, cooljrigacture ; | @ 50 mm
figure 11.7). Dans les deux cas, le niveau de ohbavent a . v

62.5 mm o

| |
[ !
[l >l

rupture est supérieur a celui observé sans préehmant a
chaud. Les résultats sont réunis dans le tabledusbus la figure I1.5 — Eprouvette CT25
forme du ratio WPE (warm prestress effect) entréélzacité

apparente avec pré-chargement a chaud sur la téapgarente
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Kups - bt

\smmbcndof

fracture toughness

Scatter band of
fracture toughness

150 20  Temperature (‘'C) -180

figure 1.6 — Chargement LCF figure 11.7 — Chargement LUCF

a —150° C. Comme précédemment, en I'absence d’un critenmaleage probabiliste, seules les
ténacités apparentes moyennes sont présentées.

L’identification des parametres de rupture esigfgant menée sur éprouvette CT25 mais en
chargement monotone-8150° C. On adopte un rayon d’entailR, =50pum. Les paramétres de
la loi élastoplastique sont identifiés sur toutas gamme de température ent2®°C et
—150° C. Ces différentes caractéristiques matériaux saggntées dans le tableau I1.3.

Des simulations numériques ont été menées enrdafimns planes pour chacun des cycles de
chargement, voir (Wadier et Bonnamy, 2003). Lesiltats sont exposés dans le tableau I1.4.
Pour le cycle de chargement LCF, la prédiction mioné est proche de I'expérience (moins de
10 % d’écart). L'effet de pré-chargement a chaudegpliqué par le fait que la contrainte en
pointe d’entaille décroit pendant la phase de issement, un phénomene que nous avons relié
a la dépendance du module de Young a la tempér&aseobservations ont a nouveau requis un
maillage tres fin en fond d’entaille, comparableedui utilisé pour les éprouvettes SENB. En

revanche, dans le cas du chargement LUCF, lestaésslont médiocres. Nous l'attribuons au

T E v o’ o’ +R(1) G, o,
()] (MPa) (MPa) (MPa) (N/mm) (MPa)
20 200 900 0.3 517 914
-20 206 200 0.3 547 1058
- 50 207 100 0.3 570 1182
— 100 208 900 0.3 623 1317
— 150 211 100 0.3 765 1424 0.62 1700

tableau 1.3 — Caractéristiques du matériau de I'duvette CT25
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WPE= Kt]:():/cle/ KEonotont

cycle LCF 1.78 /1 1.94
cycle LUCF (écrouissage isotrope) 0.69/1.83

cycle LUCF (écrouissage cinématiqug) 1.50/ 1.83

tableau Il.4 - Comparaisons simulations (en bleuggsais (en rouge) sur éprouvette CT25

choix d’'un écrouissage isotrope, impropre a déarinevenablement la plastification lors de la
phase de décharge. Une autre simulation a été naseéeun écrouissage cinématique. Ce choix
permet d’ores et déja d’obtenir des résultats phisonnables, inférieurs de 20 % aux valeurs
expérimentales, ce qui démontre la sensibilité dakare de I'écrouissage pour ce chargement.
Toutefois, la prise en compte d'un écrouissagencatigjue souleve a nouveau la question de
I'énergie libre affectée par 'endommagement, d&jaquée au 8 2.3. Pour différentier ce qui
releve de la loi élastoplastique de ce qui a taplicitement a 'endommagement, il serait
nécessaire de disposer d’essais complémentaineggsauvettes de traction, par exemple) pour
distinguer les parts isotrope et cinématique derdéissage. En I'absence de tels essais, la

validation du critére d’amorcage reste difficileupae type de chargement.

4. Conclusion

4.1 Résumé des résultats acquis

En continuité avec les approches industrielles leyées pour garantir I'intégrité d’une
structure, nous avons défini un taux de restitut@mergie. Il mesure I'énergie de déformation
élastique libérée dans la propagation (finie) d’'wmtaille. Deux paramétres caractérisent le
critere d’amorcage : une ténacité et une contragmiggque. On couvre ainsi a la fois les
situations gouvernées par la dissipation d’énedgies la propagation et celles tributaires du
niveau de contrainte atteint. Ce critere permepmiglire I'initiation et 'amorcage de défauts,
stables ou instables, en régimes élastique ebglastique. Le scénario de propagation — le trajet
de fissuration — doit en revanche étre fax@riori. Deux séries d’essais valident les capacités

prédictives de cette théorie ; ils montrent égalenses limites.
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4.2 Positionnement par rapport a I'approche locale la rupture

Plus récente que lI'approche globale en mécaniqué dupture, I'approche locale vise a
prédire la ruine d’'une structure en s’appuyantlsunécanisme microscopique du clivage, voir
(Berdin, 2004) pour une présentation pédagogiquie tend compte de la dispersion des
résultats par une modélisation intrinsequement agiitiste. Le modéle deEREMIN, par
exemple, définit la probabilité de rupture et latrainte de Weibull au temgspar :

P (t)=1-exp - E— . o,(1)=|=

(2.22)

V) o |

C

oli g, (t) et Q, (t) désignent respectivement la contrainte principad&imale et le domaine en
cours de plastification au temps Trois parametres sont introduits : une contragmiique o_,

un volume de référenc¥, et un exposant sans dimension Le champ de contrainte dans
(2.22) est le champ macroscopique. Le passage diamséne microscopique de clivage a
I'expression macroscopique de la probabilité déungoest réalisé moyennant deux hypothéses :
ergodicité (sur les orientations de défauts miarpgpues) et maillon faible (la ruine est associée
a 'amorcage du défaut microscopique le plus péaat). L’application de I'approche locale
pour quantifier les effets « petit défaut » et &phargement a chaud » conduit a des résultats de
qualité comparable a ceux obtenus au 8 3.

Bien que les approches globale et locale differpat leur caractére respectivement
déterministe et probabiliste, il ne s'agit pas land difféerence majeure car une certaine
variabilité peut étre introduite s, et/ou o, dans le critere d’'amorgage (2.18). En revanche,
les scénarios de ruine envisagés sont radicaledié@tents. L’endommagement de I'approche
globale est considéré « coopératif » en ce sen$ gurespond a la propagation progressive
d’'une entaille, caractérisée par des énergies reegpaues. Au contraire, I'endommagement de
I'approche locale est « exclusif » : la ruine d’uerité microscopique est synonyme de ruine

macroscopique.

Pourtant, les résultats prédits par les deux tbgmont proches. Sans doute parce qu'a
I'échelle macroscopique, elles s’appuient toutes tkeux sur deux parametres (outre la
description probabiliste vian) : une contrainte critique et une énergie (a & ou V,). Et
parce qu’elles ne dépendent que de la distribufies contraintes au voisinage du défaut. Le
distinguo approche locaks approche globale ne nous semble donc plus apgrdpailleurs,
elles requiérent un choix de modélisation identigle recours a une entaille plutdt qu’une

fissure. En effet, la contrainte de Weibull redt@safinie (selon I'écrouissage et I'exposant,
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ce n'est pas nécessairement le cas avec une jisstumle converge avec le raffinement du
maillage.

C’est pourquoi on se contente de distinguer ces dgproches sur le plan pratique. Le
modéle deBEREMIN permet une prise en compte naturelle de la disbim¢raction / compression
grace a l'introduction de la contrainte principatiaximale plutét que celle de I'énergie élastique.
A Tlinverse, le taux de restitution d'énergi®, offre une transition plus simple avec les
approches antérieures du domaine industriel. Erepl@pproche énergétique globale peut étre
étendue pour prédire la propagation voire mémealettde fissuration, ce qui nous semble plus
difficile avec le modele dBEREMIN.

4.3 Limites et perspectives

Méme si I'on reste dans le cadre du cahier desgeBlainitial, a savoir la prédiction des
conditions d’initiation ou d’amorcage de défaut$oseun trajet de fissuration prédéterminé,
certaines limitations subsistent avec le criterésenté dans ce chapitre. Elles concernent
notamment :

- la distinction traction / compressionAfin de ne pas comptabiliser les zones en
compression dans I'énergie restituée, il faudrdfiner le couplage élasticité /
endommagement, comme on le verra au chapitre IVisD&cas présent, la définition
des zones en compression est facilitée car on @olandirection de fissuration. Si

désigne sa normal@e,leé [h <0 est un indicateur potentiel des zones en question

- la prise en compte de I'écrouissage cinématiguexpérience de pré-chargement a
chaud démontre la nécessité de prendre en compte part cinématique dans
I'écrouissage pour mieux représenter la plastiéitda décharge. La question du
couplage avec le modeéle d'endommagement est almséeg les résultats
expérimentaux montrent en effet que la seule wistit d’énergie élastique n’est pas
suffisante pour expliquer quantitativement le phm@@ne. Au moins une partie voire
toute I'énergie bloquée par [I'écrouissage cinématiq est libérée par
'endommagement ;

— la dispersion des résultat®our prendre en compte cette aspect de la rufragéde,
une loi probabiliste doit étre introduite, en taait la ténacité et/ou la contrainte
critigue comme des variables aléatoires, munies g@ample d'une densité de
probabilité de Weibull. Cette approche a été misessuvre par Wadier et Bonnamy
(2003) et nécessite d’étre confortée.
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Outre ces limitations physiques relatives a noh@ix de modele, on peut également déplorer
la finesse du maillage requis en fond d’entailleénM si on s’est contenté d’analyses 2D, la
méthodologie peut étre étendue en 3D, en détermurataux de restitution d’énergie local en
chaque point du fond de fissure. Mais dans ce agtte contrainte sur le maillage pénalise le
caractéere opérationnel de la démarche. Cette timita’est d'ailleurs pas spécifique a ce critére
d’amorcage ; en fait, elle est inhérente a I'éehell laquelle se déroulent les phénomenes

d’endommagement, de l'ordre dg:.

Apres la prédiction de I'amorcage, I'étape suieaténs la finesse de modélisation consiste a
décrire la propagation de fissure, et en particuden arrét potentiel, un enjeu industriel
important. S’appuyant également sur une approckegétique, les modéles cohésifs présentés
au chapitre suivant fournissent une transition nedieidans ce sens. En outre, ils nous paraissent
mieux adaptés aux simulations 3D car ils traitemtnthniére implicite I’évolution du front de
fissure, sans recourir a un critére local souvemteastable. En contrepartie, ils nécessitent la

résolution d’'un probléme fortement non linéaire.
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[Il - M ODELES DE ZONES COHESIVES

L’approche en taux de restitution d’énergie dupiina précédent a permis de prédire
I'amorcage d'une fissure — pré-existante ou non deedonner une information sur la nature de
sa propagation : progressive (stable) ou brutalstgble). Nous cherchons maintenant a prédire
toute la phase de propagation et notamment I'dedissure le cas échéant

Une extension directe de I'approche en taux detwéen d’énergie nous semble cependant
délicate car sa mise en ceuvre requiert un maill@gind d’entaille tres (trop) fin et ne permet
pas de suivre une propagation instable, méme @pwyant sur des techniques de relachement
de nceuds. C’est pourquoi nous avons préféré emptiae modéles de zones cohésives qui se
prétent mieux a I'analyse de la propagation. Taigele souci d’'une modélisation suffisamment

robuste et performarfteous améne & en restreindre volontairement lasi&hsur deux points :

— on ne cherche pas a prédire le trajet de fissuratio suppose qu’il est connu et on ne
s’intéresse qu’'a déterminer I'avancée du frontigieufe le long de ce trajet ;

— on ne cherche pas a décrire finement le comportedea zone d’élaboration mais
seulement a déterminer a chaque instant la posipproximative du front de fissure.

En dépit de ces restrictions, la gamme des praderouverts reste suffisamment large. En
effet, on s’intéresse souvent — mais pas systéo&tignt — a des propagations en mode | sur des
distances assez courtes, si bien qu’on peut caesilietrajet comme plan et fixé par la direction
de la sollicitation.

1. Lois cohésives

1.1 Formulation énergétique

Le point de départ du modéle de zones cohésivesngus adoptons est a nouveau la
formulation énergétique introduite par FrancfortMdrigo (1998). L'état de la structure est
totalement décrit par le champ de déplacemequi peut présenter des discontinuiéége long

! ’existence de défauts pour lesquels il y a amgegaourrait étre tolérée si on démontre qu'ilsm@mpagent que
sur une faible distance.
2|l s"agit la de deux caractéristiques indispenssial une appropriation du modéle par l'ingénierie.

45



Modélisation et simulation numérique de 'endomnmagiet des structures

de surfaced™ (u). Dans ce cadre, le trajet de fissuration est dere inconnue du probléme.
L’énergie potentielle de la structure se décompalses en trois termes, I'énergie élastique,
I'énergie de fissuration et le potentiel des eHaxtérieurs :
Epot(u) = Eel(u) + Efis(u)_ Wext(u)
E, (u)= J O, (e)dQ  ; En(u)= j n(s)ds (3.1)

QIT (u) rw

On a montré au chapitre précédent que la rechelehg@nima globaux n’est pas satisfaisante car
elle peut conduire a des effets d’échelle indélsalet ne tolére pas la présence de forces
imposées. Mais la recherche de minima locaux astcompatible avec une énergie de surface
de Griffith. En effet, Charlotte et al. (2006) anbntré que la réponse élastique de la structure en
I'absence de fissures initiales est alors un mimmiacal de I'énergie ; ce n’est pas acceptable
puisque l'expérience montre qu’'au-dela d'un certaimeau de chargement, des fissures
s’amorcent. C’est pourquoi on est amené a intreddiautres formes d’énergies de surface qui
reposenta minimasur deux parameétres : une contrainte critigrie et une ténacités,. Le
déplacement solution est alors un minimum locdlé@eergie potentielle :

u“DargminE,, (u) (3.2)

Tous les ingrédients du probleme se déduisent nenlienisation de I'énergie potentielle :

* le critere d’'amorcage
Charlotte et al. (2006) ont montré qu’une réponsement élastique n’est solution que si
les contraintes en tout point de la structure fiedri un certain critére qui dépend de
I'énergie de fissuratiol. En particulier, le domaine d’élasticité se rédu{tc =O} si M
admet une dérivée nulle en 0, ce qui milite poauttes formes d’énerdie

* laloi cohésive
Elle lie le vecteur contrainteé et le saut de déplacemeiit le long des surfaces de
discontinuité sous la forme de l'inclusion diffétiefle suivante :

t0or(s) (3.3)

On verra plus loin quél ne peut pas étre convexe pour modéliser la ruptlitedénote
donc le sous-différentiel généralisé (au sens dek€). En traitant au cas par cas les points
ou N n’est pas différentiable, on retrouve le domaieeé&Versibilité ainsi que la condition
de Kuhn et Tucker qui caractérise le contact legyldas lévres de la fissure, voir tableau
[1I-1 pour la mise en pratique.

% Pourtant, la majorité des lois cohésives qu'omoaire dans la littérature vérifient cette propgriét
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» la détermination des surfaces de discontinuité
En s’appuyant sur la minimisation de I'énergie ptitle, on pourrait déterminer le trajet
de fissuration, sans avoir besoin de le fiaguriori. En pratique, cela suppose qu’on soit
capable de discrétiser par éléments finis I'espdes déplacements a discontinuités
potentiellesBD(Q). A notre connaissance, cela reste une questioerteuv

1.2 Expression de I'énergie de fissuration

Nous examinons ici un certain nombre d’hypothégesestreignent la forme de I'énergie de
fissuration[lT, a priori quelconque.

Isotropie

Nous supposons que le matériau est isotrope. dreequent, la loi d'interface est isotrope
transverse par rapport a la directibh normale au plan de fissure. Cela se traduit pa& un

énergie de la forme :

n(s)=r(s",8°) ou 8=8"N+8° ; 3°=[69 ; 3°IN=0 (3.4)

Etats ultimes

Conformément aux objectifs annoncés en introdocti®e modéle cohésif vise a déterminer
I'évolution des surfaces fissurées. Il est nataieldéfinir localement la fissure comme ['état
ultime de la zone cohésive, dans lequel il n'y aspl’interaction entre les éléments de matiere
en vis-a-vis de la surface de discontinuité. Ainsie fois la fissure créée par sollicitation dans
une direction de chargement donnée, il n'y a plesébistance dans les autres directions de
chargemerft Au-dela de la fissuration, I'histoire de chargemse poursuit sans variation de

I'énergie de fissuration[1 reste constante.

Cette définition de la fissure impose I'exister’ene surface ultimeS, dans l'espace
(BN,BG) qui distingue les états fissurés des autres. Aai-de cette surface, I'énergid est
constante et égale, par définition, a la ténaGté Par continuité, la surface ultimg, est la
surface équipotentielle :

s, ={(8".5°); f(5".5%)=g] (3.5)

Par conséquent, il n'est pas possible de distintpsemodes de ruine (I, Il ou Ill) en terme
d’énergie a rupture. Il faudrait pour cela une délamce au trajet de chargement, absente du
modéele énergétique (3.2).

* Cela n’exclut pas priori le frottement entre les lévres de la fissure guigiéve pas du mécanisme de fissuration
proprement dit mais correspond a un phénomeéneaeiifféue nous ne prendrons pas en compte danstatie
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Décomposition amplitude — direction de sollicitatio

Nous supposons dorénavant que les aspects dimeelio(.e. l'interaction entre I'ouverture
de fissured" et le glissement®®) sont découplés de la réponse uniaxiale. Pourawe, f

I'énergie est décomposée sous la forme :

n(s)=woN(s",5°)+1.(8") ; N:R?-R" ; YR =R (3.6)

N est une fonction positivement homogéne de degré&dleurs positives. A l'instar de la norme
de von Mises en plasticité, elle associe a toulleeisation multi-axiale 8 une sollicitation uni-
axiale équivalentd\l(BN,éG). La fonction indicatrice assure la non interpéatéin des levres

de la fissure. Enfin, la fonctiofp mesure les variations d’énergie entre deux étataxiaux.

Compte-tenu de cette décomposition, on peut rpierles surfaces équipotentielles, dont la
surface ultime, correspondent aux courbes de nidleala fonction N. Comme celle-ci est

positivement homogene, elles sont homothétiques efies.

Réponse uniaxiale

Examinons maintenant les propriétés de la fonctjomui caractérise la réponse uniaxiale.

On est amené a supposer que :

— elle est continue pour pouvoir définir une contrirkEn fait, on suppose méme qu’elle
est contindment dérivable de sorte que la répongiale ouverture — contrainte en
charge ne présente pas de saut. Sa dérivée ejoaéron rble important dans le critere
d’amorcage puisqu’elle en fixe la taille : c’estdantrainte critiqueo, . Mais la forme

du critére d’amorcage ne dépend que de la fondtipn

— elle est croissante, c’est-a-dire qu’il n'y a jamegpulsion entre les levres de la fissure
(a I'exception des conditions de contact) ;

— elle est concave. Cette condition moins naturéfailte de contraintes de stabilité qui
émergent d’'une analyse 1D dans laquelle la posd&sfissures n’est pas fixée ; elle
semble y garantir I'absence de fissuration diffisgseontinuum » de fissures voisines).

En outre, on la fixe nulle en zéro (sans perte&emlité) et sa limite quand les deux lévres sont
infiniment éloignées est égale par définition &leacitéeG, .

Les applications numériques s’appuient sur unaesgion de la fonction énergigp trés
réguliere, pour laquelle les forces cohésives tendsymptotiquement vers zéro mais ne sont
jamais nulles (la surface ultime est donc elle isassgmptotique), voir figure I11-1 :

W(3) =G, {1— exp(— Gjoc ﬂ (3.7)
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énergie
|
Q

— adhérence

— fissuration
décharge

— contact

vecteur contrainte

adhérence

— fissuration
décharge

— contact

1
6I saut 3 saut

c c

figure Ill-1 — Energie de fissuration (a gauche) ébi d'interface (a droite)

Domaine de réversibilité

Jusqu’a présent, le modéle défini est purememrsésle. Or, lorsqu’une fissure est créée, elle
ne peut pas se recoller. C'est pourquoi on inttodwie source d’irréversibilité par
I'intermédiaire d’un domaine de réversibili@, dans I’espace(é“,ée), croissant au cours du
chargement (c’est la mémoire de I'histoire du cbargnt pour la loi cohésive). Les évolutions
réeversibles ont lieu a l'intérieur d&, qui demeure alors fixe, tandis que la fissurasierproduit
pour les états sur sa frontie®. Initialement, D, est réduit au poinf0,0), correspondant a
I'absence de fissures (pas de discontinuité duagdéphtent). L'énergie de fissuration prend une
expression différente selon qu'on est a l'intériderD, ou non, voir figure 111-2 :

(3".5°)OD, n(3)=0(5"5%)+1.(5")

3.8
(5%.6°)0D,  M(8)=woN(3",5%)+1.(5") ©9)

La fonction ¢ caractérise la loi cohésive dans le domaine derséuilité. La proposition
qu’on trouve le plus fréquemment dans la littératwrrespond a une réponse élastique linéaire,
c’est-a-dire une fonctiogp quadratique :

¢(6N,6G)=¢0+§(6N2+[3662) (3.9)

ou les coefficientsp,, R et >0 sont ajustés de sorte a permettre un rac@rawvec le

long de la surface seu8,. L’exigence d’un raccordC' permet d’éviter tout saut de contrainte,
quel que soit le trajet de chargement. En contteparn peut montrer que cela impose que la
surface S; soit une courbe de niveau ge (donc une ellipse), de méme que les courbes de
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niveau de N et en particulier la surface ultirGg

En fait, 'expression de N s’en trouve entiereme E’
fixee de méme que celle de la surfeBe et de la % S
raideurR :
2 2 contact ©
N(3,.5,)=+/3"" +B&° (310)  n=+w
Sc(K) fi ti
SR(K):{ (3".5°); N(5N,5G):K] (3.11) ngon
' décharge
K
R(k)= w(x) (3.12) n=¢
K
t
K, scalaire positif, est 'unique variable interne c ouvertre
modéle. En accord avec la définition du domaine figure 11I-2 — Energie de fissuration

réversibilité, son évolution est régie par la ctindi
de cohérence :

f(6”,6G,K)sO - k20 ; f(6“,6G,K)K:O

avec (8" 5° k)= N3&" 5°)-« (3.13)

Finalement, le modéle est entierement déterminélgpalonnée du facteur de fornfe (qui
permet en pratique de distinguer la contrainteqeri en traction de celle en cisaillement) et par
la fonction énergiap .

Une réponse élastique linéaire dans le domainewkrsibilité apparait donc contraignante,
notamment eu égard a la forme de la surface uljuielevient nécessairement une ellipse. Une
proposition alternative a été faite par Talon etrar (2003). L'énergiep y est constante, ce
qui correspond a une décharge rigide. On se cantdithposer un raccorc’ le long de la
surface seuil qui est la encore nécessairementaunde de niveau de N. Mais a la différence de
la décharge élastique, il N’y a aucune contraintela forme des courbes de niveau de N, donc
en particulier sur la surface ultimg,. En contrepartie, en présence de décharge, lasépo
exhibe des sauts de contraintes car le raccoskamentC®.

1.3 Probleme incrémental et loi cohésive

Compte-tenu des considérations précédentes, ldepne de minimisation initiale (3.2) est
guelque peu modifie. D'une part, on prend en comlptedversibilité du processus par
I'introduction d’'une variable intern& qui distingue le régime de décharge élastiquegdinre
de charge avec fissuration. D’autre part, on supppe le trajet de fissuration est fixé, c’est-a-
dire qu’on connait priori la surfacel’ (qui ne dépend plus du champ de déplacemgnét
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donc également sa normdie en tout point. L'énergie potentielle peut alone&xprimée de la
maniere suivante (avec un abus de notation ggyret ) :

B, (0,8",8° ) = J' @, (&) dQ +Jr|(esN 8° k)dS - W, (a)

o (3.14)
PoN(8",5%) si N(3"3°%) 2k
n(s",6%k)=1_(5")+
o(3",5°) si N(3",6%) <«

ou le champ de déplacemeint régulieri.e. sans discontinuités en dehors [de doit respecter
des conditions cinématiques linéaires qui le releed" et 8¢ (elles seront assurées de maniére
simple par les deux familles d’éléments finis désrici-dessous).

Comme on I'a vu au chapitre |, la présence d’'uagable interne impose une discrétisation
temporelle. Dans le cas présent, il est remarquanidel’évolution des déplacements puisse étre
calculée indépendamment de cellexde

(a,.5).6%)Dargmin E,, (d 8" $° k) (3.15)

a,8N 8¢

On cherche & caractérisefl o (8) sous la forme :

t=t"N+t® ; t°=|t

» Condition d'adhérencex,, =0 et §=0:

an (o) ={t (L +%te2 < oc}

- Décharge élastiquex, , 20 et /3" +B3° <K, :
tN =R(K,,)8" +F° ; t°=R(k,,)Bd°
- Fissuration 8" +B3°° >k, :
N _ 6

th = - - N+FC ; tC= - : B&°
\/6N +[36G \/6N +[36G

» Conditions de contact :

F°<0 ; &"20 ; d“F°=0

tableau Ill-1 — Loi cohésive avec décharge élastjinéaire
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K, =max(K,, ,N(3} 53)) (3.16)

Le probleme de minimisation (3.15) est résolu eprimant les conditions d’optimalité
correspondantes. Pour cela, il faut caractériseoies-différentielol en un point donné de la
surface de discontinuité , c’est-a-dire déterminer la loi cohésive (3.3)arEtdonnée la forme
particuliére dell, elle admet une expression analytique qu’on rd@m&ins le tableau Ill-1. On
remarque en particulier que la loi d'interface b'gms univogue, a cause des conditions
d’adhérence et de contact, voir figure IlI-1.

2. Eléments finis d’interface

Deux familles d’éléments finis, illustrées en figull-3, ont été examinées pour discrétiser le
probleme de minimisation (3.15) :

» éléments d’interface
Largement répandus dans la littérature sur lesl@muds d’interface, ils maillent la surface
de discontinuités potentiellds le long de laquelle ils assurent la discrétisatiarsaut de
déplacement pour calculer I'énergie de fissurati@iimplantation numérique simple, ils
ont I'inconvénient de nécessiter une régularisatieria loi cohésive. En revanche, ils sont
compatibles avec toute loi de comportement en deti@ia zone fissurée ;

» éléments a discontinuité interne
lls visent a s’affranchir de la régularisation deldi cohésive en discrétisant a la fois le
saut de déplacement le long Beet la déformation dans une couche de matierensde
. En contrepartie, leur implantation numérique as complexe que la précédente et
dépend du comportement en dehors de la zone fesgurén suppose élastique dans ce qui
suit.

Les deux familles d’éléments assurent les conditicinématiques entre le déplacement
régulier et le saut de déplacement directement tkunrs espaces d’approximation. Elles ne
nécessitent donc pas de dualiser ces contraintegjuceconduirait a lintroduction de
multiplicateurs de Lagrange et a la recherche giaimt-selle d’'un Lagrangien et non plus un
minimum d’une énergie, a l'instar de ce qui est f&ns le traitement continu du contact. Les
eléments d’interface sont décrits dans cette pddgeéléments a discontinuité interne dans la
suivante.
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structure réeelle potentiellement fissurée le ldeg

élé ments d'interface iﬁ, éléments a discontinuité
M interne
1
| |
| ||
| |
| |
| n
1 1+ 1 . 4
N i N
1
. ,oy. . 1
NI discrétisation du saut et ¢C
discrétisation du saut . g o o
du déplacement avoisinant e : e
p— + 1
O ¢ -
1
z7n 2 2 3

figure 111-3 — Discrétisations spatiales d’'une disatinuité : exemple d’'une dalle fissurée

2.1 Description de I'élément d'interface

Les zones de la structure ou les déplacementsréguliers sont maillées avec des éléments
classiques ; la surface de discontinuitéest maillée par les éléments d’interface, d’'émaiss
nulle, dont les nceuds portent des degrés de lidergeplacement, voir figure IlI-3. Le saut de
déplacement en un point d’'un élément d’interfacest alors interpolé a I'aide de fonctions de

forme de Lagrange usuell@s, :

8(x) =X (U" ~U" N, (x) =B(x) L (3.17)

ol U™ et U™ sont respectivement les déplacements nodaux sdades droite et gauche de
I'élément d’interfacee. Cette interpolation est écrite de maniere congpadtaide de la matrice
B qui agit sur les déplacements nodduf® portés par I'élément d'interface.

RPN

On caractérise alors le minimum du probleme dis®&é I'aide des conditions d’optimalité
d’ordre 1 qui expriment I'égalité entre le vectelas forces nodales extérieufes (variation du

potentiel discrétisé des efforts extérieurs) etia#és forces nodales intérieurgs :

(1) =2, OE

int

elas + fis (318)
ouU ouU

ext ’

Le premier terme des forces intérieures est cajgatdes éléments finis usuels (il ne dépend que
du déplacement régulier) tandis que le second teshealculé par les éléments d’interface (il ne
dépend que du saut de déplacement). Chaque éléiirgatface y contribue par :
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aaiﬁszzl;@ - FO=| B"Hds tDaI'I(BmJ(e’) (3.19)

int int
e
re

La résolution du systeme d’équations non linéa{48) peut ensuite étre réalisée par une
méthode de Newton.

2.2 Régularisation de la loi d'interface par pénaéition

En pratique, I'algorithme de Newton requiert desctions univoques du déplacement : & un
déplacemenU(e) donné doit donc correspondre un unique vectewodéaintet dans (3.19).
Pour cela, il faudrait que la fonctidn soit différentiable, ce qui n’est pas le cas. Gnhd®nc
amené a la régulariser, en remplacant les partfgsment rigides (contact et adhérence) par des
contributions élastiques fortement rigides (péadilis).

Plus précisément, on considere qu’avant toutkciation, la zone cohésive est déja tres
faiblement endommagée, c'est-a-dire guge>0. La condition d’adhérence n’est donc jamais
active, la réponse de la zone cohésive pour ddefaibiveaux de saut de déplacement est
élastique de rigidité :

¢'(Ko)

Ko

~

R(Ko) = (320)

7<|C|
o o

On régularise également la condition de contacamurochant la fonction indicatrice par une
fonction quadratique par morceaux, dont la courli®reonstitue le coefficient de pénalisation.
Les conditions de contact (tableau lll-1) sont al@mplacées par :

IR+(6N):%&<—6N>2 = F°=-R(-8") (3.21)

On autorise ainsi une faible interpénétration emé® lévres de la fissure. Pour éviter de
multiplier le nombre de coefficients de pénalisation choisitR, =0 /k,, de sorte que les
pénalisations du contact et de I'adhérence somi@&uwe ordre de grandeur.

Le seul parametre de régularisation est depchomogéne a une longueur. En théorie, les
résultats du modele pénalisé convergent vers cauxatiéle exact lorsque, tend vers zéro ;
en pratique, cela ne fournit pas d’indications kuwvaleur a adopter. Or, la seule longueur
caractéristique présente dans la loi de comportessi, /o, qui n'apporte malheureusement
aucune information pertinente en terme de rigidité.est donc préférable d'estimer la
pénalisation relativement a la rigidité des élémmatd volume voisins de I'élément d’interface.
Bien entendu, cette rigidité peut étre variableespace, puisqu’elle dépend de la taille des
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A E=30000 MPa G, =0.1 N/mm
v=0.2 o, =3 MPa
u:gimp y ‘/ \ / U=0
Ve {20 mm \ interface / I v=0
: 50 mm \. |
1000 mm :

>
A\ 4

figure 11I-4 — Deux poutres collées : géométrie, dmiau et chargement

éléments voisins, et en temps, puisqu’elle dépentedime de comportement de ces éléments,
notamment en présence de plasticité.

Pour analyser l'influence du paramétre de pénadisanous nous plagons maintenant dans
une situation simple ou les éléments de volumeard la méme taille et ou leur comportement
est élastique : leur rigidité est donc constamt&abit du probleme de deux poutres collées 'une
sur 'autre dans le sens de la longueur, la posuipgrieure étant soumise a un chargement de
flexion. La poutre inférieure est laissée libralestinée a se décoller de l'autre, 'adhésion étant
modélisée par une loi d'interface. La géométridadstructure, le chargement et les parametres
matériaux sont réunis sur la figure Ill-4. La d&csation de l'interface est réalisée au moyen
d’éléments d’interface, celle du volume par desnéléts quadrangulaires adaptés aux problemes
de flexion (élémentguAD4 enrichis). La rigidité pénaliséB, = a,/K, est fixée relativement a la
rigidité E/h des éléments de volume, budésigne la taille des mailles :

o._1E
Ky, €h

ho,

- Ko =€

(3.22)

e est la nouvelle mesure (sans dimension) de laligétian, elle aussi destinée a tendre vers
zéro. Différents calculs ont été menés pour desuwalde pénalisation évoluant dans la plage

10° <e < 1. On peut en tirer les conclusions suivantes :

— plus la pénalisation est forte, plus le profil dmirainte le long de I'interface présente
des oscillations marquées, voir figure 111-5, ufeefiéja noté par de Borst (2003). Il ne
s’agit pas d’'un artefact lié a la pénalisatgiricto sensumais au choix de collocation
des contraintes dans I'élément d’interface. Entetie limite du probléme pénalisé
quande tend vers O correspond a un probleme mixte quiespecte pas la condition
LBB. Une formule de quadrature différente telle gele de Newton — Cotes améliore
la situation, comme I'ont montré Schellekens eBdest (1993), mais des interrogations

semblent subsister en 3D ;
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figure 11l-7 — Pénalisation et convergence
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- a discrétisation spatiale donnée, la figure lllH@sire la convergence du probléme
pénalisé vers une limite : 'erreur commise tendsveéro enO(e), ol I'erreur est
mesurée en normé® de la contrainte (composante de la contraintestrense a la
fissure, évaluées sur I'ensemble des deux pousresy comme référence la solution
obtenue pouk =10°. Toutefois, poure = 0.1, on observe des erreurs qui vont de 5 %
jusqu’a 30 % ;

— la convergence est d’autant plus difficile queest petit, correspondant a de fortes
pénalisations. Elle est mesurée en termes de t€&@Rjhs ramenés au temps du calcul
pour e =1, voir figure 1lI-7. A notre avis, c’est lié au fajue I'algorithme de Newton
n'est pas apte a traiter des fonctions non difféables, sans parler des questions de
mauvais conditionnement de la matrice tangentenefime, qui peuvent impacter le
solveur linéaire employé pour le traitement de cigsitgration.

Bien que simple, cette structure confirme ce quonvait craindre de la pénalisation : les
effets antagonistes du parametre de régularisatjon requiérent un compromis entre
convergence du calcul et précision de la solutiamec sans doute une accentuation du
phénomene en présence de plasticité et de maiipardtes. Comme en outre la convergence
vers la solution non régularisée dépend de latstrei@t du chargement, il n'est pas possible de
dégager une regle générale fournissant le « boarangetre de régularisation. En guise de
bonnes pratiques, il faut donc recommander systquehent une analyse de sensibilité vis-a-
vis de K,, ce qui peut s’avéerer contraignant sur le plarugtidel. Si on ajoute a cela des
guestions complémentaires en dynamique (émergenodeas parasites, impact sur les pas de
temps en explicite), on comprend qu’il soit prébéeade s’affranchir de la pénalisation.

3. Eléments finis a discontinuité interne

3.1 Motivations

Dans la continuité de la section précédente, nuuss proposons d’étudier une famille
d’éléments finis qui ne nécessite pas de régulaleséoi d’interfacevia une pénalisation des
conditions d’adhérence et de contact. Baptisés eéésrfinis a discontinuité interneribedded
discontinuity finite elementsu E-FEM), ils discrétisent le saut de déplacerpantdes fonctions

> Notons dailleurs que les calculs n'ont pu étrené® & bien que grace a un algorithme de résolution
particuliérement robuste. L’ algorithme de Newt@naonverge plus pour<10™*, sauf a recourir a des incréments
de chargement extrémement petits.
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constantes par élément. Le caractere non diffédaletide I'énergie peut ainsi étre traité
localement (condensation statique), ce qui autofemploi d’'un algorithme de Newton a
I’échelle de la structure. Une démarche identigé&asuivie par Jirasek et Zimmermann (2001),
également dans le but de s’affranchir de la péatadis.

3.2 Formulation

L’élément fini a discontinuité pour lequel nousoas opté est (en 2D) un quadrangle, traversé
par la surface de discontinuité potentidllesupposée connue, voir figure IlI-3. La cinématique
combine un déplacement régulier avec un saut deckmpentA® constant dans I'élément :

U(x)=SUTN, (O +ATNL(x) NL(X)=H, (x)- ;Hre(xn)Nn(x) (3.23)

n=1 n

ou les fonctionsN, sont les fonctions de forme de Lagrange Q1 ass®cigspectivement aux
nceudsn de coordonnées, et H. est la fonction de Heaviside égale a 1 dajset nulle
partout ailleurs, en particulier dar@_. Notons qu’avec cette décomposition, les degrés de
liberté nodaux coincident bien avec le déplacemauntsnceuds. La déformation en dehors de la

discontinuité et le saut de déplacement s’écrisens la forme matricielle suivafite

Ox0Q,/T, &(x)=BL-DMA® ; OxOr, §(x)=A° (3.24)

On peut noter qu'avec le choix de la cinématiqu3B la déformation ne dépend pas de
I'orientation de la surface de discontinuité. lagit la d’'une limitation dont les conséquences
seront analysées au § 3.3.

En s’appuyant sur la discrétisation spatiale (3.Pdnergie potentielle (3.14) s’exprime en
fonction des inconnues nodalkk et des degrés de liberté de saAfit La minimisation (3.15) est
alors effectuée en commencant par les degrés eieditie saut :

Ne
=(U)= min E,,(UAK,,)= Eg(U)+Y =¢(U%)- W, (U)

2xNg las!
ACOR =1

(3.25)
=*(u*) = min f o, (BLU°-DMA 9dQ +f|'|(Ae,anl)dS
Q. /T ¢ Mo
ol N, désigne le nombre d’éléments a discontinuitE¥} est I'énergie élastique des éléments

standard (qui ne sont pas traversés par une sudRodiscontinuité). On construit ainsi un

® Attention & I'abus de notationN et B désignent traditionnellement les matrices des aipérs permettant
d’'accéder aux déplacements et aux déformationgsLexpressions ne sont en revanche pas les méms<eite
section et dans celle ayant trait aux élémentsatfiace.
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potentiel = fonction des déplacements nodaux qui est dériyabla différence de I'énergie
potentiel. Sa minimisation par une méthode de Newwtrmet de déterminey .

La résolution des problemes locaux consiste dodétarminer pour chaque élément le saut

A® qui réalise :

t(A®)Don(A°) ; t(Ae)=mJ DT%(BDUG—DDV)dQ (3.26)

el e

C’est un probleme similaire a I'intégration localeine loi de comportement. Laverne (2004) a
montré qu’il admettait une solution unique si lr@ként est suffisamment petit (pour éviter toute
instabilité au sein de I'élément). Il se raména Eékolution d’'une équation scalaire non linéaire.

3.3 Respect de I'equation d’équilibre interne etdiétisation spatiale des contraintes

Comme I'élément fini a discontinuité interne repasur une formulation énergétique, sa
construction est totalement dictée par le choiémiatique (3.23). En particulier, les équations
d’équilibre discrétisées s’en déduisent complétani@ans la classification proposée par Jirasek
(2000), il s’agit d'un élement symétrique cinémagment optimal (KOS). Il a l'avantage
d’éviter les blocages en contrainte en présendessigres ouvertes mais la condition d’équilibre

intérieure a I'élément (3.26) qui lie les contragbu vecteur contrainte n’est pas naturelle.

Le patch-test pour un élément unique, tel quenddéins Taylor et al. (1986), met en lumiere
la méme difficulté : I'application aux nceuds dddféent de déplacements correspondant a une
déformation et un saut de déplacement constantdudegile a la solution (analytique) du
probléeme ? En appelart’ la contrainte (uniforme) solution, on montre aisétnque le patch-
test est satisfait si I'équation d’équilibre suitgrinterne a I'élément, est vérifiée :

1

mes(r".)

Or la matriceD ne dépend pas de l'orientatidh : cette condition n’est pas respecigeriori.

o° N = f D' %°dQ (3.27)

QT ¢

Comme le patch-test constitue une condition de@mence et de stabilité de I'élément fini,
il nous semble donc essentiel d’assurer le regpeatette condition. Laverne (2004) a montré
qu’il fallait pour cela que la ligne de discontiteui”, passe par le milieu des cotés opposés du
guadrangle ou, pour une maille rectangulaire, tpi'®bit paralléle aux c6tés. Comme le trajet de
fissuration potentielle est fixé, il est possibke mplir cette condition mais elle impose des
contraintes sur le maillage. En se placant a naudaas la classification de Jirasek (2000), on
obtient alors un élément a la fois cinématiquenstrdtatiguement optimal (KOS et SOS), qui

préserve la symétrie de I'opérateur tangent (foathah énergétique).
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3.4 Validation et convergence

Pour valider I'implantation des éléments finis ésifis et des lois de comportement cohésives,
Laverne (2004) a proposé un test bidimensionnelr gequel on dispose d'une solution
analytique et dont la réponse — notamment le sautigplacement — n’est pas homogéne en
espace. Les déplacements y sont imposés sur tutentiere du domaine (rectangulaire), la
ligne de discontinuité potentielle étant situédoley d’'un des bords. Moyennant une condition
sur la taille du domaine, la solution est uniqle champ de contrainte est affine dans la zone
élastique, le saut de déplacement est non nuhfgde la ligne de discontinuité.

La réponse de la simulation numérique est comparée solution analytique en terme de
norme LZ(I') de I'erreur sur le saut de déplacement. Les @@suont reportés sur la figure I11-8
en fonction de la taille des mailles (carrées) dearéléments a discontinuités internes et pour
les éléments d'interface. On observe une convesggent?’ pour les éléments d'interface alors
gu’elle n'est gu’enh pour les éléments a discontinuité interne. Cagltats sont conformes aux
théoremes d’approximation : pour les éléments effate, la fonction saut est approchée par des
fonctions affines par morceaux, alors que pourefi@nt a discontinuité interne, il s’agit de
fonctions constantes par morceaux. En revanchistae permet pas d’examiner les questions
de propagation de fissures car la solution esinédten un seul pas de temps, sans décharge. Il
n'est donc pas sensible au paramétre de pénatisptisque la loi cohésive est sollicitée en
dehors du domaine d’amorcage.

Ce test permet également de s’'assurer que I'éneligsipée calculée tend vers la solution
analytique. Cette propriété était attendue en ddypicaractére non conforme des éléments a
discontinuité (il existe un saut de déplacementeechacun d’eux). En effet, Laverne (2004) a
montré que I'énergie de fissuration parasite quiésnillte tend vers zéro a condition de conserver
un facteur de forme fini (ratio longueur sur largdas éléments).

Revenons un instant sur le faible taux de convergeles éléments a discontinuités internes
qui s’avere problématique a deux égards. D’une, phrg’illustre par des oscillations des
contraintes au sein des éléments qui résulteneddincompatibilité » entre un schéma a quatre
points d’intégration dans le volume et une appr@tion du saut de déplacement constante dans
I'élément. Ces oscillations peuvent étre limitéasadoptant une représentation des contraintes
elle aussi constante par élément. Simo et RifaB@{L®nt montré que les contraintes dans
I'élément 6° sont alors obtenues par un simple post-traitemdantalcul, sans incidence sur le
probleme de minimisation :

0D, (

e _ 1
’ "~ meqQ,) J 0

Q.IT

el e

BU°-DMA*)dQ (3.28)
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10

+—e élément a discontinuité

106° o--e¢ élément d'interface

10

10 ¢

Erreur sur le saut de déplacement (norme L2)

10°
10° 10" 10° 10° 10" 10°

Taille des mailles (mm)

figure 111-8 — Vitesse de convergence des élémentdiscontinuité interne et des éléments d'interéac

D’autre part, en présence de grandes propagat®fissiire, les rotations d’ensemble de part et
d’autre de la fissure sont elles aussi « incompegib avec un saut de déplacement constant :
Manzoli et Shing (2006) parlent méme de blocage érique méme s’il ne s’agit que de la
manifestation du faible taux de convergence (l&istage des contraintes n’apporte rien).

4. lllustration des capacités d’analyse

Le modéle cohésif décrit au § 1 est maintenankigpp a I'analyse de la tenue d’'une plaque
trouée pour illustrer ses potentialités. La digsadion des sauts de déplacement y est assurée au
moyen des éléments a discontinuité interne dus@hant que I'étude de cette structure a été
réalisée avec des éléments d’interface dans (Loegradel, 2004).

Plus précisément, la piece consiste en une plaayuéecen déformations planes, percée d’un trou
circulaire excentré et sollicitée par des déplacgmamposés le long de ses faces supérieure et
inférieure, voir figure 1l11-9.
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figure 111-9 — Plaque trouée : géométrie, matériachargement et maillage

Compte tenu des concentrations de contraintealestde part et d’autre du trou, le critere
d’amorcage indique que la fissure s’initie en modar la ligne de symétrie de la structure. On

recherche donc le développement de fissures le dengette ligne. Mais rien ne permet de

garantira priori que la fissure réelle se propage effectivemerninsek trajet, méme si cette

hypotheése sera confirmée ultérieurement par I'empgle modeles d’endommagement

volumiques. Des éléments a discontinuité internd sonc positionnés le long de la ligne de

symétrie, le reste de la structure étant maillé ges quadrangles bilinéaires classiques. En

pratique, seule la moitié de la structure est @ailpuisqu’'on force le probleme a rester
symétrique.

Conformément aux résultats de la partie précédéntéponse de la structure converge avec
le raffinement du maillage. Dans le cas préserng, émde de sensibilité a la taille des mailles
reportée sur la figure 111-13 montre qu’elle sebfitae pour un maillage comprenant quarante

mailles le long de chaque ligaménfTrois familles de résultats sont alors fournis fm
simulation numérique.

" Il faut néanmoins prendre garde a I'absence dearwatisme de la simulation : des maillages trajssiers sous-

estiment la concentration des contraintes au vajgrdu trou et donc sur-estiment la charge limite lg structure
peut supporter.
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Propagation de la fissure

La déformée de la structure figure 111-10 ou blatces a I'énergie dissipée localement en
chaque point du trajet de fissuration permettenpmdelire la propagation de la fissure. Ici, on
observe bien les phases d'initiation puis de prapag, d’abord le long du ligament a droite du
trou puis a gauche du trou, jusqu’a rupture corepliet la structure. On peut remarquer qu’on a
donc implicitement traité le cas de la multi-fisstion. Il faut cependant rester prudent. En effet,
pour des situations plus homogenes, Laverne (20@Htre qu’il faudrait avoir recours a des
techniques d’analyse de bifurcation pour évitersééectionner toutes les fissures en méme
temps. Mais en théorie, 'analyse de la multi-frsgion est possible avec ce type de simulation.

Réponse force — déplacement

A la différence du résultat précédent, il s’agitlune information globale sur la réponse de la
structure, voir figure IlI-11. Elle donne notammexticés aux charges critiques de la structure
(point A a droite puisD a gauche). Elle fournit également des informatigualitatives sur la
nature de la propagation : quasiment stable darnsemier temps (trajedB a droite puidDE a
gauche), elle devient tres instable lorsque lenigiat résiduel se raccourcit (traj&€ a droite,

EF a gauche).

On peut noter a ce propos qu’un pilotage en dépilaat croissant n’est pas possible dans ce
probléme en raison des phases instables. La répéake de la structure est dynamique mais la
simulation correspondante est délicate & mettreeaaré. En premiére analyse, nous préférons
recourir a une technique de suivi de courbe (ootgmle du chargement), spécifigue aux
problémes de fissuration et qu'on détaillera aupithe suivant. Elle permet de relacher le
chargement dans les phases instables, de sortdogseles points calculés sont des états
d’équilibre.

Cette approche nous semble réaliste pour les sacks de faible amplitude, typiquement les
régimes quasiment stables du début de propag&emailleurs, la discrétisation spatiale induit
des snap-backs d’origine purement numérique (estampent pour le maillage le plus fin, voir
figure 111-13), y compris lorsque la réponse réeliela structure est stable, voir Badel (2001). Ils
peuvent empécher la convergence dans le cas dangarent imposé mais ils ne nécessitent
nullement une analyse dynamique ; au contrairestiméme possible qu'ils la perturbent. C’est

8 Quelques calculs dynamiques ont montré que |@sétele propagation est de I'ordre du dixiéme d=élérité du
son dans le matériau. Il faut doagriori commencer a prendre en compte la propagation migsspce qui induit
des contraintes sur le choix des pas de tempda@itilades mailles et requiert une bonne doseasleisfaire dans le
contrble des algorithmes d'intégration. Le problémes semble donc beaucoup plus difficile qu’urelyse quasi-
statique.
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pourguoi nous pensons qu’'une analyse quasi-statigee pilotage du chargement doit étre un
préalable a I'analyse dynamique.

Echanges énergétiques

L’'analyse des bilans d’énergie compléte la répdosme — déplacement de la structure, voir
figure 1lI-12. Elle donne acces a I'énergie dissipggar la structure, croissante au cours de
I'histoire de la propagation. Cette monotonie eih Ga bon candidat pour le paramétrage des
différents résultats en présence d’instabilitéscantraire du numéro du pas de chargement qui
n'a aucune signification physique. Quant au cattwltravail des efforts extérieurs, il permet
d’estimer qualitativement et quantitativement labgité de la réponse : une décroissance du
travail correspond a une restitution d’énergie lpastructure, donc une phase instable. Elle a
pour origine un relachement d’énergie élastiques piaportant que I'énergie dissipée par la
fissuration, caractéristique des mécanismes d’enuEgement fragile. On remarque en
particulier le caractére prononcé de linstabiigsociée a la propagation ultime de la premiere
fissure (trajeBC) qui remet sans doute en cause l'analyse quasitstaultérieure.

5. Prédiction du trajet de fissuration

La plupart des travaux de la littérature combin&approche cohésive de la rupture avec la
prédiction du trajet de fissure. Nous avons volivetaent adopté un point de vue plus restrictif,
a savoir la donnéa priori de ce trajet, car nous émettons des réserves @uagtaractere
opérationnel des méthodes de prédiction du trdjeur étayer notre position, nous nous
appuyons non seulement sur notre propre expérigngda synthese Lorentz (1997), mais aussi
sur une recherche bibliographique dont on résuimes@rincipales conclusions.

5.1 Discontinuités diffuses

Comme mentionné initialement, la minimisation ‘@mérgie porte en soi tous les ingrédients
de la fissuration : le critere d’amorcage, la loihésive et la prédiction de la position des fissure
Mais la discrétisation spatiale de champs arbéraént discontinus reste hors de portée. En
effet, une idée simple consiste a introduire desufies potentielles entre les frontieres de taus le
éléments finis (ainsi que le long de la frontiéhargée de la structure). Ces fissures potentielles
sont alors modélisées au moyen déléments d'irterfaviais cette approche se heurte
malheureusement & deux écueils rédhibitoires, cortéeedans (Drabeck and Béhm, 2005) et
(de Borst, 2003) et rappelés ci-dessous.
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figure 111-10 — Déformée de la plague au cours dinargement (amplification = 2 000)
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figure IlI-11 — Réponse force — déplacement de lague trouée
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Extension aberrante de la zone de fissuration

L'usage d’éléements d’interface requiert la régsktion de I'énergie en pénalisant la
condition d’adhérence entre les lévres de la fessswant que celle-ci ne s’initie. Cela revient a
introduire une élasticité fictive entre chaque @aénfini, qui a pour conséquence une fissuration
sur des zones bien trop étendues.

Dépendance a l'orientation du maillage

La fissure est assujettie a suivre les bords tfments qui peuvent tres bien ne pas étre
orientés le long de son trajet naturel (sinon, sgaifierait qu’on connaia priori le trajet et
gu’on a maillé en en tenant compte), avec pouréqumesnce une aire de zone fissurée prédite qui
ne coincide pas avec l'aire de la zone fissurééerdeaire tendre la taille des mailles vers zéro
n'y change rien (cf. les fractales, par exempled. dissipation d’énergie prédite est alors
erronée ; des directions de fissuration privilégigent sélectionnées par le maillage, sans rapport
avec la réalité, d’ou une dépendance pathologidiei@ntation des mailles.

5.2 Suivi progressif de la fissuration

Visiblement, la recherche de zones fissuréesestu@riori n'importe ou dans la structure n'a
jusqu'a présent pas recu de traitement numeériqtisfaiaant. C’est pourquoi nombre de
chercheurs du domaine ont opté pour le suivi pssifele la propagation de fissure par petits
incréments du trajet. Nous allons évoquer quelquess des difficultés que présente cette
meéthode lorsque la fissure est unique. Bien enteddsi limitations accrues sont attendues en

présence de multi-fissuration (croisement de fessufissures multiples émanant d’'une fissure
unique,etc).

Choix arbitraire du critere d’'orientation de fiss@

Contrairement a I'approche du paragraphe précgdeatformulation explicite de chacun des
trois ingrédients de la fissuration — critere diation, loi cohésive, prédiction du trajet — est
nécessaire, le dernier étant attendu sous la fdiume orientation de fissure a chaque instant de
la propagation (fonction d’orientation). Dans unlieaénergétique, ces trois ingrédients dérivent
de I'énergie et sont donc cohérents entre eux. €foigt il semble difficile d’exprimer la
fonction d’orientation & partir de I'énerdieC’est pourquoi des choix divers sont généralement
adoptés, sans garantie de cohérence avec les aotng®santes de la modélisation : fissuration
en mode | pur, levres de fissure normales a lactiine de contrainte principale maximale,

orientation fournie par la singularité¢ du tenseooustique (perte d’ellipticité)etc On peut

° A la connaissance de l'auteur, cela ne semblaypais été réalisé jusqu’a présent.
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regretter le caractére arbitraire de ces choixytdia qu’une large majorité des chercheurs du
domaine a préféré porter son attention sur la coctsdn d’éléments finis appropriés plus que
sur I'élaboration physique du modele.

Il faut néanmoins nuancer ce propos car les trav@tiés par Simo et al. (1993) fournissent
un cadre cohérent fondé sur la perte d’elliptidiés équations du milieu continu : l'initiation de
fissure coincide avec la perte d’ellipticité, l'emtation est fournie par la direction du noyau du
tenseur acoustique et la loi cohésive refléete Immmtement macroscopique d'une bande de
localisation dont I'épaisseur tendrait vers zérouf€fois, la perte d’ellipticité (locale) n’est pas
nécessairement synonyme de localisation effectem putre, la direction de localisation peut
notablement s’écarter de celle de la fissure défai voir (Besson et al., 2001). Ces deux
éléments nous semblent remettre partiellement esecan tel modele.

Plus généralement, on peut s’interroger sur ltexise méme d’un critére local d’orientation,
fondé sur des quantités locales. En effet, le pencdde minimisation d’'une énergie est par
essence non local, impliguant une certaine forme& deopération » des points matériels entre
eux. C’est dailleurs la voie suivie par JirasekZ&nmermann (2001 b) ou l'orientation de

fissure est fournigia les variables non locales d’un modéle d’endommaggm

Modélisation d’un trajet de fissuration continu easpace

Certaines familles d’éléments finis, notamment BM; s’appuient implicitement sur une
surface de fissuration géométriguement continue,propriété conditionnée par l'usage de level
sets. En revanche, d’autres éléments finis comme &aliscontinuités internes (E-FEM) offrent
une plus grande latitude. Ainsi, I'élément intradear Simo et al. (1993) sur lequel on reviendra
au § 6.2 ne dépend que de l'orientation de laifesgt de sa position relative (topologique) par
rapport aux nceuds mais pas de sa position sppt@bése. Dans ce cas, rien n'impa@seriori
d’assurer une surface de fissuration géométriquentemtinue. Mais il s’avere qu’une
représentation discontinue du trajet de fissuratigrométriquement indépendante d’'un élément
a l'autre, a pour conséguence une dépendancedesteésultats au maillage, comme illustré par
Alfaiate et al. (2002) mais aussi par Mosler et dhée (2004) dont ce n’était pourtant pas le
propos. Pour de Borst (2003), c’est lié au faitoguaboutit a un simple modéle de type
« smeared crack », dont la dépendance au mailkideen connue.

Quel que soit le type déléments finis, il est dandispensable d’'assurer la continuité
géométrique de la surface de fissuration. Celaigqupl notamment que seuls les éléments
voisins du front de fissure soient candidats asisufation. Or, pour des raisons de précision liée
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a la discrétisation spatiafe ce ne sont pas nécessairement ces éléments Bonuies plus
sollicités mais des éléments un peu plus distantdraht de fissure. Il faut donc interdire
artificiellement linitiation de fissures dans cesrniers (pour éviter la fissure en pointillé), ce
gue proposent aussi bien Alfaiate et al. (2002D¢juer et Huespe (2004). Mais cette technique
souléve deux questions :

— I'étendue arbitraire de la zone dans laquelle tid@tion est interdite (en termes de
distance au fond de fissure ? En nombre de m&i)les

- la discontinuité de la réponse globale de la gtinectEn effet, lorsque des éléments
antérieurement interdits de fissuration (donc wviblee critere d’initiation) se voient
finalement affecter une loi cohésive, la réponsaisny semble nécessairement
discontinue (sauts de solution) avec sans doutealesquences sur la convergence de
I'algorithme de résolution, sans parler de leuractgen dynamique.

Evolution temporelle de la direction de fissuration

A cause de la nécessaire continuité géométrigua darface de fissuration, la direction de
fissure dans un élément ou la loi cohésive esvadst fixée une fois pour toute, donc au
moment de I'activation de la fissuration dans détmént. Or, a la difféerence d’'un modéle de
Griffith, I'évolution du degré de fissuration (liensité des forces cohésives) y est progressive.
Cela signifie que la direction de fissuration faermpeut tres bien tourner entre le moment
d’amorcage de la zone cohésive et celui de saréigen totale (forces cohésives nulles). La
direction fixée une fois pour toute a l'activatioriest donc plus compatible avec celle
correspondant a I'état courant des variables muoasi

Un exemple édifiant a été proposé dans ce sendirpaek et Zimmermann (2001 b). Il s’agit
d’une fissuration en mode | d’'une poutre en flexBopoints. Il s’avére que la direction fournie a
I'activation de la loi cohésive est pratiqguementpeadiculaire a celle attendue pour la fissure
définitive, conduisant a une réponse totalemeranée (en fait, le calcul ne converge plus en
raison des blocages trop séveres). Les auteursadielé en concluent que l'activation du
modele de fissuration doit étre différée, la traosi étant assurée par un modele

d’endommagement, nécessairement non local poweréuitte dépendance au maillage.

On peut noter que la technique consistant a imeefthctivation de la loi cohésive dans
certains éléments est un autre moyen d’y difféadisisuration, bien moins physique il est vrai.
Elle semble néanmoins permettre de mener des sad@rme, voir (Oliver et al., 2006), méme

9 En présence de modéles cohésifs, aucun autejustja’a présent introduit de fonctions d’enrichissat spatial
qui garantiraient la concentration des contraitédeng du front de fissure (ou plus exactemenipteg du fond de
la process zone).
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si Alfaiate et al. (2002) observent malgré tout uépendance du trajet de fissure au maillage
(pour des maillages qu’on pourra toutefois jugsuffisamment raffinés).

L’ensemble de ces éléments nous confortent dadéel que la prédiction du trajet de
fissuration en s’appuyant sur des modeles de zooledsives reste encore hors de portée, deés
lors qu’on exige une invariance du trajet préditqagport a I'orientation des mailles. Il faut bien
noter que ces arguments sont indépendants du tgse étéments finis supports de la
modélisation, qu’il s’agisse d’éléments X-FEM ouFEM. Oliver et al. (2006) ont d’ailleurs
montré que des résultats tout a fait similaires stienus avec les deux familles d’éléménts
On ajoutera également qu’une analyse de sensibdd&ésultats par rapport au maillage (finesse
et orientation) fait souvent défaut dans la littéra et que I'extension de ces méthodologies aux
situations tridimensionnelles y est rare, signediécultés accrues. Et dans tous les cas, une
certaine stabilité des résultats n’est obtenuewptix de maillages trés raffinés, ce qui 6te son
poids a lI'un des arguments souvent avancé pouadeisl’éléments finis discontinus, a savoir

leur capacité a modéliser la rupture en conse@siimaillages grossiers.

6. Conclusions et perspectives

Au vu des résultats précédents, notamment la ationl de la plaque trouée, il nous semble
que la méthodologie d’analyse fondée sur des medslbésifs est mdre pour un transfert vers
I'ingénierie car elle allie robustesse (prédictibm la fissuration jusqu’a la ruine compléete de la
structure), fiabilité (convergence avec le maillage performance (quelqgues minutes de calcul
pour la plaque trouée). En revanche, elle impose agnnaissance préalable de la surface de
fissuration potentielle, laissée a I'intuition dadénieur ou s’appuyant sur des résultats d’essais
En outre, il nous semble que des compléments d/seadt des progres restent a faire pour
conférer un caractere pleinement opérationnelta egproche. On présente ci-dessous quelques
pistes de recherche qui s’'inscrivent dans cettig|leg

Quant a la détection du trajet de fissuration,sno& pensons pas que les méthodes cohésives
permettront d’y répondre tant qu’aucune avanced@maatique ne fournira une discrétisation de
I'espace BD(Q) des champs de déplacement discontinus. A cet &dasd modeles

1 QOliver et al. y annoncent également que la viteseonvergence avec la taille de mailles est igeet en
contradiction avec les résultats du § 3.4. Faateits en conclure que ce sont les algorithmes d®erehe du trajet
de fissuration qui dégradent la convergence ?
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d’endommagement continu du chapitre suivant nousmbknt constituer une alternative
préférable.

6.1 Expression de I'énergie de fissuration

Des travaux complémentaires restent a mener pesurer I'influence de la forme de la loi
de fissuration, au-dela des parametres fondamemaensont la contrainte critique (essentielle
dans la rupture d’'un barreau) et I'’énergie de fason (parametre majeur dans la modélisation
de l'arrachement d’'une fibre a sa matrice). Aimsi, mode | pur, quelques simulations d’'une
éprouvette DCB ont montré une certaine invarianes déponses tant globales (force -
déplacement, avancée de fissure) que locale (i@ddléa process-zone). Ces travaux restent a
compléter, notamment concernant la sensibilité lailde décharge, en comparant par exemple
I'effet d’'une décharge élastique a celui de la dégé rigide proposée par Talon et Curnier
(2003).

6.2 Discrétisation des discontinuités

Pour discrétiser un saut de déplacement le lonmed’'surface donnée, plusieurs types
d’éléments finis sont disponibles, dont deux oét &aminés plus en détail dans ce texte. En
fait, on peut distinguer trois familles :

- les éléments d’'interfacgui ne modélisent que la surface de discontinuité

- les éléments a discontinuité incluge-FEM) qui discrétisent a la fois I'énergie de
volume et I'énergie d’interface et pour lesquelsdet de déplacement n’est pas continu
d’un élément a l'autre (discrétisation élémentdinesaut) ;

- les éléments X-FENbu formulations voisines) qui eux aussi discegtides termes de
volume et de surface mais garantissent en outoenéinuité du saut de déplacement
(discrétisation nodale du saut).

S’il semble prématuré d’affirmer qu’un élément dérest meilleur que les autres, on peut en

revanche légitimement chercher a les positionneegard de quelques attentes :

- traitement exact de la condition d’adhérenaén de s’affranchir du choix du paramétre
de pénalisation et de ses effets en statique squdbté de la solution et la convergence
de I'algorithme de résolution, en dynamique sysrigpagation des ondes et le choix du
pas de temps (notamment en explicite) ;

- indépendance du maillage vis-a-vis de la positienlal fissure pour éviter d’avoir a
reporter dans la phase de maillage des contrasgass de la position géométrique de
la surface de fissuration potentielle ;
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— enrichissement de la discrétisation spatjadéin d’obtenir une meilleure convergence
de la solution avec la taille de mailles et donatkér le nombre de mailles pour espérer
réduire les temps calcul. Il peut aussi bien s’agirfonctions de forme de plus haut
degré, quadratiques par exemple, ou d'un enricmesé par des modes intérieurs a
I'élément considéré, selon I'approche « enhancedmaed strain », voir (Simo et Rifali,
1990).

— extension a des comportements volumiques non desda dissipation d’énergie
n’étant plus limitée au seul mécanisme de fissomgplasticite, viscoplasticité, etc.).

X-FEM E-FEM Interface

SKON KOS (8 3) usuel (8§ 2) mixte
Adhérence parfaite régularisation oui oui régularisation oui
Maillage et fissure indépendant | indépendant r,n’lll,eu de mallilage de I3 ma|l'lage de Iz

I'élément fissure fissure

Enrichissement de |a oui difficile difficile oui oui
discrétisation spatiale
Comportements | pts. de Gausy 00 difficile oui oui
volumiques non linéaire§ nombreux

tableau I11-2 — Propriétés des éléments finis (erigy: favorable ; en hachuré : favorable a confirmg

Aucun élément ne satisfaisant 'ensemble des tattete choix du « bon élément » devient
une question de priorité entre attentes. Ainsi,raffranchir de la pénalisation de I'adhérence
initiale des levres de la fissure, nous avons éténg a développer un élément E-FEM (KOS)
qui par ailleurs ne satisfait aucune des autrent&s. A I'avenir, il importe donc de lui trouver
des alternatives. Deux d’entre elles ont été iresedans le tableau IlI-2.

La premiere, I'élément E-FEM / SKON, est souverdreeée dans la littérature, voir (Simo et
al., 1993) ou encore (Jirasek, 2000). Cet élémensiste en un triangle a fonctions de forme
linéaires ¢onstant strain triangleenrichies par un saut constant. La différenceenraj avec
I'élément KOS est le remplacement de la matiidedans l'intégrande (3.26) par une matrck
hog de sorte a toujours satisfaire la condition diclpéest (3.27) : I'élément représente bien a la
fois la nature cinématique du saut de déplacentdat@ndition d’équilibre sur les lévres de la
zone cohésive. En contrepartie, la formulation éeve plus d’'une énergie ; en particulier, elle
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n'est plus symétriqé Contrairement & I'élément KOS, I'élément SKON sfsitiquement et
cinématiquement optimal quelle que soit la positlenia fissure, levant ainsi la contrainte sur le
maillage. En fait, cette bonne propriété doit &mpérée car nous avons montré qu’en présence
de champs uniformes, la dissipation d’énergie d¢é&écun’est pas exacte — sauf configuration
géométrique particuliere — méme si elle tend varddnne solution avec le raffinement de
maillage. Cela risque de nuire aux propriétés de/emence de I'élément dans des probléemes
gouvernés par la dissipation d’énergie, par exentpl@ropagation d’'une fissure dans une
éprouvette DCB. Des tests sont en cours pour melampact de cette erreur en énergie.

Une seconde alternative consiste a s’affranchlageenalisation dans un élément d’interface.
Pour cela, nous suivons une piste de recherche ldgnslle la relation entre déplacements
nodaux et saut de déplacement (3.17) est traitdacde faible par dualisation, conduisant & un

élément d'interface dont les degrés de liberté Emntiéplacements et les forces cohésives

6.3 Analyses dynamiques

Lorsque le comportement est fragile, la propagatle la fissure a généralement lieu a des
vitesses qui ne permettent plus de négliger letsetf'inertie. Un calcul dynamique préliminaire
de la plagque trouée indique en effet des propaugtie fissure s’effectuant a un dixieme de la
vitesse des ondes. Par ailleurs, Charlotte e2@05) ont étendu les approches en énergie au cas
dynamique et montré que la solution quasi-statiqiest pas nécessairement conservative en
terme de longueur de propagation. Enfin, en pré&sdemlusieurs sites potentiels de fissuration,
'analyse dynamique semble physiquement plus reptétve pour prédire quelle fissure
amorcera, en dépit de la solution de nature alyorgue présentée par Oliver et Huespe (2004).

Ces points militent pour une poursuite des travdaxs le cadre dynamique, ce qui souléve
quelques questions difficiles, notamment sur lgerithmes d’intégration en temps (dynamique
non réguliere).
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IV - ENDOMMAGEMENT CONTINU DES STRUCTURES

Apres la prédiction de I'amorcage et de la profagade fissures le long d’'un trajet fixa@
priori, nous abordons maintenant la question de la Aisur dans son intégralité : initiation,
phases de propagation, arréts potentiels, brancaliemenulti-fissuration,etc Suite aux
conclusions du chapitre précédent, nous estimong ¢mu mécanique continue de
'endommagement est a I'heure actuelle 'approeheliis robuste pour déterminer le trajet de
fissure, ou cette derniere est modélisée commezone endommagée localisée. Un second
argument milite en faveur d’'une description contincertains mécanismes d’endommagement,
notamment ductiles, se prétent mieux a une modélnspar une loi volumique (point matériel)
que par une loi cohésive, car la fissuration nivient qu’au stade ultime du processus.
Cependant, nous verrons que le choix d’une modéiis@ontinue entraine des difficultés de
simulation accrues et doit donc étre considéré cenum dernier recours, quand les autres

approches s’averent insatisfaisantes ou inappbsabl

Un cadre énergétique commun a ces différenteségies de modélisation — criteres
d’amorcage, modeles de zones cohésives, meécaniguéetdommagement — permet de
préserver une certaine cohérence. Il impose cepéntdopter des modéles de comportement
appartenant a la classe des matériaux standardatjéégé pour bénéficier des résultats du
chapitre |. Bien qu'en apparence restrictif, cenfalisme englobe des lois physiquement
réalistes, aussi bien pour des matériaux fragibesdyctiles.

Outre un cadre de cohérence, la formulation étiguge permet également d’aborder plus
sereinement le passage du point matériel a latstejcsource de plusieurs difficultés parmi

lesquelles on examinera :

— le suivi des instabilités structurales (matériagile),

- le blocage numérique lié aux grandes déformatitastigues (matériau ductile),

— lalocalisation des déformations et de 'endommaaygm
Concernant ce dernier point, le recours a des flatons non locales du comportement nous
semble incontournable. Plusieurs familles seroatyaées, sachant qu’aucune ne peut a I'heure

actuelle se targuer d’'une construction purementickdce a partir d’hypothéses physiques. Mais
elles répondent toutes a la nécessité d'un coumage points matériels voisins en régime de
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localisation. Le choix d’'une formulation plutét gue autre devra donc S’appuyer sur des
considérations pragmatiques.

Enfin, quelques exemples permettront d’illusteenlise en ceuvre de toute la chaine d’outils.
Les résultats obtenus y sont encourageants maiseitent aussi en lumiere un certain nombre
d’axes de progres, notamment en regard des penficesa

1. Matériaux fragiles

Deux objectifs sont poursuivis dans cette parégliée a la modélisation des matériaux
fragiles. D'une part, montrer qu’il est possible denstruire une gradation de lois de
comportements de plus en plus riches sur le playsighe et qui demeurent dans le cadre
« standard généralisé ». D’autre part, proposer traitement numérique des instabilités
inhérentes au caractére fragile, un endommagement a faible dissipation.

1.1 Modéle élémentaire

La description d'un comportement fragile a 4 o
I'échelle d’un point matériel s’appug minimasur o < k=——+
deux ingrédients : d’'une part, la définition d’un
domaine d'élasticité a [lintérieur duquel
'endommagement n’évolue pas, et d’autre part, la
donnée d'une énergie a rupture, c'est-a-dire

airek
I'énergie consommeée (dissipée ou bloquée) par le E ¢

point matériel en