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Introduction

Des notions telles que 1’algébricité ou la rationalité d’une série sur F,(7") ne semblent
pas a priori avoir de rapport direct, si ce n’est que la rationalité implique ’algébricité.
En fait, nous voyons dans ce travail que des applications telles que certaines lois
de réciprocité associent de maniere bi-univoque les éléments rationnels aux éléments
algébriques.

Cette association ne fait que traduire la nature p-automatique des procédés de cons—
truction des images de ces applications.

Le chapitre 1 est un rappel des principales notions qui seront utilisées par la suite.
On y retrouve la théorie des groupes formels de Lubin-Tate, la construction des corps
de normes de Fontaine-Wintenberger ainsi que le lien entre les séries algébriques et les
automartes.

Ce chapitre se conclut par 1’établissement de propriétés d’algébricité des séries. On
voit comment l"algébricité se transporte via I'opération de composition.

Dans le chapitre 2, nous étudions le procédé de construction des endomorphismes
des groupes formels de Lubin-Tate. L’étude particuliere du groupe multiplicatif sur
Z., fait apparaitre, avec les notations standard, que I'image [u];,(T) = (1 +T)* —1
de I'élément u € Z,, réduite modulo p, est algébrique sur F,(7") si et seulement si
I’élément u est rationnel. Ce résultat est di entre autres a Robba dans [29] mais aussi
a Mendes France et van der Poorten dans [28] ainsi qu’a Allouche, Mendes France et
van der Poorten sous une forme plus générale que [28] dans [5].

On s’apercoit alors que s’il existe des groupes formels de Lubin-Tate isomorphes sur
Z, au groupe multiplicatif par un isomorphisme de réduction modulo p algébrique, ils
vérifient cette méme propriété. On s’assure de l'existence de tels groupes en faisant
appel au Lemme de 1'Equation Fonctionnelle [21].

En interprétant les réductions modulo p des endomorphismes des groupes de Lubin-
Tate en tant qu’automorphismes d’un corps local de caractéristique p, on s’intéresse au
probleme de ’algébricité des restrictions a certains sous-corps. Notons que le corps local
en question est le corps de normes de ’extention A.P.F. (Arithmétiquement profinie) de
Q, définie par le groupe formel. Il apparait ainsi que si la norme d’une uniformisante du
corps de normes (qui est une série a coefficients dans un corps fini) est algébrique, on a
I’équivalence entre la rationalité de I’élément u et 1’algébricité de la série représentant
la restriction issue de w. Ce cas se présente lorsque la sous-extension du corps de
normes, induit un groupe de Galois isomorphe au groupe py = {—1,1} des racines de

1.



On s’apercoit ensuite que ces restrictions peuvent étre vues comme étant les réductions
modulo p d’endomorphismes de groupes formels, qui quant a eux ne sont plus de Lubin-
Tate. On caractérise ces groupes formels en calculant leur logarithme et on donne des
formules explicites des endomorphismes. Celles-ci s’obtiennent grace aux polynomes
de Bell et font intervenir les polynomes de Chebyshev dans un cas particulier.

Enfin on s’intéresse au probleme de I'indépendance algébrique de ces automorphis—
mes. On fait apparaitre que leur indépendance algébrique sur [F,(7) est équivalente a
I'indépendance linéaire sur Z des unités d’ou ils sont issus. Nous établissons ensuite
la validité de ce résultat pour les restrictions aux sous-corps induisant le groupe de
Galois p,.

On conclut ce chapitre en établissant les équivalences dans le contexte d’'un groupe
formel particulier, mais qui cette fois est défini, non plus sur Z,, mais sur un anneau
de séries formelles a coefficients dans F,. On démontre alors dans ce cas que la norme
d’une uniformisante du corps de normes est algébrique lorsqu’elle est prise relativement
a n'importe quel sous-corps. Ceci permet d’étendre I’équivalence entre la rationalité
de u et Dalgébricité de la restriction issue de u dans le cadre de tous les sous-corps du
corps de normes formant un groupe de Galois fini.

Dans le chapitre 3, on regarde les endomorphismes du module de Carlitz formel.
Ce module donnant 1’analogue de ’exponentiation dans le contexte des polynémes, il
est naturel de se demander s’il existe un analogue a "assertion “(1+7)* modulo p est
algébrique sur F,(7') si et seulement si « € Z,NQ".

Nous établissons dans un premier temps cet analogue, a savoir : Pour P(t) € F,[t]
irréductible et unitaire, la réduction modulo P(t) d’un endomorphisme du module de
Carlitz formel (défini sur le complété P(t)-adique F,[t]p de F,[t]) est algébrique si et
seulement si cet endomorphisme est issu d’un élément R(¢) rationnel.

Ensuite on considere les modules de Drinfeld de rang 1. En calculant un isomorphisme
avec le module de Carlitz, on établit le résultat pour ces derniers, lorsque leur réduction
n’est pas triviale.

Pour conclure cette partie, on regarde la suite des coefficients des puissances de o dans
I’expression des endomorphismes d’un module de Drinfeld formel de rang 1. On établit
alors une condition nécessaire et suffisante pour que la réduction modulo P(t) de cette
suite soit p-automatique.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Groupes formels de Lubin-Tate

1.1.1 Définitions

Soit A un anneau commutatif. On note A[[T']] 'ensemble des séries formelles Z a;T"
=0

a coefficients dans A. Muni de ’addition et de la multiplication classiques des séries,

A[[T]] devient un anneau. Si A est integre, A[[T]] I'est aussi et on représente par

A((T)) le corps des fractions de A[[T]].

)] est réversible (dans A[[T]]) s’il

Définition 1.1.1 On dit qu’une série a(T) € A[[T
=b(a(T)) =T. On note alors b(T) =

existe une série b(T) € A[[T]] telle que a(b(T))
a Y(T).

Remarque 1 : On trouve souvent dans la littérature la notation «®=*(T") pour I'inverse
de composition de a(T'). Nous préserverons néanmoins la notation a™*(7"). Lorsque
nous aurons affaire a I'inverse multiplicatif, le texte sera suffisamment précis de maniere
a ce qu’il n’y ait pas d’ambiguité.

Remarque 2 : Une condition nécessaire et suffisante pour que a(7) € A[[T]] soit
réversible est que a(T) = uT (mod deg2) avec u inversible dans A.

Soit K un corps local de corps résiduel fini et d’anneau des entiers A. Soit 7 € A tel
que v(m) =1 et soit ¢ le cardinal du corps résiduel A/rA. On note

Fro={f(T) e A[[TNf(T)==T (mod deg2), f(T)=T? (mod )}

Définition 1.1.2 On appelle groupe formel sur A une série F(X,Y) € A[[X,Y]] telle
que :

1) F(X,Y)=X+4Y (mod deg?2),
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2) F(X,Y) = F(Y,X),
8) F(X,F(Y, 7)) = F(F(X,Y), 7).
Exemple : On appelle “groupe additif” le groupe formel G,(X,Y) =X 4+ Y.

Définition 1.1.3 Soient F et G deux groupes formels sur A. On appelle homomor—
phisme de F dans G toute série §(T) € A[[T]] telle que :

O(F(X,Y)) =GO(X),0(Y)).
Remarques :

1) L’ensemble des homomorphismes de F' dans i se note Hom 4 (F, G) ou Hom(F, &)
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

2) On emploie les notations suivantes :

¢ 0(F(X,Y))=00F,
o G(O(X),0(Y))=God.

Définition 1.1.4 Soit 8(T) € Homy(F,G). Si 0(T) est réversible dans A[[T]], alors
on dit que O(T) est un isomorphisme de F' dans G et on note G = F* = o Fof™?
avec 0 € Iso,(F,G).

Remarque : Lorsque F' = (7, alors pour § € Homy(F, F') on écrit § € End4(F),
groupe des endomorphismes de F'.

Définition 1.1.5 Soit F'(X,Y) un groupe formel sur A. Il est facile de voir qu’il existe
une unique série Ap(T) € K[[T]] telle que :

1) Ap(T)=T (mod deg?2),
2) G, =F*r,

On appelle cette série le “logarithme” du groupe formel F'.

Lemme 1.1.1 (Algorithme de Lubin-Tate) [26]

Soient f(T) et g(T) € F, et soit L(X,X,,....X,) = Z%’Xi une forme linéaire a
=1

coefficients dans A. Il existe une unique série F(Xy,..., X)) a coefficients dans A telle

que :

L(Xy,..,X,) (mod deg2),

{ F(Xy,., X))
F(g(X1), . 9(X,)).

FP (X, X))
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Preuve : Posons X = (X,....X,) et ¢(X) = (9(X1),...,9(X,)). Par récurrence sur

r, on montre que les congruences

FE(X))

ont une solution F,(X) € A[X] qui est unique (mod deg(r + 1)) :

Pour r = 1, le systeme admet Fy(X) = L(X) pour solution. Supposons maintenant
que les congruences sont vérifiées pour r» > 1. Alors la solution F, . doit étre cherchée
sous la forme F,,; = F, + A, avec A, =0 (mod deg(r + 1)).

Le systeme

{ f(Fr-I-l(X))
Fia(9(X))

nous montre qu’ il suffit de prendre

artl — ¢

L(X) (mod deg?2),
F(g(X)) (mod deg(r+1))

JFX)) +7A,(X)  (mod deg(r +2))
Fo(g(X)) + 7 1A, (X) (mod deg(r +2))

A (X) = (mod deg(r + 2)).

Notons que les coefficients de A, sont dans A car
FFA(X)) = Fg(X)) = (B(X)) = F(X") =0 (mod ).

La solution F(X) = lim F,.(X) € A[[X]] est alors "'unique solution du systeme initial.

r—+0oo

Proposition 1.1.1 Soit f(1') € F,. Alors il existe un unique groupe formel F;(X,Y)
sur A tel que f(T) € Enda(Fy).

Preuve : C’est une application directe du lemme 1.1.1 avec L(X,Y) = X + Y et
F(T) = g(T).

Définition 1.1.6 On appelle groupe formel de Lubin-Tate sur A tout groupe formel
construit par la proposition précédente.

Proposition 1.1.2 Soient f(T) et g(T') € F,. Alors pour tout a € A, il existe une
unique série notée [al;,(T) € Homa(F,, Fy) telle que [a];,(T) = aT (mod deg2).

Preuve : C’est une application du lemme 1.1.1 avec L(X) = aX.
Les homomorphismes et endomorphismes de groupes formels de Lubin-Tate vérifient
les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.3 [26] Soicnt f(T), ¢(T) et h(T) € Fw, et soient a, b € A. Alors :
1) lalrg 0 g(T) = folalsy(T),

2) [ablp(T) = [a]gg 0 [b]4n(T),

3) la+0ly(T) = Fy([a]y(T), [b]45(T)),
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4) [a]zy 0 [blyg(T) = [blss 0 [a] 14(T),

5) [a]s,(T) est réversible si et seulement si a est inversible dans A et dans ce cas

[a] 7y (T) = [a™ ], (T).

Notation : On note mfg(T) la série obtenue en projetant les coefficients de [a];,(T')
sur le corps résiduel A/mA.

1.1.2 Extensions définies par les groupes formels

Il existe un moyen de construire des extensions abéliennes de corps locaux a ’aide des
groupes formels de Lubin-Tate. Le principe consiste a adjoindre des points de torsion
au corps de base par le procédé qui est décrit ci-dessous.

On reprend les notations K, A, 7 et F, du paragraphe 1.1.1. On note K une cléture
algébrique de K, puis U le groupe des unités de A et k le corps résiduel A/mA. Soit
f(T) € F,. Pour tout entier n > 1 on représente par f*(T) = fo fo..of(T) la

. n fois
composée n'“™M€ de f(T). On note alors

A ={XeK; (X)) = 0;v.()) >0}

et on pose

AL = AL

n>1

Soit L une extension algébrique de K~ d’idéal maximal M(L). La série f(T') permet de
définir une structure d> A-module sur M (L) de la maniere suivante :

Notons tout d’abord que pour toute série G( Xy, Xy, ..., X;) € A[[X1, Xy, ..., X]] et tout
vecteur (xy, g, ..., x) de M (L), Pélément G(zy,x,, ..., ;) est convergent dans M (L)
si la série formelle G est sans terme constant. Ceci nous assure que 'on peut définir
une addition et une multiplication sur M (L) en posant pour x, y € M(L) et a € A :

r+y = Ff(xvy)
ar = [dlyyle).

On notera le module ainsi construit M(L).
Si Ly C L, il est clair que M;(Ly) est un sous A-module de M(L). Si L/L, est
galoisienne de groupe de Galois G, tout élément 7 de ¢ induit un automorphisme
du A-module M;(L); cela provient du fait que 7 agit continiment sur L, et que les
opérations dans [ sont définies par des séries convergentes a coefficients dans K et
invariantes sous l'action de 7. Pour f et g € F,, L’application x + [1]7,(x) est un A-
isomorphisme de M, (L) dans M;(L), et cet isomorphisme commute avec les inclusions
Ly C L et avec I'action de G.

Restreignons nous maintenant au cas des sous-corps L d’une cléture séparable K
de K. Pour chaque f € F,., on peut voir A{ en tant que sous-module de M(K,). Pour
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f et g dans F,, nous avons A € A/ si et seulement si [1],7,(A) € AZ. Ainsi I'extension

K(AL)/K dépend seulement de 7, et pas de f € F,; on peut alors la noter L, /K et

son groupe de Galois G ,,. On pose enfin L, = K(AL), et G, = limG,,. On ale
F

théoreme suivant :

Théoréme 1.1.1 (Lubin-Tate [26])
Soit m une uniformisante de A et f € F.. Alors :

(a) Lextension K(AL)/K est maximale abélienne totalement ramifice;
(b) Pour tout n, le A-module A{ est isomorphe @ A/mA;

c) Le A-module A/, est isomorphe a K/A;

(c) % P j

(d) Pour tout 7 € G, il existe une unique unité u de A telle que TX = [u];(A) pour
e AL;

(e) L’application 7 — wu est un isomorphisme de G sur le groupe U des unités de A
défini par
-1
[u™ g u

et induisant pour tout n un isomorphisme de G, sur le quotient U/(1 + " A) de U.

1.2 Corps de normes de Fontaine-Wintenberger des
extensions A.P.F.

1.2.1 Définitions

Soit K un corps local et G un sous-groupe fermé du groupe Aut(K’) des automor—
phismes continus de K. Si 7 désigne une uniformisante de K, on définit la fonction
dordre 15 : G - NU{=1} U {400} par ix(o) = vg(o(r)/m — 1) ou vg désigne la
valuation de K définie par .
Pour tout réel > 1, on pose

Glz] ={o € G,ix(o) > a},

Glz)y ={o € G ig(o) > x}

Les G[z] définissent ce que I'on appelle la filtration de ramification du groupe G en
numérotation inférieure.

On suppose que les G[z] pour @ > —1 sont d’indice fini dans . On peut alors définir
la fonction ¢ de Herbrand [35] par

z dt .
Palz) = /0 @ =

= xs1 —1<2<0
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La fonction ¢g est continue et strictement croissante. On dit que G est A.P.F.
(arithmétiquement profini) si I'on a

C’est en particulier le cas pour G = Aut(K') avec K de corps résiduel fini.

Lorsque G est A.P.F., la fonction ¢5 est un homéomorphisme croissant de la demi-
droite [—1, 400[ sur elle-méme. On définit alors la fonction ¢ de Herbrand [35] comme

étant la fonction réciproque de ¢g et la filtration de ramification en numérotation
supérieure de (G en posant

G(z) = Glea()].
On a
Yole) = /w(G(O) cG(t))dt siax >0
= :L'Osi —1<a<0
Lorsque (i est fini, G/(x) est d’habitude noté G* et G[z] est noté G,.

Proposition 1.2.1 (Wintenberger [35])

Soit K un corps local et soit G un groupe A.P.F. d’automorphismes de K. Soit H un
sous-groupe fini et distingué de G. Soit K' le corps des points fives de K sous ['action
de H. Alors G/H, considéré comme sous-groupe de Aut(K') est A.P.F. et on a

b = ¢G/HO¢H
Yo = ¢HO¢G/H-

Soit L une extension galoisienne de K non nécessairement finie de groupe de Galois G.
Le groupe G est la limite projective des groupes de Galois G(K'/K'), pour K' parcou—
rant I’ensemble des extensions galoisiennes finies de K contenues dans L. Les groupes
Gal(K'/K)(x) sont bien définis et cette filtration est compatible avec le systeme pro-
jectif (voir [35]).

On peut donc définir sur ¢ la filtration de ramification en numérotation supérieure
en posant pour tout réel x > —1 :

G(z) = limGal(K'|K)(z).
F
Il est clair que les G(x) sont des sous-groupes fermés et distingués de G et que pour
x>y >—1,0onaG(z) C Gy).

Définition 1.2.1 On dit que Uextension L/K est A.P.F. si pour tout x > —1, le
groupe G(x) est ouvert dans G.

Remarque : Les G(x) étant fermés dans (G, 'extension L/ K est A.P.F. si et seulement

si les G(x) sont d’indice fini dans G.

Définition 1.2.2 On appelle nombre supérieur de ramification de 'extension L/K,
tout réel x > 0 tel que G(x + €) # G(x) pour tout € > 0.
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I est montré dans [35] que I'ensemble de ces nombres est dénombrable.
Les nombres supérieurs de ramification du groupe G sont notés (b,,(G)),>o-

Définition 1.2.3 On appelle nombres inférieurs de ramification les nombres i,(G)
définis par
1n(G) = Y6 (ba(G)).

o

Pour tout entier i > —1, on pose K[i] = Kl Sil'on note (i,), la suite (i,(G)),, il
est clair que 'on a :

K = K[-1] C K][0],

K1) = ... = KTig),

Klip_1 +1] = ... = K[i,]
Le corps K[0] (resp. K[1]) est la plus grande extension non (resp. modérément) ramifiée
de K contenue dans L.
On a Gal(K[i]/K[t = 1])[i — 1] = Gal(K[i]/ K[t — 1]) et U Ki] = L.

1EN

Définition 1.2.4 La suile (K[i]);>_1 est appelée la tour des sous-extensions élémen—
taires de Uextension LK.

1.2.2 Construction du corps Xy (L)

Pour plus de détails, on pourra consulter [35] et [36].

Pour tout réel x, on désigne par {x} (resp. [z]) le plus petit entier supérieur ou égal a
x (resp. la partie entiere de x, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a ).
D’autre part, pour toute extension M finie d'un corps N, on désigne par Ny n la
norme relativement a M et N.

On a:

Lemme 1.2.1 (Wintenberger [35])
Soit N un corps local et soit M une extension galoisienne de N, de groupe de Galois G,

— 1)
telle qu’il existe un entier i > 0, avec G[i] = G, G[i]y = {id}. Posons r = {(p )Z}
p
Alors
1) Pour tous a,b € Ay, on a Nyyn(a+0) = Nyyn(a) + Nyyn(b) (mod Py),

2) Pour tout a € Ay, il existe a € Ay tel que Nyyn(a) = a (mod Py).

Définition de anneau Ay (L) :

Soit K un corps local et soit L une extension infinie galoisienne et A.P.F. de K
de groupe de Galois (. Soit (K[i]);>_; la tour des sous-extensions élémentaires de

’ . - . . . (p - 1)Z .
Iextension L/ K. Posons pour tout ¢ > 1: r; = , puis
p

{ Ak = Ald], Prpy = P[]
Nitipnyrp = Ni, Ali] = Al]/ P[i]™.
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[1 résulte facilement du lemme précédent que la composée de la norme N; : Ali+ 1] —
Ali], avec la projection canonique Afi] — A[i], est un homomorphisme d’anneaux, qui
est surjectif et dont le noyau contient P[i]"*+!; il définit donc, par passage au quotient,

un homomorphisme surjectif

N Al + 1] — A[i].

Définition 1.2.5 On définit l'anneau Ag (L) comme étant la limite projective des Ali],
pour i € N*, les fleches de transition étant les N;: Ali + 1] — Ali].

Remarque : Soit (r}),5; une suite d’entiers vérifiant les trois propriétés suivantes :

a) elle est croissante,

— 1)
b) pour tout i > 1, on a : rggri:{u}
p

c) ona lim r; = 4oo.
1—+400
Il est facile de voir [35] que I'on peut définir de maniere analogue un anneau A% (L)

a partir de la suite (r});51. De plus on vérifie sans peine que les anneaux Ag (L) et
% (L) sont canoniquement isomorphes.

Structure de Panneau A (L)

Soit a un élément non nul de Ag(L). Si a provient d’une suite (a;);>1, avec a; € Af1],
la suite (vgpj(a;)) est stationnaire et sa limite ne dépend pas du choix des a,. Posons
alors :

v(a) = Zl:_flfloo UK[Z'](GZ') pour a # 0
U(O) = +o00.

Puisque 'extension L/K[0] est totalement ramifiée, on peut identifier le corps résiduel
kr, de L et les corps résiduels kgpy des corps K[i], pour ¢ > 0. Soit o un élément de
kxp)- Notons oy = fxpj(a) le représentant multiplicatif de o dans KT1].

Pour tout ¢ > 1, le degré de I'extension K[i]/K[1] est une puissance de p. Puisque
kg est parfait, il en résulte qu’il existe un élément o; et un seul de kgp tel que :

MESOENDI

: :al.

Il est clair que, pour tout ¢ > 1 :
Ni(aip) = a;.

Il en résulte que la suite (a;);»; définit un élément de A (L); on le note fr/x(c).
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Proposition 1.2.2 (Wintenberger [35])

Soit K un corps local et soit L une extension galoisienne infinie et A.P.F. de K.
Alors Uapplication v munit Ag (L) d’une structure d’anneau de valuation discréte pour
laquelle il est complet. On a :

v(Ag(L)) = NU {+00}.

La caractéristique de A (L) est p. L'application [y est un isomorphisme du corps
résiduel ky, de L sur le corps résiduel de Ap(L).

Définition 1.2.6 [35] On définit le corps X (L) comme étant le corps des fractions
de Uanneau Ay (L). Le corps Xy (L) s’appelle le corps de normes de Uextension A.P.F.
L/K.

Le corps Xy (L) est un corps local de caractéristique p et pour tout a € Ag (L), on a
UXI\"(L)(Q) = v(a).
1.3 Généralités sur les automates

Nous aurons besoin, pour les interprétations ultérieures, de la notion d’automate fini.
Cette partie a pour but de donner les définitions de base concernant les automates
ainsi que leur lien avec le probleme de 1’algébricité des séries.

1.3.1 Définitions

Soit A un ensemble d’éléments distincts deux a deux.

Définition 1.3.1 On appelle mot sur A la donnée d’une suite finie
U=a,0, 1...01
a valeurs dans A :

Définition 1.3.2 On appelle longueur du mot uw son nombre de caractéres. On la note
|u|. L’ensemble des mots sur A de longueur n est représenté par A”.

Définition 1.3.3 On note A" = U A" Densemble des mots de longueur finie sur A.
n>0

On définit sur A* Uopération de concaténation de la maniére suivante :

Soient my, mqy € A*. Si Uon pose my = a,q,_y...cy €t my = oal,_;...a}y, alors le mol

mymy est le mot a,a,_q...oqalal_ ..o € A%,

Définition 1.3.4 On appelle langage sur A tout sous-ensemble L de A*.

Plusieurs opérations peuvent étre définies sur les langages :
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e Réunion ensembliste : £, JLs;
o Intersection : £ Ly;

e Produit de concaténation : L£,.L, = {u = mym, avec my € L, et my € L5}. On

définit alors L" = L.L...L;
(binghdia”

n fois

e Opération * : L™ = U L.
n=0

Définition 1.3.5 Un langage L est dit régulier s’il est obtenu a partir d’un langage
fint par un nombre fini d’opérations | J, ), ., *.

Définition 1.3.6 On appelle “automate” (fini) un “systéme” recevant un signal d’en—
trée, émettant un signal de sortie et possédant un nombre fini d’états (voir la modélisa—
tion mathématique ci-dessous pour une définition de la notion d’état).

Signal | Bloc possédant un Signal

d’entrée |nombre fini d’états| de sortie

Modélisation mathématique d’un automate : Il s’agit de la donnée de :

e () : ensemble fini des états;

o ¢y € () : état initial;

Y : alphabet fini (d’entrée);

' : alphabet fini (de sortie);
o T': () x ¥ — (@ : fonction de transition;
e 5: @ — I': signal de sortie.

Remarque : On peut interpréter 'application T : ) x ¥ — ) comme étant un
ensemble d’applications Ty, Ty,....7%_; :

Q — @
q = Tilq)=T(q,a)

ou X ={ag,ay,...,a,_1}.
On représente 'automate par A = A(Q, ¢o, X, 1, T, 5).

Définition 1.3.7 Si Card(X) =k, on dit que A est un k-automate.
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Remarque : T se prolonge naturellement de ¥ a ¥* par T'(q, uyuy) = T(T(q, uy), uy).
La notion de langage reconnaissable par un automate peut étre introduite lorsque 1’on
définit parmi les états de ce dernier un certain nombres d’états terminaux :

Définition 1.3.8 Le mot u = u,u,_;...u; est dit reconnaissable si T'(qo,u) est un état
terminal.

Définition 1.3.9 Soit F(A) l'ensemble des €tats terminaux de A. On définit alors le
comportement |A| de Uautomate A par :

Al = {u € X7|T(qo,u) € F(A)}.

Proposition 1.3.1 Un langage L est régulier si et seulement s’il existe un automate

A tel que L = |A].

Exemple : Automate reconnaissant les mots binaires commencant et finissant par la
meéme lettre :

Entrée

Sortie Sortie

Si lors de la lecture du dernier caractere 'automate A est en 1’état ¢, ou ¢4, c’est que
le mot en entrée appartient a |A].

1.3.2 L’algébricité des séries d’un point de vue “automatique”

Une particularité des automates (finis) est qu’il permettent “d’engendrer” les coeffi-
cients d’une série de [, [[1]] lorsque celle-ci est algébrique sur le corps F, (7).

Nous rappelons rapidement le résultat principal. Pour plus de précision, on peut con-
sulter les travaux de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy dans [10] ou encore

d’Allouche dans [1].

Définition 1.3.10 Soit v un nombre entier. On appelle v-noyau d’une suite a =
(@n)n>0 @ coefficients dans un alphabet fini 'ensemble

Ny(a)={n— a6 >0;0 <7 < ’yk —1}.
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Définition 1.3.11 Une suite (u,),en est dite engendrée par un vy-automate (ou ~-
automatique) si lorsqu’on éerit n = ng + nyy + nyy* + ... + ny avee 0 < n; <y —1

pour 0 <<l ona:u, =51, (T, (.(1.,(T,(q0)))..)))
Le résultat principal est :

Théoréme 1.3.1 (Christol [9]), voir aussi [10] et [12]
Soit (u,),>0 une suite @ coefficients dans F,. Alors les assertions suivantes sont
cquivalentes :

(i) la suite (u,),>o est g-automatique,

(i1) la série Zuan est algébrique sur F,(X),

n>0
(iii) le cardinal de N,((u,),) est fini.

Remarque : L’assertion (i¢) n’est pas évoquée dans [12].

1.4 Un survol des résultats d’algébricité

Sharif et Woodcock [32] ainsi qu'Harase [19] obtiennent la généralisation suivante du
théoreme 1.3.1, généralisation que 'on trouve, sous la forme qui suit, dans [3].

Théoreme 1.4.1 ([3], [32], [19])

Soit K un corps commutatif de caractéristique non nulle p, et soit K un corps par-
fait qui contient K (par exemple une cloture algébrique ou radicielle de K ). Soit
(a(ny,...,n,)) une suite a valeurs dans K, soit enfin s > 1 un entier et ¢ = p°. Les
quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La série formelle Z a(ny, oo, n ) X7 XD est algébrique sur K(Xq, ..., X,),

n; >0

(ii) 1l existe un K -espace vectoriel W de suites, de dimension finie sur K, qui conlient
la suite a et qui est stable par les applications

(b(nh tety nr)) = (bl/q(qnl + jlv ooy T, + .jr))v
pour 0 S jlv "'7.jr S q— 1;
(iii) L espace vectoriel engendré sur K par ensemble des suites
{(al/q (q 31 —I_.]lv sy g Ty —I_.]r))ak 2 OaO S Jis e Jr S q— 1}
est de dimension finie sur K,

(iv) 1l existe un entier ¢ > 1, une famille de matrices carrées a ¢ lignes et ¢ colonnes
{A 20 < Jiyensjr < q— 1}, et une suite (U(ny,...n,)) @ valeurs dans K tels que :

Jlsewesdr?
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o Si & est la premicre projection canonique de K sur K, on a oU)=a
e Y(j1,...,7,) €10,¢—1]",¥(ny,...,n,) e N, on a :
UG + rseees @+ 30)) = Ay Ul s my)

ott UM est le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont des racines

qiémes de celles de U.

Définition 1.4.1 Soit A un entier p-adique. On définit Uélévation de (1 +7T) a la
puissance X par

Y

o0

wrrp =y ()1 ezim
oi ( A > _AMA - 1)...(‘)\—n—|— 1) en;:.

Nous avons le théoreme ci-dessous dit entre autres a Robba dans [29] mais aussi a
Mendes France et van der Poorten dans [28], généralisé par Allouche, Mendes France
et van der Poorten dans [5] :

Théoreme 1.4.2 ([29], [28], [5])
Soit A € Z,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) xeQ,
(i1) La série (1 + 1) mod p est algébrique sur F,(T).
On obtient dans [5] la généralisation suivante :

Théoréme 1.4.3 (Allouche, Mendés France, van der Poorten, [5])
Soient A\, Ay,..., A\, des entiers p-adiques. Nous avons les €quivalences :

(1) Les entiers p-adiques 1, Ay, Ay,..., A, sont Z-linéairement indépendants,

11 es series formelles -+ 1 -+ 2. -+ " reduites modulo sont
(i) Les séries formelles (1+ )M, (1 4+ T)%,..., (1 + T)™ réduites modulo p

algébriquement indépendantes sur F,(1T').

Définition 1.4.2 Soit K un corps et soient u = (u,), et v = (v,), deux suiles a
coefficients dans K. On définit le produit de Hadamard w = ux*v des suites u et v par

w,, = u,v, pourn € N.

+oo +oo
De méme, on définit le produit de Hadamard des séries U = Z u, " etV = Z v, T"
par n=0 n=0
+ oo
UxV = Z u,v, 1",
n=0

Théoréme 1.4.4 (Deligne [14], voir aussi [15] et [3])

Soient deux séries formelles a coefficients dans un corps de caractéristique strictement
positive, et a un nombre fini de vartables X,,...,X,,. St ces deux séries sont algébriques
sur K(Xy,...,X,,), alors il en est de méme de leur produit de Hadamard.
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1.5 Résultats préliminaires sur les séries

1.5.1 Définition

Soient A" un corps commutatif et T" une variable formelle sur K.

Définition 1.5.1 On dit qu’une série o(T) € K[[T]] est algébrique sur K(T') s’ existe
P(X) e K(T)[X] non trivial tel que P(a(T)) = 0.

1.5.2 Propriétés d’algébricité

Proposition 1.5.1 Soit une série ao(T) € K[[T]]. On suppose que o(T') est réversible.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La série o(T) est algébrique sur K(T'),

(i1) La série a™Y(T') est algébrique sur K(T).

Preuve : Supposons que «o(T') soit algébrique sur K (7). Cela signifie que a(T') est
racine d’un polynéome non nul & coefficients dans K(7'). En d’autres termes, il existe

F(X,Y) e KX, Y\K tel que
fla(T), T)=0 avec degy f(X,Y) > 1.

Or, (a(T),T) peut s’écrire
(a(T1),T) = (0,a7(9)).

Ainsi, le point (0, a7*(0)) est sur la courbe f(X,Y) = 0. De plus, il est clair que (= «)
est une variable formelle sur K car c’est une série en 1" d’ordre 1. En particulier,
a(T) est transcentante sur K. Pour conclure que o '(T) est algébrique sur K(T),
on remarque que c’est équivalent & montrer que a~*(f) est algébrique sur K (#). Cela
revient a s’assurer que degy f(X,Y) > 1. Or, si 'on avait le contraire, le polynome
F(X,Y) appartiendrait a K[X]\ K et dans ce cas, a(T') serait algébrique sur K, ce qui
est impossible.

Par symétrie, on obtient I’équivalence.

Lemme 1.5.1 Soient o(T) et G(T) deux séries de K[[T]]. On suppose que la série
a(T) est algébrique sur K(T) avec Ordyp(a) > 1 et que la série B(T) est réversible.

Alors si la série (a o B)(T) est algébrique sur K(T), la série 3(T) est algébrique sur
K(T).

Preuve : La série 3(T') étant réversible, elle est d’ordre 1 en T" et “définit” ainsi une
variable formelle sur KA.

[algébricité de a0 B(T) sur K(T') implique I'existence d’un polynéome f(X,Y) €
K[X,Y\K tel que

flaop, T)=0avec degy f(X,Y) > 1.
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Or, le point (a0 3,T) peut s’écrire

(a(0),57(0))

avec § = (3. Montrons que degy f(X,Y) > 1. En effet, si ce n’était pas le cas, cela
voudrait dire que a(f) est algébrique sur K, ce qui est impossible puisque Ordy(a(9)) >
1.

Ainsi, 371(0) est algébrique sur K (a(f)), que I'on peut écrire

“B7HT) est algébrique sur K (a(T))”.
La série 371(T') est donc algébrique sur K (T,a(T)). Comme a(T) est algébrique sur

K(T), on obtient que 37(T') est algébrique sur K (7).
K(T,a,57")
algébrique

K(T, )

algébrique

K(T)
On conclut a 'algébricité de B(T') sur K(T') en utilisant la prosposition précédente.

Lemme 1.5.2 Soient o(T) € K[[T]] et 5(T) € TKI[[T]] (8 # 0). Supposons que les
séries (aoB)(T) et B(T) sont algébriques sur K(T). Alors la série a(T') est algébrique
sur K(T).

Preuve : Remarquons que 3(7') étant une série d’ordre supérieur ou égal a 1, elle se
comporte comme une variable formelle sur K. De plus, elle est algébrique sur K(T').
Donc il existe un polynome f(X,Y) € K[X,Y]\K tel que

F(B.T) =0 et degy f(X,Y) > 1.

Montrons que T est algébrique sur K () :

On a degy f(X,Y) > 1 car sinon cela signifierait que F(7') est algébrique sur K.
On en déduit bien I’algébricité de T' sur K(). Ainsi, 'extension K(T,3)/K(3) est
algébrique.

K(T, )

algébrique algébrique

K(B) K(T)
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De plus, la série avo B(T') étant algébrique sur K (7)), elle 'est a fortiori sur K(7,3). 1l
vient alors que avo 3 est algébrique sur K(3), que 'on peut écrire “a(f3) est algébrique
sur K ()" ou encore

“a(T) est algébrique sur K(T)”.

Remarque : Un autre moyen de voir les choses est de raisonner a 'aide des degrés
de transcendance :
Soit 3 = B(T) € K[[T]]. Le degré de transcendance de K(T,3)/K est 1 ou 2; si (3 est
algébrique sur K(T'), c’est 1 et le degré de transcendance de K (T, 3)/K(3) est 0 ou 1.
Si c’est 1 alors le degré de transcendance de K(3)/K est 0, c’est-a-dire (3 est algébrique
sur K (ce qui ne peut se produire que si 3(7') est réduit a son terme constant). Le
degré de transcendance de K(T,3)/K () est donc 0 et T est algébrique sur K ().
Maintenant si o o B(T') est algébrique sur K(T'), le degré de transcendance de
K(T,B,003)/K(T,[3) est 0, donc le degré de transcendance de K(T, 3,0 3)/K(3)
est 0. Autrement dit, a o 3 est algébrique sur K () et par transport de structure
(B—=T), a(T) est algébrique sur K(T).

Lemme 1.5.3 Soient o(T') et B(T) deux séries de K[[T]] algébriques sur K(T'). On
suppose que B(T) € TK[[T]] et est non nulle. Alors la composée (a0 B)(T') est une
série algébrique sur K(T).

Preuve : [l est clair que § = 3(T) est un élément transcendant sur K et qu’il peut étre
interprété comme étant une variable formelle sur K (car Ordr(8) > 1). L’algébricité
de a(T) sur K(T') peut alors s’écrire :

“a(f) est algébrique sur K(3).”

La série 5(T) étant algébrique sur K(T'), 'extension K(3,T)/K(T) est algébrique.
Or, o 0 3 est algébrique sur K () donc sur K(3,T) et, par transitivité, sur K(7T').

K(T,5,a0p)

algébrique

K(T, )

algébrique

K(T)
Proposition 1.5.2 Soient o(T), B(T) et v(T') trois séries de K[[T]] telles que
ao (1) = ory(T).

On suppose que B(T') est algébrique sur K(T), appartient a TK[[T]] et est non nulle.
Alors si o et v sont réversibles, les assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) a(T) est algébrique sur K(T),
(i1) (T est algébrique sur K(T).

Preuve : Supposons a(T) algébrique. Par le lemme 1.5.3, a0 B(T') est algébrique.
On en déduit que B o~ (T) est algébrique. Le lemme 1.5.1 implique alors que y(7T') est
algébrique.

Supposons maintenant que y(7') est algébrique. Par le lemme 1.5.3, 5o ~(T) est
algébrique. On en déduit que o o B(T') est algébrique. Le lemme 1.5.2 permet de
conclure & 'algébricité de a(T).

Proposition 1.5.3 Soient oT) et B(T') deux séries réversibles de K[[T]]. On a les
résultats suivants :

(1) Siles séries a(T') et B(T) sont algébriques sur K(T'), la composée oo B(T') lest

aussi,

(i1) Si o(T) est algébrique et B(T) transcendante, la composée ovo B(T') est transcen—
dante,

(ii1) Si a(T) est transcendante et G(T) algebrique, la composée ao B(T') est transcen—
dante.

Preuve :
(1) Cette assertion est établie par le lemme 1.5.3.
(ii) Cette assertion est la contraposée du lemme 1.5.1.

(ii1) Il s’agit de la contraposéee du lemme 1.5.2.






Chapitre 2

Automorphismes de corps locaux et
p-automates

2.1 Algorithme de Lubin-Tate et p-automates

2.1.1 Le groupe multiplicatif sur Z,

On pose A = Z,, K = Q, et m = p. Le groupe des éléments inversibles de Z,, est
noté U,. Soit f(1') = (14+ 1) —1 € F,. Par la proposition 1.1.1, il existe un unique
groupe formel F; sur Z, (de Lubin-Tate) admettant f(7') pour endomorphisme. On a
Fr(X,Y)=X+4+Y 4+ XY. On appelle ce groupe formel le groupe multiplicatif.

Les endomorphismes [a];;(T') ont alors une forme explicite :
[alp(T) = (L+T)" = 1 € Z,[[T]]
et le théoreme 1.4.2 peut s’écrire, en termes d’endomorphismes de groupes formels :

Théoreme 2.1.1 Soit a € Z,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) e« €Q,

(i1) La série [a], (T') est algébrique sur F,(T).

Nous allons voir maintenant que s’il existe des groupes formels de Lubin-Tate iso-
morphes sur Z, au groupe multiplicatif par un isomorphisme dont la réduction modulo
p est algébrique sur F,(T'), alors I’équivalence du théoreme précédent est également
vérifiée pour ces derniers.

2.1.2 Groupes de Lubin-Tate particuliers

Proposition 2.1.1 Soient f(T)=(1+T)? -1 € F,, g(T) € F, et soit F,(X,Y) le
groupe formel de Lubin-Tate sur Z, admettant g(1') pour endomorphisme. Supposons

qu’il existe uw € U, (N Q tel que [u], (T') soit algébrique sur F,(T). Alors :

27
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1) Pour tout v € Z,(Q, [v];,(T) et [v],,(T) sont algébriques sur F,(T'),

2) Soit v € Z,, alors v € Q si et seulement si [v], (T') est algébrique sur F,(T').

Preuve : 1) Siu € U, Q alors par le théoreme 2.1.1, la série [u] (1) est algébrique
sur F,(T). Or on peut écrire que

e~ e

Donc mgf(T) = [u™t],; o [u];,(T) est algébrique en tant que composée de deux séries

algébriques (proposition 1.5.3). Soit v € U,(1Q. Alors mff(T) = [v];, o [1],,(T) est

algébrique. On en déduit que [v], (T') est algébrique.
Comme v* € U, (N Q, la série [v?], (T) = [v],, o [v] ((T) est algébrique et on obtient
alors Ialgébricité de mgf(T).

2) Onav e Q& [v],,(T)algébrique. Or [v] (1) =[1] 0[v]; 0[], (T) avec [1] ,(T)

et [1];,(T') algébriques, d’ott la conclusion.

Avant de pouvoir s’assurer qu’il existe effectivement de tels groupes formels, nous
aurons besoin d’une proposition qui est une conséquence du Lemme de I"Equation
Fonctionnelle. La partie suivante est un énoncé de ce lemme.

2.1.3 L’Equation Fonctionnelle

Nous allons voir dans cette partie une méthode générale de construction de groupes
formels décrite avec plus de détails dans [21].

Ingrédients et construction

Soient A" un anneau quelconque et A un sous-anneau de K, soient o un homomorphisme
d’anneaux K — K, I, un idéal de A, p un nombre premier, ¢ une puissance de p et
S1, Sg,... des éléments de K. On suppose que les conditions suivantes sont réalisées :

o(A) C A,

o(a)=a? (mod I4) pour tout a € A,
p € Ia,

s; 14 = {Sib,be [A} C A, 1= 1,2, ...

Remarquons que la congruence o(a) = a? (mod I4) pour tout a € I, implique que
o(A) C A et que o(l4) C I4. De plus, on suppose que 'on a

Iibcly= I4o(b)C 1y
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pour tout r € N et tout b € K. Cette propriété est satisfaite si, par exemple, [, est
principal, I, = (¢), avec ¢ € A tel que o(¢) = uc pour u € A.

C’est le cas en particulier si K est un corps local de corps résiduel £ fini de ca-
ractéristique p, d’anneau des entiers A, avec ¢ = p, [, idéal maximalde A, o : K — K

le Frobenius de K (c’est-a-dire I'unique endomorphisme de K tel que o(a) = a”
(mod I4) pour tout a € A), et s; € 7' A ot 7 est une uniformisante de A.
Soit maintenant la série

+o0
g(X) =) bX' e AlX]]

Nous construisons la série f,(X) définie par 1’équation fonctionnelle

£(X) =g(X) + fspf « (X, (2.1)

=1

ol o * f,(X) est la série obtenue en appliquant I’endomorphisme o' aux coefficients

de f,(X).
La série f,(X) dépend évidemment de g(X), o, g, sy, Sq,...Notons qu’en fait, ’équation
2.1 définit une récurrence sur les coefficients de f,(X).
+ oo
Posons f,(X) = Z d;X". Les d, sont alors déterminés de la maniere suivante :
=1
écrivons n = ¢"m avec (m,q) =1. On a :

d, =0, + 51U(dn/q) + ...+ S,,O'r(dn/qr).
Remarque : Si g ne divise pas n, on a d,, = b,,.

Le Lemme de I’Equation Fonctionnelle

Lemme 2.1.1 [21] Soient A, K, o, I4, p, q, s1, Sq,... comme dans le paragraphe
précédent et soient

g(X)=> bX'
=1
et

9(X) = Z b X'
=1

deuz séries a coefficients dans A. On suppose que by est inversible dans A. Nous avons
les résultats suivants :

a) La série Fy(X,Y) = [71(f,(X)+ [,(Y)) est a coefficients dans A,

b) La série f7'(fz(X)) est @ coefficients dans A,
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+oo
c) Si h(X) = chXn est une série a coefficients dans A, alors il exviste une série
R oo n=1
h(X) = ZEan avec ¢, € A pour n =1,2,... telle que f,(h(X)) = f(X),
n=1

d) Sia(X) e A[[X]], B(X) € K[[X]] et sir € N*, alors on a :

a(X) = (X)) (mod LA[[X]]) = fy(a(X)) = [,(B(X))  (mod FHA[[X]]).

Preuve : Voir annexe B.

Si f,(X) et f7(X) sont deux séries formelles obtenues par ’équation fonctionnelle 2.1
initialisée avec les mémes données sauf éventuellement la série g(X) # g(X), alors nous
dirons que f,(X) et f7(X) satisfont le méme type d’équation fonctionnelle.

Les parties b) et ¢) du lemme nous permettent d’affirmer que si f(X) et f(X) satisfont
I’équation fonctionnelle avec f(X) = f(X) = X (mod deg2), alors les groupes formels

F(X,Y)=fYFX)+ f(Y) et F(X,Y) = fL(f(X)+ f(Y)) sont isomorphes sur A

si et seulement si f(X) et f(X) satisfont une équation fonctionnelle du méme type.

Proposition 2.1.2 Soit A Uanneau des entiers d’un corps local K de corps résiduel
k fini de cardinal gq. On note m une uniformisante de A.

Alors les groupes de Lubin-Tate F.(X,Y) sur A obtenus pour e(T) € F, sont les
groupes formels obtenus par le lemme de Uéquation fonctionnelle avec les données A,
K, q Iy =(n),0=1id, sy = 77" 85 =53 =..=0 ¢t g(X) € A[X]] vérifiant
9(X) =X (mod deg2).

La correspondance est donnée par

9(X) = [ f,(X)) € e

Preuve : Sil'on applique le lemme de 1’équation fonctionnelle 2.1.1 avec les données
ci-dessus, on obtient pour solution la série f(X) vérifiant

J(X) = X+ f(x). (22)

Solent
F(X,Y) = [T (f(X) + f(Y))
et
[7]p(X) = f7H (7 f(X)).

En multipliant 2.2, on fait apparaitre que 7 f(X) vérifie I’équation fonctionnelle

Tf(X)=nX+ %T{'f(Xq).
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Ainsi les parties a) et b) du lemme de I’équation fonctionnelle impliquent que F/(X,Y)
et [7]p(X) sont a coefficients dans A et F(X,Y) devient un groupe formel sur A
admettant [7](X) pour endomorphisme.

On va maintenant s’assurer que ce groupe formel est de Lubin-Tate.
Montrons que

[7]p(X) = X? (mod ). (2.3)

On peut facilement voir que cette congruence est vraie modulo degré g+ 1 par définition
de [7]p(X). Le résultat s’établit par récurrence :
Supposons la congruence vérifiée modulo degré m avec m > gq.
Alors, modulo (7, degré m 4+ 1), nous avons :

J(l7]p(X)) (7] (X) + 77 (7] (X))
[7]r(X) + 77 (X7,

Tf(X) =X+ f(X)=aX + X1+ a1 f(XT),

Il vient ainsi : [7]p(X) = X? (mod m,degm + 1), d’ou la congruence 2.3.
Remarque : On peut également obtenir le résultat en utilisant la partie d) du lemme
de I’équation fonctionnelle.

La série [7]p(X) est donc un élément de F,. Par unicité des groupes formels de
Lubin-Tate, on en déduit que la série F'(X,Y) = F.(X,Y) est 'unique groupe formel
de Lubin-Tate sur A admettant e(X) = [7]#(X) pour endomorphisme.

Soit maintenant €(X) € F, et FH(X,Y) le groupe formel de Lubin-Tate sur A
admettant €(X) pour endomorphisme. Alors F-(X,Y) est isomorphe sur A a F.(X,Y).

Nous avons :
__1 J— J—

F(X,Y) = (J(X)+ f(Y))
FX) = ([ 2(X)).

Par le ¢) du lemme de I’équation fonctionnelle, la série f(X) vérifie une équation
fonctionnelle du méme type que f(X).

De plus, par la partie b) du lemme, deux séries vérifiant le méme type d’équation
fonctionnelle donnent deux groupes formels isomorphes sur A. Si a(X) € A[[X]] avec
a(X) = X (mod deg?2), nous avons modulo 7 :

o ([]p(a(X))) = a7 Ha(X)) = a7 (o X7)) = X7
et ainsi si F(X,Y) est isomorphe sur A a F'(X,Y), alors
7] X) = [7]rp(X) = X7 (mod 7).

Remarque : La série g(X) étant unitaire, la série f,(X) est le logarithme de F,.
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2.1.4 Le logarithme des groupes formels de Lubin-Tate

Soit F'(X,Y) un groupe formel de Lubin-Tate sur Z,. Nous avons vu qu’il existe une
unique série Ap(T') € Q,[[T1]] telle que

o F(X,Y)=2"Op(X) + Ap(Y)) et
e \po(T)=T (mod deg?2)

appelée logarithme de F'. Avec les notations des endomorphismes de groupes formels,
on peut également écrire que Ap(71') est 'unique série de Q,[[T']] vérifiant :

o [(T) = A7 (AR(T)) et

e \po(T)=T (mod deg?2).

Soit G, (X,Y) = X +Y + XY le groupe multiplicatif sur Z,. Alors on a :
Mg, (T) =log(14T).

Soient maintenant f € F, et ' = Iy le groupe formel de Lubin-Tate sur Z, admettant
f(T) pour endomorphisme.

Lemme 2.1.2 Le groupe formel G est isomorphe sur Z, a G, et un isomorphisme est
)‘c_;,ln 0 Ag(T) =exp(Aa(T)) — 1.

Preuve : On a

Gy = Gt = A, 0G0 NG

et
G, =G =)\goG ol
D’ou :
)‘GmOGmO)‘c_;,ln = Az oGolg!
et

)\E;}HO)\GOG:GmO)\(_;}nO)\G-

Proposition 2.1.3 Soit ¢(T) = T + Y bT' € Z,[[T]] et soit NT) € Q,[[T]] la
=2
solution de Uéquation fonctionnelle

1
MT)=¢9(T)+ ];)\(Tp).
Alors M(T') est le logarithme d’un groupe formel de Lubin-Tate sur Z,. Inversement, le

logarithme d’un groupe formel de Lubin-Tate sur Z,, est la solution d’une telle équation
fonctionnelle.
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Preuve : On prend A = Z , K =Q, et 7 = p dans la proposition 2.1.2.
+oo

Remarque : Si g(T Z bT' € Z,[[T]] avec by = 1, alors \(T') = Z a;T" € Q,[[T]]
=1

vérifie la relation de récurrence suivante :

a; = b; si p ne divise pas 1,

a; = b, + %ai/p si p divise 1.

400 Tpi 00 '
Proposition 2.1.4 Soit « = — et soit g(T) = b1" € Z,[ avec by = 1.
-y -3 1

Alors le groupe formel de Lubin-Tate sur Z, défini par g (au sens de la proposition
précédente) admet pour logarithme la série :

+oo
=1

Preuve : Soit A(T') le logarithme du groupe formel défini par g. Alors A(T') vérifie :

1
MT)=¢9(T)+ ];)\(Tp).
Calculons Z bioz(T — —)\ T?) Z ( — Ebmx(T”)). On a:
=1 =1
, ip Tiv?
bya(T") = b;T" + b; +bi— 4 ...
p p

puis
ip Tip2 TipS

1b (T°%) bt +b +b +
—0;,x = 0y T 5 T o
P P p?

1 .
D’ou ba(T") — —b «a(T%) = b,T". On en déduit Z (b (T — —bioz(TZp)> =g(T) et
p
=1
que A\(T) = Z ba(T
=1
+oo pi

T
Corollaire 2.1.1 Soit o(T) = Z — et soit g(T Zb T € 7 avec by = 1.
pZ

=0
Alors un isomorphisme sur Z, du groupe formel de Lubm Tate défini par g sur le

groupe multiplicatif G, est donne par la série :
+oo
T s exp(Aa(T)) = 1 = [] (exp(a(T%))" 1.
i=1
Preuve : C’est immédiat.
Ces propriétés serviront un peu plus loin a 1’établissement de résultats d’algébricité
sur I’exponentielle d’Artin-Hasse dont le paragraphe suivant rappelle la définition.
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2.1.5 Les séries d’Artin-Hasse

Soit ¢ = p’ et soit K le corps des fractions de I’anneau des vecteurs de Witt a coef-
ficients dans F,. On note A son anneau des entiers. Soit le groupe additif T'A[[T1]],
vu en tant que Z,module et soit le groupe multiplicatif 1 + T'A[[T]] vu en tant que
Z module multiplicatif.

On note A le Frobenius de I'extension K/Q, et on définit son action sur K[[T]] de la
maniere suivante :

Pour ¢(T') = Z a, T" € K[[T]], on pose :

r=0
+oo
Ap=0"=> alT".
r=0

Soit h(T') une série a coefficients dans 'anneau A.

(hpm . hAm)

pm

Lemme 2.1.3 Pour tout m > 1, la série est a coefficients dans A.

Preuve : 1l suffit de vérifier le lemme pour m = p” et dans ce cas la démonstration se
fait par récurrence sur r.

Définition 2.1.1 Soit (T) € 1 +TA[[T]]. On définit la fonction “logarithme d’Artin-
Hasse” | sur 1 + T A[[T]] comme suit :

p

1= (1= ) togte(r)

Lemme 2.1.4 La série [(€) est une série sans terme constant et a coefficients dans

A ¢ l(e) € TA[T]).

Preuve : Soit (1) =14 h(T) ot h(T) € T A[[T]]. Pour p impair on a

R N TN P°X
(o) = Y (-1) 17— =) (=1 17
=1 p =1

) hz o0 ) hpi . hAi
_ 1yl I B Y S
= (=)' =+ (-1) P

(i7p):1 =1

On conclut alors par le lemme précédent. Le cas p = 2 se vérifie de la méme maniere.

Notons que du lemme précédent et de 1’égalité

l(en) = l(e) + U(n),
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ou ¢, n € 1 +TA[[T]], on peut déduire que la fonction { définit un homomorphisme du

Z,module multiplicatif 1 + T'A[[T']] dans le Z,module additif T A[[T1]].
Remarque : La série [(1 + h(T')) est différente de la série composée [(1 + T') o h(T).

Définissons maintenant la fonction inverse de [, de T'A[[T]] dans 1 4+ T'A[[T]]. Pour ce
faire, on utilise la série de Safarevi¢ [30] :

E(T) =exp (Z 7;: ) .

1=0
De T’égalité
iy — 2
ET)= [ a-19" (2.4)
(i,p):l

(voir [30]), il apparait que la série E(T') est une série a coefficients dans A et de terme
constant égal a 1.
Posons maintenant pour ¢ € T A[[T]] :

E(3(T)) = exp ((1 + % + i—j + ) (¢(T))> .

I1 est clair que la fonction FE est multiplicative : si ¢ et ¢ sont 2 séries de T A[[T]],
alors nous avons :

E(¢+¢) = E(@)E(Y).

On appelle cette fonction la fonction exponentielle d’Artin-Hasse.

Lemme 2.1.5 L’évaluation de la fonction E en ®(T) est une série a coefficients dans

A et est de terme constant égal a 1 : E((T)) € 1 + TA[[T]].
Preuve : voir [33].

Lemme 2.1.6 Les fonctions [ et E sont inverses l'une de Uautre :

E(l(e)) = e(T), I(E()) = &(T).

Preuve : De la définition de F et [, il vient :

by e (122 ((1-2)toxe) =oxpose = 1),

(B(6)) = (1 - %) log E(¢) = (1 - %) log <exp (1 + % + ﬁ—; + ) (¢)>
(-2) (1424 2 -

Remarque : La série £(®(T')) est différente de la série composée E(T') o ®(T).
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2.1.6 Isomorphismes algébriques
Caractérisation

Théoréme 2.1.2 Soit v(1T') € T 4+ T?Z,[[T]]. Alors il existe un groupe formel de
Lubin-Tate sur Z, (qui est unique) admettant pour logarithme la série formelle

T — XT) =log(1 +~(T)).
Preuve : Soit (1T') € 14+7TZ,[[T]]. On a vu dans le paragraphe précédent que [(e(T')) =

(1 - %)log(e(T)). On en déduit que I(1 + (7)) = log(1 + ~(T)) — ]%log(l +y(T"))

(sur Z,, A est I'identité).
D’apres le lemme 2.1.4, [(14+~(T')) € Z,[[T]] et on vérifie aisément que {(14+~+(T)) =T
(mod T?). Ainsi il apparait que log(1 + (7)) vérifie ’équation fonctionnelle

MT) = g(T) + %A(T%

avec (1) =1(1+~(T)). On en déduit que log(1 4+ ~(T")) est le logarithme d’un groupe
formel de Lubin-Tate sur Z,.

Théoréme et interprétation p-automatique

Théoréme 2.1.3 Soit y(T) € T + T?Z,|[T]] telle que sa projection dans F,[[T]] soit
algébrique sur F,(T'), soit M(1') = log(1 + (1)) et soit u € Z,. Si U'on pose f(T) =

A pA(T)) € F,, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ueQ,

(i1) La série mff(T) est algébrique sur F,(1T').

Preuve : Par le lemme 2.1.2, la série exp(A(T')) — 1 = 4(T') est un isomorphisme sur
Z, entre le groupe multiplicatif et le groupe formel de logarithme A(7'). Comme v(T')
est de réduction modulo p algébrique sur F,(7'), en appliquant la proposition 2.1.1, on

obtient I’équivalence du théoreme.

Remarquons maintenant que I'on peut interpréter ce résultat en termes d’automates :

Pour tout élément f(T') € F, et toute unité p-adique u, on définit la suite (A,),>o

n—1

par : (on pose F, = Z A)
=0
AO = UT
F,(T))— F,(f(T
P - P

Les éléments A, (T') sont de la forme A, (T) = u,T"*" avec u, € Z, pour tout n € N.
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Théoréme 2.1.4 Soit v(T') € T+ 1°Z,[[T]] de projection dans F,[[T]] algébrique sur
F,(T), soit \(T') =log(1+~+(T)) et soit u € Z,. On pose f(T) = "(p\NT)) € F, et

on définit la suite (u,), comme ci-dessus.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) veQ,

(i) Il existe un p-automate (fini) engendrant la suite (u,), ou u, désigne la réduction
modulo p de u,, € Z,.

Un cas particulier

Soient p = 3 et f(T), g(T) € Fy définis par f(T)= (1+T)> -1 et g(T) = 3T +T°.
On prend K = Q3, A = Z5 et on pose

2T + 1717
Ty = —
n(T) T

= 2T+ ) (=1)T"™* e Zy[T]).

Lemme 2.1.7 On a p(T) € Hom(Fy, F,).

Preuve : D’apres la théorie de Lubin-Tate, pour tout u € Us et tous f(7T') et g(T') dans
F3, il existe un unique élément v(7T') € Hom(F, F,) vérifiant v(1') = T (mod deg?2)
et v(T) € Z3[[T]]. Il est caractérisé par :

{ v(T)=uT (mod deg?2),
vo f(T)=gov(T).

La premiere condition est vérifiée par u(T') pour u = 2.

De plus, o f(T)=(1+T)—(1+T)>=gou(T), dot la deuxieme condition.
Remarquons maintenant que le coefficient de T' dans ’expression de u(7T') étant inver—
sible dans Zs, la série u(7T') est réversible. Le calcul nous montre alors que

T -2+ (44 T%HY2

pH (1) = 5

(notons qu’il faut comprendre par cette écriture le développement en série de p~'(T)

en T =0).

(T) = ZaiTi avec oy = a et :

=1

Lemme 2.1.8 Pour tout a € A, on a [a],,

o = 0 st est pair et

_ a(a* —1)(a® = 3)(a* = 5)...(a* = (1 —=2)) . .
T A% 6x8x10 % ... x (2) st 1 est impair.




38 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates

Preuve : 1l suffit d’écrire

[a]gs(T) = pola]ssop(T)
B (T—I—(4—|—T2)1/2>a <T+(4_|_T2)1/2)—a
- 2 a 2

et d’en prendre le développement en série.
Remarque : d’apres la théorie des groupes formels de Lubin-Tate, la série obtenue
est bien a coefficients dans Zs.

Proposition 2.1.5 La série [al,,(T) est un polynome si et seulement si a est un entier

impair et dans ce cas, d°([a],,(T)) = a.

Preuve : C’est évident a partir de ’écriture de [a],,(T).

P

Proposition 2.1.6 Soit a € Zs. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) « €Q,
(i1) La série fc?]gg(T) est algébrique sur Fs(T).

Preuve : L’isomorphisme p(7") entre les groupes formels F; et F, est de réduction
modulo 3 appartenant a F5(7') et donc de maniere évidente algébrique sur F5(7'). On
conclut grace a la proposition 2.1.1.

Corollaire 2.1.2 Soit a(a) = (o;);>1 la suite du lemme 2.1.8. La réduction modulo 3
de oa) vérifie
a(a) est 3-automatique < a € Q.

Remarque : 1l est possible d’établir une récurrence sur les coefficients de [a],,(T) :

s
Définissons tout d’abord la suite (a}); par

ap = o
, , (a=2i+1)(a4+20-1)
oy = Gy

4(20)(2i + 1)

Si 'on écrit [a],, (1) = Z o;T", on a alors

=1

ap = a,

2
I

O‘zz’+1)/2 si ¢ est impair,
o; = 0 sl est pair.
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2.2 Corps de normes des extensions de Lubin-Tate

2.2.1 Notations et construction

Soit K un corps local de corps résiduel k£ fini de cardinal une puissance ¢ de p. On
note Ay 'anneau des entiers de K et Uy le groupe des éléments inversibles de Ay.
Enfin, 7 représente une uniformisante de Ay. On pose :

Fro=A{f(T) e A[[TNf(T)=7T (mod deg2), f(T)=T? (mod )}

et on définit le groupe F = {f(T) € k[[T]]|vr(f) = 1} muni de la loi de composition.
Pour u(T) € F, on définit I'application iy par ir((T)) = vp(u(T)T™" = 1). On a
ir((T) =n & u(T) =T + ap T + a, T2 + .

Soient f(T') € F, et I';(X,Y) 'unique groupe formel de Lubin-Tate sur Ay admettant
f(T) pour endomorphisme. Si K désigne une cloture algébrique de K, on pose

A ={) e K|Ord()) > 0 et f()) = 0}.

On pose Al = U AS, puis pour tout n € N, K, = K(Af). On note L = K(A{) et
neN

Lo, = K(AL). L’extension L., /K est abélienne et totalement ramifiée. L’application
de réciprocité ( , L.,/ K) induit un isomorphisme u — o, de U sur Gal(L../K). Pour
tout n > 0, désignons par UI(?) le groupe formé des u € Uk tels que vg(u — 1) > n.
Alors K, est le corps des points fixes de L., sous I'action de (UI(?), L../K). De plus,
I'isomorphisme entre Uy et Gal(L.,/K) est un isomorphisme de groupes filtrés. On en
déduit que L., /K est A.P.F.. Sil’on désigne par (K[i]);>_; sa tour des sous-extensions
élémentaires, on a : -

K[i] = Ksii=—-1oui=0,

= K,si¢g"'<i<q"—1.

Les nombres inférieurs de ramification de 'extension L., /K sont les ¢" —1, pour n > 0.
Posons pour tout n > 0 :

.« = ((p— 1)](361” - 1)>7

[} Zn - AI{n/PIZZ;

La norme Nk, . /K, induit, par passage au quotient, un homomorphisme surjectif N, :
Appr = Ay on a Ay (1) = liinAn. Notons 7, l'image de 7, dans A,,. Puisque
NI«'nH/Ix"n(Wn-I—l) = (—l)q_lwn, on a :

N (Fny1) = (=) 'm0,
Le calcul nous montre alors (voir [35]) que dans tous les cas (caractéristique quelconque

et p>2):
N, (Fpg1) = 7o

Il en résulte que la suite (7, ),>; définit un élément 7 de Ax, (7). Puisque les m, sont
des uniformisantes de K,,, T est une uniformisante de Xy (L.,).
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2.2.2 Action de Galois

L’application @ — [a];; est un homomorphisme injectif de Ay dans End(F}). La
théorie de Lubin-Tate donne explicitement o, pour tout u € Uy :

ou(mn) = [u™ ().

Si 'on note mff(T) la série obtenue en projetant les coefficients de [u];,(T") dans k,
nous avons la proposition :

Proposition 2.2.1 (Wintenberger [35])
Pour tout w € Uy, on a 0,(7) = [u—l]ff(%\).
Par la suite, nous adopterons les notations suivantes : La série [/u_\_T]ff(T) est la série

obtenue en projetant les coefficients de [u™'];¢(T) dans k. Lorsque cette derniére est
interprétée en tant qu’élément de Gal(L,,/K) via 'application de réciprocité d’Artin,
nous la notons o7, Enfin, la réduction modulo p de o/ est notée 77.
En résumé :

ol(T) = [u']s,(T),

51{(T) = [u_l]ff(T)'
Notons G = Gal(L.,/K). Alors si I’on représente par i, le groupe des racines n'“™M
de 1, G est isomorphe a pi,_y X Z;° si car(K) = p et a pi,_y x Z§ si car(K) = 0 ou p est
tel que ¢ = p”. Dans tous les cas, si 'on note T le sous-groupe de torsion de GG, on a
T >~ py—y. Soit d > 2 un diviseur de ¢ — 1. On définit T@ comme étant le sous-groupe
d’ordre d de 7. Alors il est clair que 7 est isomorphe & ;. Posons K9 = Lzo(d),
corps des points fixes de L. sous Paction de 7 (4.
Remarquons maintenant que I’extension ]&”g)/[&” est A.P.F. car [L : Kg)] =d < +0
avec L.,/K A.P.F.[36].
On introduit les notations suivantes :
Y, = Xg(Lo) et Xj(fd) = X]‘r([&”g)). On pose également X, = Xj(cq_l). L’extension
Yf/XJ(fd) est galoisienne et Gal(Yf/XJ(cd)) ~ Gal(Loo/Kg)) (36].
Par construction, Y; est isomorphe a F,((7')) et Xj(cd) a F,((0,)) ou 8, € F,[[T]]. Le

(d)

groupe F opere par substitution a droite sur Yy et X;”. Pour u € Uy, si o/ représente
l’automorphisme de Y; issu de u par l'application de réciprocité, 51{751 représente la
restriction de 57 a Xj(cd).

De maniere générale, toute série a(T') représentera la série o(T) € Ag|[[T]] dont les

coefficients ont été projetés dans le corps résiduel k = IF,.

2.2.3 Résultats préliminaires sur les restrictions

Proposition 2.2.2 Soit Y, =F,((T)). Alors :

X0 =, (N, (1))
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Preuve : Montrons tout d’abord que F, <<Nyf/X(d)(T)>> - Xj(cd). Pour simplifier les
s

notations, on pose N(T) =N, w@(T). Soit @ € I, <<N(T)>> on a :

vy /x¢ q
+o0 N
o= Z a; N(T)'

Soit ¢ un générateur de p, , et soit o € Gal(Yf/XJ(fd)). D’apres I'application de
réciprocité d’Artin, on peut écrire qu’il existe k& € {0,...,d — 1} tel que

N

F(T) = [M7], (T).

Calculons 'action de & sur o :

oxa = aoo(l)= —l_f:o a; <N05(T)>i

i=—n

Remarquons maintenant que

=0
On en déduit que
o d=1  — d—1 ———
No [5k7]ff(T) = [5(2+k)7]ff(T) - H WT]ff(T)
=0 1=0

(car §4Tm = §%7 (n mod d) ) On obtient donc ¢ x o = a et F, << ¥ /x4 >> C X(d).
De plus, vp(N(T')) = d. Donc [F,((T)) : Fq((N(T)))]vT(T) = d. On en déduit que

[F,((T)) : F,((N(T)))] = d et que F, <<Nyf /X;d)(T)» — x),

Proposition 2.2.3 Soit AY(T) = Nyf/X(d) (G(T)) pour u € Ug. Alors :
s

AP o GU(T) =540 AP(T).
Preuve : Soit ¢ un générateur de p,_;. Par définition :

N - N

A(r) =TT (10557, +aler) ) = [T0,1)
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De plus,
)~ B o ,
AP estry = (TE1m)ealr)
L —_ <)
= [[0 (67T 1], (T) = AY(T)
Or Ny o (71(1)) € F,[[AY(T)]]. Donc il existe 4(T') € F,[[T]] telle que

A oG{(T) = 5o AY(T).

On peut ensuite écrire que ﬁ(ld) oci(T) =5 = ﬁ(ld)(T). Il s’agit donc de I'action de

I'automorphisme &/ de Y; sur I'uniformisante A(ld)(T) de Xj(cd). Ainsi la série v(T')
(d) (d)

correspond a l'automorphisme de X ;" défini par la restriction de A X3

Proposition 2.2.4 Supposons que la série N.

Yf/X}(cd)(T) soit algébrique sur F,(T'). Les

assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La série 1(T) est algébrique sur F,(T),

(ii) La série 57 (T) est algébrique sur F,(T).

U,

Preuve : On est ici dans le contexte de la proposition 1.5.2 avec o(T) = ajjd(T),

B(T) = A(T) et 4(T) = &L(T).

2.3 Polynomes de Bell, polynémes de Chebyshev

Il s’avere que les polynémes de Bell et les polynémes de Chebyshev apparaissent dans
le calcul des restrictions d’automorphismes a des sous-corps induisant un groupe de

Galois isomorphe & un sous groupe du groupe des racines (p — 1)'*™ de 1. Nous
voyons dans ce paragraphe les définitions et caractéristiques de base concernant ces
polynémes.

2.3.1 Polynomes de Bell

Définition 2.3.1 Les polynomes de Bell [13] (exponentiels) partiels sont les polynomes
B.x = By, 22, ..., x,_py1) de la suite infinie dindéterminées xy, x4, ... définis par
le développement en série double formelle :

Lo o Bn,k n
O(T,u) = exp (uZmT ): Z - T™u*

m>1

= 14+ Z (%;ukBmk(xl,xz,...)) .
=1

n>1
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Proposition 2.3.1 [13] Pour tout entier k, on a :

k
1 S Bn, ”
H(Z%T ) => 5T

m>1 n>k

Proposition 2.3.2 [13] Les polynomes de Bell sont a coefficients entiers, homogénes
de degré k, de poids n et ont pour expression evacte :

n!

la sommation ayant lieu sur tous les entiers ¢q, ¢y, ¢3,... > 0, tels que :

¢ +2cs+3cs+...=n
Cl—I‘CQ—I‘C:))—I‘...:k.

n—1
Relation de récurrence : kB, ; = Z ( " ) X, 1B 1.

l ?
=k—-1

2.3.2 Polynomes de Chebyshev

Définition 2.3.2 Pour tout n € N, on appelle polynomes de Chebyshev les polynomes
P.(T) € Z[T)] définis par la relation de récurrence :
Po(T) = 0} Pl(T) = T et

P (T) =2TP,(T) — P, (T).

Proposition 2.3.3 Les polynomes P,(T) vérifient pour n € N :

P,(T) = cosh(n arg cosh(T)).

Définition 2.3.3 Soit A € U,. On étend la définition des polynomes de Chebyshev a
U, en posant

S\(T') = cosh(Xarg cosh(T)) € Z,[[11]].

On appellera cette série “série de Chebyshev”.

Remarque : L’expression de S,(7T') sous forme de série est bien entendue issue du
développement en série en T' = 0. Nous ne justifierons pas ici le fait que les coefficients
sont bien dans Z,. Cependant, on pourra s’en assurer un peu plus loin en remarquant
que l'expression des S\ (T') est “pratiquement” celle des endomorphismes d’un groupe
formel sur Z,.
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2.4 Automorphismes algébriques avec car(K) =0

2.4.1 Notations

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Soit le corps local K = Q, de
caractéristique 0 muni de sa valuation p-adique. On prend 7 =p, A =Z,et U = U,
muni de sa filtration : U™ =1 4 p" 4, pour tout n € N.

On pose

= /(1) e Z[[TNAT) = pT  (mod deg2), f(T)=T" (mod p)}

et on définit le groupe F = {f(I) € F,[[T]]|vg(f) = 1} muni de la loi de composition.
(d

Pour f(T') € F,, on définit L, L., G, d, T, T, &”oo), Yy, X( ) , o) et 51{751 comme aux
paragraphes 2. 2 1 et 2.2.2.
Ona G, XLy T i, q et T~y

Yf = XK(LOO)

T Drpy

LHd X4 = X (k)

2.4.2 Groupe formel des restrictions

Il se trouve que les restrictions 5fd peuvent étre interprétées comme étant elles aussi

les réductions modulo p d’endomorphismes o w.a de groupes formels sur Z, (qui quant
a eux ne sont pas de Lubin-Tate).
Le but de cette partie est d’obtenir une expression du logarithme de ces groupes formels
afin d’établir des formules explicites sur les restrictions.
On fixe f dans F, et on emploie les notations suivantes :
d—1
Pour tout entier n > 2, on représente par m(71') la série H[ﬁ_i]ff(T) ou ( est une racine
i=0

primitive d1°M€ e 1 dans Z,. La série m(1') est telle que 7(T') = Nyf/X](cd)(T).
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La série w o of(T) est en fait une série en 7(T') a coefficients dans Z,. En effet, on a :
d—1 d—1
voolr) = T[oteolt)=T[oiur)
=0 =0

d—1 d—1
= | EAGE | 400
=0 =0

Donc 7o af(T) est une série en (0‘{, O'g, O'é;, v O'gd_l) a coefficients dans Z,. Or,
d-1 d
70 ol(o (1)) = [[ ol (1) = [[ olo(T) = w0 o (T).
=0 =1

Donc les coefficients non nuls de 7 o of(T) sont les coefficients dune puissance de

U{(T)U?(T)...O'gd_l(T) donc d’une puissance de 7(7T').
Soit maintenant Uid(T) la série de Z,[[T1] telle que :

mool(T)= Ui,dOﬂ-(T)‘

1l vient :

roal(T) = (ﬁ%i(T))oai(T)

Notons A(T") le logarithme du groupe formel de Lubin-Tate admettant U]J;(T) cF,
pour endomorphisme et composons la derniére égalité & droite par A™'(T'). 1l vient :

d-1 d-1
Hagi oai oX! = Uido Hagi oA L.

Par définition de A\(T'), on a Moo (T) = (uT)o . On en déduit af o A7 (T) = At ouT.
Dou :

d—1 d—1
Hagi oXtouT = 0'1{751 0 Hagi 0 A_l(T).
=0 =0

Lemme 2.4.1 [l existe une série g(T') € Q,[[T]] telle que g(T) =T (mod deg?2) et
d—1

verifiant Hagi oA (T)=g ((—1)d_1Td>.
=0
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d—1
Preuve : Posons o(T) = Hagi o A™HT). On a
1=0
d—1
aCT) = [[elor(T)
=0

d—1

= [ "ocTocr
1=0
d—1

= [[» ot
1=0
d—1

= [[) "o
1=0

d—1
= Hagi o ATHCT)
=0
= oT).
Donc il existe une série g(T') & coefficients dans Q,[[T]] telle que o(T) = g(T?). De

plus O'gi(T) = ('T (mod deg?2) et \™(T) =T (mod deg2). On en déduit que

[Tol o r (1) = (=) DT (mod deg d +1).

=0
Ainsi g(T%) = (=1)"1T? (mod deg d + 1) et la série g(T) cherchée est telle que
g((=1)*'1) =g(17).

Théoreme 2.4.1 [l existe un groupe formel sur Q, admettant les séries O'j:d(T) pour

endomorphismes. Son logarithme M(T) est donné par :
M) = (=) H(MT)"
Preuve : Le lemme précédent nous permet d’écrire :
go (=)' T ouT =6f jog0 (1)1
puis
gou'To (1)1 =0l jogo(-1)""'1"

et :
gou'l = Uidog(T).

D’ou de(T) = gou'T o g7'(T) et ainsi on voit que \(T) = g~ *(T).

U,

Calculons ¢ ((—1)d_1Td> oMT)=go(-1)"" ()\(T))d. On a

g ((—1)d_1Td> oXNT) = 1:[022 oA o NT) = #(T).
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Dot (—1)%! ()\(T))d =g lton(T)et
Xm) = (1) (A1)

Corollaire 2.4.1 [l existe des groupes formels F(X,Y) sur Q, qui ne sont pas de
Lubin-Tate et possédant un sous-groupe G de Endg (F') d’endomorphismes qui sont a
coefficients dans Z, et tels que GG est isomorphe a Z;d = {ud,u € Zp}.

!

U,

dans Z,. Ces séries sont les endomorphismes sur Z, du groupe formel I' du théoreme
2.4.1.
Notons maintenant A(T') le logarithme du groupe formel F(X,Y). 1l vient

Preuve : Sil’on considere les séries o7 ,(1'), on sait que ces dernieres sont a coefficients

Mo de(T) —u'T o X(T)

puis
ol (T)y=X"0u'T o NT) = [u'](T),
d’ou 'injection naturelle de Z;d dans Endg, (F').

Corollaire 2.4.2 Les séries Uid(T) sont en fait des puissances d1EMES g, composition

de séries a coefficients dans Q,,.

Preuve : Il vient aid(T) = [u)(T)=[u"o...o[u"|(T), d’olt le résultat.
d fois

Corollaire 2.4.3 (Formule sommatoire des séries de(T))

Soit A(T') le logarithme du groupe formel admettant U]J;(T) € F, pour endomorphisme
et soit la série

+o0
ToNNT) =) b, (-)T'TY)".
n=1
St Uon pose A\, = nlb, el

n—1
ﬁn = ( (_1)kBk—|—n—1,k(07)‘27)‘37"'7)‘71))

k=1

ou les B, sont les polynomes de Bell, alors :

+oo n—1
1
Ui,d(T) = Z ﬁ (Z )‘kudan,k(ﬁlvﬁ% "'7ﬂn—k—|—1)> Tn
n=1 k=1

Preuve : D’apres le théoreme 2.4.1 :

A(m) = (=1 (A1)
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+ oo
On en déduit que PN ((—1)d_1Td> =m0 A (1) = Z b, ((—1)d_1Td>n. On peut ainsi
n=1
écrire que
NI =D b1
n=1

De plus, une reformulation de la formule de réversion des séries de Lagrange [13] nous
permet d’affirmer que si

_|_
~ fx

STy =32 551 € KT

n=1

alors son inverse pour la composition des séries s’écrit

+oo J}V
-1 _ o
(1) = Z} T
avec
N n—1 N
fn = Z(_l)kfl_n_kBk-l—n—l,k(Ovf27f37 7fn) pour n 2 2et fl = fl_l
k=1

Si 'on pose A, = nlb,, la série X_l(T) s’écrit

1 RE)
NOGEDY =T
n=1
Il apparait alors que
_ G
NT) =) T
n=1
avec
n—1
Bo =3 (=1 Bigne16(0, A2, Asy ooy Ay (ici Ay = 1),
k=1

Utilisons maintenant la formule de superposition de Faa di Bruno [13] qui permet
d’écrire que si I'on a deux séries

< i
k
f(T) = il
k=1
et
o3 9k ik
g(T) = ET

k=1
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alors la série composée f o g(T') vérifie :

+o0 h
fog(l) = Z} 7
avec .
hn = kaBn,k(glv.927 "'7gn—k—|—1)'
k=1
1l vient
R R _
(') = Zﬁw) o uN(T)
n=1 )
+oo nd +oo
Au”™ B im
- (D) (S )
n=1 n=1
+ oo + oo
a, n ﬁn n
- (T ()
n=1 n=1

avec a,, = \,u™. Dol :

+oo n—1
1
Ui,d(T) = Z ﬁ (Z )\kudan,k(ﬁlvﬁ% "'7ﬂn—k—|—1)> T
n=1 k=1

Si 'on se place dans le cas de 'extension cyclotomique, alors f(7T) = (1 + T)? —
L et M(T) = log(l + 7). On en déduit que X(T{') = (—1)d_1 (log(1 —I—T))d, d’on
M(=D'T)y =70 (el = 1).

Quelques calculs dans le cas ou A\(T') =log(1 + 7)) :
Pourd=2:7(T)=((1+T)-1)((1+ T)_l — 1). On trouve alors que X_l(—TQ) =

2 — 2cosh(T) et 2
i) = (et (257’

O'fz(T) — Y ' ou’To X(T)

2-T
= 2 —2cosh (u arg cosh (T))

— 229 2— T
= 2-28, (5~

ou S,(7T) est la série de Chebyshev du paragraphe 2.3.2.
Pour d=3: n(T) = ((1+T)— 1) ((1+T) —1) ((1 LTy - 1), d’ol

On en déduit que

( %) = 2 (sinh(T") + sinh(§T) — sinh((j + 1)T)) .
I+T) - (A+T) =) (1+T) =1) (1 + 1) = 1), dot

Pourd =4: 7T(T) (
A ( T*) = (2 —2cosh(T)) (2 — 2 cosh(:T)).
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2.4.3 Cas de ’extension cyclotomique

L’extension cyclotomique de Q, est I'extension de Lubin-Tate définie par le groupe
multiplicatif (sur Z,). Nous reformulons maintenant le théoreme 2.1.1 en termes
d’automorphismes de corps locaux en incluant en plus le cas des restrictions :

Théoreme 2.4.2 Soit f(T') = (1+1)7—1 et soita € U,. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) « €Q,
(i1) La série 51(T) est algébrique sur F,(T),

a

(iii) La série 51 ,(T) est algébrique sur F,(T).

a,

)

Preuve : D’apres le théoreme 2.1.1, on a ’équivalence (¢) < (i7). Soit Xj(f2 le sous-

corps de Y} tel que Gal(Yf/XJ(cZ)) ™~ f13. On peut alors écrire que Y, = F,((T)) et

T2
que Xj(fz) =F,((7)) avec 7 = 7(T) = NY,«/X)(?)(T) =157 vu en tant qu’élément de
F,[[T]]. On a :

%o&f(T) =5/ on(T)

a a,2
Comme la série 7(1') est dans F,(7"), elle est a fortiori algébrique sur F,(7'). Par la
proposition 2.2.4, on en déduit que 1’algébricité de 57 (T) est équivalente & 1’algébricité
de &/ ,(T).

Remarque : Si d > 3, la série N,

Yf/X}(cd)(T) est en général transcendante sur F, (7).

Corollaire 2.4.4 Soit A € U, el soit M = <u§j)> la suite a coefficients dans 7,
k>0

)kt [ AFRY2A
uy, =(-1) (A—k>—A+k€Zp'

définie par :

On définit la suite u» = (u?)> comme étant la réduction modulo p de la suite
k>0

A . . ;.
<u§g )> . Les assertions suivantes sont équivalentes :
E>0

(i) A e Q,

(i1) La suite u® est p-automatique.

Preuve : Un calcul de Salinier et al. [25] montre que la série U{Q(T) s’écrit, pour

STy = (4 TP 1

+oo
A
0'{72(T) = Z ugg Ik,
k=0

Par le théoreme précédent, 5{2(T) est algébrique si et seulement si A est rationnel.

Donc la suite <u(A)k> est p-automatique si et seulement si A € Q.
k>0
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Corollaire 2.4.5 Soit A € U, et soit S\(T') la série de Chebyshev associée a X. Si

l'on note S*X(T) la réduction modulo p de S\(T), alors les assertions suivantes sont
cquivalentes :

(i) xeQ,
(i1) La série g;(T) est algébrique sur F,(T).

2-T
Preuve : On a vu que 0572( =2—-25, ( 5 ) On en déduit que

ST =1 Lol 2 1T).

[\')

Il apparait ainsi clairement, en vertu de la proposition 1.5.3, que g(T) est algébrique

si et seulement si la série 5{ (1) est algébrique.

2.4.4 Cas général

Lemme 2.4.2 Soit v(T') € T 4+ T*Z,[[T]] de projection dans F,[[T]] algébrique sur
F,(T) et soit N(T) = log(1 + ~v(T)). On pose g(T) = X' (pN(T)) € F,. Alors

NYg/Xff)(T) est algébrique sur F,(1T').

Preuve : Soit f(I')=(14+T7)?—1. Ona

NYg/X§2)(T) =o{(T)o* (T)=p""o 5{ ofi(T)yx i "o 5{1 opu(T)
avec (1) = ¥(T') algébrique. De plus, comme 1 et —1 € U, N Q, les séries 5{(T) et

5{1(T) sont algébriques. On en déduit que N, X (1) est algébrique sur F, (7).

Théoréme 2.4.3 Soit v(T) € T + T*Z,|[T]] telle que sa projection dans F,[[T]] soit
algébrique sur F,(T), soit A(T') = log(1l + (1)) et soit a € U,. On pose g(T) =
MY (pA(T)) € F,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) a € Q,

(i1) La série of(T') est algébrique sur F,(T),

(iii) o o(T') est algébrique sur F,(1T').

Preuve : [’équivalence (i) < (17) est démontrée dans le théoreme 2.1.3. Par le lemme
précédent, 'algébricité de N, ne 2 (T) nous place dans le contexte de la proposition
2.2.4 et on en déduit I"équivalence (i1) < (i17).

Interprétons ce résultat en termes de suites p-automatiques :

Soit v(T) € T + T*Z,|[T]] de projection dans F,[[T]] algébrique sur F,(T) et soit
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MT) =log(1 +~(T)). On pose f(T) = X" (p\T)) € F,, n(T) = U{(T)O‘{l(T) et on
définit la suite (b, ),>o par

ToATNT) =) b, (D))"

Théoréme 2.4.4 Soit uw € U,. Pourn € N, on pose A\, = nlb,,

n—1
ﬁn = Z(_l)kBk—l—n—l,k(Ov )‘27 )‘37 teey )‘n)
k=1
et
n—1
Oy = )\kuszn,k(ﬁlv 627 ceey 6n—k+1) mod p.

o
Il

1

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ueQ,
(ii) La suite (ay),>0 est p-automatique.

Remarque : Dans le cas ou f(T) = pT + T? avec p = 3, nous avons vu que les
endomorphismes [a];;(1') du groupe formel F';(X,Y) sont de la forme

172\ ? n1/2\ ¢
[a]ff(T):<T+(4;rT) )_(T+(4;—T) ) |

B T—|—(4—|—T2)1/2

Posons a(T)

du corps de normes Y} de 'extension maximale abélienne totalement ramifiée corres-
pondante. Il vient :

et notons (1) = [a];¢(T) mod p I'automorphisme

m(T)= N,

v (1) = 0(T)7 A (T) = =T*

De l'expression of(T) = a(T)* — a(T)7%, il vient of(T) = 2sinh(alog(a(T))). Or
ol (T) = A\"HaA(T)) ot X(T') désigne la logarithme du groupe formel F;(X,Y). On en
déduit que A7 (T') = 2sinh(7'/2). Le logarithme A(T') du groupe formel des restrictions
vérifie alors, d’apres le théoreme 2.4.1 :

N (=T%) = —4sinh*(T/2)

(5T
= —2cosh(T)+2

. 2-T\\*
Il vient A(T') = — (arg cosh (T)) :
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Les carrés de composition d’endomorphismes du groupe formel de logarithme A(7')
sont les séries 0572(T), séries dont la réduction modulo p donne les restrictions 5572(T)
des automorphismes & (7"). Nous avons :

0572(T) — N 'oa?To X(T) _
= 2 —2cosh | aargcosh (%))

— 299 2-T
= 2-28, (5~

ou S, (T') est la série de Chebyshev du paragraphe 2.3.2 associée a a.
FEn d’autres termes, dans le cas p = 3, si ’on note &,(7) les automorphismes du corps

de normes de I'extension cyclotomique de @Q,, les restrictions & 5(7') coincident avec

les restrictions 5572(T) des automorphismes &/ (7T').

2.5 Automorphismes algébriquement indépendants

2.5.1 Résultats préliminaires
Dans cette partie, K représente un corps quelconque.

Lemme 2.5.1 Soit U = {uy(T),...;u,(T)} une famille de séries dans K[[T]] de va—
luation T-adique égale a 1 et soit u(T) € K[[T]] de valuation T-adique supérieure ou
€gale a 1 et algébrique sur K(T'). Si 'on note U’ la famille des séries u; o u(T') pour
1 =1,...,n alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La famille U est une base de transcendance de Uextension K(T,U)/K(T),
(i) La famille U’ est une base de transcendance de Uextension K(T,U")/K(T).

Preuve : Supposons que la famille U soit une base de transcendance de ’extension
K(T,U)/K(T). Le degré de transcendance de K(T,U)/K(T) est alors n. La série u(T')
étant de valuation T-adique supérieure ou égale a 1, on peut pratiquer le transport de
structure T' — p(T') (u(T') se comporte comme la variable formelle T' sur le corps K).
On obtient deg.try (K (i, U') = n. Comme pu(T') est algébrique sur K(1'), on peut
affirmer que T' est algébrique sur K (u(T')) et donc sur K (u(T),U").

On obtient ainsi dans un premier temps :

degtri K (p, U, T) = degtrioK(w, U, T) + deg.trg K (p,U')
0 + n

puis dans un deuxieme temps :

degtrirK(p, U\ T) = degtrg K (p, U, T) — degtri K(u,T)
n — 0

== n
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K(p, U, T)

De plus, la série u(T') étant algébrique sur K(7'), 'extension K (u, U',T)/K(U',T) est
algébrique et deg.triqy ryK (1, U, T) = 0. De méme, deg.tryqyK(u(1),T) = 0. On
en déduit que deg.trg K (p, U',T)=n+0=n. D’ou

deg.trK(T)K(U’,T) = deg.trgmK(p, U, T) — deg.trgw nk(p,U,T)

— n —_— 0
= n
K(pu, U, T)
\
n K(T,U")
K(p, T) n
\

Comme U’ contient n éléments, on en déduit que c’est une base de transcendance de
KU, T)/K(T).

Supposons maintenant que la famille U’ soit base de transcendance de I’extension
KU, T)/K(T).
On a deg.tryK(U',T) = n. La série pu(T') étant algébrique sur K(1'), on en déduit
que

deg.trK(TU/)K(U/, T,u)=0

et que

deg.trim K (pu, T) = 0.
D’ou

deg.tTK(T)K(U’, ,‘T7 Iu) = deg.trlx/r(T’U/)K(/,L, U/, T) —|— deg.tTK(T)K(U’, T)
0 + n
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Ainsi :

deg.trK(TM)K(/,L,U’,T) = deg.trgmK(p, U\ T) — deg.triqK(p,T)
n — 0

== n

[’algébricité de p(T') sur K(T') étant équivalente & celle de T sur K (pu(7)), on a :

deg.tri @)K (w, T, UY=0

et
deg.tricyK(p, T) = 0.
D’ou :
deg.trkr(u)[&”(/,c,U/,T) = degtrgmyK(p. U T) + degtrigK(p,T)
= n
Donc

deg.tr]((u)[&”(/,c,U’) = degtrg K (p, U, T) — deg.triunK(u, T,U")
n — 0

== n

Par transport de structure g — 7', on conclut que deg.trpyK(T,U) = n, ce qui est
équivalent a dire que U est une base de transcendance de I'extension K (T,U)/K(T).

K(p, U, T)

e

K(T,U") n K(u,U")

n K(u,T) n
K / \ -
K (T) K (p)

Lemme 2.5.2 Soit V = {v(T),...,v,(T)} une famille de séries dans K[[T]] de va—
luation T-adique égale a 1 et soit u(T) € K[[T]] de valuation T-adique supérieure ou
€gale a 1 et algébrique sur K(T). Si Uon note V' la famille des séries p o v;(T') pour
1 =1,...,n alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La famille V est une base de transcendance de extension K(T,V)/K(T),

(ii) La famille V' est une base de transcendance de Uextension K(T,V'")/K(T).
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Preuve : Supposons que la famille V' soit une base de transcendance de ’extension
K(T,V)/K(T). On a
deg.trgmK(T,V) =n

On sait que lextension K(T,u(T))/K(T) est algébrique. Par transport de struc-
ture T' — v,(T) (la valuation T-adique de v;(T') est égale a 1), on peut affirmer que
Iextension K(v;, o w;)/K(v;) est algébrique pour tout ¢ = 1,...,n. On en déduit que
Iextension K(V,V')/K(V) est algébrique. D’ou

K(V,V'.T)/K(V,T) est algébrique.

1l vient alors :

deg.trK(T)K(V,V',T) = degtrgwnyK(V,V,T) + degtrgqmK(V,T)

Comme p(T') est algébrique sur K (T'), on a vu qu’on pouvait écrire que T est algébrique
sur K (p) et extension K(T,u)/K (i) est algébrique.

Par transport de structure T — wv;, il vient K(v;,p 0o v;)/K(p o v;) est algébrique
pour i = 1,....,n. D'ou K(V,V')/K (V') est algébrique et donc K(V, V', T)/K(V',T)
également.

Ainsi :

deg.trK(T)K(V/,T) = deg.trgmy KV, V,T) — degtriw ryK(V',V,T)
n — 0

== n

\

KV, T)
La famille V' étant de cardinal n, on en déduit qu’elle est base de transcendance de
KV, T)/K(T).
Supposons maintenant que la famille V’ soit base de transcendance de ’extension

K(V',T)/K(T). I vient
deg.trK(T)K(V/, T) =n.
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L’extension K (T, u(T))/K(T) étant algébrique, on peut écrire, par transport de struc-
ture T' — v;, que K (v;, o v;)/K(v;) est algébrique. On en déduit que K(V,V')/K(V)
est algébrique puis que K (T, V,V')/K(T,V) I'est aussi.

Comme 'extension K (T, )/ K (p) est algébrique, il vient :

K(vi,ppov;)/K(uow;) est algébrique

et donc de méme pour K(V,V')/K(V') et K(V,V',T)/K(V',T).

On a alors :

deg.trK(T)K(V,V',T) = deg.trignyK(V,V',T) + degtrgmK(V',T)
0 + n

degtrgmK(V,T) = degtrgqmK(V,V',\T) — degtrgqnKV',V,T)
n — 0

== n

On en déduit que V est base de transcendance de I'extension K (T,V)/K(T).

Proposition 2.5.1 Soient U = {uy(T),...,u, (1)} et V = {v (T),...,v,(T)} deuz fa-
milles de séries dans K[[T]] de valuation T-adique égale @ 1. Supposons qu’il existe
w(T) € K[[T]] de valuation T-adique supérieure ou €gale a 1, algébrique sur K(T) et
vérifiant

w; o (1) =pouv(T) pouri=1,....n.

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
(1) La famille U est algébriquement indépendante sur K(T),
(i1) La famille V est algébriquement indépendante sur K(T).

Preuve : On reprend les notations U’ et V' des deux lemmes précédents. Supposons
que la famille U soit algébriquement indépendante sur K(7T'). Ceci est équivalent a
dire que la famille U est une base de transcendance de 'extension K(T,U)/K(T).
D’apres le lemme 2.5.1, on en déduit que c’est équivalent a dire que U’ est une base
de transcendance de V'extension K(T,U’)/K(T). De plus, il est clair que, d’apres
les propriétés de p(7T), les familles U’ et V' sont la méme famille. On a alors les
équivalences suivantes :

e La famille U est algébriquement indépendante sur K (7T'),
e La famille V' est une base de transcendance de K(V',T)/K(T),
e La famille V est une base de transcendance de K(V,T)/K(T) (lemme 2.5.2),

o La famille V est algébriquement indépendante sur K (7).
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2.5.2 Condition nécessaire et suffisante
On rappelle que I'ensemble F, est défini par :
Fo ={f(1) € Z,[[TNA(T) = pI" (mod deg2), f(T)=T" (mod p)}

Théoréme 2.5.1 Soit une série v(T) € T + T?Z,[[T]] telle que sa projection dans
F,[[T]] soit algébrique sur F,(T) et soit A(1') =log(1 +~(T)).

P
Soient Ay, ..., A, € U,. Si l'on pose

F(T)= 2" (pA(D)) € F,,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Les éléments 1, Ay,...,\, sont Z-linéairement indépendants,

(i1) Les séries G{i(T), i =1,...,n sont algébriquement indépendantes sur F,(T).
Preuve : Le résultat ci-dessus est connu lorsque y(7T) = T, ce qui correspond a

fo(T) = (1 +T)? — 1 (voir théoreme 1.4.3). Les séries 5{3(T) correspondantes sont les
réductions modulo p des endomorphismes du groupe multiplicatif sur Z,, c’est-a-dire
les (1 +T)% — 1 mod p. En fait, le résultat est établi pour les séries (1 + T') prises
hors contexte de la théorie de Lubin-Tate, mais il est clair que, modulo p, les (1 +7")"
pour ¢ = 1,...,n sont algébriquement indépendantes sur F,(7') si et seulement si les
(14+T)% —1,7=1,....,n le sont. On peut ainsi se rattacher aux endomorphismes de
groupes formels de Lubin-Tate.

D’apres le paragraphe 2.1.6, on sait qu’il existe u(1") € Z,[[1] vérifiant

fou(T)=po fo(T)

et étant de projection i(T') dans F,[[T]] algébrique sur F,(T) (en fait u(7) = y~(T)).
Il vient alors :
5 o fi(T) = fio50(T).

D’apres la proposition 2.5.1, avec K = F,, I'indépendance algébrique des G{i(T) est
équivalente a celle des 5{?(T), d’ou la conclusion.
Exemple : Soit a € Z, non nul et soit
1 2 12 1
f(T):E<a(1—|—T—|—aT)p—I—1/4—a> — =
Le calcul montre que f(T') € Z,[[T]] et quel’on a f(1T') = pT" (mod deg2)et f(T') =17
(mod p). En d’autres termes, f(7') € F,. Il existe donc un unique groupe formel
Fy(X,Y) de Lubin-Tate sur Z, tel que f(1') € End(F};). Soit o € Z,. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) a €Q,

(ii) La série [a] ;((T') est algébrique sur F,(T').
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En effet, si Pon prend, dans le théoreme 2.1.3, ¥(T) = T + aT?, il est clair que la
réduction ¥(7") modulo p de v(T') est algébrique sur F,(7"). Soit F(X,Y) le groupe
formel de Lubin-Tate sur Z, admettant la série A(1") = log(1 4 ~(T')) pour logarithme.
On a

1
A_l(T) =—— 4+ — (1 — 8a + 4aeT>1/2

et on trouve

\NT)) = F(T).
Le groupe formel F(X,Y) est donc le groupe F((X,Y) et on a bien ’équivalence
(i) & (ii).

Les endomorphismes du groupe F¢(X,Y) étant les séries A~ (aA(T')), on obtient :

1 1 1/2 1
Ui—l(T) = [o]ss(T) = " (a(l + T+ aT*)™ + i a) — -

Solent ay,...,ar, € Uy, par le théoreme 2.5.1, on obtient les équivalences suivantes :
(i) Les nombres 1, oy, ay,...,a, sont Z-linéairement indépendants,

(ii) Les séries 5/ (T),..., 5L (T) sont algébriquement indépendantes sur F, (7).
Théoréme 2.5.2 Soit une série v(T') € T + T?Z,[[T]] telle que sa projection dans
F,[[T]] soit algébrique sur F,(T) et soit A(T') =log(1 +~(T)).
Sotent Ay, ..., A, € U,. Si lUon pose

F(T)= A" (pA(TD)) € F,,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Les éléments 1, A\y,...,\, sont Z-linéairement indépendants,

(i1) Les séries G{i (1), 1=1,...,n sont algébriquement indépendantes sur F,(1T").

Preuve : Nous avons vu au paragraphe 2.4.2 que les endomorphismes réduits 551' (1)
sont en fait les restrictions des automorphismes du corps de normes Y; d’une extension

A.P.F. de Q, a son sous-corps Xj(cz). Il a été prouvé dans ce cas, au paragraphe 2.4.4,

que si 'on note 7' une uniformisante de Y, alors la série n(1') = Yf/X(z)(T) est
f

algébrique sur F, (7).
De plus, nous avons la relation :

To G{i(T) = 5{“2 on(T) pour i =1,...,n.

La série m(1') étant algébrique sur I, (1'), les séries 551' (T') sont algébriquement indépen—
dantes si et seulement si les séries 5{“2(T) le sont.

On conclut a I’équivalence voulue en utilisant le théoreme 2.5.1.
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2.5.3 Indépendance algébrique des “séries” de Chebyshev

Théoreme 2.5.3 Soient Ay, ..., \, € U, et soit S,,(T') la série de Chebyshev associce
a X; pour i =1,....,n. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i LGS éléments 1 )\1 )‘n sont Z-linéairement ané endants
i JARRS) P i
11 LGS Sé?“iGS gx T Z =1.....n sont CLZ éb?“l uement indépendantes Sur [F T .
i s 9 9 g q p

Preuve : L’équivalence est établie dans le théoreme 2.5.2 dans le cas des séries 5{“2(T)
avec f(T)=(1+T)?»—1. Comme on a la relation
U s
(1) = 1= 5ol 2= T).
on obtient le résultat voulu.
Remarque : Nous avons vu au lemme 2.1.8 que pour f(T') = 3T + T7, les séries

5{(T) pour A € Us sont les séries

A —-A
<T+(4—|—T2)1/2> <T+(4+T2)1/2>
— mod 3.

2 2

Comme on sait qu’il existe des isomorphismes entre le groupe multiplicatif et le groupe
de Lubin-Tate sur Zs défini par f(T) qui sont de réduction modulo 3 algébrique sur
F5(T'), on peut alors affirmer que les assertions suivantes sont équivalentes :

o Les unités 3-adiques 1, Ay,...,\, sont Z-linéairement indépendantes,

As -
— mod 3

e [a famille constituée des séries

2 2

est algébriquement indépendante sur F5 (7).

2.6 Résultats de transcendance sur les séries d’Artin-
Hasse

2.6.1 Le logarithme
Le logarithme d’Artin-Hasse {(1 + T') a pour expression :

en e (T

Le calcul nous montre alors que

(1+T) = Z(_l)i_l@T

=1



2.6. Résultats de transcendance sur les séries d’Artin-Hasse 61

avec 9; = 1 sl pne divise pas ¢
= 0 sinon.
Onal(l+7T) € Z[T]] et si lon écrit (1 +T) = ZoziTi, on vérifie aisément que

i>1
pour tout k € N, ap = a9, (mod p). D’ou la proposition :

Proposition 2.6.1 La projection 7(1—|—T) de [(14T) sur F,[[T]] est une série rationelle
sur IF,.

Posons L(T) =1(141T). Soit L_l(T) I'inverse de composition de la série L(T') et soit
NT)=L7 A+ L) -1) e F,

Corollaire 2.6.1 Soit o € U,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ecQ

(i1) La série 51(T) est algébrique sur F,(T).

Preuve : Comme L(T') € Z,[[T] vérifie L(T) =T (mod deg?2) avec L(T') algébrique

car rationnelle) sur F, (7T'), on applique le théoreme 2.1.3 avec v(T') = L(T) et les
P v

of(T) sont les endomorphismes du groupe formel de Lubin-Tate sur Z, admettant

pour logarithme la série
1
AMT) =log (1 +log(1+T)— ]glog(l + Tp)> e Q,[[T].

Remarque : Soient ay,...,a, € U,. En appliquant le théoreme 2.5.1, on obtient les
assertions équivalentes :

(i) Les nombres p-adiques 1, ay, ay,..., v, sont Z-linéairement indépendants,

(i) Les séries o/ (T),..., 5L (T) sont algébriquement indépendantes sur F, (7).

2.6.2 L’exponentielle

+oo Tp

On note FE(T) 'exponentielle d’Artin-Hasse définie par E(T) = exp Z — 1. On a
— P’
=0

le théoreme :

Théoréme 2.6.1 Soit v(T) € T +T°Z,[[T]] et soit

14+~ ;
g(T) = log <—(1+7 - 1/p> ZbT

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La série v(T') réduite modulo p est algébrique sur F,(T),



62 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates

+oo
(i1) La série H E(TH" réduite modulo p est algébrique sur F,(1).

Preuve : La série v(7T') est un isomorphisme entre le groupe multiplicatif et le groupe
de logamthme log(l—l—’y( )). Comme~(T) =T (mod deg?2), d’apres le corollaire 2.1.1,

la série H E(T")"" — 1 est ce méme isomorphisme, d’ou la conclusion.

Corollaire 2.6.2 Soit p un nombre premier. Considérons la suite (b,), d’éléments de
Z, définie par

1
b, = — sip ne divise pasn
n
= 0 sinon.
+ oo
Alors la série H E(T™) réduite modulo p est algébrique sur F,(1).
n=1
+ oo
Preuve : La série g(T) = Z b, T" est en fait la série logarithmique d’Artin-Hasse :
n=1

g(T)=1(1+T) = log (ﬁ) .

Cela signifie que y(7') = T, d’ou la conclusion.

2.7 Automorphismes algébriques avec car(K) =p

2.7.1 Notations

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Soit le corps local K = F,((¢)) de
caractéritique p muni de sa valuation t-adique. On prend A = F,[[t]], U = F,[[t]]"

(groupe multiplicatif des éléments inversibles de A) et 7 = t. On munit U de sa
filtration : U™ =1 44" A pour tout n € N.
On pose

Fo= {f(T) € ATNAT)= 1T (mod deg2), f(T)=T" (mod )}

et on définit comme précédemment le groupe F = {f(1) € F,[[T]]lvr(f) = 1} muni
de la loi de composition.

Pour f(T') € F; et d diviseur de p— 1, on définit L, L., G, T, T [&oo), Yy, X( ), ol
et 0'1{751 comme en 2.2.1 et 2.2.2.

Ona G~ p, g XZy, T ~p,_y et T ~ 1y

Soit f(1') =tT+1" € F, et I;(X,Y) 'unique groupe formel de Lubin-Tate admettant
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f(T) pour endomorphisme. Pour tout u™' = Zaiti € U, le calcul montre que
=0

(T = ZaiTpi € F,[[T]] (voir [35]). Soit G = {5{(T)|u € U} muni de la loi de
=0

composition. Alors G est un sous-groupe de Aut(Y') isomorphe en tant que groupe

filtré a U.

2.7.2 Caractérisation de la série &/ (T

u,
Soient ¢ un générateur de I,
I'={§T|i=0,1,...p—2}
et
I = (557 T)i=0,1,....,d— 1}
munis de la composition.

Lemme 2.7.1 Le quotient G/G,_, est isomorphe a I' ou G,y = {g(T) € Glir(g) >
p—1;.

Preuve : Soit o/ (1) = Z oziTpi, alors 5{(1) = ayT (mod G,_y). Dot la conclusion.
=0

Lemme 2.7.2 Le groupe de Galois de Uextension Yf/XJ(fd) est Gal(Yf/XJ(fd)) =T,

Preuve : Comme Gal(L.,/K.) est isomorphe & U/UW Gal(Y;/X;) est isomorphe
aG/Gh = g/gq,(l) = G/G,-1. Donc, d’apres le lemme 2.7.1, Gal(Y;/Xy) est isomorphe
al.

I' étant le seul sous-groupe de G d’ordre p—1, on peut en déduire que Gal(Y;/X;) =T.
Le groupe Gal(Yf/XJ(fd)) est 'unique sous-groupe de I' d’ordre d; il s’agit de T'¥.

Yf = X]((LOO)

INCLTS

L X = xp(KD)
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Lemme 2.7.3 Si l'on pose Y, = F,((T)), alors Xj(fd) est le corps F,((04)) avec 0, =
(=) pour d diviseur de p — 1.

Preuve : Il suffit de remarquer que 0,4(7T") = Nyf/X}d)(T).

Proposition 2.7.1 Soit AY(T) = N.

~f
Yf/X,(cd)(

o, (T)). Alors on a la relation suivante :

A1) = 7L AP(T)).
Remarque : Pour u et v éléments de U on a :

5! (1) = 5! (1) = 51{,5[ © 55,d(T) = gf,d © 51{,d(T)'

uv,d vu,d

2.7.3 Calcul de la série &/ (T

u’
Calculs effectifs de 5£7d(T)
On rappelle que I'on note B, ; les polynomes de Bell du paragraphe 2.3.

Théoréme 2.7.1 Soit u(t) € F,[[t]]" tel que son inverse multiplicatif w='(t) s’écrive

+oo

uw = Zuiti € F,[[t]]" et soil la suite (x,),>1 € IE‘§ définie par
i=0

k

x, = nlugysin=p
= 0 si n nest pas une puissance de p.
Soit d > 2 un diviseur de p — 1 et soit
!

B Bn (1'1 Loy ... Lpd_d l)d
B = _1 (d+1)(n+1) d,d 9 9 +
w = (1) (nd)!

mod p.

Alors : R
FlAT) =) B,.1"

n>1

Preuve : On va voir que la réduction modulaire est bien définie, par construction de
I’élément B, ;.
On part de I’égalité : B B

AGUT) = (A1),

+oo ) d
Il vient alors : ﬁ(ld)(a{(T)) = (=)™ = (=) ZuiTpl> . Cette série
=0

est de maniere évidente a coefficients dans F,. Avec les notations du théoreme, nous
pouvons écrire qu’elle est égale a

(~1) (Z —,T)

n=1
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qui est donc aussi une série a coefficients dans F,.

L’écriture en fonction des x, nous permet maintenant d’utiliser les polynomes de Bell.
On obtient :

(~)F(T) = (Z(—l)d“@w) = (4)

n!
n>d

toujours avec des séries a coefficients dans F,. Or la série (A) est en fait une série en

(—l)d'HTd. Dot :

(A) = (d! Z(—l)(d+1)(%+1)%T%> o ((—1)d+1Td).

n!

n>d
La notation 7% a un sens car la série &7 (T') étant F,[[T]], pour tout d ne divisant
pas n,on a B, ; = 0. Ainsi GZd(T) est la projection de la série
! Z(_l)wm(%ﬂ)%ﬁ
' n!

n>d

dans F,[[T]]. Par changement de variable, on obtient alors

A1) = 3 (1 o p) 1
n>1
. 9) (n+1) Bip-1).p-1
Remarque : Sid=p—1alors B, ,_1 = (—1) ———— mod p.
n!

Le cas p=3

Dans le cas ou p = 3, les coefficients de 51{ (1) peuvent étre calculés par la récurrence
?
suivante :

+o0 too
Soit v~ = Z w;t' € F5[[t]]. Alors 51{72(T) = Z a; T € F5[[T]] avec :
i=0 i=0

[(27) = 2 = 30 ‘|‘ 30,
aiyr = 3" 4+ 3% si q; est de la forme 3" + 37,
= 3" 4+ 3% 5 q; est de la forme 3" 4 3F avec 0 <k <n-—1,
o = (—1)a70+1u(2),
Gy = 2(—1)%-_1+1u0un+1 si a; est de la forme (—1)%+1u721,
Q41 a;
= 2(-1) > g, sioa; est de la forme 2(—1)2 Tlugu, ot 0 < k <n — 2,

= (—l)mi_l"'lu?1 si o est de la forme 2(—1)%+1un_1un.
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Exemples numériques

p=3etd=2

u™! ai(T) 515(T)
141 T+1° T+T1T*+7°
2 42 2T +T7 T+T5+T1°

14+t4+¢2 THT>+T° TH+T?>+T2+2T°+T%+T°
2 44 2T + T® T+ TH 4+ 78

p=Tetd=2

u! al(T) & ,(T)

3 _I_ t _I_ t7 3T T7 _I_ T823543 QT _I_ T4 _I_ T7 _I_ T411772 _I_ 2T411775 _I_ T823543
1 _I_ t9 T _I_ T40353607 T _I_ 5T20176804 _I_ T40353607

1+ T+T7 T +5T*+T7
p=Tetd=3

u ' T () &1 4(T)

1 _I_ t9 T _I_ T40353607 T 7_|_ 3T13451203 _I_ 3T26902405 _I_ T40353607

1+t T+T" T+3T2+37T°+1T7

2.7.4 Algébricité des automorphismes et des restrictions

Théoreme 2.7.2 Soit w € U = F,[[t]]" et soit d > 2 un diviseur de p — 1. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) weFy(1),
(ii) La série G1(T) est algébrique sur F,(T),

(iii) La série 5£7d(T) est algébrique sur F,(T).

Preuve : Nous admettons pour I'instant le résultat suivant (conjecturé par F. Laubie

et démontré par J.-P. Allouche [2]) :
+oo

Soit (u;);»0 une suite a coefficients dans F,. Alors la série Z uiTpi est algébrique sur
=0
(T') si et seulement si la suite (u;);> est ultimement périodique. La preuve de cette

IF.
P

équivalence sera donnée au chapitre 3.

Pour établir (i7) < (421), on utilise le fait que la norme de Y; a Xj(fd) de T est égale a

(=1)?71T4, ’est-a-dire algébrique sur F,(T'). On obtient le résultat voulu en appliquant

la proposition 2.2.4.

Interprétation p-automatique

+ oo
Théoréme 2.7.3 Soil u™' = Zuiti € F,[[t]]* et soit la suite (x,),>1 € Fy définie
i=0

par
z, = nlu, sin=pF

= 0 si n nest pas une puissance de p.
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Bnd,dd!
(nd)!

Soit d > 2 un diviseur de p — 1 el Emd = (—1)(d+1)(”+1)

mod p.  Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :
(1) wel,(1),

(i1) La suite (En,d)nZI est p-automatique.

2.7.5 Une conséquence de la ramification

Théoreme 2.7.4 Soit d > 2 un diviseur de p—1 et soit M = Max{v,(du—1)[0 € py}.
Alors pour tout u e U on a :

5/
v ( u’;ET) - 1) = %(pM —1).

Preuve : On sait que U et G sont isomorphes en tant que groupes filtrés [31, 35]. Si
I’on pose

i(u) =vi(u—1)

into(1) = or (4 1))

les fonctions d’ordre de la filtration en numérotation supérieure de U et G sont respec—
tivement :

et

u— 14(u)

Gu(T) — @g(ir(a(T)))
ou Pg est la fonction réciproque de la fonction ¥y de Herbrand relative a .
Ainsi

U = {u e Uli(u) > a}
et _ _

G* = {au(T) € G|@g(ir(7(T))) = a}
= {&l(T) € Glir(al(T)) = Yg(a)} .

Par la suite, on notera Hy le sous-groupe de U isomorphe a p, et H,; son image dans

g.
Le groupe G /H4 s’identifie a un sous-groupe de Aut(XJ(cd)) isomorphe en tant que groupe
filtré a U/ H,. Par la théorie de Galois, G/H, est le groupe des restrictions des éléments
de G 4 X Pour a >0, on a

(G/Ha)" = (U/Hq)".
Il vient :

G/Ha" = {5l € 0/ HAOgpu(Mazsen din(F o)) =
{71 € G/HAMazsen {0, (ir(F] 0 1s))} 2

e
——N——
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D’ou
(U/Hy)* = {ueU/Hy|Maxseg {t,(ud)} > a}
= {ueU/Hy\Mazxscy {vi(ud—1)} > a}.

On peut alors écrire :

~f
ol (T
UT<%—1>ZQ

ir(5, (1)) > a

514 € (G/Ha)a

L Gy et

T e (U/Hy)bvrma(®)

Mazsep {vi(ué — 1)} > Oy, (a
Vi, (Mazsep, {vi(ud —1)}) > a.

tee o O

Calculons Wi/ () :
On sait que Wy = Wy, o Wy p, [35]. De plus

Uy (z) = /Ox(Hd L H3)ds

avec (Hy: H))=1et (Hy: H;)=dsi s >0. Dot Uy, (v) =dzx. Ainsi

Wi () = ().

Or on sait que Wy (m) = p™ — 1 si m est entier. On en déduit que pour tout entier m :

W, (m) = (07 1),

Comme Mazsey, {v/(ud —1)} est une valeur entiere, on obtient I’égalité voulue.

1
Corollaire 2.7.1 Soit u € U™ et soit k = E(p” —1). Alors les puissances de T dans

GZd(T) comprises entre 2 et k ont leur coefficient nul. Le monome de degré k+1 a
quant a lui un coefficient non nul. En d’autres termes :

we U™ =G (T) =T+ ap T (mod degh +2)
avec apy 7 0.

Preuve : Siue U™ alors u =1+ a,t" + Q"+
Pour ¢ € py,
v(ud—1) = 0sid#1

= nsid=1.

D’ou M = n ce qui prouve le corollaire.
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Corollaire 2.7.2 Soient u € U™ et (x,),exy définie comme au théoréme 2.7.3. On
pose

1 n

Alors :
(i) §1,d =1

(ii) Boy=0si2<n<k

(iil) Bpria # 0

Preuve : Clest évident a partir de I’écriture des 5fd(T).

Corollaire 2.7.3 Soit u € U tel que u ¢ UM, Soient n = u' moddegl, n =
1

v(u™t — 1) et k= E(pn —1). Alors, sin € pg on a :

(1) §1,d =1

(ii) Byy=0si2<n<k

(iii) By # 0

Preuve : Sin € g, alors il existe n' € py tel que ny’ =1 et dans ce cas, M = n.






Chapitre 3

Modules de Drinfeld et automates

Nous nous proposons d’établir, dans cette partie, un analogue du théoreme 2.1.3 dans
le cas ot 'on remplace 'anneau Z, par le complété P(t)-adique de 'anneau F,[¢] ou
P(t) € F,[t] est irréductible et unitaire.

3.1 Modules de Drinfeld, module de Carlitz

Soit K un corps de caractéristique p et soit ¢ une puissance d’un nombre premier p.
On définit le morphisme o par :

c . K- K
z— 2l

Si K = F,(t), le morphisme o est 'endomorphisme de Frobenius.
On note K{c} 'anneau des polynémes de Ore, c’est-a-dire 'anneau des polynomes

agid + ajot + ...+ a,o"
muni de I'addition et de la multiplication de Ore. On représente par K{{o}} 'anneau

des séries de Ore que l'on peut voir comme étant ’anneau des séries

+ oo

Z CliTqi

=0
muni de I'addition et de I'opération de composition en caractéristique p.

Définition 3.1.1 Soit A un anneau intégre qui est une B -algebre et soit K un sur-
corps commulatif de F,. On dit que K est un A-corps s’il existe un morphisme de
F,-algebres 1 : A — K. Le morphisme @ s’appelle le morphisme structural de K.

Définition 3.1.2 Application D :
Soit f(0) = ago® + ayo' + ...+ a,0" € K{o}. On définit lapplication D par :

D : K{o}—> K
[(o) = D(f) = ag

71
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Définition 3.1.3 Soit A un anneau integre qui est une F,-algeébre et soit K un A-
corps de morphisme structural 1. Soit une application ® :

¢ : A— K{o}
P'-}q)p

qui est un morphisme de F,-algebre. On dit que ® est un module de Drinfeld sur K
st

(i) Do® =i

(i1) Le morphisme ® n’est pas trivial.

A : K

K{c}

Remarque : Si A = F,[t], application P +— ®p étant un morphisme de F,-algebre,
la donnée de @, suffit a déterminer completement le module de Drinfeld ®.

On suppose dorénavant que ’anneau A contient F, [t] et est tel que tout
module de Drinfeld ® sur un A-corps A est compléetement déterminé par la
donnée de O,.

Définition 3.1.4 On définit le module de Carlitz comme étant le module de Drinfeld
sur un A-corps K caractérisé par

O, =5 = te’+ o

que 'on peut noter en considérant son action sur un parametre formel T :
Y (T)=1T+T1.

Par la suite, T' désignera un élément transcendant sur I, (¢).

Définition 3.1.5 Soient ® et ®' deuxr modules de Drinfeld sur un A-corps K. Une
isogénie de ® sur ®' est un polynome ) € K{o}, non nul, tel que pour tout P € A :

Qbp = Q.

On dit que deur modules de Drinfeld sont isomorphes sur un corps L si Q = ac®
avec o € L. On dit dans ce cas que ['isogénie () est un isomorphisme de modules de

Drinfeld.
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Définition 3.1.6 On appelle rang d’un module de Drinfeld le “degré” en o de ®,.

Remarque : Le module de Carlitz est donc de rang 1.

Définition 3.1.7 On définit l'ensemble Endi® des endomorphismes du module de
Drinfeld ® sur le A-corps K par

EndK(CI)) == {Q S ]({0'}, Q(I)p == (I)pQ,VP S ./4}

Nous allons donner maintenant la définition des dérivées galoisiennes introduites par
Y. Hellgouarch dans [22] afin d’obtenir des calculs explicites sur les endomorphismes
du module de Carlitz.

Définition 3.1.8 Soit x appartenant a un A-corps K. On définit les dérivées galoi—
siennes D(Z)(l') € K par la formule de récurrence :

DO(z) = =z
(D' V(e))" = DU V(a)
e — ¢

Théoréme 3.1.1 (Hellegouarch [22])
Soit A =T,[t] et soit P(t) € A de degré n. On a :

3o(T) = 32 DO(PI(T) = 3 DOPYT

Proposition 3.1.1 (Hellegouarch [22]) Les dérivées galoisiennes vérifient la for-
mule de Leibniz :
Pour tous x et y dans K et n >0 :

n B

DW(ay) =3 D) (D" V(w))

=0

3.2 Modules de Drinfeld formels

Définition 3.2.1 L’exponentielle de Carlitz
Soit [i] = 17 —1 et posons D, = [n]D?_, avec Dy = 1. On définit lexponenticelle de
Carlitz comme étant Uélément de F,((1/t)){{c}} tel que

oo 4
2
€ = E -_—_.
— ]);
=0
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Définition 3.2.2 Le logarithme de Carlitz
Soit L, = L,_{[n] avec Ly = 1. On définit le logarithme de Carlitz X\ comme étant
Uélément de F,((1/t)){{c}} tel que

+
g

_1)20_2
L,

Il
=]

7

Avec ces notations, 1’élément X est I'inverse de e : onaeo A= Xoe = o°.

Proposition 3.2.1 [16]
Soit P(t) € F,[t]. Alors yp =eo Pc®o .

Définition 3.2.3 Supposons que A contient F,[t]. On étend la définition du module
de Carlitz en posant

v+ A— K{{o}}
R+ yp=¢eco R0\

Cette extension s’appelle le module de Carlitz formel sur K.

Le module ainsi étendu vérifie le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 (Hellegouarch [22])
On suppose toujours que F,[t] C A. Soit R(t) € A. Si l'on note v le module de Carlitz
formel sur K, on a :

vr(T) = f DY(R)o!(T) = § DO(R)T .

Soit maintenant un module de Drinfeld ® sur un A-corps K et soit M le complété de
K pour la topologie définie par — deg. Il est montré dans [16] qu’il existe une unique
série Ay € M{{o}} telle que pour tout P € A on ait :

(1) D) =15
(ii) ®p = A3' 0 P’ o Xg.

On note son inverse eg = Az'. Il vérifie également D(e) = 1.

Ces deux séries formelles sont respectivement le logarithme et I’exponentielle du module
de Drinfeld ®. FElles permettent, de la méme maniere que pour le module de Carlitz,
d’étendre la définition des modules de Drinfeld.

Définition 3.2.4 Soit K un A-corps avec F,[t] C A. On appelle module de Drinfeld
formel ® sur K tout morphisme de F,-algébres A — K{{o}} vérifiant les conditions
(1) et (i1) de la définition 3.1.3. On a

¢ : A— K{{o}}
R ®p=ep0 Ro'o g
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Remarque 1 : Pour les éléments a € A tels que @, € K{c}, la valeur de ¢, donnée
par la définition précédente coincide bien avec celle que I'on obtient par le calcul F,-
linéaire issu de ®,.

Remarque 2 : Soient et v € A. Nous avons toujours :

@, (T) = ,(T) + @,(T) et @,,(T) = @, 0, (7).

Localisation : Soit P(¢) € F,[t] irréductible et unitaire. On note F,(¢)p le complété
de F,(t) pour la valeur absolue P(t)-adique. De la méme maniere que F,(¢) est
I’analogue de Q dans les corps de séries formelles a coefficients dans [F,, le corps F, (¢)p
est ’analogue du corps @, des nombres p-adiques.

Si 'on désigne par R; les représentants de F,[t]/(P) constitués par les polynomes de
F,[t] de degré strictement inférieur au degré de P, tout élément R de F,(¢)p s’écrit :

R(t) = Y Bi()P(1)

avec n € Z. L’anneau de valuation de vp dans F,(¢)p est noté F,[t]p. Tout élément R
de cet anneau s’écrit :

+oo
R(t) =) Ri(t)P(t)'.
=0
En vertu de la définition précédente, nous posons :

Définition 3.2.5 Un module de Drinfeld formel sur F,(t)p est un homomorphisme de
IF, -algebres
o i By — B0}
R = Op

dont la restriction a F,[t] est un module de Drinfeld sur F,(t).
Le “rang de ®” est le rang de sa restriction a F,[t].

Nous avons la proposition suivante :

+oo
Proposition 3.2.2 ([27]) Soit R = Z Ry P" € F,[t]p.
k=0
+co '
(1) Pour tout i € N, la série Z DY(R,P*) est convergente dans F,(t)p et sa somme
k=0

est égale & DY (R).
(ii) L’application DY applique F,[t]p dans lui-méme.
Preuve : voir [27].

Proposition 3.2.3 ([22], [27])
Soit x € F,[t|p. Les assertions suivantes sont équivalentes :



76 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automates

(i) D) =0,
(i1) L’élément x est un polynome en t de degré < n.

On prend maintenant A = F,[t]p, avec P(t) € F,[t] irréductible et unitaire, K =
F,(t)p vu en tant que F,[t]p-corps (le morphisme structural est I'inclusion). On peut
représenter le module de Carlitz formel par le diagramme suivant :

F, [l ————F, (1)p

F,(t)p{{c}}

Remarque : Le morphisme structural ¢ étant 'inclusion, pour tout module de Drinfeld
® défini par ®; = ago’ + a0 + ... + a,0", la propriété i(t) = Do ®;, = ay implique
dg = t.

Définition 3.2.6 Soit v le module de Carlitz formel sur F,(t)p. On définit alors la
réduction ¥ modulo P de v par :

+oo )
Tr(T) = > DO(R)T”
=0

ot les DU(R) sont les réductions modulo P des D(i)(R).

Remarque : Cette réduction est bien définie puisque les D@ sont & valeur dans
F,[t]p lorsque R(t) € F,[t]p.

Proposition 3.2.4 La série ¥p(T') est en fait une série a coefficients dans le corps

F,» ot n = deg(P).

Preuve : De maniere évidente, I, [t]p/(P) est isomorphe en tant que corps a F, [t]/(P)

donc a Faeg(r).

Théoréme 3.2.2 (Hayes [18])

Soit P(t) € F,[t] un polynome irréductible, unitaire et de degré n > 0. Alors :
vp(T)=T" (mod P).

Le diagramme ci-dessous représente la réduction modulo P(t) du module de Carlitz
formel sur F,(¢)p ou n = deg(P) :

=l
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Nous pouvons faire les analogies suivantes :

Z —> F,[t]
p premier € Z <— P(t) € F,[t] irréductible et unitaire
Z, — F,[t]p
Qp — [Fq (t)P
r € L, — R(t) e F,[t]p
+o0 too
r=>Y rp — R(t) =Y Ri(t)P(t)’
=0 =0
0<r,<p-1 — R,(t) € F,[t],deg R; < deg P
A=QIFAP —1=0} A=Dap(0) = 0}
(1+7T) -1 —> Yr(T)
(7 ' S () i
% 3 q
ZO: ( @' ) T — ZO: DY(R)T
F, =Z,/pZ, e Fpaes p = I, [t]p/ PF,[t]p

3.3 Module de Carlitz : endomorphismes algébriques

Nous avons vu au chapitre 2 que la série (1 +7)" — 1 réduite modulo p est algébrique
sur F,(7T') si et seulement si r est une unité p-adique rationnelle. Nous établissons
dans cette partie un analogue dans le cas ou (1 +7)" — 1 est remplacé par yz(7') avec

R(t) e F,[t]p.

Proposition 3.3.1 (Allouche [2], conjecturée par Laubie)
Soit (a;)i>0 une suite d’éléments de F,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suile (a;);>o est ultimement périodique,

+co ‘
(i1) La série Zaiqu est algébrique sur F,(T).

=0

Preuve : Posons

{bn = q;sin=¢

b, = 0sin n’est pas une puissance de ¢
Alors
+oo +oo )
S b= a1
n=0 =0
+OO .
Supposons que la série Z a; T soit algébrique sur F,(T"). Alors, on montre comme
i=0

conséquence du théoreme de [9] (voir aussi [10]) que la suite (byn),>o (cest-a-dire
(@y,)n>0) est ultimement périodique.
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Réciproquement, si (a,), est ultimement périodique, montrons que N, (b) (voir défini-
tion 1.3.10) est fini. Pour tout r < ¢" — 1 non nul et tout n > 0, ¢*n 4 r ne peut pas
étre une puissance de g. Donc les suites (byr,4,)n>0 avec k >0 et 1 <7 < ¢" — 1 sont
nulles pour n > 1 et leur nombre est majoré par ¢.

Regardons maintenant les suites (byx,),>0. Soient €' > 1 et ng tels que pour tout
n > ng, oo = a,. La suite (vg(n)), = (b, ), vérifie :

v(n) = gy sin=g,
vp(n) = 0 sin n’est pas une puissance de g.

Donc, pour n > ¢, on a vi(n) = vgye(n). En d'autres termes, les suites (b, ),
coincident nécessairement pour n > ¢™° avec 'une des suites vg, vy,...,vc_;. Elles sont
donc en nombre fini, majoré par C'¢g"*t.

Ainsi, N,(b) est fini, et de cardinal majoré par ¢+ Cq

no-l—l
q .

Lemme 3.3.1 (Cobham [11]) Soil (z,,),>0 une suile el soient v el ¢ deux entiers
> 1. St l'on note

Nw(l') = {(xwkn-l-r)nZka >0,0<r< 7k - 1}

le v-noyau de x, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le cardinal de N, (x) est fini;

(i1) Le cardinal de N,e(x) est fini.

Preuve : Nous avons

N e(l') = {(l'wken-l—r)nZka >0,0<r< 7k6 . 1} ‘

~

De maniere évidente, N..(z) C N,(z) et la finitude de N, () implique celle de N.e(x).
Supposons que le cardinal de N.c(z) est fini.
Définissons 1’ensemble

Noe(@) = {(tyrnga)ns0,0 <a <y = 1,0< 7 <e—1,(u,), € Npe(a)}.

On a Card(N.(z)) < ey“Card(N,-(z)) et ainsi N.-(z) est fini.
Soit y € Ny(2) : (Yn)nvo = (Tyangr)n>o € Ny(x) avec a > 0 et 0 < r < 4" =1 et
écrivons @ = fe+ 7 avec 0 <7 <e—1et § €N Alors (y,), = (2 8e47,4,)n avec

r < 77756

Comme 7 < e, on peut écrire que r < y°y%°. Donc r = ay”® + ' avec a < 7° et
0<r <~ —1.
D’ou :

(yn)n LoyPenT ntayBetr! )

(@

(l’w Wn—l—oz—l—r)n

= (Zyrnta)n avec (2,), € Noe(z), a <% et 7 <e.
S

On en déduit que (y,), € N,-(z). Ainsi N,(z) C N,.(x) qui est fini. D’ot la conclu-

sion.



3.3. Module de Carlitz : endomorphismes algébriques 79

Proposition 3.3.2 Soient g une puissance d’un nombre premier p, r = ¢* avec a € N
et (an)nZO € [E‘,N. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suile (a,),>o est ultimement périodique,

(i1) La série Zaann est algébrique sur F,(T).

n>0

Preuve : Par la proposition précédente, I'ultime périodicité de la suite (a,),>0 est
+oo )
équivalente a 'algébricité sur F, (7T") de la série Z a;T".

=0
+ oo

Nous allons montrer que la série ZaiTqi € F,.[[T]] est algébrique sur F,(7T) si et

=0
+ oo

seulement si la série Z aiTri est algébrique sur F,. (7).

=0
Nous nous proposons de montrer cette équivalence de deux manieres différentes, I'une
utilisant les g-noyaux, I'autre proposée par Y. Hellegouarch et utilisant le fait que les
séries Z a;T" et Z a; T sont images 1'une de 1’autre par un endomorphisme continu

de B, [[TT].
Méthode 1 :

Définissons les suites (b,,),>0 €t (8],)n>0 & valeurs dans [, par :

{bn = a;sin=¢,

b, = 0sin n’est pas une puissance de ¢,

r_ : ot
{bn = qaq;sin=r"

b, = 0 sin n’est pas une puissance de r.
On a alors
+oo ) +oo
d a T =) BT € F([T])
=0 n=0
et
+oo ) +oo
D a1 =Y b, T" € F[[T]),
=0 n=0
+ oo
On est ramené a montrer que Zb;T” est algébrique sur F,(7T') si et seulement si
n=0
+ oo

Z b, T" est algébrique sur F, (7).
n=0
Montrons tout d’abord que le r-noyau de (1) est fini si et seulement si le g-noyau de

(b,) est fini.
Soit ()50 € N, ((8),)n>0). Alorsilexiste k> 0et p € [0, ..., rk—1] tels que ,, = b;kn_l_p

pour n > 0. Si p > 0, pour tout n > 0, r*n + p ne peut pas étre une puissance de r.
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D’ou, pour p > 0, les suites n +— b;kn_l_p sont nulles pour n > 1. Le nombre de ces
suites est majoré par r.

On en déduit que la finitude du cardinal de N,.((0],),>0) est équivalente a la finitude
du cardinal de I’ensemble -

N((B,) = { (B, )0k > 0}

De méme, le g-noyau N,((b,,),>0) est fini si et seulement si le cardinal de I'ensemble

est fini.
. . s ! /
Soient ky et ky deux entiers vérifiant (05, )n>0) = ((bls,, )n>0)-
Nous avons la succession d’équivalences :
/ _ / TN g

((brkln)nzo) - ((brk2n)n20) Vn=r 7brk1+“ - brk2+u
Vo =1 a1y = Qpypn
Vu S N, Gy 4w = Ayt
Vn - qu7 bqkl-l-u - bqk2+u

((bqkln)nzo) = ((bqk2n)n20)

On en déduit que N/((b;,),>0) et N, ((by,),>0) ont méme cardinal et donc que le r-noyau

teo 0T

de (b),)n>0 est fini si et seulement si le g-noyau de (b,),>0 est fini. D’apres le lemme
3.3.1, la derniere assertion est équivalente a dire que le r-noyau de (b, ), 5o est fini, d’ou
la conclusion. -

Méthode 2 :

Posons o : « — a?. Il est clair, avec les notations de I’énoncé, que @ = (). De plus,
o est un endomorphisme continu de F,[[T]]. Par ailleurs, o est un automorphisme de

F, (d’ordre «). Il s’agit de montrer que § = Zaann est algébrique sur F,(7') si et

n=0
o]

seulement si w = Z a,T"" est algébrique sur F, (7).

n=0

Si 0 est algébrique sur F,(7'), on a :
0" + by (TY0™ 4 ... 4+ by(T) = 0, d > 0, avec by(T) € F.(T).

On en déduit que w = 0%(0) est algébrique sur F, (1), car o“(b;(T")) = b,(T") € F.(T).
Inversement, si w est algébrique sur F,(7'), on a :
W’ + cl(T)we_l +..+c(T)=0,e>0,avec ¢;(T) € F.(T)

et cela s’écrit :

0+ (1) + ... +c(T)=0.
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Proposition 3.3.3 Soit P(t) € F,[t] irréductible, unitaire, de degré n et soit R(t) €
F,[t] tel que deg(R) < n. Pour k € N*, on a :

DU (RP*) 0 (mod P) sii<kn
D(i_k”)(ﬁ’) (mod P) sikn <i<(k+1)n
0 (mod P) si (k+ 1)n <.

Preuve : On sait, d’apres le théoreme 3.2.2, que
vp(T) =T (mod P).

Donc
kn
yer(T)=~poypo..ovp(T)=T? (mod P).
k fois

kn
Or vpu(T) = Z D(i)(Pk)qu = 74" (mod P). D’ou pour ¢ < kn, on a par identifica-
i=0

tion D(i)(Pk) =0 (mod P).

Toujours pour ¢ < kn et en utilisant la formule de Leibniz, il vient :
DORPY) = DO(PFR) = 3" DI(PY) (D) (R))'
7=0
Or pour j =0,...,7,on a DY(P*) =0 (mod P), d’on
DY(RP*)=0 (mod P).
Supposons maintenant que 1 > kn. On a
DORPY) = 3" DO(R) (DO (PH)"
=0
Sii—j <kn,onavuque Di=)(P*)=0 (mod P).
Sii—j > kn,alors DU=)(P*) =0 car i — j > deg(P*). D'ou :
DY(RPY) = DU"F)(R)  (mod P).
Enfin si ¢ > (k+ 1)n alors ¢ > deg(RPk) et
DY(RPY) = .

D’ou les trois congruences de la proposition.
Remarque : On peut également obtenir ces congruences en tant que corollaire de la
proposition de [23].
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Théoréme 3.3.1 Soit un polynome P(t) € F,[t] irréductible, unitaire, de degré n et
soit

+oo
R = S RyOP(1) € 5,15
k=0
(avec deg(Ry) < n). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La série R(t) est dans F,(t),
(ii) La série Yp(T) € Fu[[T]] est algébrique sur Fyn (T).
Preuve : Nous avons
+oo )
vr(T) = Z D(i)(R)Tq’
i=0
avec
+ oo
R(t) =Y Ri(t)P(t)"
k=0
et

+oo
DY(R) =Y DY(R,P*) pour i € N.
k=0

Par la suite, on note E(x) le plus petit entier inférieur ou égal a x. Soit i € N et soit
ko = E(i/n). Alors kgn <1 < (ko + 1)n.
Soit k # kg, alors ¢ ¢ [kn, (k4 1)n[ et dans ce cas, d’apres la proposition 3.3.3, on a :

DY(R,P*)=0 (mod P).
De plus, d’apres le méme lemme DW(R, P*) = DE=RM(R, ) (mod P). Dot :
Lemme 3.3.2
DY(R) = DU (R, ) (mod P). (3.1)

Par la proposition 3.3.2, il nous suffit d’établir que la suite ([2;)»o est ultimement
périodique de période h > 1 si et seulement si la suite

120

(W(R)) - (D“)(R) mod P>

>0

est ultimement périodique de période hn. '

Soit h une période de la suite (/;);>o. Pour 7 € N, évaluons la quantité DEHM(R),
L 14+ hn

Soit kg = K

n

) : kon < i+ hn < (ki + 1)n. 1l vient, en posant j =i+ hn,

DY(R) = DV™%" (Ryi/m)  (mod P).
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Clairement, kj = ko + h et j — kijn = 1 — kgn. Nous obtenons a partir d’un certain
rang :

DUY)(R) (, (i/n)+h) (mod P) (car ko = ko + h)
(J_kén)(RE(i/n)) (mod P) (car (Ry); est de période h)
(@ ) (mod P) (car j — kgn =i — kgn)

(

)(R) (mod P) (d’apres le lemme 3.3.2).

Henene
v Rwlw

Do DY(R) =
DO(R))
(09m) ., | |

Réciproquement, supposons que DU+ (R) = DU(R) (mod P) pour tout i supérieur

ou égal a un certain ig. On pose j =i+ hn puis kg = E(i/n) et ki = E(j/n).

Pour ¢ > 14, d’apres le lemme 3.3.2,

)

(+hn)(R) = DW(R) (mod P) et hn est une période de la suite

DY(R)= DU (R, ) (mod P)

et
D(i—l—hn)(R) = D(J—kén)(]%ké) (mod P).

Nous avons j — kjn =1 — kgn. D’ou

DUk (R, y= DU R, ) (car k) = ko + h).

Cette congruence est vraie en particulier si ¢ = kgn car pour cette valeur, on a encore

E(i/n) = ko et E((i + hn)/n) = kj. On obtient par F,-linéarité :
DRy, — Ryyyn) =0 (mod P).
Comme DR, — Ry 1) = Ry, — Rygyn, il vient
Ry, — Ryypn =0 (mod P).

De plus, comme deg(Ry) < n pour tout k, deg(Ry, — Ry,1n) < n = deg(P). On en
déduit bien que Ry, = Ry, 4.

3.4 Cas des modules de Drinfeld de rang 1

Nous allons étendre les conclusions du théoreme 3.3.1 aux modules de Drinfeld de rang
1.

Soit @ un module de Drinfeld formel de rang 1 défini sur F, [¢]p et soit v le module de
Carlitz formel.

Cherchons un isomorphisme entre ® et v. Il sera de la forme 1 = ac® avec a appar-
tenant a une cloture algébrique de F, (¢)p.

Si lon écrit v, = ta® 4+ o et ®; = tc” + ac avec a € F,[t]p, il vient :

p®y = yip
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puis
O, = piyp
= oz_l(tozao—l—ozqa)
= to'+a? 0.

On en déduit que o = a'/Y et que son polynéme minimal F/(X) sur F,(t)p divise
X! —aq.

Posons K =F,(t)p, A =TF,[t]p et K = A/(P) ~ F,» ol n est le degré de P.
Remarquons que si @ = 0 (mod P) alors ®(T') = uT" avec u € K pour tout R(t) € A
et que dans ce cas le probleme de ’algébricité ne se pose pas. Nous nous intéressons
dorénavant aux modules de Drinfeld de rang 1 de réduction non triviale, c’est-a-dire

tels que ¢ Z 0 (mod P).

Lemme 3.4.1 Soit F'(X) € A[X] le polynome minimal de o sur K. Si F(X) repré-
sente le polynome F(X) dont les coefficients ont €t€ projetés dans le corps résiduel K,

alors F(X) est irréductible sur K[X].

Preuve : On écrit G(X) = X' —a = F(X)Q(X) avec Q(X) € A[X].

Si on pose a = ag(t) + ay(t)P(t) + ay(t)P(t)* + ... avec les a;(t) de degré inférieur
strictement au degré de P(t), il vient G(X) = X77! —qy € K[X].

Comme @l(X) = (g — 1)X77%, on voit que G(X) n’a que des racines simples. Ceci
implique que F(X) n’a également que des racines simples et que s'il existe e(X) et
f(X) € K[X] tels que F(X) = e(X)f(X) alors e et f sont premiers entre eux.

Par le lemme de Hensel [6], on en déduit que F(X) se factorise dans A[X], ce qui est
contraire aux hypotheses.

Théoréme 3.4.1 Soit ® un module de Drinfeld de rang 1 défini sur F,[t]p et soit
R(t) € F,[t]p. On suppose que ® est de réduction modulo P non triviale. Si l'on pose
n = deg(P), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La série R(t) est dans F,(t);
(i1) La série ®p(T) est algébrique sur F. (T').

Preuve : D’apres le lemme précédent, on sait que I'image F(X) de F(X) dans K[X]
est un polynome irréductible. On en déduit que I'idéal ( P) reste maximal dans I’anneau
de valuation de K’ = K(a) et que @ = a mod P € K’ ott K’ est le corps résiduel de
K'. Ainsi @ € F, ot r est une puissance de ¢".

Les séries ® (1) et Fx(T) qui sont & coefficients dans F,» peuvent étre vues comme
étant des séries a coefficients dans F,. L’algébricité de ®(T') = m'Fpa(T) sur F,(T)
(donc sur Fn(7")) est alors équivalente a celle de F5(1').

3.5 Construction explicite des endomorphismes

Nous allons voir dans cette partie une construction récurrente d’endomorphismes de
modules de Drinfeld formels sur F,(¢),. Nous donnons ensuite, dans le cas des modules
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réduits de rang 1, une condition nécessaire et suffisante pour que la suite des coefficients
soit p-automatique.

Soit P(t) € F,[t] irréductible et unitaire.

Proposition 3.5.1 Soit ® un module de Drinfeld formel sur F,(t)p et soit R(t) €

F,[t]p. On suppose que ®, = to® + dyo + ... + dso® € F,[t]p{o}. Alors il existe un
+ oo

unique élément dp = ZA(i)(R)Ui e F,(t)p{{o}} tel que :
=0
op = Ro® (mod o),
@tQR — ®R®t
Si 'on pose &7, = ZA(Z)(R)UZ, alors :
=0
: 0,0, — LD : :
A(Z)(R)UZ =R R hodett € F,(t)po'.

19—t

Preuve : On va montrer par récurrence sur ¢ que le systeme
i

F

K3

o, 0%

admet une unique solution ®%, polynéme en o de degré i — 1. Pour i = 1, posons
dL = Ro® = AO(R)e°. 11 vient alors immédiatement :

oy
b, o1,
Soit 1 > 2. Cherchons CI)E'I sous la forme CI)E'I = }é—l— A(i)(R)Ui. On a

1) (I)t(I)g‘l = (I)t(I)}é + (I)tA(i)(R)Ui = (I)tq)}é + tA(i)(R)Ui (mod Ui‘H),

Rqo (mod o),
7®; (mod o*)

Ro®  (mod o),
®r®, (mod o).

2) ®i'0, = 0Rd, + AD(R)o'P, = 30, + AV (R)o'(10°) (mod o' H).
D’ou : ' ' ' o ' | |
0,0% — 050, = AV (R o' — AD(R)to'  (mod o)
et enfin : ' '
0,05 — PRP,
1 —1
Remarque : Sid =1, il est facile de voir que les séries ®p(T') sont dans F, [t]p[[T]].
Il suffit pour cela de remarquer tout d’abord que si @, = to® + o, le résultat est vrai

A(z)(R)O_z i-l—l)‘

(mod o

car on retrouve les dérivées galoisiennes. Maintenant, si ®; = to” + ao avec a € F,[t]p,
on montre facilement par récurrence sur 7 que AY(R) = ac(a)o*(a)...c' " (a)DV(R) €

E, [
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Corollaire 3.5.1 Soit ® un module de Drinfeld formel de rang 1 surF,(t), vérifiant les
+oo

hypothéses de la proposition précédente. Si ®, = to® 4 ao, la série Op = Z A(i)(R)Ui
=0

peut étre définie par la récurrence :

AO(R) = R, |
A0y = DTV — T ATI(R)
1 —t
: B0, — BRO :
Preuve : On part de Pégalité AD(R)o" = % mod o't

La série ®,0% — ¢%®, étant d’ordre i en o, il suffit, pour le calcul de A(i)(R) de calculer
le coefficient de ¢ dans la fraction ci-dessus.
Fn écrivant CI)% = A(O)(R)UO + A(l)(R)O' + ...+ A(i_l)(ﬁ’)ai_l, on voit que le coeflicient

en question est :

: GU(A(i_l)(R)Ui_l) — A(i_l)(R)ai_l(a) 1
AN(R) = 1 s
aA=D(R)T — 77 AUD(R)

1 — ¢

Corollaire 3.5.2 Le module v de Carlitz formel sur F,(t)p admet pour endomor-

+oo
phismes les séries yp = Z AY(R)o" avee
=0
A(R) = R,
: AGCDRY — AG-D(R
A(Z)(R) _ (£2) ( )

o —t
Preuve : Il suffit de prendre a = 1 dans le corollaire précédent.

Corollaire 3.5.3 Soit ® un module de Drinfeld formel sur F,(t)p de rang § avec

§
o, = deak (ot dy =t et dy, € F,[t]p pour k=1,2,....5).

k=0
+(>O . . .
Pour R(t) € F,[t]p, si l'on note ®p = ZA(Z)(R)UZ, alors la suite (A(Z)(R))Ql peut
=0

étre caractérisée par une récurrence d’ordre § et on a :

k

dy (ACR(R)™ — a1

A(i—k)(R)
1 — ¢ '

ARy =)

k=1
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¢, Pp — 0,

- est alors
19 —1

Preuve : Le coeflicient de o' dans

(dla(A(i_l)ai_l) + dzaz(A(i_Q)ai_z) + ...+ d(gaé(A(i_é)ai_é)
' —t

AYg=d o) + Ao =2 (dyo?) 4 ... + A(i_é)ai_é(d505)> 1
>< J—

e — ¢ ol

d’ou la conclusion.

Nous terminons ce chapitre en donnant, dans le cas des modules de rang 1, une condi-

tion nécessaire et suffisante pour que les suites (Z(Z)(R))Z»ZO soient p-automatiques.

Théoréme 3.5.1 Soit un polynome P(t) € F,[t] irréductible, unitaire et de degré n,
+oo

soit R(t) = Z Ry(H)P(t)" € F,[t]p et soit a € F,[t]p tel que a 0 (mod P).
k=0

Soit (A(i)(ﬁ’)% une suite vérifiant la récurrence

AO(R) =R,
, AGDRY _ g " AGD (R
A(z)(R):a ( )tq,‘at ( )7

1

et soit o Uapplication F,-linéaire définie par

v Eltp = Fp[T]]
R(t) = Y AOR)T

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La suite (Ry(1))), est p-automatique;

(i1) La suite (Z(i)(ﬁ’))i = (AY(R) mod P); est p-automatique;
(iii) La série (¥(R)) (1) est algébrique sur sur Fpn (T').

Remarque : L’assertion (i) évoque la notion de p-noyau d’une suite de polynémes.
Notons ici que cette notion a bien un sens : en effet, chaque polynome Ry (t) est a
coefficients dans I, et est de degré strictement inférieur a n. Ceci implique que 'on
peut voir les Ry(¢) comme étant les éléments d’un alphabet a ¢" éléments. On peut
alors calculer le p-noyau de la suite (Ry(t))g>o-

Preuve du théoreme : -

[’équivalence entre les assertions (i) et (i1¢) est évidente. Montrons que (i) est
équivalente a (i¢). On commence par établir le résultat dans le cas ou AW est la
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jeme e rivée galoisienne D),
Soit k € N tel que £ <n — 1. D’apres la proposition 3.3.3, on a pour tout v € N :

DRy = DW(R,) (mod P). (3.2)
Supposons que la suite (R, ),>o est ¢"-automatique. Alors la suite (E(k)(]%u))uzo Iest
également. Par la congruence 3.2, la suite <E(un+k)(]%)> est ¢"-automatique. Ceci

u>0
est équivalent a affirmer que la série

fﬁ“”*’“)uw € Fu[[T]]

est algébrique sur F - (7).
En composant a droite par 7", il vient :

+oo
ZE(WM)(R)TW est algébrique sur Fyn (T')
u=0

puis en multipliant par 7% :

+oo
ZE(WM)(R)TWM est algébrique.
u=0

Ce résultat est vrai pour k =0,....,n — 1.
+oo . '
Si l'on ajoute les n séries algébriques, on obtient 1’algébricité de la série ZE(Z)(R)TZ
=0

sur F» (1) vue en tant que somme finie de séries algébriques. Ceci signifie que la suite
<E(2)(R)> est ¢"-automatique.
>0

K3

Réciproquement, si la suite <D(“)(R)> est ¢g"-automatique, alors la sous-suite
u>0

<D(“”)(R)> ’est aussi (voir par exemple [4]).
u>0
Or, par la proposition 3.3.3, on sait que D“(R) = DO(R,) (mod P). On en déduit
la ¢"-automaticité de la suite <D(0)(Ru)> = (Ry)u>o0-
u>0 -

Dans le cas général, on part d'un isomorphisme u entre un module formel ® de
rang 1 et le module de Carlitz formel. L’égalité

Op = " ypp ot = ac’

implique par F -linéarité :
AD(R) = o' DO (R)a? = o DO(R).
Comme o = a'/@=1 il vient

q'—1

A(i)(R) .= D(i)(R) _ a1+q+q2+...+q"—1D(z’)(R) — aala® 4t

1—1

DY(R).

, . 2 1—1 , . .
Notons u; la réduction modulo P de aaa? ...a? et établissons le lemme suivant :
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Lemme 3.5.1 La suite (u;);»0 est périodique de période (¢ — 1)n.
Preuve : Soit 7 € N. 5il'on note @ la réduction de @ modulo P, alors @ € F;» et nous

avons !

Uit(g-tn = Ui \Nr )07,

car @ # 0 et NFqn/Fq(ﬁ) S

q
Revenons a la démonstration du théoreme. Nous avons

Supposons que la suite <D(i)(R)> est ¢"-automatique. La suite (u;);>q étant périodi-
>0 =
que, la série ZuiTi est rationnelle, donc algébrique, ce qui signifie que la suite
>0
(u;)i>0 est ¢"-automatique. Par le théoreme 1.4.4, la suite <A(i)(R)> est alors
> i>0
¢"-automatique en tant que produit de Hadamard de deux suites ¢"-automatiques. Re-
marquons au passage que, le corps des coefficients étant un corps fini, on peut obtenir
la ¢"-automaticité du produit de Hadamard sans nécessairement utiliser le théoreme

1.4.4 qui est tres général, mais simplement en constatant que si v; et v, sont deux

suites, alors C'ard(Ng(vy * vy)) < Card(Nyn(vy))Card(Nyn(vy)).
Réciproquement, @ étant inversible dans Fn, <W(R)> = <u;1m(ﬁ’)> et
i>0 i>0
on aboutit de méme a la ¢"-automaticité de <W(R)>
i>0
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Annexe A

Table des polynomes de Bell

B1,1 = B2,1 = Ta Bz,z = 51?% B3,1 = 51/':237 B3,2 = 3112y, B3,3 = 51?? B4,1 = Ty,
By, = dzy73 + 351?%7 B,ys = 651?% + 7y, Byg = 3?11 Bs1 = 75, By o = Sayay + 102523,
B;; = 102325 + 152,23, B; 4= 1023 x,, B;s = x5 Bs1 = 26, Bg 2 = 62125 + 152524,
Bss = 15232, + 6022225 + 1023, Bs4 = 2052, + 452123 + 1525, Bss = 15x1,,
Bss = 28, B;1 =27, Bys = Toy26 + 212525 + 357524, By g = 212y 4+ 1052 09204 +
702,23 + 105232, B;, = 35z x, + 2102225 + 1052723, B;s = 352125 + 1052523,
B;s = 2125 x,, B;; = x7, Bs:1 = 75, Bgo = Sxy2; + 282926 + 562375 + 352,
Bs; = 282226 + 168z 2575 + 2802, 2524 + 210232, + 2802523, Bss = 56z s +
420z w0 + 2802723 + 8402 25 + 5 + 10523, Bgs = 70:1;1:1;4 + 56027 zx5 + 420215,
Bse = 5625 x5 + 2102723, Bs, = 28282, Bss = %, By:1 = 79, By = 92925 +
362,27 + Sdazxg + 1262475, By = 3623, 4+ 2520 T926 + 504x w55 + 378x5x5 +
31521224+ 1260x5 252, + 28022, By, = 843 ws+ 75625 w9x5 + 12602 232, + 18902, 324 +
25202, 2425 +126025 25, Bys = 1262 25 +126025 v92,4+8402] 254378023 2325+ 9452, 3,
By = 126272y + 126027 v925 + 12602723, Bor = 84afas + 3782723, Bog = 362714,
B979 = af, Bio1 = 2,0, Byg2 = 102,29 + 452305+ 1202527 + 2102426 4+ 12622, B1073 =
45221 + 3602, xor + 8402, 2316 + 6302326 4+ 12602, 2475 + 2520252525 + 15752422 +
2100222, Bios = 120232, + 1260222526 + 25202 w525 4+ 37802  vaxs + 15752522 +
126002, xyz324 + 3150252, + 2800z, 25 + 63002322, Bios = 210z {xg + 2520z 2525 +
4200z 324 + 94502t 200, 4+ 1260023 2522 + 126002, 2524 + 94525, Bioes = 252z x5 +
31502 wqry + 21002723 + 1260027 2525 + 47252523, Bior = 2102724 + 252022023 +
31502173, Bios = 120a{zs + 6302723, Bige = 452¥zy, Bio1o = 71", Bi11 = 741,
Bi12 = 1lzy2,04+552529+ 1652325+ 3302427 + 4622526, B11 3 = 552 +495x voxs +
13202 2527 +990252, 4+ 23102, 2476+ 4620252576 + 138621 22 + 69302, 2425 + 46202525 +
5T75x323, Biyg = 165xias + 19802 x4 462027 2376 + 69302 25206 + 69302 2425 +
277202, xox55 + 69302525 + 173252 2902 + 231002, 2524 + 3465003524 + 154002523,
Biis = = 3302 1. 4+462025 v926+92402] 2325 +2079023 2305+ 577505 2246930022 vy 32,4+
346502, 252, + 1540022 23 + 693002, 2523 + 173252525, By 6= = 46227 16+ 693027 2015 +
115502 2324+ 3465027 232, + 4620027 2922 + 6930027 2525+ 103952, 25, By, 7= = 462225
+ 69302 2oy + 46202523 + 34650:1;1:1;2:1;3 + 173252723, Byy g = 330:1;1:1;4 —|— 462025 2575 +
693027 25, Bi1o = 16528 x5 + 990z ] 22, Bii110 = 552524, Bi111 = xit, Bi21 = 712,
Bis2 = 122241 4+ 66252,0 + 2202529 + 4952425 + 7920527 + 46222, Biss = 662%2,0 +
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660z, 2579 + 19802, 2525 + 14852325 + 39602, 2427 + 792025252, + 55442 2526+
138602246 + 92402326 + 83162522 + 27720252425 + 57755, B4 = 2202 o9+
29702} w918 + 792023 x5 + 118802, 2327 + 1386027 1 4206 + 554402, 290526 + 1386025 26 +
83162722 + 831602, w945 + 534402, 2225 + 83160252525 + 693002, 2325 + 519752525 +
138600z, 232, + 1540023, Bios = 4952125 + 792027 vy, + 1848027 2526+ 4158027 2326+
277202 2475 + 16632023 vyx575 + 831602, 2525 + 10395023 2022 + 13860022 2524+
4158002 252324 + 519752524 + 1848002 2925 + 1386002523, B1ag = 7922727+

13860 2926 + 277202 2525 4+ 8316027 325 + 173252723 4 27720025 vo2a0,+

207900z ] 2524 +616002725+41580027 2323 +2079002, v323+1039525, Byg 7 = 924afas+
1663225 292542772025 2524 4+1039502] 232, 4+1386002] 522 +-2772002] 525 +6237027 23,
Biss = 7922]xs 4+ 13860xxya, + 92402523 + 8316022325 + 51975a1a], Bigg =
4952824 + 79202  xoxs + 1386025 23, Bi210 = 2202 x5 + 14852 22, Bi211 = 6621%x,,
Bis12 = 51?%2-



Annexe B

Preuve du Lemme de I’Equation
Fonctionnelle

Nous dirons que deux éléments (¢ et H sont congrus modulo (I4,degm) si G — H =
Z binin avec les b;; € I’y pour tous entiers ¢ et j tels que 7 + 7 < m. Par définition,

ty

[y
+oo

Lemme B.0.2 Ecrivons f,(X) = Z a, X" et posonsn = ¢"m ou m est non divisible
n=1

par q. Alors a, Iy C A.

Preuve : Elle s’obtient par récurrence sur r a partir de I'égalité d,, = b, +s10(d,,/,) +
.+ 5,0"(d,, /) en utilisant le fait que s;/4 C A pour 1 =1,2, ...

Lemme B.0.3 Soient G(X,Y) € A[[X,Y]], n = ¢"m (¢ ne divisant pas m) et | € N*.
Nous avons :

G(X,Y)" = (a ¥ G(qu,qu)>n (mod I7H1). (B.1)
Preuve : Comme o(a) = a? (mod I4) pour tout a € A et comme p € [ 4, nous avons
GX, V) = <al x G(qu,qu)> (mod 1,).

Par récurrence sur r, nous obtenons pour r =0,1,2, ... :

T

G(X, V)™ = (a ¥ G(qu,yql)f (mod I7;H1)

et la congruence de 1’énoncé en découle directement.
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B.1 Partie a

Démontrons la partie a) du Lemme de I’Equation Fonctionnelle.
Nous noterons F'(X,Y') a la place de F,,(X,Y) et f(X) a la place de f,(X).

Décomposons la série F'(X,Y) en posant
FX,Y) = Fi(X,Y) + Fy(X,Y) + ...

ou les Fy(X,Y') sont homogenes de degré ¢ en XY. Comme f(X) = b, X (mod deg?2),
il vient f71(X) = b7'X (mod deg?2) et ainsi F(X,Y) = X + Y (mod deg2) et
Fi(X,Y) a ses coefficients dans A.

Nous allons montrer par récurrence que F,(X,Y) a ses coefficients dans A pour tout
n = 1,2,... Supposons que Fi(X,Y), ..., F,_(X,Y) ont leurs coefficients dans A.
Comme F(X,Y) =0 (mod degl), nous avons pour tout r > 2 :

(F{(X,)Y)+ .+ F_(X,Y) =(F(X,Y)) (mod degn +1).
Par le lemme précédent, on a pour ¢ € N* :
FX, V)i = <ai " F(Xqi,Yqi)>n (mod I+, degn + 1) (B.2)
avec n = ¢"m et m non divisible par ¢. Par définition de la série F/(X,Y’), nous avons :
JIF(XY)) = f(X) + f(Y) (B.3)
et comme o est un homomorphisme, il vient :
o'k f o= F(X,Y)) =0 = f(X) 4+ o' % f(Y). (B.4)

Maintenant, rappelons que f(X) vérifie I’équation fonctionnelle

FX) = g(X) 1 s (X7, (B.5)

+oo
Ecrivons f(X) = Zaan et composons a droite les deux membres de 1’égalité B.5

n=1

par la série F'(X,Y). Nous obtenons :

+ oo + oo

JIF(X,Y)) = g(F(X,Y)) + Z siy o a,) (F(X, )" (B.6)

Maintenant, par 1’égalité B.2, le lemme B.0.2 et la propriété

(I4bC Iy = Io(b)Cly)
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pour r € N et b € K, nous pouvons affirmer que pour tout ¢ et tout n :
si0' (@) F(X,Y)!™ = s;0%(a,) (a x F(Xqiqu")>n (mod A,degn +1).

En utilisant cette congruence dans B.6 et en tenant compte de B.4 et B.5, nous obte—
nons, modulo (A, degn + 1), les quatre congruences suivantes :

F(X,Y) +§ Z a) <ai*F(Xqi,Yqi)>n

g(F(X,Y)) + Z sio' % f (a’ « F(X7 Y‘”)) (B.7)

JF(X,Y))

= J(F(X,Y) +Z (o FXT) 0 5 F(YT))
= G(F(X,Y))+ F(X) + F(Y) = g(X) — g(Y).

De plus, comme g(X) = b; X (mod deg?2) et comme
FIX,Y)=F,(X,Y) (mod A,degn + 1),
nous avons
g(F(X,Y))=bF,(X,Y) (mod A,degn +1). (B.8)
De B.8, B.7 et B.3, nous obtenons que
biF,(X,Y)=0 (mod A,degn + 1),

ce qui prouve que F,(X,Y) est a coefficients dans A car b; est inversible dans A et
termine la preuve de la partie a)

B.2 Partie b

Pour démontrer la partie b), on procede de la méme maniere que pour la partie a) :

Lemme B.2.1 Soit o(X) € A[[X]], soit n = ¢'m avec m non divisible par q et soit
l e N*. Alors :

a(X ) = (a ¥ a(qu)>” (mod '),

14

Preuve : On sait que o(a) = a? (mod I4) pour a € A et que p € 1. Donc a(X)? =

ol x oz(qu) (mod 14). Par récurrence, on obtient

T

a(X)™ = (a ¥ oz(qu)>q (mod '),
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CQFD
Posons f(X) = f,(X), f(X) = fzX) et ao(X) = fF'(f(X)) = ZoziXi. On a

FH(X)=b67'X (mod deg 2) et ( ) =0, X (mod deg?).

Ainsi o(X) = f7Hf(X)) = by X (mod deg?2) car bj' est inversible dans A et
ap € A.

Montrons par récurrence que les «; sont dans A :

Supposons que a,...,a,_; € A. Comme f~'(f(X)) =0 (mod degl), on a :

.

(X + o+, X" = a(X)" (mod degn + 1).
Par le lemme B.2.1, pour tout 7 on a :
a(X)7" = (a’ ¥ a(Xq"”)>” (mod I, degn + 1)
ou n = ¢"m avec m non divisible par ¢. Par définition de o(X) :

Ja(X)) = J(X). (B.9)

+oo
Dot ¢ % f(o' = a(X)) = o' * f(X). De plus f(X) = g(X) + ana” « f(X7"). En

composant a droite par la série a(X), il vient :
e n
fla(X)) = gla(X)) + Z 5,0 % fla(X)")
- o)+ S S et

Par le lemme B.2.1 :

s5:0' (o) a(X)'" = 5,0 (ay,) <ai * oz(Xqi)>n (mod A,degn + 1),

d’ou les quatre congruences modulo (A,degn + 1) :
)+ 30 Yo (o)

X)) + Zsmi «f <0i * Oé(qu)> (B.10)

—I—Zsa*qu)
gla(X ))+f( ) — g(X).

fla(X))
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Comme ¢(X) = 5, X (mod deg?2) et comme a(X) = a; X + a; X* + ... + a, X"
(mod A, degn + 1), nous avons

g(a(X)) = (i: oziXZ) (mod A,degn + 1). (B.11)

Par B.9, B.10, B.11, il vient :
by (Z oziXZ) =0 (mod A,degn+ 1).
=1
L’élément b; étant inversible, (Z oziXZ) € A[X] et «, € A.

B.3 Partie ¢

Posons ]/C\(X) = f(h(X)). Comme h(X) =0 (mod A), nous avons :

+00 .
F(X) - Zsiai « f(X7)
=1 oo

F(R(X)) — Z st f (o h(x))

=1

f(h(X))—i Z a) (o' < h(x"))’
- f<h<X>>—f Z o) (X)) (mod )

I
=
=
s

|

"M
»

q

*
'\H

TN
>
\-és
SN

B.4 Partie d

Montrons I'implication =.
+ oo

Nous avons vu que a, Iy C Asi f(X) = Z a; X" et n = ¢'m avec m non divisible par
=1
g. Maintenant si G(X) = o(X) 4+ v(X) avec v(X) € I A[[X]], il vient comme dans la

preuve du lemme B.0.3 :

B = a(X)" (mod I5)
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et
B(X) = a(X)" (mod I).

Donc a,3(X)" = a,a(X)" (mod I}), et f(a(X)) = f(F(X)) (mod I}).

En ce qui concerne I'implication <, nous montrons tout d’abord que
a(X)=0 (mod I}) = f'(a(X)) =0 (mod I}). (B.12)

Ecrivons FHa(X)) = v(X) puis a(X) = f(y(X)). Comme f(X) =b;X (mod deg?2)

avec b, inversible dans A, il vient
Y(X)=0 (mod Iy, deg?2).

Supposons que ¥(X) =0 (mod I, degn). Comme ’y(X)qi =0 (mod It degn + 1),
nous avons, modulo (14, degn 4 1), les congruences suivantes :

o(X) = JGIX) = g1(X) + 3 s« £ (X))
= 0. -

Donc, par I'implication = du d),
f <7(X)qi> =0 (mod I}t degn +1),

ce qui prouve par récurrence la congruence B.12.
Supposons maintenant que

Jla(X)) = J(B(X))  (mod I}).

Remarquons que ni f(a(X)) ni f(B(X)) n'ont nécessairement leurs coefficients dans
A. Soit

8(X) = fTH(F(B(X)) = fla(X))).
Par B.12, 6(X) =0 (mod I7). Comme f(§(X)) + f(a(X)) = f(B(X)), alors

BIX) = [T (8(X) + f(a(X)) = F(6(X), a(X))

et il vient B(X) = a(X) (mod I}) car F(X,Y) est a coefficients dans A, F'(0,Y) =Y
et §(X) =0 (mod I}).

Ceci termine la preuve de la partie d) du lemme de I’équation fonctionnelle.



Annexe C

Procédures Maple pour les groupes
formels

C.1 Groupes formels sur Z

On pose F, = {f(1') € Zy)[[T]]; f(T') = pT (mod deg2); f(T) =17 (mod p)}.
Procédure “modulodeg” :
Parametres d’entrée :

e Un polynéme P en la variable T
e Un entier d > 0

Parametres de sortie :

e Le polynéme P mod T

modulodeg:=proc(P,d)
local P1;
Pl:=collect(P,T);
Pl:=rem(P1,T"d,T);
end;

Procédure “EndomorphismeGF” :
(Cette procédure fait appel a “modulodeg”)
Parametres d’entrée :

e Un polynéome f € F, en la variable T'
e Un polynéme g € F, en la variable T
e Un élément a € Z(,,

o Un entiern >0

101
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¢ Un nombre premier p

Parametres de sortie :

¢ Le développement jusqu’au degré n de 'unique série h a coefficients dans Z, qui

vérifie foh=hoget h =aT (mod T?)

EndomorphismeGF :=proc(f,g,a,n,p)
local fi1,gl,F,r,delta;
f1:=expand(f);
gl:=expand(g);
F:=a%*T;
r:=1;
while (r<=n) do
delta:=subs(T=F,f1)-subs(T=gl,F);
delta:=collect(expand(delta),T);
delta:=modulodeg(delta,r+2);
delta:=delta/(p~(r+1)-p);
delta:=simplify(delta);
r:=r+i;
F:=F+delta;
od;
end;

Remarque : Pour obtenir ’expression du logarithme de la loi de groupe formel définie
par une série f(T') € F,, il suffit d’appeler la procédure commut(p* T, f,1,n,p). Si
I'on désire I'exponentielle, on appelle commut(f,p=T,1,n,p)

Procédure “modulodegXY?” :
Parametres d’entrée :

e Un polynéme P en les variables (X,Y') et a coeflicients dans Z,)

e Un entiern >0

Parametres de sortie :

o Le polynéme P mod degn

modulodegXY:=proc(P,n)
local i,PP,PPP;
PP:=sort (expand(P));
PPP:=0;
for i from 1 to nops(PP) do
if degree(op(i,PP))<n then
PPP:=PPP+op(i,PP);
fi;
od;
PPP:=sort (PPP);
end;
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Procédure “GroupeFormel” :
(Cette procédure fait appel a “modulodegXY”)
Parametres d’entrée :

e Un polynome f € F, en la variable T'
e Un polynéme g € F, en la variable T
o Un entiern >0

¢ Un nombre premier p

Parametres de sortie :

e Le développement a I'ordre n de I'unique série F'(X,Y") a coefficients dans Z,) qui

vérifie f(F(X,Y)) = F(g(X),g(Y)) et F(X,Y)=X+4Y (mod deg?2)

GroupeFormel :=proc(f,g,n,p)
local fi1,gl1,F,r,gx,gy,X,Y,delta;

X:=2X";
Y:='Y’;
F:=X+Y;

f1:=expand(f);

gl:=expand(g) ;

r:=1;

while (r<=n) do
gx:=subs(T=X,gl);
gy :=subs(T=Y,gl);
delta:=subs(T=F,f1)-subs(X=gx,Y=gy,F);
delta:=expand(delta);
delta:=modulodegXY(delta,r+2) ;
delta:=delta/(p~ (r+1)-p);
delta:=simplify(delta);

r:=r+i;
F:=F+delta;
od;
sort (F);

end;

C.2 Groupes formels sur F,[t]

On pose F, = {f(T) e F,[¢][[T]); f(T) =T (mod deg2); f(T)=T" (mod t)}.
Procédure “AutomrophismeCN” :

(Cette procédure fait appel a “modulodeg”)

Parametres d’entrée :
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Un polynome f € F; en la variable T

Un polynome g € F; en la variable T
e Un élément a € F,[¢]
e Un entier n > 0

Parametres de sortie :

o Le développement jusqu’au degré n de "automorphisme 55 _, du corps de normes de

I’extension A.P.F. définie par f(T)

AutomorphismeCN:=proc(f,g,a,n,p)

local i,j,nl1,F,r,delta,cpt,c,den,num,aux,k,F1,FF,d;

F:=a%*T;

r:=1;

while (r<=n) do
delta:=subs(T=F,f)-subs(T=g,F);
delta:=collect(expand(delta),T);
delta:=modulodeg(delta,r+2);
delta:=delta mod p;
delta:=delta/(t"(r+1)-t);
delta:=simplify(delta);
delta:=delta mod p;

r:=r+i;
F:=F+delta;
od;
FF:=[];

d:=degree(F,T);
for 1 from 1 to d do
c:=coeff(F,T"1);
if ¢c<>0 then
FF:=[op(FF),c*T 1]

fi;
od;
nl:=nops(FF);
F1:=0;

for 1 from 1 to nl do
num:=numer (op (i,FF)) ;
den:=denom(op(i,FF));
num:=subs(t=0,num) ;
aux:=1;
k:=subs(t=0,den) mod p;
k:=k" (p-2) mod p;
aux:=k;
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num:=num*aux mod p;
F1:=Fil+num;
od;
F1;
end;






Annexe D

Endomorphismes du groupe de
Cartier

Soit A un anneau de valuation discrete de corps résiduel de cardinal ¢ et soit 7 une
uniformisante de A. Dans [8], Cartier établit qu’il existe un groupe formel de Lubin-
Tate sur A, admettant la série

+oo Tpi

2

=0

pour logarithme. Par la suite, on appellera ce groupe formel le groupe de Cartier.
Dans le cas ou A = Z,, ¢ = p et @ = p, on retrouve le groupe formel de Lubin-Tate
sur Z, dont le logarithme est caractérisé par 1’équation fonctionnelle

NT) =T + ]%)\(Tp).

Par le corollaire 2.1.1, on en déduit qu'un isomorphisme entre ce groupe formel et le
groupe multiplicatif est donné par la série

+oo Tpi
exp)\(T)—lzeXpZ — — 1.
=0

p

Cette série est en fait 'exponentielle d’Artin-Hasse privée de son terme constant :
E(T) - 1.

Dans ’état actuel des connaissances, nous ne savons pas si la réduction modulo p de
cette série est algébrique sur F,(7"). Ceci nous place dans le contexte ol les méthodes
du chapitre 2 ne permettent pas de conclure a la condition nécessaire et suffisante
d’algébricité des endomorphismes réduits du groupe de Cartier. Néanmoins, il s’avere
que ces endomorphismes ont une forme particuliere lorsqu’ils sont issus d’un élément
entier. En effet, si a € Z, alors [a](T) € Z[[T]]. Ce cas ne se présente a priori pour
aucun des autres groupes formels de Lubin-Tate (mis a part le groupe multiplicatif),
ou pour a € Z, nous avons en général [a](T) € Q[[T]].
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Si 'on s’intéresse aux endomorphismes du groupe formel des restrictions au sous-
corps faisant intervenir le groupe de Galois py (voir chapitre 2), on s’apercoit qu’ils

vérifient cette méme propriété.

Nous donnons ci-dessous le début d’'une table pour quelques valeurs de a lorsque p = 3.
L’intérét de cette partie est de se demander si, de méme que pour le groupe multi-
plicatif, les endomorphismes du groupe de Cartier ont une forme récurrente simple,
forme qui permettrait éventuellement d’établir la condition nécessaire et suffisante
d’algébricité des endomorphismes réduits. Nous pourrions alors étendre I'interprétation
p-automatique des groupes formels du chapitre 2 a une infinité d’autres groupes formels,

via des isomorphismes de réduction algébrique.

Début du développement de [a](T')

2T — 272 + 8T — 4077 + 170T° — 648T ™ + 14247 + 97527
— 18860877 + 20277687T"'° + ...

3T — 8T + 72T° — 84077 + 900077 — 889927 ™ + 65877671 + 11990887 °+

199267992717 + 5896183992719 + ...

AT — 2072 + 3207° — 672077 + 13226077 — 24182407 + 346067207 >
—245904007"° — 2648554496077 + 15114063472007"° + ...

5T — 4077 + 10007 — 3300077 + 102932077 — 299080007 4 6916030007

423877620007 — 11697288750007"" 4+ 10860683166300077 +- ...

61 — 7072 + 25207° — 12012077 + 543571077 — 2294636407 +
77728543207 — 517060553007 — 258363320745607"'7
+35342002306842007"° + ...

7T — 11277 4 5488T° — 3567207 + 2206904077 — 12747306887
+59362175824T" — 615650787808T® — 3539429045666081"
+66836102909107728T" + ...

8T — 16877 + 10752T° — 91392077 + 7405972077 — 56061752327 "
+343158731776 1T — 50209165726727"° — 34182089635921927*"
+850930138996055552T + ...

97 — 24077 4 1944077 + 209304077 + 2150783207 — 206533000807 "
+16068643898407"3 — 312421116024007"° — 252734273859463207*7
+80141488181726724007™"° + ...

10

107 — 33077 + 330007 — 43890007 4 55756789077 — 662078890007

+63788090740007"% — 15825955542110007™° — 15135588675900000077 + ...
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a Début du développement de [a](T')
1 13 75 15 779 31 il 33 i3 31 15
1/2 §T + §T 3_ ﬁT j’ ﬁT _72048T — 8}392T 7"'7819211; ‘|'77 -
1 8 8 40 60040 57376 97464
1/3 §T + ﬁT - %T - 19683T + 1594323T - 14348907T + 387420489T
| 4045616 T15—|—
1 10460?5532g3 5 5 5 7 3655 719 7015 11 66005 13
1/4 ZT ‘|;026_§T :5 1024T - 4096T + 13072T - 4194304T - 67108864T
—1|_13421787281; —I_sm 5 56 7 43416 719 3416 11
1/5 ET + ET - 3125T — 78125T + 1953125T - 9765625T
_ 650648 13 774384  rpl5 +
1 12207%?51253 353051g57812%5 7 7552895 719 14753935711
1/6 ET + @T - 23328T - 78732T + 408146688T - 29386561536T
_ 1010248435 13 2312206225 15 +
1 31737%%645388 16 8%69121%i?689767 63;3‘9‘20 9 628416 11
/7 7L+ 351" — msor ] — mssas ]t dossseor ] Terrazerasl
_ 2828624 13 103647456 15 +
1 1384122%”% 21 47%56150??)%3 7 ”9'31175 9 1835911 11
1/8 sl 531" — 53765 l” — s3ppss |+ Griosseil ssse0sasen |
_ 7626213 rpl3 73796177 rpl5 +
1 54975588(}3883 804398(5J465111g1460 7”' 387079120 719 382646080 11
1/9 51 t 3157 l” — teriar ] — Toaerail T Sisstosecos | 5itscsszssz
_ 60680612080 13 1926967348000 15 +
1 61767333???283247 33 1520946353?3?6999%21 55511‘8‘?; 9 2199571 11
1/10 16/ + To00 . — Tooooo .~ 3125061 T Sooooo006 ! 30000000000 L
720718273 13 2478718121 _rpl5 +
10000000000000 250000000000000 .-

Début du développement de la restriction [a](T)

AT + 872 + 3677 + 1927% + 90475 + 39127° + 1260877 — 9344713
—689916T° — 8687296T7° + ...

9T 4 48T* + 49677 4 61927 4 72624T° 4 79891271° + 737812817
+31280736T° — 88942305677 — 360294608167"° + ...

16T + 1607T* + 296077 + 665607 + 142928077 + 289371207"°

+5033881607 " + 49062400007 — 1387585896807 — 1203014755840071° + ...

25T + 40072 + 1160072 + 4100007 + 139332007 + 4474256007°
+1245631000077 + 2069569800007 — 70896341276007"°
—70896341276007° + ...

367 4 84077 + 351407 + 17942407* + 883957207 + 41199678807
+16722395424077 + 41710439904007® — 1789486632322207°
—414049446104112007"° 4 ...

49T + 156877 + 8937677 + 62233927T* + 41898998477 + 267050533127°
+148608907708877 + 51652618342976T° — 27692492570509767"°
—90961575249817417671° + ...

647 + 2688T% + 2002567 + 18235392T* + 16076381447
1342358053127 + 9802044571648T7 4 4515605098332167"®
—298929966 184088967 — 1319780785352997% + ...

81T + 4320T* 4 4075207 + 470059207 + 52539825607
+5563695302407° + 5158007497872077 + 30369777792624007®
—2447366720095937607 — 1395607296632078664007° + ...

10

1007 + 66007 + 7689007 + 1095600007 + 151370978007
+19818265874007"° + 2273361899600007 " + 166392567096800007"®
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a Début du développement de la restriction [a]y(T)
T 172 _ 173 1L 74 6L 75 T 76 _ 47 77 61 78 | 279 79
1/2 ZT_ §T - QT + ﬁT + 1024T + 2048T o 4096T o 16384T + 65536T
1261 10 |
T M T T e s 208 T . IISTI6 7 622144776 3468784777
V3ot e et Lt el dajtie”  rieeider
—|1_31381055$)3609;T +1§541§65828§1%9T 4"’ 22§Z§Z§245§961T296;; i S
VAT sl gt T e BT — s
T 07741%%4T2 : 111879862184T48+ 2471487796?55?441; +éii392 6 26660961777
Vo |ty e Ll ng T aimtsen”
psteed, Y g SR e e
1/6 | 567 — 3953 1" + siss0al - + 7smoms L + Tsorroozss L — moadroossssil
1026728605 77 | 29988420875 8 | _ 5758360200055 79
4760622968832 514147280633856 166583718925369344
4 _211576211866525 10 |
O LR e 0 RN N ST Ny o ST VY 67V N 1 9228288 7776
VT | 5T — 55011" + woso7L” + szeasor L~ + zsaqmsa09 L — Tasitesraoil
80139888 _/n7 | 1127958976 rp8 | 410137242976 9
6678223072849 33232930569601 1628413597910449
4220921504032 10
I A BN 86174 3707501775 37282259 776
1/8 | 5T — 505 1” + wmm L+ ssssoos L T tomaraiszil  — Fissorasacsl
76000747 _rp7 | 1467376370 rps | 863935712099 o
1099511627776 0368744177664 1503599627370496
3302420844821 10 -
A (VR e VI 235120 74 771259040 775 50645653120 776
19 | 57T — toes3 1" + smsmoes L T s5rimoass ]+ moasossoasi L — oues057ri01s85 L
244403419360 _/pT | __181479T7268800 8 | 149460046431494560 79
55559060566555523 1350851717672992089 984770902183611232881
| ___57b75307109963000 /0y
I AR N1 AR 17 S TR 2 S i (VN O 355415071 176
1/ 10| g5l — 5000T + 1000000000T + 10000000T + SOOOOOOOT - 500000000000T
_MT7+MT8+ 30727886102551 9
25000000000000 2500000000000000 250000000000000000
| Z_119226003000621 7710
25000000000000000000 o
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Liste des

[a]
[a]

!

T

7l

fg(T)
14(T)

(T') avec u € U,

(1)

symboles

groupe des unités p-adiques,

ensemble des o tels que f"(«a) =0,

réunion des A/,

complété de [, (¢) pour la valeur absolue P(t)-adique,
anneau de valuation de F,(%)p,

module de Drinfeld,

endomorphisme de ® vérifiant & = Ro® (mod o),

1“M€ dérivée galoisienne de R,

analogue de D (R) pour les modules de Drinfeld de rang 1,
module de Carlitz,

endomorphisme de v vérifiant v = Ro® (mod o),

groupe formel de Lubin-Tate admettant f(7') pour
endomorphisme,

groupe formel, éventuellement de Lubin-Tate,

groupe multiplicatif X +Y + XY,

groupe additif X +Y,

corps de normes de L/K,

anneau des entiers de Xy (L),

corps de normes Xg (K (AL)),

sous-corps du corps de normes Y; = Xy (K (AL)) tel que
Gal(Yf/XJ(fd)) est isomorphe a g4,

notation “allégée” de Xj(cd) lorsque d = p — 1 (plus grande
valeur possible pour d),

homomorphisme de F, dans [y vérifiant :

la];,(T) = a1 (mod deg?2),

endomorphisme du groupe formel F; vérifiant :

la];/(T) = aT (mod deg?2),

automorphisme du groupe de Galois de ’extension maximale
abélienne de Q, définie par le groupe formel F;. Cette série
est la série [u™"];;(T),

réduction modulo p de of(T), automorphisme du corps de

normes X (K(AL)),
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restriction de 5 (T') au sous-corps d’indice d de Xy (K (AL)),
endomorphisme d’un groupe formel qui n’est pas de Lubin-Tate
(groupe formel des restrictions), relevement de I’automorphisme
51{,d(T)7

série de Chebyshev,

polynoéme de Bell.



Résumé :

Ce travail part de l'observation d’un résultat de P. Robba établi en 1982 dont
I’énoncé est le suivant : si A est un entier p-adique, alors la série (1 + T)* € Z,[[T]]
réduite modulo p est algébrique sur F,(7') si et seulement si A € Q. En remarquant
que cette série a une expression tres proche de celle d'un endomorphisme du groupe
multiplicatif sur Z,, on généralise ce résultat a une classe de groupes formels de Lubin-
Tate dont le logarithme vérifie une certaine condition d’algébricité. Nous interprétons
ensuite ce résultat via le foncteur Xy de Fontaine et Wintenberger et en tirons des
conséquences sur l'indépendance algébrique des automorphismes de corps locaux.

Dans la deuxieme partie de ce travail, nous établissons I’analogue du théoreme de P.
Robba dans le cas des modules de Drinfeld de rang 1 définis sur le complété P-adique
F,[t]p de F,[t] ou P est un polynéme irréductible unitaire de F,[t] de degré n.

p-automatic interpretation of Lubin-Tate formal groups
and reduced Drinfeld modules

Abstract :

This work is firstly based on the observation of a result by P. Robba which states, for
any p-adic integer A, the equivalence between the rationality of A and the algebraicity
of (1 4+ T)*modp € F,[[T]] over F,(T). As this power series is, before reduction,
essentially the same as the endomorphism [A];(7") of the multiplicative group over
Z,, we generalize this result to a class of Lubin-Tate formal groups whose logarithm
satisfies a certain condition of algebraicity. Then, we interpret the result by means
of the Fontaine-Wintenberger’s fonctor Xy and draw consequences about algebraic
independence of automorphisms of local fields.

In the second part of this work, we establish the analogue of the Robba’s theorem
in the context of Drinfeld modules of rank 1 defined on the P-adic completion F,[¢]p
of F,[t], where P is a monic prime polynomial over F, with degree n.

Discipline : Mathématiques pures.

Mots-clés :  Automate, corps de normes,
groupe formel, module de Drinfeld.
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