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IntroductionDes notions telles que l'alg�ebricit�e ou la rationalit�e d'une s�erie sur Fq (T ) ne semblentpas a priori avoir de rapport direct, si ce n'est que la rationalit�e implique l'alg�ebricit�e.En fait, nous voyons dans ce travail que des applications telles que certaines loisde r�eciprocit�e associent de mani�ere bi-univoque les �el�ements rationnels aux �el�ementsalg�ebriques.Cette association ne fait que traduire la nature p-automatique des proc�ed�es de cons{truction des images de ces applications.Le chapitre 1 est un rappel des principales notions qui seront utilis�ees par la suite.On y retrouve la th�eorie des groupes formels de Lubin-Tate, la construction des corpsde normes de Fontaine-Wintenberger ainsi que le lien entre les s�eries alg�ebriques et lesautomates.Ce chapitre se conclut par l'�etablissement de propri�et�es d'alg�ebricit�e des s�eries. Onvoit comment l'alg�ebricit�e se transporte via l'op�eration de composition.Dans le chapitre 2, nous �etudions le proc�ed�e de construction des endomorphismesdes groupes formels de Lubin-Tate. L'�etude particuli�ere du groupe multiplicatif surZp fait apparâ�tre, avec les notations standard, que l'image [u]ff(T ) = (1 + T )u � 1de l'�el�ement u 2 Zp, r�eduite modulo p, est alg�ebrique sur Fp(T ) si et seulement sil'�el�ement u est rationnel. Ce r�esultat est dû entre autres �a Robba dans [29] mais aussi�a Mend�es France et van der Poorten dans [28] ainsi qu'�a Allouche, Mend�es France etvan der Poorten sous une forme plus g�en�erale que [28] dans [5].On s'aper�coit alors que s'il existe des groupes formels de Lubin-Tate isomorphes surZp au groupe multiplicatif par un isomorphisme de r�eduction modulo p alg�ebrique, ilsv�eri�ent cette même propri�et�e. On s'assure de l'existence de tels groupes en faisantappel au Lemme de l'�Equation Fonctionnelle [21].En interpr�etant les r�eductions modulo p des endomorphismes des groupes de Lubin-Tate en tant qu'automorphismes d'un corps local de caract�eristique p, on s'int�eresse auprobl�eme de l'alg�ebricit�e des restrictions �a certains sous-corps. Notons que le corps localen question est le corps de normes de l'extentionA.P.F. (Arithm�etiquement pro�nie) deQp d�e�nie par le groupe formel. Il apparâ�t ainsi que si la norme d'une uniformisante ducorps de normes (qui est une s�erie �a coe�cients dans un corps �ni) est alg�ebrique, on al'�equivalence entre la rationalit�e de l'�el�ement u et l'alg�ebricit�e de la s�erie repr�esentantla restriction issue de u. Ce cas se pr�esente lorsque la sous-extension du corps denormes, induit un groupe de Galois isomorphe au groupe �2 = f�1; 1g des racines de1. 7



On s'aper�coit ensuite que ces restrictions peuvent être vues comme �etant les r�eductionsmodulo p d'endomorphismes de groupes formels, qui quant �a eux ne sont plus de Lubin-Tate. On caract�erise ces groupes formels en calculant leur logarithme et on donne desformules explicites des endomorphismes. Celles-ci s'obtiennent grâce aux polynômesde Bell et font intervenir les polynômes de Chebyshev dans un cas particulier.En�n on s'int�eresse au probl�eme de l'ind�ependance alg�ebrique de ces automorphis{mes. On fait apparâ�tre que leur ind�ependance alg�ebrique sur Fp(T ) est �equivalente �al'ind�ependance lin�eaire sur Zdes unit�es d'o�u ils sont issus. Nous �etablissons ensuitela validit�e de ce r�esultat pour les restrictions aux sous-corps induisant le groupe deGalois �2.On conclut ce chapitre en �etablissant les �equivalences dans le contexte d'un groupeformel particulier, mais qui cette fois est d�e�ni, non plus sur Zp, mais sur un anneaude s�eries formelles �a coe�cients dans Fp . On d�emontre alors dans ce cas que la normed'une uniformisante du corps de normes est alg�ebrique lorsqu'elle est prise relativement�a n'importe quel sous-corps. Ceci permet d'�etendre l'�equivalence entre la rationalit�ede u et l'alg�ebricit�e de la restriction issue de u dans le cadre de tous les sous-corps ducorps de normes formant un groupe de Galois �ni.Dans le chapitre 3, on regarde les endomorphismes du module de Carlitz formel.Ce module donnant l'analogue de l'exponentiation dans le contexte des polynômes, ilest naturel de se demander s'il existe un analogue �a l'assertion \(1+ T )a modulo p estalg�ebrique sur Fp(T ) si et seulement si a 2Zp \Q".Nous �etablissons dans un premier temps cet analogue, �a savoir : Pour P (t) 2 Fq [t]irr�eductible et unitaire, la r�eduction modulo P (t) d'un endomorphisme du module deCarlitz formel (d�e�ni sur le compl�et�e P (t)-adique Fq [t]P de Fq [t]) est alg�ebrique si etseulement si cet endomorphisme est issu d'un �el�ement R(t) rationnel.Ensuite on consid�ere les modules de Drinfeld de rang 1. En calculant un isomorphismeavec le module de Carlitz, on �etablit le r�esultat pour ces derniers, lorsque leur r�eductionn'est pas triviale.Pour conclure cette partie, on regarde la suite des coe�cients des puissances de � dansl'expression des endomorphismes d'un module de Drinfeld formel de rang 1. On �etablitalors une condition n�ecessaire et su�sante pour que la r�eduction modulo P (t) de cettesuite soit p-automatique.



Chapitre 1G�en�eralit�es1.1 Groupes formels de Lubin-Tate1.1.1 D�e�nitionsSoit A un anneau commutatif. On note A[[T ]] l'ensemble des s�eries formelles 1Xi=0 aiT i�a coe�cients dans A. Muni de l'addition et de la multiplication classiques des s�eries,A[[T ]] devient un anneau. Si A est int�egre, A[[T ]] l'est aussi et on repr�esente parA((T )) le corps des fractions de A[[T ]].D�e�nition 1.1.1 On dit qu'une s�erie a(T ) 2 A[[T ]] est r�eversible (dans A[[T ]]) s'ilexiste une s�erie b(T ) 2 A[[T ]] telle que a(b(T )) = b(a(T )) = T . On note alors b(T ) =a�1(T ).Remarque 1 : On trouve souvent dans la litt�erature la notation a��1(T ) pour l'inversede composition de a(T ). Nous pr�eserverons n�eanmoins la notation a�1(T ). Lorsquenous aurons a�aire �a l'inversemultiplicatif, le texte sera su�samment pr�ecis de mani�ere�a ce qu'il n'y ait pas d'ambigu��t�e.Remarque 2 : Une condition n�ecessaire et su�sante pour que a(T ) 2 A[[T ]] soitr�eversible est que a(T ) � uT (mod deg 2) avec u inversible dans A.Soit K un corps local de corps r�esiduel �ni et d'anneau des entiers A. Soit � 2 A telque v(�) = 1 et soit q le cardinal du corps r�esiduel A=�A. On noteF� = ff(T ) 2 A[[T ]]jf(T )� �T (mod deg 2); f(T ) � T q (mod �)gD�e�nition 1.1.2 On appelle groupe formel sur A une s�erie F (X;Y ) 2 A[[X;Y ]] telleque :1) F (X;Y ) � X + Y (mod deg 2), 9



10 Chapitre 1. G�en�eralit�es2) F (X;Y ) = F (Y;X),3) F (X;F (Y;Z)) = F (F (X;Y ); Z).Exemple : On appelle \groupe additif" le groupe formel Ga(X;Y ) = X + Y .D�e�nition 1.1.3 Soient F et G deux groupes formels sur A. On appelle homomor{phisme de F dans G toute s�erie �(T ) 2 A[[T ]] telle que :�(F (X;Y )) = G(�(X); �(Y )):Remarques :1) L'ensemble des homomorphismes de F dans G se note HomA(F;G) ou Hom(F;G)lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e.2) On emploie les notations suivantes :� �(F (X;Y )) = � � F ,� G(�(X); �(Y )) = G � �.D�e�nition 1.1.4 Soit �(T ) 2 HomA(F;G). Si �(T ) est r�eversible dans A[[T ]], alorson dit que �(T ) est un isomorphisme de F dans G et on note G = F � = � � F � ��1avec � 2 IsoA(F;G).Remarque : Lorsque F = G, alors pour � 2 HomA(F;F ) on �ecrit � 2 EndA(F ),groupe des endomorphismes de F .D�e�nition 1.1.5 Soit F (X;Y ) un groupe formel sur A. Il est facile de voir qu'il existeune unique s�erie �F (T ) 2 K[[T ]] telle que :1) �F (T ) � T (mod deg 2),2) Ga = F �F .On appelle cette s�erie le \logarithme" du groupe formel F .Lemme 1.1.1 (Algorithme de Lubin-Tate) [26]Soient f(T ) et g(T ) 2 F� et soit L(X1;X2; :::;Xn) = nXi=1 aiXi une forme lin�eaire �acoe�cients dans A. Il existe une unique s�erie F (X1; :::;Xn) �a coe�cients dans A telleque : � F (X1; :::;Xn) � L(X1; :::;Xn) (mod deg 2);f(F (X1; :::;Xn)) = F (g(X1); :::; g(Xn)):



1.1. Groupes formels de Lubin-Tate 11Preuve : Posons X = (X1; :::;Xn) et g(X) = (g(X1); :::; g(Xn)). Par r�ecurrence surr, on montre que les congruences� Fr(X) � L(X) (mod deg 2);f(Fr(X)) � Fr(g(X)) (mod deg(r + 1))ont une solution Fr(X) 2 A[X] qui est unique (mod deg(r + 1)) :Pour r = 1, le syst�eme admet F1(X) = L(X) pour solution. Supposons maintenantque les congruences sont v�eri��ees pour r � 1. Alors la solution Fr+1 doit être cherch�eesous la forme Fr+1 = Fr +�r avec �r � 0 (mod deg(r + 1)).Le syst�eme� f(Fr+1(X)) � f(Fr(X)) + ��r(X) (mod deg(r + 2))Fr+1(g(X)) � Fr(g(X)) + �r+1�r(X) (mod deg(r + 2))nous montre qu' il su�t de prendre�r(X) � f(Fr(X))� Fr(g(X))�r+1 � � (mod deg(r + 2)):Notons que les coe�cients de �r sont dans A carf(Fr(X))� Fr(g(X)) � (Fr(X))q � Fr(Xq) � 0 (mod �):La solution F (X) = limr!+1Fr(X) 2 A[[X]] est alors l'unique solution du syst�eme initial.Proposition 1.1.1 Soit f(T ) 2 F�. Alors il existe un unique groupe formel Ff(X;Y )sur A tel que f(T ) 2 EndA(Ff).Preuve : C'est une application directe du lemme 1.1.1 avec L(X;Y ) = X + Y etf(T ) = g(T ).D�e�nition 1.1.6 On appelle groupe formel de Lubin-Tate sur A tout groupe formelconstruit par la proposition pr�ec�edente.Proposition 1.1.2 Soient f(T ) et g(T ) 2 F�. Alors pour tout a 2 A, il existe uneunique s�erie not�ee [a]fg(T ) 2 HomA(Fg; Ff) telle que [a]fg(T ) � aT (mod deg 2).Preuve : C'est une application du lemme 1.1.1 avec L(X) = aX.Les homomorphismes et endomorphismes de groupes formels de Lubin-Tate v�eri�entles propri�et�es suivantes :Proposition 1.1.3 [26] Soient f(T ), g(T ) et h(T ) 2 F�, et soient a, b 2 A. Alors :1) [a]fg � g(T ) = f � [a]fg(T ),2) [ab]fh(T ) = [a]fg � [b]gh(T ),3) [a+ b]fg(T ) = Ff([a]fg(T ); [b]fg(T )),



12 Chapitre 1. G�en�eralit�es4) [a]fg � [b]gg(T ) = [b]ff � [a]fg(T ),5) [a]fg(T ) est r�eversible si et seulement si a est inversible dans A et dans ce cas[a]�1fg (T ) = [a�1]gf(T ).Notation : On note f[a]fg(T ) la s�erie obtenue en projetant les coe�cients de [a]fg(T )sur le corps r�esiduel A=�A.1.1.2 Extensions d�e�nies par les groupes formelsIl existe un moyen de construire des extensions ab�eliennes de corps locaux �a l'aide desgroupes formels de Lubin-Tate. Le principe consiste �a adjoindre des points de torsionau corps de base par le proc�ed�e qui est d�ecrit ci-dessous.On reprend les notations K, A, � et F� du paragraphe 1.1.1. On note K une clôturealg�ebrique de K, puis U le groupe des unit�es de A et k le corps r�esiduel A=�A. Soitf(T ) 2 F�. Pour tout entier n � 1 on repr�esente par fn(T ) = f � f � ::: � f(T )| {z }n fois lacompos�ee ni�eme de f(T ). On note alors�fn = �� 2 K; fn(�) = 0; v�(�) > 0	et on pose �f1 = [n�1�fn:Soit L une extension alg�ebrique de K d'id�eal maximalM(L). La s�erie f(T ) permet ded�e�nir une structure d' A-module sur M(L) de la mani�ere suivante :Notons tout d'abord que pour toute s�erieG(X1;X2; :::;Xk) 2 A[[X1;X2; :::;Xk]] et toutvecteur (x1; x2; :::; xk) de M(L)k, l'�el�ement G(x1; x2; :::; xk) est convergent dans M(L)si la s�erie formelle G est sans terme constant. Ceci nous assure que l'on peut d�e�nirune addition et une multiplication sur M(L) en posant pour x, y 2M(L) et a 2 A :x+ y = Ff (x; y)ax = [a]ff(x):On notera le module ainsi construit Mf(L).Si L1 � L, il est clair que Mf (L1) est un sous A-module de Mf (L). Si L=L1 estgaloisienne de groupe de Galois G, tout �el�ement � de G induit un automorphismedu A-module Mf (L); cela provient du fait que � agit continûment sur L, et que lesop�erations dans L sont d�e�nies par des s�eries convergentes �a coe�cients dans K etinvariantes sous l'action de � . Pour f et g 2 F�, L'application x 7! [1]fg(x) est un A-isomorphisme de Mg(L) dans Mf (L), et cet isomorphisme commute avec les inclusionsL1 � L et avec l'action de G.Restreignons nous maintenant au cas des sous-corps L d'une clôture s�eparable Ksde K. Pour chaque f 2 F�, on peut voir �fn en tant que sous-module de M(Ks). Pour



1.2. Corps de normes de Fontaine-Wintenberger des extensions A.P.F. 13f et g dans F�, nous avons � 2 �fn si et seulement si [1]gf(�) 2 �gn. Ainsi l'extensionK(�fn)=K d�epend seulement de �, et pas de f 2 F�; on peut alors la noter L�;n=K etson groupe de Galois G�;n. On pose en�n L� = K(�f1), et G� = lim G�;n. On a leth�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.1.1 (Lubin-Tate [26])Soit � une uniformisante de A et f 2 F�. Alors :(a) L'extension K(�f1)=K est maximale ab�elienne totalement rami��ee;(b) Pour tout n, le A-module �fn est isomorphe �a A=�A;(c) Le A-module �f1 est isomorphe �a K=A;(d) Pour tout � 2 G�, il existe une unique unit�e u de A telle que �� = [u]ff(�) pour� 2 �f1;(e) L'application � 7! u est un isomorphisme de G� sur le groupe U des unit�es de Ad�e�ni par [u�1]ff 7! uet induisant pour tout n un isomorphisme de G�;n sur le quotient U=(1 + �nA) de U .1.2 Corps de normes de Fontaine-Wintenberger desextensions A.P.F.1.2.1 D�e�nitionsSoit K un corps local et G un sous-groupe ferm�e du groupe Aut(K) des automor{phismes continus de K. Si � d�esigne une uniformisante de K, on d�e�nit la fonctiond'ordre iK : G ! N [ f�1g [ f+1g par iK(�) = vK(�(�)=� � 1) o�u vK d�esigne lavaluation de K d�e�nie par �.Pour tout r�eel x � 1, on poseG[x] = f� 2 G; iK(�) � xg;G[x]+ = f� 2 G; iK(�) > xgLes G[x] d�e�nissent ce que l'on appelle la �ltration de rami�cation du groupe G ennum�erotation inf�erieure.On suppose que les G[x] pour x � �1 sont d'indice �ni dans G. On peut alors d�e�nirla fonction �G de Herbrand [35] par�G(x) = Z x0 dt(G[0] : G[t]) si x � 0= x si � 1 � x � 0



14 Chapitre 1. G�en�eralit�esLa fonction �G est continue et strictement croissante. On dit que G est A.P.F.(arithm�etiquement pro�ni) si l'on alimx!+1 �G(x) = +1:C'est en particulier le cas pour G = Aut(K) avec K de corps r�esiduel �ni.Lorsque G est A.P.F., la fonction �G est un hom�eomorphisme croissant de la demi-droite [�1;+1[ sur elle-même. On d�e�nit alors la fonction  G de Herbrand [35] comme�etant la fonction r�eciproque de �G et la �ltration de rami�cation en num�erotationsup�erieure de G en posant G(x) = G[ G(x)]:On a  G(x) = Z x0 (G(0) : G(t))dt si x � 0= x si � 1 � x � 0Lorsque G est �ni, G(x) est d'habitude not�e Gx et G[x] est not�e Gx.Proposition 1.2.1 (Wintenberger [35])Soit K un corps local et soit G un groupe A.P.F. d'automorphismes de K. Soit H unsous-groupe �ni et distingu�e de G. Soit K 0 le corps des points �xes de K sous l'actionde H. Alors G=H, consid�er�e comme sous-groupe de Aut(K 0) est A.P.F. et on a�G = �G=H � �H G =  H �  G=H:Soit L une extension galoisienne de K non n�ecessairement �nie de groupe de Galois G.Le groupe G est la limite projective des groupes de Galois G(K 0=K), pour K 0 parcou{rant l'ensemble des extensions galoisiennes �nies de K contenues dans L. Les groupesGal(K 0=K)(x) sont bien d�e�nis et cette �ltration est compatible avec le syst�eme pro-jectif (voir [35]).On peut donc d�e�nir sur G la �ltration de rami�cation en num�erotation sup�erieureen posant pour tout r�eel x � �1 :G(x) = lim Gal(K 0=K)(x):Il est clair que les G(x) sont des sous-groupes ferm�es et distingu�es de G et que pourx � y � �1, on a G(x) � G(y).D�e�nition 1.2.1 On dit que l'extension L=K est A.P.F. si pour tout x � �1, legroupe G(x) est ouvert dans G.Remarque : Les G(x) �etant ferm�es dans G, l'extension L=K est A.P.F. si et seulementsi les G(x) sont d'indice �ni dans G.D�e�nition 1.2.2 On appelle nombre sup�erieur de rami�cation de l'extension L=K,tout r�eel x > 0 tel que G(x+ �) 6= G(x) pour tout � > 0.



1.2. Corps de normes de Fontaine-Wintenberger des extensions A.P.F. 15Il est montr�e dans [35] que l'ensemble de ces nombres est d�enombrable.Les nombres sup�erieurs de rami�cation du groupe G sont not�es (bn(G))n�0.D�e�nition 1.2.3 On appelle nombres inf�erieurs de rami�cation les nombres in(G)d�e�nis par in(G) =  G(bn(G)):Pour tout entier i � �1, on pose K[i] = KG[i]. Si l'on note (in)n la suite (in(G))n, ilest clair que l'on a : K = K[�1] � K[0];K[1] = ::: = K[i0];::::::::::::::::K[in�1 + 1] = ::: = K[in]Le corpsK[0] (resp. K[1]) est la plus grande extension non (resp. mod�er�ement) rami��eede K contenue dans L.On a Gal(K[i]=K[i� 1])[i� 1] = Gal(K[i]=K[i� 1]) et [i2NK[i] = L.D�e�nition 1.2.4 La suite (K[i])i��1 est appel�ee la tour des sous-extensions �el�emen{taires de l'extension L=K.1.2.2 Construction du corps XK(L)Pour plus de d�etails, on pourra consulter [35] et [36].Pour tout r�eel x, on d�esigne par fxg (resp. [x]) le plus petit entier sup�erieur ou �egal �ax (resp. la partie enti�ere de x, c'est-�a-dire le plus grand entier inf�erieur ou �egal �a x).D'autre part, pour toute extension M �nie d'un corps N , on d�esigne par NM=N lanorme relativement �a M et N .On a :Lemme 1.2.1 (Wintenberger [35])Soit N un corps local et soit M une extension galoisienne de N , de groupe de Galois G,telle qu'il existe un entier i > 0, avec G[i] = G, G[i]+ = fidg. Posons r = �(p� 1)ip �.Alors1) Pour tous a; b 2 AM , on a NM=N(a+ b) � NM=N(a) +NM=N(b) (mod P rN ),2) Pour tout � 2 AN , il existe a 2 AM tel que NM=N(a) � � (mod P rN ).D�e�nition de l'anneau AK(L) :Soit K un corps local et soit L une extension in�nie galoisienne et A.P.F. de Kde groupe de Galois G. Soit (K[i])i��1 la tour des sous-extensions �el�ementaires del'extension L=K. Posons pour tout i � 1 : ri = �(p� 1)ip �, puis� AK[i] = A[i]; PK[i] = P [i]NK[i+1]=K[i] = Ni; A[i] = A[i]=P [i]ri:



16 Chapitre 1. G�en�eralit�esIl r�esulte facilement du lemme pr�ec�edent que la compos�ee de la norme Ni : A[i+1]!A[i], avec la projection canonique A[i]! A[i], est un homomorphisme d'anneaux, quiest surjectif et dont le noyau contient P [i]ri+1; il d�e�nit donc, par passage au quotient,un homomorphisme surjectif Ni : A[i+ 1]! A[i]:D�e�nition 1.2.5 On d�e�nit l'anneau AK(L) comme �etant la limite projective des A[i],pour i 2 N�, les 
�eches de transition �etant les Ni : A[i+ 1]! A[i].Remarque : Soit (r0i)i�1 une suite d'entiers v�eri�ant les trois propri�et�es suivantes :a) elle est croissante,b) pour tout i � 1, on a : r0i � ri = �(p� 1)ip �,c) on a limi!+1 r0i = +1.Il est facile de voir [35] que l'on peut d�e�nir de mani�ere analogue un anneau A0K(L)�a partir de la suite (r0i)i�1. De plus on v�eri�e sans peine que les anneaux AK(L) etA0K(L) sont canoniquement isomorphes.Structure de l'anneau AK(L)Soit a un �el�ement non nul de AK(L). Si a provient d'une suite (ai)i�1, avec ai 2 A[i],la suite (vK[i](ai)) est stationnaire et sa limite ne d�epend pas du choix des ai. Posonsalors : v(a) = limi!+1 vK[i](ai) pour a 6= 0v(0) = +1:Puisque l'extension L=K[0] est totalement rami��ee, on peut identi�er le corps r�esiduelkL de L et les corps r�esiduels kK[i] des corps K[i], pour i � 0. Soit � un �el�ement dekK[1]. Notons �1 = fK[1](�) le repr�esentant multiplicatif de � dans K[1].Pour tout i � 1, le degr�e de l'extension K[i]=K[1] est une puissance de p. PuisquekK[1] est parfait, il en r�esulte qu'il existe un �el�ement �i et un seul de kK[1] tel que :�[K[i]:K[1]]i = �1:Il est clair que, pour tout i � 1 : Ni(�i+1) = �i:Il en r�esulte que la suite (�i)i�1 d�e�nit un �el�ement de AK(L); on le note fL=K(�).



1.3. G�en�eralit�es sur les automates 17Proposition 1.2.2 (Wintenberger [35])Soit K un corps local et soit L une extension galoisienne in�nie et A.P.F. de K.Alors l'application v munit AK(L) d'une structure d'anneau de valuation discr�ete pourlaquelle il est complet. On a : v(AK(L)) = N [ f+1g:La caract�eristique de AK(L) est p. L'application fL=K est un isomorphisme du corpsr�esiduel kL de L sur le corps r�esiduel de Ak(L).D�e�nition 1.2.6 [35] On d�e�nit le corps XK(L) comme �etant le corps des fractionsde l'anneau AK(L). Le corps XK(L) s'appelle le corps de normes de l'extension A.P.F.L=K.Le corps XK(L) est un corps local de caract�eristique p et pour tout a 2 AK(L), on avXK(L)(a) = v(a).1.3 G�en�eralit�es sur les automatesNous aurons besoin, pour les interpr�etations ult�erieures, de la notion d'automate �ni.Cette partie a pour but de donner les d�e�nitions de base concernant les automatesainsi que leur lien avec le probl�eme de l'alg�ebricit�e des s�eries.1.3.1 D�e�nitionsSoit A un ensemble d'�el�ements distincts deux �a deux.D�e�nition 1.3.1 On appelle mot sur A la donn�ee d'une suite �nieu = �n�n�1:::�1�a valeurs dans A :D�e�nition 1.3.2 On appelle longueur du mot u son nombre de caract�eres. On la notejuj. L'ensemble des mots sur A de longueur n est repr�esent�e par An.D�e�nition 1.3.3 On note A� = [n�0An l'ensemble des mots de longueur �nie sur A.On d�e�nit sur A� l'op�eration de concat�enation de la mani�ere suivante :Soient m1, m2 2 A�. Si l'on pose m1 = �r�r�1:::�1 et m2 = �0s�0s�1:::�01, alors le motm1m2 est le mot �r�r�1:::�1�0s�0s�1:::�01 2 A�.D�e�nition 1.3.4 On appelle langage sur A tout sous-ensemble L de A�.Plusieurs op�erations peuvent être d�e�nies sur les langages :



18 Chapitre 1. G�en�eralit�es� R�eunion ensembliste : L1SL2;� Intersection : L1TL2;� Produit de concat�enation : L1:L2 = fu = m1m2 avec m1 2 L1 et m2 2 L2g. Ond�e�nit alors Ln = L:L:::L| {z }n fois ;� Op�eration � : L� = 1[n=0Ln.D�e�nition 1.3.5 Un langage L est dit r�egulier s'il est obtenu �a partir d'un langage�ni par un nombre �ni d'op�erations S, T, :, �.D�e�nition 1.3.6 On appelle \automate" (�ni) un \syst�eme" recevant un signal d'en{tr�ee, �emettant un signal de sortie et poss�edant un nombre �ni d'�etats (voir la mod�elisa{tion math�ematique ci-dessous pour une d�e�nition de la notion d'�etat).Signald'entr�ee Bloc poss�edant unnombre �ni d'�etats Signalde sortieMod�elisation math�ematique d'un automate : Il s'agit de la donn�ee de :� Q : ensemble �ni des �etats;� q0 2 Q : �etat initial;� � : alphabet �ni (d'entr�ee);� � : alphabet �ni (de sortie);� T : Q� � �! Q : fonction de transition;� S : Q �! � : signal de sortie.Remarque : On peut interpr�eter l'application T : Q � � �! Q comme �etant unensemble d'applications T0, T1,...,Tk�1 :Q �! Qq 7! Ti(q) = T (q; ai)o�u � = fa0; a1; :::; ak�1g.On repr�esente l'automate par A = A (Q; q0;�;�; T; S).D�e�nition 1.3.7 Si Card(�) = k, on dit que A est un k-automate.



1.3. G�en�eralit�es sur les automates 19Remarque : T se prolonge naturellement de � �a �� par T (q; u1u2) = T (T (q; u1); u2).La notion de langage reconnaissable par un automate peut être introduite lorsque l'ond�e�nit parmi les �etats de ce dernier un certain nombres d'�etats terminaux :D�e�nition 1.3.8 Le mot u = unun�1:::u1 est dit reconnaissable si T (q0; u) est un �etatterminal.D�e�nition 1.3.9 Soit F(A ) l'ensemble des �etats terminaux de A . On d�e�nit alors lecomportement jA j de l'automate A par :jA j = fu 2 ��jT (q0; u) 2 F(A )g :Proposition 1.3.1 Un langage L est r�egulier si et seulement s'il existe un automateA tel que L = jA j.Exemple : Automate reconnaissant les mots binaires commen�cant et �nissant par lamême lettre : Entr�eeq01 0q310 q1 01q4 01 q21 0Sortie SortieSi lors de la lecture du dernier caract�ere l'automate A est en l'�etat q2 ou q4, c'est quele mot en entr�ee appartient �a jA j.1.3.2 L'alg�ebricit�e des s�eries d'un point de vue \automatique"Une particularit�e des automates (�nis) est qu'il permettent \d'engendrer" les coe�-cients d'une s�erie de Fq [[T ]] lorsque celle-ci est alg�ebrique sur le corps Fq (T ).Nous rappelons rapidement le r�esultat principal. Pour plus de pr�ecision, on peut con-sulter les travaux de Christol, Kamae, Mend�es France et Rauzy dans [10] ou encored'Allouche dans [1].D�e�nition 1.3.10 Soit 
 un nombre entier. On appelle 
-noyau d'une suite a =(an)n�0 �a coe�cients dans un alphabet �ni l'ensembleN
(a) = fn 7! a
kn+r; k � 0; 0 � r � 
k � 1g:



20 Chapitre 1. G�en�eralit�esD�e�nition 1.3.11 Une suite (un)n2N est dite engendr�ee par un 
-automate (ou 
-automatique) si lorsqu'on �ecrit n = n0 + n1
 + n2
2 + :::+ nl
l avec 0 � ni � 
 � 1pour 0 � i � l on a : un = S(Tnl(Tnl�1(:::(Tn1(Tn0(q0))):::))).Le r�esultat principal est :Th�eor�eme 1.3.1 (Christol [9]), voir aussi [10] et [12]Soit (un)n�0 une suite �a coe�cients dans Fq . Alors les assertions suivantes sont�equivalentes :(i) la suite (un)n�0 est q-automatique,(ii) la s�erie Xn�0 unXn est alg�ebrique sur Fq (X),(iii) le cardinal de Nq((un)n) est �ni.Remarque : L'assertion (ii) n'est pas �evoqu�ee dans [12].1.4 Un survol des r�esultats d'alg�ebricit�eSharif et Woodcock [32] ainsi qu'Harase [19] obtiennent la g�en�eralisation suivante duth�eor�eme 1.3.1, g�en�eralisation que l'on trouve, sous la forme qui suit, dans [3].Th�eor�eme 1.4.1 ([3], [32], [19])Soit K un corps commutatif de caract�eristique non nulle p, et soit K un corps par-fait qui contient K (par exemple une clôture alg�ebrique ou radicielle de K). Soit(a(n1; :::; nr)) une suite �a valeurs dans K, soit en�n s � 1 un entier et q = ps. Lesquatre propri�et�es suivantes sont �equivalentes :(i) La s�erie formelle Xni�0 a(n1; :::; nr)Xn11 :::Xnrr est alg�ebrique sur K(X1; :::;Xr),(ii) Il existe un K-espace vectoriel W de suites, de dimension �nie sur K, qui contientla suite a et qui est stable par les applications(b(n1; :::; nr)) 7! (b1=q(qn1 + j1; :::; qnr+ jr));pour 0 � j1; :::; jr � q � 1,(iii) L'espace vectoriel engendr�e sur K par l'ensemble des suitesf(a1=qk(qkn1 + j1; :::; qknr + jr)); k � 0; 0 � j1; :::; jr � q � 1gest de dimension �nie sur K,(iv) Il existe un entier c � 1, une famille de matrices carr�ees �a c lignes et c colonnesfAj1;:::;jr ; 0 � j1; :::; jr � q � 1g, et une suite (U(n1; :::nr)) �a valeurs dans Kc tels que :



1.4. Un survol des r�esultats d'alg�ebricit�e 21� Si � est la premi�ere projection canonique de Kc sur K, on a �(U) = a,� 8(j1; :::; jr) 2 [0; q � 1]r;8(n1; :::; nr) 2 Nr, on a :U1=q(qn1 + j1; :::; qnr + jr)) = Aj1;:::;jrU(n1; :::; nr)o�u U1=q est le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont des racinesqi�emes de celles de U .D�e�nition 1.4.1 Soit � un entier p-adique. On d�e�nit l'�el�evation de (1 + T ) �a lapuissance � par (1 + T )� = +1Xn=0� �n �T n 2Zp[[T ]]o�u � �n � = �(� � 1):::(�� n+ 1)n! 2Zp.Nous avons le th�eor�eme ci-dessous dû entre autres �a Robba dans [29] mais aussi �aMend�es France et van der Poorten dans [28], g�en�eralis�e par Allouche, Mend�es Franceet van der Poorten dans [5] :Th�eor�eme 1.4.2 ([29], [28], [5])Soit � 2Zp. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) � 2 Q,(ii) La s�erie (1 + T )� mod p est alg�ebrique sur Fp(T ).On obtient dans [5] la g�en�eralisation suivante :Th�eor�eme 1.4.3 (Allouche, Mend�es France, van der Poorten, [5])Soient �1, �2,...,�n des entiers p-adiques. Nous avons les �equivalences :(i) Les entiers p-adiques 1, �1, �2,..., �n sont Z-lin�eairement ind�ependants,(ii) Les s�eries formelles (1 + T )�1, (1 + T )�2,..., (1 + T )�n r�eduites modulo p sontalg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ).D�e�nition 1.4.2 Soit K un corps et soient u = (un)n et v = (vn)n deux suites �acoe�cients dans K. On d�e�nit le produit de Hadamard w = u � v des suites u et v parwn = unvn pour n 2 N:De même, on d�e�nit le produit de Hadamard des s�eries U = +1Xn=0 unT n et V = +1Xn=0 vnT npar U � V = +1Xn=0 unvnT n:Th�eor�eme 1.4.4 (Deligne [14], voir aussi [15] et [3])Soient deux s�eries formelles �a coe�cients dans un corps de caract�eristique strictementpositive, et �a un nombre �ni de variables X1,...,Xm. Si ces deux s�eries sont alg�ebriquessur K(X1; :::;Xm), alors il en est de même de leur produit de Hadamard.



22 Chapitre 1. G�en�eralit�es1.5 R�esultats pr�eliminaires sur les s�eries1.5.1 D�e�nitionSoient K un corps commutatif et T une variable formelle sur K.D�e�nition 1.5.1 On dit qu'une s�erie �(T ) 2 K[[T ]] est alg�ebrique sur K(T ) s'il existeP (X) 2 K(T )[X] non trivial tel que P (�(T )) = 0.1.5.2 Propri�et�es d'alg�ebricit�eProposition 1.5.1 Soit une s�erie �(T ) 2 K[[T ]]. On suppose que �(T ) est r�eversible.Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La s�erie �(T ) est alg�ebrique sur K(T ),(ii) La s�erie ��1(T ) est alg�ebrique sur K(T ).Preuve : Supposons que �(T ) soit alg�ebrique sur K(T ). Cela signi�e que �(T ) estracine d'un polynôme non nul �a coe�cients dans K(T ). En d'autres termes, il existef(X;Y ) 2 K[X;Y ]nK tel quef(�(T ); T ) = 0 avec degX f(X;Y ) � 1:Or, (�(T ); T ) peut s'�ecrire (�(T ); T ) = (�; ��1(�)):Ainsi, le point (�; ��1(�)) est sur la courbe f(X;Y ) = 0. De plus, il est clair que �(= �)est une variable formelle sur K car c'est une s�erie en T d'ordre 1. En particulier,�(T ) est transcentante sur K. Pour conclure que ��1(T ) est alg�ebrique sur K(T ),on remarque que c'est �equivalent �a montrer que ��1(�) est alg�ebrique sur K(�). Celarevient �a s'assurer que degY f(X;Y ) � 1. Or, si l'on avait le contraire, le polynômef(X;Y ) appartiendrait �a K[X]nK et dans ce cas, �(T ) serait alg�ebrique sur K, ce quiest impossible.Par sym�etrie, on obtient l'�equivalence.Lemme 1.5.1 Soient �(T ) et �(T ) deux s�eries de K[[T ]]. On suppose que la s�erie�(T ) est alg�ebrique sur K(T ) avec OrdT (�) � 1 et que la s�erie �(T ) est r�eversible.Alors si la s�erie (� � �)(T ) est alg�ebrique sur K(T ), la s�erie �(T ) est alg�ebrique surK(T ).Preuve : La s�erie �(T ) �etant r�eversible, elle est d'ordre 1 en T et \d�e�nit" ainsi unevariable formelle sur K.L'alg�ebricit�e de � � �(T ) sur K(T ) implique l'existence d'un polynôme f(X;Y ) 2K[X;Y ]nK tel que f(� � �; T ) = 0 avec degX f(X;Y ) � 1:



1.5. R�esultats pr�eliminaires sur les s�eries 23Or, le point (� � �; T ) peut s'�ecrire (�(�); ��1(�))avec � = �. Montrons que degY f(X;Y ) � 1. En e�et, si ce n'�etait pas le cas, celavoudrait dire que �(�) est alg�ebrique surK, ce qui est impossible puisqueOrd�(�(�)) �1.Ainsi, ��1(�) est alg�ebrique sur K(�(�)), que l'on peut �ecrire\��1(T ) est alg�ebrique sur K(�(T ))".La s�erie ��1(T ) est donc alg�ebrique sur K(T; �(T )). Comme �(T ) est alg�ebrique surK(T ), on obtient que ��1(T ) est alg�ebrique sur K(T ).K(T; �; ��1)alg�ebriqueK(T; �)alg�ebriqueK(T )On conclut �a l'alg�ebricit�e de �(T ) sur K(T ) en utilisant la prosposition pr�ec�edente.Lemme 1.5.2 Soient �(T ) 2 K[[T ]] et �(T ) 2 TK[[T ]] (� 6= 0). Supposons que less�eries (���)(T ) et �(T ) sont alg�ebriques sur K(T ). Alors la s�erie �(T ) est alg�ebriquesur K(T ).Preuve : Remarquons que �(T ) �etant une s�erie d'ordre sup�erieur ou �egal �a 1, elle secomporte comme une variable formelle sur K. De plus, elle est alg�ebrique sur K(T ).Donc il existe un polynôme f(X;Y ) 2 K[X;Y ]nK tel quef(�; T ) = 0 et degX f(X;Y ) � 1:Montrons que T est alg�ebrique sur K(�) :On a degY f(X;Y ) � 1 car sinon cela signi�erait que �(T ) est alg�ebrique sur K.On en d�eduit bien l'alg�ebricit�e de T sur K(�). Ainsi, l'extension K(T; �)=K(�) estalg�ebrique. K(T; �) alg�ebriquealg�ebriqueK(�) K(T )



24 Chapitre 1. G�en�eralit�esDe plus, la s�erie � ��(T ) �etant alg�ebrique sur K(T ), elle l'est a fortiori sur K(T; �). Ilvient alors que � �� est alg�ebrique sur K(�), que l'on peut �ecrire \�(�) est alg�ebriquesur K(�)" ou encore \�(T ) est alg�ebrique sur K(T )".Remarque : Un autre moyen de voir les choses est de raisonner �a l'aide des degr�esde transcendance :Soit � = �(T ) 2 K[[T ]]. Le degr�e de transcendance de K(T; �)=K est 1 ou 2; si � estalg�ebrique sur K(T ), c'est 1 et le degr�e de transcendance de K(T; �)=K(�) est 0 ou 1.Si c'est 1 alors le degr�e de transcendance de K(�)=K est 0, c'est-�a-dire � est alg�ebriquesur K (ce qui ne peut se produire que si �(T ) est r�eduit �a son terme constant). Ledegr�e de transcendance de K(T; �)=K(�) est donc 0 et T est alg�ebrique sur K(�).Maintenant si � � �(T ) est alg�ebrique sur K(T ), le degr�e de transcendance deK(T; �; � � �)=K(T; �) est 0, donc le degr�e de transcendance de K(T; �; � � �)=K(�)est 0. Autrement dit, � � � est alg�ebrique sur K(�) et par transport de structure(� 7! T ), �(T ) est alg�ebrique sur K(T ).Lemme 1.5.3 Soient �(T ) et �(T ) deux s�eries de K[[T ]] alg�ebriques sur K(T ). Onsuppose que �(T ) 2 TK[[T ]] et est non nulle. Alors la compos�ee (� � �)(T ) est unes�erie alg�ebrique sur K(T ).Preuve : Il est clair que � = �(T ) est un �el�ement transcendant sur K et qu'il peut êtreinterpr�et�e comme �etant une variable formelle sur K (car OrdT (�) � 1). L'alg�ebricit�ede �(T ) sur K(T ) peut alors s'�ecrire :\�(�) est alg�ebrique sur K(�)."La s�erie �(T ) �etant alg�ebrique sur K(T ), l'extension K(�; T )=K(T ) est alg�ebrique.Or, � � � est alg�ebrique sur K(�) donc sur K(�; T ) et, par transitivit�e, sur K(T ).K(T; �; � � �)alg�ebriqueK(T; �)alg�ebriqueK(T )Proposition 1.5.2 Soient �(T ), �(T ) et 
(T ) trois s�eries de K[[T ]] telles que� � �(T ) = � � 
(T ):On suppose que �(T ) est alg�ebrique sur K(T ), appartient �a TK[[T ]] et est non nulle.Alors si � et 
 sont r�eversibles, les assertions suivantes sont �equivalentes :



1.5. R�esultats pr�eliminaires sur les s�eries 25(i) �(T ) est alg�ebrique sur K(T ),(ii) 
(T ) est alg�ebrique sur K(T ).Preuve : Supposons �(T ) alg�ebrique. Par le lemme 1.5.3, � � �(T ) est alg�ebrique.On en d�eduit que � � 
(T ) est alg�ebrique. Le lemme 1.5.1 implique alors que 
(T ) estalg�ebrique.Supposons maintenant que 
(T ) est alg�ebrique. Par le lemme 1.5.3, � � 
(T ) estalg�ebrique. On en d�eduit que � � �(T ) est alg�ebrique. Le lemme 1.5.2 permet deconclure �a l'alg�ebricit�e de �(T ).Proposition 1.5.3 Soient �(T ) et �(T ) deux s�eries r�eversibles de K[[T ]]. On a lesr�esultats suivants :(i) Si les s�eries �(T ) et �(T ) sont alg�ebriques sur K(T ), la compos�ee � � �(T ) l'estaussi,(ii) Si �(T ) est alg�ebrique et �(T ) transcendante, la compos�ee � � �(T ) est transcen{dante,(iii) Si �(T ) est transcendante et �(T ) algebrique, la compos�ee � ��(T ) est transcen{dante.Preuve :(i) Cette assertion est �etablie par le lemme 1.5.3.(ii) Cette assertion est la contrapos�ee du lemme 1.5.1.(iii) Il s'agit de la contrapos�eee du lemme 1.5.2.





Chapitre 2Automorphismes de corps locaux etp-automates2.1 Algorithme de Lubin-Tate et p-automates2.1.1 Le groupe multiplicatif sur ZpOn pose A = Zp, K = Qp et � = p. Le groupe des �el�ements inversibles de Zp estnot�e Up. Soit f(T ) = (1 + T )p � 1 2 Fp. Par la proposition 1.1.1, il existe un uniquegroupe formel Ff sur Zp (de Lubin-Tate) admettant f(T ) pour endomorphisme. On aFf(X;Y ) = X + Y +XY . On appelle ce groupe formel le groupe multiplicatif.Les endomorphismes [a]ff(T ) ont alors une forme explicite :[a]ff(T ) = (1 + T )a � 1 2Zp[[T ]]et le th�eor�eme 1.4.2 peut s'�ecrire, en termes d'endomorphismes de groupes formels :Th�eor�eme 2.1.1 Soit a 2Zp. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) a 2 Q,(ii) La s�erie f[a]ff(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Nous allons voir maintenant que s'il existe des groupes formels de Lubin-Tate iso-morphes surZp au groupe multiplicatif par un isomorphisme dont la r�eduction modulop est alg�ebrique sur Fp(T ), alors l'�equivalence du th�eor�eme pr�ec�edent est �egalementv�eri��ee pour ces derniers.2.1.2 Groupes de Lubin-Tate particuliersProposition 2.1.1 Soient f(T ) = (1 + T )p � 1 2 Fp, g(T ) 2 Fp et soit Fg(X;Y ) legroupe formel de Lubin-Tate sur Zp admettant g(T ) pour endomorphisme. Supposonsqu'il existe u 2 UpTQ tel que f[u]fg(T ) soit alg�ebrique sur Fp(T ). Alors :27



28 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates1) Pour tout v 2ZpTQ, f[v]fg(T ) et f[v]gf (T ) sont alg�ebriques sur Fp(T ),2) Soit v 2Zp, alors v 2 Q si et seulement si f[v]gg(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : 1) Si u 2 UpTQ alors par le th�eor�eme 2.1.1, la s�erie f[u]ff(T ) est alg�ebriquesur Fp(T ). Or on peut �ecrire quef[u]ff (T ) = f[u]fg �f[1]gf (T ):Donc f[1]gf (T ) =][u�1]gf �f[u]ff(T ) est alg�ebrique en tant que compos�ee de deux s�eriesalg�ebriques (proposition 1.5.3). Soit v 2 UpTQ. Alors f[v]ff(T ) = f[v]fg �f[1]gf(T ) estalg�ebrique. On en d�eduit que f[v]fg(T ) est alg�ebrique.Comme v2 2 UpTQ, la s�erie g[v2]ff (T ) = f[v]fg �f[v]gf(T ) est alg�ebrique et on obtientalors l'alg�ebricit�e de f[v]gf(T ).2) On a v 2 Q ,f[v]ff(T ) alg�ebrique. Or f[v]gg(T ) =f[1]gf �f[v]ff �f[1]fg(T ) avecf[1]gf (T )et f[1]fg(T ) alg�ebriques, d'o�u la conclusion.Avant de pouvoir s'assurer qu'il existe e�ectivement de tels groupes formels, nousaurons besoin d'une proposition qui est une cons�equence du Lemme de l'�EquationFonctionnelle. La partie suivante est un �enonc�e de ce lemme.2.1.3 L'�Equation FonctionnelleNous allons voir dans cette partie une m�ethode g�en�erale de construction de groupesformels d�ecrite avec plus de d�etails dans [21].Ingr�edients et constructionSoientK un anneau quelconque etA un sous-anneau deK, soient � un homomorphismed'anneaux K ! K, IA un id�eal de A, p un nombre premier, q une puissance de p ets1, s2,... des �el�ements de K. On suppose que les conditions suivantes sont r�ealis�ees :�(A) � A;�(a) � aq (mod IA) pour tout a 2 A;p 2 IA;siIA = fsib; b 2 IAg � A; i = 1; 2; :::Remarquons que la congruence �(a) � aq (mod IA) pour tout a 2 IA implique que�(A) � A et que �(IA) � IA. De plus, on suppose que l'on aIrAb � IA ) IrA�(b) � IA



2.1. Algorithme de Lubin-Tate et p-automates 29pour tout r 2 N et tout b 2 K. Cette propri�et�e est satisfaite si, par exemple, IA estprincipal, IA = (c), avec c 2 A tel que �(c) = uc pour u 2 A.C'est le cas en particulier si K est un corps local de corps r�esiduel k �ni de ca-ract�eristique p, d'anneau des entiers A, avec q = p, IA id�eal maximal de A, � : K ! Kle Frobenius de K (c'est-�a-dire l'unique endomorphisme de K tel que �(a) � ap(mod IA) pour tout a 2 A), et si 2 ��1A o�u � est une uniformisante de A.Soit maintenant la s�erie g(X) = +1Xi=1 biX i 2 A[[X]]:Nous construisons la s�erie fg(X) d�e�nie par l'�equation fonctionnellefg(X) = g(X) + +1Xi=1 si�i � fg(Xqi); (2.1)o�u �i � fg(X) est la s�erie obtenue en appliquant l'endomorphisme �i aux coe�cientsde fg(X).La s�erie fg(X) d�epend �evidemment de g(X), �, q, s1, s2,...Notons qu'en fait, l'�equation2.1 d�e�nit une r�ecurrence sur les coe�cients de fg(X).Posons fg(X) = +1Xi=1 diX i. Les dn sont alors d�etermin�es de la mani�ere suivante :�ecrivons n = qrm avec (m; q) = 1. On a :dn = bn + s1�(dn=q) + :::+ sr�r(dn=qr ):Remarque : Si q ne divise pas n, on a dn = bn.Le Lemme de l'�Equation FonctionnelleLemme 2.1.1 [21] Soient A, K, �, IA, p, q, s1, s2,... comme dans le paragraphepr�ec�edent et soient g(X) = 1Xi=1 biX iet g(X) = 1Xi=1 biX ideux s�eries �a coe�cients dans A. On suppose que b1 est inversible dans A. Nous avonsles r�esultats suivants :a) La s�erie Fg(X;Y ) = f�1g (fg(X) + fg(Y )) est �a coe�cients dans A,b) La s�erie f�1g (fg(X)) est �a coe�cients dans A,



30 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesc) Si h(X) = +1Xn=1 cnXn est une s�erie �a coe�cients dans A, alors il existe une s�eriebh(X) = +1Xn=1 bcnXn avec bcn 2 A pour n = 1; 2; ::: telle que fg(h(X)) = fbh(X),d) Si �(X) 2 A[[X]], �(X) 2 K[[X]] et si r 2 N�, alors on a :�(X) � �(X) (mod IrAA[[X]]), fg(�(X)) � fg(�(X)) (mod IrAA[[X]]):Preuve : Voir annexe B.Si fg(X) et fg(X) sont deux s�eries formelles obtenues par l'�equation fonctionnelle 2.1initialis�ee avec les mêmes donn�ees sauf �eventuellement la s�erie g(X) 6= g(X), alors nousdirons que fg(X) et fg(X) satisfont le même type d'�equation fonctionnelle.Les parties b) et c) du lemme nous permettent d'a�rmer que si f(X) et f(X) satisfontl'�equation fonctionnelle avec f(X) � f (X) � X (mod deg 2), alors les groupes formelsF (X;Y ) = f�1(f(X) + f(Y )) et F (X;Y ) = f�1(f(X) + f (Y )) sont isomorphes sur Asi et seulement si f(X) et f(X) satisfont une �equation fonctionnelle du même type.Proposition 2.1.2 Soit A l'anneau des entiers d'un corps local K de corps r�esiduelk �ni de cardinal q. On note � une uniformisante de A.Alors les groupes de Lubin-Tate Fe(X;Y ) sur A obtenus pour e(T ) 2 F� sont lesgroupes formels obtenus par le lemme de l'�equation fonctionnelle avec les donn�ees A,K, q, IA = (�), � = id, s1 = ��1, s2 = s3 = ::: = 0 et g(X) 2 A[[X]] v�eri�antg(X) � X (mod deg 2).La correspondance est donn�ee parg(X) 7! f�1g (�fg(X)) 2 F�:Preuve : Si l'on applique le lemme de l'�equation fonctionnelle 2.1.1 avec les donn�eesci-dessus, on obtient pour solution la s�erie f(X) v�eri�antf(X) = X + 1�f(Xq): (2.2)Soient F (X;Y ) = f�1(f(X) + f(Y ))et [�]F (X) = f�1(�f(X)):En multipliant 2.2, on fait apparâ�tre que �f(X) v�eri�e l'�equation fonctionnelle�f(X) = �X + 1��f(Xq):



2.1. Algorithme de Lubin-Tate et p-automates 31Ainsi les parties a) et b) du lemme de l'�equation fonctionnelle impliquent que F (X;Y )et [�]F (X) sont �a coe�cients dans A et F (X;Y ) devient un groupe formel sur Aadmettant [�]F (X) pour endomorphisme.On va maintenant s'assurer que ce groupe formel est de Lubin-Tate.Montrons que [�]F (X) � Xq (mod �): (2.3)On peut facilement voir que cette congruence est vraie modulo degr�e q+1 par d�e�nitionde [�]F (X). Le r�esultat s'�etablit par r�ecurrence :Supposons la congruence v�eri��ee modulo degr�e m avec m > q.Alors, modulo (�; degr�e m+ 1), nous avons :f([�]F (X)) � [�]F (X) + ��1f([�]F (X)q)� [�]F (X) + ��1f(Xq2);�f(X) � �X + f(Xq) � �X +Xq + ��1f(Xq2):Il vient ainsi : [�]F(X) � Xq (mod �;degm+ 1), d'o�u la congruence 2.3.Remarque : On peut �egalement obtenir le r�esultat en utilisant la partie d) du lemmede l'�equation fonctionnelle.La s�erie [�]F (X) est donc un �el�ement de F�. Par unicit�e des groupes formels deLubin-Tate, on en d�eduit que la s�erie F (X;Y ) = Fe(X;Y ) est l'unique groupe formelde Lubin-Tate sur A admettant e(X) = [�]F (X) pour endomorphisme.Soit maintenant e(X) 2 F� et Fe(X;Y ) le groupe formel de Lubin-Tate sur Aadmettant e(X) pour endomorphisme. Alors Fe(X;Y ) est isomorphe sur A �a Fe(X;Y ).Nous avons : Fe(X;Y ) = f�1(f (X) + f(Y ))avec f (X) = f([1]e;e(X)):Par le c) du lemme de l'�equation fonctionnelle, la s�erie f (X) v�eri�e une �equationfonctionnelle du même type que f(X).De plus, par la partie b) du lemme, deux s�eries v�eri�ant le même type d'�equationfonctionnelle donnent deux groupes formels isomorphes sur A. Si �(X) 2 A[[X]] avec�(X) � X (mod deg 2), nous avons modulo � :��1([�]F (�(X))) � ��1(�(X)q) � ��1(�(Xq)) � Xqet ainsi si F (X;Y ) est isomorphe sur A �a F (X;Y ), alors[�]F(X) � [�]F (X) � Xq (mod �):Remarque : La s�erie g(X) �etant unitaire, la s�erie fg(X) est le logarithme de Fe.



32 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.1.4 Le logarithme des groupes formels de Lubin-TateSoit F (X;Y ) un groupe formel de Lubin-Tate sur Zp. Nous avons vu qu'il existe uneunique s�erie �F (T ) 2 Qp[[T ]] telle que� F (X;Y ) = ��1F (�F (X) + �F (Y )) et� �F (T ) � T (mod deg 2)appel�ee logarithme de F . Avec les notations des endomorphismes de groupes formels,on peut �egalement �ecrire que �F (T ) est l'unique s�erie de Qp[[T ]] v�eri�ant :� [p](T ) = ��1F (p�F (T )) et� �F (T ) � T (mod deg 2).Soit Gm(X;Y ) = X + Y +XY le groupe multiplicatif sur Zp. Alors on a :�Gm (T ) = log(1 + T ):Soient maintenant f 2 Fp et G = Ff le groupe formel de Lubin-Tate sur Zp admettantf(T ) pour endomorphisme.Lemme 2.1.2 Le groupe formel G est isomorphe sur Zp �a Gm et un isomorphisme est��1Gm � �G(T ) = exp(�G(T ))� 1:Preuve : On a Ga = G�Gmm = �Gm �Gm � ��1Gmet Ga = G�G = �G �G � ��1G :D'o�u : �Gm �Gm � ��1Gm = �G � G � ��1Get ��1Gm � �G � G = Gm � ��1Gm � �G:Proposition 2.1.3 Soit g(T ) = T + 1Xi=2 biT i 2 Zp[[T ]] et soit �(T ) 2 Qp[[T ]] lasolution de l'�equation fonctionnelle�(T ) = g(T ) + 1p�(T p):Alors �(T ) est le logarithme d'un groupe formel de Lubin-Tate sur Zp. Inversement, lelogarithme d'un groupe formel de Lubin-Tate surZp est la solution d'une telle �equationfonctionnelle.



2.1. Algorithme de Lubin-Tate et p-automates 33Preuve : On prend A =Zp, K = Qp et � = p dans la proposition 2.1.2.Remarque : Si g(T ) = +1Xi=1 biT i 2Zp[[T ]] avec b1 = 1, alors �(T ) = +1Xi=1 aiT i 2 Qp[[T ]]v�eri�e la relation de r�ecurrence suivante :ai = bi si p ne divise pas i,ai = bi + 1pai=p si p divise i.Proposition 2.1.4 Soit �(T ) = +1Xi=0 T pipi et soit g(T ) = +1Xi=1 biT i 2Zp[[T ]] avec b1 = 1.Alors le groupe formel de Lubin-Tate sur Zp d�e�ni par g (au sens de la propositionpr�ec�edente) admet pour logarithme la s�erie :�(T ) = +1Xi=1 bi�(T i):Preuve : Soit �(T ) le logarithme du groupe formel d�e�ni par g. Alors �(T ) v�eri�e :�(T ) = g(T ) + 1p�(T p):Calculons 1Xi=1 bi�(T i)� 1p�(T p) = 1Xi=1 �bi�(T i)� 1pbi�(T ip)�. On a :bi�(T i) = biT i + biT ipp + biT ip2p2 + :::puis 1pbi�(T ip) = biT ipp + biT ip2p2 + biT ip3p3 + :::D'o�u bi�(T i)� 1pbi�(T ip) = biT i. On en d�eduit 1Xi=1 �bi�(T i)� 1pbi�(T ip)� = g(T ) etque �(T ) = 1Xi=1 bi�(T i):Corollaire 2.1.1 Soit �(T ) = +1Xi=0 T pipi et soit g(T ) = +1Xi=1 biT i 2 Zp[[T ]] avec b1 = 1.Alors un isomorphisme sur Zp du groupe formel de Lubin-Tate d�e�ni par g sur legroupe multiplicatif Gm est donn�e par la s�erie :T 7! exp(�G(T ))� 1 = +1Yi=1 �exp(�(T i))�bi � 1:Preuve : C'est imm�ediat.Ces propri�et�es serviront un peu plus loin �a l'�etablissement de r�esultats d'alg�ebricit�esur l'exponentielle d'Artin-Hasse dont le paragraphe suivant rappelle la d�e�nition.



34 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.1.5 Les s�eries d'Artin-HasseSoit q = pf et soit K le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt �a coef-�cients dans Fq . On note A son anneau des entiers. Soit le groupe additif TA[[T ]],vu en tant que Zp-module et soit le groupe multiplicatif 1 + TA[[T ]] vu en tant queZp-module multiplicatif.On note � le Frobenius de l'extension K=Qp et on d�e�nit son action sur K[[T ]] de lamani�ere suivante :Pour �(T ) = 1Xr=0 arT r 2 K[[T ]], on pose :�� = �� = +1Xr=0 a�r T pr:Soit h(T ) une s�erie �a coe�cients dans l'anneau A.Lemme 2.1.3 Pour tout m � 1, la s�erie (hpm � h�m)pm est �a coe�cients dans A.Preuve : Il su�t de v�eri�er le lemme pour m = pr et dans ce cas la d�emonstration sefait par r�ecurrence sur r.D�e�nition 2.1.1 Soit �(T ) 2 1+TA[[T ]]. On d�e�nit la fonction \logarithme d'Artin-Hasse" l sur 1 + TA[[T ]] comme suit :l(�) = �1� �p � log(�(T )):Lemme 2.1.4 La s�erie l(�) est une s�erie sans terme constant et �a coe�cients dansA : l(�) 2 TA[[T ]].Preuve : Soit �(T ) = 1 + h(T ) o�u h(T ) 2 TA[[T ]]. Pour p impair on al(�) = 1Xi=1 (�1)i�1hii � 1p 1Xi=1 (�1)i�1h�ii= X(i;p)=1(�1)i�1hii + 1Xi=1 (�1)i�1hpi � h�ipi :On conclut alors par le lemme pr�ec�edent. Le cas p = 2 se v�eri�e de la même mani�ere.Notons que du lemme pr�ec�edent et de l'�egalit�el(��) = l(�) + l(�);



2.1. Algorithme de Lubin-Tate et p-automates 35o�u �, � 2 1 + TA[[T ]], on peut d�eduire que la fonction l d�e�nit un homomorphisme duZp-module multiplicatif 1 + TA[[T ]] dans le Zp-module additif TA[[T ]].Remarque : La s�erie l(1 + h(T )) est di��erente de la s�erie compos�ee l(1 + T ) � h(T ).D�e�nissons maintenant la fonction inverse de l, de TA[[T ]] dans 1 + TA[[T ]]. Pour cefaire, on utilise la s�erie de �Safarevi�c [30] :E(T ) = exp +1Xi=0 T pipi ! :De l'�egalit�e E(T ) = Y(i;p)=1(1� T i)��(i)i (2.4)(voir [30]), il apparâ�t que la s�erie E(T ) est une s�erie �a coe�cients dans A et de termeconstant �egal �a 1.Posons maintenant pour � 2 TA[[T ]] :E(�(T )) = exp��1 + �p + �2p2 + :::� (�(T ))� :Il est clair que la fonction E est multiplicative : si � et  sont 2 s�eries de TA[[T ]],alors nous avons : E(�+  ) = E(�)E( ):On appelle cette fonction la fonction exponentielle d'Artin-Hasse.Lemme 2.1.5 L'�evaluation de la fonction E en �(T ) est une s�erie �a coe�cients dansA et est de terme constant �egal �a 1 : E(�(T )) 2 1 + TA[[T ]].Preuve : voir [33].Lemme 2.1.6 Les fonctions l et E sont inverses l'une de l'autre :E(l(�)) = �(T ); l(E(�)) = �(T ):Preuve : De la d�e�nition de E et l, il vient :E(l(�)) = exp�1 + �p + �2p2 + :::���1 � �p � log �� = exp log � = �(T );l(E(�)) = �1� �p � logE(�) = �1� �p � log�exp�1 + �p + �2p2 + :::� (�)�= �1� �p ��1 + �p + �2p2 + :::� (�) = �(T ):Remarque : La s�erie E(�(T )) est di��erente de la s�erie compos�ee E(T ) � �(T ).



36 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.1.6 Isomorphismes alg�ebriquesCaract�erisationTh�eor�eme 2.1.2 Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]]. Alors il existe un groupe formel deLubin-Tate sur Zp (qui est unique) admettant pour logarithme la s�erie formelleT 7! �(T ) = log(1 + 
(T )):Preuve : Soit �(T ) 2 1+TZp[[T ]]. On a vu dans le paragraphe pr�ec�edent que l(�(T )) =(1 � �p ) log(�(T )). On en d�eduit que l(1 + 
(T )) = log(1 + 
(T ))� 1p log(1 + 
(T p))(sur Zp, � est l'identit�e).D'apr�es le lemme 2.1.4, l(1+
(T )) 2Zp[[T ]] et on v�eri�e ais�ement que l(1+
(T ))� T(mod T 2). Ainsi il apparâ�t que log(1 + 
(T )) v�eri�e l'�equation fonctionnelle�(T ) = g(T ) + 1p�(T p)avec g(T ) = l(1+
(T )). On en d�eduit que log(1+
(T )) est le logarithme d'un groupeformel de Lubin-Tate sur Zp.Th�eor�eme et interpr�etation p-automatiqueTh�eor�eme 2.1.3 Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] telle que sa projection dans Fp [[T ]] soitalg�ebrique sur Fp(T ), soit �(T ) = log(1 + 
(T )) et soit u 2 Zp. Si l'on pose f(T ) =��1(p�(T )) 2 Fp, les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) u 2 Q,(ii) La s�erie f[u]ff(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : Par le lemme 2.1.2, la s�erie exp(�(T ))� 1 = 
(T ) est un isomorphisme surZp entre le groupe multiplicatif et le groupe formel de logarithme �(T ). Comme 
(T )est de r�eduction modulo p alg�ebrique sur Fp(T ), en appliquant la proposition 2.1.1, onobtient l'�equivalence du th�eor�eme.Remarquons maintenant que l'on peut interpr�eter ce r�esultat en termes d'automates :Pour tout �el�ement f(T ) 2 Fp et toute unit�e p-adique u, on d�e�nit la suite (�n)n�0par : (on pose Fn = n�1Xi=0 �i)�0 = uT�n = f(Fn(T ))� Fn(f(T ))pn+1 � p mod T n+2:Les �el�ements �n(T ) sont de la forme �n(T ) = unT n+1 avec un 2Zp pour tout n 2 N.



2.1. Algorithme de Lubin-Tate et p-automates 37Th�eor�eme 2.1.4 Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] de projection dans Fp[[T ]] alg�ebrique surFp(T ), soit �(T ) = log(1 + 
(T )) et soit u 2Zp. On pose f(T ) = ��1(p�(T )) 2 Fp eton d�e�nit la suite (un)n comme ci-dessus.Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) u 2 Q,(ii) Il existe un p-automate (�ni) engendrant la suite (eun)n o�u eun d�esigne la r�eductionmodulo p de un 2Zp.Un cas particulierSoient p = 3 et f(T ), g(T ) 2 F3 d�e�nis par f(T ) = (1 + T )3 � 1 et g(T ) = 3T + T 3.On prend K = Q3, A =Z3 et on pose�(T ) = 2T + T 21 + T= 2T + 1Xi=1 (�1)iT i+1 2Z3[[T ]]:Lemme 2.1.7 On a �(T ) 2 Hom(Ff ; Fg).Preuve : D'apr�es la th�eorie de Lubin-Tate, pour tout u 2 U3 et tous f(T ) et g(T ) dansF3, il existe un unique �el�ement �(T ) 2 Hom(Ff ; Fg) v�eri�ant �(T ) � uT (mod deg 2)et �(T ) 2Z3[[T ]]. Il est caract�eris�e par :� �(T ) � uT (mod deg 2);� � f(T ) = g � �(T ):La premi�ere condition est v�eri��ee par �(T ) pour u = 2.De plus, � � f(T ) = (1 + T )3 � (1 + T )�3 = g � �(T ), d'o�u la deuxi�eme condition.Remarquons maintenant que le coe�cient de T dans l'expression de �(T ) �etant inver{sible dans Z3, la s�erie �(T ) est r�eversible. Le calcul nous montre alors que��1(T ) = T � 2 + (4 + T 2)1=22(notons qu'il faut comprendre par cette �ecriture le d�eveloppement en s�erie de ��1(T )en T = 0).Lemme 2.1.8 Pour tout a 2 A, on a [a]gg(T ) = 1Xi=1 �iT i avec �1 = a et :�i = 0 si i est pair et�i = a(a2 � 1)(a2 � 3)(a2 � 5):::(a2� (i� 2))4� 6� 8� 10 � :::� (2i) si i est impair.



38 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesPreuve : Il su�t d'�ecrire[a]gg(T ) = � � [a]ff � ��1(T )=  T + (4 + T 2)1=22 !a � T + (4 + T 2)1=22 !�aet d'en prendre le d�eveloppement en s�erie.Remarque : d'apr�es la th�eorie des groupes formels de Lubin-Tate, la s�erie obtenueest bien �a coe�cients dans Z3.Proposition 2.1.5 La s�erie [a]gg(T ) est un polynôme si et seulement si a est un entierimpair et dans ce cas, d�([a]gg(T )) = a.Preuve : C'est �evident �a partir de l'�ecriture de [a]gg(T ).Proposition 2.1.6 Soit a 2Z3. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) a 2 Q,(ii) La s�erie f[a]gg(T ) est alg�ebrique sur F3(T ).Preuve : L'isomorphisme �(T ) entre les groupes formels Ff et Fg est de r�eductionmodulo 3 appartenant �a F3(T ) et donc de mani�ere �evidente alg�ebrique sur F3(T ). Onconclut grâce �a la proposition 2.1.1.Corollaire 2.1.2 Soit �(a) = (�i)i�1 la suite du lemme 2.1.8. La r�eduction modulo 3de �(a) v�eri�e e�(a) est 3-automatique , a 2 Q:Remarque : Il est possible d'�etablir une r�ecurrence sur les coe�cients de [a]gg(T ) :D�e�nissons tout d'abord la suite (�0i)i par�01 = �1�0i = �0i�1 (a� 2i+ 1)(a+ 2i� 1)4(2i)(2i+ 1) :Si l'on �ecrit [a]gg(T ) = 1Xi=1 �iT i, on a alors�1 = a,�i = �0(i+1)=2 si i est impair,�i = 0 si i est pair.



2.2. Corps de normes des extensions de Lubin-Tate 392.2 Corps de normes des extensions de Lubin-Tate2.2.1 Notations et constructionSoit K un corps local de corps r�esiduel k �ni de cardinal une puissance q de p. Onnote AK l'anneau des entiers de K et UK le groupe des �el�ements inversibles de AK.En�n, � repr�esente une uniformisante de AK. On pose :F� = ff(T ) 2 AK[[T ]]jf(T )� �T (mod deg 2); f(T ) � T q (mod �)get on d�e�nit le groupe eF = ff(T ) 2 k[[T ]]jvT(f) = 1g muni de la loi de composition.Pour �(T ) 2 eF , on d�e�nit l'application iT par iT (�(T )) = vT (�(T )T�1 � 1). On aiT (�(T )) = n, �(T ) = T + �n+1T n+1 + �n+2T n+2 + :::Soient f(T ) 2 F� et Ff(X;Y ) l'unique groupe formel de Lubin-Tate sur AK admettantf(T ) pour endomorphisme. Si K d�esigne une clôture alg�ebrique de K, on pose�fn = f� 2 KjOrd(�) > 0 et fn(�) = 0g:On pose �f1 = [n2N�fn, puis pour tout n 2 N, Kn = K(�fn). On note L = K(�f1) etL1 = K(�f1). L'extension L1=K est ab�elienne et totalement rami��ee. L'applicationde r�eciprocit�e ( ; L1=K) induit un isomorphisme u 7! �u de UK sur Gal(L1=K). Pourtout n > 0, d�esignons par U (n)K le groupe form�e des u 2 UK tels que vK(u � 1) � n.Alors Kn est le corps des points �xes de L1 sous l'action de (U (n)K ; L1=K). De plus,l'isomorphisme entre UK et Gal(L1=K) est un isomorphisme de groupes �ltr�es. On end�eduit que L1=K est A:P:F:. Si l'on d�esigne par (K[i])i��1 sa tour des sous-extensions�el�ementaires, on a : K[i] = K si i = �1 ou i = 0;= Kn si qn�1 � i � qn � 1:Les nombres inf�erieurs de rami�cation de l'extension L1=K sont les qn�1, pour n > 0.Posons pour tout n > 0 :� rn = �(p� 1)(qn � 1)p �,� An = AKn=P rnKn .La norme NKn+1=Kn induit, par passage au quotient, un homomorphisme surjectif Nn :An+1 ! An; on a AXK(L1) = lim An. Notons �n l'image de �n dans An. PuisqueNKn+1=Kn(�n+1) = (�1)q�1�n, on a :Nn(�n+1) = (�1)q�1�n:Le calcul nous montre alors (voir [35]) que dans tous les cas (caract�eristique quelconqueet p � 2) : Nn(�n+1) = �n:Il en r�esulte que la suite (�n)n�1 d�e�nit un �el�ement b� de AXK(L1). Puisque les �n sontdes uniformisantes de Kn, b� est une uniformisante de XK(L1).



40 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.2.2 Action de GaloisL'application a 7! [a]ff est un homomorphisme injectif de AK dans End(Ff). Lath�eorie de Lubin-Tate donne explicitement �u pour tout u 2 UK :�u(�n) = [u�1]ff(�n):Si l'on note f[u]ff (T ) la s�erie obtenue en projetant les coe�cients de [u]ff(T ) dans k,nous avons la proposition :Proposition 2.2.1 (Wintenberger [35])Pour tout u 2 UK, on a �u(b�) =][u�1]ff (b�).Par la suite, nous adopterons les notations suivantes : La s�erie][u�1]ff(T ) est la s�erieobtenue en projetant les coe�cients de [u�1]ff(T ) dans k. Lorsque cette derni�ere estinterpr�et�ee en tant qu'�el�ement de Gal(L1=K) via l'application de r�eciprocit�e d'Artin,nous la notons �fu . En�n, la r�eduction modulo p de �fu est not�ee e�fu.En r�esum�e : �fu(T ) = [u�1]ff(T );e�fu(T ) = ][u�1]ff(T ):Notons G = Gal(L1=K). Alors si l'on repr�esente par �n le groupe des racines ni�emesde 1, G est isomorphe �a �q�1�Z1p si car(K) = p et �a �q�1�Z�p si car(K) = 0 o�u � esttel que q = p�. Dans tous les cas, si l'on note T le sous-groupe de torsion de G, on aT ' �q�1. Soit d � 2 un diviseur de q�1. On d�e�nit T (d) comme �etant le sous-grouped'ordre d de T . Alors il est clair que T (d) est isomorphe �a �d. Posons K(d)1 = LT (d)1 ,corps des points �xes de L1 sous l'action de T (d).Remarquons maintenant que l'extension K(d)1 =K est A.P.F. car [L1 : K(d)1 ] = d < +1avec L1=K A.P.F. [36].On introduit les notations suivantes :Yf = XK(L1) et X(d)f = XK(K(d)1 ). On pose �egalement Xf = X(q�1)f . L'extensionYf=X(d)f est galoisienne et Gal(Yf=X(d)f ) ' Gal(L1=K(d)1 ) [36].Par construction, Yf est isomorphe �a Fq ((T )) et X(d)f �a Fq ((�d)) o�u �d 2 Fq [[T ]]. Legroupe eF op�ere par substitution �a droite sur Yf et X(d)f . Pour u 2 UK, si e�fu repr�esentel'automorphisme de Yf issu de u par l'application de r�eciprocit�e, e�fu;d repr�esente larestriction de e�fu a X(d)f .De mani�ere g�en�erale, toute s�erie e�(T ) repr�esentera la s�erie �(T ) 2 AK[[T ]] dont lescoe�cients ont �et�e projet�es dans le corps r�esiduel k = Fq .2.2.3 R�esultats pr�eliminaires sur les restrictionsProposition 2.2.2 Soit Yf = Fq ((T )). Alors :X(d)f = Fq ��NYf =X(d)f (T )�� :



2.2. Corps de normes des extensions de Lubin-Tate 41Preuve : Montrons tout d'abord que Fq ��NYf=X(d)f (T )�� � X(d)f . Pour simpli�er lesnotations, on pose eN(T ) = NYf =X(d)f (T ). Soit � 2 Fq �� eN(T )�� on a :� = +1Xi=�n�i eN(T )i:Soit � un g�en�erateur de �q�1 et soit e� 2 Gal(Yf=X(d)f ). D'apr�es l'application der�eciprocit�e d'Artin, on peut �ecrire qu'il existe k 2 f0; :::; d� 1g tel quee�(T ) = [̂�k q�1d ]ff(T ):Calculons l'action de e� sur � :e� � � = � � e�(T ) = +1Pi=�n�i � eN � e�(T )�i= +1Pi=�n �i� eN � [̂�k q�1d ]ff(T )�iRemarquons maintenant que eN (T ) = d�1Yi=0 [̂�i q�1d ]ff(T ):On en d�eduit queeN � [̂�k q�1d ]ff(T ) = d�1Yi=0 ^[�(i+k) q�1d ]ff (T ) = d�1Yi=0 [̂�i q�1d ]ff(T )(car � q�1d n = � q�1d (n mod d)). On obtient donc e� � � = � et Fq ��NYf=X(d)f (T )�� � X(d)f .De plus, vT (N(T )) = d. Donc [Fq ((T )) : Fq (( eN(T )))]vT(T ) = d. On en d�eduit que[Fq ((T )) : Fq ((N(T )))] = d et que Fq ��NYf=X(d)f (T )�� = X(d)f .Proposition 2.2.3 Soit e�(d)u (T ) = NYf=X(d)f �e�fu(T )� pour u 2 UK. Alors :e�(d)1 � e�fu(T ) = e�fu;d � e�(d)1 (T ):Preuve : Soit � un g�en�erateur de �q�1. Par d�e�nition :e�(d)u (T ) = d�1Yi=0�[̂�i q�1d ]ff � e�fu(T )� = d�1Yi=0 ^[u�1�i q�1d ]ff (T ):



42 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesDe plus, e�(d)1 � e�fu(T ) = �d�1Qi=0 [̂�i q�1d ]ff (T )� � e�fu(T )= d�1Qi=0 ^[�i q�1d u�1]ff(T ) = e�(d)u (T ):Or NYf=X(d)f �e�fu(T )� 2 Fq [[e�(d)1 (T )]]. Donc il existe 
(T ) 2 Fq [[T ]] telle quee�(d)1 � e�fu(T ) = 
 � e�(d)1 (T ):On peut ensuite �ecrire que e�(d)1 � e�fu(T ) = e�fu � e�(d)1 (T ). Il s'agit donc de l'action del'automorphisme e�fu de Yf sur l'uniformisante e�(d)1 (T ) de X(d)f . Ainsi la s�erie 
(T )correspond �a l'automorphisme de X(d)f d�e�ni par la restriction de e�fu �a X(d)f .Proposition 2.2.4 Supposons que la s�erie NYf =X(d)f (T ) soit alg�ebrique sur Fq (T ). Lesassertions suivantes sont �equivalentes :(i) La s�erie e�fu(T ) est alg�ebrique sur Fq (T ),(ii) La s�erie e�fu;d(T ) est alg�ebrique sur Fq (T ).Preuve : On est ici dans le contexte de la proposition 1.5.2 avec �(T ) = e�fu;d(T ),�(T ) = e�(d)1 (T ) et 
(T ) = e�fu(T ).2.3 Polynômes de Bell, polynômes de ChebyshevIl s'av�ere que les polynômes de Bell et les polynômes de Chebyshev apparaissent dansle calcul des restrictions d'automorphismes �a des sous-corps induisant un groupe deGalois isomorphe �a un sous groupe du groupe des racines (p � 1)i�emes de 1. Nousvoyons dans ce paragraphe les d�e�nitions et caract�eristiques de base concernant cespolynômes.2.3.1 Polynômes de BellD�e�nition 2.3.1 Les polynômes de Bell [13] (exponentiels) partiels sont les polynômesBn;k = Bn;k(x1; x2; :::; xn�k+1) de la suite in�nie d'ind�etermin�ees x1; x2; ::: d�e�nis parle d�eveloppement en s�erie double formelle :�(T; u) = exp uXm�1 xmm!Tm! = Xn;k�0 Bn;kn! T nuk= 1 +Xn�1 T nn! nXk=1 ukBn;k(x1; x2; :::)! :



2.3. Polynômes de Bell, polynômes de Chebyshev 43Proposition 2.3.1 [13] Pour tout entier k, on a :1k!  Xm�1 xmm!Tm!k =Xn�k Bn;kn! T n:Proposition 2.3.2 [13] Les polynômes de Bell sont �a coe�cients entiers, homog�enesde degr�e k, de poids n et ont pour expression exacte :Bn;k(x1; x2; :::; xn�k+1) =X n!c1!c2!:::(1!)c1(2!)c2:::xc11 xc22 :::la sommation ayant lieu sur tous les entiers c1; c2; c3; :::� 0, tels que :c1 + 2c2 + 3c3 + ::: = nc1 + c2 + c3 + ::: = k:Relation de r�ecurrence : kBn;k = n�1Xl=k�1� nl �xn�lBl;k�1.2.3.2 Polynômes de ChebyshevD�e�nition 2.3.2 Pour tout n 2 N, on appelle polynômes de Chebyshev les polynômesPn(T ) 2Z[T ] d�e�nis par la relation de r�ecurrence :P0(T ) = 0, P1(T ) = T et Pn+1(T ) = 2TPn(T )� Pn�1(T ):Proposition 2.3.3 Les polynômes Pn(T ) v�eri�ent pour n 2 N :Pn(T ) = cosh(n arg cosh(T )):D�e�nition 2.3.3 Soit � 2 Up. On �etend la d�e�nition des polynômes de Chebyshev �aUp en posant S�(T ) = cosh(� arg cosh(T )) 2Zp[[T ]]:On appellera cette s�erie \s�erie de Chebyshev".Remarque : L'expression de S�(T ) sous forme de s�erie est bien entendue issue dud�eveloppement en s�erie en T = 0. Nous ne justi�erons pas ici le fait que les coe�cientssont bien dans Zp. Cependant, on pourra s'en assurer un peu plus loin en remarquantque l'expression des S�(T ) est \pratiquement" celle des endomorphismes d'un groupeformel sur Zp.



44 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.4 Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = 02.4.1 NotationsSoit p un nombre premier sup�erieur ou �egal �a 3. Soit le corps local K = Qp decaract�eristique 0 muni de sa valuation p-adique. On prend � = p, A = Zp et U = Upmuni de sa �ltration : U (n) = 1 + pnZp pour tout n 2 N.On poseFp = ff(T ) 2Zp[[T ]]jf(T )� pT (mod deg 2); f(T ) � T p (mod p)get on d�e�nit le groupe eF = ff(T ) 2 Fp [[T ]]jvT(f) = 1g muni de la loi de composition.Pour f(T ) 2 Fp, on d�e�nit L, L1, G, d, T , T (d), K(d)1 , Yf , X(d)f , e�fu et e�fu;d comme auxparagraphes 2.2.1 et 2.2.2.On a G ' �p�1 �Zp, T ' �p�1 et T (d) ' �d.L1�d Zp�p�1 Yf = XK(L1)T (d)'�dK(d)1K1Zp L�p�1L�d X(d)f = XK(K(d)1 )K2.4.2 Groupe formel des restrictionsIl se trouve que les restrictions e�fu;d peuvent être interpr�et�ees comme �etant elles aussiles r�eductions modulo p d'endomorphismes �fu;d de groupes formels sur Zp (qui quant�a eux ne sont pas de Lubin-Tate).Le but de cette partie est d'obtenir une expression du logarithme de ces groupes formelsa�n d'�etablir des formules explicites sur les restrictions.On �xe f dans Fp et on emploie les notations suivantes :Pour tout entier n � 2, on repr�esente par �(T ) la s�erie d�1Yi=0[��i]ff(T ) o�u � est une racineprimitive di�eme de 1 dans Zp. La s�erie �(T ) est telle que e�(T ) = NYf =X(d)f (T ).



2.4. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = 0 45La s�erie � � �fu(T ) est en fait une s�erie en �(T ) �a coe�cients dans Zp. En e�et, on a :� � �fu(T ) = d�1Yi=0 �f�i � �fu(T ) = d�1Yi=0 �f�iu(T )= d�1Yi=0 �fu�i(T ) = d�1Yi=0 �fu � �f�i(T ):Donc � � �fu(T ) est une s�erie en (�f1 ; �f� ; �f�2; :::; �f�d�1) �a coe�cients dans Zp. Or,� � �fu(�f� (T )) = d�1Yi=0 �f�iu�(T ) = dYi=1 �f�iu(T ) = � � �fu(T ):Donc les coe�cients non nuls de � � �fu(T ) sont les coe�cients d'une puissance de�f1 (T )�f� (T ):::�f�d�1(T ) donc d'une puissance de �(T ).Soit maintenant �fu;d(T ) la s�erie de Zp[[T ]] telle que :� � �fu(T ) = �fu;d � �(T ):Il vient : � � �fu(T ) =  d�1Yi=0 �f�i(T )! � �fu(T )= d�1Yi=0 �f�i � �fu(T )= �fu;d � d�1Yi=0 �f�i(T ):Notons �(T ) le logarithme du groupe formel de Lubin-Tate admettant �fp (T ) 2 Fppour endomorphisme et composons la derni�ere �egalit�e �a droite par ��1(T ). Il vient :d�1Yi=0 �f�i � �fu � ��1 = �fu;d � d�1Yi=0 �f�i � ��1:Par d�e�nition de �(T ), on a ���fu(T ) = (uT )��: On en d�eduit �fu ���1(T ) = ��1 �uT .Do�u : d�1Yi=0 �f�i � ��1 � uT = �fu;d � d�1Yi=0 �f�i � ��1(T ):Lemme 2.4.1 Il existe une s�erie g(T ) 2 Qp[[T ]] telle que g(T ) � T (mod deg 2) etv�eri�ant d�1Yi=0 �f�i � ��1(T ) = g �(�1)d�1T d�.



46 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesPreuve : Posons �(T ) = d�1Yi=0 �f�i � ��1(T ): On a�(�T ) = d�1Yi=0 �f�i � ��1(�T )= d�1Yi=0 ��1 � � iT � �T= d�1Yi=0 ��1 � � i+1T= d�1Yi=0 ��1 � � iT= d�1Yi=0 �f�i � ��1(�T )= �(T ):Donc il existe une s�erie g(T ) �a coe�cients dans Qp[[T ]] telle que �(T ) = g(T d). Deplus �f�i(T ) � � iT (mod deg 2) et ��1(T ) � T (mod deg 2). On en d�eduit qued�1Yi=0 �f�i � ��1(T ) � (�1)(d�1)T d (mod deg d+ 1):Ainsi g(T d) � (�1)d�1T d (mod deg d+ 1) et la s�erie g(T ) cherch�ee est telle queg((�1)d�1T d) = g(T d):Th�eor�eme 2.4.1 Il existe un groupe formel sur Qp admettant les s�eries �fu;d(T ) pourendomorphismes. Son logarithme �(T ) est donn�e par :�(�) = (�1)d�1 (�(T ))d :Preuve : Le lemme pr�ec�edent nous permet d'�ecrire :g � (�1)d�1T d � uT = �fu;d � g � (�1)d�1T dpuis g � udT � (�1)d�1T d = �fu;d � g � (�1)d�1T det : g � udT = �fu;d � g(T ):D'o�u �fu;d(T ) = g � udT � g�1(T ) et ainsi on voit que �(T ) = g�1(T ).Calculons g �(�1)d�1T d� � �(T ) = g � (�1)d�1 (�(T ))d. On ag �(�1)d�1T d� � �(T ) = d�1Yi=0 �f�i � ��1 � �(T ) = �(T ):



2.4. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = 0 47D'o�u (�1)d�1 (�(T ))d = g�1 � �(T ) et�(�) = (�1)d�1 (�(T ))d :Corollaire 2.4.1 Il existe des groupes formels F (X;Y ) sur Qp qui ne sont pas deLubin-Tate et poss�edant un sous-groupe G de EndQp(F ) d'endomorphismes qui sont �acoe�cients dans Zp et tels que G est isomorphe �a Z�dp = �ud; u 2Zp	.Preuve : Si l'on consid�ere les s�eries �fu;d(T ), on sait que ces derni�eres sont �a coe�cientsdans Zp. Ces s�eries sont les endomorphismes sur Zp du groupe formel F du th�eor�eme2.4.1.Notons maintenant �(T ) le logarithme du groupe formel F (X;Y ). Il vient� � �fu;d(T ) = udT � �(T )puis �fu;d(T ) = ��1 � udT � �(T ) = [ud](T );d'o�u l'injection naturelle de Z�dp dans EndQp(F ).Corollaire 2.4.2 Les s�eries �fu;d(T ) sont en fait des puissances di�emes de compositionde s�eries �a coe�cients dans Qp.Preuve : Il vient �fu;d(T ) = [u�d](T ) = [u�1] � ::: � [u�1]| {z }d fois (T ), d'o�u le r�esultat.Corollaire 2.4.3 (Formule sommatoire des s�eries �fu;d(T ))Soit �(T ) le logarithme du groupe formel admettant �fp (T ) 2 Fp pour endomorphismeet soit la s�erie � � ��1(T ) = +1Xn=1 bn �(�1)d�1T d�n :Si l'on pose �n = n!bn et�n =  n�1Xk=1(�1)kBk+n�1;k(0; �2; �3; :::; �n)!o�u les Bn;k sont les polynômes de Bell, alors :�fu;d(T ) = +1Xn=1 1n!  n�1Xk=1 �kudkBn;k(�1; �2; :::; �n�k+1)! T n:Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 2.4.1 :�(�) = (�1)d�1 (�(T ))d :



48 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesOn en d�eduit que ��1 �(�1)d�1T d� = � ���1(T ) = +1Xn=1 bn �(�1)d�1T d�n. On peut ainsi�ecrire que ��1(T ) = +1Xn=1 bnT n:De plus, une reformulation de la formule de r�eversion des s�eries de Lagrange [13] nouspermet d'a�rmer que si f(T ) = +1Xn=1 fnn!T n 2 K[[T ]];alors son inverse pour la composition des s�eries s'�ecritf�1(T ) = +1Xn=1 efnn!T navec efn = n�1Xk=1(�1)kf�n�k1 Bk+n�1;k(0; f2; f3; :::; fn) pour n � 2 et ef1 = f�11 :Si l'on pose �n = n!bn, la s�erie ��1(T ) s'�ecrit��1(T ) = +1Xn=1 �nn! T n:Il apparâ�t alors que �(T ) = +1Xn=1 �nn! T navec �n = n�1Xk=1(�1)kBk+n�1;k(0; �2; �3; :::; �n) (ici �1 = 1):Utilisons maintenant la formule de superposition de Faa di Bruno [13] qui permetd'�ecrire que si l'on a deux s�eries f(T ) = +1Xk=1 fkk!T ket g(T ) = +1Xk=1 gkk!T k



2.4. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = 0 49alors la s�erie compos�ee f � g(T ) v�eri�e :f � g(T ) = +1Xn=1 hnn! T navec hn = nXk=1 fkBn;k(g1; g2; :::; gn�k+1):Il vient ��1 �ud�(T )� =  +1Xn=1 �nn! T n! � ud�(T )=  +1Xn=1 �nundn! T n! � +1Xn=1 �nn! T n!=  +1Xn=1 �nn! T n! �  +1Xn=1 �nn! T n!avec �n = �nund. D'o�u :�fu;d(T ) = +1Xn=1 1n!  n�1Xk=1 �kudkBn;k(�1; �2; :::; �n�k+1)! T n:Si l'on se place dans le cas de l'extension cyclotomique, alors f(T ) = (1 + T )p �1 et �(T ) = log(1 + T ). On en d�eduit que �(�) = (�1)d�1 (log(1 + T ))d, d'o�u�((�1)d�1T d) = � � (eT � 1).Quelques calculs dans le cas o�u �(T ) = log(1 + T ) :Pour d = 2 : �(T ) = ((1 + T )� 1)((1 + T )�1 � 1). On trouve alors que ��1(�T 2) =2� 2 cosh(T ) et �(T ) = ��arg cosh�2� T2 ��2 :On en d�eduit que �fu;2(T ) = ��1 � u2T � �(T )= 2� 2 cosh�u arg cosh�2 � T2 ��= 2� 2Su�2� T2 �o�u Su(T ) est la s�erie de Chebyshev du paragraphe 2.3.2.Pour d = 3 : �(T ) = ((1 + T )� 1) �(1 + T )j � 1� �(1 + T )j2 � 1�, d'o�u��1(T 3) = 2 (sinh(T ) + sinh(jT )� sinh((j + 1)T )) :Pour d = 4 : �(T ) = ((1 + T )� 1) �(1 + T )�1 � 1� �(1 + T )i � 1� �(1 + T )�i � 1�, d'o�u��1(�T 4) = (2� 2 cosh(T )) (2� 2 cosh(iT )) :



50 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.4.3 Cas de l'extension cyclotomiqueL'extension cyclotomique de Qp est l'extension de Lubin-Tate d�e�nie par le groupemultiplicatif (sur Zp). Nous reformulons maintenant le th�eor�eme 2.1.1 en termesd'automorphismes de corps locaux en incluant en plus le cas des restrictions :Th�eor�eme 2.4.2 Soit f(T ) = (1+T )p�1 et soit a 2 Up. Alors les assertions suivantessont �equivalentes :(i) a 2 Q,(ii) La s�erie e�fa(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ),(iii) La s�erie e�fa;2(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 2.1.1, on a l'�equivalence (i) , (ii). Soit X(2)f le sous-corps de Yf tel que Gal(Yf=X(2)f ) ' �2. On peut alors �ecrire que Yf = Fp((T )) etque X(2)f = Fp((e�)) avec e� = e�(T ) = NYf =X(2)f (T ) = � T 21 + T vu en tant qu'�el�ement deFp [[T ]]. On a : e� � e�fa(T ) = e�fa;2 � e�(T )Comme la s�erie e�(T ) est dans Fp(T ), elle est a fortiori alg�ebrique sur Fp(T ). Par laproposition 2.2.4, on en d�eduit que l'alg�ebricit�e de e�fa(T ) est �equivalente �a l'alg�ebricit�ede e�fa;2(T ).Remarque : Si d � 3, la s�erie NYf =X(d)f (T ) est en g�en�eral transcendante sur Fp(T ).Corollaire 2.4.4 Soit � 2 Up et soit u(�) = �u(�)k �k�0 la suite �a coe�cients dans Zpd�e�nie par : u(�)k = (�1)k+1� �+ k�� k � 2��+ k 2Zp:On d�e�nit la suite gu(�) = �gu(�)k �k�0 comme �etant la r�eduction modulo p de la suite�u(�)k �k�0. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) � 2 Q,(ii) La suite gu(�) est p-automatique.Preuve : Un calcul de Salinier et al. [25] montre que la s�erie �f�;2(T ) s'�ecrit, pourf(T ) = (1 + T )p � 1 : �f�;2(T ) = +1Xk=0 u(�)k T k:Par le th�eor�eme pr�ec�edent, e�f�;2(T ) est alg�ebrique si et seulement si � est rationnel.Donc la suite �gu(�)k�k�0 est p-automatique si et seulement si � 2 Q.



2.4. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = 0 51Corollaire 2.4.5 Soit � 2 Up et soit S�(T ) la s�erie de Chebyshev associ�ee �a �. Sil'on note fS�(T ) la r�eduction modulo p de S�(T ), alors les assertions suivantes sont�equivalentes :(i) � 2 Q,(ii) La s�erie fS�(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : On a vu que �f�;2(T ) = 2� 2S��2 � T2 �. On en d�eduit queS�(T ) = 1� 12�f�;2(2 � T ):Il apparâ�t ainsi clairement, en vertu de la proposition 1.5.3, que fS�(T ) est alg�ebriquesi et seulement si la s�erie e�f�;2(T ) est alg�ebrique.2.4.4 Cas g�en�eralLemme 2.4.2 Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] de projection dans Fp [[T ]] alg�ebrique surFp(T ) et soit �(T ) = log(1 + 
(T )). On pose g(T ) = ��1(p�(T )) 2 Fp. AlorsNYg=X(2)g (T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : Soit f(T ) = (1 + T )p � 1. On aNYg=X(2)g (T ) = e�g1(T )e�g�1(T ) = e��1 � e�f1 � e�(T )� e��1 � e�f�1 � e�(T )avec e�(T ) = e
(T ) alg�ebrique. De plus, comme 1 et �1 2 Up \Q, les s�eries e�f1 (T ) ete�f�1(T ) sont alg�ebriques. On en d�eduit que NYg=X(2)g (T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Th�eor�eme 2.4.3 Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] telle que sa projection dans Fp [[T ]] soitalg�ebrique sur Fp(T ), soit �(T ) = log(1 + 
(T )) et soit a 2 Up. On pose g(T ) =��1(p�(T )) 2 Fp. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) a 2 Q,(ii) La s�erie e�ga(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ),(iii) e�ga;2(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : L'�equivalence (i), (ii) est d�emontr�ee dans le th�eor�eme 2.1.3. Par le lemmepr�ec�edent, l'alg�ebricit�e de NYg=X(2)g (T ) nous place dans le contexte de la proposition2.2.4 et on en d�eduit l'�equivalence (ii), (iii).Interpr�etons ce r�esultat en termes de suites p-automatiques :Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] de projection dans Fp[[T ]] alg�ebrique sur Fp(T ) et soit



52 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates�(T ) = log(1 + 
(T )). On pose f(T ) = ��1(p�(T )) 2 Fp, �(T ) = �f1 (T )�f�1(T ) et ond�e�nit la suite (bn)n�0 par� � ��1(T ) = +1Xn=1 bn �(�1)d�1T d�n :Th�eor�eme 2.4.4 Soit u 2 Up. Pour n 2 N, on pose �n = n!bn,�n = n�1Xk=1(�1)kBk+n�1;k(0; �2; �3; :::; �n)et �n = n�1Xk=1 �ku2kBn;k(�1; �2; :::; �n�k+1) mod p:Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) u 2 Q,(ii) La suite (�n)n�0 est p-automatique.Remarque : Dans le cas o�u f(T ) = pT + T p avec p = 3, nous avons vu que lesendomorphismes [a]ff(T ) du groupe formel Ff (X;Y ) sont de la forme[a]ff(T ) =  T + (4 + T 2)1=22 !a � T + (4 + T 2)1=22 !�a :Posons �(T ) = T + (4 + T 2)1=22 et notons e�fa(T ) = [a]ff(T ) mod p l'automorphismedu corps de normes Yf de l'extension maximale ab�elienne totalement rami��ee corres-pondante. Il vient : �(T ) = NYf =X(2)f (T ) = e�1(T )e��1(T ) = �T 2:De l'expression �fa(T ) = �(T )a � �(T )�a, il vient �fa(T ) = 2 sinh(a log(�(T ))). Or�fa(T ) = ��1(a�(T )) o�u �(T ) d�esigne la logarithme du groupe formel Ff(X;Y ). On end�eduit que ��1(T ) = 2 sinh(T=2). Le logarithme �(T ) du groupe formel des restrictionsv�eri�e alors, d'apr�es le th�eor�eme 2.4.1 :��1(�T 2) = �4 sinh2(T=2)= �4�eT � e�T2 �2 � (T=2)= �2 cosh(T ) + 2Il vient �(T ) = ��arg cosh�2 � T2 ��2.



2.5. Automorphismes alg�ebriquement ind�ependants 53Les carr�es de composition d'endomorphismes du groupe formel de logarithme �(T )sont les s�eries �fa;2(T ), s�eries dont la r�eduction modulo p donne les restrictions e�fa;2(T )des automorphismes e�fa(T ). Nous avons :�fa;2(T ) = ��1 � a2T � �(T )= 2 � 2 cosh�a arg cosh�2� T2 ��= 2 � 2Sa�2 � T2 �o�u Sa(T ) est la s�erie de Chebyshev du paragraphe 2.3.2 associ�ee �a a.En d'autres termes, dans le cas p = 3, si l'on note e�0a(T ) les automorphismes du corpsde normes de l'extension cyclotomique de Qp, les restrictions e�0a;2(T ) co��ncident avecles restrictions e�fa;2(T ) des automorphismes e�fa(T ).2.5 Automorphismes alg�ebriquement ind�ependants2.5.1 R�esultats pr�eliminairesDans cette partie, K repr�esente un corps quelconque.Lemme 2.5.1 Soit U = fu1(T ); :::; un(T )g une famille de s�eries dans K[[T ]] de va{luation T -adique �egale �a 1 et soit �(T ) 2 K[[T ]] de valuation T -adique sup�erieure ou�egale �a 1 et alg�ebrique sur K(T ). Si l'on note U 0 la famille des s�eries ui � �(T ) pouri = 1; :::; n alors les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La famille U est une base de transcendance de l'extension K(T;U)=K(T ),(ii) La famille U 0 est une base de transcendance de l'extension K(T;U 0)=K(T ).Preuve : Supposons que la famille U soit une base de transcendance de l'extensionK(T;U)=K(T ). Le degr�e de transcendance deK(T;U)=K(T ) est alors n. La s�erie �(T )�etant de valuation T -adique sup�erieure ou �egale �a 1, on peut pratiquer le transport destructure T ! �(T ) (�(T ) se comporte comme la variable formelle T sur le corps K).On obtient deg:trK(�)K(�;U 0) = n. Comme �(T ) est alg�ebrique sur K(T ), on peuta�rmer que T est alg�ebrique sur K(�(T )) et donc sur K(�(T ); U 0).On obtient ainsi dans un premier temps :deg:trK(�)K(�;U 0; T ) = deg:trK(�;U 0)K(�;U 0; T ) + deg:trK(�)K(�;U 0)= 0 + n= npuis dans un deuxi�eme temps :deg:trK(�;T )K(�;U 0; T ) = deg:trK(�)K(�;U 0; T ) � deg:trK(�)K(�; T )= n � 0= n



54 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesK(�;U 0; T )0 nK(�;U 0)n K(�; T )0K(�)De plus, la s�erie �(T ) �etant alg�ebrique sur K(T ), l'extension K(�;U 0; T )=K(U 0; T ) estalg�ebrique et deg:trK(U 0;T )K(�;U 0; T ) = 0. De même, deg:trK(T )K(�(T ); T ) = 0. Onen d�eduit que deg:trK(T )K(�;U 0; T ) = n+ 0 = n. D'o�udeg:trK(T )K(U 0; T ) = deg:trK(T )K(�;U 0; T ) � deg:trK(U 0;T )K(�;U 0; T )= n � 0= nK(�;U 0; T ) 0n K(T;U 0)nK(�; T ) 0 K(T )Comme U 0 contient n �el�ements, on en d�eduit que c'est une base de transcendance deK(U 0; T )=K(T ).Supposons maintenant que la famille U 0 soit base de transcendance de l'extensionK(U 0; T )=K(T ).On a deg:trK(T )K(U 0; T ) = n. La s�erie �(T ) �etant alg�ebrique sur K(T ), on en d�eduitque deg:trK(T;U 0)K(U 0; T; �) = 0et que deg:trK(T )K(�; T ) = 0:D'o�u deg:trK(T )K(U 0; T; �) = deg:trK(T;U 0)K(�;U 0; T ) + deg:trK(T )K(U 0; T )= 0 + n= n



2.5. Automorphismes alg�ebriquement ind�ependants 55Ainsi :deg:trK(T;�)K(�;U 0; T ) = deg:trK(T )K(�;U 0; T ) � deg:trK(T )K(�; T )= n � 0= nL'alg�ebricit�e de �(T ) sur K(T ) �etant �equivalente �a celle de T sur K(�(T )), on a :deg:trK(U 0;�)K(�; T; U 0) = 0et deg:trK(�)K(�; T ) = 0:D'o�u :deg:trK(�)K(�;U 0; T ) = deg:trK(T;�)K(�;U 0; T ) + deg:trK(�)K(�; T )= n + 0= nDonc deg:trK(�)K(�;U 0) = deg:trK(�)K(�;U 0; T ) � deg:trK(�;U 0)K(�; T; U 0)= n � 0= nPar transport de structure � ! T , on conclut que deg:trK(T )K(T;U) = n, ce qui est�equivalent �a dire que U est une base de transcendance de l'extension K(T;U)=K(T ).K(�;U 0; T ) 0n0K(T;U 0)n K(�;U 0)nK(�; T ) 00K(T ) K(�)Lemme 2.5.2 Soit V = fv1(T ); :::; vn(T )g une famille de s�eries dans K[[T ]] de va{luation T -adique �egale �a 1 et soit �(T ) 2 K[[T ]] de valuation T -adique sup�erieure ou�egale �a 1 et alg�ebrique sur K(T ). Si l'on note V 0 la famille des s�eries � � vi(T ) pouri = 1; :::; n alors les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La famille V est une base de transcendance de l'extension K(T; V )=K(T ),(ii) La famille V 0 est une base de transcendance de l'extension K(T; V 0)=K(T ).



56 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesPreuve : Supposons que la famille V soit une base de transcendance de l'extensionK(T; V )=K(T ). On a deg:trK(T )K(T; V ) = n:On sait que l'extension K(T; �(T ))=K(T ) est alg�ebrique. Par transport de struc-ture T ! vi(T ) (la valuation T -adique de vi(T ) est �egale �a 1), on peut a�rmer quel'extension K(vi; � � vi)=K(vi) est alg�ebrique pour tout i = 1; :::; n. On en d�eduit quel'extension K(V; V 0)=K(V ) est alg�ebrique. D'o�uK(V; V 0; T )=K(V; T ) est alg�ebrique.Il vient alors :deg:trK(T )K(V; V 0; T ) = deg:trK(V;T )K(V; V 0; T ) + deg:trK(T )K(V; T )= 0 + n= nComme �(T ) est alg�ebrique surK(T ), on a vu qu'on pouvait �ecrire que T est alg�ebriquesur K(�) et l'extension K(T; �)=K(�) est alg�ebrique.Par transport de structure T ! vi, il vient K(vi; � � vi)=K(� � vi) est alg�ebriquepour i = 1; :::; n. D'o�u K(V; V 0)=K(V 0) est alg�ebrique et donc K(V; V 0; T )=K(V 0; T )�egalement.Ainsi :deg:trK(T )K(V 0; T ) = deg:trK(T )K(V 0; V; T ) � deg:trK(V 0;T )K(V 0; V; T )= n � 0= nK(V; V 0; T ) 00K(V; T ) n K(V 0; T )nK(T )La famille V 0 �etant de cardinal n, on en d�eduit qu'elle est base de transcendance deK(V 0; T )=K(T ).Supposons maintenant que la famille V 0 soit base de transcendance de l'extensionK(V 0; T )=K(T ). Il vient deg:trK(T )K(V 0; T ) = n:



2.5. Automorphismes alg�ebriquement ind�ependants 57L'extension K(T; �(T ))=K(T ) �etant alg�ebrique, on peut �ecrire, par transport de struc-ture T ! vi, que K(vi; � � vi)=K(vi) est alg�ebrique. On en d�eduit que K(V; V 0)=K(V )est alg�ebrique puis que K(T; V; V 0)=K(T; V ) l'est aussi.Comme l'extension K(T; �)=K(�) est alg�ebrique, il vient :K(vi; � � vi)=K(� � vi) est alg�ebriqueet donc de même pour K(V; V 0)=K(V 0) et K(V; V 0; T )=K(V 0; T ).On a alors :deg:trK(T )K(V; V 0; T ) = deg:trK(V 0;T )K(V; V 0; T ) + deg:trK(T )K(V 0; T )= 0 + n= ndeg:trK(T )K(V; T ) = deg:trK(T )K(V; V 0; T ) � deg:trK(T;V )K(V 0; V; T )= n � 0= nOn en d�eduit que V est base de transcendance de l'extension K(T; V )=K(T ).Proposition 2.5.1 Soient U = fu1(T ); :::; un(T )g et V = fv1(T ); :::; vn(T )g deux fa-milles de s�eries dans K[[T ]] de valuation T -adique �egale �a 1. Supposons qu'il existe�(T ) 2 K[[T ]] de valuation T -adique sup�erieure ou �egale �a 1, alg�ebrique sur K(T ) etv�eri�ant ui � �(T ) = � � vi(T ) pour i = 1; :::; n:Les assertions suivantes sont alors �equivalentes :(i) La famille U est alg�ebriquement ind�ependante sur K(T ),(ii) La famille V est alg�ebriquement ind�ependante sur K(T ).Preuve : On reprend les notations U 0 et V 0 des deux lemmes pr�ec�edents. Supposonsque la famille U soit alg�ebriquement ind�ependante sur K(T ). Ceci est �equivalent �adire que la famille U est une base de transcendance de l'extension K(T;U)=K(T ).D'apr�es le lemme 2.5.1, on en d�eduit que c'est �equivalent �a dire que U 0 est une basede transcendance de l'extension K(T;U 0)=K(T ). De plus, il est clair que, d'apr�esles propri�et�es de �(T ), les familles U 0 et V 0 sont la même famille. On a alors les�equivalences suivantes :� La famille U est alg�ebriquement ind�ependante sur K(T ),� La famille V 0 est une base de transcendance de K(V 0; T )=K(T ),� La famille V est une base de transcendance de K(V; T )=K(T ) (lemme 2.5.2),� La famille V est alg�ebriquement ind�ependante sur K(T ).



58 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.5.2 Condition n�ecessaire et su�santeOn rappelle que l'ensemble Fp est d�e�ni par :Fp = ff(T ) 2Zp[[T ]]jf(T )� pT (mod deg 2); f(T ) � T p (mod p)gTh�eor�eme 2.5.1 Soit une s�erie 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] telle que sa projection dansFp [[T ]] soit alg�ebrique sur Fp(T ) et soit �(T ) = log(1 + 
(T )).Soient �1; :::; �n 2 Up. Si l'on posef(T ) = ��1(p�(T )) 2 Fp;les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) Les �el�ements 1, �1,...,�n sont Z-lin�eairement ind�ependants,(ii) Les s�eries e�f�i(T ), i = 1; :::; n sont alg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ).Preuve : Le r�esultat ci-dessus est connu lorsque 
(T ) = T , ce qui correspond �af0(T ) = (1 + T )p� 1 (voir th�eor�eme 1.4.3). Les s�eries e�f0�i(T ) correspondantes sont lesr�eductions modulo p des endomorphismes du groupe multiplicatif sur Zp, c'est-�a-direles (1 + T )�i � 1 mod p. En fait, le r�esultat est �etabli pour les s�eries (1 + T )�i priseshors contexte de la th�eorie de Lubin-Tate, mais il est clair que, modulo p, les (1+T )�ipour i = 1; :::; n sont alg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ) si et seulement si les(1 + T )�i � 1, i = 1; :::; n le sont. On peut ainsi se rattacher aux endomorphismes degroupes formels de Lubin-Tate.D'apr�es le paragraphe 2.1.6, on sait qu'il existe �(T ) 2Zp[[T ]] v�eri�antf � �(T ) = � � f0(T )et �etant de projection e�(T ) dans Fp [[T ]] alg�ebrique sur Fp(T ) (en fait �(T ) = 
�1(T )).Il vient alors : e�f�i � e�(T ) = e� � e�f0�i (T ):D'apr�es la proposition 2.5.1, avec K = Fp , l'ind�ependance alg�ebrique des e�f�i(T ) est�equivalente �a celle des e�f0�i (T ), d'o�u la conclusion.Exemple : Soit a 2Zp non nul et soitf(T ) = 1a �a(1 + T + aT 2)p + 1=4 � a�1=2 � 12a:Le calcul montre que f(T ) 2Zp[[T ]] et que l'on a f(T ) � pT (mod deg 2) et f(T ) � T p(mod p). En d'autres termes, f(T ) 2 Fp. Il existe donc un unique groupe formelFf(X;Y ) de Lubin-Tate sur Zp tel que f(T ) 2 End(Ff ). Soit � 2 Zp. Les assertionssuivantes sont �equivalentes :(i) � 2 Q,(ii) La s�erie f[�]ff(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).



2.5. Automorphismes alg�ebriquement ind�ependants 59En e�et, si l'on prend, dans le th�eor�eme 2.1.3, 
(T ) = T + aT 2, il est clair que lar�eduction e
(T ) modulo p de 
(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ). Soit F (X;Y ) le groupeformel de Lubin-Tate sur Zp admettant la s�erie �(T ) = log(1+ 
(T )) pour logarithme.On a ��1(T ) = � 12a + 12a �1� 8a+ 4aeT�1=2et on trouve ��1(p�(T )) = f(T ):Le groupe formel F (X;Y ) est donc le groupe Ff (X;Y ) et on a bien l'�equivalence(i), (ii).Les endomorphismes du groupe Ff (X;Y ) �etant les s�eries ��1(��(T )), on obtient :�f��1(T ) = [�]ff(T ) = 1a �a(1 + T + aT 2)� + 14 � a�1=2 � 12a:Soient �1,...,�n 2 Up, par le th�eor�eme 2.5.1, on obtient les �equivalences suivantes :(i) Les nombres 1, �1, �2,...,�n sont Z-lin�eairement ind�ependants,(ii) Les s�eries e�f�1(T ),..., e�f�n(T ) sont alg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ).Th�eor�eme 2.5.2 Soit une s�erie 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] telle que sa projection dansFp [[T ]] soit alg�ebrique sur Fp(T ) et soit �(T ) = log(1 + 
(T )).Soient �1; :::; �n 2 Up. Si l'on posef(T ) = ��1(p�(T )) 2 Fp;les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) Les �el�ements 1, �1,...,�n sont Z-lin�eairement ind�ependants,(ii) Les s�eries e�f�i;2(T ), i = 1; :::; n sont alg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ).Preuve : Nous avons vu au paragraphe 2.4.2 que les endomorphismes r�eduits e�f�i;2(T )sont en fait les restrictions des automorphismes du corps de normes Yf d'une extensionA.P.F. de Qp �a son sous-corps X(2)f . Il a �et�e prouv�e dans ce cas, au paragraphe 2.4.4,que si l'on note T une uniformisante de Yf , alors la s�erie �(T ) = NYf=X(2)f (T ) estalg�ebrique sur Fp(T ).De plus, nous avons la relation :� � e�f�i(T ) = e�f�i;2 � �(T ) pour i = 1; :::; n:La s�erie �(T ) �etant alg�ebrique sur Fp(T ), les s�eries e�f�i(T ) sont alg�ebriquement ind�epen{dantes si et seulement si les s�eries e�f�i;2(T ) le sont.On conclut �a l'�equivalence voulue en utilisant le th�eor�eme 2.5.1.



60 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates2.5.3 Ind�ependance alg�ebrique des \s�eries" de ChebyshevTh�eor�eme 2.5.3 Soient �1; :::; �n 2 Up et soit S�i(T ) la s�erie de Chebyshev associ�ee�a �i pour i = 1; :::; n. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) Les �el�ements 1, �1,...,�n sont Z-lin�eairement ind�ependants,(ii) Les s�eries eS�i(T ), i = 1; :::; n sont alg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ).Preuve : L'�equivalence est �etablie dans le th�eor�eme 2.5.2 dans le cas des s�eries e�f�i;2(T )avec f(T ) = (1 + T )p � 1. Comme on a la relationS�i(T ) = 1� 12�f�i;2(2� T );on obtient le r�esultat voulu.Remarque : Nous avons vu au lemme 2.1.8 que pour f(T ) = 3T + T 3, les s�eriese�f�(T ) pour � 2 U3 sont les s�eries T + (4 + T 2)1=22 !� � T + (4 + T 2)1=22 !�� mod 3:Comme on sait qu'il existe des isomorphismes entre le groupe multiplicatif et le groupede Lubin-Tate sur Z3 d�e�ni par f(T ) qui sont de r�eduction modulo 3 alg�ebrique surF3(T ), on peut alors a�rmer que les assertions suivantes sont �equivalentes :� Les unit�es 3-adiques 1, �1,...,�n sont Z-lin�eairement ind�ependantes,� La famille constitu�ee des s�eries  T + (4 + T 2)1=22 !�i� T + (4 + T 2)1=22 !��i mod 3est alg�ebriquement ind�ependante sur F3(T ).2.6 R�esultats de transcendance sur les s�eries d'Artin-Hasse2.6.1 Le logarithmeLe logarithme d'Artin-Hasse l(1 + T ) a pour expression :l(1 + T ) = log� 1 + T(1 + T p)1=p� :Le calcul nous montre alors quel(1 + T ) = +1Xi=1 (�1)i�1�iT ii



2.6. R�esultats de transcendance sur les s�eries d'Artin-Hasse 61avec �i = 1 si p ne divise pas i= 0 sinon.On a l(1 + T ) 2 Zp[[T ]] et si l'on �ecrit l(1 + T ) = Xi�1 �iT i, on v�eri�e ais�ement quepour tout k 2 N, �k � �k+2p (mod p). D'o�u la proposition :Proposition 2.6.1 La projection el(1+T ) de l(1+T ) sur Fp [[T ]] est une s�erie rationellesur Fp .Posons L(T ) = l(1 + T ). Soit L�1(T ) l'inverse de composition de la s�erie L(T ) et soitf(T ) = L�1 ((1 + L(T ))p � 1) 2 Fp.Corollaire 2.6.1 Soit � 2 Up. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) � 2 Q,(ii) La s�erie e�f�(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : Comme L(T ) 2Zp[[T ]] v�eri�e L(T ) � T (mod deg 2) avec eL(T ) alg�ebrique(car rationnelle) sur Fp(T ), on applique le th�eor�eme 2.1.3 avec 
(T ) = L(T ) et les�f�(T ) sont les endomorphismes du groupe formel de Lubin-Tate sur Zp admettantpour logarithme la s�erie�(T ) = log�1 + log(1 + T )� 1p log(1 + T p)� 2 Qp[[T ]]:Remarque : Soient �1,...,�n 2 Up. En appliquant le th�eor�eme 2.5.1, on obtient lesassertions �equivalentes :(i) Les nombres p-adiques 1, �1, �2,..., �n sont Z-lin�eairement ind�ependants,(ii) Les s�eries e�f�1(T ),..., e�f�n(T ) sont alg�ebriquement ind�ependantes sur Fp(T ).2.6.2 L'exponentielleOn note E(T ) l'exponentielle d'Artin-Hasse d�e�nie par E(T ) = exp +1Xi=0 T pipi !. On ale th�eor�eme :Th�eor�eme 2.6.1 Soit 
(T ) 2 T + T 2Zp[[T ]] et soitg(T ) = log� 1 + 
(T )(1 + 
(T p))1=p� = +1Xi=1 biT i:Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La s�erie 
(T ) r�eduite modulo p est alg�ebrique sur Fp(T ),



62 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates(ii) La s�erie +1Yi=1 E(T i)bi r�eduite modulo p est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : La s�erie 
(T ) est un isomorphisme entre le groupe multiplicatif et le groupede logarithme log(1+
(T )). Comme 
(T ) � T (mod deg 2), d'apr�es le corollaire 2.1.1,la s�erie +1Yi=1 E(T i)bi � 1 est ce même isomorphisme, d'o�u la conclusion.Corollaire 2.6.2 Soit p un nombre premier. Consid�erons la suite (bn)n d'�el�ements deZp d�e�nie par bn = 1n si p ne divise pas n= 0 sinon.Alors la s�erie +1Yn=1E(T n)bn r�eduite modulo p est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : La s�erie g(T ) = +1Xn=1 bnT n est en fait la s�erie logarithmique d'Artin-Hasse :g(T ) = l(1 + T ) = log� 1 + T(1 + T p)1=p� :Cela signi�e que 
(T ) = T , d'o�u la conclusion.2.7 Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = p2.7.1 NotationsSoit p un nombre premier sup�erieur ou �egal �a 3. Soit le corps local K = Fp((t)) decaract�eritique p muni de sa valuation t-adique. On prend A = Fp[[t]], U = Fp [[t]]�(groupe multiplicatif des �el�ements inversibles de A) et � = t. On munit U de sa�ltration : U (n) = 1 + tnA pour tout n 2 N.On poseFt = ff(T ) 2 A[[T ]]jf(T )� tT (mod deg 2); f(T ) � T p (mod t)get on d�e�nit comme pr�ec�edemment le groupe eF = ff(T ) 2 Fp [[T ]]jvT(f) = 1g munide la loi de composition.Pour f(T ) 2 Ft et d diviseur de p� 1, on d�e�nit L, L1, G, T , T (d), K(d)1 , Yf , X(d)f , �fuet �fu;d comme en 2.2.1 et 2.2.2.On a G ' �p�1 �Z1p , T ' �p�1 et T (d) ' �d.Soit f(T ) = tT+T p 2 Ft et Ff(X;Y ) l'unique groupe formel de Lubin-Tate admettant



2.7. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = p 63f(T ) pour endomorphisme. Pour tout u�1 = 1Xi=0 �iti 2 U , le calcul montre quee�fu(T ) = 1Xi=0 �iT pi 2 Fp [[T ]] (voir [35]). Soit G = fe�fu(T )ju 2 Ug muni de la loi decomposition. Alors G est un sous-groupe de Aut(Y ) isomorphe en tant que groupe�ltr�e �a U .2.7.2 Caract�erisation de la s�erie e�fu;d(T )Soient � un g�en�erateur de F�p ,� = f�iT ji = 0; 1; :::; p� 2get �(d) = f�i p�1d T ji = 0; 1; :::; d� 1gmunis de la composition.Lemme 2.7.1 Le quotient G=Gp�1 est isomorphe �a � o�u Gp�1 = fg(T ) 2 GjiT(g) �p� 1g.Preuve : Soit e�fu(T ) = 1Xi=0 �iT pi, alors e�fu(T ) � �0T (mod Gp�1). D'o�u la conclusion.Lemme 2.7.2 Le groupe de Galois de l'extension Yf=X(d)f est Gal(Yf=X(d)f ) = �(d).Preuve : Comme Gal(L1=K1) est isomorphe �a U=U (1), Gal(Yf=Xf ) est isomorphe�a G=G1 = G=G	(1) = G=Gp�1. Donc, d'apr�es le lemme 2.7.1, Gal(Yf=Xf ) est isomorphe�a �.� �etant le seul sous-groupe de G d'ordre p�1, on peut en d�eduire que Gal(Yf=Xf ) = �.Le groupe Gal(Yf=X(d)f ) est l'unique sous-groupe de � d'ordre d; il s'agit de �(d).L1�d Z1p�p�1 Yf = XK(L1)�(d)'�dK(d)1K1Z1p L�p�1L�d X(d)f = XK(K(d)1 )K



64 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesLemme 2.7.3 Si l'on pose Yf = Fp((T )), alors X(d)f est le corps Fp((�d)) avec �d =(�1)d+1T d pour d diviseur de p� 1.Preuve : Il su�t de remarquer que �d(T ) = NYf =X(d)f (T ).Proposition 2.7.1 Soit e�(d)u (T ) = NYf=X(d)f (e�fu(T )). Alors on a la relation suivante :e�(d)1 (e�fu(T )) = e�fu;d(e�(d)1 (T )):Remarque : Pour u et v �el�ements de U on a :e�fuv;d(T ) = e�fvu;d(T ) = e�fu;d � e�fv;d(T ) = e�fv;d � e�fu;d(T ):2.7.3 Calcul de la s�erie e�fu;d(T )Calculs e�ectifs de e�fu;d(T )On rappelle que l'on note Bn;k les polynômes de Bell du paragraphe 2.3.Th�eor�eme 2.7.1 Soit u(t) 2 Fp [[t]]� tel que son inverse multiplicatif u�1(t) s'�ecriveu�1 = +1Xi=0 uiti 2 Fp [[t]]� et soit la suite (xn)n�1 2 FNp d�e�nie parxn = n!uk si n = pk= 0 si n n'est pas une puissance de p:Soit d � 2 un diviseur de p � 1 et soitbBn;d = (�1)(d+1)(n+1)Bnd;d(x1; x2; :::xnd�d+1)d!(nd)! mod p:Alors : e�fu;d(T ) =Xn�1 bBn;dT n:Preuve : On va voir que la r�eduction modulaire est bien d�e�nie, par construction del'�el�ement bBn;d.On part de l'�egalit�e : e�(d)1 (e�fu(T )) = e�fu;d(e�(d)1 (T )):Il vient alors : e�(d)1 (e�fu(T )) = (�1)d+1e�fu(T )d = (�1)d+1 +1Xi=0 uiT pi!d. Cette s�erieest de mani�ere �evidente �a coe�cients dans Fp . Avec les notations du th�eor�eme, nouspouvons �ecrire qu'elle est �egale �a(�1)d+1 +1Xn=1 xnn! T n!d



2.7. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = p 65qui est donc aussi une s�erie �a coe�cients dans Fp.L'�ecriture en fonction des xn nous permet maintenant d'utiliser les polynômes de Bell.On obtient : (�1)d+1e�fu(T )d = d! Xn�d(�1)d+1Bn;dn! T n! = (A)toujours avec des s�eries �a coe�cients dans Fp . Or la s�erie (A) est en fait une s�erie en(�1)d+1T d. D'o�u :(A) =  d!Xn�d(�1)(d+1)(nd+1)Bn;dn! T nd! � ((�1)d+1T d):La notation T n=d a un sens car la s�erie e�fu;d(T ) �etant Fp [[T ]], pour tout d ne divisantpas n, on a Bn;d = 0. Ainsi e�fu;d(T ) est la projection de la s�eried!Xn�d(�1)(d+1)(nd+1)Bn;dn! T nddans Fp [[T ]]. Par changement de variable, on obtient alorse�fu;d(T ) =Xn�1�(�1)(d+1)(n+1) d!(nd)!Bnd;d mod p�T n:Remarque : Si d = p� 1 alors bBn;p�1 = (�1)(n+1)Bn(p�1);p�1n! mod p.Le cas p = 3Dans le cas o�u p = 3, les coe�cients de e�fu;2(T ) peuvent être calcul�es par la r�ecurrencesuivante :Soit u�1 = +1Xi=0 uiti 2 F3 [[t]]. Alors e�fu;2(T ) = +1Xi=0 �iT ai 2 F3 [[T ]] avec :a0 = 2 = 30 + 30;ai+1 = 3n+1 + 30 si ai est de la forme 3n + 3n;= 3n + 3k+1 si ai est de la forme 3n + 3k avec 0 � k � n� 1;�0 = (�1)a02 +1u20;�i+1 = 2(�1)ai+12 +1u0un+1 si �i est de la forme (�1)ai2 +1u2n;= 2(�1)ai+12 +1uk+1un si �i est de la forme 2(�1)ai2 +1ukun o�u 0 � k � n� 2;= (�1)ai+12 +1u2n si �i est de la forme 2(�1)ai2 +1un�1un:



66 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesExemples num�eriquesp = 3 et d = 2u�1 e�fu(T ) e�fu;2(T )1 + t T + T 3 T + T 2 + T 32 + t2 2T + T 9 T + T 5 + T 91 + t+ t2 T + T 3 + T 9 T + T 2 + T 3 + 2T 5 + T 6 + T 92 + t4 2T + T 81 T + T 41+ T 81p = 7 et d = 2u�1 e�fu(T ) e�fu;2(T )3 + t+ t7 3T + T 7 + T 823543 2T + T 4 + T 7 + T 411772+ 2T 411775+ T 8235431 + t9 T + T 40353607 T + 5T 20176804+ T 403536071 + t T + T 7 T + 5T 4 + T 7p = 7 et d = 3u�1 e�fu(T ) e�fu;3(T )1 + t9 T + T 40353607 T + 3T 13451203+ 3T 26902405+ T 403536071 + t T + T 7 T + 3T 3 + 3T 5 + T 72.7.4 Alg�ebricit�e des automorphismes et des restrictionsTh�eor�eme 2.7.2 Soit u 2 U = Fp [[t]]� et soit d � 2 un diviseur de p � 1. Alors lesassertions suivantes sont �equivalentes :(i) u 2 Fp(t),(ii) La s�erie e�fu(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ),(iii) La s�erie e�fu;d(T ) est alg�ebrique sur Fp(T ).Preuve : Nous admettons pour l'instant le r�esultat suivant (conjectur�e par F. Laubieet d�emontr�e par J.-P. Allouche [2]) :Soit (ui)i�0 une suite �a coe�cients dans Fp . Alors la s�erie +1Xi=0 uiT pi est alg�ebrique surFp(T ) si et seulement si la suite (ui)i�0 est ultimement p�eriodique. La preuve de cette�equivalence sera donn�ee au chapitre 3.Pour �etablir (ii), (iii), on utilise le fait que la norme de Yf �a X(d)f de T est �egale �a(�1)d�1T d, c'est-�a-dire alg�ebrique sur Fp(T ). On obtient le r�esultat voulu en appliquantla proposition 2.2.4.Interpr�etation p-automatiqueTh�eor�eme 2.7.3 Soit u�1 = +1Xi=0 uiti 2 Fp [[t]]� et soit la suite (xn)n�1 2 FNp d�e�niepar xn = n!uk si n = pk= 0 si n n'est pas une puissance de p:



2.7. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = p 67Soit d � 2 un diviseur de p � 1 et bBn;d = (�1)(d+1)(n+1)Bnd;dd!(nd)! mod p. Alors lesassertions suivantes sont �equivalentes :(i) u 2 Fp(t),(ii) La suite ( bBn;d)n�1 est p-automatique.2.7.5 Une cons�equence de la rami�cationTh�eor�eme 2.7.4 Soit d � 2 un diviseur de p�1 et soit M =Maxfvt(�u�1)j� 2 �dg.Alors pour tout u 2 U on a :vT  e�fu;d(T )T � 1! = 1d(pM � 1):Preuve : On sait que U et G sont isomorphes en tant que groupes �ltr�es [31, 35]. Sil'on pose it(u) = vt(u� 1)et iT (g(T )) = vT �g(T )T � 1� ;les fonctions d'ordre de la �ltration en num�erotation sup�erieure de U et G sont respec{tivement : u 7�! it(u)e�fu(T ) 7�! �G(iT (e�fu(T )))o�u �G est la fonction r�eciproque de la fonction 	G de Herbrand relative �a G.Ainsi U (�) = fu 2 U jit(u) � �get G� = �e�fu(T ) 2 Gj�G(iT (e�fu(T ))) � �	= �e�fu(T ) 2 GjiT(�fu(T )) � 	G(�)	 :Par la suite, on notera Hd le sous-groupe de U isomorphe �a �d et Hd son image dansG.Le groupe G=Hd s'identi�e �a un sous-groupe de Aut(X(d)f ) isomorphe en tant que groupe�ltr�e �a U=Hd. Par la th�eorie de Galois, G=Hd est le groupe des restrictions des �el�ementsde G �a X(d). Pour � � 0, on a (G=Hd)� ' (U=Hd)�:Il vient : (G=Hd)� = ne�fu 2 G=Hdj�G=Hd(Max�2HdfiT (e�fu � ��)g) � �o= ne�fu 2 G=HdjMax�2Hdf�G=Hd(iT (e�fu � ��))g � �o :



68 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automatesD'o�u (U=Hd)� = fu 2 U=HdjMax�2Hdfit(u�)g � �g= fu 2 U=HdjMax�2Hdfvt(u� � 1)g � �g :On peut alors �ecrire :vT  e�fu;d(T )T � 1! � � , iT (e�fu;d(T )) � �, e�fu;d 2 (G=Hd)�, e�fu;d 2 (G=Hd)�G=Hd (�), u 2 (U=Hd)�U=Hd(�), Max�2Hdfvt(u� � 1)g � �U=Hd(�), 	U=Hd(Max�2Hdfvt(u� � 1)g) � �:Calculons 	U=Hd(x) :On sait que 	U = 	Hd �	U=Hd [35]. De plus	Hd(x) = Z x0 (Hd : Hsd)dsavec (Hd : H0d ) = 1 et (Hd : Hsd) = d si s > 0. D'o�u 	Hd(x) = dx. Ainsi	U=Hd(x) = 1d	U(x):Or on sait que 	U (m) = pm� 1 si m est entier. On en d�eduit que pour tout entier m :	U=Hd(m) = 1d(pm � 1):CommeMax�2Hdfvt(u� � 1)g est une valeur enti�ere, on obtient l'�egalit�e voulue.Corollaire 2.7.1 Soit u 2 U (n) et soit k = 1d(pn � 1). Alors les puissances de T danse�fu;d(T ) comprises entre 2 et k ont leur coe�cient nul. Le monôme de degr�e k + 1 aquant �a lui un coe�cient non nul. En d'autres termes :u 2 U (n) =) e�fu;d(T ) � T + �k+1T k+1 (mod deg k + 2)avec �k+1 6= 0.Preuve : Si u 2 U (n) alors u = 1 + �ntn + �n+1tn+1 + :::Pour � 2 �d, vt(u� � 1) = 0 si � 6= 1= n si � = 1:D'o�u M = n ce qui prouve le corollaire.



2.7. Automorphismes alg�ebriques avec car(K) = p 69Corollaire 2.7.2 Soient u 2 U (n) et (xn)n2N d�e�nie comme au th�eor�eme 2.7.3. Onpose k = 1d(pn � 1):Alors :(i) bB1;d = 1(ii) bBn;d = 0 si 2 � n � k(iii) bB(k+1);d 6= 0Preuve : C'est �evident �a partir de l'�ecriture des e�fu;d(T ).Corollaire 2.7.3 Soit u 2 U tel que u =2 U (1). Soient � = u�1 mod deg 1, n =vt(u�1 � �) et k = 1d (pn � 1). Alors, si � 2 �d on a :(i) bB1;d = �(ii) bBn;d = 0 si 2 � n � k(iii) bB(k+1);d 6= 0Preuve : Si � 2 �d, alors il existe �0 2 �d tel que ��0 = 1 et dans ce cas, M = n.





Chapitre 3Modules de Drinfeld et automatesNous nous proposons d'�etablir, dans cette partie, un analogue du th�eor�eme 2.1.3 dansle cas o�u l'on remplace l'anneau Zp par le compl�et�e P (t)-adique de l'anneau Fq [t] o�uP (t) 2 Fq [t] est irr�eductible et unitaire.3.1 Modules de Drinfeld, module de CarlitzSoit K un corps de caract�eristique p et soit q une puissance d'un nombre premier p.On d�e�nit le morphisme � par : � : K ! Kx 7! xqSi K = Fq (t), le morphisme � est l'endomorphisme de Frobenius.On note Kf�g l'anneau des polynômes de Ore, c'est-�a-dire l'anneau des polynômesa0id+ a1�1 + :::+ an�nmuni de l'addition et de la multiplication de Ore. On repr�esente par Kff�gg l'anneaudes s�eries de Ore que l'on peut voir comme �etant l'anneau des s�eries+1Xi=0 aiT qimuni de l'addition et de l'op�eration de composition en caract�eristique p.D�e�nition 3.1.1 Soit A un anneau int�egre qui est une Fq -alg�ebre et soit K un sur-corps commutatif de Fq . On dit que K est un A-corps s'il existe un morphisme deFq -alg�ebres i : A! K. Le morphisme i s'appelle le morphisme structural de K.D�e�nition 3.1.2 Application D :Soit f(�) = a0�0 + a1�1 + :::+ an�n 2 Kf�g. On d�e�nit l'application D par :D : Kf�g ! Kf(�) 7! D(f) = a071



72 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesD�e�nition 3.1.3 Soit A un anneau int�egre qui est une Fq -alg�ebre et soit K un A-corps de morphisme structural i. Soit une application � :� : A! Kf�gP 7! �Pqui est un morphisme de Fq -alg�ebre. On dit que � est un module de Drinfeld sur Ksi :(i) D � � = i(ii) Le morphisme � n'est pas trivial.A i� KKf�gDRemarque : Si A = Fq [t], l'application P 7! �P �etant un morphisme de Fq -alg�ebre,la donn�ee de �t su�t �a d�eterminer compl�etement le module de Drinfeld �.On suppose dor�enavant que l'anneau A contient Fq [t] et est tel que toutmodule de Drinfeld � sur un A-corps K est compl�etement d�etermin�e par ladonn�ee de �t.D�e�nition 3.1.4 On d�e�nit le module de Carlitz comme �etant le module de Drinfeldsur un A-corps K caract�eris�e par �t = 
t = t�0 + �que l'on peut noter en consid�erant son action sur un param�etre formel T :
t(T ) = tT + T q:Par la suite, T d�esignera un �el�ement transcendant sur Fq (t).D�e�nition 3.1.5 Soient � et �0 deux modules de Drinfeld sur un A-corps K. Uneisog�enie de � sur �0 est un polynôme Q 2 Kf�g, non nul, tel que pour tout P 2 A :Q�P = �0PQ:On dit que deux modules de Drinfeld sont isomorphes sur un corps L si Q = ��0avec � 2 L. On dit dans ce cas que l'isog�enie Q est un isomorphisme de modules deDrinfeld.



3.2. Modules de Drinfeld formels 73D�e�nition 3.1.6 On appelle rang d'un module de Drinfeld le \degr�e" en � de �t.Remarque : Le module de Carlitz est donc de rang 1.D�e�nition 3.1.7 On d�e�nit l'ensemble EndK� des endomorphismes du module deDrinfeld � sur le A-corps K parEndK(�) = fQ 2 Kf�g; Q�P = �PQ;8P 2 AgNous allons donner maintenant la d�e�nition des d�eriv�ees galoisiennes introduites parY. Hellgouarch dans [22] a�n d'obtenir des calculs explicites sur les endomorphismesdu module de Carlitz.D�e�nition 3.1.8 Soit x appartenant �a un A-corps K. On d�e�nit les d�eriv�ees galoi{siennes D(i)(x) 2 K par la formule de r�ecurrence :D(0)(x) = xD(i)(x) = �D(i�1)(x)�q �D(i�1)(x)tqi � tTh�eor�eme 3.1.1 (Hellegouarch [22])Soit A = Fq [t] et soit P (t) 2 A de degr�e n. On a :
P (T ) = nXi=0 D(i)(P )�i(T ) = nXi=0 D(i)(P )T qi:Proposition 3.1.1 (Hellegouarch [22]) Les d�eriv�ees galoisiennes v�eri�ent la for-mule de Leibniz :Pour tous x et y dans K et n � 0 :D(n)(xy) = nXi=0 D(i)(x)�D(n�i)(y)�qi :3.2 Modules de Drinfeld formelsD�e�nition 3.2.1 L'exponentielle de CarlitzSoit [i] = tqi � t et posons Dn = [n]Dqn�1 avec D0 = 1. On d�e�nit l'exponentielle deCarlitz comme �etant l'�el�ement de Fq ((1=t))ff�gg tel quee = +1Xi=0 �iDi :



74 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesD�e�nition 3.2.2 Le logarithme de CarlitzSoit Ln = Ln�1[n] avec L0 = 1. On d�e�nit le logarithme de Carlitz � comme �etantl'�el�ement de Fq ((1=t))ff�gg tel que� = +1Xi=0 (�1)i�iLi :Avec ces notations, l'�el�ement � est l'inverse de e : on a e � � = � � e = �0.Proposition 3.2.1 [16]Soit P (t) 2 Fq [t]. Alors 
P = e � P�0 � �.D�e�nition 3.2.3 Supposons que A contient Fq [t]. On �etend la d�e�nition du modulede Carlitz en posant 
 : A! Kff�ggR 7! 
R = e �R�0 � �Cette extension s'appelle le module de Carlitz formel sur K.Le module ainsi �etendu v�eri�e le r�esultat suivant :Th�eor�eme 3.2.1 (Hellegouarch [22])On suppose toujours que Fq [t] � A. Soit R(t) 2 A. Si l'on note 
 le module de Carlitzformel sur K, on a :
R(T ) = +1Xi=0 D(i)(R)�i(T ) = +1Xi=0 D(i)(R)T qi:Soit maintenant un module de Drinfeld � sur un A-corps K et soit M le compl�et�e deK pour la topologie d�e�nie par �deg. Il est montr�e dans [16] qu'il existe une uniques�erie �� 2Mff�gg telle que pour tout P 2 A on ait :(i) D(�) = 1;(ii) �P = ��1� � P�0 � ��:On note son inverse e� = ��1� . Il v�eri�e �egalement D(e) = 1.Ces deux s�eries formelles sont respectivement le logarithme et l'exponentielle du modulede Drinfeld �. Elles permettent, de la même mani�ere que pour le module de Carlitz,d'�etendre la d�e�nition des modules de Drinfeld.D�e�nition 3.2.4 Soit K un A-corps avec Fq [t] � A. On appelle module de Drinfeldformel � sur K tout morphisme de Fq -alg�ebres A ! Kff�gg v�eri�ant les conditions(i) et (ii) de la d�e�nition 3.1.3. On a� : A ! Kff�ggR 7! �R = e� �R�0 � ��



3.2. Modules de Drinfeld formels 75Remarque 1 : Pour les �el�ements a 2 A tels que �a 2 Kf�g, la valeur de �a donn�eepar la d�e�nition pr�ec�edente co��ncide bien avec celle que l'on obtient par le calcul Fq -lin�eaire issu de �t.Remarque 2 : Soient � et � 2 A. Nous avons toujours :��+�(T ) = ��(T ) + ��(T ) et ���(T ) = �� � ��(T ):Localisation : Soit P (t) 2 Fq [t] irr�eductible et unitaire. On note Fq (t)P le compl�et�ede Fq (t) pour la valeur absolue P (t)-adique. De la même mani�ere que Fq (t) estl'analogue de Q dans les corps de s�eries formelles �a coe�cients dans Fq , le corps Fq (t)Pest l'analogue du corps Qp des nombres p-adiques.Si l'on d�esigne par Ri les repr�esentants de Fq [t]=(P ) constitu�es par les polynômes deFq [t] de degr�e strictement inf�erieur au degr�e de P , tout �el�ement R de Fq (t)P s'�ecrit :R(t) = +1Xi=n Ri(t)P (t)iavec n 2Z. L'anneau de valuation de vP dans Fq (t)P est not�e Fq [t]P . Tout �el�ement Rde cet anneau s'�ecrit : R(t) = +1Xi=0 Ri(t)P (t)i:En vertu de la d�e�nition pr�ec�edente, nous posons :D�e�nition 3.2.5 Un module de Drinfeld formel sur Fq (t)P est un homomorphisme deFq -alg�ebres � : Fq [t]P ! Fq (t)Pff�ggR 7! �Rdont la restriction �a Fq [t] est un module de Drinfeld sur Fq (t).Le \rang de �" est le rang de sa restriction �a Fq [t].Nous avons la proposition suivante :Proposition 3.2.2 ([27]) Soit R = +1Xk=0 RkP k 2 Fq [t]P .(i) Pour tout i 2 N, la s�erie +1Xk=0 D(i)(RkP k) est convergente dans Fq (t)P et sa sommeest �egale �a D(i)(R).(ii) L'application D(i) applique Fq [t]P dans lui-même.Preuve : voir [27].Proposition 3.2.3 ([22], [27])Soit x 2 Fq [t]P . Les assertions suivantes sont �equivalentes :



76 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automates(i) D(n)(x) = 0,(ii) L'�el�ement x est un polynôme en t de degr�e < n.On prend maintenant A = Fq [t]P , avec P (t) 2 Fq [t] irr�eductible et unitaire, K =Fq (t)P vu en tant que Fq [t]P -corps (le morphisme structural est l'inclusion). On peutrepr�esenter le module de Carlitz formel par le diagramme suivant :Fq [t]P i
 Fq (t)PFq (t)Pff�ggDRemarque : Le morphisme structural i �etant l'inclusion, pour tout module de Drinfeld� d�e�ni par �t = a0�0 + a1� + ::: + an�n, la propri�et�e i(t) = D � �t = a0 impliquea0 = t.D�e�nition 3.2.6 Soit 
 le module de Carlitz formel sur Fq (t)P . On d�e�nit alors lar�eduction 
 modulo P de 
 par :
R(T ) = +1Xi=0 D(i)(R)T qio�u les D(i)(R) sont les r�eductions modulo P des D(i)(R).Remarque : Cette r�eduction est bien d�e�nie puisque les D(i) sont �a valeur dansFq [t]P lorsque R(t) 2 Fq [t]P .Proposition 3.2.4 La s�erie 
R(T ) est en fait une s�erie �a coe�cients dans le corpsFqn o�u n = deg(P ).Preuve : De mani�ere �evidente, Fq [t]P=(P ) est isomorphe en tant que corps �a Fq [t]=(P )donc �a Fqdeg(P ) .Th�eor�eme 3.2.2 (Hayes [18])Soit P (t) 2 Fq [t] un polynôme irr�eductible, unitaire et de degr�e n > 0. Alors :
P (T ) � T qn (mod P ):Le diagramme ci-dessous repr�esente la r�eduction modulo P (t) du module de Carlitzformel sur Fq (t)P o�u n = deg(P ) :Fq [t]P i
 FqnFqnff�ggD



3.3. Module de Carlitz : endomorphismes alg�ebriques 77Nous pouvons faire les analogies suivantes :Z  ! Fq [t]p premier 2Z  ! P (t) 2 Fq [t] irr�eductible et unitaireZp  ! Fq [t]PQp  ! Fq (t)Pr 2Zp  ! R(t) 2 Fq [t]Pr = +1Xi=0 ripi  ! R(t) = +1Xi=0 Ri(t)P (t)i0 � ri � p� 1  ! Ri(t) 2 Fq [t];degRi < degP� = f�j(1 + �)p � 1 = 0g  ! � = f�j
P (�) = 0g(1 + T )r � 1  ! 
R(T )+1Xi=0 � ri �T i  ! +1Xi=0 D(i)(R)T qiFp =Zp=pZp  ! Fqdeg P = Fq [t]P=PFq [t]P3.3 Module de Carlitz : endomorphismes alg�ebriquesNous avons vu au chapitre 2 que la s�erie (1 + T )r � 1 r�eduite modulo p est alg�ebriquesur Fp(T ) si et seulement si r est une unit�e p-adique rationnelle. Nous �etablissonsdans cette partie un analogue dans le cas o�u (1 + T )r � 1 est remplac�e par 
R(T ) avecR(t) 2 Fq [t]P .Proposition 3.3.1 (Allouche [2], conjectur�ee par Laubie)Soit (ai)i�0 une suite d'�el�ements de Fq . Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La suite (ai)i�0 est ultimement p�eriodique,(ii) La s�erie +1Xi=0 aiT qi est alg�ebrique sur Fq (T ).Preuve : Posons � bn = ai si n = qibn = 0 si n n'est pas une puissance de qAlors +1Xn=0 bnT n = +1Xi=0 aiT qi:Supposons que la s�erie +1Xi=0 aiT qi soit alg�ebrique sur Fq (T ). Alors, on montre commecons�equence du th�eor�eme de [9] (voir aussi [10]) que la suite (bqn)n�0 (c'est-�a-dire(an)n�0) est ultimement p�eriodique.



78 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesR�eciproquement, si (an)n est ultimement p�eriodique, montrons que Nq(b) (voir d�e�ni{tion 1.3.10) est �ni. Pour tout r � qk � 1 non nul et tout n > 0, qkn + r ne peut pasêtre une puissance de q. Donc les suites (bqkn+r)n�0 avec k � 0 et 1 � r � qk � 1 sontnulles pour n � 1 et leur nombre est major�e par q.Regardons maintenant les suites (bqkn)n�0. Soient C � 1 et n0 tels que pour toutn � n0, an+C = an. La suite (vk(n))n = (bqkn)n v�eri�e :� vk(n) = ak+i si n = qi;vk(n) = 0 si n n'est pas une puissance de q:Donc, pour n � qn0, on a vk(n) = vk+C(n). En d'autres termes, les suites (bqkn)nco��ncident n�ecessairement pour n � qn0 avec l'une des suites v0, v1,...,vC�1. Elles sontdonc en nombre �ni, major�e par Cqn0+1.Ainsi, Nq(b) est �ni, et de cardinal major�e par q + Cqn0+1.Lemme 3.3.1 (Cobham [11]) Soit (xn)n�0 une suite et soient 
 et e deux entiers� 1. Si l'on note N
(x) = �(x
kn+r)n�0; k � 0; 0 � r � 
k � 1	le 
-noyau de x, alors les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) Le cardinal de N
(x) est �ni;(ii) Le cardinal de N
e(x) est �ni.Preuve : Nous avonsN
e(x) = �(x
ken+r)n�0; k � 0; 0 � r � 
ke � 1	 :De mani�ere �evidente, N
e(x) � N
(x) et la �nitude de N
(x) implique celle de N
e(x).Supposons que le cardinal de N
e(x) est �ni.D�e�nissons l'ensembleN
e(x) = �(u
�n+�)n�0; 0 � � � 
e � 1; 0 � � � e� 1; (un)n 2 N
e(x)	 :On a Card(N 
e(x)) � e
eCard(N
e(x)) et ainsi N
e(x) est �ni.Soit y 2 N
(x) : (yn)n�0 = (x
an+r)n�0 2 N
(x) avec a � 0 et 0 � r � 
a � 1 et�ecrivons a = �e + � avec 0 � � � e � 1 et � 2 N. Alors (yn)n = (x
�e
�n+r)n avecr < 
�
�e.Comme � < e, on peut �ecrire que r < 
e
�e. Donc r = �
�e + r0 avec � < 
e et0 � r0 � 
�e � 1.D'o�u : (yn)n = (x
�e
�n+�
�e+r0)n= (x
�e(
�n+�)+r0)n= (z
�n+�)n avec (zn)n 2 N
e(x), � < 
e et � < e:On en d�eduit que (yn)n 2 N
e(x). Ainsi N
(x) � N 
e(x) qui est �ni. D'o�u la conclu-sion.



3.3. Module de Carlitz : endomorphismes alg�ebriques 79Proposition 3.3.2 Soient q une puissance d'un nombre premier p, r = q� avec � 2 N�et (an)n�0 2 FNr . Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La suite (an)n�0 est ultimement p�eriodique,(ii) La s�erie Xn�0 anT qn est alg�ebrique sur Fr (T ).Preuve : Par la proposition pr�ec�edente, l'ultime p�eriodicit�e de la suite (an)n�0 est�equivalente �a l'alg�ebricit�e sur Fr (T ) de la s�erie +1Xi=0 aiT ri.Nous allons montrer que la s�erie +1Xi=0 aiT qi 2 Fr [[T ]] est alg�ebrique sur Fr (T ) si etseulement si la s�erie +1Xi=0 aiT ri est alg�ebrique sur Fr (T ).Nous nous proposons de montrer cette �equivalence de deux mani�eres di��erentes, l'uneutilisant les q-noyaux, l'autre propos�ee par Y. Hellegouarch et utilisant le fait que less�eriesX aiT ri etX aiT qi sont images l'une de l'autre par un endomorphisme continude Fr [[T ]].M�ethode 1 :D�e�nissons les suites (bn)n�0 et (b0n)n�0 �a valeurs dans Fr par :� bn = ai si n = qi;bn = 0 si n n'est pas une puissance de q;� b0n = ai si n = ri;b0n = 0 si n n'est pas une puissance de r:On a alors +1Xi=0 aiT ri = +1Xn=0 b0nT n 2 Fr [[T ]]et +1Xi=0 aiT qi = +1Xn=0 bnT n 2 Fr [[T ]]:On est ramen�e �a montrer que +1Xn=0 b0nT n est alg�ebrique sur Fr (T ) si et seulement si+1Xn=0 bnT n est alg�ebrique sur Fr (T ).Montrons tout d'abord que le r-noyau de (b0n) est �ni si et seulement si le q-noyau de(bn) est �ni.Soit (xn)n�0 2 Nr((b0n)n�0). Alors il existe k � 0 et � 2 [0; :::; rk�1] tels que xn = b0rkn+�pour n � 0. Si � > 0, pour tout n > 0, rkn+ � ne peut pas être une puissance de r.



80 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesD'o�u, pour � > 0, les suites n 7! b0rkn+� sont nulles pour n � 1. Le nombre de cessuites est major�e par r.On en d�eduit que la �nitude du cardinal de Nr((b0n)n�0) est �equivalente �a la �nitudedu cardinal de l'ensemble N 0r((b0n)) = �(b0rkn)n�0; k � 0	 :De même, le q-noyau Nq((bn)n�0) est �ni si et seulement si le cardinal de l'ensembleN 0q((bn)) = �(bqkn)n�0; k � 0	est �ni.Soient k1 et k2 deux entiers v�eri�ant ((b0rk1n)n�0) = ((b0rk2n)n�0).Nous avons la succession d'�equivalences :((b0rk1n)n�0) = ((b0rk2n)n�0) , 8n = ru; b0rk1+u = b0rk2+u, 8n = ru; ak1+u = ak2+u, 8u 2 N; ak1+u = ak2+u, 8n = qu; bqk1+u = bqk2+u, ((bqk1n)n�0) = ((bqk2n)n�0)On en d�eduit que N 0r((b0n)n�0) et N 0q((bn)n�0) ont même cardinal et donc que le r-noyaude (b0n)n�0 est �ni si et seulement si le q-noyau de (bn)n�0 est �ni. D'apr�es le lemme3.3.1, la derni�ere assertion est �equivalente �a dire que le r-noyau de (bn)n�0 est �ni, d'o�ula conclusion.M�ethode 2 :Posons � : x 7! xq. Il est clair, avec les notations de l'�enonc�e, que xr = ��(x). De plus,� est un endomorphisme continu de Fr [[T ]]. Par ailleurs, � est un automorphisme deFr (d'ordre �). Il s'agit de montrer que � = 1Xn=0 anT qn est alg�ebrique sur Fr (T ) si etseulement si ! = 1Xn=0 anT rn est alg�ebrique sur Fr (T ).Si � est alg�ebrique sur Fr (T ), on a :�d + b1(T )�d�1 + :::+ bd(T ) = 0, d > 0, avec bi(T ) 2 Fr (T ):On en d�eduit que ! = ��(�) est alg�ebrique sur Fr (T ), car ��(bi(T )) = bi(T r) 2 Fr (T ).Inversement, si ! est alg�ebrique sur Fr (T ), on a :!e + c1(T )!e�1 + :::+ ce(T ) = 0, e > 0, avec cj(T ) 2 Fr (T )et cela s'�ecrit : �re + c1(T )�re�r + :::+ ce(T ) = 0:



3.3. Module de Carlitz : endomorphismes alg�ebriques 81Proposition 3.3.3 Soit P (t) 2 Fq [t] irr�eductible, unitaire, de degr�e n et soit R(t) 2Fq [t] tel que deg(R) < n. Pour k 2 N�, on a :D(i)(RP k) � 0 (mod P ) si i < kn� D(i�kn)(R) (mod P ) si kn � i < (k + 1)n� 0 (mod P ) si (k + 1)n � i:Preuve : On sait, d'apr�es le th�eor�eme 3.2.2, que
P (T ) � T qn (mod P ):Donc 
P k (T ) = 
P � 
P � ::: � 
P (T )| {z }k fois � T qkn (mod P ):Or 
P k (T ) = knXi=0 D(i)(P k)T qi � T qkn (mod P ). D'o�u pour i < kn, on a par identi�ca-tion D(i)(P k) � 0 (mod P ).Toujours pour i < kn et en utilisant la formule de Leibniz, il vient :D(i)(RP k) = D(i)(P kR) = iXj=0 D(j)(P k)�D(i�j)(R)�qj :Or pour j = 0; :::; i, on a D(j)(P k) � 0 (mod P ), d'o�uD(i)(RP k) � 0 (mod P ):Supposons maintenant que i � kn. On aD(i)(RP k) = iXj=0 D(j)(R)�D(i�j)(P k)�qj :Si i� j < kn, on a vu que D(i�j)(P k) � 0 (mod P ).Si i� j > kn, alors D(i�j)(P k) = 0 car i� j > deg(P k). D'o�u :D(i)(RP k) � D(i�kn)(R) (mod P ):En�n si i � (k + 1)n alors i > deg(RP k) etD(i)(RP k) = 0:D'o�u les trois congruences de la proposition.Remarque : On peut �egalement obtenir ces congruences en tant que corollaire de laproposition de [23].



82 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesTh�eor�eme 3.3.1 Soit un polynôme P (t) 2 Fq [t] irr�eductible, unitaire, de degr�e n etsoit R(t) = +1Xk=0 Rk(t)P (t)k 2 Fq [t]P(avec deg(Rk) < n). Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La s�erie R(t) est dans Fq (t),(ii) La s�erie 
R(T ) 2 Fqn [[T ]] est alg�ebrique sur Fqn (T ).Preuve : Nous avons 
R(T ) = +1Xi=0 D(i)(R)T qiavec R(t) = +1Xk=0 Rk(t)P (t)ket D(i)(R) = +1Xk=0 D(i)(RkP k) pour i 2 N:Par la suite, on note E(x) le plus petit entier inf�erieur ou �egal �a x. Soit i 2 N et soitk0 = E(i=n). Alors k0n � i < (k0 + 1)n.Soit k 6= k0, alors i =2 [kn; (k + 1)n[ et dans ce cas, d'apr�es la proposition 3.3.3, on a :D(i)(RkP k) � 0 (mod P ):De plus, d'apr�es le même lemme D(i)(Rk0P k0) � D(i�k0n)(Rk0) (mod P ). D'o�u :Lemme 3.3.2 D(i)(R) � D(i�k0n)(Rk0) (mod P ): (3.1)Par la proposition 3.3.2, il nous su�t d'�etablir que la suite (Rk)�0 est ultimementp�eriodique de p�eriode h � 1 si et seulement si la suite�D(i)(R)�i�0 = �D(i)(R) mod P�i�0est ultimement p�eriodique de p�eriode hn.Soit h une p�eriode de la suite (Rk)k�0. Pour i 2 N, �evaluons la quantit�e D(i+hn)(R).Soit k00 = E�i+ hnn � : k00n � i+ hn < (k00 + 1)n. Il vient, en posant j = i+ hn,D(j)(R) � D(j�k00n) �RE(j=n)� (mod P ):



3.4. Cas des modules de Drinfeld de rang 1 83Clairement, k00 = k0 + h et j � k00n = i � k0n. Nous obtenons �a partir d'un certainrang : D(j)(R) � D(j�k00n)(RE(i=n)+h) (mod P ) (car k00 = k0 + h)� D(j�k00n)(RE(i=n)) (mod P ) (car (Rk)k est de p�eriode h)� D(i�k0n)(RE(i=n)) (mod P ) (car j � k00n = i� k0n)� D(i)(R) (mod P ) (d'apr�es le lemme 3.3.2):D'o�u D(j)(R) = D(i+hn)(R) � D(i)(R) (mod P ) et hn est une p�eriode de la suite�D(i)(R)�i�0.R�eciproquement, supposons que D(i+hn)(R) � D(i)(R) (mod P ) pour tout i sup�erieurou �egal �a un certain i0. On pose j = i+ hn puis k0 = E(i=n) et k00 = E(j=n).Pour i � i0, d'apr�es le lemme 3.3.2,D(i)(R) � D(i�k0n)(Rk0) (mod P )et D(i+hn)(R) � D(j�k00n)(Rk00) (mod P ):Nous avons j � k00n = i� k0n. D'o�uD(i�k0n)(Rk0) � D(i�k0n)(Rk0+h) (car k00 = k0 + h):Cette congruence est vraie en particulier si i = k0n car pour cette valeur, on a encoreE(i=n) = k0 et E((i+ hn)=n) = k00. On obtient par Fq -lin�earit�e :D(0)(Rk0 �Rk0+h) � 0 (mod P ):Comme D(0)(Rk0 �Rk0+h) = Rk0 �Rk0+h, il vientRk0 �Rk0+h � 0 (mod P ):De plus, comme deg(Rk) < n pour tout k, deg(Rk0 � Rk0+h) < n = deg(P ). On end�eduit bien que Rk0 = Rk0+h.3.4 Cas des modules de Drinfeld de rang 1Nous allons �etendre les conclusions du th�eor�eme 3.3.1 aux modules de Drinfeld de rang1.Soit � un module de Drinfeld formel de rang 1 d�e�ni sur Fq [t]P et soit 
 le module deCarlitz formel.Cherchons un isomorphisme entre � et 
. Il sera de la forme � = ��0 avec � appar-tenant �a une clôture alg�ebrique de Fq (t)P .Si l'on �ecrit 
t = t�0 + � et �t = t�0 + a� avec a 2 Fq [t]P , il vient :��t = 
t�



84 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatespuis �t = ��1
t�= ��1(t��0 + �q�)= t�0 + �q�1�:On en d�eduit que � = a1=(q�1) et que son polynôme minimal F (X) sur Fq (t)P diviseXq�1 � a.Posons K = Fq (t)P , A = Fq [t]P et K = A=(P ) ' Fqn o�u n est le degr�e de P .Remarquons que si a � 0 (mod P ) alors �R(T ) = uT avec u 2 K pour tout R(t) 2 Aet que dans ce cas le probl�eme de l'alg�ebricit�e ne se pose pas. Nous nous int�eressonsdor�enavant aux modules de Drinfeld de rang 1 de r�eduction non triviale, c'est-�a-diretels que a 6� 0 (mod P ).Lemme 3.4.1 Soit F (X) 2 A[X] le polynôme minimal de � sur K. Si F (X) repr�e{sente le polynôme F (X) dont les coe�cients ont �et�e projet�es dans le corps r�esiduel K,alors F (X) est irr�eductible sur K[X].Preuve : On �ecrit G(X) = Xq�1 � a = F (X)Q(X) avec Q(X) 2 A[X].Si l'on pose a = a0(t) + a1(t)P (t) + a2(t)P (t)2 + ::: avec les ai(t) de degr�e inf�erieurstrictement au degr�e de P (t), il vient G(X) = Xq�1 � a0 2 K[X].Comme G0(X) = (q � 1)Xq�2, on voit que G(X) n'a que des racines simples. Ceciimplique que F (X) n'a �egalement que des racines simples et que s'il existe e(X) etf(X) 2 K[X] tels que F (X) = e(X)f(X) alors e et f sont premiers entre eux.Par le lemme de Hensel [6], on en d�eduit que F (X) se factorise dans A[X], ce qui estcontraire aux hypoth�eses.Th�eor�eme 3.4.1 Soit � un module de Drinfeld de rang 1 d�e�ni sur Fq [t]P et soitR(t) 2 Fq [t]P . On suppose que � est de r�eduction modulo P non triviale. Si l'on posen = deg(P ), les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La s�erie R(t) est dans Fq (t);(ii) La s�erie �R(T ) est alg�ebrique sur Fqn (T ).Preuve : D'apr�es le lemme pr�ec�edent, on sait que l'image F (X) de F (X) dans K[X]est un polynôme irr�eductible. On en d�eduit que l'id�eal (P ) reste maximal dans l'anneaude valuation de K 0 = K(�) et que � = � mod P 2 K 0 o�u K 0 est le corps r�esiduel deK 0. Ainsi � 2 Fr o�u r est une puissance de qn.Les s�eries �R(T ) et 
R(T ) qui sont �a coe�cients dans Fqn peuvent être vues comme�etant des s�eries �a coe�cients dans Fr . L'alg�ebricit�e de �R(T ) = ��1
R�(T ) sur Fr (T )(donc sur Fqn (T )) est alors �equivalente �a celle de 
R(T ).3.5 Construction explicite des endomorphismesNous allons voir dans cette partie une construction r�ecurrente d'endomorphismes demodules de Drinfeld formels sur Fq (t)p. Nous donnons ensuite, dans le cas des modules



3.5. Construction explicite des endomorphismes 85r�eduits de rang 1, une condition n�ecessaire et su�sante pour que la suite des coe�cientssoit p-automatique.Soit P (t) 2 Fq [t] irr�eductible et unitaire.Proposition 3.5.1 Soit � un module de Drinfeld formel sur Fq (t)P et soit R(t) 2Fq [t]P . On suppose que �t = t�0 + d1� + ::: + d��� 2 Fq [t]Pf�g. Alors il existe ununique �el�ement �R = +1Xi=0 �(i)(R)�i 2 Fq (t)Pff�gg tel que :�R � R�0 (mod �);�t�R = �R�t:Si l'on pose �jR = j�1Xi=0 �(i)(R)�i, alors :�(i)(R)�i = �t�iR � �iR�ttqi � t mod �i+1 2 Fq (t)P�i:Preuve : On va montrer par r�ecurrence sur i que le syst�eme� �iR � R�0 (mod �);�t�iR � �iR�t (mod �i)admet une unique solution �iR, polynôme en � de degr�e i � 1. Pour i = 1, posons�1R = R�0 = �(0)(R)�0. Il vient alors imm�ediatement :� �1R � R�0 (mod �);�t�1R � �1R�t (mod �):Soit i � 2. Cherchons �i+1R sous la forme �i+1R = �iR +�(i)(R)�i. On a1) �t�i+1R = �t�iR +�t�(i)(R)�i � �t�iR + t�(i)(R)�i (mod �i+1),2) �i+1R �t = �iR�t +�(i)(R)�i�t � �iR�t +�(i)(R)�i(t�0) (mod �i+1).D'o�u : �t�iR � �iR�t � �(i)(R)tqi�i ��(i)(R)t�i (mod �i+1)et en�n : �(i)(R)�i � �t�iR � �iR�ttqi � t (mod �i+1):Remarque : Si � = 1, il est facile de voir que les s�eries �R(T ) sont dans Fq [t]P [[T ]].Il su�t pour cela de remarquer tout d'abord que si �t = t�0 + �, le r�esultat est vraicar on retrouve les d�eriv�ees galoisiennes. Maintenant, si �t = t�0+a� avec a 2 Fq [t]P ,on montre facilement par r�ecurrence sur i que �(i)(R) = a�(a)�2(a):::�i�1(a)D(i)(R) 2Fq [t]P .



86 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesCorollaire 3.5.1 Soit � un module de Drinfeld formel de rang 1 sur Fq (t)p v�eri�ant leshypoth�eses de la proposition pr�ec�edente. Si �t = t�0+ a�, la s�erie �R = +1Xi=0 �(i)(R)�ipeut être d�e�nie par la r�ecurrence :�(0)(R) = R;�(i)(R) = a�(i�1)(R)q � aqi�1�(i�1)(R)tqi � t :Preuve : On part de l'�egalit�e �(i)(R)�i = �t�iR � �iR�ttqi � t mod �i+1.La s�erie �t�iR��iR�t �etant d'ordre i en �, il su�t, pour le calcul de �(i)(R) de calculerle coe�cient de �i dans la fraction ci-dessus.En �ecrivant �iR = �(0)(R)�0+�(1)(R)�+ :::+�(i�1)(R)�i�1, on voit que le coe�cienten question est :�(i)(R) = a�(�(i�1)(R)�i�1)��(i�1)(R)�i�1(a)tqi � t � 1�i= a�(i�1)(R)q � aqi�1�(i�1)(R)tqi � t :Corollaire 3.5.2 Le module 
 de Carlitz formel sur Fq (t)P admet pour endomor{phismes les s�eries 
R = +1Xi=0 �(i)(R)�i avec�(0)(R) = R;�(i)(R) = �(i�1)(R)q ��(i�1)(R)tqi � t :Preuve : Il su�t de prendre a = 1 dans le corollaire pr�ec�edent.Corollaire 3.5.3 Soit � un module de Drinfeld formel sur Fq (t)P de rang � avec�t = �Xk=0 dk�k (o�u d0 = t et dk 2 Fq [t]P pour k = 1; 2; :::; �):Pour R(t) 2 Fq [t]P , si l'on note �R = +1Xi=0 �(i)(R)�i, alors la suite (�(i)(R))i�1 peutêtre caract�eris�ee par une r�ecurrence d'ordre � et on a :�(i)(R) = �Xk=1 dk ��(i�k)(R)�qk � dqi�kk �(i�k)(R)tqi � t :



3.5. Construction explicite des endomorphismes 87Preuve : Le coe�cient de �i dans �t�iR ��iR�ttqi � t est alors d1�(�(i�1)�i�1) + d2�2(�(i�2)�i�2) + :::+ d���(�(i��)�i��)tqi � t ��(i�1)�i�1(d1�) + �(i�2)�i�2(d2�2) + :::+�(i��)�i��(d���)tqi � t !� 1�i ;d'o�u la conclusion.Nous terminons ce chapitre en donnant, dans le cas des modules de rang 1, une condi-tion n�ecessaire et su�sante pour que les suites (�(i)(R))i�0 soient p-automatiques.Th�eor�eme 3.5.1 Soit un polynôme P (t) 2 Fq [t] irr�eductible, unitaire et de degr�e n,soit R(t) = +1Xk=0 Rk(t)P (t)k 2 Fq [t]P et soit a 2 Fq [t]P tel que a 6� 0 (mod P ).Soit ��(i)(R)�i une suite v�eri�ant la r�ecurrence�(0)(R) = R;�(i)(R) = a�(i�1)(R)q � aqi�1�(i�1)(R)tqi � t ;et soit  l'application Fq -lin�eaire d�e�nie par : Fq [t]P ! Fqn [[T ]]R(t) 7! 1Xi=0 �(i)(R)T i:Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) La suite (Rk(t))k est p-automatique;(ii) La suite (�(i)(R))i = (�(i)(R) mod P )i est p-automatique;(iii) La s�erie ( (R)) (T ) est alg�ebrique sur sur Fqn (T ).Remarque : L'assertion (i) �evoque la notion de p-noyau d'une suite de polynômes.Notons ici que cette notion a bien un sens : en e�et, chaque polynôme Rk(t) est �acoe�cients dans Fq et est de degr�e strictement inf�erieur �a n. Ceci implique que l'onpeut voir les Rk(t) comme �etant les �el�ements d'un alphabet �a qn �el�ements. On peutalors calculer le p-noyau de la suite (Rk(t))k�0.Preuve du th�eor�eme :L'�equivalence entre les assertions (ii) et (iii) est �evidente. Montrons que (i) est�equivalente �a (ii). On commence par �etablir le r�esultat dans le cas o�u �(i) est la



88 Chapitre 3. Modules de Drinfeld et automatesii�eme d�eriv�ee galoisienne D(i).Soit k 2 N tel que k � n� 1. D'apr�es la proposition 3.3.3, on a pour tout u 2 N :D(un+k)(R) � D(k)(Ru) (mod P ): (3.2)Supposons que la suite (Ru)u�0 est qn-automatique. Alors la suite (D(k)(Ru))u�0 l'est�egalement. Par la congruence 3.2, la suite �D(un+k)(R)�u�0 est qn-automatique. Ceciest �equivalent �a a�rmer que la s�erie+1Xu=0D(un+k)(R)T u 2 Fqn [[T ]]est alg�ebrique sur Fqn (T ).En composant �a droite par T n, il vient :+1Xu=0D(un+k)(R)T un est alg�ebrique sur Fqn (T )puis en multipliant par T k :+1Xu=0D(un+k)(R)T un+k est alg�ebrique.Ce r�esultat est vrai pour k = 0; :::; n� 1.Si l'on ajoute les n s�eries alg�ebriques, on obtient l'alg�ebricit�e de la s�erie +1Xi=0 D(i)(R)T isur Fqn (T ) vue en tant que somme �nie de s�eries alg�ebriques. Ceci signi�e que la suite�D(i)(R)�i�0 est qn-automatique.R�eciproquement, si la suite �D(u)(R)�u�0 est qn-automatique, alors la sous-suite�D(un)(R)�u�0 l'est aussi (voir par exemple [4]).Or, par la proposition 3.3.3, on sait que D(un)(R) � D(0)(Ru) (mod P ). On en d�eduitla qn-automaticit�e de la suite �D(0)(Ru)�u�0 = (Ru)u�0.Dans le cas g�en�eral, on part d'un isomorphisme � entre un module formel � derang 1 et le module de Carlitz formel. L'�egalit�e�R = ��1
R� o�u � = ��0implique par Fq -lin�earit�e :�(i)(R) = ��1D(i)(R)�qi = �qi�1D(i)(R):Comme � = a1=(q�1), il vient�(i)(R) = a qi�1q�1 D(i)(R) = a1+q+q2+:::+qi�1D(i)(R) = aaqaq2:::aqi�1D(i)(R):Notons ui la r�eduction modulo P de aaqaq2:::aqi�1 et �etablissons le lemme suivant :



3.5. Construction explicite des endomorphismes 89Lemme 3.5.1 La suite (ui)i�0 est p�eriodique de p�eriode (q � 1)n.Preuve : Soit i 2 N. Si l'on note a la r�eduction de a modulo P , alors a 2 Fqn et nousavons : ui+(q�1)n = ui �NFq(q�1)n=Fq(a)�qi= ui �NFq(q�1)n=Fq(a)�= ui �NFqn=Fq(a)�q�1= uicar a 6= 0 et NFqn=Fq(a) 2 F�q .Revenons �a la d�emonstration du th�eor�eme. Nous avons�(i)(R) = uiD(i)(R):Supposons que la suite �D(i)(R)�i�0 est qn-automatique. La suite (ui)i�0 �etant p�eriodi{que, la s�erie Xi�0 uiT i est rationnelle, donc alg�ebrique, ce qui signi�e que la suite(ui)i�0 est qn-automatique. Par le th�eor�eme 1.4.4, la suite ��(i)(R)�i�0 est alorsqn-automatique en tant que produit de Hadamard de deux suites qn-automatiques. Re-marquons au passage que, le corps des coe�cients �etant un corps �ni, on peut obtenirla qn-automaticit�e du produit de Hadamard sans n�ecessairement utiliser le th�eor�eme1.4.4 qui est tr�es g�en�eral, mais simplement en constatant que si v1 et v2 sont deuxsuites, alors Card(Nqn(v1 � v2)) � Card(Nqn(v1))Card(Nqn(v2)).R�eciproquement, a �etant inversible dans Fqn , �D(i)(R)�i�0 = �u�1i �(i)(R)�i�0 eton aboutit de même �a la qn-automaticit�e de �D(i)(R)�i�0.





ANNEXES

91





Annexe ATable des polynômes de BellB1;1 = x1 B2;1 = x2, B2;2 = x21 B3;1 = x23, B3;2 = 3x1x2, B3;3 = x31 B4;1 = x4,B4;2 = 4x1x3 + 3x22, B4;3 = 6x21 + x2, B4;4 = x41 B5;1 = x5, B5;2 = 5x1x4 + 10x2x3,B5;3 = 10x21x3 + 15x1x22, B5;4 = 10x31x2, B5;5 = x51 B6;1 = x6, B6;2 = 6x1x5 + 15x2x4,B6;3 = 15x21x4 + 60x1x2x3 + 10x23, B6;4 = 20x31x3 + 45x21x22 + 15x32, B6;5 = 15x41x2,B6;6 = x61, B7;1 = x7, B7;2 = 7x1x6 + 21x2x5 + 35x3x4, B7;3 = 21x21x5 + 105x1x2x4 +70x1x23 + 105x22x3, B7;4 = 35x31x4 + 210x21x2x3 + 105x21x32, B7;5 = 35x41x3 + 105x31x22,B7;6 = 21x51x2, B7;7 = x71, B8;1 = x8, B8;2 = 8x1x7 + 28x2x6 + 56x3x5 + 35x24,B8;3 = 28x21x6 + 168x1x2x5 + 280x1x3x4 + 210x22x4 + 280x2x23, B8;4 = 56x31x5 +420x21x2x4 + 280x21x23 + 840x1x22 + x3 + 105x42, B8;5 = 70x41x4 + 560x31x2x3 + 420x21x32,B8;6 = 56x51x3 + 210x41x22, B8;7 = 28x61x2, B8;8 = x81, B9;1 = x9, B9;2 = 9x1x8 +36x2x7 + 84x3x6 + 126x4x5, B9;3 = 36x21x7 + 252x1x2x6 + 504x1x3x5 + 378x22x5 +315x1x24+1260x2x3x4+280x23, B9;4 = 84x31x6+756x21x2x5+1260x21x3x4+1890x1x22x4+2520x1x2x23+1260x32x3,B9;5 = 126x41x5+1260x31x2x4+840x31x23+3780x21x22x3+945x1x42,B9;6 = 126x51x4 + 1260x41x2x3 + 1260x31x32, B9;7 = 84x61x3 + 378x51x22, B9;8 = 36x71x2,B9;9 = x91, B10;1 = x10, B10;2 = 10x1x9+45x2x8+120x3x7+210x4x6+126x25, B10;3 =45x21x8 + 360x1x2x7 + 840x1x3x6 + 630x22x6 + 1260x1x4x5 + 2520x2x3x5 + 1575x2x24 +2100x23x4, B10;4 = 120x31x7 + 1260x21x2x6 + 2520x21x3x5 + 3780x1x22x5 + 1575x21x24 +12600x1x2x3x4 + 3150x32x4 + 2800x1x3 + 6300x22x23, B10;5 = 210x41x6 + 2520x31x2x5 +4200x31x3x4 + 9450x21x2x4 + 12600x21x2x23 + 12600x1x32x3 + 945x52, B10;6 = 252x51x5 +3150x41x2x4 + 2100x41x23 + 12600x31x22x3 + 4725x21x42, B10;7 = 210x61x4 + 2520x51x2x3 +3150x41x32, B10;8 = 120x71x3 + 630x61x22, B10;9 = 45x81x2, B10;10 = x101 , B11;1 = x11,B11;2 = 11x1x10+55x2x9+165x3x8+330x4x7+462x5x6, B11;3 = 55x21x9+495x1x2x8+1320x1x3x7+990x22x7+2310x1x4x6+4620x2x3x6+1386x1x25+6930x2x4x5+4620x23x5+5775x3x24, B11;4 = 165x31x8 + 1980x21x2x7 + 4620x21x3x6 + 6930x1x22x6 + 6930x21x4x5 +27720x1x2x3x5 + 6930x32x5 + 17325x1x2x24 + 23100x1x23x4 + 34650x22x3x4 + 15400x2x33,B11;5 = 330x41x7+4620x31x2x6+9240x31x3x5+20790x21x22x5+5775x31x24+69300x21x2x3x4+34650x1x32x4+15400x21x33+69300x1x22x23+17325x42x3, B11;6 = 462x51x6+6930x41x2x5+11550x41x3x4+34650x31x22x4+46200x31x2x23+69300x31x32x3+10395x1x52, B11;7 = 462x61x5+6930x51x2x4+4620x51x23+34650x41x22x3+17325x31x42, B11;8 = 330x71x4+4620x61x2x3+6930x51x32, B11;9 = 165x81x3 + 990x71x22, B11;10 = 55x91x2, B11;11 = x111 , B12;1 = x12,B12;2 = 12x1x11+66x2x10+220x3x9+495x4x8+792x5x7+462x26, B12;3 = 66x21x10+93



94 Annexe A. Table des polynômes de Bell660x1x2x9 + 1980x1x3x8 + 1485x22x8 + 3960x1x4x7 + 7920x2x3x7 + 5544x1x5x6+13860x2x4x6 + 9240x23x6 + 8316x2x25 + 27720x3x4x5 + 5775x34, B12;4 = 220x31x9+2970x21x2x8+7920x21x3x7+11880x1x22x7+13860x21x4x6+55440x1x2x3x6+13860x32x6+8316x21x25+83160x1x2x4x5+55440x1x23x5+83160x22x3x5+69300x1x3x24+51975x22x24+138600x2x23x4+15400x43, B12;5 = 495x41x8+7920x31x2x7+18480x31x3x6+41580x21x22x6+27720x31x4x5 + 166320x21x2x3x5 + 83160x1x32x5 + 103950x21x2x24 + 138600x21x23x4+415800x1x22x3x4 + 51975x42x4 + 184800x1x2x23 + 138600x32x23, B12;6 = 792x51x7+13860x41x2x6 + 27720x41x3x5 + 83160x31x22x5 + 17325x41x24 + 277200x31x2x3x4+207900x21x32x4+61600x31x33+415800x21x22x23+207900x1x42x3+10395x62,B12;7 = 924x61x6+16632x51x2x5+27720x51x3x4+103950x41x22x4+138600x41x2x23+277200x31x32x3+62370x21x52,B12;8 = 792x71x5 + 13860x61x2x4 + 9240x61x23 + 83160x51x22x3 + 51975x41x42, B12;9 =495x81x4 + 7920x71x2x3 + 13860x61x32, B12;10 = 220x91x3 + 1485x81x22, B12;11 = 66x101 x2,B12;12 = x121 .



Annexe BPreuve du Lemme de l'�EquationFonctionnelleNous dirons que deux �el�ements G et H sont congrus modulo (IA;degm) si G �H =Xij bijX iY j avec les bij 2 IrA pour tous entiers i et j tels que i+ j < m. Par d�e�nition,I0A = A.Lemme B.0.2 �Ecrivons fg(X) = +1Xn=1 anXn et posons n = qrm o�u m est non divisiblepar q. Alors anIrA � A.Preuve : Elle s'obtient par r�ecurrence sur r �a partir de l'�egalit�e dn = bn+ s1�(dn=q)+:::+ sr�r(dn=qr) en utilisant le fait que siIA � A pour i = 1; 2; :::Lemme B.0.3 Soient G(X;Y ) 2 A[[X;Y ]], n = qrm (q ne divisant pas m) et l 2 N�.Nous avons : G(X;Y )nql � ��l �G(Xql ; Y ql)�n (mod Ir+1A ): (B.1)Preuve : Comme �(a) � aq (mod IA) pour tout a 2 A et comme p 2 IA, nous avonsG(X;Y )ql � ��l �G(Xql ; Y ql)� (mod IA):Par r�ecurrence sur r, nous obtenons pour r = 0; 1; 2; ::: :G(X;Y )ql+r � ��l �G(Xql ; Y ql)�qr (mod Ir+1A )et la congruence de l'�enonc�e en d�ecoule directement.95



96 Annexe B. Preuve du Lemme de l'�Equation FonctionnelleB.1 Partie aD�emontrons la partie a) du Lemme de l'�Equation Fonctionnelle.Nous noterons F (X;Y ) �a la place de Fg(X;Y ) et f(X) �a la place de fg(X).D�ecomposons la s�erie F (X;Y ) en posantF (X;Y ) = F1(X;Y ) + F2(X;Y ) + :::o�u les Fi(X;Y ) sont homog�enes de degr�e i en X,Y . Comme f(X) � b1X (mod deg 2),il vient f�1(X) � b�11 X (mod deg 2) et ainsi F (X;Y ) � X + Y (mod deg 2) etF1(X;Y ) a ses coe�cients dans A.Nous allons montrer par r�ecurrence que Fn(X;Y ) a ses coe�cients dans A pour toutn = 1; 2; ::: Supposons que F1(X;Y ); :::; Fn�1(X;Y ) ont leurs coe�cients dans A.Comme F (X;Y ) � 0 (mod deg 1), nous avons pour tout r � 2 :(F1(X;Y ) + :::+ Fn�1(X;Y ))r � (F (X;Y ))r (mod deg n+ 1):Par le lemme pr�ec�edent, on a pour i 2 N� :F (X;Y )qin � ��i � F (Xqi; Y qi)�n (mod Ir+1A ;degn+ 1) (B.2)avec n = qrm et m non divisible par q. Par d�e�nition de la s�erie F (X;Y ), nous avons :f(F (X;Y )) = f(X) + f(Y ) (B.3)et comme � est un homomorphisme, il vient :�i � f ��i � F (X;Y )� = �i � f(X) + �i � f(Y ): (B.4)Maintenant, rappelons que f(X) v�eri�e l'�equation fonctionnellef(X) = g(X) + +1Xn=1 sn�n � f(Xqn): (B.5)�Ecrivons f(X) = +1Xn=1 anXn et composons �a droite les deux membres de l'�egalit�e B.5par la s�erie F (X;Y ). Nous obtenons :f(F (X;Y )) = g(F (X;Y )) + +1Xi=1 si +1Xn=1 �i(an) (F (X;Y ))qin : (B.6)Maintenant, par l'�egalit�e B.2, le lemme B.0.2 et la propri�et�e(IrAb � IA ) IrA�(b) � IA)



B.2. Partie b 97pour r 2 N et b 2 K, nous pouvons a�rmer que pour tout i et tout n :si�i(an)F (X;Y )qin � si�i(an)��i � F (Xqi; Y qi)�n (mod A;degn+ 1):En utilisant cette congruence dans B.6 et en tenant compte de B.4 et B.5, nous obte{nons, modulo (A;deg n+ 1), les quatre congruences suivantes :f(F (X;Y )) � g(F (X;Y )) + +1Xi=1 si +1Xn=1 �i(an)��i � F (Xqi; Y qi)�n� g(F (X;Y )) + +1Xi=1 si�i � f ��i � F (Xqi; Y qi)�� g(F (X;Y )) + +1Xi=1 si ��i � f(Xqi) + �i � f(Y qi)�� g(F (X;Y )) + f(X) + f(Y )� g(X)� g(Y ): 9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>; (B.7)De plus, comme g(X) � b1X (mod deg 2) et commeF (X;Y ) � Fn(X;Y ) (mod A;degn+ 1);nous avons g(F (X;Y )) � b1Fn(X;Y ) (mod A;deg n+ 1): (B.8)De B.8, B.7 et B.3, nous obtenons queb1Fn(X;Y ) � 0 (mod A;degn+ 1);ce qui prouve que Fn(X;Y ) est �a coe�cients dans A car b1 est inversible dans A ettermine la preuve de la partie a)B.2 Partie bPour d�emontrer la partie b), on proc�ede de la même mani�ere que pour la partie a) :Lemme B.2.1 Soit �(X) 2 A[[X]], soit n = qrm avec m non divisible par q et soitl 2 N�. Alors : �(X)nql � ��l � �(Xql)�n (mod Ir+1A ):Preuve : On sait que �(a) � aq (mod IA) pour a 2 A et que p 2 IA. Donc �(X)ql ��l � �(Xql) (mod IA). Par r�ecurrence, on obtient�(X)ql+r � ��l � �(Xql)�qr (mod Ir+1A ):



98 Annexe B. Preuve du Lemme de l'�Equation FonctionnelleCQFDPosons f(X) = fg(X), f(X) = fg(X) et �(X) = f�1(f (X)) = Xi �iX i. On af�1(X) � b�11 X (mod deg 2) et f(X) � b1X (mod deg 2).Ainsi �(X) = f�1(f(X)) � b�11 b1X (mod deg 2) car b�11 est inversible dans A et�1 2 A.Montrons par r�ecurrence que les �i sont dans A :Supposons que �1,...,�n�1 2 A. Comme f�1(f(X)) � 0 (mod deg 1), on a :(�1X + :::+ �n�1Xn�1)r � �(X)r (mod deg n+ 1):Par le lemme B.2.1, pour tout i on a :�(X)qin � ��i � �(Xqin)�n (mod IA;deg n+ 1)o�u n = qrm avec m non divisible par q. Par d�e�nition de �(X) :f(�(X)) = f (X): (B.9)D'o�u �i � f(�i � �(X)) = �i � f (X). De plus f(X) = g(X) + +1Xn=1 sn�n � f(Xqn). Encomposant �a droite par la s�erie �(X), il vient :f(�(X)) = g(�(X)) + +1Xn=1 sn�n � f(�(X)qn )= g(�(X)) + +1Xi=1 si +1Xn=1 �i(�n)(�(X)qn):Par le lemme B.2.1 :si�i(�n)�(X)qin � si�i(�n)��i � �(Xqi)�n (mod A;deg n+ 1);d'o�u les quatre congruences modulo (A;degn+ 1) :f(�(X)) � g(�(X)) + +1Xi=1 si +1Xn=1 �i(an)��i � �(Xqi)�n� g(�(X)) + +1Xi=1 si�i � f ��i � �(Xqi)�� g(�(X)) + +1Xi=1 si�i � f (Xqi)� g(�(X)) + f(X)� g(X): 9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>; (B.10)



B.3. Partie c 99Comme g(X) � b1X (mod deg 2) et comme �(X) � �1X + �2X2 + ::: + �nXn(mod A;degn+ 1), nous avonsg(�(X)) � b1 nXi=1 �iX i! (mod A;degn+ 1): (B.11)Par B.9, B.10, B.11, il vient :b1 nXi=1 �iX i! � 0 (mod A;deg n+ 1):L'�el�ement b1 �etant inversible,  nXi=1 �iX i! 2 A[X] et �n 2 A.B.3 Partie cPosons bf (X) = f(h(X)). Comme h(X) � 0 (mod A), nous avons :bf(X)� +1Xi=1 si�i � bf(Xqi)= f(h(X))� +1Xi=1 si�i � f ��i � h(Xqi)�= f(h(X))� +1Xi=1 si +1Xn=1 �i(an)��i � h(Xqi)�n� f(h(X))� +1Xi=1 si +1Xn=1 �i(an)�h(X)qin� (mod A)= f(h(X))� +1Xi=1 si�i � f �h(X)qi�= g(h(X))� 0 (mod A)B.4 Partie dMontrons l'implication).Nous avons vu que anI tA � A si f(X) = +1Xi=1 aiX i et n = qtm avec m non divisible parq. Maintenant si �(X) = �(X) + 
(X) avec 
(X) 2 IrAA[[X]], il vient comme dans lapreuve du lemme B.0.3 : �(X)qt � �(X)qt (mod Ir+tA )



100 Annexe B. Preuve du Lemme de l'�Equation Fonctionnelleet �(X)n � �(X)n (mod Ir+tA ):Donc an�(X)n � an�(X)n (mod IrA), et f(�(X)) � f(�(X)) (mod IrA).En ce qui concerne l'implication(, nous montrons tout d'abord que�(X) � 0 (mod IrA)) f�1(�(X)) � 0 (mod IrA): (B.12)�Ecrivons f�1(�(X)) = 
(X) puis �(X) = f(
(X)). Comme f(X) � b1X (mod deg 2)avec b1 inversible dans A, il vient
(X) � 0 (mod IrA;deg 2):Supposons que 
(X) � 0 (mod IrA;deg n). Comme 
(X)qi � 0 (mod Ir+1A ;deg n+ 1),nous avons, modulo (IA;deg n+ 1), les congruences suivantes :�(X) � f(
(X)) = g(
(X)) + +1Xi=1 si�i � f �
(X)qi�� 0:Donc, par l'implication) du d),f �
(X)qi� � 0 (mod Ir+1A ;deg n+ 1);ce qui prouve par r�ecurrence la congruence B.12.Supposons maintenant quef(�(X)) � f(�(X)) (mod IrA):Remarquons que ni f(�(X)) ni f(�(X)) n'ont n�ecessairement leurs coe�cients dansA. Soit �(X) = f�1 (f(�(X))� f(�(X))) :Par B.12, �(X) � 0 (mod IrA). Comme f(�(X)) + f(�(X)) = f(�(X)), alors�(X) = f�1(f(�(X)) + f(�(X))) = F (�(X); �(X))et il vient �(X) � �(X) (mod IrA) car F (X;Y ) est �a coe�cients dans A, F (0; Y ) = Yet �(X) � 0 (mod IrA).Ceci termine la preuve de la partie d) du lemme de l'�equation fonctionnelle.



Annexe CProc�edures Maple pour les groupesformelsC.1 Groupes formels sur ZOn pose Fp = ff(T ) 2Z(p)[[T ]]; f(T )� pT (mod deg 2); f(T ) � T p (mod p)g.Proc�edure \modulodeg" :Param�etres d'entr�ee :� Un polynôme P en la variable T� Un entier d > 0Param�etres de sortie :� Le polynôme P mod T dmodulodeg:=proc(P,d)local P1;P1:=collect(P,T);P1:=rem(P1,T^d,T);end;Proc�edure \EndomorphismeGF" :(Cette proc�edure fait appel �a \modulodeg")Param�etres d'entr�ee :� Un polynôme f 2 Fp en la variable T� Un polynôme g 2 Fp en la variable T� Un �el�ement a 2Z(p)� Un entier n > 0 101



102 Annexe C. Proc�edures Maple pour les groupes formels� Un nombre premier pParam�etres de sortie :� Le d�eveloppement jusqu'au degr�e n de l'unique s�erie h �a coe�cients dans Z(p) quiv�eri�e f � h = h � g et h � aT (mod T 2)EndomorphismeGF:=proc(f,g,a,n,p)local f1,g1,F,r,delta;f1:=expand(f);g1:=expand(g);F:=a*T;r:=1;while (r<=n) dodelta:=subs(T=F,f1)-subs(T=g1,F);delta:=collect(expand(delta),T);delta:=modulodeg(delta,r+2);delta:=delta/(p^(r+1)-p);delta:=simplify(delta);r:=r+1;F:=F+delta;od;end;Remarque : Pour obtenir l'expression du logarithme de la loi de groupe formel d�e�niepar une s�erie f(T ) 2 Fp, il su�t d'appeler la proc�edure commut(p � T; f; 1; n; p). Sil'on d�esire l'exponentielle, on appelle commut(f; p � T; 1; n; p)Proc�edure \modulodegXY" :Param�etres d'entr�ee :� Un polynôme P en les variables (X;Y ) et �a coe�cients dans Z(p)� Un entier n > 0Param�etres de sortie :� Le polynôme P mod deg nmodulodegXY:=proc(P,n)local i,PP,PPP;PP:=sort(expand(P));PPP:=0;for i from 1 to nops(PP) doif degree(op(i,PP))<n thenPPP:=PPP+op(i,PP);fi;od;PPP:=sort(PPP);end;



C.2. Groupes formels sur Fp[t] 103Proc�edure \GroupeFormel" :(Cette proc�edure fait appel �a \modulodegXY")Param�etres d'entr�ee :� Un polynôme f 2 Fp en la variable T� Un polynôme g 2 Fp en la variable T� Un entier n > 0� Un nombre premier pParam�etres de sortie :� Le d�eveloppement �a l'ordre n de l'unique s�erie F (X;Y ) �a coe�cients dans Z(p) quiv�eri�e f(F (X;Y )) = F (g(X); g(Y )) et F (X;Y ) � X + Y (mod deg 2)GroupeFormel:=proc(f,g,n,p)local f1,g1,F,r,gx,gy,X,Y,delta;X:='X';Y:='Y';F:=X+Y;f1:=expand(f);g1:=expand(g);r:=1;while (r<=n) dogx:=subs(T=X,g1);gy:=subs(T=Y,g1);delta:=subs(T=F,f1)-subs(X=gx,Y=gy,F);delta:=expand(delta);delta:=modulodegXY(delta,r+2);delta:=delta/(p^(r+1)-p);delta:=simplify(delta);r:=r+1;F:=F+delta;od;sort(F);end;C.2 Groupes formels sur Fp[t]On pose Ft = ff(T ) 2 Fp [t][[T ]]; f(T )� tT (mod deg 2); f(T ) � T p (mod t)g.Proc�edure \AutomrophismeCN" :(Cette proc�edure fait appel �a \modulodeg")Param�etres d'entr�ee :



104 Annexe C. Proc�edures Maple pour les groupes formels� Un polynôme f 2 Ft en la variable T� Un polynôme g 2 Ft en la variable T� Un �el�ement a 2 Fp [t]� Un entier n > 0Param�etres de sortie :� Le d�eveloppement jusqu'au degr�e n de l'automorphisme e�fa�1 du corps de normes del'extension A.P.F. d�e�nie par f(T )AutomorphismeCN:=proc(f,g,a,n,p)local i,j,n1,F,r,delta,cpt,c,den,num,aux,k,F1,FF,d;F:=a*T;r:=1;while (r<=n) dodelta:=subs(T=F,f)-subs(T=g,F);delta:=collect(expand(delta),T);delta:=modulodeg(delta,r+2);delta:=delta mod p;delta:=delta/(t^(r+1)-t);delta:=simplify(delta);delta:=delta mod p;r:=r+1;F:=F+delta;od;FF:=[];d:=degree(F,T);for i from 1 to d doc:=coeff(F,T^i);if c<>0 thenFF:=[op(FF),c*T^i]fi;od;n1:=nops(FF);F1:=0;for i from 1 to n1 donum:=numer(op(i,FF));den:=denom(op(i,FF));num:=subs(t=0,num);aux:=1;k:=subs(t=0,den) mod p;k:=k^(p-2) mod p;aux:=k;



C.2. Groupes formels sur Fp[t] 105num:=num*aux mod p;F1:=F1+num;od;F1;end;





Annexe DEndomorphismes du groupe deCartierSoit A un anneau de valuation discr�ete de corps r�esiduel de cardinal q et soit � uneuniformisante de A. Dans [8], Cartier �etablit qu'il existe un groupe formel de Lubin-Tate sur A, admettant la s�erie +1Xi=0 T pi�ipour logarithme. Par la suite, on appellera ce groupe formel le groupe de Cartier.Dans le cas o�u A = Zp, q = p et � = p, on retrouve le groupe formel de Lubin-Tatesur Zp dont le logarithme est caract�eris�e par l'�equation fonctionnelle�(T ) = T + 1p�(T p):Par le corollaire 2.1.1, on en d�eduit qu'un isomorphisme entre ce groupe formel et legroupe multiplicatif est donn�e par la s�erieexp�(T )� 1 = exp +1Xi=0 T pipi � 1:Cette s�erie est en fait l'exponentielle d'Artin-Hasse priv�ee de son terme constant :E(T )� 1.Dans l'�etat actuel des connaissances, nous ne savons pas si la r�eduction modulo p decette s�erie est alg�ebrique sur Fp(T ). Ceci nous place dans le contexte o�u les m�ethodesdu chapitre 2 ne permettent pas de conclure �a la condition n�ecessaire et su�santed'alg�ebricit�e des endomorphismes r�eduits du groupe de Cartier. N�eanmoins, il s'av�ereque ces endomorphismes ont une forme particuli�ere lorsqu'ils sont issus d'un �el�emententier. En e�et, si a 2 Z, alors [a](T ) 2 Z[[T ]]. Ce cas ne se pr�esente a priori pouraucun des autres groupes formels de Lubin-Tate (mis �a part le groupe multiplicatif),o�u pour a 2Z, nous avons en g�en�eral [a](T ) 2 Q[[T ]].107



108 Annexe D. Endomorphismes du groupe de CartierSi l'on s'int�eresse aux endomorphismes du groupe formel des restrictions au sous-corps faisant intervenir le groupe de Galois �2 (voir chapitre 2), on s'aper�coit qu'ilsv�eri�ent cette même propri�et�e.Nous donnons ci-dessous le d�ebut d'une table pour quelques valeurs de a lorsque p = 3.L'int�erêt de cette partie est de se demander si, de même que pour le groupe multi-plicatif, les endomorphismes du groupe de Cartier ont une forme r�ecurrente simple,forme qui permettrait �eventuellement d'�etablir la condition n�ecessaire et su�santed'alg�ebricit�e des endomorphismes r�eduits. Nous pourrions alors �etendre l'interpr�etationp-automatique des groupes formels du chapitre 2 �a une in�nit�e d'autres groupes formels,via des isomorphismes de r�eduction alg�ebrique.a D�ebut du d�eveloppement de [a](T )2 2T � 2T 3 + 8T 5 � 40T 7 + 170T 9 � 648T 11 + 1424T 13 + 9752T 15�188608T 17 + 2027768T 19 + :::3 3T � 8T 3 + 72T 5 � 840T 7 + 9000T 9 � 88992T 11 + 658776T 13 + 1199088T 15+199267992T 17 + 5896183992T 19 + :::4 4T � 20T 3 + 320T 5 � 6720T 7 + 132260T 9 � 2418240T 11 + 34606720T 13�24590400T 15 � 26485544960T 17 + 1511406347200T 19 + :::5 5T � 40T 3 + 1000T 5 � 33000T 7 + 1029320T 9 � 29908000T 11 + 691603000T 13+2387762000T 15 � 1169728875000T 17 + 108606831663000T 19 + :::6 6T � 70T 3 + 2520T 5 � 120120T 7 + 5435710T 9 � 229463640T 11+7772854320T 13 � 51706055800T 15 � 25836332074560T 17+3534200230684200T 19 + :::7 7T � 112T 3 + 5488T 5 � 356720T 7 + 22069040T 9 � 1274730688T 11+59362175824T 13 � 615650787808T 15 � 353942904566608T 17+66836102909107728T 19 + :::8 8T � 168T 3 + 10752T 5 � 913920T 7 + 74059720T 9 � 5606175232T 11+343158731776T 13 � 5020916572672T 15 � 3418208963592192T 17+850930138996055552T 19 + :::9 9T � 240T 3 + 19440T 5 + 2093040T 7 + 215078320T 9 � 20653300080T 11+1606864389840T 13 � 31242111602400T 15 � 25273427385946320T 17+8014148818172672400T 19 + :::10 10T � 330T 3 + 33000T 5 � 4389000T 7 + 557567890T 9 � 66207889000T 11+6378809074000T 13 � 1582595554211000T 15 � 151355886759000000T 17 + :::



109a D�ebut du d�eveloppement de [a](T )1=2 12T + 18T 3 � 132T 5 + 15256T 9 � 312048T 11� 338192T 13+ 318192T 15+ :::1=3 13T + 881T 3 � 8729T 5 � 4019683T 7 + 600401594323T 9 � 5737614348907T 11 + 797464387420489T 13+ 404561610460353203T 15+ :::1=4 14T + 564T 3 � 51024T 5 � 54096T 7 + 365513072T 9 � 70154194304T 11 � 6600567108864T 13+ 3025134217728T 15+ :::1=5 15T + 8125T 3 � 83125T 5� 5678125T 7 + 434161953125T 9 � 84169765625T 11� 6506481220703125T 13 � 77438430517578125T 15+ :::1=6 16T + 35648T 3 � 3523328T 5 � 3578732T 7 + 7552895408146688T 9� 1475393529386561536T 11� 10102484353173748645888T 13 � 231220622585691213438976T 15 + :::1=7 17T + 16343T 3 � 1616807T 5 � 240823543T 7 + 63992040353607T 9� 6284161977326743T 11� 282862413841287201T 13� 1036474564747561509943T 15 + :::1=8 18T + 21512T 3 � 2132768T 5 � 105524288T 7 + 93117567108864T 9� 18359118589934592T 11� 7626213549755813888T 13 � 737961774398046511104T 15 + :::1=9 19T + 802187T 3 � 80177147T 5 � 616043046721T 7 + 38707912031381059609T 9 � 3826460802541865828329T 11� 60680612080617673396283947T 13 � 1926967348000150094635296999121T 15 + :::1=10 110T + 331000T 3 � 33100000T 5 � 33312500T 7 + 5551183500000000T 9 � 219957120000000000T 11� 72071827310000000000000T 13� 2478718121250000000000000T 15+ :::a D�ebut du d�eveloppement de la restriction [a]2(T )2 4T + 8T 2 + 36T 3 + 192T 4 + 904T 5 + 3912T 6 + 12608T 7 � 9344T 8�689916T 9 � 8687296T 10 + :::3 9T + 48T 2 + 496T 3 + 6192T 4 + 72624T 5 + 798912T 6 + 7378128T 7+31280736T 8 � 889423056T 9 � 36029460816T 10 + :::4 16T + 160T 2 + 2960T 3 + 66560T 4 + 1429280T 5 + 28937120T 6+503388160T 7 + 4906240000T 8 � 138758589680T 9 � 12030147558400T 10 + :::5 25T + 400T 2 + 11600T 3 + 410000T 4 + 13933200T 5 + 447425600T 6+12456310000T 7 + 206956980000T 8 � 7089634127600T 9�7089634127600T 10 + :::6 36T + 840T 2 + 35140T 3 + 1794240T 4 + 88395720T 5 + 4119967880T 6+167223954240T 7 + 4171043990400T 8 � 178948663232220T 9�41404944610411200T 10 + :::7 49T + 1568T 2 + 89376T 3 + 6223392T 4 + 418989984T 5 + 26705053312T 6+1486089077088T 7 + 51652618342976T 8 � 2769249257050976T 9�909615752498174176T 10 + :::8 64T + 2688T 2 + 200256T 3 + 18235392T 4 + 1607638144T 5+134235805312T 6 + 9802044571648T 7 + 451560509833216T 8�29892996618408896T 9 � 131978078535299T 10 + :::9 81T + 4320T 2 + 407520T 3 + 47005920T 4 + 5253982560T 5+556369530240T 6 + 51580074978720T 7 + 3036977779262400T 8�244736672009593760T 9 � 139560729663207866400T 10 + :::10 100T + 6600T 2 + 768900T 3 + 109560000T 4 + 15137097800T 5+1981826587400T 6 + 227336189960000T 7 + 16639256709680000T 8



110 Annexe D. Endomorphismes du groupe de Cartiera D�ebut du d�eveloppement de la restriction [a]2(T )1=2 14T � 18T 2 � 164T 3 + 1128T 4 + 611024T 5 + 12048T 6 � 474096T 7 � 6116384T 8 + 27965536T 9+ 1261262144T 10 + :::1=3 19T � 16243T 2 + 166561T 3 + 20859049T 4 + 1187364782969T 5 � 622144129140163T 6 � 34687841162261467T 7+ 671734431381059609T 8 + 43418448162541865828329T 9 + 1400457390422876792454961T 10 + :::1=4 116T � 5128T 2 + 154096T 3 + 4532768T 4 + 144451048576T 5 � 296358388608T 6 � 6871567108864T 7+ 208475107741824T 8 + 1434749517179869184T 9 + 48430325274877906944T 10 + :::1=5 125T � 16625T 2 + 4815625T 3+ 4878125T 4 + 68878125T 5 � 611392244140625T 6 � 26660966103515625T 7+ 16148448152587890625T 8 + 19347219043814697265625T 9 + 687567678495367431640625T 10+ :::1=6 136T � 351944T 2 + 1015419904T 3 + 23457558272T 4 + 299874054897760256T 5 � 484793645264479053824T 6� 10267286054760622968832T 7 + 29988420875514147280633856T 8 + 57538360200055166583718925369344T 9+ 2115762118965255997013881313296384T 10+ :::1=7 149T � 322401T 2 + 3216807T 3 + 9925764801T 4 + 1272416282475249T 5 � 1922828813841287201T 6� 801298886678223072849T 7 + 112795897633232930569601T 8 + 4101372429761628413597910449T 9+ 22022150403211398895185373143T 10 + :::1=8 164T � 212048T 2 + 399262144T 3 + 8618388608T 4 + 37075011073741824T 5 � 3728225934359738368T 6� 769007471099511627776T 7 + 146737637970368744177664T 8 + 8659357129994503599627370496T 9+ 3302420844821288230376151711744T 10 + :::1=9 181T � 16019683T 2 + 59204782969T 3 + 25120387420489T 4+ 771259040282429536481T 5 � 5964565312068630377364883T 6� 24440341936055559060566555523T 7 + 181479772688001350851717672992089T 8 + 149460046431494560984770902183611232881T 9+ 5757530719996300079766443076872509863361T 10 + :::1=10 1100T � 335000T 2 + 10231000000000T 3 + 42910000000T 4 + 17708980000000T 5 � 355415071500000000000T 6� 72473399925000000000000T 7 + 225298723872500000000000000T 8 + 30727886102551250000000000000000T 9+ 11922600300062125000000000000000000T 10 + :::
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Liste des symbolesUp groupe des unit�es p-adiques,�fn ensemble des � tels que fn(�) = 0,�f1 r�eunion des �fn,Fq (t)P compl�et�e de Fq (t) pour la valeur absolue P (t)-adique,Fq [t]P anneau de valuation de Fq (t)P ,� module de Drinfeld,�R endomorphisme de � v�eri�ant �R � R�0 (mod �),D(i)(R) i�eme d�eriv�ee galoisienne de R,�(i)(R) analogue de D(i)(R) pour les modules de Drinfeld de rang 1,
 module de Carlitz,
R endomorphisme de 
 v�eri�ant 
R � R�0 (mod �),Ff ou Ff(X;Y ) groupe formel de Lubin-Tate admettant f(T ) pourendomorphisme,F ou F (X;Y ) groupe formel, �eventuellement de Lubin-Tate,Gm groupe multiplicatif X + Y +XY ,Ga groupe additif X + Y ,XK(L) corps de normes de L=K,AK(L) anneau des entiers de XK(L),Yf corps de normes XK(K(�f1)),X(d)f sous-corps du corps de normes Yf = XK(K(�f1)) tel queGal(Yf=X(d)f ) est isomorphe �a �d,Xf notation \all�eg�ee" de X(d)f lorsque d = p� 1 (plus grandevaleur possible pour d),[a]fg(T ) homomorphisme de Fg dans Ff v�eri�ant :[a]fg(T ) � aT (mod deg 2),[a]ff(T ) endomorphisme du groupe formel Ff v�eri�ant :[a]ff(T ) � aT (mod deg 2),�fu(T ) avec u 2 Up automorphisme du groupe de Galois de l'extension maximaleab�elienne de Qp d�e�nie par le groupe formel Ff . Cette s�erieest la s�erie [u�1]ff(T ),e�fu(T ) r�eduction modulo p de �fu(T ), automorphisme du corps denormes XK(K(�f1)),117



e�fu;d(T ) restriction de e�fu(T ) au sous-corps d'indice d de XK(K(�f1)),�fu;d(T ) endomorphisme d'un groupe formel qui n'est pas de Lubin-Tate(groupe formel des restrictions), rel�evement de l'automorphismee�fu;d(T ),S�(T ) s�erie de Chebyshev,Bn;k polynôme de Bell.



R�esum�e :Ce travail part de l'observation d'un r�esultat de P. Robba �etabli en 1982 dontl'�enonc�e est le suivant : si � est un entier p-adique, alors la s�erie (1 + T )� 2 Zp[[T ]]r�eduite modulo p est alg�ebrique sur Fp(T ) si et seulement si � 2 Q. En remarquantque cette s�erie a une expression tr�es proche de celle d'un endomorphisme du groupemultiplicatif surZp, on g�en�eralise ce r�esultat �a une classe de groupes formels de Lubin-Tate dont le logarithme v�eri�e une certaine condition d'alg�ebricit�e. Nous interpr�etonsensuite ce r�esultat via le foncteur XK de Fontaine et Wintenberger et en tirons descons�equences sur l'ind�ependance alg�ebrique des automorphismes de corps locaux.Dans la deuxi�eme partie de ce travail, nous �etablissons l'analogue du th�eor�eme de P.Robba dans le cas des modules de Drinfeld de rang 1 d�e�nis sur le compl�et�e P -adiqueFq [t]P de Fq [t] o�u P est un polynôme irr�eductible unitaire de Fq [t] de degr�e n.p-automatic interpretation of Lubin-Tate formal groupsand reduced Drinfeld modulesAbstract :This work is �rstly based on the observation of a result by P. Robba which states, forany p-adic integer �, the equivalence between the rationality of � and the algebraicityof (1 + T )� mod p 2 Fp [[T ]] over Fp(T ). As this power series is, before reduction,essentially the same as the endomorphism [�]ff(T ) of the multiplicative group overZp, we generalize this result to a class of Lubin-Tate formal groups whose logarithmsatis�es a certain condition of algebraicity. Then, we interpret the result by meansof the Fontaine-Wintenberger's fonctor XK and draw consequences about algebraicindependence of automorphisms of local �elds.In the second part of this work, we establish the analogue of the Robba's theoremin the context of Drinfeld modules of rank 1 de�ned on the P -adic completion Fq [t]Pof Fq [t], where P is a monic prime polynomial over Fq with degree n.Discipline : Math�ematiques pures.Mots-cl�es : Automate, corps de normes,groupe formel, module de Drinfeld.UPRESA CNRS 6090, Facult�e des sciences de Limoges,123 avenue Albert Thomas,87060 Limoges cedex, France.


