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Introduction générale

Contexte

Depuis la seconde moitié du XX€ siécle, les activités liées a la stireté de fonctionnement
prennent une place de plus en plus essentielle dans I'industrie. Cette tendance est d’autant
plus marquée que le domaine concerné est associé a la réalisation d’une tache critique. Tout
incident rappelle aux industriels la nécessité de prendre les mesures permettant d’assurer
le maintien du systéme considéré a un niveau de fonctionnement satisfaisant et les mesures
en question définissent ainsi la stratégie (ou politique) de maintenance du systéme. Dans le
cas des systémes critiques, les industriels ont longtemps privilégié des stratégies de main-
tenance de type systématique avec une fréquence d’interventions importante, de maniére
& se prémunir contre toutes défaillances graves. D’un point de vue économique, de telles
stratégies entrainent des coiits d’entretien extrémement importants, sans qu’ils soient pour
autant indispensables compte tenu de la réalité technique. En conséquence et du fait d’une
forte concurrence conjuguée & des conjonctures économiques difficiles, les industriels ont
été amenés a affiner leur politique de maintenance de facon & en réduire les cofits tout en

conservant une qualité de service élevée.

Ceci explique les nombreuses études récentes tant académiques qu’industrielles portant sur
la fiabilité des systémes et I'optimisation de leur maintenance. Le concept de maintenance
prévisionnelle a ainsi peu & peu vu le jour. L’intérét de cette démarche est aujourd’hui
reconnu par la trés grande majorité des industriels. Toutefois, cette reconnaissance reste
encore bien souvent théorique, du fait des difficultés pratiques sous-jacentes a 'application
de cette méthode. Réaliser une étude de maintenance prévisionnelle nécessite préalablement
la modélisation du systéme considéré, ce qui s’avére délicat dés que le systéme devient com-
plexe. La premiére étape consiste & exploiter les données de Retour d’EXpérience (REX) et
les connaissances d’experts afin d’estimer les paramétres du modéle de dégradation du sys-
téme retenu. Le modéle de dégradation est ensuite enrichi en tenant compte des opérations
de maintenance. Dés lors que le systéme et sa maintenance sont correctement formalisés,

toute politique peut étre évaluée selon un ou plusieurs critéres donnés.

Ces travaux de thése ont pour objectif I’élaboration d’un modéle de maintenance visant &
ameéliorer la programmation des opérations d’entretien de la voie du réseau RATP (Régie



Autonome des Transports Parisiens). Cette étude s’intéresse en particulier a la dynamique
d’évolution des défauts de fatigue des rails, ces derniers pouvant entrainer des ruptures et
occasionner des perturbations du service voyageur. Cette problématique se décompose en
trois étapes :

(i) Modélisation de la dynamique de dégradation des rails.

(ii) Formalisation des opérations de maintenance associées au traitement des défauts de
fatigue.

(iii) Intégration d’un modeéle économique afin d’évaluer une politique de maintenance don-
née (cotts de réparation, de surveillance de la voie, d’indisponibilité).

Ces travaux se sont déroulés & 'INRETS et a la RATP dans le cadre du projet de recherche
européen UrbanTrack! dont I'objectif principal est la conception d’une voie ferrée urbaine

innovante et stire sur son cycle de vie.

Démarche

Nous nous sommes orientés vers une approche utilisant les Modéles Graphiques Probabi-
listes (MGP). Ces derniers reposent sur la théorie des graphes et la théorie des probabilités.
Ils permettent de représenter intuitivement et parcimonieusement des systémes dont 1’état
évolue de maniére non déterministe. Une description de ces objets mathématiques ainsi
que des outils d’analyses associés est présentée dans le chapitre 1.

Avant de modéliser et d’évaluer les performances d’'une stratégie de maintenance, il est

nécessaire de disposer d’'un modéle de dégradation du systéme étudié. Nous introduisons

dans le chapitre 2 un MGP particulier, appelé Modéle Graphique de Durée (MGD), ayant

pour objectif d’améliorer la représentation d’un systéme dynamique dans le cadre de ces

outils graphiques (Donat et al. 2007) (Donat et al. 2008) (Donat et al. 2008). Cette approche

vise & adapter le concept des modeéles semi-markoviens au formalisme des MGP. Dans ce

chapitre, nous présentons en particulier :

— les propriétés probabilistes des MGD (Donat et al. 2008) ;

— un algorithme d’inférence adapté spécifiquement a ce modéle ainsi que sa complexité
spatiale et algorithmique (Donat et al. 2010) ;

— une comparaison empirique entre MGD et 'approche classique reposant sur ['utilisation
de chaines de Markov (Donat et al. 2009) (Bouillaut et al. 2009).

Dans le chapitre 3, nous proposons un modéle graphique de maintenance reposant sur la
fiabilité. Nous supposons tout d’abord l'existence d’'un MGP représentant la dégradation
du systéme considéré, par exemple a l'aide de chaines de Markov ou de MGD. Ensuite, la
politique de surveillance et de maintenance doit étre formalisée. Le modéle VIRMALAB,
initié & PINRETS et enrichi pour les besoins de I’étude, a été utilisé du fait de sa flexibilité
et de son caractére générique. Celui-ci permet en effet de prendre en compte :

— un nombre quelconque d’appareils de diagnostic indépendants ayant chacun leurs carac-

téristiques propres;

YMttp://www.urbantrack.eu/ (IP-FP6)



— la possibilité d’activer périodiquement un ou plusieurs appareils de diagnostic ;

— une politique d’action de maintenance dépendant des informations issues des diagnostics.
De nombreuses politiques de maintenance peuvent étre représentées a partir de ce mo-
déle, depuis les politiques de maintenance de type curatif, jusqu’aux politiques préventives
conditionnelles qui déclenchent une opération de maintenance dés qu'un certain seuil de
dégradation est détecté a 'aide des outils de diagnostic. Cette approche offre également
la possibilité d’intégrer toute sorte de considérations économiques sous forme d’utilités,
permettant ainsi la comparaison de différentes politiques de maintenance.

Pour finir, nous appliquons notre méthodologie dans le chapitre 4 au cas particulier de
la maintenance de l'infrastructure ferroviaire dans le cadre d’une étude de prévention des
ruptures de rail sur le réseau Réseau Express Régional (RER) de la RATP. Une étude éva-
luant I'impact de différentes politiques de maintenance des rails selon différents contextes
ferroviaires est présentée. Nous détaillons en particulier 'intérét de I'ajustement du cycle
d’auscultation préventif des rails et de leur période de renouvellement de la voie de sorte a
améliorer I'utilité de la politique de maintenance ainsi définie.
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14 Chapitre 1. Modéles graphiques probabilistes

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter le formalisme principal de modélisation utilisé au
cours de cette thése, a savoir les modéles graphiques probabilistes orientés. Notons que
dans la littérature, il est courant de faire référence a ces derniers sous différentes appel-
lations (ex : réseaux probabilistes, réseaux de croyances), la plus connue étant : réseaux
bayésiens. Dans le but de faciliter la lecture, nous nous permettons dans ce document de
raccourcir la dénomination "modéles graphiques probabilistes orientés" en "modéles gra-
phiques probabilistes" voire méme en "modéles graphiques" lorsque le contexte ne porte
pas & confusion, bien que ces trois expressions n’aient pas le méme degré de généralité.
En outre, les abréviations MGP pour Modéle Graphique Probabiliste et RB pour Réseaux
Bayésiens sont utilisés pour désigner les mémes objets.

Ces objets mathématiques, dont le formalisme repose sur la théorie des graphes (Gross and
Yellen 2004) et la théorie des probabilités (Rao and Swift 2006), permettent de représenter
de fagon intuitive et parcimonieuse la distribution jointe de plusieurs variables aléatoires.
En effet, la théorie des graphes fournit les outils appropriés pour décrire graphiquement
les relations de dépendance entre les variables. La théorie des probabilités apporte, quant
a elle, un formalisme permettant de quantifier ces relations en associant & chaque variable

une loi de probabilité conditionnelle.

Par ailleurs, de nombreux outils génériques ont été développés, utilisant comme support
les modéles graphiques probabilistes. Par exemple, il est possible de réaliser efficacement
des raisonnements probabilistes, I’objectif étant souvent de mettre a jour les connaissances
sur certaines variables alors que d’autres sont observées. Cette tache porte le nom de
calcul d’inférence probabiliste. Citons par exemple a ce sujet les travaux de Pearl (1988),
Lauritzen and Spiegelhalter (1988), Huang and Darwiche (1996) ou plus récemment Jordan
et al. (1999). 11 est également possible d’apprendre les paramétres d’un modéle graphique
probabiliste (structure graphique du modeéle et lois de probabilité) a partir de données
complétes ou incomplétes, ou encore & partir d’avis d’experts (Jordan 1999), (Neapolitan
2003). Précisons enfin qu’un ouvrage en francais, écrit par Naim et al. (2007), reprend

I’ensemble des notions précédentes.

Ce chapitre se compose de trois parties principales. La partie 1.2 introduit les objets de
base que sont les potentiels et les lois de probabilité conditionnelles dans le cadre des
réseaux bayésiens. La partie 1.3 aborde le formalisme des modéles graphiques probabilistes
en présentant quelques propriétés fondamentales illustrées par un exemple. Des éléments
sur ’apprentissage des parameétres du modéle et sur 'inférence probabiliste sont également
donnés. La partie 1.4 s’intéresse enfin a ’extension markovienne des modéles graphiques
probabilistes. Ces modéles, adaptés a la représentation des phénoménes dynamiques, sont

au coeur des travaux présentés dans le reste de ce document.
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1.2 Potentiel et loi de probabilité conditionnelle

Les paragraphes suivants ont pour vocation d’introduire la notion de potentiel, ainsi que
les principales opérations qui lui sont associées (Castillo et al. 1996), (Cowell et al. 1999).
Les potentiels occupent une place essentielle dans le formalisme des réseaux bayésiens, en
particulier pour ce qui est des mécanismes d’inférence probabiliste qui sont évoqués dans la
partie 1.3.4. Nous nous intéressons ensuite aux lois de probabilité conditionnelles, éléments

de base de la composante probabiliste des réseaux bayésiens.

Les définitions et les propositions présentées dans la suite ne différent pas fondamenta-
lement de ce qu’il est possible de lire dans la littérature. Néanmoins, certaines notations
sont introduites de maniére a se placer dans un cadre de travail unifié. En particulier, bien
que différente des présentations classiques issues de la théorie des probabilité, la notion de
probabilité conditionnelle est abordée ici sous ’angle des potentiels.

1.2.1 Potentiel
Définitions et notations

Un potentiel est une application de plusieurs variables a valeurs dans un ensemble quel-
conque et muni d’opérations particuliéres. Cet objet mathématique généralise, entre autre,
la notion de matrice en permettant la représentation de tableaux multidimensionnels.

Définition 1.1 (Potentiel)
Soit X = {A1,...,Xp} une famille ordonnée de D ensembles quelconques X, ..., Xp. Soit
également un ensemble supplémentaire F. m est un potentiel défini sur le domaine X et a

valeurs dans E, noté 7 € E* si 7 est une application définie par

.{Xlx...xé\?p — FE

(x1,...,zp) + w(x1,...,Zp)
E% désigne I'ensemble des potentiels définis sur le domaine X a valeurs dans E.

Notations 1.1 (Vocabulaire et notations sur les potentiels)

Soit un potentiel T € EX, avec X = {X},...,Xp}. Le vocabulaire et les notations suivantes

sont alors utilisés :

— Dom(7) désigne le domaine du potentiel m, c¢’est-a-dire ici Dom(w) = X ;

- X = Hc?:l Xy = X1 x...xXp représente le produit cartésien des ensembles appartenant
a la famille X ;

— tout élément de X* est appelé configuration du domaine X ;

— une configuration * € X* est alors un D-uplet (z1,...,xp) tel que

m(x) =n(x1,...,2p) € E;

— notons la distinction entre ’ensemble Xy et le domaine {X;}, et remarquons alors que
{ X} = Xy
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— si tous les ensembles Xy € X sont discrets (dénombrables) et finis, alors X et m sont
qualifiés respectivement de domaine et potentiel discret et fini;
— les potentiels discrets et finis sont représentables sous forme de table (cf. exemple 1.1).

Dans la suite de ce document, nous nous limitons aux potentiels & valeurs réelles, autrement
dit avec £ C R. Par conséquent, s’il n’y a pas d’ambiguité, le qualificatif réel est omis.
Voici & présent un exemple illustrant les notions précédemment introduites.

Exemple 1.1

Soit un potentiel 1 € RI¥YZH on X = {1,209}, ¥ = {y1, 42} and Z = {21, 2}. X,
Y et Z sont des ensembles discrets et finis, aussi en est il de méme pour w. D’autre part,
Dom(m) = {X,), Z} et donc Dom(m)* = X x Y x Z est ’ensemble des configurations de ce
domaine. Définir 7 revient a associer a chacune des huit configurations (z,vy, z) € Dom(m)*,
un réel w(x,y, z). Considérons par exemple les valeurs suivantes :

X y Zz m

1 Yr 21 0.50
To Y1 21 1.00
r1 Y2 21 —0.75
o Y2 21 —2.00
T Yr 22 0.00
To Y1 22 0.25
T Y2 22 3.00
To Y2 22 —1.00

La table précédente donne une représentation unidimensionnelle du potentiel 7. Ce dernier
étant défini sur trois dimensions, une représentation sous forme de table multidimension-
nelle peut éventuellement étre utilisée. Cela donne ici :

onay 05 c0m] o [0
e <l) — 1 _9 ) 9 R2) — 0.25 —1 )

ot le symbole " :" désigne tous les éléments de la dimension correspondante. A noter qu’en
pratique la premiére représentation est souvent préférée pour des raisons de lisibilité.

Il est intéressant de remarquer dans la définition 1.1 le caractére ordonné des dimensions
d’un potentiel. Dans I'exemple 1.1, écrire 7(y1, 21, 21) n’a pas de sens car, par définition, la
premiére dimension de 7 est associée & I’ensemble X et non ). En revenant a ’exemple, le
domaine {X,), Z} est identique au domaine {), X', Z} & une permutation prés. On parle
dans ce cas de domaines équivalents. Par conséquent, lorsque deux potentiels possédent
le méme domaine et les mémes valeurs & une permutation prés de leurs dimensions, ces
derniers sont dits équivalents. La définition suivante pose formellement la relation d’équi-
valence entre potentiels et ’exemple 1.2 en donne une illustration.
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Définition 1.2 (Equivalence entre deux potentiels)
Soient deux potentiels m € E\Xa1<i<p of 7/ € p¥uhza<o 1ot ' sont dits équivalents,

et nous notons ™ ~ ', si

(i) E=F';
(i) {Xah<a<p = {Xyhi<a<pr;
(iii) s’il existe une permutation o de I'ensemble {1, ..., D} telle que pour tout x € ]_L?:l Xy

et tout ' € [, Xy(a), m(x) = 7'(2').

Exemple 1.2

Soient 1, w9, w3 € RIYY}Y on X = {z1, 20} et Y = {y1,y2}. Ces trois potentiels sont définis
comme suit :

X Y m Yy X my X YV w3
1 oy 1 yioxp 1 rr oy 1
T2 Y1 2 Yo 11 3 T2 y1 4
T Y2 3 Y1 x 2 T y2 3
T2 Y2 4 Yo T2 4 T2 Y2 2

Les trois potentiels sont définis sur le méme domaine. Ils sont tous les trois a valeurs dans
R et semblent posséder les mémes valeurs. En fait d’aprés la définition 1.2 en prenant la
permutation o = {2,1}, il apparait que 71 ~ . En revanche w3 n’est pas équivalent aux
deux autres car m(z2,y1) # m3(x2,y1).

Pour finir sur ces quelques généralités, il est intéressant de définir les deux potentiels
remarquables suivants :

Définition 1.3 (Potentiel nul et potentiel unitaire)

Soit un potentiel T € R*. Si pour toute configuration © € X*,

— w(x) =0, alors 7 est appelé potentiel nul sur X et on note m = Ox ;

— w(x) = 1, alors 7 est appelé potentiel unitaire sur X et on note m = 1x.

Opérations arithmétiques

Nous abordons a présent la manipulation des potentiels. Il s’agit de détailler les opéra-
tions élémentaires dont ils sont munis. Nous débutons naturellement par la définition de
I’addition et celle de la multiplication entre deux potentiels.

Définition 1.4 (Somme et produit entre potentiels)

Soient deux potentiels m; € R* et 1y € RY. On pose Z = X NY, X' = X\ Z et

Y =Y\ Z. Alors,

— la somme de m; et my est un potentiel (w1 +my) € RXYY vérifiant pour toute configuration
(@, z,y) e (XUZUY)*,

(7'[']_ + 7[-2)(93/7 z, y,) — 7Tl(m/a Z) + 7T2(Z, y/)v
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— le produit de 7y et mo est un potentiel (71 -m2) € R¥YY vérifiant pour toute configuration
(2!, 2,9) € (X UZ UV,

(1 - m) (2, 2,9) = m (2, 2)ma(2, 9).

Une opération couramment utilisée sur les potentiels consiste & sommer des valeurs du
potentiel correspondant & un sous-domaine donné.

Définition 1.5 (Sommation/marginalisation)
Soit un potentiel # € R¥. Le résultat de la sommation de m sur le domaine W, ou de
maniére équivalente, de la marginalisation de m sur le domaine X’ = X \ W est un

potentiel, noté (ﬁ ) € R, vérifiant pour toute configuration ' € X'*,

w
P =f )

Si W est un domaine discret (resp. continu), le signeﬁ désigne une sommation (resp.
w

une intégration).

Les opérations précédentes sont illustrées dans I'exemple 1.3.

Exemple 1.3

Reprenons le potentiel m de I'exemple 1.1 et posons également v = Z{X} m, le potentiel
résultant de la marginalisation de 7 sur le domaine {Y, Z}. De méme, soit £ = Z{X,Z} T
le résultat de la marginalisation de 7 sur le domaine {)}. Les potentiels v et £ sont alors
donnés par :

y Z v
vy oz 7w(z,y1,21) (a2, v, 21) = 1.50
yo 21 7(T1,Y2,21) + m(x2, Y2, 21) = —2.75
y1 22 7(x1,y1,22) + m(x2,y1,22) = 0.25
y2 2z T(T1,Y2,22) + m(x2,Y2,22) = 2.00
y §

v m(r1, 1, 21) + (w2, y1,21) + (21,91, 22) + w22, 91, 22) = 175
Y2 m(r1,Y2, 21) + w(w2, Y2, 21) + (21, Y2, 22) + T(T2, Y2, 22) = —0.75

Achevons cet exemple par le produit de v et £&. D’aprés la définition 1.4, le résultat est un
potentiel dont le domaine est {), Z} et vérifiant
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y Z v-€
yi 21 vy, z1)€E() =  2.6250
ya 21 v(ya,21)&(y2) = 2.0625
y1 22 v(yi,z2)&w) = 0.4375
y2 22 v(ye, 22)€(y2) = —1.5000

Potentiels discrets et finis et complexité

Nous abordons a présent les notions de complexité spatiale et de complexité algorithmique
(Garey and Johnson 1979) associées a la manipulation de potentiel. La complexité spa-
tiale d’un potentiel désigne la quantité d’espaces mémoires élémentaires nécessaire pour
représenter ce dernier sur une machine. La complexité algorithmique est associée & la ma-
nipulation d’'un ou plusieurs potentiels, et désigne le nombre d’opérations élémentaires
permettant de la mener a bien.

Notons par ailleurs que l'utilisation de structures de données particuliéres telles que les
matrices creuses ou les arbres décisionnels (Komarek and Moore 2000) permettent dans
certains cas de diminuer les complexités. Toutefois, il est rare qu'une structure conduise
a la fois & une réduction de la complexité spatiale et algorithmique. En effet, une éco-
nomie spatiale importante est souvent synonyme de structure complexe dans laquelle les
opérations arithmétiques élémentaires sont plus difficiles & réaliser. Par conséquent, nous
supposons dans la suite que le stockage des potentiels est réalisé par I'intermédiaire d’une
table multidimensionnelle classique. Chaque configuration du potentiel occupe alors un es-
pace mémoire élémentaire. Précisons que cette structure de donnée basique est disponible
dans la plupart des langages de programmation et bénéficie en général de bonnes perfor-
mances arithmétiques. Dans le cadre discret et fini, nous pouvons énoncer les résultats
suivants :

Définition 1.6 (Complexité spatiale)

Soit un potentiel discret et fini m € R*. La complexité spatiale du potentiel 7, notée C'S(r),
est de I'ordre du nombre de configurations du domaine X . Autrement dit, C'S(mw) = O(|X*|)
ot | - | désigne le cardinal d’un ensemble discret et fini.

Proposition 1.1 (Complexité algorithmique de la somme et du produit)

Soient deux potentiels discrets et finis m € R¥X et my € RY. Posons 7' € RXWY Je potentiel
résultant de I'addition ou de la multiplication de 7, et ms. La complexité algorithmique
du calcul de ©', notée CA('), est de l'ordre de sa complexité spatiale. Formellement,

CA(n") = C5(r') = O(|(X L Y)*).

Proposition 1.2 (Complexité algorithmique de la marginalisation)

Soit un potentiel discret et fini T € R*. Posons 7' = > wT le potentiel résultant de Ia
marginalisation de 7 sur X’ = X \ W. La complexité algorithmique du calcul de ' est de
lordre de la complexité spatiale de 7. Formellement, CA(r') = C'S(w) = O(|X*|).

Les démonstrations des deux propositions précédentes sont données en annexe E.1. Toutes
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deux reposent simplement sur le comptage des opérations arithmétiques élémentaires né-
cessaires aux calculs d’une somme, d’un produit et d’'une marginalisation dans I’espace des
potentiels.

Exemple 1.4
Reprenons les exemples précédents et évaluons la complexité spatiale des potentiels utilisés
ainsi que la complexité algorithmique des opérations réalisées.

1. Dans I'exemple 1.1, le potentiel w est défini sur huit configurations, d’ou C'S(m) = 8
espaces mémoires élémentaires.

2. Dans I'exemple 1.2, CS(m1) = C'S(my) = CS(mw3) = 4 espaces mémoires élémentaires.

3. Dans I'exemple 1.3, la marginalisation de m sur {), Z} nécessite 2 x 2 x (2—1) =4
additions, d’ou CA(v) = 4 opérations élémentaires. De la méme maniére, CA(§) =
2x(4—-1)=6et CA(v-§) =2 x 2 =4 opérations élémentaires.

1.2.2 Loi de probabilité conditionnelle

La définition suivante propose une caractérisation des lois de probabilité conditionnelles &
partir des potentiels.

Définition 1.7 (Loi de probabilité conditionnelle)
Soient deux domaines disjoints X et ) et un potentiel p € [0,1]*“Y. On dit que p est
une Loi de Probabilité Conditionnelle (LPC) sur X conditionnellement & Y si pour toute

ﬁ p(y,x) = 1.
reX*

Les domaines Y et X sont alors appelés respectivement domaine de conditionnement et

configuration y € Y*,

domaine normalisé. Par ailleurs, il est courant de séparer les variables de conditionnement
des variables normalisées en adoptant la notation p(x|y) pour désigner p(y,x). D’autre
part, ensemble des LPC sur X conditionnellement a Y est noté LXIY de sorte qu’ici
pE LY Y. Enfin lorsque Y = @, les notations précédentes sont simplifiées. On écrit sim-
plement dans ce cas p € LX.

La caractérisation précédente des lois de probabilité conditionnelles reste cohérente avec
le formalisme mathématique usuel issu de la théorie des probabilités (cf. annexe C). En
considérant par exemple deux vecteurs aléatoires X = (X1,...,Xp)et Y = (Y1,...,Yp)
a valeurs respectivement dans les ensembles X = X} x ... x Xpet Y =V X ... X Vpr,
on note P(X|Y) la loi du vecteur X conditionnellement au vecteur Y, ce qui implique
P(X|Y) € LXY. Cette notation a I’avantage de faire apparaitre clairement le domaine de
la LPC en écrivant explicitement les variables aléatoires. Son inconvénient réside dans la
longueur des écritures réduisant ainsi la lisibilité des expressions.

De maniére parfaitement équivalente il est possible d’écrire que le vecteur X condition-
nellement au vecteur Y est distribué selon la loi p € £XY. Ceci implique que pour tout
x € X* et tout y € Y*,

p(zly) = P(X = z|Y =y).
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On note alors X|Y ~ p. Remarquons enfin que p désigne une densité ou une loi de
probabilité selon que X est un domaine continu ou discret.

D’autre part les LPC étant des potentiels particuliers, les définitions, les notations, les
opérations et les notions de complexité introduites précédemment s’y appliquent directe-
ment. Une LPC est dite discréte et finie si ¢’est le cas de son potentiel sous-jacent. Il est
également possible d’effectuer une addition ou un produit entre une LPC et un potentiel.
Il est toutefois important de préciser que le résultat de telles opérations est en général un
potentiel et non une LPC. De méme, on montre que la somme de deux LPC n’est plus une
LPC, mais seulement un potentiel. Il y a néanmoins des cas ol la sommation et le produit
restent stables. Ceci est 'objet des deux théorémes suivants ainsi que de 'exemple 1.5.

Théoréme 1.1 (Stabilité par sommation)
Soient une LPC p € LXIY et le potentiel ¢ = p résultant de la sommation de p sur le

w
domaine W. Si W C X, alors q est une LPC de LXY on X' =x \W.

Théoréme 1.2 (Stabilité par produit)
Soient deux LPC' p € LXIY et g € LWIZ. Si X et (W U Z) sont disjoints, le produit (p-q)
est alors une LPC appartenant a LXYWIY'VZ on )/ = Y\ W.

Les démonstrations des deux théorémes précédents (cf. annexe E.1) résultent d’une appli-
cation des définitions 1.4 et 1.5 dans le cas ol les potentiels sous-jacents considérés ont des
domaines remarquables.

Exemple 1.5
Soient deux LPC discrétes et finies p € LIXYY et ¢ € £, on X = {21, 20,23} et
Y = {y1,y2}, définies comme suit :

p q

X Y
Y r T2 X3 Y1 Y2
y1 0.25 0.5 0.25 0.3 0.7

y» 08 01 0.1

Le produit des deux potentiels associés aux LPC p et q donne le résultat suivant :

(p-q)

X x)Y
z1 €2 €3 T T9 T3
Y1 Y1 Y2 Y2 Y3 Y3

0.075 0.150 0.075 0.560 0.070 0.070
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(p-q) est un potentiel défini sur [0, 1]1¥Y} et somme a 1 sur le domaine {X,Y}. Autrement
dit, (p-q) € LIXY} comme le prévoit le théoréme 1.2. Par ailleurs, la sommation de (p - q)
sur Y donne

> yey(P-q)
X

I L2 x3

0.635 0.220 0.145

Ce calcul est donc une application du théoréme 1.1 et nous observons bien que )y, (p - q)
est une LPC' appartenant a L%},

Il est également possible de modéliser les phénoménes déterministes par 'intermédiaire
d’une LPC comme le montre la définition suivante.

Définition 1.8 (LPC déterministe)
Soit une LPC p € LXY. La LPC p est dite déterministe si pour toute configuration y € Y*,
il existe une unique configuration x € X* telle que

pzly) = 1.

Exemple 1.6
Soient deux ensembles X = {x1,x2,23} et Y = {y1,y2}. La LPC discréte et finie p €
LYY donnée dans Ia suite est un exemple de LPC déterministe :

Notons que I'optimisation de la représentation et les opérations concernant les potentiels
et les LPC sont toujours un sujet d’études actives (Cobb and Shenoy 2006), (Arias and
Diez 2007).

1.2.3 Notion d’utilité

La notion d’utilité est une généralisation dans le formalisme des potentiels du concept
d’espérance mathématique issu de la théorie des probabilité.
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Définition 1.9 (Potentiel d’utilité)
Soient une LPC p € £LX et un potentiel u € R¥. Le réel défini par

v,= % u@n)

est appelé utilité de la LPC p associée au potentiel u. Le potentiel u est alors qualifié de
potentiel d’utilité.

D’aprés la définition 1.9, tout potentiel v € R¥ peut étre considéré comme potentiel
d’utilité et appliqué & une LPC défini sur le domaine X'. Dans le cas discret et fini, nous
adaptons une représentation particuliére pour les potentiels d’utilité afin de les distinguer
des potentiels ordinaires. Dans la suite de ce document, un potentiel d’utilité est représentée
comme une LPC, excepté que la somme de ses valeurs n’est pas égale a 1 et que ces derniéres
ne sont pas nécessairement comprises entre 0 et 1. L’exemple 1.7 illustre cette notation.

Exemple 1.7
Soit un potentiel v € RI¥Y} avec X = {1, 29} et Y = {y1, 42}, tel que :

1%

X x)Y

X1 X9 T T2

Y1 Yy Y2 Y2
2 =5 10 0

Par conséquent, Il est possible de se servir du potentiel v dans tout calcul d’utilité impli-
quant une LPC q € £1XY}. Considérons par exemple la LPC suivante :

q
X x)Y

x1 Z2 a1 Z2

U1 Y1 Y2 Y2
0.3 04 0.1 0.2

L’utilité de la LPC g associée a v est alors donnée par :

Uy = vz, y1)q(z1, y1) + vz, yi1)a(ze, yi) + v(zn, y2)g(x, y2) + v(ze, y2)q(x2, y2)
—2%x03-5x044+10x0.14+0x0.2
U, =—04.
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1.3 Modéles graphiques probabilistes

Nous disposons a présent des outils mathématiques nécessaires a l'introduction des mo-
déles graphiques probabilistes. Des éléments sur les questions d’apprentissage statistique
et d’inférence probabiliste sont également exposés dans les paragraphes suivants.

1.3.1 Définition

L’objectif principal des modéles graphiques probabilistes consiste & définir de maniére parci-
monieuse la loi jointe d'un vecteur aléatoire X = (X3,..., Xp) en exploitant les relations
de dépendances parmi les variables Xi,..., Xp. Ces outils reposent sur les théories des
graphes et des probabilités. Un graphe orienté sans circuit (cf. annexe B) est utilisé pour
décrire ces relations dans lequel chaque nceud représente une variable aléatoire et chaque
arc entre deux variables indique une relation de dépendance. Les propriétés probabilistes
du modéle sont décrites localement par l'intermédiaire des lois de probabilité de chaque
variable conditionnellement & leurs variables parentes dans le graphe.

Définition 1.10 (Modéle graphique probabiliste/Réseau bayésien)
Un modéle graphique probabiliste (MGP) ou réseau bayésien (RB), noté .# , est un couple
(9. {pa}1<i<p) ou :

(i) G = (X, A) est un graphe orienté sans circuit. X = (X1,...,Xp) représente a la fois
les nceuds du graphe et une suite de variables aléatoires a valeurs dans X1,...,Xp
respectivement. A est I'ensemble des arcs du graphe décrivant les dépendances entre
les variables. Si X; — X; € A, alors un arc relie la variable X; a la variable X;.

(ii) {pat1<i<p est un ensemble de LPC tel que chaque p, représente la distribution de
la variable X; conditionnellement a ses variables parentes dans le graphe, notées
pa(Xy). En généralisant I'opérateur pa(-) aux domaines, le vecteur aléatoire pa(Xy)

est a valeurs dans pa(X;)* et par conséquent pg € L1¥atpa(a),

Il est courant de faire référence au graphe G comme étant la partie qualitative ou graphique
du modele, et a I'ensemble de LPC {pi}i<4<p comme étant sa partie quantitative ou
probabiliste. Enfin, .# est dit discret et fini si toutes les LPC py € L£iF¥a}lpalXa) gont
discrétes et finies.

La définition suivante prolonge la notion de complexité spatiale dans le cadre des réseaux
bayésiens.

Définition 1.11 (Complexité spatiale d’un MGP)

Soit X = (Xy,...,Xp) un vecteur aléatoire a valeurs dans X* = X X ... x Xp représenté
par un MGP .# = (G,{pa}1<d<p).- La complexité spatiale de .4 est définie comme étant la
somme des complexités spatiales associées a chacune des LPC py, d = 1,..., D. Autrement

D
dit, CS(M) = _ CS(pq).
d=1
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Le principe de la modélisation par réseaux bayésiens ainsi que l’ensemble des notations
introduites dans les définitions 1.10 et 1.11 sont illustrés dans I'exemple 1.8 ot il est question
de la maintenance d’'une machine de production.

Exemple 1.8 (Un systéme de production simple)

Nous proposons d’étudier I’état d’une machine de production, supposée initialement neuve,
aprés quatre années de fonctionnement. La machine en question produit des lots de piéces
dont la qualité est vérifiée afin d’écarter d’éventuels lots non conformes. Notons que deux
cadences de production sont possibles (normale ou rapide) et qu’une politique de mainte-
nance préventive est appliquée, consistant 4 un examen périodique de la machine.

Supposons a présent qu’il ait été demandé aux responsables de la production d’analyser
les liens entre I'état de la machine, la conformité des lots, la cadence de production et la
fréquence de la maintenance. Pour ce faire, leur choix se porte sur une modélisation de
type probabiliste qui conduit a I'introduction des quatre variables aléatoires suivantes :

1. X : état de la machine, a valeurs dans X = {ok, dégradé, panne} ;
2. Z : cadence de fonctionnement, a valeurs dans Z = {normale, rapide} ;
3. Y : qualité des lots, a valeurs dans ) = {conforme, non conforme} ;

4. A : période de la maintenance, a valeurs dans A = {1 an, 2 ans}.

ONNO
N/

Fi1G. 1.1 — Réseau bayésien représentant les liens de dépendance entre ’état de la
machine de production (X), sa cadence de fonctionnement (Z7), la qualité des piéces
produites (Y') et sa fréquence de maintenance (A).

Ayant récemment entendu parler des réseaux bayésiens, les responsables de la production
décident d’utiliser ces outils de facon a représenter ce systéme composé de quatre variables.
D’aprés leurs expertises et le retour d’expérience disponible, ils aboutissent a la construc-
tion du modéle graphique représenté figure 1.1. L’ensemble des arcs du graphe est donné
formellement par A = {A — X,Z — X,X — Y}. Ces derniers possédent en outre les
significations suivantes :
— la variable d’état de la machine (X ) a deux parents pa(X) = (A, Z), autrement dit I'état
dépend a la fois de la période de maintenance (A) et de la cadence de production (Z);
— la qualité des lots ne dépend que de I'état de la machine (pa(Y) = X);
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— la période de la maintenance et la cadence de production ne possédent pas de parent
(pa(A) = pa(Z) = 2).

Une fois les relations de dépendance explicitées dans le graphe, les responsables de la

production se sont attachés a décrire le comportement probabiliste du modéle en spécifiant

les quatre LPC px, py, pa et pz associées respectivement aux variables X, Y, A et Z.

Supposons par exemple que le retour d’expérience ait conduit aux valeurs numériques

suivantes :

Px
X
A Z ok dégradé panne
1 an normale 0.90 0.07 0.03
2 ans normale 0.85 0.10 0.05
1 an rapide 0.80 0.16 0.04
2 ans rapide 0.72 0.20 0.08
Py
Y
X conforme non conforme
ok 0.99 0.01
dégradé 0.70 0.30
panne 0.00 1.00
pA bz
A 7
1 an 2 ans normale rapide
1.00  0.00 0.75 0.25

L’observation de la LPC px associée a I’état de la machine indique que cette derniére se
trouve dans I'état ok avec une probabilité égale a 0.9 lorsque la maintenance préventive
est effectuée tous les ans et la cadence est normale. Cette probabilité chute a 0.8 lorsque
la cadence est rapide. De méme, la LPC associée a la qualité de production nous renseigne
qu’un lot est conforme avec une probabilité de 0.99 si la machine est dans ’état ok, seule-
ment de 0.7 si elle est dégradée et de 0 lorsqu’elle est en panne. Par ailleurs, les variables
sans parent représentent souvent les entrées du systéme. La loi de la variable A permet
ici de définir la politique de maintenance du systéme. Poser pa(1 an) = 1 signifie que la
période considérée pour la maintenance est de 1 an. De la méme maniére, la loi associée
a la variable Z caractérise la politique de production. Une probabilité de 0.75 associée a
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la cadence normale exprime que 75% de I'utilisation de la machine se fait a cette cadence,
contre 25% en cadence rapide. Notons enfin que ce MGP posséde une complexité spatiale

s’élevant a
CS({pa,vz,px,py}) = CS(pa) + CS(pz) + CS(px) + CS(py) =12 +6+2 +2 =22

espaces mémoires élémentaires.

Jusqu’a présent, nous n’avons fait usage des modéles graphiques probabilistes qu’a des
fins de modélisation et de représentation de la connaissance. Or il est également possible
de "poser des questions" au modéle de facon & déduire de nouvelles informations sur le
systéme considéré. Ainsi dans le cadre de 'exemple précédent, il serait possible dans un
premier temps de calculer la probabilité d’un lot défectueux dans le contexte présenté, puis
d’observer I’évolution des probabilités lorsque la période de maintenance passe a deux ans.
Cette problématique est ’objet de la section 1.3.4 dans laquelle nous détaillons le probléme
de l'inférence dans les modéles graphiques probabilistes.

1.3.2 Factorisation de la loi jointe

Il s’agit ici de présenter un des principaux résultats associés a la modélisation par ré-
seaux bayésiens, a savoir le théoréme de factorisation de la loi jointe. Ce dernier, également
connu sous le nom de théoréme de Markov direct, décrit comment la loi jointe d’un vecteur
aléatoire, représentée a ’aide d’'un modéle graphique probabiliste, peut s’écrire comme le
produit des LPC de chacune de ces variables. Ce résultat repose sur une simplification du
théoréme de Bayes généralisé (cf. théoréme C.2, annexe C) a partir des relations d’indé-
pendances conditionnelles induites par la structure graphique du modeéle (Pearl and Paz
1985), (Verma and Pearl 1988).

Théoréme 1.3 (Factorisation de la loi jointe)

Soit X = (Xy,...,Xp) un vecteur aléatoire a valeurs dans X* = X X ... x Xp représenté
par un MGP .# = (G,{pa}1<i<p). On note p € L* la loi (ou densité) jointe associée au
vecteur X . La loi p admet alors la factorisation suivante pour tout * = (z1,...,zp) € X*,
D
p(x) =p(x1,...,xp) = | [ pa(zdlpalza)). (1.1)
d=1

On dit alors que la loi (ou densité) jointe p associée au vecteur aléatoire X se factorise
dans .# et on note X ~ M .

Ce théoreme justifie le caractére concis de la modélisation a partir de réseaux bayésiens. Il
est en effet souvent beaucoup plus avantageux, en terme de complexité spatiale, de stocker
I'ensemble des LPC {pg}1<i<p plutot que la loi jointe p directement. Ceci est détaillé dans
la remarque suivante pour le cas des MGP discrets et finis.
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Remarque 1.1 (MGP discrets et finis et complexité spatiale)
Soit X = (X4)1<d<p un vecteur aléatoire a valeurs dans (Xd)gzl représenté par un MGP
A = (G,{pat1<i<p). La complexité spatiale associée a .4 est donnée par

D D

CS(M) =" CS(pa) = e(Y | Xallpa(Xa)*]),
d=1 d=1

alors que la complexité spatiale naive de la loi jointe p sous-jacente est égale a

D
CS(p) = e[ %l
d=1

ol ¢ désigne le cotit d’'un espace mémoire élémentaire. Considérons le cas ou toutes les
variables prennent le méme nombre de valeurs K, autrement dit pour tout d, |X;| = K.
Supposons également que toutes les variables possédent L parents. Ceci implique CS(.#) =
cDKTH1 et CS(p) = cKP. La représentation par réseaux bayésiens est plus avantageuse
que la loi jointe classique en terme de complexité spatiale si et seulement si

CS(#) < CS(p) —= DKLPT <1,

La représentation d’une loi de probabilité multivariée par un MGP est d’autant plus in-
téressante que le nombre de parents est petit comparé au nombre de variables et que ces
derniéres prennent un grand nombre de valeurs.

1.3.3 Apprentissage des lois de probabilité conditionnelles
Problématique et notations

L’objectif de cette section est de détailler I'apprentissage des paramétres probabilistes d’un
réseau bayésien dont la structure graphique est connue. En reprenant les notations intro-
duites et en faisant explicitement apparaitre les paramétres, le théoréme de factorisation
(1.3) se réécrit comme suit :

D

p(e1, .., 2p; 0) = [ pa(zalpalza); 0a),
d=1

ou chaque 03 € ©4 représente les paramétres de la LPC pg et @ = (61, ...,60p). La question
est donc de calculer une estimation de @ = (6y,...,60p), notée 0 = (51, e ,é\D), a partir
d’informations contenues dans une base de données répertoriant un certain nombre de
réalisations du processus étudié. Cette base est souvent qualifiée de base d’exemples ou de

base de REX (Retour d’EXpérience) dans l'industrie.

Soit formellement le vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xp) dont la distribution se factorise
dans le MGP # = (G, {pa}1<a<p). Considérons également une base de données D x conte-
nant N exemples indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) dans laquelle chaque



1.3 Modéles graphiques probabilistes 29

ligne représente une réalisation du processus X. Par conséquent, il est possible d’assimiler
D x a la matrice de N lignes et D colonnes suivante :

€11 ... T1d --- T1,D
Dx=| 21 ... ZTpd ... Tpp (1.2)
L TN - mN,d -« IN.D |

ou &, 4 est la n-éme observation de la variable Xy. Notons fa(X) les variables constituant
la famille de X, dans G, a savoir X elle-méme et ses parents, c¢’est-a-dire
fa(Xq) = (pa(Xq), Xq). Introduisons alors par analogie la notation Dyg,(x,) comme étant
la sous matrice de D x contenant les observations de X, et de ses parents.

Nous nous placons ici dans un cadre ou la base de données disponible est complétement ob-
servée, autrement dit celle-ci ne posséde pas de donnée manquante, ni méme partiellement
observée. Nous traitons dans un premier temps le cas ot les LPC sont quelconques, puis
le cas ou ces derniéres sont discrétes et finies. Nous présentons en particulier la démarche
permettant de calculer les estimations issues de la méthode du maximum de vraisemblance.

Apprentissage dans le cas général

La méthode du maximum de vraisemblance (Fisher 1922) consiste & déterminer le jeu de
paramétres noté @ qui maximise la vraisemblance, notée L, des données observées D x. Par
définition, cette derniére est définie comme étant la probabilité d’observer D x, c’est-a-dire :

L(0;Dx) =

o
»
2

I
=

p(Tn1,. .., Zn,p;0) (données ii.d.)

3
Il
—

D
Hpn(xmd\pa(a:n,d); 04) (factorisation de la loi jointe dans .#)

I
=

3
Il
—
i
—

P (@ alpa(zn.q); 04)

—-
=

.
Il
—
3
I
—_

L(0asDra(x )

b.
£

w)
»

I
o

L(0d7 Dfa(Xd) )7

Y
Il
—

ou L(04; Diax d)) correspond & la vraisemblance locale des données observées relatives a la
famille de la variable X4. En régle générale, on utilise le logarithme de la vraisemblance,
ou log-vraisemblance notée [, cette derniére permettant souvent de simplifier les calculs.
Le résultat du calcul précédent se réécrit de la maniére suivante :

D

[(6;Dx) = In[L(6; Dx)] Zln (64; Dagx))] = D 104 Dpacx,y)-  (1.3)
d=1
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Ainsi d’aprés I'équation (1.3), la log-vraisemblance se décompose en une somme de log-
vraisemblances locales. Par conséquent, rechercher ’estimation du jeu de paramétres 0
qui maximise [(@;Dx) revient a calculer localement chaque estimation 0, maximisant
[(04; Dy x,)- Dot

0= (51, . ,gd, . .,é\D), avec é\d = arg max 1(04; Dgax,y)), 1<d < D. (1.4)
1€09q

Dans certains cas particuliers, il est possible de déterminer I'expression analytique de ces
estimations. En revanche lorsque cela est impossible, il est nécessaire de recourir & une
méthode d’optimisation numérique (Panos and Mauricio 2002) afin de résoudre I’équation
(1.4). Notons par ailleurs que les estimateurs de maximum de vraisemblance ont la par-
ticularité d’étre asymptotiquement sans biais, de variance minimale et asymptotiquement
distribués selon une loi normale. Cette derniére propriété est particuliérement utile car
elle permet la construction d’intervalles de confiance sur les estimations calculées (Keeping
1962).

Apprentissage dans le cas discret et fini

Dans le cadre des MGP discrets et finis, il est possible de poursuivre le calcul précédent. Dé-
finir la d-éme LPC, notée pg € £1¥a}PalXa) revient dans ce cas a spécifier pour chacune des
configurations de parents @’ € pa(Xy), la probabilité d’occurrence de chacun des éléments
de Xy. Autrement dit, 84 et py représentent exactement le méme objet, & savoir une table
de probabilité conditionnelle. Nous cherchons donc a calculer pour tout d € {1,..., D} une
estimation de pg, notée py. L’'équation (1.4) se réécrit de la maniére suivante :

N
Vde {1,...,D}, pg= argmax Z In[pp (n,4|pa(zn.q))] (1.5)
pgeLiXatlpalXq)

Posons Ng 4 . le nombre de fois ol la variable X prend la valeur € X dans les données
Dy, (x,) alors que ses parents sont dans la configuration x’ € pa(Xy). Par définition, Ny 4 »
vérifie

N

Nig o= Z I(zpq = z)I(pa(z,q) = '),
n=1
ou I est la fonction indicatrice. De cette quantité, il est possible d’en déduire le nombre
de fois ot les parents sont dans la configuration ', a savoir Ny = > . X, Ny gz Les-
timation du maximum de vraisemblance associée a la LPC p, vérifie alors pour toute
configuration de parents @’ € pa(Xy) et tout x € Ay,

Ndm:’,:c

Palaler) = T, 0
T

ce qui revient a calculer, pour chaque configuration de parents, la proportion du nombre
d’occurrences de la valeur = dans la d-éme colonne de D x, et ce, pour tout d € {1,...,D}.
La propriété de normalité asymptotique liée a la méthode du maximum de vraisemblance
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permet dans ce cas de déduire un intervalle de confiance asymptotique autour de l'esti-
mation obtenue. En se fixant un seuil de confiance o € [0, 1], nous obtenons pour toute
configuration de parents @’ € pa(Xy) et tout x € X; 'encadrement suivant :

[ﬁd(m/)_mga fd(m/)u—ﬁd(:dm/))’ﬁd(x‘m,) . \/ﬁd(:da;/)(;[d_;gd(ﬂm/)) |

oll u1+e est le quantile 1%“ de la loi normale centrée-reduite.
2

Remarques bibliographiques

Il arrive souvent en pratique que les données disponibles pour ’apprentissage des LPC ne
soient pas complétes. Des variables peuvent ne pas étre observées dans certains exemples
de la base Dx. Dans ce type de situation, des méthodes, en particulier celles reposant
sur I'algorithme EM! (Mclachlan and Krishnan 1997), ont été développées pour une utili-
sation dans les MGP (Cowell et al. 1999). D’autre part lorsque des informations a priori
sont disponibles sur le processus, par exemple des avis d’experts, il est possible d’en tenir
compte par le biais des méthodes bayésiennes (Gelman et al. 2003) telles que le maximum
a posteriori (MAP) ou lespérance a posteriori (EAP).

Enfin, en ce qui concerne 'apprentissage de la structure graphique du modéle, la thése de
Frangois (2006) passe en revue la plupart des méthodes existantes tout en les comparant
empiriquement sur divers exemples classiques avec données complétes et manquantes. Plus
récemment, les travaux de Rodrigues de Morais (2009) présentent de nouvelles techniques
permettant d’améliorer ’apprentissage de la structure a partir de données complétes com-
posées d’un trés grand nombre de variables.

1.3.4 Inférence
Généralités

Aprés avoir présenté I'intérét des MGP pour la modélisation, nous nous intéressons ici aux

mécanismes permettant d’effectuer des raisonnements probabilistes. En pratique, 'objec-

tif est de calculer la loi de probabilité d’un sous ensemble de variables aléatoires, appelé

requéte, parmi I’ensemble des variables aléatoires représenté dans un MGP. Les calculs

réalisés afin de déduire la distribution de la requéte sont appelés calculs d’inférence proba-

biliste. Il existe trois classes de méthodes d’inférence probabiliste :

— les méthodes exactes, reposant sur des multiplications et sommations de potentiels sans
faire d’hypothése simplificatrice sur le modéle ;

— les méthodes approchées déterministes, consistant a effectuer des calculs exacts sur une
structure graphique simplifiée ;

'L’annexe D présente le principe de la méthode EM, appliquée au probléme d’apprentissage d’une loi
discréte et finie en présence de données incomplétes.
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— les méthodes approchées stochastiques, réalisant un échantillonnage de la loi de la requéte
en exploitant la structure originale du modéle.
Le premier algorithme d’inférence exacte pour les MGP a été proposé par Pearl (1986). 11
s’agit d’un protocole de passage de messages limité aux graphes orientés sans circuit ayant
une structure de polyarbre?. Cette méthode a été étendue aux graphes quelconques pour
donner naissance a l’algorithme de l’arbre de jonction (Lauritzen and Spiegelhalter 1988).
Cette méthode est trés largement utilisée a 'heure actuelle dans la plupart des logiciels
de modélisation basés sur les MGP. Cet engouement s’explique en partie par sa faculté
a calculer rapidement la distribution de chacune des variables représentées par le modéle
graphique. Dans la suite, nous détaillons la méthode d’inférence exacte dite d’élimination de
variables (Dechter 1999). L’élimination de variables est un probléme intrinséque & tous les
algorithmes d’inférence d’exacte. D’autre part, sa simplicité, notamment car elle ne fait pas
intervenir de notions complexes issues de la théorie des graphes, permet une mise en ceuvre
rapide. Cette méthode posséde en outre de bonnes propriétés algorithmiques lui conférant
les mémes avantages que la méthode de l'arbre de jonction (Cozman 2000). Précisons
toutefois qu’en pratique, la plupart des méthodes d’inférence exactes ne s’appliquent pour
Iinstant qu’a des modeles dont les LPC sont discrétes et finies. méme si la théorie prévoit
en principe une utilisation dans le cadre plus large des LPC appartenant a la famille dite
exponentielle (Wei 1998). Par ailleurs, Cooper (1990) montre que l'inférence exacte dans des
réseaux quelconques est un probléeme NP-difficile. Néanmoins la complexité algorithmique
des méthodes est en général calculable & 'avance. Quand le résultat dépasse une limite

raisonnable, il est alors préférable d’utiliser une méthode approchée.

Dans le cadre des méthodes approchées déterministes, nous pouvons citer par exemple
les travaux de Murphy et al. (1999) qui montrent qu’'une utilisation de ’algorithme de
Pearl dans le cas général peut avoir un certain intérét en considérant un compromis ra-
pidité/précision des résultats. Jordan et al. (1999) ont étudié les méthodes variationnelles
appliquées a l'inférence dans les MGP. Intéressons nous enfin aux méthodes approchées
stochastiques qui reposent a la fois sur I'exploitation de la topologie du modéle et d’un
échantillonnage des variables aléatoires représentées. Les deux méthodes les plus utilisées
sont la méthode générale d’échantillonnage MCMC (Monte Carlo Markov Chain, Gilks
(1995)) et la méthode du filtrage particulaire (Arulampalam et al. 2002). La méthode
d’échantillonnage est détaillée dans la suite. Ces méthodes possédent les avantages d’étre
simples & implémenter et flexibles dans leur utilisation. Il est possible de les appliquer & des
modéles ot les LPC sont quelconques. La convergence de ces algorithmes vers les solutions
exactes associées est en général garantie par la théorie. Malheureusement cette convergence
est lente et n’est assurée que dans le cas ot le nombre d’échantillons tend vers l'infini. Par
conséquent, et bien que possédant de bonnes propriétés théoriques, ces méthodes ne sont

utilisées en pratique que lorsque les algorithmes précédents ne peuvent s’appliquer.

Dans les paragraphes suivants, nous considérons X = (Xj,...,Xp), un vecteur aléatoire
dont la loi jointe se factorise dans un modéle graphique probabiliste .# = (G, {pi}i1<i<p).
Formellement, 1'objectif de I'inférence probabiliste consiste a calculer la loi P(X,) € L%
d’un vecteur aléatoire X, extrait de X, appelé requéte. Selon le probléme considéré, cer-

2Un polyarbre est un graphe orienté sans circuit dans lequel il n’y pas non plus de circuit non orienté.
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taines des variables de X, peuvent étre observées, apportant ainsi des informations sup-
plémentaires® sur le systéme étudié. Notons que ces observations ne changent en rien le
principe des méthodes d’inférence probabiliste mais conduisent en revanche souvent a une

réduction de la complexité des calculs effectués.

Inférence exacte : Méthode de 1’élimination de variables

Le principe de la méthode d’élimination repose sur le fait que pour tout x, € X,

D

P(X, = z,) =;§ ey, I patzaioate) (1.6)

X\X)* 50

"Eliminer une variable" signifie effectuer une sommation de la loi jointe factorisée sur le
domaine de la variable en question. La méthode consiste donc & éliminer une & une les
variables qui n’appartiennent pas a la requéte X,., de telle sorte qu’en fin de procédure il
ne reste plus que la LPC sur X,.. Le résultat de I’équation (1.6) ne dépend pas de l'ordre
dans lequel sont effectuées les sommations. En revanche cet ordre influe trés fortement sur
la complexité des calculs associés. Malheureusement, trouver l'ordre d’élimination opti-
mal s’avére étre un probléme NP-difficile, d’ou 'utilisation d’heuristiques (Kjaerulff 1990),
(Zhang and Poole 1996) permettant dans certains cas d’obtenir des ordres convenables.

L’algorithme 1.1 présente la méthode d’élimination de variables appliquée aux calculs d’in-
férence dans le cadre des modéles graphiques probabilistes. La complexité algorithmique
de cette méthode est étudiée en détail par Dechter (1999). Néanmoins il est intéressant
de remarquer que ’étape de calcul du potentiel cxy concentre ’essentiel de la complexité
algorithmique de la méthode. Plus précisément, en reprenant les notations introduites dans
I’algorithme, nous avons

CA(cx) = CA¢X mgxm)
= CAm+CA m') avec m' = m
o)+ CAGL ) pig
CAlcx) = 2CS(m')=0(CS(m')).

Autrement dit, plus le nombre de potentiels contenus dans les ensembles By est important,
plus il est probable que le calcul de cx soit cotiteux du point de vue algorithmique et spatial.
L’exemple 1.9 donne une illustration du fonctionnement de cet algorithme.

Exemple 1.9 (Illustration de ’algorithme d’élimination)

Replagons nous dans le contexte introduit dans I'exemple 1.8. 1l s’agit ici de présenter pas
a pas les étapes de I'algorithme 1.1 lors d’un calcul d’inférence simple. Intéressons nous
par exemple a la distribution de la qualité des lots (variable Y') en considérant le modéle
graphique de la figure 1.1. La requéte X, ne contient ici que la variable Y. En utilisant
lordre d’élimination (A, Z, X,Y), la méthode se déroule de la fagon suivante :

3(Ces informations sont souvent appelées "évidence".
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Algorithme 1.1 : Méthode de I’élimination de variables dans un MGP.
Entrées :

1. Un ensemble de LPC {pg}i1<i<p caractérisant la loi jointe d'un vecteur aléatoire
X = (X1,...,Xp) a valeurs dans A1,..., Xp représenté par un MGP.

2. Un vecteur aléatoire X, extrait de X représentant la requéte de l'inférence.

3. Une permutation du vecteur aléatoire (Xi,...,Xp), notée o(X1,...,Xp),
représentant I’ordre d’élimination des variables.

Sortie : Laloi P(X,) € L*.

// Copie de 1’ensemble des LPC

P —A{p1;---,ppk;

pour chaque d =1,...,D faire

XD — o(Xg);

si X4 pappartient pas a la requéte X, alors

// Potentiels (ou LPC) dont le domaine contient X'(%)
By « {m|m € P tel que X9 € Dom(m)};

P — P\ Bxw;

// Multiplier les potentiels (ou LPC) de By

// Puis sommer sur X(@

Cx(a) Hﬁ w H m;
{x }TI’LEBX(d)

// Réinsérer le résultat dans P

P —PU{cxwl;

fin
En déduire P(X,) < [],,cp ms

fin

— Initialisation : P = {pa,pz,px, Py}

- XM — A,

-A¢ X, =(Y).

— A€ Dom{pa} et A€ Dom{px}, donc Bs < {pa,px}-

- 7) — {pZ7pY}

— €A “— D4 PA-Px avec cq € LIXEY | ce qui donne compte tenu des valeurs numé-

riques :
CA
X
Z ok dégradé panne

normale 0.90 0.07 0.03
rapide 0.80 0.16 0.04

~ P «—A{pz,py,ca}.
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- X® — 2z
- Z¢X,=().
—~ Z € Dom{pz} et Z € Dom(cyps), donc Bz < {pz,ca}.
- P —A{pv}
— ¢z Y. 2Dz ca avec ca € LIXY soit

Ccz

X

ok dégradé panne

0.875 0.092  0.033

- P—{py,cz}.
- X0 — X,
XX, =(Y).
— X € Dom{py} et X € Dom(cgz), donc Bz «— {py,cz}.
- P—wo.
— Cx < ).y Dy - Cz avec cx € L% soit

(©'¢

Y

conforme non conforme

0.931 0.069

- P —{ex}
~-XW Y.

- Y e X, =(Y), on ne fait rien.
— Il n’y a plus de variable & éliminer.
— Résultat : P(Y) < cx.

Inférence approchée : Méthode par échantillonnage

Le principe de la méthode d’inférence par échantillonnage consiste dans un premier temps &
construire une base d’exemples indépendants a partir des LPC caractérisant le MGP. Cette
base est ensuite utilisée pour estimer la distribution de la requéte en utilisant une méthode
d’estimation quelconque (par exemple la méthode du maximum de vraisemblance, cf. partie
1.3.3). Formellement, il s’agit de générer N réalisations indépendantes du vecteur aléatoire
X = (X1,...,Xp), notées x1,...,xx ot pour tout n =1,...,N, &, = (Tp1,...,Tn.D).
Ces réalisations forment alors une base de données, notée Dx, identique a (1.2). L’al-
gorithme 1.2 présente une méthode d’échantillonnage générique d’'un processus aléatoire
représenté par un MGP. Remarquons qu’une fois I’échantillonnage effectué, il est possible
d’estimer la loi P(X,) € L% de n’importe quelle requéte X,.. Cette estimation est effec-
tuée a partir de la sous base d’exemples, notée D x, obtenue en ne gardant que les colonnes
correspondant aux variables appartenant a la requéte.



36 Chapitre 1. Modéles graphiques probabilistes

Algorithme 1.2 : Méthode d’échantillonnage dans un MGP.
Entrées :

1. Un ensemble de LPC {pg}i1<i<p caractérisant la loi jointe d'un vecteur aléatoire
X = (X1,...,Xp) a valeurs dans A&1,..., Xp représentée par un MGP.

2. Le nombre N d’échantillons du vecteur aléatoire X a réaliser.

Sortie : Une base d’exemples i.i.d. Dx = (z,,4)1<n<ny OU 2, g désigne la n-éme
1<d<D

réalisation de la variable aléatoire Xj.
pour chaque n=1,..., N faire
// m-éme échantillonnage
pour chaque d =1,...,D faire
// Tirage aléatoire selon la LPC de la variable Xy
T d ~ pa(: |pa(zy,q)) ot pa(zy, q) correspond a la n-éme réalisation du
vecteur aléatoire associé aux variables parentes de Xy dans le MGP.
fin

fin

Dans le cas discret et fini, lestimation de la loi P(X,) se déduit en généralisant I'équation
(1.5). Soit N, le nombre d’occurrences de la configuration «, dans la sous base d’exemples
Dx,. La méthode du maximum de vraisemblance fournit alors une estimation de la loi de
X,, notée P(X,), définie pour tout @, € X* par

Ng
N

P(X, =) =Dg, = ——. (1.7)
En appliquant la propriété de normalité asymptotique caractéristique de la méthode du
maximum de vraisemblance, I'estimation précédente est précise a £A5, —avec

Z/)\mr(]‘ _I/)\m'r)

~ € [0,1], (1.8)

Aﬁmr =Uu 1+Ta
ou « € [0, 1] est le seuil de confiance de ’encadrement et ou u Lia est le quantile H%“ de la
loi normale centrée-reduite. Insistons sur le fait que choisir un seuil de confiance « signifie
que l'estimation obtenue a une probabilité o d’appartenir a ’encadrement associé. Enfin,
il est possible de déterminer le nombre N, . de maniére a obtenir un encadrement de la
forme Dy, + Ap, avec Ap, < e. Nous avons en effet pz, € [0,1] ce qui permet d’utiliser
la majoration pg, (1 — pg,.) < 1/4 et d’en déduire

2
u1+o¢

Ap, <€ &= N> 4—622 (1.9)

La complexité algorithmique de la méthode d’inférence par échantillonnage se résume es-
sentiellement au temps de calcul nécessaire & la construction de la base d’exemples. Ceci
revient & évaluer la complexité algorithmique de ’algorithme 1.2. Nous en déduisons alors
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que la méthode posséde un cotit algorithmique en

D

o (NZOA(xn,d ~ pd>> , (1.10)
d=1

ot CA(2y,q ~ pq) désigne la complexité algorithmique liée a la génération d’une réalisation

suivant la LPC py € £iFatpalXa)  Or, le cott d'un tirage aléatoire a partir d'une LPC

quelconque de £X1Y étant en O(|X]), la méthode d’échantillonnage détaillée ici nécessite

de 'ordre de b
o (NZ \Xd!>
d=1

opérations élémentaires.

Exemple 1.10 (Illustration de la méthode d’échantillonnage)

Reprenons la problématique de I'exemple 1.9 et appliquons la méthode d’échantillonnage
afin d’obtenir une estimation de la distribution de la qualité des lots. Rappelons que la
méthode d’élimination donne le résultat exact suivant :

P(Y)
Y

conforme non conforme

0.931 0.069

En se fixant un seuil de confiance o = 0.95 (95%), nous obtenons a partir de N = 100
exemples 'estimation

P(Y)
Y

conforme non conforme

0.890 0.110

Dans ces conditions, les valeurs obtenus sont précises a £0.0613. Avec N = 1000 exemples,
le résultat est

P(Y)
Y

conforme non conforme

0.933 0.067
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La précision est alors de £0.0155. Enfin, avec N = 10000 exemples, I’estimation ﬁ(Y) est
égale a

P(Y)
Y

conforme non conforme

0.930 0.070

avec une précision de +£0.0066. Par ailleurs, a titre indicatif, le nombre d’exemples 4 générer
pour obtenir une précision 4 10~3 avec un seuil de confiance o = 0.99 s’éléve a No.g9g.10-3 =
1658725. Ceci illustre la faiblesse de cette méthode, a savoir un cotit algorithmique démesuré
par rapport a la précision des estimations calculées.

1.4 Modéles graphiques probabilistes markoviens

L’objectif des paragraphes suivants est d’étendre le formalisme des modéles graphiques
probabilistes afin de représenter des systémes dynamiques. Nous entendons par cette ter-
minologie des systémes dont ’état évolue en fonction d’un parameétre ¢ introduisant une
notion d’ordre. Nous nous limitons ici au cas ot ce paramétre prend ses valeurs dans un
espace discret et fini. Le paramétre ¢ peut par exemple désigner un temps discret, une
position, ... Le terme dynamique ne s’applique donc pas a la structure du systéme, cette
derniére étant supposée fixe.

Les réseaux bayésiens dynamiques, et en particulier les modeéles & deux tranches de temps,
ont été introduits et largement décrits par Murphy (2002). Le principe majeur de ces
modéles consiste a autoriser les variables du modéle a l'instant présent a dépendre de
Iinstant précédent. Autrement dit, d’un point de vue probabiliste, ces modéles vérifient
I’hypothése markovienne d’ordre un. Par conséquent, et par volonté d’unification, nous nous
permettons dans ce document de désigner par modéles graphiques probabilistes markoviens
d’ordre n, abrégés n-MGPM, les modéles souvent appelés réseaux bayésiens a n—+1 tranches
de temps dans la littérature.

Par analogie avec les modéles graphiques probabilistes statiques introduits dans la partie
1.3, I'idée est a présent de représenter de maniére parcimonieuse les processus multivariés
vérifiant une hypothése markovienne. Par conséquent, le formalisme des n-MPGM constitue
un outil d’unification pertinent, permettant, entre autre, de représenter de nombreux mo-
déles markoviens connus. Par exemple, les modeéles de Markov cachés (Rabiner and Juang
1993), les filtres de Kalman (1960) ou bien encore les processus décisionnels markoviens
(Puterman 2005) sont tous représentables a I’aide d'un 1-MGPM. D’autre part, nous mon-
trons dans les paragraphes suivants que les modéles graphiques probabilistes markoviens
héritent largement du formalisme et des outils développés dans le cadre statique.
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1.4.1 Définition

Formellement un n-MGPM est une représentation graphique de la distribution d’un vecteur
aléatoire (X¢)ier = (Xt1,...,X¢,p)1<t<7 en supposant ’hypothése markovienne d’ordre
n. Autrement dit pour tout ¢t > n, le vecteur aléatoire X;y1 est supposé indépendant
du vecteur X;_,, conditionnellement au vecteur (X;—p+1, X¢—pnt2,-..,X¢), ce qui s’écrit
mathématiquement

Xion L X 1|(Xt—na1, Xe—ng2, .-, Xo). (1.11)

Notons que ’équation 1.11 avec n = 1 désigne I'hypothése classique selon laquelle le futur
du processus étudié est indépendant de son passé connaissant son présent, c’est-a-dire
X1 AL X1 Xy

Définition 1.12 (Modéle graphique probabiliste markovien d’ordre n)

Soit Xy = (X¢1,...,X¢,p) un vecteur aléatoire a valeurs dans X" = X1 X ... x Xy p. Un
modeéle graphique probabiliste (ou réseau bayésien) markovien d’ordre n, noté .#,, ", est un
couple de deux modéles graphiques probabilistes (.#™, # ) représentant un processus
stochastique multivarié (X)¢>1.

i) ™ = (G {pint | pii) i p) définit la distribution initiale du processus, a
1,d n,dJflsas
savoir la distribution jointe du vecteur (X1, ..., X,), notée pii € LU= X Dapres
le théoréme 1.3, pour tout (x1,...,x,) € (Up_y Xy)*

n D
Py, wn) = [ [ piu(ee alpazy ). (1.12)
t'=1d=1
(ii)) A~ = (g_),{p;&}nﬁcg%) représente le modéle de transition du processus, au-

trement dit la distribution de X¢|X_1,...,X_p, notée p— € LXe XU VX

Dans ce cas, le théoréme de factorisation donne pour tout (T¢, &i—1,...,T1—p) €
(X, X1 UL U X _,)*

D

P~ (@@, men) = [ pralzealpalaea)), t > n. (1.13)
d=1

D’aprés I'hypothése markovienne d’ordre n, les parents d’'une variable X, 4 quelconque
se trouvent nécessairement entre les tranches t et t —n lorsque t > n.
Lorsque le modéle de transition ne dépend pas de t, c’est-a-dire si pour tout d,

Pra =Pg » le n-MGPM est dit homogéne.

La distribution jointe du vecteur aléatoire (X¢)1<¢<T, notée p € Uiz Xt vérifie alors pour
tout (z1,...,z7) € (UL, X&)%,
T

Ti,...,Tpn) H P (| Ti1, ..., xe—p)
t=n+1

n D T D
= ant' (xp alpa(zy 4 H Hpt, (zt,alpa(zt,a))-
t'=1d=1

t=n+1d=1

ini (

p(mla"'va) = D
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Il existe deux maniéres équivalentes de représenter graphiquement un n-MGPM. La pre-
miére consiste & représenter les deux modéles graphiques .#Z™ et .#~. Le modéle .#~
ayant la particularité de représenter une loi conditionnelle et non plus une loi jointe, les
conventions graphiques suivantes sont utilisées :
— toutes les variables de la tranche ¢ sont dessinées;
— dans les tranches t — 1 a t —n, seules les variables ayant au moins un arc vers une variable
de la tranche t sont dessinées;
— tous les arcs entrant dans une variable de la tranche ¢t sont dessinés.
Les figures 1.2a et 1.2b illustrent cette méthode de représentation. La seconde possibilité
pour représenter un n-MGPM est plus directe. 1l suffit uniquement de dessiner les variables
et les arcs sur n + 1 tranches successives, le plus simple étant de représenter les tranches
t —n at. La figure 1.3 donne un exemple de cette maniére de procéder. La structure de
modeéle initial sous-jacent .#Z™ se déduit en supprimant la derniére tranche. Le modéle de
transition .~ s’obtient en conservant uniquement les variables de la tranche ¢, ainsi que
celles des tranches t —n a t — 1, possédant au moins un arc vers la tranche ¢. Remarquons
toutefois que cette méthode ne permet pas de représenter des relations de dépendance
différentes dans le modéle initial et dans le modéle de transition, ces derniers n’étant pas
dissociés.

(a) Modéle graphique .#™ représentant le vecteur
aléatoire initial (X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2).

2 2 O
/N
®—@

(b) Modele graphique .# ~ représentant le vecteur aléatoire (X, Y3, Z;) condi-

tionnellement au vecteur aléatoire (X;—2, Xi—1).

F1G. 1.2 — Modéle graphique probabiliste markovien d’ordre 2 représentant le vecteur
aléatoire (Xy,Y:, Z;)i>1 & partir de son modéle initial en figure (a) et son modéle de
transition en figure (b).

Remarque 1.2
Dans la définition 1.12, le vecteur aléatoire X = (Xy1,..., Xt p) caractérisant le processus
associé au n-MGPM a I'instant t est supposé a valeurs X;* = X; 1 x...xX; p. Toutefois, dans
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F1G. 1.3 — Modéle graphique probabiliste markovien d’ordre 2 représentant le vecteur
aléatoire (Xy,Y:, Z)¢>1 & partir de trois tranches temporelles successives.

la suite de ce rapport, nous considérons toujours que pour tout t, X; g = Xy, autrement dit
que le nombre de modalités de chaque variable aléatoire ne change pas au cours du temps.
Malgré cela, I'indexation par t reste pertinente afin d’éviter certaines confusions. Ceci est
particuliérement vrai en ce qui concerne la définition de LPC possédant des dépendances
dans plusieurs tranches différentes.

Prenons par exemple la variable X; située dans le modéle de transition représenté figure par
la 1.4b. Sa LPC, notée px,, appartient a LIX X1 A2} g suppression de Iindexation
par t conduirait a des difficultés de lecture et nécessiterait obligatoirement I'utilisation du
graphe pour identifier sans erreur les relations de dépendance associées.

Une illustration de la définition 1.12 est proposée dans 'exemple 1.11 dans le cadre d’un

processus markovien d’ordre n = 1.

Exemple 1.11 (MGPM d’ordre 1)

1l s’agit ici d’étendre I'exemple 1.8 en ajoutant une dépendance temporelle d’ordre un a

la variable décrivant I’état du systéme. Le modéle est désormais constitué des variables

Ay, Zy, Xy et Y, représentant respectivement la décision de maintenance, la cadence de

production, I’état du systéme et la qualité de la production a I'instant t. Les relations de

dépendance entre les variables sont :

— Détat du systéme courant dépend & la fois de son état précédent et de la décision de
maintenance précédente ;

— la décision de maintenance courante dépend de I'état courant ;

— la qualité de la production dépend de I’état courant.

Ces relations sont modélisées avec un 1-MPGM dont la loi initiale et la loi de transition

sont représentées respectivement dans les figures 1.4a et 1.4b.

Afin d’achever la définition du modéle, il est nécessaire de quantifier les relations de dé-
pendance introduites graphiquement par I'intermédiaire de LPC. Notons tout d’abord que
comparativement a I'exemple 1.8, seul I'’ensemble de définition de la variable de mainte-
nance a changé. En effet, pour tout t, A, = A = {aucune action, remettre a neuf} donne
les deux décisions de maintenance possibles. Dans un premier temps, les LPC caractérisant
le modéle initial sont :
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PR Py
X1 Y1
Z ok dégradé panne X, conforme non conforme
normale 0.999 0.001  0.000 ok 0.99 0.01
rapide 0.990 0.010  0.000 dégradé 0.70 0.30
panne 0.00 1.00
Py Pz
Ay Z
X aucune action remise a neuf normale rapide
ok 1.00 0.00 0.75 0.25
dégradé 0.50 0.50
panne 0.00 1.00

Les LPC associées au modele de transition py , py. et p,, sont supposées invariantes par
rapport aux valeurs prises a la tranche initiale. La loi de transition associée a l’état du
systéme est donnée par,

PX,
Xi
X1 A Zy ok dégradé panne
ok aucune action normale (.99 0.01 0.00
dégradé aucune action normale 0.00 0.90 0.10
panne aucune action normale (.00 0.00 1.00
ok remise a neuf normale 1.00 0.00 0.00
dégradé remise a neuf normale 1.00 0.00 0.00
panne remise a neuf normale 1.00 0.00 0.00
ok aucune action rapide 0.95 0.04 0.01
dégradé aucune action rapide 0.00 0.70 0.30
panne aucune action rapide 0.00 0.00 1.00
ok remise a neuf  rapide 1.00 0.00 0.00
dégradé remise 4 neuf rapide 1.00 0.00 0.00
panne remise a neuf  rapide 1.00 0.00 0.00

Cette table de probabilité indique que si une action de remise a neuf est déclenchée a
Pinstant t — 1, le systéme repasse dans l'état ok quels que soient ’état précédent et la
cadence de production. En revanche lorsque qu’il n’y a pas d’action prévue, le systéme se
dégrade selon deux matrices de transition dépendant de la cadence de production.
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.

© ®/ \

(a) Modéle graphique .#™ (b) Modéle graphique .#~ représentant le vecteur aléa-

(&)
() 2
/ N\

représentant le vecteur aléa- toire (Zi, X¢,Y:, Ar) conditionnellement au vecteur aléatoire
toire initial (Z1,X1,Y1,A1). (Xt—lyAt—l)'

F1G. 1.4 — Modéle graphique probabiliste markovien d’ordre 1 représentant 1’évolu-
tion d’un systéme de production caractérisé par le sa loi initiale en figure (a) et sa
loi de transition en figure (b).

Terminons cette introduction aux modéles graphiques probabilistes markoviens en souli-
gnant la forte analogie avec le formalisme des chaines de Markov. Si I'on ne tient pas
compte des propriétés de factorisation caractérisées par les équations (1.12) et (1.13) dans
la définition 1.12, cette derniére correspond exactement & la définition d’un processus mar-
kovien multivarié d’ordre n (Aven and Jensen 1999). Autrement dit, les n-MPGM sont des
outils permettant d’affiner la représentation de tels processus en exploitant I'information
sur les relations d’indépendance entre les variables. En reprenant les notations de la défi-
nition 1.12, il apparait quun n-MPGM (.#™ .4 ~) est équivalent & la chaine de Markov
de distribution initiale p™ et de loi de transition p—. L’intérét d’un n-MPGM réside donc
dans la possibilité de factoriser ces deux lois, permettant ainsi dans certains cas de réduire
de maniére importante la complexité spatiale du modéle.

1.4.2 Apprentissage des LPC

Les méthodes d’apprentissage concernant les LPC d’un n-MPGM s’inspirent largement
des techniques développées dans le cas statique. En particulier, il n’y a aucune différence
dans le cas ou les informations disponibles sont complétes. Les LPC du modéle initial et
du modéle de transition sont estimées séparément en appliquant la méthodologie présentée
dans la partie 1.3.3. Le probléme devient en revanche plus délicat lorsque les données
sont incomplétes. A linstar du cas statique, des méthodes reposant sur l'utilisation de
I'algorithme EM ont été développées. L’apprentissage dans un modéle de Markov caché en
est un exemple (Rabiner 2002). Le dernier chapitre de la thése de Murphy (2002) illustre
plus en détail cette problématique en présentant quelques cas d’applications concrétes.
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1.4.3 Inférence
Généralités

I1 est souvent d’usage dans la littérature (Murphy 2002) de fragmenter, comme dans le
cas statique, le probléme de 'inférence dans les n-MPGM selon la nature de la requéte
probabiliste considérée. Citons par exemple les problémes de filtrage, lissage ou encore
prédiction. Leur nom n’est d’ailleurs pas une coincidence, il s’agit bien d’une extension des
problémes rencontrés en traitement du signal ou en analyse de séries temporelles dans le
cadre des modéles graphiques probabilistes. Néanmoins ces requétes particuliéres peuvent
se ramener au probléme plus général du calcul de la distribution d’un vecteur aléatoire
(X1, )1<t<T extrait du vecteur (X;)j<;<7 représenté par un n-MPGM.

Méthodes exactes

De nombreuses méthodes exactes ont été mises au point afin de résoudre ce probléeme. La
plus simple consiste & "dérouler" le n-MPGM sur 1" tranches de fagon & obtenir un grand
réseau bayésien statique. N’importe quel algorithme d’inférence adapté au cas statique
permet alors de calculer la distribution désirée. Cependant, cette approche implique le
stockage de I'ensemble des LPC de transition sur 7' — n tranches, augmentant du méme
facteur la complexité spatiale du modeéle. L’intérét méme de I'approche markovienne est
donc perdu ici, ce qui rend cette méthode trés peu commode a utiliser en pratique.

Une autre technique, fondée sur la transformation du n-MGPM en sa chaine de Markov
équivalente, peut s’avérer intéressante dans certains cas. L’intérét majeur de cette approche
est la possibilité d’appliquer directement les nombreuses méthodes d’inférence développées
pour les chaines de Markov dans le cadre des modéles graphiques. Son point faible réside
dans la nécessité de stocker la loi initiale p™ et surtout la loi de transition p— dés quune
requéte d’inférence est traitée. Aussi, la propriété de factorisation des modéles graphiques
n’est plus utilisée, entrainant souvent une explosion de la complexité spatiale.

Une maniére de réduire la complexité spatiale lors de l'inférence consiste a exploiter la
propriété de Markov associée au n-MGPM. Autrement dit, tout raisonnement probabi-
liste dans la tranche t est possible dés que la distribution jointe des variables des tranches
t—mn at—1oudes tranches t + 1 a t + n est connue. On appelle alors distribution de la
frontiére gauche (resp. droite) a l'instant ¢, la loi jointe pir, = P(X¢—n,...,X—1) (resp.
pgﬁr = P(X¢41,-..,X¢4n)) des variables des tranches t —n at—1 (resp. t —n at—1). Par
conséquent, p?, (resp. piﬂ) est définie sur le domaine £Xt—nU-UXi—1 (pegp, LXi+1UUXiin),
Zweig (1996) a proposé l'algorithme de la frontiére reposant sur la mise a jour pour chaque
tranche ¢, de I'une des deux distributions de frontiére afin d’effectuer I'inférence dans la
tranche ¢ 4+ 1. Pour ce faire, n’importe quel algorithme d’inférence statique peut étre uti-
lisé. L’avantage de cette approche provient du fait qu’ici la factorisation du modéle de
transition est effectivement mise a profit, réduisant ainsi la complexité spatiale. Toutefois
cette méthode reste particuliérement sensible & 'ordre n représentant la profondeur des
dépendances passées.
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Une amélioration de la méthode précédente est possible en affinant la propriété de Markov
dans le cadre n-MGPM Darwiche (2001). En effet, il est possible de montrer que seule
I'observation d’une partie des variables appartenant aux tranches ¢t —n a ¢ — 1 est nécessaire
pour assurer I'indépendance entre le passé et le futur du processus. Ces variables constituent
ce que l'on appelle l'interface du n-MPGM.

Définition 1.13 (Interface d’un n-MGPM)
Soit (X¢)¢>1 un vecteur aléatoire dont la distribution est représentée par un n-MGPM.

On appelle alors interface gauche de la tranche t le vecteur aléatoire, noté X ?lt,

des variables des tranches t —n a t — 1 ayant un lien de dépendance avec une variable de

composé

la tranche t. On note en général pf;’it = P(Xi’lt) la distribution de I'interface gauche de la

Xint .
tranche t, et L7+~ son domaine.

De méme, on appelle interface droite de la tranche t le vecteur aléatoire, noté X f}f, composé
des variables des tranches t + 1 a t +n ayant un lien de dépendance avec une variable de
la tranche t. On note piit = P(X 1) la distribution de I'interface droite de la tranche t, et

Xint .
L7+ son domaine.

Par exemple dans le I-MGPM de la figure 1.4b, I'interface a gauche de la tranche t est le
vecteur (X;_1, A;—1) et U'interface droite est le vecteur constitué d’une seule variable X ;.

Le théoréme suivant énonce les résultats en matiére d’indépendance conditionnelle portés
par les variables constituant l'interface gauche et 'interface droite.

Théoréme 1.4

Soit un vecteur aléatoire (X¢):>1 dont la distribution est représentée par un n-MGPM. On
note respectivement X flt et X é’f Pinterface droite et 'interface gauche du n-MGPM de la
tranche t. Alors pour tout t > n,

Xiopo1 AL X4 X

et pour tout t > 1,
Xy A X X2

La démonstration du théoréme est donnée par Darwiche (2001) et Murphy (2002) dans le
cas respectivement de l'interface gauche et droite. Ce résultat permet de réduire la com-
plexité spatiale lors de l'inférence dans un n-MPGM. Il n’est plus nécessaire de mettre a
jour la distribution d’une frontiére & chaque tranche, mais uniquement celle d’une interface.
L’algorithme 1.3 présente une méthode d’inférence visant a calculer la distribution d’un
vecteur aléatoire X,, extrait de Xy, et ce pour tout t > 1. Cette méthode repose sur le
théoréme 1.4 et sur une procédure d’inférence statique quelconque, notée fsziiizatique. Cette
derniére est supposée permettre le calcul de la distribution d’une requéte quelconque a
partir d'un ensemble de LPC caractérisant la factorisation d’une loi jointe. Notons que la
méthode d’élimination présentée dans l’algorithme 1.1 satisfait parfaitement cette condi-
tion. Une application de I'algorithme 1.3 est proposée dans ’exemple 1.12.
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Algorithme 1.3 : Algorithme de I'interface gauche.

Entrées :
1. Deux ensembles de LPC {p;‘f/iil, . 7P;1521D}1§t/§n et {p;l, . ap;D}nJrlStST
représentant respectivement le modéle initial et le modéle de transition d’un
n-MGPM représentant la loi d'un vecteur aléatoire (X 1,..., X¢p)i<e<r-

2. Un algorithme d’inférence pour MGP statique szfif’ffatique permettant de calculer la
loi d’'un vecteur X, extrait d’un vecteur (Xi,..., Xk) dont la loi est caractérisée

par un ensemble de LPC {pj }1<k<r. Autrement dit,
A" ({herr, Xr) = P(X).

inf
3. Une suite de requétes (X, ,..., X, ) de longueur 7.

Sortie : La suite des distributions P(X,,),..., P(X,,) correspondant aux requétes
demandées.

// Calcul des requétes impliquant uniquement les LPC initiales
q pliq q
pour chaque ¢’ € {1,...,n} faire
t t' .. .

| P(X0,) = At i i< X );
fin
// Calcul de 1l’interface gauche de la tranche n+1

. t t' .. .. . t .
pl(lrlfﬂ)— A (VA TR Pitphise<n, X (- )i

// Calcul des requétes et mise a jour de la distribution d’interface

pour t>n
pour chaque t € {n+1,...,T} faire
P {p2}U{piis-- i)
// Calcul de la requéte
tati

P(Xy,) — g (P, Xory);
// Calcul de la distribution d’interface gauche suivante

in tati int .
p(til)— — (P, X1(2+1)7),

fin

Exemple 1.12 (Inférence exacte dans un 1-MGPM)

Replacons nous dans le cadre de I’exemple 1.11 et prenons comme objectif le calcul de
la distribution de I’état du systéme et celle de la qualité des lots au cours du temps.
L’algorithme 1.3 est appliqué aux LPC associés au 1-MGPM de la figure 1.4. L’ensemble des
LPC initiales est donc {plznl’,pffg’l , pg’}f, pffff et celui des LPC de transition {p , px,, Py, , P4, }-
L’interface gauche a la tranche t est constituée des variables X; 1 et A;_1.

Les requétes soumises a I'algorithme sont donc le calcul des lois de X; puis de Y; pour
t = {1,2,3,4,5}. Au cours de son exécution, la méthode calcule & chaque tranche t la
loi des requétes et celle de I'interface gauche a partir de I'algorithme d’élimination. Les
résultats numériques sont présentés dans les tables 1.1a et 1.1b pour les requétes sur les
variables X; et Y; respectivement. La table 1.1c donne I’évolution de la loi d’interface
gatche au cours du temps.
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Xy Y

t ok dégradé panne t conforme non conforme

1 0.9968 0.0033  0.0000 1 0.9891 0.0109

2 0.9784 0.0188 0.0027 2 0.9818 0.0182

3 0.9710 0.0251 0.0039 3 0.9789 0.0211

4 0.9680 0.0277 0.0043 4 0.9777 0.0223

5 0.9668 0.0287 0.0045 5 0.9772 0.0228

(a) P(Xe) (b) P(Yt)
(Xt7 At)

ok  dégradé panne ok dégradé panne
t auc. act. auc. act. auc. act. rem. a neuf rem. a neuf rem. a neuf
1 0.9968 0.0016 0.0000 0.0000 0.0016 0.0000
2 0.9784 0.0094 0.0000 0.0000 0.0094 0.0027
3 0.9710 0.0126 0.0000 0.0000 0.0126 0.0039
4 0.9680 0.0138 0.0000 0.0000 0.0138 0.0043
5 0.9668 0.0144 0.0000 0.0000 0.0144 0.0045

(c) p = P(Xy, Ay)

TAB. 1.1 — Résultats des calculs d’inférence probabiliste effectués par 'algorithme
1.3. Les lois de X, Y; et de linterface gauche pour ¢t = {1,2,3,4,5} sont données
respectivement dans les tables (a), (b) et (c).

Méthodes approchées

Notons enfin que dans certains cas, une structure graphique trop complexe rend l'inférence
exacte irréalisable d’un point de vue calculatoire. Rappelons en effet que toute méthode
d’inférence exacte passe toujours par le probléme de la détermination d’un ordre de som-
mation de variables. La résolution optimale de ce probléme ayant une complexité algorith-
mique exponentielle, un ordre de sommation non optimal est souvent utilisé en pratique,
pouvant conduire & des calculs extrémement complexes. Pour pallier cet inconvénient, des
méthodes d’inférence approchées ont été développées. Celles-ci se subdivisant en deux fa-
milles : celle des algorithmes approchés déterministes avec par exemple la méthode BK
(Boyen and Koller 1998) et la méthode de la frontiére factorisée (Murphy and Weiss 2001)
et celle des algorithmes approchés stochastiques reposant comme dans le cas statique sur
des techniques d’échantillonnages (Gilks 1995),(Arulampalam et al. 2002).

L’algorithme 1.4 est une adaptation de la méthode d’échantillonnage dans les MGP sta-
tiques (cf. algorithme 1.2) dans le cadre des n-MGPM. L’objectif est de construire une base
d’exemples représentant une trajectoire du processus de longueur 7T'. L’estimation est en-
suite réalisée de maniére similaire au cas statique. De méme, les résultats (1.7), (1.8) et (1.9)
associées a ’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance s’appliquent lorsque
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le n-MGPM est discret et fini. Par analogie avec I’équation 1.10, la méthode d’échantillon-
nage d'un n-MPGM posséde une complexité algorithmique en O(T ZdD:1 |Xal)-

Algorithme 1.4 : Méthode d’échantillonnage dans un n-MGPM.
Entrées :

1. Deux ensembles de LPC {pf,lfl, e ,pf}"D}lgt/Sn et {pri,--- 7p:D}n+1§t§T
correspondant respectivement au modéle initial et au modéle de transition d’'un
n-MGPM représentant la loi d'un vecteur aléatoire (X¢1,...,X¢p)i<t<7.

%statique

chant Permettant de

2. Un algorithme d’échantillonnage pour MGP statique
générer une réalisation d’'un vecteur aléatoire (X, ..., Xx) distribué selon un MGP

caractérisé par I’ensemble de LPC {pg }1<k<x. Autrement dit,

e (b)) = (21, ..., TK).

3. La longueur T de la trajectoire a échantillonner.

Sortie : Un base d’exemples (x¢4) 1<i<r .
1<d<D

// Echantillonnage du modéle initial

pour chaque ¢’ € {1,...,n} faire

‘ (T 1, Ty D) %sct}?;ﬁue({lﬁip DD}
fin

// Echantillonnage du modéle de transition
pour chaque t € {n+1,...,T} faire

| (o men) < St (i pip b
fin

1.5 Conclusions

Ce chapitre fournit des éléments sur le formalisme des modéles graphiques probabilistes
statiques et markoviens. L’exemple traité tout au long du chapitre illustre les possibilités
offertes par ces outils en ce qui concerne la modélisation de systémes complexes. L’intérét
principal de ce type d’approche provient du caractére intuitif induit par 'aspect graphique
de la modélisation. En outre, les méthodes présentées pour résoudre les problemes d’ap-
prentissage et d’inférence probabiliste fournissent aux utilisateurs des outils d’analyses
performants et génériques. Ceci permet d’expliquer en partie ’engouement actuel pour
les modéles graphiques probabilistes que ce soit en intelligence artificielle, pour 'aide au

diagnostic en général ou encore en siireté de fonctionnement.

L’utilisation de ce type d’outils parait donc pertinente pour le probléme de modélisation de
la maintenance en général et de la voie ferrée en particulier. L’apprentissage d’un processus
de vieillissement, son intégration dans un modéle de maintenance et enfin le calcul d’in-
dicateurs de la fiabilité ou le cotit du systéme sont des taches complexes, mais accessibles

aux modeles graphiques comme la suite de ce document le démontre.

Le chapitre suivant met l'accent sur le probléme de la modélisation de la dégradation
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d’un systéme. Pour ce faire et de par leur formalisme approprié, les modéles graphiques
probabilistes markoviens y jouent un réle important. Il y est question en particulier d’'un
1-MPGM spécifique pour la modélisation des processus de dégradations complexes.



50

Chapitre 1. Modéles graphiques probabilistes




Chapitre

Modeles Graphiques de Durée

Sommaire
2.1 Introduction . ... .. ... ... ittt
2.2 Description graphique . . . . . . ... ... 0000000,
2.3 Description probabiliste . .. ... .. ... ... . 00000,

2.3.1 Distribution initiale des états du systeme . . . .. ... ... ..

2.3.2 Distribution initiale des temps de séjour . . . . . . . .. ... ..
2.3.3 Politique d’action . . . . . .. ... L oo

2.3.4 Modele de transition des états du systeme . . . . . .. ... ...

2.3.5  Modele de transition du temps de séjour . . . . .. ... ... ..

2.3.6 Remarques . . . .. .. . ... e

2.4 Apprentissage des LPC et simulation de trajectoire

2.4.1 Données attendues . . . . . . . ... e

2.4.2 Estimation du maximum de vraisemblance . . .. .. ... ...

2.4.3 Simulation de trajectoires . . . . . . . .. .. ... ...

2.5 Inférence probabiliste exacte . ... ... .. ... ........

2.5.1 Probabilité d'une trajectoire. . . . . . . ...
2.5.2 Calculnaif . .. ... .. .. .. .. ..
2.5.3 Calcul ad hoc . . . . . . .. e
2.6 Application a I’étude de la fiabilité . . . . ... ... .......
2.6.1 MGD et mesures de fiabilité . . . . . ... ... ... ... ....
2.6.2 Illustration . . . . .. . . . .. . ..o

2.7 Conclusions . . . . v v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e




52 Chapitre 2. Modéles Graphiques de Durée

2.1 Introduction

Ce chapitre aborde le probléme de la modélisation d’un systéme dynamique (Howard 2007a)

a états discrets et finis dans le cadre des modéles graphiques probabilistes. Le terme systéme

dynamique conserve le sens donné au début de la partie 1.4. Les qualificatifs discret et fini

indiquent que ’espace des états doit étre un ensemble dénombrable et fini. L’objectif de ce
chapitre concerne en particulier la modélisation :

— des temps qui s’écoulent entre deux événements (ex : durée de vie d’un individu ou
d’un systéme physique, durée entre le déclenchement d’'une maladie et la guérison, durée
d’un épisode de chémage, durée entre I’établissement d’un prét et une défaillance de
remboursement. . .) ;

— des transitions entre deux événements (ex : transition entre deux états de fonctionnement
pour un systéme de production industriel, transition entre les différents stades d’une
maladie, changement comportemental d’un individu au cours d’une partie de poker...).

La figure 2.1 donne un exemple d’évolution d’un systéme dynamique & trois états au cours
du temps. On parle en général d’une trajectoire du systéme. La question est de proposer un
modéle capable d’exploiter au mieux 'information contenue dans les trajectoires observées
d’un systéme (transitions et temps de sé¢jour dans chaque état). La problématique soulevée
ici est trés générale et trouve des applications dans de nombreux domaines tels que la
biologie, la médecine, la démographie, I’économie, la finance... Ce document aborde ce
probléme dans le cadre de la stireté de fonctionnement. Toutefois, les développements
réalisés sont aisément transposables dans de nombreux domaines connexes.

Il existe de nombreux travaux traitant de I'analyse de la fiabilité dans la littérature. Des
outils tels que les chaines de Markov (Aven and Jensen 1999) sont bien adaptés pour la
modélisation des transitions dans un systéme multi-états. L’inconvénient majeur de cette
approche reste la contrainte implicite sur les temps de séjour dans les états du systéme. Dans
ce cas, ces derniers sont nécessairement distribués géométriquement (ou exponentiellement
en temps continu). Pour dépasser cette limitation les modéles semi-markoviens (Limnios
and Oprisan 2001) ont été développés permettant de spécifier explicitement des lois de
temps de sé¢jour dans chacun des états. D’autre part le modele de Cox (1972) ou plus gé-
néralement un modeéle a hasards proportionnels (Kay 1977) sont des outils intéressants dés
qu’il s’agit d’analyser I'influence de variables contextuelles sur la dégradation du systéme.
Les méthodes citées précédemment fournissent des outils d’analyses performants lorsque le
systéme étudié reste de taille raisonnable. Elles possédent en outre 'avantage d’étre flexibles
sur leurs conditions d’utilisation (temps discret/continu, variables discrétes/continues). En
revanche, ces approches sont difficilement applicables aux grands systémes caractérisés par
un grand nombre de variables interdépendantes.

Par ailleurs, de récentes études reposant sur I'utilisation de MGP se sont avérées pertinentes
pour représenter les systémes dynamiques et étudier leur fiabilité. En effet, le fort potentiel
des MGP en matiére de modélisation permet de représenter relativement intuitivement des
systémes complexes en décrivant leur comportement stochastique local. Ce gain de flexibi-
lité en matiére de représentation se fait néanmoins au détriment de conditions d’utilisation
parfois plus restrictives, notamment la nécessité de travailler en temps discret. Boudali and
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Etat du
systéme
Panne
Temps de séjour
dans I'état Dégradé
Dégradé P PS i
Transition de
Ok vers Dégradé
Ok r [ @ @ |
L L L L
2 4 8 6 10

Temps

FiG. 2.1 - Evolution de 'état d’un systéme dynamique au cours du temps (trajec-
toire du systéme sur dix pas de temps).

Dugan (2005) et Celeux et al. (2006) ont donné des exemples d’études de fiabilité sur des
systémes composés de nombreuses variables interdépendantes & partir de MGP statiques.
Langseth and Portinale (2007) et Montani et al. (2006) ont montré qu’il était possible de
représenter les arbres de défaillance (Vesely et al. 1981) avec un MGP. Weber and Jouffe
(2003) ont utilisé les Modéles Graphiques Probabilistes Markoviens d’ordre un (1-MGPM)
afin de modéliser des chaines de Markov dépendant de variables exogénes pour étudier la
fiabilité d’un systéme dynamique & temps discret en tenant compte de son contexte. L’in-
térét majeur de cette technique est la possibilité de représenter de grands systémes dont
I'aspect dynamique est géré localement par des chaines de Markov. Bien que suffisante dans
certains cas, cette approche souffre de la limitation liée au temps de séjour géométrique.
Dans le cadre d’'un probléme d’apprentissage dans les modéles de Markov cachés, Murphy
(2002) a proposé d’introduire explicitement une variable de temps de séjour associée a
I’état des variables cachées, I'objectif étant d’améliorer les procédures d’apprentissage en
tenant compte de I'information sur les durées passées dans chaque état. Toutefois I'ajout
de ces variables de durée engendre souvent une complexité spatiale importante de sorte que
les algorithmes d’inférence exacte génériques dédiés aux MGPM voient leur performance
chuter significativement.
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Dans ce chapitre, nous introduisons un 1-MGPM discret et fini particulier s’inspirant des
modeles & variables de durée proposés par Murphy (2002). Cette structure a pour voca-
tion de représenter I’évolution d’un systéme multi-états dont les lois de temps de séjour
sont quelconques. Cette structure prévoit également la prise en compte d’actions agissant
éventuellement sur le systéme au cours du temps. La description graphique et probabiliste
de ce 1-MGPM, que nous appelons Modéle Graphique de Durée (MGD), est abordée res-
pectivement dans la partie 2.2 et la partie 2.3. Par la suite, nous mettons 'accent sur le
probléme de l'apprentissage et de la simulation de données pour un MGD dans la partie
2.4. Dans la partie 2.5, nous décrivons une méthode d’inférence probabiliste efficace dé-
diée a cette structure particuliére. Enfin, une comparaison empirique sur I’évaluation de la
fiabilité d’un systéme représenté a partir d'un MGD et & partir d'une Chaine de Markov
(CM) est proposée dans la partie 2.6.

2.2 Description graphique

Un Modéle Graphique de Durée (MGD) est un 1-MGPM discret et fini particulier dont
la structure graphique est donnée en figure 2.2. Cette structure est désignée dans la suite
du document par structure MGD. Ce modéle s’articule autour des variables aléatoires X,
Sy et A; a valeurs respectivement dans les ensembles X, S et A. Les variables X;, S; et
A; représentent respectivement a I'instant ¢ I’état du systéme, le temps de séjour restant
dans cet état et ’action sélectionnée. L’examen du graphe associé & un MGD montre qu’a
une tranche t quelconque I’état du systéme X; dépend a la fois de I'état précédent X, 1,
du temps de séjour précédent S;_1 et de I'action sélectionnée au pas précédent A; 1. Ces
relations permettent de controéler les transitions entre les états par I'intermédiaire des temps
de séjour et de I’action sélectionnée. Le modéle de transition de I’état du systéme est détaillé
dans la partie 2.3.4. Le temps de séjour courant Sy dépend des variables X; 1, Sy_1, A1
et de I'état courant X;. Ces relations ont pour objectif de maintenir une cohérence dans
le décompte des temps de séjour dans un état donné et d’initialiser un temps de séjour
dans ’état courant du systéme lorsqu’une transition a eu lieu. Le mécanisme probabiliste
sous-jacent est décrit dans la partie 2.3.5. L’action A; est sélectionnée conditionnellement
a I’état courant X;. Ceci permet de spécifier une politique d’action impactant sur I’état du
systéme (cf. partie 2.3.3).

Les relations de dépendance engendrées par ce modéle donnent lieu & une généralisation
de celles obtenues par une Chaine de Markov (CM). En effet, I’état courant ne dépend
plus uniquement de 'état précédent. Le processus (X¢);>1 n’est donc pas markovien. Par
construction seul le processus (X, S, A¢)i>1 est effectivement markovien. Dans la litté-
rature probabiliste, ce type de processus est qualifi¢ de semi-markovien (Howard 2007b).
D’aprés la définition 1.13, les variables formant respectivement l'interface gauche et I'inter-
face droite a I'instant ¢ sont Xirlt = (X¢—1,S5-1,4-1) et X;E‘rt = (Xy¢41, St+1). Le théoréme
1.4 appliqué a un MGD s’écrit alors :

Xi—2,S1-9, Ar—o 1L X4, S¢, Ae| Xy—1, Se—1, Av—1, (2.1)
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(a) Modéele (b) Modéle de transition
initial

F1G. 2.2 — Structure du 1-MGPM associé & un MGD (structure MGD). X3, S; et A;
représentent respectivement a I'instant ¢, ’état du systéme, le temps de séjour restant
et Paction sélectionnée. Les figures (a) et (b) donnent respectivement les structures
du modéle initial et du modéle de transition.

et
X, S, Ay 1L Xiyo, Siqo, Arra| Xig1, St (2.2)

Le théoréme de factorisation dans les n-MGPM associé¢ a I’équation (2.1) conduit a la
définition récursive suivante pour l'interface gauche :

P(X1)P(S1]X1) P(A1] X1) F=1
P(Xy, S, Ay) = Z [P(Xt-1,St-1, Ar—1) P(X¢| Xy—1, Sp-1, A1)
Xt—1-5¢—1 t>2
A1 Z
P(St| Xt-1,St-1, Ar—1, X¢) | P(Ae| Xt)

(2.3)
Lors de I'utilisation de I'algorithme d’inférence exacte 1.3 sur un MGD, le calcul précédent
est effectué a chaque tranche ¢. Toutefois, la complexité spatiale de ce modele (cf. table
2.1) ne permet pas toujours de se contenter d’une telle méthode générique. Dans la partie
2.5, un algorithme d’inférence ad hoc est proposé permettant d’accélérer significativement
le temps de calcul en exploitant les spécificités probabilistes des MGD.

2.3 Description probabiliste

Les paragraphes suivants abordent les mécanismes probabilistes d’'un MGD. Il s’agit donc
de détailler la construction des LPC intervenant dans la factorisation du modéle initial
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et du modéle de transition. Pour des raisons d’unification du formalisme, une description
probabiliste des états, des temps de séjour et des actions est systématiquement utilisée.

2.3.1 Distribution initiale des états du systéme

La distribution initiale de I’état du systéme décrit la situation dans laquelle il se trouve
at =1 Onnote a; € LI¥1 la LPC correspondante ot X désigne I'ensemble des états
possibles et {X'}; son domaine. Rappelons que |X'| désigne le cardinal de 'ensemble X et
donc ici le nombre des états possibles pour le systéme. Mathématiquement, la LPC est
définie pour tout x € X par

P(X1=2)=ai(x), (2.4)

ot a1 (x) donne la probabilité que le systéme se trouve initialement dans 1'état z. La LPC
a1 étant définie sur une seule dimension, il est possible de la représenter sous la forme d’un
vecteur stochastique! de |X| éléments. La complexité spatiale de cette LPC est donnée par
CS(aq) = O(|X]) (cf. définition 1.6).

Exemple 2.1

Reprenons I'exemple 1.11 en laissant pour I'instant de c6té les variables représentant la
cadence Z et la qualité Y de la production. L’objet de cet exemple et de ceux qui suivront
tout au long de cette partie est d’illustrer comment appliquer un MGD a la modélisation
du processus de dégradation d’un systéme simple.

La variable X; représente I’état de la machine de production a valeur dans I’ensemble
X = {ok, dégradé, panne}. Considérons par exemple que la machine est neuve a l'instant
initial de sorte que oy = P(Xy) vérifie :

aq

X1

ok dégradé panne

1 0 0

2.3.2 Distribution initiale des temps de séjour

La LPC associée a la variable des temps de séjour Sy caractérise la distribution des diffé-
rentes durées que le systéme peut passer dans chacun des états x € X. La variable S est
a valeurs dans l'ensemble § = {1,2,...,Ts} ou Tg désigne la durée maximum possible (en
unités de temps) dans chaque état. Cette LPC est notée Fy € LISHHXN ot verifie pour
tout z € X et tout s € S

P(S; = s|X1 =) = Fi(x, s), (2.5)

1Un vecteur stochastique est un vecteur composé d’éléments de [0,1] dont la somme égale 1.
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ou Fij(z,s) correspond a la probabilité de rester s unités de temps dans 'état x. La LPC
Fi(x,s) est assimilable & une matrice stochastique? de |X| lignes et |S| = Tl colonnes. Sa
complexité spatiale, notée C'S(F1), est en O(|X|Ty).

Le role de cette distribution consiste & caractériser le comportement dynamique de chacun
des états du systéme. La possibilité de spécifier des lois de temps de séjour quelconques,
mais toujours discrétes et finies, permet de s’affranchir de la contrainte géométrique liée aux
CM. Notons que dans ce cadre de travail les lois ne doivent pas nécessairement posséder une
forme analytique spécifique pourvu qu’'une masse de probabilité soit donnée pour chaque
temps de séjour s € S, et ce, pour chaque état x € X. Lorsque des données de retour
d’expérience sont disponibles, la phase d’apprentissage de F) (cf. partie 2.4) peut alors se
faire sans a priori, évitant ainsi les problémes induits par un mauvais choix de modéle.

Exemple 2.2

Il s’agit a présent d’ajouter une variable de temps de séjour, notée S;, au modéle de
Pexemple 1.11. L’unité de temps considérée ici est le trimestre. On suppose également que
des données de retour d’expériences sont disponibles indiquant qu’aucune machine n’est res-
tée plus de trois ans dans I'état ok. La borne T's est donc fixée a 12 trimestres ce qui implique
que la variable S; est a valeurs dans le domaine S = {1,2,...,12}. Il ne reste plus qu’a
fournir une distribution de temps de séjour pour chacun des état x € {ok, dégradé, panne}.
Prenons par exemple les valeurs suivantes :

Fy
S1
X1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 O
panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Les valeurs numériques précédentes révélent que le systéme a plutét tendance a sortir de
Détat ok, soit autour du premier ou du deuxiéme trimestre de fonctionnement (défauts
de jeunesse), soit au bout de deux ans environ (défauts de vieillesse). Une fois en mode
dégradé le systéeme change rapidement d’état puisque dans 90% des cas le temps de séjour
avant une transition est de un ou deux trimestres. Le temps de séjour dans ’état panne
est considéré ici comme étant déterministe et fixé a la valeur maximale. Nous verrons dans
Pexemple 2.4, traitant du modéle de transition des états du systéme, que ce choix n’a pas
réellement d’importance car I’état panne est un état absorbant.

Notons néanmoins que dans certaines situations (par exemple, peu ou pas de données) il
est utile de travailler & partir d’une loi de durée définie analytiquement. La plupart des
lois classiquement utilisées (ex : loi exponentielle, loi de Weibull, loi de Pareto ...) sont
définies sur un support continu et infini (en général R™) du fait de ’homogénéité fréquente

2Une matrice stochastique est une matrice composée d’éléments de [0, 1] ot la somme de chaque ligne
égale 1.



58 Chapitre 2. Modéles Graphiques de Durée

de la grandeur représentée & un temps. Ceci entraine une contradiction avec I’hypothése
discréte et finie de ’approche proposée. Le probléme lié & la continuité peut se résoudre en
effectuant une discrétisation de la loi continue considérée ou en choisissant une loi de durée
en temps discret. Les travaux de Bracquemond (2001) et Bracquemond and Gaudoin (2003)
détaillent les deux alternatives précédentes. Pour ce qui est du support infini, la solution
retenue consiste a effectuer une troncature de ce dernier par la borne Tg. Cette opération
ne se fait pas sans perte d’information comme le souligne la remarque 2.1. La question
est alors de choisir une borne Ty suffisamment grande afin de représenter correctement les
lois de temps de séjour, et suffisamment petite afin de conserver une complexité spatiale
raisonnable. De maniére générale si in fine 'objectif est de réaliser des calculs d’inférence
sur un horizon T, choisir T's = T assure un calcul sans perte de précision. Dans le cas ol
il existe Ts < T tel que pour tout z € X et pour tout s > T, Fi(x,s) = 0, tronquer la loi
des temps de s¢jour par Ts < T' n’occasionne aucune perte d’information et garantit une
meilleur complexité spatiale.

Remarque 2.1 (Troncature d’une loi de durée discréte et infinie)

Soit W une variable aléatoire a valeurs dans N\ {0} = {1,2,...} de loi de probabilité
p. Il est alors possible de définir la variable aléatoire discréte et finie S comme étant la
troncature de W sur I'ensemble S = {1,...,Ts}. La loi de S est notée p's € L1} et vérifie
pour tout s € S

p(s) sil<s<Ts
Ts—1
po(s)=¢ 1— Z p(s) sis=Ts
s'=
0 sinon

Quantifions a présent 'erreur commise en effectuant la troncature précédente. Selon le
critére de I’Erreur Absolue, notée E'A, entre la loi originale et la loi tronquée, nous avons

BA(Ts) = Y _Ip(s)—p"5(s)]
s=1

Ts -
_ ; Ip(s) — pfs((-j) | +lp(Ts) = p T_ST(—/J:SI ) 1+ s:TZs—H e piséi)‘
=p(s =1-Y".5 " p(s)
=0

Ts 0
— 1_Zp(s)+ Z p(s)

s=1 s=Ts+1

EA(Ts) = 2(1- H(Ts)), 20

o H(Ts) = Y275, p(s) correspond a I'évaluation de la fonction de répartition de W en Ts.
Naturellement plus Ts est grand, plus H(Ts) tend vers un et EA(Tg) vers zéro.

Supposons que W suive une loi de Weibull discréte de type I (Khan et al. 1989). La loi de
W est alors définie pour tout s € N'\ {0}

p(sip,y) = Hu,'y(s -1) - Hu,'y(s)»
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ou Hy,(s) =1— e~ correspond a I'expression de la fonction de répartition d’une loi de
Weibull continue de paramétre d’échelle i et de paramétre de forme . D’aprés I’équation
(2.6) I'erreur commise en tronquant la variable sur le domaine {1,2,...,Ts} est égale a

T
BA(Ts) = 2¢~ ),

2.3.3 Politique d’action

La LPC associée a la variable A; permet de décrire la politique d’action agissant sur
le systéme. L’ensemble des actions possibles est noté A. Ce dernier est partitionné entre
'ensemble des actions déclenchant une transition de 1’état du systéme, noté AX | et celui des
actions laissant ’état du systéme inchangé, noté AX . Cette LPC est notée Gy € LA} A}
et vérifie pour tout x € X et tout a € A,

P(A; = a|X; = x) = Gi(z, a). (2.7)

La valeur Gi(z, a) donne la probabilité de sélectionner l’action a sachant que le systéme se
trouve dans 1’état z. Cette LPC peut se mettre sous la forme d’'une matrice stochastique
de |X| lignes et |A| colonnes. Notons que lorsque la politique d’action ne dépend pas de t,
c’est-a-dire Gy = G, on parle de politique homogéne. La complexité spatiale de Gy, notée

CS(Gy), est en O(|X]|A)).

Exemple 2.3

Dans I'exemple 1.11, la LPC de la variable A; définit la politique de maintenance du systéme
en se basant sur l'observation de son état. Autrement dit, cette variable correspond a la
variable d’action de la définition précédente, et A = {aucune action, remise a neuf}. Les
valeurs numériques sont identiques a celles présentées dans I’exemple 1.11, a savoir pour
toutt >1:

Gy
Ay
X aucune action remise a neuf
ok 1.00 0.00
dégradé 0.50 0.50
panne 0.00 1.00

Seule I’action remise a neuf est supposée avoir un impact sur I’état du systéme. Par consé-
quent AX = {remise a neuf} et AX = {aucune action}.

2.3.4 Modéle de transition des états du systéme

Dans un premier temps, nous abordons uniquement le modéle de transition des états du
systéme. Pour plus de clarté, nous réservons la description du modéle de transition des
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temps de séjour a la section 2.3.5. La LPC associée & la variable d’état du systéme X;

lorsque t > 2 caractérise la fagon dont le systéme passe d’'un état a un autre. Trois cas sont

a distinguer selon le temps de séjour restant et ’action sélectionnée a l'instant précédent :

(i)

(i)

(iii)

Si le temps de séjour a l'instant ¢ — 1 est écoulé (S;—; = 1), le systéme subit une
transition. Si de plus 'action calculée n’agit pas sur le systéme (A;—1 € AY), nous
parlons de transition naturelle car cette derniére n’est pas la conséquence d’une action
extérieure. Un nouvel état courant x est choisi & l'instant ¢ par 'intermédiaire de la
LPC de transition naturelle du systéme, notée Q%5 € L£I¥}HX}—1 verifiant pour
tous 7',z € X,

P(X; = 2| X = 2/, Sim1 = 1, Ay € AX) = Q¥(a, 2). (2.8)

La valeur Q%%(a/,z) correspond a la probabilité de passer de l'état 2’ a 1'état x
lors d’une transition naturelle. Cette LPC peut s’écrire sous la forme d’une matrice
stochastique carrée de |X| lignes et |X| colonnes. En outre, la LPC Q% ne dépend
pas de t, elle est donc homogéne. Pour finir la complexité spatiale de Q¥°, notée
CS(Q%®), est en O(|X|?).

Si le s¢jour dans ’état courant n’est pas terminé (S;—1 > 2) et que l'action sélectionnée
n’agit pas sur le systéme (A;—1 € AY), celui-ci reste dans le méme état. Dans ce cas la
loi de transition est déterministe (cf. définition 1.8) et correspond a la LPC identité,
notée I € LIXHX} -1 verifiant pour tous 2/, z € X,

1 siz=2a

(2.9)

0 sinon

P(Xt = .T|Xt,1 = CL‘,,Stfl >2,A; 1 € .AY) = I($/,CL‘) = {

La définition précédente assure, avec une probabilité de 1, que le nouvel état courant
x soit égal a I'état précédent 2/, La complexité spatiale de I est identique a celle de
Q%8, soit CS(I) = O(|X|?).

Si I’action sélectionnée agit sur le systéme (A; 1 € AX), une transition artificielle, par
opposition & la transition naturelle, est déclenchée quel que soit le temps de séjour de
I’état courant. Le nouvel état est alors choisi & partir de la loi de transition artificielle,
notée Qact € LAHX AT -1 definie pour tous 2/,z € X et tout o’ € AX par

P(X;=x|Xi—1 =2/, 51, A1 = d') = Q*'(2/, d, z). (2.10)

La valeur Q**(2/,a’,x) correspond & la probabilité de passer de 'é¢tat z’ a létat x
sachant que I’action déclenchée au pas précédent était a’. Cette LPC peut s’écrire sous
la forme d’une matrice stochastique de |X||.AX| lignes et |X| colonnes. La complexité
spatiale de cette LPC, notée C'S(Q*), est en O(|X|?|AX]).

Le modele de transition global associé a I’état du systéme est donc caractérisé par la LPC,
notée Q7 € LIXIHXS A1 qefinie pour tous 2/, € X, tout ' € S et tout o’ € A par

P(Xt = IL’|Xt_1 = x', St—l = 3/7 At—l = a/) =
Q¥ (2, x) sis=1letd € AX

Q (s dx) =4 I(a!,x) sis’ >2eta € AX . (2.11)
Q*' (2!, d/,x) siad e AX
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Notons que si l'on calcule nalvement la complexité spatiale de Q7 il vient C'S(Q™) =
O(|X|?S||A). Cette complexité diminue en tenant compte de la définition par morceaux
donnée dans I’équation (2.11). L’espace nécessaire pour stocker Q7 est alors égale a ’espace

nécessaire pour stoker Q%5 I et Q*, soit

CS(Q™) = CS(Q¥°) + CS(I) + CS(Q™)
=20(|X ) + O(|x[*|A%])
CS(Q™) = O(|x?|A%)).

La réduction d’espace ainsi engendrée est de l'ordre d'un facteur |S| = Ts ce qui est bien
souvent non négligeable puisque la borne T a plutot tendance a étre importante (cf. partie
2.3.2).

Exemple 2.4

Il s’agit a présent de définir la LPC de transition naturelle et la LPC de transition artificielle
associées a I'état de la machine de production considérée. Le systéme n’étant pas supposé
auto-réparable, la LPC de transition naturelle posséde deux contraintes :

1. Une transition vers un état moins dégradé est impossible. La matrice représentant
cette loi est donc diagonale supérieure.

2. L’état panne est absorbant. Cela signifie qu’une fois entré dans cet état, le systéme
ne peut plus en sortir par une transition naturelle. Seule une transition artificielle
(ici une opération de maintenance) peut éventuellement modifier I’état du systéme.

Prenons par exemple la LPC suivante qui tient compte des contraintes précédentes :

sts
Xi

X1 ok dégradé panne

ok 0 0.9 0.1
dégradé 0 0 1
panne 0 0 1

Les valeurs numériques proposées indiquent qu’aprés un séjour dans I'état ok, le systéme
entre dans 90% des cas dans 'état dégradé contre 10% dans I’état panne directement. Si
le systéme est dans I'état dégradé, une transition naturelle conduit forcément dans I'état
panne. Notons pour finir que la loi des temps de séjour associée a I'état panne n’a aucune
importance ici. En effet I'état étant absorbant, quel que soit le temps de séjour sélectionné,
le systéme reste en panne lors d’une transition naturelle. La distribution associée a la durée

dans I’état panne proposée dans I'exemple 2.2 est donc totalement arbitraire.

La loi de transition artificielle intervient uniquement lors du déclenchement de I’action
remise a neuf puisque AX = {remise a neuf}. On suppose dans ce cas que le systéme
retourne dans I'état ok quel que soit 1’état dans lequel il se trouve. La LPC Q3 est définie
par :
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Qact
Xi
X1 A1 ok dégradé panne
ok remise a neuf 1 0 0
dégradé remise a neuf 1 0 0
panne remise a neuf 1 0 0

Remarquons que la LPC' de transition artificielle Q3" est souvent déterministe comme le

montre ’exemple précédent, sans que cela soit une obligation.

Lorsque il n’y a ni transition naturelle, ni transition artificielle, le systéme reste dans le

méme état ce qui s’exprime ici par la LPC' identité suivante :

Xy

X1 ok dégradé panne

ok 1 0 0
dégradé 0 1 0
panne 0 0 1

2.3.5 Modéle de transition du temps de séjour

La LPC associée a la variable du temps de séjour Sy gére I'évolution du temps passé dans

les états du systéme qu’une transition (naturelle ou artificielle) ait eu lieu, ou non, entre
les tranches t — 1 et ¢ (t > 2).

(i) Si une transition a eu lieu (S;_1 = 1 ou 4;_; € A¥), le systéme commence un

nouveau séjour dans ’état sélectionné. La loi de ce temps de séjour est donnée par la
LPC homogene, notée F»s ¢ LISHHX 10X} yarifiant pour tous 2/, 2 € X et tout
seS,

P(S;=s|X; 1 =28 1=10u A € AX X, =2) = F¥( z,5). (2.12)

La valeur F¥5(a/, z, s) désigne la probabilité de passer s unités de temps dans I’état
x sachant que le systéme se trouvait dans I'état z’. Cette LPC peut s’écrire sous la
forme d’une matrice stochastique de |X'|? lignes et Tis colonnes. La complexité spatiale
de F3 notée C'S(F™®), est en O(|X|?Ts).

Il est important de noter que toutes les remarques effectuées & propos de la LPC
des temps de séjour initiaux Fj (cf. partie 2.3.2) sont valables pour F5. L’unique
différence entre ces deux LPC provient du fait que F*° dépend également de I'état
précédent z’. Il arrive fréquemment que cette dépendance soit omise pour éviter des
problémes de sur-paramétrisation, réduire la complexité ou encore lorsque peu de
données sont disponibles pour "apprentissage. Dans ce cas F*¥° est identique a F} de
sorte que pour tous 2’z € X et tout s € S, F3(2/, z,s) = Fi(z, s).
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(i) Si aucune transition ne s’est produite (S;_1 > 2 et 4;_; € AX). Le temps de séjour
courant est décompté d’une unité de maniére déterministe. La LPC déterministe, no-
tee C € LISHHIS\MI} -1 verifie pour tout & € {2,3,...,Ts} et tout s € {1,2,...,Ts},

1 sis=s -1

P(S; = 8|Xi-1,5-1 =5, A1 € AN, X,) = C(s, ) = { (2.13)

0 sinon

La définition précédente assure que si le temps de séjour restant a l'instant ¢ — 1 est
égale & s/ > 2, a l'instant ¢ ce dernier sera égale a s’ — 1. La complexité spatiale de

C, notée CS(C), est en O(T3).

Le modéle de transition global associé aux temps de séjour est donc caractérisé par la LPC,
notée F— € LISHHAXS AL 1UsetXs  qsfinie pour tous 2/, 2 € X, tous s, s € S et tout @’ € A
par

P(St = S‘Xt—l = l’/, Si1 = Sl,At—l = a/7Xt = 33) =

FYs(2! x,8) sis’ =1oud € AX

= 2.14
C(s',s) sis’ >2eta €AY (2.14)

F~ (2,6 ,d x,5) = {

Notons qu'un stockage naif de F~ conduit a une complexité spatiale en O(|X || A|T3).
A Pinstar de Q@ (cf. partie 2.3.4), il est possible de réduire cette complexité en stockant

uniquement F° et ', soit

CS(F~) = CS(F™) + CS(C) = O(X’Ts) + O(T2) = O(Ts(| X[ + Ts)).

Exemple 2.5
De fagon a conserver une certaine simplicité, la loi des temps de séjour pour t > 2 est

supposée indépendante de 1'état précédent et on pose pour tous ',z € X et tout s € S,
F3(2! 2, s) = Fy(x,s). En poursuivant l'exemple 2.2, cela donne numériquement :

FSyS
St
X1 X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ok ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
dégradé ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
panne ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
ok dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
dégradé dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
panne dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
ok panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
dégradé panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
panne panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

La LPC déterministe assurant le décompte du temps de séjour correspond ici &
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2.3.6 Remarques

Complexité spatiale

D’aprés les descriptions données dans les paragraphes précédents, un MGD est un 1-MGPM

possédant des mécanismes probabilistes singuliers. Cette spécificité provient des deux lois

de transition qui ont la particularité d’étre :

— définies par morceaux, réduisant ainsi la complexité spatiale du modéle ;

— en partie déterministe, offrant la possibilité d’accélérer les calculs d’inférence (cf. partie
2.5).

Un MGD est donc caractérisé par les LPC ay, Fy, Gy, Q%5, Q™' et F™5. La table 2.1

propose un récapitulatif de la description probabiliste d’'un MGD en précisant 1'ordre des

complexités spatiales sous-jacentes.

LPC Description CS
Modeéle initial o Etat du systéme o(x))
P Temps de séjour O(|X|Ts)
Modéle (ORE Transition naturelle o(|x %)
de transition Q> Transition artificielle O(]X|?|AX))
I Identité o(|x %)
Fsys Temps de séjour O(|X|*Ts)
C Décompte O(T32)
Gy Politique d’action O(|X||A|)

TAB. 2.1 — Détail de la complexité spatiale d’'un MGD.
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La complexité spatiale d'un MGD, notée C'S(MGD), se déduit alors par addition des
complexités locales. Il vient par conséquent

CS(MGD) = O(|X[*Ts|A| + T2). (2.15)

Lien avec les chaines de Markov

D’un point de vue qualitatif, rappelons que la structure MGD est une généralisation de
la structure CM. La différence entre ces deux structures se situe uniquement au niveau
de la variable du temps de séjour. Par ailleurs, il est important de noter que tout résultat
théorique établi pour les MGD s’applique aux CM. En effet, il est possible d’inhiber I'effet
de la variable S; de maniére probabiliste afin de se ramener & une CM. Pour ce faire,
il suffit de considérer un ensemble de temps de s¢jour S réduit au singleton {1}. Par
conséquent, seul un temps de séjour d’'une unité de temps est autorisé, ce qui a pour
effet de déclencher une transition naturelle a chaque pas de temps. Dés lors, le processus
caractérisant I’évolution naturelle liée & état du systéme n’est plus contrélé que par la
loi initiale v et la LPC de transition naturelle %%, Plus formellement, lorsque S = {1},
les LPC F} et F® deviennent deux potentiels unitaires tels que pour tous ',z € X,
Fi(z,1) = F5(2/,x,1) = 1. Ces deux LPC n’influencent donc plus les calculs probabilistes
dans ce cas. Enfin, de I’équation (2.15), nous en déduisons la complexité spatiale d'un MGD
réduit & une CM en fixant Tg = 1. Nous obtenons alors

CS(CM) = O(|X | A)).

Illustration

Notons qu’il est bien évidemment possible d’ajouter des variables a la structure originale
représentée en figure 2.2. Dans ce cas les LPC décrites précédemment doivent tenir compte
des changements apportés par les relations de dépendance induites par la nouvelle structure
graphique. L’exemple 2.6 et en particulier la figure 2.3 donnent une illustration ou la
structure MGD originale est complétée par deux variables : une variable Z; relative au
contexte du systéme et une variable Y; relative & une décision de conformité de la production
du systéme.

Exemple 2.6

La figure 2.3 représente le MGD associé a I'exemple 1.11. D’un point de vue graphique,
seule la variable de temps de séjour a été ajoutée par rapport au modéle original donné en
figure 1.4. Les différences se situent essentiellement dans la description probabiliste fournie
dans les exemples de la partie 2.3.

11 est important de noter que la dépendance de I’état du systéme et des temps de séjour avec
la cadence de production doit étre prise en compte dans la définition des LPC. Autrement
dit il est nécessaire de modifier les LPC «q, Fi, Q%° et F*° de maniére a définir le
comportement du systéme en cadence normale et rapide. On suppose que les LPC proposées
précédemment sont caractéristiques de la cadence normale. Complétons ces lois pour la
cadence rapide en prenant par exemple les valeurs suivantes :
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aq
X1
Z ok dégradé panne
normale 1 0 0
rapide 1 0 0
Fy
S1
Z1 X1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
normale ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
rapide ok 035 0.22 016 0.11 0.09 0.03 0.02 0.01 0.01 0 0 0
normale dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
rapide dégradé 0.90 0.07 0.03 0 0 0 0 0 0 0 0 0
normale  panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
normale  panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
sts
Xi
X1 Iy ok dégradé panne
ok normale 0 0.9 0.1
dégradé normale 0 0 1
panne normale 0 0 1
ok rapide 0 0.7 0.3
dégradé rapide 0 0 1
panne rapide 0 0 1
Fsys
St
Xi—1 Zy X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ok normale ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
dégradé normale ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
panne normale ok 0.20 0.12 0.08 0.04 0.04 0.06 0.08 0.12 0.16 0.08 0.02 0
ok rapide ok 0.35 0.22 0.16 0.11 0.09 0.03 0.02 0.01 0.01 0 0 0
dégradé rapide ok 0.35 0.22 0.16 0.11 0.09 0.03 0.02 0.01 0.01 0 0 0
panne rapide ok 0.35 0.22 0.16 0.11 0.09 0.03 0.02 0.01 0.01 0 0 0
ok normale dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
dégradé normale dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
panne normale dégradé 0.70 0.20 0.05 0.03 0.02 0 0 0 0 0 0 0
ok rapide dégradé 0.90 0.07 0.03 0 0 0 0 0 0 0 0 0
dégradé rapide dégradé 0.90 0.07 0.03 0 0 0 0 0 0 0 0 0
panne rapide dégradé 0.90 0.07 0.03 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ok normale panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
dégradé normale panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
panne normale panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ok normale panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
dégradé normale panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
panne normale panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Les tables de probabilités proposées précédemment retranscrivent le fait que le systéme se
dégrade plus vite en cadence rapide qu’en cadence normale. Dans le premier cas les temps
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de séjour sont en effet souvent plus courts et les transitions de 1’état ok directement dans

I’état panne sont plus fréquentes.

O,
©

(a) Modéle initial (b) Modéle de transition

Fic. 2.3 - MGD associé au systéme de production introduit dans ’exemple 1.11.
Les variables correspondant a une structure MGD originale sont colorées en bleu.
Les figures (a) et (b) donnent respectivement les structures du modéle initial et du
modéle de transition.

2.4 Apprentissage des LPC et simulation de trajectoire

Nous abordons & présent 'apprentissage des LPC & partir de données de retour d’expé-
riences complétes et la simulation de données. Des éléments sur le format des données
attendues sont présentés dans la partie 2.4.1. L’application de la méthode du maximum de
vraisemblance (cf. partie 1.3.3) pour apprentissage des LPC associées & un MGD est dé-
taillée dans la partie 2.4.2. Notons qu’ici la question se limite a I’apprentissage du processus
d’évolution naturelle du systéeme. L’estimation de la politique d’action et des transitions ar-
tificielles n’est pas traitée, car supposée comme étant des paramétres d’entrée du systéme.
La partie 2.4.3 présente un algorithme de type Monte-Carlo pour simuler des trajectoires
correspondant au systéme modélisé par un MGD.
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2.4.1 Données attendues

L’apprentissage des LPC est réalisé a partir d’exemples de trajectoires naturelles issues du
systéme étudié. Dans le cas des MGD, une trajectoire naturelle correspond & ’observation
d’une séquence d’états du systéme et des temps de séjour associés sans tenir compte des
transitions artificielles. Si l’on se place dans le domaine de la fiabilité, cela pourrait signifier
que 'on observe le systéme vieillir sans jamais intervenir jusqu’a la panne.

Le nombre de trajectoires disponibles est noté K. Pour chaque trajectoire k, une séquence
de Nj transitions naturelles est observée. Au cours de la nj-éme transition, le nouvel état
courant x,, € X et son temps de s¢jour s,, € {1,2,...,Ts} sont donnés. L’observation
initiale du systéme correspond a la premiére transition. La structure des données attendues
est illustrée dans la table 2.2.

Transition Etat courant Temps de séjour
Trajectoire 1 14 1, 51,

Ny TN, SN,
Trajectoire k 1 T1, 51,

N TN, SNy
Trajectoire K 1k T S1g

Ng TN SNy

TAB. 2.2 — Suite de K trajectoires associées a 1’évolution naturelle d’'un systéme
représenté par un MGD. La notation 1; désigne l'indice de la premiére transition
(état initial du systéme) de la k-éme trajectoire.

Exemple 2.7

La table 2.3 donne un exemple de trois trajectoires supposées issues du systéme de pro-
duction décrit précédemment. Remarquons que I'information sur la cadence de production
a été ajoutée de par son influence sur I’état et les temps de séjour du systéme.

2.4.2 Estimation du maximum de vraisemblance

Il s’agit a présent de calculer les estimations, notées a1, F1, Q%® et F'°, associées respecti-
vement a ’état et aux temps de séjour initiaux, au modéle de transition naturelle des états
et aux temps de séjour pour t > 2. La méthode du maximum de vraisemblance présentée
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Transition Cadence Etat courant Temps de s¢jour (en trimestres)
Traj. 1 1 normale ok 11

2 normale dégradé 2

3 normale panne 12
Traj. 2 1 rapide ok 3

2 rapide panne 12
Traj. 3 1 rapide ok 5

2 normale dégradé 3

3 normale panne 12

TAB. 2.3 — Trois trajectoires associées a I’évolution naturelle du systéme de pro-
duction introduit initialement dans I’exemple 1.11. Dans ce contexte le nombre de
trajectoires K = 3 et le nombre de transitions dans chaque trajectoire valent respec-
tivement N1 = 3, N2 =2et N3 =3.

dans la partie 1.3.3 est appliquée aux données de la table 2.2. Pour ce faire les notations
suivantes sont introduites pour tous z’,z € X et tout s € {1,...,Ts} :
K
~ Nl = Z I(z1 = x) correspond au nombre de fois ot le systéme se trouvait initialement
k=1

dans I’état x;

K
- N;Cn; = Z I(xy = x)1(s; = s) correspond au nombre de fois ou le systéme a passé s
k=1
unités de temps dans 1’état initial x ;
K N
~ Ny = Z Z I(zp,—1 = 2")M(zy, = ) désigne le nombre de transitions entre les
k=1np=2
états 2’ et x;
K Ny
~ Ny o5 = Z Z U(zp,—1 = 2")L(xp, = x)L(sy, = s) désigne le nombre de fois ou le
k=1np=2

systéme est resté s unités de temps dans I’état x alors qu’il se trouvait dans 1’état x’.
En appliquant I’équation (1.5) au cas présent, les estimations du maximum de vraisem-
blance vérifient pour tous 2,2 € X et tout s € {1,...,Ts}

~ Nini - Nini

al(IE) = ;é , Fl(x,s) — Iﬂgs’

Ol ) = e psvs(y! g gy = elas (2.16)
Z NI/,I Z le7x7s
QE/GX x/,fEEX

2.4.3 Simulation de trajectoires

Le principe de la simulation d’une trajectoire est évoqué de maniére générale a la fin de la
partie 1.4.3. Cette démarche est en quelque sorte l'inverse de celle évoquée précédemment
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lors de I'apprentissage des LPC. En effet, il est question ici de simuler des données a partir
des parameétres probabilistes du MGD. L’algorithme 2.1 est une application de I'algorithme
générique 1.4 au cas particulier des MGD. Il s’agit donc d’une méthode de type Monte-
Carlo permettant d’échantillonner une trajectoire de longueur 7' & partir des LPC a1, F1,
Q%8 Q¥ IS et (3;. La complexité algorithmique de cette méthode est par conséquent
en

O(T(|x| + Al + [Ts)))- (2.17)

Notons par ailleurs que U'intérét de cet algorithme réside dans le fait que certains tirages
aléatoires ne sont pas nécessaires de par les propriétés déterministes du modéle. Bien que
cela ne change théoriquement pas l'ordre du temps de calcul de 'algorithmique 2.1, son
exécution est en pratique accélérée de maniére significative.

Algorithme 2.1 : Simulation d’une trajectoire d’un systéme représenté par un MGD.

Entrées :

1. Un MGD vérifiant la description probabiliste donnée dans la partie 2.3 ;
2. La taille de la trajectoire a simuler, notée T.

Sortie : Une trajectoire de taille 7' constituée a chaque instant ¢ de I’état z; du
systéme, du temps de séjour restant s; et de ’action sélectionnée ay.

// Initialisation de la trajectoire
Générer 1 ~ aq;

Générer s1 ~ Fi(z1,:);

Générer a; ~ G1(z1,:);

pour chaque t = 2,...,T faire

si a1 ¢ AX alors

// Cas ol l’action n’agit pas sur le systéme
si st"1) =1 alors

// Transition naturelle
Générer z; ~ Q¥s(z(=1) 1),
Générer s, ~ F3(z(=1) 2, 2);

sinon
// Transition déterministe
zy — a1
sp — st — 1;
fin
sinon

// Transition artificielle
Générer z; ~ Q*t (2= (=1 )
Générer s; ~ Fsys(x(t_l),a:t, )

fin
fin

La simulation de trajectoires s’avére étre un premier outil intéressant pour étudier le com-
portement d’un systéme dynamique. Il est en effet possible d’effectuer des calculs d’infé-
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rence probabiliste approchés a partir de plusieurs trajectoires afin d’estimer des indicateurs
caractérisant le systéme. Toutefois, la précision des calculs étant directement liée au nombre
de simulations réalisées (cf. fin de la partie 1.3.4), il est préférable lorsque cela est possible
d’utiliser une méthode d’inférence exacte.

2.5 Inférence probabiliste exacte

Cette partie traite du probléme de 'inférence exacte dans un MGD. Nous nous intéressons
en particulier au calcul de la probabilité d’une trajectoire quelconque du systéme.

2.5.1 Probabilité d’une trajectoire

Plagons nous dans un premier temps dans le cas général d’'un n-MGPM représentant un
processus (X 1,...,X¢ p) ol chaque variable X; 4 est & valeurs dans Xj. Au sens large,
une trajectoire de longueur 7T issue de ce n-MGPM est définie comme étant une suite de
sous-ensembles (2&571, . ,)EtD)lStST telle que pour tout ¢ et tout d, /ft’d C X;.

Par conséquent, une trajectoire issue d'un MGD est caractérisée par une suite de domaines
(z’?t,gt,flt)lgth telle que A?t, 5} et flt représentent respectivement des sous-ensembles
d’états du systéme, de temps de séjour et d’actions. En posant Yy = (X;,S;, A;), ¥ =
(T¢)1<t<7 désigne une trajectoire, issue d'un MGD, quelconque et on note P(Y) € [0, 1]
sa probabilité définie par

P(T) = P(Xl € )21,51 S S~1,A1 S Al,. .. ,XT € .)E'T,ST (S ST,AT (S ./ZlT), (2.18)

avec pour tout t, X, C X, S C S et A; C A. Afin de simplifier expression (2.18), I'écriture
suivante est admise :
P(Y) = P(Yy,Yo,...,Tr).

La probabilité P(Y) dépend directement des valeurs contenues dans les LPC caractérisant
le MGD sous-jacent. Un exemple de trajectoire de longueur 3 est donné dans I’exemple 2.8.

Exemple 2.8 (Trajectoire issue d’un MGD)

Considérons un MGD classique représentant le processus (X, S, A¢)i>1 dont I'ensemble
des états est X = {x1,x2}, I'ensemble des temps de séjour S = {1,2,3} et I'ensemble des
actions A = {ay, a2, as,a4}. Soit Y une trajectoire de longueur T = 3 définie par :

T = ((X,{3,4},{as}), ({22}, {2, 3}, {ag, as}), (¥, {1, 2}, {a1})).

=T =75 =T3

La trajectoire Y décrit

— un systéme initialement dans un état quelconque avec un temps de séjour de 3 ou 4
unités et ot l'action as est sélectionnée ;

— at =2, le systéme est dans I'état xo avec un temps de séjour égal a 2 ou 3 unités et le
déclenchement de ’action as ou asg ;
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— enfin a t = 3, le systéme se retrouve dans un état quelconque avec un temps de séjour
de 1 ou 2 unités et 'action ay sélectionnée.

La question soulevée ici concerne I’évaluation de la probabilité (2.18). Pour ce faire, com-
mengons par introduire quelques notations. On désigne par ®;, = P(Xy, Si, 4;) la distribu-
tion a la tranche ¢+ 1 de 'interface gauche d’'un MGD. Soit X = (T;)1<¢<7 une trajectoire
issue d’'un MGD, on note ®Y le potentiel défini pour tout 2 € X, tout s € S et tout a € A

par

Dy (z,s,a) sit=1
(I)T )8, — ) ’ . 219
¢ (@5,0) { P(Yy,....,YTy 1, Xy =2,5 =s,A =a) sinon ( )

Notons que la distribution de l'interface gauche ®; se déduit a partir du potentiel <I>2f en
fixant la trajectoire ¥ = (T),>; telle que pour tout 7 = 1,2,...,t -1, T, = (X, S, A).
Par ailleurs, le potentiel @;r permet également de calculer la probabilité de la trajectoire
Y jusqu’a I'étape t en effectuant une sommation sur le domaine {2&, St, flt}

L’algorithme 2.2 décrit une méthode itérative générique permettant de déduire la probabi-
lité d’une trajectoire quelconque issue d'un MGD. Le calcul de la trajectoire d’une tranche
a Pautre est assuré par la propriété de 'interface gauche donnée par ’équation (2.1). Tou-
tefois I’algorithme ne précise pas comment est réalisé le calcul de <I>;r (cf. algorithme 2.2,
ligne ¢). Ceci est 'objet des deux paragraphes suivants qui présentent respectivement une
méthode générique naive et une méthode ad hoc plus rapide pour mener a bien ce calcul.

Algorithme 2.2 : Algorithme itératif générique calculant la probabilité d’une tra-
jectoire issue d'un MGD quelconque.

Entrées :
1. Un ensemble de LPC associ¢ & un MGD (cf. partie 2.3) caractérisant le processus
(Xt, St, At)¢>1, ot les variables X, S; et A; sont respectivement a valeur dans X', S
et A;
2. Une trajectoire X = (T4)1<¢t<7 de longueur T telle que T; = (X, S, Ay) avec pour
tout t, X, C X, S, CSet A C A
Sortie : La probabilité de la trajectoire Y.
Calculer ®F = oy (2)Fy (2, 5)G1(z, a);

Calculer P(Y;) = Z ay(z) Z Fi(x,s) Z Gi(z,a);

:BE)E‘l 8631 acAq
pour chaque t = 2,...,T faire

o Calculer <I>2f;

En déduire P(T1,...,T) = > Y Y &f(x,s,0);

xeiﬁ S€S~1 aejh
fin
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2.5.2 Calcul naif

Le calcul naif consiste & adapter la méthode itérative de calcul de l'interface gauche a ®Ff
(cf. équation (2.3)) . Le résultat obtenu est présenté dans la proposition suivante.

Proposition 2.1

Soit (X, St, At)¢>1 un processus engendré par un MGD (cf. partie 2.3). Considérons éga-
lement une trajectoire de longueur T', notée X = (Y¢)1<t<7 = ()Et, St, At)lgth avec pour
tout t, X, C X, S C S et A C A Dans ce cas, <I>;r est défini récursivement pour tout
x € X, tout s € S et tout a € A par

a1($)F1($75)G1($aa) sit=1,

@?(:c,s,a) =1 Gz, a) Z @ﬁl(x’,s',a’)Q_)(:r’,sl,a’,:c)F_’(:L", s a',x,s) sit>2
z/Ez\_’t_l
SIESt71
a/EAt_l

(2.20)

La démonstration de cette proposition, donnée dans ’annexe E.2, s’obtient par récur-
rence en appliquant I’hypothése markovienne d’ordre un et la propriété de factorisation
(cf. equation 2.3) aux MGD. Ce résultat est directement utilisable dans l’algorithme 2.2
pour le calcul de <I>;r . Notons que cette méthode correspond a l'adaptation de l'algorithme
générique d’élimination au probléme de I’évaluation de la probabilité d'une trajectoire dans
un MGD. Il s’agit donc de la solution algorithmique de référence pour ce probléme. Or,
il s’avére qu’en pratique cette derniére est rapidement inutilisable de par son importante
complexité algorithmique, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2
En reprenant les hypothéses et le résultat de la proposition 2.1, la complexité algorithmique
du calcul de ®F, C A"ve(dX) est de I'ordre :

O(|X|Ts|A])  sit=1,
CAnai've((I);r> _
O(|XPT2|A|) sit>2

Ce résultat de complexité algorithmique (cf. annexe E.2) repose essentiellement sur les
propositions 1.1 et 1.2 appliquées aux calculs intervenant dans la proposition 2.1. Par
conséquent, a partir d’une trajectoire de longueur 7', la complexité de l'algorithme 2.2
reposant sur la proposition 2.1 est de l'ordre de O(T|X[*T2|A|) opérations élémentaires.
Notons en particulier que la vitesse d’exécution de cette méthode dépend de la borne Tg
élevée au carré. Or, nous avons vu dans la partie 2.3.2 que cette derniére pouvait étre bornée
par la longueur de la trajectoire 1. Autrement dit, ’ordre de la complexité algorithmique
dans le pire des cas passe en O(T3|X|?|.A|). En pratique, cette méthode devient inutilisable
des que T' > 100.
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2.5.3 Calcul ad hoc

L’objectif des paragraphes suivants est d’affiner la méthode précédente de fagon a réduire
la complexité algorithmique du résultat de la proposition 2.1. Pour ce faire, nous exploitons
les propriétés probabilistes des LPC Q™ et F', a savoir a la fois leur caractére défini par
morceaux et leur composante déterministe. Nous obtenons alors le résultat suivant :

Proposition 2.3

Reprenons les hypothéses de la proposition 2.1 et les définitions de Q— et F~ données
respectivement par les équations (2.11) et (2.14). Supposons également que chaque sous-
ensemble d’actions A; C A soit partitionné de telle sorte que A, = Aix thy avec .,Zl%X C AX
et Aty - AX. Le calcul de <I>;r, t > 2 se réécrit alors pour tout x € X, tout s € S et tout
a € A comme suit :

Y (x,5,a) = [0 (x,s) + U (z, 5) + Wiz, 5)|Gi(x, a),

avec
Z QY3 (x', ) FY(a  x, 5) Z oF (2 1,d") sileS
U (z,8) = ared, a’€AX | ,
0 sinon
Z <I>2r_1(x,s—|—1,a’) siz € Xy etsegt_l\{TS}
Uiz, s) = wedX,
0 sinon
et enfin,
Uiz, s) = Y FY(x,s) Y Q™ dx) Y ®F (.5 a),
' EXy 1 a’eAX | s'€Si1

La démonstration de cette proposition (cf. annexe E.2) est fondée a la fois sur le caractére
défini par morceaux des LPC Q™ et F—, ainsi que sur leur composante déterministe
respective (cf. équations 2.11 et 2.14).

Comme dans le cas du calcul naif de <I>2r , il est possible d’évaluer la complexité algorith-

mique liée au résultat de la proposition 2.3.

Proposition 2.4
En reprenant les hypothéses et le résultat de la proposition 2.3, la complexité algorithmique
du calcul de ®F, t > 2 est de I'ordre de

cArc(@)) = O(1X|Ts| Al + [X[*| Al + | X Ts),
opérations élémentaires.
La démontration de cette proposition (cf. annexe E.2) reléve exactement du méme principe

que celle de la proposition 2.2. Ce résultat montre que si 'on applique la proposition 2.3
dans I'algorithme 2.2, la complexité algorithmique de ce dernier passe & un ordre de



2.5 Inférence probabiliste exacte 75

O(|X|T? Al + |X|?°T|A| + | X|>T?) opérations élémentaires pour le calcul de la probabilité
d’une trajectoire de longueur 7. Comparée & I’approche naive, la méthode ad hoc conduit
a une réduction du temps de calcul d’'un facteur Tg a chaque itération. Cette amélioration
permet en pratique de réaliser des calculs probabilistes sur de plus grandes trajectoires et
surtout avec une borne T's bien supérieure en pratique (~ 10000).

Enfin, il est intéressant d’illustrer les résultats théoriques présentés précédemment sur
la complexité algorithmique du calcul de ®F. Pour ce faire, nous comparons le temps
d’exécution moyen d’une itération de l'algorithme 2.2 en fonction du nombre d’états |X|
(cf. figure 2.4), de la borne T's (cf. figure 2.5) et du nombre d’actions |A| (cf. figure 2.6), et
ce, en utilisant la méthode naive (cf. proposition 2.1), la méthode ad hoc (cf. proposition
2.3) et une méthode approchée par échantillonnage (cf. algorithme 2.1). Dans les résultats
présentés, les trajectoires considérées dans les méthodes d’inférence sont de longueur 7' =
10. Sur chaque figure, la taille des deux parameétres constants est égale a 25 et le nombre
de trajectoires générées pour la méthode d’échantillonnage est fixé a 100.

T
—o— échantillonnage|
—O—naive
—v—adhoc

25—

0.5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Nombre d’états |X|

F1G. 2.4 — Temps moyen du calcul d’une itération de I'algorithme 2.2 en fonction
de |X| (Ts = |A] = 25) et de la méthode d’inférence utilisée.

Nous retrouvons sur ces figures des résultats conformes a ce qui est prévu par la théorie. Le
temps d’exécution de la méthode naive est d’allure parabolique en fonction de |X| et T, et
d’allure linéaire en fonction de | A|. Avec la méthode ad hoc, nous vérifions un changement
d’allure de la complexité en fonction de Tg qui devient linéaire, presque constante. Ceci
s’explique par le fait que I’évolution probabiliste des temps de séjour est en grande partie
déterministe. En pratique lors des calculs d’inférence ceci se traduit par une suppression
de calculs arithmétiques au profit de tests logiques, beaucoup moins coliteux en temps
d’exécution. Pour des raisons similaires, bien que la complexité algorithmique en fonction
de |X| et |A] soit du méme ordre avec les deux méthodes, le temps d’exécution augmente
plus lentement en utilisant la méthode ad hoc.
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:
—o— échantillonnage|
—0— naive
—v—adhoc

25—
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Borne TS

F1G. 2.5 - Temps moyen du calcul d’une itération de I'algorithme 2.2 en fonction
de Ts (|]X] = | A| = 25) et de la méthode d’inférence utilisée.
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F1G. 2.6 — Temps moyen du calcul d’une itération de ’algorithme 2.2 en fonction
de |A] (JX] = Ts = 25) et de la méthode d’inférence utilisée.

Pour finir, les résultats concernant la méthode d’échantillonnage sont conformes avec la
complexité théorique donnée par (2.17). Quelque soit le parameétre considéré, 1'évolution
du temps de calcul est linéaire et de pente identique. Rappelons toutefois que la précision
d’une telle méthode évolue lentement avec le nombre de simulations a réaliser (cf. équations
1.8 et 1.9).
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2.6 Application a I’étude de la fiabilité

Nous achevons ce chapitre par une application concréte des MGD dans le cadre d’une
étude de fiabilité. Dans un premier temps, nous effectuons un rappel des définitions usuelles
associées au concept de fiabilité en temps discret. Nous décrivons ensuite comment mettre
a profit 'algorithme 2.2 afin de mesurer la fiabilité d’un systéme représenté par un MGD.
Nous proposons enfin une comparaison empirique entre I’approche reposant sur les MGD
et celle utilisant les chaines de Markov pour représenter le processus de dégradation d’un

systéme.

2.6.1 MGD et mesures de fiabilité
Rappels de fiabilité en temps discret

Nous supposons a présent que 'ensemble X' des états d’un systéme est partitionné en deux
ensembles Ay et Xp, contenant respectivement les états de fonctionnement et les états de
panne. La fiabilité en temps discret est alors définie comme suit :

Définition 2.1 (Fiabilité en temps discret)

Soit (Xt)i>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans X = Xy U Xp représentant
I’état d’un systéme au cours du temps. La fiabilité ou fonction de survie d’un systéme en
temps discret est définie par la fonction

R.{N\{O} ~ [0,1]
. t — R(t) = P(X1€XU,...,X1§€XU)

Autrement dit, R(t) donne la probabilité que le systéme reste dans un état de fonctionne-
ment jusqu’a 'instant t compris. Bien que la fiabilité soit définie sur N\ {0}, on suppose
par convention que R(0) = 1.

D’autres indicateurs de fiabilité découlent de la définition précédente. Parmi les plus connus,
rappelons la définition du taux de défaillance et de la durée de vie résiduelle moyenne.

Définition 2.2 (Taux de défaillance en temps discret)

Soit (X¢)i>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans X = Xy U Xp représentant
I’état d’un systéme au cours du temps. Le taux de défaillance d’un systéme en temps discret
est défini par la fonction

[NV - o
) t — h(t) = P(XtGXD|X1EXU,...,Xt_1€XU)

Autrement dit, h(t) correspond a la probabilité qu’une panne se produise a I'instant t condi-
tionnement au fait que le systéme ait toujours été sain avant. h(t) s’exprime en fonction
de la fiabilité de la facon suivante :

_ RO e
h(t):{1 oy siR(E—1)#£0

0 sinon
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Définition 2.3 (Durée de vie résiduelle moyenne)

Soit (Xt)t>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans X = Xy U Xp représentant
Iétat d’un systéme au cours du temps. La durée de vie résiduelle moyenne a l'instant t,
notée m(t), est le temps moyen avant une défaillance sachant que le systéme fonctionne
depuis t unités de temps. En temps discret, cette quantité est définie par

m(t) =E [TD — t|TD > t] s

ou Tp = inf{t € N\ {0}|X; € Xp} représente la variable aléatoire de durée de vie du
systéme, qui n’est autre que le premier instant de défaillance. La durée de vie résiduelle
moyenne s’exprime également en fonction de la fiabilité par :

mit) = Rtt) ;R(T +1).

Notons que le temps moyen avant défaillance, noté MTTF (Mean Time To Failure), est

donné par m(0).

La définition suivante introduit la notion de disponibilité du systéme, indicateur couram-
ment utilisé lors d’études de fiabilité.

Définition 2.4 (Disponibilité en temps discret)
Soit (X¢)i>1 une suite de v.a. a valeurs dans X = XyU X représentant I'état d’un systéme
au cours du temps. La disponibilité d’un systéme en temps discret est définie par la fonction

A.{N\{O} = [0,1]
' t — A(t) = P(X; € Xy)

Autrement dit, A(t) donne la probabilité que le systéme soit dans un état de fonctionnement
a l'instant t, quel que soit ses états passés.

Il est possible d’énumérer de nombreux autres indicateurs permettant de rendre compte de
la fiabilité d’un systéme en temps discret (Bracquemond and Gaudoin 2003). Par ailleurs,
le point commun de tous ces indicateurs réside dans le fait qu’ils s’obtiennent & partir
du calcul probabiliste d'une trajectoire particuliére des états du systéme. En effet, utiliser
l'algorithme 2.2 afin de calculer la probabilité de la trajectoire (Xy,S, A)1<r<¢ revient a
calculer la fiabilité du systéme & I'instant ¢. De méme, la disponibilité du systéme a I'instant
t s’obtient en utilisant algorithme 2.2 avec la trajectoire (X, S, A)1<r<; tel que X = Xy
et )ET = X sinon.

2.6.2 Illustration

Nous proposons une illustration empirique de l'intérét des MGD pour la représentation
de systémes dynamiques. Pour ce faire, nous nous replacons dans le cadre du systéme de
production introduit initialement dans le chapitre 1. L’objectif est de présenter concré-
tement les résultats concernant I'apprentissage et les mesures de fiabilité associées a une
modélisation du processus de dégradation du systéme par une approche :
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(i) classique a 'aide de chaines de Markov (cf. figure 1.4), désignée par approche CM ;
(ii) reposant sur les MGD (cf. figure 2.3), désignée par approche MGD.

Présentation des données

Pour mener a bien la phase d’apprentissage, nous disposons de données de retour d’expé-
rience sur la machine de production considérée. Ces données contiennent 1'historique de
fonctionnement, sans maintenance, de K = 100 machines de production identiques et in-
dépendantes, de leur mise en service jusqu’a leur panne (cf. les trajectoires de la table 2.3
pour exemple). Ces 100 trajectoires ont été générées avec l'algorithme 2.1 & partir des LPC
décrites dans ’exemple 2.6. Ces LPC caractérisent donc le modéle théorique de dégradation
du systéme.

Pour chacune des 100 machines, nous possédons donc une information sur les cadences de
production utilisées, les états traversés et les temps de séjour associés. La table 2.4 fournit
le nombre d’occurrences, noté N, , s, oil le systéme est resté s € S = {1,...,12} unités de
temps dans l'é¢tat © € X' = {ok, dégradé, panne} a la cadence z € Z = {normale, rapide}.
La table 2.5 donne, quant a elle, le nombre de transitions, noté Ny . ,, ol le systéme est
passé de I'état 2’ & x avec une cadence z.

Temps de séjour (en trimestres)

Cadence Etat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 total

normale ok 161 95 56 37 31 40 56 93 121 55 7 O 752
rapide ok 91 52 43 20 19 9 6 6 2 0 0 0 248
normale dég. 501 126 37 11 10 0 O 0 0 0 0 0 685
rapide dég. 140 13 7 O O O O 0 O 0 0 O 160

TAB. 2.4 — Nombre d’observations des temps de séjour allant de 1 a 12 trimestres
pour chaque état (excepté I'état absorbant panne), pour les deux cadences et dans
les K = 100 trajectoires disponibles.

Etat (t)
Etat (t — 1) Cadence ok dégradé panne total
ok normale 0 685 67 752
dégradé normale 0 0 685 685
ok rapide 0 160 88 248
dégradé rapide 0 0 160 160

TAB. 2.5 - Nombre des transition observées a partir de chaque état (excepté 1'état
absorbant panne), pour les deux cadences et dans les K = 100 trajectoires dispo-
nibles.
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L’apprentissage ne concerne ici que les LPC caractérisant le processus de dégradation du
systéme. Les LPC associées a I’état initial du systéme, a la cadence de fonctionnement, a
la qualité de la production et & la maintenance en général sont en effet définies a priori ou
a posteriori. Pour chacune des deux approches, 'apprentissage est réalisé par la méthode
du maximum de vraisemblance. Les estimations présentées dans les paragraphes suivants
sont issues d'une adaptation des résultats de I'équation 2.16 au cas du systéme étudié.
Notons enfin que nous supposons que les états ok et dégradé constituent les états de
fonctionnement, autrement dit Xy = {ok, dégradé} et Xp = {panne}.

Apprentissage du MGD

Commengons par traiter le modéle reposant sur un MGD. Dans ce cas, il y a deux LPC
a estimer : la LPC des temps de séjour initiaux, notée Fyigp,1 et la matrice de transition
naturelle, notée QYiep- Rappelons que la LPC des temps de séjour pour ¢ > 2 est supposée
identique & Fygp,1. Les expressions de ces estimations sont définies par :

~ ~ N, Ny
__ 7Sys ! Z,%,8 Sys zz,x
Fyvepoa(z,2,8) = Fyjap (@, 2,2, 8) = Z QMGD(‘T z,w) = Z
NZ s L,S N{L’ 324 L
ze€Z xeX ' EX,ZzEZ
(2.21)
ce qui donne avec les données disponibles :
ﬁI\/IGD,l
S1
Z X3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
norm. ok 021 013 007 0.05 004 005 007 012 016 0.07 001 0
rap. ok 0.37 021 0.7 0.08 0.08 0.04 0.02 0.02 001 0 0 0
norm.  dég. 0.73 0.8 0.05 0.02 0.02 0 0 0 0 0 0 0
rap. dég. 0.88 0.08 0.04 0 0 0 0 0 0 0 0 0
norm. panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
rap. panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
@sys
MGD
Xt
X1 Zy ok dégradé panne
ok normale 0 0.91 0.09
dégradé mnormale 0 0 1
panne normale 0 0 1
ok rapide 0 0.64 0.36
dégradé rapide 0 0 1
panne rapide 0 0 1
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Apprentissage de la chaine de Markov

Dans le cadre de la modélisation du processus de dégradation par une chaine de Markov,
seule la LPC de transition naturelle, notée @S’Cyl\s/[ est & estimer, les temps de séjour n’étant
plus explicitement représentés. L’estimation des taux de transition entre états est effectuée,
comme précédemment, par la méthode du maximum de vraisemblance. Notons toutefois
que le taux de transition d’'un état vers lui-méme se déduit de la table 2.4 donnant le
nombre d’occurrences des temps de séjour. En effet, I'observation de N, , s temps de séjour
de s unités de temps dans I'état = et a la cadence de production z, signifie également que
le systéme a effectué N, , (s — 1) transitions de I'état  vers lui-méme a cette cadence z.
Autrement dit, nous avons ici Ny , , = Eiil N, 5 s(s —1) lorsque = 2’. Dans le cas ou
z' # e, la table 2.5 donne directement les différents N, , ;. La LPC de transition Q?Jylfd
s’obtient alors comme précédemment (cf. équation (2.21)), ce qui donne avec les données

disponibles :
Qi
Xi
X1 Zy ok dégradé panne
ok normale (.81 0.17 0.02
dégradé mnormale 0 0.29 0.71
panne normale 0 0 1
ok rapide 0.63 0.24 0.13
dégradé rapide 0 0.14 0.86
panne rapide 0 0 1

Dans ce cas, la LPC @zy;/{ permet a elle seule de caractériser le processus de dégradation
du systéme. Cependant, la distribution des temps de séjour n’étant pas clairement explici-
tée, la comparaison des résultats d’apprentissage avec 'approche précédente et le modéle
théorique n’est pas aisée. Nous savons néanmoins que les temps de séjour dans chacun des
états d'un processus représenté par une chaine de Markov sont implicitement distribués
géométriquement. Il est possible d’augmenter le modéle CM en y ajoutant explicitement
les lois de temps de séjour. Les informations contenues dans la LPC @%yl\s/[ se scindent alors
en :

— une LPC des temps de séjour distribués géométriquement, notée ﬁCMbis,lv et définie pour

tout x € X, tout z € Z et tout s € S ={1,...,12} par

pge0(3§ gz,m) sil<s<12
o 11
Foum,. =
CMblS71(Z’ Z, S) 1 o Z pgeo(sl; 927I) Si g = 12
s'=1

avec Pgeo(s, 0. 4) = 927;1(1 —0,) et 0., = @Scyf/l(x,z,x). La LPC ﬁCMbis,l correspond
donc & une suite de lois géométriques tronquées (cf. remarque 2.1). Numériquement, nous
obtenons ici :
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F\CMbiml
S1
Z X1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
norm. ok 0.19 0.16 0.13 0.10 0.08 0.07 0.05 0.04 0.03 0.03 0.02 0.10
rap. ok 0.37 023 0.15 0.09 0.06 0.04 0.02 001 0.01 0.01 0.00 0.01
norm. dég. 0.71 020 0.06 0.02 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
rap. dég. 0.86 0.12 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
norm. panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
rap. panne 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

— une LPC de transition strictement diagonale supérieure (excepté pour I’état absorbant
panne) pour chaque cadence de production, notée Qscyf/lbis, et définie pour tous 2/, z € X
et tout z € Z par

0 siz/=uw

Qi (7,2 0) = ¢ Qou(@’ 2. @)

Qe (@, 2, 27)

L’approche CM augmentée correspond & une approche MGD particuliére dont la LPC des

sinon

temps de séjour posséde une forme paramétrique précise. Le modéle de transition des états
du systéme est donc équivalent dans les deux approches. Par conséquent et par construction,

1o ASYS __ Asys
il vient QCMbis = Qyiep-

Insistons enfin sur le fait que le calcul de la distribution géométrique des temps de séjour
n’est uniquement pertinent qu’a des fins de comparaison de résultats d’apprentissage. Lors
d’un calcul d’inférence avec une approche reposant sur les chaines de Markov, il n’y a aucun
intérét & augmenter la complexité algorithmique en introduisant la LPC ﬁCMbis,l souvent
trés volumineuse et inutile dans ce cas.

Comparaison des résultats d’apprentissage

Nous comparons la qualité des résultats d’apprentissage obtenus par les approches MGD et
CM en nous appuyant sur la vraisemblance des données et sur I’Erreur Absolue Moyenne
(EAM) commise par rapport au modéle théorique. La table 2.6 ne fournit ces deux critéres
que pour la modélisation des temps de séjour. En effet, en considérant 'approche CM
augmentée par une LPC de temps de séjour géométrique, le modéle de transition des états
du systéme est identique dans les deux approches.

Approche MGD CM
Log-vraisemblance -2725 -3002
EAM 0.0014 0.0220

TAB. 2.6 — Comparaison de la log-vraisemblance des données et de TEAM commise
par rapport au modéle théorique dans le cas des deux approches.

La log-vraisemblance est un critére intéressant au sens ot son calcul ne nécessite pas la
connaissance d’un modéle théorique. Ce critére est donc bien adapté lorsque le modéle
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théorique du systéme étudié est inconnu, comme c’est souvent le cas lors de ’étude d’un
systéme complexe. Son interprétation reste toutefois délicate car la log-vraisemblance est
une grandeur non bornée. Dans le cas présent, cette derniére est plus élevée avec I'approche
MGD qu’avec 'approche CM. L’utilisation d’'un MGD permet donc de mieux expliquer
les données observées qu’une chaine de Markov seule. L’approche MGD ne fait aucune
hypothése sur la distribution dont sont issues les données. Il est donc naturel qu’un modéle
géométrique, ne possédant qu’'un paramétre, obtienne des résultats moins satisfaisants.

Intéressons nous & 'EAM commise entre le modéle théorique et les deux approches consi-
dérées. Il apparait dans cet exemple que l'utilisation d'un MGD conduit & une erreur
moyenne de 0.14% sur la probabilité d’occurrence de chaque temps de séjour, et ce, pour
chaque couple (état, cadence). L’approche CM commet quant & elle une erreur moyenne
de 2.2%. L’imprécision est donc en moyenne quinze fois plus grande avec cette derniére ap-
proche. Cette erreur dépend directement du degré de similarité entre le modéle théorique
des temps de séjour et une loi géométrique. Autrement dit, si les deux sont proches, I'in-
térét des MGD diminue fortement en raison de 'augmentation de complexité occasionnée.
Cependant, lorsque le systéme posséde une dynamique d’évolution plus complexe, il s’avére
souvent intéressant de représenter plus finement la distribution des temps de séjour. Ceci
est illustré dans la partie suivante ol des résultats en matiére de calculs de fiabilité sont
présentés.

Comparaison des mesures de fiabilité

L’objectif est & présent de comparer les résultats obtenus par les approches MGD et CM
concernant le calcul d’indicateurs de fiabilité. L’algorithme 2.1 est utilisé afin de générer un
grand nombre de trajectoires (ici 10%) de maniére a déduire la fiabilité du systéme selon le
modéle théorique. L’algorithme 2.2 est quant & lui utilisé pour le calcul de la fiabilité dans
le cadre des deux modéles appris précédemment. Par ailleurs, la table 2.7 donne 'EAM
commise sur le calcul de divers indicateurs relatifs a la fiabilité du systéme par unité de

temps.
Approche MGD CM
Fiabilité 0.0010 0.0059
Taux de défaillance 0.0018 0.7538

Durée de vie résiduelle 0.0085 3.8986

TAB. 2.7 — Comparaison des EAM commises sur le calcul d’indicateurs de fiabilité
a partir des approche MGD et CM.

Le calcul de la fiabilité est présenté en figure 2.7. Nous observons que 'approche MGD
conduit & une légére sous-estimation de la fiabilité théorique, tout en respectant son al-
lure générale. En revanche, 'approche CM sous-estime la fiabilité du systéme entre son
quatriéme et son dixiéme trimestres de fonctionnement, puis la surestime aprés le onziéme
semestre. Cette approche ne permet clairement pas de retrouver ’allure théorique de la
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fiabilité. Ces constatations visuelles sont confirmées par les résultats de la table 2.7. L’'EAM
commise par l'approche MGD est de 1% par unité de temps, tandis qu’elle s’éléve & preés
de 6% pour 'approche CM.

Rappelons que dans l'industrie, la fiabilité est I'un des indicateurs les plus utilisés pour
la mise en place d’une politique de maintenance. Sous-estimer la fiabilité conduit & des
politiques de maintenance onéreuses ne tenant pas compte de la qualité du systéme étudié.
A T’inverse lorsque celle-ci est surestimée, le systéme souffre d’une perte de disponibilité due
a une insuffisance d’entretien. Cet exemple est donc une illustration de l'intérét pratique
des MGD comparés a une approche CM dans le cadre d’études de fiabilité.

- —O— Théorique
0.9r —o0—MGD
—— CM

0.7r

0.6

0.5

Fiabilité

0.4

0.3

0.2

0.1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Temps (en trimestres)

FiG. 2.7 - Evaluation de la fiabilité du systéme a partir du modéle théorique et des
I’approches MGD et CM.

Les figures 2.8 et 2.9 représentent respectivement le taux de défaillance et la durée de
vie résiduelle du systéme obtenus selon la modélisation considérée. L’observation de ces
courbes met en avant I'incapacité de 'approche CM a retrouver la forme théorique de ces
deux grandeurs. Plus précisément, la table 2.7 indique que 'EAM commise en moyenne
a chaque unité de temps par cette approche est de 75% pour le taux de défaillance et
d’environ 3.8 trimestres pour la durée de vie résiduelle. Ces erreurs sont particuliérement
importantes comparées a celles engendrées par "approche MGD.

Par ailleurs, ces grandeurs de fiabilité caractérisent le comportement instantané du sys-
téme : la premiére en terme de probabilité d’occurrence d’une défaillance et la seconde
en terme de durée avant I'occurrence d’une défaillance. Le modéle théorique & un taux de
défaillance globalement croissant et une durée de vie résiduelle globalement décroissante.
Ceci signifie que le systéme vieillit, autrement dit plus le temps passe, plus la probabilité
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que survienne une panne augmente. Or, nous observons une fois encore que ’approche CM
s’avére insuffisante pour représenter une telle dynamique de vieillissement.

1,

—O— Théorique
0.9H —°—MGD
—o0—CM

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Taux de défaillance

0.3

0.2

0.1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Temps (en trimestres)

F1G. 2.8 — Evaluation du taux de défaillance du systéme a partir du modéle théorique
et des 'approches MGD et CM.

2.7 Conclusions

Ce chapitre propose une description détaillée des Modeéles Graphiques de Durée (MGD).
Cette structure graphique particuliére, reposant sur le formalisme des Modéles Graphiques
Probabilistes Markoviens d’ordre un (1-MGPM), est dédiée a la représentation de systémes
dynamiques complexes. Cette approche permet de dépasser les limitations sous-jacentes a
I'utilisation des chaines de Markov dans le cadre des 1-MGPM. Une chaine de Markov
impose par construction que les durées dans chaque état du systéme suivent des lois ex-
ponentielles. Cette hypothése n’est pas réaliste dans un trés grand nombre d’applications
concrétes. L'intérét des MGD provient de la possibilité de spécifier une loi de durée quel-
conque, paramétrique ou non, pour chaque état du systéme. Ces propriétés sont illustrées
par une comparaison entre chaines de Markov et MGD dans le cadre d’une analyse de

fiabilité, montrant ainsi la pertinence pratique ’approche.

Toutefois, la structure MGD étant plus complexe que la structure d’une chaine de Markov,
son utilisation entraine une augmentation de la complexité spatiale et de la complexité al-
gorithmique lors des calculs d’inférence & partir d’'une méthode générique. Nous montrons
cependant qu’en exploitant les propriétés probabilistes particuliéres associées aux MGD,
il est possible de limiter significativement cette complexité. La premiére propriété remar-
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F1G. 2.9 - Evaluation de la durée de vie résiduelle du systéme a partir du modéle
théorique et des I'approches MGD et CM.

quable provient du caractére défini par morceaux des Lois de Probabilité Conditionnelle
(LPC) manipulées. Cette particularité a en général un intérét d’un point de vue de leur sto-
ckage en mémoire. La seconde propriété est liée & la présence de composantes déterministes
dans lesdites LPC. En conséquence, d’importantes simplifications peuvent étre réalisées lors
des calculs d’inférence. Une étude théorique compléte est présentée, expliquant la réduction
de complexité engendrée par la prise en compte de ces spécificités.

Pour finir, il n’existe pas, & notre connaissance, d’outil logiciel de modélisation par réseaux
bayésiens permettant de manipuler efficacement des LPC définies par morceaux. Il n’est
pourtant pas rare de rencontrer des cas d’applications ou ce type de LPC est utilisable,
en particulier dans le cadre de la représentation de systémes dynamiques. Aussi, au cours
de cette these, le développement d’une boite a outils MaTLAB® a été initié. L'ensemble
des résultats numériques présentés dans ce rapport ont été obtenus a partir de cette boite
a outils. Cette derniére est a présent utilisée au sein du laboratoire INRETS-LTN mais a
termes, une diffusion plus large est envisagée.
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3.1 Introduction

3.1.1 Approche générale

L’étude de la fiabilité est aujourd’hui une étape incontournable lors de la conception in-
dustrielle et une préoccupation permanente pour les systémes opérationnels. Ceci est par-
ticuliérement vrai pour des systémes exécutant des taches critiques comme le transport
de voyageurs. Les connaissances disponibles sur la fiabilité du systéme sont utilisées afin
d’organiser sa maintenance. Cette approche est connue sous la dénomination Maintenance
Basée sur la Fiabilité (MBF ou RCM, Reliability-Centered Maintenance pour l'acronyme
anglais). La premiére description générale de la MBF a été proposée par Nowlan and Heap
(1978). La principale référence en frangais traitant de la MBF est l'ouvrage de Zwingel-
stein (1996). En pratique, 'approche MBF a pour objectif de minimiser les cotits d’entretien
tout en assurant le meilleur niveau de disponibilité du systéme considéré. Ce cadre de tra-
vail comporte de nombreuses déclinaisons, notamment suivant la nature de la politique de
maintenance considérée. Cependant, la mise en place d’une telle démarche pour un systéme

donné nécessite toujours :
(i) un modéle représentant le processus de dégradation du systéme ;
(ii) un modéle représentant les différentes solutions de maintenance envisageables ;

(iii) une fonction d’utilité permettant d’évaluer chaque politique de maintenance réali-
sable.

La modélisation du systéme constitue en général 1’étape la plus délicate, le reste de la
méthode reposant grandement sur la pertinence de la représentation adoptée. Il s’agit
d’expliquer au mieux les mécanismes d’évolution des différents états de fonctionnement
du systéme. La présence d'un REX (Retour d’EXpérience) facilite la compréhension des
processus de dégradation des composants du systéme et de leurs interactions. L’exploitation
d’un REX posséde en outre 'avantage de fournir une représentation relativement proche de
la réalité. En revanche, s’il n’y a pas ou peu de données REX exploitables, il incombe aux
experts de proposer leur modeéle ce qui conduit parfois & I'introduction de biais importants.

La description des procédures de maintenance est souvent moins complexe. Il est en ef-
fet courant de disposer de référentiels décrivant les différentes actions d’entretien et de
réparation possibles et leurs effets sur le systéme. Cette étape consiste alors a traduire

mathématiquement ces référentiels.

La fonction d’utilité retenue permet enfin de quantifier la pertinence d’une politique de
maintenance donnée. Le choix de la fonction d’utilité dépend du systéme représenté et
du probléme considéré. Cette derniére doit & la fois prendre en compte les contraintes
économiques et les exigences de stireté de fonctionnement. L’objectif de ’approche MBF
est alors in fine de maximiser la fonction d’utilité en ajustant les parameétres de maintenance
afin de réaliser le meilleur compromis entre cotits d’entretien et disponibilité du systéme.
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3.1.2 Etat de ’art

Une grande partie des travaux scientifiques publiés dans le domaine de la maintenance
s'intéressent aux méthodes préventives qu’elles soient systématiques ou conditionnelles.
Les politiques préventives s’avérent, en pratique, souvent bien plus avantageuses qu’une
politique purement corrective entrainant de l’indisponibilité. Toutefois, la Maintenance
Préventive (MP) n’est réellement efficace que si elle est correctement optimisée (Barlow
and Hunter 1960). Citons par exemple les travaux récents de Bar-Noy et al. (2004), Grigo-
riev et al. (2006) et Courtois and Delsarte (2006) traitant de l'optimisation de politiques
systématiques périodiques. Par ailleurs, les progres scientifiques sur les capteurs et le diag-
nostic en général permettent de surveiller les systémes industriels plus souvent et plus
précisément. Ceci explique le nombre croissant d’études dédiées aux politiques de mainte-
nance conditionnelles. En particulier, les travaux de Grall et al. (2002), Marseguerra et al.
(2002), Castanier et al. (2005) et Bérenguer (2008) s’intéressent & la représentation de
telles politiques et & leur optimisation. Bien que performante d’un point de vue calcula-
toire, les études précédentes reposent la plupart du temps sur des hypothéses relativement
restrictives quant a la description du systéme (par exemple sur les lois de dégradation et

la représentation du contexte).

Parallelement, des outils plus génériques, basés notamment sur des modéles graphiques ru-
dimentaires, ont été proposés (Vatn et al. 1996), (Vatn 1997) permettant la représentation
de systémes plus complexes. En revanche, ces travaux ne fournissent aucune solution al-
gorithmique générale aux problémes d’inférence soulevés. Plus récemment, 'utilisation des
Modeles Graphiques Probabilistes (MGP) a partiellement résolu le probléme précédent. Ce
cadre de travail offre en effet un formalisme puissant et intuitif en matiére de modélisation,
ainsi qu’un ensemble d’outils d’analyse adaptés a I’évaluation de politiques de maintenance.
Les travaux de Corset (2003) et Celeux et al. (2006) ont abordé la construction pratique
d’un MGP dans le contexte d'une étude de stireté de fonctionnement. Par ailleurs, Kang
and Golay (1999) a proposé un MGP statique dédié a la modélisation de la maintenance,

en incluant explicitement une couche diagnostic.

3.1.3 Objectifs

Les objectifs de ce chapitre sont d’unifier et d’étendre les travaux précédents en propo-
sant une approche MBF dynamique et générique. Pour ce faire, nous nous plagons dans
le cadre des MGP Markoviens (MGPM) et nous supposons qu'un modéle de dégradation
du systéme considéré est disponible sous cette forme (chaine de Markov, modéle graphique
de durée). La démarche générique initiée et développée a 'INRETS hors du cadre ap-
plicatif que relate ce mémoire, consiste & enrichir ce modéle de dégradation en ajoutant
une composante de diagnostic, de maintenance et d’utilité. Il s’agit au final de fournir
un outil d’analyse complet capable de s’adapter aux différentes stratégies de maintenance
rencontrées couramment dans l'industrie. La partie 3.2 est consacrée a la description de ce
modéle que nous désignons dans la suite par modéle VIRMALAB. La partie 3.3 aborde le
probléme de 'inférence probabiliste appliquée aux calculs d’utilité permettant I’évaluation
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d’une politique de maintenance donnée. Pour finir, un point sur les différentes politiques
de maintenance représentables par cette approche est fourni dans la partie 3.4. Le chapitre
4 détaille quant & lui la traduction de cette approche générique au probléme industriel
rencontré par la Régie Autonome des Transports Parisiens (RATP).

3.2 Modéle VIRMALAB

3.2.1 Description qualitative

Le modéle graphique associé a I’approche VIRMALAB est donné dans la figure 3.1. Ce der-
nier caractérise les relations de dépendance du vecteur aléatoire (X, Dy, A¢)¢>1 sur deux
tranches temporelles. Pour des raisons de lisibilité et de complexité spatiale et algorith-
mique, le modéle VIRMALAB est représenté sous la forme d’'un 1-MGPM . Toutefois, il est
important de noter qu’il n’existe pas de verrou théorique quant a I'extension du modéle a
un ordre markovien supérieur. Le modéle VIRMALAB est donc constitué de trois compo-
santes principales dédiées respectivement a I’évolution du systéme (processus (X¢)i>1), a
son diagnostic (processus (D;);>1) et & sa maintenance (processus (A¢)i>1).

Le vecteur aléatoire X représente I’état du systéme a l'instant ¢. L’état du systéme désigne
ici toutes les variables permettant d’expliquer son évolution temporelle. L’hypothése la plus
simple consiste a réduire le vecteur X; a une simple variable X;. Dans le chapitre 2, nous
avons étudié le cas ou le systéme était décrit par le vecteur X, = (Xy, S¢), a savoir son
état a l'instant t ainsi que la durée avant une transition. L’exemple 2.6 illustre la prise
en compte d’un contexte agissant sur le systéme (cadence de production). Dans ce cas, le
vecteur X, désigne le triplet (Cy, E, St).

Le vecteur aléatoire Dy = (8.4, Dty)1<0<1, D;”") représente ensemble des moyens de diag-
nostic du systéme. Plus précisément, le modéle de diagnostic est composé de L méthodes
de diagnostic indépendantes entre elles conditionnellement & 1’état du systéme caractéri-
sées par les variables aléatoires Dy 1, ..., D; . Chaque variable Dy représente le résultat
du diagnostic de la ¢-éme méthode a l'instant t. Les variables & 1,...,0; 1 € {0,1} sont
des variables binaires indiquant si chaque méthode de diagnostic est active a l'instant ¢.
La variable D;*® représente le diagnostic final du systéme & l'instant ¢ issu du traitement
des résultats des L méthodes de diagnostic.

La variable A; désigne I'action de maintenance sélectionnée & 'instant ¢. Dans le modéle
VIRMALAB, la décision de maintenance est prise a partir du diagnostic final. Cette action
agit ensuite potentiellement sur I'état du systéme a 'instant suivant.

D’aprés la définition 1.13, le vecteur aléatoire associé & l'interface gauche dans le modéle
VIRMALAB a Uinstant ¢ est (X1, A;—1). Le théoréme 1.4 s’écrit alors :

Xi—9,Dy 9, Ao 1L Xy, Dy, A| X 41, Ap—1. (3.1)
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FiG. 3.1 - I-MPGM (modele de transition) associé au modéle VIRMALAB. Dans le
but d’améliorer la lisibilité, remarquons que seul le modéle de transition est repré-
senté sur la figure. Le modéle initial étant identique a celui d’une tranche de temps
quelconque, il n’y a pas de confusion possible.

Les relations de dépendance engendrées par la structure graphique du modéle conduisent
a la définition récursive suivante pour 'interface gauche :

P(X1) ) P(D1|X1)P(Ai]|Dy) =1
D
P(Xtht) -
Z P(Xt—hAt—1)P(Xt\Xt—17At—1)ZP(Dt\Xt—l)P(AHDt) t>2
X1 Dy
Ag—1
(3.2)
avec pour tout ¢ > 1,
L
P(Dy) = [ [ [P(600) P(Deel X 1. 60.0)] P(DY™, | Des, ... De.p),
/=1

et
P(A|Dy) = P(A| D).
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D’un point de vue purement qualitatif, la structure graphique associée a 'approche VIR-
MALAB permet de représenter :

— le processus de dégradation d’un systéme ;

— un nombre quelconque de méthodes de diagnostic dont 'activation dépend du temps;

une politique de traitement des différents résultats de diagnostic;

— une politique d’actions de maintenance.

Cette démarche posséde l'avantage d’étre a la fois réaliste et générique. Elle s’adapte en
effet & de nombreux systémes industriels et couvre un large éventail de problémes liés
a la modélisation de la maintenance. Notons toutefois qu’afin de se placer dans un cadre
permettant de réaliser des calculs d’inférence exacte, nous supposons que toutes les variables
du modele VIRMALAB sont discrétes et finies.

3.2.2 Description probabiliste
Loi d’évolution du systéme

Soient X I’ensemble des états du systéme et A I’ensemble des actions de maintenance.
L’ensemble A est partitionné tel que A = AX U AX o AX + & et AX représentent
respectivement l'ensemble des actions laissant le systéme invariant et celui des actions
affectant le systéme. Dans le modéle VIRMALAB, le processus de dégradation du systéme
est caractérisé par la distribution initiale des états du systeme A\; € £I¥} et la distribution
de transition A € £IX} XAl Formellement, nous avons pour tout & € X,

Autrement dit, la valeur Ai(x) donne la probabilité que le systéme se trouve dans la
configuration & a l'instant initial.

Concernant le modéle de transition, deux cas sont & distinguer :

(i) Si D’action sélectionnée & I'état précédent laisse le systéme invariant (A, € AX),
le systéme évolue selon la loi de transition naturelle A% € £IXHHX}h—1 Pour tous
' x € X, A% vérifie alors

P(X,=z|X, 1 =2, 41 € AX) = A (z/ | ).

Le systéme passe naturellement de la configuration ' & x avec une probabilité égale
a AYs(z/, x).

(ii) Si l’action sélectionnée & 1’état précédent agit sur le systéme (A;_1 € AX), le systéme

{Xy-AX }tfl

subit une transition artificielle controlée par la loi A2t € £{X}] . Pour tous

', x € X et tout a’ € AX, A*t vérifie alors
P(X;=z|X;1 =2/, A1 € AX) = A2/, d, ).

La valeur A*'(x’ o/, x) exprime ainsi la probabilité pour le systéme de passer de la
configuration ' & x alors que l'action a’ a été sélectionnée.
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Par conséquent, la loi de transition du systéme est définie par morceaux telle que pour tous
' x e X et tout d' € A,

A (! ) sia e AX

P(X; =X =2, A1 =d) =AM/ ,dz) = { A (2! a/ x) sia € AX

Remarque 3.1 (Utilisation d’un MGD)

La description du modéle d’évolution du systéme dépend a la fois du probléme considéré
et du degré de précision souhaité. En adoptant une représentation par Modéle Graphique
de Durée (MGD, cf. chapitre 2), le vecteur aléatoire modélisant I’état général du systéme
vaut alors X; = (X4, S;) ou X; et Sy désignent respectivement I’état du processus et le
temps avant une transition naturelle a I'instant t. L’ensemble des valeurs prises par X;
est X = X x §. Par ailleurs, en reprenant les notations de la partie 2.3, la loi initiale du
systéme dans le modéle VIRMALAB, A\; € £{¥S1 | est donnée pour tout @ = (r,s) € XS
par

Al(x) = Mi(x, ) = ai(x)Fi(z, s). (3.3)

Dans ce cas, la loi de transition naturelle, A% € LIX:SHHX.Sho1 ot définie pour tous

z',x € X et tous s',s € S par

QY (2 ) F3(2!jx,s) sis =1

3.4
I(z',2)C(s, s) sis’ >2 (34)

A (2!, s) = {

Enfin, pour toute action o' € AX agissant sur le systéme, la loi de transition artificielle,
Aact ¢ LIXSHIX A1 ot définie pour tous o,z € X et tout s € S par

AaCt($,7 al? x? 8) = QaCt(x/7 al’ ;L‘)Fsys(x/’ x’ 8)' (35)

Les équations (3.3), (3.4) et (3.5) caractérisent le processus décrivant I’évolution temporelle
du systéme modélisé par un MGD dans le cadre d’une approche VIRMALAB.

D’apres la partie 2.3.6, nous pouvons en outre déduire le cas ot le systéme est représenté
par une Chaine de Markov (CM). Cela revient simplement a supprimer les LPC Fy et F%%
des calculs précédents. Formellement, nous avons pour tout = (z,s) € X x {1},

A(x) = Ai(x,1) = ai(x) Fi(x,1) = ai(x),
=1

Q¥s(x',x) P (2! 2,1) sis' =1
—_———

sys( ../ o — =1 — OSYS( !
A (CL’,S,CE,S) I(:E/,:B)C(S/,S) Si 8/22 Q (CL’,CB),
~—_—————

cas impossible car s = 1

et pour tout a’ € AX,

A2 dl x,s) = QN (2 dl,x) F¥5(2 2, 1) = Q¥ (2!, d | x).
—_———

=1
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Diagnostic

Dans un premier temps, le diagnostic du systéme est réalisé a chaque instant ¢ par L
méthodes caractérisées par les variables aléatoire Dy 1,..., D; 1 a valeurs respectivement
dans les ensembles Dy, ..., Dr. Le role de ces organes de diagnostic consiste & fournir des
informations sur I'état réel du systéme, ce dernier n’étant pas accessible directement. Les
ensembles Dy, ..., Dy, contiennent les résultats possibles de chacune des méthodes de diag-
nostic. Pour chaque méthode ¢, le nombre |Dy| représente la taille du spectre de détection
de la f-éme méthode. L’activation de chaque méthode Dy, a 'instant ¢ est controlée par la
variable binaire d;,. Notons que chaque ensemble D, contient un élément dg permettant
de signaler explicitement que la méthode correspondante n’est pas activée. Ceci est détaillé
dans les paragraphes qui suivent.

La LPC de la variable D;, permet alors de décrire le comportement probabiliste de la
(-éme méthode de diagnostic a 'instant t. Deux cas sont & distinguer :

(i) Sila f-éme variable d’activation vaut un a 'instant ¢ (§; 0 = 1), le systéme est examiné
selon la ¢-éme méthode de diagnostic. Les caractéristiques du diagnostic effectué sont
décrites dans la LPC A, € £Pt{X} Formellement, pour tout dy € Dy et tout
reX

P(Dt,f = dg|Xt = I, 5,57( = 1) = Ag(m, dg).

La quantité Ag(x, dy) correspond a la probabilité de renvoyer le signalement d; sachant

que le systéme se trouve dans I’état x. Lorsque les états du systéme sont triés dans

un ordre croissant de gravité, trois situations sont envisageables :

— lorsque & < dy, 1'état réel est moins grave que le diagnostic, Ay(x, dy) correspond
& un taux de fausse alarme;

— lorsque @ = dy, I'état réel est identique au diagnostic, Ay(x, dy) correspond a un
taux de bonne détection ;

— lorsque @ > dy, I'état réel est plus grave que le diagnostic, Ay(x,d,) correspond a
un taux de non détection.

(i) Si la ¢-éme variable d’activation vaut zéro a linstant t (6, = 0), la méthode ¢
est inhibée. Cela se traduit formellement en associant au diagnostic dg € Dy une
probabilité égale a un, et ce, quel que soit ’état réel du systéme. Autrement dit, pour
tout dy € Dy et tout x € X,

P(Dt’g = dg|Xt = l‘,(;ug = 0) = ]I(dZ — dg)

Les LPC associées aux méthodes de diagnostic sont donc définies par morceaux telles que
pour tout £ =1,..., L, tout dy € Dy, tout d.¢ € {0, 1}, et tout & € X,

Ay(m,dg)  side=1

P(Dty€:d£|Xt:x75t,Z): { ]I(dﬁzd@) Si 51‘,@:0

Remarquons enfin que les temps d’activation de chaque méthode de diagnostic sont des
paramétres participant & la définition de la politique de maintenance du systéme. Ceci
n’est pas le cas des LPC Aq, ..., Ay qui, elles, sont supposées provenir des caractéristiques
techniques des appareils de diagnostic considérés.
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Exemple 3.1

Soit un systéme a trois états dont I’évolution est représentée par une chaine de Markov.
Dans ce cas, nous supposons que X; = X; et X = X = {ok, dégradé, panne}. Considérons
de plus que le systéme posséde deux méthodes de diagnostic modélisées par les variables
Dy et Dy 5. Admettons enfin que ces deux méthodes soient spécialisées dans un diagnostic
particulier. Par exemple, la premiére méthode est dédiée a la détection de I’état dégradé,
et la seconde a détection de I'état panne. Nous fixons alors Dy = {dg, dégradé, dégradé} et
Dy = {dg, panmne, panne}, ainsi que les valeurs numériques suivantes :

Ay AV
Dyq Dy
Xy dy dégradé dégradé Xy dyz panne panne
ok 0 0.95 0.05 ok 0 1 0
dégradé 0 0.15 0.85 dégradé 0 1 0
panne 0 1 0 panne 0 0.01 0.99

L’observation de la LPC associée a la premiére méthode montre que cette derniére commet
5% de fausses alarmes lorsque le systéme est dans I'état ok. D’autre part, I’état dégradé est
bien détecté dans 85% des cas contre 15% de non détection. Conformément a la description
donnée, cette méthode ne permet pas de diagnostiquer I'état panne. En effet, dés que le
systéme est dans cet état, le résultat de la détection indique uniquement que le systéme
n’est pas dans I'état dégradé. A I'inverse, la seconde méthode ne peut pas détecter 1'état
dégradé, mais fournit un diagnostic correct concernant I’état panne dans 99% des cas.

Rappelons que les LPC A1 et Ao définissent le comportement probabiliste des méthodes
de diagnostic lorsqu’elles sont activées. Dans le cas contraire, le résultat du diagnostic est
déterministe et vaut dg quel que soit I'état réel du systéme.

Les résultats de chaque méthode de diagnostic & 'instant ¢ sont ensuite traités afin d’en
déduire un diagnostic final. Ce dernier dépend de la politique de diagnostic décrite par la
LPC de la variable D® & valeurs dans DS et notée AY® € £IP?HHPrDPrke 1] est a
noter que le diagnostic dgy appartient également & I’ensemble D¥® et correspond au cas ol
aucune méthode de diagnostic n’est activée a l'instant ¢. Formellement, A vérifie pour
tout £ =1,..., L, tout dy € Dy et tout d € D,

P(DP* =d|Dyy =dy,..., Dy, =dr) = AP (dy, ..., dp, d).

La valeur A*®(dy, ..., dr,d) correspond a la probabilité que le diagnostic final du systéme
a linstant ¢ soit d alors que les L diagnostics indépendants ont respectivement donné
les résultats dy,...,dr. A linstar des variables d’activation, la stratégie décisionnelle du

diagnostic est un des paramétres définissant la politique de maintenance du systéme.

Exemple 3.2
Plagons nous a nouveau dans le contexte de I'’exemple 3.1. Dans ce cas, définir la politique
du diagnostic revient a établir quel est le diagnostic final selon la valeur des deux méthodes
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de diagnostic disponibles. Une maniére naturelle de procéder consiste a prendre
DY = {dz} UX = {dg, ok, dégradé, panne}

de fagon a couvrir I’ensemble des états possibles a diagnostiquer. La stratégie assurant ici le
minimum de non détection consiste a retenir la détection la plus critique comme diagnostic
final. Cela s’exprime numériquement par :

ASyS
D
Dy Dy 5 dy ok dégradé panne
dg dg 1 0 0 0
dégradé dg 0 1 0 0
dégradé dg 0 O 1 0
dz panne 0 1 0 0
dégradé panne 0 1 0 0
dégradé panne 0 0 1 0
dz panne 0 0 0 1
dégradé panne 0 0 0 1
dégradé panne 0 0 0 1

Toutefois, une telle approche peut favoriser les fausses alarmes, entrainant parfois un impact
économique non négligeable.

Action de maintenance

Le choix de l'action de maintenance a l'instant ¢ est controlé par la LPC associée a la
variable aléatoire Ay, notée I' € L£IAMIP™ 1 Dans le modele VIRMALAB, l'action de
maintenance est sélectionnée selon le résultat du diagnostic final. La LPC T' vérifie pour
tout d € D% et tout a € A,

P(At = G,‘Dt = d) = F(d, CL).

La valeur I'(d,a) désigne la probabilité de déclencher I’action de maintenance a sachant
que le diagnostic final du systéme est d. Si I'action sélectionnée a I'instant ¢ appartient a
I'ensemble AX | I'état du systéme est modifié via la LPC de transition A<t

Exemple 3.3

Reprenons I'exemple 3.2 et soit {néant, réparation partielle, réparation totale} ’ensemble
des actions possibles ot 'action "néant" désigne I'absence d’action. Supposons que ’action
"réparation partielle” permette de réduire la dégradation du systéme d’un état, et que
Daction "réparation totale" raméne le systéme dans I’état ok. La partition de I’ensemble A
est donc constituée des deux ensembles

AX = {réparation partielle, réparation totale} et AX = {néant}. Par ailleurs, d’aprés les
descriptions précédentes, la LPC A2t vérifie ici :
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Aact
Xi
Xiq A4 ok dégradé panne
ok réparation partielle 1 0 0
dégradé réparation partielle 1 0 0
panne réparation partielle 0 1 0
ok réparation totale 1 0 0
dégradé réparation totale 1 0 0
panne réparation totale 1 0 0

Considérons enfin une politique d’actions telle que si le résultat du diagnostic final est :

— dg ou ok, alors aucune action n’est déclenchée ;

— dégradé, alors une réparation partielle est effectuée dans 50% des cas et aucune action
le reste de temps ;

— panne, alors une réparation partielle est effectuée dans 33% des cas et une réparation
totale le reste de temps.

Ceci se traduit numériquement par :

T
Ay
Dy néant réparation partielle réparation totale
dg 1 0 0
ok 1 0 0
dégradé 0.5 0.5 0
panne 0 0.33 0.67

3.2.3 Caractérisation paramétrique

La description probabiliste du modéle VIRMALAB donnée dans la partie 3.2.2 met en
évidence les différents paramétres du modéle. Ces derniers peuvent étre classés en deux
catégories : les paramétres descriptifs et les paramétres de maintenance. La premiére caté-
gorie correspond aux paramétres caractérisant le fonctionnement du systéme considéré. 11
s’agit donc des éléments associés a ’évolution du systéme (A1, A%®), & la précision des mé-
thodes de diagnostic (Ay)1<¢<r, et aux effets des actions de maintenance A3t En pratique,
ces paramétres se déduisent a partir du Retour d’EXpérience (REX), d’avis d’experts, des
caractéristiques techniques du matériel utilisé ou encore des référentiels de maintenance.
Par conséquent, hormis lors de changements techniques, les paramétres descriptifs sont
supposés fixes pour un systéme donné. Dans la suite, nous adoptons la notation

ogrdesc _ (A1, A3, A2, (A¢)i<e<r)
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pour désigner les paramétres descriptifs du modéle.

La seconde catégorie de paramétres décrit la stratégie de maintenance du systéme. Il s’agit
par conséquent des instants d’activation des diagnostics (d¢¢)¢>11<¢<r, de la politique de
traitement des diagnostics A%S et de la politique de décision de maintenance I'. L’ensemble
des stratégies de maintenance représentables a partir de ces paramétres est abordé dans la
partie 3.4. Comme précédemment, nous désignons

YAt — (8, Vys11<0<n, AV T)

les parameétres de maintenance du modéle VIRMALAB. De maniére générale, I'objectif

4//maint

d’une telle approche consiste alors a déterminer . étant donné 79%¢ de facon a

optimiser un certain critére.

Il est alors possible d'utiliser la notation ¥ = (ydesc ymaint) pour caractériser un mo-
dele VIRMALAB, c’est-a-dire en spécifiant ses paramétres descriptifs et ses paramétres de
maintenance.

3.2.4 Complexité spatiale

Soit ¥ = (Al,ASyS,AaCt,((5t75)t21,1§gSL,(Ag)lSKSL,ASyS,F) un modéle VIRMALAB. La
complexité spatiale de ce modéle, notée C'S(¥'), correspond a la somme des complexi-
tés spatiales associées aux LPC décrivant I’évolution du systéme, la chaine de diagnostics
et 'action de maintenance. La table 3.1 détaille le cotit de stockage de chacune des LPC

du modeéle.

LPC Description cSs

A Etat initial o(x|)

ASYS Transition naturelle o(x|?)

Aact Transition artificielle o(|x|? ]AX )
(Ap)i<e<r Méthodes de diagnostic o(|x|? Ze 1 D))
ASYS Politique du diagnostic O(|D%#| HZ 1 1Del)
r Politique des actions de maintenance O(|D¥9||A|)

TAB. 3.1 — Complexité spatiale des LPC associées au modéle VIRMALAB.

Nous en déduisons par conséquent

L L
CS(¥) = O(XP(AX |+ D)) + [D¥|(J] Dol + AI)). (3.6)
(=1 /=1

D’apres le résultat (3.6), la complexité spatiale du processus d’évolution du systéme, en
O(|X | AX]), contribue de maniére significative au cotit de stockage du modéle VIRMA-
LAB. Par exemple, si le systéme est représenté par une chaine de Markov dont l'espace
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d’état est X, la complexité spatiale du systéme est en O(|X|?|.A¥X|). Dans le cadre d'une
modélisation par MGD, cette complexité est alors de 'ordre O(|X|?(Ts + | AX|) + Ts) ou
Tg désigne la borne supérieure du support des lois de temps de séjour.

Le nombre de méthodes de diagnostic considérées et la taille de leur spectre de détec-
tion ont également une influence importante sur la complexité du modeéle. En particulier,
la LPC A%, caractérisant la politique du diagnostic, posséde un coiit de stockage en
O(|D%| HeL:1 |D¢]), pouvant devenir rapidement déraisonnable de par le produit sur les
résultats possibles de chaque méthode de diagnostic. Dans le meilleur des cas, il n’y a que
deux diagnostics possibles par méthode ce qui conduit & C'S(A%®) = O(2LF1). A I'inverse, il
est rare en pratique que le nombre de diagnostics possibles par méthode dépasse le nombre
des états du systéme. La pire situation du point de vue du stockage correspond donc a

O(|D¥%|) = O(|Dy|) = ... = O(|DL|) = O(|X]) et par conséquent C'S(AYS) = O(|X|L+1).

3.3 Calculs d’utilité

Considérons un modéle VIRMALAB, noté ¥ = (y/desc ymaint) " caractérisé par ses para-
meétres descriptifs et ses paramétres de maintenance (cf. partie 3.2.3). Rappelons que 1'ob-
jectif du modéle VIRMALAB est de permettre 1'évaluation de stratégies de maintenance
appliquées a un systéme donné. Dans notre cadre de travail, cette évaluation s’exprime en
termes d’utilité (cf. partie 1.2.3). Nous supposons en effet qu’a chaque instant ¢, le systéme,
les diagnostics et l'action de maintenance engendrent chacun des utilités. En pratique, ces
derniéres sont souvent homogénes & un cotit ou & un profit. Toutefois, une utilité corres-
pond plus généralement a une grandeur calculable & partir de la loi du vecteur aléatoire
considéré et n’a donc pas forcément une connotation économique. Par exemple dans une
étude de fiabilité, une utilité peut étre associée & un nombre de défauts particuliers ou a
un nombre de fausses alarmes pour un appareil de diagnostic.

La figure 3.2 représente le modéle VIRMALAB a la tranche t sur lequel des noeuds d’utilité
sont explicitement représentés. Contrairement aux nceuds usuels dans les MGP, les nceuds
d’utilité ne sont pas associés & des variables aléatoires. Ces derniers servent uniquement a
indiquer explicitement sur quelles variables les calculs d’utilité sont réalisés.

Remarque 3.2 (Diagrammes d’influence)

Notons que les MGP possédant des nceuds d’utilité sont souvent référencés sous le terme
diagramme d’influence dans la littérature (Shachter 1988). Plus particuliérement, un dia-
gramme d’influence est un MGP constitué de nceuds d’utilité et de nceuds de décision, et a
pour objectif de modéliser graphiquement un probléme décisionnel. Ces nceuds de décision
représentent les actions possibles pour le décideur et n’ont par conséquent pas de variable
parente dans le graphe. Une fois la modélisation du probléme effectuée, des algorithmes
d’inférence permettent de déterminer les décisions maximisant ’utilité totale. 1l est toute-
fois important de noter que les méthodes d’inférence pour les diagrammes d’influence sont
trés proches des méthodes génériques dédiées aux MGP classiques (Jensen et al. 1994).
Par ailleurs, la problématique abordée dans ce chapitre ne permet pas d’utiliser les outils
développés dans le cadre des diagrammes d’influence. Dans la suite de ce document, nous
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nous limitons donc au cadre plus flexible des MGP.

Ux

t

utilité de
disponibilité

U5t,1 UDt,l UDt,L Ufst,L
utilité du utilité du
diagnostic diagnostic

utilité des actions
de maintenance

Ua

t

Fic. 3.2 — Modéle VIRMALAB & la tranche ¢ avec utilités. Les noeuds carrés repré-
sentent les utilités des variables parentes associées.

3.3.1 Construction d’une fonction d’utilité

Les paragraphes suivants détaillent tout d’abord le calcul des utilités associées aux diffé-
rentes composantes du modeéle a 'instant ¢. La construction d’'une fonction d’utilité est
traitée par la suite.

Utilités du systéme

Soient u})(t, . ,ui’f e R{X} une suite de potentiels d’utilité associée au vecteur aléatoire
X, représentant I'état du systéme a I'instant ¢. Notons également A, € £{¥} 1a distribution
de X, autrement dit Ay = P(X;). Pour tout kx = 1,..., Kx et tout * € X, la kx-éme
utilité associée & X, notée U;’f € R, est définie par

U = ufE (@) x(). (3.7)

xeX
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En vue de simplifier les notations, le vecteur U x, = (U;(t, ce U)I({f) € REX est utilisé
afin de désigner les différentes utilités du systéme a l'instant ¢. Précisons également que
lorsque les potentiels d’utilité ne dépendent pas de t, ces derniers sont dits homogénes,
auquel cas l'indice ¢ est omis et I’écriture uk, e ,uix e RIX} est adoptée.

Utilités des diagnostics

K(;[
Soit u(; U,

une suite d’utilités associée a 'activation de la /-éme méthode de diag-
nostic a 1 instant ¢. Pour tout £ =1,..., L, tout ks, =1, ..., Ks,, la ks,-éme utilité associée
k .
a la variable d’activation d; o € {0, 1}, notée U Jf € R, est définie par
ks, _ ke,
U = Uét (St - (38)

det

Par conséquent, ’hypothése implicite formulée ici consiste a fixer une utilité nulle lorsque

. . . s ks, L,
le diagnostic n’est pas activé et une utilité Us,, ¢ ginon. Comme précédemment, le vecteur
K
Us,, = = (U} [ARRREE U S 52) € R désigne les utilités liées a l'activation de la £-éme méthode

de dlagnostlc a l'instant ¢.

Il n’est pas rare que le déclenchement d’un diagnostic entraine une procédure de confirma-
tion qui elle-méme peut avoir son utilité propre (cf. chapitre 4). Pour en tenir compte, nous
introduisons u}jm’ U KD’Z € R{X} yne suite de potentiels d’utilité associée a la variable
aléatoire Dy ¢ représentant le résultat de la /-éme méthode de diagnostic a 'instant ¢. Pour
tout kp, =1,...,Kp
est définie par

o1 ’ ., N 2 k
, et tout dyp € Dy, la kp,-éme utilité associée a Dy ¢, notée UDZ € R,

kD kp
Up,, = Z up, ., (de)P(De e = dg). (39)
de€Dy
K
Le vecteur Up, , = (UDt ;- Up, DZ) e R5p; désigne les différentes utilités du diagnostic

associées a la /-éme méthode a 'instant ¢.

De maniére synthétique, le vecteur Up, = (U(St,ngDtl)lSZSL contient ’ensemble des
utilités liées a la composante diagnostic du modéle VIRMALAB a l'instant t.

Utilités de ’action de maintenance

Soit “114,57 e ,uif:‘ e R{X} une suite de potentiels d’utilité associée a la variable aléatoire
Ay représentant 'action de maintenance a l'instant ¢. Pour tout a € A, la ka-éme utilité
associée a Az, notée Uf{t“ € R, est définie par

=Y i (a)P(A, = dy). (3.10)

acA

Le vecteur U4, = (U}‘t, .. .,Uft‘“) € REa designe les différentes utilités de I’action de
maintenance sélectionnée a I'instant .



102 Chapitre 3. Modélisation de la maintenance

Fonction d’utilité

Soit ¥ = (wdesc ymaint) yn modeéle VIRMALAB tel que défini dans la partie 3.2.3. 11
s’agit & présent de proposer un critére permettant d’évaluer, et donc de comparer, cha-
cune des stratégies de maintenance représentables par les paramétres #™ La démarche
retenue consiste & combiner les utilités obtenues a chaque instant ¢ de maniére & obtenir
un résultat sur un horizon de longueur 7. La fonction d’utilité définit la maniére dont
sont combinées les utilités de chaque composante du systéme. Formellement, il s’agit de
construire une fonction, notée U qui associe a tout modéle VIRMALAB # un vecteur de
réels fU1(7) € R/, La fonction fU! est qualifiée de fonction mono-utilité lorsque J = 1
et de fonction multi-utilité lorsque J > 2. Il est important de noter que les calculs d’utilité
associés aux équations (3.7), (3.9) et (3.10) nécessitent des calculs d’inférence probabiliste
qui dépendent directement des paramétres du modeéle ¥, Seules les utilités liées a 'activa-
tion des diagnostics s’obtiennent immédiatement & partir des valeurs prises par les variables
d’activation (8¢)1<¢<r. Autrement dit, I'expression de la fonction d’utilité peut se réécrire

en faisant intervenir explicitement les utilités impliquées dans le calcul :

) = U, (), Up, (), U, (Y )i<e<r).

La partie 3.3.2 est dédiée a la description des calculs probabilistes sous-jacents a 1’évaluation
d’une fonction d’utilité. Enfin, 'exemple 3.4 illustre les notations précédentes en détaillant

la construction d’une fonction mono-utilité moyenne.

Exemple 3.4 (Fonction mono-utilité moyenne)
Considérons un modéle VIRMALAB ¥ ou chaque composante ne posséde qu’un nceud
d’utilité. En reprenant les notations précédentes, nous avons alors

kx =ks =...=ks, =kp, =...=kp, =ka=1.

Dans ce cas, les exposants associés aux utilités sont omis, ce qui se traduit par :
. 77l _rr1 .

UXt — UXt — UXt B

— 1 1 — .
-~ Ubp, =(Us,,,Up, hr<e<se = (Us, ,, Up, )r<e<L ;
1

- UAt :UAt :UAt'
Par conséquent, Ux,, (Us, ,,Up, ,)1<e<1, et Ua, sont calculées a chaque instant t.

Cet exemple présente le cas simple, mais néanmoins trés utilisé en pratique, de la fonc-
tion mono-utilité moyenne sur I’horizon T. Cette fonction d’utilité posséde I’expression
suivante :

1

futil(n//) _ 7 Z Ux, (”//) + Z [cht’e(y/) + UDM(ﬂf/)] + Uy, (7/)

L
t=1 (=1

3.3.2 Evaluation d’une fonction d’utilité

Nous mettons a présent 'accent sur I'évaluation pratique d’une fonction d’utilité dans un
modéle VIRMALAB. Pour ce faire, il est nécessaire de calculer pour tout ¢t > 1 :
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— la loi des états du systéme, Ay = P(Xy);

— la loi des diagnostics, (P(Dyy))i<e<L;

— la loi des actions de maintenance, P(Ay).

Le modéle VIRMALAB étant un 1-MPGM particulier, I'algorithme 1.3 est adapté pour
réaliser les calculs précédents en vue d’en étudier la complexité. Il est néanmoins inté-
ressant de détailler les opérations effectuées. Ceci est l'objet des propositions 3.2 et 3.3
présentées dans les paragraphes suivants. La premiére aborde le calcul de la distribution
d’interface gauche, notée =, = P(X, A¢), tandis que la seconde traite le calcul des dis-
tributions P(Dy 1), ..., P(Dy 1), et ce, a chaque instant t. Cependant avant d’aborder ces
deux propositions, nous introduisons le résultat utilitaire suivant :

Proposition 3.1

Soit ¥ = (A1, A5, A2 (6, 0)e>11<0<, (Ar)1<e<r, A5, T') un modéle VIRMALAB (cf. par-
tie 3.2). Posons Gy = P(A¢|X) € LAY HX}Y La LPC Gy est alors définie pour tout t > 1,
tout x € X et tout a € A par

Gt(wva): Z F(d’a) g?f(wvd)7

deDsys

avec pour tout x € X, tout £ =1,..., L, tout dy € Dy et tout d € DV,

Asys(dl,...,dL,d) sifd=0

rec

@ ohecoznd) = 4 | 2 M@ AN e did) 510 =1

dyeD .
= sil>1

e (de,...,dz,d) sidy =0
(3.11)

La démonstration de ce résultat (cf. annexe E.3) repose sur la factorisation du modéle
VIRMALAB & une tranche ¢t quelconque, ainsi que sur la définition par morceaux des LPC
associées aux variables Dy 1, ..., Dy 1, (cf. équation (3.2.2)). Par ailleurs, la suite (A}§)o<e<r
est introduite afin de réaliser I’élimination des variables d;1, D¢ 1,...,0: 1, D¢ 1. Formelle-
ment, a la f-éme itération la LPC t¢ appartient a LP¥ 1R X Desrr DLt o correspond
a la LPC A®* aprés 'élimination des variables s 1, Dy 1, ..., 00, Dy .

Proposition 3.2

Soit ¥ = (A1, A¥?, Azt (5t,Z)t21,1§£§L, (Ag)ngSL, A% T') un modéle VIRMALAB (cf. par-
tie 3.2). Le modéle ¥ posséde une distribution d’interface gauche, notée =y = P(Xy, At),
définie pour tout x € X et tout a € A par

Zi(z,a) = \(2)Gy(, a), (3.12)

ot \y = P(Xy) représente la loi de I'état du systéme a 'instant t et posséde la caractérisation
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récursive suivante pour tout x € X :

)\1(33) t=1

Ar(w) =
Z A5 (' ) Z S (2, d) + Z Zio1(x,d" A2 d" x) | t>2
r'eX aeAX a’eAX
(3.13)
et ou Gy = P(A¢|X) désigne la LPC introduite dans la proposition 3.1.

Remarquons enfin que la distribution de I'action de maintenance sélectionnée a l'instant t
est alors donnée pour tout a € A par

P(A;=a)= > E(z,a). (3.14)

rxeX

La démonstration de ces résultats (cf. annexe E.3) consiste a affiner le calcul générique de
I'interface gauche dans le cas d'un modéle VIRMALAB (cf. équation (3.2)). La définition
par morceaux de la loi de transition du systéme présentée dans I'équation (3.2.2), ainsi que
le résultat de la proposition 3.1 sont a l'origine des simplifications dans le calcul de A.

Proposition 3.3

Soit ¥V = ()\1, Asys, Aact7 (6t,€)t21,1§€§L7 (Ag)lsgSL, Asys, F) un modéle VIRMALAB (Cf par-
tie 3.2). Dans ce cas, pour tout ¢ = 1,..., L, la loi du ¢-éme diagnostic a 'instant t, notée
P(Dyy), est définie pour tout d € D* par

> X(@) A, de) sidye =1

P(Dyg=dg)={ =% : (3.15)

1(d; = dg) side=0

ou la loi \y = P(X) est caractérisée par I’équation (3.12).

La démonstration de cette proposition (cf. annexe E.3) s’appuie dans un premier temps
sur le fait que le modele VIRMALAB vérifie la relation d’indépendance conditionnelle

Xi-1,D¢ 1, A1 UL Dy, Al Xy

Ceci implique qu’a linstant ¢, la connaissance de la distribution \; est suffisante pour
poursuivre les calculs d’inférence courants. Par la suite, la définition par morceaux des lois
(P(Dye| Xt,0t0))1<e<r est utilisée pour simplifier 'expression des lois (P(Dyy))1<e<r-

A partir des résultats présentés dans les propositions précédentes, nous construisons 1al-
gorithme d’inférence 3.1, dédié a I’évaluation d’une fonction d’utilité dans un modeéle VIR-
MALAB. Il existe peu de contraintes quant au choix de la fonction d’utilité, pourvu que
cette derniére soit calculable & chaque instant ¢ & partir des utilités associées au systéme,
aux diagnostics et a la maintenance. Notons également que la fonction peut étre mono ou
multi-utilité. La partie 3.3.4 présente une application du modéle VIRMALAB, ainsi que de
I’algorithme 3.1 dans le cas d’une fonction mono-utilité moyenne.
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Algorithme 3.1 : Evaluation d’une fonction d’utilité dans un modéle VIRMALAB.
Entrées :

1. Un modéle VIRMALAB vérifiant la description donnée dans la partie 3.2;
2. L’horizon T des calculs d’inférence a réaliser ;
3. Des potentiels d’utilité
kx ks, kp, ka
(W 1<hx <iix (g, )1<ks, <K, > (Up,, 1<kp, <Kp, )1<e<L, (W) )1<ka<Ka)1<t<T
représentant respectivement les utilités associées a I’état du systéme, aux variables
d’activation des diagnostics, aux résultats des diagnostics et a l'action de

maintenance ;
4. Une fonction d’utilité futil,

Sortie : L’évaluation de la fonction d’utilité f"%! correspondant au modéle
VIRMALAB et aux utilités considérés.

pour chaque t =1,...,T faire
// Inférence probabiliste
Calcul de \; (équation (3.13)); // Etat du systéme
Calcul de Z; (équation (3.12)); // Interface gauche
pour chaque ¢/ =1,..., L faire
‘ Calcul de P(D;yy) (équation (3.15)); // Résultat des diagnostics
fin
Calcul de P(A;) (équation (3.14)); // Action de maintenance

// Utilités
Calcul de Ux, = (U;c()f)lgkXSKX (équation (3.7)); // Etat du systéme
pour chaque ¢ =1,..., L faire

// Diagnostics

Calcul de Uy, , = (Uiéj)lﬁkagﬁl(sz (équation (3.8)); // Activation
Caleul de Up, , = (U
fin

Up, — (Us, ;. Up, )1<e<r;

)i<kp,<Kp, (équation (3.9)); // Résultat

Calcul de U 4, = (Uf}?)lkaSKA (équation (3.10)); // Action de maintenance
fin

// Fonction d’utilité
Evaluation de f"'((Ux,,Up,,U 4,)1<t<T) ;

3.3.3 Complexité algorithmique

Cette partie a pour objectif I'étude de la complexité de 'algorithme 3.1. Il s’agit tout
d’abord d’évaluer le temps de calcul permettant d’obtenir les utilités sur une tranche ¢
quelconque. La complexité algorithmique des calculs de Gy, A, Z¢, (P(Dyg))1<e<1 €t P(A)
est & déterminer. Ceci fait 'objet des propositions suivantes.



106 Chapitre 3. Modélisation de la maintenance

Proposition 3.4
En se placant dans le contexte de la proposition 3.1, la complexité algorithmique du calcul
de G, notée CA(Gy), est de I'ordre

L L

CA(G) =0 (IXIDSYS\ [Z IT1Del+1A]
(=10={

En se placant dans le contexte de la proposition 3.2, la complexité algorithmique du calcul

de \¢, t > 2, notée C'A(\), est de I'ordre

Proposition 3.5

CA(N) = O(|X]?|A)).
Les complexités algorithmiques des calculs de =y et P(Ay) sont alors données par
CA(Er) = CA(P(4;)) = O(|X||A)).

Proposition 3.6
En se placant dans le contexte de la proposition 3.3, la complexité algorithmique du calcul
de chaque Ioi P(Dy ), notée CA(P(Dyy)), est de I'ordre

CA(P(Dy)) = O(|X|[De)).

La démonstration de chacune de ces propositions est donnée dans I'annexe E.3. Ces résul-
tats reposent sur la complexité des opérations de base sur les potentiels (cf. propositions
1.1 et 1.2). Les résultats précédents permettent de déduire la complexité liée aux calculs
d’inférence probabiliste dans I'algorithme 3.1. Cette complexité algorithmique est notée de
maniére synthétique comme suit :

CA(Gt, M\, Et, (P(Diy))1<i<r, P(Ar)) = CA(Gy) + CA(N) + CA(EL) +

L
> CA(P(Dys)) + CA(P(A).
=1

Or, en remarquant que le terme 7 | CA(P(Dyy)) est négligeable devant C'A(GY), puis
que les termes CA(Z;) et CA(P(A;)) sont négligeables devant C'A(\;), nous obtenons

L L
> I el + A

CA(Gt, M, Bty (P(Dig))i<ie<r, P(Ay)) = O <‘XHDSyS’
(=1 0=t

+ IX\QIAO :

(3.16)

Intéressons nous & présent & la complexité algorithmique des calculs d’utilités U x,, U p,
et U 4, en proposant le résultat suivant.

Proposition 3.7
En se plagant dans le contexte de la partie 3.3.1, 'ensemble des calculs d’utilités effectués
a la tranche t de I'algorithme 3.