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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

■❧ ✈❛ ❞❡ s♦✐ q✉❡ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱

P✐❡rr❡✲❆❧❛✐♥ ▼❛③❡t✳ ❈❡ ♣❛ss✐♦♥♥é à ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❛♥s ❧✐♠✐t❡ ♠✬❛✉r❛ tr❛♥s♠✐s

s❛ ♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❛✐❣✉✐s❛♥t ♠❛ ❝✉r✐♦s✐té✳ ▲❛ t❤ès❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ♣r♦♣♦sé❡ ❛ été

✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❞é✜ q✉❡ ❥❡ ♥❡ r❡❣r❡tt❡ ♣❛s✱ ❡t ♠❛❧❣ré ❧❡s ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞é♣r✐♠❡ ❡t

❧❡s é❝❤❡❝s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❥❡ ❝♦♠♣t❡ ❜✐❡♥ ♠✬❡♥têt❡r ❡t r❡st❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳

▼❡r❝✐ à ♠❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❇r✉♥♦ ❉❡s♣rès ❡t ❙té♣❤❛♥❡ ▲❛♥t❡r✐ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❡❧✐r❡

❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ■❧s ♠✬❛✉r♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❣râ❝❡ à ❧❡✉rs

r❡♠❛rq✉❡s t♦✉❥♦✉rs ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② q✉✐ s❡

s♦♥t ❞é♣❧❛❝és ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡ ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❋r❛♥ç♦✐s ❘♦❣✐❡r✱ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞✬✉♥✐té✱ ❡t ❇❡r♥❛r❞ ▲é❝✉ss❛♥✱

❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❡✉rs éq✉✐♣❡s✳ ▲✬❖◆❊❘❆ ❡st

✉♥ ❝❛❞r❡ très ❛❣ré❛❜❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ s❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❆②❛♥t été ❧♦❝❛t❛✐r❡

❞✉ ♣r❡♠✐❡r ét❛❣❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ♠♦♥ éq✉✐♣❡ ❝❡✉① ❞✉

❉P❘❙✱ ♥♦s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ ❞♦❝t♦r❛♥t❡✱ ❥✬❛✐ ❝♦t♦②é ♥♦♠❜r❡

❞❡ st❛❣✐❛✐r❡s ❡t ❞❡ t❤és❛r❞s ❞❡ ❞✐✈❡rs ❞é♣❛rt❡♠❡♥ts✳ ●râ❝❡ à ❡✉①✱ ❧❡s r❡♣❛s ❞✉ ♠✐❞✐ ♦♥t

été ❢♦rt ❛❣ré❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t ❝❡ ❜❡❛✉ ♠♦♥❞❡ ✈❛ t❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡ ♠❛♥q✉❡r ✦ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❡r❝✐ à

♠♦♥ ❝♦❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ t❤è♠❡ ❜❡❛♠❡r ❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛✐❞é à é❧❛❜♦r❡r

❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s s✉r ❧❡s s✉❜t✐❧✐tés ❞❡ ▲❛❚❡❳ ❡t ❡♠❛❝s✱ ♠♦♥ ❝♦❛❝❤ ♣❡rs♦✱ ♣♦✉r ❧❡s

r❡♠♦♥t❛♥ts ❞✐✈❡rs ❡t ✈❛r✐és ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♠❛❣✐q✉❡ ❞❡ ❑✐♥❞❡r ❇✉❡♥♦ s✉r ♠♦♥

❜✉r❡❛✉✮✱ ❡t ♠♦♥ ❝♦❛❝❤ s♣♦rt✐❢✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ❥♦♥❣❧❛❣❡✳ ❊t s✉rt♦✉t✱ ♠❡r❝✐ à ❝❡❧✉✐

❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❛♥s ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ♠ê♠❡ ❜✉r❡❛✉ ❡t ❝❡rt❛✐♥s

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❞✉ ❈❆◆❯▼ ❛✉ ✜♥ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ❱❡♥❞é❡ ❛✉ ❙▼❆■ ❞❡ ❧✬❛rr✐èr❡ ♣❛②s ♥✐ç♦✐s✳ ❙❛

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♣❧✉s q✉✬✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ✓ ♠❛ ❣r♦ss❡ ✔✳ ❘❡♥❝♦♥tré❡ ❡♥ ❉❊❆✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ♣❛rt❛❣é t❡❧❧❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❝❤♦s❡s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥s ❈■❊❙ ❛✉① ❣❛❧èr❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s✳ ●râ❝❡ à ❡❧❧❡✱

❥✬❛✐ ❞é❝♦✉✈❡rt ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t ❞✉ ❝♦✉♣❛❣❡ ❞✬❡♣s✐❧♦♥ ❡♥ q✉❛tr❡ ✦ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ❛♠✐s

❞❡ ❙✉♣❛ér♦ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜❧❧❡s

✭✽ ❛♥s q✉❡ ç❛ ❞✉r❡ ✦✮ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts t♦✉❧♦✉s❛✐♥s✱ ♣❛r✐s✐❡♥s✱ ♠♦♥t♣❡❧❧✐❡r❛✐♥s✱

♠♦♥t❛❧❜❛♥❛✐s✱ ♠✉♥✐❝❤♦✐s ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r t♦✉s ❝❡✉① à ✈❡♥✐r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à

❇♦r❞❡❛✉①✳

❏✬❛✐ ❣❛r❞é ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ✜♥✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ❡✉ ❞❡ ❝❡ss❡ ❞❡ ♠✬❡♥✲

❝♦✉r❛❣❡r ❡t ❞❡ ♠❡ s♦✉t❡♥✐r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ②❛❛✱ ❡t s✉rt♦✉t✱ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
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❥❛♠❛✐s ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ ▼❡r❝✐✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s❡
❤❡✉rt❡ à ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ✿ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞♦✐t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♥♦♥
❜♦r♥é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣s ✭s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♦✉ t❡♠♣♦r❡❧✮ ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
✭❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t é❧❡✈é❡s✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs s♦✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✱ ❝❡s
❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❡✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ré❞✉✐s❛♥t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦✉✛r❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ✐♥❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❤é✲
tér♦❣è♥❡s ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r
❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❞❡✉① ✈♦✐❡s✱ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ❜♦r♥❡r ❛rt✐✜✲
❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡
t②♣❡ ❆❜s♦r❜✐♥❣ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✉ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✜❝t✐❢ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ r❛♣✐❞❡ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r t②♣❡ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✭P▼▲✮✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s r❛♣✐❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ❛✈❡❝
♣❧✉s ❞✬❡✣❝✐❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s s❝❤é♠❛s ✭str✉❝t✉rés ♦✉ ❞éstr✉❝t✉rés✮ ❞✬♦r❞r❡ ✓ é❧❡✈é ✔✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ Pr♦❥❡t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❋é❞ér❛t❡✉r ▼❆❍P❙❖ ✭▼♦❞è❧❡s
❞✬❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❙②stè♠❡s ❞✬❖♥❞❡s✮ ❞❡ ❧✬❖◆❊❘❆✳ ❉❛♥s
❝❡ ♣r♦❥❡t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡t ❧❡s ♣❧❛s♠❛s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ s❛✉t q✉❛♥✲
t✐t❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❖◆❊❘❆
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥❥❡✉① q✉❡ ♣♦s❡♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡
✈✐❡♥t ❡♥ ❛♣♣✉✐ ❞✉ P❘❋ ▼❆❍P❙❖ s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠❡♥❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦♥❞ s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ✜❝t✐❢s ❛❜s♦r❜❛♥ts ❞❡ t②♣❡ P▼▲ ❡t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✳
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❈♦♥t❡①t❡

❉❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s ♦♥ ❛ss✐st❡ à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ✜❝t✐❢s ❛❜s♦r❜❛♥ts ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ✐♥✐t✐é❡
♣❛r ❇ér❡♥❣❡r✱ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢ ✐❞♦✐♥❡ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ❡①tér✐❡✉r ❛✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ✭▼▲ ❞❡ ❇ér❡♥❣❡r✮✳ P♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✉♥❡
✐❞é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭P▼▲ ❞❡ ❇ér❡♥❣❡r✮ ❛ ❝♦♥s✐sté ❛❧♦rs à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ s✉❜t❡r❢✉❣❡ s❡ s♦✐❡♥t ré✈é❧és ♣❡rt✐♥❡♥ts✱
❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✐♥s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ✿
❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ L2 ♠❛❧ ♣♦sé✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❈❤❡✇ ❡t ❲❤❡❡❞♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞✉
s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♥❞✉✐t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣❛r
❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭▼❛①✇❡❧❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ét❛♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛❞♠❡tt❛♥t
✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ③ér♦✱ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ✐♥❢ér❡r q✉❡ ❧❛ ❝❧é ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s ❛❜s♦r❜❛♥ts ❝♦♥s✐st❛✐t à r❡❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡
❙❝❤✇❛rt③ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r s♣❛t✐❛❧✳ ❙❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ r❡♥❞✉❡
❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ✭s✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮✳✳✳ ❊♥ ❧✬ét❛t✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡♠❡✉r❛✐t ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣é❞✐q✉❡✳ ❯♥ ♣❡✉
♣❧✉s t❛r❞ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❡♥ ✓ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❛♥t ✔
❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

❉✐✈❡rs rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥✐❝✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭❈♦❧✲
❧✐♥♦✱ ▲❛ss❛s ✫ ❛❧✱ ▼❛③❡t ✫ ❛❧✮ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✭❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥♦♥ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t
t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s é❝r✐ts ❡♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❇ér❡♥❣❡r✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❞✬♦♣ér❡r à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❝❛✉s❛✉① ❞❡
❋r✐❡❞r✐❝❤s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❧✉s✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s s✉❜s✐❞✐❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① s②stè♠❡s ♦r✐❣✐♥❛✉① à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ♣rès✱ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖✳ ❈❡s s②stè♠❡s s♦♥t é✈✐✲
❞❡♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣♦sés ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡ s❡♠✐ ❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t❛♥t
❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ♦r✐❣✐♥❡❧s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜✐❡♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ✭❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❝♦rré❧é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✮ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r s✉♣❡r✢✉❡✳ ▲❛
q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡st ✿ ♣❡✉t✲♦♥ ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♥♦♥
❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡r ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✓ ❞❛♠♣✐♥❣ ✔ s♦✉✲
❤❛✐té ❄ ◗✉❛♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❤❛✉t ❞❡❣ré✱ ❡❧❧❡s s♦✉✛r❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✾

❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞r❛st✐q✉❡ ❞✉
❈❋▲✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡♥t❡r ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r
❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭❊✉❧❡r✱
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✮ ♥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ P❧✉s ❡①❛❝✲
t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❖♥❞❡s ❡t ❖♥❞❡s ❝♦♥✈❡❝té❡s✳ ❈❡s s②stè♠❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s♦♥t ❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐t ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❣é♥ér❛✉① ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❞é✲
♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❛♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ét❛❜❧✐r ❛✈❡❝
♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ét✉❞✐és✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❜s♦r✲
❜❛♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s P▼▲✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ▲❛ss❛s ❡t ❙♦♠❡rs❛❧♦ ❬✷✵❪ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❡①✲
❤❛✉st✐♦♥ ❞❡ R3 s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❞❡ C3✱ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝
R3 s✉r ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ Ω ❜♦r❞é ♣❛r ❧❡s P▼▲✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t
❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣ré❝é✲
❞❡♥t✱ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t
été ❡♥✈✐s❛❣é❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
r❡♥❝♦♥trés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳ ❯♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❛✉❣♠❡♥té ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✳

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ P▼▲ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ s❡
❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❛♥t ♣♦✉r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
1 s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐tés✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆
♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❬✶✽❪ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣✉✐s✲
s❛♥ts✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
♣♦✉rr❛ êtr❡ ♠✐s✱ ✐♥ ✜♥❡✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥✐❝✐té ✭à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ♣rès ✭♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✐❞❡✮✮ ❡t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡



✶✵ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥trés✳

❯♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦✉s ❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ét❛✐t ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❡♥t♦✉r❡r ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❛✈✐♦♥✳
P♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré à ✉♥❡ ❝r♦✐① ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦sé❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ✉♥ ▲✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés
à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ét♦✐❧é❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s s♦✉❤❛✐té ✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡✱ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s à ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛ss✉✲
ré❡ à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ P▼▲✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés✱
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ ♦✉ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ s✉r ✉♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❛r❢❛✐t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ❝♦♥s✐st❛✐t
à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡
❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡❧❧❡s ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥
❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ♦♥t été ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ▼❛✐s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s P▼▲ ❞é❣r❛❞❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❈❋▲ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés
❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❡t ❞❡✈❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♣❡✉ ❝♦♥❝❧✉❛♥ts ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ▲❡ ❜✉t ét❛♥t
❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré à ❝❤♦✐s✐r✱
♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ▲✬✐❞é❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s
❞❡ t②♣❡ ❖♥❞❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❡r♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s
❋✐♥✐s ✭♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts s❡r♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳ ▲❛
st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❉✐r❛❝✮ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✭♦♥❞❡
✐♥❝✐❞❡♥t❡ s✉r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡st ♣rés❡♥té❡✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s❡r♦♥t ❞é♥♦tés ❡♥ ❣r❛s ✭❡① ✿
x ∈ R3✮✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ❣r❛s ❡t ✐t❛❧✐q✉❡ ✭❡① ✿ ▼✮ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥ ❝❛❧✐❣r❛♣❤✐❡
✭❡① ✿ A✮✳ ▲❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❊✐♥st❡✐♥ s❡r♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s ♥❡ ♥✉✐❡r♦♥t ❡♥ r✐❡♥ à ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ▲❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r
♣❛r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❣r❛s ✭❡① ✿ grad✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

✶✳✶ ❊♥♦♥❝és ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés

✶✳✶✳✶ ▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉①
❝♦♥t✐♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧s ❞é✜♥✐s ❞❡ R+×R3

❞❛♥s R3✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s❡r♦♥t ♥♦tés ❡♥ ❣r❛s✳ ❙♦✐t E

❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ H ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ B ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ D ❧✬✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ j ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts é❧❡❝tr✐q✉❡s ✭❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧s✮ ❡t ρ ❧❡s
❝❤❛r❣❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❆✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

{
divD = ρ

divB = 0

{
∂tD − rotH + j = 0

∂tB + rotE = 0
✭✶✳✶✮

❈❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❢❡r♠é ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✉❝t✐♦♥s ❡t
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ❡t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à é♥♦♥❝❡r ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ✐♥❞✉❝t✐♦♥s✲❝❤❛♠♣s✳ ❉❛♥s
❧❡ ✈✐❞❡✱

D = ε0E B = µ0H,

♦ù ε0 ❡t µ0 s♦♥t ❧❡s ♣❡r♠✐t✐✈✐tés é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉ ✈✐❞❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥
♠❛tér✐❛✉ ❡st ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ st❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
✈❡❝t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ s♦✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡
A t❡❧❧❡s q✉❡ E = −∇V ❡t B = rotA✳ ❈❡❝✐ ❛♠è♥❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ Pe ❡t Pm✳ ▲❡s ❧♦✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s s✬é❝r✐✈❡♥t
❛❧♦rs ✿

D = ε0E + Pe B = µ0(H + Pm).

✶



✷
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❡t ❞❡ ♠❛t✐èr❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Pe = Pm = 0✳ ❖♥
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té st❛t✐q✉❡ ✿

Pe = ε0fE(E) Pm = fH(H)

❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✳ ▲❛ ❧✐♥é❛r✐té st❛t✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞❛♥t fe ❡t fh ❛✈❡❝ ❧❡✉r
❞ér✐✈é❡ ❡♥ 0✳

❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R3✳ ❙♦✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s E : =
√
ε0E✱

H : =
√
µ0H ❡t t : = c0t ❛✈❡❝ c0 =

1√
ε0 µ0

✳ ❙♦✐t ψ =

(
D

B

)
❡t φ =

(
E

H

)
✳ ▲✬♦♣é✲

r❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

(
0 −rot

rot 0

)
❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡

❞é❝♦♠♣♦sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∑

i

❆i∂i✱ ❛✈❡❝ ❆i =

(
0 −ei∧
ei∧ 0

)
❛✈❡❝ (ei)i∈J1,3K ❜❛s❡ ❝❛✲

♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R3 ❡t ei∧ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♣❛r ei✳

▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ s✉r R+ × R3 s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

∂φ(t,x)

∂t
+
∑

i

❆i
∂φ(t,x)

∂xi
= f(t,x).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡✱ s✉r R+×R3✱ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

❆0
∂φ(t,x)

∂t
+
∑

i

❆i
∂φ(t,x)

∂xi
+❇φ(t,x) = f(t,x).

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

n × E + n × ❩(n ×H) = 0, ✭✶✳✷✮

♦ù ❩ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❩+❩T s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉
♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✳ ▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ à s❛✈♦✐r ❩ = 0✳

✶✳✶✳✷ ▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ❝♦♥✈❡❝té❡s

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
s✉❜s♦♥✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s R3 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ Ui

0 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ P0 ✉♥
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ρ0 ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ e0 ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡✱ s0 ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡✱
❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿





∂j
(
ρ0U

j
0

)
= 0

∂j
(
ρ0U

j
0U

i
0 + P0δij

)
= 0

∂j

((
ρ0

(
e0 +

‖ U0 ‖2
2

2

)
+ P0

)
U
j
0

)
= 0

✭✶✳✸✮



✶✳✶✳✷ ▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ❝♦♥✈❡❝té❡s ✸

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤♦❝s ✭❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t✮✱ ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ✭❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✮ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜✐✲
❧❛♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ s✉✐✈❛♥t ✭σ0 ❞és✐❣♥❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r✮ ✿
∂j
(
ρ0σ0U

j
0

)
= 0, ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✬é❝r✐✈❛♥t ❛❧♦rs ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t

P0 = P0 (ρ0, e0) ♦✉ P0 = P0 (ρ0, σ0)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦rt❡✉r ❡st ❜❛r♦tr♦♣❡✱ ❧❛
❧♦✐ ❞✬ét❛t ❞❡✈✐❡♥t P0 = P0 (ρ0)✱ ❡t s❡✉❧❡s ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✸✮
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡t❡♥✉❡s✳

❆♣rès ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t = 0✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st s✉♣♣♦sé ✈ér✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬❊✉❧❡r ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭❝♦♠♣❧èt❡s ♦✉ ❜❛r♦tr♦♣❡s✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s♦✐t
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ 5 éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r s❛♥s ❧✬✐♥❞✐❝❡
0 ❛✜♥ ❞❡ st✐♣✉❧❡r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tèr❡s ❞és♦r♠❛✐s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✮ ✿

{
∂tw + ∂if

i (w) = g

w (0) = w0,
✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ w ∈ C1
m(R4,R5) ❡t ❧❡s ✢✉① f i ∈ (R5,R5)✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s ✔

❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

w =




ρ
ρUi

ρ

(
e+

‖ U ‖2
2

2

)


 ✭r❡s♣✳✮ w =




ρ
ρUi

ρσ




f i (w) =




ρUi

ρUiUj + Pδij(
ρ

(
e+

‖ U ‖2
2

2

)
+ P

)
Ui


 ✭r❡s♣✳✮ f i (w) =




ρUi

ρUiUj + Pδij
ρσUi


 ,

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛r❛❝✲
tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✮ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ✭✶✳✹✮✳

✭✶✳✹✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡
▲❛① ❬✸✺❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✭✶✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤♦❝s✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂tS (w) + ∂iS
i (w) − g∇wS (w) = 0, ✭✶✳✺✮

♦ù S (w) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ w ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡s ✢✉① f i s♦✐t ❛✉t♦✲
❛❞❥♦✐♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ S (w)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡
✭✈♦❧✉♠✐q✉❡✮ ✓ ♣❤②s✐q✉❡ ✔ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜❛r♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ P = P (ρ)✱
♦♥ ❛ ✿



✹
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

S (w) = H (ρ) + ρ
‖ U ‖2

2

2
, H′′ (ρ) =

P′ (ρ)

ρ
.

❖♥ ❛✉r❛ s✉♣♣♦sé ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ P′ (ρ) = c2 (ρ) ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿ Si(w) = (S + ρ)Ui, ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞û à ❙✳❑
●♦❞✉♥♦✈ ❬✶✸❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶
▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✹✮ ❡st s②♠étr✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡✳

P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✭✶✳✶✮✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐❥❡❝t✐❢ ✭❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r w✮ Φ = ∇w (S (w)) ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s②♠étr✐q✉❡
❞❡ ✭✶✳✹✮ ✿

∂t (∇ΦS∗ (Φ)) + ∂i
(
∇ΦS∗i (Φ)

)
= g, ✭✶✳✻✮

❛✈❡❝ ✿ S∗ (Φ) = Φ ·w (Φ)−S (w (Φ)) S∗i (Φ) = Φ ·f i (w (Φ))−Si (w (Φ)) . ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ✭✶✳✻✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t g = εh✱ ❡t Φ = Φ0 + εϕ ✭Φ0 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s
à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té
❡♥ ε ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✶✳✻✮✱ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✿

∂t (HS∗ (Φ0)ϕ) + ∂i (HS∗i (Φ0)ϕ) = h,

♦ù HS∗ (Φ0) s♦♥t ❧❡s ❍❡ss✐❡♥s s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ S∗ (Φ) ❡t HS∗i (Φ0)✮
s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ S∗i (Φ)✱ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ Φ0✳
❊♥ ♥♦t❛♥t ❆0 (x) = HS∗ (Φ0)✱ ❡t ❆

i (x) = HS∗i (Φ0) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ✭✶✳✶✳✷✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✿

∂t(❆
0ϕ) + ∂i(❆

iϕ) = h. ✭✶✳✼✮

▲❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r
❧✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✸✮ ❞❡
❧♦✐ ❞✬ét❛t ❡♥ P0 q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❜❛r♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ✿

ρ = ρ0 + ερ
′

+ o(ε) ⇒ P = P0 + εc20ρ
′

+ o(ε), ✭✶✳✽✮

♦ù c0 = c0 (x) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ Ui = Ui
0 + εui, ρ =

c0ρ
′

ρ0

❡t ϕ = (u1, u2, u3, ρ)T q✉✐ ❡st ✉♥

❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛① ❞✉ s②stè♠❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜❛r♦tr♦♣❡ ✐s♦t❤❡r♠❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❛♣rès ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ε à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ϕ ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

∂tϕ+❆i∂iϕ+❇ϕ = f, ✭✶✳✾✮



✶✳✶✳✷ ▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ❝♦♥✈❡❝té❡s ✺

❛✈❡❝ ❆i∂i =
(
Ui

0∂i
)
■4 + c0

(
0 ∇
∇T 0

)

❇ =




[∂iU
j
0]i,j

1

ρ0

(
∇ (c0ρ0) −

1

c0
∇P0

)

c0
ρ0

∇Tρ0
−1

c0
(Ui

0∂ic0)




f =
1

ρ0

(
g1 − U1

0g
0, . . . , gd − Ud

0g
d, c0g

0
)T
.

❘❡♠❛rq✉❡s ✿ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ❞♦♥❝
❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ❞❡ s❡♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧ q✉❡ s✐ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t Ω✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❇ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s U0 ❡t c0 s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù U0 = 0 ✭❝❛s
s❛♥s ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ▲✐♠✐t❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s♦♥t ♣❛ssés ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❬✸✽❪ ♣♦✉r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡
❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♥♦té N (x) ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡▼ ∈ M3(C)✳ ❉♦♥❝N (x) = ker(▼(x))✳ ❙♦✐tA ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥ ❢❡r♠é
❞é✜♥✐t ♣❛r ❆i∂i+❇✳ ❙♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D (A) ❡st C1(Ω)m ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦sé ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✮

∀ϕ ∈ D (A) ,
(
❆iniϕ, ϕ

)
C3 ≥ 0 ∀ψ ∈ D

(
A#
)
,
(
❆iniψ, ψ

)
C3 ≤ 0, ✭✶✳✶✵✮

♦ù A# = −∂i(❆i.) + ❇T ❡st ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ ♥♦♥ ❢❡r♠é ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s♣❛t✐❛❧✳ ❖♥
❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ✢✉① ❆ini ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ✭✶✳✾✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❆ini = Ui
0ni■3 + c0

(
0 n

nT 0

)
✭✶✳✶✶✮

♦ù Ui
0ni ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡✱ s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

◮ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ❣❧✐ss❛♥t

P♦✉r Ui
0ni = 0✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ❡st ❞✐t ❣❧✐ss❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ✢✉① ❆ini

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✢✉① ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s é❝r✐t❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦❜st❛❝❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs✳



✻
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

❙✐ ∀ϕ 6= 0 ∈ ker(▼)✱ ❛❧♦rs (❆iniϕ, ϕ)C3 = 0✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ♠♦✉ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ρ = 0 ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜st❛❝❧❡
❞✉r à s❛✈♦✐r uini = 0✳

❙✐ ∀ϕ 6= 0 ∈ ker(▼)✱ ❛❧♦rs (❆iniϕ, ϕ)C3 > 0. ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡ ∀x ∈ Ω✱ ρ = α(x)u.n✱ ❛✈❡❝ n ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ à Ω s✉r ∂Ω✱ ❡t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✿

α(x) ∈ C ❡t Re(α) ≥ 0.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

β(x) =
α(x) − 1

α(x) + 1
,

❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿

(β − 1) ρ+ (β + 1)u.n = 0. ✭✶✳✶✷✮

◮ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r s♦rt❛♥t

P♦✉r Ui
0ni > 0✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ❡st ❞✐t s♦rt❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s à ❧✬♦r❞r❡ 1
✭❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ♥♦♥ ré✢❡❝❤✐ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s✮✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣❡❧és✱ s✉♣♣♦sés ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥ts✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

▼ = −(❆ini)
− = −1

2

(
Ui

0ni − c0
)(n ⊗ n −n

−nT 1

)
. ✭✶✳✶✸✮

▼❛✐s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▼ϕ = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ ρ = uini = u.n, ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♥❡
s✉❜s✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à α = (1, 0) ♦✉ β = (0, 0)✳

◮ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ❡♥tr❛♥t

P♦✉r Ui
0ni < 0✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r ❡st ❞✐t ❡♥tr❛♥t✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✿

(❆ini)
+ =

1

2

(
Ui

0ni + c0
)(n ⊗ n n

nT 1

)

❡t ▼ = −(❆ini)
− = (❆ini)

+ −❆ini✱ ❞♦♥❝

▼ =



−Ui

0ni■3 +
1

2
(Ui

0ni + c0)n ⊗ n
1

2
(Ui

0ni − c0)n

1

2
(Ui

0ni − c0)n
T −1

2
(Ui

0ni − c0)


 .



✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞érés ✼

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦♥ ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡ ▼ϕ = 0 s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿




ρ = u.n

Ui
0ni u − 1

2

(
Ui

0ni + c0
)
(u.n)n +

1

2

(
c0 − Ui

0ni
)
ρn = 0.

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡
❞é❞✉✐t ❞❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t s❝❛❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r n✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥♦♥ ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞érés

▲❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡✲
♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✮ s♦♥t s②♠étr✐s❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡
❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛①✱ s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛ ❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
✭éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ✳✳✳✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡

❙♦✐t O ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❜♦r♥é✱ ré❣✉❧✐❡r ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✐❞❡✳
❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❙♦✐t δΩ0 ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ Ω ❡t O ❡t δΩ∞ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳
❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① C1✱ ❡t δΩ∞ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡❥❡té❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s n
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ n = 2 ♦✉ 3✳



✽
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

✶✳✷✳✶ ❈❛s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❙♦✐t x ∈ Rn ❡t t ∈ R+✳ ❙♦✐t m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s ét✉❞✐és s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




❆0(x)
∂φ(x, t)

∂t
+
∑

i

❆i(x)
∂φ(x, t)

∂xi
+❇(x)φ(x, t) = F (x, t)

φ(x, 0) = 0 φ(., t)|δΩ0
∈ N0(x) φ(., t)|δΩ∞

∈ N∞(x).

✭✶✳✶✹✮

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆i ∈ Mm×m(R) s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✮✱ ❆0 ∈ Mm×m(R) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s L∞(R)✱ ❡t ❇ ∈Mm×m(R) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s L∞(R)✳

supp(❆0(x) − ■m) ⊂ Ω ∪ δO suppF (., t) ⊂ Ω ∪ δO
supp(❆i(x) −❆c

i) ⊂ Ω ∪ δO supp❇ ⊂ Ω ∪ δO ✭✶✳✶✺✮

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆c
i ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ∪ δO✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♦✉ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡s r❡❧❡✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ L2([0, T ]×Ω)m✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
Q = [0, T ] × Ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷
❖♥ ♣♦✉rr❛ t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦s❡r Ω ❜♦r♥é ✭♠❛✐s ❣r❛♥❞✮ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ δΩ∞✳

❙♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❙♦✐t Γc ❧❡ ❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λn ❛✈❡❝ λ ≥ 0 ❡t n ∈ Sn t❡❧ q✉❡ ∀ξ ∈ Rm✱ ξT (■mnt +❆i

c ni)ξ ≥ 0✳
❈✬❡st ✉♥ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♥♦té Γp✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣♦❧❛✐r❡ ❞✉ ❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ Γc ❞❛♥s Rn+1✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s ❬✶✻❪✮
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ (x, t) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ f ❛✈❡❝ ❧❡
❝ô♥❡ τ(x,t)(Γp)✱ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥ t = 0✱
♣✉✐s ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ (x, t)✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (x, t)✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r
❞❡ Ω∪O+Γp✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t T ✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ δΩ∞ t❡❧❧❡ q✉❡
φ(., t)|δΩ∞

= 0 ❡t ∀N∞(x), {0} ∈ N∞(x) ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s s❡r♦♥t
❞♦♥❝ ❝♦rr❡❝t❡s✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❞ér✐✈é ❞❡ ✭✶✳✶✹✮ ✿




∂φ(x, t)

∂t
+
∑

i

❆c
i

∂φ(x, t)

∂xi
= G(x, t)

φ(x, 0) = 0 φ(., t)|δΩ0
∈ N0(x) φ(., t)|δΩ∞

∈ N∞(x)

✭✶✳✶✻✮



✶✳✷✳✶ ❈❛s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✾



✶✵
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹
❙♦✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ✐♥✜♥✐✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✳✶✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ ❡t s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✭✶✳✶✻✮ ❛❞♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ✭✶✳✶✹✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✭✶✳✶✻✮ ❛✈❡❝

G(x, t) = F (x, t)+(■m−❆0(x))φ(x, t)+(❆c
i−❆i(x))

∂φ(x, t)

∂xi
−❇(x)φ(x, t). ✭✶✳✶✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t φ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✳✶✹✮✳
▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✭✶✳✶✻✮
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ φ ❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s✳ ❖♥
s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❧❡ ♣❡rt✉r❜é ❞✬✉♥
♦♣ér❛t❡✉r à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❡t ❝❡✉① à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳
❙♦✐t (x, t) ∈ R3 × R+✳

∂φ(x, t)

∂t
+
∑

i

❆c
i

∂φ(x, t)

∂xi
= (■m −❆0(x) +❆0(x))

∂φ(x, t)

∂t

+
∑

i

(❆c
i −❆i(x) +❆i(x))

∂φ(x, t)

∂xi

+ (❇(x) −❇(x))φ(x, t)

= (■m −❆0(x))
∂φ(x, t)

∂t
+
∑

i

(❆c
i −❆i(x))

∂φ(x, t)

∂xi

−❇(x)φ(x, t) + F (x, t).

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ ❞❡ ✭✶✳✶✹✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ φ ♣❛r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ F ∈ L2(Rm × R+)✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t G ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✭✶✳✶✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ φ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ●râ❝❡
❛✉① ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ❥❡✉✱ G ❡st à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s Ω ∪ δO
❡t G ∈ L2(Rm×R+)✳ ⊠

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 2 ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
P▼▲ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✭♦✉ ❣❡❧és✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳

✶✳✷✳✷ ❈❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡

■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t✱
❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▲✐♠✐t❡✮
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭T ❡t t t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✮✱ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s✱

❞❡ ♣ér✐♦❞❡
2π

ω
❛✈❡❝ F = f eiω t ❛✈❡❝ f ∈ L2(Ω)m



✶✳✷✳✷ ❈❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✶✶

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❆❜s♦r♣t✐♦♥ ▲✐♠✐t❡✮
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❞❛♥s L2

loc(Ω)m ❞❡ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
L2(Ω)m ❞❡ ✭✶✳✶✽✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿





(iω + ε)❆0(x)φ(x) +
∑

i

❆i(x)
∂φ(x)

∂xi
+❇(x)φ(x) = f(x)

φ|δΩ0
∈ N0(x).

✭✶✳✶✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ s✐ ❇(x) + ❇(x)T − ∂i(❆
i(x).) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❡

s②stè♠❡ ✭✶✳✶✽✮ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ L2 ♠❛✐s ✐❧ s❡ ♣❡✉t ♣♦✉rt❛♥t q✉❡ ♣♦✉r
ε t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 ✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ L2

loc ✭✐♥st❛❜✐❧✐té ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥✮
◗✉❛♥❞ F = f eiω t ❡t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ✐♥✜♥✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s R×Ω ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φ eiω t✱ ♦ù φ ∈ L2

loc(Ω)m✱ ❛✈❡❝ ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ φ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s Rn✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐✲
♠✐t❡ ✭✶✳✶✽✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ε = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✷✮ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ✈r❛✐❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞ès ❧♦rs ♣❧✉s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ✿ ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✱ ❡t ❞♦♥❝
❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡st❡r à é♥❡r❣✐❡ ❜♦r♥é❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✹✮ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❞♠❡t
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺
❙♦✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❤❛r♠♦♥✐q✉❡





(iω + ε) φ(x) +
∑

i

❆c
i

∂φ(x)

∂xi
= G(x) ∈ L2

cpt(Ω)m

φ|δΩ0
∈ N0(x).

✭✶✳✶✾✮

❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✳✶✽✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ ❡t s✐ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✭✶✳✶✾✮ ❛❞♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ❛❧♦rs
✭✶✳✶✽✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✭✶✳✶✾✮ ❛✈❡❝

G(x) = F (x) + (iω + ε) (■m −❆0(x))φ(x) + (❆c
i −❆i(x))

∂φ(x)

∂xi
−❇(x)φ(x).

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ε > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s L2 à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
s♦✐t L2 à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✜①é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s
é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥✳



✶✷
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

✶✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té

✶✳✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

●é♥ér❛❧✐tés

◆♦t♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ Q = Ω ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♦✉ ❜✐❡♥
Ω× [0, T ] ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢❛✐❜❧❡
♦✉ ❢♦rt❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Au = f ✱ ♦ù f ∈ L2(Q)m ❡t A ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ❢❡r♠❛❜❧❡✱
❞é✜♥✐ ♣❛r ❆0∂t +

∑
i❆i∂i +❇✳ ❙♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) ❡st C1(Q)m ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❝❡ s✉r ∂Q

❞❛♥s N ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳

❖♥ ♥♦t❡ A♯ s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ −❆0∂t −
∑

i ∂i(❆i, .) +❇T ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∀(u, v) ∈ H2, 〈A u, v〉 =

〈
u, A♯ v

〉
✳✳ ❙♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A♯) ❡st C1(Q)m ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❝❡

s✉r ∂Q ❞❛♥s (❆ini(N ))⊥✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣❧✉s ✓ ❣r❛♥❞ ✔ ❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❜♦r❞s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ A ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❢❡r♠é❡ ❞❡ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✮
u ∈ L2(Q)m ❡st ❛♣♣❡❧é s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s✐ ∀v ∈ D(A♯) ✭❞♦♥❝ v|∂Q

∈ (❆ini(N ))⊥✮ ♦♥
❛✐t ✿

〈
u, A♯ v

〉
= 〈f, v〉✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡✮
u ∈ L2(Q)m ❡st ❛♣♣❡❧é s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✐ A u = f ∈ L2 ❛✈❡❝ u|∂Q

∈ N ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♥♦♥ ❛✉ s❡♥s C1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔ ✭✐❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦rt✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✮ s✐ A♯ = A∗

= A∗✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ❡①✐❣❡ q✉❡ (A♯)∗ = A ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ s♦✐❡♥t ❛ss❡③ éq✉✐❧✐❜rés✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔✱ ♦♥ ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ A u = f ✱ ❛✈❡❝ f ∈ L2 ❛✈❡❝ A−1

❝♦♥t✐♥✉❡✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ A♯ u = f ✱ ❛✈❡❝ f ∈ L2 ❛✈❡❝ (A♯)−1

❝♦♥t✐♥✉❡✳

✸✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t A♯ s♦♥t ❝♦❡r❝✐❢s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A✳ ❉❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r A♯ ❡t A♯✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❢❡r♠é ❞❛♥s H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱
♦♥ ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étésA s✉r❥❡❝t✐❢ ❡tA∗ ❝♦❡r❝✐❢ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ Im(A∗) ❢❡r♠é
❡t ker(A∗) = {0} ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐té✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ A∗ s✉r❥❡❝t✐❢ éq✉✐✈❛✉t à A



✶✳✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✶✸

❝♦❡r❝✐❢ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ Im(A) ❢❡r♠é ❡t ker(A) = {0} ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞✉❛❧✮✳ ▲❡s
♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t A♯ s♦♥t ❝♦❡r❝✐❢s s✐✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱

∀u ∈ D(A), |Au| ≥ α|u| ∀v ∈ D(A♯), |A♯ v| ≥ β|v|. ✭✶✳✷✵✮

❙✐ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs A−1 ❡①✐st❡ ♠❛✐s s✐ A ❝♦❡r❝✐❢✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t v = A u✱ ♦♥ ♣❡✉t
réé❝r✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐ ❞❡ss✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ |v| ≥ α|A−1v|✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ A−1✳ ❉♦♥❝ A ❡t A∗ ❝♦❡r❝✐❢s ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✳

❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A ❡t A♯ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ss✐ ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ s♦✉❤❛✐té✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞
✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ A ✭r❡s♣✳ A♯✮ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ A ✭r❡s♣✳ A♯✮ à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s
H✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s A u = f ❡t A♯ v = g ❛❞♠❡tt❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st q✉❡ A ❡t A♯ s♦✐❡♥t ❝♦❡r❝✐❢s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡ 〈Au, u〉L2 ≥ α|u|2L2 ♦✉ 〈A♯ v, v〉L2 ≥ β|v|2L2 q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡r❝✐✈✐té s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✭✶✳✷✵✮✳

❈❛s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❘❛♣♣❡❧ ✿ Q = Ω× [0, T ] ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧✳ ❙♦✐t H = L2(Q)m✳ ▲✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❡st A = ❆0(x)∂t +

∑
i❆i(x)∂xi

+❇(x) ❡t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s u ∈ C1

0(Ω× [0, T ]) s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❜♦r♥é✱ u ∈ C1(Ω× [0, T ]) ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ t❡❧s q✉❡ u(x, 0) = 0 ❡t u|∂Ω×[0,T ]

∈ N (x)✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ A♯ ❞❡ A ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ −❆0(x)∂t −
∂xi

(❆i(x).) +❇∗(x) ❡t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s u ∈ C1
0(Ω × [0, T ]) s✐ ❧❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❜♦r♥é✱ ♦✉ C1(Ω × [0, T ]) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ t❡❧s q✉❡ u(x, T ) = 0 ❡t
u|∂Ω×[0,T ]

∈ ❆i ni(N (x))⊥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ré♣♦♥❞ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❙♦✐t
Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❜♦r♥é ♦✉ ♥♦♥✱ ❞❡ Rn✱ ré❣✉❧✐❡r à ❢r♦♥t✐èr❡ ❜♦r♥é❡ C1 ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❙♦✐t N ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ Cn+1 ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❆ini s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ Ω
♦ù ❆ini ❞❡ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❡t C1 s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦ù ❆ini s❛✉t❡ ❞❡ r❛♥❣
s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ✐♠♠❡r❣é❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ♥♦té❡ ∂Ωg ❡t C1 s✉r ❧❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ∂Ωg ❞❛♥s ∂Ω✳

❉❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✿ ∀(x, t) ∈ ∂Ωg × [0, T ]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt V ❞❡ ∂Ω ❛✈❡❝
x ∈ V t❡❧ q✉❡ V ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ B ❞❡ Rd ❡t ∂Ωg à ✉♥ éq✉❛t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡
❜♦✉❧❡✱ ❡t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s Nsmall ❡t Nbig ❞❡ Cn t❡❧s q✉❡
ker(❆ini) ⊂ Nsmall✱ Nsmall ⊂ Nbig✱ N = Nbig ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡ V\∂Ωg ❡t N = Nsmall

❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✳



✶✹
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛✉❝❤ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✮
N = {0} s✉r Ω× {0} ❡t N = Rm s✉r Ω× {T}✳ ❙♦✐t n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡
à ∂Ω✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❆ini ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t s✉r t♦✉t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ∂Ω × [0, T ] ❡t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳

✕ ❆ini ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ r❛♥❣ s✉r Σ✱ ✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✐♠♠❡r❣é❡
❞❛♥s ∂Ω✳ P♦✉r x0 ∈ Σ✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ Σ ♣❛rt❛❣❡ ∂Ω ❡♥ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s t❡❧s q✉❡
❆ini s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡✱ ❡t q✉❡ Nbig(x0) ⊃ Nsmall(x0)
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r Σ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙♦✐t HA = {u ∈ H, Au ∈ H}✳ ❆❧♦rs C1
0(Q) ♦✉ C1

0(Ω) ❞❡♥s❡ HA✳
❉♦♥❝✱ s✐ u ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦✉❤❛✐té❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r s❛ tr❛❝❡ ♠♦✲
❞✉❧♦ N ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❆i ni u|∂Q

✭r❡s♣✳ ❆i ni u|∂Ω
✮ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s H− 1

2 (∂Q) ✭r❡s♣✳

H− 1
2 (∂Ω)✮✳

❖♥ r❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♥♦té❡ ✭H1✮✱ N ❡st
♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❆i ni✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✭H2✮ ✿ ✐❧
❡①✐st❡ α ≥ 0 t❡❧ q✉❡ ❇ +❇∗ − ∂i❆

i ≥ α■✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ❇+❇∗ − ∂i❆

i ≥ 0✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ϕ = ϕ
′

eαt✱ ❛✈❡❝ α > 0✱ ❡t ❑ = ❇ +❇T − ∂i❆
i ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✲

❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❑
′

= ❑ + 2α■n+1✱ q✉✐ ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t α ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡s ❆i ❡t ❇ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s W 1,∞✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❑ > 0✳
❈❡❝✐ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s r❡♥❞❛♥t ✭✶✳✾✮ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❡♥
❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❜♦r♥é ✭❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡
ϕ ❞❡✈✐❡♥t ϕ

′

eαt ❡st ♥♦♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ s✉r L2([0, T ] × Ω)✮✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❝❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ ❇ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✭✶✳✶✵✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s
♠♦♥♦t♦♥❡s s✉r Ω × {0}✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✾
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✹✮ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭H1✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ très ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❘❛✉❝❤ ✭✶✳✽✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❣❛r❛♥t✐t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬à ✈ér✐✜❡r
❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t A♯✳ ❘❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉❡ ∀i ∈ J1, nK, ❆i = ❆i

∗ ✭❝❛s ré❡❧
♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❡t ❆0 ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭H3✮✳

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈❆ini u, u〉 ❢❡r❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ∂Ω × [0, T ] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ∂Ω ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♣❧✉s ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ✐♥té✲
❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞s s✉r Ω×{0} ✭q✉✐ s❡r❛ ♥✉❧❧❡ ✈✉ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✮ ❡t Ω×{T}✳



✶✳✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✶✺

❈♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A ✿ ❙♦✐t u ∈ H t❡❧ q✉❡ u|∂Q
∈ N ✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡

〈❇u, u〉Rm =
1

2
〈(❇+❇∗)u, u〉Rm ✭✶✳✷✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿

〈Au, u〉L2 =

∫

Q

〈❆i∂iu+❇u, u〉

=

∫

Q

〈∂i(❆i u), u〉 +

∫

Q

〈−(∂i❆
i)u+❇u, u〉

✭●r❡❡♥✮
=

∫

Q

〈−❆iu, ∂iu〉 + 〈❆ini u, u〉 +

∫

Q

〈−(∂i❆
i)u+❇u, u〉

(H3)
=

∫

Q

〈−u, ❆i∂iu〉 + 〈❆iniu, u〉 +

∫

Q

〈−(∂i❆
i)u+❇u, u〉

=
1

2
〈❆ini u, u〉 +

∫

Q

〈−(
1

2
∂i❆

i)u+❇u, u〉

✭✶✳✷✶✮
=

1

2
〈❆ini u, u〉 +

1

2
〈(❇+❇∗ − ∂i❆

i)u, u〉L2 ≥
(H1)−(H2)

1

2
α|u|2L2 .

❊♥ ❡✛❡t 〈❆ini u, u〉 ≥ 0 ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ s✉r ∂Ω× [0, T ] ♣✉✐sq✉❡ N ❡st ❞❛♥s ❧❡
❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❆ini ❡t u ∈ N ✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ s✉r Ω × {0}✱
N = {0} ❞♦♥❝ 〈❆ini u, u〉 = 0✳ ❊t s✉r Ω × {T}✱ N = Rm ❞♦♥❝ 〈❆ini u, u〉 =
〈❆0 u, u〉 ≥ 0 ♣✉✐sq✉❡ ❆0 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ré❡❧ ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❤❡r♠✐t✐❡♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
A ❡st ❜✐❡♥ ❝♦❡r❝✐❢✳

❈♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A♯ ✿ ❙♦✐t v ∈ H t❡❧ q✉❡ v|∂Q
∈ [❆ini(N )]

⊥
✱ ♦♥ ❛ ✿

〈A♯ v, v〉L2 = −1

2
〈❆ini v, v〉L2(∂Q) + 〈(❇+❇∗ − ∂i❆

i) v, v〉L2 ≥ 1

2
α|v|2L2 .

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
❧❛ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ N ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ 〈A♯ v, v〉L2 ✳ ❙✉r Ω × {T} ❝❡
t❡r♠❡ ❡st ♥✉❧ ❡t s✉r Ω×{0}✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧ à −〈❆0v, v〉✳ ❉♦♥❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A♯ ❡st ❝♦❡r❝✐❢✳
❈♦♠♠❡ ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✶✳✽✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

❈❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛✉❝❤ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✮
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✓ ❢❛✐❜❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❢♦rt ✔ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❆ini ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t s✉r t♦✉t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ∂Ω✳
✕ ❆ini ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ r❛♥❣ s✉r Σ✱ ✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✐♠♠❡r❣é❡

❞❛♥s ∂Ω✳ P♦✉r x0 ∈ Σ✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ Σ ♣❛rt❛❣❡ ∂Ω ❡♥ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s t❡❧s q✉❡
❆ini s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡✱ ❡t q✉❡ Nbig(x0) ⊃ Nsmall(x0)
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r Σ✳



✶✻
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭H2✮ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✶
❙✐ H = L2

❆0
(Ω)✱ ❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r 〈u, u〉 = 〈❆0 u, u〉L2(Ω)✱

❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍1✮ ❡t ✭❍2✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❆−1
0 (A) ❡st ♠❛①✐♠❛❧

♠♦♥♦t♦♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❢❡r♠é✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦✲
t♦♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs I+A ❡t I+A♯ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
❖r s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉rA ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❛❧♦rsA ❛✉ss✐✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✓ ❢♦rt éq✉✐✈❛✉t à ❢❛✐❜❧❡ ✔
❞♦♥♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té A♯ = A∗✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍②♣1✮ ❡t ✭❍②♣2✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❛❧♦rs q✉❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r A♯ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❞♦♥❝ αI+A ❡t αI+A∗ s♦♥t ❝♦❡r❝✐❢s✱ ❛✈❡❝ Re(α) > 0✳
■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✱ ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡♥
♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✳ ⊠

❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✽✮ ♠❛✐s ❧❛ ♥♦r♠❡

L2(Ω)m ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r
1

ε
‖ f ‖✳ ❖♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡

q✉❛♥❞ ε t❡♥❞r❛ ✈❡rs 0✳

❙♦✐t Q = Ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❙♦✐t H = L2
❆0

(Ω)✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ❡st
(i ω + ε) ❆0(x) +

∑
i❆i(x)∂xi

+ ❇(x) ❡t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s u
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à C1

0(Ω) s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❜♦r♥é✱ u ∈ C1(Ω) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ t❡❧s
q✉❡ u|∂Ω

∈ N (x)✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡
(i ω + ε)I + A : = ❆0(x)−1

(
A
)

= (i ω + ε)■+❆0(x)−1 (
∑

i❆i(x)∂xi
+❇(x))✳

▲❡s ét✉❞❡s ❡♥ ✓ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t❡ ✔

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ét❛❜❧✐✱
q✉✐ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡
❡♥tr❡t❡♥✉✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✐♥st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✶✳✶✹✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❆i ❡t ❇ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐ss②♠étr✐s❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❍✐❧❧❡✲❨♦s✐❞❛ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ −A ❡st ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✷
❙✐ f ∈ C1(R+, (L2

❆0
(Ω))) ❡t s✐ ❇ + ❇∗ − ∂i❆

i ≥ 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✹✮ ❛❞♠❡t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s C1(R+, (L2

❆0
(Ω))) ∩ C0(R+,D(A)) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ❉✉❤❛♠❡❧ ✿

ϕ(t) = e−Atϕ0 +

∫ t

0

e−A(t−s)f(s)ds, ✭✶✳✷✷✮

♦ù e−At, t ≥ 0, ❡st ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✳

❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✭✶✳✷✷✮ ❡st



✶✳✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✶✼

❞✬❡①❛♠✐♥❡r s❛ ✓ ré♣♦♥s❡ ❢♦r❝é❡ ✔ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
f(t) ♣❛r Y (t)g(x) exp(iωt)✱ ♦ù Y ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❞❡ R+ ❡t g ∈ H✳

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉✉❤❛♠❡❧ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s❡♠✐✲
❣r♦✉♣❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ iw ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ −A ✭♦✉✈❡rt ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
C✮✱ ❛❧♦rs ✿

ϕ(·, t) = exp (−At) (ϕ0 − (iωI + A)−1g) + exp (iωt) (iωI + A)−1g. ✭✶✳✷✸✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é t❡r♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
✭✶✳✷✷✮ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭f(t) = 0✮ ❛✈❡❝ ϕ0−(iωI+A)−1g ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭q✉✐ ❡st
❜✐❡♥ ❞❛♥s D(A)✮ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r❝é❡ exp (iωt) (iωI + A)−1g ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s✳
▲❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭❡t ❧❡ ♣❧✉s r❛r❡✮ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r❝é❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✷✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✕ iω ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ −A✳ ❈❡❝✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉t ω ❤♦r♠✐s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r Ω ❜♦r♥é✱ ❇ + ❇∗ − ∂i❆

i ≥ 0 ❡t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❞éq✉❛t❡s✳

✕ ▲❡ t❡r♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −A ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❛✈❡❝ ❇+❇∗ − ∂i❆

i > 0 ♦✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ t❡♥❞r❛ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs 0 ❞❛♥s H
❡t ϕ(·, t) ≃ exp (iωt) (iωI + A)−1g, ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ −A ❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ✭♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t✮✱ A ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ❛❧♦rs iA ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙t♦♥❡✮ ❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A ❡st t♦✉t ❡♥t✐❡r s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s
♣✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Ω ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ✐❧ ♣❡✉t ♠ê♠❡ êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♣✉rs✱ ❡t ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ω t❡❧ q✉❡ iω s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ −A✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ✉♥ s❡♥s à ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✸✮ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s H ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ iω + A✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❞❡ iA✱ q✉❛♥❞ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❬✸✾❪✱ ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞
A ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ (I + A)−1 ∈ L(H) ❡t (Aϕ, ϕ) ≥ 0✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✐t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛❣❡ ❬✸✵❪✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t H⊥

b ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❛♥s H ❞❡s
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸
❙♦✐t C ∈ L(H)✳ ❙✐ C(A + I)−1 ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❛❧♦rs ✿

∀f ∈ H⊥
b , limT→+∞

1

T

∫ T

0

‖ Cexp (−At) f ‖2
H dt = 0.

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✓ ❝♦♥trô❧❡r ✔✱ s✐ C ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ à ✉♥
❝♦♠♣❛❝t s♣❛t✐❛❧ ❞❛♥s H = (L2(Ω))m+1✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s (L2

loc(Ω))m+1✳



✶✽
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ C(I + A)−1 s❡r❛ ✈ér✐✜é❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r A ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s
(H1

loc(Ω))m+1✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r Ω s♦♥t ❝♦❡r❝✐✈❡s ❡t
q✉❡ Ω ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❧♦❝❛❧❡✳

▲♦rsq✉❡ Ω ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♣é❝✐✜q✉❡s s❡ ❣r❡✛❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❜♦r❞
∂Ω ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ O ❞♦✐t êtr❡ ♥♦♥ ✓ tr❛♣♣✐♥❣ ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♣✐é❣❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❝❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ é❧✉❝✐❞é
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ✭♥♦♥ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❞❡s r❛②♦♥s✮✳

❖✉tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ s✉r A✱ à s❛✈♦✐r ❇+❇∗−∂i❆i ≥ 0✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛❣❡ ✿

∃C > 0, ∀f ∈ D(A) ∩ (ker(A))⊥,
∑

j

|∂xj
f | ≤ C (‖ f ‖H + ‖ A(f) ‖H) , ✭✶✳✷✹✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ f ✳ ❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ t❡r♠❡
tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ✭✶✳✷✸✮ ❡t ✿

∀f ∈ H⊥
b , limt→+∞inf ‖ exp (−At) f ‖(L2

loc
(Ω))m+1= 0. ✭✶✳✷✺✮

▲❡s ét✉❞❡s ❡♥ ✓ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ✔

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞❡ iω+A ❡♥ ❧✉✐ ❝♦♥❢ér❛♥t ✉♥ s❡♥s ✓ ❝❛✉s❛❧ ✔✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ q✉✬❛♣rès
❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♦♥ é❧✐♠✐♥❡r❛ ❞❛♥s ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡s ♦♥❞❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

((iω + ε)I + A)ϕ = h, q✉❛♥❞ ε→ 0+. ✭✶✳✷✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❝❤♦✐s✐r ε → 0− ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✉tr❡♠❡♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t ❞✉ r❡♣èr❡ ❞❛♥s Rt × Rx✳

❙✐ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ✭✶✳✷✻✮ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s H✱ ♠❛✐s

‖ ((iω + ε)I + A)−1 ‖L(H)≤
1

ε
❡①♣❧♦s❡ q✉❛♥❞ ε → 0✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡

❝❧❛rté ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳

◮ ❈❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❜♦r♥é

❙✐ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ −A ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✷✹✮✮✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ −A ❡st ♣♦♥❝t✉❡❧ ❞✐s❝r❡t ❡t ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ✉♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ σp ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s R t❡❧ q✉❡ ✿ s✐ ω /∈ σp✱
(iω + A)ϕ = f ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s H ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à f ✱ ❡t s✐
ω ∈ σp✱ iω+A ❡st ♥♦♥ ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs iω ❡st ❛❧♦rs ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ −A ❡t s✉✐✈❛♥t f ✱



✶✳✸✳✷ ❈❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❛✈❡❝ Ω = R3 ✶✾

(iω + A)ϕ = f ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ω ❡st ✉♥❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥
❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ Ω ♣♦✉r A✳

◮ ❈❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ♥♦♥ ❜♦r♥é

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ −A ❡st s♦✉✈❡♥t
❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉rA ❡st à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t
q✉❡ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✷✻✮ t❡♥❞
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s (L2

loc(Ω))m+1 s✐ Ω ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té
❧♦❝❛❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦♥❞érés à ❧✬✐♥✜♥✐ ♦✉ ❜✐❡♥✱ ❧♦rsq✉❡
A ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (iω +
A)ϕ = f ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞✐t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ◗✉❡ Ω s♦✐t ❜♦r♥é
♦✉ ♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ♣♦✉r Ω ❜♦r♥é à ✓ ♦✉❜❧✐❡r ✔ ❧❡
t❡r♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ✭✶✳✷✸✮ ❡t✱ ♣♦✉r Ω ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ à ♦✉❜❧✐❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ ❞❛♥s ✉♥
♦❜st❛❝❧❡ tr❛♣♣✐♥❣✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✉①
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ré❛❧✐sé❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✭✶✳✷✹✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✳

✶✳✸✳✷ ❈❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❛✈❡❝ Ω = R3

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉s ❢♦r♠❡
❛❧❣è❜r✐q✉❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❡❧✉✐
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♣♦✉r p = iω + ε✱ ❛✈❡❝ ε
♣♦s✐t✐❢✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s❡r❛ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ O ′

c ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ S ′ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s✳ ▲❡s ❞✐✈❡rs❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
♠❛✐s ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❛✐♥s✐
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧✳

❙②stè♠❡s s②♠étr✐q✉❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✹
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts
✭✶✳✶✻✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ✭◆♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ✕ ◆♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥✮
▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ K ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ D′(Ω × Ω)✱ ∀(x, y) ∈ Ω × Ω ♦♥ ❛✐t q✉❡ 〈〈K(x, y), φ(y)〉, ϕ(x)〉 ❞é✜♥✐ss❡ ✉♥❡



✷✵
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞♦♥t ♦♥ s❛✉r❛ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡♥s✐té✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡✉t
❞♦♥❝ êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦♥st❛♥ts✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞✐❛❞✐q✉❡✳
▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ♦✉ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r
✓ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

❙♦✐t Γc ❧❡ ❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t Γp ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ Γc ❞❛♥s
R + ×Rn✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✮
❬✶✾❪ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Γp✳ ❯♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♦✉ ❝❛✉s❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ∃t0 > 0 t❡❧ q✉❡ s♦♥
s✉♣♣♦rt s♦✐t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s [t0,+∞[×Rn✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ♣r❡♥❞r❡ t0 = 0 s❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐❢èr❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ét❛♥t
❧❡ ❉✐r❛❝ δ✱ ❡t ré❣✉❧✐èr❡ ✭A ∗F = A ∗G⇒ F = G ❧♦rsq✉❡ A 6= 0✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
∗✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ D ′

H(Γp) ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✳
❚♦✉t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ✭♦✉ ❝❛✉s❛❧❡s✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ❝❡tt❡
❛❧❣è❜r❡ ❡t D ′

H(Γp) ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞✉❧❡✳✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r ✿

(❆0δ0 +❆iδi +❇) ∗X = f. ✭✶✳✷✼✮

❆✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞ér✐✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥✈♦❧❡r ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈é❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❉✐r❛❝ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ f ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❆0δ0 +❆iδi+❇ ❡st ✉♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
❞❡ D ′

H(Γp) ❡t Γp ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❬✶✻❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ♥✬✐♥✢✉❡ ❡♥ r✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❬✶✻❪✳
❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ = ❆0δ0 +❆iδi+❇✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts

❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à D ′
H(Γp)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡ ❝ô♥❡ Γp ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦✐♥té ❞❛♥s t ≥ 0 ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✻
❙✐ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡
q✉❡ ✿

[❊] =
1

det(❆)
Com❆T .



✶✳✸✳✷ ❈❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❛✈❡❝ Ω = R3 ✷✶

❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✼✮ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱
❡①✐st❡ ❡t ❡st ✉♥✐q✉❡ ✿

X = [❊] ∗ f ❡t supp[❊] ⊂ Γp.

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❍✉②❣❡♥s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s ❢♦rt✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ f ❡t ❞❡ [❊]✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s
❢❛✐❜❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞❡ f ❡t ❞❡ [❊]✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡
s✉♣♣♦rt ❞❡ [❊] ❡st ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ S (Rn) ❡st ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E (Rn) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽ ✭❆❧❣è❜r❡ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs✮
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E (Rn) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧❡♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ OM(Rn)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s ❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐❢èr❡ ❞❡ E (Rn) ❡t
S (Rn)✱S ′(Rn) s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s s✉r OM(Rn)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✭❆❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝♦♥✈♦❧❡✉rs✮
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥✈♦❧❡✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐t ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t S (Rn) ❞❛♥s
S (Rn)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠✲
♣éré❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡ O ′

C(Rn) ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ S ′(Rn)
❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t ✉♥✐❢èr❡ ❞❡ E (Rn)
s✉r ❧❡sq✉❡❧s S (Rn) ❡t S ′(Rn) s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ O ′

C(Rn) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
r❛♣✐❞❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✼ ✭❬✶✾❪✮
❉❛♥s S (Rn) ♦✉ S ′(Rn)✭q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s
♣r♦❞✉✐ts ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❊❧❧❡ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✭❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡✮O ′

C(Rn) ❡t
✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮OM(Rn)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ∀T ∈ S ′(Rn) ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡✱ ∀m ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s fβ ❛✈❡❝ β ∈ Nn ❡t |β| ≤ k(m) t❡❧❧❡ q✉❡ T =

∑

|β|≤k(m)

D
β fβ

❛✈❡❝ (1 + |M |2)m fβ ∈ L∞(Rn), |β| ≤ k(m)✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡st ✉♥ ❝♦♥✈♦✲
❧❡✉r ♣♦✉r S ′(Rn)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽ ✭P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r✲❙❝❤✇❛rt③ ❬✶✾❪✮
❙♦✐t b ∈ R+✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
❞é✜♥✐❡ s✉r Rn ✿

✕ f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T ∈ E ′(Rn) à s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ B(0, b)

✕ f ❡st ♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f̃ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r Cn ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été



✷✷
❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∃m ∈ N, C > 0 t❡❧s q✉❡ ∀ξ ∈ Cn ♦♥ ❛✐t ✿

|f̃(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|2)m
2 e2πb |Im(ξ)|

❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✉♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳

▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ▼−1 =
1

det(▼)
Com(▼)T ✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦sé ❡st
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛✐t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s S ′(Rn) ❡t q✉❡ ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t ✉♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ O ′

c(R
n)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ t✐r❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡

♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡♥❝♦r❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✾
❙✐ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ f ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡ s✉r Rn✱ à s❛✈♦✐r f ∈ S ′(Rn)✱
♣♦✉r Re(p) > 0✱ ❛✈❡❝ p ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s S ′(Rn)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ s✐ det(❆0δ0 +❆iδi +❇) ∈ O ′
c✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

s✐❣♥é❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❡❧❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✵ ✭▲♦❥❛s✐❡✇✐❝③ ❬✸✹❪✮
P♦✉r t♦✉t❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✭A ❡st ✉♥ ♣♦✲
❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t❡♠♣éré❡ ❡t ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦✐s ♦ù ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❡st t❡♠♣♦r❡❧✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❛tr✐❝❡ à s✉♣♣♦rt ♣♦♥❝t✉❡❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡st t♦✉❥♦✉rs t❡♠♣éré❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧✬✉♥✐❝✐té✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬✐♥✈❡rs❡s✳ ❈♦♠♠❡ O ′

c(R
n) ⊂ S ′(Rn) ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❙②stè♠❡s ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✻✮
♥❡ s♦✐❡♥t ♣❧✉s s②♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉✲
❧❡r ❜❛r♦tr♦♣❡s✱ ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦rt❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té
❣❛r❛♥t✐t ❧❛ L2 st❛❜✐❧✐té✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✶ ✭❑r❡✐ss✮
▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✻✮ ❡st L2 st❛❜❧❡ ss✐ ❆i

c ξi, ξ ∈ S n−1 ❡st ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❍(ξ) ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ξ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✷
▲❡ s②stè♠❡ ❡st L2 st❛❜❧❡ ss✐ ❆i

c ξi, ξ ∈ S n−1 ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s ❡t q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❆i

cξi s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ s✐ ❆i
c ξi ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s ✭s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ é✈❡♥✲

t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✻✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé s✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❆i

c ξi +❇ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ✳



✶✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✷✸

✶✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♦s❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♦✉ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♥✈❡❝té❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ✐❧ ② ❛ ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❡❧✉✐ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r♦♥s
♥♦✉s ❛♠❡♥és à tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡s s②stè♠❡s P▼▲ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛ss✉rés ❞❡
♥❡ ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ▲✬ét✉❞❡ s❡r❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✈✐❛
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ●r❡❡♥✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ❡✛❡t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ✐❧ s❡r❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ✭♠ê♠❡ ❡♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✸
❙♦✐t n = 2 ♦✉ 3 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿

❑(p,x)φ(x) +
n∑

i=1

❆c
i

∂φ(x)

∂xi
= f(x).

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s
✕ ❑(p,x) L∞ ❡♥ x

✕ ❑(p,x) ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❡♥ p ✿ ❑ij =
Pij(p,x)

Qij(p,x)
❛✈❡❝ degP ≤ degQ+ 1

✕ lim
p→0

1

p
❑(p,x) = ❆̃0(x) ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱

❧❡ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭p ≈
∂t✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❛♥s L2(Ω×
[0, T ])m ♦ù Ω∞ ❡st ❜♦r♥é ♦✉ é❣❛❧ à Rn✳

■❧ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s êtr❡ é❝r✐t ✐♥ ✜♥❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❛✈❡❝
❛❥♦✉t ❞✬❊q✉❛t✐♦♥s ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❖r❞✐♥❛✐r❡s





❆̃0(x)
∂φ(x, t)

∂t
+❇(x)φ(x, t) +❘(x)v(x, t) +

n∑

i=1

❆c
i

∂φ(x, t)

∂xi
= f(x, t)

∂v(x, t)

∂t
+ ε(x)v(x, t) + ❙(x)φ(x, t) = 0 ❛✈❡❝ ❇,❘,ε,❙ ❞❛♥s L∞.





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷✳✶✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡

❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇ér❡♥❣❡r ❬✸❪ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✾✹ ❝❡ ♠✐❧✐❡✉ ✜❝t✐❢ ❛❜s♦r❜❛♥t q✉✬❡st ❧❡ ♠✐✲
❧✐❡✉ P▼▲✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥ 2❉ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Ex, Ey, Hz ❞❡s
❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭♠♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✮ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s R2/O ✿





∂

∂t
Hz =

∂

∂y
Ex −

∂

∂x
Ey

∂

∂t
Ex = − ∂

∂x
Hz

∂

∂t
Ey =

∂

∂y
Hz

✭✷✳✶✮

♦ù O ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳ ■❧ ❛ ❛❧♦rs ❛❥♦✉té ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡
❡♥ ❞é❝♦✉♣❧❛♥t ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ Hz ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Hzx ❡t Hzy✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐♥tr♦✲
❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛❜s♦r❜❛♥ts σx(x) ❡t σy(y) ✈ér✐✜❛♥t ❛✈❡❝ O ⊂] − a, a[×] − b, b[ ✿





σx(x) = 0 s✉r ] − a, a[

σx(x) > 0 s✉r R/] − a, a[

σy(y) = 0 s✉r ] − b, b[

σy(y) > 0 s✉r R/] − b, b[

▲❡ s②stè♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✬✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❡st ❞❛♥s R2/O ✿




∂

∂t
Hzx + σyHzy =

∂

∂y
Ex

∂

∂t
Hzy + σxHzx = − ∂

∂x
Ey

∂

∂t
Ex + σyEx =

∂

∂y
Hz

∂

∂t
Ey + σxEy = − ∂

∂x
Hz

✭✷✳✷✮

✷✺



✷✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

▲♦rsq✉❡ σx = σy = 0✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✳✷✮ s♦♥t r❡❣r♦✉♣❛❜❧❡s
♣♦✉r ♥✬❡♥ ❢♦r♠❡r ♣❧✉s q✉✬✉♥❡✱ ❡t ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♦r✐❣✐♥❡❧✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇ér❡♥❣❡r ❛ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♣❛r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❧❡ ❝❛s ❞✉
❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ tr❛✐té ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❛♥s t♦✉s
❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞✐s❥♦✐♥❞r❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ ✭σx 6= 0 ♦✉ σy 6= 0✮✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✮ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♠❛✐s ♣❛s ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❛ss♦❝✐é✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡
❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❍❛❞❛♠❛r❞ P❡tr♦✈s❦② ❡t ❞♦♥❝
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛❧ ♣♦sé ❡♥ ✉♥✐❝✐té✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ♠✐❧✐❡✉ ✜❝t✐❢✳

❉ès ✶✾✾✹✱ ❲✳❈✳ ❈❤❡✇ ❡t ❲✳❍✳ ❲❤❡❡❞♦♥ ❬✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❛r ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✉♥ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡
❝❡❧❧❡s ❝✐✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥ ✸❉
❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ✉♥❡
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✜❝t✐❢✳

❉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❋✳ ❈♦❧❧✐♥♦ ❡t P✳ ▼♦♥❦ ❬✺❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s P▼▲ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦t③ s❝❛❧❛✐r❡ ✷❉ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ❡t ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❜♦r♥é ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡
❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡①❝❡♣té ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✐❞❡✳ ▲❡s t❡sts
♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✬✐❧s ♦♥t ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦♥t ❝♦♥✜r♠é
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✺❪ ❡t ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❬✷✼❪✳

❉❛♥s ❬✷✶❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡
❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ■❧ ét❛❜❧✐t ❛✐♥s✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss❡③ ❧♦✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s P▼▲ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t
ré♣❛♥❞✉❡s ♣♦✉r ❜♦r♥❡r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥❞ ❝❡✉① ❝✐ ♦♥t ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝❛r✲
tés✐❡♥♥❡s ♦✉ ❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❞❡s
❣é♦♠étr✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ♦✉ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳

◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♦✉ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❬✷✵❪✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦✉s ✈❛r✐été ré❡❧❧❡ ❞❡ Cn à ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❡t ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
n ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r é❝r✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❡t ❝②❧✐♥✲
❞r✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❛♥t ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s q✉✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥



✷✳✶✳✷ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✷✼

❛✉① ❝❛s ❝♦♥✈❡①❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés✳

✷✳✶✳✷ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

▲❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s

❙♦✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❝❛rtés✐❡♥ D = [−a, a] × [−b, b]✳ ❙♦✐t p = iω + ε ❛✈❡❝
ε ≥ 0✳ ❙♦✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✿

{
pE −∇×H = F

pH + ∇× E = G
⇔ p

(
E
H

)
+




0 − ∂

∂z

∂

∂y
∂

∂z
0 − ∂

∂x

− ∂

∂y

∂

∂x
0




(
E
H

)
=

(
F
G

)
,

✭✷✳✸✮
♦ù (F,G) s♦♥t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉✐✈❛♥t ✿

x̃ = x+
1

p

∫
σx(τ)dτ, ỹ = y +

1

p

∫
σy(τ)dτ, z̃ = z +

1

p

∫
σz(τ)dτ,

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σx✱ σy ❡t σz ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t ✭♦♥
♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σ

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ x̃ ✭r❡s♣✳ ỹ✱ z̃✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ x ✭r❡s♣✳ y✱ z✮✳ ❈❡ ❝❛s ❡st s✐♠♣❧❡
❝❛r ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡

❞ér✐✈❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
∂

∂x
✱
∂

∂y
❡t

∂

∂z
♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ∇× s♦♥t ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝és



✷✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s
∂

∂x̃
✱
∂

∂ỹ
❡t

∂

∂z̃
✳

❙♦✐t ✿

sx = 1 +
1

p
σx, sy = 1 +

1

p
σy, sz = 1 +

1

p
σz.

❆❧♦rs ✿
∂

∂x̃
=

1

sx

∂

∂x
,

∂

∂ỹ
=

1

sy

∂

∂y
,

∂

∂z̃
=

1

sz

∂

∂z
.

▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✸✮ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✿

{
p Ẽ − ∇̃×H̃ = F

p H̃ + ∇̃×Ẽ = G,
♦ù

∇̃× =




0 − 1

sz

∂

∂z

1

sy

∂

∂y
1

sz

∂

∂z
0 − 1

sx

∂

∂x

− 1

sy

∂

∂y

1

sx

∂

∂x
0




■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❬✶✵❪✳
P♦s♦♥s ✿

▼ =



sx 0 0
0 sy 0
0 0 sz


 ◆ =

1

sx sy sz
▼

˜̃E =▼Ẽ ˜̃H =▼H̃.

❉✬♦ù ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s P▼▲ ✿



p◆−1▼−1 ˜̃E −∇× ˜̃H = F

p◆−1▼−1 ˜̃H + ∇× ˜̃E = G.
✭✷✳✹✮

❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ s✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡
t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ r❡❧❡✈❡r ❡♥ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ◆−1▼−1 ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✳

p◆−1▼−1 =




sy sz
sx

0 0

0
sx sz
sy

0

0 0
sx sy
sz




=




(p + σy)(p + σz)

(p + σx)
0 0

0
(p + σx)(p + σz)

(p + σy)
0

0 0
(p + σx)(p + σy)

(p + σz)




= p■+❆+❘1 (p■+❈)−1
❘2,



✷✳✶✳✷ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✷✾

❛✈❡❝ ✿

❆ = diag (σz + σy − σx, σx + σz − σy, σx + σy − σz)

❈ = diag (σx, σy, σz)

❘1 = diag (σx − σy, σz − σy, σy − σz)

❘2 = diag (σx − σz, σx − σy, σx − σz) .

▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ r❡❧❡✈é ❡♥ t❡♠♣s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{
∂tE +❆E +❘1D −∇×H = 0

∂tH +❆H +❘1B + ∇× E = 0,

♦ù (B,D) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❖r❞✐♥❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{
∂tD +❈D −❘2E = 0

∂tB +❈B −❘2H = 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐t ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥t
♦♥ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

▲❡s P▼▲ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✳ θ r❡st❛♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ s❡ rés✉♠❡ à ✿

ρ̃ = ρ+
1

p
σ̃(ρ, θ) = ρ+

1

p

∫ ρ

ρ0

σ(τ)d τ,

♦ù ρ0 = ∂Ω ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ θ ❡t σ r❡s♣❡❝t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P♦✲

s♦♥s β = 1+
1

p
σ ❡t β̃ = 1+

1

p
σ̃✳ ◆♦t♦♥s ∇̃× ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∇× ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

♣♦❧❛✐r❡s✳ ❆❧♦rs ✿

∇̃× =




0 0 ∂ρ

0 0
1

ρ
∂θ

∂ρ
1

ρ
∂θ 0


 .

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✭✷✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿





p▼
˜̃E − ∇̃× ˜̃H = 0

p▼
˜̃H + ∇̃× ˜̃E = 0.

❛✈❡❝ p▼ = p




β

β̃
0 0

0
β̃

β
0

0 0 ββ̃






✸✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ p▼ = p■+❆+❘1 (p■+❈)−1

❘2, ❛✈❡❝ ✿

❆ = diag (σ − σ̃, σ̃ − σ, σ + σ̃)

❈ = diag (σ̃, σ, 0)

❘1 = diag (σ̃ − σ, σ − σ̃, σ)

❘2 = diag (σ̃, σ, σ̃) .

❈❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ r❡❧❡✈é ❡♥ t❡♠♣s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡✲
❞r✐❝❤s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✿

{
∂tE +❆E +❘1D −∇×H = 0

∂tH +❆H +❘1B + ∇× E = 0,

♦ù (B,D) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❖r❞✐♥❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{
∂tD +❈D −❘2E = 0

∂tB +❈B −❘2H = 0.

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ P▼▲ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ▲✱ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ❛♣♣♦rt❡r❛
✉♥ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❡ ❣❛✐♥ s❡r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ 3❉✳

◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ❣❛✐♥ t❡♥❞ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✿
❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ O(N)✱ ♦ù N r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❡t ❡♥ tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ O(N2)✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡r♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ◆✉♠ér✐q✉❡✮✳



✷✳✶✳✸ ▲❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✸✶

✷✳✶✳✸ ▲❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐t s✉r ]α, β[×R+ s✉✐✈❛♥t ✿

∂φ(x, t)

∂t
+❆

∂φ(x, t)

∂x
= f(x, t), ✭✷✳✺✮

❛✈❡❝ f à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]α, β[×R+ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r
t♦✉t t ∈ R+ ✿

❆+φ(α, t) = 0 ❆−φ(β, t) = 0.

❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ]α, β[ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ φ s✉r ]α, β[✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ❡st très ré❣✉❧✐❡r✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ L1

loc à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡t ♥✉❧❧❡
❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶
❙✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ]α, β[✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐t ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✭▼▲✮ ❞❡ ❇é✲
r❡♥❣❡r s✉✐✈❛♥t ✿

∂φ̃(x, t)

∂t
+ σ(x) φ̃(x, t) +❆

∂φ̃(x, t)

∂x
= f(x, t).

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r ]α, β[ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✐♥♦♥✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✺✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ]α, β[✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st

q✉✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥ x0 6∈]α, β[ r❡✈✐❡♥t s✉r ]α, β[ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r exp

(
−
∫ x0

β

σ(x)dx

)
✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ r❡t♦✉r ❡t ❞♦♥❝
✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂φ(x, t)

∂t
+

n∑

i=1

❆i
∂φ(x, t)

∂xi
= f(x, t),

s✐ ∀(i, j) ∈ J1, nK,
[
❆i,❆j

]
= 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ ❧❡s ❆i s♦♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❞❡

✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
s❝❛❧❛✐r❡s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳

✷✳✶✳✹ ▲❡s P▼▲ ❞❡ ❇ér❡♥❣❡r r❡✈✐s✐té❡s

▲✬✐❞é❡ é♥♦♥❝é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❡r❛✐t ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✜♥ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r
à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t s✉r R2 ×R+ ✿

∂φ(x, y, t)

∂t
+❆1

∂φ(x, y, t)

∂x
+❆2

∂φ(x, y, t)

∂y
= 0. ✭✷✳✻✮



✸✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ φ(x, y, t) = φ1(x, y, t) + φ2(x, y, t)✱ ♦ù φ1 ❡t φ2 s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
✭✷✳✻✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿





∂φ1(x, y, t)

∂t
+❆1

∂φ1(x, y, t)

∂x
+❆1

∂φ2(x, y, t)

∂x
= 0

∂φ2(x, y, t)

∂t
+❆2

∂φ1(x, y, t)

∂y
+❆2

∂φ2(x, y, t)

∂y
= 0

✭✷✳✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐s❡r ❞❡s ❞é❞♦✉❜❧❛❣❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
③ér♦s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆i ❡♥ ♣rés❡♥❝❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✶
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✼✮ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t µ(ξ, η) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡▼ =

(
❆1 ξ ❆1 ξ
❆2 η ❆2 η

)
✳

❆❧♦rs det(▼−µ(ξ, η)■) = det

(
❆1 ξ − µ(ξ, η)■ ❆1 ξ

❆2 η ❆2 η − µ(ξ, η)■

)
✳ ❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s

❧✐❣♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

det(▼− µ(ξ, η)■) = det

(
❆1 ξ − µ(ξ, η)■ ❆1 ξ

❆1 ξ +❆2 η − µ(ξ, η)■ ❆1 ξ +❆2 η − µ(ξ, η)■

)
✳

❙♦✐t λ(ξ, η) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆1 ξ+❆2 η✳ ❆❧♦rs✱ µ(ξ, η) = λ(ξ, η)✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②♠❜♦❧❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ré❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ✈❛ ❡①✐st❡r
✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 0 r❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❧ ♣♦sé ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ✭❉❛♥s ❬✶✼❪✮
▲✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ a ✭❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à N ✭♥♦r♠❡✮ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦rt❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à N ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ a(D)✳

❖♥ ♣♦✉rr❛ ♠♦♥tr❡r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡▼ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛✲

❧✐s❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡✱ s♦✐t (a, b) ❡t ξ = η = 1✳ ❉♦♥❝▼ =

(
a a
b b

)
✳

▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♥✉❧✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳

P♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆i s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✭❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✮ ♣❛r


0 0 1
0 0 0
1 0 0


 ❡t




0 0 0
0 0 −1
0 −1 0


✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭0✱1 ❡t

−1✮✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t✱ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❞❡▼✱ q✉✐ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳ ⊠

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ▼▲ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♠❛❧ ♣♦sé✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡st q✉❛♥❞
♠ê♠❡ t❡♥té❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡♥ ✐♥tr♦✲
❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σ1 ❡t σ2 str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♥✉❧❧❡s
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✼✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿



✷✳✶✳✺ P♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♣✐st❡ ❧❛
♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❄ ✸✸





∂φ1(x, y, t)

∂t
+ σ1(x)φ1(x, y, t) +❆1

∂φ1(x, y, t)

∂x
+❆1

∂φ2(x, y, t)

∂x
= 0

∂φ2(x, y, t)

∂t
+ σ2(y)φ2(x, y, t) +❆2

∂φ1(x, y, t)

∂y
+❆2

∂φ2(x, y, t)

∂y
= 0

Pr♦♣r✐été ✷✳✸ ✭❉❛♥s ❬✹❪✮
P♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σ1 ❡t σ2 ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛①✲
✇❡❧❧ ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦✉ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ❜✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❞♦✉❜❧é ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞✐✛r❛❝té❡s✱

♥✐ ré✢é❝❤✐❡s s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ σ1∪σ2 ❡t ❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞é❝r♦✐t ❡♥ exp

(
−
∫

trajet

σi

)

✷✳✶✳✺ P♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡♠❜❧❡
❧❛ ♣✐st❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❄

❲✳❈✳ ❈❤❡✇ ❡t ❲✳❍✳ ❲❤❡❡❞♦♥ ❬✹❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡tt❡ ♣✐st❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❇ér❡♥❣❡r ❞❡ ♣❛ss❡r
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ▼▲ à n éq✉❛t✐♦♥s P▼▲ ♣❛r ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳

❙♦✐t p = iω+ε ∈ C✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛❝❡r♦♥s ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ∂t ♣❛r p ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ε ✈❡rs 0✳ ❊❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s P▼▲ ❡♥ ❞é❞♦✉❜❧❛♥t
❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛rtés✐❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉❡ ❞❛♥s ✭✷✳✶✳✷✮ à s❛✈♦✐r ✿

x̃ = x+
1

p

∫
σ1(τ)dτ, ỹ = y +

1

p

∫
σ2(τ)dτ.

❖♥ ♣♦s❡ s1 = 1 +
1

p
σ1 ❡t s2 = 1 +

1

p
σ2✳ ❆❧♦rs

∂

∂x̃
=

1

s1

∂

∂x
✱ ❡t

∂

∂ỹ
=

1

s2

∂

∂y
✳ ▲❡

s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s P▼▲ ✿

p▼

(
φ1(x, y, t)
φ2(x, y, t)

)
+

(
❆1 ❆1

❆2 ❆2

)(
φ1(x, y, t)
φ2(x, y, t)

)
= 0, ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝ p▼ =




p + σ2

p + σ1

0 0

0
p + σ1

p + σ2

0

0 0
(p + σ1)(p + σ2)

p



✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❇ér❡♥❣❡r ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r p + ❆i∂i
à tr❛✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ det

(
p■+❆i∂i

)
q✉✐ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♦✉ ❞❡s ❖♥❞❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡



✸✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

♣❡r♠❡ttr❛ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭à ♣❡rt❡s✱ ❞✐s♣❡rs✐❢✱ ✳✳✳✮ ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t

♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡♥ 0✳ ❙♦✐t ❧❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t
∂M

∂xi
✳ ❙✐ ❧❡s x̃i

❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ x̃(x)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ∂exi
s♦♥t ❞❡s r❡♣èr❡s ♥❛t✉r❡❧s

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❡t ❧❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳ ▲❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ✉♥ r❡♣èr❡
q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st
❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♥✬❡st ✈r❛✐❡
q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣♦❧❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❜❛s❡s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ♥✬❡st ♣❛s
❧❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r r s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✮✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✹
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡s ∂exi

s♦♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été
ré❡❧❧❡ C∞ ❞❡ Cn✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿

∀(i, j) ∈ J1, nK,
[
∂exi
, ∂exj

]
= 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ∂exi
= bki (x)∂xk ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t x✱ bki (x) ∈ GL(Cn)

❛❧♦rs [∂exi
, ∂exj

] = γr∂xr ❛✈❡❝ γr = bki ∂xk(brj) − bkj∂xk(bri )✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t ajkb
k
i = δji ♦♥

♦❜t✐❡♥t q✉❡ ajkγ
r = bki ∂xk(bri ) − bkj∂xk(bri ) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ γr✳

⊠

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st très ❣é♥ér❛❧❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❜❛s❡s ❛❞❛♣✲
té❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞❡ ♣❧✉s ❛✈♦✐r ❧❛
♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦✈❛r✐❛♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
[
∇∂exi

,∇∂exj

]
= 0✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡t

✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥✉❧❧✐té s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r
✭❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ∂xi

✮✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿

∀(u, v) ∈ J1, nK, [∇v,∇v] = 0.

▼❛✐s ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡st✲✐❧ t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❄ ❖❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❑(p,x) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✬é❝r✐✈❡ ❑(p,x)■+❆i∂i ❡t ♣rés❡♥t❡ q✉❛tr❡ ✐♥térêts✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st q✉❡ ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r
❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❡t s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts
✭❝❢✳ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x)✳ ❙✐ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❝❛s✮✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ é❧é♠❡♥ts



✷✳✷ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été ✸✺

s✐♠♣❧❡s ❡t ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡✲
❧❡✈❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❧❡ s②stè♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❊q✉❛t✐♦♥s ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❖r❞✐♥❛✐r❡s✳

▲✬✐♠♠❡rs✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆i∂i ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ❆̃i✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré✲

❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❆̃i = si❆
i✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s si /∈ R✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆̃i ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❊♥✜♥✱ ❞❡r♥✐❡r ✐♥térêt✱ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st é❝r✐t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ■❧ ♥❡
s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ❞❡s ✐♠♠❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x̃(x) ❡t x̃(y)✳ ■❧
♥✬② ❛✉r❛ ❞ès ❧♦rs ♣❧✉s ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝❛rtés✐❡♥✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡r✲
s✐✈❡ ❡①✐st❡r❛ t♦✉❥♦✉rs✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡
❬✸✶❪ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r✳

✷✳✷ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ s✉r

❧❛ ✈❛r✐été

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♦✉ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♣♦✉r ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s P▼▲ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❧❛ tr❛❝❡ s✉r R3✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ R3 ♣rès✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❧❡①❡ M ❞❡ C3 ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été✳

▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛❧♦rs à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ✈❛r✐étés ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
φ−1 : R3 → M ⊂ C3 ✈ér✐✜❛♥t φ−1(x) = x ♣♦✉r x ∈ Ω ⊂ M ∩ R3✳ ❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ▲❛s✲
s❛s ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ✈❛r✐étés ♣s❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛❜s♦r❜❛♥t❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❖♥ ❡♥t❡♥❞ ♣❛r ✈❛r✐été ♣s❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ré❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ à ✜❜rés t❛♥❣❡♥ts ❡t ❝♦t❛♥❣❡♥ts ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g(., .) ❝♦♠♣❧❡①❡ s②♠étr✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
g =

√
det(g(., .)) ♣✉✐ss❡ t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❞é✜♥✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢

❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s P▼▲✳

✷✳✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❖♥ ✈❛ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été M ré❡❧❧❡ à ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦té TM ❞♦té❡
❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ r✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ gjl ✳ ❙♦✐t ● = (gij) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠étr✐q✉❡
g(., .)✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❛ss♦❝✐é TxM ✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t àM ✱ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ U+iV ❛✈❡❝ U ❡t V ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❡❧s t❛♥❣❡♥t à x✳ ▲❡ ✜❜ré ❝♦t❛♥❣❡♥t✱
♥♦té T ∗

xM ✱ ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ TxM ✳ ▲❡s ❜❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s s✉r ❝❡s ❡s♣❛❝❡s s♦♥t

❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn
♣♦✉r TxM ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ♥♦té❡s

dx1, . . . , dxn ♣♦✉r T ∗
xM ✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ TxM s✬é❝r✐r❛ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥



✸✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ s♦✐t
∑

j Xj(x)
∂

∂xj
✱ ❡t ♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ❝❡s é❧é♠❡♥ts

✈❡❝t❡✉r ❡t ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❝♦✈❡❝t❡✉r ❡t ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦t❛♥✲
❣❡♥t ♣♦✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ T ∗

xM ✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∑

j Xj(x)dxj✱ ❛✈❡❝ Xj(x) ∈ C✳

❯♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ TM × TM → TM : (u,v) → ∇uv ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t✱ ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s





∇u(v + w) = ∇uv + ∇uw

∇fuv = f∇uv

∇u(fv) = u(f) v + f ∇uv ✭rè❣❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐t③✮.

✭✷✳✾✮

❙✐ g(u,v) ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r TM × TM éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
s✉r T ⋆M ✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ g✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

u(g(v,w)) = g(∇uv,w) + g(v,∇uw).

❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

2g(∇uv,w) = ug(v,w)+vg(w,u)−wg(u,v)+g([u,v],w)−g([u,w],v)−g([v,w],u),

♦ù [u,v] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ u ❡t v✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ uov

♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ uov − vou ❡♥ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡✳ ❙✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ∂xi

❞❡ TxM ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t❡♥s❡✉r t
j1···jp
l1···lq ❛✈❡❝ (p, q) q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❡♥

♣♦s❛♥t ∇i = ∇∂xi
❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ s❡❧♦♥ xi ❡st

∇it
j1···jp
l1···lq = ∂it

j1···jp
l1···lq +

p∑

ν=1

Γjνhν,i
t
j1···hν ···jp
l1···lq −

q∑

ν=1

Γhν

lν,i
t
j1···jp
l1···hν ···lq ,

♦ù Γjhi s♦♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ ✿ Γjhi =
1

2
gjk(∂igkh + ∂hgik − ∂hgki)✱ g

jk

❞és✐❣♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g(., .)✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ s✉r ✉♥❡
❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡ ✿ ∇i(∂xh

) = Γjih∂xj
✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ ❡st ❛❧♦rs s❛♥s t♦rs✐♦♥ s✐

✶✳ ∇uv −∇vu − [u,v] = 0 ✭❞✬♦ù ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡✮

✷✳ ∇ig = 0✳

▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r✱

R(u,v)w = ∇u∇vw −∇v∇uw −∇[u,v]w.

❙✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ TM ✱ ❝♦♠♠❡
[
∂xi
, ∂xj

]
= 0✱ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦✈❛r✐❛♥t❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ∂σ⊗dxµ⊗dxν⊗dxρ
❞✉ t❡♥s❡✉r (1, 3) ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡st

Rσ
µνρ =

∂Γσµν
∂xρ

− ∂Γσµρ
∂xν

+ ΓλµνΓ
σ
ρλ − ΓλµρΓ

σ
µλ.

❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ s✐ g(., .)✱ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s ∈ C✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ R s♦♥t à ❧❡✉r t♦✉r ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤❡s ❡♥ s✳



✷✳✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✸✼

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✮
P♦✉r ❞❡✉① p✲❢♦r♠❡s η ❡t τ ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ η¬τ = ηJτ

J ✱ ♦ù J r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s p ✐♥❞✐❝❡s ♦r❞♦♥♥és✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ⋆ ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✿

η ∧ ⋆τ = τ ∧ ⋆η = (η¬τ)
√

(g) dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ n ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✱

⋆−1τ = (−1)p(n−p) τ.

◆♦t♦♥s gc(., .) ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s C3 q✉✐ s❡r❛
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦✉s ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❞❡ R6 à ✜❜rés t❛♥❣❡♥t ❡t ❝♦t❛♥✲
❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ s♦✐t ∀(u,v) ∈ C3✱

gc(u,v) =
3∑

j=1

ujvj✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ x 7→ x̃(x) ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

❛❧♦rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r R3✱ ♥♦té❡ gx : TxMR3 × TxMR3 → C3✱ ♣❛r ✿

gx(u,v) = gc (dx̃(u), dx̃(v)) ,

♦ù dx̃ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ x̃✳

❉❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts✳ ▲❡s
❞ér✐✈é❡s ❝♦✈❛r✐❛♥t❡s ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ ✈❛r✐été ❡st ♣❧❛t❡ ✭t❡♥s❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
♥✉❧✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥
✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐été ♣❧❛t❡ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été
q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❱❛r✐étés Ps❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡s ❆❜s♦r❜❛♥t❡s ❞❡ ❬✷✵❪✮
❯♥❡ ✈❛r✐été Ps❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ (M, g) ❡st ❞✐t❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s✐ ✿

✶✳ ❧❛ ✈❛r✐été (M, g) ❡st ♣❧❛t❡ ❡t M ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à R3 ✭♦♥ ♥♦t❡ φ ❝❡ ❞✐✛é♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡✮✱

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ Ω ⊂ M ✉♥ ♦✉✈❡rt r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ♦ù ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
ré❡❧❧❡✱ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r g = φ⋆ge✱ ♦ù φ⋆ ❡st ❧❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ s❡❧♦♥ φ ❡t ge ❧❛
♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱

✸✳ ∀v ∈ TR
x , v 6= 0, gx(v,v) 6= 0✱

✹✳ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ x̃ : M → C3 ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(x̃(x1) − x̃(x2))
2 = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x1 = x2, ✭✷✳✶✵✮

∃(c0, c1) > 0, Re

(
x̃(x)2

|φ(x)|2
)

≤ −2 c0 ♣♦✉r |φ(x)| > c1. ✭✷✳✶✶✮

❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ 4 ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✓ ❛ss❡③ ❧♦✐♥ ✔✳ ❖r ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s
à ♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s
♣rès ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳



✸✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹
(M, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été Ps❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ ✓ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ ✔✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

✶✳ ❧❛ ✈❛r✐été (M, g) ❡st ♣❧❛t❡ ❡t M ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à R3 ✭♦♥ ♥♦t❡ φ ❝❡ ❞✐✛é♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡✮✱

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ Ω ⊂ M ✉♥ ♦✉✈❡rt r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ♦ù ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
ré❡❧❧❡✱ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r g = φ⋆ge✱ ♦ù φ⋆ ❡st ❧❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ s❡❧♦♥ φ ❡t ge ❧❛
♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱

✸✳ ∀v ∈ TR
x , v 6= 0, gx(v,v) 6= 0✱

✹✳ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ x̃ : M → C3 ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ x̃(x1) − x̃(x2)
s♦✐t s✐❣♥é❡ ❡t ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✐♥❞✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s t❡♥s❡✉rs
p
⊗
k=1

dx̃ik
q
⊗
r=1

dx̃ir s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s

❡t ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ❝♦✈❛r✐❛♥t❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ✈❛
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à
❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❞ér✐✈❛t✐♦♥s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r R3✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛
♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❛ss✉r❡ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s P▼▲

❙♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐été ré❡❧❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C3 ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿

x̃ = ϕ(x) +
1

p
f(ϕ(x)). ✭✷✳✶✷✮

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 1 ✭✶✳✶✮ ✿ O ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❜♦r♥é✱
ré❣✉❧✐❡r ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✐❞❡✱ Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♥♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✱ δΩ0 ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❡♥tr❡ Ω ❡t O✱ δΩ∞ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① C1✱ ❡t δΩ∞ ♣❡✉t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡❥❡té❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ♥♦♥ ❜♦r♥é✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✺
▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (ϕ, f) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à C1(R3,R3)✳ ∀x ∈ Ω✱ ♦♥ ❛ ϕ(x) = x ❡t f(x) = 0✳ ❉❡
♣❧✉s✱ |ϕ(x)| = O

|x|→∞
(|x|) ❡t f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡

à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ S ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ f = gradS
ϕ

✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦✉s ❥✉st✐✜❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r
❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té C1

mcx(R
3,R3)∩C0(R3,R3) ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (ϕ, f) s✐ ❧❡s r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥ts

s♦♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛rêt❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛r✐été ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❝❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✱ ❧❡s r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥ts ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s ❞❡ s❛✉ts ❡t
✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❢❛✐❜❧❡s ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
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▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s❡ ❢❛✐t ❛❧♦rs à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ s✉r t♦✉t R3 ❡t ♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥❡ ♣ré❥✉❣❡ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉① P▼▲ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥
❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳

❈♦♠♠❡ f|Ω = 0Ω ❡t ϕ|Ω = idΩ✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ❙✐ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐été M ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✷✳✶✷✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
3 ❞❛♥s ❧❡ R✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ C3 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6✳

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

✷✳✷✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s✉r M

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été
M q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍♦❞❣❡ ⋆ ❛ss♦✲
❝✐é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ (M, g) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧✬✐❞❡♥t✐té ✿

U ∧ ⋆V = g(U, V ) dx̃1 ∧ dx̃2 ∧ dx̃3

dvolg = g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = dx̃1 ∧ dx̃2 ∧ dx̃3.

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❣é♥ér❛❧✐sé ∆r
g ♣♦✉r ❧❡s r✲❢♦r♠❡s s✉r M

♣❛r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

∆r
g = (−1)r(⋆d ⋆ d − d ⋆ d⋆).

❙✐ ❧❛ ✈❛r✐été M ❡st ♣❧❛t❡✱ [∇i,∇j] = 0✱ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g✳ ❆❧♦rs ∆0

g ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲

t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ∆ : ϕ 7→ gij∇i∇jϕ✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ❙♦✐t x,y
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ✈❛r✐été M✱ ♥♦t♦♥s x̃ = x̃(x)✱ ỹ = x̃(y) ❡t ✿

{x̃ − ỹ} =

(
3∑

j=1

(x̃j − ỹj)
2

)1/2

.



✹✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❝❛rré❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ❧❛ ♣❛r✲
t✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ {x̃ − ỹ} ♣♦✉r t♦✉t (x,y) ∈ Ω✳ ▲❡ ❝❤♦✐① {x̃ − ỹ} ≥ 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦rt❛♥t❡✱ ❡t {x̃ − ỹ} ≤ 0 à ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❡♥tr❛♥t❡✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s♦rt❛♥t❡s✳ ▲❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ {x̃ − ỹ} ♣♦✉r (x̃(x), x̃(y)) ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é s✉r ❧❛ ✈❛r✐été s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡❝té❡ M×M✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛r✐été M ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s♦r✲
t❛♥t❡✳

❙♦✐t ✉♥ ❝♦✉r❛♥t δy ❡t p = ε + iω ∈ C ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❍❡❧♠❤♦❧t③ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M ❡st

∀y ∈ M, (∆g − p2)Φ(.,y) = −δy. ✭✷✳✶✸✮

▲❡ ❞❡❧t❛ ❉✐r❛❝ δy ❝✐ ❞❡ss✉s s❡r❛ ✐♥t❡r♣rété ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g(., .) ✿ s✐ ψ ❡st

✉♥❡ 0✲❢♦r♠❡ C∞ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M✱ ❛❧♦rs

∫

M

ψ(x)δy(x)dvolg(x) = ψ(y)✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❛✐♥s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮
♣♦✉r ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻
❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s♦rt❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

GH(x,y) =
exp(−iω {x̃ − ỹ})

4π {x̃ − ỹ} ✭✷✳✶✹✮

❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❞é❝r✐t s✉r M ❡t s❛t✐s❢❛✐t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ GH ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✿

|GH(x,y)| ≤ Cye
−c0ω|φ(x)| ♣♦✉r |φ(x)| > c2, ✭✷✳✶✺✮

♦ù c0 > 0✱ c2 = c2(y) > 0 ❡t φ : M → R3 ❡st ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✻✮ ❞é❝r✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭✷✳✶✹✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ é❝r✐t❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❧❡①❡ M✱ s♦✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✷✳✶✸✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆g s✉r ❧❛ ✈❛r✐été✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M✳

❙♦✐t n = 2 ♦✉ 3 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❊t✉❞✐♦♥s ❧✬✓ ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ✔ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ✐❝✐ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
r✐été ❞❛♥s Cn✳ ▲❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣s❡✉❞♦ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ Cn✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ {x̃ − ỹ} ✿ ✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s s✬❛♥♥✉❧❡r ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❡t ❞♦✐t
❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✐❣♥é❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉❤❛✐té❡✳ ◆♦t♦♥s [x̃]2 = {x̃ − ỹ}✱ [f ] = [f(ϕ(x)) − f(ϕ(y))] ❡t
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[ϕ] = [ϕ(x) − ϕ(y)]✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ p = iω✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

[x̃]2 = [ϕ]2 − 1

ω2
[f ]2 − 2i

ω
[ϕ] . [f ] . ✭✷✳✶✻✮

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ [x̃]2 ✿ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r
q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣❛s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡st ❞❡ s✐❣♥❡
❝♦♥st❛♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧✐té s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s
ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ [f ] = 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱
✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♥♥✉❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✳

[f ] =

∫ 1

0

(1 − t)

(
Df

Dϕ

)(
ϕ1 + t(ϕ2 − ϕ1)

)
dt.

◆♦t♦♥s▼(ϕ1, ϕ2) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r [f ] ❡st ❞♦♥❝
q✉❡ (▼ [ϕ] , [ϕ]) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ [ϕ] ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
▼+▼T ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ ▼ + ▼T ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ [x̃]2 ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❥❛♠❛✐s✳ ❈❡ ❝❛s ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❧❡ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s tr✐✈✐❛❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s P▼▲ ❝❧❛s✲

s✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ϕ = id ❡t

(
Df

Dϕ

)
= (δijσi)i,j∈J1,nK✳

P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐✲
♥❛✐r❡ s♦✐t ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ s♦✐t

s②♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(
Df

Dϕ

)
❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ S ❝♦♥✈❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ f = gradS
ϕ

✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✷✳✺✮ ❢❛✐t❡s

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✼
▲❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ {x̃ − ỹ} ❧❛ r❛✲
❝✐♥❡ ❝❛rré❡✳ ❙♦✐t α ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t β ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r é❣❛❧✐té ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡t ré❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡





α2 − β2 = [ϕ]2 − 1

ω2
[f ]2

2αβ = − 2

ω
[ϕ] . [f ] .

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡

β4 +

(
[ϕ]2 − 1

ω2
[f ]2
)2

β2 −
(

[ϕ] . [f ]

ω

)2

= 0.



✹✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉✬♦ù

2β2 =
1

ω2
[f ]2 − [ϕ]2 +

√(
[ϕ]2 − 1

ω2
[f ]2
)2

+ 4

(
[ϕ] . [f ]

ω

)2

.

❙✐ [ϕ] . [f ] = 0 ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t [f ] = 0 ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✮✳

❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à✱ 2 β2 = − [ϕ]2 +

√(
[ϕ]2
)2

= 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥✳ ❈❡❧❛ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬❡①❤❛✉st✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲✳ ▲❛ ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ❡♥ x ❡st ♥✉❧✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✱ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ s❡ ❢❛✐t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✶✮✮✳

❙✐
[f ]

ω
< [ϕ]✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡

β2 ≤ 1

ω2
[f ]2 ❞✬♦ù |GH | ≤

exp(−ω
√

[ϕ] . [f ])

4π| {[ϕ]} | ✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ω ≥ [f ] / [ϕ] ❞♦♥❝

|GH | ≤
exp(−

√
[f ] / [ϕ])

4π| {[ϕ]} | .

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ [ϕ] <
[f ]

ω
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t

❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t
s✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❜❛s❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ é❝r✐r❡ [f ] ❝♦♠♠❡ [ϕ]

♣❧✉s q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ s❛✉t ❞❡ ϕ✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs β =
[f ]

ω
✳ ❖r ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥

❞❡ f ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r ♣❛r [ϕ]✳ ❙♦✐t k ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡

✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼✱ ♦♥ ❛ |GH | ≤
exp(−k [ϕ])

4π| {[ϕ]} | ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ϕ ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t à x ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

|GH | ≤
exp(−k [x])

4π| {[ϕ]} | .

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ∃c > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
❢réq✉❡♥❝❡ ω ♦♥ ❛✐t Re(−i ω {[x̃]}) ≤ −c| [x] | q✉❛♥❞ | [x] | t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ GH ✳ ⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐ ϕ(x) +
1

p
f(ϕ(x))✳ ❘❡♠♣❧❛❝❡r

1

p
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥❡

♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s (ϕ, f)
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à C1(R3,R3) t❡❧s q✉❡ ∀x ∈ Ω✱

ϕ(x) = x ❡t f(x) = 0.



✷✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✹✸

▲❡ R3 ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ ❡st t❡❧ q✉❡ |ϕ(x)| = O(|x|)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦✐t êtr❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ s❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ S ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ f s♦✐t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ S ♣❛r r❛♣♣♦rt à ϕ✳ ❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s✱ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ t❛♥t ❧♦❝❛❧❡ q✉✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉
♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲✳

✷✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M ❡st ét✉❞✐é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛✲
r❛♥t✐r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r t♦✉t M✳ ❉❛♥s
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥✲❜♦r♥é s❡r❛
r❡str❡✐♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P▼▲ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❛✈❡❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✳

❙✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛✉❝❤ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❬✸✷❪✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❣❛r❛♥t✐t
q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
ré❣✉❧✐èr❡s C∞ ❛✈❡❝ ❞❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡
❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ e ❡t h s❡r♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g(., .)✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✉♥✐✈♦q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡t ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s✳ ❙♦✐t j ❡t m ❞❡s 2✲❢♦r♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C∞ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

{
p ⋆ e− d h = −j
p ⋆ h+ d e = −m, ✭✷✳✶✼✮

❛✈❡❝ p = ε+ ik ∈ C✱ k = ω/c = ω
√
ε0 µ0✱ ⋆ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍♦❞❣❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❞❡s

1✲❢♦r♠❡s ❡♥ 2✲❢♦r♠❡s ❞é✜♥✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t ❛❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥és ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ E → √

ε0E ❡t H → √
µ0H ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

s②♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ M ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

M =

(
0 d

−d 0

)
= −MT ,

❡t ⋆(e, h) ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡t (e, h) à s❛✈♦✐r (⋆e, ⋆h)✳

(p ⋆+M)

(
e
h

)
=

(
−j
−m

)
. ✭✷✳✶✽✮

▲❡♠♠❡ ✷✳✽
❙♦✐t ϕ ✉♥❡ 0✲❢♦r♠❡ ❡t A ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ∇A = 0✳ ❆❧♦rs ∆1(ϕA) = (∆0ϕ) A✳



✹✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ❜❛s❡s ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t à ❧❛ ✈❛r✐été M ✿





⋆dx̃1 = dx̃2 ∧ dx̃3

⋆dx̃2 = dx̃3 ∧ dx̃1

⋆dx̃3 = dx̃1 ∧ dx̃2

❙♦✐t A ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❛❧♦rs A ❡st ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❞❡s dx̃i✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ✭s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✮ q✉❡ A = dx̃1✳

∆1(ϕA) = −(⋆d ⋆ d − d ⋆ d⋆)(ϕdx̃1).

❉é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳ ❙♦✐t ∇i := ∇∂exi
✳

d(ϕdx̃1) = ∇kϕdx̃k ∧ dx̃1 = ∇2ϕdx̃2 ∧ dx̃1 + ∇3ϕdx̃3 ∧ dx̃1

⋆d(ϕdx̃1) = −∇2ϕdx̃3 + ∇3ϕdx̃2

d ⋆ d(ϕdx̃1) = −∇12ϕdx̃1 ∧ dx̃3 −∇22ϕdx̃2 ∧ dx̃3

+ ∇13ϕdx̃1 ∧ dx̃2 + ∇33ϕdx̃3 ∧ dx̃2

⋆d ⋆ d(ϕdx̃1) = ∇12ϕdx̃2 −∇22ϕdx̃1 + ∇13ϕdx̃3 −∇33ϕdx̃1

⋆(ϕdx̃1) = ϕdx̃2 ∧ dx̃3

d ⋆ (ϕdx̃1) = ∇1ϕdx̃1 ∧ dx̃2 ∧ dx̃3

⋆d ⋆ (ϕdx̃1) = ∇1ϕ

d ⋆ d ⋆ (ϕdx̃1) = ∇11ϕdx̃1 + ∇12ϕdx̃2 + ∇13ϕdx̃3.

❉♦♥❝

(⋆d ⋆ d − d ⋆ d⋆)(ϕdx̃1) =(−∂11ϕ− ∂22ϕ− ∂33ϕ) dx̃1

+ (∂12ϕ− ∂12ϕ)dx̃2 + (∂13ϕ− ∂13ϕ)dx̃3

= − (∆0ϕ)dx̃1

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ A = dx̃2 ❡t A = dx̃3✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✬♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s dx̃i✳ ⊠

❙♦✐t ❞❡✉① 2✲❢♦r♠❡s A ❡t B t❡❧❧❡s q✉❡ ∇A = ∇B = 0✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
GA,B(x,y) à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ GH(x,y) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s✉r M

GA,B(x,y) =

(
p − p−1d ⋆ d⋆ − ⋆ d

⋆d p − p−1d ⋆ d⋆

)(
GH(x,y)A
GH(x,y)B

)
.

❈♦♠♠❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐étés ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✱ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥GA,B(x, y) ✈ér✐✜❡
❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✾
❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s♦rt❛♥t❡✱ GA,B ✈ér✐✜❡ ✿

∀y ∈ M,
(
p + ⋆MT

)
GA,B(.,y) =

(
Aδy
Bδy

)
. ✭✷✳✶✾✮



✷✳✸✳✶ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t
O = ∅ ✹✺

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♠♠❡
(
p + ⋆MT

)
=

(
p ⋆d

− ⋆ d p

)
✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

(
p + ⋆MT

)
GA,B(.,y)

=

(
p ⋆d

− ⋆ d p

)(
p − p−1d ⋆ d⋆ − ⋆ d

⋆d p − p−1d ⋆ d⋆

)(
GH(.,y)A
GH(.,y)B

)

=

(
p2 − d ⋆ d ⋆+ ⋆ d ⋆ d 0

0 p2 − d ⋆ d ⋆+ ⋆ d ⋆ d

)(
GH(.,y)A
GH(.,y)B

)

=

(
(p2 − ∆g)GH(.,y)A
(p2 − ∆g)GH(.,y)B

)
=

(
Aδy
Bδy

)
✭❧❡♠♠❡ ✭✷✳✽✮✮

♣✉✐sq✉❡ GH(.,y) ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été M

❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧❡♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮✳ ⊠

✷✳✸✳✶ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
♥♦♥ ♥✉❧ ❡t O = ∅

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✵
❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s♦rt❛♥t❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✼✮ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬♦❜❥❡t ❞✐✛r❛❝t❛♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥





ei =

∫

M

Gdexi,0 ∧
(
−j
−m

)

hi =

∫

M

G0,dexi
∧
(
−j
−m

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t X, Y ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ⋆

(
X
Y

)
=

(
⋆X
⋆Y

)
✳ ❙♦✐t P,Q

❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r

(
X
Y

)
∧
(
P
Q

)
= X ∧ P + Y ∧Q✳

❉❡ ♣❧✉s✱ P ∗ ∧Q = −P ∧Q∗✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ❙♦✐t A ❡t B ❞❡s
1✲❢♦r♠❡s✱

(p ⋆+M)

(
e
h

)
∧ ϕ(A,B) =

(
e
h

)
∧
(
− p ⋆ ϕ(A,B) + Mϕ(A,B)

)

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(
p ⋆+MT

)
GA,B(.,y) =

(
⋆ Aδy
⋆ Bδy

)
.



✹✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉✬♦ù

e ∧ ⋆ A+ h ∧ ⋆ B =

{∫

M

(
e
h

)
∧
(
p ⋆+MT

)
GA,B(.,y)

}
dvolg(y)

=

{∫

M

(
e
h

)
∧ (p ⋆ GA,B(.,y))

}
dvolg(y)

+

{∫

M

(
e
h

)
∧
(
MT GA,B(.,y)

)}
dvolg(y)

P❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✱

∫

M

(
e
h

)
∧ (p ⋆ GA,B(.,y)) ❞❡✈✐❡♥t

∫

M

GA,B(.,y) ∧
(
p ⋆

(
e
h

))
✳

❙♦✐t ω ❡t β ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ d (ω ∧ β) = dω ∧ β − ω ∧ d β✳ ❆❧♦rs✱

0 =

∫

M

d (ω ∧ β) =

∫

M

dω ∧ β −
∫

M

ω ∧ d β ❞♦♥❝

∫

M

dω ∧ β =

∫

M

ω ∧ d β.

●râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥✱

∫

M

(
e
h

)
∧
(
MT GA,B(.,y)

)
=

∫

M

MT

(
e
h

)
∧GA,B(.,y) =

∫

M

GA,B(.,y)∧M
(
e
h

)
.

❉♦♥❝

e ∧ ⋆ A+ h ∧ ⋆ B =

{∫

M

GA,B(.,y) ∧ (p ⋆+M)

(
e
h

)}
dvolg(y)

=

{∫

M

GA,B(.,y) ∧
(
−j
−m

)}
dvolg(y). éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ e =
∑
eidx̃i ❡t h =

∑
hidx̃i ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été

ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s A ❡t B q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♣♦s♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t A = dx̃i, B = 0
❡t A = 0, B = dx̃i ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ei ❡t hi ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡✳ ⊠

✷✳✸✳✷ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r M ❛✈❡❝ O 6= ∅ ❡t
s❛♥s s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✉r ✉♥
♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✮

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✶

❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s♦rt❛♥t❡ ❡t GA,B(.,y) =

(
G1

G2

)
✱ ♦ù A ❡t B s♦♥t

❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡ ❙tr❛tt♦♥✲❈❤✉ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ (e, h) ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✼✮✱

e ∧ ⋆ A+ h ∧ ⋆ B =

{∫

∂Ω∞

e ∧ G2 − h ∧ G1

}
dvolg(y).



✷✳✸✳✷ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r M ❛✈❡❝ O 6= ∅ ❡t s❛♥s s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❝♦♥❞✉❝t❡✉r✮ ✹✼

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t A ❡t B ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✱

e ∧ ⋆ A+ h ∧ ⋆ B =

{∫

R3/0

(
e
h

)
∧
(
p ⋆+MT

)
GA,B(.,y)

}
dvolg(y)

=

{∫

R3/0

(
e
h

)
∧ (p ⋆ GA,B(.,y))

}
dvolg(y)

+

{∫

R3/0

(
e
h

)
∧
(
MT GA,B(.,y)

)}
dvolg(y)

❖r

∫

R3/0

(
e
h

)
∧
(
MT GA,B(.,y)

)
=

∫

R3/0

(
e
h

)
∧
((

0 d

−d 0

)
GA,B(.,y)

)
✳

❉❡ ♠ê♠❡✱

∫

R3/0

(
e
h

)
∧ (p ⋆ GA,B(.,y)) ❜❡❝♦♠❡s

∫

R3/0

GA,B(.,y)∧
(
p ⋆

(
e
h

))
✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❡st ♥✉❧✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ p ⋆

(
e
h

)
= −M

(
e
h

)
✳

▼❛✐s −M = MT ✱ ❞♦♥❝

∫

R3/0

(
e
h

)
∧ (p ⋆ GA,B(.,y)) =

∫

R3/0

GA,B(.,y) ∧
(

0 d

−d 0

)(
e
h

)

P♦s♦♥s GA,B(.,y) =

(
G1

G2

)
✳ ❆❧♦rs ✿

e ∧ ⋆ A+ h ∧ ⋆ B =

{∫

R3/0

(
e ∧ dG2 +G2 ∧ de

−h ∧ dG1 +G1 ∧ (−dh)

)}
dvolg(y)

=

{∫

R3/0

(
e ∧ dG2 − de ∧ G2

−h ∧ dG1 + dh ∧ G1

)}
dvolg(y)

=

{∫

R3/0

(
d( e ∧ G2)
−d( h ∧ G1)

)}
dvolg(y).

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

e ∧ ⋆ A+ h ∧ ⋆ B =

{∫

∂Ω∞

e ∧ G2 − h ∧ G1

}
dvolg(y).

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r
❝♦♠♠✐s❡ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✓ ré❡❧❧❡ ✔✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ♦♥
❛✉r❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥❡r❛ ❞♦♥❝ ❧✬✓ ❡rr❡✉r ✔✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐
❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✐s❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛rt✐❝✐❡❧❧❡ s♦♥t ♣❡t✐t❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛ss✉rés ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛rt✐❝✐❡❧❧❡ ❧♦✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ D ✿ ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡



✹✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P▼▲ s❡r♦♥t ♣❡t✐t❡s ❡t s❡r♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛tté♥✉é❡s ❧♦rs ❞❡
❧❡✉r r❡t♦✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳

❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣❡r♣♦s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡
❞✐✛r❛❝t❛♥t ♣❛r❢❛✐t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s❡r❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✷
❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s♦rt❛♥t❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✼✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥





E =

{∫

∂Ω0

(
−η ∧

(
Gdexj ,0

)
2
+ γ ∧

(
Gdexj ,0

)
1

)}
dx̃j

H =

{∫

∂Ω0

(
−η ∧

(
G0,dexj

)
2
+ γ ∧

(
G0,dexj

)
1

)}
dx̃j.

♦ù η ❡t γ s♦♥t ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs✳

✷✳✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P▼▲ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡t ❞❡s ❖♥❞❡s ✿

❑(p,x)

(
e
h

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)

♦ù (j,m) s♦♥t ❞❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ré❣✉❧✐❡rs✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐✲
r♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s
éq✉❛t✐♦♥s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸
❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❑(p,x) L∞ ❞❛♥s x

✕ ❑(p,x) ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ p ∈ H ⊃ iR+
∗

✕ ∃p0 ∈ H t❡❧ q✉❡ Re(❑(p0,x)) ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡
✕ ∃p1 ∈ H t❡❧ q✉❡ ❑(p1,x) +❆c

i∂i s♦✐t à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r p ∈ H/S ♦ù S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♥✉❧✱ Ω∞

❜♦r♥é ✿ (❑(p,x) +❆c
i∂i)

−1 ∈ B(L2(Ω)m) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s
♠♦♥♦t♦♥❡s✳

✷✳✹✳✶ ❊❝r✐t✉r❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

❊❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
✐♥tr✐♥sèq✉❡s s✉r ❞❡s ✈❛r✐étés ♣s❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥s ✿ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
s❡r♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r (x1, x2, x3)✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ✜❜ré ❝♦t❛♥❣❡♥t ♣❛r dxi ❡t ♦♥



✷✳✹✳✶ ❊❝r✐t✉r❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✾

❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r dx̌i ❧❛ 2✲❢♦r♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r dxj ∧ dxk
❛✈❡❝ j 6= i✱ k 6= i ❡t j < k✳

❙♦✐❡♥t E ❡t H ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜s♦r❜❛♥t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ g✳
❙♦✐t ⋆ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❡♥ t❡r♠❡
❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ 2✲❢♦r♠❡s✱ {

p ⋆ E − dH = 0,

p ⋆ H + d E = 0.

❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ rot ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞✬✉♥❡ 2✲❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s E, H, rotH, rotE ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ 1✲❢♦r♠❡s✳

{
pE − rotH = 0,

pH + rotE = 0.

❙♦✐t ● ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ (gij) ❡t g = det(●)✳ P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❍♦❞❣❡ ⋆ s✉r M✱ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ E =

∑
eidxi s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ 2✲❢♦r♠❡ ❞♦♥t ❧❛

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡♥ d x̌i ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
√
ggijej✱ ♦ù gij ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡

❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ g✱
√
g ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ g✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✿

⋆E =
√
g●−1e✳ ❉✬♦ù ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

{
p
√
g●−1E − dH = 0,

p
√
g●−1H + d E = 0.

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
Ω ❞❡ R3✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❛♠❡♥❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦♣✐❝❡
à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s P▼▲✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s P▼▲ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ✉♥ str❡t❝❤✐♥❣ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐été ré❡❧❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C3 ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s x̃ = ϕ(x)+
1

p
f(ϕ(x))✱ ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (ϕ, f) ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✷✳✺✮✳

❙♦✐t ❏(p,x) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱

●(p,x) = ❏(p,x)T❏(p,x).

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ ét❛♥t

⋆ =
√
g●−1(p,x) = det(❏(p,x))❏(p,x)−1

(
❏(p,x)T

)−1
,

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❞✐s♣❡rs✐✈❡

❑(p,x) = p⋆ = pdet(❏(p,x))❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1
. ✭✷✳✷✵✮



✺✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✷✳✹✳✷ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❡t ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆✉ss✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✲✐❧ ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s P▼▲ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✔✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❡t ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s
♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✭✷✳✶✳✷✮✱ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♠❜♦îtés Ωα t❡❧s q✉❡ S(ϕ) = α s✉r ∂Ωα✱ ♦ù S ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥t f ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥
❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❜♦r♥és ❛✈❡❝ D ⊂ Ω0✳

P♦✉r ❧❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

µ̃ = µ+
1

p

∫ µ

0

σµ(τ)dτ.

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ D =
∏
i

]αi, βi[✳ ■❧ ❡st ❞é❥à ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ✈✉ ❧❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ϕ(x) = x ❡t f(x) =

(
(

∫ xi

0

σxi
(τ)dτ).ei

)

i=1,...,n

♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ é♥♦♥❝é✳ ❱✉ ❧❡s ré❣✉❧❛r✐tés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σµ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f r❡s♣❡❝t❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✺✮✳ P♦✉r ❧❡s P▼▲ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s✱ ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

ρ̃ = ρ+
1

p

∫ ρ

ρ0

σ(τ)dτ.

P♦✉r ❧❡s P▼▲ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ Ω0✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t
φ(x) = x ❡t f(x) = ∂ih(d(x, ∂Ω)) ❛✈❡❝ h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✷✳✺✮ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ r❡s♣❡❝té❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ωα ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s
♠❛✐s ϕ(Ωα) ❧✬❡st✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ♠❛✐s à ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ R3 ♣rès✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s Ω0 s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ D ♣❧✉s ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(
Dϕ

Dx

)
s❡r❛ ❣r❛♥❞✳✳✳

✷✳✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs (❑(p,x) +❆)p∈D0 ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω✳ ❘és♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❉ér✐✈é❡s
P❛rt✐❡❧❧❡s r❡✈❡♥❛♥t à ✐♥✈❡rs❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ♣❧✉s ❡♥
❞ét❛✐❧ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs à ❞♦♠❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ z✳ ❯♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❆✳ ▲❡ ❜✉t ❡st
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t t✐rés ❞✉
❧✐✈r❡ ❞❡ ❚✳ ❑❛t♦ ❬✶✽❪✳



✷✳✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✺✶

❘és✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆

❙♦✐t (X, ||.||) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t (T ,D(T )) ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ◆♦✉s
♥♦t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ‖ T ‖ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ✭❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮✳ ❙✐ ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ❡st ❢❡r♠é✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❜♦r♥é à s❛✈♦✐r T ∈ B(D(T ),X)
✭t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢❡r♠é✮✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ T ♣❛r

‖ T ‖= sup
u∈D(T )\0

‖ T u ‖
‖ u ‖ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (T ,D(T )) ❧✬♦♣ér❛t❡✉r R(z, T ) = (T − z)−1✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ z ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ T ✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ T ❡st ♥♦té P(T )✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Σ(T ) = C∩P(T )c ❡st ❛♣♣❡❧é
s♣❡❝tr❡ ❞❡ T ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à P(T ) ❧✬♦♣ér❛t❡✉r R(z, T ) ❛❞♠❡t X ♣♦✉r
❞♦♠❛✐♥❡ ❡t D(T ) ♣♦✉r ✐♠❛❣❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢❡r♠é ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✿
∀z ∈ P(T ), R(z, T ) ∈ B(X,D(T )).

❉♦♥❝ P(T ) ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ C ❡t ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ z✮ ♥❡
♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ P(T )✳

▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❙♦✐t (X, ‖ . ‖) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❈♦♥s✐❞èr♦♥s ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❙♦✐t D0 ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

❙♦✐t X✱Y ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❖♥ ♥♦t❡ C(X,Y) ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❢❡r♠és ❞❡
X ❞❛♥s Y✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦r♥és✳ ❖♥ ❞✐t
q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs T (x) ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r D0 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ C ✭♦♥ ❞✐r❛
❛✉ss✐ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✲❜♦r♥é❡✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à D0✳ ▲♦rsq✉❡ T (x) ∈ C(X,Y) ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻
❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs T (x) ∈ C(X,Y) ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x = 0 ❡st ❤♦✲
❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ x = 0 ✭❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛✲
♥❛❝❤ Z ❡t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs U(x) ∈ B(X,Y) ❡t V(x) ∈ B(Z,Y) q✉✐ s♦♥t
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s✲❜♦r♥é❡s ❡♥ x = 0 t❡❧❧❡s q✉❡ U(x) ❡♥✈♦✐❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡♠❡♥t Z ❞❛♥s D(T (x))
❡t T (x)U(x) = V(x)✳
T (x) ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✭❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé✮ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D0 ❞❡ C s✐ T (x) ❡st
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✹ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✮
❙♦✐t T (z) ∈ C(X) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❛❝ts ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à D0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✺✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✕ (I − T (z))−1 ♥✬❡①✐st❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥ z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✱
✕ (I−T (z))−1 ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0\S ♦ù S ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✐s❝r❡t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ é✈❡♥t✉❡❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ D0✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺
❙♦✐t T (z) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T (z0) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♣♦✉r z0 ✜①é ❞❛♥s D0✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r z ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ z0✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T (z) ❡st
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r ❝❡ ♠ê♠❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✱ ♦♥ ❛
T (z) = T (z0){1−T (z0)

−1(T (z0)−T (z))}✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ T (z) ♣❛r r❛♣♣♦rt à z✱

✐❧ ❡①✐st❡ r > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ B(z0, r)✱ ♦♥ ❛✐t ✿ ‖ T (z)− T (z0) ‖<
1

‖ T (z0) ‖
.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ 1−T (z0)
−1(T (z0)−T (z)) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ♣♦✉r

t♦✉t z ∈ B(z0, r)✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T (z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ B(z0, r)✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

1

h
{T (z + h))−1 − T (z)−1} =

1

h
{T (z + h))−1(T (z + h) − T (z))T (z)−1}.

❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ h → 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∂T (z)−1

∂z
= T (z)−1∂T (z)

∂z
T (z)−1✳

⊠

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ D0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠✲
♣❧❛❝é ♣❛r t♦✉t ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥✉ str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❧✐é❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s à ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✻
❙♦✐t T (z) ∈ C(X) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r z ∈ D0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ T (z) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦✉r t♦✉t z✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ T (z)−1 ♥✬❡①✐st❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥ z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✱
✕ T (z)−1 ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0\S ♦ù S ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✐s❝r❡t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ é✈❡♥t✉❡❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ D0✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r à ✐♥✈❡rs❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡st
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t
❜♦r♥é✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣❡rt✉r❜é ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞♦♥t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ z ✿ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆✳

❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① ✈❛r✐étés ❧✐♥é❛✐r❡s ❢❡r♠é❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ Z✳ ❙♦✐t



✷✳✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✺✸

SM ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ❞❡ M ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬é❝❛rt s✉✐✈❛♥t❡s ✿

δ(M,N) = sup
u∈SM

dist(u,N) δ(M,N) = max(δ(M,N), δ(N,M)).

❙♦✐❡♥t T ,S ∈ C(X,Y)✳ ▲❡✉rs ❣r❛♣❤❡s G(T ), G(S) s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐étés ❧✐♥é❛✐r❡s
❢❡r♠é❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐t X × Y✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ T ❡t S ♣❛r

δ(T ,S) = δ(G(T ), G(S)) δ(T ,S) = δ(G(T ), G(S)).

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼
❙♦✐t (Tn) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥t ❞❡ C(X,Y)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ Tn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs T ✭❛✉ s❡♥s
❣é♥ér❛❧✐sé✮ s✐ δ(Tn, T ) −→ 0✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦r♥és ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✼
❙♦✐❡♥t T , Tn ∈ C(X,Y)✳ ❙✐ T ∈ B(X,Y)✱ Tn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs T ❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Tn ∈ B(X,Y) ♣♦✉r ❞❡s n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ❡t ‖ Tn − T ‖−→ 0✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐sé❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✽
❙♦✐❡♥t Tn, T ∈ C(X)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Tn −→ T ❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s Tn
❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t s✐ T ❛❞♠❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡
❛❧♦rs T ❛ ✉♥❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❢♦rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽
❙♦✐t D0 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ C✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs T (z) ∈
C(X,Y) ❡st ❞❡ t②♣❡ (A) ❧♦rsq✉❡ ✿

✕ D(T (z)) = D✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ T (z) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ z✳
✕ ∀z ∈ D0, ∀u ∈ D, z ∈ D0 −→ T (z) u ∈ Y ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾
❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❆ ❡st ❛✉ss✐ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t z ∈ D0✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡
z = 0✳ ❈♦♠♠❡ T = T (0) ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❢❡r♠é✱ D = D(T ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❇❛♥❛❝❤ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖ u ‖D=‖ u ‖ + ‖ T u ‖✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ Z✳ ❙♦✐t U
❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Z ❞❛♥s X q✉✐ ❡st ❜♦r♥é❡ ❝❛r ‖ u ‖≤‖ u ‖D✳ P♦✉r t♦✉t z ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
T (z) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ Z ❞❛♥s Y q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♥♦t❡r V(z)✳ ❈♦♠♠❡
T (z) ❡st ❢❡r♠é ❡t q✉❡ ‖ u ‖≤‖ u ‖D ❧✬♦♣ér❛t❡✉r V(z) ❡st ❢❡r♠é✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
V(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r Z✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢❡r♠é ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ V(z) ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à B(Z,Y)✳ ❈♦♠♠❡ V(z)u = T (z)u ❡t q✉❡ T (z)u ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ Z



✺✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ V(z) ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✲❜♦r♥é✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ U ❡♥✈♦✐❡
✐♥❥❡❝t✐✈❡♠❡♥t Z ❞❛♥s D ❡t T (z)U = V(z) ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ T (z) ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ⊠

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T (z0)
♣♦✉r ✉♥ z0 ✜①é ❞❛♥s D0 ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵
❙♦✐t T (z) ∈ C(X) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
D0 ❞❡ C✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ T (z) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ∀z ∈ D0 ❡t q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t z0 ❞❡ D0 t❡❧ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ T (z0) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r
t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✱ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ T (z) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ✭✷✳✶✻✮✳ ❈✬❡st s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝✐ ❞❡ss♦✉s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✶
❙♦✐t T (z) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❆✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t |z1 − z2|< δ✱ ♦♥ ❛✐t ‖ T (z1) − T (z2) ‖≤ ε(‖ u ‖ + ‖ T (z)u ‖)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✷
❙♦✐t T ❡t A ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ ❜♦r♥és ❞❡ X ❞❛♥s X ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿ T ❡st ❢❡r♠é✱ D(T ) ⊂ D(A) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s a ❡t b t❡❧❧❡s
q✉❡ ‖ Au ‖≤ a ‖ u ‖ +b ‖ T u ‖✳

❙♦✐t R(x, T ) = (T − x)−1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ T t❡❧ q✉❡ a ‖ R(x, T ) ‖ +b ‖ T R(x, T ) ‖< 1✳

❆❧♦rs S = T + A ❡st ❢❡r♠é ❡t

‖ R(x,S) ‖≤‖ R(x, T ) ‖ (1 − a ‖ R(x, T ) ‖ −b ‖ T R(x, T ) ‖)−1 .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ T ❛❞♠❡t ✉♥❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ S ❛❞♠❡t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡
rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡
❆ ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ D0✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✷✵✮
❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ T (z) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T (z) ❡st s♦✐t
s✐♥❣✉❧✐❡r s✉r D0 s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r D0 ❤♦r♠✐s ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✜♥✐ é✈❡♥t✉❡❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ D0✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✸
❙♦✐t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❑ ❜♦r♥é ❡t ❆ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t z ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ■ + ❑ s♦✐t ❜♦r♥é ❝♦❡r❝✐❢ ❡t
♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❛❧♦rs ■+❑+❆ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳



✷✳✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✺✺

❊t✉❞❡ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts P▼▲

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① P▼▲ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

(❑(p,x) +❆(x))u(x) = f(x) ✭✷✳✷✶✮

❛✈❡❝ ❑ : (p,x) ∈ D0 × Ω −→ Hom(C6) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ p ∈ D0 ❡t

❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à L∞(Ω) ❡♥ x ❡t ❆ =

(
0 −∇×

∇× 0

)
✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ D0 ❡st

✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ C ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞✉ t②♣❡ [iωmin, iωmax]✱ q✉❡ f ∈ L2(Ω) ❡t
q✉❡ ❆ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D(❆) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ p ∈ C✳

❘és♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ✐♥✈❡rs❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (❑(p, .) +❆) ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
D(❆) ❛✉ ♣♦✐♥t p = iω✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (❑(p, .) + ❆,D(❆)) ❡st ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤❡ ❡♥ p ∈ D0 ❡t ❛❞♠❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ p ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ✿
❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❆✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✹ ✭❘❡❧❧✐❝❤✮
▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H1(Ω) ❞❛♥s L2(Ω) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ✳

P♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✱ ❑(p, .) + ❆ ❛❞♠❡t D(❆) ♣♦✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❡st
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ p ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p, .)✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ t②♣❡ ❆ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ ❡st D0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (❆,D(❆))
❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ❑(p, .)
❡st L∞(Ω)✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (❑(p, .) +❆,D(❆)) ❛❞♠❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ rés♦❧✈❛♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡
♣♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✷✵✮✱ ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛
rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (❑(p, .) +❆,D(❆)) r❡✈✐❡♥t à ❧✬ét✉❞✐❡r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ D0✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✺

❙♦✐t Q =

(
div 0
0 div

)
✳ P♦✉r t♦✉t u ❞❛♥s D(❆) ∩ (H(div,Ω)2)✱ ♦♥ ❛ ✿

‖ u ‖(H1(Ω))6≤ C
{
‖ u ‖(L2(Ω))6 + ‖ ❆u ‖(L2(Ω))6 + ‖ Qu ‖(L2(Ω))6

}
.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾
❖♥ ♥♦t❡r❛ P0 : L2(Ω)3 −→ H(div0,Ω) ❡t P⊥ : L2(Ω)3 −→ (grad(H10(Ω))2) ❧❡s
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❡t✱ ♣♦✉r g ∈ L2(Ω)3✱ g0 = P0g✱
g⊥ = P⊥g✳
▲✬❡s♣❛❝❡ H(div0,Ω)2 ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❆✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✻
▲✬♦♣ér❛t❡✉r P⊥❑(p, .)P⊥ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r (grad(H1

0 (Ω)))2 ♣♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à D0 ❤♦r♠✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ✭❡✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❞❡ D0✱ ♥♦té S✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r D0\S ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t h ∈ H−1(Ω)2✳ ■♥✈❡rs❡r P⊥❑(p)P⊥ s✉r (grad(H1
0 (Ω)))2

r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ω ❞❛♥s H1
0 (Ω)2 t❡❧ q✉❡ ∀v ∈ H1

0 (Ω)2 ♦♥ ❛✐t
∫

Ω

〈
❑(p, .)∇ω,∇v

〉
dx =< h, v >H−1(Ω)2×H1

0 (Ω)2 , ✭✷✳✷✷✮



✺✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❛✈❡❝ ∇ω =

(
∇ω1

∇ω2

)
✳

❙♦✐❡♥t a(ω, v) =

∫

Ω

〈
❑(p, .)∇ω,∇v

〉
dx✱ ❡t L(v) =< h, v >H−1(Ω)2×H1

0 (Ω)2 ✳ ▲❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s a(., .) ❡t L(.) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ♠♦♥tr❡ q✉❡ a(., .) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H1

0 (Ω)2 × H1
0 (Ω)2

❡t q✉❡ L(.) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H1
0 (Ω)2✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t

r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à tr♦✉✈❡r ω ❞❛♥s H1
0 (Ω)2 t❡❧ q✉❡ ∀v ∈ H1

0 (Ω)2✱

a(ω, v) = L(v). ✭✷✳✷✸✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ❡♥ p = p0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ ❑(p0, .) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
L(.) s✉r H1

0 (Ω)2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ β ‖ ω ‖H1
0 (Ω)2≤‖ h ‖H−1(Ω)2 ✱ ❛✈❡❝

β ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ P⊥❑(p0, .)P⊥ ❡st ❝♦♠✲
♣❛❝t❡ ❝❛r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥H1

0 (Ω) ❞❛♥sH−1(Ω) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✷✵✮✱
❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞❡ P⊥❑(p, .)P⊥ ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦✉r t♦✉t p ❞❛♥s D0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st s♦✐t s✐♥❣✉❧✐❡r s✉r D0 s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D0

❤♦r♠✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❡t ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ D0 ♥♦té
S ✳ P♦✉r ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✷✸✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé
♣♦✉r p = p0✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (P⊥❑(p, .)P⊥)−1 ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉rD0\S✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢❡r♠é ❛✉ ❢❡r♠é grad(H1

0 (Ω))2 ❞❡ L2(Ω)6✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t q✉❡ (P⊥❑(p, .)P⊥)−1 ∈ L((grad(H1

0 (Ω)))2)✳ ❈♦♠♠❡ P⊥❑(p, .)P⊥ ❡st ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤❡ s✉rD0✱ (P⊥❑(p, .)P⊥)−1 ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉rD0\S✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✼ ✭❬✶✽❪✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p0 ∈ D0 t❡❧ q✉❡ ❑(p0, .) s♦✐t ❝♦❡r❝✐❢✳ ❆❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮
❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ré❡❧❧❡ ❤♦r♠✐s ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✜♥✐ ❡t ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ R✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ tr♦✉✈❡r u = u0 + u⊥ ∈ D(❆) t❡❧s q✉❡

{
P0❑(p, .)u+❆u0 = f0,

P⊥❑(p, .)u = f⊥.

❈♦♠♠❡ u = P0 u+ P⊥ u✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

{
P0❑(p, .)P0u+ P0❑(p, .)P⊥u+❆u = f0,

P⊥❑(p, .)P⊥u+ P⊥❑(p, .)P0u = f⊥.



✷✳✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✺✼

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✷✳✷✻✮✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❆̃ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥

❞❡ ❆ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ (H(div0,Ω))2 ❛❧♦rs D(❆̃) = D(❆)∩ (H(div0,Ω))2 ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣ré❝é❞❡♥t r❡✈✐❡♥t à ✐♥✈❡rs❡r ❞❛♥s (H(div0,Ω))2 ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❢❡r♠é

R(p) := P0❑0(p, .)P0 − P0❑0(p, .)P⊥(P⊥❑0(p, .)P⊥)−1P⊥❑0(p, .)P0 + P0❑1(p, .)❆̃

▲✬♦♣ér❛t❡✉r R(p) ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r D0\S = D1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s

✭✷✳✷✺✮ ❡t ✭✷✳✷✵✮ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❆R(p)+❆̃✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t

q✉❡ R(p) + ❆̃ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❢❡r♠és à rés♦❧✈❛♥t❡s
❝♦♠♣❛❝t❡s ♣♦✉r p ∈ D1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st s♦✐t s✐♥❣✉❧✐❡r s✉r D1 s♦✐t
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D1 ❤♦r♠✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧♦❝❛✲
❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ✭❡✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❞❡ D1✳ P♦✉r ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ P⊥❑(p0, .)P⊥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❞❛♥s (grad(H1

0 (Ω)))2 ❝❛r
❑(p0, .) ❡t ❡st ❝♦❡r❝✐❢ ❞❛♥s L2(Ω)6✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ P⊥❑(p0, .)P⊥ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❆ ❡t ❑(p0, .) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ♠♦♥♦t♦♥❡
❜♦r♥é ❝♦❡r❝✐❢ ❞❛♥s L2(Ω)6✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❆ + ❑(p0, .) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❊♥✜♥

❧✬♦♣ér❛t❡✉r R(p0) + ❆̃ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s (H(div0,Ω))2✳ ❉♦♥❝ R(p) + ❆̃ ❡st ✐♥✈❡r✲
s✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D1 ❤♦r♠✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐
❡t ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ D1✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❑(p, .) + ❆ ❡st ✐♥✈❡r✲
s✐❜❧❡ ❞❛♥s L2(Ω)6 ♣♦✉r t♦✉t p ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D1 ❤♦r♠✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ✭❡✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❞❡ D1✳ ⊠

❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲

❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝é❞❡✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ p0 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à C t❡❧ q✉❡ ❑(p0,x) s♦✐t ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ❙✐ ♦♥
❡①❤✐❜❡ ✉♥ t❡❧ ♣♦✐♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❧❡✈é❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✷✽
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(1,x) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s R3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♠♠❡ ❑(p,x) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮✱ ♦♥ ❛

❑(p,x)T =
(
det(❏(p,x))❏(p,x)−1

(
❏(p,x)T

)−1
)T

= det(❏(p,x))❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1

= ❑(p,x).

❉♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ C✱ ❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❑(1,x)
❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❙♦✐t X ∈ R3 t❡❧ q✉❡ X 6= 0✳ ❆❧♦rs✱

XT❑(1,x)X = XT
(
det(❏(1,x))❏(1,x)−1

(
❏(1,x)T

)−1
)

X

= det(❏(1,x))XT❏(1,x)−1
(
❏(1,x)T

)−1
X

= det(❏(1,x))XT❏(1,x)−1
(
XT❏(1,x)−1

)T
.



✺✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

P♦s♦♥s ❆ = XT❏(1,x)−1✳ ❆❧♦rs XT❑(1,x)X = det(❏(1,x))❆❆T ✳

❈♦♠♠❡ ❆❆T ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❆✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡❑(1,x)
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ det(❏(1,x)) > 0✳

❖r ❏(1,x) =
D(x̃)

D(ϕ(x))

D(ϕ(x))

D(x)
✳ ❙♦✐t ❋(x) =

D(ϕ(x))

D(x)
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥

❞❡ ϕ ❡t ❋0(x) =
D(x̃)

D(ϕ(x))
✳ ❆❧♦rs det(❏(1,x)) = det(❋(x)).det(■3 + ❋0(x))✳ ▲❛

str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s❡r❛ ❣❛r❛♥t✐❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s♦♥t
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❈♦♠♠❡ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été M ❞❡ C3✱ ♦♥ ❛ det(❋(x)) > 0✳ ❘❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r
q✉❡ det(■3 + ❋0(x)) > 0✳ ❙♦✐t (i, j) ∈ J1, nK✱ ❋0(x)ij = δij + f ′(ϕ(x))✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
❑(p0,x) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r p0 = 1 ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ s②♠étr✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ⊠

❊♥ ❡①❤✐❜❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ♦♥ ❧è✈❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❡t ✈✐❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✭✷✳✷✼✮✱ ♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡
♠✐❧✐❡✉ P▼▲✳

✷✳✺ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s P▼▲ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s

✷✳✺✳✶ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ét♦✐❧és

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❡t f ❡♥ ❥❡✉✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤♦✐① ✐♥s♣✐rés ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s s✐♥❣✉✲
❧❛r✐tés s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✽✮✮✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ Ω ❡t ❧❡s P▼▲✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ▲✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲
r✐sq✉❡ ❞❡ s❡ ❞é❣r❛❞❡r ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r t❡♥❞r❛ ✈❡rs ③ér♦✳ ❯♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥❝ à ❡♥✈✐s❛❣❡r ♣♦✉r ❧❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

❙♦✐t R = max
θ
ρ0(θ)✱ r = min

θ
ρ0(θ) ❡t k =

R− r

a
✱ ❛✈❡❝ a > 0✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

k ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❙♦✐t ρ0 ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ P♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét♦✐❧é✱ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s✱ ❡t ❧❛✐ss❡r♦♥t θ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳





ρ̂(x) = k ρ+ (1 − k) ρ0(θ),

ρ̃(x) = ρ̂(x) +
1

p
f (ρ̂(x) −R) .



✷✳✺✳✶ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ét♦✐❧és ✺✾

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✾
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

❑(p,x) = ◗




b

k

p(p + β)

p + α
+
a2

k b

p(p + α)

p + β
−a
b

p + α

p + β
0

−a
b

p + α

p + β

k

b

p(p + α)

p + β
0

0 0 k b (p + α)(p + β)



◗T ,

♦ù α = f ′ (ρ̂(x) −R)✱ β =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
✱ a = 2 (1 − k)

ρ′0(θ)

ρ
✱ b =

ρ̂(x)

ρ
❡t ◗ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❏(p,x) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✱

❛❧♦rs ❏(p,x) =
D (x̃, ỹ, z̃)

D(x, y, z)
=

D (x̃, ỹ, z̃)

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ̂, θ, z)

D (ρ̂, θ, z)

D (ρ, θ, z)

D (ρ, θ, z)

D (x, y, z)
.

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ̂, θ, z)
=




1 +
1

p
f ′ (ρ̂(x) −R) (1 − k) ρ′0(θ)

(
1 +

1

p
f ′ (ρ̂(x) −R)

)
0

0 1 0
0 0 1




D (ρ̂, θ, z)

D (ρ, θ, z)
=



k (1 − k) ρ′0(θ) 0
0 1 0
0 0 1




D (x̃, ỹ, z̃)

D (ρ̃, θ, z)
=




cosθ −ρ̃ sinθ 0
sinθ ρ̃ cosθ 0

0 0 1


 =




cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1






1 0 0
0 ρ̃ 0
0 0 1




D (ρ, θ, z)

D (x, y, z)
=




cosθ sinθ 0

−sinθ

ρ

cosθ

ρ
0

0 0 1


 =




cosθ sinθ 0
−sinθ cosθ 0

0 0 1







1 0 0

0
1

ρ
0

0 0 1


 .

❙♦✐t ◗ =




cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1


 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r

❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦t♦♥s α = f ′ (ρ̂(x) −R)✱ β =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
✱ a = 2 (1 − k)

ρ′0(θ)

ρ
❡t

b =
ρ̂(x)

ρ
✳



✻✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❏(p,x) = ◗




1 +
1

p
α 0 0

0 1 +
1

p
β 0

0 0 1






k a 0
0 b 0
0 0 0


◗T

det(❏(p,x)) = k b

(
1 +

1

p
α

)(
1 +

1

p
β

)

❏(p,x)−1 = ◗




1

k
0 0

−a
k b

1

b
0

0 0 0







p

p + β
0 0

0
p

p + α
0

0 0 1


◗T .

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡

▼❛①✇❡❧❧ s✉r (M, g) ✱ à s❛✈♦✐r❑(p,x) = pdet(❏(p,x))❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1
✳ ▲❡ ré✲

s✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ⊠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✵
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✷✳✷✹✮ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ❞❛♥s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s P▼▲✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈ér✐✜é ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱
♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ϕ ❡t f ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥s✲

tr❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝✐✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ s✬é❝r✐✈❛♥t
exp(−iω {x̃ − ỹ})

4π {x̃ − ỹ} ✱

♣♦s♦♥s d̃ = {x̃ − ỹ} ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ❥❛♠❛✐s s✬❛♥♥✉❧❡r
❡t r❡st❡r à ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

❙♦✐t x1 ∈ Ω ❡t x2 ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲✳ ❆❧♦rs ∆x̃ = x̃(x1) − x̃(x2)✳ ▲❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿





ρ̂(x) = k ρ+ (1 − k) ρ0(θ)

ρ̃(x) = ρ̂(x) +
1

p
f (ρ̂(x) −R) ,

∆x̃2 = ρ̃1
2
cos2(θ1) + ρ̃2

2
cos2(θ2) − 2ρ̃1ρ̃2 cos(θ1) cos(θ2)

∆ỹ2 = ρ̃1
2
sin2(θ1) + ρ̃2

2
sin2(θ2) − 2ρ̃1ρ̃2 sin(θ1) sin(θ2)

d̃2 = ρ̃1
2 + ρ̃2

2 − 2ρ̃1ρ̃2 cos(θ1 − θ2).

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❡t à ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡s
♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣❛s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s ∆θ = θ1−θ2✳ ❈♦♠♠❡ x1 ∈ Ω✱ ♦♥ ❛ ρ̃1 = ρ1✳

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ρ̃2 = ρ̂2 +
1

p
f (ρ̂2 −R)✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ p = iω✱ ♦♥ ❛ ✿

Im(d̃2) =
2

ω
(ρ1 cos(∆θ) − ρ̂2) f (ρ̂2 −R) .



✷✳✺✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ L ✻✶

❈♦♠♠❡ f (ρ̂2 −R) ≥ 0 ❡t ω > 0✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ q✉❛♥❞ ρ1cos(∆θ) = ρ̂2

❡t ❞❡ f (ρ̂2 −R) = 0✳

Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ f (ρ̂2 −R) = 0 ❞♦♥❝ ρ̂2 = R✳

Re(d̃2) = ρ2
1 + ρ̂2

2 − 2ρ1ρ̂2 cos(∆θ) − 1

ω2
f 2 (ρ̂2 −R)

= ρ2
1 +R2 − 2Rρ1 cos(∆θ)

≥ ρ2
1 +R2 − 2Rρ1

≥ (ρ1 −R)2 ≥ 0.

❈♦♠♠❡ x1 ∈ Ω✱ ρ1 < ρ0 ≤ R ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ ρ1 cos(∆θ) = ρ̂2✳

Re(d̃2) = ρ2
1 + ρ̂2

2 − 2ρ1ρ̂2 cos(∆θ) − 1

ω2
f 2 (ρ̂2 −R)

= ρ2
1 + (ρ1 cos(∆θ))2 − 2 (ρ1 cos(∆θ))2 − 1

ω2
f 2 (ρ1 cos(∆θ) −R)

= ρ2
1 − (ρ1 cos(∆θ))2

= ρ2
1

(
1 − cos2(∆θ)

)
≥ 0.

▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛♥♥✉❧❡r q✉❡ s✐ cos2(∆θ) = 1 ❞♦♥❝ s✐ θ1 = θ2[2π]✳
▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ρ1 cos(∆θ) = ρ̂2✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ρ1 = kρ2 + (1 − k)ρ0 ❝❡ q✉✐ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s✳
⊠

✷✳✺✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ L

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ L ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥✈❡①❡
❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✸✮✳ ❈❡❝✐ s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥✈❡①❡✳
▲✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥❡ t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣r♦❝é❞é s❡♠❜❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈✉ q✉✬✐❧ ❢❛✉t êtr❡
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s P▼▲
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡t ❧❡s P▼▲✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❙♦✐t ε ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s P▼▲✳
◆♦t♦♥s Dc ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡t Dnc = Ω\Dc✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

Dc = ([−r − ε, R + ε] × [−r − ε, r]) ∪ ([−r − ε, r] × [−r − ε, R + ε])

∪ ([−r − ε, r] × [−r − ε, R]) ∪ ([−r − ε, R] × [−r − ε, r]) .



✻✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ▲

▲❛ ③♦♥❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s✐❣♥❡
❞❡ y − x ✿ D+

nc = Dnc ∩ {y ≥ x} ❡t D−
nc = Dnc ∩ {x ≥ y}✳

▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞♦✐✈❡♥t ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s P▼▲ ❝♦♥✈❡①❡s ❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❙♦✐t κ > 0 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ P♦s♦♥s

{
x̂ = x+ (κ− 1) inf(x, y)

ŷ = y + (κ− 1) inf(x, y)





x̃ = x̂+
1

p

∫
σx(τ)dτ

ỹ = ŷ +
1

p

∫
σy(τ)dτ

✭✷✳✷✹✮

❛✈❡❝ σx, σy : R → R+ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ ♠♦✐♥s C1 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
{
σx(x, y) = 0 s✐ x ∈ [−r, R],

σy(x, y) = 0 s✐ y ∈ [−r, R].

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✶
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

❑(p,x) = ❚(x)




p(p + σy(x))

p + σx(x)
0 0

0
p(p + σx(x))

p + σy(x)
0

0 0
(p + σx(x))(p + σy(x))

p



❚(x)T ,

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❛
❝❛❧❝✉❧❡✳



✷✳✺✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ L ✻✸

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❏(p,x) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✳

❏(p,x) =
D (x̃, ỹ, z̃)

D (x̂, ŷ, ẑ)

D (x̂, ŷ, ẑ)

D (x, y, z)
.

▲❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✷✳✷✹✮ ❡st ❞✐✛ér❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❜✐ss❡❝tr✐❝❡ ❞✉ ❝♦✐♥ r❡♥tr❛♥t s✉r Dnc✳ ❙♦✐t ❚0 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♣❡❛✉✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥

❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿ s✉r D+
nc✱ ❚

+
0 (x) =




1 κ− 1 0
0 1 0
0 0 1


 ❡t s✉r D−

nc✱❚
−
0 (x) =




κ 0 0
κ− 1 1 0

0 0 1


✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

❏(p,x) =




1 +
1

p
σx(x) 0 0

0 1 +
1

p
σy(x) 0

0 0 1


❚0(x)

det(❏(p,x)) = κ

(
1 +

1

p
σx(x)

)(
1 +

1

p
σy(x)

)

❏(p,x)−1 = ❚−1
0 (x)




p

p + σx(x)
0 0

0
p

p + σy(x)
0

0 0 1




(
❏(p,x)−1

)T
=




p

p + σx(x)
0 0

0
p

p + σy(x)
0

0 0 1



(
❚−1

0 (x)
)T

P♦s♦♥s ❚(x) = (❚0(x))−1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r D+
nc✱ ❚

+(x) =
1

κ




1 1 − κ 0
0 κ 0
0 0 κ


 ❡t s✉r

D−
nc✱❚

−(x) =
1

κ




κ 0 0
1 − κ 1 0

0 0 κ


✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱

ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été (M, g)

❡st ❞♦♥♥é❡ ❑(p,x) = det(❏(p,x)) ❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1
✳ ⊠

P♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✷✳✷✹✮ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s C1 t❡❧❧❡ q✉❡ f s♦✐t
♣♦s✐t✐✈❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❆❧♦rs σx(x, y) = f ′(x̂ − R) ❡t σy(x, y) = f ′(ŷ − R)✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σ✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛✈❡❝
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ③♦♥❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st✱ s✉r D−

nc, x̂ = R ❡t s✉r D+
nc, ŷ = R✳



✻✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉✬♦ù ✿

s✉r D−
nc, y =

1

1 − κ
(x−R) s✉r D+

nc, y = (1 − κ)x+R.

▲❡ ♣♦✐♥t

(
R

κ
,
R

κ

)
❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s❛♥s

❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✷✳✷✹✮ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ❞❛♥s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s P▼▲✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t x1 ∈ Ω ❡t x2 ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✷✹✮✳

∆x̃2 = (x̃(x1) − x̃(x2))
2 = x̃2

1 + x̃2
2 − 2 x̃1x̃2

∆ỹ2 = (ỹ(x1) − ỹ(x2))
2 = ỹ2

1 + ỹ2
2 − 2 ỹ1ỹ2

❉✬♦ù d̃2 = x̃2
1 + ỹ2

1 + x̃2
2 + ỹ2

2 − 2 (x̃1x̃2 + ỹ1ỹ2) .

❈♦♠♠❡ x1 ∈ Ω✱ ♦♥ ❛ x̃1 = x1 ❡t ỹ1 = y1 ✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ x̃2 = x̂2 +
1

p
f (x̂2 −R) ❡t

ỹ2 = ŷ2 +
1

p
f (ŷ2 −R)✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ p = iω✱ ♦♥ ❛ ✿

Im(d̃2) =
2

ω
((x1 − x̂2)f (x̂2 −R) + (y1 − ŷ2)f (ŷ2 −R)) .

x1 ∈ Ω ❞♦♥❝ f (x1 −R) = 0 ❡t f (y1 −R) = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛ été ❝❤♦✐s✐❡

t❡❧❧❡ q✉❡ ∀(t, z),
∑

i(t − z)i (f (ti −R) − f (zi −R)) ≥ 0✳ ❉♦♥❝ Im(d̃2) é❣❛❧❡ ✿

− 2

ω
[(x1 − x̂2) (f (x1 −R) − f (x̂2 −R)) + (y1 − ŷ2) (f (y1 −R) − f (ŷ2 −R))] ≤ 0.

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❞♦♥❝ q✉❛♥❞ f (x̂2 −R) = f (ŷ2 −R) = 0✱ ❝❡ q✉✐
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x̂2 = ŷ2 = R✳

Re(d̃2) = x2
1 + y2

1 + x̂2
2 + ŷ2

2 − 2 (x1x̂2 + y1ŷ2) −
1

ω2
(f (x̂2 −R) + f (ŷ2 −R))

= x2
1 + y2

1 +R2 +R2 − 2Rx1 − 2Ry1 = (x1 −R)2 + (y1 −R)2 ≥ 0.

▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♥♥✉❧❡r q✉✬❡♥ x1 = (R,R)✳ ❖r ❝❡ ♣♦✐♥t ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t
♣❛s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♥✲
♥✉❧❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s P▼▲ s♦♥t ❛ss✉ré❡s✳
⊠



✷✳✺✳✸ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✺

✷✳✺✳✸ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ ③♦♥❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✷✳✷✹✮ ❡st ❞✐ss②♠étr✐q✉❡ ❡♥ x̂ ❡t ŷ✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t x̂ + ŷ − R✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s é❣❛❧✐té ❞❡s ❞ér✐✈é❡s

♣❛rt✐❡❧❧❡s
∂f(x̂+ ŷ −R)

∂x̂
=

∂f(x̂+ ŷ −R)

∂ŷ
= f ′(x̂ + ŷ − R)✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré ❡st

{
x̂ = x+ (κ− 1) inf(x, y)

ŷ = y + (κ− 1) inf(x, y)





x̃ = x̂+
1

p
f(x̂+ ŷ −R)

ỹ = ŷ +
1

p
f(x̂+ ŷ −R).

✭✷✳✷✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✸
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st

❑(p,x) = ❚(x)




(p + σ(x))2 + σ(x)2

p + 2σ(x)
−2σ(x)

p + σ(x)

p + 2σ(x)
0

−2σ(x)
p + σ(x)

p + 2σ(x)

(p + σ(x))2 + σ(x)2

p + 2σ(x)
0

0 0 1



❚T (x),

♦ù σ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ s❡ ❝♦♥❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❯♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st
♠♦❞✐✜é❡ ✿ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t✐❧❞❡✳ P♦s♦♥s σ(x) = f ′(x̂+ ŷ−R)✳ ❆❧♦rs

D (x̃, ỹ, z̃)

D (x̂, ŷ, ẑ)
= ■3 +

1

p



σ(x) σ(x) 0
σ(x) σ(x) 0

0 0 0


 .

❏(p,x) =




1 +
1

p
σ(x)

1

p
σ(x) 0

1

p
σ(x) 1 +

1

p
σ(x) 0

0 0 1


❚0(x)

det(❏(p,x)) = κ

(
1 +

2

p
σ(x)

)

❏(p,x)−1 = ❚−1
0 (x)




p + σ(x)

p + 2σ(x)

−σ(x)

p + 2σ(x)
0

−σ(x)

p + 2σ(x)

p + σ(x)

p + 2σ(x)
0

0 0 1




❈♦♠♠❡ ❑(p,x) = pdet(❏(p,x)) ❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t

❛♥♥♦♥❝é✳ ⊠



✻✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ q✉❛♥❞ σ(x, y) = f ′(x̂ + ŷ − R) = 0✱

❞♦♥❝ q✉❛♥❞ x̂ + ŷ = R✳ P♦✉r x = y✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t

(
R

2κ
,
R

2κ

)
❞♦♥♥❡

❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥ ❛ ré❞✉✐t ❞❡ ♠♦✐t✐é
❝❡tt❡ ③♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✷✳✷✺✮ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ❞❛♥s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s P▼▲✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

{
x̂ = x+ (κ− 1) inf(x, y)

ŷ = y + (κ− 1) inf(x, y)





x̃ = x̂+
1

p
f(x̂+ ŷ −R)

ỹ = ŷ +
1

p
f(x̂+ ŷ −R).

d̃2 = x̃2
1 + ỹ2

1 + x̃2
2 + ỹ2

2 − 2 (x̃1x̃2 + ỹ1ỹ2)

Im(d̃2) =
2

ω
((x1 + x̂2) + (y1 + ŷ2)) f (x̂2 + ŷ2 −R)

= − 2

ω
((x1 + y1) − (x̂2 + ŷ2)) (f (x1 + y1 −R) − f (x̂2 + ŷ2 −R)) ≤ 0.

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❞♦♥❝ q✉❛♥❞ f (x̂2 + ŷ2 −R) = 0✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ x̂2 + ŷ2 = R✳

Re(d̃2) = x2
1 + y2

1 + x̂2
2 + ŷ2

2 − 2 (x1x̂2 + y1ŷ2) −
1

ω2
(f (x̂2 −R) + f (ŷ2 −R))

= x2
1 + x̂2

2 − 2x1 x̂2 + y2
1 + ŷ2

2 − 2 y1 ŷ2

= (x1 − x̂2)
2 + (y1 − ŷ2)

2 ≥ 0.

▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♥♥✉❧❡r q✉✬❡♥ x1 = x̂2✳ ❖r ❧❡ ♣♦✐♥t x̂2 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t
♣❛s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♥✲
♥✉❧❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s P▼▲ s♦♥t ❛ss✉ré❡s✳
⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✸✮ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ❜❡❛✉❝♦✉♣
tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❛♥s ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❡ ❢❛✐t
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞✬❡①❤❛✉st✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ à s❛✈♦✐r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❧❛tér❛❧❡s ♦ù σy = 0 ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù σx = 0✳ ■❝✐✱
❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬❡①❤❛✉st✐♦♥s s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ P▼▲ s❛♥s
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ③♦♥❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
κ✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ s♦♥ é♣❛✐ss❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t
(R/κ,R/κ)✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ (R/2κ,R/2κ)✳ ❊♥ r❡❧✐❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❛✉① ❝♦✐♥s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ à s❛✈♦✐r (0, R) ❡t (R, 0)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ③♦♥❡



✷✳✺✳✸ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✼

P▼▲ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s P▼▲ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❡ ❢❛✐t
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞✬❡①❤❛✉st✐♦♥✱ q✉✐ s❡r♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ ❞é❧✐♠✐t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ P▼▲ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐s♦✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s ❞❡
σx, σy ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t σ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉ ❞❡❧à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✐♥s
❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✹✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ κ
ét❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❡t ❛✈♦✐r ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r κ✳ ❉❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♦ù κ s❡r❛ ❝❤♦✐s✐ ❣r❛♥❞ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥❡ ✜♥❡ ③♦♥❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✮✱
✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ▲ s❡r❛
✐♠♣♦rt❛♥t✳

❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ▲ ❡t ③♦♥❡s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡s

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✹✮ ✿ ❡♥ r♦✉❣❡ ✿ ❧❛ ③♦♥❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉① s❡r♦♥t ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t t♦r❞✉s ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ❛❝❝é❧éré❡✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉
❢♦♥❝é❡ ❞é❧✐♠✐t❡ ❧❛ ③♦♥❡ ré❡❧❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
❡♥ ❝②❛♥ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✐t❡ ✐♥✉t✐❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ■❧ ② ❛ ♠ê♠❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♠✐♥❝❡ ❝♦✉❝❤❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ε ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳



✻✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✷✳✻ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
♦✉ ❞❡s ❖♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ ♣♦✉✈❛✐❡♥t s✬é❝r✐r❡ ✐♥ ✜♥❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❑(p,x)

(
e
h

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)

♦ù (j,m) s♦♥t ❞❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ré❣✉❧✐❡rs✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s

✕ ❑(p,x) L∞ ❡♥ x

✕ ❑(p,x) ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❡♥ p ✿ ❑ij =
Pij(p,x)

Qij(p,x)
❛✈❡❝ degP ≤ degQ+ 1

✕ lim
p→0

1

p
❑(p,x) = ❆̃0(x) ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ✭❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ 1✮ ❡t ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t
❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡✳

✷✳✻✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭✷✳✷✹✮





ρ̂(x) = k ρ+ (1 − k) ρ0(θ),

ρ̃(x) = ρ̂(x) +
1

p
f (ρ̂(x) −R) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❑(p,x) = ◗P(x)

(
p ■(x) +❆(x) +❇(x)

(
p ■3 + ❋(x)

)−1
)
PT (x)◗T , ✭✷✳✷✻✮

♦ù

P(x) =




ρ̂(x)

ρ
−2 (1 − k)

ρ′0(θ)

ρ
0

0 k 0
0 0 κ(x)


 ■(x) =

1

κ(x)
■3,

❆(x) =
1

κ(x)
diag

(
β(x) − α(x), α(x) − β(x), α(x) + β(x)

)

❇(x) =
1

κ(x)
diag

(
α(x)(α(x) − β(x)), β(x)(β(x) − α(x)), α(x) β(x)

)

❋(x) = diag
(
α(x), β(x), 0

)
.

❛✈❡❝ κ(x) =

(
k
ρ̂(x)

ρ(x)

)−1

✱ α(x) = f ′ (ρ̂(x) −R)✱ β(x) =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
❡t ◗ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✳



✷✳✻✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡ ✻✾

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✷✾✮✳ P♦✉r r❡❧❡✈❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡♥ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✳

❙♦✐t α(x) = f ′ (ρ̂(x) −R) ❡t β(x) =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
✳

p(p + α(x))

p + β(x)
= p + α(x) − β(x) +

β(x)(β(x) − α(x))

p + β(x)

p(p + β(x))

p + α(x)
= p + β(x) − α(x) +

α(x)(α(x) − β(x))

p + α(x)

P♦s♦♥s κ(x) =

(
k
ρ̂(x)

ρ(x)

)−1

✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r

❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é❡✳ ⊠

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r t❡♠♣♦r❡❧✱ ❝❡ q✉✐
❛✛❡❝t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ΓC ❛ss♦❝✐é à ❧✬❊q✉❛t✐♦♥
❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s

❆̃0∂tφ+
∑

i

❆i∂iφ = f,

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λn ❛✈❡❝ λ ≥ 0 ❡t n ∈ S n t❡❧s q✉❡ ✿

∀ξ ∈ Rn, ξT

(
❆̃0nt +

∑

i

❆ini

)
ξ ≥ 0.

❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆̃0 ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (1, 0, . . . , 0) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉
❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝ô♥❡ Γ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❍✐❧❜❡rt H ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ̊ = {y ∈ H|∀x ∈ Γ, |(x|y)| ≥ 0}✳ ▲❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
Γp ❡st ❧❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❞✉ ❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ Γc ❞❛♥s Rn+1✳ ❉✬♦ù Γp = Γ̊c✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❑(x)✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ p ♥✬❡st ♣❧✉s ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❙♦✐t [ε] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ det(❏(x))(❏(x)T❏(x))−1✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✸✻
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❡st ✿

dt

dx
≤ α, ✭✷✳✷✼✮

❛✈❡❝ α ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ [ε] ♦ù ❆̃0 =

(
[ε] 0
0 [ε]

)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲✱ ❧❡ ❝ô♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

∀ξ ∈ Rn, ξT
(

1

2
[ε](E.E + H.H)nt + (E × H).n

)
ξ ≥ 0.



✼✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❙♦✐t α ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ [ε]✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥♦r❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt
nt
|n| ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡

dt

dx
❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ❧❛

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣♦ss✐❜❧❡✳

1

2
[ε](E.E + H.H) ≥ 1

2
α(E2 +H2)

(E × H).n ≤ |EH| |n| ✭✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③✮

≤ |E| |H| |n|

≤ 1

2
(E2 +H2) |n|.

❉♦♥❝
1

2
(E2 +H2)nt −

1

2α
(E2 +H2) |n| ≤ 0 ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

nt
|n| ≤

1

α
✳ ❈♦♠♠❡

dtnt+dxn = 0,
dx

dt
= −nt

n
✳ ❉✬♦ù

dx

dt
≥ 1

α
✳ ⊠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✼
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
P▼▲ ❞❡ ✿

κ2 + 4

(
(1 − κ)

ρ′0(θ)

ρ

)2

+

(
κ+ (1 − κ)

ρ0(θ)

ρ

)2

2 κ

(
κ+ (1 − κ)

ρ0(θ)

ρ

)

−

√√√√√√√√√

(
κ2 + 4

(
(1 − κ)

ρ′0(θ)

ρ

)2

+

(
κ+ (1 − κ)

ρ0(θ)

ρ

)2
)2

− 1

4κ2

(
κ+ (1 − κ)

ρ0(θ)

ρ

)2 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✻✮

❑(p,x) = ◗P (p ■+ . . . )PT◗T

❛✈❡❝ ■ =
1

κ b
■3✱ ◗ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t P =



b −a 0
0 κ 0
0 0 κb


✱ ♦ù

a = 2(1 − κ)
ρ′0(θ)

ρ
✱ b =

ρ̂

ρ
❡t ρ̂ = κ ρ + (1 − κ)ρ0(θ)✳ P♦s♦♥s [ε] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

1

κ b
PPT ✳

❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ◗P■PT◗T ✳ ❙♦✐t ▼ = [ε] − λ■3✳



✷✳✻✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡ ✼✶

▼ =




κ

b
+
a2

κb
− λ

a

κ
0

a

κ

b

κ
− λ 0

0 0 κb− λ




det(▼) = (κ b− λ)

[(
κ

b
+
a2

κb
− λ

)(
b

κ
− λ

)
−
(a
κ

)2
]

= (κ b− λ)

[
λ2 − κ2 + a2 + b2

κ b
λ+ 1

]
.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ❞♦♥❝ κ b ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t s♦❧✉✲

t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x2 − κ2 + a2 + b2

κ b
x+ 1 = 0✳

∆ =

(
κ2 + a2 + b2

κ b

)2

− 4

=

(
1

κ b

)2 (
κ4 + a4 + b4 + 2a2b2 + 2a2κ2 − 2b2κ2

)

=

(
1

κ b

)2 (
(κ2 − b2)2 + a2(a2 + 2b2 + 2κ2)

)
≥ 0

▲❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ré❡❧❧❡s✱ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿

λ1 =
κ2 + a2 + b2

2 κ b
+

√
(κ2 + a2 + b2)2 − 4κ2b2

2 κ b

λ2 =
κ2 + a2 + b2

2 κ b
−
√

(κ2 + a2 + b2)2 − 4κ2b2

2 κ b
.

❈♦♠♠❡ κ ≥ 1✱ b ≤ 1✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ λ2 ≤ κ b ≤ λ1✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss❡ ❡st ❞♦♥❝ λ2✳ ⊠

❙✐ a = 0 s♦✐t ❞♦♥❝ ρ′0(θ) = 0 ❛❧♦rs λ2 =
b

κ
❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ❛❧♦rs

(
1 + (

1

κ
− 1)

ρ0(θ)

ρ

)
✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡✱ ❡t ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r très ❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s à ❢♦rt
❣r❛❞✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ′0✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞éstr✉❝t✉ré ♥♦♥ ❞é❣é♥éré ♠❛✐s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❡r✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ α ♣❡✉t êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♣é♥❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ③♦♥❡s✳



✼✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❋✐❣✳ ✷✳✺✿ ❱❛❧❡✉r ❞❡ α ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲

P♦✉r ♠✐❡✉① ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣❡rt❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✷✳✻✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ■♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s s❡r❛ ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r 180✳ ❊♥ r❛✣♥❛♥t
✉♥ ❢❛❝t❡✉r 200 s❡r❛ ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ❢♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s
é❧é♠❡♥ts✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s à ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ′0✳ ❯♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥és✳



✷✳✻✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ✼✸

Pr♦♣r✐été ✷✳✸✽
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧❡✈é❡s s✉r R3 × R+ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x, t) = fϕ(x, t)

❚(x)T
−1 ∂ ψ(x, t)

∂t
+❚(x)T

−1

❋(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t).

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✿

❚(x) = ◗P(x) ■̄(x) = ❚(x)■(x)❚(x)T

❆̄(x) = ❚(x)❆(x)❚(x)T ❇̄(x) = ❚(x)❇(x)❚(x)T

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ϕ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✷✻✮✱ ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♣❛r ✿

❑(p,x)ϕ(x) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x),

♦ù fϕ ❡st ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss♦❝✐é✳ P♦s♦♥s ❚(x) = ◗P(x) ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ ❜❛rr❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡r❛ ❚(x) •❚(x)T ✳ P♦s♦♥s

ψ(x) =
(
p❚(x)T

−1

+❚(x)T
−1

❋(x)
)−1

ϕ(x).

❱✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r R3 ✿




p ■̄(x)ϕ(x) + ❆̄(x)ϕ(x) + ❇̄(x)ψ(x) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x)

p❚(x)T
−1

ψ(x) +❚(x)T
−1

❋(x) ψ(x) = ϕ(x).

P❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

✷✳✻✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡

▲❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✷✳✷✹✮ ✿

{
x̂ = x+ (κ− 1) inf(x, y)

ŷ = y + (κ− 1) inf(x, y)





x̃ = x̂+
1

p

∫
σx(τ)dτ

ỹ = ŷ +
1

p

∫
σy(τ)dτ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✾
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❑(p,x) = ❚(x)
(
p ■+❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1)

❚(x)T , ✭✷✳✷✽✮



✼✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

♦ù ■ =
1

κ
■3 ❋(x) = diag

(
σx(x), σy(x), 0

)

❆(x) =
1

κ
diag

(
σy(x) − σx(x), σx(x) − σy(x), σx(x) + σy(x)

)

❇(x) =
1

κ
diag (σx(x)(σx(x) − σy(x)), σy(x)(σy(x) − σx(x)), σx(x) σy(x))

❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✿ s✉r D+
nc✱

❚+ =




1 1 − κ 0
0 κ 0
0 0 κ


 ❡t s✉r D−

nc✱ ❚
− =




κ 0 0
1 − κ 1 0

0 0 κ


✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✸✶✮✳ P♦✉r r❡❧❡✈❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡♥ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✳

p(p + σx(x))

p + σy(x)
= p + σx(x) − σy(x) +

σy(x)(σy(x) − σx(x))

p + σy(x)

p(p + σy(x))

p + σx(x)
= p + σy(x) − σx(x) +

σx(x)(σx(x) − σy(x))

p + σx(x)

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é❡✳ ⊠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✵

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✷✳✷✽✮ ❡st
1

κ
+ κ− 1 −

(
1 − 1

κ

)√
1 + κ2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦s♦♥s [ε] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ p❚T (x) ❚(x)✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ P▼▲ r❡❧❡✈é ❡♥ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s

[ε]
∂

∂t
ϕ(x, t) + . . . ✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛✲

tr✐❝❡✳

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ κ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 1✳ ▲❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ κ = 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ T = I3
s♦✐t [ε] = ■3✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à 1✳ ❈❡ ❝❛s ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛r ♣❡rt✐✲
♥❡♥t ✿ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st s♦✉❤❛✐té ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ κ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ κ >> 1✳

Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ x ≤ y✳ P♦s♦♥s τ =
1

κ
✳ [ε] =




τ τ − 1 0
τ − 1 τ − 2 + 2κ 0

0 0 κ


✳

det ([ε] − λ■3) =

∣∣∣∣∣∣

τ − λ τ − 1 0
τ − 1 τ − 2 + 2κ− λ 0

0 0 κ− λ

∣∣∣∣∣∣
= (κ− λ)

[
(τ − λ)(τ − 2 + 2κ− λ) − (τ − 1)2

]

= (κ− λ)
[
τ 2 − 2τ + 2 + λ2 − λ (2τ + 2κ− 2) − (τ − 1)2

]

= (κ− λ)
[
λ2 − 2(τ + κ− 1)λ+ 1

]
.



✷✳✻✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ✼✺

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st κ✱ ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x2 − 2(τ + κ− 1)x+ 1 = 0✳

∆ = 4(τ + κ− 1)2 − 4 = 4(τ + κ− 1 − 1)(τ + κ− 1 + 1)

= 4 κ(τ + κ)(τ 2 − 2τ + 1) = 4 κ(τ + κ)(τ − 1)2 > 0

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✿

λ1 =
1

κ
+ κ− 1 + (1 − 1

κ
)
√

1 + κ2

λ2 =
1

κ
+ κ− 1 − (1 − 1

κ
)
√

1 + κ2.

❉❡ ♣❧✉s✱ λ1 λ2 = 1 ❡t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ λ2 < λ1 =
1

λ2

❞♦♥❝ λ2 < 1 ❡t

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t λ2 < κ✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [ε] ❡st ❞♦♥❝
1

κ
+ κ− 1 − (1 − 1

κ
)
√

1 + κ2 ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣r♦♣♦sé❡✳

❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ y ≤ x✳

[ε] =



τ − 2 + 2κ τ − 1 0
τ − 1 τ 0

0 0 κ




det ([ε] − λ■3) =

∣∣∣∣∣∣

τ − λ τ − 1 0
τ − 1 τ − 2 + 2κ− λ 0

0 0 κ− λ

∣∣∣∣∣∣
= (κ− λ)

[
λ2 − 2(τ + κ− 1)λ+ 1

]
.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ⊠

Pr♦♣r✐été ✷✳✹✶ ✭❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ t❡♥❞ ✈❡rs
1

2 κ
q✉❛♥❞ κ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ κ → ∞✳ ❆❧♦rs τ → 0+✳ ❊✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✳

√
1 +

1

τ

2

=
1

τ

√
τ 2 + 1 =

1

τ

(
1 +

1

2
τ 2 − 1

8
τ 4 + o(τ 4)

)

λ =
1

κ
+ κ− 1 − (1 − 1

κ
)
√

1 + κ2

= τ +
1

τ
− 1 − (1 − τ)

1

τ

(
1 +

1

2
τ 2 − 1

8
τ 4 + o(τ 4)

)

= τ +
1

τ
− 1 + 1 +

1

2
τ 2 − 1

τ
− 1

2
τ +

1

8
τ 3 + o(τ 3)

=
1

2
τ +

1

2
τ 2 +

1

8
τ 3 + o(τ 3).



✼✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉✬♦ù λ ∼
τ→0+

1

2
τ ✳ ⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ▲✳ ❉❛♥s ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ♣é♥❛❧✐sé❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts

❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ρ0✳ ■❝✐ ❡❧❧❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r
1

2κ
✳ ❈❡ s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t

q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡r❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✹✷
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧❡✈é❡s s✉r R3 × R+ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x, t) = fϕ(x, t)

❚(x)T
−1 ∂ ψ(x, t)

∂t
+❚(x)T

−1

❋(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t).

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✿

■̄(x) = ❚(x)■(x)❚(x)T ❆̄(x) = ❚(x)❆(x)❚(x)T ❇̄(x) = ❚(x)❇(x)❚(x)T

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ϕ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳
❉✬❛♣rès ✭✷✳✷✽✮ ❑(p,x) = ❚(x)

(
p ■+❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1)

❚(x)T ❡t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♣❛r ✿

❑(p,x)ϕ(x) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x),

♦ù fϕ ❡st ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss♦❝✐é✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❛rr❡ s✐❣♥✐✜❡r❛ ❚(x) • ❚(x)T ✳

P♦s♦♥s ψ(x) =
(
p❚(x)T

−1
+❚(x)T

−1
❋(x)

)−1

ϕ(x)✳ ❱✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s

❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r R3 ✿




p ■̄(x)ϕ(x) + ❆̄(x)ϕ(x) + ❇̄(x)ψ(x) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x)

p❚(x)T
−1

ψ(x) +❚(x)T
−1

❋(x) ψ(x) = ϕ(x).

P❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

✷✳✻✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✷✳✷✹✮ ét❛✐t ❞❡✈❡♥✉ ✭✷✳✷✺✮✱ s♦✐t ✉♥❡
s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡♥ x ❡t y✳ P♦s♦♥s σx : = σy : = σ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✸
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❑(p,x) = ❚T (x)

(
p ■+❆(x) +

1

p + 2σ(x)
❇(x)

)
❚(x), ✭✷✳✷✾✮



✷✳✻✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ✼✼

♦ù ■ =
1

κ
■3,❆(x) =

2σ(x)

κ




0 −1 0
−1 0 0
0 0 1


 ,❇(x) =

2σ2(x)

κ




1 1 0
1 1 0
0 0 0


 ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✸✸✮✳ P♦✉r r❡❧❡✈❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡♥ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✳

p + σ(x)

p + 2σ(x)
= 1 − σ(x)

p + 2σ(x)

(p + σ(x))2 + σ2(x)

p + 2σ(x)
= p +

2σ2(x)

p + 2σ(x)

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é❡✳ ⊠

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ q✉❛♥❞ σ(x, y) = f ′(x̂ + ŷ − R) = 0✱

❞♦♥❝ q✉❛♥❞ x̂ + ŷ = R✳ P♦✉r x = y✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t

(
R

2κ
,
R

2κ

)
❞♦♥♥❡

❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s❛♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥ ❛ ré❞✉✐t ❞❡ ♠♦✐t✐é
❝❡tt❡ ③♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✹

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✷✳✷✾✮ ❡st
1

κ
+κ− 1−

(
1 − 1

κ

)√
1 + κ2✱ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs

1

2 κ
q✉❛♥❞ κ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡
♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t

êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✷✾✮ ❛✈❡❝ ■ =
1

κ
■3 ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚ r❡st❡

✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ⊠

Pr♦♣r✐été ✷✳✹✺
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧❡✈é❡s s✉r R3 × R+ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ψ(x, t) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x, t) = fϕ(x, t)

∂ ψ(x, t)

∂t
+ 2σ(x) ψ(x, t) = ❇̄(x)ϕ(x, t).

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✿

■̄(x) = ❚(x)■(x)❚(x)T ❆̄(x) = ❚(x)❆(x)❚(x)T ❇̄(x) = ❚(x)❇(x)❚(x)T

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✸✸✮ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t

❚(x)

(
p ■+❆(x) +

1

p + 2σ(x)
❇(x)

)
❚(x)T .



✼✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
s✉r R3 ✿





p ■̄(x)ϕ(x) + ❆̄(x)ϕ(x) + ψ(x) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x)

p ψ(x) + 2σ(x) ψ(x) = ❇̄(x)ϕ(x).

P❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

✷✳✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

❑(p,x)

(
e
h

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)
✭✷✳✸✵✮

♦ù (j,m) s♦♥t ❞❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ré❣✉❧✐❡rs✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❑(p,x)
L∞ ❞❛♥s x✱ ❑(p,x) ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ p ∈ H ⊃ iR+

∗ ✱ ∃ p0 ∈ H t❡❧ q✉❡ Re(❑(p0,x))
❡st ❝♦❡r❝✐✈❡ ❡t ∃p1 ∈ H t❡❧ q✉❡ ❑(p1,x)+❆c

i∂i s♦✐t à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r p ∈ H/S ♦ù S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✜♥✐✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♥✉❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✹✻
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s ❡st

❑(p,x) = det❚
(
❚−1P∗▼P❚∗−1

)

❛✈❡❝ ❚ =
Dϕ

Dx
✱ ▼ = diag




i
∨∏

k

(p + λk)


 ❡t P∗ = P−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❛ été ét❛❜❧✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡

x̃ = ϕ(x) +
1

p
f(ϕ(x)),

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❏(p,x)✳

❊❧❧❡ s✬é❝r✐t
Dx̃

Dx
=

(
■+

1

p

Df

Dϕ

)
Dϕ

Dx
✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à ϕ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ P ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ P∗ = P−1 t❡❧❧❡ q✉❡

Df

Dϕ
= P∗

(
■+

1

p
❉

)
P

♦ù ❉ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❙♦✐t λi✱ i = 1, 2, 3 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛✲

tr✐❝❡✳ P♦s♦♥s ❚ =
Dϕ

Dx
✱ ❛❧♦rs ❏(p,x) = P∗

(
■+

1

p
❉

)
P❚✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡



✷✳✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✼✾

❛ss♦❝✐é❡ ❡st ⋆ = det(❏(p,x)) ❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1
✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé ❡st ❛❧♦rs

♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t❑(p,x) ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s
❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ à s❛✈♦✐r❑(p,x) = p⋆ ✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✼
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ s✬é❝r✐✈❡♥t ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

■̄(x)
∂

∂t

(
e
h

)
+ ❆̄(x)

(
e
h

)
+ ❇̄(x)

(
u
v

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)
,

❡t (u, v) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❊❉❖
(
❚∗P−1 0

0 ❚∗P−1

)
∂

∂t

(
u
v

)
+

(
❚∗P−1❋(x) 0

0 ❚∗P−1❋(x)

)(
u
v

)
=

(
e
h

)
,

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞é❞✉✐t❡s ✭✷✳✹✻✮ ❋(x) = diag (λi)✱ ❆(x) = diag




i
∨∑

k

λk − λi


✱

❇(x) = diag




i
∨∏

k

(λi − λk)


✱ ❡t

■̄(x) =

(
det(❚)

(
❚−1P∗)−1

P❚∗−1

0

0 det(❚)
(
❚−1P∗)−1

P❚∗−1

)

❆̄(x) =

(
det(❚)

(
❚−1P∗)−1

❆(x)P❚∗−1

0

0 det(❚)
(
❚−1P∗)−1

❆(x)P❚∗−1

)

❇̄(x) =

(
det(❚)

(
❚−1P∗)−1

❇(x)P❚∗−1

0

0 det(❚)
(
❚−1P∗)−1

❇(x)P❚∗−1

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t (i, j, k) ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡

(p + λi)(p + λj)

p + λk
= p + (λi + λj − λk) −

(λi − λk)(λj − λk)

p + λk
,

❧❛ ♠❛tr✐❝❡




(p + λ2)(p + λ3)

p + λ1

0 0

0
(p + λ1)(p + λ3)

p + λ2

0

0 0
(p + λ1)(p + λ2)

p + λ3




s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡

❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ p ■3 +❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1 ♦ù

❋(x) = diag (λi) ❆(x) = diag




i
∨∑

k

λk − λi


 ❇(x) = diag




i
∨∏

k

(λi − λk)


 .



✽✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

P♦s♦♥s ❚ =

(
Dϕ

Dx

)
✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✿

det(❚)
(
❚−1P∗ (p ■3 +❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1)

P❚∗−1
)
. ✭✷✳✸✶✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ (p ■3 + ❋(x))−1
P❚∗−1

=
(
❚∗P−1 (p ■3 + ❋(x))

)−1
✳ P♦s♦♥s

■̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

■6P❚
∗−1

❆̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

(
❆(x) 0

0 ❆(x)

)
P❚∗−1

❇̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

(
❇(x) 0

0 ❇(x)

)
P❚∗−1

❋̃(x) = ❚∗P−1

(
❋(x) 0

0 ❋(x)

)

■̃(x) = ❚∗P−1■6

❙♦✐t

(
e
h

)
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡t

(
−j
−m

)
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♣❛r ✿

(
p ■̄(x) + ❆̄(x) + ❇̄(x)

(
p ■̃(x) + ❋̃(x)

)−1
)(

e
h

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)
.

P♦s♦♥s

(
u
v

)
=
(
p ■̃(x) + ❋̃(x)

)−1
(
e
h

)
✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥

❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❖r❞✐♥❛✐r❡✳ ■♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ s✉r R6 ✿





p ■̄(x)

(
e
h

)
+ ❆̄(x)

(
e
h

)
+ ❇̄(x)

(
u
v

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)

p ■̃(x)

(
u
v

)
+ ❋̃(x)

(
u
v

)
=

(
e
h

)
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♥ ✜♥❡ s✉r R6 × R+





■̄(x)∂t

(
e
h

)
+ ❆̄(x)

(
e
h

)
+ ❇̄(x)

(
u
v

)
+

(
0 −∇×

∇× 0

)(
e
h

)
=

(
−j
−m

)

■̃(x)∂t

(
u
v

)
+ ❋̃(x)

(
u
v

)
=

(
e
h

)
.

■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦✉✈és ✈✐❛ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 1 ❞❡ ❝❡ ♠é✲
♠♦✐r❡✳ ⊠



✷✳✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✽✶

❘❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♠❡t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s P▼▲ ✿ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

(
0 −∇×

∇× 0

)

♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲✳ ❈❡❧❛ ❣❛r❛♥t✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❧✐❜r❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❊❧❡♠❡♥ts ❋✐♥✐s✱ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱
●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✱ . . . ✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●❡❞♥❡②
♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❋❚❉❚ ♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❧❡❛♣ ❢r♦❣✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡
❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ s✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✹✽
❙♦✐t ϕ = (Ex, Ey, Hz)

T ✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s s✉r R3 × R+ ✿




■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x, t) = fϕ(x, t)

■̃(x)
∂ ψ(x, t)

∂t
+ ❋̃(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t)

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

■̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

P❚∗−1

❆̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

❆(x)P❚∗−1

❇̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

❇(x)P❚∗−1

❋̃(x) = ❚∗P−1❋(x)

■̃(x) = ❚∗P−1

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ = (Hx, Hy, Ez)
T ✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡


0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


 ♣❛r




0 0 ∂y
0 0 −∂x
∂y −∂x 0


✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∇× ❞é❝♦✉♣❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s 6 éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
▼❛①✇❡❧❧ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ✓ ❞é❝❡♥t❡ ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ✔ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∂z ♣❛r ③ér♦✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ F ♣❛r r❛♣♣♦rt à ϕ ✭❝❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
P▼▲ s✉r ❧✬❛①❡ z✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❧❛ ✈✉❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ♣❛r ❜❧♦❝✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❝♦✉♣❧❛❜❧❡✳

∇× E =




∂yEz
−∂xEz

∂xEy − ∂yEx


 −∇× H =




−∂yHz

∂xHz

∂yHx − ∂xHy


 .



✽✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✐t ♠♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡
é❧❡❝tr✐q✉❡ ϕ = (Ex, Ey, Hz)

T ♦✉ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ϕ = (Hx, Hy, Ez)
T ✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡

♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é✲
♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ét❛♥t ✭✷✳✸✶✮✱ ♣♦s♦♥s ✿

■̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

P❚∗−1

❆̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

❆(x)P❚∗−1

❇̄(x) = det(❚)
(
❚−1P∗)−1

❇(x)P❚∗−1

❋̃(x) = ❚∗P−1❋(x)

■̃(x) = ❚∗P−1

❙♦✐t fϕ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♣❛r ✿

(
p ■̄(x) + ❆̄(x) + ❇̄(x)

(
p ■̃(x) + ❋̃(x)

)−1
)
ϕ(x)+




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x).

P♦s♦♥s ψ(x) =
(
p ■̃(x) + ❋̃(x)

)−1

ϕ(x)✳ ❱✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

s✉r R3 ✿



p ■̄(x)ϕ(x) + ❆̄(x)ϕ(x) + ❇̄(x)ψ(x) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x) = fϕ(x)

p ■̃(x)ψ(x) + ❋̃(x) ψ(x) = ϕ(x).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♥ ✜♥❡ s✉r R3 × R+





■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 −∂y
0 0 ∂x

−∂y ∂x 0


ϕ(x, t) = fϕ(x, t)

■̃(x)
∂ ψ(x, t)

∂t
+ ❋̃(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t).

❖♥ r❡tr♦✉✈❡✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❧❛✐ss❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ⊠

❊♥ ✷✵✵✶✱ ❞❛♥s ❬✷✵❪✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ P▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐étés ♣s❡✉❞♦
r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s à ✜❜rés t❛♥❣❡♥t ❡t ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✈❛✐t ❞é❥à été ❛❜♦r❞é❡ ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♠❛❥❡✉r❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ rés✐❞❡♥t ❡♥ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts✳

✶✳ P♦✉r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱
❧❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ rés♦♥♥❛♥❝❡s ✭r❛♣♣❡❧ ✿ p ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ H ♣r✐✈é ❞❡ S ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
✈✐❞❡✳ ▲❛ss❛s ❡t ❛❧✳ ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳



✷✳✼ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s ✽✸

✷✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ ♣❛②❡ ✿ ❧❡✉r t❤é♦r✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡
✓ ❛ss❡③ ❧♦✐♥ ✔ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ❛✉ss✐ ♣rès
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳

✸✳ ▲❛ss❛s ❡t ❛❧✳ r❡q✉✐❡r❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡✉rs ✈❛✲
r✐étés ♣s❡✉❞♦ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s ✿ ❧❛ η✲❡✉❝❧✐❞✐❛♥✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧s ✐♠♣♦s❡♥t ✉♥❡ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❡t q✉❡ ❧❛ ♠é✲
tr✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s♦✐❡♥t ♠❛❥♦ré❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

✹✳ ❉❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ✿ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ▲❡✉r tr❛✈❛✐❧ s❡
❧✐♠✐t❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳

✷✳✼ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s

❙♦✐t ϕ(x, t) = (u(x, t), v(x, t), ρ(x, t))T s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧✬❛ér♦❛❝♦✉st✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1 s✉✐✈❛♥t ✿

∂

∂t
ϕ(x, t) +

(
❖ ∇
∇T 0

)
ϕ(x, t) = 0. ✭✷✳✸✷✮

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❊q✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡t
ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s P▼▲✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✹✾ ✭❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✮

❙♦✐t ❧❛ 2✲❢♦r♠❡ W ❡t ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s (U, V ) s✉✐✈❛♥t❡s ✿





U = −vdx+ udy

V = udx+ vdy

W = ρdx ∧ dy
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✸✷✮ é❝r✐t❡ ❡①tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t

pϕ(x) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


 ϕ(x) = 0

♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p

(
W
V

)
+ d

(
U
ρ

)
= 0. ✭✷✳✸✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♠♠❡ U = −vdx+ udy✱ ♦♥ ❛ ✿

dU = d (−vdx+ udy)

= −dv ∧ dx+ du ∧ dy
= (∂yv + ∂xu) dx ∧ dy.

❉❡ ♣❧✉s✱ pW + dU = 0 ⇔ (p ρ) dx ∧ dy + (∂yv + ∂xu) dx ∧ dy = 0✳ ❉✬♦ù ✿

(p ρ+ ∂yv + ∂xu) dx ∧ dy = 0. ✭✷✳✸✹✮



✽✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ dρ = ∂xρ dx+∂yρ dy ❡t pV+d ρ = 0✳ P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ (x, y) ✿

(pu+ ∂xρ) dx+ (pv + ∂yρ) dy = 0dx+ 0dy.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥tr✐♥sèq✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✵
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s ❡st ✿

❑(p,x) =




1√
g
gij ✵2

0
√
g




=




1

det (❏(p,x))
❏(p,x)T❏(p,x) ✵2

0 det (❏(p,x))


 ,

♦ù ❏(p,x) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ✭✷✳✸✷✮ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (x, y)
❞❡ R2 ❡①♣r✐♠é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐été M ré❡❧❧❡ à ✜❜rés t❛♥❣❡♥t ❡t ❝♦t❛♥❣❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♠❡r❣❡ ❞❛♥s C2✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s❡r♦♥t ♥♦té❡s (x̃, ỹ)✳
❙♦✐t ❏(p,x) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❙♦✐t ũ, ṽ, ρ̃ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (x, y) ❡t ˜̃u, ˜̃v, ˜̃ρ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
(x, y)✳

Ũ = −ṽ dx̃+ ũ dỹ = −˜̃v dx+ ˜̃u dx

W̃ = ρ̃ dx̃ ∧ dỹ = ˜̃ρ dx ∧ dy.
❊♥ ♥♦t❛♥t zij ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏(p,x)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

(
dx̃
dỹ

)
= ❏(p,x)

(
dx
dy

)
=

(
z11 dx+ z12 dy
z22 dx+ z21 dy

)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ˜̃ρ = (z11z22 − z12z21) ρ̃ ❡t

(
˜̃u
˜̃v

)
=

(
z22 −z12

−z21 z11

)(
ũ
ṽ

)
✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱

(
z22 −z12

−z21 z11

)−1

=
1

z11z22 − z12z21

(
z11 z12

z21 z22

)
❞✬♦ù ✿





(
ũ
ṽ

)
=

1

det (❏(p,x))
❏(p,x)

(
˜̃u
˜̃v

)

ρ̃ =
1

det (❏(p,x))
˜̃ρ.



✷✳✼✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡ ✽✺

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ✭✷✳✸✸✮ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
(x̃, ỹ)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

pW̃ + dŨ = p ˜̃ρ dx ∧ dy + (∂y ˜̃v + ∂x ˜̃u) dx ∧ dy = p ˜̃ρ+
[
∂x ∂y

](˜̃u
˜̃v

)
= 0

pṼ + dρ̃ = p (ũdx̃+ ṽdỹ) + ∂exρ̃dx̃+ ∂eyρ̃dỹ

= p

(
ũ
ṽ

)
+
[
∂x ∂y

]T
ρ̃

= p
1

det (❏(p,x))
❏(p,x)

(
˜̃u
˜̃v

)
+
[
∂x ∂y

]T 1

det (❏(p,x))
˜̃ρ = 0.

❈♦♠♠❡

[
∂ex

∂ey

]
= ❏(p,x)−1

[
∂x
∂y

]
✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

p




1

det (❏(p,x))
❏(p,x)T❏(p,x) ✵2

0 det (❏(p,x))






˜̃u
˜̃v
ρ̃


+




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0






˜̃u
˜̃v
ρ̃


 = 0

✭✷✳✸✺✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉r❛✐t ❝♦♥s✐sté à é❝r✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

♦r❞r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ W = p■n+1 +

(
✵n+1 ∇
∇T 0

)
✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❝✐ ❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

W =

(
⋆−1 p d

d ⋆ p

)
✭✷✳✸✻✮

♦ù ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Ωn−1 × Ω0✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝✐ ❞❡ss✉s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❡♥ ♥♦t❛♥t (f, g) ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❡t
(u, ρ) ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ s✐ δf = 0 s✉r Ω✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ρ ❡st ✉♥❡ 0✲❢♦r♠❡✱ δ ρ = 0 ❞♦♥❝ ∆0ρ = (δ d + d δ)ρ = d ρ ❞✬♦ù ✿

p2 ρ+ δ d ρ = ⋆ g = p2 ρ− ∆0ρ.

✷✳✼✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✷✳✷✹✮





ρ̂(x) = k ρ+ (1 − k) ρ0(θ),

ρ̃(x) = ρ̂(x) +
1

p
f (ρ̂(x) −R) .



✽✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✶
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

p❑(p,x) = ◗T




k

b

p(p + α)

p + β

a

b

p + α

p + β
0

a

b

p + α

p + β

b

k

p(p + β)

p + α
+
a2

k b

p(p + α)

p + β
0

0 0 k b (p + α)(p + β)



◗,

♦ù α = f ′ (ρ̂(x) −R)✱ β =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
✱ a = 2 (1 − k)

ρ′0(θ)

ρ
✱ b =

ρ̂(x)

ρ
❡t ◗ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❏(p,x) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✳
❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ é❝r✐t❡s ❡♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❝✐✱ x ∈ R2✱
❞✬♦ù ✿

❏(p,x) =
D (x̃, ỹ)

D(x, y)
=

D (x̃, ỹ)

D (ρ̃, θ)

D (ρ̃, θ)

D (ρ̂, θ)

D (ρ̂, θ)

D (ρ, θ)

D (ρ, θ)

D (x, y)
.

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ̂, θ, z)
=




1 +
1

p
f ′ (ρ̂(x) −R) (1 − k) ρ′0(θ)

(
1 +

1

p
f ′ (ρ̂(x) −R)

)
0

0 1 0
0 0 1




D (ρ̂, θ, z)

D (ρ, θ, z)
=



k (1 − k) ρ′0(θ) 0
0 1 0
0 0 1




❙♦✐t ◗ =

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ◗−1 = ◗T ✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠✲

♠❡♥t✱ ♥♦t♦♥s α = f ′ (ρ̂(x) −R)✱ β =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
✱ a = 2 (1− k)

ρ′0(θ)

ρ
❡t b =

ρ̂(x)

ρ
✳

❆❧♦rs ✿

❏(p,x) = ◗




1 +
1

p
α 0

0 1 +
1

p
β



(
k a
0 b

)
◗T

det(❏(p,x)) = k b

(
1 +

1

p
α

)(
1 +

1

p
β

)
.

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✸✺✮✱ ✐❧ ❢❛✉t



✷✳✼✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét♦✐❧é❡ ✽✼

❢♦r♠❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ 2 × 2 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡

1

det(❏(p,x))
❏(p,x)T (❏(p,x)) = ◗T

(
k 0
a b

)



p + α

p + β
0

0
p + β

p + α



(
k a
0 b

)
◗

= ◗T




k

b

p(p + α)

p + β

a

b

p + α

p + β
a

b

p + α

p + β

b

k

p(p + β)

p + α
+
a2

k b

p(p + α)

p + β


◗

❊♥ ♥♦t❛♥t ❞és♦r♠❛✐s ◗ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s R3 ❡t ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ♣♦✉r ❧❡
t❡r♠❡ (3, 3) ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✷
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s ♣❡✉t êtr❡
❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❑(p,x) = ◗P(x)

(
p ■(x) +❆(x) +❇(x)

(
p ■3 + ❋(x)

)−1
)
PT (x)◗T ,

♦ù

P(x) =




k −2 (1 − k)
ρ′0(θ)

ρ
0

0
ρ̂(x)

ρ
0

0 0 κ(x)




■(x) =
1

κ(x)
■3,

❆(x) =
1

κ(x)
diag

(
α(x) − β(x), β(x) − α(x), α(x) + β(x)

)

❇(x) =
1

κ(x)
diag

(
α(x)(α(x) − β(x)), β(x)(β(x) − α(x)), α(x) β(x)

)

❋(x) = diag
(
α(x), β(x), 0

)
.

❛✈❡❝ κ(x) =

(
k
ρ̂(x)

ρ(x)

)−1

✱ α(x) = f ′ (ρ̂(x) −R)✱ β(x) =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
❡t ◗ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t α(x) = f ′ (ρ̂(x) −R) ❡t β(x) =
f (ρ̂(x) −R)

ρ̂(x)
✳

p(p + α(x))

p + β(x)
= p + α(x) − β(x) +

β(x)(β(x) − α(x))

p + β(x)

p(p + β(x))

p + α(x)
= p + β(x) − α(x) +

α(x)(α(x) − β(x))

p + α(x)

P♦s♦♥s κ(x) =

(
k
ρ̂(x)

ρ(x)

)−1

✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r

❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é❡✳ ⊠



✽✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

Pr♦♣r✐été ✷✳✺✸
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧❡✈é❡s s✉r R3 × R+ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿





■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x, t) = 0

❚(x)T
−1 ∂ ψ(x, t)

∂t
+❚(x)T

−1

❋(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t).

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✿

❚(x) = ◗P(x) ■̄(x) = ❚(x)■(x)❚(x)T

❆̄(x) = ❚(x)❆(x)❚(x)T ❇̄(x) = ❚(x)❇(x)❚(x)T

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r
❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ❙♦✐t ϕ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
P▼▲ ✿

❑(p,x)ϕ(x) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x) = 0.

P♦s♦♥s ❚(x) = ◗P(x) ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❛rr❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡r❛ ❚(x) •
❚(x)T ✳ P♦s♦♥s ψ(x) =

(
p❚(x)T

−1
+❚(x)T

−1
❋(x)

)−1

ϕ(x)✳ ❉✬♦ù s✉r R3 ✿





p ■̄(x)ϕ(x) + ❆̄(x)ϕ(x) + ❇̄(x)ψ(x) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x) = 0

p❚(x)T
−1

ψ(x) +❚(x)T
−1

❋(x) ψ(x) = ϕ(x).

P❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

✷✳✼✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡

▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✷✹✮

{
x̂ = x+ (κ− 1) inf(x, y)

ŷ = y + (κ− 1) inf(x, y)





x̃ = x̂+
1

p

∫
σx(τ)dτ

ỹ = ŷ +
1

p

∫
σy(τ)dτ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✹
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

p❑(p,x) = ❚(x)




p(p + σx(x))

p + σy(x)
0 0

0
p(p + σy(x))

p + σx(x)
0

0 0
(p + σx(x))(p + σy(x))

p



❚(x)T ,



✷✳✼✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ✽✾

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❛
❝❛❧❝✉❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❏(p,x) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✳

❏(p,x) =
D (x̃, ỹ)

D (x̂, ŷ)

D (x̂, ŷ)

D (x, y)
.

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❚0 ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♣❡❛✉ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿ s✉r D+
nc✱ ❚+

0 (x) =




1 κ− 1 0
0 1 0
0 0 1


 ❡t s✉r

D−
nc✱ ❚

−
0 (x) =




κ 0 0
κ− 1 1 0

0 0 1


✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❚0 : = ❚0(1 : 2, 1 : 2)

❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉✐✈❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s✱ ❝❡tt❡
s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ✿

❏(p,x) =




1 +
1

p
σx(x) 0

0 1 +
1

p
σy(x)


❚0(x)

det(❏(p,x)) = κ

(
1 +

1

p
σx(x)

)(
1 +

1

p
σy(x)

)

P♦s♦♥s ❚(x) = (❚0(x))−1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r D+
nc✱ ❚

+(x) =
1

κ




1 1 − κ 0
0 κ 0
0 0 κ


 ❡t s✉r

D−
nc✱ ❚

−(x) =
1

κ




κ 0 0
1 − κ 1 0

0 0 κ


✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ s✬♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛

s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ⊠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✺
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s ♣❡✉t êtr❡
❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❑(p,x) = ❚(x)
(
p ■+❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1)

❚(x)T ,

♦ù ■ =
1

κ
■3

❋(x) = diag
(
σy(x), σx(x), 0

)

❆(x) =
1

κ
diag

(
σx(x) − σy(x), σy(x) − σx(x), σx(x) + σy(x)

)

❇(x) =
1

κ
diag

(
σy(x)(σy(x) − σx(x)), σx(x)(σx(x) − σy(x)), σx(x) σy(x)

)



✾✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✿ s✉r D+
nc✱

❚+ =




1 1 − κ 0
0 κ 0
0 0 κ


 ❡t s✉r D−

nc✱ ❚
− =




κ 0 0
1 − κ 1 0

0 0 κ


✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿

p(p + σx(x))

p + σy(x)
= p + σx(x) − σy(x) +

σy(x)(σy(x) − σx(x))

p + σy(x)

p(p + σy(x))

p + σx(x)
= p + σy(x) − σx(x) +

σx(x)(σx(x) − σy(x))

p + σx(x)

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é❡✳ ⊠

Pr♦♣r✐été ✷✳✺✻
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧❡✈é❡s s✉r R3 × R+ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿





■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x, t) = 0

❚(x)T
−1 ∂ ψ(x, t)

∂t
+❚(x)T

−1

❋(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t).

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✿

■̄(x) = ❚(x)■(x)❚(x)T ❆̄(x) = ❚(x)❆(x)❚(x)T ❇̄(x) = ❚(x)❇(x)❚(x)T

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡
▼❛①✇❡❧❧✳ ⊠

✷✳✼✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡

▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✭✷✳✷✺✮✱ à s❛✈♦✐r ✿

{
x̂ = x+ (κ− 1) inf(x, y)

ŷ = y + (κ− 1) inf(x, y)





x̃ = x̂+
1

p
f(x̂+ ŷ −R)

ỹ = ŷ +
1

p
f(x̂+ ŷ −R).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✼
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

p❑(p,x) = ❚(x)




(
p + σ(x)

p + 2σ(x)

)2
σ(x)2

p + 2σ(x)
0

σ(x)2

p + 2σ(x)

(
p + σ(x)

p + 2σ(x)

)2

0

0 0 κ(p + 2σ(x))



❚T (x),

♦ù σ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❚(x) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳



✷✳✼✳✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✾✶

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ s❡ ❝♦♥❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡
❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t✐❧❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳

P♦s♦♥s σ(x) = f ′(x̂+ ŷ −R)✳ ❆❧♦rs
D (x̃, ỹ)

D (x̂, ŷ)
= ■2 +

1

p

(
σ(x) σ(x)
σ(x) σ(x)

)
✳

❏(p,x) =




1 +
1

p
σ(x)

1

p
σ(x) 0

1

p
σ(x) 1 +

1

p
σ(x) 0

0 0 1


❚0(x)

det(❏(p,x)) = κ

(
1 +

2

p
σ(x)

)
⊠

✷✳✼✳✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ é❝r✐✲
t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❝❤♦✐s✐❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✺✽
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ p❑(p,x) ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡



1

det❚


❚TPT




p
p + λ1

p + λ2

0

0 p
p + λ2

p + λ1


P∗−1

❚


 0

0 det❚
(p + λ1)(p + λ2)

p




♦ù ❚ =
Dϕ

Dx
✱ ❉ =



λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


 ❡t P∗ = P−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) ❛ été ét❛❜❧✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡

x̃ = ϕ(x) +
1

p
f(ϕ(x)),

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❏(p,x)✳

❊❧❧❡ s✬é❝r✐t
Dx̃

Dx
=

(
■+

1

p

Df

Dϕ

)
Dϕ

Dx
✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à ϕ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ P ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ P∗ = P−1 t❡❧❧❡ q✉❡

Df

Dϕ
= P∗

(
■+

1

p
❉

)
P

♦ù ❉ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❙♦✐t λi✱ i = 1, 2 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳

P♦s♦♥s ❚ =
Dϕ

Dx
✱ ❛❧♦rs ❏(p,x) = P∗

(
■+

1

p
❉

)
P❚✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❛s✲

s♦❝✐é❡ ❡st ⋆ = det(❏(p,x)) ❏(p,x)−1
(
❏(p,x)T

)−1
✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s s❡ tr❛❞✉✐t



✾✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x) =

(
p ⋆−1 0

0 p ⋆

)
✳

❑(p,x)(1 : 2, 1 : 2) = det(❏(p,x))−1 ❏(p,x)T❏(p,x).

❑(p,x)(3, 3) = det(❏(p,x)).

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✾
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲ s✬é❝r✐✈❡♥t ❡♥ ✐♥st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x, t) = 0,

❡t ψ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❖r❞✐♥❛✐r❡s ✿

■̄(x)
∂ ψ(x, t)

∂t
+ ❋̄(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t),

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

■̄(x) =

( 1

det❚
❚TPTP∗−1

❚ 0

0 det❚

)

❆̄(x) =

( 1

det❚
❚TPT❆(x)P∗−1

❚ 0

0 det❚(λ1 + λ2)

)

❇̄(x) =

( 1

det❚
❚TPT❇(x)P∗−1

❚ 0

0 det❚(λ1λ2)

)

❋̄(x) =

( 1

det❚
❚TPT❋(x)P∗−1

❚ 0

0 0

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t i 6= j✳ ❈♦♠♠❡ p
p + λi
p + λj

= p + (λi − λj) −
(λi − λj)λj

p + λj
,

❧❛ ♠❛tr✐❝❡




p
p + λ1

p + λ2

0

0 p
p + λ2

p + λ1


 s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

p ■3 +❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1 ♦ù

❋(x) = diag (λ2, λ1) ❆(x) = diag (λ1 − λ2, λ2 − λ1)

❇(x) = diag (−(λ1 − λ2)λ2,−(λ2 − λ1)λ1) .



✷✳✼✳✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✾✸

P♦s♦♥s ✿

■̄(x) =

( 1

det❚
❚TPTP∗−1

❚ 0

0 det❚

)

❆̄(x) =

( 1

det❚
❚TPT❆(x)P∗−1

❚ 0

0 det❚(λ1 + λ2)

)

❇̄(x) =

( 1

det❚
❚TPT❇(x)P∗−1

❚ 0

0 det❚(λ1λ2)

)

❋̄(x) =

( 1

det❚
❚TPT❋(x)P∗−1

❚ 0

0 0

)

❙♦✐t ϕ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♣❛r ✿

(
p ■̄(x) + ❆̄(x) + ❇̄(x)

(
p ■̄(x) + ❋̄(x)

)−1
)
ϕ+




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ = 0.

P♦s♦♥s ψ =
(
p ■̄(x) + ❋̄(x)

)−1
ϕ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❉✐❢✲

❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❖r❞✐♥❛✐r❡✳ ■♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s s✉r R3 ✿





p ■̄(x)ϕ(x) + ❆̄(x)ϕ(x) + ❇̄(x)ψ(x) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x) = 0

p ■̄(x)ψ(x) + ❋̄(x) ψ(x) = ϕ(x).

P❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r R3 × R+





■̄(x)
∂ ϕ(x, t)

∂t
+ ❆̄(x)ϕ(x, t) + ❇̄(x)ψ(x, t) +




0 0 ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂y 0


ϕ(x, t) = 0

■̄(x)
∂ ψ(x, t)

∂t
+ ❋̄(x) ψ(x, t) = ϕ(x, t).

■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦✉✈és ✈✐❛ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 1 ❞❡ ❝❡ ♠é✲
♠♦✐r❡✳ ⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ P▼▲✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡①♣❧✐❝✐té ❝✐ ❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞✬é❝r✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✭❝♦♠♠❡

❞❛♥s ✭✷✳✸✻✮✮ à s❛✈♦✐r W = p■n+1 +

(
✵n+1 ∇
∇T 0

)(
⋆−1 p d

d ⋆ p

)
♦ù ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛♣✲

♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Rn−1 × R✳



✾✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✷✳✽ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s P▼▲ ✓ ♥❛ï✈❡s ✔

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ P▼▲ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r s✉r ❝❡tt❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✓ s✬é❝❛rt❛♥t ✔ ❡t
❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs✳ ❙♦✐t x = (ρ, θ, z) ∈ R3✱ ϕ
✉♥ C1 ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R3 ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C1 q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✷✳✺✮✳
❙♦✐t ρ0 ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C

1 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ Ω✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ét♦✐❧é❡✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t
❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❧❛✐ss❛♥t θ ❡t z ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ρ̃ = ρ+
1

p
f(ρ− ρ0(θ)). ✭✷✳✸✼✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✵
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r p❑(p,x)✱ s♦✐t ✿

◗




p(p + α(x))

p + β(x)
+

ρ′0(θ)
2

ρ2
β(x)2 p

(p + β(x))(p + α(x))

ρ′0(θ)

ρ
β(x) p

p + α(x)
0

ρ′0(θ)

ρ
β(x) p

p + α(x)

p(p + β(x))

p + α(x)
0

0 0
(p + β(x))(p + α(x))

p




◗T ,

♦ù α(x) =
f(ρ− ρ0(θ))

ρ
✱ β(x) = f ′(ρ− ρ0(θ)) ❡t ◗ =




cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1


✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❏ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿ x̃ = ρ̃ cos(θ) ỹ = ρ̃ sin(θ)✳

❏ =
D (x̃, ỹ, z̃)

D(x, y, z)
=

D (x̃, ỹ, z̃)

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ, θ, z)

D (ρ, θ, z)

D (x, y, z)
.

D (ρ̃, θ, z)

D (ρ̂, θ, z)
=




1 +
1

p
f ′ (ρ− ρ0(θ)) −ρ′0(θ)

1

p
f ′ (ρ− ρ0(θ)) 0

0 1 0
0 0 1




D (x̃, ỹ, z̃)

D (ρ̃, θ, z)
=




cosθ −ρ̃ sinθ 0
sinθ ρ̃ cosθ 0

0 0 1


 =




cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1






1 0 0
0 ρ̃ 0
0 0 1




D (ρ, θ, z)

D (x, y, z)
=




cosθ sinθ 0

−sinθ

ρ

cosθ

ρ
0

0 0 1


 =




cosθ sinθ 0
−sinθ cosθ 0

0 0 1







1 0 0

0
1

ρ
0

0 0 1


 .
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❊♥ ♣♦s❛♥t ◗ =




cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1


 ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r✲

❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❏ = ◗




1 0 0
0 ρ̃ 0
0 0 1







1 +
1

p
f ′ (ρ− ρ0(θ)) −ρ′0(θ)

1

p
f ′ (ρ− ρ0(θ)) 0

0 1 0
0 0 1







1 0 0

0
1

ρ
0

0 0 1


◗

T

= ◗




1 +
1

p
f ′ (ρ− ρ0(θ)) −ρ

′
0(θ)

ρ

1

p
f ′ (ρ− ρ0(θ)) 0

0
ρ̃

ρ
0

0 0 1


◗

T = ◗❋0◗
T .

Com (❏) = Com
(
◗❋0◗

T
)

= Com (◗)Com (❋0)Com
(
◗T
)

= ◗Com (❋0)◗
T .

ρ̃

ρ
= 1 +

1

p

f(ρ− ρ0(θ))

ρ
✳ P♦s♦♥s α(x) =

f(ρ− ρ0(θ))

ρ
❡t β(x) = f ′(ρ− ρ0(θ))✳

Com (❋0) =




1 +
1

p
α(x) 0 0

ρ′0(θ)

ρ

1

p
β(x) 1 +

1

p
β(x) 0

0 0

(
1 +

1

p
α(x)

)(
1 +

1

p
β(x)

)




det (❋0) =

(
1 +

1

p
α(x)

)(
1 +

1

p
β(x)

)

❋−1
0 =




p

p + β(x)

ρ′0(θ)

ρ

p β(x)

(p + α(x)) (p + β(x))
0

0
p

p + α(x)
0

0 0 1




▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ p❑(p,x) ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

p❑(p,x) = p Com (❏)❏−1 = p◗Com (❋0)❋
−1
0 ◗T .

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

❉✐✣❝✉❧té ❛✛ér❡♥t❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❖♥ ❛✈❛✐t ❡✛❡❝t✉é ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ M ❞❛♥s C3 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x̃ = x +
1

p

x

‖ x ‖f (‖ x ‖ −ρ0(x)) , ✭✷✳✸✽✮

❛✈❡❝ ρ0(x) ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t x à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ s❝❛tt❡r❡❞✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ
❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡t ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❙♦✐t S n−1 ❧❛ s♣❤èr❡



✾✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

✉♥✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n− 1)✳ Rn ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à S n−1 × R+✳

❈❡tt❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ✉♥ ❜♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(x̃ − ỹ)2 = 0 ⇒ x = y. ✭✷✳✸✾✮

▲✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬✐♥✲
t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲
❝♦rr❡❝t❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ét❡♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❞❛♥s
Rn✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ Rn à ♥♦tr❡ ✈❛r✐été
M✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✭❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✮✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ q✉✬✉♥
s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❙♦✐t y ∈ Cn✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r s✉r t♦✉t Cn ❡t
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r M✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡
❞é❣é♥éré❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

∀v ∈ TR
y❍, g(v,v) = ❍T❍.v 6= 0, ✭✷✳✹✵✮

❛✈❡❝ ❍ ∈ Mn(C)✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st r❡s♣❡❝té❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
α t❡❧❧❡ q✉❡

gy(v,v) α(y) > 0.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φε ∈ C∞(C,C) ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r x ❡t y t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

φε =
1

4π
√

(x̃ − ỹ)2 + ξε2

.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♠♠❡r❣❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s
Cn✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛✐s ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❛♥s Cn ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡
√

(x̃ − ỹ)2 + ξε2 ❡t ❧❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧✐té ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝❛s x = y✳

❙♦✐t x ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ❡t y ∈ Ω✳ ❙♦✐t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ n(x) =
x

‖ x ‖ ✳ ❆❧♦rs

f (‖ y ‖ −ρ0(y)) = 0✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ▲❛
♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ xkyk ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t p = ε + iω✳ ❆♣rès
❛✈♦✐r ✜①é ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬ét♦✐❧❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∑

k

x̃kyk =
∑

k

(
xk +

1

ε+ iω
nk f (‖ x ‖ −ρ0(x))

)
yk

=
∑

k

(
xkyk +

nkyk ε

ε2 + ω2
f (‖ x ‖ −ρ0(x)) + i nk yk

−ω
ε2 + ω2

f (‖ x ‖ −ρ0(x))

)
.

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r✈✐❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ◗✉❛♥❞ n ❡st ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧❡ à y✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝ ❞❡ s✐❣♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
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✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ r❡st❡
✐♥✈❛r✐❛♥t✳ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ x✱ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ x✳ ❊♥ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♣✉✐s s✬❛♥♥✉❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ q✉❛♥❞ n.y < 0✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝ ❞❡ s✐❣♥❡ ❡t é✈♦❧✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ n.y✳
❊❧❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ s✐❣♥❡ q✉❛♥❞ s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ✭♦ù ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ f ❡st ♥✉❧❧❡✮✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐❧
❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ q✉✐ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ♣❛r ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞♦✐t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡♥tr❡ ]0, π] ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ❜♦♥ s✐❣♥❡✳ ❖r ❛✈❡❝ ✭✷✳✸✽✮ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥✱ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
ω t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t y

❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Dc∩ConvH(D)✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●r❡❡♥ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❡♥ y ✿ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❛✉t♦✉r ❞❡ y✳

▲❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦s❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t s❡❧♦♥ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✱ ✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ✐♥st❛✲
❜✐❧✐tés✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❛✐t t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦rr❡❝t❡✳
▲❡ ❝ôté ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ✓ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✔ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét❛♥t s✉r♣r❡✲
♥❛♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛ été ❡♥tr❡♣r✐s❡✳

P♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❞❡ t②♣❡ 1 ♦✉ 2 s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ p = ±iω + 0✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ H1

0 (ω
√

(x̃ − x0)2 + (ỹ − y0)2)✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ d =
√

(x̃ − x0)2 + (ỹ − y0)2 ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ♥♦tr❡ ✈❛r✐été ♣s❡✉❞♦ ❘✐❡♠♠❛♥✐❡♥♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡

✐♠♠❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ̃ = ρ+
1

p
f(ρ−ρ0(θ)) ♦ù

f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ♣❧✉s
❤❛✉t✳ ❆❧♦rs ✿

{
x̃ = ρ̃ cos(θ)

ỹ = ρ̃ sin(θ)

{
x0 = ρ0 cos(θ0)

y0 = ρ0 sin(θ0)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs d2 = ρ̃2 + ρ2
0 − 2ρ0ρ̃ cos(δθ) ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡

❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ à ✿

Im(d2) =
2f

ω
(ρ− ρ0 cos(δθ))

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♥♥✉❧❡r ❛✉
♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t ✿ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ♣❡✉t ❛❧♦rs t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r



✾✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

♠ê♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ✦ ❙✐ ρ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈✐♦♥s ❞é❥à ♠♦♥tré✳ ▼❛✐s✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ρ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r
❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✈❛r✐❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡s ✈♦✉❧✉❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s P▼▲✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ρ0 ♦✉ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✳ ❙❡ ♣♦s❡
❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✳
❆✜♥ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ ❝❛s t❡st ✿ ♥♦✉s r❡♣ré✲
s❡♥t❡r♦♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ▲✮✳ ▲❡s ❛①❡s ❣r❛❞✉és ❞♦♥♥❡♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ ▲✱ ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ♣❧♦tté❡ ❡st ❧❡ ❝❛rré q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡r❛✐t ❧❡ ▲ ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧✉✐
♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛rré✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❍❛♥❦❡❧ à ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✐♥ ❤❛✉t ❣❛✉❝❤❡
❞✉ ▲ ✭❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (0, 1)✮✳ ▲✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❛♣♣❛r❛ît très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❛✮✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✭❜✮ ❡t ✭❞✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❡♥
é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣ ♣♦✉r ♠✐❡✉① é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ♣♦✉r ❧❡s P▼▲ ♥❛ï✈❡s

✭❜✮ ❊❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣



✷✳✾ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ▲✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s ✾✾

✭❝✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ♣♦✉r ❧❡s P▼▲ ❝♦rr✐❣é❡s ✭❞✮ ❊❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣

✷✳✾ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ▲✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ▲✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s ét❛❜❧✐❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■
✭✶✳✾✮ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❞❛♥s R+ × R3 ✿

∂

∂t
ϕ+ c

∂

∂x
ϕ+

[
✵ ∇
∇T 0

]
ϕ = f. ✭✷✳✹✶✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ c ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♥st❛♥t t❡❧ q✉❡ ✿ 0 ≤ c < 1✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ f ❛ s♦♥
s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣è❞❡ Df = ]−x0, x0[×]−y0, y0[×]−z0, z0[✱
❡t f ∈ L2

(
R+,Df

)
✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ q✉❛♥❞ c = 0✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s tr❛✐té❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦✉tr❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱

❡st q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t C = p + c
∂

∂x

❡t A = C +

[
✵ ∇
∇T 0

]
✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✭✷✳✹✶✮ ❡st ✿

p ϕ+ A ϕ = F (p), ✭✷✳✹✷✮

❛✈❡❝ p = ε + iω✱ ❡t F ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ f ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ét✉❞✐é ❡♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ✭p = lim

ε→0
(ε+ iω)✮✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥✈❡rs❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✻✶
▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r det(A) = C2(C2 − ∆)✳



✶✵✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à A ❡st




C 0 0 ∂x
0 C 0 ∂y
0 0 C ∂z
∂x ∂y ∂z C


✳ ❉♦♥❝ ✿

∣∣∣∣∣∣∣∣

C 0 0 ∂x
0 C 0 ∂y
0 0 C ∂z
∂x ∂y ∂z C

∣∣∣∣∣∣∣∣
= C(C■3) − ∂x

∣∣∣∣∣∣

0 0 ∂x
C 0 ∂y
0 C ∂z

∣∣∣∣∣∣
+ ∂x

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 0 ∂y
0 C ∂z

∣∣∣∣∣∣
− ∂x

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 C ∂y
0 0 ∂z

∣∣∣∣∣∣

= C4 + ∂x C(−∂x C) + ∂y C(−∂y C) − ∂z C(∂z C)

= C2(C2 − (∂2
x + ∂2

y + ∂2
z )). ⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ C2−(∂2
x+∂2

y+∂2
z )

❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♠❛✐s C ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❆✉ s❡♥s ❞❡ ❍♦r♠❛♥❞❡r✱ ✐❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ à
❧❛ ♠❛✐♥✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✻✷

A−1 =
1

C(C2 − ∆)




C2 − ∂2
y − ∂2

z ∂x ∂y ∂x ∂z −C ∂x
∂x ∂y C2 − ∂2

x − ∂2
z ∂y ∂z −C ∂y

∂x ∂z ∂y ∂z C2 − ∂2
x − ∂2

y −C ∂z
−C ∂x −C ∂y −C ∂z C2


 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥✈❡rs❡r ❢♦r✲
♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ = det(A)Com(A)T F =
1

C2(C2 − ∆)
Com(A)T F,

♦ù Com(A) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs ❞❡ A✳ ❙♦✐t aij, (i, j) ∈ J1, 4K2 ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❆❧♦rs aij = (−1)i+j−1mij ♦ù mij ❡st ❧❡ ♠✐♥❡✉r ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ie ❧✐❣♥❡ ❡t ❧❛ je ❝♦❧♦♥♥❡✳

a11 =

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂y
0 C ∂z
∂y ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C(C2 − ∂2

y − ∂2
z ) a12 = −

∣∣∣∣∣∣

0 0 ∂y
0 C ∂z
∂x ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C∂x∂y

a13 =

∣∣∣∣∣∣

0 0 ∂x
C 0 ∂y
∂y ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C∂x∂z a14 = −

∣∣∣∣∣∣

0 C 0
0 0 C
∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣∣∣
= −C2 ∂x

a21 = −

∣∣∣∣∣∣

0 0 ∂x
0 C ∂z
∂y ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C∂x∂y a22 =

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 C ∂z
∂x ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C(C2 − ∂2

x − ∂2
z )

a23 = −

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 0 ∂z
∂x ∂y C

∣∣∣∣∣∣
= C∂y∂z a24 =

∣∣∣∣∣∣

C 0 0
0 0 C
∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣∣∣
= −C2 ∂y

a31 =

∣∣∣∣∣∣

0 0 ∂x
C 0 ∂y
∂y ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C∂x∂z a32 = −

∣∣∣∣∣∣

C ∂x
0 0 ∂y
∂x ∂z C

∣∣∣∣∣∣
= C∂y∂z



✷✳✾ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ▲✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s ✶✵✶

a33 =

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 C ∂y
∂x ∂y C

∣∣∣∣∣∣
= C(C2 − ∂2

x − ∂2
y) a34 = −

∣∣∣∣∣∣

C 0 0
0 C 0
∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣∣∣
= −C2 ∂z

a41 = −

∣∣∣∣∣∣

0 0 ∂x
C 0 ∂y
0 C ∂z

∣∣∣∣∣∣
= −C3∂x a42 =

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 0 ∂y
0 C ∂z

∣∣∣∣∣∣
= −C3∂y

a43 = −

∣∣∣∣∣∣

C 0 ∂x
0 C ∂y
0 0 ∂z

∣∣∣∣∣∣
= −C2∂z a44 =

∣∣∣∣∣∣

C 0 0
0 C 0
0 0 C

∣∣∣∣∣∣
= C3

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ∀(i, j) ∈ J1, 4K2, aij = aji ❞♦♥❝ Com(A) ❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ t♦✉s ❧❡s aij ♦♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r C ❝♦♠♠✉♥ q✉✐ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ det(A)
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ ⊠

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛tr✐❝✐❡❧✳ ❙♦✐t C = p + c
∂

∂x
❛✈❡❝ p = ε + iω✱ ❡t ∗ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝♦♥✈♦❧❡✉rs S ′✳ ❖♥ ❛ ✿

Pr♦♣r✐été ✷✳✻✸
❙♦✐t |.|c ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ à s❛✈♦✐r ✿

∀x ∈ R3, |x|c =

√
x2

1 − c2
+ y2 + z2.

▲❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿

(C2 − ∆)−1 =
1

4π
√

1 − c2
1

|x|c
❡①♣

( −p√
1 − c2

( −c x√
1 − c2

+ |x|c
))

∗

C−1 =
1

c
❡①♣

(
−p

x

c

)
1(x) ⊗ δ(y) ⊗ δ(z) ∗ .

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

ϕ = C−2 ∗ (C2 − ∆)−1 ∗▼ ∗ F,

♦ù ▼ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❛❝ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C−1Com(A)T ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ C = p + c
∂

∂x
✳ ❙♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿ ❝✬❡st ❧❡

♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦❧r✐❡❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞é❝r♦✐ss♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à s✉♣♣♦rt
♣♦♥❝t✉❡❧✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ C2−∆ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❙♦✐t ξ = F(x)✱ ν = F(y)
❡t ε = F(z) ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♣❛r ❋♦✉r✐❡r✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r s✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r C2 − ∆✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ✿

F
(
C2 − ∆

)
= (p + i c ξ)2 + ξ2 + ν2 + ε2

=
p2

1 − c2
+

(√
1 − c2 ξ + ip

c√
1 − c2

)2

+ ν2 + ε2.



✶✵✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❖♥ s❛✐t q✉❡ F(SoJ) =
1

|det J |F(S)o(J∗)−1 ✭❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐❡✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡

❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ r❡t❛r❞ ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(
p√

1 − c2

)2

−∆ = δ✳

❉✬♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✳ ⊠

❈♦♠♠❡ Re(p) > 0 ❡t q✉❡ c < 1✱ ♦♥ ❛ ✿

lim
|x|→∞

−c x√
1 − c2

+ |x|c = +∞,

❞♦♥❝ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ C2 − ∆ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L1
loc ❡t ❡st à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡✳ ▲❡s ✐♥✈❡rs❡s

s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝♦♥✈♦❧❡✉rs O ′
c✳ ❈♦♠♠❡ S ′

❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s✉r O ′
c✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥✈❡rs❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✷✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ✐♥✈❡rs❡r

❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r Re(p) > 0 ❡t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞
Re(p) → 0 ❡①✐❣❡ ♣❧✉s q✉❛♥❞ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✳

■♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s P▼▲ s✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ♠♦❞✐✜❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮ ❡♥ ✿

p ϕ̃+ Ã ϕ̃ = F̃ . ✭✷✳✹✸✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ϕ̃ s♦✐t à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡
♣♦✉r t♦✉t F̃ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ Re(p) → 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡

s✉♣♣♦rt ❞❡ F̃ s♦✐t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Df ❡t q✉❡ F̃ = F ✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛✉r❛ ϕ̃|Df
= ϕ|Df

✳ ❊♥✜♥✱
♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ϕ̃ s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ p✳ ❆✉tr❡✲
♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P▼▲ ϕ̃ s♦✐t ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ p✳

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ p ♣❛r iω✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ Ĉ = iω+ c
∂

∂x
✳ ❙✐ c 6= 0✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t

♥✬❡st ♣❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♠❛✐s Ĉ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ x ❡t Ĉ2 − ∆ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❙✐
c = 0✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ✿ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦t③✮✳ ▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱
✐❧ ❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✸✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✹✷✮ é❝r✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s C3 à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ✿

x̃i = x̃i(x) = xi +
1

p

∫ xi

0

σi(τ)d τ, ∀i ∈ J1, 3K,

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σi ∈ C∞✱ ❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r R+✱ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r R−✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s
♦✉ ♥✉❧❧❡s✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿

σ1(x) = 0 s✐ x ∈ [−x0, x0] σ2(x) = 0 s✐ y ∈ [−y0, y0] σz(x) = 0 s✐ z ∈ [−z0, z0].

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s σi t❡♥❞❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❛♥❞ |x| t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t
M ❧❛ ✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝ Df ✱



✷✳✾ ❈❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ▲✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s ✶✵✸

❡st à ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ∂xi
❡t ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡♥❣❡♥❞ré

♣❛r ❧❡s d xi✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été✱ ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ ✭✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❡t ❝♦t❛♥❣❡♥t✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

gij =
∑

ω

∂ω̃

∂xi

∂ω̃

∂xj
= δij

(
1 +

1

p
σi (x)

)−1(
1 +

1

p
σj (x)

)−1

.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s gij ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❡t s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t g ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡

❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
√
g =

(
1 +

1

p
σ1 (x)

)−1(
1 +

1

p
σ2 (x)

)−1(
1 +

1

p
σ3 (x)

)−1

.

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❧❛ ♠❛✐♥ ♣♦✉r ❞❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❡t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡s ✭♣r♦❞✉✐ts ❡①tér✐❡✉rs ❡t ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡
t❡♥s❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❢♦r♠❡s✱ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦ ❡t ❝♦♥tr❛
✈❛r✐❛♥t❡s✮✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ❧✐♥é❛r✐sé❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✱
❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s
❞✬❊✉❧❡r ❧✐♥é❛r✐sé❡s ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❬✸✶❪✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡①✲
❤✐❜❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❛❧❣è❜r❡s✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✸✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ r❡❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s②stè♠❡ P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ✭✷✳✹✷✮ ✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐ s✉r M ♣❛r ✿

pΦ̃ + ÃΦ̃ = F̃ , ✭✷✳✹✹✮

♦ù Ã ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ∂xi
♣❛r ∂exi

❞❛♥s A✱ ❡t F̃ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t
✭❞❡ ❢♦r♠❡ F (x̃ (x) , ỹ (y) , z̃ (z)) ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y, z) → F̃ ❡st L2 ❡t à s✉♣♣♦rt
❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s R3✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ à ❞r♦✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉① ♥♦②❛✉① ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs C̃ ❡t C̃2 − ∆
♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ C ❡t C2 − ∆ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ∂xi

♣❛r ∂exi
✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✹

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs C̃ ❡t C̃2 − ∆ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s②♠étr✐q✉❡s à ❞r♦✐t❡
ré❣✉❧✐❡rs✱ ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

GeC ∗̃ϕ̃ =
1

c

∫
1

(
x− x

′
)

exp
(
−p

c

(
x̃− x̃′

))
ϕ
(
x̃′ , ỹ, z̃

)
dx̃′ .

GC̃2−∆
∗̃ϕ̃ =

1

4π
√

1 − c2

∫
1

r̃
exp


− p√

1 − c2



−c
(
x̃− x̃′

)

√
1 − c2

+ r̃




 ϕ̃ dx̃ ∧ dỹ ∧ dz̃,

♦ù r̃ =

√√√√
(
x̃− x̃′

)2

1 − c2
+
(
ỹ − ỹ′

)2

+
(
z̃ − z̃′

)2

✭❧❛ r❛❝✐♥❡ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❛ ❞é✲

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳



✶✵✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿GC̃2−∆
❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ à C3/{0} ✭C2−

∆ ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♣♦✉r c < 1✮✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ GC̃2−∆
∗̃ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧

ré❣✉❧✐❡r ✭❡t ♠ê♠❡ très ré❣✉❧✐❡r ♣✉✐sq✉❡ C∞ s❛✉❢ s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ X
′

= X✮ ❞❡ C̃2 − ∆

❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t à ❢❛✐t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ♣♦✉r p2 −∆ ❞❛♥s ❬✶✵❪✱ ❬✺❪✳ C̃2 − ∆ ❡st
❛✉ ♠♦✐♥s ❤②♣♦❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❙♦✐t ✿

φ = GeC ∗̃ ϕ̃ =
1

c
exp

(
−p

c
x̃
)∫ x

−∞
exp

(p

c
τ̃
)
Sx(τ)ϕ (τ̃ , ỹ, z̃) dτ̃ .

❖♥ ❛ c∂exφ = −pφ+ϕ ❞♦♥❝ C̃oGeC ∗̃ϕ̃ = ϕ̃ ❡t φ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t C∞✳ ⊠

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ▲✐♥é❛r✐sé❡s ❇❛r♦tr♦♣❡s ✐❧ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲❛ ♥♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞✉ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❝♦✉♣❧é à ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
♦❜❧✐❣❡ à r❡✈❡♥✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s
s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥
❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡♥ t❛♥❣❡♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮✳

✷✳✶✵ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ◆✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❧❡s ❝❛s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ré❛❧✐sés✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r
❡①♣❧✐❝✐té ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s
❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝❛s t❡sts s❡r♦♥t ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞éstr✉❝t✉rés✳

✷✳✶✵✳✶ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱
❛✈❛♥t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞♦♥♥é❡✳ ❙♦✐t d = 2
♦✉ 3 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t②♣❡

❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ét✉❞✐és ✐❝✐ ❡st ■d+1∂t +

(
❖d ∇
∇T 0

)
✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❑ = ■d+1 ❡t ∀i ∈ J1, nK, ❆i =




δ1i

❖d,d
✳✳✳
δdi

δ1i · · · δdi 0


✳ ❖♥ ❡st

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳
❆✉ ❜♦r❞✱ s✐ n = (n1, . . . , nd) ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆n = ❆i ni s✬é❝r✐t ✿ ❆n =

(
❖d n

nT 0

)
✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à

❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❈♦♠♠❡ n 6= 0✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r V = t(v1, . . . , vd, u) ∈
Rd+1 ❡st ❞❛♥s ker(❆n) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v · n = 0 ❡t u = 0✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs q✉❡
ker(❆n) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d− 1 ❡t q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✷✳✶✵✳✶ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✶✵✺

ker(❆n) =

[
n

0

]⊥
∩
[
0

1

]⊥
=

(
C

[
n

0

]
+ C

[
0

1

])⊥

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❆n

[
n

0

]
=

[
0

1

]
❡t q✉❡ ❆n

[
0

1

]
=

[
n

0

]
✳ ▲❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r✲

♠é❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❆n ❡st ❛❧♦rs ✿ (K1, . . . , Kd−1, U1, U−1) ♦ù ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs

K1, . . . , Kd−1 ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ker(❆n)✳ U1 = 1√
2

[
n

1

]
❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡

❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 1 ❡t U−1 = 1√
2

[
n

−1

]
❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛

✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ −1✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣ré❝é❞❡♥ts ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ♥✉❧s s✐ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ✐❧s s♦♥t ♥♦r♠és ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳

▲♦rsq✉❡ ❆ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ R ❡✈ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ s✐
(v1, . . . , vn) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❆ ❛ss♦❝✐és ❛✉①

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s (λ1, . . . , λn)✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❆ s✬é❝r✐t ✿ ❆ =
n∑

i=1

λivi⊗ vi✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿ ❆ =
n∑

i=1

λivi ⊗ v̄i✳ ❈❡tt❡ s♦♠♠❡ ♣❡✉t

êtr❡ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

❆± =
∑

λ∈sp(❆)∩R∗
±

λvλ ⊗ vλ |❆| =
∑

λ∈sp(❆)

|λ|vλ ⊗ vλ = ❆+ −❆−.

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❆n = U1 ⊗ U1 − U−1 ⊗ U−1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

❆n+ = U1 ⊗ U1 =
1

2

(
n ⊗ n n

nT 1

)

❆n− = −U−1 ⊗ U−1 =
1

2

(
−n ⊗ n n

nT −1

)

|❆n| = ❆n+ −❆n− =

(
n ⊗ n 0

0 1

)

❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐❢ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
Cd+1 ❡♥ ker(❆n)⊕CU1⊕CU−1 r❡✈✐❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té
❞❡ ❆n ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ CU1 ⊕ CU−1✳ ❙♦✐t (λ, µ) ∈ C2✳ ❈♦♠♠❡

(
❆nU(λ,µ) |U(λ,µ)

)
=

|λ|2 − |µ|2✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r U(λ,µ) = λU1 + µU−1 ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❆n s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |λ| ≥ |µ|✳ ❈♦♠♠❡
(
❆nU(λ,µ)|U(λ,µ)

)
≥ 0✱ λ 6= 0 ❡t ❛✐♥s✐

∣∣∣µ
λ

∣∣∣ ≤ 1✳

❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛❞éq✉❛t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❞❥♦✐♥❞r❡ à
ker(❆n) ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r U(1,β) = U1 + βU−1✱ β ∈ C✱
|β| ≤ 1✳

❙♦✐t N = ker(❆n) ⊕ CU(1,β) ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐❢✳
❙♦✐t U ∈ N ✳ ❆❧♦rs U s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ K+λU(1,β)✱ ❛✈❡❝ K ∈ ker(❆n) ❡t λ ∈ C✳



✶✵✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉♦♥❝ (❆nK |K) = |λ|2(1 − |β|2) ≥ 0 ❡t ❛✐♥s✐ (❆nU |U) ≥ 0✳

❙♦✐t V ∈ [❆n(N )]⊥✳ ❈♦♠♠❡ ❆n(N ) = {0} + C❆nU(1,β) = CU(1,−β)✱ ♦♥ ❛

[❆n(N )]⊥ = [CU(1,−β)]
⊥ = ker(❆n)⊕CU(β,1)✳ ❉♦♥❝ V ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ K +λU(β,1)✱

❛✈❡❝ K ∈ ker(❆n) ❡t λ ∈ C✳ ❉✬♦ù (❆nV |V ) = |λ|2(1 − |β|2) ≥ 0 ❡t ❛✐♥s✐
(❆nV |V ) ≤ 0✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ N = ker(❆n) ⊕ CU(1,β) = [CU(−β,1)]
⊥✱ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ U ∈ N s✬é❝r✐t UT .U(−β,1) = 0✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs UT = (v1, . . . , vd, u) ❡t

U(−β,1) =
1√
2

[
(−β + 1)n
−β − 1

]
✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥

β ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

(β − 1)v.n + (β + 1)u = 0. ✭✷✳✹✺✮

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❧♦rsq✉❡ β = 1 ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❧♦rsq✉❡ β = −1✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✱ ♦♥ ❛ [❆n(N )]⊥ =
[
CU(1,−β)

]⊥
✳ ❆✉q✉❡❧ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

V ∈ [❆n(N )]⊥ s✬é❝r✐t V T .U(1,−β) = 0✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s V T = (w1, . . . , wd, v) ❡t

U(1,−β) =
1√
2

[
(1 − β)n

1 + β

]
✱ s♦✐t ✿

(1 − β)w.n + (1 + β)v = 0. ✭✷✳✹✻✮

P♦✉r r❡❧❡✈❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ▼(x)✱ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ d+ 1✱ ✈ér✐✜❛♥t ker(▼(x)) = N (x)✳

❖r rang(▼) = 1 ❞♦♥❝ ▼ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U ⊗ V ♦ù U ❡t V s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ Cd+1✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

ker(▼) = V ⊥ Im(▼) = CU.

❉✬♦ù ▼ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ W ⊗ U(−β,1)✳ ■❧ ② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❡♥tr❡
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❆n ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❞❥♦✐♥t à ker(❆n)
♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ N ✮ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♥é❣❛t✐✈✐té
❞❡ ❆n ❞♦♥t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡r❛ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡▼✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♥é❣❛t✐✈✐té ❡t β′ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
U(β′,1) ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ▼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ N = ker(❆n) ⊕ CU(1,−β′) ❡t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧ s❡r♦♥t ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❬✸✽❪ ✿

(β′ + 1) v.n + (β′ − 1)u = 0.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ β✱ ♥♦✉s ❧❛ ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✿

▼β =
1

2

(
(β + 1)n ⊗ n (β − 1)n
−(1 + β)nT 1 − β

)



✷✳✶✵✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✵✼

✷✳✶✵✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ s✬❛✛r❛♥✲
❝❤✐r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ tr❛❝❡s ❡t ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ♣❧❛❝❡r
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Ẽ ❞é✜♥✐ ♣❛r

ϕ ∈ Ẽ ⇔ ϕ ∈
(
Hk+1
mcx (Ω × [0, T ])

)m
, ✭✷✳✹✼✮

k ∈ N, ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ϕ s♦♥t Hk+1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❛♥s
Ω × [0, T ] à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡
❞✬♦✉✈❡rts ♥♦té❡ (Ue) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❡s Ue s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❞❡✉①
à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♥♦♥ ❞é❣é♥érés ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳⋃

e

Ue = Ω × [0, T ]✳ ∂Ue ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck+1
mcx✱ ❡t Ue ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝ôté ❞❡ ❧❛

❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ue✳ P♦✉r t♦✉t e✱ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ϕ à Ue s♦♥t ❞❛♥s Hk+1(Ue)✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐t✐♦♥ (Ve) ❡♥ ♦✉✈❡rts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

(Ue)✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P♦s♦♥s Sϕ =
⋃

e

∂Ve \ ∂Q Rϕ =
⋃

e

Ve. Sϕ

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ϕ ❡t Rϕ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❞❛♥s Ω✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ 1 ✭✶✳✶✹✮✱ à s❛✈♦✐r ❞❛♥s Rn × R+✱ ❛✈❡❝ m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✿

❆0(x)
∂ϕ(x, t)

∂t
+
∑

i

❆i(x)
∂ϕ(x, t)

∂xi
+❇(x)ϕ(x, t) = f(x, t).

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✺
❙♦✐t n = (ni) ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♥♦r♠❛❧ s♦rt❛♥t à ∂Ve✳
ϕβ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s Ẽ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ψ ∈ Ẽ✱ ♦♥ ❛ ✿

∫

Rϕ∩Rψ

(
(❆0∂t +❆i∂i +❇)ϕ, ψ

)
+

∫

S̃ϕ∪Sψ

(
❆in−

i

(
ϕ+ − ϕ−) , ψ−)

+

∫

∂(Ω×[0,T ])

(▼βϕ, ψ) =

∫

Ω×[0,T ]

(f, ψ) . ✭✷✳✹✽✮

♦ù ˜Sϕ ∪ Sψ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞♦✐t s✬❡✛❡❝t✉❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉①
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ n ✭❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✮✳ ❙✐ x ∈ (Sϕ∪Sψ)✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
ϕ+
β (x) ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε → 0+ ❞❡ ϕ(x + εn) ❡t ϕ−

β (x) ❝❡❧❧❡ ❞❡ ϕ(x − εn)✱ ❡t ❝❡tt❡

❧✐♠✐t❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s H
1
2 (Sϕ ∪ Sψ)✳

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ✿
∫

S̃ϕ∪Sψ

(
❆in−

i

(
ϕ+ − ϕ−) , ψ−) =

∫

Sϕ∪Sψ

(
❆in−

i

(
ϕ+ − ϕ−) , ψ−)+

(
❆in+

i

(
ϕ+ − ϕ−) , ψ+

)
.



✶✵✽ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✹✮ s✬é❝r✐t ❛✉ s❡♥s ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿

{
❆0(x)∂tϕ+❆i(x)∂iϕ+❇(x)ϕ = f ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r Rϕ

❆ini [ϕ] = 0 s✉r Sϕ.

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ∀ψ ∈ Ẽ,

∫

Rϕ∩Rψ

(
(❆0∂t +❆

i∂i +❇)ϕ, ψ
)

=

∫

Rϕ∩Rψ
(f, ψ)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ker(❆ini) ⊂ ker(❆ini)
+✱ ker(❆ini) ⊂ ker(❆ini)

− ❡t q✉❡(
❆i (−ni)

)+
= −

(
❆ini

)−
✱ ♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡

❆ini[ϕ] = 0 s✉r Sϕ ⇔ ❆in−
i

(
ϕ+ − ϕ−) = 0 ❡♥ ni ❡t ❡♥ − ni, ✭✷✳✹✾✮

❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ Ẽ✱ ♦♥ ❛

∫

S̃ϕ∪Sψ

(
❆in−

i

(
ϕ+ − ϕ−) , ψ−) = 0✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ϕ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✹✮
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ϕ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✹✽✮✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts ψ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥✲
♥✉❧❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ✭✷✳✹✽✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✭✷✳✹✾✮ ♠♦♥tr❡♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ⊠

❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡s♣❛❝❡✴t❡♠♣s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣r♦❞✉✐ts ❝❛rtés✐❡♥s ❡s♣❛❝❡✴t❡♠♣s ❛❜♦✉t✐r❛✐t à ✉♥ s❝❤é♠❛
t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❙✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à k✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✽✱ ✶✺❪ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ ||| · ||| ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡

(ϕ, ψ)(L2(Q))m +

∫

S̃ϕ∪Sψ

(
|❆ini| [ϕ] , [ψ]

)
Cm dσ,

♦ù [ϕ] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❛✉t ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ϕ s✉r Sϕ✱ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|||ϕ− ϕh||| ≤ cste||ϕ||Hk+1
mcx
hk+

1
2 , ✭✷✳✺✵✮

♦ù ϕh ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s❝❤é♠❛ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t h ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ Q✳ P♦✉r ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
st❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r
✈❛❧✐❞❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ P▼▲✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ s✉r ✉♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❛r❢❛✐t✳ P♦✉r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♦♥t t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ é♥❡r❣✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝✐ ❞❡ss✉s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✳ ▲❡ ✢✉① s♣❧✐tt✐♥❣ ré❛❧✐sé ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ t②♣❡ ❱❛♥



✷✳✶✵✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✶✵✾

▲❡❡r✲❘♦❡✱ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❡t ψ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré k
❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

✷✳✶✵✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✐♠✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s P▼▲ ét♦✐❧é❡s
♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❑(p,x)✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✳
❙♦✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

⋃
ωe ❞éstr✉❝t✉ré ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❡r♦♥t s✉♣♣♦sés ♥♦♥ ❞é❣é♥érés✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s P▼▲ ét♦✐❧é❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

◗P(x)

(
p ■(x) +❆(x) +❇(x)

(
p ■3 + ❋(x)

)−1
)
PT (x)◗T .

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t p ♣❛r iω✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

ω = 2πf =
2π

T
❡t f =

c

λ
❞♦♥❝ ω =

2πc

λ
✳ ❖♥ ❥♦✉❡r❛ s✉r ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r r❡ss❡r❡r

♦✉ é❧♦✐❣♥❡r ❧❡s ✐s♦✈❛❧❡✉rs✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✻
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s✉r R2 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Re(❑) = ◗P (❆+❇❋❉)PT (x)◗T Im(❑) = ω◗P (■−❇❉)PT (x)◗T

❛✈❡❝ ❉ =




1

ω2 + α2
0 0

0
1

ω2 + β2
0

0 0
1

ω2



✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲✳ ⊠

P♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛ été ❝❤♦✐✲
s✐❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✼
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ét♦✐❧é❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ▼φ = ❋ ♦ù Re(▼) = Re(❑) ♣❧✉s ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✭❆ini✮✱ Im(▼) = Im(❑)✱
❋ =

(
aireωe

f(xGωe
, yGωe

)
)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐✲

sé❡ ❞✉ ❉✐r❛❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x, y) = exp

(
1 +

1
(
x−xc
R

)2
+
(
y−yc
R

)2 − 1

)
1D(x, y)✳



✶✶✵ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s❡r❛ ♣r✐s❡ à 2π✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✬ét♦✐❧❛❣❡ ❞✉ ▲ ❡t ❧❡ r❛②♦♥ s❡r❛

♣r✐s ❡♥
λ

10
✳ ▲✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✼✮ ❡st ❞û❡ à ❞❡

❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ρ′0 ♠❛❧ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t❛♥t ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡ ♣❛r
❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

❋✐❣✳ ✷✳✼✿ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s P▼▲ ❤②❜r✐❞❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

❚(x)
(
p ■+❆(x) +❇(x) (p ■3 + ❋(x))−1)

❚(x)T .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✽
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s✉r R2 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{
Re(❑) = ❚ (❆+❇❋❉)❚T

Im(❑) = ω❚ (■−❇❉)❚T (x)
❉ =




1

ω2 + σ2
x

0 0

0
1

ω2 + σ2
y

0

0 0
1

ω2




❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭Ex, Ey, Hz✮ ❧❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬② ♦❜s❡r✈❡r très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s♣♦rts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐✈❡
t♦rs✐♦♥ ❞❡s r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉①✳



✷✳✶✵✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✶✶✶

✭❛✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz ✭❜✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Hz

✭❝✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Ex ✭❞✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Ex

✭❡✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Ey ✭❢✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Ey



✶✶✷ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✾
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P▼▲ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s✉r
R2 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Re(❑) = ❚

(
❆+

σ

4σ2 + ω2
❇

)
❚T Im(❑) = ω❚

(
■− 1

4σ2 + ω2
❇

)
❚T (x).

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s P▼▲ ❤②❜r✐❞❡s ❡t ❧❡s
P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞éstr✉❝t✉ré ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ✭❣✮✳ ❊♥ r♦✉❣❡ ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✐❧✐❡✉ ré❡❧ ✲ P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳ ❊♥ ♦r❛♥❣❡ ✿ ❢r♦♥t✐èr❡
tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ♠✐❧✐❡✉ ✲ ♠✐❧✐❡✉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛❥♦✉té❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s P▼▲ ♥♦♥
❝♦♥✈❡①❡s✳ ❈❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ♣❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❤✮ ✿ ✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ③♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❧❡ ▲ ✐♥tér✐❡✉r✳ ❊♥ ✈❡rt ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✲ P▼▲
❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❡t ❡♥ ❥❛✉♥❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✐❧✐❡✉ ✲ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳

✭❣✮ P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭❤✮ P▼▲ ❤②❜r✐❞❡s

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❞✉ ❉✐r❛❝✮
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✬ét♦✐❧❛❣❡ ❞✉ ▲✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❞é❝❡♥tré❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✉ ▲ ♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛
t♦rs✐♦♥ ❞❡s r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉① ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❛♥s
❛❥♦✉t ❞✬❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥✐ r❡t❛r❞ ♥✐ ré✢❡①✐♦♥s ♣❛r❛s✐t❡s ✿ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

✭✐✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Hz ✲P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭❥✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Hz ✲P▼▲ ❤②❜r✐❞❡s



✷✳✶✵✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✶✶✸

✭❦✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz ✭❧✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz

✭♠✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Hz ✲P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭♥✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Hz ✲P▼▲ ❤②❜r✐❞❡s

✭♦✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz ✭♣✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz



✶✶✹ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❙♦✐t
✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t Γ ⊂ Ω ♦ù Ω ⊂ R2 ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ét✉❞✐é ❞❡ ❢♦r♠❡ ▲✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞éstr✉❝t✉ré ❝♦♠♣♦sé ❞❡ N tr✐❛♥❣❧❡s (ωk)k∈J1,NK ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✱
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✽✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✽✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ϕinc ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r
Γ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ϕinc(x) = ϕ0e

ω(−k.x)✳ ❈♦♠♠❡ ϕ0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
✈✐❞❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ϕ0 = (−ky, kx, 1)T ✱ ♦ù k = (kx, ky)

T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r
❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t s✉r ∂Ω ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s✱ ❡t s✉r ∂Γ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✱ s♦✐t ❞♦♥❝ ✿





∀x ∈ ∂Γ, f(x) =

∫

∂ωk
∩∂Γ

−▼1 ϕinc(x) exp (−ω k.x) ,

∀x ∈ ∂Ω, ❆i n
−
i (ϕ+(x)) = 0.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ét❛✐t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭✷✳✹✮✳ ❙✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
❧❛ ✓ ③♦♥❡ ✐♥✉t✐❧❡ ✔ ❛♣♣❛r❛ît très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡s ✭❛✮✮✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❝✐❞❡♥t ❝❤♦✐s✐

♣♦✉r ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st k =

(−1√
2
,
−1√

2

)T
✳

✭❛✮ P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ Hz ✭❜✮ P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞❡ Hz



✷✳✶✵✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶✶✺

✷✳✶✵✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✵
▲❡s ❊q✉❛t✐♦♥s P▼▲ ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ 2❉ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
♣❛r





∂ ϕ(x, t)

∂t
+❆ ϕ(x, t) +❇ ψ(x, t) + (❆1∂x +❆2∂y) ϕ(x, t) = f(x, t)

∂ ψ(x, t)

∂t
+ ❋ ψ(x, t) − ϕ(x, t) = 0.

❛✈❡❝

❆ = diag (σy − σx, σx − σy, σx + σy)

❋ = diag (σx, σy, 0)

❇1 = diag (σx(σx − σy),−σy(σx − σy), σxσy) ,

❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆i ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ét✉❞✐é✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s

❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆1 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 ❡t

❆2 =




0 0 −1
0 0 0
−1 0 0


✳

▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ét❛♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t
st❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❛♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣ré❢èr❡r❛ ✉t✐❧✐s❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st
♣❛s tr♦♣ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s st❛❜❧❡
q✉❡ ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❙♦✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

⋃
ωe ❞éstr✉❝t✉ré ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❡r♦♥t s✉♣♣♦sés

♥♦♥ ❞é❣é♥érés✳





∂ ϕωe
(t)

∂t
+❆ ϕωe

(t) +❇ ψωe
(t) = F (ϕωe

(t))

∂ ψωe
(t)

∂t
+ ❋ ψωe

(t) − ϕωe
(t) = 0.

♦ù F (ϕωe
(t)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ −(❆1∂x+❆2∂y)ϕ(x, t) ✭❝❢✳ s♦✉s

s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❝❛❧❝✉❧é
♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ωe✳ ❙♦✐t (ϕn, ψn) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧✬✐♥st❛♥t n ❡t ∆t ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛✲
t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✶
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

(
ϕn+1
ωe

ψn+1
ωe

)
=

(
■3 − ∆t❆ −∆t❇

∆t ■3 ■3 − ∆t ❋

)(
ϕnωe

ψnωe

)
+

(
∆t F (ϕnωe

)
❖3

)



✶✶✻ ▲❡s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿





ϕn+1
ωe

− ϕnωe

∆t
+❆ ϕnωe

+❇ ψnωe
= F (ϕnωe

)

ψn+1
ωe

− ψnωe

∂t
+ ❋ ψnωe

− ϕnωe
= 0.

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✷
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r ■♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▼▲ ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

(
ϕn+1
ωe

ψn+1
ωe

)
=

(
■3 + ∆t❆ ∆t❇
−∆t ■3 ■3 + ∆t ❋

)−1((
ϕnωe

ψnωe

)
+

(
∆t F (ϕnωe

)
❖3

))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡
s❝❤é♠❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♠❛✐s ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳





ϕn+1
ωe

− ϕnωe

∆t
+❆ ϕn+1

ωe
+❇ ψn+1

ωe
= F (ϕnωe

)

ψn+1
ωe

− ψnωe

∂t
+ ❋ ψn+1

ωe
− ϕn+1

ωe
= 0.

❉✬♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ✿




1

∆t
■3 +❆ ❇

−■3
1

∆t
■3 + ❋



(
ϕn+1
ωe

ψn+1
ωe

)
=




1

∆t
■3 ❖3

❖3
1

∆t
■3



(
ϕnωe

ψnωe

)
+

(
F (ϕnωe

)
❖3

)

⊠

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❙♦✐t ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t Γ ⊂ R2✳ ❙♦✐t [0, T ] ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Ω ⊂ R2 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ét✉❞✐é✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞éstr✉❝t✉ré ❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ N
tr✐❛♥❣❧❡s (ωk)k∈J1,NK✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡
ϕinc ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t Γ✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

∫∫

ωk

(∂tϕ+❆i∂iϕ) +

∫

∂ωk

❆i n
−
i (ϕ+ − ϕ) =

∫∫

ωk

f =

∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1(ϕ+ ϕinc),

ϕinc(x, t) = ϕ0 sin(ω(t− k.x + φ)1t≤tφ).

❈♦♠♠❡ ϕ0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
ϕ0 = (−ky, kx, 1)T ✱ ♦ù k = (kx, ky)

T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r



✷✳✶✵✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶✶✼

✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❞♦♥❝ λ = 1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ω = 2π✳ P♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ φ✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ∀x ∈ Ω✱ ϕinc(x, 0) = 0✳ ❙♦✐t
xi = (xi, yi)

T ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t Γ t♦✉❝❤é✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛ φ = 2πk.xi✱ ❞✬♦ù
❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ϕinc(x, t) = ϕ0 sin

(
2π(t− k.x + φ)1t≤k(x−xi)

)
✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t s✉r ∂Ω ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s✱ ❡t s✉r ∂Γ
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✱ s♦✐t ❞♦♥❝ ✿





∀(x, t) ∈ ∂Γ × [0, T ], f(x, t) =

∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1(ϕ(x, t) + ϕinc(x, t)),

∀(x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ], ❆i n
−
i (ϕ+(x, t)) = 0.

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❛ été ❢❛✐t✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❝✐❞❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡st

k =
(
−1/

√
2,−1/

√
2
)T

✳

❋✐❣✳ ✷✳✾✿ Hz ❛✉ t❡♠♣s t3





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❯♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ st❛❜✐❧✐té✱ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t ♥✬✐♠♣♦s❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❈❋▲✳ ▼❛✐s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡
♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦♥✲
t❡r ❡♥ ♦r❞r❡ ❡st ❧❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ❆♣rès ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ♣♦✉r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❛✈❡❝ ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ❝♦ût
❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡♥ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❣é♥ér❛❧✳ Pr♦✉✈❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ s✬❛✈èr❡ ❝♦ût❡✉①✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉✐ s❛✉r❛ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❈❋▲ ❝♦rr❡❝t❡s✱ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳

✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲

❙♦✐t Ω ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ R ❡t T ∈ R+\{0}✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

∀(x, t) ∈ Ω × [0, T ],
∂u(x, t)

∂t
+ a

∂u(x, t)

∂x
= f(x, t). ✭✸✳✶✮

❙♦✐t h ∈ R+\{0} ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❙♦✐t (ωk)k∈J1,NK ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
Ω ❛ss♦❝✐é❡✳ ❈❤❛q✉❡ ωk ❡st ❛❧♦rs ✉♥ s❡❣♠❡♥t [αk, βk] t❡❧ q✉❡ βk − αk = h✱ ❡t ♦♥ ❛
Ω = ∪

k
ωk✳ ❙♦✐t ϕ ∈ C1(R) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✳ ❙✐ u ∈ C1(H1

mcx(Ω) × [0, T ])✱ ♥♦t♦♥s

uh(x, t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❡t k ∈ J1, NK✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
✭✷✳✹✽✮ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r✱ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✳✷✮
♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✿

∫

Ruh∩Rϕ

(
(❆0∂t +❆

i∂i +❇)uh, ϕ
)
+

∫

˜Suh∪Sϕ

(
❆in−

i

(
u+
h − u−h

)
, ϕ−) =

∫

Ω

(f, ϕ) .

✶✶✾



✶✷✵ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

■❝✐ ❆0 = 1✱ ❆1 = a ❡t ❇ = 0✳

▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❧✬é❧é♠❡♥t k ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ αk✮ ❡st n = −1✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱
♣♦✉r βk✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st n = 1✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❆in−

i = inf(−a, 0) ❡♥ αk ❡t ❆
in−
i = inf(a, 0)

❡♥ βk✳

❉♦♥❝✱ s✐ u ∈ C1(H1
mcx(Ω) × [0, T ])✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥

❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✸✳✶✮ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st ✿

∫

ωk

(
∂

∂t
uh + a

∂

∂x
uh, ϕ

)
+ inf(a, 0)(uh(βk + 0) − uh(βk − 0))ϕ(βk − 0)

+sup(a, 0)(uh(αk + 0) − uh(αk − 0))ϕ(αk + 0) =

∫

ωk

(f, ϕ).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a > 0 q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✭s❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ u+

h = uh(αk + 0) ❡t
u−h = uh(αk − 0) ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t k ∈ J1, NK

∫

ωk

(
∂

∂t
uh + a

∂

∂x
uh, ϕ

)
+ a(u+

h − u−h )ϕ− =

∫

ωk

(f, ϕ). ✭✸✳✷✮

✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦✲
❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ✿

∆t ≤ h

a
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱ ♥♦✲
t♦♥s ∀k ∈ J1, NK, uk(t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ωk✳
✭✸✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① é❣❛❧❡ à 1 ✿

∀k ∈ J1, NK, h
d

dt
uk + a (uk(t) − uk−1(t)) = fk.

❙♦✐t ∆t ∈ R+\{0} ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❙♦✐t ∪
n
[n∆t, (n + 1)∆t] ❧❛

♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ [0, T ] ❛ss♦❝✐é❡✳ ❙♦✐t Nt =
T

∆t
✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡

t②♣❡ ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

∀(k, n) ∈ J1, NK × J1, NtK, h
u

(n+1)
k − u

(n)
k

∆t
+ a (u

(n)
k − u

(n)
k−1) = f

(n)
k .

⊠



✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✶✷✶

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶
❙♦✐t ❧❡ s❡♠✐ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬➱q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s
❞❡ t②♣❡ ✿

du

dt
= ▲(u).

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ s✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ✭♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❡st ♥♦té ▲✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ∆tE str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♥♦r♠❡ t❡❧s q✉❡ ✿

∀∆t < ∆tE, ‖ un + ∆tL(un) ‖≤ (1 + O(∆t)) ‖ un ‖ . ✭✸✳✸✮

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❛♠❡♥é à ❢❛✐r❡
❞é♣❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡r❛ ✐❝✐ ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s q✉❡ ❬✾❪✳

❙♦✐t U(n) = (u
(n)
k )k∈J1,NK ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡✳ ❙♦✐t F(n) ❧❡ s❡❝♦♥❞

♠❡♠❜r❡ ✳ ❙♦✐t ■N ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❡t ❏N ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡s δi+1,j✳ P♦s♦♥s ❆ = (1 − a
∆t

h
) ■N + a

∆t

h
❏N ✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

U(n+1) = ❆U(n) +
∆t

h
F(n).

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ q✉❛♥❞ n t❡♥❞❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖ U(n) ‖ r❡st❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s
RN ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ‖ . ‖γ ♥♦r♠❡ s✉❜♦r❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ γ ❞❡ RN ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

inf
X∈Rn,X 6=0

|❆X|γ
|X|γ

=‖ ❆ ‖γ✳ P♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❡ s✉❜♦r❞♦♥♥é❡ ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❡ s♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ s♦✐t ✿

∀(❆,❇), ‖ ❆❇ ‖≤‖ ❆ ‖ ‖ ❇ ‖ .

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷
❙♦✐t ❆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉❜♦r❞♦♥♥é❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ✿

∀ε > 0, ‖ ❆ ‖≤ ρ(❆) + ε,

♦ù ρ(❆) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✮ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ∆tE t❡❧ q✉❡ ✿

∀∆t < ∆tE, ‖ ❆ ‖≤ (1 + C)∆t,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∀∆t < ∆tE, ρ(❆) ≤ (1 + C)∆t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛ss✉r❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉❜♦r❞♦♥♥é❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ‖ ❆ ‖≤ ρ(❆)✳



✶✷✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

P♦✉r q✉❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ s♦✐t st❛❜❧❡ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝

❣❛r❛♥t✐r q✉❡ (1 − a
∆t

h
) ■N s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ (1 − a

∆t

h
) ≥ 0✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t

❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ⊠

P♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré k✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❤♦✐s✐r
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♦✉ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞✐t❡s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡▼ ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té❑✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
✭✸✳✷✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▼
dU

dt
+❑U = F. ✭✸✳✹✮

P♦s♦♥s ❆ = ■N − ∆t▼−1❑✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✮ ❞❡✈✐❡♥t s♦✉s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ✿

U(n+1) = ❆U(n) + ∆tF(n)

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✈♦✐r ρ(❆) ≤ 1✱ ❡t ❝❡tt❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s♣❡❝tr❛❧ ✭❝❢ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛✲
❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❊✉❧❡r
❊①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ✿

∆t ≤ 2

3

h

a
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ à ❧✬♦r❞r❡ 1✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡s s♦♥t ✿ 




b1(x) = − x

h
+

1

2
,

b2(x) =
x

h
+

1

2
.

❙♦✐t (u
(1)
k (t), u

(2)
k (t)) ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uk(t) ❡♥ −h/2 ❡t h/2 ❡t

ϕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿





uk(t) = u
(1)
k (t) b1(x) + u

(2)
k (t) b2(x)

∂tu.ϕ :=

(
b1(x)

2 b1(x)b2(x)
b1(x)b2(x) b2(x)

2

)(
du

(1)
k (t)

dt
,
du

(2)
k (t)

dt

)T

∂xu.ϕ := (u
(1)
k (t) ∂xb1(x) + u

(2)
k (t) ∂xb2(x)) =

(
−b1(x)/h b1(x)/h
−b2(x)/h −b2(x)/h

)(
u

(1)
k (t)

u
(2)
k (t)

)



✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✶✷✸

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ωk ❞♦♥♥❡

∫ h/2

−h/2

(
b1(x)

2 b1(x)b2(x)
b1(x)b2(x) b2(x)

2

)
dx.

(
du

(1)
k (t)

dt
,
du

(2)
k (t)

dt

)T

+ a

∫ h/2

−h/2

(
−b1(x)/h b1(x)/h
−b2(x)/h −b2(x)/h

)
dx.
(
u

(1)
k (t), u

(2)
k (t)

)T

+ a

(
b1 (−h/2)2 b1 (−h/2) b2 (−h/2)

b1 (−h/2) b2 (−h/2) b2 (−h/2)2

)
.
(
u

(1)
k (t), u

(2)
k (t)

)T

+ a

(
b1 (h/2)2 b1 (h/2) b2 (h/2)

b1 (h/2) b2 (h/2) b2 (h/2)2

)
.
(
u

(1)
k−1(t), u

(2)
k−1(t)

)T
=

∫ h/2

−h/2
fϕ.

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ ❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ a

(
1 0
0 0

)(
u

(1)
k (t)

u
(2)
k (t)

)
❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✈♦✐s✐♥ ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t a

(
0 0
0 −1

)(
u

(1)
k−1(t)

u
(2)
k−1(t)

)
✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛ ❞♦♥❝ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ P♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❡r s♦♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❞♦♥❝ q✉✬à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s à ❧✬é❧é♠❡♥t ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ ❜♦r❞✳ ▲❡s ❜❧♦❝s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t r✐❣✐❞✐té s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿





▼ =

∫ h/2

−h/2

(
b1(x)

2 b1(x)b2(x)
b1(x)b2(x) b2(x)

2

)
dx

❑ = a

∫ h/2

−h/2

(
−b1(x)/h b1(x)/h
−b2(x)/h −b2(x)/h

)
dx

+ a

(
b1 (−h/2)2 b1 (−h/2) b2 (−h/2)

b1 (−h/2) b2 (−h/2) b2 (−h/2)2

)
.

❉✬♦ù





▼ =
h

6

(
2 1
1 2

)

❑ =
a

2

(
1 1
−1 1

) P♦s♦♥s λ =
a∆t

h
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❆ =

(
3λ− 1 λ
−3λ λ− 1

)
✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ρ(❆) ≤ 1 ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs 6λ2 − 4λ+ 1 ≤ 1 s♦✐t ❞♦♥❝ λ(6λ− 4)) ≤ 0✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t λ ≤ 2/3✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛✲
❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡
❡♥ t❡♠♣s ❡st ✿

∆t ≤ 2

3

h

a
.



✶✷✹ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t b1(x) = 1 ❡t b2(x) = x✳ ❖♥ ♥♦t❡ (ak(t), bk(t)) ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ωk✳ ❆❧♦rs uk(t) = ak(t)
x

h
+ bk(t)✳ ▲❡s

♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t r✐❣✐❞✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿




▼ =

∫ h/2

−h/2

(
1 0
0 x2

)
dx =

h

12

(
12 0
0 1

)

❑ = a

∫ h/2

−h/2

(
0 1
0 x

)
dx+ a

(
1 −h/2

−h/2 h2/4

)
=
a

4

(
4 −2
−2 1

)
.

P♦s♦♥s λ =
a∆t

h
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❆ =

(
1 − λ −λ/2
6λ 1 − 3λ

)
✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❡st ❞♦♥❝ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ 6λ2−4λ+1 ≤ 1✳ ❉✬♦ù λ ≤ 2/3✳ ⊠

◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ♣❡r♠❡t
❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦❝é✲
❞❡r à ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ▼❛✐s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼−1❑

r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❜❛s❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❡t ❛♠è♥❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✮✳
■❧ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✭♦✉ ❧❡s
♣❧✉s s②♠♣❛t❤✐q✉❡s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❜❛s❡s✮
❙♦✐t p ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s
❞❡ ❞❡❣ré p✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ▼−1❑ s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐❡♥t (bi) ❡t (b′j) ❞❡✉① ❜❛s❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré p ✜①é✳
❈❡s ❜❛s❡s ✭❞✉ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮ s♦♥t r❡❧✐é❡s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡

à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts αij✱ ❞♦♥❝ b
′
r =

∑
αrjbj✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ♠❛ss❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∫
bi bj,

∫
b′i b

′
j✱ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∫
bi
∂bj
∂x

,

∫
b′i
∂b′j
∂x

✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞s✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∫
bi,

∫
b
′

i✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αij ✈♦♥t s♦rt✐r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s ❝❡s t❡r♠❡s✱
❡t ❢♦r♠❡r♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s P ❡t P∗ q✉✐ r❡❧✐❡r♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❜❛s❡s✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆ ✜♥❛❧❡s s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❞♦♥❝ ❧❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ à ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ p ✜①é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✳ ⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❜❛s❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥✈✐❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉①✱ ❡t ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❛✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥❣❡♥❞rés✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳



✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✶✷✺

❙♦✐t p ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s✬é❝r✐t
❛❧♦rs ✿ (1, x, x2, · · · , xp)✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r♦①✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

u(x, t) =

p∑

i=0

αp−i(t)x
i.

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❛ss♦❝✐é❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ à
❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
αi = hiβi ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ s♦✐♥ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ h✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ✿





mij = 0 s✐ i+ j ✐♠♣❛✐r✱

mij =
1

2k+i−j(p+ 1 + i− j)
s✐♥♦♥ .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✭✐♥❞✐❝❡ 1✮ ✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ✐ss✉❡ ❞❡

∫
∂u

∂x
ϕ ✭✐♥❞✐❝❡ 2✮✳





k
(1)
ij =

(−1

2

)p+i−j

k
(2)
ij = 0 s✐ i+ j ♣❛✐r✱

k
(2)
ij =

p+ 1 − i

2p−1+i−j(p+ i− j)
s✐♥♦♥ .

❖♥ ❞✐s❝rét✐s❡ ❞és♦r♠❛✐s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r t❡♠♣♦r❡❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r
♣❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♣❛s✱ st❛❜❧❡s ❡t
❝♦♥s✐st❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❬✶✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♦❜t❡♥✉❡s
♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s à ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐✲
❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ✭❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❢♦rt❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ é♥♦♥❝é ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻
❙✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r
❊①♣❧✐❝✐t❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ r ≥ 2 ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♦♣t✐♠❛❧
❞✬♦r❞r❡ r q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❢♦rt❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦r♠❡ ❡t ♣♦✉r
❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❬✶✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠✉❧t✐✲♣❛s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐ ❞✬♦r❞r❡ m
s♦✐t ✉♥✐q✉❡✱ ♣ré❝✐s ❞✬♦r❞r❡ m✱ ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡ à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣♦ss✐❜❧❡✳



✶✷✻ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

P♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
d u

dt
= ▲(u)✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛

❞✬♦r❞r❡ m ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀1 ≤ i ≤ m− 1,





u(i) = u(i−1) + ∆t▲u(i−1)

u(m) =
m−2∑

k=0

αm,ku
(k) + αm,m−1(u

(m−1) + ∆t▲u(m−1)),

❛✈❡❝ ♣♦✉r k = 1, · · · ,m− 1 ❧❡s αm,k ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳

❚❛❜✳ ✸✳✶✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s❝❤é♠❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❧♦♥ s♦♥ ♦r❞r❡✳

❖r❞r❡ ♠ αm,0 αm,1 αm,2 αm,3 αm,4 αm,5 αm,6 αm,7

✶ ✶

✷
1

2

1

2

✸
1

3

1

2

1

6

✹
3

8

1

3

1

4

1

24

✺
11

30

3

8

1

6

1

12

1

120

✻
53

144

11

30

3

16

1

189

1

48

1

720

✼
103

280

53

144

11

60

3

48

1

72

1

240

1

5040

✽
2119

5760

103

280

53

288

11

180

1

64

1

360

1

1440

1

40320

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ k s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ∆t▼−1❑✱ ❡t q✉❡✱ ❞❡ ❢❛✐t✱ ❧✬♦r❞r❡ q ❛✈❡❝ q ≤ k s✬♦❜t✐❡♥t
♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡ à ❧✬♦r❞r❡ q ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ k✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳



✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✶✷✼

❚❛❜✳ ✸✳✷✿ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t tr♦♥q✉é ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❘❑✳

✶ ■−❆

✷ ■−❆+
❆2

2

✸ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6

✹ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24

✺ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24
− ❆5

120

✻ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24
− ❆5

120
+
❆6

720

✼ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24
− ❆5

120
+
❆6

720
− ❆7

5040

✽ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24
− ❆5

120
+
❆6

720
− ❆7

5040
+

❆8

40320

✾ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24
− ❆5

120
+
❆6

720
− ❆7

5040
+

❆8

40320
− ❆9

362880

✶✵ ■−❆+
❆2

2
− ❆3

6
+
❆4

24
− ❆5

120
+
❆6

720
− ❆7

5040
+

❆8

40320
− ❆9

362880
+

❆10

3628800

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ✭❚❤é♦rè♠❡ s♣❡❝tr❛❧✮
❙♦✐t f : Mn(C) → Mn(C) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t A ∈ Mn(C)✳ ◆♦t♦♥s σ(A) ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳ ❆❧♦rs ✿

f(σ(A)) = σ(f(A)).

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t tr♦♥q✉é ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✱
✐❧ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❛ss✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
▼−1❑✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❙♦✐t
λ ∈ sp(∆t▼−1❑) t❡❧❧❡ q✉❡ ρ(∆t▼−1❑) = |λ|✱ ♦ù ρ(∆t▼−1❑) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛②♦♥
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (∆t▼−1❑)✳ ❙✐ λ ∈ R✱ ❛❧♦rs ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ g(λ)✱ ♦ù g ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
tr♦♥q✉é ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝✬❡st s♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳



✶✷✽ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❙♦✐t ❆ = ∆t▼−1❑ ❡t ■ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞és♦r♠❛✐s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❙♦✐t
ρ(❆) ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ❡t λ ∈ sp(❆) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ✿

|g(λ)| ≤ 1.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛❝❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s |g(λ)| ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ r ✈❛r✐❛♥t
❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 13✱ ❡t ❝❡✱ ♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ 1 à
7✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ y = 1✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❈❋▲ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✮✳ ❈❡s
❝♦✉r❜❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❡ ✭✸✳✶✮ à ✭✸✳✼✮ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✭✸✳✸✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ✈r❛✐♠❡♥t très ♦♣t✐♠✐st❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥
♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❉▲ ❧❛ ♥♦r♠❡ L 2 ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❝❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡ ♣✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ 1 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✶



✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✶✷✾

❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✷

❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✸



✶✸✵ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✹

❋✐❣✳ ✸✳✺✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✺



✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✶✸✶

❋✐❣✳ ✸✳✻✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✻

❋✐❣✳ ✸✳✼✿ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✼



✶✸✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❚❛❜✳ ✸✳✸✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❘❑ ✭✶✲✶✸✮ ❡t ❞✉ ●❉✭✶✲✼✮✳

RK\GD 1 2 3 4 5 6 7

1 0.667 0.325 0.289 0.193 0.19 0.154 0.091

2 0.893 0.532 0.546 0.363 0.404 0.227 0.198

3 0.967 0.596 0.662 0.442 0.529 0.244 0.266

4 1.147 0.656 0.696 0.463 0.554 0.282 0.282

5 1.307 0.784 0.816 0.544 0.62 0.331 0.309

6 1.44 0.876 0.948 0.63 0.736 0.363 0.367

7 1.613 0.954 1.028 0.684 0.82 0.402 0.414

8 1.76 1.061 1.117 0.742 0.874 0.444 0.441

9 1.907 1.153 1.235 0.821 0.954 0.479 0.477

10 2.067 1.241 1.336 0.888 1.05 0.512 0.527

11 2.219 1.335 1.425 0.946 1.125 0.559 0.567

12 2.376 1.43 1.529 1.015 1.192 0.596 0.598

13 2.532 1.25 1.634 1.087 1.278 0.635 0.64

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽
❙♦✐t k ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ r ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ s♦✐t ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ C ∈ R+\{0} t❡❧❧❡ q✉❡ CFL ≥ C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t a ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❙♦✐t x ∈ R+✳ ❙♦✐t gn−1 ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
tr♦♥q✉é à ❧✬♦r❞r❡ n− 1✳ ❆❧♦rs ✿

eax = gn−1(ax) +R(x),

❛✈❡❝ R(x) ≤ |a|n xn
n!

❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ▼❛❝ ▲❛✉r✐♥✳ P♦s♦♥s x = Kn✱ ❛✈❡❝

K ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆❧♦rs ✿

|gn−1(ax)| ≤ |eax| + |R(x)| ⇒ |gn−1(aKn)| ≤ |eaKn| + |a|n Knnn

n!
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t✐r❧✐♥❣✱ n! ≃
√

2π n
(n
e

)n
(1 +

1

12n
)✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥

❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✱ ♦♥ ❛ ✿



✸✳✶✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❝♦✉♣❧é
à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ✶✸✸

|gn−1(aKn)| ≤ |eaKn| + |a|n Knen√
2π n

.

❖r |eaKn| →
n→∞

0 ❡t
|a|n Knen√

2π n
→
n→∞

0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |a|n Knen ≤ 1✱ ❞♦♥❝

K ≤ 1

|a| e ⇒ CFL ≥ n+ 1

|a| e .

⊠

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ st❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♦✉ ❧❡ s②stè♠❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ hα✳ ▲✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦r♠❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❡r❞r❡ s✉r ❧✬❡①✲
♣♦s❛♥t α ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞
❞❡ h✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
❈❋▲ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛②♦♥
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡
✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L 2 q✉❛♥❞ h t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s à
❡①♣r✐♠❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ hα

✸✳✶✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛ ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥✲
t✐♥✉

❙♦✐t r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡t k ❝❡❧✉✐ ❞✉ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡✲
r♦♥s s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❖♥❞❡s é❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❆0
∂ ϕ(x, t)

∂t
+

2 ♦✉ 3∑

i=1

❆i
∂ ϕ(x, t)

∂xi
= f(x, t). ✭✸✳✺✮

❊t✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ s✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❣é♥ér❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞❡ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣ré❝é❞❡♥t✭✸✳✸✮ r❛♠❡♥é❡ ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐st❡ ✭❝❢✳ ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥✲
t✐♥✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s str✉❝t✉rés ♠❛✐s tr♦♣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡
♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞éstr✉❝t✉rés✱ ♦ù ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ éq✉✐✈❛✉t à
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡s
s♦♥t st♦❝❦é❡s✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s❡r♦♥t ♠❡♥és s♦✉s ❞❡✉① ❝❛s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♦ù ✐❧
❢❛✉t ✐♥✈❡rs❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ♦ù ❡❧❧❡ s❡r♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥❞❡♥sé❡s
✭❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✈♦r✐s❡r❛ ❧❡s ❣r❛♥❞s ♦r❞r❡s✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆0 s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡
s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s♣❛t✐❛✉① ✭❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡



✶✸✹ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱
q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡s ❝♦♥❞❡♥sé❡s✮✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬♦r❞r❡ r ♣❛r é❧é♠❡♥t✳ ■❧
éq✉✐✈❛✉t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té à r rés♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❊①✲
♣❧✐❝✐t❡ ♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❙♦✐t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t ❡t p ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ❙♦✐t ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ❝♦♥❞❡♥sé❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r
❡st p ❢♦✐s ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡✲✈❡❝t❡✉r ✿ C1 = p × (2r − 1) n2✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠❛ss❡✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té✱ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ n3✳ ❉✬♦ù ✉♥ ❝♦ût ❡♥
C2 = p× (n3 + 2(r− 1) n2)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❡♥❡r ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s✳

❘❛♣♣❡❧❧♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t à
❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♥♦té❡ j✳

n =
(k + 1)(k + 2)...(k + j)

j!
. ✭✸✳✻✮

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t✴❝❛rré✴❝✉❜❡
❞❡ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❙♦✐t N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ sin(2πx)× sin(2πy)× sin(2πz)✳ ❖♥ ❢❛✐t ❡♥ ❝❡❧❛ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ q✉❛♥t ❛✉① ✓ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡s ✔ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡✈✐❡♥t
très ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ♦✉ ♠ê♠❡ ❣✉✐❞é✳

❬✶❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❡st✐♠❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ r❡st❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✈❡❝ r❡st❡ ✐♥té❣r❛❧✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿

εproj = α× 2πk+1

(k + 1)!
× 1

N
k+

1

2

, ✭✸✳✼✮

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ α ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♥✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ♥✐ ❞✉ t❡♠♣s✳
❈❡tt❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡✈é❡ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t à ❡rr❡✉r ❞♦♥♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❞és✐r❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❝❡❧❧❡s
❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ♣ré❝✐s✐♦♥ é❣❛❧❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳
❙♦✐t δ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❊♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t k = 0 ❞✬♦ù ✿

εproj V F = α× 2π
√
δ. ✭✸✳✽✮



✸✳✶✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❝♦✉♣❧é
à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ✶✸✺

❖♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s à 1 ❡t ♦♥ ét✉❞✐❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉❛♥s
❬✷✾❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t ❧❡s ♦r❞r❡s 2 ❡t 3✱
❛✉ss✐ ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❝❡s ♦r❞r❡s✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s q✉✬✐❧ ♥❡
❢❛✐❧❧❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 4✱ ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡♥ t❡♠♣s✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t ❡t ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t
à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡t ●❛❧❡r❦✐♥
❉✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ❞♦♥❝ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✼✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❧✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿

N =

(
2πk

(k + 1)!
√
δ

) 1

k + 1
2 ✭✸✳✾✮

❊♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦té ❞❡ ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧❡♠❡♥t ❡st
❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ δ✳ ❙♦✐t Gi ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳

Gi = N3 × δ3 =



(

2πk

(k + 1)!

) 1

k + 1
2 × δ−2k




3

. ✭✸✳✶✵✮

❚❛❜✳ ✸✳✹✿ ●❛✐♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t ❡t ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
k ❞✉ ●❉ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

δ k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7

1

10
9.87e−2 3.82e−2 1.99e−2 1.19e−2 7.8e−3 5.4e−3 3.9e−3

1

50
3.95e−3 8.0e−4 3.16e−4 1.62e−4 9.6e−5 6.2e−5 4.3e−5

1

100
9.87e−4 1.5e−4 5.33e−5 2.56e−5 1.46e−5 9.2e−6 6.2e−6

1

500
3.95e−5 3.19e−6 8.5e−7 3.51e−7 1.81e−7 1.07e−7 6.8e−8

1

1000
9.87e−6 6.05e−7 1.43e−7 5.53e−8 2.73e−8 1.56e−8 9.8e−9

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ s♦✐t ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❡st ❝♦♥❞❡♥sé❡✱ s♦✐t ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙♦✐t GC1 ❧❡ ❣❛✐♥



✶✸✻ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡t GC2 ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ❈♦♠♠❡
❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❈❋▲ ❡t ❞✉ ❝♦ût ❞✉ s❝❤é♠❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭❞♦♥♥é ♣❛r C1 ❡t C2✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

{
GC1 = Gi (2r − 1) n2 CFL(k, r)

GC2 = Gi (n
3 + 2(r − 1) n2) CFL(k, r).

✭✸✳✶✶✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧✬♦r❞r❡ k ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡♥tr❡ 1
❡t 7✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ δ s❡r❛ ♣r✐s❡ ✈❛r✐❛♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ 0.1 à 0.001✳ ▲❡s ❣❛✐♥s ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡r♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✭✸✳✹✮ à ✭✸✳✻✮✳ ❆♣rès ét✉❞❡ ❞❡
❝❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
♠ê♠❡ à ❢❛✐❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ❝❛s ❢❛✈♦r✐s❡ très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ 1✳ ▲✬♦r❞r❡ 3
♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ✐♥tér❡ss❛♥t à ❤❛✉t❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♦r❞r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡
●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡
♠❛✐s s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡
❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t✱ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡✉r
❡♠♣❧♦✐✱ ❣❛❣♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ■❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥✜♥és✱ ❞❡ ♠♦♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉
✭♥✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✮✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝
❞❡s ♦r❞r❡s 2 ♦✉ 3✳ ❖♥ ♣rêt❡r❛ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲
❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠♦♥t❡r ❡♥ ♦r❞r❡ ♠♦✐♥s
♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ s❡♠❜❧❡ ❞❡✈♦✐r êtr❡ ét✉❞✐é❡✳

❚❛❜✳ ✸✳✺✿ ●❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té Gc1 ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ k ❞✉ ●❉ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

δ k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7

1

10
4.23 6.09 13.01 15.88 29.57 25.94 33.48

1

50
0.169 0.128 0.207 0.217 0.367 0.301 0.37

1

100
4.23e−2 2.42e−2 3.49e−2 3.42e−2 5.54e−2 4.41e−2 5.31e−2

1

500
1.69e−3 5.1e−4 5.5e−4 4.7e−4 6.9e−4 5.1e−4 5.9e−4

1

1000
4.23e−4 9.7e−5 9.4e−5 7.4e−5 1.04e−4 7.5e−5 8.4e−5



✸✳✶✳✸ ❆✉tr❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ✶✸✼

❚❛❜✳ ✸✳✻✿ ●❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té Gc2 ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ k ❞✉ ●❉ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

δ k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7

1

10
8.46 24.37 95 196 572 744 1362

1

50
3.38e−1 5.12e−1 1.52 2.68 7.1 8.6 15.03

1

100
8.5e−2 9.7e−2 2.56e−1 4.22e−1 1.07 1.27 2.16

1

500
4.0e−3 2.0e−2 4.0e−3 6e−3 1.3e−2 1.5e−2 2.4e−2

1

1000
8.46e−4 3.86e−4 96.87e−4 9.1e−4 2.0e−3 2.15e−3 3.42e−3

✸✳✶✳✸ ❆✉tr❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉

❙♦✐t ❧❡ ❝❛s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ hk+
1
2 ❡♥

C1
([0,T ],L2) ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡r✱ ♦ù h r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❙♦✐t

uh ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé✳ ❆❧♦rs ✿

‖ u− uh ‖L2≤ C × hk+
1
2 ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ Hk+1✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ‖ u ‖Hk+1 ✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ uh,r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐s❝rét✐sé ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ r✱ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉✳ ❙✐ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡✱ ♦♥
❛ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ‖ uh,r − uh ‖h ✈❡rs 0✳ ❉❛♥s ❬✶✹❪✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ t❡♠♣s✮
❡st ❛✉ss✐ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❢♦rt❡ L2 ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r✳ ■❧ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r❞❡ ♣❛s ❡♥ q✉❛❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✱ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡♥ h✳ ▲❡s
s❡✉❧s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❬✼❪ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s s♦✉s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡
❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ t❡♠♣♦r❡❧ ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡✳

▲❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❡s ‖ . ‖h ❡t ‖ . ‖L2 ♥❡ r❡st❛♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s✱ ♣❛r ❝❡ ♠♦②❡♥✱ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ uh,r ✈❡rs
u✳ ❉❛♥s ❬✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r ✲ ●❛❧❡r❦✐♥
❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
♥♦r♠❡ ‖ . ‖L2 ✭❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥
❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ▲✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ P❡♥❞❛♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❧❛



✶✸✽ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞❡
1

9
❛ été ❛✈❛♥❝é❡ ♠❛✐s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s

♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❡♥✈✐r♦♥ 500000 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✐❧ ② ❛✈❛✐t ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ✭✐❧ ❢❛✉t
❝♦♠♣t❡r ❡♥✈✐r♦♥ 100 ✐♥❝♦♥♥✉❡s s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞❡ 0.5✮

✸✳✷ ▲❡s ✓ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ✔

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∀(x, t) ∈ Rn×R+, ❆0
∂

∂t
u(x, t)+

n∑

i=1

❆i
∂

∂xi
u(x, t)+❇u(x, t) = f(x, t), ✭✸✳✶✷✮

❛✈❡❝ u(0,x) = u0(x) ❡t ♦ù ❆i ∈ Ck+2+ε ❡t ❇, f, u0 ∈ Ck+1+ε s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
s②♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té Hk+1

mcx ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥s✲
t❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬✸✷❪✳ P♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❊q✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré é❧❡✈é✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✉❧❛r✐tés✳ P♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥✲
t✐♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉① s♣❧✐tt✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ♦♥ ❛ ‖|u − uh‖| ≤ c (‖u‖Hk+1)hk+

1
2 ✳ ❈♦♠♠❡ ✈✉

❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❊✉❧❡r✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s r❡♣♦s❡ s✉r
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡✱ s✐ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✷✮✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧✬❡st
❛✉ss✐✳ ❈♦♠♠❡ u ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐
❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡✱

∀j ∈ J1, nK, ∀(x, t) ∈ Rn × R+, ❆0
∂

∂t

(
∂

∂xj
u(x, t)

)
+❆i

∂

∂xi

(
∂

∂xj
u(x, t)

)

+

(
∂

∂xj
❆i

)
∂

∂xi
u(x, t) +❇

∂

∂xj
u(x, t) +

∂

∂xj
❇u(x, t) =

∂

∂xj
f(x, t).

P♦s♦♥s uα = Dαu ❛✈❡❝ α = (α1, · · · , αn) ❡t |α| ≤ k✱ ♦ù k r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♦✉❤❛✐té✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦té❡s ✭❊α✮✱ ❛✈❡❝ β = (β1, · · · , βn)✱

∀(x, t) ∈ Rn×R+, ❆0
∂

∂t
uα(x, t)+

n∑

i=1

❆i
∂

∂xi
uα(x, t)+

∑

|β|≤k
❈βuβ(x, t) = Dαf(x, t),

✭✸✳✶✸✮
♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❈β s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s Ck+1+ε ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡
❆i ❡t ❇✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s
✭♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳ ❈❡❝✐ ❣❛r❛♥✲
t✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r✲
❝❡❛✉① s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❇ ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❆0 ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①



✸✳✷ ▲❡s ✓ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ✔ ✶✸✾

✭❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t α✮✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡✲
r♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❡st Hk+1

mcx✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s♦♥t ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ❡♥
t❡♠♣s✳ ◆♦t♦♥s Σuα

❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ uα✳ ❈❡s s✉r❢❛❝❡s s♦♥t ❡♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ u✳

❖✉tr❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣r♦♠❡t✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♥❢♦rt❡r ❝❡t ❛s♣❡❝t ♣r♦♠❡tt❡✉r✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡
ré❣✉❧❛r✐té ❝♦rr❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s (❆i,❇) ❞❛♥s Cα × Cα−1✱ ❛✈❡❝ α > k + 2 ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉
s❝❤é♠❛ ❞❛♥s Hs k+1

tan ✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s❛♥s
r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ t②♣❡
Dαu s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s
❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ∀α, |α| < k✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐
❣ê♥❡r ♠❛✐s ♦♥ ❛✉r❛ ✐♥ ✜♥❡ ❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞♦♥❝ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st
❛ss✉ré❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾
❙♦✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r Ω = ∪

e
ωe t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α t❡❧ q✉❡ |α| ≤ k ♦♥ ❛✐t

Σuα
⊂ ∪

e
δωe✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ uα s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❞❡ ✭❊α✮

✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t α t❡❧ q✉❡ |α| ≤ k ❡t ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ωe✱

∫

ωe

❆0 ∂t uα +

∫

ωe


❆i∂i uα +

∑

|β|≤k
❈βuβ


+

∫

∂ωe

❆in−
i (u+

α − u−α ) =

∫

ωe

Dαf

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t s✉r uα ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❆in
−
i [uα] = 0✳

❙♦✐t uh =
∑

e

ueh ❡t ueh =
∑

|α|≤k
U e
α(x− xeg)

α✳ P♦✉r t♦✉t ωe ❡t α t❡❧ q✉❡ |α| ≤ k✱

∫

ωe

❆0 ∂tDαu
e
h +

∫

ωe


❆i∂iDαu

e
h +
∑

|β|≤k
❈α
βDβu

e
h


+

∫

∂ωe

❆in−
i [Dαu

e
h] =

∫

ωe

Dαf.

❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ U = {ueh} q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

▼
dU

dt
+❑U = F,

❛✈❡❝ Ne×Ni×
(n+ 1) . . . (n+ k)

k!
✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦ù Ne r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❧é♠❡♥ts ❡t Ni ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❊q✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡ s②stè♠❡ ét❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡
❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❛ss✉ré❡s ❡t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❡st très s✐♠♣❧❡ ✭♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼−1❑ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ωe✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ✉♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✶✷✮✳
❙✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦♥ ❞ér✐✈❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥



✶✹✵ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❡st Hs k+1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♦♥ ❞ér✐✈❡r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭❝❡ s❡r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆0 ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Ω = ∪ωe
❞éstr✉❝t✉ré ❝♦♠♣♦sé ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❞é❣é♥érés✳ ❙♦✐t u s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té Hk+1

mcx

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦♥t ♣♦rté❡s ♣❛r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱
à s❛✈♦✐r ♣♦✉r t♦✉t n ✉♣❧❡t α t❡❧ q✉❡ |α| ≤ k ❡t ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱
♦♥ ❛ Σuα

⊂ ∪
e
δωe✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ∂if

i = 0✱ f i ∈ Hk+1
mcx ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉

s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ∂if
i = 0 ♣✳♣✳✱ ♦ù f i ❞é✜♥✐ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Hk+1

mcx ♣❧✉s
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥✉❧❧✐té ❞✉ s❛✉t ❞❡ f i s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ f ✱ ♦♥ ❛
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

∫

ωe

❆0 ∂t uα +

∫

ωe


❆i∂i uα +

∑

|β|≤k
❈βuβ


+

∫

∂ωe

❆in−
i (u+

α − u−α ) =

∫

ωe

Dαf

❡t





❆0 ∂t uα +


❆i∂i uα +

∑

|β|≤k
❈βuβ


+❆in−

i (u+
α − u−α ) = Dαf p.p.

s❛✉ts ♥✉❧s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ à s❛✈♦✐r ❆in
−
i [uα] = 0

❈❡❧❛ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t s✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣
✐♥❝✐❞❡♥t ❡st ❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐✛r❛❝té✱ t♦✉s ❧❡s ❆in

−
i u s♦♥t ❞❡s

❝❤❛♠♣s ❞✐✛r❛❝tés ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❆in
−
i [uα] = 0 ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❆❜s♦r❜✐♥❣ ❇♦✉♥❞❛r②

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r u ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s uα✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❞✐❝❡♥ts✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s s❡r♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣
✐♥❝✐❞❡♥t s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✳

❉♦♥❝ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❙✐♥♦♥✱
❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s♦♥t ♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ωe✱
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ s❛✉t ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❆in

−
i ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡

❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❆i(−ni)
− = ❆in

+
i ✳ ▼❛✐s ker(❆ini) = ker(❆in

−
i )∩ker(❆in

+
i ) ❞♦♥❝ ❧❡s

s❛✉ts ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❆ini ✭❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❆in
−
i ✮✳ ⊠

P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❡t ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞✬❊q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡
❋r✐❡❞r✐❝❤s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✸✳✷✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❘❡♣❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳ ❙♦✐t Ω ⊂ R ❡t T ∈ R∗
+✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✶✮ ❛✈❡❝ a = 1 ❡t f ≡ 0



✸✳✷✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✹✶

♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿
∂u(x, t)

∂t
+
∂u(x, t)

∂x
= 0✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Ω =

Nh∑

k=1

ωk✱ ❛✈❡❝

ωk = [αk, βk] s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r h ∈ R+\{0}✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✵
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡





h
duk(t)

dt
+ (uk(t) − uk−1(t)) − h

2
(uxk(t) − uxk−1(t)) = 0,

uk(t) = uh(x, t), x ∈ ωk

uxk(t) = (ux)h (x, t), x ∈ ωk.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t k ∈ J1, NK✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ k ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uh(x, t) à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡ s✉r ❝❡t é❧é♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uk(t) = u
(0)
k (t) + u

(1)
k (t)x✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts s♦♥t ♣r✐s❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭é❣❛❧❡s à 1✮ ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉①✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✷✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st

∫ h/2

−h/2

(
d(u

(0)
k (t) + u

(1)
k (t)x)

dt
+ u

(1)
k (t)

)
dx +

(
u

(0)
k (t) − h

2
u

(1)
k (t) − (u

(0)
k−1(t) +

h

2
u

(1)
k−1(t))

)

= h
du

(0)
k (t)

dt
+
(
u

(0)
k (t) − u

(0)
k−1(t)

)
− h

2

(
u

(1)
k (t) − u

(1)
k−1(t)

)
= 0.

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❉♦♥❝ ✐❝✐ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r

ux(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
à s❛✈♦✐r

∂ux(x, t)

∂t
+
∂ux(x, t)

∂x
= 0✳ ❙✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ωk✱ ux ❡st ❛❧♦rs

❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r uxk(t) = u
(1)
k (t)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬é❧é♠❡♥t ωk ❡st ❞♦♥❝

∫ h/2

−h/2

du
(1)
k (t)

dt
dx+

(
u

(1)
k (t) − u

(1)
k−1(t)

)
= h

du
(1)
k (t)

dt
dx+

(
u

(1)
k (t) − u

(1)
k−1(t)

)
= 0.

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r x ❡t ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❜✲

t❡♥✉❡ s✉r
du

(0)
k (t)

dt
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦♣♦sé✳ ⊠

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s à ❧✬♦r❞r❡ 2 s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t ωk✱

h
duk(t)

dt
+ (uk(t) − uk−1(t)) −

h

2
(uxk(t) − uxk−1(t)) −

h2

12
(uxxk(t) − uxxk−1(t)) = 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t k ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

u
(0)
k (t)+u

(1)
k (t)x+u

(2)
k (t)

x2

2
✳ ■❧ ② ❛✉r❛ ❞♦♥❝ 3 éq✉❛t✐♦♥s✱ ♣♦rt❛♥t s✉r uk✱ uxk ❡t uxxk✳



✶✹✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❉✬♦ù ❧❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡




∫ h/2

−h/2

(
d

dt

(
u

(0)
k (t) + u

(1)
k (t)x + u

(2)
k (t)

x2

2

)
+ u

(1)
k (t) + u

(2)
k (t)x

)
dx

+

(
u

(0)
k (t) − u

(1)
k (t)

h

2
+ u

(2)
k (t)

h2

4
−
(

u
(0)
k−1(t) + u

(1)
k−1(t)

h

2
+ u

(2)
k−1(t)

h2

4

))
= 0

∫ h/2

−h/2

(
d

dt

(
u

(1)
k (t) + u

(2)
k (t)x

)
+ u

(2)
k (t)

)
dx

+

(
u

(1)
k (t) − h

2
u

(2)
k (t) −

(
u

(1)
k−1(t) +

h

2
u

(2)
k−1(t)

))
= 0

∫ h/2

−h/2

du
(2)
k (t)

dt
dx +

(
u

(2)
k (t) − u

(2)
k−1(t)

)
= 0.

❙✐♠♣❧✐✜♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱




h
du

(0)
k (t)

dt
+

h3

24

du
(2)
k (t)

dt

+
(
u

(0)
k (t) − u

(0)
k−1(t)

)
− h

2

(
u

(1)
k (t) − u

(1)
k−1(t)

)
+

h2

4

(
u

(2)
k (t) − u

(2)
k−1(t)

)
= 0

h
du

(1)
k (t)

dt
+
(
u

(1)
k (t) − u

(1)
k−1(t)

)
− h

2

(
u

(2)
k (t) − u

(2)
k−1(t)

)
= 0

h
du

(2)
k (t)

dt
+
(
u

(2)
k (t) − u

(2)
k−1(t)

)
= 0.

✭✸✳✶✹✮

▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t
❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ x✳ ❊♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ x ♣❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t u

(2)
k (t) q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐s✲

s❛✐t ♣❛s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧ ❢❛✉t✱ q✉❛♥❞ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ é❝r✐r❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛✐r à ✉♥ ♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r✱ s✉❜st✐t✉❡r ❧❡ t❡r♠❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❛r s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ■❝✐✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝
du

(2)
k (t)

dt
♣❛r

−u
(2)
k (t) − u

(2)
k−1(t)

h
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✹✮✱ ❞✬♦ù

h
du

(0)
k (t)

dt
+
(
u

(0)
k (t) − u

(0)
k−1(t)

)
− h

2

(
u

(1)
k (t) − u

(1)
k−1(t)

)
− h2

12

(
u

(2)
k (t) − u

(2)
k−1(t)

)
= 0.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ x ❢♦✐s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

✭✸✳✶✹✮ ❡t
x2

2
❢♦✐s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✹✮✳ ⊠

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s
❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥❡ ❢❛❝✐✲
❧✐té ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡
n ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ à r❛❥♦✉t❡r ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ n+1✳



✸✳✷✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✹✸

●é♥ér❛❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❙✉r
❧✬é❧é♠❡♥t ωk✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uh(x, t) ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡

uk(t) =
n∑

i=0

u
(i)
k (t)

xi

i!
.

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n+ 1 éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❝❡s✲
s✐✈❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt

∀(x, t) ∈ R × [0, T ], ∀i ∈ J0, nK,
∂

∂t

∂i

∂xi
u(x, t) +

∂i+1

∂xi+1
u(x, t) = 0.

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ n ❡st s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é✲
♠❡♥t ωk ❞❡

duk(t)

dt
+

n∑

i=0

αih
i(u

(i)
k (t) − u

(i)
k−1(t)) = 0,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ α0 = 1✱ α1 = 1/2 ❡t ∀i ≥ 2✱




αi = 0 s✐ i ❡st ✐♠♣❛✐r✱

αi =
1

2i i!
+

i−1∑

j pair

−αj
2i−j(i− j + 1)!

s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ s✉r ❧❡ s❡❣♠❡♥t
ωk s✬é❝r✐✈❡♥t

∀j ∈ J0, nK, u
(j)
k (t) =

n−j∑

i=0

u
(i+j)
k (t)

xi

i!
.

▲❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❡t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s✱ ❞✬♦ù

∫ h/2

−h/2

(
du

(j)
k (t)

dt
+ u

(j+1)
k (t)

)
dx+ (u

(j)
k (t) − u

(j)
k−1(t)) = 0, j ∈ J0, nK.

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

∫ h/2

−h/2

(
n−j∑

i=0

du
(j+i)
k (t)

dt

xi

i!
+

n−j∑

i=1

u
(j+i)
k (t)

xi−1

(i − 1)!

)
dx+

n−j∑

i=0

[
u

(j+i)
k (t)

(−h)i

2ii!
− u

(j+i)
k−1 (t)

hi

2ii!

]
= 0.

❈♦♠♠❡ [−h/2, h/2] ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s
s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❞♦♥❝

n−j∑

i pair

du
(j+i)
k (t)

dt

hi+1

2i(i+ 1)!
+

n−j∑

i pair

(u
(j+i)
k (t) − u

(j+i)
k−1 (t))

hi

2ii!

+

n−j∑

i impair

u
(j+i)
k (t)

hi

2i−1i!
−

n−j∑

i impair

(u
(j+i)
k (t) + u

(j+i)
k−1 (t))

hi

2ii!
= 0.



✶✹✹ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J0, nK✱

E[(n−j)/2]∑

i=0

du
(j+2i)
k (t)

dt

h2i+1

22i(2i+ 1)!
+

n−j∑

i=0

(u
(j+i)
k (t) − u

(j+i)
k−1 (t))

hi

2ii!
= 0. ✭✸✳✶✺✮

▲❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ je éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r
xj

j!
❡t

s♦♠♠❡r ❧❡s n+ 1 éq✉❛t✐♦♥s t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸ ✭❈♦♥s✐st❛♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ n ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡ ❞✬♦r❞r❡ n+ 2 s✐ n ♣❛✐r✱ n+ 1 s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✭✸✳✶✷✮✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ❚❛②❧♦r s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (u
(i)
k (t)−u

(i)
k−1(t))✳ ❙♦✐t p ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ r❡st❡ ❝❤♦✐s✐✱

(u
(i)
k (t) − u

(i)
k−1(t)) =

p∑

j=0

u
(j+i)
k (t)

(−1)j+1

j!
hj + o(hp+i).

❈♦♠♠❡ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✭❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✮✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡st

ε =

p∑

i=0

βih
i + o(hp+i), ♦ù





βi =

min(i−1,n)∑

j=0

(−1)i−j+1

(i− j)!
αj s✐ i < n+ 2,

βi = 0 s✐♥♦♥✳

▲❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ n ♣❛✐r ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐st❛♥t ❞✬♦r❞r❡ n+ 2✳ ▲❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts αi ✐♠♣❛✐rs ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ✉♥ n ✐♠♣❛✐r ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❡♥t✐❡r ♣❛✐r ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r q✉✐
s✉✐t✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✹ ✭❙t❛❜✐❧✐té✮
▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ n ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ s♦✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P(j) ✓ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞✬♦r❞r❡ n− j ❡st st❛❜❧❡ ✔✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u
(n)
k q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡

❞✬♦r❞r❡ n ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❞♦♥t ❡❧❧❡
❤ér✐t❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té l2✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ u

(n)
k

N ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭t②♣❡ ❊✉❧❡r✮ ❛✉ N e ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u
(n)
k ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t

ωk✳ ❙♦✐t Nt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✜♥❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ∆t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ cn ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ]0, 1]2 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀N ∈ J1, NtK ♦♥ ❛✐t

‖ u(n)
k

N ‖≤ (cn + O(∆t)) ‖ u(n)
k

0 ‖ .



✸✳✷✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✹✺

❉♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été P(0) ❡st ✈r❛✐❡✳

❘é❝✉rr❡♥❝❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s P(j − 1) ✈r❛✐❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✭✸✳✶✷✮✱
✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ ❡st ét❛❜❧✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉s ✉♥❡

❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✿
du

(j)
k (t)

dt
+

n−j∑

i=0

βih
i
(
u

(j+i)
k (t) − u

(j+i)
k−1 (t)

)
= 0✱ ♣♦✉r

t♦✉t j ∈ J0, nK✱ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βi s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
❉♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛ je ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t

du
(j)
k (t)

dt
+
(
u

(j)
k (t) − u

(j)
k−1(t)

)
+

n−j∑

i=1

βih
i
(
u

(j+i)
k (t) − u

(j+i)
k−1 (t)

)
= 0.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ◆♦t♦♥s
v

(j)
k ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ cj ∈]0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡

∀i ∈ J1, NtK, ‖ v(j)
k

N ‖≤ (cj + O(∆t)) ‖ v(j)
k

0 ‖ .

▲✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

n−j∑

i=1

βi h
i(u

(j+i)
k (t) − u

(j+i)
k−1 (t)) ❡st ✉♥

t❡r♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ q✉❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✳ ❆♣rès ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r✱ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ♥♦té❡ w

(j)
k

s❡r❛ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ∆t ❡t

‖ w(j)
k

N ‖≤ ∆t g
(
cj+1, cj+2, . . . , cn,∆t, ‖ u(j+1)

k
0 ‖, ‖ u(j+2)

k
0 ‖, . . . , ‖ u(n)

k
0 ‖
)
,

♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ P(j − 1) ❡st

✈r❛✐❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ st❛❜✐❧✐té ❞❡ u
(j+1)
k à u

(n)
k ✱ ❞♦♥❝ ‖ w(j)

k
N ‖≤ O(∆t)) ‖ u(j)

k
0 ‖✳ ❉✬♦ù

‖ u(j)
k

N ‖≤‖ v(j)
k ‖ + ‖ w(j)

k ‖≤ (cj + O(∆t)) ‖ u(j)
k

0 ‖ .

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❛ st❛❜✐❧✐té l2 ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛
s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♥♦r♠❡s Hk ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ (L2)m s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✲
✈é❡s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2 ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uk(t) =
n∑

j=0

xj

j!
u

(j)
k (t)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s uj q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦♥t

♣r✐s❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ h✳ ❙✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✭♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❜♦r♥é✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r é❧é♠❡♥ts✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2 ❡t L2

♣✉✐sq✉✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ L2 st❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❬✶✹❪ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡st
st❛❜❧❡ s✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r ❧✬❡st✳ ⊠
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❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 2❉ ♦✉ 3❉✱ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛ss❡③ r♦♥❞s ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡
r❛♣♣♦rt vol(ωe)/vol(δωe) ❡st ❜♦r♥é✱ ♦♥ ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ l2 ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳

●râ❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✭✸✳✶✸✮ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✸✳✶✹✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼♦rt♦♥ ❬✸✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✺ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ n ét❛♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❡t st❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

✸✳✷✳✷ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

∀(x, t) ∈ R2 × R+,
∂u(x, t)

∂t
+❆1

∂u(x, t)

∂x
+❆2

∂u(x, t)

∂y
= 0, ✭✸✳✶✻✮

❛✈❡❝ (❆1,❆2) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ♠❛✐s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s str✉❝t✉rés✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❚❛②❧♦r ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❞❡s s❝❤é♠❛s ♦❜t❡♥✉s✳

❙♦✐t ωk,l ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐♥❞❡①é ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (k, l)✱
r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s [−∆x/2,∆x/2] × [−∆y/2,∆y/2]✱ ♦ù (∆x,∆y) s♦♥t ❧❡s
♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❙♦✐❡♥t ✭λij✮ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❆i ❛❧♦rs

❆i = Pdiag(λij)P
−1✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t λij

+ = max(λij, 0) ❡t λij
− = min(λij, 0)✱ ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❆i ❡st ❆
−
i +❆+

i ❛✈❡❝ ❆+
i = Pdiag(λij

+)P−1 ❡t ❆−
i = Pdiag(λij

−)P−1✳

Pr♦♣r✐été ✸✳✶✻
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮ ❡st
✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡❣ré 1 s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ ωk,l ❞❡

duk,l(t)

dt
+❆−

2

uk,l+1(t) − uk,l(t)

∆y
−❆+

2

uk,l−1(t) − uk,l(t)

∆y

+❆−
1

uk+1,l(t) − uk,l(t)

∆x
−❆+

1

uk−1,l(t) − uk,l(t)

∆x

−❆−
2

uyk,l+1(t) − uyk,l(t)

2
−❆+

2

uyk,l−1(t) − uyk,l(t)

2

−❆−
1

uxk+1,l(t) − uxk,l(t)

2
−❆+

1

uxk−1,l(t) − uxk,l(t)

2
≡ 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ à ❧✬♦r❞r❡ 1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ua(x, y, t) ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
u(0,0)(t) + u(1,0)(t)x + u(0,1)(t)y✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u(i,j) s♦♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ■❧



✸✳✷✳✷ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✶✹✼

② ❛ 3 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r 3 éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
∂ua(x, y, t)

∂x
= u(1,0)(t) ❡t

∂ua(x, y, t)

∂y
= u(0,1)(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐t❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts u
(1,0)
k,l ❡t u

(0,1)
k,l ✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❝❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s

é❧é✈é✮ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s

∫∫

ωk,l

du
(1,0)
k,l (t)

dt
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i (u

(1,0)
ext (t) − u

(1,0)
k,l (t)) = 0 ✭✸✳✶✼✮

∫∫

ωk,l

du
(0,1)
k,l (t)

dt
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i (u

(0,1)
ext (t) − u

(0,1)
k,l (t)) = 0. ✭✸✳✶✽✮

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✷✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st

∫∫

ωk,l

d

dt

(
u

(0,0)
k,l (t) + u

(1,0)
k,l (t)x + u

(0,1)
k,l (t)y

)

+

∫∫

ωk,l

(
❆1

∂

∂x
+❆2

∂

∂y

)(
u

(0,0)
k,l (t) + u

(1,0)
k,l (t)x + u

(0,1)
k,l (t)y

)

+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(0,0)
ext (t) − u

(0,0)
k,l (t)

)
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(1,0)
ext (t)xext(s) − u

(1,0)
k,l (t)x(s)

)
ds

+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(0,1)
ext (t)yext(s) − u

(0,1)
k,l (t)y(s)

)
ds = 0.

❈♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳

∆x∆y

(
du(0,0)(t)

dt
+❆1

du(1,0)(t)

dt
+❆2

du(0,1)(t)

dt

)
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(0,0)
ext (t) − u

(0,0)
k,l (t)

)

+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(1,0)
ext (t)xext(s) − u

(1,0)
k,l (t)x(s)

)
ds

+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(0,1)
ext (t)yext(s) − u

(0,1)
k,l (t)y(s)

)
ds = 0. ✭✸✳✶✾✮

▲❡ t❡r♠❡ FVk,l(t) =

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(0,0)
ext (t) − u

(0,0)
k,l (t)

)
❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡t

FVk,l(t) = ❆−
2

u
(0,0)
k,l+1(t) − u

(0,0)
k,l (t)

∆y
−❆+

2

u
(0,0)
k,l−1(t) − u

(0,0)
k,l (t)

∆y

+❆−
1

u
(0,0)
k+1,l(t) − u

(0,0)
k,l (t)

∆x
−❆+

1

u
(0,0)
k−1,l(t) − u

(0,0)
k,l (t)

∆x
. ✭✸✳✷✵✮

❆ ❝❡ t❡r♠❡ s❡ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✉ ❝❛rré ❞✉
♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✳
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Ik,l(t) =

∫

∂ωk,l

❆in
−
i (u

(1,0)
ext (t)xext(s) − u

(1,0)
k,l (t)x(s))ds

+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i (u

(0,1)
ext (t)yext(s) − u

(0,1)
k,l (t)y(s))ds

= ❆−
2

(
u

(0,1)
k,l+1(t) − u

(0,1)
k,l (t)

)
+❆+

2

(
u

(0,1)
k,l−1(t) − u

(0,1)
k,l (t)

)

+❆−
1

(
u

(1,0)
k+1,l(t) − u

(1,0)
k,l (t)

)
+❆+

1

(
u

(1,0)
k−1,l(t) − u

(1,0)
k,l (t)

)
. ✭✸✳✷✶✮

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✸✳✶✼✮ ♣❛r x✱ ✭✸✳✶✽✮ ♣❛r y✱ ❡t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡✲
♥✉❡s ❛✈❡❝ ✭✸✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ ⊠

▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té r❡q✉✐èr❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✼ ✭❈♦♥s✐st❛♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ✭♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✻✮✮ ❡st ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡

❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ u
(0,1)
k,l+1 − u

(0,1)
k,l = ∆y u

(0,2)
k,l +

∆y2

2
u

(0,3)
k,l + o(∆3

y)✳ ❆♣rès

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱

∆tu
(0,0)
k,l +❆1u

(1,0)
k,l +❆2u

(0,1)
k,l − ∆y2

12
❆1u

(0,3)
k,l − ∆x2

12
❆2u

(0,3)
k,l + o(∆x3) + o(∆y3) = 0.

❈♦♠♠❡ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✱ ∆tu
(0,0)
k,l +❆1u

(1,0)
k,l +❆2u

(0,1)
k,l = 0✳ ❙♦✐t ε

❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs

ε =
∆y2

12
❆1u

(0,3)
k,l +

∆x2

12
❆2u

(0,3)
k,l + o(∆x2) + o(∆y2). ✭✸✳✷✷✮

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽ ✭❙t❛❜✐❧✐té✮
▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ✭♣r♦♣r✐été
✭✸✳✶✻✮✮ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ r❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u(0,1) ❡t u(1,0)

s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❞♦♥t ❡❧❧❡s ❤ér✐t❡♥t ❧❛ st❛❜✐✲
❧✐té l2✳ ❙♦✐t u

(i,j)
k,l

N ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭t②♣❡ ❊✉❧❡r✮ ❛✉ N e ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦✲

s❛♥t❡ u
(i,j)
k,l ♦ù (i, j) ∈ {0, 1}✱ Nt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✜♥❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ∆t ❧❡ ♣❛s

❞❡ t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s (c0,1, c1,0) ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ]0, 1]2 t❡❧❧❡s q✉❡
∀N ∈ J1, NtK ♦♥ ❛✐t

‖ u(0,1)
k,l

N ‖≤ (c0,1 + O(∆t)) ‖ u(0,1)
k,l

0 ‖,
‖ u(1,0)

k,l
N ‖≤ (c1,0 + O(∆t)) ‖ u(1,0)

k,l
0 ‖ .



✸✳✷✳✷ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✶✹✾

P♦✉r u
(0,0)
k,l ✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ♥♦té❡ FVk,l✱

éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ■❧ ❡①✐st❡ c0,0 ∈]0, 1]
t❡❧❧❡ q✉❡

∀N ∈ J1, NtK, ‖ FV N
k,l ‖≤ (c0,0 + O(∆t)) ‖ u(0,0)

k,l
0 ‖ .

▲✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Ik,l✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✷✶✮✱ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0
❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ q✉❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ à
s❛✈♦✐r ✐❝✐ u(0,1) ❡t u(1,0)✳ ❆♣rès ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r✱ ❝❡ t❡r♠❡
❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ∆t ❡t

‖ INk,l ‖≤ ∆tg (c0,1, c1,0,∆t, ‖ u(1,0)
k,l

0 ‖, ‖ u(0,1)
k,l

0 ‖) ≤ O(∆t) ‖ u(0,0)
k,l

0 ‖,
♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❉♦♥❝ ∀n ∈ J1, NtK✱

‖ u(0,0)
k,l

N ‖≤‖ FV N
k,l ‖ +∆t ‖ INk,l ‖≤ (c0,0 + O(∆t)) ‖ u(0,0)

k,l
0 ‖ .

❉✬♦ù ❧❛ st❛❜✐❧✐té l2 ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝✲
t✉ré✱ ∆x ❡t ∆y s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
l2 ❡t L2✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ L2 st❛❜❧❡✳ ⊠

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts
♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲❘✐❝❤t♠②❡r✲▼♦rt♦♥ ❬✸✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✾ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✭✸✳✶✻✮✱ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬♦r❞r❡ 2✳ P♦✉r ❧✬♦r❞r❡ 1✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✱ à s❛✈♦✐r xy✳ ❈❡ t❡r♠❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ♠❛✐s
❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝r♦✐sé❡ ∂x∂y ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t
♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳

Pr♦♣r✐été ✸✳✷✵
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s à ❧✬♦r❞r❡ 2 ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮ ❡st
❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡❣ré 2 s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ωk,l ❞❡

duk,l(t)

dt
+❆−

2

1

∆y
(uk,l+1(t) − uk,l(t)) −❆+

2

1

∆y
(uk,l−1(t) − uk,l(t))

+❆−
1

1

∆x
(uk+1,l(t) − uk,l(t)) −❆+

1

1

∆x
(uk−1,l(t) − uk,l(t))

−❆−
2

1

2

(
uyk,l+1(t) − uyk,l(t)

)
−❆+

2

1

2

(
uyk,l−1(t) − uyk,l(t)

)

−❆−
1

1

2

(
uxk+1,l(t) − uxk,l(t)

)
−❆+

1

1

2

(
uxk−1,l(t) − uxk,l(t)

)

−❆−
2

∆x

12

(
uyyk,l+1(t) − uyyk,l(t)

)
−❆+

2

∆x

12

(
uyyk,l−1(t) − uyyk,l(t)

)

−❆−
1

∆y

12

(
uxxk+1,l(t) − uxxk,l(t)

)
−❆+

1

∆y

12

(
uxxk−1,l(t) − uxxk,l(t)

)
≡ 0.



✶✺✵ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2 s✉r ωk,l ❧✬é❧é♠❡♥t

ua(x, t) = u
(0,0)
k,l (t) + u

(1,0)
k,l (t)x+ u

(0,1)
k,l (t)y + u

(1,1)
k,l (t)xy + u

(2,0)
k,l (t)

x2

2
+ u

(0,2)
k,l (t)

y2

2
,

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u
(i,j)
k,l ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❞✬♦r❞r❡ i ❡♥ x ❡t j ❡♥ y✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 6 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r 6
éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 s♦♥t

∂2ua(x, t)

∂x2
= u

(2,0)
k,l (t)

∂2ua(x, t)

∂y2
= u

(0,2)
k,l (t)

∂2ua(x, t)

∂xy
= u

(1,1)
k,l (t)

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s 3 éq✉❛t✐♦♥s

∫∫

ωk,l

du
(2,0)
k,l (t)

dt
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(2,0)
ext (t) − u

(2,0)
k,l (t)

)
= 0 ✭✸✳✷✸✮

∫∫

ωk,l

du
(0,2)
k,l (t)

dt
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(0,2)
ext (t) − u

(0,2)
k,l (t)

)
= 0

∫∫

ωk,l

du
(1,1)(t)
k,l

dt
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i

(
u

(1,1)
ext (t) − u

(1,1)
k,l (t)

)
= 0

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 1





∂ua(x, t)

∂x
= u

(1,0)
k,l (t) + u

(2,0)
k,l (t)x+ u

(1,1)
k,l (t)y

∂ua(x, t)

∂y
= u

(0,1)
k,l (t) + u

(1,1)
k,l (t)x+ u

(0,2)
k,l (t)y.

▲❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭✸✳✶✻✮✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xiyj ❛✈❡❝ i ❡t j t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛✐rs✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

∫∫

ωk,l

❆i
∂ua(x, t)

∂xi
= 0.

❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 0 s✉r ua(x, t) q✉✐
s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛r ③ér♦ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ xiyj ❡st ✐♠♣❛✐r❡✳

∫∫

ωk,l

dua(x, t)

dt
:= ∆x∆y

du
(0,0)
k,l (t)

dt
+

∆x3∆y

24

du
(2,0)
k,l (t)

dt
+

∆x∆y3

24

du
(0,2)
k,l (t)

dt
.

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦✲
❝❤é❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s t❡r♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t



✸✳✷✳✷ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✶✺✶

❡①♣❧✐❝✐t❡r
du

(2,0)
k,l

dt
❡t

du
(0,2)
k,l

dt
❣râ❝❡ à ❧❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s

❋✐♥✐s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮✮✱

∆x∆y
du

(2,0)
k,l (t)

dt
= − ∆y❆−

1

(
u

(2,0)
k+1,l(t) − u

(2,0)
k,l (t)

)
− ∆y❆+

1

(
u

(2,0)
k−1,l(t) − u

(2,0)
k,l (t)

)

− ∆x❆−
2

(
u

(2,0)
k,l+1(t) − u

(2,0)
k,l (t)

)
− ∆x❆+

2

(
u

(2,0)
k,l−1(t) − u

(2,0)
k,l (t)

)

∆x∆y
du

(0,2)
k,l (t)

dt
= − ∆y❆−

1

(
u

(0,2)
k+1,l(t) − u

(0,2)
k,l (t)

)
− ∆y❆+

1

(
u

(0,2)
k−1,l(t) − u

(0,2)
k,l (t)

)

− ∆x❆−
2

(
u

(0,2)
k,l+1(t) − u

(0,2)
k,l (t)

)
− ∆x❆+

2

(
u

(0,2)
k,l−1(t) − u

(0,2)
k,l (t)

)
.

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∫
∂ωk,l

❆in
−
i (uext(x, t) − ua(x, t))✱ ✐❡

∆y❆−
1

(
uak+1,l(x, t) − uak,l(x, t)

)
+ ∆y❆+

1

(
uak−1,l(x, t) − uak,l(x, t)

)

+ ∆x❆−
2

(
uak,l+1(x, t) − uak,l(x, t)

)
+ ∆x❆+

2

(
uak,l−1(x, t) − uak,l(x, t)

)
.

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

uak+1,l(x, t) − uak,l(x, t) =u
(0,0)
k+1,l(t) −

∆x

2
u

(1,0)
k+1,l(t) +

∆x2

8
u

(2,0)
k+1,l(t) +

∆y2

24
u

(0,2)
k+1,l(t)

− u
(0,0)
k,l (t) − ∆x

2
u

(1,0)
k,l (t) − ∆x2

8
u

(2,0)
k,l (t) − ∆y2

24
u

(0,2)
k,l (t).

▲❡s t❡r♠❡s
∆y2

24
u

(0,2)
k+1,l(t) ❡t −∆y2

24
u

(0,2)
k,l (t) s❡ s✐♠♣❧✐✜❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧❛

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❞❡
du

(0,2)
k,l (t)

dt
❡t

∆x2

8
u

(2,0)
k+1,l(t) ❡t −∆x2

8
u

(2,0)
k,l (t) ♣r❡♥♥❡♥t

❛❧♦rs ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ 1/8−1/24 = 1/12✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛♣rès s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛✐r❡
∆x∆y✱

du
(0,0)
k,l

dt
+❆−

2

1

∆y
(u

(0,0)
k,l+1(t) − u

(0,0)
k,l (t)) −❆+

2

1

∆y
(u

(0,0)
k,l−1(t) − u

(0,0)
k,l (t))

+❆−
1

1

∆x
(u

(0,0)
k+1,l(t) − u

(0,0)
k,l (t)) −❆+

1

1

∆x
(u

(0,0)
k−1,l(t) − u

(0,0)
k,l (t))

−❆−
2

1

2
(u

(0,1)
k,l+1(t) − u

(0,1)
k,l (t)) −❆+

2

1

2
(u

(0,1)
k,l−1(t) − u

(0,1)
k,l (t))

−❆−
1

1

2
(u

(1,0)
k+1,l(t) − u

(1,0)
k,l (t)) −❆+

1

1

2
(u

(1,0)
k−1,l(t) − u

(1,0)
k,l (t))

−❆−
2

∆x

12
(u

(0,2)
k,l+1(t) − u

(0,2)
k,l (t)) −❆+

2

∆x

12
(u

(0,2)
k,l−1(t) − u

(0,2)
k,l (t))

−❆−
1

∆y

12
(u

(2,0)
k+1,l(t) − u

(2,0)
k,l (t)) −❆+

1

∆y

12
(u

(2,0)
k−1,l(t) − u

(2,0)
k,l (t)) = 0.

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t (i, j) ∈ J0, 2K2 t❡❧s q✉❡ i + j ≤ 2 ✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r
∂i+jua(x, t)

∂xiyj
♣❛r

xi

i!

yj

j!
❡t ❡♥ ❧❡s s♦♠♠❛♥t✱ ♦♥ r❡❝♦♠♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛



✶✺✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

s♦❧✉t✐♦♥ ua✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u
(i,j)
k,l s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à

∂i+jua(x, t)

∂xiyj
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡

❧✬é❧é♠❡♥t✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✶ ✭❈♦♥s✐st❛♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s à ❧✬♦r❞r❡ n✱ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ❡st
❝♦♥s✐st❛♥t❡ à ❧✬♦r❞r❡ 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ❆♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∆tu
(0,0)
k,l +❆1u

(1,0)
k,l +❆2u

(0,1)
k,l +

∆x4

720
❆1u

(0,5)
k,l +

∆y4

720
❆2u

(5,0)
k,l + o(∆x4) + o(∆y4) = 0.

u(0,0) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ε ❡st

ε = −∆x4

720
❆1u

(0,5)
k,l − ∆y4

720
❆2u

(5,0)
k,l + o(∆x4) + o(∆y4).

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ à ❧✬♦r❞r❡ 4✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✷ ✭❙t❛❜✐❧✐té✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s à ❧✬♦r❞r❡ n ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ st❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u(1,1)✱ u(2,0) ❡t u(0,2) s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
(c1,1, c2,0, c0,2) ∈]0, 1]3✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ∀(i, j) ∈ {(1, 1), (0, 2), (2, 0)}✱ ∀N ∈ J1, NtK✱

‖ u(i,j)
k,l

N ‖≤ (ci,j + O(∆t)) ‖ u(i,j)
k,l

(0) ‖ .

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s
❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✸✳✶✽✮✱ ∀(i, j) ∈ {(0, 1), (1, 0)}✱ ∀N ∈ J1, NtK✱ ∃ci,j ≤ 1
t❡❧❧❡ q✉❡

‖ FV (i,j)
k,l

N ‖≤ (ci,j + O(∆t)) ‖ u(i,j)
k,l

0 ‖ .

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ‖ I(i,j)
k,l

N ‖≤ O(∆t) ‖ u(i,j)
k,l

0 ‖✳ ❉✬♦ù ❧❛ st❛❜✐❧✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡ s✉r
❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

‖ u(i,j)
k,l

N ‖≤ (ci,j + O(∆t)) ‖ u(i,j)
k,l

0 ‖ .

❘❡st❡ à tr❛✐t❡r k,lu
(0,0)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ♦♥

❞✐st✐♥❣✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱
FV

(0,0)
k,l

N ✱ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❡♥ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ I
(0,0)
k,l

N ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✮✱ ❡t ♣♦✉r
❝❡ s❝❤é♠❛✲❝✐✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡♥ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

II
(0,0)
k,l (t) = ❆−

2

∆y(u
(0,2)
k,l+1(t) − u

(0,2)
k,l (t))

12
−❆+

2

∆y(u
(0,2)
k,l−1(t) − u

(0,2)
k,l (t))

12

+❆−
1

∆x(u
(2,0)
k+1,l(t) − u

(2,0)
k,l (t))

12
−❆+

1

∆x(u
(2,0)
k−1,l(t) − u

(2,0)
k,l (t))

12
.



✸✳✷✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✶✺✸

❯♥❡ ❢♦✐s ❞✐s❝rét✐sé✱ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♠❛❥♦r❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ I0,0
k,l à

s❛✈♦✐r ∀N ∈ J1, NtK✱

‖ II(0,0)
k,l

N ‖≤ ∆tf(∆x,∆y,∆t, c0,2, c2,0, ‖ u(0,2)
k,l

0 ‖, ‖ u(2,0)
k,l

0 ‖) ≤ O(∆t) ‖ u(0,0)
k,l

0 ‖

‖ u(0,0)
k,l

N ‖≤‖ FV (0,0)
k,l

N ‖ + ‖ I(0,0)
k,l

N ‖ + ‖ II(0,0)
k,l

N ‖≤ (c0,0 + O(∆t)) ‖ u(0,0)
k,l

0 ‖ .
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ st❛❜✐❧✐té L2 ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ✈✐❛ ❧❛ st❛❜✐❧✐té l2 ét❛❜❧✐❡ ❝✐ ❞❡ss✉s✳ ⊠

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲❘✐❝❤t♠②❡r✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛ss✉r❡♥t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✸ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ n ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✮ ❡st ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥t❡✳

✸✳✷✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❙♦✐t n ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ ❡t ωe ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ Ω✳ ▲❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ωe ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡

(ua(x, t))e =

i+j≤n∑

(i,j)

u(i,j)
e (t)

xiyj

i!j!
. ✭✸✳✷✹✮

✕ ❙✐ i+ j = n✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u
(i,j)
e s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳

✕ ❙✐ i + j = n − m✱ 1 < m < n✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u
(i,j)
e s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣❛r ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ m✳

✕ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ u
(0,0)
e s❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é✲

❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ua ♣❛r s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s

∫∫

ωe

d(ua(x, t)e)

dt
+

∫∫

ωe

❆i
∂(ua(x, t)e)

∂xi
+

∫

∂ωe

❆in
−
i ((ua(x, t))ext − (ua(x, t))e) = 0.

■❧ ② ❛ ❞♦♥❝
n+1∑

1

k =
(n+ 1)(n+ 2)

2
✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st s✉♣♣♦sé str✉❝t✉ré✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ωk,l ❛✈❡❝ (k, l) ∈ J1, NxK × J1, NyK ❡st ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦té ∆x ❡t ∆y✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱
❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❡st ❤ér✐té❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥❞✉✐t❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s str✉❝t✉rés q✉❡ ❞éstr✉❝t✉rés✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s♦♥t ❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡rs ✭✈♦❧✉♠❡s ❡t r❛♣♣♦rts ✈♦❧✉♠❡✴♣ér✐♠ètr❡✮✳



✶✺✹ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✹
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ n ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ωk,l ❞❡

duk,l(t)

dt
+

n∑

i=0

αi

(
∆xi−1

[
❆−

1

(
u

(i,0)
k+1,l(t) − u

(i,0)
k,l (t)

)
+ (−1)i❆+

1

(
u

(i,0)
k−1,l(t) − u

(i,0)
k,l (t)

)]

+∆yi−1
[
❆−

2

(
u

(0,i)
k,l+1(t) − u

(0,i)
k,l (t)

)
+ (−1)i❆+

2

(
u

(0,i)
k,l−1(t) − u

(0,i)
k,l (t)

)])
≡ 0.

✭✸✳✷✺✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ α0 = 1✱ α1 = 1/2 ❡t ∀i ≥ 2✱




αi = 0 s✐ i ❡st ✐♠♣❛✐r✱

αi =
1

2ii!
+

i−1∑

j=0,j pair

−αj
2i−j(i− j + 1)!

s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❧✬♦r❞r❡ n s✬é❝r✐t s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ωk,l s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡

i+j≤n∑

i,j

u
(i,j)
k,l (t)

xiyj

i!j!
.

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✸✳✶✻✮

∫∫

ωk,l

∂ua(x, t)

∂t
+

∫∫

ωk,l

❆i
∂ua(x, t)

∂xi
+

∫

∂ωk,l

❆in
−
i (ua(x, t)ext − ua(x, t)) = 0.

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ ua s✉r ωk,l s♦♥t

∂ua(x, t)

∂x
=

i+j≤n∑

i,j

u
(i,j)
k,l (t)

xi−1yj

(i− 1)!j!

∂ua(x, t)

∂y
=

i+j≤n∑

i,j

u
(i,j)
k,l (t)

xiyj−1

i!(j − 1)!
.

❈♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞♦✉❜❧❡s ❞❡

t②♣❡

∫∫

ωk,l

xiyjdxdy =

∫ −∆x/2

−∆x/2

xidx.

∫ −∆y/2

−∆y/2

yjdy s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r✐té ♣♦✉r i ❡t j ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉❡ s✐ i ✐♠♣❛✐r ❡t j ♣❛✐r✮✳ ❉✬♦ù ❧❡s
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s





∫∫

ωk,l

❆1
∂ua(x, t)

∂x
= ❆1

i+j≤n∑

i impair,,j pair

u
(i,j)
k,l (t)

∆xi∆yj+1

2i+j−1i!(j + 1)!

∫∫

ωk,l

❆2
∂ua(x, t)

∂y
= ❆2

i+j≤n∑

i pair,,j impair

u
(i,j)
k,l (t)

∆xi+1∆yj

2i+j−1(i+ 1)!j!

∫∫

ωk,l

∂ua(x, t)

∂t
=

i+j≤n∑

i,j pairs

du
(i,j)
k,l (t)

dt

∆xi+1∆yj+1

2i+j(i+ 1)!(j + 1)!
.



✸✳✷✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✶✺✺

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞

∫

∂ωk,l

❆in
−
i (ua(x, t)ext−ua(x, t)) s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ q✉❛tr❡

✐♥té❣r❛❧❡s ✈✉ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✱

Id(t) =

∫ −∆y/2

−∆y/2

❆−
1

i+j≤n∑

i,j

[
u

(i,j)
k+1,l(t)

(−∆x)iyj

2ii!j!
− u

(i,j)
k,l (t)

∆xiyj

2ii!j!

]
dy✱ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡

j ✐♠♣❛✐r❡s ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ♣❛s à ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♣❛✐r❡s
❞❡ i✳ ❉✬♦ù




Id(t) = −❆−
1

i+j≤n∑

i,j pair

(
(−1)iu

(i,j)
k+1,l(t) − u

(i,j)
k,l (t)

) ∆xi∆yj+1

2i+ji!(j + 1)!

Ig(t) = −❆+
1

i+j≤n∑

i,j pair

(
u

(i,j)
k−1,l(t) − (−1)iu

(i,j)
k,l (t)

) ∆xi∆yj+1

2i+ji!(j + 1)!

Ih(t) = −❆−
2

i+j≤n∑

i pair,j

(
(−1)ju

(i,j)
k,l+1(t) − u

(i,j)
k,l (t)

) ∆xi+1∆yj

2i+j(i+ 1)!j!

Ib(t) = −❆+
2

i+j≤n∑

i pair,j

(
u

(i,j)
k,l−1(t) − (−1)ju

(i,j)
k,l (t)

) ∆xi+1∆yj

2i+j(i+ 1)!j!

❈♦♠♠❡ ❆1 = ❆−
1 + ❆+

1 ✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✻✮✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✐♠♣❛✐rs ❞❡ i

♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s (−1)i✱ ❞✬♦ù Id(t) + Ig(t) +

∫∫

ωk,l

❆1
∂ua(x, t)

∂x
é❣❛❧❡ ✐♥ ✜♥❡

− ∆xi∆yj+1

2i+ji!(j + 1)!

i+j≤n∑

i,j pair

[
(−1)i❆−

1

(
u

(i,j)
k+1,l(t) − u

(i,j)
k,l (t)

)
+❆+

1

(
u

(i,j)
k−1,l(t) − u

(i,j)
k,l (t)

)]
.

❉♦♥❝

du
(0,0)
k,l (t)

dt
+

i+j≤n∑

(i,j)=(2,2) pairs

∆xi∆yj

2i+j(i+ 1)!(j + 1)!

du
(i,j)
k,l (t)

dt

=

i+j≤n∑

j impair

∆xi−1∆yj

2i+ji!(j + 1)!

(
❆−

1 (−1)i
(
u

(i,j)
k+1,l(t) − u

(i,j)
k,l (t)

)
+❆+

1

(
u

(i,j)
k−1,l(t) − u

(i,j)
k,l (t)

))

+

i+j≤n∑

i impair

∆xi∆yj−1

2i+j(i+ 1)!j!

(
❆−

2 (−1)j
(
u

(i,j)
k,l+1(t) − u

(i,j)
k,l (t)

)
+❆+

2

(
u

(i,j)
k,l−1(t) − u

(i,j)
k,l (t)

))
.

✭✸✳✷✻✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♥♥♦♥❝é❡
❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s αi s❡ ♠è♥❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ♣r♦♣♦sé
♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✺ ✭❈♦♥s✐st❛♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ✭✸✳✷✹✮ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ à ❧✬♦r❞r❡ n + 2 s✐ n ❡st ♣❛✐r✱ n + 1
s✐♥♦♥✳



✶✺✻ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉❝❝❡s✲
s✐✈❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✸✳✷✹✮ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❙♦✐t p ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ r❡st❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❙❛✲

❝❤❛♥t q✉❡ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ✭❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥
d

dt
✮✱ ❧✬❡rr❡✉r

❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ε ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ε =

p∑

i=0

βi((∆x)
i + (∆y)i) + o(∆xp+i) + o(∆yp+i),

♦ù 



βi =

min(i−1,n)∑

j=0

(−1)i−j+1

(i− j)!
α−
j s✐ i < n+ 2,

βi = 0 s✐♥♦♥✳

▲❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ n ♣❛✐r ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐st❛♥t ❞✬♦r❞r❡ n+ 2✳ ▲❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts αi ✐♠♣❛✐rs ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ✉♥ n ✐♠♣❛✐r ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❡♥t✐❡r ♣❛✐r ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r q✉✐
s✉✐t✳ ⊠

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✻ ✭❙t❛❜✐❧✐té✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✹✮ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ st❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦t♦♥s P(p) ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬♦r❞r❡ n − p
s♦♥t l2 st❛❜❧❡s✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ s✐ i + j = n✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
∂nϕ

∂xi∂yj
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té

❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t u(i,j) ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té l2 ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛ss✉ré❡s ♣❛r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡✳ ❙♦✐t u

(i,j)
k,l

(N) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭t②♣❡ ❊✉❧❡r✮ ❛✉ N e ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u
(i,j)
k,l ✱ Nt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✜♥❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ∆t ❧❡ ♣❛s ❞❡

t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ci,j ∈]0, 1]✱ ♦ù i+ j = n t❡❧❧❡s q✉❡ ∀N ∈ J1, NtK
♦♥ ❛✐t

‖ u(i,j)
k,l

(N) ‖≤ (ci,j + O(∆t)) ‖ u(i,j)
k,l

0 ‖ .
❉♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été P(0) ❡st ✈r❛✐❡✳

❘é❝✉rr❡♥❝❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s P(p−1) ✈r❛✐❡✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ s❡ s❡rt ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ét❛❜❧✐❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿
s✐ i+ j < n✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❣râ❝❡ à ✭✸✳✷✻✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉q✉❡❧ s✬❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ O(∆x)(...)+O(∆y)(...)✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡

❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ‖ u(i,j)
k,l

(N) ‖≤ (1 + O(∆t)) ‖ u(i,j)
k,l

0 ‖✳ ⊠



✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✺✼

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥

❞éstr✉❝t✉ré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ωe ♦♥ ❛ vol(ωe) ❜♦r♥é ❡t
vol(ωe)

vol(δωe)
✱ ✐❧ ②

❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2 ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲❘✐❝❤t♠②❡r✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛ss✉r❡♥t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✼ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ✭✸✳✷✹✮ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲❡s ❞✐✈❡rs❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞♦♥❝ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛✈❡❝

❆0 = ■3 ❆1 =




0 0 1

0 0 0

1 0 0




❆2 =




0 0 0

0 0 1

0 1 0




Pr♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té
❛♣♣r♦❝❤é❡ à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ✉♥ ❞✐sq✉❡ D ❞❡ ❝❡♥tr❡ (xc, yc) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ R✳

ρ0(x, y) = ρ0(x, y)1D(x, y) = exp

(
(x− xc)

2 + (y − yc)
2

(x− xc)2 + (y − yc)2 −R2

)
1D(x, y). ✭✸✳✷✼✮

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ rés✉❧t❛ts ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ❝❛s
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡
♠♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ y✳ ■❧ ② ❛✉r❛ ❞♦♥❝ s✉r y ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ❙♦✐t Γ1 ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❙✐❧✈❡r
▼ü❧❧❡r✳ ❙♦✐t Γ2 ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t✳ P♦s♦♥s

▼β =
1

2




(β + 1)n × n (β − 1)n

−(β + 1)nT (1 − β)


 ❛✈❡❝ β ∈ [−1, 1]✳ ❆❧♦rs ▼1 =




n × n 0

−nT 0


 ❡t

❆i n
−
i = ▼0 = −1

2




n × n −n

−nT 1


✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❞♦♥❝✱



✶✺✽ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❡♥ ♥♦t❛♥t Γ = Γ1 ∪ Γ2✱

∫∫

ωk

(
∂u(x, t)

∂t
+❆1

∂u(x, t)

∂x

)
+

∫

∂ωk
/Γ

❆i n
−
i (uext(x, t) − u(x, t))

+

∫

∂ωk
∩Γ1

−❆i n
−
i (u(x, t)) +

∫

∂ωk
∩Γ2

▼1u(x, t) = 0.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ x à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s
✉♥ ❝❛♥❛❧✳

ρ0(x) = exp

(
(x− xc)

2

(x− xc)2 −R2

)
1D(x, y).

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ✿ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

u(x, t) = u(0,0)(t) + u(1,0)(t)x+ u(0,1)(t)y.

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉r u(1,0) ❡t u(0,1) s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱♦✲
❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s❡r♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡

ρ0(x)✳ ❈♦♠♠❡
∂ρ0(x)

∂y
= 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r

u(0,1)✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
∂ρ0(x)

∂x
=

−2R4(x− xc)(
R4 − (x− xc)

2)exp

(
(x− xc)

2

(x− xc)2 −R2

)
1D(x, y)✱ s❡r❛

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r u(1,0)✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♦♥
❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ q✉✐ s❡r❛ ♣r♦❣r❛♠♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❙♦✐t ∆t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ U0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛✉ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t U1 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
dU

dt
=▼U0✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❝❤♦✐s✐ s✬é❝r✐t ✿





U1 − U0

∆t
=▼U0

U2 − U1

∆t
=▼U1

U =
U2 + U0

2

❊♥ r❡❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ U = U0 + ∆t▼U0 +
∆t2

2
▼2U0 ❡st

❞✬♦r❞r❡ 2✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡
❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡st ❞❡ 1/2✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳
❊❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✱ ❡t ♦♥ ✐♠♣❧é✲
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♠❡♥t❡r❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡✳





∂u(x, y, t)

∂t
+
∂ρ(x, y, t)

∂x
= 0

∂v(x, y, t)

∂t
+
∂ρ(x, y, t)

∂y
= 0

∂ρ(x, y, t)

∂t
+
∂u(x, y, t)

∂x
+
∂v(x, y, t)

∂y
= 0.

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♥ y✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ s②stè♠❡





∂u(x, t)

∂t
+
∂ρ(x, t)

∂x
= 0

∂v(x, t)

∂t
= 0

∂ρ(x, t)

∂t
+
∂u(x, t)

∂x
= 0.

▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s w = ρ−u ❡t µ = ρ+u s♦♥t ❛❧♦rs s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt





∂w(x, t)

∂t
− ∂w(x, t)

∂x
= 0

∂µ(x, t)

∂t
+
∂µ(x, t)

∂x
= 0.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
∂ϕ(x, t)

∂t
+ c

∂ϕ(x, t)

∂x
= 0

♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t ϕ0 ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ϕ(x, t) = ϕ0(x− ct)✳ ■❝✐✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s c ✈❛❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1 ❡t
−1✱ ❞✬♦ù ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{
w(x, t) = ρ0(x− t)

µ(x, t) = ρ0(x+ t)





u(x, t) =
1

2
(ρ0(x− t) − ρ0(x+ t))

v(x, t) = 0

ρ(x, t) =
1

2
(ρ0(x− t) + ρ0(x+ t)).

❙♦✐t ✉♥ ❝❛rré ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 5 × 5 ❛✈❡❝ 100 é❧❡♠❡♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❖♥❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ♠♦❞❡
❚r❛♥s✈❡rs❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❡♥ t❡♠♣s ✿ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✽✮ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❛✉r❛ été ❝❤♦✐s✐❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱
♥♦✉s ♥❡ ♣r❡♥❞r♦♥s q✉❡ ♣❡✉ ❞✬é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✿ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✈❛r✐❡r❛ ❡♥ ❡✛❡t ❡♥tr❡ 10 é❧é♠❡♥ts ✭✜❣✉r❡s ✭✸✳✽✮ ❡t ✭❛✮✮ ❡t 20 ♣♦✉r



✶✻✵ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❜✮✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s❡r❛ ❡♥ (2.5, 2.5) ♣♦✉r ✉♥ r❛②♦♥ ❛❧❧❛♥t
❞♦♥❝ ❞❡ 0.1 ♦✉ 0.2✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥té❡s s♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❜s❝✐ss❡ 2.9 ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡♥
t❡♠♣s✳

❋✐❣✳ ✸✳✽✿ ❊❊✭10 é❧é♠❡♥ts✮

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡✳ ❖r✱ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ à
s❛✈♦✐r (x−xc)2 = R2✱ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✭❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥✉❧s✮✱ ❞♦♥❝
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡
❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛❧♦rs ❞❡s ♦✈❡rs❤♦♦ts ❡t ❞❡s ✉♥❞❡rs❤♦♦ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s r❡s♣❡❝t❡ ❝❡rt❡s ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ♠❛✐s ♣é♥❛❧✐s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✭❛✮✮✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡
q✉❡ ❧❡s ♦✈❡r✴✉♥❞❡r ✲ s❤♦♦ts s♦♥t ❝♦♠♣❡♥sés✳ ❊t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥t
s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✭❜✮✮✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s r❡st❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
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✭❛✮ ❘❑ 2 ✭10 é❧é♠❡♥ts✮ ✭❜✮ ❘❑ 2 ✭20 é❧é♠❡♥ts✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ●❛✲
❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❡ ❝❛s t❡st ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝❛rré ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 × 5 ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
❢♦✐s ❝✐ 200 é❧❡♠❡♥ts ♣❛r ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡
❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❛ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❞✬✉♥ ❞✐r❛❝ ✭✸✳✷✼✮✱ ♣❧❛❝é❡ ❛✉
❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛rré ❡t ❞❡ r❛②♦♥ 0.2✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t (2.9, 2.5)✳ P♦✉r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛r❧❡r❦✐♥ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡
t②♣❡ a0 + a1x+ a2y + a3xy✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s à ❧✬♦r❞r❡ 1
♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❝r♦✐sé xy ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ Q1✳ ❆ ❧✬♦r❞r❡ 2 ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♠❜❧é❡✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ Q1✳

❋✐❣✳ ✸✳✾✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ✲ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉



✶✻✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

Pr♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞éstr✉❝t✉ré

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞éstr✉❝t✉rés✳ ▲❛ ❝❡❧✲
❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ T s✉♣♣♦sé ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✳ ❙♦✐t n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡
à T ❡t ϕ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

∫∫

T

(
∂u(x, t)

∂t
+ ❆1

∂u(x, t)

∂x

)
+

∫

∂T

❆in
−
i (uext − u) = 0. ✭✸✳✷✽✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s❝❤é♠❛✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ s❡
♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❧✐é à ❧✬é❧é♠❡♥t T ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡

❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s

∫∫

T

x =

∫∫

T

y = 0✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st

❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ r❡♣èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s
♣ré❢èr❡r♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

Pr♦♣r✐été ✸✳✷✽ ✭■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1✮
❙♦✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞éstr✉❝t✉ré κ =

⋃
i∈I

Ti✳ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❞✉ t②♣❡ ✭✸✳✷✽✮✳

❙♦✐t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ♥♦té❡
u(x, t)Ti

= u
(0,0)
Ti

(t) + u
(1,0)
Ti

(t)x+ u
(0,1)
Ti

(t)y✳ ❙♦✐t Gi ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✱
Vi ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✈♦✐s✐♥ ♦♣♣♦sé ❛✉ s♦♠♠❡t Si✱ li ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❡t ai ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ Ti✳ ❆❧♦rs ∀i ∈ I✱





du
(0,0)
Ti

(t)

dt
−

3∑

i=1

xGi
li❆in

−
i (u

(1,0)
Vi

(t) − u
(1,0)
Ti

(t))

−
3∑

i=1

yGi
li❆in

−
i (u

(0,1)
Vi

(t) − u
(0,1)
Ti

(t)) = 0,

ai
du

(1,0)
Ti

(t)

dt
+

3∑

i=1

li❆in
−
i (u

(1,0)
Vi

(t) − u
(1,0)
Ti

(t)) = 0,

ai
du

(0,1)
Ti

(t)

dt
+

3∑

i=1

li❆in
−
i (u

(0,1)
Vi

(t) − u
(0,1)
Ti

(t)) = 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ T ✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♣❛r
uT = u

(0,0)
T (t)+u

(1,0)
T (t)x+u

(0,1)
T (t)y✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✷✽✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs

tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Vi ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✈♦✐s✐♥ ♦♣♣♦sé ❛✉ s♦♠♠❡t Si✱ li ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❡t a ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ T ✳





∫∫

T

du
(1,0)
T (t)

dt
+

∫

∂T

❆in
−
i (u

(1,0)
Vi

(t) − u
(1,0)
T (t)) = 0,

∫∫

T

du
(0,1)
T (t)

dt
+

∫

∂T

❆in
−
i (u

(0,1)
Vi

(t) − u
(0,1)
T (t)) = 0.



✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✻✸

❉✬♦ù 



du
(1,0)
T (t)

dt
+

3∑

i=1

li
a
❆in

−
i (u

(1,0)
Vi

(t) − u
(1,0)
T (t)) = 0,

du
(0,1)
T (t)

dt
+

3∑

i=1

li
a
❆in

−
i (u

(0,1)
Vi

(t) − u
(0,1)
T (t)) = 0.

❉ét❛✐❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ 0✳

∂u(x, t)

∂t
=
du

(0,0)
T (t)

dt
+
du

(1,0)
T (t)

dt
x+

du
(0,1)
T (t)

dt
y

⇒
∫∫

T

∂u(x, t)

∂t
dxdy = a

du
(0,0)
T (t)

dt
+
du

(1,0)
T (t)

dt

∫∫

T

xdxdy +
du

(0,1)
T (t)

dt

∫∫

T

ydxdy

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ F q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ T = (S1, S2, S3) ❡♥ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
T̂ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3) ✐s♦❝è❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦té 1 ❞♦♥❝ ❧❡ s♦♠♠❡t Ŝ1 ❡st ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳



x

y


 = F



x̂

ŷ


 =



x1

y1


+



x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1






x̂

ŷ


 .

❙♦✐t ❏ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F ✱ ❛❧♦rs
∫∫

T

xdxdy =

∫∫

T̂

|det(❏)|(x1 + (x2 − x1)x̂+ (x3 − x1)ŷ)dx̂dŷ.

|det(❏)| = |(x2 − x1)(y3 − y1) − (x3 − x1)(y2 − y1)| = 2a.

❉❡ ♣❧✉s✱ s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t T̂ ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ✿
∫∫

T̂

dx̂dŷ =
1

2
,

∫∫

T̂

x̂dx̂dŷ =
1

6
,

∫∫

T̂

ŷdx̂dŷ =
1

6
.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ∫∫

T

xdxdy = a
x1 + x2 + x3

3
= axG

∫∫

T

ydxdy = a
y1 + y2 + y3

3
= ayG

❉✬♦ù

∫∫

T

∂u(x, t)

∂t
dxdy = a

[
du

(0,0)
T (t)

dt
+
du

(1,0)
T (t)

dt
xG +

du
(0,1)
T (t)

dt
yG

]
✳

❖r ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✷✾✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

∫∫

T

∂u(x, t)

∂t
dxdy = a

du
(0,0)
T (t)

dt
−

3∑

i=1

xGli❆in
−
i (u

(1,0)
Vi

(t) − u
(1,0)
T (t))

−
3∑

i=1

yGli❆in
−
i (u

(0,1)
Vi

(t) − u
(0,1)
T (t)). ✭✸✳✷✾✮



✶✻✹ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❈♦♠♠❡

∫∫

T

❆i
∂u(x, t)

∂xi
dxdy = a(❆1u

(1,0)
T (t) +❆2u

(0,1)
T (t))✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡

❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞s✳

∫

∂T

❆in
−
i (uext(x, t) − u(x, t)) =

3∑

i=1

li❆in
−
i (u

(0,0)
Vi

(t) − u
(0,0)
T (t))

+

∫

∂T

❆in
−
i (u

(1,0)
Vi

(t)xVi
− u

(1,0)
T (t)xT ) +

∫

∂T

❆in
−
i (u

(0,1)
Vi

(t)yVi
− u

(0,1)
T (t)yT ).

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r
❞❡s ♣ô❧②♥♦♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❊❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❛rêt❡✱
q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Ii ♣♦✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ T ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥ Vi✳





∫

∂T

xVi
=

3∑

i=1

(lixIi − li(xGVi
− xGT ))

∫

∂T

yVi
=

3∑

i=1

(liyIi − li(yGVi
− yGT )).





∫

∂T

xT =
3∑

i=1

lixIi

∫

∂T

yT =
3∑

i=1

liyIi .

∫

∂T

❆in
−
i (uext(x, t) − u(x, t)) =

3∑

i=1

li❆in
−
i

[ (
u

(0,0)
Vi

(t) − u
(0,0)
T (t)

)

+ xIi

(
u

(1,0)
Vi

(t) − u
(1,0)
T (t)

)
+ yIi

(
u

(0,1)
Vi

(t) − u
(0,1)
T (t)

)

−
(
(xGVi

− xGT )u
(1,0)
Vi

(t) + (yGVi
− yGT )u

(0,1)
Vi

(t)
) ]
.

✭✸✳✸✵✮

❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✾✮ ❡t ✭✸✳✸✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t❡r♠❡
❝♦♥st❛♥t ✭❞✬♦r❞r❡ 0✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t é♥♦♥❝é✳ ⊠

P♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞éstr✉❝t✉rés✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣r♦✉✈é ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 5 × 5 ❛✈❡❝ 8000 é❧é♠❡♥ts✳ ■❧ ❡st ❝♦♠✲
♣♦sé ❞❡ ❝❛rrés ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦✉♣és ❡♥ ❞❡✉①✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❧❡
❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s str✉❝t✉rés ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❞éstr✉❝t✉rés ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡♥ (2.5, 2.5) ❞❡ r❛②♦♥ 0.4✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st 0.5✳ ▲❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1 s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈♦♠♣❛ré❡s à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s
❋✐♥✐s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡t ✉♥ ❛s♣❡❝t ♣❧✉s ♥❡t
❞❡s ✐s♦❝♦♥t♦✉rs✳
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❋✐❣✳ ✸✳✶✵✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ❈♦❞❡ ❞éstr✉❝t✉ré

❋✐❣✳ ✸✳✶✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❉ér✐✈é❡s ❖❘❉❘❊ ✶✳ ❈♦❞❡ str✉❝t✉ré

❋✐❣✳ ✸✳✶✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❉ér✐✈é❡s ❖❘❉❘❊ ✶✳ ❈♦❞❡ ❞éstr✉❝t✉ré



✶✻✻ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r❡r ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞éstr✉❝t✉ré

❙♦✐t ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t Γ ⊂ R2✳ ❙♦✐t [0, T ] ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Ω ⊂ R2

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ét✉❞✐é✳ ❙♦✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥ str✉❝t✉ré ❞❡ Ω ❝♦♠♣♦sé ❞❡ N
tr✐❛♥❣❧❡s (ωk)k∈J1,NK✳ ❙♦✐t ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s ✿

∀(x, t) ∈ Ω × [0, T ],
∂

∂t
u(x, t) +




0 0
∂

∂x

0 0
∂

∂y
∂

∂x

∂

∂y
0



u(x, t) = f(x, t).

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ uinc ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r
✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t Γ✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

∫∫

ωk

(∂tu+❆i∂iu) +

∫

∂ωk

❆i n
−
i (u+

ext − u) =

∫∫

ωk

f =

∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1(u+ uinc),

✭✸✳✸✶✮

uinc(x, t) = u0sin(ω(t− k.x + φ)1t≤tφ) = (u0, v0, ρ0)
T sin(ω(t− k.x + φ)1t≤tφ .

❈♦♠♠❡ u(0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
u0 = (kx, ky, 1)T ✱ ♦ù k = (kx, ky)

T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❞♦♥❝ λ = 1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ω = 2π✳ P♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ φ✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ∀x ∈ Ω✱ uinc(x, 0) = 0✳ ❙♦✐t
xi = (xi, yi)

T ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t Γ t♦✉❝❤é✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛ φ = 2πk.xi✱ ❞✬♦ù
❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡

uinc(x, t) = u0 sin
(
2π(t− k.x + φ)1t≤k(x−xi)

)
.

P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t s✉r ∂Ω ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s✱ ❡t s✉r ∂Γ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✱ s♦✐t ❞♦♥❝





∀(x, t) ∈ ∂Γ × [0, T ], f(x, t) =

∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1(u(x, t) + uinc(x, t)),

∀(x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ], ❆i n
−
i (u+(x, t)) = 0.

P♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ♣r✉❞❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳
❊❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞ér✐✈é❡s ♣♦✉r s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❞ér✐✲
✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✓ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t ✔ ❝♦♥✈✐❡♥t✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
u

(0,0)
T (t) + u

(1,0)
T (t)x+ u

(0,1)
T (t)y✳ ■❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✸✶✮

❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s
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



∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1

(
u

(0,0)
T (t) + u

(0,0)
inc (t)T

)
= 0

∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1

(
u

(1,0)
T (t) + u

(1,0)
inc (t)T

)
= 0

∫

∂ωk
∩∂Γ

▼1

(
u

(0,1)
T (t) + u

(0,1)
inc (t)T

)
= 0,

♦ù u
(0,0)
inc (t)T = uinc(x, t) ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ T ✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡

u
(1,0)
inc (t)T =

∂uinc(x, t)

∂x

∣∣∣∣
T

❡t u
(0,1)
inc (t)T =

∂uinc(x, t)

∂y

∣∣∣∣
T

✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ s❡r❛ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❞✐sq✉❡ ♣❧❛❝é
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✭❛✮✮ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = (1, 0)T ✳
▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ❞éstr✉❝t✉rés✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r ❊①♣❧✐❝✐t❡ ❡st
❝❤♦✐s✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s 0.6 ❛❧♦rs q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡
❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0.4✱ s♦✐t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣r❡sq✉❡ 50%✳

✭❛✮ ▼❛✐❧❧❛❣❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❜✮ ▼❛✐❧❧❛❣❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥✐t✐❛❧❡



✶✻✽ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❋✐❣✳ ✸✳✶✸✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣

❋✐❣✳ ✸✳✶✹✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❉ér✐✈é❡s ❖❘❉❘❊ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡
❙❝❛tt❡r✐♥❣
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❋✐❣✳ ✸✳✶✺✿ ❈♦✉♣❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✸✮

❋✐❣✳ ✸✳✶✻✿ ❈♦✉♣❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✹✮



✶✼✵ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

❋✐❣✳ ✸✳✶✼✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡

❋✐❣✳ ✸✳✶✽✿ ❙❝❤é♠❛ ❊①♣❧✐❝✐t❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❉ér✐✈é❡s ❖❘❉❘❊ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡
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❋✐❣✳ ✸✳✶✾✿ ❈♦✉♣❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✼✮

❋✐❣✳ ✸✳✷✵✿ ❈♦✉♣❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✽✮





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

Pr✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ✜❝t✐❢s ❛❜s♦r❜❛♥ts

❙✐ ❧✬♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❝✐té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡❧❧❡s
❝♦♥s✐st❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à r❡❧❡✈❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s ❞❛♥s Rn ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été t♦t❛✲
❧❡♠❡♥t ré❡❧❧❡ à N ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣❧♦♥❣é❡ ✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐été Cn ♠✉♥✐❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣r❡sq✉❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✭♦✉ ♣s❡✉❞♦ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦✉✈❡rt ❞❡ Rn

♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ réé❝r✐r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
❋r✐❡❞r✐❝❤s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✐ ❝❡✉①✲❝✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ❞❡s ✜❜rés ❝♦t❛♥❣❡♥ts
❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❡①tér✐❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t t❡♥t❡r ♣❛r ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②s✲
tè♠❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✉r❛✐t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s
❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t à
✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭② ❝♦♠♣r✐s ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t à ❜♦r♥❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛❞éq✉❛t❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ▲❛ss❛s ❬✷✵❪ ❧✬❛✈❛✐t ❝♦♥❞✉✐t
à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❛♠❡♥❛♥t à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜✐❡♥ ♣♦sés✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣❛r❢❛✐t✱ t❛♥t ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é q✉❡ ♥♦♥
❜♦r♥é✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❡t ❝♦♠♣❧ét❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts
❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❡①✐❣é❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❛ss❛s ✭❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡♠❡♥t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❛✉ ♣r✐① ❞✉ ❢❛✐t✱ q✉✬❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♥✬❡st ♦❜t❡♥✉❡ q✉✬à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✜♥✐ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ♣rès✳ ◆♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✬❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣♦rté❡ s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳ ■❧ ❡st
à ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ é✈❡♥t✉❛❧✐té ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r s✉r♣r❡♥❛♥t❡ à ♣r✐♦r✐ ✭❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
❞✉ t②♣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
◆✐r❡♥❜❡r❣✱ . . . ✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❡t ♣r❡sq✉❡ ✓ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ✔ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ♣♦✉r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❧✉r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♠❛✐s à ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R3 ♣rès ✭❡t ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✈❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✦✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡✱ ♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ♣❧❛✲
❝❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③✱
❛✉ss✐ ♣rès q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ré❛❧✐s❡r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t t❡♠✲
♣♦r❡❧ ❞✐s♣❡rs✐❢ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❜✐❡♥ ♣♦sé ❛✈❡❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡♠❡✉r❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥❞✉✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s♣❡rs✐❢ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡

✶✼✸



✶✼✹ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉t❡ Pré❝✐s✐♦♥

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❛♥❞ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳✳✳■❧ ✈❛ s❛♥s ❞✐r❡ q✉❡
❧♦rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛❣♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té
♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ♦♥ ❧❡ ♣❡r❞ ♣❛r ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❈❋▲✳ ❖♥
♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❛♥s ✓ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✔ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ét❛♥t ❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❡t à ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡✮✳
◗✉❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❜✐❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛ss♦❝✐é ❡①✐❣❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts✳ ✭❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ré❛❧✐sés ❛✉t♦✉r ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥
❢♦r♠❡ ❞❡ ✓ ▲ ✔ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡ ❜♦♥ rés✉❧t❛ts✮✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛ss♦❝✐❡r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ P▼▲ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ✓ ❣♦❛❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ✔✳ ❉❡ t♦✉t❡
❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡ t❡❧s ♠✐❧✐❡✉① ✜❝t✐❢s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❡✣❝❛❝❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❊❉P éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r
✉♥ ♦❜❥❡t ❞✐✛r❛❝t❛♥t ❤étér♦❣è♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❊♥ rés✉♠é
♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✓ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✔ ✭❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❡❧❧❡ ❧✬❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ✜❝t✐❢s ❛❜s♦r❜❛♥ts ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❧✐♥é❛r✐sé❡s✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t✱ ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s✱
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦rt❡✉r✱ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡✳ ❯♥❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ✭q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥❝❡r♥❡r ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ❡st ✿ q✉❡❧s
s♦♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❄ ❈❡ q✉❡
s✉❣❣èr❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✬✐♥❝❧✉❛♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉r ✉♥ ✜❜ré ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
str✉❝t✉ré ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Cn ♦✉ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳✳✳

Pr✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✬❡st t❤é♦r✐q✉❡✲
♠❡♥t ♦♣ér❛♥t q✉❡ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞û à ❏✳ ❘❛✉❝❤ ❬✸✷❪ ❞é❝r✐t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
ré❣✉❧❛r✐té ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞❡s s❡❝♦♥❞s
♠❡♠❜r❡s✳ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré K ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥
♣♦sé ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❛②❛♥t ♣♦✉r ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❥✉sq✉✬à
❧✬♦r❞r❡K ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧✬✐♥❝♦♥♥✉ ❡t t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡K
❡♥ ❧❡s ✐♥té❣r❛♥t✱ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ t♦t❛❧❡ ✓ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✔✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉①s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❞éq✉❛t
s✉r ❧❡✉rs ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s✉r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré K ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❡✉r ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❡♥tr❡
❞❡ ❣r❛✈✐té✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖✱ ❛✈❡❝ ❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡
❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t très ❝r❡✉s❡✱ ❡st
❛✐sé♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ◗✉❛♥❞ K = 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s



✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✼✺

❋✐♥✐s✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té L 2 ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉
❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ K ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ q✉❛♥❞ K ❡st é❣❛❧ à ③ér♦ ✦ ❈❡❧❛ ♥❡ ♣❡r♠❡t
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t à ❢♦rt✐♦r✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st str✉❝t✉ré ❝❛rtés✐❡♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❋✐♥✐❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉
ét❛✐t ❝♦♥s✐st❛♥t ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ▲❛①✱ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t✳ ❈❡❝✐
♥✬✐♥❞✐q✉❡ ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré K + 1✳ ❉❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞éstr✉❝t✉ré❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ P♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ❉✐✈❡rs❡s ré❝❡♥t❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
▲❛① ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s✱ ♥❡ ❞✐s♣♦s❛♥t
♣❛s ❞❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❡t ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐ r❡st❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ▼✳ ❆✐♥s✇♦rt❤✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♣✲❱❡rs✐♦♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t ❍✐❣❤ ❲❛✈❡ ◆✉♠❜❡r✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱
✹✷✭✷✮ ✿✺✺✸✕✺✼✺✱ ✷✵✵✹✳

❬✷❪ ❏✳ P✳ ❆✉❜✐♥✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ▼é♠♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❙✳▼✳❋✱ ✶✷ ✿✸✕✶✸✾✱ ✶✾✻✼✳

❬✸❪ ❏✳P✳ ❇❡r❡♥❣❡r✳ ❆ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡r ❢♦r t❤❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❲❛✈❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✶✹ ✿✶✽✺✕✷✵✵✱ ✶✾✾✹✳

❬✹❪ ❲✳❈✳ ❈❤❡✇ ❛♥❞ ❲✳❍✳ ❲❡❡❞♦♥✳ ❆ ✸❉ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❢r♦♠ ♠♦❞✐✲
✜❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❛♥❞ ❖♣t✐❝❛❧
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❡tt❡rs✱ ✼✭✶✸✮✱ ✶✾✾✹✳

❬✺❪ ❋✳ ❈♦❧❧✐♥♦ ❛♥❞ P✳ ▼♦♥❦✳ ❚❤❡ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡r ✐♥ ❈✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❈♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✾✭✻✮ ✿✷✵✻✶✕✷✵✾✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✻❪ ❉✳▲✳ ❈♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❘✳ ❑r❡ss✳ ■♥t❡❣r❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❚❤❡♦r②✳
❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ■♥❝✱ ✶✾✽✸✳

❬✼❪ ❨✳ ❈♦✉❞✐❡r❡✱ ❏✳P✳ ❱✐❧❛✱ ❛♥❞ P✳ ❱✐❧❧❡❞✐❡✉✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s
✜♥✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s
❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡s ❜♦r♥és✳ ❈♦♠♣t❡s r❡♥❞✉s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s✳ ❙ér✐❡ ✶✱ ▼❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✸✸✶✭✶✮ ✿✾✺✕✶✵✵✱ ✷✵✵✵✳

❬✽❪ ❏✳P✳ ❈r♦✐s✐❧❧❡✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❞✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t
♠✉❧t✐❡s♣è❝❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ P❛r✐s ✻✱ ✶✾✾✵✳

❬✾❪ ❏✳P✳ ❈r♦✐s✐❧❧❡✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡
●❛❧❡r❦✐♥✲❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❛✉❜❡ ❜✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❖◆❊❘❆✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✵❪ ❇✳ ❉❛❤✳ ❙✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ✜❝t✐❢s ❛❜s♦r❜❛♥ts ❞❡ t②♣❡ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡
❇ér❡♥❣❡r✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✶❪ ❘✳ ❉❛✉tr❛② ❛♥❞ ❏✳▲✳ ▲✐♦♥s✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❝✐❡♥❝❡s ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✳ ▼❛ss♦♥✱ P❛r✐s✱ ✶✾✽✺✳

✶✼✼
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❬✶✷❪ ●✳ ❞❡ ❘❤❛♠✳ ❱❛r✐étés ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r♠❡s✱ ❝♦✉r❛♥ts✱ ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳
❆❝t✉❛❧✐t❡s ❙❝✐✳ ■♥❞✱ ✶✷✷✷✱ ✶✾✺✺✳

❬✶✸❪ ❙✳❑✳ ●♦❞✉♥♦✈✳ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤②✲
♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✼✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✾✽✼✳

❬✶✹❪ ❙✳ ●♦tt❧✐❡❜✱ ❈✳❲✳ ❙❤✉✱ ❛♥❞ ❊✳ ❚❛❞♠♦r✳ ❙tr♦♥❣ st❛❜✐❧✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r
t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙■❆▼ r❡✈✐❡✇✱ ✹✸ ✿✽✾✕✶✶✷✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✺❪ P✳ ❍❡❧❧✉②✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡
❞❡ ❧✬❆ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❊s♣❛❝❡✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✻❪ ▲✳ ❍♦r♠❛♥❞❡r✳ ▲✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✻✾✳

❬✶✼❪ ❑✳ ❑❛s❛❤❛r❛ ❛♥❞ ▼❨ ❨❛♠❛❣✉t✐✳ ❙tr♦♥❣❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛✳
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▼❡♠✳ ❈♦❧❧✳ ❙❝✐✳ ❯♥✐✈✳ ❑②♦t♦✱ ✸✸ ✿✶✕✷✸✱
✶✾✻✵✳

❬✶✽❪ ❚✳ ❑❛t♦✳ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✻✻✳

❬✶✾❪ ❱✳❑✳ ❑❤♦❛♥✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❱✉✐❜❡rt✱ ✶✾✼✷✳

❬✷✵❪ ▼✳ ▲❛ss❛s✱ ❏✳ ▲✐✉❦❦♦♥❡♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙♦♠❡rs❛❧♦✳ ❈♦♠♣❧❡① ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞
❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣✉r❡s ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱
✽✵✭✼✮ ✿✼✸✾✕✼✻✽✱ ✷✵✵✶✳

❬✷✶❪ ▼✳ ▲❛ss❛s ❛♥❞ ❊✳ ❙♦♠❡rs❛❧♦✳ ❖♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ P▼▲ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✻✵✭✸✮ ✿✷✷✾✕✷✹✶✱ ✶✾✾✽✳

❬✷✷❪ ❙✳ ▲❛✉r❡♥s✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P▼▲✱ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
❛ss♦❝✐é❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❖◆❊❘❆✱ ♣❛❣❡s ✸✼✕✼✵✱ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✳

❬✷✸❪ ❙✳ ▲❛✉r❡♥s✳ ▼✐❧✐❡✉① ❋✐❝t✐❢s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❜s♦r❜❛♥ts ✿ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❖◆❊❘❆✱ ♣❛❣❡s ✼✽✕✾✾✱ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳

❬✷✹❪ ❙✳ ▲❛✉r❡♥s✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❤❛✉t❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❛✉①
❉ér✐✈é❡s ❀ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s P▼▲ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❖◆❊❘❆✱ ♣❛❣❡s
✽✶✕✾✾✱ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳

❬✷✺❪ ❏✳ ▲✐✉❦❦♦♥❡♥✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✺✹✭✷✮ ✿✹✾✽✕✺✶✹✱ ✷✵✵✶✳

❬✷✻❪ ❆✳ ❏✳ ▼❛❥❞❛✳ ❈♦❡r❝✐✈❡ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ◆♦♥❡❧❧✐♣t✐❝ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❙②st❡♠s✳ ❈♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ♣✉r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❳❳❱■■■ ✿✹✾✕✽✾✱ ✶✾✼✺✳
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❬✷✼❪ P✳❆✳ ▼❛③❡t✱ ▲✳ ❙❡❣✉✐✱ ❛♥❞ ❇✳ ❉❛❤✳ ❙✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❇ér❡♥✲
❣❡r✳ ❈♦♠♣t❡s r❡♥❞✉s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s✳ ❙ér✐❡ ✶✱ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
✸✸✸✭✻✮ ✿✺✾✾✕✻✵✹✱ ✷✵✵✶✳

❬✷✽❪ ❱✳ ▼♦✉②ss❡t✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✾❪ ❏✳❚✳ ❖❞❡♥✱ ❙✳ Pr✉❞❤♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉❡♠❦♦✇✐❝③✳ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s
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