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Introduction

La mécanique quantique est née au début du siecle dernier a la suite d’un formidable effort
conceptuel visant a expliquer les derniers mysteres non résolus par la mécanique classique et
I’électromagnétisme : le rayonnement du corps noir, la stabilité et le spectre des atomes, 1’ef-
fet photoélectrique sont autant d’énigmes qui ont été résolues par la nouvelle théorie. Notre
compréhension du monde microscopique a été révolutionnée par I’aveénement de la mécanique
quantique, ouvrant la voie a de vastes domaines d’application : du transistor au laser en passant
par les nanotechnologies, la quasi-totalité des avancées technologiques modernes sont basées sur
la mécanique quantique. La chimie moderne et la bio-chimie n’ont pu se développer que grace a
I’existence d’un socle solide permettant d’expliquer le phénomene des liaisons moléculaires. Si
jusqu’a présent, aucune expérience n’a pu mettre en défaut cette théorie, elle a pourtant dérangé,
et continue de heurter les plus grands esprits par son caractere contre-intuitif et profondément
déroutant.

L’état quantique : un objet probabiliste Dans un célebre article de 1935[1], Einstein, Po-
dolsky et Rosen formulaient pour la premiere fois trés clairement une attaque contre la théorie
quantique. Il ne remettaient pas en cause I’exactitude de la théorie, mais posaient la question
de sa complétude. En effet, contrairement a toutes les autres théories physiques, la mécanique
quantique ne suppose pas que les valeurs des quantités mesurables préexistent a la mesure. Elle
se contente d’associer a un objet une quantité mathématique |¥') appelé vecteur d’état. Cet objet
mathématique ne permet pas de prédire de facon certaine le résultat de toute mesure mais donne
une description probabiliste des résultats possibles. Les auteurs font appel a un état quantique
délocalisé pour prouver par I’absurde que sous certaines hypotheses (localité), la théorie ne peut
étre complete. En effet, en faisant interagir deux particules pour un certain temps, on peut les
préparer dans un état intriqué. Le destin des deux particules reste alors étroitement lié, méme si
ces dernieres sont éloignées ’'une de I’autre a des distances arbitrairement grandes. Le résultat
d’une mesure effectuée sur la premiere particule, incertain par nature, est parfaitement corrélé au
résultat de la mesure sur la seconde particule. Les auteurs concluent alors que puisque les parti-
cules ne peuvent plus interagir a cause de leur séparation spatiale, c’est que les résultats obtenus
préexistaient a la mesure. Et de conclure que 1’état ) n’est pas une description complete de la
réalité physique des deux particules. Le débat est resté a un niveau purement abstrait et spéculatif
jusque dans les années 1960 ou John Bell [2] montre qu’une théorie réaliste locale, c’est a dire
une théorie pour laquelle des « variables cachées » associées a chacune des particules explique-
raient les corrélations entre les résultats, ne peut pas reproduire les corrélations prédites par la



mécanique quantique. La violation des inégalités de Bell en 1982 dans une expérience d’Alain
Aspect [3] tranche le débat en excluant toute théorie réaliste locale. La résolution expérimentale
de cette controverse nous assure donc que le vecteur d’état |¥) est la description physique la
plus complete du systeme : aussi étrange que cela puisse paraitre, un seul objet mathématique
décrit donc une réalité physique non-locale. Ainsi, on a prouvé que le caractere probabiliste des
prédictions quantiques ne peut pas se ramener a la simple méconnaissance d’une réalité physique
plus profonde.

Le probléme de la mesure L’intrication est I'un des phénomenes les plus déroutants de la
mécanique quantique. Lors d’une mesure, I’intrication du systeme avec 1’appareil de mesure
pose un profond probleme d’interprétation de la mécanique quantique : comme nous venons
de le voir, la mécanique quantique est par essence une théorie probabiliste. Plus précisément le
résultat d’une mesure en mécanique quantique est décrit par une loi de probabilité. Imaginons
par exemple un appareil de mesure dont le résultat est affiché a 1’aide de la position d’une aiguille
sur un cadran, notons | —) la position neutre de 1’aiguille. Lorsque le systeme quantique est dans
un état [/ )g, I’aiguille pointe dans une premiere direction, notée | T). Au contraire, si le systeme
est dans un état [i),)s orthogonal au précédent, I’aiguille pointe dans une autre direction, notée
| ). On peut alors tout a fait décrire I’interaction du systeme avec 1’appareil de mesure sous
forme d’une évolution unitaire :

[i)s @ =) = Ws @ T)
[o)s ® | =) = Wa)s ®| 1) (D)

Si I’on tente a présent de mesurer une superposition de différents états propres |¢;)s, la transfor-
mation (1) mene alors a 1’état :

1
— [l1)s + 2)s]® 1 =) — s @1 T+ lwa)s 1 1)]. (2)

1

V2 V2
A ce stade, on ressent un malaise car 1I’appareil de mesure lui-méme est dans un état superposé
qui ne correspond pas du tout a notre expérience quotidienne. En particulier on ne retrouve pas le
postulat de projection, qui précise que 1’aiguille devrait pointer dans 1’une des directions | T) ou
| 1) avec probabilité 1/2 tandis que le systeme est projeté dans 1’état propre correspondant |y, )
apres la mesure. Schrodinger [4] a lui méme illustré ce paradoxe par une expérience de pensée
encore plus choquante pour notre intuition classique.

Un chat est enfermé dans une boite équipée d’un systeme diabolique basé sur une particule
radioactive et un compteur Geiger. Un mécanisme est programmé pour libérer une quantité létale
de poison lorsque le compteur détecte la désintégration de la particule. Apres le temps de demi-
vie de la particule, le systeme {chat + particule} peut s’écrire de facon analogue a 1’état (2) :

1) = Wryivan) ® [1) + [mor) © [2), 3)

ol [Wyivane) représente la fonction d’onde du chat vivant et |y, celle du chat mort, tandis que |2)
et |1) correspondent a I’état de la particule ayant subi ou non une désintégration radioactive. En



Ficure 1 — Vue d’artiste de I’expérience de pensée du chat de Schrodinger.

particulier, le chat se retrouve dans un état suspendu entre la vie et la mort (voir figure 1). Cette
expérience est tellement paradoxale qu’elle amenait Schrodinger lui-méme a douter de la réalité
physique des objets décrits par la mécanique quantique : décrivant les conséquences auxquelles
on aboutit en extrapolant les concepts de la mécanique quantique au monde macroscopique, il
emploie ces mots : "One can even set up quite ridiculous cases" !. Ainsi, les peres fondateurs de
la mécanique quantique eux-méme estimaient que les appareils de mesure doivent €tre exclus de
la description quantique.

Ceci n’est pas sans soulever de graves questions sur la signification profonde de la théorie
quantique. L’interprétation de Copenhague de la mécanique quantique [5, 6] rejette ces questions
en expliquant qu’on ne devrait pas donner de sens physique aux objets mathématiques utilisés
pour prédire les résultats de mesure.

Reconstruction d’états quantiques Afin d’éclairer le probleme de la mesure en mécanique
quantique, nous allons tenter de préparer un systeme physique dans un état similaire a celui du
chat de Schrodinger. Afin de caractériser 1’état produit, nous reconstruirons expérimentalement
I’état quantique du systeme. Le résultat d’'une mesure étant par nature aléatoire, une seule me-
sure ne peut pas suffire a déterminer 1’état V). De plus, a cause du postulat de projection, une
mesure affecte irréversiblement le systéeme mesuré. Ainsi, apres une mesure de von Neumann
d’une observable O, la valeur de O est parfaitement déterminée et le systeme ne livrera donc pas
plus d’information sur I’observable. Cela montre qu’il faut impérativement disposer de plusieurs
copies du systeme pour déterminer completement son état. En fait, il est nécessaire de disposer
d’un grand nombre de copies du systéme, non seulement pour mesurer la variabilité statistique
des résultats de mesure d’une observable donnée, mais également pour mesurer diftérentes ob-
servables sur le systeme. Pour espérer reconstruire un état quantique, on doit donc disposer d’un
systeme physique permettant de préparer répétitivement un état quantique et de mesurer un grand

1. Des situations assez ridicules peuvent méme étre engendrées.



nombre d’observables incompatibles entre elles sur le systeme.

Les progres récents de la physique expérimentale ont permis de réaliser de telles reconstruc-
tions dans un certain nombre de systemes physiques. L’utilisation de champs électriques oscil-
lants permet de confiner des particules chargées au dessus d’un jeu d’électrodes. On peut alors
a la fois manipuler I’état interne et 1’état vibrationnel des ions ainsi piégés. Des faisceaux lasers
focalisés permettent d’adresser un seul des ions piégés dans une chaine contenant quelques ions.
Plusieurs groupes dans le monde ont pu reconstruire a la fois I’état vibrationnel [7] d’un ion piégé
dans le potentiel confinant ainsi que 1’état du registre quantique formé par 1’état interne d’une
chaine d’ions [8]. Ce systeme est trés prometteur dans la perspective de 1’information quantique
[9, 10, 11, 12]. En effet, chaque ion forme un quBit dont I’ état interne permet de stocker une com-
binaison arbitraire de deux états |0) et |1) avec un temps de cohérence extrémement long, tandis
que le degré de liberté de vibration forme une sorte de bus quantique permettant d’effectuer des
opérations entre les différents ions du piege[13].

Les progres dans le domaine de 1’optique quantique ont également permis récemment de
préparer des faisceaux lumineux se propageant dans 1’espace libre dans des états fortement non-
classiques [14, 15, 16]. La lumiére d’un faisceau Laser impulsionnel a méme été préparée dans
un état similaire a celui de I’expérience de pensée du chat de Schrodinger dans le groupe de
Philippe Grangier [17]. L’état quantique du faisceau propageant peut étre reconstruit en mesu-
rant par détection homodyne différentes quadratures du champ. La connaissance de ces obser-
vables incompatibles entre elles permet de remonter a I’état quantique du champ [18]. Ces états
non-gaussiens sont extrémement prometteurs en cryptographie quantique ou ils pourraient étre
utilisés pour transmettre 1’intrication a travers des fibres optiques, rendant ainsi possible la cryp-
tographie quantique a longue distance [19].

Piéger la lumiere pour mieux I’étudier L’électrodynamique quantique en cavité est un for-
midable outil pour réaliser les expériences de pensée qui ont éclairé les débuts de la mécanique
quantique. A I’aide d’un dispositif expérimental complexe, on arrive 2 manipuler deux systemes
physiques tres simples et parfaitement controlés pour mettre en évidence les phénomenes les plus
fondamentaux de la mécanique quantique. Les matériaux supraconducteurs a basse température
sont extrémement réfléchissants pour la micro-onde. L’utilisation de miroirs supraconducteurs
permet ainsi de réaliser des résonateurs micro-onde de tres grand facteur de qualité, on parvient
alors a piéger la lumiere pour des temps extrémement longs [20]. Le champ interagit avec des
atomes excités dans les états de Rydberg circulaires. Ces états tres stables malgré leurs nombres
quantiques élevés permettent de former un systeme a deux niveaux. L’extréme sensibilité au
champ micro-onde des atomes de Rydberg permet de raccourcir la durée de I'interaction. On
parle alors de régime de couplage fort : pour une interaction résonnante, 1’atome et le champ
ont le temps d’échanger de facon cohérente un quantum d’énergie de nombreuses fois avant que
I’un des deux systemes ne relaxe. Ce régime permet de sonder les propriétés quantique du champ
piégé.

Notre montage expérimental permet d’envoyer un a un les atomes de Rydberg a I’intérieur
de la cavité désaccordée. A cause du désaccord entre la cavité et la transition atomique, il n’y
a pas d’échange d’énergie entre les deux systemes. Toutefois, les photons piégés dans la cavité



modifient la fréquence atomique grace au phénomene de déplacement lumineux. On détecte
alors le déphasage accumulé pendant I’interaction a I’aide d’un interférometre de Ramsey. On
peut ainsi remonter au nombre de photons contenus dans la cavité. Cette technique permet alors
de compter le nombre de photons piégés. Nous avons pu démontrer la mesure non-destructive du
nombre de photons piégés pour les nombres de photons compris entre 0 et 7. Nous avons ainsi
pu observer pour la premiere fois des sauts quantiques de la lumiere. Finalement, en adaptant
la procédure pour mesurer d’autres observables que le nombre de photons, il devient possible
de reconstruire completement 1’état du champ piégé. On a ainsi inversé le point de vue adopté
par beaucoup d’autres expérimentateurs [21, 22, 23, 24] qui consiste a utiliser des photons pour
manipuler un systeme matériel. Dans notre cas, le champ est le systeme piégé et les atomes sont
utilisés pour I’interroger et le manipuler.

De fagon parallele, la physique des circuits supraconducteurs a connu un développement
extrémement rapide ces dernieres années, permettant d’atteindre un régime ou les propriétés
quantiques du circuit peuvent étre manipulées et controlées avec un grand degré de précision.
Les jonctions Josephson, sortes d’inductances non-linéaires, sont a la base d’un nouveau type
de quBit. Un atome artificiel assimilable a un systeme a deux niveaux peut étre couplé a un
résonateur micro-onde formé d’une ligne coaxiale. Le quBit et le résonateur peuvent étre couplés
capacitivement afin de contr6ler et de mesurer 1’état de ce dernier. Le systeme ainsi obtenu est une
autre implémentation des concepts de 1’électrodynamique quantique en cavité. Ce systeme a déja
permis de préparer et de reconstruire des états non-classiques du résonateur [25]. L’intégrabilité
de ce systeme en fait un bon candidat pour d’éventuelles applications au calcul quantique[26,
27, 28]. Toutefois, pour atteindre le seuil de mise en oeuvre des codes correcteurs d’erreurs, une
formidable amélioration de la fidélité des opérations entre le résonateur et le quBit est nécessaire.
C’est seulement dans ce cas que le calcul quantique deviendrait une alternative crédible face au
calcul classique.

La frontiere entre les mondes quantique et classique Le postulat de projection repose sur le
fait que les objets macroscopiques tels que les appareils de mesure ne peuvent se trouver dans
une superposition d’états telle que (3). Se pose alors la question de savoir a partir de quelle faille
les objets franchissent la frontiere séparant le « monde quantique » du « monde classique ». Le
phénomene responsable de cette transition, connu sous le nom de décohérence, est un processus
continu, transformant peu a peu les superpositions quantiques en états classiques. Le phénomene
s’explique par la fuite progressive d’information du systeme vers son environnement. Pour les
gros objets fortement couplés a leur environnement, le processus est quasiment instantané, can-
tonnant 1’observation de superpositions quantiques au monde microscopique. Notre dispositif
expérimental permet de réaliser des mesures sur des objets de taille intermédiaire, présentant
les caractéristiques d’un pointeur classique mais suffisamment petits pour survivre a la décohé-
rence pendant un temps appréciable. En particulier, nous avons pu préparer un état du type chat
de Schrodinger, ou la phase du champ joue le méme role que la direction d’un indicateur clas-
sique. On peut donc sonder grace a notre dispositif, I’évolution non-unitaire responsable de la
projection progressive de 1’état quantique lors d’une mesure. En reconstruisant 1’état quantique
de notre « appareil de mesure modele » pour différents délais apres sa préparation, on visualise



FiGure 2 — Schéma de principe de nos expériences d’électrodynamique quantique en cavité. La
cavité de grande finesse est insérée dans un interférometre de Ramsey formé de deux cavités de
faible facteur de qualité. Les atomes de Rydberg traversent un a un I’interférometre avant d’étre
détectés par ionisation.

en quelque sorte la transition d’un chat de Schrodinger de I’état « vivant et mort » vers 1’état
classique « vivant ou mort ».

Expériences présentées dans ce mémoire Les expériences présentées dans ce mémoire n’au-
raient jamais été possibles sans le travail considérable de Sébastien Gleyzes, Stefan Kuhr, Chris-
tine Guerlin et Julien Bernu qui ont rebati presque intégralement le coeur du dispositif expé-
rimental. Les deux avancées majeures ont été premierement, la construction d’un nouvel inter-
férometre de Ramsey (voir figure 2) améliorant grandement la qualité des mesures, et deuxie-
mement, le développement d’une nouvelle génération de cavités ouvertes compatibles avec les
nouvelles contraintes interférométriques. Les nouveaux miroirs sont constitués d’un substrat en
cuivre usiné au diamant a I’échelle optique. La grande qualité de surface a permis d’atteindre une
finesse record de 4,6 - 10° correspondant a un temps de vie moyen macroscopique des photons
dans le mode : 0,13s! Un tel temps de vie permet de stocker les états du champ pendant un
temps appréciable, et de faire interagir plusieurs atomes successivement avec le champ.

Par le passé, Gilles Nogues [29] avait déja pu mesurer non-destructivement la présence d’un
photon piégé dans la cavité, toutefois, le temps de vie n’excédant pas 1 ms, ne permettait pas
de répéter cette mesure plus de trois fois. De plus, la méthode utilisée a I’époque était intrinse-
quement limitée a la mesure de photons uniques. La possibilité de faire interagir des centaines
d’atomes successivement avec le champ piégé permet a présent de mesurer des nombres de pho-
tons €levés et ainsi de préparer divers états de Fock dans la cavité [30]. En répétant la mesure
de nombreuses fois, on peut tester le caractere non-destructif de la mesure et observer les sauts
quantiques de la lumiere entre les différents états de Fock [30, 31]. L’étude statistique de ces
trajectoires quantiques individuelles a permis de mesurer les temps de vie des différents états



nombre dans la cavité [32].

En répétant la mesure de nombreuses fois, on peut geler 1’évolution cohérente induite nor-
malement par le couplage de la cavité a une source micro-onde classique. Cet effet, baptisé
« effet Zénon Quantique » en 1977 par Misra et Sudarshan [33] est une conséquence de la né-
cessaire action en retour de toute mesure en mécanique quantique. Il a déja été observé dans des
systemes formés de deux niveaux [34, 35, 36, 37, 38, 39, 40], ou il se manifeste par le bloquage
d’un échange cohérent du type oscillation de Rabi. mais rarement [41] dans un systeme non-
borné comme un mode du champ électromagnétique [42]. Ces résultats ont été décrits en détail
dans la these de Julien Bernu [43] et je ne les traiterai donc pas dans ce mémoire.

L’interaction d’un atome avec le mode de la cavité permet de préparer le champ dans une
superposition de deux états quasi-classiques de phases différentes. Cet état est tout a fait ana-
logue a I’aiguille d’un appareil de mesure classique pointant simultanément dans deux directions
différentes. Dans une mesure quantique, c’est cet état extrémement sensible a la décohérence qui
se transforme rapidement en un état classique, provoquant la projection du systeme mesuré. La
décohérence d’un tel état a pu étre observée en 1996[44] en étudiant la décroissance des corréla-
tions entre le premier atome et un second atome chargé de mesurer la cohérence de la superposi-
tion préparée. Grace au temps de vie exceptionnelle des cavités actuelles, nous sommes capable
de reconstruire completement le champ piégé apres le passage du premier atome. En répétant
la reconstruction pour différents délais apres la préparation, on peut observer la transformation
progressive de la superposition quantique en un état purement classique.

Dans une premiere partie, nous définirons précisément le concept d’état quantique et nous
montrerons sur de nombreux exemples comment on peut commodément le représenter dans le
cas d’un mode du champ électromagnétique. Nous introduirons également le formalisme permet-
tant de décrire les différents types de mesures que I’on peut réaliser sur un systéme quantique, et
notamment le formalisme de la mesure généralisée. Ce formalisme treés général nous sera utile
tout au long du manuscrit pour décrire ’effet des atomes sur le champ, mais également pour
comprendre I’effet de la décohérence qui transforme progressivement les états purs en mélanges
statistiques. Nous donnerons ensuite plusieurs stratégies générales permettant de reconstruire
I’état du champ a partir d’un ensemble de mesures quantiques. Enfin, nous rappellerons 1’ana-
logie entre un atome a deux niveaux et un systeme de spin 1/2, et en particulier le formalisme
de la sphere de Bloch permettant de décrire visuellement toute opération unitaire sur un systeéme
de dimension deux. Nous appliquerons ce formalisme a I’interférométrie de Ramsey qui est a la
base de toutes nos mesures du champ piégé.

Le second chapitre sera consacré a I’étude du systeéme expérimental. Nous montrerons com-
ment, au prix d’une grande complexité expérimentale, on peut avoir un controle quasi-total des
deux systemes mis en jeux. Nous discuterons également les raisons qui ont amené a utiliser pré-
cisément les atomes de Rydberg circulaires et les cavités micro-ondes choisis dans le montage
actuel.

Dans une troisieme partie, nous aborderons le phénomene de déplacement lumineux utilisé
pour extraire de I’information sur le champ a 1’aide des atomes. Nous reprendrons ensuite le
formalisme de la mesure généralisée pour décrire précisément le processus de mesure du champ
par les atomes. Je présenterai alors bricvement les résultats obtenus sur les sauts quantiques de
la lumiere et la décroissance du nombre de photons piégés.



La quatrieme partie sera consacrée a la reconstruction compléte d’états non-classiques du
champ. Je montrerai comment on parvient a préparer un état similaire a celui du chat de I’expé-
rience de pensée de Schrodinger. Nous utiliserons ensuite cet exemple pour mettre en oeuvre les
techniques de reconstruction présentées dans le premier chapitre. Nous montrerons qu’on peut
améliorer significativement la reconstruction en adoptant une stratégie différente de celle qui a
été utilisée lors de la série d’expériences décrite dans ce manuscrit.

Finalement, nous étudierons la décohérence de 1’état chat de Schrodinger d’un point de vue
théorique avant de présenter un film expérimental de 1’évolution de I’état sous I’effet de la déco-
hérence.



Chapitre I

Description théorique du systeme
atome-champ

I.1 Description quantique d’un mode du champ électroma-
gnétique

Notre systeme expérimental prend le contre-pied de la plupart des expériences d’optique
quantique. En effet, plutdt que de piéger des atomes et de les étudier grace a des faisceaux lumi-
neux, nous sommes parvenus a piéger un champ lumineux suffisamment longtemps pour pouvoir
le manipuler et I’interroger a 1’aide d’un faisceau d’atomes. Nous accédons ainsi a un systeme
d’étude beaucoup plus riche que celui de ’atome a deux niveaux. En effet, un mode du champ
lumineux est formellement analogue a un oscillateur harmonique, il présente une infinité de ni-
veaux énergétiques équidistants et peut étre préparé dans une grande variété d’états quantiques.

Cette these porte sur la reconstruction complete de différents €tats quantiques du champ
piégé. L’état quantique d’un systeme est un concept statistique et par conséquent, ne peut étre
reconstruit qu’en réalisant un grand nombre de mesures quantiques a 1’aide d’un ensemble de co-
pies du systeme. Dans ce chapitre, nous allons d’abord nous concentrer sur la description quan-
tique d’un mode isolé du champ électromagnétique. Dans un premier temps, nous rappellerons
brievement le formalisme du champ quantifié, puis nous expliciterons le concept d’état quantique
d’un systeme, ainsi que ses différentes représentations mathématiques. Nous verrons ensuite le
formalisme permettant de décrire la mesure sur un systeéme quantique et nous étudierons diffé-
rentes techniques pour reconstruire I’état quantique d’un systeme a 1’aide d’un grand nombre de
mesures quantiques. Finalement, nous introduirons la description quantique d’un atome a deux
niveaux et son couplage au champ par le Hamiltonien de Jaynes-Cummings.

I.1.1 Le champ quantifié

La description quantique du champ électromagnétique repose sur la décomposition du rayon-
nement classique sous forme de modes. La dynamique de chaque mode est celle d’un oscillateur
harmonique. Dans une description classique, le champ électrique pour un mode du champ est

9
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donné en tout point r et en tout instant ¢ par :
E(r,t) = Eof(r)(ea(t) + € a’(1)). (L.1)

f(r) est une fonction complexe définissant le profil spatial du mode. Par convention, f(r) sera
normalisée de facon a ce que sa valeur maximum soit de norme unité. Le vecteur unitaire com-
plexe € décrit la polarisation du mode. Le préfacteur &) est homogene a un champ électrique
et n’a pas de signification physique a ce stade puisqu’il est redondant avec la normalisation de
a. La dynamique se résume a la rotation dans le plan complexe de I’amplitude complexe « a la
pulsation w du mode :

a(t) = a(0)e ™. 1.2)

On définit alors les quadratures X et P, analogues aux positions et impulsions (adimensionnées)
d’un oscillateur mécanique :

X:an:azw 1.3)
et .
P =Im(a) = ad _2& (L4)

Afin de quantifier un tel systeéme, on remplace ces variables de quadrature par des opérateurs
obéissant aux mémes relations de commutation que les observables position et impulsion d’une
particule :

[X,P] =1, (L.5)

et dont I’évolution est régie par un hamiltonien analogue a celui d’un oscillateur harmonique :
H = holP* + X]. (1.6)

Il est alors commode d’introduire 1’opérateur non-hermitien @ = X +iP et son hermitien conjugué
a' vérifiant la relation de commutation :

[a,a'] = 1. 1.7)
Le champ électrique en n’importe quel point est devenu une observable qui s’écrit alors :
E(r) = & f(r)(ea + €a). (1.8)
Le hamiltonien quant a lui peut se réécrire :
H = hola'a +1/2]. 1.9)

Il est alors aisé de démontrer a I’aide des relations de commutation entre a et a’ que 1’opérateur
N = a’a a pour spectre I’ensemble des entiers naturels. L’état fondamental du hamiltonien ou en-
core état vide |0) a donc une énergie non nulle Ziw/2 correspondant aux fluctuations du vide. Les
états d’énergie supérieure sont séparés d’une énergie fixe 7iw et s’obtiennent par action répétée
de ’opérateur de création a' : )
at

\/—||0>- (1.10)
n!

In) =
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Ces états sont appelés états nombres ou états de Fock.

Dans cette version quantifiée du champ électromagnétique, la valeur de &, doit étre précisée,
puisqu’elle définit la valeur du champ électrique correspondant a un photon. On définit le volume
V du mode par :

V= f |F(r)PPdr. (L11)

L’énergie associée aux fluctuations de champ électromagnétique dans un état de Fock |n) est alors
donnée par! :
Ey = f€o<E2> = V(nleoccjéaaT +a'aln) = V(Q2n + 1)8%. (1.12)

& s’obtient en €crivant 1’égalité entre 1’énergie du vide 7iw/2 et I’énergie électromagnétique
contenue dans le champ d’un demi photon calculée ci-dessus :

1
Shw = aVE;. (1.13)
On obtient donc
hw
Eo = . 1.14
0 eV (I.14)

Les états nombres définis ci-dessus sont des objets mathématiques fondamentaux puisqu’ils
sont les états propres du Hamiltonien. Cependant, il correspondent a des états tres étranges et
non-classiques du champ. En effet, I’état de Fock étant un état stationnaire, on ne peut pas s’at-
tendre a ce que le champ électrique reste concentré autour d’une valeur moyenne oscillant a
la fréquence de résonance. Au contraire, le champ n’a pas une phase déterminée dans un état
de Fock et le champ électrique, bien que présentant une valeur moyenne nulle, a une variance
croissante avec le nombre de photons. Afin de retrouver des objets ayant des comportements clas-
siques a la limite des grands nombres de quanta, on doit construire des états particuliers appelés
états cohérents, formés d’une superposition de différents états de Fock. Ces états s’obtiennent a
partir du vide par application d’un opérateur appelé opérateur déplacement.

I.1.1.a Opérateur déplacement et états cohérents

L’ opérateur déplacement est défini par la formule :
D) = e'-1a), (1.15)

Le parametre A est un nombre complexe quelconque décrivant I’amplitude complexe du dépla-
cement. D(A) est un opérateur unitaire qui décrit 1’évolution du champ piégé sous I’effet du
couplage a une source classique résonnante dont la phase et I’amplitude définissent I’amplitude
complexe A.

1. L’énergie totale est la somme des énergies électrique et magnétique E, = f E7"(E2) + ﬁ(Bz) ou encore le
double de I’énergie électrique puisque 1’énergie est équirépartie.



12 Chapitre 1. Description théorique du systeme atome-champ

a b
(a) (b) i
s Im(cr)
0,104
— 008
£
Qs 0,06 |a|
0,04
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000 0 5 10 15 20 25 >
n Re(o)

Ficure 1.1 — (a) Population des différents nombres de photons dans un état cohérent |3) contenant
10 photons en moyenne (8 = V10). (b) représentation du champ cohérent dans 1’espace des
phases : I'incertitude sur I’amplitude complexe « est représentée par le cercle grisé.

L’action de I’opérateur D(«) sur I’état vide |0) est appelé champ cohérent, noté |a). Il satisfait
la propriété :
dla) = ala). (1.16)

On montre aisément que le vecteur d’état du champ cohérent s’écrit :

@) = e 2y 3—n_'|n>. (L17)
— Vn!

La figure I.1.1.a montre la population des différents états nombres dans le champ cohérent défini
par la formule (I.17). Il s’agit d’une loi de Poisson. A la limite des grandes amplitudes g, le
champ cohérent devient un objet classique : I’incertitude sur le nombre de photons, donc sur
I’énergie, devient négligeable devant I’énergie moyenne. Plus généralement les fluctuations de la
phase et de I’amplitude du champ deviennent négligeables devant leurs valeurs moyennes.
L’ensemble des |a) forme une base continue (non-orthogonale) de 1’espace des états :

1 f d*ala)al = 1. (1.18)
T

D’apres la forme (1.9) du Hamiltonien, I’évolution du champ cohérent apres un intervalle de
temps ¢ est donnée par :

. . a)’
|a,> N e—zwt/Ze—Ialz/Z Z e—zwnt( ) |l’l>

; Vnl

e 2| ey, (1.19)

Les états cohérents étant une base de I’espace des états, 1’évolution libre de tout état du champ
se résume donc simplement a une rotation dans I’espace des phases. En particulier, apres une
période, le champ se retrouve dans son état initial.
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I.1.2 Etat quantique d’un systéme

[’état quantique d’un systeme est un objet mathématique qui contient toute I’information
dont on dispose sur le systeme. En particulier, il permet de calculer les probabilités de résultat
pour n’importe quelle mesure effectuée sur le systeme. Les résultats d’une mesure sur un sys-
téme quantique sont incertains par nature. Cependant, on peut distinguer deux sources expliquant
la dispersion des mesures effectuées sur des copies successives du systeme : lorsque le systeme
est préparé systématiquement dans le méme vecteur d’état (préparation complete), la dispersion
des résultats n’est due qu’au caractere quantique de 1’état, et on peut décrire les différentes pro-
babilités de résultats a I’aide du vecteur d’état. En pratique, il est souvent difficile de travailler
dans un régime ou la seule source de dispersion est le caractere quantique de 1’état, le systeme
est en général préparé dans différents vecteurs d’état selon une loi statistique. On parle alors de
« mélange statistique ». Cette fois, les sources de dispersions sont a la fois quantiques et clas-
siques. Afin de pouvoir tout de méme faire des prédictions quantitatives dans ce cas, on introduit
un nouvel outil formel : 1I’opérateur densité.

I.1.2.a Etats purs et mélanges statistiques

Un état pur est décrit mathématiquement par la donnée de son vecteur d’état |i). Dans le cas
d’un mode du champ électromagnétique, on choisira généralement comme base pour écrire le
vecteur d’état, la base des états nombres :

vy = ) Cil), (1.20)
ieN
avec
Ci = ily). (1.21)
La valeur moyenne d’une observable O dans 1’état |i/) est donnée par :
(0) = WlOl). (1.22)

Un mélange statistique, quant a lui, est I’état obtenu lorsque le systeme est préparé de facon
probabiliste dans 1I’un des vecteurs d’état accessibles. Si l’on note p; la probabilité que le systeme
soit préparé dans le vecteur d’état |i/;), alors, la valeur moyenne de I’observable O est donnée par :

(0) = ) pwilOl). (1.23)

L.1.2.b D’opérateur densité

Afin de décrire de facon commode a 1’aide d’un seul objet mathématique 1’état du systeme
dans un mélange statistique et dans un cas pur, on introduit 1I’opérateur densité p qui est un
opérateur de 1’espace des vecteurs d’état vers 1’espace des vecteurs d’état. Pour un état pur ), p
est définie comme le projecteur orthogonal sur i) :

p = ). (1.24)
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La valeur moyenne d’une observable O s’écrit alors :

(0y = Tr(Op) (1.25)
= Tr(Ol) )

On voit immédiatement que cette définition coincide avec (I.22) en considérant la trace dans une
base orthonormée contenant le vecteur |y).

Dans le cas d’un mélange statistique contenant les différents vecteurs d’état |if;) avec les
poids p;, I’opérateur densité p est par définition :

p =) Pyl (1.26)

La formule (I.25) est également valide dans le cas d’un mélange statistique par linéarité de la
trace. Ce dernier point montre que I’opérateur densité est un objet mathématique suffisant pour
calculer les valeurs moyennes de toutes les observables (ainsi que tous leurs moments d’ordre
plus élevé). L opérateur densité est donc une représentation mathématique complete de 1’état
quantique d’un systeme.

Contraintes sur ’opérateur densité Un opérateur densité satisfait nécessairement les trois
conditions suivantes :

1. C’est un opérateur de trace unité. D’apres I’expression générale d’un opérateur densité
(I.26), on peut calculer la trace d’un opérateur densité quelconque :

Tr(p) = ) pi= 1. (1.27)

En effet, les p; s’interprétant comme des probabilités de préparation suivant I’un des |i/;),
leur somme doit étre égale a 1.

2. L’opérateur densité est hermitien. Toujours d’apres la formule (1.26),

p'= D piludwil = p. (1.28)

En effet, les p; sont des nombres réels d’apres leur interprétation en terme de probabilité.

3. Lopérateur densité est positif : cela signifie que toutes ses valeurs propres doivent étre
positives. Cette propriété est évidente lorsque les différentes composantes du mélange |i;)
sont orthogonales, p est alors diagonale dans toute base orthonormée contenant les vecteurs
i), et ses valeurs propres sont les probabilités p;, qui sont bien siir positives. Dans le cas
général ou I’on considere un mélange d’états non-orthogonaux, considérons, un vecteur
propre |y) de valeur propre a de p. L’action de p sur le projecteur |y){y| est alors :

D i)l = aly)ivl (1.29)
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En prenant la trace de cette égalité, on obtient immédiatement :

D il = e (1.30)

a est donc un nombre réel positif car il est la somme de nombres réels positifs.

Réciproquement, ces conditions sont évidemment suffisantes, car un opérateur vérifiant ces trois
conditions est diagonalisable, et on peut alors interpréter I’état comme le mélange des différents
vecteurs propres.

I.1.2.c Entropie d’un systeme

Entropie en théorie de I’information En théorie de I’information, 1’entropie de Shannon as-
sociée a une variable aléatoire permet de mesurer I’information délivrée par la donnée du résultat
de chaque tirage de la variable. Par exemple, connaissant la fréquence p; relative des 26 lettres
de I’alphabet dans une langue donnée, on peut calculer de la fagon suivante 1’entropie de Shan-
non correspondant au nombre de bits d’information contenu en moyenne dans chaque lettre d’un
message :

26
H=- Z pilog p;. (1.31)
i=1

La distribution de probabilité qui maximise 1’entropie est bien sir la distribution uniforme. Ce
résultat tres intuitif signifie que I’incertitude est la plus grande si toutes les valeurs de la va-
riable aléatoire ont les mémes probabilités de sortir. Dans ce cas, I’entropie de Shannon vaut
—log,(5¢) = 4,70 bits.

Compte tenu des fréquences des différentes lettres en anglais par exemple, 1’entropie associée
a un monogramme dans la langue anglaise ne vaut que 4,14 bits. Cette valeur ne représente la
quantité d’information apportée par chaque lettre que si I’on considere les lettres successives
comme ayant des lois de probabilité indépendantes. Cette hypothese est évidemment fausse (la
lettre q est généralement suivi par la lettre u par exemple), ce qui tend a réduire encore la quantité
d’information apportée par chaque caractere en augmentant la redondance du codage. Le lecteur
intéressé pourra consulter 1’article fondateur de Shannon [45].

Entropie d’un état quantique De méme, pour décrire le « degré de pureté » d’un mélange
statistique, on utilise une variable S appelée entropie de von Neumann. Pour un systtme quan-
tique décrit par I’opérateur densité p, elle est définie par :

S =-Tr(plnp). (1.32)

Lorsque le systeme est dans un état pur, sa matrice densité est un projecteur orthogonal sur cet
état, et le logarithme dans la trace s’annule. L’entropie d’un état pur est donc nulle.

Quand la matrice densité possede plusieurs vecteurs propres de valeurs propres non-nulles,
elle décrit un mélange statistique. L’ opérateur densité étant hermitien, il peut étre diagonalisé



16 Chapitre 1. Description théorique du systeme atome-champ

dans une base orthonormée. Notons |;) le i¢ vecteur propre de valeur propre non nulle (notée p;)
dans cette décomposition. On peut écrire :

p= ) Pl (1.33)

L’entropie est alors donnée par :

= —Tr (p In [Z p,-|w,-><w,-|D

~Tr (pZm (p) |w,-><wi|)

%}
|

- Z pilnp;. (L.34)

On reconnait ’entropie de Shannon associée a une variable aléatoire de loi p;. Ainsi, plus la
préparation de 1’état suivant I’une des possibilités [i/;) est incertaine, plus I’entropie de Von Neu-
mann est grande.

L’entropie satisfait les deux propriétés :

1. Concavité : On peut démontrer que 1’entropie est une fonction concave de p : c¢’est a dire
que pour un ensemble de valeurs A; positives :

S [Z ﬂ,»p,) > Z 8 (). (135)

2. Bornes : L’entropie S (p) est positive et ne s’annule que lorsque p est un état pur. De plus,
si on note N la dimension de I’espace, I’entropie maximale vaut In(N), et elle est atteinte
pour un état maximalement mélangé.

I.1.2.d Ambiguité des mélanges statistiques

Comme nous I’avons vu au I.1.2.b, la matrice densité d’un systeme représente completement
I’état quantique de ce dernier. En d’autres termes, la matrice densité permet de décrire le mieux
possible, compte tenu de la préparation du systeme, les probabilités de résultats correspondant a
la mesure de n’importe quelle observable. Nous allons voir cependant que 1’interprétation d’une
méme matrice densité en terme de préparation du systeme peut €tre extrémement ambigué.

Ambiguité des composantes du mélanges Un mélange statistique décrit par une décomposi-
tion en une somme de projecteurs :

p =), pil)ui (1.36)

N
i=0

peut étre vu comme 1’état résultant du processus de préparation suivant.
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1. tirer d’une variable aléatoire X de loi p; sur [1..N]
2. préparation du systeme dans 1’état pur |i;) ol i est le résultat de la variable aléatoire.

Cependant, la décomposition de p suivant une somme de projecteurs n’est pas unique. Il en
découle donc que plusieurs processus tels que celui décrit ci-dessus menent au méme résultat
physique.

— Valeurs propres dégénérées Comme nous 1’avons vu précédemment, une base privilégiée
dans laquelle considérer la matrice densité est une base propre dans laquelle cette derniere
est diagonale. La matrice s’écrit alors comme une somme de projecteurs sur des états
orthogonaux. Déja a ce stade, on peut noter que si la matrice posseéde des valeurs propres
dégénérées, il existe une infinité de bases de diagonalisation.

— Mélanges d’états non-orthogonaux Si a présent, on n’exige pas que les différents vecteurs
d’état |;) du mélange soient orthogonaux entre eux, la situation devient beaucoup plus
complexe. En effet, dés que la matrice densité n’est pas un projecteur sur un vecteur d’état,
il existe une infinité de décompositions de la forme :

N
p = Pl (137)

i=0

De plus, le nombre de composantes du mélange N n’est plus limité comme précédem-
ment aux nombres de valeurs propres non-nulles de la matrice densité. En particulier, les
composantes du mélange peuvent étre plus nombreuses que la dimension de 1’espace.

Purification Nous allons ici introduire une derniere méthode de préparation d’un mélange sta-
tistique ne faisant pas appel a un processus aléatoire, mais a un systéme auxiliaire B intriqué avec
le systeme principal A. Afin de produire I’état décrit par la matrice densité :

N
pa= D PPl (1.38)
i=1

le systéme auxiliaire B devra avoir une dimension supérieure > 2 N. Nous pouvons alors définir
N états de référence orthogonaux |g); dans B. Pour produire I’état décrit par pg, il suffit alors de
générer a 1’aide d’une opération unitaire dans le systeme total AB 1’état pur :

N
Wan) = > i) ® Wn (1.39)
i=1

Nous pouvons maintenant tres facilement montrer que le sous-systéme restreint a A est décrit
par la matrice densité p4. Notons qu’une fois intriqués par 1’opération unitaire précédente, les
deux systemes A et B peuvent étre éloignés 1’un de 1’autre a une distance arbitrairement grande

2. En particulier, I’écriture diagonale de la matrice densité permet de réaliser une purification a I’aide d’un
espace de méme dimension que A.
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sans perdre leurs corrélations. Si a présent, un opérateur (Bob) effectue sur B la mesure d’une
observable O du type :

0= ilp)wsl: (1.40)

Le résultat de cette mesure lui donne sans ambiguité le numéro de 1’état de référence dans lequel
se trouve le sous-systeme B. La probabilité du résultat 1 vaut p; et le systeme global A - B est
immédiatement projeté dans 1’état séparable |V, ); ® [¥p);. Si le résultat de la mesure n’est pas
communiqué a I’opérateur du systeéme A (Alice), elle doit décrire 1’état de son systeme comme
le mélange statistique des |V, ); avec les probabilités p;. C’est-a-dire, avec la matrice densité p,.
En pratique, on a remplacé le générateur aléatoire des paragraphes précédents par le résultat de
la mesure quantique de O, qui est aléatoire par nature. Cependant, si on pousse le raisonnement
un peu plus avant, on notera que la mesure de 1’observable O par Bob n’est pas nécessaire. En
effet, la description physique du systeme A par Alice n’a pas pu changer au cours de la mesure de
Bob, sinon, cela signifierait que Bob, en choisissant de mesurer ou pas 1’observable O, pourrait
faire parvenir de I’information a Alice plus vite que la vitesse de la lumiere. Ainsi, la bonne
description par Alice du sous-systeme A lorsque A - B est dans 1’état intriqué [y 45) est la matrice
densité p,. L’état pur |y 45) du systeme A + B est appelé une purification de la matrice densité py.

Le théoreme Gisin, Hughston, Josza et Wooters On comprend bien le terme de purification,
car il s’agit de considérer un mélange comme une sous-partie d’un état pur [45) (éventuellement
fictif). La matrice densité du systeme A - B s’écrit :

pag = [Wap){Wasl (L41)
et la matrice densité ps du sous-systeme A est donnée par
pa = Tr(Wap)Was) g, (1.42)

ou Tr()p désigne I’opération de trace partielle sur B. Cette forme purifiée a un gros avantage sur
la conception stochastique d’un mélange statistique. En effet, Gisin, Hughston, Josza et Wooters
[46] ont démontré en 1989 que I’état intriqué (I1.39) permet de préparer I’'un quelconque des
différents mélanges a N composantes décrit par p4 en mesurant différentes observables de B. En
ce sens, la forme purifiée d’un mélange statistique unit les différentes représentations sous forme
de mélanges statistiques.

Nous verrons un exemple de réalisation pratique de 2 différentes représentations d’un mé-
lange statistique au I'V.1 lors de la préparation d’un état chat de Schrodinger a 1I’aide d’un systéeme
bipartite formé de 1I’état de la cavité et d’un atome.

Entropie comme mesure d’intrication La question de mesurer le degré d’intrication d’un état
pur d’un systeme bipartite tel que (I.41) est centrale en théorie quantique de I’information. On
peut utiliser I’entropie de von Neumann d’un des sous-systeme A ou B pour qualifier le degré
d’intrication entre A et B. En particulier, il est aisé de montrer

SA)=8SB)=S avec S(A)=-Tr(osln(pa))

et S(B) = —Tr (o In(pp)) . (1.43)
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L’entropie S commune aux deux sous-systemes mesure le degré de pureté des états p, et pp pris
séparément. A la limite ou 1’état S est séparable, les deux états sont purs et ont donc une en-
tropie nulle. Au contraire, plus I’entropie des sous-systéme est grande, plus 1’état de chacun des
sous-systeme pris séparément est loin d’un état pur. cela signifie qu’on perd d’autant plus d’in-
formation en considérant les systemes individuellement plutdt que de considérer 1’état quantique
du systeme total. En ce sens, I’entropie S est une mesure de I’intrication entre A et B.

I.1.3 Représentation de I’état du champ dans I’espace des phases

Une des bases de la physique statistique classique est la notion de distribution de probabilité
dans I’espace des phases. Pour une particule classique, impulsion et position peuvent €tre simul-
tanément parfaitement déterminées. La distribution correspondante est donc un pic de Dirac dans
le plan (x, p). Afin de décrire I’incertitude statistique sur ces deux variables, on introduit une den-
sité de probabilité f(x, p) positive et normalisée décrivant la probabilité de trouver la particule
dans une région de I’espace des phases. Le calcul de n’importe quelle grandeur statistique O sur
I’état de la particule est donc une moyenne classique :

(0) = f J(x, p)O(x, p)dxdp. (1.44)

Les physiciens se sont heurtés tres tot au probleme d’étendre cette représentation a la description
quantique des particules. Dans ce cas, méme lorsque la particule est préparée dans un état pur,
position et impulsion ne sont pas parfaitement déterminées simultanément. Et dans le cas d’un
mélange statistique, encore une fois, incertitude quantique et incertitude classique s’ajoutent. On
a néanmoins cherché a généraliser la formule (I.44) au cas d’observables et de champs quan-
tiques. On peut développer toute observable du champ sous forme de produits d’opérateurs a' et
a. Ces produits peuvent étre développés dans 1’ordre normal (tous les a’ sont placés en premier),
antinormal (les a sont en premiers) ou symétris€. Il existe trois distributions dans I’espace des
phases : la fonction Q, la fonction P et la fonction de Wigner (W) qui permettent de calculer la va-
leur moyenne de toute observable O développée respectivement dans I’ordre normal, antinormal
ou symétrique a I’aide d’une formule similaire a (1.44) :

(aTnam):fQ(a/)a*”a/mdza, (1.45)
(@a™y = f P(@)d " da, (1.46)

Et enfin,
<S(a"a*’")>: f W) o"d%a, (1.47)

ou S (a”a*m) représente le produit symétrisé de a” et a™", c’est a dire la moyenne des produits
contenant n fois a et m fois a’ dans tous les ordonnancements possibles.
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Nous ne démontrerons pas cette propriété dans le cas général, mais nous verrons en particulier
que la fonction de Wigner permet de calculer tres facilement la distribution de n’importe quelle
quadrature X; = (e‘i"ja + e""’a%) /N2

Ces distributions sont définies comme les transformées de Fourrier des fonctions caracté-
ristiques normale, antinormale et symétrique. Nous définirons d’abord les fonctions caractéris-
tiques, puis nous extrairons les propriétés essentielles des fonctions Q et W. La fonction P est
tres singuliere et ne donne que peu d’information visuelle sur 1’état quantique du champ. Au
contraire, les deux premieres donnent une représentation visuelle du champ dans I’espace des
phases. Enfin nous verrons sur des exemples que la fonction de Wigner est 1’outil le plus utile
pour visualiser les propriétés quantiques des états du champ.

I.1.3.a Les fonctions caractéristiques

Les fonctions caractéristiques sont des distributions dans 1’espace des phases qui permettent
de caractériser completement 1’état du champ. Elles permettent de calculer aisément les diffé-
rentes distribution dans 1’espace des phases et permettent, comme nous le verrons au chapitre
V.1.3, de calculer analytiquement 1’évolution de I’état sous I’effet de la relaxation.

Fonction caractéristique dans ’ordre symétrique La fonction caractéristique dans 1’ordre
symétrique dans 1’état décrit par la matrice densité p est une fonction du parametre complexe A
définie comme la moyenne de I’opérateur D dans I’état p :

C(AF = (D(A)) = Tr (pe "), (1.48)

En particulier, dans le cas d’un état pur, la fonction caractéristique s’écrit :
C (D)WY = (YD) (1.49)
Elle s’interprete donc comme le recouvrement entre 1’état i) et I’état translaté de I’amplitude

complexe A.

Fonctions caractéristiques dans I’ordre normal et antinormal De la méme fagon, On définit
les fonctions caractéristiques dans 1’ordre normal et antinormal par :

Ca(A) = Tr(pe' ™), (1.50)
Can(d) = Tr(pe™ ™). (L51)

D’apres I’identité de Glauber :
etef = AtBlABI2, (1.52)

valide des que A et B commutent avec [A, B], on obtient immédiatement :
C,(A) = 2C (1) = e Cu(). (1.53)

L’équation (I.53) permet de retrouver tres facilement les deux autres a partir d’une premiere
fonction caractéristique.
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I.1.3.b La fonction Q

Définition La fonction Q est par définition, la transformée de Fourrier a deux dimensions de la
fonction caractéristique dans 1’ordre antinormal C, :

O(a) = 1 f d?2e =TV (). (1.54)

2

Expression équivalente de Q On obtient une forme beaucoup plus agréable de la fonction
Q en effectuant quelques manipulations algébriques sur la formule (I.54). En introduisant la
définition de C,, ainsi que la relation de fermeture des états cohérents dans (1.54) :

» [ esre-1. (155)

on obtient :
O(a) = %Tr (p f d?ad? e<aﬁ*-a*ﬂ)e-”*“w><ﬁ|e*“*) (1.56)
- %Tr(p f d*Ad? eﬂ*<a—ﬁ>—ﬂ<“*—ﬂ*>w><ﬁ|). (L57)

Or I'intégration suivant A donne a un facteur multiplicatif pres la distribution de Dirac 6(a — B).
On obtient finalement :

1 1
Qe) = —Tr (pla)al) = —(elpla). (1.58)

Ainsi la fonction Q(«) s’interprete simplement comme le recouvrement entre 1’état p et le champ
cohérent |a). Les états cohérents formant une base des états du champ, la connaissance de la
fonction Q est équivalente a la connaissance de la matrice densité.

I.1.3.c La fonction de Wigner

Définition La fonction de Wigner [47] est donnée par la transformée de Fourier a deux dimen-
sions de la fonction caractéristique dans I’ordre symétrique C; :

1 .
W) = = f P2 ICs (). (159)
T
On montre aisément (voir [48] p.572) que la fonction de Wigner est normalisée a 1.

Expression équivalente de W  On peut également dériver une forme équivalente pour la fonc-
tion de Wigner faisant intervenir les éléments de matrices de p dans la base des états propres de
la position |x). En notant @ = x + ip :

W(x, p) = }r fdue_z”’”(x + u/2lplx — u/2). (1.60)
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Cette forme montre que la fonction de Wigner est la transformée de Fourrier des éléments non
diagonaux de p dans la base des vecteurs propres de la position. On peut inverser la transformée
de Fourrier et obtenir :

(x +u/2lplx —u/2) = f dpe®P"W(x, p). (1.61)

La connaissance de la fonction de Wigner permet donc de remonter a n’importe quel élément
de la matrice densité. En d’autres termes, comme la fonction Q, la fonction de Wigner contient
autant d’information sur I’état que la matrice densité.

I[.1.3.d Quelques propriétés des fonctions Q et W

Methode de mesure directe de Q et W Les dernieres expressions obtenues pour les fonctions
Q et W peuvent encore étre dérivées de facon a obtenir une définition opératorielle de ces fonc-
tions [49]. On peut réécrire la formule (1.62) en faisant intervenir 1’état vide |0) et 1’opérateur
déplacement :

1
Q) = —(0D(-a)pD(@)[0). (1.62)

La fonction Q(a) s’interprete donc comme la probabilité d’avoir O photons dans I’état p(—a) =
D(—a)pD(a) correspondant a 1’état p déplacé de 1I’amplitude complexe —a.

Pour réécrire I’expression (1.60) sous une forme similaire, introduisons 1’opérateur parité I1.
Il doit son nom a son action sur les états de Fock :

in) = (=1)"|n). (1.63)
Son action sur les états propres de la position et de I’impulsion |x) et |p) est extrémement simple :
IIjx) = |- x) ou encore p) =1 - p). (I.64)

En d’autres termes, 1’opérateur parité effectue une symétrie centrale dans 1’espace des phases.
On démontre facilement cette propriété en étudiant la parité des fonctions d’ondes des états de
Fock dans les bases |x) et |p). D autre part, on peut écrire 1’action de 1’opérateur déplacement sur
les états propres de la position (voir [48] p. 573) :

D(a)|x) = ¢ ' Re@Im(@ p2iIm@)x| v 4 Re(q)). (1.65)

Ainsi, outre un terme de phase globale, 1’opérateur déplacement translate les états propres de la
quadrature position de la quantité Re(a).
L’expression (1.60) peut alors se réécrire :

W(x, p)

}r f du(u/2|D(~@)pD(@)u/2)

%Tr (D(—=a)pD(a)II) . (1.66)

Les deux formules (1.62) et (I.66) montrent la similarité des deux fonctions Q(a) et W(a) :
tandis que la premiere s’interprete comme le recouvrement entre 1’état p déplacé de I’amplitude
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complexe —a avec I’état vide |0) (a un facteur 1/ pres), la seconde s’obtient en prenant la valeur
moyenne de 1’observable 2I1/x dans 1’état déplacé de 1I’amplitude complexe —a [50, 51]. Dans
le passé, I’équipe a déja utilisé cette propriété de la fonction Q pour en mesurer directement des
valeurs en des points arbitraires de I’espace des phases (voir [52]). Nous verrons que 1’on peut
utiliser une méthode similaire pour mesurer la fonction de Wigner (ou du moins une fonction
approchante) en des points arbitraires de I’espace des phases.

Bornes de Q et W D’apres la formule (I1.62), la fonction Q ne peut prendre que des valeurs
comprises entre 0 et 1/7. Comme mesure du recouvrement entre p et le champ cohérent @), elle
mesure la distribution dans 1’espace des phases du champ. La fonction de Wigner quant a elle
prend ses valeurs entre les deux valeurs propres de I’observable 211/ :

-2/n < W(a) <2/n. (1.67)

Nous verrons par la suite des exemples d’états pour lesquels la fonction de Wigner prends effec-
tivement des valeurs négatives. L’interprétation en terme de densité de probabilité dans I’espace
des phases est alors moins intuitive. Cependant, on peut justement prendre I’existence de valeurs
négatives dans la fonction de Wigner comme critere pour discriminer des états non-classiques
du champ. Nous verrons dans la partie suivante que la fonction de Wigner permet de visualiser
beaucoup plus clairement que la fonction Q la cohérence des états de type chat de Schrodinger.

Fonction de Wigner et distributions marginales On obtient la distribution de probabilité
pour la quadrature X : P(x) = (x|po|x) en appliquant la formule .61 avec u = 0 :

P(x) = f dpW(x, p). (L68)

Ce résultat peut étre généralisé a n’importe quelle quadrature : Sil’on note x, et p, un couple de
quadratures orthogonales définies par :

Xy = X cos(¢) + Psin(¢) P, = =X sin(¢) + P cos(¢). (1.69)

La distribution marginale P(x,) s’obtient par intégration sur la quadrature orthogonale :

P(X¢) = fdp¢W(X¢,p¢). (170)

On peut montrer [53] que cette propriété suffit a définir la fonction de Wigner de facon univoque.
En effet, aucune autre distribution ne vérifie cette propriété.
L[.1.3.e Quelques exemples

Nous allons ici présenter diftérents états du champ ainsi que leur fonction de Wigner et fonc-
tion Q.
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Ficure 1.2 — Fonction de Wigner de I’état vide. Les lignes vertes représentent les densités de
probabilité des quadratures X et P.

Etat vide Le vide |0) a une énergie E, = hiw/2. Cette énergie correspond aux fluctuations de
point z€ro : les deux quadratures X et P ne pouvant étre connues simultanément, les contributions
des deux quadratures dans I’Hamiltonien ne peuvent s’annuler toutes deux pour un méme état.
L’état vide est I’état qui réalise le meilleur compromis entre minimisation de 1’énergie associée
a la quadrature X et a la quadrature P. Dans cet état, les valeurs moyennes de X et P sont nulles,
tandis que leurs fluctuations sont a la limite fixée par la relation d’incertitude de Heisenberg :

AXAP = 1/4. 1.71)

D’apres la formule (1.66), la fonction de Wigner W% (a) est la valeur moyenne de la parité
dans le champ déplacé de I’amplitude complexe —a. Comme nous 1’avons vu précédemment,
I’opération D(a) appliquée a |0) donne le champ cohérent a. La valeur W!”(a) dans 1’état vide
est donc la valeur moyenne de la parité dans le champ cohérent | — @). On calcule aisément cette

valeur : non(_ 1y
(—alll] - a) = e 37 LLE _ o, 1.72)
n!
d’olt )
WY (a) = Ze 2", (1.73)
T

La fonction de Wigner du vide est donc une gaussienne d’écart type 1/2. La densité de probabilité
de n’importe quelle quadrature X, s’obtient en intégrant la fonction de Wigner le long de la
quadrature opposée, elles ont donc toutes une méme loi gaussienne de largeur 1/2 :

P(X,) = \/ge-zxﬂ (1.74)

La fonction Q(a) du vide est définie comme le recouvrement du vide avec le champ cohérent
lar). D’apres la décomposition du champ |@) sur la base des états nombres, On obtient donc

aisément : 1
O(a) = —e™ ", (1.75)
T

1l s”agit donc d’une gaussienne de largeur 1/ V2.
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» 2
Re(a)

(a) Q-function (b) Wigner function

FiGURE 1.4 — (a) Fonction Q d’un état cohérent |8) avec 8 = V3. L ’axe vertical est gradué en unité
de 1/x, (b) fonction de Wigner du méme état cohérent (axe vertical en unité de 2/m)

Etats cohérents On montre aisément a I’aide des formules (1.66) et (1.62) que les fonctions
Q et W sont translatées de I’amplitude complexe @ lorsque I’état subit la transformation D(a).
Les fonctions W et Q du champ cohérent |3) s’obtiennent donc en translatant celles du vide de
I’amplitude complexe S :

2
WBB (@) = Ze 20 (1.76)
T

OPB(q) = —e Tl A, (L.77)

1
m

Champ thermique Le champ thermique est le champ qui s’établit dans une cavité en contact
avec un réservoir de température finie. Les populations des différents nombres de photons sont
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(a) fonction Q (b) fonction de Wigner

Ficure 1.5 — Fonction Q (a) et fonction de Wigner (b) d’un état thermique avec i1 = 3.

proportionnelles aux coefficients de Boltzmann aux énergies successives E, = hiw(n + 1/2).

N
P §n Tl (L78)

ou ng, = représente le nombre moyen de photons thermiques dans cette distribution.

hoo/ksT _
L’ état theermique de{/ient sensiblement différent du vide lorsque 1’agitation thermique kg7 est du
méme ordre de grandeur que 1’énergie du mode Aw.
Contrairement au cas du champ cohérent, il n’y a aucune cohérence entre les différents états
de Fock, ce qui correspond au fait que la phase du champ thermique est completement brouillée.
La fonction de Wigner du champ thermique s’obtient en passant par sa fonction caractéris-
tique (voir [48] p. 576) :

e —— (1.79)
") = — e+l | .
n2ng + 1

b

Il s’agit d’une gaussienne centrée a 1’origine et de largeur /=%—. Comme pour I’état vide, les
quadratures ont une valeur moyenne nulle, mais leurs fluctuations autour de cette valeur moyenne
sont beaucoup plus importantes.

Les exemples que nous venons de voir sont des états purement classiques. En effet ils s’ob-
tiennent par couplage du systéme a une source classique ou un réservoir thermique et leur fonc-
tion de Wigner ne présente pas de valeurs négatives. Nous allons voir a présent des exemples de
champs non-classiques, dont la fonction de Wigner ne peut plus s’interpréter comme une densité
de probabilité classique car elle prend des valeurs négatives.

Etats de Fock Les états de Fock sont les états que I’on introduit généralement en premier
en optique quantique, cependant il sont extrémement difficiles a générer expérimentalement. En
réalisant une mesure non-destructive du nombre de photons piégés dans la cavité, nous avons
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Im{@) = 2 T Re(<)

(a) fonction Q (b) fonction de Wigner

Ficure 1.6 — Fonction Q (a) et fonction de Wigner (b) de 1’état de Fock |[n = 1)

néanmoins pu préparer différents états de Fock. Les résultats seront présentés au chapitre I1I. La
fonction Q des états de Fock est extrémement facile a calculer :

OM0i(q) = }T<a|n><n|a> (180)
2n
= le_|“|2%_ (1.81)
T n!

Leur fonction de Wigner s’obtient en calculant la transformée de Fourrier de la fonction
caractéristique symétrique. Elle est donnée par la formule :

W) = %(—1>"e—2'“'2Ln<4|a|2>, (182)

ou L, représente le n°® polyndme de Laguerre. On a notamment L,(0) = 1, ce qui implique
que W(0) prend alternativement les valeurs +2/m et —=2/n pour les états de Fock successifs. La
fonction de Wigner prend donc la valeur minimale autorisée a 1’origine pour tous les états de
Fock a nombre de photons impairs. Elle ne peut donc plus étre interprétée en terme de densité de
probabilité classique.

Les fonctions Q et W de I’état de Fock sont parfaitement symétriques par rotation autour de
I’origine, signe que les états de Fock ne possedent aucune information de phase.

La fonction de Wigner de I’état [n = 1) est représentée sur la figure 1.6(b). Elle présente une
forme de « chapeau mexicain » retourné. A cause de la partie négative au centre, I’intégration
le long de n’importe quelle quadrature montre que la quadrature conjuguée présente une den-
sité de probabilité nulle a 1’origine. La fonction de Wigner des états de Fock pour n plus élevé
(voir figure I.1.3.e est formée d’anneaux centrés autour de 1’origine alternant valeurs positives
et négatives. Les états de Fock pour n > 1 ont tous des parties négatives dans leur fonction de
Wigner.
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(c) n=4

Ficure 1.7 — Fonctions de Wigner des états de Fock 2, 3 et 4.



L 1. Description quantique d’un mode du champ électromagnétique 29

Chats de Schrodinger A la limite d’une grande amplitude 83, le champ cohérent se ramene a un
état classique dont les fluctuations deviennent négligeables comparées a 1’amplitude moyenne.
Nous utilisons ces états pour modéliser 1’état classique d’un appareil de mesure. La phase du
champ cohérent fait office d’aiguille sur le cadran d’un appareil de mesure. L’analogie avec
I’expérience de pensée de Schrodinger est frappante. Nous verrons dans la suite qu’on peut ef-
fectivement utiliser 1’état d’un seul atome pour modifier significativement la phase d’un champ
cohérent dans la cavité. On appellera état « chat de Schrodinger de phase » une superposition
quantique de deux états cohérents de phases différentes :

1 . _
o) = - (186 = Be™)), (1.83)
ou N. est un facteur de normalisation donné par :
Ny =22 2Re ((Be|Be™)). (1.84)

On s’intéressera en particulier au cas ou les deux champs cohérents ont des phases opposées :

1

pair) = N ) +1-p), (1.85)
1

|wimpair> = K (Iﬁ> — | _ﬁ» . (186)

W pair) €t [Wimpair) sONt €tats propres de I’opérateur parité comme le montre leur décomposition sur
la base des états nombres :

_ze—LBIZ/Z B

W) = =5 ; wridl (1.87)
2812 "

Wimpar) = 2 3 L), (188)

n impair Y n!

On les appellera donc respectivement « chat pair » et « chat impair ». La figure 1.8 illustre cette
propri€té : La population de chacun des €tats [(pair) €t [impair) €St cOncentrée respectivement sur
les états de Fock a nombre pairs et impairs de photons.

La fonction Q des états [Wpair/impair) 8’ Obtient en développant les produits scalaires avec les
états cohérents :

Qririmpiin()) = —— [ 4 T £ 27D cos(28Tm(a))| . (1.89)

N,
La fonction de Wigner, quant a elle, s’obtient en passant par la fonction caractéristique (voir [48]

p-580) :

o 1 2 2 2
pair/impair — —2le—p| —2la+p)| —2|a|
W 0 = le +e + 2¢7" cos(4 Im(a)B)). (1.90)
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FiGure 1.8 — Population des différents €tats nombres dans les €tats [Wpair) €t [Wimpair)-

Les fonctions Q et W de I’état [/impair) sont données sur la figure 1.9. On distingue deux pics
gaussiens centrés autour des amplitudes complexes S et — qui sont les composantes classiques
puisqu’elles représentent la probabilité de trouver une amplitude complexe autour des deux po-
sitions classiques de I’aiguille S et —5. On observe en outre sur les deux fonctions un motif
oscillant entre les deux composantes classiques qui caractérise 1’interférence quantique entre ces
dernieres. Ces oscillations, qui sont la signature de la cohérence de la superposition, sont nette-
ment plus visibles sur la fonction de Wigner que sur la fonction Q, ou elles sont modulées par
I’amplitude gaussienne des composantes classiques.

Mélange statistique Nous allons nous intéresser a un dernier état. Cet état classique est consti-
tué du mélange statistique de deux champs cohérents. Il s’agit de 1’état vers lequel le chat de
Schrodinger relaxe sous 'effet de la décohérence. On peut écrire la matrice densité d’un tel
mélange statistique :

1
Pmétange = 7 (BB + | = B 1.91)

Par linéarité des formules (1.62) et (1.66) par rapport a la matrice densité, les fonctions Q et W
de I’état ppglange sONt données par la moyenne de ces fonctions pour les €tats cohérents |3)(8] et
| — B)(—p|. La figure I.1.3.e montre les fonctions de Wigner et fonctions Q du mélange statistique
et de 1’état chat pair. Les deux états different par la présence ou 1’absence du jeu d’interférences
quantiques entre les deux composantes classiques. On constate que la fonction de Wigner est la
mieux adaptée pour évaluer la cohérence quantique d’un tel état. C’est pourquoi, dans la suite,
nous utiliserons la fonction de Wigner et non la fonction Q pour représenter les états dans I’espace
des phases.
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(a) fonction-Q (b) fonction de Wigner

FiGure 1.9 — Fonction Q (a) et fonction W (b) de I’état [y/impair) = ﬁ 8y —|—pB)) avec B = V3. La
vignette sur la fonction Q est un agrandissement de la région centrale permettant de distinguer
des franges d’oscillations quantiques.

I.1.4 Description théorique de différents types de mesures quantiques
I.1.4.a Mesure quantique idéale de Von Neumann

La mesure idéale introduite par von Neumann permet de décrire la mesure d’une observable
O représentée par un opérateur hermitien. Comme opérateur hermitien, O est diagonalisable
dans une base orthogonale. Notons o; ses valeurs propres. On peut alors décomposer O suivant
la somme des projecteurs orthogonaux P; sur ses sous-espaces propres :

0= ol (1.92)

La mesure de O ne peut donner que les résultats discrets o;. La probabilité d’obtenir le résultat o;
lorsque le systeme mesuré est dans 1’état p est donnée par

p(o;) = Tr(pP)). (L.93)
Apres obtention du résultat o; le systeme est projeté dans le sous-espace propre correspondant :

’

PipP;
p = :
p(o;)

(1.94)

ou p’ représente 1’état du systeme apres la mesure. Méme si I'effet de cette mesure est tres
simple, il est tres délicat de réaliser une telle évolution dans un protocole de mesure réel. En
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(b) fonction de Wigner

0.8+

(c) fonction Q (d) fonction de Wigner

FiGure 1.10 — Fonction Q et fonction de Wigner de I’état chat de Schrodinger [i),,i:) ((a) et (b)) et
du mélange statistique Peiange ((€) €t (d)).
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effet, la plupart des appareils de mesure couplent directement le systeme quantique a un appareil
macroscopique. Le systeme quantique est alors completement détruit par le processus de mesure.
Afin de préserver le systeme du couplage a un systéme macroscopique, on procede en deux temps
a I’aide d’un systeme auxiliaire M appelé metre : notons {|y;)} une base orthonormée de M. On
supposera que la dimension de M est supérieure au nombre de valeurs propres de O.

1. Le systeme S est couplé a M par une transformation unitaire > :

W)s @ o — Y Pilt)s @ il (1.95)

2. Le systeme auxiliaire est mesuré a 1’aide d’une mesure destructive dont les états propres
sont les |y;)y. C’est I’intrication entre S et M qui projette le systeme S dans le sous-espace
propre correspondant au résultat de la mesure.

I.1.4.b Mesure généralisée

La mesure de von Neumann décrit la mesure idéale d’une observable O. Cependant, dans la
réalité, il est tres rare de parvenir a réaliser la transformation unitaire (I1.95). En effet, les différents
vecteurs propres de O doivent étre parfaitement séparés suivant des sous-espaces orthogonaux de
M. Dans les cas courants le couplage entre le systeme et le metre est trop faible pour réaliser une
telle opération, et il est bon de définir un cadre théorique pour décrire ces mesures incompletes
subies par le systeme. C’est le but du concept de mesure généralisée :

Une mesure généralisée est définie par un ensemble de K opérateurs M; non nécessairement
hermitiques vérifiant la condition :

K
Z MM, =1. (1.96)
i=1

Chaque opérateur M;, appelé opérateur de Kraus est associé a un résultat de mesure. Pour un
systeme dans I’état |y), la probabilité d’obtenir le résultat i est donnée par :

pi = (WIM; M) (L97)
et le systeme est alors projeté sur 1’état :
résultat i Mlh/’)
W) —— i) = ——. (1.98)

\/E

Notons a ce stade, que le formalisme de la mesure généralisée impose qu’un état pur soit projeté
sur un état pur lorsque la mesure a donné un résultat i. Bien sir, lorsque le systeme n’est pas
dans un état pur et qu’il est décrit par la matrice densité p, la transformation s’applique a chaque
composante du mélange et on peut écrire :

pi = Tr(pM; M;) (1.99)

3. La transformation indiquée associe en fait un ensemble de vecteurs orthonormés sur un autre ensemble de vec-
teurs orthonormés. On peut donc 1’étendre en une transformation unitaire en complétant les ensembles de vecteurs
de départ et d’arriver en des bases orthonormées
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et
mesure i szMj
p—— p; = . (I1.100)
Pi
L’ensemble des E; = Ml.TM,- est appelé POVM pour Positive Operator Valued Measure. On
voit que si I’on ne s’intéresse qu’aux probabilités de résultats pour la mesure, alors seul I’opéra-
teur E; est pertinent car la probabilité d’obtenir le résultat i est donné par :

pi = Tr(pE) . 1.101)

En particulier, I’opérateur E; étant hermitien, il peut toujours étre décomposé sous la forme :

E; = \EE; (1.102)

En d’autres termes, une facon naturelle de réaliser la mesure du POVM E; consiste a réaliser une
mesure donnant le résultat i avec probabilité Tr(oE;) et projetant le systéme dans I’état VE;p VE;.

La mesure projective de von Neumann est un premier exemple qui entre dans le cadre de la
mesure généralisée avec E; = M; = M; = P; (on parle parfois de Projecteur Valued Measure).
Nous allons voir a présent que la mesure généralisée peut toujours étre vue comme une mesure
projective sur un systeme auxiliaire de dimension supérieure ou égale a K.

Mesure projective sur un systeme auxiliaire Nous allons simplement généraliser la méthode
pour réaliser une mesure projective a I’aide d’un systeme auxiliaire. Les états |y;), forment
toujours une base orthonormée de 1’état de I’appareil de mesure.

1. Cette fois, le systéme est intriqué a 1’appareil par I’opération unitaire suivante * :

W)s ® lodu = D Mil)s @ lyidur (1.103)

2. La mesure du metre dans la base |y;)) donne alors bien le résultat i avec la probabilité :

pi = Wls Mi" Mil)s (1.104)

et projette le systeme dans I’€tat pur M;|yr)s / /pi.

Par linéarité, les formules (1.99) et (I.100) sont également vérifiées dans le cas d’un mélange
statistique.

Si nous avons pris la peine de présenter en détail le concept de mesure généralisée et en
particulier leur implémentation en terme de couplage du systeéme a un metre, ¢’est que nos expé-
riences mettent en pratique tres directement cette idée, le systeme étant le champ piégé dans la
cavité et le metre, les atomes la traversant. Nous reviendrons sur I’implémentation de ce schéma
théorique dans nos manipulations au chapitre II1.

4. Cette opération peut encore une fois étre étendue en une opération unitaire en complétant les ensembles
orthonormés de départ et d’arrivée pour en faire des bases orthonormées.
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Mesure destructive A titre d’exemple et pour montrer la généralité du formalisme de mesure
généralisée, nous allons voir qu’il permet également de décrire les mesures les plus courantes
que I’on puisse effectuer sur un systeéme quantique : les mesures destructives ne mettent géné-
ralement pas en jeu de systeme auxiliaires. Il existe d’innombrables exemples d’appareils de
mesures permettant d’atteindre une sensibilité au niveau de quelques quanta, mais qui détruisent
le systeme lors de sa mesure. Un premier exemple est donné par les dispositifs de comptage de
photons uniques (tubes photo-multiplicateurs, photo-diodes a avalanches, ou encore, 1’oeil hu-
main !). Dans tous ces dispositifs, la détection du photon s’accompagne de son absorption. On
peut alors écrire les opérateurs de Kraus correspondant aux deux événements possibles :

1. pas de photon détecté : M, = |0)(0|
2. un photon détecté : M; = |0)(1]

Comme on peut le voir, le champ est dans tous les cas projeté sur 1’état vide, ce qui signifie que
le photon est détruit en méme temps qu’il est détecté. L’ ensemble de POVM correspondant est
donné par :

Ey = MM, = |0)0] (1.105)

et
E, = MM, = |1)]1]. (1.106)

Il s’agit donc bien d’un ensemble complet de projecteurs orthogonaux dans 1’espace {|0), |1)}
correspondant aux projecteurs orthogonaux sur les sous-espaces propres de 1’opérateur nombre
N.

Contrairement a ce qui se passe dans ces dispositifs mesurant la lumiere de fagon destructive,
la facon « idéale » de mesurer le nombre de photons est la mesure de von Neumann décrite par
les opérateurs :

My = \Ey = Eq = [0)0] (1.107)
et
M, = \JE, = E, = |1)(1]. (1.108)

Cette mesure préserve le photon apres sa détection. On parle alors de mesure Quantique Non-
Destructive. Une mesure de ce type a été réalisée pour la premiere fois dans notre groupe en
1999 par Gilles Nogues [29, 54]. Nous avons depuis amélioré significativement le dispositif
expérimental, ce qui nous a permis de réaliser des centaines de mesures successives de ce type
pendant un temps court devant la relaxation dans la cavité. Nous allons définir précisément au
paragraphe suivant les criteres permettant de qualifier une mesure quantique de non-destructive.

I.1.4.c Mesure Quantique Non-Destructive

Le concept de mesure Quantique Non-Destructive (QND) a été introduit dans les années
1970 [55, 56, 57]. Outre son intérét fondamental, il a trouvé un large écho en tant qu’outil
expérimental. C’est d’ailleurs dans le cadre de la détection d’ondes gravitationnelles qu’il a
été introduit [58]. Il a été mis en pratique sur une grande variété de systemes physiques. Sur
des systemes analogues a un oscillateur harmonique comme des faisceaux lumineux propageant
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[59, 60, 61, 62, 63, 64], le mouvement cyclotron d’un électron [65], ou I’état du champ piégé
avec la mesure de Gilles Nogues [54], sur des ensembles de spins 1/2 avec des ions piégés [66],
ou sur des systemes a deux niveaux tels que 1’état interne d’un ion piégé [67], des molécules
[68] ou plus récemment un quBit supraconducteur [69] ou une boite quantique [70]. Nous allons
montrer ici comment le concept de mesure quantique non destructive s’articule avec celui de la
mesure généralisée [71]. 1l faut préciser ce que I’on entend par mesure quantique non-destructive
puisque toute mesure en mécanique quantique affecte en général I’état du systeme S a mesurer.
En particulier, pour deux observables A et B ne commutant pas, la précision de notre connais-
sance sur les deux observables est limitée par la relation d’incertitude de Heisenberg :

AAAB < ([A, B])/2. (1.109)

Puisqu’une mesure quantique de I’observable A réduit le bruit de celle-ci, le bruit de 1’observable
B est donc augmenté. Cet effet est appelé « action en retour ». Pour certains couples d’obser-
vables les fluctuations induites sur B influent sur 1I’évolution ultérieure de 1’observable A. Par
exemple, une mesure parfaite de la position x résulte en I’indétermination complete de I'impul-
sion p. En conséquence, tres peu de temps apres la mesure, la valeur de la position est a nouveau
indéterminée. Dans ce type de cas, une répétition de la mesure ne donne pas nécessairement
le méme résultat. La communauté s’est accordée pour ne pas donner le qualificatif de mesure
non-destructive a ce type de mesure. Pour garantir le critere de répétabilité quel que soit 1’inter-
valle de temps entre deux mesures, I’observable A a mesurer elle-méme doit remplir la contrainte
suivante pour étre une « bonne observable QND » :

[Hs,A] =0, (1.110)

ou Hy représente le Hamiltonien d’évolution libre du systeme S. Cette contrainte est en effet
équivalente a dire que les sous-espace propres de A sont stables par action de I’opérateur d’évo-
lution Hy.

On exige de plus, pour que la mesure soit non-destructive, que la mesure elle-méme ne modi-
fie pas la valeur de I’observable a mesurer. Nous utiliserons le formalisme de la mesure générali-
sée afin de définir ce critere : notons M, les différents opérateurs de Kraus associés au protocole
de mesure de A. Une condition nécessaire et suffisante pour que les sous-espaces propres de A
soient stables par I’action de la mesure peut s’écrire :

[M,,A] =0 Vk. 1.111)

Cette condition assure que si le systeme est préparé dans un état ou la valeur de A est parfaitement
déterminée, cette valeur reste inchangée a I’issue de la mesure, quelqu’en soit le résultat.

Enfin, pour que la mesure apporte réellement une information sur la valeur de A, on demande
qu’au moins un des opérateurs de Kraus M; dépende de 1’observable a mesurer A :

dk \ M; dépende de A. (I.112)

Dans le cas ou I’observable A n’a que des sous-espaces propres de dimension 1, les deux
dernieres contraintes reviennent simplement a dire que tous les opérateurs M, sont diagonaux
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dans la base formée des vecteurs propres de A, et qu’au moins I’un d’entre eux est différent de
I’identité.

En particulier, toute mesure de von Neumann d’une bonne observable QND est non destruc-
tive. En effet, les opérateurs de Kraus sont les projecteurs sur les sous-espaces propres de A, ils
commutent donc avec A. De plus, le résultat de la mesure dépend bien entendu de la valeur de A.

I.1.5 Principe de la reconstruction compléte de I’état

Les progres récents dans différents domaines de la physique expérimentale (optique quan-
tique [14, 17, 16], ions piégés [7], circuits supraconducteurs [25]) ont permis de générer des
états de plus en plus non-classiques. Afin de caractériser précisément les €tats produits et de
vérifier leur non-classicité, la solution la plus fiable consiste a reconstruire sans connaissance a
priori la matrice densité correspondant a 1’état du systeme [72, 73, 74].

I.1.5.a Principe général

L’état d’un systeme étant un concept statistique, il est nécessaire de disposer d’un grand
nombre de copies du systeme pour pouvoir le reconstruire. Sur chaque copie, on va mesurer une
observable G, a I'intérieur d’un ensemble d’observables {G,},.,<y. Il est important de disposer
de nombreuses copies du systeme, a la fois pour mesurer un grand nombre Y d’observables et
pour disposer de suffisamment de résultats de mesure de chaque observable pour reconstruire
leurs valeurs moyennes g, = (G,). Nous allons tenter de séparer le probleme selon plusieurs cas
limites :

1. Les valeurs moyennes sont mesurées précisément et le jeu d’observables {G,} est un en-
semble complet (ou quorum [75]), c’est a dire que le systeme linéaire :

Tr(pG,) = gy, Vv e[l Y] 1.113)

contraint completement les éléments de la matrice densité (en particulier, le nombre de
contraintes Y doit €tre supérieur au nombre de variables réelles indépendantes de la matrice
densité N2 — 1). Dans ce cas, on peut reconstruire complétement la matrice densité en
inversant le systeme 1.113. La méthode utilisée pour reconstruire 1’état n’a alors pas grande
importance puisque la matrice densité est déterminée sans ambiguité par les contraintes
précédentes.

2. Si les valeurs moyennes sont toujours mesurées suffisamment précisément pour qu’on
puisse considérer les contraintes I.113 comme exactes, mais que le jeu d’observables ne
forme pas un quorum, on parle alors de niveau d’observation incomplet. Dans ce cas, la
question a laquelle nous pouvons espérer répondre est bien plus modeste : il s’agit, non
plus de déterminer 1’ opérateur densité décrivant I’état apres préparation, mais celui qui dé-
crit au mieux notre connaissance du systeme étant donné notre niveau d’observation [76].
La méthode d’entropie maximum [77], présentée au paragraphe 1.1.5.b, tente de répondre
a cette question.
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3. Le dernier cas limite est le cas ou le nombre de mesures disponibles pour chaque obser-
vable est insuffisant pour extraire précisément les valeurs moyennes (G,). On ne dispose
que d’un grand nombre d’observables mesurées, avec pour chacune d’entre elle un petit
nombre de réalisations ayant donné les différents résultats possibles. On doit alors réali-
ser une estimation de la matrice densité dans ces conditions. La méthode du maximum de
vraisemblance cherche la matrice densité p,,. qui maximise la probabilité des différents
résultats de mesure. La méthode du maximum de vraisemblance, ainsi qu’un algorithme
itératif permettant de trouver aisément p,,. sera présentée a la section I.1.5.c

I.1.5.b Reconstruction par Entropie maximum

On s’intéresse ici au probleme suivant : la valeur moyenne du jeu d’observables {G,} est
donnée :
(Gy) =g (1.114)

De plus, on suppose que les {G,} forment un ensemble incomplet d’observables. c’est a dire qu’un
grand nombre d’opérateurs densités p vérifient le jeu de contraintes 1.113. Il s’agit alors de dé-
terminer I’opérateur py, qui décrit au mieux notre connaissance du systeme. En d’autres termes,
apres le comportement aléatoire dii au caractere quantique du systeme, celui da a la prépara-
tion probabiliste, une troisieme source d’aléas s’ajoute, qui vient de la connaissance incomplete
de I’observateur sur 1’état du systeme. On cherche donc la matrice densité qui ne contient pas
d’autres hypotheses sur 1’état du systeme que les valeurs moyennes mesurées.
Outre le jeu de contraintes I.113, la matrice recherchée doit étre normée :

Tr(p) = 1 (1.115)

Le principe d’entropie maximum consiste a choisir parmi tous les opérateurs p vérifiant ces
contraintes, celui présentant la plus grande entropie :

S(pme) = _Tr(pme ln(pme)) 2 S(P) = _Tr(p ln(p)) (L.116)

pour tout opérateur densité p vérifiant (I.113).

Si I’on retourne a notre comparaison avec I’alphabet. La situation est a présent la suivante. Le
lecteur a affaire a un langage inconnu dont il ne peut mesurer que certaines propriétés statistiques
comme les fréquences de certains caracteres par exemple : s’il sait par exemple que le caractere
« e » apparait avec une fréquence de 15%, que le caractere « s » apparait avec une fréquence de
8% alors qu’il ne sait rien des fréquences d’apparition des autres lettres. L hypothese d’entropie
maximum consiste alors a considérer qu’étant donné 1’état de ses connaissances, la distribution
de probabilité la plus fiable est la suivante :

Py.(e) = 0,15
Pe(s) = 0,08
0,77
Pp.(X) = = 0,042

24
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ou P(X) est la probabilité des 24 caracteres différents de « e » et « s ». Ce raisonnement nous est
somme toute assez familier.

Afin de trouver en pratique 1’opérateur p,,, qui maximise S tout en vérifiant les contraintes
(I.113), on utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange : on construit la fonctionnelle :

L(p, 4;) = =Tr(pIn(p)) + Z A, (Tr(pGy) = gv) + Ao(Tr(p) — 1), (L.117)

ou les {A;}1<i<y sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux N contraintes (I.113) et Ay
est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de normalisation de p. Le probleme de
maximisation sous contraintes se résout en annulant les dérivées partielles de L par rapport a tous

les coefficients de p :
oL

— =0, [L118

% (I.118)
ainsi que par rapport a tous les multiplicateurs A; :

oL

— =0. I.119

an ( )
On montre que 1’équation (I.118) aboutit a :

Le Z 1,G (1.120)
= ZeXp|— vUy | .
po == P L

avec Z =Tr [e‘ Ly ”VGV]. L’ opérateur obtenu est alors par construction un opérateur densité hermi-

tien, normé et positif. En reportant cette forme dans (I1.119), on obtient :
Tr(poG,) — g, =0, Yv el Y]. I.121)

Les {4;}1<i<y s’ obtiennent en résolvant ce systeéme non-linéaire.

Jusqu’ici, on a considéré que les valeurs moyennes mesurées €taient exactes. En réalité, elles
sont nécessairement entachées d’un bruit statistique. Il se peut méme, en particulier si le nombre
de contraintes est grand et que la taille de ’espace de Hilbert est petite, qu’aucun opérateur
densité ne vérifie le jeu de contraintes 1.121. Dans ce cas, on cherchera les multiplicateurs de
Lagrange qui minimisent I’écart quadratique aux mesures y :

M
X =D (Tr(peGy) - 8,)’. (1122)
v=1

Cas de la distribution thermique Un premier cas limite est donné lorsque le niveau d’observa-
tion se limite a la mesure de la valeur moyenne de 1’énergie. Notons (n) = 7 la valeur moyenne du
nombre de photons qu’on suppose étre la seule observable mesurée. D’apres I’équation (I1.120),
p doit étre choisie suivant la distribution thermique :

1

Dih = ze_)‘”. (1.123)
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Il ne reste plus qu’a déterminer la valeur de A a I’aide de I’équation :

Tr(pwn) = 7, (1.124)

qui donne 4 = In (Ll) On obtient finalement :

ﬁn
P = Z el (L.125)

Il s’agit de la distribution thermique d’énergie moyenne 7. On retrouve le fait que la distribution
thermique est la distribution qui maximise I’entropie a une énergie moyenne donnée.

I.1.5.c Reconstruction par Maximum de vraisemblance

Définition de la vraisemblance Le point de départ de cette méthode est tres différent de celui
présenté plus haut. On considere un ensemble de mesures décrites par les POVMs :

{Ev,i}ISvSN' (1126)

Comme précédemment, v représente I’indice de la mesure généralisée (comme G, représentait
I’indice de 1’observable que I’on a choisi de mesurer). On va noter N,; le nombre de mesures
généralisées d’indice v ayant donné le résultat i et N, o1 = D; V,,; st le nombre total de mesures
d’indice v réalisées sur le systeme.

On définit alors la vraisemblance (ou likelihood) dans 1’état décrit par p :

L) = | i} (1.127)

Dvi = Tr (pEV’,') (1128)

est la probabilité pour la mesure généralisée d’indice v de donner le résultat i. La vraisemblance
est donc la probabilité — généralement tres faible — d’avoir obtenu les fréquences de résultats f,; :

Jri = Nyil Nygotas (1.129)

sachant que le systeme était préparé dans 1’état p.

Méthode du maximum de vraisemblance La méthode du maximum de vraisemblance consiste
simplement a trouver 1’opérateur p,,; qui maximise L(p). La maximisation directe de la fonction-
nelle L(p) est un probleme numérique délicat : en effet, le simple calcul de L(p) fait intervenir
un produit d’autant de termes qu’il n’y a de résultats de mesures distincts sur le systeme. Le
calcul direct de L(p) est donc une opération longue, en particulier lorsque le nombre de mesures
augmente. Une premiere méthode naive consiste a paramétriser une matrice densité, par exemple
en utilisant la forme suivante :

p=T'T, (1.130)
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ou 7T est une matrice triangulaire supérieure : cette forme assure que p est hermitienne et posi-
tive. On maximise ensuite L(p) en variant les coefficients de 7. Cette méthode est extrémement
inefficace car 1’ajustement a lieu dans un espace de grande dimension, ce qui oblige a calculer
un grand nombre de fois L(p).

Lvovsky et al. [78] ont proposé une méthode élégante pour maximiser la vraisemblance a
I’aide d’un processus itératif : on montre que p, est un point fixe des transformations :

p — p" =R(p)p, (L.131)
p — o' =pR(p), (1.132)
ou R(p) est un opérateur dépendant a la fois des résultats de mesures et de p, définit par :
_ fv,i
R(p) = Z By (1133)
Jui
= 1.134
= T L13

On se convainc aisément que pour la matrice densité cherchée, f,;/p,; — 1 alalimite d’un grand
nombre de mesures. En effet, dans cette limite, la fréquence de chaque résultat est proportionnelle
a sa probabilité P, ;. On a donc, pour la matrice p cherchée :

R(p)= > Ey1, (1.135)

a cause de la normalisation des POVM :

Y Ei=1 (1.136)

La méthode proposée par Lvovsky et al. consiste donc a itérer la transformation :

R(pn )an(pn)
Tr(R(o)pnR(P))’

en partant d’'une matrice densité p, initiale quelconque (la multiplication a gauche et a droite
permet de conserver 1’hermiticité et la positivité de p a chaque étape). On peut montrer que la
vraisemblance augmente de facon monotone a chaque itération, p, se rapprochant de plus en plus

de Ppe-

Pust = (1.137)

Maximum d’entropie ou maximum de vraisemblance Dans les paragraphes précédents, un
point important n’a pas été discuté. La donnée de base de la méthode d’entropie maximale est
I’ensemble des valeurs moyennes d’un jeu d’observables. Néanmoins, dans le cas général, on
ne mesure pas des valeurs moyennes, mais des distributions de probabilités pour les différents
résultats possibles d’une mesure. Pour étre plus précis, séparons le probleme suivant les différents
cas possibles :



42 Chapitre 1. Description théorique du systeme atome-champ

1. Les observables mesurées ne possedent que deux valeurs propres distinctes. Dans ce cas,
la connaissance de la valeur moyenne de I’observable est parfaitement équivalente a la
connaissance de la distribution de probabilité des différents résultats possibles (ou encore
a la connaissance des moments d’ordre supérieur).

2. Les observables mesurées posseédent plus de deux valeurs propres distinctes. Dans ce cas,
en moyennant la distribution de probabilité mesurée afin d’en extraire la valeur moyenne,
on perd une quantité d’information certaine. Si I’on veut se ramener au cas précédent, il
faut décomposer 1’observable mesurée suivant la somme des projecteurs sur ses vecteurs
propres P; (voir (1.92)). Ainsi, on notera P,(i) la probabilité, estimée expérimentalement,
d’obtenir le résultat i a I’issue de la mesure de G,. La matrice densité doit alors satisfaire
le jeu de contraintes :

P,(i) = Tr(P,p). (L138)

Ainsi, au lieu de M contraintes correspondants aux valeurs moyennes des observables G,,
la matrice densité doit a présent satisfaire un nombre beaucoup plus grand de contraintes
correspondant a chacun des résultats possibles des mesures de G,. L’ajustement des mul-
tiplicateurs de Lagrange minimisant (I.122) devient alors tres vite impraticable a cause du
nombre de parametres libres. De plus, on suppose ici que les mesures donnent directement
la probabilité P, (i) de trouver 1’état dans un sous-espace propre de 1’observable mesurée.
En d’autre terme, on doit disposer d’'une mesure de von Neumann de G, afin de mettre en
oeuvre simplement cette méthode.

Le point de départ de la méthode d’entropie maximum est en fait un peu artificiel du point de
vue de I’expérimentateur : on suppose en effet que sa connaissance du systeme est incomplete
car certaines observables du quorum lui sont inaccessibles. En réalité, la limitation est d’un autre
ordre : ’observateur est limité par le nombre de copies du systeme dont il dispose (c’est a dire
par le temps que les étudiants sont préts a passer au laboratoire pour acquérir les données). Dans
ce cadre, il semble un peu artificiel de mesurer longuement quelques observables du quorum afin
de connaitre précisément leur valeur moyenne et de ne pas du tout mesurer les autres. En pra-
tique, on va généralement mesurer un ensemble complet d’observables avec un nombre de copies
faible pour chaque observable. Si le nombre de valeurs propres des observables est supérieur a
deux, I’information contenue dans les valeurs moyennes est incomplete, les moments d’ordre su-
périeur de la distribution de probabilité contiennent également de I’information. Il est donc plus
avantageux de relacher les contraintes sur les valeurs moyennes (I.113). Au contraire, lorsque
les observables sont bivaluées, la totalité de I’'information étant dans les valeurs moyennes, il
semble logique d’imposer une contrainte forte sur ces dernieres. L’estimation par maximum de
vraisemblance permet effectivement de prendre en compte les moments d’ordre supérieur des
distributions puisqu’elle fait intervenir la fréquence d’apparition de chaque résultat possible au
lieu d’imposer une contrainte forte sur la valeur moyenne des mesures.

Pour conclure cette discussion, on pourra retenir que la méthode d’entropie maximum, en
posant une contrainte rigide sur les valeurs moyennes des observables mesurées est tres bien
adaptée aux problemes ou les observables sont bivaluées. Nous I’avons d’ailleurs mise en pra-
tique dans des situations voisines de celle-ci comme nous le verrons au chapitre IV. On préférera
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o

FiGure 1.11 — La sphere de Bloch permet de représenter 1’état d’un systeme a deux niveaux

cependant la méthode d’estimation par le maximum de vraisemblance lorsque les observables
mesurées possedent plus de deux valeurs propres distinctes.

1.2 Atomes a deux niveaux

I.2.1 La sphére de Bloch

Nous utilisons des atomes assimilés a des systemes a deux niveaux. Ils sont donc formelle-
ment analogues a n’importe quel spin 1/2. On définit les matrices de Pauli dans la base {|e), |g)} :

01 0 —i 1 0
O'X—(l 0), O'y—(l. 0), O'Z—(O _1). (1.139)

L’état d’un atome est décrit sans ambiguité par la donnée des valeurs moyennes de ces trois
observables :

S = (o). (1.140)

Le vecteur a trois dimensions S est appelé pseudo-spin atomique. Lorsque 1’atome est dans un
état pur décrit par le vecteur d’état |V, ) :

[W.) = cos(8/2)le) + ¢ sin(8/2)g), (I.141)

I’extrémité du pseudo-spin atomique se trouve sur la surface d’une sphere de rayon unité appelée
sphere de Bloch, au point de coordonnées polaires (6, ¢). Le pseudo-spin atomique des mélanges
statistiques pointe quant a lui, a I’intérieur de la sphere de Bloch.

Il est trés important de noter que les observables o, oy et o, ne commutent pas entre elles.
Ainsi, il est impossible de mesurer simultanément les différentes composantes du pseudo-spin
atomique sur une seule copie du systeme.
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1.2.2 Evolution du spin atomique libre dans un champ classique

L’intérét de la sphere de Bloch est de permettre de représenter aisément toute évolution uni-
taire a I’aide d’une rotation>. Nous allons voir que 1’analogie avec un spin 1/2 peut étre poussée
plus loin. En effet, I’évolution sous I’effet d’un champ oscillant extérieur est équivalente a 1’évo-
lution d’un spin 1/2 dans un champ magnétique bien choisi : le vecteur de Bloch précesse autour
de la direction du pseudo-champ magnétique. Nous allons tout d’abord considérer le cas simple
ou I’évolution n’est pas perturbée par I’application d’un champ extérieur avant d’étudier I’évo-
lution en présence d’un champ extérieur.

Le hamiltonien H, décrivant I’évolution libre est donné par :

hw
2

en choisissant I’origine des énergies entre les deux niveaux atomiques. On vérifie alors aisément
(al’aide de la formule (I.141) par exemple) que le vecteur de Bloch précesse autour de 1’axe O,
a la fréquence Q.

Lorsque I’on couple I’atome a un champ classique E(f) = Esin(w,t + ¢,), I’évolution du
champ est indépendante de celle de I’atome, et on peut prendre en compte la présence du champ
par un terme supplémentaire H, dans le Hamiltonien atomique. Si le champ est suffisamment
faible et que la dimension de 1’atome reste petite devant la longueur d’onde, on peut écrire ce
terme :

fiwy

Hy = —— (le)el — Ig)gl) =

o, (1.142)

H, =-d -E(@), (1.143)
ou d est I’opérateur dipdle électrique de I’atome (supposé réel) :
d =deg(o- +0) o, = le)gl o = [gXel, (1.144)
d’ol
H, = —d,, - E(o; + o) sin(w,t + ¢,). (1.145)

Nous noterons 0 = w, — w, le désaccord entre fréquence atomique et champ Ramsey. On peut
alors réécrire le Hamiltonien total sous la forme :

hw ho
7 “o, + EO'Z + H,. (I1.146)
On va ensuite se placer en représentation d’interaction par rapport au premier terme du Hamilto-
nien, ce qui revient a se placer dans le référentiel tournant a la fréquence w, :
- ho nQ ; ,
— i — Ll _ Tt =iy
H—20'Z+12(0'e oe ), (1.147)
ouon anoté Q =d,, - E/h. On a appliqué ici I’approximation séculaire consistant a éliminer tout
les termes oscillants a la fréquence 2w,. On peut réécrire cette expression :
ho

H= SO ? (ory cos(g,) — oy sin(¢,) (1.148)

5. On parle ici d’opérateur unitaire de 1’espace des fonctions d’ondes et non de R?. Ainsi, par exemple, les
vecteurs d’état orthogonaux sont représentés par des vecteurs opposés sur la sphere de Bloch

H =
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Ficure 1.12 — Effet d’une impulsion de micro-onde classique sur le vecteur de Bloch d’un atome
initialement préparé dans I’état |e). Le vecteur unitaire n autour duquel s’effectue la rotation se
trouve dans le plan équatorial. La phase de I’impulsion micro-onde détermine son angle azimutal.
Ici, on a choisi ¢ = /2.

grice aux identités :

1
oy = E(O'x + i0y). (1.149)
On reconnait alors le Hamiltonien d’un spin 1/2 plongé dans un champ magnétique extérieur :
~ N
H = Egeﬁ"O—, (1.150)
avec
—Qsin ¢,
Q.= Qcosep, |. (I.151)

En particulier, lorsqu’on applique une impulsion micro-onde a résonance avec la fréquence ato-
mique, le champ effectif se trouve dans le plan équatorial de la sphere de Bloch. En jouant sur la
durée de I'interaction (ou sur I’intensité du champ micro-onde), on peut, en partant d’un atome
préparé dans 1’état |e) ou |g), préparer n’importe quelle superposition atomique :

ley —»  cos(a/2)le) — e sin(a/2)|g)
lg) = e sin(a/2)le) + cos(a/2)Ig).

1.2.3 Interférométrie de Ramsey

L’interférométrie atomique est tres similaire a I’interférométrie réalisée avec un faisceau lu-
mineux : au lieu d’utiliser des lames séparatrices pour séparer la fonction d’onde de photons
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suivant deux modes spatiaux différents, on applique des impulsions /2 de Ramsey pour séparer
la fonction d’onde atomique suivant les deux états internes de 1’atome |e) et |g).
Une séquence de frange de Ramsey se déroule suivant les étapes suivantes :

1. L’atome initialement préparé dans I’état |g) est soumis A une impulsion /2 classique ©. La
fonction d’onde atomique subit donc la transformation unitaire suivante :

1g) — %a@ +1g)). (L152)

2. L’atome poursuit sa route a travers 1’interférometre ou nous supposerons pour I’instant
qu’il évolue librement. L’évolution de la fonction d’onde atomique est donc, dans le réfé-
rentiel tournant a la pulsation w, :

[W,.(0) = %(e“"”/% + €9"2|g)). (1.153)

Cette évolution correspond a une rotation du vecteur de Bloch suivant le plan équatorial de
la sphere de Bloch a la pulsation 6.

3. L’atome subit ensuite une deuxieme impulsion /2 dans la seconde zone de Ramsey a
I’instant 7. La phase ¢, de cette impulsion est contrdlée précisément par rapport a la phase
de la premiere. Le choix de cette phase correspond au choix d’une direction particuliere
n dans 1I’équateur de la sphere de Bloch. Le vecteur de Bloch effectue alors une rotation
d’angle /2 autour du vecteur n.

¢r_T5
2

, . —T6 , )
P, ) — e /2 Cos(¢T)|e) + ie®/? sin( )g), (1.154)

4. L’état atomique est finalement détecté dans le détecteur a ionisation. Ainsi, la probabilité
de détecter I’atome dans |e) dépend sinusoidalement de la phase accumulée 76/2. En fait,
cette probabilité est proportionnelle a la composante Oz du vecteur de Bloch juste avant la
seconde impulsion de Ramsey.

Les deux dernieres étapes permettent ainsi de mesurer une direction arbitraire du pseudo-spin
atomique au moment de la deuxieme impulsion de Ramsey. En particulier, si la fréquence Ram-
sey est parfaitement a résonance avec la fréquence atomique, I’effet des deux impulsions /2
s’ajoute (on suppose qu’elles sont effectuées toutes les deux avec la méme phase ¢ = 0) et
I’atome est détecté dans I’état |e) avec probabilité 1. Au contraire, si la fréquence de Ramsey
est tres légerement désaccordée de facon a ce que la superposition atomique acquiert une phase
T6/2 = m au moment de la seconde impulsion de Ramsey, la seconde impulsion annule parfaite-
ment |’effet de la premiere, et I’atome est détecté dans 1’état |g) de facon certaine. La figure 1.13
montre la probabilité de détecter I’atome dans |g) en fonction du désaccord ¢ pour une séparation
de T = 360,3 us entre les deux impulsions. Ces oscillations sont appelées franges de Ramsey
[79] et elles sont a la base du fonctionnement des horloges atomiques [80].

6. Par simplicité, on choisit la phase ¢, = 0.
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Ficure 1.13 — Franges de Ramsey : La probabilité de détecter I’atome dans |g) dépend sinusoida-
lement de la phase accumulée entre les deux impulsions de Ramsey.

I.3 Interaction atome-champ quantique

I.3.1 Le Hamiltonien de Jaynes-Cummings

Afin d’étudier I’interaction entre 1I’atome et la cavité contenant quelques photons, il est néces-
saire de garder une description quantique des deux systemes. L’évolution des deux systémes n’est
alors plus séparable et elle est décrite par un terme d’interaction qui s’écrit dans I’approximation
dipolaire électrique :

Hin = ~d-B = ~Eof(r) (do, - ele)(gla +d, - €'lg)ela’ +
d,, - €le){gla + dzg . elg)(ela). (1.155)

Les deux premiers termes correspondent a des processus résonnants (ou au moins proche de
résonance lorsque la fréquence atomique est voisine de la fréquence de la cavité.) : Le champ
perd un photon tandis que 1’atome gagne un quantum ou encore, le champ gagne un photon tandis
que I’atome se désexcite. Les deux derniers termes, correspondant au gain ou a la perte de deux
quanta au total par le systeme sont tres fortement non-résonants et seront donc négligés dans la
suite. On peut choisir les phases des niveaux |e) et |g) de sorte que le terme —d,, - € soit réel et
positif. On note alors Qy = —2Ed,, - €/h1. Le hamiltonien d’interaction s’écrit alors :

nQ .
Hpy = Tof(r)(lexgla + lg)(ela’). (1.156)

Le parametre €/2m caractérise le couplage entre les deux systemes et est appelé fréquence de
Rabi du vide. En effet, il s’agit de la fréquence a laquelle une cavité initialement vide échange
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réversiblement un quantum avec un atome initialement excité.
On peut alors écrire le Hamiltonien total connu sous le nom de hamiltonien de Jaynes-
Cummings :
hwy

. nQ
H;c = TUZ + hwola'a+1/2) + TOf(r)(0'+a +oah). (I.157)

Il s’agit du hamiltonien décrivant toutes les expériences mettant en jeu un oscillateur harmonique
couplé a un spin 1/2. Il s’applique aussi dans le cas des ions piégés ou des qubits supraconduc-
teurs par exemple.

Nous allons diagonaliser ce hamiltonien dans la base des états stationnaires des deux sys-
temes libres. Remarquons que les espaces du type {le,n),|g,n + 1)} sont stables par action du
hamiltonien. On peut alors écrire le hamiltonien H, restreint au sous-espace de base {|e, n), |g, n+

D}’

H,=h

woln + 1) +5/2 Q,/2 ) , (L158)

Q,/2 won+1)—6/2

ol 0 = wy — w représente encore une fois le désaccord entre cavité et transition atomique et
Q, =QyVn+1 (I1.159)

est le couplage entre les deux états |e,n) et |g,n + 1). Les états propres de ce hamiltonien
s’écrivent :

[+,n) = cos %le,n) + sin Z|g,n + 1)

|-,n) = sinZle,n) — cos 2|g,n + 1), (1.160)
avece 0
tan 6, = Fn (1.161)

On les appelle « états habillés de I’atome et du champ ». Leurs valeurs propres associées sont :

h
Eep=hap(n+ 1) %3 Q2 + 62, (1.162)

La figure I.14 montre la variation de ces énergies en fonction du désaccord. A tres grand désac-

cord, les niveaux sont tres peu affectés par le couplage et leur énergie est tres voisine de celle
des niveaux non couplés. A résonance, au contraire, les états propres habillés sont des états ou
les deux systemes sont maximalement intriqués et leur énergie differe maximalement de celle
des états non couplés. On sépare donc en général deux régimes de fonctionnement différents. A
désaccord nul, le régime d’interaction résonante est caractérisé par un échange cohérent d’éner-
gie entre atome et champ. A grand désaccord, I'interaction dispersive ne donne lieu a aucun
échange d’énergie, mais a une modification des niveaux énergétiques. Nous allons étudier dans
ce chapitre le cas résonnant. Le régime dispersif, fondamental pour nos mesures non-destructives
de la lumiére sera étudié en détail au chapitre III.

7. Pour alléger les notations, on suppose que 1’atome est au centre du mode ou f(r) = 1.
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Energie

Ficure 1.14 — Energie des étas habillés en fonction du désaccord atome-champ ¢. Les lignes
pointillés représentent 1’énergie des états non couplés. L’interaction leve la dégénérescence des
niveaux a résonance, formant un anticroisement.

I.3.2 Régime résonnant
I.3.2.a Les états habillés
On peut réécrire les états propres du hamiltonien dans le cas résonant (6 = 0) :

[+.n) = 5 (e,n) +lg,n+1)

|-,n) = \/Li (le,ny —lg,n+1)). (1.163)

Ces états sont qualifiés d’états habillés de 1’atome par le champ en raison de la forte intrication
entre les deux systemes et leurs énergies respectives sont données par :

h
E,,=hwy(n+1)+ EQ"' (I.164)

Le systeme (I.163) peut étre inversé afin d’obtenir 1’évolution d’un atome initialement préparé
dans 1I’état |e) ou |g) :

le,n) = =5 (1+,n) + 1=, 1))

lg,.n+1) = Lz (+,n) —|-,n)). (1.165)

1.3.2.b Oscillations de Rabi du vide

Supposons que I’atome est préparé dans 1’état |e) et la cavité dans 1’état vide |0). On peut
décomposer I’état du systeme suivant les états propres du hamiltonien grace a (1.165) :

[Wac(t=0)) =e,0) = %(I+,0> +[=,0)). (1.166)
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Ainsi, I’état évolue aux temps ultérieurs en :

1, _
Wae (D)) = o (e‘lE“’” "1+, 0) + e B0t 0>) , (1.167)

que I’on peut réécrire a un facteur de phase globale pres :
Qot Qot
W, (£)) = cos 7°|e, 0) — i sin 70|g, 1). (1.168)

Le systeme oscille donc au cours du temps entre 1’état initial |e,0) et I’état |g, 1). On assiste
donc a un échange cohérent d’un quantum d’énergie entre 1’atome et le champ. La probabilité de
trouver I’atome dans |e) évolue au cours du temps selon :

P.(t) = %(1 + cos Q). (1.169)

Elle oscille donc a la pulsation €. Ce phénomene est appelé oscillation de Rabi quantique. Il se
généralise aisément au cas ou le champ contient un nombre de photons non nul a condition de
remplacer la fréquence de Rabi Q) par Q, = Vn + 1€),.

On parle de régime de couplage fort lorsque la période de Rabi du vide T, = 27/€) est
a la fois plus courte que le temps de vie de la cavité et que celui du systeme atomique. Dans
ces conditions, on dispose de suffisamment de temps pour intriquer les deux systemes en les
faisant interagir avant qu’ils ne relaxent. Nous allons voir au chapitre suivant que notre systéme
expérimental nous permet d’atteindre tres largement le régime de couplage fort.



Chapitre 11

Le systeme expérimental

Nous venons d’étudier un modele tres simple permettant de décrire I’interaction entre un
atome a deux niveaux et un mode du champ électromagnétique. Nous allons a présent décrire
le systeme expérimental que nous utilisons pour implémenter le modele de Jaynes-Cummings.
Notre dispositif d’électrodynamique quantique en cavité permet de controler et de faire interagir
deux systemes quantiques tres simples. Dans une premiere partie, nous donnerons une vue d’en-
semble du dispositif expérimental avant de nous concentrer sur les deux acteurs principaux des
expériences : des atomes excités dans les états de Rydberg et une cavité micro-onde de grande
finesse. Enfin, nous reviendrons sur le montage expérimental et les techniques utilisées pour
manipuler les deux systemes.

II.1 Schéma général du dispositif expérimental

Le systeme idéal vers lequel nous aimerions tendre consiste en une série d’atomes a deux
niveaux traversant un a un une boite capable de piéger les photons pour un temps tres long. Ce
systéme isolé de son environnement est décrit par le Hamiltonien de Jaynes-Cummings, et permet
de générer des états intriqués entre photons piégés et atomes. Afin de se rapprocher au maximum
de cette image idéale, nous devons minimiser la relaxation des atomes dans les modes de 1’en-
vironnement ainsi que les pertes de la cavité et au contraire, maximiser le couplage des atomes
et du mode de la cavité. Les cavités offrant les temps de vie les plus longs tout en conservant un
encombrement raisonnable sont obtenues dans le domaine des micro-ondes, résonnantes autour
de quelques dizaines de gigahertz pour des longueurs d’onde A de I’ordre du centimetre. Les pho-
tons micro-onde, dont I’énergie est plus faible que le gap de certains matériaux supraconducteurs
autorisent leur utilisation pour la surface des miroirs. Cela réduit significativement les pertes par
effet Joule a la surface du miroir et a permis d’obtenir des temps de vie de I’ordre du dixieme
de seconde avec nos cavités en Niobium. Les transitions micro-onde utilisées habituellement en
physique atomique (transitions Zeeman ou transitions hyperfines) ne sont pas adaptées a notre
probleme a cause de leur couplage tres faible au champ électromagnétique. Nous utilisons des
transitions entre états de Rydberg hautement excités. Ces transitions sont tres fortement couplées
au champ électromagnétique. Il existe une multitude d’états de Rydberg autour d’une énergie
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donnée différant par leur moment angulaire. Les états de Rydberg de faible moment angulaire
se désexcitent rapidement vers des états de faible énergie via des transitions optiques. Afin de
pallier a ce probleme nous utilisons les états de Rydberg circulaires pour lesquels les regles de
sélection interdisent cette voie de désexcitation. Le temps de vie des atomes de Rydberg circu-
laires utilisés dans nos expériences est de pres de 30 ms, ce qui correspond a un trajet de plusieurs
metres a des vitesses thermiques.

La figure II.1 représente une expérience typique d’électrodynamique quantique en cavité avec
des atomes de Rydberg circulaires. Un four contenant une vapeur de Rubidium produit un jet
thermique d’atomes dont la vitesse v varie typiquement de 150 a 500 m/s. Les atomes traversent
le dispositif expérimental dont le coeur est la cavité supraconductrice C. Ils sont d’abord excités
dans les états de Rydberg circulaires dans la boite B appelée « boite a circulariser ». Ils traversent
ensuite une premiere cavité de faible facteur de qualité R, appelée zone de Ramsey dans laquelle
ils peuvent subir des impulsions micro-ondes résonnantes afin de manipuler leur état interne.
IIs interagissent ensuite avec la cavité pendant un temps variant de 4/v =~ 10 a 40 ps selon leur
vitesse. Afin de choisir la direction de détection de leur pseudo-spin (voir paragraphe 1.2.3), les
atomes traversent ensuite une deuxieme zone de Ramsey R, avant d’étre détectés par ionisation
dans le détecteur D. On obtient pour chaque atome une information binaire correspondant a la
détection de 1’atome dans |g) ou |e).

Nous allons étudier dans la suite de ce chapitre, différents aspects de I’expérience en com-
mengcant par les atomes de Rydberg utilisés, puis la cavité supraconductrice, et enfin, nous étu-
dierons plus précisément les techniques expérimentales mises en jeu dans nos expériences, telles
que la préparation, la sélection en vitesse et la détection des atomes de Rydberg.

II.2 Les atomes de Rydberg circulaires

Nous utilisons dans nos expériences des atomes de Rubidium 85 excités dans les niveaux de
Rydberg circulaires. Nous allons passer en revue ici les propriétés fondamentales de ces états.

I1.2.1 Description

Un atome de Rydberg est un atome dans lequel un €lectron de valence a été excité proche
du seuil d’ionisation. Le nombre quantique principal n est donc grand, dans nos expériences,
n = 50. On parle d’atome de Rydberg circulaire lorsqu’en plus, le moment angulaire et le nombre
magnétique m sont également maximaux :

[=ml=n-1. (I1.1)

Dans un état circulaire, la fonction d’onde de 1’électron a une forme torique correspondant par-
faitement a 1’image classique de 1’orbite donnée dans la théorie des quanta de Bohr [81]. Le
rayon de 1’orbite électronique est agn® ol ay = 0,53 Aestle rayon de Bohr. En comparaison,
le noyau ionique composé du noyau atomique et des autres électrons a une taille de I’ordre de
quelques ay et peut par conséquent €tre considéré comme un objet ponctuel de charge +1 pro-
duisant un potentiel en 1/r loin du noyau. Dans ces conditions, 1’énergie de 1’état circulaire de
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Ficure II.1 — Schéma de principe des expériences d’électrodynamique quantique en cavité avec
des atomes de Rydberg circulaires.
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c = Etat |e) : n=51

85
Rb 51,099 GHz

c ——F _ Etat|g):n=50

Ficure II.2 — La transition atomique utilisée dans I’expérience relie deux niveaux circulaires
successifs, et se situe dans le domaine des micro-ondes a 51,099 GHz

nombre quantique principal n, noté |n¢) est donnée en bonne approximation ! par :
E, = ——2 (IL1.2)

ou Ry, est la constante de Rydberg modifiée pour prendre en compte la masse finie du coeur. La
transition entre deux états circulaires successifs |nc) — |(n — 1)¢) a donc la fréquence :

_RRb( 1 I)NRRbl

= —_— —— | ——. 1.3
@ B \(n-12 n? hond {L.3)

Nous utilisons dans nos expériences la transition entre les niveaux [S1¢) noté |e) et [SOc) noté
|g). Comme nous le mentionnions dans la section précédente, cette transition tombe dans le
domaine micro-onde autour de 51 GHz et est particuliecrement bien adaptée a la réalisation de
bons résonateurs pour le champ.

I1.2.2 Un grand dipole

Les états circulaires |n¢) présentent un dipdle électrique moyen nul :
(ncldlnc) = g{nclrinc) = 0. (IL.4)

Cependant, I’opérateur d possede des termes non-diagonaux entre deux états circulaires succes-
sifs du Hamiltonien que 1’on note d,, :

dy = (ncld|(n = 1)c). (IL5)

Cette transition est polarisée o* et on peut calculer la valeur du dip6le d, a partir de la forme des
fonctions d’ondes |(n)¢) et |[(n — 1)¢) (voir [82] p. 108) :

d, =292 (IL6)
V2

1. Cette approximation est bien justifiée dans le cas des niveaux circulaires dont 1’ orbite électronique est en tout
point éloignée du coeur. Le défaut quantique donne une correction extrémement faible de I’ordre de 20Hz pour 1’état
|50¢). On pourra se reporter a [82] p. 133 pour plus de détail sur ce phénomene.
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De fagon assez prévisible, le dipdle atomique varie en n*> comme la taille de 1’orbite autour
du coeur. Pour la transition qui nous intéresse entre les niveaux n = 50 et n = 51, on trouve
dsy = 1776-qay. A titre de comparaison, une transition optique utilisée couramment dans le
refroidissement d’atomes alkalins est la raie D, dont le dip6le vaut, dans le cas du 8$Rb :

dpy = 4,228 - qay, L.7)

soit pres d’un facteur 500 plus faible que notre transition. Grace a leur tres grand nombres quan-
tiques, les niveaux de Rydberg circulaires forment donc de véritables antennes ultra-sensibles au
champ micro-onde.

I1.2.3 Un grand temps de vie

Les niveaux de Rydberg sont soumis, comme tous les niveaux atomiques excités, au phé-
nomene d’émission spontanée. L’atome émet un photon dans les modes de 1’environnement
sous I’effet des fluctuations du vide de ces modes. A cause des regles de sélection (seules les
transitions o*, o~ ou 7 possedent un dipdle non-nul), les seules transitions autorisées sont les
transitions vers les niveaux de moments cinétiques immédiatement voisins. Cette regle est ex-
trémement importante dans le cas des atomes de Rydberg circulaires puisqu’elle interdit toutes
les transitions autres que la transition [nc) — |(n — 1)¢) de fréquence w,. Cependant, on pourrait
craindre, puisque le dipdle de cette transition croit dramatiquement avec n, que 1I’émission stimu-
1ée par les fluctuations du vide n’explose avec n. Il n’en est rien car la croissance en n* du dip6le
atomique est compensée par la diminution en w? de la densité de mode autour de la fréquence w,,
dans I’espace libre, ainsi que de I’amplitude de leurs fluctuations quantiques qui décroit en +/w,,.
Le calcul exact du taux d’émission spontanée de |n¢) vers |(n — 1)¢) donne :

372
1 Wl
at

(IL.8)

" 3rehc’

Comme w, varie en n=> on en déduit que le taux d’émission spontanée varie comme n~>. De

facon intéressante, un calcul purement classique de la puissance électromagnétique rayonnée par
I’€lectron du fait de son accélération centripete donne les mémes résultats pour n > 1. Le temps
de vie atteint 28,5 ms pour n = 51 et 31,5 ms pour n = 50.

I1.2.4 Le champ électrique directeur

Les paragraphes précédents montrent a quel point il est avantageux de travailler avec les états
de Rydberg circulaires. Leur utilisation entraine cependant de lourdes contraintes expérimentales
dont la plus importante est la nécessité d’un champ électrique directeur tout au long du trajet
des atomes. En effet, en champs magnétique et électrique nuls, les niveaux de méme nombre
quantique n, mais de moment cinétique non-maximaux sont dégénérés. Cet ensemble de niveaux
dégénérés comprend environ 2500 états pour n = 50. Sous I’effet de la moindre perturbation
de champs, un atome initialement préparé dans le niveau circulaire |n¢) correspondant a un axe
de quantification arbitraire se retrouve projeté sur les niveaux elliptiques correspondant a sa
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décomposition sur le nouvel axe de quantification. Dans cette situation, les atomes de Rydberg
circulaires sont extrémement instables puisque la moindre fluctuation de champ électrique ou
magnétique extérieur suffit a les coupler aux autres niveaux de la multiplicité [83]. Ce phénomene
de perte en champ nul est tres similaire aux pertes Majorana rencontrées fréquemment dans les
pieges magnétiques.

Afin de briser la symétrie sphérique de rotation, source de la dégénérescence, nous devons
appliquer un champ électrique directeur F le long de ’axe de I’orbite des atomes. La symétrie
sphérique est alors brisée et le nombre quantique / n’est plus conservé. Cependant, puisque la
symétrie de révolution autour de 1’axe de F est préservée, le nombre quantique m est conservé.
Le « bon » nombre quantique remplacant / est appelé nombre quantique parabolique, noté ny,
compris entre 0 et n — [m| — 1. On note donc les états propres du Hamiltonien en présence d’un
champ électrique directeur |n; ny; m).

Les perturbations au premier et second ordre de I’énergie de 1’état |n; n;; m) sous I’effet d’un
champ électrique extérieur s’écrivent ([82] p. 85) :

B _ %knF (IL9)
1
E® = —— (1707 = 312 = 9m® + 19) n* F* (I1.10)

ou k = 2ny — n + |m| + 1 est un nombre variant entre —(n — |m| — 1) et +(n — |m| — 1) par pas
de 2 unités lorsque n; balaye ses valeurs permises. Ainsi, pour les deux niveaux circulaires de la
multiplicité (et pour les n/2 niveaux vérifiant aussi k = 0), le déplacement au premier ordre par
rapport au champ électrique s’annule. Le schéma II.3 montre le spectre des états de Rydberg de la
multiplicité |n = 50) et |[n = 51) en présence d’un champ électrique. La levée de dégénérescence
entre le niveau circulaire et les niveaux de nombre m immédiatement inférieur (ou encore, entre
tous niveaux immédiatement voisins sur la figure I1.3) est de 100 MHz/(V /cm).

Le terme quadratique en F leve la dégénérescence entre les niveaux subissant exactement le
méme déplacement a I’ordre 1, il reste cependant beaucoup plus faible que le terme linéaire, et
n’est pas visible par conséquent sur le diagramme I1.3. Pour les niveaux circulaires, 1’annulation
du déplacement au premier ordre en F s’interprete physiquement comme 1’absence de dipdle
permanent dans ces états. La différence entre les termes quadratiques pour deux niveaux circu-
laires consécutifs |n¢) et |(n — 1)) permet d’accorder la fréquence de notre transition en variant
F avec une sensibilité de 255kHz/(V/cm)>.

I1.2.5 Un atome a deux niveaux

D’apres les regles de sélection, le niveau |e) est couplé vers le bas uniquement au niveau |g).
Le niveau |g) quant a lui est couplé a la fois au niveau |n = 50,n; = 1,m = 48) par une transition
0, aux niveaux |n = 50,n, = 0,m = 49) et |[n = 50,n; = 1,m = 49) par une transition 7 et au
niveau |g) par une transition o*. A cause de la levée de dégénérescence au premier ordre pour
les deux niveaux de nombre quantique m = 49, la transition n est fortement non résonnante.
Néanmoins, la levée de dégénérescence quadratique est insuffisante pour amener la transition o~
hors de résonance (la largeur spectrale a considérer est en fait I’inverse du temps d’interaction
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Figure I1.3 — Diagramme d’énergie des niveaux de Rydberg n = 50 et n = 51 en présence d’un
champ électrique. Les deux niveaux indiqués sur I’axe vertical correspondent aux énergies des
multiplicités n = 50 et n = 51 en champ nul.
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plutdt que la largeur de la transition). Les deux transitions o~ et 0" sont en concurrence, mais le
dipdle de la seconde étant pres de 70 fois plus grand que celui de la premiere, on peut considérer
en pratique que la transition o entre les deux niveaux [51¢) et [50¢) est fermée.

I1.3 Cavité micro-onde de grande finesse

Afin d’isoler un mode du champ électromagnétique, nous utilisons une cavité micro-onde.
Pour atteindre le régime de couplage fort, le temps de vie de la cavité doit étre aussi grand que
possible tandis que le volume du mode doit étre aussi faible que possible pour augmenter le
couplage avec les atomes. Il est communément admis que la conductivité des supraconducteurs
est nulle pour une température inférieure a la température critique. Cependant, cette affirmation
n’est vraie qu’en régime continu et pour un matériau parfaitement pur. Lorsque le matériau su-
praconducteur présente des impuretés, méme a température nulle la conductivité reste finie pour
des courants alternatifs. De plus, pour des courants alternatifs, la résistance augmente avec la
fréquence lorsqu’on est a température finie. Ce point explique pourquoi les matériaux supra-
conducteurs ne sont adaptés qu’aux cavités micro-ondes ou radiofréquences et non aux cavités
optiques.

I1.3.1 Une cavité Fabry-Pérot

Une solution tres intéressante pour réaliser des résonateurs micro-ondes de treés grande sur-
tension est d’utiliser des cavités fermées ne contenant que deux petits trous sous coupure a la
fréquence de résonance du mode pour faire entrer et sortir les atomes. Malheureusement, cette
géométrie ne permet pas d’appliquer un champ électrique directeur a I'intérieur de la cavité
(toutes les parois sont au méme potentiel puisqu’elle est faite d’un seul bloc de matériau conduc-
teur). De plus les ouvertures pour faire entrer et sortir les atomes de la cavité doivent étre suffi-
samment larges pour que les atomes ne passent pas trop pres des surfaces. Sans cela, le champ
électrique vu par les atomes serait tres inhomogene et menerait a des déphasages inhomogenes
des cohérences atomiques.

La solution choisie a donc été d’utiliser une cavité ouverte composée de deux miroirs en
configuration Fabry-Pérot. Le matériau choisi est le Niobium qui est supraconducteur a basse
température et confere une excellente réflectivité aux miroirs. La précision sur la forme des
miroirs doit étre tres importante afin de ne pas diffracter les photons a I’extérieur de la cavité,
mais bien de les réfléchir dans le mode.

Les modes propres d’une cavité Fabry-Pérot avec des miroirs sphériques peuvent étre calculés
dans I’approximation paraxiale [84] : On trouve différents modes appelés « modes transverses électromagnétiq
T, ».m» indexés par trois entiers. g correspond au nombre de ventres de I’onde €lectromagnétique
entre les deux miroirs, n et m décrivent le profil transverse. Les modes TEM,, correspondent a
un profil transverse gaussien. Leur fréquence de résonance est donnée, toujours dans 1’approxi-

mation paraxiale :
S P -4 (IL11)
Vg = 55|4+  arccos 2] .
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ou c est la vitesse de la lumiere, R le rayon de courbure des miroirs et d la distance entre les
deux miroirs. Dans nos expériences, nous utilisons uniquement le mode TEMjy . Les rayons de
courbure des miroirs sont d’environ 40 mm. La distance entre ces derniers est ajustée précisément
de facon a ce que le mode TEM, soit résonnant avec la transition atomique a 51,099 GHz.

Le mode spatial T E My, défini ici comprend en fait deux modes de polarisations différentes.
Si les miroirs sont parfaitement sphériques, les deux modes sont dégénérés. Cependant, il est
impossible expérimentalement d’obtenir une sphéricité parfaite. Il en résulte la levée de dégé-
nérescence entre les modes de polarisation horizontale et verticale notés €., et €;. Le mode de
polarisation o, qui s’écrit €, = 1/ V2 (e; + ie.,) n’est alors plus un état stationnaire. L’atome
est donc couplé aux deux modes propres de la cavité €; et €., avec une fréquence de Rabi ré-
duite d’un facteur V2. Deux cas limites se présentent alors : si la levée de dégénérescence entre
les modes ¢; et €., est faible devant la fréquence de Rabi, alors, les déphasages entre les pho-
tons émis dans chacun des modes restent faibles pendant une période de Rabi, et I’évolution aux
temps courts ressemble a celle d’un atome couplé a un seul mode du champ électromagnétique
polarisé o*. Lorsqu’au contraire, la levée de dégénérescence est bien plus grande que la fré-
quence de Rabi, alors seul ’'un des deux modes est a résonance avec la transition atomique, et on
a alors affaire a la situation idéale d’un atome a deux niveaux couplé a un seul mode du champ
électromagnétique.

Dans la pratique, la précision de forme atteignable grace aux meilleurs procédés de polis-
sage diamant est telle qu’on obtiendrait une levée de dégénérescence accidentelle entre les deux
modes de I’ordre de 30 kHz. Nous devons comparer cette valeur a la fréquence de Rabi entre
atome et cavité qui vaut comme nous le verrons plus loin, preés de 50 kHz. La levée de dégéné-
rescence tombe donc en plein dans la région critique ou la situation ne correspond pas du tout a
I’image idéale d’un atome couplé a un seul mode du champ. Nous avons donc décidé d’augmen-
ter volontairement I’asphéricité des miroirs. En pratique, le substrat de cuivre est usiné selon une
forme toroidale. Le rayon de courbure vaut 39,4 mm suivant une direction et 40,6 mm suivant
la direction orthogonale. Ceci assure une levée de dégénérescence de 1,2 MHz entre les deux
modes de polarisation.

Dans I’approximation paraxiale, le profil spatial du mode gaussien est donné par? :

2 2
¢ ) + 2;(’;)) e v? (IL.12)

A
f(r,2) = M0 cos kz — arctan
w(z) Twg2

ou A = ¢/v = 5,87 mm est la longueur d’onde et

/l 1/2
Wwo = (E VAR = d)) ~ 5.96 mm (IL13)

est le col du mode au centre de la cavité. w(z) décrit la variation de I’extension transverse du
mode lorsque 1’on s’éloigne du centre de la cavité, et R(z), celle du rayon de courbure du front
d’onde :

o)
w(z) =wo[l +1—], (II.14)

Q7%

2. On vérifie bien que la convention f(0,0) = 1 est respectée.
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w2\
R() =z [1 + (—0) ] . (1L.15)
Az
Le volume du mode vaut :
2
d
V= f FOPEr = % ~ 769 mm’. (IL.16)

Le mode est confiné dans un volume de 1’ordre de quelques A>. Nous verrons que ceci est tres
avantageux car quelques photons suffisent alors pour obtenir un champ électrique important.
L’approximation paraxiale qui a été utilisée ici n’est pas parfaitement justifiée. En effet, la diver-
gence des rayons loin du centre du mode est grande. Néanmoins, les résultats obtenus dans cette
approximation sont en tres bon accord avec les grandeurs mesurées expérimentalement (mesure
du profil transverse du mode [85], volume du mode).

I1.3.2 Un grand facteur de qualité

Afin d’atteindre le régime de couplage fort, il est nécessaire d’augmenter au maximum
le temps caractéristique de dissipation de 1’énergie dans la cavité. Le temps de relaxation du
champ noté T.,, correspond au temps d’amortissement exponentiel de 1’énergie moyenne du
champ piégé dans la cavité. Il est 1ié a la largeur spectrale de la résonance Av, par la relation
21 Av - Teay = 1 ([86], p. 372). On caractérise la qualité du résonateur par son facteur de qualité

0:

0= =21y Te, (IL17)
Av
ou encore par Sa ﬁI’lCSSC .
I
F=2L-2r. I, Ton, (I1.18)
Ay

ou Is; = c/2d est I'intervalle spectral libre. La finesse correspond, a un facteur x pres, au nombre
d’allers-retours effectués par la lumiere entre les miroirs avant d’étre perdue. Afin d’augmenter
au maximum cette quantité, on doit combattre les deux sources de pertes de photons : les pertes
par absorption a la surface des miroirs et les pertes par diffraction a I’extérieur du mode. Pour
disposer du meilleur temps de vie possible, il est donc nécessaire de conjuguer une excellente
réflectivité, et une excellente qualité de surface et de forme.

Afin d’obtenir la forme la plus précise possible pour les miroirs, nous usinons au diamant
un substrat de cuivre (beaucoup plus aisé que 1’usinage du Niobium massif). On obtient une
rugosité de surface de pres de 10 nm rms, et une précision a grande échelle de pres de 300 nm
créte a créte. Nous déposons ensuite deux couche de 6 um de Niobium sur ces substrats par
pulvérisation cathodique 3.

La courbe I1.4 montre la variation du temps de vie de la cavité en fonction de la température
du cryostat. La courbe en échelle logarithmique, montre une dépendance exponentielle du temps
de vie en fonction de I’'inverse de la température jusqu’a une température de 1,2 K ou le temps de

3. Ce procédé est réalisé dans 1’équipe de P. Bosland, E. Jacques, et B. Visentin au CEA ot il est habituellement
utilisé pour réaliser des cavités accélératrices d’accélérateurs de particules [87]
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Ficure I1.4 — Temps de vie d’une cavité supraconductrice mesuré en fonction de la température
du cryostat. L’échelle horizontale est réciproque tandis que 1’échelle verticale est logarithmique.

vie sature. Ce point correspond au moment ou le temps de vie est limité par la pureté de la couche
supraconductrice ou encore par la diffraction a I’extérieur du mode. Le temps de vie atteint aux
plus basses températures, de 130 ms correspond a une finesse record [20] pour une cavité Fabry
Pérot ouverte de 4,6 - 10°.

I1.3.3 Le régime de couplage fort

Nous avons calculé au paragraphe I1.3.1, le volume du mode utilisé. On en déduit donc le
champ électrique correspondant aux fluctuations du vide au centre du mode :

&= 4|79 | 158.10° V/m. (IL.19)
2€0V

On peut alors évaluer la fréquence de Rabi pour un atome au centre du mode (voir [48] p.152) en
n’oubliant pas de diviser la fréquence par V2 car les atomes ne sont couplés qu’a un seul mode
de polarisation linéaire :

_ 2|d| - & f(0,0)
V27

qui donne une période de Rabi de Ty, = 20 ps. Cette valeur est a comparer au temps de dissi-
pation du champ dans la cavité :

Qo ~ 2m-51kHz, (11.20)

Travi K Teay = 130 ms (1121)

et au temps de relaxation des atomes
Travi < Ty = 30 ms. (1122)

Ces quantités sont séparées par plus de 3 ordres de grandeur, ce qui signifie que les deux sys-
temes sont tres loin dans le régime de couplage fort. Afin d’observer le phénomene d’oscillations
de Rabi, et d’en mesurer précisément la fréquence, nous réalisons la séquence expérimentale sui-
vante :
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I
0 10 20 30 40
Temps d'interaction effectif (us)

Ficure I1.5 — Oscillations de Rabi du vide. La probabilité de détecter dans |e) I’atome initialement
préparé dans |e) varie sinusoidalement avec le temps effectif d’interaction.

1. La cavité est préparée dans 1’état vide a I’aide d’une série d’atomes résonnants traversants
le mode.

2. Un atome de vitesse v est préparé dans 1’état |e) puis traverse le montage jusqu’a la cavité.

3. Un potentiel électrique est appliqué sur le miroir supérieur de la cavité afin de mettre
I’atome hors résonance par effet Stark.

4. Le potentiel est brutalement abaissé de facon a mettre 1’atome a résonance pour un inter-
valle de temps de T, centré autour du moment ou 1’atome est au centre du mode. L’atome
est remis hors résonance a I’issue de cet intervalle.

5. L’atome continue sa route jusqu’au détecteur et son état interne est détecté par ionisation.

La figure IL.5 représente la proportion d’atomes détectés dans I’état |e) en fonction du temps

d’interaction effectif f.q :

+Tinl/2 _M

teff = f e wo*dt. (I1.23)
_Tint/2

Le temps d’interaction est exprimé a 1’aide de cette grandeur de fagon a prendre en compte le
couplage progressif de I’atome lorsqu’il pénetre dans le profil gaussien du mode.
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La fréquence mesurée est de 48 kHz*. Elle differe de la valeur théorique car cette derniere
est une estimation reposant sur 1’approximation paraxiale qui n’est pas parfaitement vérifiée. De
plus, un alignement imparfait du jet atomique sur le centre du mode se traduit par une réduction
apparente de la pulsation de Rabi.

En pratique, le nombre d’oscillations de Rabi que I’on peut réaliser est limité avant tout par le
temps de transit des atomes dans le mode et non par les temps de vie de la cavité ou des atomes.
On utilise en fait le grand temps de vie de la cavité afin de faire interagir un grand nombre
d’atomes pendant le temps de vie de la cavité.

II.4 Le choix den

Le choix particulier des deux niveaux circulaires n = 50 et n = 51 résulte d’un arbitrage entre
différentes contraintes antagonistes :

1. Le temps de vie des atomes de Rydberg circulaires tend a s’améliorer avec les grandes
valeurs de n (la dépendance est en n°).

2. La variation du couplage avec le mode de la cavité peut étre évaluée quantitativement. En
effet, le nombre d’oscillations de Rabi que 1’on peut effectuer pendant le temps de transit

est donné par :
&Eod
Niavi = Tntint- (1124)
Le dipdle d, varie comme n? (voir (I1.6)), le champs électrique &, varie comme ®> \/w/A? o
w*? o« n7/% et le temps d’interaction, a vitesse atomique fixée varie comme la taille du col

du mode, c’est a dire comme A oc 73, D’ou
Noapi o< n'/? (IL.25)

Cette dépendance pousse a utiliser des valeurs de n élevées. Cependant, la variation est ex-
trémement lente (la fréquence de résonance par exemple varie comme 1/n°). Le couplage
n’est donc pas un parametre treés contraignant dans cette discussion.

3. L’effet Stark quadratique est un probleme puisqu’il nécessite un grand contrdle de 1’homo-
généité du champ électrique sur la section du jet atomique. En effet, si différents atomes
subissent des déphasages différents suivant leur position transverse dans le jet atomique
(ou si le champ électrique fluctue avec le temps), les signaux mesurés seront brouillés par
rapport au cas idéal. Une trop grande sensibilité au champ électrique liée a I’utilisation de
nombres 7 trop élevés est un probleme grave. La variation de sensibilité a I’effet Stark qua-
dratique est trés importante puisqu’elle est proportionnelle a n® d’apres la formule (I1.10).

4. Une source d’erreur systématique sur cette mesure est due aux effets collectifs qui apparaissent dans les
paquets contenants plus d’un atome. Pour plus de détails sur la prise en compte de cet effet, voir la these de J. Bernu
[43]

5. On considere ici que le volume du mode varie comme A2, ce qui revient a dire que seul le col du faisceau wy
dépend de A tandis que I’espacement entre les miroirs d est fixe. On peut en effet garder la distance fixe dans une
certaine mesure en utilisant des modes d’ordre différent.
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4. De plus, les fréquences de transitions diminuant avec n (en 1/n%), on ne peut pas se per-
mettre non plus d’utiliser des états avec n trop élevé sous peine d’avoir une population ther-
mique importante a la fréquence de la transition. Ceci entrainerait d’une part de 1’émission
stimulée des atomes, et d’autre part le mode de la cavité, résonnant avec les atomes serait
peuplé en moyenne d’un nombre de photons important.

5. Finalement, les fréquences de transition trop basses posent également un probleme d’en-
combrement li€ a la taille des miroirs. En effet, les miroirs doivent avoir une taille minimum
de quelques A (donc proportionnelle a #°) afin de recouvrir la zone ol Iintensité du mode
est significative.

Ces contraintes ont mené a choisir les valeurs actuelles de n, pour lesquelles la fréquence de
Rabi est de 50 kHz, permettant d’effectuer une oscillation de Rabi complete pendant le temps de
transit des atomes dans la cavité (= 20 us) le temps de vie des atomes est pres de 50 fois supérieur
a leur temps de vol dans le montage (= 1 ms), et le nombre moyen de photons thermiques a la
fréquence de résonance pour la température de notre cryostat de 0,8 K est de :

1

Ny = =0,05. (11.26)

hwg

efsT — 1
De plus, on choisit la valeur minimale du champ électrique directeur compatible avec des pertes
atomiques négligeables (= 0,2 V/cm). De ce fait, I’effet Stark — quadratique avec le champ di-
recteur — est réduit au minimum pour une variation donnée de F. La réduction de contraste des
signaux d’interférométrie atomique par les déphasages inhomogenes constatée expérimentale-
ment est alors de quelques pourcents.

La largeur des miroirs est de 6 cm, soit environ 10 A4, et grace a notre choix du mode TEMy ,
I’espacement entre les mirroirs est de pres de 28 mm, permettant de réaliser un champ homogene
au niveau du jet atomique. 6.

IL.S Le dispositif expérimental

Nous avons présenté dans la section précédente les deux acteurs principaux de nos expé-
riences : les atomes de Rydberg circulaires et la cavité micro-onde de grande finesse. Nous allons
voir dans cette section comment ils sont insérés dans un dispositif expérimental permettant de
contrOler au mieux tout les parametres de leur interaction. La figure I1.6 montre un schéma du
montage utilisé pour nos expériences. On y distingue deux cavités de haute finesse. En effet, ce
montage a été congu pour réaliser des expériences mettant en jeu des états non-locaux du champ
dans les deux cavités. Lors du dernier assemblage du dispositif, nous n’avons pas réussi a accor-
der la seconde cavité proche de la fréquence de transition atomique. Ainsi, toutes les expériences
décrites dans ce mémoire ont été réalisées uniquement avec une cavité de haute finesse et deux
zones de Ramsey. La figure II.7 est un plan détaillé de I’intérieur de la boite d’écrantage du
champ.

6. Un numéro de mode élevé réduit le volume du mode, et donc le couplage entre les deux systemes, cependant,
a I’inverse, il augmente le temps de vie des photons dans la cavité en augmentant I’intervalle spectrale libre.
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Ficure 1.6 — Schéma du dispositif expérimental. Le montage actuel comprend deux cavités de
grande finesse en vue de réaliser des expériences sur des champs non-locaux, cependant, la
deuxieme cavité, montée hors résonance lors du dernier assemblage de 1’expérience était in-
utilisable. Ainsi, les éléments grisés n’ont pas été utilisés dans les expériences décrites dans ce
mémoire.
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Ficure 11.7 — Schéma du coeur du dispositif expérimental. Les pieces vues par les atomes tout le
long de leur trajet de la boite a circulariser jusqu’aux détecteurs sont maintenues a un potentiel
bien contrdlé afin de minimiser les inhomogénéités de champ électrique.

I1.5.1 Controle des atomes
II.5.1.a Préparation des atomes de Rydberg circulaires

La préparation des atomes dans les niveaux de Rydberg circulaires est un processus com-
plexe qui nécessite d’apporter a la fois beaucoup d’énergie et beaucoup de moment cinétique
aux atomes. La totalité de I’opération a lieu en champ magnétique statique, a I’intérieur d’une
boite appelée « boite a circulariser » qui permet d’écranter les champs magnétiques extérieurs.
Les atomes initialement dans le niveau fondamental 55, sont pompés optiquement dans le
sous-niveau Zeeman maximal |FF = 3;mp = 3). La circularisation se déroule en trois étapes
successives : les atomes sont d’abord excités dans un niveau de n élevé mais de faible moment
angulaire (|52f,m = 2)) a I’aide de deux transitions optiques et d’une transition micro-onde en
champ électrique nul. Les 49 quanta de moment angulaire manquants sont ensuite apportés par
I’absorption de photons radiofréquences lors d’un passage adiabatique rapide. Les différentes
étapes sont représentées sur la figure I1.8 :

1. Les faisceaux lasers de deux diodes a 420 nm et 1015 nm sont superposés et excitent les
atomes respectivement dans le sous-niveau |F = 4,mp = 4) du 6P5); et [52d;m; = 5/2)
par deux transitions o .

2. Une transition micro-onde permet ensuite d’atteindre le niveau |52 f; mp = 2).

3. Un champ électrique est ensuite progressivement établit, transférant adiabatiquement les
atomes du niveau [52f;m; = 2) vers le niveau elliptique [n = 52;n; = 1;m = 2). Cette
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étape est appelé « Stark switching ».

4. Un champ radiofréquence a 255 MHz est appliqué afin d’apporter les 49 photons o né-
cessaires pour atteindre le niveau [52¢). Les transitions " sont adressées a 1’exclusion
des transitions o~ grace a la levée de dégénérescence due au champ magnétique de 18 G
appliqué dans la boite a circulariser. Les 49 photons sont absorbés efficacement grace a
un passage adiabatique (le champ électrique est balayé de facon a ce que la fréquence des
transitions passe a résonance avec la fréquence de la micro-onde appliquée).

5. Malgré le passage adiabatique, pres de 20% des atomes sont perdus dans des niveaux el-
liptiques. Afin de purifier I’ensemble atomique, on réalise une transition micro-onde en
champ électrique non-nul résonante avec la transition [52¢) — [51¢), ou encore une im-
pulsion a deux photons sur la transition |52¢) — |50¢) La transition permet donc de sé-
lectionner uniquement le niveau circulaire désiré. Les états d’énergie supérieure au niveau
final sont éliminés par ionisation.

Les taux de pureté obtenus grace a cette technique atteignent pres de 98%.

I1.5.1.b  Controle spatio-temporel des atomes

Les expériences que nous réalisons nécessitent un excellent contrdle de la position des atomes
a tout moment lors de leur trajet a I’intérieur du montage. Un premier exemple est donné par
I’expérience d’oscillations de Rabi décrite plus tot : I’'impulsion Stark dans la cavité doit étre
appliquée au moment précis ou 1’atome est au centre du mode (d’une largeur de 6 mm). En fait,
comme nous le verrons, les impulsions dans les zones de Ramsey, ainsi que la détection des
atomes nécessitent elles aussi un tres bon contrdle de la position atomique. Nous allons présenter
ici la technique utilisée pour préparer des atomes de vitesse et de position bien déterminée.

Sélection en vitesse par effet Doppler Le jet d’atomes est produit par un four contenant une
vapeur de Rubidium a I’équilibre thermodynamique avec du Rubidium liquide. Le jet atomique
est collimaté par le trou de sortie du four (diametre : 0,7 mm) et par le trou d’entrée de la boite a
circulariser 55 cm plus loin dont le diametre est €également de 0,7 mm. Le jet ainsi produit a une
faible extension spatiale transverse, il a une dispersion de vitesse longitudinale Maxwellienne. En
sortant du four, les atomes sont equirépartis dans les deux sous-niveaux hyperfins du fondamental
581 (F =2 et F = 3). Afin de sélectionner une classe d’atomes de vitesse bien précise, on va
utiliser des techniques de pompage optique. Le but est d’isoler les atomes ayant la vitesse désirée
dans le niveau F' = 3, point de départ de 1’excitation vers les Rydberg. La sélection de vitesse a
lieu en deux phases :

1. Un premier laser a 780 nm (appelé dépompeur), perpendiculaire au jet atomique et ac-
cordé sur la transition |58 2; F' = 3) — |5P32; F’ = 3) amene apres quelques cycles de
fluorescence tous les atomes du jet dans le niveau hyperfin F = 2.

2. Un second laser a 780 nm (repompeur), faisant un angle 8 = 63° avec le jet adresse la tran-
sition |58 12; F = 2) — [SP3; F’ = 3). La encore, apres quelques cycles de fluorescence,
les atomes sont pompés dans le niveau F=3. En réglant le désaccord entre la fréquence
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Ficure I1.8 — Schéma d’excitation des atomes dans les niveaux de Rydberg circulaires.
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Ficure I1.9 — Schéma de principe du dispositif de sélection de vitesse : Le jet atomique rencontre
d’abord un laser dépompeur qui pompe tous les atomes dans le sous-niveau F = 2, puis un Laser
repompeur formant un angle de 63° avec ce dernier. Seuls les atomes ayant la vitesse désirée sont
repompés dans le sous-niveau F = 3.
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FiGure I1.10 — Ces courbes expérimentales montrent la distribution de vitesse des atomes circu-
laires produits lorsque le dispositif de sélection de vitesse est désactivé (carrés), puis avec une
sélection Doppler ot laser dépompeur et repompeur sont allumés en continu. Les différentes
courbes correspondent a des puissances décroissantes du Laser repompeur (41 uW, 11,5 uW, et
3,1 uW). Les deux pics correspondent aux deux transitions séléctionnés, séparées de 109 m/s.
La largeur de la sélection se dégrade pour les puissances croissante. La largeur observée a la
puissance la plus faible (3,1 puW), de 16 m/s est proche de la limite imposée par la largeur de raie
de la transition.

du laser et la résonance atomique, on sélectionne précisément la classe de vitesse vy pour
laquelle I’effet Doppler compense le désaccord :

1
AV = Vigeer — Vat = > - kvge cos(0). (IL.27)
Vi

Les différents lasers sont appliqués sur le jet dans une enceinte appelée zone de sélection de
vitesse, située entre le trou de sortie du four et I’entrée de la boite a circulariser. La précision
de cette sélection de vitesse est limitée par la largeur spectrale de la transition |55 1,,; F = 2) —
I5P3)2; F' = 3) soit I'sp,,, = 2759 MHz :

I
Avge) = ~ 10m/s. (I1.28)
c

Afin de repomper une proportion importante de la classe de vitesse désirée dans F' = 3, on utilise
un laser relativement intense qui sature la transition, et €élargit encore la sélection en vitesse
par rapport a ce chiffre. Par ailleurs, une deuxieme classe de vitesse est repompée dans le niveau
F = 3:eneflet, les atomes ayant la vitesse v | = v,+109 m/s sont a résonance avec la transition
15S1)2; F = 2) = |SP3;0; F' = 2). La figure II1.10 montre la distribution de vitesse sélectionnée
par cette technique. On distingue clairement le pic autour de la vitesse recherchée de 314 m/s et
le pic parasite autour de 423 m/s.

Cette sélection de vitesse n’est pas suffisante pour nos besoins : en effet, apres avoir parcouru
20 cm dans le montage, deux atomes avec des vitesses de 300 et 400m/s sont séparés de pres de
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Ficure I1.11 — (a) Principe de la sélection par temps de vol : Dans ce diagramme temps-espace,
la trajectoire des atomes est une droite dont la pente correspond a la vitesse. Seule une fine
classe de vitesse pour laquelle les atomes passent par les points ol le repompeur et le laser
d’excitation sont allumés est sélectionnée. Les parametres expérimentaux sont donnés sur la
figure. (b) Distribution de vitesse obtenue expérimentalement pour les parametres décrit sur la
figure (a). La classe de vitesse sélectionnée est centrée sur la vitesse de 314 m/s. La courbe pleine
est un ajustement Gaussien dont la largeur est de 1,9 m/s. La courbe pointillée représente a titre
de comparaison la distribution de vitesse obtenue par sélection Doppler (Le nombre d’atomes a
été renormalisé pour cette courbe).

6 cm. Ce qui ne laisse aucun espoir d’adresser correctement ces atomes dans le détecteur ou dans
I’une des cavités du montage.

Sélection en vitesse par temps de vol Afin d’affiner encore la distribution de vitesse sélection-
née, on effectue une sélection de vitesse par temps de vol : L’excitation vers les Rydberg est un
processus impulsionnel. Typiquement, les lasers d’excitation des premieres étapes sont allumés
pendant environ 2 ps. En n’allumant le laser repompeur que pendant quelques microsecondes au
niveau de la zone de sélection de vitesse, on ne sélectionne que les atomes ayant la vitesse v (voir

figure I1.11 :

D
V= —, (11.29)

Teire — trepomp
ou D = 380 mm est la distance séparant la zone de sélection de vitesse de la boite a circulari-
ser, et fere €t frepomp d€signent respectivement les temps d’allumage des lasers d’excitation et du
repompeur.

La précision d’une telle technique est limitée a la fois par I’étendue spatiale des lasers et
par leurs temps d’allumage. Les lasers étant focalisés au niveau du jet atomique avec un col de
I’ordre de 1 mm, et allumés pour pres de 2 us, on obtient, pour une vitesse moyenne désirée
de 250 m/s par exemple, des paquets d’environ un millimetre avec une dispersion de vitesse
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Ficure I1.12 — La sélection en temps de vol produit des paquets parasites lorsqu’on tente de pré-
parer des paquets successifs. Ces « fantdomes » correspondent aux classes de vitesses sélectionnés
par le repompeur du paquet 2 et I’'impulsion d’excitation des paquets 1 et 3.

autour de la vitesse moyenne désirée de 1 m/s. Grace a cette précision, les paquets atomiques
restent localisés a mieux que 2 mm tout au long de I’expérience, ce qui suffit pour les adresser
efficacement dans les différents éléments du montage.

Intérét de la sélection Doppler On peut s’interroger sur 1’intérét d une sélection Doppler alors
qu’on vient de voir que la sélection par temps de vol donne une distribution de vitesse beaucoup
plus étroite. En pratique, la seule sélection par temps de vol est problématique lorsqu’on sou-
haite préparer plusieurs paquets monocinétiques successifs. En effet, dans ce cas, les différentes
impulsions de repompeur et d’excitation correspondants aux paquets successifs définissent, en
plus des paquets a la vitesse souhaitée, des paquets parasites dit « fantdmes » dont la vitesse est
déterminée par I’intervalle entre le repompeur d’un premier paquet et I’'impulsion d’excitation
d’un second. La figure I1.12 représente 1’effet de fantdmes sur un schéma temps-espace. Grace
a la sélection Doppler, I’effet de fantdmes est fortement réduit puisque seule une fine classe de
vitesse autour de la vitesse souhaitée est susceptible d’étre excitée. Il suffit alors de bien choisir
le temps entre paquets successifs pour que la vitesse des fantdmes ne tombe pas dans la fenétre
de sélection Doppler a vs + 109 m/s

I1.5.1.c Controle de I’état interne : les zones de Ramsey

Afin de manipuler 1’état interne des atomes avant et apres leur passage dans les cavités su-
praconductrices, nous utilisons des impulsions de champ micro-onde classique. Ces impulsions
ne sont pas effectuées dans 1’espace libre mais dans des cavités de faible facteur de qualité ap-
pelées « zones de Ramsey ». Le but de ces cavités est de permettre I’adressabilité des atomes
individuels : en effet, nous voulons appliquer des impulsions a I’atome se trouvant dans la zone
de Ramsey, sans affecter un atome qui pourrait se trouver dans une autre partie du montage. Il est
alors indispensable de confiner le champ micro-onde dans 1’espace. De plus, afin de contrdler le
potentiel électrique des surfaces proches du trajet des atomes, ces dernieres doivent €tre conduc-
trices, donc de réflectivité non-nulle. L utilisation d’une cavité semble donc toute indiquée, ce-
pendant, le choix du facteur de qualité de cette dernicre est soumis a différentes contraintes
antagonistes :
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— Le champ dans les zones de Ramsey doit €tre classique afin de manipuler 1’état interne
de I’atome sans ’intriquer avec le mode de la cavité Ramsey. Le volume du mode d’une
zone de Ramsey étant du méme ordre que celui des cavité supraconductrices (pour des
raisons d’encombrement géométrique), il est clair que la fréquence de Rabi du vide sera
également de I’ordre de 50 kHz, ainsi, pour réaliser une impulsion de 1’ordre de n dans
un temps raisonnablement long pour permettre un contrdle électronique de I’'impulsion
(= 1 ps), le champ nécessaire est de quelques photons. Afin d’opérer tout de méme dans
un régime classique, il est alors nécessaire d’utiliser une cavité dont le facteur de qualité
correspond a un temps de vie du champ faible devant le temps d’interaction [88].

— Dans ce régime, les échanges d’énergie entre atome et cavité sont régis par 1’effet Purcell
[89] et en particulier, I’émission spontanée de I’atome est accéléré par la présence de la
cavité. Il est donc nécessaire d’utiliser une cavité de faible facteur de qualité afin que le
temps de vie des atomes ne soit pas réduit significativement a cause de leur traversée des
zones de Ramsey.

— Au contraire, la localisation de la micro-onde a I’intérieur du mode de la cavité impose
d’utiliser un facteur de qualité suffisamment grand pour avoir un mode géométriquement
bien défini, et ainsi, ne pas inonder le reste du montage de micro-onde.

La figure II.13 montre le schéma d’une zone de Ramsey. La solution choisie consiste a uti-
liser deux cavités couplées : la premiere est une cavité de grand facteur de qualité (Q =~ 2000)
permettant de filtrer efficacement un mode TEM,,. La seconde est une cavité de faible facteur
de qualité (Q ~ 30) dans laquelle les atomes interagissent avec le champ. Les deux cavités sont
couplées par une lame de verre recouverte d’une fine couche d’or. Le champ dans la cavité de
faible Q hérite de la bonne géométrie du mode défini par la premierer cavité. La cavité de faible
Q est refermée par un miroir en araldite recouvert de graphite faiblement réfléchissant. Le champ
transmit par ce miroir est absorbé par un bloc de « RAM » (Radar Absorbing Material) afin de
ne pas fuir dans le reste du montage. On peut ajuster le champ électrique au niveau des atomes
en contrdlant le potentiel de la couche d’or et de la couche de graphite.

Le champ dans la zone de Ramsey est injecté par un guide micro-onde représenté sur la figure
I1.13. Le temps de vie du champ dans une zone de Ramsey est de I’ordre de la nanoseconde, tres
court devant le temps de passage des atomes dans le mode de la zone de Ramsey (de 1’ordre de
20 ps). Ainsi, le temps d’interaction est défini par la durée d’injection du champ. La figure I1.14
représente le dispositif d’injection dans les zones de Ramsey. Un méme générateur micro-onde
a 12,8 GHz est utilisé pour alimenter deux zones de Ramsey successives, assurant la cohérence
de phase entre les impulsions dans les deux zones. Les impulsions sont commutées indépendam-
ment dans les deux zones a I’aide de diodes PIN. Le signal est ensuite quadruplé dans une diode
Schottky, composant non-linéaire générant entre autres, la quatrieme harmonique a 51 GHz.

I1.5.1.d Controle de la fréquence atomique

Les atomes de Rydberg sont extrémement sensibles aux champs électriques extérieurs par
I’effet Stark quadratique. Comme nous I’avons vu, il est nécessaire de maintenir un champ élec-
trique directeur le plus homogene et le plus faible possible (tout en maintenant les atomes dans
I’état circulaire). Toutes les pieces vues par les atomes sur leur trajet depuis la préparation jusqu’a
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Ficure II.13 — Schéma d’une zone de Ramsey. Le champ micro-onde est d’abord mis en forme
spatialement dans une cavité de filtrage. Une partie du champ est transmit a travers la lame dorée
dans une cavité de faible Q avant d’étre absorbée par le bloc de RAM.

Anritsu MG3692A
TTL ¢ Diode PIN

Atténuateur

e PIN

Atténuateur

L jet atomique

Ficure 11.14 — Dispositif d’injection micro-onde dans les zones de Ramsey.
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la détection doivent donc étre conductrices. Les potentiels appliqués sur ces électrodes doivent
étre optimisés afin d’obtenir les meilleurs contrastes possibles pour les signaux atomiques.

De méme, la transition entre les niveaux |e) et |g) est sensible au champ magnétique extérieur.
La transition est déplacée par effet Zeeman d’environ 1,4 MHz/G. Afin d’éviter les déphasages
inhomogenes au sein du jet atomique, il est donc également nécessaire de maintenir un champ
magnétique le plus homogene possible le long du trajet des atomes. Toutes les pieces proche des
atomes sont donc en matériaux amagnétiques, le champ magnétique terrestre est compensé par
des bobines a I’exterieur du cryostat, et la boite d’écrantage du champ thermique est recouverte
d’un matériau de haute perméabilité magnétique (Vitrovac). L’ écran *He du cryostat est recouvert
d’indium, matériau supraconducteur a basse température, qui gele le champ magnétique a 1’in-
térieur de 1’écran. Enfin, I’ensemble du cryostat est maintenu a I’intérieur d’un écran de u-métal
permettant d’écranter le champ magnétique extérieur.

Grace a toutes ces précautions expérimentales, le champ magnétique résiduel a I’intérieur du
montage est inférieur a 10 uG et nous arrivons a propager les cohérences atomiques d’une zone
de Ramsey a I’autre tout en gardant des signaux de contraste supérieur a 80%.

I1.5.1.e Détection des atomes de Rydberg

Il est indispensable pour nous de pouvoir détecter le niveau dans lequel se trouvent les atomes
apres leur passage dans 1’expérience. En réalité, comme nous le verrons au chapitre suivant, la
seule information que nous tirons du champ dans la cavité est obtenue indirectement, en faisant
interagir des atomes avec le mode, et en détectant leur €tat final. Un champ d’une centaine de
V/cm suffit a ioniser un atome de Rydberg, en effet I’électron tres excité est extrémement proche
de la limite d’ionisation. De plus, le champ nécessaire pour arracher I’électron dépend du niveau
dans lequel se trouve I’atome de Rydberg. On va donc utiliser ce phénomene d’ionisation des
atomes de Rydberg pour détecter leur état final.

Le détecteur utilisé est composé d’une cathode plate, et d’une anode percée d’un trou. En
appliquant une rampe de tension sur la cathode, on ionise 1I’atome de Rydberg situé entre les deux
électrodes. L’ électron ainsi arraché traverse le trou de I’anode et est ensuite focalisé a I’aide d’un
jeu d’électrodes (lentilles €lectrostatiques) a I’intérieur d’un multiplicateur d’électron. L’instant
ou I’électron est détecté dans le multiplicateur indique si I’atome se trouvait dans 1’état |e) ou |g).
En effet, les premiers sont ionisés dans un champ plus faible — donc plus tot dans la rampe de
tension — que les seconds. La figure II.15 montre un schéma du détecteur ainsi que les différents
signaux d’ionisations obtenus pour des atomes dans les états |g), |e) et [S2¢). On voit que les
différents pics sont assez bien séparés, et permettent de distinguer 1’état atomique avec une erreur
de moins de 5 %.

IL.5.1.f Préparation d’atomes uniques

Le nombre d’atomes dans le jet sortant du four obéit a une loi de Poisson. L’efficacité du
processus de circularisation est indépendante du nombre d’atomes dans le paquet. Le nombre
d’atomes de Rydberg circulaires produits par paquet est donc lui aussi Poissonnien. Dans cer-
taines circonstances, il n’est pas nécessaire d’avoir un atome unique dans les paquets, dans ce cas,
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Ficure II.15 — Les atomes de Rydberg sont ionisés dans un champ électrique variable. L’ électron

est focalisé vers un multiplicateur d’électrons. L’instant auquel I’électron est détecté indique le
niveau atomique.
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on pourra maximiser le nombre d’atomes par paquet en utilisant des impulsions et des puissances
de repompeur élevées. On arrive alors a un nombre moyen d’atomes par paquets de 1’ordre de 1,
tout en gardant une sélection de vitesse relativement fine. Dans d’autres cas, il est indispensable
de n’avoir qu’un atome par paquet au plus. On ne peut pas sé€lectionner a posteriori les paquets
dans lesquels un seul atome a été détecté car I’efficacité de détection des atomes est proche de
0,5. Ainsi, la détection d’un atome de Rydberg n’exclue pas la présence d’un second atome dans
le paquet. On travaille donc avec des impulsions laser courtes et peu puissantes afin de diminuer
I’efficacité de la circularisation jusqu’a atteindre un nombre d’atomes par paquet de I’ordre de
0,1. La plupart des paquets ne contiennent alors aucun atome, cependant, les paquets a deux
atomes sont pres de 10 fois moins probables que les paquets a un atome. Ainsi, lorsqu’on détecte
un atome, la probabilité qu’il y en ait deux est négligeable.

IL.5.1.g Franges de Ramsey expérimentales

Afin de tester que nous sommes capables de préparer correctement les atomes, de manipuler
leur état interne dans les zones de Ramsey et de préserver la cohérence de phase au travers des
différents éléments du montage, on peut effectuer une expérience d’interférometrie de Ramsey
entre les deux zones R, et R,. On utilise la séquence décrite au paragraphe 1.2.3 en ayant pris soin
de désaccorder la cavité a plus d’1 MHz de la résonance atomique. De cette fagcon, les atomes
n’interagissent pas avec la cavité qui se trouve au centre de I’interférometre. Les atomes sont
sélectionnés en vitesse de fagon a passer dans la premiere et dans la seconde zone de Ramsey a
des instants bien précis. La micro-onde est allumée pendant 2 us dans chaque zone de Ramsey
au moment ol ’atome se trouve au centre du mode. On ajuste ’intensité du champ de facon a
réaliser des impulsions 7r/2. On compte ensuite la proportion d’atomes détectés dans le niveau

lg) :

P(g) = —=% (I1.30)
ne + N

ou n, est le nombre d’atomes détectés dans |e) et n,, le nombre d’atomes détectés dans |g). On
balaye ensuite la fréquence du générateur micro-onde afin de changer la phase accumulée par
la superposition atomique (dans le référentiel tournant a w,). Le signal obtenu est représenté sur
la figure I1.16. Les barres d’erreurs représentent 1’erreur statistique liée au nombre fini d’atomes
détectés. Le contraste fini des franges est dii a divers facteurs dont le premier est constitué par
les effets de déphasages inhomogenes pour différents atomes du jet. La préparation des atomes
dans I’état |g) est imparfaite. Le contraste des impulsions 7r/2 elles-mémes n’est pas parfait car les
atomes ne sont pas tous illuminés avec la méme intensité lors des impulsions de Ramsey. Enfin, la
détection ne distingue pas les deux niveaux avec une fidélité de 100%. Tous ces facteurs réduisent
d’autant le contraste des franges de Ramsey. Nous reviendrons en détails sur ces différentes
sources d’imperfections expérimentales au chapitre suivant.
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Ficure I1.16 — Franges de Ramsey obtenues par interférométrie atomique entre les zones de
Ramsey R; et R,. Les deux impulsions sont séparées de 360,3 ps, soit le temps de transit des
atomes entre les deux zones de Ramsey. La courbe en trait plein est un ajustement sinusoidale.
Le contraste mesuré est de 75 %.
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Ficure I1.17 — (a) Schéma d’un bloc cavité. 17 et 18B sont les cales en cuivre permettant d’ajuster
grossierement la distance entre les miroirs entre chaque remontage et P est un tube piézoélec-
trique utilisé pour compenser les petits écarts de fréquences en appliquant une tension a froid.(b)
Variation de la fréquence de résonance en fonction de la tension appliquée sur les tubes piezo-
électriques.

I1.5.2 Controle de la cavité

I1.5.2.a Controle de la fréquence du mode

Dans les expériences que nous réalisons, il est important de pouvoir accorder la résonance de
la cavité sur la transition atomique, ou bien a un désaccord connu de 1’ordre de la fréquence de
Rabi. Il est donc nécessaire de contrdler la résonance de la cavité au niveau du kilohertz. Cette
précision sur la fréquence correspond a un réglage de la séparation entre les miroirs au nano-
metre pres. Les deux miroirs sont séparés par des cylindres piézoélectriques (voir figure I1.17).
En appliquant une tension entre 1’intérieur et I’extérieur des tubes piézoélectriques, on fait varier
leur longueur. La sensibilité de la résonance atomique a la tension appliquée est de 2,4 kHz/V.
La gamme d’accord est limitée par la tension maximale applicable aux tubes piézoélectriques
avant qu’ils ne claquent et elle vaut environ 7 MHz. Ce chiffre est extrémement important, car il
définit la précision avec laquelle doit étre monté le bloc cavité afin de pouvoir étre mis a réso-
nance avec les atomes. Ainsi, la résonance doit étre a moins de 3,5 MHz de la fréquence atomique
en 1’absence de tension sur les tubes piézoélectriques, afin de pouvoir étre accordée. Cette tolé-
rance en fréquence correspond a une tolérance de deux microns environ sur I’espacement des
miroirs. Afin d’atteindre une telle précision lors du montage du bloc cavité, nous utilisons des
cales en cuivre disposées entre les tubes piézoélectriques et les supports des miroirs. Ces pieces
sont amincies progressivement a 1’acide jusqu’a obtenir la fréquence souhaitée. C’est a cause de
I’imprécision de la procédure de montage des miroirs que la seconde cavité s’est retrouvée hors
résonance lors du dernier montage.
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I1.5.2.b Préparation d’états classiques du champ dans la cavité

Nous allons voir ici quelques techniques expérimentales permettant de préparer des états
classiques tels que le vide, ou un état cohérent dans la cavité.

Préparation de I’état vide Comme nous I’avons vu précédemment, 1’état thermique corres-
pondant a 1’équilibre thermique de la cavité a 0,8 K contient un nombre tres faible de photons.
Cet état ressemble donc en bonne approximation a 1’état vide. En principe, il suffit donc d’at-
tendre que la cavité relaxe vers I’équilibre thermodynamique pour préparer I’état vide. En pra-
tique, il a fallu prendre de nombreuses précautions pour empécher les photons venus des parties
plus chaudes d’entrer jusque dans le mode de la cavité. En particulier, tous les trous dans la
boite d’écrantage du champ sont sous-coupure pour la fréquence de résonance. Ceci a permis
d’observer effectivement un nombre de photons thermique a 1’équilibre de 0,05, comme attendu
théoriquement. Cependant, le temps caractéristique de la relaxation, donné par T¢,,, vaut plus
d’un dixieme de seconde dans notre cas. Il est donc essentiel de disposer d’une technique pour
réinitialiser rapidement le champ dans le vide apres chaque expérience, sans quoi, les temps
d’acquisition seraient inacceptables.

Afin d’absorber rapidement les photons qui pourraient rester dans le mode, on envoie un
grand nombre d’atomes dans I’état |g) a I'intérieur de la cavité résonante. Afin de maximiser
la probabilité d’absorption, on balaye la fréquence atomique de part et d’autre de la résonance
de la cavité par effet Stark pendant la traversée du mode par les atomes. Les niveaux |g,n) se
connectent alors adiabatiquement aux niveaux |e,n — 1) via les niveaux habillés, assurant 1’ab-
sorption d’un photon pour chaque atome traversant le mode. Cette technique est plus efficace
que I’absorption résonnante, pour laquelle la durée optimale d’interaction dépend du nombre de
photons comme 1/ v/n via la fréquence de Rabi.

Préparation d’un état cohérent Nous allons présenter ici une technique fondamentale pour
la suite, qui consiste a implémenter 1’opérateur déplacement dans notre systeme. Comme nous
I’avons vu au chapitre I, I’opérateur déplacement D(«) correspond au couplage de la cavité a une
source classique d’amplitude complexe a.

Le mode de la cavité est couplé faiblement aux modes de 1’environnement via les pertes par
diffraction. Ce couplage est extrémement faible, comme en témoigne le temps de vie record de
nos cavités, cependant on peut en tirer partie pour diffracter des photons a I’intérieur du mode
de la cavité. Pour déplacer le champ dans la cavité, il suffit donc de générer un champ cohérent
dans I’environnement de la cavité. Pour cela, nous couplons une source classique a un guide
d’onde débouchant entre les deux miroirs sur le coté de la cavité. L’injection est tres inefficace,
mais elle est suffisante pour produire les champs de quelques photons dont nous avons besoin.
De plus, le couplage dans le mode est décrit par un coefficient tres faible, mais constant. Ainsi,
en controlant I’amplitude et la phase de I’impulsion injectée, on contrdle I’amplitude complexe
du déplacement opéré sur le champ dans la cavité.

Il faut cependant prendre garde que 1I’ensemble de la boite d’écrantage du champ est inondée
de micro-onde dans le processus. C’est pourquoi on doit s’assurer qu’aucun atome ne se trouve a
I’intérieur de cette derniere pendant que le champ est allumé. C’est seulement une fois que I’on a
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Ficure 11.18 — Schéma du dispositif d’injection dans les cavités de grande finesse.

coupé I’impulsion que la micro-onde va s’amortir tres vite dans les modes de la boite d’écrantage
tandis qu’elle va survivre dans celui de la cavité du fait de son tres grand temps de vie.

Le dispositif d’injection est représenté sur la figure I1.18. Nous utilisons un synthétiseur An-
ritsu de fréquence et puissance réglable autour de 12,8 GHz. Le signal est commuté par une diode
PIN afin de contrdler précisément la durée de I’injection, puis il est quadruplé pour atteindre la
fréquence de 51,09 GHz.

I1.5.3 L’environnement cryogénique

Une grosse contrainte expérimentale est due au fait que nous travaillons dans un environ-
nement cryogénique. Cette contrainte est néanmoins indispensable pour réduire le champ ther-
mique a 51 GHz, nuisible pour le temps de vie des atomes de Rydberg et problématique pour la
préparation d’états de faibles nombres de photons dans la cavité. D’autre part, les miroirs supra-
conducteurs doivent étre refroidis a une température suffisamment basse pour que leur temps de
vie ne soit pas limité par la résistance de surface du supraconducteur. Le point de fonctionnement
de 0,8 K de notre cryostat permet d’avoir un nombre de photons moyen a 51 GHz tres faible, de
pres de 0,05. D’autre part, nous avons vu sur la figure I1.4, que le temps de vie atteignait sa valeur
limite en dessous de 1,2 K.

Cette température est atteinte en placant le montage a I’intérieur d’un cryostat a deux étages :
Un schéma du cryostat est donné sur la figure I1.19. Un réservoir d’azote liquide écrante d’abord
le rayonnement thermique extérieur, permettant de réduire les pertes de la zone refroidie a I’He-
lium liquide. Un second écran thermique est maintenu a 4 Kelvin par un réservoir d’Helium 4,
puis un premier cryogénérateur est refroidi a 1,2 Kelvin en faisant subir une détente adiabatique
a ’Hélium 4. L’Helium 3 d’un circuit fermé est liquéfié au contact de ce cryogénérateur. L’ he-
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FiGure I1.19 — Schéma du cryostat utilis€ pour maintenir les cavités a 0,8 K et pour maintenir
cette température le long du trajet des atomes de Rydberg circulaires.

lium 3 liquide subit ensuite une détente adiabatique permettant d’atteindre 0,8 K. L’ensemble
du dispositif expérimental, depuis la boite a circulariser jusqu’aux électrodes des détecteurs est
thermalisé a cette température, abrité par un écran thermique a 0,8 Kelvin.

Il est essentiel que les différents écrans thermiques empéchent le rayonnement micro-onde
d’entrer a I’'intérieur du montage et de peupler le mode de la cavité ou bien de stimuler I’émission
des atomes. Ainsi, les différents trous permettant de faire passer les lasers ou les atomes doivent
étre « sous-coupure » pour la longueur d’onde considérée A = 6 mm a 51 GHz. Afin d’écranter
encore mieux le coeur de I’expérience du champ thermique, les cavités et les zones de Ramsey
sont placées a I’intérieur d’une boite d’écrantage supplémentaire enticrement étanche au rayon-
nement a 51 GHz. Les seules ouvertures de cet écran sont deux trous sous coupures pour laisser
entrer et sortir les atomes. D’autre part, les guides d’onde servant a acheminer la micro-onde jus-
qu’au montage laissent passer par définition, le champ micro-onde a 51 GHz. Afin d’empécher
les photons thermiques d’envahir le montage par ces différents guides, on utilise des atténuateurs
a chaque étage du cryostat. Le signal et le champ thermique sont atténués a chaque étage, de
sorte que le fond thermique soit faible devant le fond a 0,8 K en arrivant au niveau du montage.

I1.5.4 Récapitulatif

Nous avons montré dans ce chapitre, qu’au prix d’une grande complexité expérimentale, nous
sommes parvenus a mettre en oeuvre deux systemes simples parfaitement contrdlés. Le temps de
vie du champ piégé dans la cavité, comme celui des atomes de Rydberg circulaires utilisés sont
tres grands devant la période de Rabi, caractéristique du couplage entre les deux systemes. Ceci
signifie que nos deux systemes interagissent — tres largement — dans le régime de couplage fort.
En prenant garde de lever la dégénérescence entre les deux modes de polarisation, ainsi qu’en
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utilisant des paquets contenant un faible nombre d’atomes, nous avons pu réaliser la situation
idéale d’un atome unique interagissant avec un mode unique du champ électromagnétique. En
outre, nous controlons parfaitement la durée de I’interaction et le désaccord entre atome et champ
grice a la sélection en vitesse des atomes et au contrdle de leur fréquence par effet Stark. Enfin,
nous sommes capable de préparer la cavité dans 1’état vide de tout photons. Nous allons voir
par la suite comment nous pouvons utiliser les atomes pour préparer les états non-classiques
présentés au chapitre I et reconstruire completement leur matrice densité afin de les caractériser.
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Chapitre 11. Le systeme expérimental



Chapitre 111

Mesurer le champ avec des atomes

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord décrire précisément I’interaction entre les atomes
et le champ dans le cas dispersif. Puis nous verrons comment les atomes peuvent étre utilisés
pour extraire de I’'information sur I’état du champ dans la cavité. Dans la section 1.1.4, nous pré-
sentions différents types de mesures quantiques pouvant étre décrites par un protocole en deux
étapes : le systeme a mesurer est intriqué a un systeme auxiliaire (appelé metre), puis le metre est
mesuré a I’aide d’un détecteur classique. Notre dispositif expérimental permet de réaliser cette
situation idéale en considérant le champ dans la cavité comme le systeme a mesurer et les atomes
comme un systeme auxiliaire dont 1’état est détecté classiquement par le détecteur a ionisation.
Nous verrons qu’on peut utiliser les atomes pour mesurer non-destructivement le nombre de pho-
tons dans la cavité. Cette expérience a déja été réalisée par le passé, elle est décrite en détail dans
les theses de mes prédécesseurs Sébastien Gleyzes, Christine Guerlin et Julien Bernu. Nous n’in-
sisterons pas ici sur les résultats expérimentaux obtenus dans ces différentes theses, mais nous
utiliserons cette fois le formalisme présenté au 1.1.4 pour décrire de facon précise le processus
de mesure utilisé ainsi que son action en retour sur le champ. Cette description théorique est
importante car on s’appuiera dessus pour reconstruire la matrice densité du champ au chapitre
IV.

III.1 L’interaction dispersive

A la section 1.3, nous avons diagonalisé le Hamiltonien d’interaction atome-champ. Nous
allons a présent étudier les conséquences des résultats obtenus lorsque le désaccord atome-champ
¢ est non-nul.

III.1.1 Le déplacement lumineux

Les équations (I.160) et (I.162) donnent les états propres et les énergies propres du Hamil-
tonien d’interaction dans chaque sous-espace {|g,n),|e,n — 1)}. A résonance, on assistait a un
échange cohérent entre les deux états |g, n) et le,n — 1). Dans le régime dispersif, ces oscillations
sont fortement réduites a cause de la levée de dégénérescence entre les niveaux non-couplés.
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L’effet le plus marquant consiste alors en la modification de la fréquence de transition entre les
niveaux |+, n) et |-,n — 1) selon la valeur du couplage (voir figure III.1). En I’absence de cou-
plage, il s’agit simplement de la transition entre les états |e, n) et |g, n), dont la fréquence est celle
de la transition atomique w,. Lorsqu’on introduit un couplage entre champ et atome, 1’énergie du
niveau supérieur s’éleve d’une quantité AE,, tandis que celle du niveau inférieur s’abaisse de la
quantité AE_ comme I’indique le schéma de la figure III.1. Ainsi, la fréquence de transition aug-
mente a cause du couplage atome-champ. Ce phénomene est connu sous le nom de déplacement
lumineux. La différence d’énergie s’écrit, pour un atome au centre du mode ! :

\/Q,% + 6% + \/9,21—1 + 52J

= fiwy + AE,(n) — AE_(n), (IIL.1)

AE.(n) = g [./Qg +62 - 5]
AE_(n) = g [5 — 2+ 52] . (11L.2)

Ainsi, I’énergie de la transition est déplacée d’une quantité AE(n, d, ) = AE,(n) — AE_(n) par
rapport aux états non-couplés :

h
E.n—E_, | =hw+ 3

avec

n
AE(n,6,9) = 5 [ N N I 52J ~ 6. (IIL.3)

On voit que ce déplacement dépend du nombre de photons présents dans le champ. C’est cette
remarque fondamentale qui est a la base de notre mesure non-destructive du nombre de photons.
Pour bien comprendre 1’effet de I’interaction, nous allons étudier le cas limite ou le désaccord
0 est grand devant le couplage €, (pour les nombres de photons n considérés), on peut alors
développer I’expression ci-dessus en ne gardant que les termes d’ordre le plus bas en Q,,/6 :

nQ+ Q)

46
2

it 1/2 1.4
%(’H‘ /2). (II1.4)

AE(n, 6 > Q)

On voit que dans ce cas, le déplacement énergétique est linéaire en fonction du nombre de pho-
tons.

I11.1.2 Déphasage d’un dipole atomique par un état de Fock

Considérons un atome préparé dans 1’état :

P, = \i@<|g> +le). (IILS)

1. Lorsque I’atome n’est pas parfaitement au centre du mode, il faut remplacer le couplage €, par le couplage
au point r considéré Q, f(r).
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E
+,2
le,2) [r :
8:3) -2
l+. 1)
le, 1) Y. AE, (1)
) .t
le,0) +0)
...... . I . s R IAE (1)
ho lg, 1) -, 0) i
hiwq
18.0) | R g, 0)
Niveaux non-couplés Niveaux couplés

Ficure III.1 — Les énergies propres du Hamiltonien atome-champ dans le cas non-résonant. A
gauche : cas d’un couplage nul. A droite, cas d’un couplage fini. Les énergies propres sont
déplacées d’une quantité AE, (n) pour les états |+, n), et AE_(n) pour les états |—, n). La fréquence
de la transition entre les niveaux |e, n) et |g, n) est donc déplacée d’une quantité AE(n) = AE,(n)—
AE_(n).
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Lorsqu’il pénetre dans le mode de la cavité, grace a la forme gaussienne de ce dernier, le couplage
s’établit doucement entre atome et champ. La force du couplage est caractérisée par la fréquence
de Rabi au point considéré Q f(r). On supposera que la cavité contient un nombre de photons n
bien déterminé. La composante |e) de la fonction d’onde atomique suit alors adiabatiquement >
I’état propre |+, n) tandis que la composante |g) suit |-, n — 1), avant de ressortir de la cavité dans
les états initiaux |e) et |g). Nous allons nous placer en représentation d’interaction par rapport au
Hamiltonien d’évolution libre de 1’atome. Les niveaux d’énergie atomiques sont modifiés par les
quantités AE.(n). Chaque composante de la superposition atomique va donc accumuler, lors de
sa traversée de la cavité, une phase ®.(n) :

D.(n) = % f AE.(n, 8, Qf(vt))dt, (I11.6)

ou v est la vitesse de 1’atome, supposée constante. Ainsi, 1’état atomique subit la transformation
suivante :

%ﬂg) +lelny — % (e_iq"(”)lg, ny + e e, n)) (I11.7)

= |+, Q|n). (II1.8)
La superposition atomique acquiert donc une phase totale ®(n) :
1
d(n) =0, (n)—d_(n) = 7 f AE(n, 6, Qo f(vt))dt. (I11.9)
On peut symétriser 1’équation (III.8) a condition de faire intervenir le terme de phase globale

On):
O,.(n) + d_(n)

O(n) = > (II1.10)
La superposition atomique s’écrit alors :
o (e °012))
[+0) = —= (7" Ig) + e ey ). (IIL.11)
V2

A la limite des grands désaccords ¢, puisque AE(n,d,€)y) dépend linéairement de n, la phase
accumulée ®(n) varie elle aussi linéairement avec n. Le facteur de phase globale, quant a lui,
devient indépendant de n. Dans ce cas, I’équation (III.11) se simplifie :

e—i(bo/4

V2

ou @, est le déphasage produit par un photon sur la superposition atomique :

4) = [eiq)z()(”+l/2)|g) + e‘id)z()("+l/2)|e>] , (IIL12)

1
0o = > Q) f*(vhde. (I11.13)

2. En fait, la condition d’adiabaticité n’est pas parfaitement vérifiée pour nos atomes dont le temps de transit
est de pres de 40 us. Cependant, comme souvent dans ce cas, 1’approximation adiabatique est assez robuste et
I’intégration numérique du Hamiltonien d’interaction montre que les conclusions de ce paragraphe restent vraies a
condition de considérer un mode de forme symétrique.



I11.2. Principe de la mesure Non-destructive du nombre de photons 89

4(02)

(0x) {-~~

Ficure II1.2 — Evolution du vecteur de Bloch lors d’une interaction dispersive avec le champ
supposé dans un état de Fock. La fréquence Ramsey a été ajustée ici pour que le vecteur de
Bloch soit aligné avec (Ox) lorsque la cavité est dans 1’état vide.

La figure II1.2 montre dans ce cas les vecteurs de Bloch [+¢), |+1), [+2) et |[+3) correspondants a
I’interaction avec une cavité contenant 0, 1, 2 ou 3 photons. La courbe III.3 montre, quant a elle,
la variation de ®(n) pour différentes valeurs du désaccord 6. La non-linéarité du déphasage en
fonction du nombre de photons devient importante lorsque le désaccord devient du méme ordre
que la fréquence de Rabi. On notera que ces courbes ont une ordonnée a I’origine non nulle. En
effet, le couplage des atomes a une cavité vide de photons déplace le niveau |e). Ce phénomene
s’interprete comme le déplacement lumineux di aux fluctuations du vide et il est connu sous le
nom de déplacement de Lamb.

III.2 Principe de la mesure Non-destructive du nombre de
photons

La méthode utilisée pour compter le nombre de photons repose sur I’interaction dispersive
entre champ et atomes. On utilise la technique d’interférométrie de Ramsey présentée au 1.2.3
pour mesurer la phase accumulée ®(n), et ainsi remonter au nombre de photons piégés n.

II1.2.1 Une horloge atomique pour compter les photons

Nous venons de montrer qu’une superposition atomique subit un déphasage sous I’effet d’un
état de Fock |n) dans la cavité et se transforme en 1’état |+,). Si le champ ne se trouve pas dans
un état de Fock, 1’état du champ et de I’atome est alors intriqué apres I’interaction :

1
Flore [Z cn|n>J = >l @ n). (IIL.14)

n n
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8 10

nombre de photons n

Ficure I11.3 — Déphasage ®(n)/m subi par la superposition atomique en fonction du nombre de
photons pour une vitesse v = 250m/s, et un désaccord 6 = 55kHz (croix), 120 kHz (ronds),
270kHz (carrés). Les courbes en traits pointillés correspondent a un ajustement linéaire sur les
deux premiers points. L’ ordonnée a 1’origine de ces différentes courbes correspond au déplace-
ment de Lamb aux différents désaccords 9.

La situation apres I’interaction avec la cavité peut se décrire en termes simples de la fagon sui-
vante :

1. Une premiere impulsion /2 déclenche une horloge atomique : I’aiguille de cette horloge
est le pseudo-spin atomique qui tourne dans le plan équatorial de la sphere de Bloch.

2. A cause du phénomene de déplacement lumineux, le rythme de cette horloge est 1égere-
ment perturbé par la présence des photons dans le mode de la cavité.

3. La position finale de 1’aiguille sur le cadran dépend donc du nombre de photons piégés
dans la cavité.

La complexité du probleme réside en fait dans la nature quantique de I’aiguille de 1’horloge. En
effet, il s’agit d’un spin 1/2 dont la direction ne peut pas étre déterminée a 1’aide d’une seule
copie du systeme. Si I’on disposait d’un grand nombre N, de copies de 1’atome ayant subi la
méme interaction, alors 1’état pourrait s’écrire :

Nat

Doaimye | |1+, (IIL15)
n k=1

Nat
Chacun des états n |[+,) correspond a un état cohérent du spin collectif N, /2 et devient a la

k=1
limite des grands N, un objet classique dont les fluctuations deviennent tres faibles devant la

valeur moyenne. Une mesure directe du pseudo-spin collectif, en distinguant sans ambiguité les
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Ficure I11.4 — Afin de détecter 1’état atomique |S ) dans la base {|+,),|—,)}, il convient d’appli-
quer une impulsion 7/2 de phase ad hoc pour que le vecteur de Bloch de 1’atome effectue une
rotation d’un quart de tour autour du vecteur n perpendiculaire a la direction Ou. Le vecteur de
Bloch pointe alors dans la direction |S ;). Finalement, la probabilité de détecter I’atome dans |e)
n’est autre que la composante |[(+,|S ,)|* recherchée.

différentes directions |+,), aurait donc pour effet de projeter immédiatement le champ dans 1’état
nombre correspondant a la valeur trouvée *. Nous allons étudier dans la suite la situation réelle,
dans laquelle les atomes sont détectés un a un.

II1.2.2 Mesure d’une composante arbitraire du vecteur de Bloch

Nous allons écrire ici I’opérateur de Kraus décrivant I’évolution du champ lors de la détection
d’un atome. On écrira d’abord la transformation subie lorsque le champ est préparé dans un état
nombre. En effet, la transformation subie par les vecteurs d’une base définit sans ambiguité un
opérateur linéaire.

Lorsque le champ est préparé dans un état de Fock |n), I’état du systeme atome-champ apres
I’interaction est donné d’apres (III.11) par :

1 . ) .
I\Pa.c.(n» — $e—z®(n) (et®(n)/2|g> + e—zfl)(n)/Zle)) ® |l’l> (IH.16)

A sa sortie de la cavité, on peut choisir de détecter chaque atome suivant une direction ar-
bitraire Ou. La figure I11.4 rappelle comment procéder pour mesurer une direction arbitraire du

3. Dans cette discussion, on ne considere que les nombres de photons n pour lesquels ®(n) < 2x. Ainsi, la
direction du vecteur de Bloch détermine sans ambiguité un états de Fock.
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pseudo-spin atomique dans le plan équatorial de la sphere de Bloch. Notons ¢ 1’angle azimutal de
la direction de mesure Ou. Nous devons alors réexprimer (II1.16) dans la base atomique adaptée
{l+.), |—.)}. Rappelons I’expression des vecteurs |+,) et |—,) :

(le) + “1g))

_ﬁl‘_

[+u)

-y = —=(le) - €”lg)). (I11.17)

S

On peut alors réexprimer la fonction d’onde (II1.16) du systéme atome-champ dans cette nouvelle
base :

W, () = ¢ 4240 [cos (W) +,) — i sin (W) |—L,>] ® In). (IL18)

Elle montre que la probabilité P,(n, ¢) de détecter I’atome dans |e) (apres la derniere impulsion
r/2) varie comme :

O(n)— ¢\ 1+ cos(D(n) — @)
> ) = . (I11.19)

P.n,¢) = cosz( 7

L’interprétation géométrique est évidente lorsqu’on se rappelle qu’on mesure en fait la compo-
sante Ou du pseudo-spin atomique apres 1’interaction tel que représenté sur la figure I11.4.
A présent, lorsque le champ se trouve initialement dans un état quelconque

¥ = > caln), (I11.20)

n

I’état apres interaction s’écrit comme la superposition :

P) = Z e, F(n)). (IL.21)

n

En factorisant cette expression suivant les états atomiques, on obtient :

2 2
(I11.22)
Ainsi, si I’atome est détecté dans 1’état |e) apres la rotation, le champ est projeté sur 1’état :

Wey) = Zn: cne ™ cos (—d)(n;— ¢) )
M (P)I'F), (I11.23)

[Wac) = e_i¢/2|+u>®[2 cne 0™ cos (—(D(n) — ¢) |n>]—ie_i¢/2|—u)®[z cpe ™ sin (CI)(n) — ¢) In)J .

n n
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ou on a introduit I’opérateur de Kraus M,(¢) correspondant a la détection d’un atome dans 1’état

le) :

e ¢os (W) 0 :
0 e W cos (W) 0
—i *2)-¢
M,(¢) = : 0 e®Pcos(*32) 0 | (m2s)

De méme, I’opérateur de Kraus correspondant a la détection d’un atome dans 1’état |g) est donné
par :

¢ 00 gip (m) 0 )
0 e~ 0 gin (W) 0
—i®Q2) o3 [ P2)—¢
M,(¢) = : 0 ¢ ()Sm(—z ) 0 . (111.25)

Les opérateurs du POVM correspondant E | (i, ) = M(¢)" M(¢) :

1 + cos(®(0) — ¢) 0 .
0 1+ cos(®(1) — ¢) 0 .
1 _
Erale).9) = 5 0 L+cos(@2)-¢) 0 (I11.26)
et
1 — cos(®(0) — ¢) 0 .
0 1 —cos(D(1) — ¢) 0 .
1 _ _
Eia$).9) = 5 0 I - cos(®(2) - 9) (? (11.27)

correspondent bien a la loi de probabilité (III.19).

Les opérateurs de Kraus (II1.24) et (III.25) montrent que la mesure est non-destructive. En
effet, I’observable mesurée N = a'a est une bonne observable QND puisqu’elle commute avec
le Hamiltonien d’évolution libre. De plus, les opérateurs M, et M, sont diagonaux dans la base
des états nombres, ce qui montre que le nombre de photons n’est pas modifié par la mesure.
Finalement, sauf cas pathologiques (®(n) = 2nn par exemple), les opérateurs de Kraus ne sont
pas proportionnels a I’identité, ce qui signifie que la mesure donne une certaine information sur le
nombre de photons dans le champ. Nous étudierons spécifiquement a la section I11.4 la situation
correspondant a chaque choix de la valeur de 6.
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II1.3 Imperfections expérimentales

La description donnée ci-dessus permet de rendre compte de 1I’évolution du systeme atome-
champ lors des mesures interférometriques réalisées par les atomes. Cependant, cette description
est incomplete puisqu’elle suppose que I’interférometre possede un contraste parfait, ce qui n’est
pas le cas. Les franges de Ramsey présentées a la figure I1.16 présentent en effet un contraste
réduit par rapport au cas idéal. Nous allons essayer d’identifier plusieurs sources d’erreurs pos-
sibles. Puis nous tenterons d’unifier au maximum la description de ces différentes sources d’er-
reur.

II1.3.1 Contraste fini de I’interférometre

Comme nous I’avons expliqué au chapitre II, les déphasages inhomogenes agissant sur les
différents atomes du jet peuvent étre responsables d’une réduction de contraste. Les erreurs de
détection atomique sont également une source d’erreur assez évidente pouvant mener a une ré-
duction de contraste. Nous montrerons que ces deux sources d’erreurs sont parfaitement équiva-
lentes et qu’elles peuvent étre décrites par un formalisme relativement simple.

Déphasages inhomogeénes Nous avons vu au chapitre II que les atomes du jet sont soumis a des
déphasages inhomogenes. On peut par exemple supposer que chaque atome, suivant sa position
dans le jet ou son instant d’arrivée accumule une phase supplémentaire ®y,,; représentée par une
variable aléatoire. Le point important est que ce bruit de phase n’a aucune corrélation avec le
champ dans la cavité. On peut alors considérer que 1’atome est détecté dans un interférometre
parfait suivant la phase ¢ + ®y;;. Par soucis de simplicité, nous considérerons que la variable
aléatoire ®y,; prends ses valeurs dans un ensemble discret {¢;}, la généralisation a une variable
continue étant immédiate. Nous noterons wy la loi des {¢;}. Ainsi, la probabilité de mesurer
I’atome selon la phase ¢ + ¢, au lieu de ¢ vaut w,. Nous supposerons que I’origine des phases ¢
a été choisie de sorte que la loi {¢;} soit centrée sur 0.

Les franges de Ramsey ainsi obtenues sont alors la moyenne des franges parfaites déphasées
de ¢, pour toutes les valeurs possibles de k. Le contraste résultant ¢ se calcule aisément en passant
aux notations complexes :

c= Z wee'. (II1.28)
k

La quantité ci-dessus est réelle et positive d’apres le choix effectué sur I’origine des phases.

Erreurs de détection De méme, les erreurs de détection peuvent expliquer le contraste fini
des franges de Ramsey. En effet, la figure II.15 montre que les signaux d’ionisation des niveaux
le) et |g) ont un certain recouvrement. Ainsi, on peut considérer que les atomes ne subissent pas
de déphasages inhomogenes avant d’étre détectés, mais qu’avec une probabilité €, le signal qui
nous parvient est I’oppos€ du niveau dans lequel I’atome a été détecté. En fait, on peut utiliser
le méme formalisme que ci-dessus pour décrire cette source d’erreur. En effet, la détection d’un
atome dans |e) avec la phase ¢ est parfaitement équivalente a la détection d’un atome dans |g)
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Alm

(a) (b) (©

Ficure I11.5 — Les points e sont représentés sur le cercle unité par un point rouge de surface
proportionnelle a leur poids statistique wy. La fleche noire représente le contraste ¢ de I’interféro-
metre (c = Y, wye'®™). Les différentes figures correspondent a un interférométre dont le contraste
fini est di uniquement aux fausses détections atomiques (a), a un brouillage de phase prenant
trois valeurs discretes ¢y = 0, ¢ = 2m/3 et ¢, = —21/3 (b), ou encore, a un brouillage continu
de la phase de détection (c).

avec la phase ¢ + 7. Ainsi, on peut considérer que les erreurs de détection correspondent a des
erreurs de & de la phase de lecture. Le formalisme ci-dessus permet donc de décrire la situation
en prenant ¢o = 0, wo = 1 — e et ¢; = m, w; = €. Le contraste obtenu est alors ¢ = 1 — 2¢. La
figure IIL.5 illustre la similarité des deux sources d’erreurs.

On peut alors écrire dans le cas général la transformation p — L(p) = p. subie par la
matrice densité p lors de la détection d’un atome dans |e) par exemple. Cette transformation
n’est pas décrite par un opérateur de Kraus puisqu’elle transforme un état pur en un mélange
statistique. Ce type de transformation est appelée carte quantique, il s’agit de la transformation
la plus générale pouvant décrire un processus physique quelconque ([48] p.173). En particulier, la
décohérence, qui elle aussi transforme des états purs en mélanges statistiques, est décrite par une
transformation de ce type. Nous allons tenter ici d’expliciter la carte quantique obtenue pour une
loi {¢y, wi} donnée. L’état obtenu p, est alors le mélange statistique des différents états obtenus
pour chacune des phases de détection ¢ + ¢.

M($ + d)pMi($ + )
e — P(kl ) " .
g Zk: T M + MG + 1)

(I11.29)

ou P(kle) est 1a probabilité que la phase ¢+¢; ait été utilisée sachant que I’atome a été détecté dans
le). Cette probabilité s’ obtient grace a la loi de Bayes d’inversion des probabilités conditionnelles.
Nous réutiliserons tres prochainement cette formule :

P(k)
P(kle) = ——P(elk). 111.30
(kle) Ple) (elk) ( )
Ici, P(k) = wy est la probabilité que la phase ¢ + ¢ ait été utilisée, P(e) est la probabilité de

détecter I’atome dans |e) a partir de 1’état p, et P(elk) est la probabilité de détecter I’atome dans
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le) sachant que la phase ¢ + ¢, a été utilisée. Cette probabilité est donnée par :

P(elk) = Tr(M.(¢ + ¢)pM. (¢ + 1) (IL.31)

Ainsi, I’équation (I11.29) se simplifie :
1

. = —— M.(¢ + ¢ )pM (¢ + ¢y). I11.32

P P(e);wk (¢ + pM, (b + d1) (II1.32)

Nous allons montrer a présent que si ’on considere deux lois {¢;, wi} aboutissant au méme
contraste c, les cartes quantiques définies par la formule (II1.32) sont identiques. Ainsi, on pourra
parler d’un interférometre de contraste ¢ sans se soucier dans le détail de savoir si les déphasages
inhomogenes ou les erreurs de détection sont a 1’origine de ce contraste fini. Les différentes
décompositions de la carte quantique selon la formule (II1.32) sont appelées décompositions
sous forme de somme de Kraus.

On suppose que le champ avant la transformation est dans un état pur |'¥'), la généralisation
a un mélange statistique étant immédiate. On peut alors écrire le vecteur d’état du champ apres
I’interaction avec un atome dans %(Ie) +12)):

1
Fac) = —=(le) @ [¥1) + 1g) @ [¥2)), (II.33)
V2

ou |¥;) (respectivement |\¥;)) est le vecteur d’état du champ apres interaction avec un atome
dans |e) (respectivement |g)). L’atome subit ensuite une deuxieme impulsion de ramsey de phase
¢ = ¢+ ¢ avec la probabilité wy. Dans ce cas, le vecteur d’état du systeéme atome-champ s’écrit :

1 . .
[¥oe (k) = 5 [le) = @ Plg)| @ 1) + [ le) +1g)| @ [92). (IIL.34)

On peut alors exprimer 1’action de M,(¢ + ¢;) sur le vecteur d’état du champ [|\P') :

M (¢ + d)I¥) =(e|¥ac.(k))
:% [|\111> + e_i(¢+¢")|‘1’2>] . (111.35)

Finalement, la carte quantique (II1.32) se réécrit en fonction de ['¥';) et [\¥>) :

1 j —i
Pe= o) D e O+ ()] + €O ) (B + 700N, (P
k

= %[( Zkl Wk)|\1"l><l{ll| + ( ; Wk)|‘P2><‘P2| + ( Zk: Wkei(¢+¢k))|‘1’1)(‘f’z| + (; wke_i(¢+¢k))|‘l’2><‘l’1|]

[F P+ (P2 (Pa] + eI )Wl + ce o) (|- (II1.36)

gl

Ainsi, I’état final (II1.36) ne dépend pas du détail des sources d’erreur, mais uniquement du
contraste final dii aux déphasages inhomogenes et aux erreurs de détection. On vient dans ce
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cas particulier de démontrer qu’une méme carte quantique pouvait étre écrite de plusieurs fagons
équivalentes. En particulier, on choisira la forme la plus simple correspondant au scenario ou
les atomes sont détectés dans le « mauvais » état avec une probabilité € = (1 — ¢)/2. La carte
quantique correspondante s’écrit alors :

1 (1+¢ 1-c

= 7 (—Me(gb)pMZ (@) + —5—M(@)oM, <¢>). (IIL37)

pe 2

La probabilité de détecter I’atome dans |e) est donnée par le facteur de normalisation P(e) :

1 1 -
P(e) = Tr( ;CM6<¢>pMZ<¢>+TCMg@)pM;(@)
1 1 -
- Tr( - Z(¢>Me<¢>+TCM;<¢>Mg<¢>)p], (111.38)

ol on a utilisé la permutation circulaire des opérateurs dans la trace. Plus généralement, lorsque
la mesure dans 1’état i est décrite par la carte quantique :

1
P> 50 Zk: wiMi(i, )M, (i, §), (I1L.39)

on reconnait I’expression du POVM E, (i, ¢) dans la formule suivante :

P(i) = Tr (Ea (i, #)p) 5 (I11.40)
avec
Ev(i,¢) = ) wiM[(i, §)Mi(i, ¢). (IL41)
k
Ainsi, le POVM décrivant un interférometre de contraste fini ¢ est donné par :
1 £+ ccos(®0) — ¢) 0 .
0 1 +ccos(P(1) — ¢) 0 .
. 1 : 0 1 £ccos(®(2)—¢) O
Er9) = = ,

(1I1.42)
ou le signe + correspond a i = |e), tandis que le signe — correspond a i = |g). Le POVM rend
déja mieux compte des franges observées sur la figure I1.16. Cependant, en observant de pres ces
franges, outre la réduction de contraste, on remarque en plus un décalage (ou offset) de la valeur
moyenne. Nous allons présenter plusieurs sources d’erreurs pouvant expliquer cet effet.

I11.3.2 Décalage des franges

Les processus que nous allons décrire ici ne rentrent plus dans le cadre du II1.2.2, nous de-
vons donc vérifier qu’ils ne compromettent pas le caractere non-destructif de la mesure. Il n’est
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pas nécessaire de vérifier les criteres (I.110) et (I.112) puisque le premier porte uniquement sur
I’observable a mesurer tandis que le dernier sert a vérifier que la mesure apporte bien de 1’in-
formation sur cette observable. Les processus décrits ici sont des événements parasites que 1’on
n’utilise pas pour extraire de I’information sur le nombre de photon. Le seul point a vérifier est
que I’observable nombre de photons n’est pas modifiée par ces processus. En d’autres termes, on
doit montrer que I’opérateur de Kraus associé a chacun des processus suivants est diagonal dans
la base des états nombres *.

Si la préparation atomique est imparfaite, on peut imaginer qu’un certain nombre d’atomes
non-circulaires soient produits. En 1’absence de transitions autour de la fréquence de résonance
de la cavité, ils n’interagissent pas avec le champ, mais peuvent étre faussement détectés dans les
niveaux |e) ou |g). Si cette détection n’est pas équilibrée entre les deux canaux, les franges seront
décalées vers le niveau le plus probable. Les opérateurs de Kraus associés a la détection d’un
atome de ce type sont alors proportionnels a 1’identité, puisque le phénomene est indépendant du
champ dans la cavité.

Un deuxieme effet pouvant expliquer le décalage des franges est I’émission spontanée des
atomes. En effet, entre leur préparation et leur détection, les atomes passent un certain temps
(de I’ordre d’une milliseconde) dans une superposition des niveaux |e) et |g). Il existe donc une
probabilité non nulle (le temps de vie de 1’état |e) vaut environ 30 ms) pour que la composante
le) de la fonction d’onde se désexcite vers |g). Si cela arrive apres la seconde zone de Ramsey,
I’atome sera détecté dans 1’état |g), déséquilibrant ainsi les franges d’interférences vers le niveau

|g)-

En toute rigueur, il existe des opérateurs de Kraus pour décrire la détection d’un atome ayant
émis avant sa traversée de la cavité, d’autres pour les atomes ayant émis apres leur passage dans
la cavité, et finalement un autre pour la détection d’un atome ayant émis apres le passage dans la
seconde zone de Ramsey. Nous ne tenterons certainement pas d’écrire le détail de ces différents
opérateurs de Kraus. Cependant, lorsque la cavité est préparée dans un état de Fock, I’émission
spontanée d’un atome dans I’environnement n’affecte pas le nombre de photons dans la cavité.
En d’autres termes, tous ces opérateurs de Kraus sont diagonaux dans la base des états nombres.

Le seul processus susceptible de changer le nombre de photons dans la cavité est I’émission
ou I’absorption par un atome dans cette derniere. Comme nous 1’avons vu plus tot, le couplage
adiabatique de I’atome au champ dans la cavité bloque ce phénomene. Nous avons en fait mon-
tré sur des données expérimentales [90] que le taux d’émission d’un atome dans la cavité> est
inférieur 2 10~*. Ainsi, on peut considérer que le caractére non-destructif de la mesure n’est pas
compromis par I’émission spontanée.

Nous pouvons a présent écrire le POVM correspondant aux franges décalées de la figure

4. Les seuls opérateurs commutant avec 1’observable nombre de photons N sont les opérateurs diagonaux dans
la base des états nombres puisque les sous-espaces propres de N sont de dimension 1.

5. Ce nombre est a comparer au nombre maximum d’atomes traversant le mode de la cavité pendant un temps
de vie, qui vaut quelques centaines.
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I1.16. En notant A la valeur moyenne de ces franges, on obtient :

A+ c/2cos(DP(0) — ¢) 0 .
0 A £ c/2cos(D(1) — @) 0 .
Epu (i) = O Axc/2 co(s)(dD(2) -¢) 0

(I1.43)

I11.3.3 Effets du nombre aléatoire d’atomes

Paquets a plusieurs atomes Comme nous I’avons vu au II, le nombre d’atomes dans chaque
paquet est aléatoire. Nous devons donc comprendre 1’effet des paquets atomiques contenant plus
d’un atome. Lorsque deux atomes se trouvent simultanément dans la cavité désaccordée, ils
peuvent échanger de facon cohérente un quantum d’énergie dans un processus appelé collision
assistée par la cavité [91, 92]. Un photon est échangé de facon cohérente par I’intermédiaire
de la cavité. Lorsque cette derniere contient initialement n photons, les deux processus suivants
peuvent avoir lieu :

le1, g2,n) — 181,82, n+ 1) — g1, €2, 1) (IIL.44)

ou
lei, g2,n) — le,ex,n— 1) — |gy, ez, n). (II1.45)

Les deux processus interferent destructivement, et dans I’approximation dispersive § > €,
le taux d’échange résultant est indépendant du nombre de photons # initialement présents. En
particulier, la pulsation d’échange €. est identique a celle obtenue pour une cavité initialement
vide. Pour deux atomes au centre du mode :

Qe = Q3 /6. (I11.46)

Lorsque le désaccord ¢ est faible, par exemple 6 ~ €, la pulsation d’échange dépend du nombre
de photons dans la cavité. Néanmoins, pour une cavité initialement vide, on obtient :

Qe = Qp = 50kHz. (111.47)

Ainsi, pendant le temps de transit des atomes dans le mode (= 20 ms), deux atomes ont le temps
d’échanger completement un quantum d’énergie. Ce phénomene brouille totalement les franges
d’interférence. En effet, lorsque deux atomes dans I’état %(le} + €|g)) traversent I’interféro-
metre, les parties |e) et |g) de leurs fonctions d’onde se mélangent pour former un état intriqué.
L’ état en question ne produit pas les mémes franges que celles obtenues pour des paquets mono-
atomiques. Aux faibles désaccords, 1’effet est le plus grand, et il dépend du nombre de photons
puisque 1’approximation dispersive n’est pas vérifiée. Au contraire, aux grands désaccord, le
mélange des fonctions d’onde atomiques est plus faible et I’effet est indépendant du nombre de
photons. Pour les valeurs intermédiaires du désaccord, on doit donc supposer que le contraste des
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franges que 1’on obtiendrait avec une cavité préparée dans un état de Fock a n photons décroit
avec la valeur de n. On peut alors écrire un POVM tenant compte de cet effet :

A +¢(0)/2 cos(P(0) — ¢) 0 .
0 A xc(1)/2cos(D(1) — o) 0 .
i (o) = 0 A+c(2)/2 c(())s((D(Z) -¢) 0

(II1.48)
ol ¢(n) est le contraste des franges dans n photons . La encore, puisque le photon échangé ne
passe que « virtuellement » par la cavité, il n’y a pas d’échange de photons avec cette derniere.
En d’autres termes 1’opérateur de Kraus concerné est diagonal dans la base des états de Fock.

Effet des atomes non-détectés Finalement, nos mesures sont également affectées par la pos-
sibilité de ne pas détecter un atome. En effet, chaque paquet contient un nombre d’atomes dont
la variance est poissonnienne avec un nombre moyen de 1’ordre de 0,1 atomes, si bien que la
plupart des paquets ne contiennent pas d’atomes. Si I’efficacité de détection était parfaite, on
pourrait alors identifier immédiatement les paquets contenant un atome ’. Comme cette derniére
est proche de 50 %, pour chaque atome détecté, un autre paquet contenant un atome a statisti-
quement traversé la cavité. L’effet de cet atome dont 1’état final n’est pas connu est une mesure
non-lue sur le champ. Ceci n’affecte pas les franges mesurées par I’interférometre ou le POVM
de la mesure, cependant, nous verrons au paragraphe I11.4.4 des cas de figure ou cette mesure
non-lue perturbe I’état préparé dans la cavité.

Pour conclure cette section, nous venons ici de dresser une liste des différentes erreurs pou-
vant intervenir lors de la mesure du champ par un atome. Nous avons ainsi pu établir différentes
versions du POVM correspondants aux niveaux d’approximation successifs dans la prise en
compte de ces erreurs. Dans la suite, nous utiliserons 1’expression (I11.43). L’expression (I11.48)
souligne le fait que le POVM précédent est une approximation, d’autant mieux vérifiée que le
flux atomique est bas et que le désaccord est grand. Finalement, méme si nous n’avons pas écrit
tous les opérateurs de Kraus associés aux différentes erreurs possibles, nous nous sommes as-
surés qu’ils étaient tous diagonaux dans la base des états nombres, préservant ainsi le caractere
QND de la mesure.

II1.4 Différents types de mesures QND

Nous allons discuter ici la forme exacte de la mesure suivant la valeur choisie de §. Nous
allons voir que pour une valeur particuliere du désaccord, la détection d’un atome réalise une

6. On peut aussi attendre des effets de déphasage des franges a cause des collisions assistées. Dans ce cas, le
déphasage ®@(n) doit lui aussi étre modifié pour prendre en compte cet effet.

7. De méme, les paquets contenants deux atomes et plus pourraient étre systématiquement ignorés si I’efficacité
de détection était parfaite.
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mesure idéale de von Neumann. Nous verrons que dans le cas général, la description précise de
la mesure fait appel au formalisme de la mesure généralisée. Dans la suite de ce chapitre, sauf
mention contraire, on considérera par soucis de clarté que I’interférometre est parfait et que le
déphasage par photon est linéaire (O(n) = (n + 1/2)D).

II1.4.1 Exemple de mesure de von Neumann : mesure de 0 et 1 photons

Le premier réglage que nous allons étudier a été€ utilisé en 2006 pour réaliser la premiére
observation des sauts quantiques de la lumiere[31][85]. Il permet de distinguer les sauts quan-
tiques de la lumiere entre 1’état vide et I’état a un photon. Pour cela, le désaccord est choisi de
facon a ce que le déphasage accumulé en présence d’un photon @, soit égal a . La valeur de 6
correspondante est d’environ 58 kHz. Dans ce cas, apres interaction de 1’atome avec un état de
Fock a n photons, 1’état du systeme atome-champ est donné par la formule (II1.12) :

einﬂ/Z )
o) = = (e Pmle) + Ig)) In. (IIL.49)
Dans I’expérience de 2006, nous nous sommes intéressés aux fluctuations engendrées par le
rayonnement du corps noir a la température du cryostat de 0,8 K. Dans ces conditions, les seuls
états peuplés de facon non-négligeable sont les états vide |0) et a un photon |1). Nous allons
donc dans un premier temps restreindre notre étude au sous-espace formé de ces deux vecteurs
de base. Si I’on suppose que le champ est initialement préparé dans 1’état suivant :

I'¥) = col0) + c1]1). (111.50)

Alors, 1’état apres interaction devient :

Wac) = Co%(—ileﬂ|g>)l0>+61%(ile>+|g>)lo>

Col+)y10) + c1l=)yI1), (IIL.51)

ou on a noté |+), les €tats propres de I’opérateur . Le pseudo-spin atomique est représenté
dans la sphere de Bloch sur la figure II1.6 pour les deux valeurs possibles de n. La composante
Oy du pseudo-spin est parfaitement corrélée avec le nombre de photons. Afin de mesurer I’atome
dans la base Oy, il suffit alors d’appliquer une impulsion /2 suivant Ox dans la seconde zone
de Ramsey afin de ramener I’axe Oy sur la direction verticale Oz. La probabilité P(e) de détecter
I’atome dans I’état |e) est donc donnée par :

P(e) = |eol’ (I11.52)
et I’état du champ apres cette détection est donc immédiatement projeté sur
[¥) =10, (I11.53)

tandis que I’atome sera détecté dans |g) avec la probabilité P, = |c; | =1 - P,, donnant lieu 2 la
projection du champ dans I’état |[¥') = [1).
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Ficure II1.6 — L’équateur de la sphere de Bloch apres I’interaction dispersive avec la cavité pour
une valeur de @, = &. Pour les nombres de photons inférieurs a 2, la composante y du pseudo-
spin atomique est parfaitement corrélée avec le nombre de photons.

Les opérateurs de Kraus correspondant sont donc donnés par les projecteurs :

1 0
M, = (0 O) (II1.54)
et
00
Mg = (O 1), (ITI1.55)

On peut vérifier qu’ils correspondent bien aux opérateurs des formules (II1.24) et (II1.25) dans
le cas ou ®(n) = n(n + 1/2) et avec la phase de I'impulsion Ramsey adaptée a la mesure de S,
c’est adire ¢ = /2. Ces deux opérateurs sont en fait des projecteurs, ainsi, plusieurs mesures de
ce type répétées rapidement donnent nécessairement le méme résultat et dans ce cas, la mesure
réalisée par un seul atome correspond bien a une mesure idéale de von Neumman.

En fait, deux mesures successives peuvent parfois donner un résultat différent si I’évolution
entre les mesures est perturbée par un autre terme que le hamiltonien libre (voir (1.9). En particu-
lier, dans notre cas, le couplage de la cavité a son environnement par les mécanismes de relaxa-
tion induisent une probabilité non-nulle de sauter d’un état propre de I’observable a I’autre entre
deux mesures. La figure III.7 montre deux trajectoires quantiques individuelles. Les résultats
de détection de 2500 atomes ayant traversé successivement I’interférometre sont représentés par
une barre rouge (respectivement bleue) pour les atomes détectés dans 1’état |e) (respectivement
|g)). On distingue tres clairement des inversions soudaines dans la statistique de détection des
atomes. La plupart du temps, les atomes sont majoritairement détectés dans 1’état |e) indiquant
que la cavité est dans 1’état vide. Par moment, un photon d’origine thermique entre dans le mode
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Ficure II1.7 — Deux trajectoires quantiques individuelles. Chaque atome détecté est représenté
par une barre bleue pour les atomes dans 1’état |e) et une barre rouge pour les atomes dans
|g). En dessous de chaque séquence, on a représenté le résultat d’un vote majoritaire a 8 atomes
permettant de filtrer les erreurs de détection. (a) Présence exceptionnellement longue d’un photon
dans le mode. (b) Trajectoire plus typique.

de la cavité. Du fait du caractere projectif de la mesure, la transition entre les deux états propres
|0) et |1) se traduit par un saut quantique instantané a 1’échelle de la mesure. Les erreurs sont
dues au contraste fini de I’interférometre. Bien qu’ayant déja été observées dans de nombreux
systemes matériels[93][68][65][94][95][96], cette mesure a constitué la premiere observation de
trajectoires stochastiques de type Monte-Carlo pour la lumiere[31].

II1.4.2 Cas de la mesure de parité

Nous allons a présent étudier le cas ou le désaccord prend la méme valeur que précédemment,
mais sans restreindre 1’espace du champ a 0 ou 1 photon. On va cette fois traiter le probleme en
utilisant directement la forme des opérateurs de Kraus dérivée précédemment. D’apres (I11.24)
et (I1I1.25), les opérateurs de Kraus dans le cas précis ou ®(n) = n(n + 1/2) et avec le réglage
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¢ = m/2 sont donnés par :

1 0 .
00 O
0 -1 0
0 0
Mpair = 0

0
1

et

Chapitre III. Mesurer le champ avec des atomes

Mimpair =

o O

S = O

S O O

(II1.56)
et le POVM correspondant est donné par I’ensemble des deux opérateurs :
1 0 . 00 .
000 . 010 .
010 . 000 .
00O 010
Epair = 01 et Eimpair = 00 (IHS7)
1
Ainsi, si le champ est préparé dans 1’état arbitraire :
¥ = > caln), (IIL.58)
La probabilité P, d’obtenir un atome dans |e) est donnée par :
Po= > leal’ (IIL.59)
n pair
et I’état du champ est alors projeté sur :
1
Wouir) = —= Y cu(—=1)"In). 11.60
M) = = ; (=1)"In) (II1.60)
Au contraire, I’atome est détecté dans |g) avec la probabilité :
Pe= > ol (IIL.61)
n impair
et I’état du champ est alors projeté sur :
1
P impair) = D=0 ), (I1.62)

V P 8 n impair
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La différence des probabilités de détection P, — P, donne donc bien I’espérance de I’observable
parité P = (—1)" dans I’état |'P').

Les opérateurs M, €t My, ne sont pas des projecteurs puisqu’ils possedent deux valeurs
propres distinctes —1 et 1. Cependant, I’action de cette mesure est extrémement proche de celle
d’une mesure idéale de von Neumann. En effet, les états obtenus dans le cas de la mesure de von
Neumann sont

1
[V pair ideal) = —= ) , Cal) (I11.63)
pair idéal \/P_e npzair
et
1
[¥impair idéal) = \/_P— Z culn). (II1.64)
& n impair

Ces états se déduisent des €tats [Wpqir) €t [Vimpair) par une transformation triviale qui consiste a
laisser évoluer le champ pendant un quart de période d’oscillation. Cette différence a cependant
une certaine importance pratique.

Nous verrons au chapitre suivant que c’est I’'une des transformations décrites par M, ou
Mimpair qui permet de générer un état chat de Schrodinger a partir d’un simple champ cohérent.
Nous étudierons a ce moment la 1’effet du contraste fini sur 1’état produit.

II1.4.3 Mesure faible : Interférométrie atomique dans le cas général

Dans cette partie, nous allons étudier le cas général ou le déphasage par photon @, est stric-
tement inférieur a xr. La figure II1.8 montre par exemple la situation apres I’interaction avec un
déphasage par photon (supposé linéaire) @y = 2rr/3 (a) et @y = /4 (b). On voit a présent que les
états atomiques |+,) ne sont plus orthogonaux (au sens des états quantiques). Cela signifie que la
mesure réalisée sur un atome ne permet pas de projeter le champ sur un état de Fock. Il semble
en effet évident que la détection d’un atome dans 1’un des deux niveaux |e) ou |g) ne permet pas
de distinguer parmi g possibilités pour le nombre de photons piégés avec ¢ > 2. Dans ce cas,
I’action de chaque atome est qualifiée de mesure faible.

On choisira de mesurer le pseudo-spin atomique suivant une direction arbitraire ¢. le POVM
E .. (le), ¢) correspondant a la détection d’un atome dans |e) est donné par la formule (I11.43).
Cette matrice montre que la probabilité P(e, ¢|n) de détecter I’atome dans |e) avec la phase de
mesure ¢ lorsque la cavité est préparée dans 1’état |n) a une variation sinusoidale :

P(e, ¢ln) = Era(le), dun = A + g cos (®(n) — ¢). (IL.65)

L’interprétation géométrique de cette formule est évidente puisqu’on mesure en fait la compo-
sante suivant la direction ¢ du vecteur de Bloch ayant subit la rotation ®(n) lors de I’interaction.
La figure II1.9 illustre cette propriété. Il est clair sur cette figure qu’un seul atome ne permet pas
de dire sans ambiguité le nombre de photons piégés, et ce, méme si le contraste de 1’interféro-
metre est parfait. Nous allons considérer dans la suite un interférometre imparfait, dont toutes les
erreurs possibles sont décrites par les opérateurs de Kraus {M,} avec la loi {wy}.



106 Chapitre III. Mesurer le champ avec des atomes

|+>] [+)2

(a) @y = 2n1/3 (b) ©g =n/4

Ficure II1.8 — Représentation du pseudo-spin atomique dans le plan équatorial de la sphere de
Bloch apres interaction dispersive avec un champ contenant n photons. (a) Pour une valeur de
@y = 2n/3. (b) Pour une valeur de ®, = /4.
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Ficure I11.9 — La probabilité de détecter 1’atome dans |e) lors d’'une mesure avec la phase ¢ varie
sinusoidalement avec le nombre de photons.
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La détection d’un atome dans 1’état i avec la phase ¢ correspond a I’application de la carte
quantique suivante :

1
P ; wMi(i, $)pM, (i, §), (IIL66)

ou le facteur de normalisation P; correspond a la probabilité d’avoir détecté 1’atome dans i. On
appellera P(n) = p,, la population du n® état de Fock :

P(n) = Tr(p|n){n|). (II1.67)

En particulier, la formule (III.66) permet de calculer 1’évolution des populations lors de la détec-
tion d’un atome. Apres avoir détecté un atome dans i avec la phase ¢, la population du »° état de
Fock devient :

1
P(nli, ¢) = FTr

> WMy, $)pM; (i, ¢>|n><n|]. (IL.68)
k
Puisque les opérateurs M, (i, ¢) et MZ(i, ¢) sont diagonaux dans la base des états de Fock, ils

commutent avec le projecteur |n){n|. On peut donc regrouper les termes en utilisant également la
permutation circulaire des opérateurs dans la trace :

P(nli, ¢)

1 S
T [; WM} (i, )M, (G, ¢)p|n><n|}

1

1
= S Tr[En (i 9)-p-Inknl]

1

1 .
= F [Elat.(la ¢)]n,n ' P(l’l) (11169)
La population du n¢ état de Fock est donc multipliée par le n¢ coefficient diagonal de 1’opérateur
E1..(i,¢). En fait, le coefficient [E,. (i, ¢)]n,n n’est autre que la probabilité conditionnelle de
détecter I’atome dans i avec la phase ¢ sachant que le champ est dans I’état |n) :

[Eva (s $)],., = P, $l). (I11.70)

La formule (II1.69) n’est donc rien d’autre que I’expression de la loi de Bayes d’inversion des

probabilités conditionnelles :
: Pn) .
P(nli,¢) = TP(Z, oln). (II1.71)
l
Comme nous venons de le voir, I’application directe de cette formule nécessite toutefois de véri-
fier que la mesure est bien non-destructive.

La figure I1I.10 montre I’évolution de la distribution de probabilité lors de la détection d’un
atome dans 1’état |e) ou dans ’état |g). Apres la détection atomique, certains états de Fock voient
leur population augmenter tandis que d’autres la voient diminuer. Ceci peut méme aller jusqu’a
I’exclusion totale de certains nombre de photons si le contraste de I’interférometre est parfait.
L’idée de notre protocole de mesure est d’envoyer des atomes successifs pour décimer peu a
peu les populations jusqu’a ce qu'un seul état de Fock ne survive. On parle d’un protocole de
« mesure par décimation ».
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Figure I11.10 — Evolution des populations lors de la détection d’un atome pour un déphasage par
photon @y = 7/4 et une phase de mesure ¢ = 0. (a) Probabilités initiales des états de Fock (barres
grises, axes de gauche). On prend ici I’exemple d’un champ initial compleétement inconnu dont
la distribution de probabilités est donc uniforme (de » = 0 a n = 7). Les points et la courbe
noirs correspondent aux probabilité conditionnelles de détection de 1’atome dans 1’état |e) (axe
de droite). (b) Populations des états de Fock apres la mesure si I’atome a été détecté dans |e). (¢)
Populations des états de Fock apres la mesure si 1’atome a été détecté dans |g).
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II1.4.4 Mesure projective vue comme la limite d’un grand nombre de me-
sures faibles

II1.4.4.a POVM a plusieurs atomes

Nous allons utiliser dans ce paragraphe le formalisme de la mesure généralisée afin de décrire
les expériences réalisées en 2006[30, 90] visant a mesurer des nombres de photons allant jusqu’a
n = 7. Le désaccord utilisé a I’époque était de 6 = 2r-272kHz et il correspond a un déphasage
par photon de @y = 7/4 comme sur les figures I11.9(b) et II1.10. Afin de décimer progressivement
tous les nombres de photons sauf un, nous mesurons le pseudo-spin des atomes successifs dans
des directions ¢ différentes. Nous avons utilisé les quatre phases de mesure correspondant aux
quatre différentes bases (|+)u=0, [+)n=4); (I+)n=1, [+)n=5), ([ +)n=2, [+)n=6) et (|+)n=3, [+)n=7) formees
par les états atomiques finaux possibles. Ces phases ¢, que nous indexerons par a,b,c et d sont
espacées de ®) = m/4. Les atomes sont envoyés successivement dans 1’interférometre et détectés
suivant I’'une des directions de mesure 5.

Comme nous I’avons vu au paragraphe précédent, lors de la traversée de I’'interférometre
par un atome, le champ subit une transformation complexe, cependant, ses populations se dé-
duisent facilement des populations initiales et de I’opérateur du POVM correspondant au résultat
de la détection atomique. Ainsi, lorsque deux atomes successifs traversent 1’interférometre, les
populations subissent la transformation suivante :

1
P(nliy, 1,12, ¢2) = PP [Era. (i1, 8D, - [Era (2, 92)],,, - P(0), (IIL.72)

ou (i, ¢x) est le couple contenant le résultat de la détection du k¢ atome (i, = |e) ou |g)) ainsi
que sa phase de détection. Finalement, apres la détection d’un grand nombre N, d’atomes, les
populations sont transformées par :

: . : 1
P(nliy, 1, iz, $a iy, Pn,) = z(ENat.)n,nP(n)- (IT1.73)
ou Ey,. estle POVM a N, atomes, défini par :
En, = Eva (i1, $1) - Era(i2, 62) - - - E1ae (v, O,)- (I11.74)
et Z est un facteur de normalisation donné par :
Nag
z=|]r (I11.75)
k=1

On introduira la fonction Iy, (n) = [El,],,. Elle est définie par un produit de sinusoides ?:

Nat .
1 [ Ay €k cos(@m) — ) (I11.76)

My (m) =~ | | > ,

k=1

8. La séquence des phases de détection utilisée pour des atomes successifs est aléatoire car la présence des
atomes dans chaque paquet est elle-méme aléatoire.
9. On peut utiliser la formule (II1.76) pour étendre la définition de Iy, aux parametres non-entiers.
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ou par convention, i; vaut +1 lorsque le k¢ atome a été détecté dans |e) et —1 lorsqu’il a été détecté
dans |g). La fonction I1y, est appelée fonction de décimation, elle réduit la probabilité de certains
nombres de photons au profit d’autres nombres de photons.

Limite de la fonction de Décimation Comme produit de sinusoides, Iy, (x) tend vers une
fonction tres piquée a la limite ou N, tend vers I'infini. Si I’on se contente d’une seule phase
de mesure ¢;, la fonction Iy, (x) reste parfaitement symétrique autour de la phase ¢; choisie.
Au contraire, si I’on utilise plus d’une phase (I’idéal étant deux phases ¢, et ¢, orthogonales), la
fonction de décimation présente un unique pic en xj tel que @(xy) € [0, 2x]. La fonction possede
alors un pic x; dans chaque intervalle [2jr,2(j + 1)x]. Si I’on prend comme exemple le cas de
figure utilisé dans les expériences de 2006, ®(n) couvre une plage de 2 lorsque n varie entre 0 et
7 photons. La fonction Iy, (n) devient tres piquée autour d’un seul maximum compris dans cet
intervalle. Ainsi, pour les grands nombres d’atomes, Iy, décime tous les nombres de photons
sauf un. Restreint a I’espace contenant les nombres de photons inférieurs a 7, I’opérateur Ey,;,
tend donc vers I’un des 8 projecteurs :

E(n) = [n)nl. (I11.77)

Ainsi, la mesure devient une mesure de von Neumann a la limite ou le nombre d’atomes N, est
grand et ou I’espace est restreint aux sous-espace ol O(n) < 2.

Commentaire sur la méthode Il est intéressant de noter que la transformation subie par le
champ lors du passage d’un atome est extrémement complexe (voir (II1.32)). A priori, la com-
plexité de cette carte augmente avec le nombre d’atomes, cependant, a la limite d’un grand
nombre d’atomes et dans un espace restreint, cette carte quantique tend a se simplifier pour de-
venir la simple expression d’une mesure projective. En effet, la seule carte quantique donnant
lieu a la mesure non destructive du POVM (II1.77) est la mesure de von Neumann décrite par les
mémes projecteurs |n){n].

On peut alors se demander ce que devient la mesure si on ne restreint pas la dimension de
I’espace. Dans ce cas, le POVM obtenu a plusieurs coefficients non-nuls. Par exemple, pour un
déphasage par photon ®(n) = n/4(n + 1/2), on sélectionne les nombres de photons modulo 8.
Cette fois, I’expression du POVM ne définit pas sans ambiguité une seule carte quantique. En
particulier, on peut se demander si la méthode produit une superposition cohérente des différents
états de Fock sélectionnés ou un mélange statistique. On peut ais€ément répondre a cette question
en considérant le tout premier niveau d’approximation (II1.26). En effet, avec un interférometre
de contraste parfait, la transformation correspondant a la série de N, détections atomiques est
une opération unitaire décrite par I’opérateur de Kraus :

Nat

1
) = 1¥) =~ [ | Mi@ol¥). (IIL.78)
k=1

L’état s’écrit alors a la limite ou N, est suffisamment grand (avec N, pair) :

¥’y = ¢, In) + cpusln + 8) + ¢pyi6ln + 16) - - - (I11.79)
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De méme, apres la détection du (N, + 1)¢ atome dans 1’état i avec la phase ¢, 1’état va subir
I’action de I’opérateur de Kraus correspondant :

P = %Mi((ﬁ) (cnln) + cpygln + 8) + cppi6ln +16) - -+)
1
=5 [ Mi@)-cln)

Mi(¢)n+8,n+8 . C,H.gll’l + 8>
Mi(@)ns16,+16 * Cnriln +16) - ) (I11.80)

Or, si I’on se reporte a I’expression (I11.24) des opérateurs de Kraus a un atome (dans le cas
tres dispersif ou ®(n) = w/4(n + 1/2) et ®(n) = n/8), on notera d’une part que les coefficients
complexes Mi(¢)n.n, Mi(P)n+16.1+16 - - - sont égaux, d’autre part, que les coefficients M;(¢),+8.1+8,
M;i(@)n+24.0424 - -+ sont égaux entre eux et opposés aux précédents. Cela signifie que 1’état quan-
tique apres détection du (N, + 1) atome devient :

V") = culn) — cuesln + 8) + cpyrgln + 16) - - (IIL.81)

Ainsi, la phase quantique de la superposition dépend de la parité du nombre d’atomes détectés.
En pratique, dés que le nombre d’atomes est important, la parité du nombre d’atomes ayant réel-
lement traversé 1’interférometre n’est plus corrélée avec la parité du nombre d’atomes détectés
a cause de I’efficacité finie du détecteur. On aboutit ainsi au mélange statistique des états |\V) et
|'¥"), qui est équivalente au mélange statistique des différents états de Fock (ces deux états ont
en effet la méme matrice densité) '°. Ainsi, il n’est pas possible dans 1’état actuel des choses de
préparer par la méthode de mesure non-destructive du nombre de photons une superposition du

type :
Py = %qm + |1+ 8)). (111.82)

On pourrait s’affranchir de ce probleme en remplagant la transition |g) < |e) par la transition
li) & |g) ou |i) n’est pas affecté par le phénomene de déplacement lumineux (aucune transition
partant de |i) proche de résonance). Le niveau circulaire de nombre quantique principal n = 49 a
par exemple déja été utilisé par le passé en tant que « niveau auxiliaire » (voir [54]'!). Une telle
technique présenterait le désavantage de nécessiter des temps d’interaction plus long, ou des
désaccords plus faibles pour obtenir un méme déphasage ®(n) puisque le déplacement lumineux
n’affecte qu’un des deux niveaux de la transition. Cependant, le calcul de I’opérateur de Kraus
(II1.24) montre que dans ce cas, les coefficients Mi(¢),.., Mi(P)n+8.n+8» Mi(P)n+16n+16-.- SONt tOus
égaux.

10. On peut voir la préparation et la détection probabiliste des atomes comme une erreur de mesure et la traiter
en utilisant une carte quantique. Le résultat serait bien entendu identique.

11. Le principe de la mesure était alors différent puisque 1’on mesurait le déphasage produit par une oscillation
de Rabi complete sur la transition résonnante |g) <> |e) a I’aide du niveau auxiliaire |7).
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II1.4.4.b Résultats expérimentaux

Préparation Afin d’observer jusqu’a n = 7 photons, il faut au préalable préparer le mode dans
un état pouvant contenir jusqu’a n = 7 photons. Nous avons choisi d’injecter un champ cohérent
de nombre moyen de photons n ~ 3. La population de cet état s’étale alorsde n = 0an =7, les
nombres plus élevés de photons ayant une population négligeable. La séquence expérimentale
est la suivante :

1. On commence par préparer 1’état vide a 1’aide d’une série d’atomes résonnants.
2. Un petit champ cohérent est ensuite injecté dans la cavité.

3. Enfin, on envoie une longue série d’atomes dans I’interférometre. Chaque atome mesure
I’une des quatre phases a, b, ¢ ou d. La phase de mesure alterne entre ces quatre valeurs
pour les paquets atomiques successifs. La séquence des phases utilisées réellement semble
aléatoire car la plupart des paquets atomiques ne contiennent pas d’atomes.

Probléeme du temps de mesure Nous avons expliqué au 111.4.4 que la mesure tendait vers
une mesure projective lorsque le nombre d’atomes N, tendait vers I’infini. C’est pourquoi on a
intérét a utiliser un grand nombre d’atomes consécutifs pour décimer les populations. Cependant,
il n’est pas possible d’augmenter indéfiniment N,. En effet, le temps de mesure doit rester court
devant le temps de relaxation du champ. Il faut donc trouver un compromis entre la précision
de la mesure, qui augmente avec N, et le temps de mesure qui augmente également avec Ny.
L’étude du meilleur compromis a été réalisée dans le travail de these de Christine Guerlin [90].
La valeur optimale trouvée est de NV, = 110 atomes. En utilisant un flux atomique de 0,3 atomes
par paquet, une mesure dure alors 26 ms en moyenne. Cette durée, assez courte devant le temps
de vie de la cavité est cependant plus longue que les temps de vie des nombres de photons
élevés notamment 77 ~ T, /7 = 16 ms. Néanmoins, pour résoudre le nombre de photons sur
une trajectoire unique sans tenir compte d’aucune information a priori et sans tenir compte des
résultats atomiques ultérieurs, il s’agit de la meilleur estimation possible. Nous verrons un peu
plus loin que 1’on peut utiliser un ensemble statistique de trajectoires afin de reconstruire les
populations moyennes du champ a I’instant ¢ avec une bien meilleure résolution temporelle.
Cette méthode sera présentée un peu plus loin, il s’agit déja d’une forme de reconstruction de
I’état quantique du champ.

Projection progressive du champ sur un état de Fock Afin de supposer le moins possible
de connaissance a priori sur le champ, nous partirons d’une distribution de probabilité plate
pour tous les états de Fock. A chaque atome détecté, notre connaissance de 1’état quantique est
modifiée. Pour des nombres d’atomes détectés N, croissants de 0 a 110 atomes, on peut suivre
I’évolution des populations dans le champ jusqu’a I’obtention d’un état proche d’un état de Fock.
La formule (II1.73) permet en effet de calculer a partir de la distribution de probabilité initiale, la
distribution apres la détection de N, atomes.

La figure III.11 montre deux résultats typiques d’une telle analyse sur deux réalisations par-
ticulieres de I’expérience. La figure (c) montre 1’évolution des probabilités des différents états
nombre en fonction du nombre d’atomes détectés. On vérifie bien que malgré des probabilités
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initiales égales pour tous les nombres de photons, (Py(n) = 1/8), seul un nombre de photons n
conserve une probabilité notablement non-nulle apres N, = 110 atomes détectés. Ce protocole
réalise bien la mesure idéale de von Neumann du nombre de photons, puisque les atomes ont
pour effet de projeter la fonction d’onde sur un état propre de 1’observable mesurée. En particu-
lier, le résultat ne dépend pas de I’hypothese de départ sur les populations a condition que tous
les nombres de photons aient une probabilité non-nulle dans la distribution initiale.

Vérification des postulats de la mesure Il est intéressant de noter que les conditions expéri-
mentales sont identiques pour les deux réalisations (notamment 1’intensité du champ injecté dans
la cavité). Les résultats sont pourtant différents : I’état cohérent initial est donc bien composé de
plusieurs nombres de photons diftérents. Les postulats de la mesure prédisent que la statistique
des résultats de la mesure du nombre de photons d’un champ cohérent d’amplitude @ doit vérifier
une loi de Poisson de parametre 71 = la)? :

an

pn) = e‘ﬁ—'. (II1.83)
n!

On notera la différence de notation : p(n) est la probabilité de mesurer n, elle est rattachée a la
statistique des résultats sur I’ensemble de toutes les réalisations de I’expérience, tandis que Py(n)
est la probabilité, inférée a partir de la mesure, que 1’on soit dans 1’état |n) pour une réalisation
particuliere.

Il est intéressant de confronter nos mesures avec la prédiction du postulat fondamental. Pour
cela, nous devons commencer par attribuer un résultat a notre mesure. Les trajectoires présentées
sur la figure III.11 convergent parfaitement vers un nombre de photons bien déterminé. Il existe
cependant des trajectoires pour lesquelles la mesure est ambigué. Nous estimons donc le nombre
de photons pour une réalisation donnée par la formule :

(n) = Z n- Py (n). (T11.84)

n

Nous construisons ensuite 1’histogramme des résultats (n) pour toutes les réalisations. Cet his-
togramme est présenté sur la figure II1.12. Plusieurs remarques importantes peuvent €tre faites.
Premierement, a un petit fond pres, seuls les canaux correspondant 2 des nombres entiers sont
significativement remplis. Le fond peut avoir deux origines. Pour quelques réalisations, le pro-
cessus de décimation n’a pas été suffisamment efficace pour éliminer tous les états sauf un. Pour
d’autres, la mesure n’étant pas instantanée, un saut quantique faisant passer le nombre de pho-
tons d’une valeur a une autre peut avoir lieu pendant la mesure. Les premiers atomes tendent a
mesurer un certain nombre de photons puis les derniers tendent a en mesurer un autre. Ces deux
mesures partielles se moyennent et indiquent donc un nombre intermédiaire.

On peut aussi ajuster une distribution poissonienne sur les canaux entiers, 1’accord est alors
tres bon a I’exception du canal (n) = 0. Cet écart est dii au fait que, avec un déphasage par
photon ®, =~ m/4, notre mesure du nombre de photons est en réalité une mesure modulo 8 :
I’état |8) induira un déphasage de 2 indistinguable d’un déphasage nul. Le canal (n) = 0 mesure
donc p(0) + p(8). Une poissonienne légerement modifiée par ce repli modulo 8 est maintenant
en parfait accord et donne un nombre moyen 7 = 3,48 + 0,04.
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Ficure lI1.11 — Réduction progressive des probabilités du champ vers un état nombre pour deux
réalisations particulieres de ’expérience. (a) Résultats des 50 premieres détections atomiques
(j,i) ot I’on note j I’état atomique et i la phase de mesure. (b) Evolution de la fonction de déci-
mation I1y(n) en fonction de N au cours des 50 premieres détections atomiques. (c) Probabilités
des nombres de photons en fonction du nombre N d’atomes détectés variant de 0 a 110.
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Nous confirmons ainsi les deux premiers postulats de la mesure de von Neumann : la mesure
ne donne que des résultats contenus dans le spectre de 1’observable mesurée et la probabilité
de chacun des résultats est donnée par 1’équation (I1.93). Nous pouvons également interpréter ces
résultats comme une confirmation des descriptions quantiques des champs classiques : une source
classique produit un champ dont les p(n) suivent une loi de Poisson, ceci est compatible avec la
description d’un état classique par un état cohérent. Enfin, nous verrons treés prochainement que
le postulat de projection est bien vérifié, lui aussi, par notre mesure.

0,20 T T T — T T T T T 1

0,15

0,10

Probabilité

0,05 1

0,00 -

0 1 2 3 4 5 6 7
Nombre de photons <n>

Ficure III.12 — Histogramme des valeurs de (n) inférées sur 2000 réalisations et normalisé
a 1. Seuls les canaux correspondant a des nombres entiers de photons sont significativement
représentés. Ces canaux sont bien ajustés par une distribution poissonienne (courbe pleine) a
I’exception du canal {(n) = 0. La prise en compte de notre mesure modulo 8 dans la distribution
poissonienne (tirets) donne un parfait accord pour un nombre moyen de photons de 3,48 + 0,04.

II1.4.4.c Trajectoires Monte-Carlo et moyenne d’ensemble

Les histogrammes de la figure III.11 semblent bien montrer que le champ est projeté sur un
état de Fock a I’issue du processus de décimation. Afin de vérifier cela, nous allons mesurer le
champ de facon répétée. Nous devrions alors voir apparaitre un comportement de sauts quan-
tiques semblable au cas de la mesure de photon unique I11.4.1. Nous allons utiliser une fenétre
glissante de N, = 110 atomes afin de mesurer I’évolution du champ. La figure III.13 présente
la suite des deux séquences dont nous avons montré sur la figure II1.10 la projection initiale sur
|5) et |7). La valeur de (n) démarre a 3,5 a cause de la distribution initialement plate Py(n) entre
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n = 0etn = 7. Les premieres 26 ms correspondent a la projection progressive du champ sur 1’état
de Fock. Puis apparait une succession de paliers et de sauts quantiques traduisant la relaxation
du champ. Nous sommes donc capables de suivre en temps réel la projection d’un état cohérent
sur un état de Fock puis sa relaxation photon par photon vers le vide (ou le champ thermique
plus précisément). De plus, de nombreux paliers visibles sur ces dernieres figures contiennent
plusieurs mesures indépendantes (séparées d’environ 26 ms). Le postulat de projection est donc
bien lui aussi vérifié par notre mesure.

nombre de photons <n>

nombre de photons <n>

T T T T T T 3
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
temps (s)

FiGure I11.13 — Deux trajectoires quantiques correspondant aux champs dont la mesure initiale
est analysée sur la figure I11.10. Les deux graphes présentent le nombre de photons moyen {n)
évalué par une fenétre de décimation glissante de N = 110 atomes, pendant une durée totale de
0,7 s. L’insert montre un agrandissement de la portion de la premiere trajectoire entre 0,06 et
0,08 s pendant laquelle le nombre de photons saute de 5 vers 4.

Nos mesures répétées transforment 1’évolution déterministe en trajectoires stochastiques avec
des sauts a des instants aléatoires. Comme notre mesure est non-destructive, la moyenne de toutes
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ces trajectoires stochastiques doit redonner I’amortissement continu et exponentiel d’un champ
classique avec la constante de temps classique de la cavité T.,,.

L’évolution de la valeur moyenne (n) des nombres de photons est présentée sur la figure
III.14. L’ajustement exponentiel est quasiment indistinguable de la courbe expérimentale. La
constante de temps trouvée 7T, = 133 £ 1 ms est en parfait accord avec la mesure précédente
T.. = 130 =4 [20]. La valeur finale n;;,, = 0,095 + 0,010 est 1égerement supérieure a la valeur
attendue n,, = 0,05. Cet écart est di a la convergence imparfaite du processus de décimation.
Avec N = 110 atomes, la probabilité¢ inférée par la décimation d’avoir un photon n’est jamais
rigoureusement nulle méme lorsque la cavité est effectivement vide. La prise en compte de cet
effet permet de comprendre quantitativement la valeur de I’asymptote observée ([43] p. 106).

3,5
3,0—.
2,5—-
2,0—-
1,5—-

1,0

nombre de photons moyen

0,51

0,0 T T T T v T T T T T v T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

FiGure II1.14 — Moyenne sur toutes les réalisations du nombre de photons inféré (ny au cours du
temps. L’ajustement exponentiel (pointillés rouges) est indistinguable des points expérimentaux.
La courbe en pointillés bleus est la prédiction purement théorique. La zone grisée correspond
aux 26 premieres ms nécessaires a la détection des 110 atomes réalisant la premiere mesure.

II1.4.4.d Reconstruction des populations par un procédé itératif

L’histogramme de la figure 1II.12 montre qu’en répétant la mesure un grand nombre de fois,
on obtient les populations de 1’état initial. Nous nous sommes ensuite intéressés a la relaxation
des états de Fock : I’objectif est de mesurer 1’évolution des populations P(n, f|ny) lorsque le
champ est préparé a r = 0 dans un état de Fock cible ny. On peut alors obtenir les taux de fuite
depuis I’état de Fock n, vers les autres états de Fock. L'idée consiste donc a sélectionner les
trajectoires quantiques pour lesquelles le champ est proche de 1’état de Fock cible, puis de suivre
I’évolution ultérieure des populations. Néanmoins, le temps de mesure nécessaire pour décimer
completement les populations comme nous venons de le faire aux paragraphes précédents est de
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pres de 26 ms. Ce temps est comparable au temps de vie des états de Fock dont nous aimerions
mesurer la relaxation. Nous avons donc mis en oeuvre une méthode permettant de reconstruire
les populations du champ en utilisant un nombre d’atomes N, beaucoup plus faible que les 110
atomes utilisés dans les paragraphes précédents. Ce travail est traité en détail dans la these de
Julien Bernu [43] et dans un article de 2008 [32]. Plus que sur les résultats physiques obtenus,
nous insisterons surtout ici sur la méthode de traitement des données expérimentales afin d’entrer
progressivement dans le sujet de la reconstruction des états quantiques.
Les taux de fuite que nous aimerions mesurer sont donnés par 1’équation pilote :

dP(n,t)

P k(1 +n)(n+DHPn+1,1)

k[(1 + ny)n + ny(n + 1)]P(n)
+ knpnPm —1). (II1.85)

ol k = 1/T¢,y est le taux de perte de la cavité et n;, est le nombre moyen de photons thermiques a
la fréquence v,, dans I’environnement de la cavité. On retrouve bien a la limite ou la température
est nulle (n, = 0), le temps de vie du n® état de Fock :

T, =T.y/n. (111.86)

Ainsi, on doit pouvoir mesurer des phénomenes dont la constante de temps est de 1’ordre de
T..,/7 = 18 ms pour les plus courts. On mesure 1’évolution des populations P(f) en analysant
les données d’une fenétre glissante de N, atomes successifs dont les instants de détection sont
centrés autour de ¢. Ainsi, si ’on se contente d’utiliser la méthode précédente, I’instant de la
premiere mesure apres la sélection des trajectoires correspondant au temps nécessaire pour ras-
sembler 110 atomes, est de pres de 26 ms. Comme nous le disions en introduction, cela ne laisse
aucun espoir de mesurer correctement les temps de vie des états de Fock de nombre n élevé.

Une premiere idée consiste alors a réduire le nombre d’atomes N, dans la fenétre afin de
réduire le temps de mesure. Chaque fois que le champ a une population dans 1’état de Fock cible
ny proche de 1 (P(ng) > 70 %), on commence a enregistrer I’évolution ultérieure en considerant
qu’elle appartient a une nouvelle réalisation d’indice r. Partant des probabilités plates initiales
Py(n) = 1/8, on infere la distribution de population p(n,t) pour toutes les fenétre suivantes de
N, atomes. .

P, 1) = o Po(n) - TI), (), (I11.87)
ou szht(n) est la fonction de décimation construite a I’aide des NV, atomes dont I’instant d’arrivée
est centré autour de ¢. L’exposant ” indique les variables dépendant de la réalisation particuliere
considérée. Lorsque N, est grand, comme nous 1’avons vu, on a affaire a une mesure projec-
tive, ainsi, la distribution p”(n) est indépendante de la distribution 2 priori Py(n) (2 condition
qu’aucun des Py(n) ne soit nul). Cependant, si I’on réduit le nombre d’atomes N,, la fonction
de décimation n’exclut pas totalement tous les nombres de photons sauf un : on réalise une me-
sure faible. La distribution p”(n) est alors biaisée par le choix de la distribution a priori Py(n).
Cependant, si I’on considere I’ensemble des réalisations sélectionnées, on peut reconstruire une
distribution moyenne P;(n) :

Pi(n.t) = pmD) (I11.88)
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ou la moyenne porte sur les différentes réalisations du champ. Cette nouvelle distribution, méme
si elle est biaisée par le choix de la distribution initiale Py(n), est toutefois plus proche de la
distribution réelle. On peut alors partir de cette nouvelle distribution pour calculer les popula-
tions dans chaque réalisation en remplacant Py(n) par P(n,t) dans (II.15). Afin de s’affranchir
totalement du biais 1ié a la distribution initiale Py(n), il suffit donc d’itérer un grand nombre de
fois la transformation :

(r)
Ppi(n, 1) = Py(n,0)-TI3) (n) . (I11.89)

La distribution P;(n, t) tend alors vers une distribution indépendante du choix initial Py(n) lorsque
[ tend vers I’infini. Nous allons voir un peu plus loin qu’il s’agit de la distribution maximisant
la vraisemblance compte tenu de la série de résultats de mesures obtenus. On peut ensuite re-
commencer le processus en sélectionnant les trajectoires proches d’un autre nombre de photons
ng.

La figure III.15 montre 1’évolution temporelle des distributions obtenues pour les réalisations
ayant convergé vers les états de Fock np = 0 a 7 a I'instant ¢t = 0. Le nombre d’atomes choisi
pour la fenétre est de N, = 25, ce qui correspond a un temps de mesure de 6 ms. Comme attendu,
les huit valeurs de P(ny, t|ny) sont maximales pour ¢ = 0. La valeur de P(ny, O|ny) correspond a la
fidélité de la procédure de sélection de I’états de Fock ny. On obtient les valeurs... . Ces chiffres
proches de 1 confirme que deux mesures successives donnent bien en général le méme résultat.
Aux temps long (¢ > 400 ms), I’état |0) est toujours le plus probable, révélant 1’évolution irré-
versible du champ vers le fond thermique proche du vide. Pour ny = 0, la probabilité¢ P(0, ¢|0)
décroit 1égerement en dessous de 1, tandis que P(1,70) augmente jusqu’a atteindre une valeur
d’équilibre autour de 0,06. Cela reflete le processus de thermalisation du mode en contact avec
un bain thermique a 0,8 K. Pour ny = 1, on observe une décroissance exponentielle de P(1,¢|1),
parallelement a I’augmentation de P(0, 7[1). Ce que nous observons ici est la relaxation d’un pho-
ton vers le vide [31]. Pour ny > 1, P(ny, t|ny) décroit exponentiellement avec un taux augmentant
pour les valeurs croissantes de ny. Les fonctions P(n, t|ng) pour n = ny — 1, ny — 2,...1 présentent
un maximum a des instants successifs, refletant la cascade du nombre de photons de ng a 0.

Les courbes en trait plein sont obtenues en ajustant les taux de départ sur le début des courbes
expérimentales. Les taux obtenus sont en trés bon accord avec 1’équation pilote (III.85) (voir
[32]). En particulier, la relaxation des populations n’est pas affectée par le processus de me-
sures répétées car I’intervalle entre deux mesures successives est bien plus long que le temps de
mémoire de 1’environnement '2.

Commentaire sur la méthode précédente Nous allons montrer ici que la méthode précédente
n’est rien d’autre que la méthode proposée par Lvovsky (voir I.1.5.c) pour trouver 1’opérateur
densité maximisant la vraisemblance. En effet, la fonction de décimation Iy, (n) n’est autre que
I’élément diagonal de I’ opérateur du POVM (Ey, )., On peut alors interpréter la formule (111.87)

12. Afin d’observer I’effet Zenon quantique, on peut par exemple coupler la cavité a une source classique dont le
temps de cohérence est lui, plus long que 1’écart entre deux mesures. La mesure répétée empéche alors le champ de
croitre dans la cavité (voir [42]).



120 Chapitre III. Mesurer le champ avec des atomes

n=0 n=1
18 1
o 0.8}
‘= 06}
<
S 04f
St
[aW)
0.2
0
0 100 200 300 400
2
=
<
O
o
St
&
0 — 0 :
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
2
=
O
o
St
[a
Qo™ o ——
0 100 200 300 400
2
=
e
o]
kel
[aW)

Temps (ms) Temps (ms)

Figure I11.15 — Evolution des populations mesurées P(k,t|n) (traits pleins) et ajustées P(k, t|n)
(tirets). Les valeurs de k allant de 0 a 7 sont respectivement représentées en bleu, vert, rouge,
cyan, mauve, jaune, noir et bleu. Les huit séries de courbes correspondent a la sélection des
différents états de Fock |n).
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en terme d’éléments diagonaux de la matrice densité '° :

(r)
ENat.pO

(r — at” =
p Tr (Exz)n.po)

(111.90)

nn

ou p est une matrice densité choisie a priori, par exemple pg = 1/N. Ainsi, I’équation (II1.89)
se traduit par :

P11 = Ro(opr (II1.91)
avece N ”
1 & EY
Ro(p) = = . (11L.92)
N, Z‘ Tr (Ej, 01)

L’opérateur Ry(p;) étant diagonal, deux itérations de la transformation (II1.91) correspondent a
une itération de 1’opération :
P = Ro()pRy(p). (111.93)

On reconnait 1a I’équation (I.137) permettant de trouver la matrice densité correspondant au
maximum de vraisemblance. Cependant, comme 1’opérateur R((p;) est diagonal, il est clair que
le résultat final va dépendre de la matrice initiale p, choisie. En fait, la vraisemblance des matrices
densités par rapport a I’ensemble de mesures réalisées est indépendante de leurs éléments non-
diagonaux. Nous verrons a la fin du chapitre suivant que cette méthode permet de reconstruire
completement 1’état du champ lorsqu’on I’applique a des mesures dont le POVM présente des
éléments non-diagonaux.

13. On a abandonné le parametre ¢ pour simplifier les notations.
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Chapitre IV

Préparation et reconstruction d’états
non-classiques du champ

Nous avons vu au chapitre précédent que I’on pouvait utiliser les atomes afin d’interroger
le champ piégé. En particulier, un grand nombre d’atomes successifs permettent de réaliser une
mesure tres proche de la mesure idéale de von Neumann du nombre de photons. En la répétant
un grand nombre de fois, cette mesure donne donc acces aux populations d’un état quantique
du champ. Dans ce chapitre, nous montrerons qu’en adaptant la méthode précédente, on peut
reconstruire la matrice densité complete du champ piégé. Grace a ce procédé, nous avons re-
construit plusieurs états non-classiques du champ. Le premier état non-classique que nous avons
préparé et reconstruit est I’état « chat de Schrodinger ». Il est produit grace a I’interaction d’un
atome avec un champ cohérent. L’atome, en réalisant une mesure de parité, agit en retour sur la
phase du champ et prépare un état « chat de Schrodinger ». Nous décrirons en détail ce procédé
dans une premiere partie. Nous reconstruirons un tel état, ainsi que des états de Fock produits
par la technique de mesure QND du nombre de photons a 1’aide de la méthode d’entropie maxi-
mum. Nous présenterons ensuite la technique du maximum de vraisemblance sur I’exemple de
I’état chat de Schrodinger. Nous montrerons finalement sur des simulations qu’il est possible
d’améliorer significativement la reconstruction en adoptant une stratégie de mesure différente.

IV.1 L’expérience de pensée de Schrodinger revisitée

IV.1.1 Déphasage du champ cohérent par un atome

Lors de la description de I’interaction dispersive au chapitre précédent, nous avons vu que la
présence des photons dans le mode déphasait les atomes traversant la cavité. On peut cependant
décrire cette interaction en adoptant le point de vue du champ plutdt que celui de 1’atome [97].
Supposons que la cavité se trouve dans un état cohérent d’amplitude complexe @ et qu’un atome
préparé dans 1’état |g) traverse le mode. On peut alors décomposer 1’état initial dans la base des
états nombres :

“Ja? /2 a"
g0y => e T len- (IV.1)
n!

n

123
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Apres que I’atome ait traversé le mode de la cavité, chaque état |g,n) a accumulé une phase
O_(n):

—Jaf? a” —iP_(n
g.@) > > e R——e Mg, ), (IV.2)

; Vnl

Cette expression devient, a la limite fortement dispersive 6 > Q,, :

—af? o —in
g.) = D¢z ™ g, ) (IV.3)
- n!
Ce qui peut se récrire :
. ( o—i®02)" '
Z €_|a| /ZT |g, I’l> = |g, ae‘l®0/2> . (IV4)
- n!
De la meme maniere on vérifie que :
le, @) — &2 |e, aei®°/2> . (IV.5)

Ainsi, le passage d’un atome dans 1’état |e) (respectivement |g)), déphase le champ d’un angle
®,/2 (respectivement —®,/2). L’atome joue donc le méme rdle qu'un milieu diélectrique dont
I’indice de réfraction serait différent suivant que 1’atome est dans 1’état |e) ou dans 1’état |g).

(a) (b)

FiGURE IV.1 — Evolution du champ dans le plan de Fresnel tournant & la fréquence w, en présence
d’un atome dans (a) |g) ou (b) |e).

IV.1.2 Préparation de I’état chat de Schrodinger

La préparation de 1’état chat de Schrodinger s’appuie sur cet effet de déphasage. L’atome
joue le role d’un aiguilleur quantique chargé de déphaser le champ dans une direction dépendant
de son état. La préparation a lieu suivant les étapes suivantes :

1. Le champ est d’abord réinitialisé dans I’état vide a I’aide d’une série d’atomes résonnants

2. Un petit champ cohérent est injecté dans la cavité.
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3. A l’aide d’une impulsion /2 de phase ¢, = 0, on prépare un atome dans la superposition
I¥.) = (le) +1g))/ V2. En interagissant avec le champ, ce dernier sépare la fonction d’onde
du champ cohérent dans deux directions opposées.

Si I’on s’en tient 1a, le systeme atome-champ se trouve dans 1’état :
1 , i
Wac) = = (Ielae™®"2) + [g)lae™®/2)), (IV.6)

On a bien affaire au cas de figure de I’expérience de pensée de Schrodinger. En effet, un systeme
microscopique — I’atome — est intriqué avec un objet classique — le champ — dans une superposi-
tion de deux états différents. Il apparait alors clairement que si I’atome poursuit sa route jusqu’au
détecteur, sa détection aura pour effet immédiat de projeter 1’état du champ sur I’'un des deux
états classiques :

W,) = |ae®/?) ou W,) = |ae ™ ™/?). (IV.7)

Afin d’éviter cela, on réalise une impulsion 7r/2 dans la seconde zone de Ramsey de méme phase
¢, = 0 que la premiere, on « efface » alors I’information que 1’atome porte sur I’état du champ.
[’état du systeme atome-champ devient :

1 1 . 1
lljac — _ iDy/2
[Wac) NG (_\/i (le) —1g)) lae™" ") + %

_ 1 iDy/2 —i®0y/2 1 iDy/2 —i®y/2
= E|e>(|ae 02 4 e ))+§|g>(|ae ") — lae %)), (IV.8)

(le) +1¢7) |aei®°/2>)

La détection de I’atome dans I’état |e) projette donc le champ sur 1’état :

03 = - (e ™) 4 e %), (V)

tandis que la détection de 1’atome dans |g) le projette sur :
1 iDy/2 ~i®o/2
Wy =+ (le®/?) — ae™®/2)). (IV.10)

Ces deux états sont extrémement intéressants a cause de leur caractere non-classique comme
nous 1’avons vu au chapitre /.

Remarque Juste avant la deuxieme impulsion de Ramsey, le systeme et le champ sont maxi-
malement intriqués !. Si 1’on écrit la matrice densité partielle du champ (obtenue en tracant sur
I’espace atomique), on obtient la matrice densité du mélange statistique P :

1 1
Prmixt = EI‘I’+><‘P+I + EI‘I’_X‘I’_I. (IV.11)

En fait, le systéme atome-champ forme une purification du mélange statistique ppix. L' impulsion
/2 est une opération locale réalisée sur I’atome. Elle ne peut donc pas modifier la matrice

1. Cecin’est vrai qu’a la limite des grandes amplitudes
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densité partielle du champ. Cependant, elle permet de mesurer une observable différente de o,
sur I’atome (en I’occurence o). Si I’atome est détecté suivant la base o, le mélange statistique
Pmix: correspond au mélange des deux états classiques [¥,) et [¥,). Si I’atome est détecté suivant
oy, le mélange statistique ppix correspond au mélange des deux états non-classiques |y, ) et [i/_).
En triant les réalisations suivant le résultat de la détection atomique, on obtient alors les états
purs |,) et [y_). Cette opération est une illustration directe du théoreme de Gisin, Hughston,
Josza et Wooters décrit au 1.1.2.d.

IV.1.3 Lien avec la mesure de parité

En réalité, la préparation de I’état chat de Schrodinger se résume a I’étape élémentaire d’une
mesure QND décrite au chapitre précédent. En effet, ’atome est d’abord préparé dans 1’état
(le)y +1g))/ V2, puis il interagit dispersivement avec le champ avant d’€tre détecté suivant une
direction du plan équatorial de la sphere de Bloch. Nous avons donc déja écrit I’effet d’une telle
mesure sur le champ. Elle est décrite par les opérateurs de Kraus (I11.24) et (I11.25). En particulier,
un cas tres intéressant est celui ot le déphasage par photon @ vaut 1. Dans ce cas, on réalise une
mesure de parité, et le champ est projeté par les opérateurs de Kraus (II1.56) sur des états propres
de la parité. Si I’on prépare un chat de Schrédinger a partir du champ cohérent |8) :

B =Ry Lo, v.12)
~ \/n!

les états produits sont :

|leair> = M pair Iﬁ)
2 1BP /12

N n pair ﬁ
-1 /2 : o1
_ 2€N Z B In). (IV.13)

et

W/impair) = Mimpairlﬁ)
27k 3iB)"
_ X Z \/ﬂlm' (IV.14)

n impair

On reconnait les états chat de Schrodinger maximalement séparés introduits au 1.1.3.e avec les
composantes classiques [i8) et | — iB). Ainsi, c’est I’action en retour de la mesure de parité sur la
phase du champ qui produit I’état chat de Schrodinger.
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FiGure IV.2 — (a) Coefficients ¢, = (n|8) du champ cohérent avec S = +/3,5. Parties réelles et
imaginaires ((b) et (c)) des coeflicients ¢, = (n/’.) de I’état chat de Schrédinger pair obtenu par
interaction dispersive d’un atome avec un champ cohérent de 3,5 photons. Le désaccord choisi
est de 51 kHz.

IV.1.4 Effet des imperfections expérimentales
IV.1.4.a Non-linéarité du déphasage par photon

Dans ce qui précede, nous avons utilis€ les opérateurs Mp,ir €t Miyp,ir NE tenant pas compte
de la non-linéarité du déphasage par photon. En particulier, lorsque le désaccord ¢ est du méme
ordre que la pulsation de Rabi ), comme c’est le cas pour obtenir @y =~ =, la non-linéarité
du déphasage par photons devient importante et il faudra tenir compte de cette correction. La
figure I'V.3 montre les parties réelles et imaginaires des éléments de matrice de I’opérateur M’ =
M,(¢ = ®(0)) obtenus en injectant 1’expression correcte de ®(n) dans (II1.24). On peut alors
calculer 1I’état produit par I’action de la mesure atomique sur un champ cohérent :

W) = M.|B). (IV.15)

La figure I'V.2 montre les coefficients du vecteur |/, ) dans la base des états nombres pour un état
chat de Schrodinger préparé a partir d’un champ cohérent contenant 77 = 3,5 photons en moyenne.
La fonction de wigner correspondante est représentée sur la figure IV.4(a).On reconnait bien
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Re(Mpairn,m) Im(Mpairnlm)

10 O

FIGURE IV.3 — (a) et (b) : les éléments de I’ opérateur de Kraus M,,;; correspondant a un déphasage
parfaitement linéaire ®(n) = n(n + 1/2). (c) et (d) : les éléments de 1’opérateur de Kraus M’
correspondant a un déphasage non-linéaire calculé pour 6 = 51 kHz.
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deux composantes classiques, cependant, elles sont séparées d’un angle inférieur a 7. En effet, a
la limite des champs classiques ou 77 > An, on peut écrire la séparation 6 des deux composantes
classiques :
g 0D(n)

- on i

(Iv.16)

Dans notre cas, on trouve une séparation 6§ = 0,75x. De plus, les composantes classiques pré-
sentent une forme allongée indiquant un effet de compression du champ. Ceci est dii a la non
linéarité du déphasage par photon autour de 7.

IV.1.4.b Contraste fini de ’interférometre

L’analyse ci-dessus suppose que le contraste de I’interférometre est parfait. En effet, I’action
d’un atome traversant ce dernier est décrite par un seul opérateur de Kraus. On peut aisément
inclure I’effet des erreurs de détection et des déphasages inhomogenes grace a la formule (I11.37).
Cette formule montre que I’état produit lorsqu’un atome est détecté dans i est en fait le mélange
statistique de deux états :

1. L’état chat correspondant a la détection atomique dans i avec la probabilité (1 + ¢)/2.

2. L’état chat de parité opposée correspondant a la détection d’un atome dans 1’état opposé
avec la probabilité (1 — ¢)/2,

ou c est le contraste de I’interférometre supposé réduit uniquement a cause des erreurs de dé-
tection et des déphasages inhomogenes. Comme nous 1’avons discuté au 1.1.3.e, la fonction de
Wigner d’un tel état présente les mémes composantes classiques que le chat décrit précédem-
ment, mais les franges d’interférences ont un contraste réduit d’un facteur c¢ car elles sont la
moyenne des deux jeux de franges en opposition de phases. La figure IV.4(b) montre la fonction
de Wigner obtenue pour un interférometre de contraste ¢ = 60 %

On peut également prendre en compte 1’effet des atomes mal préparés, par exemple, les ni-
veaux elliptiques de la multiplicité n = 52 mal purifiés qui pourraient étre confondus avec les
niveaux circulaires au moment de la détection. Si I’on suppose qu’ils n’interagissent pas avec
le champ, il faut ajouter au mélange ci-dessus une composante correspondant au champ cohé-
rent initial non modifié. On estime que ce genre d’impuretés représente environ 5 % des atomes
produits.

IV.2 Reconstruction des états par entropie Maximum

Nous allons a présent suivre 1’approche « historique » pour décrire les différentes techniques
de reconstruction des états du champ. Dans cette section, nous présenterons 1’ensemble des états
reconstruits a I’aide de la méthode du Maximum de I’entropie présentée au chapitre I, avant de
passer ensuite aux autres techniques de reconstruction.
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(b)

Ficure IV.4 — (a) Fonction de Wigner du chat |/ ) obtenu par interaction dispersive d’un atome
avec un champ cohérent de 3,5 photons pour un désaccord de 51 kHz. (b) Fonction de Wigner de
I’état correspondant préparé avec un interférometre de contraste 60 %. Le contraste des franges
d’interférences est réduit par rapport au chat pur.
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IV.2.1 Mesure directe d’une fonction de Wigner Généralisée

Comme nous 1’avons vu au chapitre I, une méthode de mesure directe de la fonction de
Wigner a été proposée par Lutterbach et Davidovich [51] en 1997. Cette mesure repose sur
I’expression (1.66). En effet, cette formule montre que la fonction de Wigner de 1’état p au point
d’amplitude complexe @, W¥(«), est donnée par la valeur moyenne de la parité dans le champ
déplacé de I’amplitude complexe —a. La méthode de mesure de W*(«) est alors tres simple, il
suffit dans une premiere étape d’injecter un champ cohérent d’amplitude complexe —a afin de
déplacer I’état a mesurer dans le plan complexe :

0 = p(~a) = D(-a)pD(a). (IV.17)

La deuxieme étape consiste alors a mesurer la valeur moyenne de la parité dans 1’état p(—a). Pour
cela, on utilise la méthode décrite au I11.4.2 : le déphasage par photon doit donc étre parfaitement
linéaire (®(n) = m(n + 1/2)). On effectue alors une mesure QND du champ avec la phase ¢. La
différence des probabilités de détection P, — P, est alors donnée par :

Pe— P, = Tr(p(=@)Ea.(le), #)) — Tr(o(-a)E1a (12), ¢))
Tr(p(=a)(E1a(l€), #) = Era(18), ). (IV.18)

Si I’on reprend la définition (I11.26) avec ®(n) = m(n + 1/2), on obtient :
P, — P, = cos (®(0) — ¢) Tr (o(—a)II) . (IV.19)

Ainsi, quelque soit le choix de la phase de mesure ¢, on mesure bien la parité du nombre de
photons. Cependant, le contraste du signal mesuré est maximum pour ¢ = 7/2. On retrouve bien
la conclusion du paragraphe I11.4.2 : pour mesurer la parité du champ, il faut réaliser une mesure
QND avec ®(n) = n(n + 1/2) suivant la phase ¢ = m/2. Tout autre choix de phase n’a pour
seul effet que de réduire 1’amplitude du signal mesuré. Cette méthode permet alors de mesurer
n’importe quel point de la fonction de Wigner, et ainsi en principe, d’identifier sans ambiguité
I’état quantique du champ.

En réalité, il faut tenir compte de la non-linéarité du déphasage par photon. Le POVM (1I11.26)
introduit au chapitre précédent tient compte de cet effet. On définit alors 1’opérateur IT'(¢) :

'(¢) = Eralle),d) — Era(2). ¢)
cos (O(0) — ¢) 0 .
0 cos (D(1) — @) 0 .
0 cos (d2)—¢) O

= ' . (IV.20)

Contrairement au cas de I’opérateur II, I’observable mesurée dépend du choix de phase ¢. On
garde donc explicitement le parametre ¢ dans la définition de I1'(¢). En particulier, on peut
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mesurer deux phases orthogonales IT'(®(0)) et I[1'(®(0) + r/2). Ces deux quantités correspondent
a la partie réelle et imaginaire de 1’opérateur complexe IT :

A PO)-00)] 0 .
0 £IP(D)-0(0)] 0

B . 0 ei[¢(2)—¢’(0)] () o
I = IT(®(0)) + i1 (DO) + 71/2) = . (IV21)

Il est clair que lorsque le déphasage par photon est voisin de r, la partie imaginaire IT'(®(0) +
m/2) est quasiment nulle, et la partie réelle IT'(P(0)) est tres similaire a I1. On appellera parité
généralisée I’ « observable complexe » IT et on définit la fonction de Wigner généralisée :

W*(@)gen = Tr (D(-a)TID()). (IV.22)
Dont les parties réelles et imaginaires sont définies par des valeurs moyennes d’observables :

Re(W*(@)gen)
Im(W* (@) gen)

Tr [D(-)IT (®(0))D(a)] , (IV.23)
Tr [D(-=a)IT'(D(0) + 7/2)D()]. (IV.24)

La figure IV.5 rappelle la fonction de Wigner du chat de Schrodinger étudié précédemment et
montre a titre de comparaison les parties réelle et imaginaire de sa fonction de Wigner géné-
ralisée. On peut récapituler la méthode utilisée pour mesurer le point de la fonction de Wigner
généralisée d’amplitude complexe a sur I’état p :

1. Le champ est réinitialisé dans 1’état vide a 1’aide d’une série d’atomes résonnants.

2. On utilise la méthode de préparation ad’hoc pour que le champ dans la cavité soit dans
I’état p.

3. L’état p est d’abord déplacé dans le plan complexe de I’amplitude —« grace a I’injection
d’un petit champ cohérent.

4. Une série d’atomes traverse I'interférometre avant d’étre détectée. On compte le nombre
d’atomes détectés dans |e) et dans |g) au sein de cette réalisation particuliere.

5. Le protocole est ensuite répété un grand nombre de fois. Les résultats des détections ato-
miques venant des différentes réalisations sont moyennés ensemble afin d’évaluer la diffé-
rence des probabilités P, — P,, égale a la fonction de Wigner généralisée (partie réelle ou
imaginaire selon la phase de mesure) au point a.

La figure IV.2.1 montre des mesures expérimentales de la fonction de Wigner généralisée
(partie réelle) le long d’une coupe circulaire passant par les composantes classiques et le long
d’une coupe rectiligne au milieu des franges d’oscillations sur 1’axe réel. On a superposé les
données provenant du chat pair et du chat impair afin de mettre en évidence la diftérence entre les
composantes classiques autour desquelles les deux fonctions sont identiques et les interférences
quantiques autour desquelles elles sont opposées.
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(b) ()

F1Gure IV.5 — (a) Fonction de Wigner du chat [V, ) préparé a partir d’un champ cohérent contenant
3,5 photons en moyenne pour un désaccord 6 = 51 kHz, partie réelle (b) et imaginaire (c) de la
fonction de Wigner généralisée.

IV.2.2 Reconstruction de I’état « chat de Schriodinger »

Nous venons de voir une méthode permettant de mesurer directement une fonction appro-
chante de la fonction de Wigner. On ne peut cependant pas se satisfaire de cette analyse pour
plusieurs raisons. Premierement, la fonction mesurée n’est pas exactement la fonction de Wigner
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Ficure V.6 — Deux coupes de la partie réelle de la fonction de Wigner généralisée. La figure (a)
montre le résultat attendu théoriquement. Les valeurs mesurées sur la coupe rectiligne et sur la
coupe circulaire sont représentées respectivement en (b) et (c) en bleu (carrés) pour le chat pair
et en rouge (triangles) pour le chat impair. Les franges d’oscillations sont bien en opposition de
phase tandis que les composantes classiques sont identiques. Les fluctuations rapides des signaux
mesurés sont dues au bruit statistique.
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Ficure IV.7 — Les différents point de mesure de la fonction de Wigner généralisée «, dans le plan
complexe.

du champ. De plus, Les points mesurés sont tous entachés d’un bruit statistique et le nombre de
points dont nous disposons ne permet pas de réaliser une interpolation satisfaisante de la fonction
en tout les points de 1’espace des phases. En outre, la fonction de Wigner possede une certaine
régularité 2. Ainsi, les différents points de la fonction de Wigner apportent une information re-
dondante et nous verrons qu’il suffit en pratique d’un petit nombre de points de mesure pour
pouvoir reconstruire 1’état.

La méthode du maximum de 1’entropie présentée au chapitre I permet naturellement de réa-
liser cette reconstruction. Les valeurs de la fonction de Wigner généralisée en différents points
du plan complexe seront les observables utilisées pour contraindre la matrice densité. Ces quan-
tités directement accessibles a 1’expérience ont toutes les chances de contraindre completement
la matrice densité a cause de leur ressemblance avec la fonction de Wigner. On notera {G(a;)}
les différentes observables correspondant a la mesure de la partie réelle de la fonction de Wigner
généralisée au point d’amplitude complexe «;, et on notera g; les valeurs moyennes mesurées :

g = (G(@)) = Tr| D(a)pD(~a;) cos(@(K) ~ (0)|. (IV.25)

Il est tres simple de varier la phase ou I’amplitude du nombre complexe @ en balayant la
fréquence du générateur servant a injecter le champ dans la cavité ou la durée de 1’injection.
Nous pouvons ainsi facilement obtenir différentes « coupes » de forme circulaires ou rectilignes
dans le plan complexe. La figure IV.7 montre par exemple les différents points «; utilisés pour
reconstruire un état chat de Schrodinger. Au total, nous disposons de Npoins ~ 600 couples
(a;, g;). L’état doit alors vérifier le jeu de contraintes :

Tr(pG(a))) = gi, (IV.26)

2. Ceci est d’autant plus vrai que I’espace de Hilbert est restreint.
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tout en présentant 1’entropie la plus grande possible. Nous avons vu au chapitre I qu’une méthode
pour résoudre ce probléme consiste a partir d’'une matrice densité de la forme :

1
po = exp [— > /lVGV] (IV.27)

et de trouver la valeur des multiplicateurs de Lagrange A, qui minimise I’écart aux points expé-
rimentaux :

M
X =) (Tr(pG)) - g’ (IV.28)
v=1
La figure IV.8(a) présente le résultat obtenu en réalisant toutes les opérations dans un espace
de Hilbert treés grand (N = 20). On distingue déja a ce stade les caractéristiques physiques at-
tendues : deux composantes classiques nettement séparées et un jeu de franges oscillants entre
valeurs négatives et positives au centre. Néanmoins, la fonction de Wigner présente de nom-
breuses « vaguelettes » sans origine physique. Ces oscillations rapides sont dues au bruit statis-
tique que I’on peut observer par exemple sur la figure [V.2.1. En effet, en permettant les nombres
de photons tres élevés, on autorise des oscillations tres rapides de la fonction de Wigner gé-
néralisée. Ainsi, pour s’ajuster sur les fluctuations statistiques des données expérimentales, la
matrice densité va faire intervenir des nombre de photons élevés correspondant a des bruits a
haute fréquence sur la fonction de Wigner. En quelque sorte, ce probleme est inhérent a la mé-
thode d’entropie maximum puisque la matrice densité choisie doit impérativement reproduire
les valeurs moyennes mesurées. Afin de lisser ces oscillations rapides, on peut utiliser un argu-
ment physique. Etant donnée 1’énergie injectée initialement dans la cavité, on sait que le nombre
de photons dans le champ ne peut excéder une dizaine. On va donc reconstruire 1’état dans un
espace de Hilbert de dimension réduite. De plus, I’état obtenu n’est pas centré sur I’origine de
I’espace des phases, mais entre les deux composantes classiques au point d’amplitude complexe
Qeenre = 0,8. Cela signifie que le nombre de photons moyens sera le plus faible si I’on définit
I’ origine des phases au point @ ... On va donc effectuer la reconstruction en choisissant ce point
pour origine de I’espace des phases et en utilisant des opérateurs G, tronqués jusqu’a N = 10. On
effectue alors I’opération formelle suivante sur la matrice densité obtenue afin de la redéplacer
dans ’espace des phases? :

pP= D(acentre)pD(_acentre)- (IV29)

La figure IV.8(b) montre le résultat obtenu. Les oscillations rapides ont bel et bien disparu de
la fonction de Wigner reconstruite. La figure IV.9 présente les données expérimentales pour les
deux coupes présentées plus tot, ainsi que la valeur moyenne obtenue par les différentes procé-
dures de reconstruction. On voit que les deux dernieres procédures reproduisent assez bien les
différents motifs obtenus. Cependant, les grandes excursions de la valeur moyenne mesurée (a
I’occasion des passages dans les composantes classiques et les franges d’oscillation) sont tou-
jours sous-évaluées. Ceci est certainement dii au fait que la plupart des points expérimentaux

3. Cette opération est effectuée dans un espace de Hilbert agrandit afin de ne pas distordre 1’état du champ dans
I’ opération.
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W(a) - 2/x

W(a) - 2/x

Ficure IV.8 — (a) Fonction de Wigner de I’état chat de Schrédinger pair reconstruit par entropie
maximum dans un espace de Hilbert de dimension 20. (b) Le méme état reconstruit dans un
espace de dimension 11 centré autour de I’amplitude complexe @ enye. (€) A présent, on utilise
en plus la loi (IV.31) pour pondérer I’'importance des différents points expérimentaux. (d) La

derniere étape consiste a tronquer la matrice densité finale en une matrice de dimension 11 (apres
application du déplacement D(@centre)-
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mesurent un signal proche de 0. Ainsi, I’ajustement sur les données expérimentales s’efforce es-
sentiellement de reproduire le bruit statistique autour de 0 plutot que de reproduire les quelques
motifs intéressants ou le signal prend des valeurs conséquentes. Afin de donner plus de poids
aux motifs intéressants, on pondere simplement les contraintes en fonction de la valeur moyenne
mesurée. On a par exemple utilisé la loi suivante :

1
0,1+ (g, + 0,052

(IV.30)

Ky

Le résultat est donné sur la figure IV.8(c). L'état a encore une fois été reconstruit dans un espace
de Hilbert de dimension 11 centré sur @ enye. Cette fois, la minimisation de la distance aux points
a été réalisée avec la fonction suivante :

MT Gv_v2
XQ:Z(T(PO ) g)'

Ky

aIV.31)

v=1

La figure IV.9 permet de se rendre compte que 1’ajustement passe a présent beaucoup mieux
par les points de forte valeur absolue. Finalement, afin de lisser la fonction de Wigner obtenue,
on tronque les nombres de photon supérieurs a n = 10 dans la matrice densité résultant du
dernier déplacement (IV.29). Encore une fois, I’argument physique utilisé est que le champ ne
peut pas contenir des nombres de photons plus grand que le champ cohérent injecté initialement.
Le résultat final est représenté sur la figure (IV.8(d)).

La fidélité de I’état reconstruit p par rapport a 1’état pur (IV.2) peut se calculer par la simple
formule :

[ =Tr(pl Xy’ ]) = 0,43. Iv.32)

Pour tenir compte du contraste fini de I’interférometre, on doit définir la fidélité de deux mélanges
statistiques p; et p,. La formule généralement utilisée dans la communauté est la suivante [98] :

2
f= Tr[ VP1p2 \/p_l] . (IV.33)

Elle possede toutes les propriétés naturelles attendues pour une telle grandeur. On peut alors
calculer la fidélité de 1’état reconstruit par rapport au chat obtenu avec un interférometre de
contraste fini. Par exemple, avec un interférometre de contraste 54 %, on obtient une fidélité
f =0,64.

Si1’état obtenu présente qualitativement toutes les caractéristiques physiques attendues, 1’étude
quantitative de sa fidélité par rapport a 1’état idéal montre qu’il reste une grande marge pour de
possibles améliorations. Nous avons toutefois reconstruit des chats de Schrodinger de tailles plus
modeste. Dans ce cas, la reconstruction est plus facile car la dimension réduite de 1’espace de
Hilbert diminue d’autant le nombre de degrés de liberté. La figure IV.10 montre par exemple la
fonction de Wigner d’un état chat de Schrodinger crée a partir d’un champ cohérent contenant
2,1 photons en moyenne. L’état a été reconstruit dans un espace de Hilbert de dimension 7 et
le poids des contraintes associées a chacun des points de mesure est identique. Les fidélités de
I’état pair et de 1’état impair par rapport a 1’état pur correspondant sont respectivement 66,7 % et



IV.2. Reconstruction des états par entropie Maximum 139

valeur mesurée

valeur mesurée

_02 | | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

angle [n]
(b)

F1GURE IV.9 — Les valeurs mesurées pour les points expérimentaux de la figure IV.2.1 dans le cas
du chat impair sont représentés par les croix noirs. La ligne en pointillés rouges correspond aux
valeurs obtenues dans le cas de la reconstruction directe dans un espace de Hilbert de dimen-
sion 20 (voir IV.8(a)). La ligne interrompue verte correspond a la reconstruction dans un espace
tronqué de dimension 11 (voir IV.8(b)). Enfin la ligne en tirets bleues représente les points ob-
tenus lorsqu’on pondere I’'importance des points expérimentaux suivant la valeur mesurée (voir
IV.8(c)).
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72,9 %. Ces fidélités montent a 89,0 % et 78,7 % lorsqu’on considere un état idéal préparé avec
un interférometre de contraste fini ¢ = 0,7. On obtient méme les fidélités de 90,8 % et 85,4% en
introduisant un champ cohérent a hauteur de 3 % dans 1’état idéal pour le chat pair et de 7 % pour
le chat impair. Ainsi, pour cet état de plus petite taille, I’essentiel des imperfections est di a la
préparation imparfaite du champ. La reconstruction quant a elle reproduit assez fidelement 1’ état
préparé.

Nous allons tout de méme voir dans la suite que tout espoir n’est pas perdu pour reconstruire
efficacement des états de « grande taille » nécessitant un espace de Hilbert plus grand.

Im@) 0 2 2 ORé@  Im@ 0 2
(a) (b)

- 2
2 OR&(w)

Ficure 1V.10 — Les fonctions de Wigner d’états chat de Schrodinger pairs et impairs reconstruits
par la méthode d’entropie maximum. Ces états ont été préparés par interaction d’un atome avec
un champ cohérent de 2,1 photons en moyenne. Le désaccord est de 65 kHz. La reconstruction a
lieu dans un espace de Hilbert de dimension 7.

IV.2.3 Reconstruction des états de Fock

Afin de compléter notre galerie d’états non-classiques du champ, nous avons également re-
construit les états de Fock produits par la méthode de mesure non-destructive du nombre de
photons. Nous allons voir dans une premiere partie le protocole exact utilisé pour produire les
états de Fock |0), [1), |2), |3) et |4). Nous présenterons les fonctions de Wigner obtenues apres
reconstruction de 1’état par la méthode d’entropie maximum.

IV.2.3.a Préparation

La préparation des états de Fock a lieu en plusieurs étapes :
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1. La cavité est réinitialisée dans 1’état vide a 1’aide d’une série d’atomes résonnants.
2. Un champ cohérent de 7 photons en moyenne est injecté dans la cavité.

3. Le champ est mesuré par 250 paquets atomiques séparés de 81 us. Le flux atomique est
réglé a environ 0,2 atomes par paquet, ainsi on détecte environ 50 atomes dans chaque
réalisation. La moiti€ des atomes est détecté suivant la phase ¢ = 0, et ’autre moitié
suivant ¢ = /2.

Le désaccord choisi est de 6 = 27 - 120 kHz. Il correspond approximativement a un déphasage
par photon de @, = x/2. La valeur choisie résulte d’'un compromis entre la meilleure prépara-
tion des états de Fock et I’efficacité de la reconstruction par entropie maximum. En effet, afin
de distinguer parmi le plus grand nombre d’états de Fock possibles, on a intérét a utiliser un
grand désaccord tel que celui utilisé dans les expériences du chapitre précédent. Au contraire, en
réduisant la valeur du déphasage par photon on brouille de plus en plus la fonction de Wigner
généralisée. Nous avons choisi un désaccord intermédiare permettant de compter le nombre de
photons modulo 4 tout en mesurant une fonction de Wigner généralisée proche de la fonction de
Wigner.

Optimisation de la préparation des états Dans le chapitre précédent, nous avons décrit la
méthode de mesure des états nombre par décimation des populations. Nous n’avons pas du tout
tenté d’introduire I’effet de la relaxation dans notre analyse. En effet, le but de ces expériences
était dans une certaine mesure d’observer 1’effet de la relaxation sur les populations atomiques.
Il aurait donc été peu convainquant d’introduire au préalable notre connaissance de la relaxation
dans I’analyse. Pour la préparation des états de Fock, au contraire, on peut se permettre d’utiliser
toute notre connaissance sur le champ afin d’affiner au maximum la préparation des états dési-
rés. On va donc ajouter dans 1’analyse faite au 111.4.4, I’effet de la relaxation entre deux atomes
successifs. De plus, cette fois, il n’y a pas de raison d’initialiser la décimation avec une distribu-
tion de population plate. En effet, nous connaissons 1’amplitude du champ cohérent injecté 7 et
pouvons donc en déduire les populations de I’état initial.

"

Py (n) = e‘”;. (Iv.34)
L’évolution de notre connaissance sur le champ a I’occasion de la détection de chaque atome
est toujours décrite par (II1.69). Cependant, entre deux atomes successifs, le champ évolue sous
I’effet de la relaxation. En particulier, I’équation pilote (II1.85) donne 1’évolution des populations.
Ainsi, en intégrant numériquement le systeme d’équations différentielles, on obtient aisément
I’évolution des populations pendant la durée At séparant deux détections atomiques successives.
En partant de la distribution de population P, (n) et en alternant le calcul de la relaxation entre
deux atomes successifs et la transformation (I11.69), on peut calculer les populations { P, (n)} 2
I’issue de I’ensemble de la procédure de préparation.

Méme si les atomes mesurent le nombre de photons modulo 4, il n’est pas nécessaire de
réaliser I’analyse sur des distributions ne contenant que 4 photons au maximum. En effet, le
calcul proposé ici tient compte de toute I'information dont nous disposons sur I’état du champ.
En particulier, lorsque le champ cohérent initial présente une probabilité négligeable d’avoir plus
de 4 photons, I’information est prise en compte dans la distribution initiale Py (n).
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Sélection des états de Fock La préparation des différents états de Fock est probabiliste. En
effet, par nature, le résultat de la mesure du nombre de photons est aléatoire. Cependant, on peut
trier a posteriori les réalisations suivant le nombre de photons trouvé. De plus, on va rejeter les
réalisations dans lesquels le résultat est ambigu. Le tri est réalisé a 1’aide de la distribution finale
Pgna(n). On utilise deux séquences différentes pour préparer les états |0), |1), |2) et |3) d’une
part et |[4) d’autre part. Les premiers sont préparés en mesurant le nombre de photons dans un
champ contenant 1,5 photons en moyenne. La figure IV.11 montre les populations dans un tel
état. La population dans n = 4 est négligeable devant la population dans » = 0. La situation
est donc similaire a celle du chapitre III. La mesure du nombre de photons modulo 4 produit
essentiellement les nombres de photons 0, 1, 2 et 3.

Afin d’obtenir I’état n = 4, on injecte un champ contenant 5,5 photons en moyenne. La
population d’un tel état est donnée sur la figure IV.11. Cette fois, la population dans [|4) est
majoritaire devant la population dans |0). La distribution initiale P, (n) favorise donc nettement
le premier par rapport au deuxieme. Ainsi, on obtiendra de nombreuses trajectoires quantiques
pour lesquelles la probabilité finale Pgp,(4) est majoritaire. Cependant, la qualité de la sélection
devient de moins en moins bonne lorsque le nombre de photons augmente car le temps de vie
des nombres de photons élevé devient de plus en plus faible. Ainsi, I’effet de la relaxation entre
deux mesures se fait de plus en plus sentir. Nous avons ainsi fixé des seuils différents sur les
probabilités des différents états de Fock. Les réalisations pour lesquelles Pg,a(n) > 0,9 sont
sélectionnées pour 1’état |n) pour n = 0, 1,2 et 3. Les réalisations pour lesquelles Pgpq(4) > 0,8
sont sélectionnées pour [4).

(2) (b)

Ficure IV.11 — Population des différents états de Fock dans un champ cohérent contenant (a) 1,5
photons en moyenne, (b) 5,5 photons en moyenne.

IV.2.3.b Reconstruction

Compte tenu de la valeur du désaccord (6 = 120kHz), le déphasage par photon est proche de
m/2. Dans cette situation, les parties imaginaires et réelles de la fonction de Wigner généralisée
contiennent autant d’information 1I’une que I’autre. La figure I'V.12 montre les différents points de
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Ficure V.12 — Représentation dans le plan complexe des points de mesure utilisés pour recons-
truire les états de Fock. Les points bleus correspondent aux points de mesure de la partie réelle
de la fonction de Wigner généralisée. Les triangles rouges sont les points ou 1’on a mesuré sa

partie imaginaire.
mesure a, dans le plan complexe, nous avons mesuré la partie réelle de la fonction de Wigner gé-

néralisée pour les points bleus et la partie imaginaire pour les triangles rouges. La reconstruction

a alors lieu comme décrit dans la partie 1.1.5.b en utilisant les opérateurs :
(IV.35)

G(ay) = D(a)Il'(9(0))D(—ay)
(IV.36)

pour les premieres mesures, et
G'(a,) = D(ap)Il'(D(0) + /2)D(—a)

pour les secondes. Les matrices densités reconstruites pour les états |0), |1), |2), |3) et |4) ainsi
que les fonctions de Wigner correspondantes sont données sur les figure IV.13 a IV.15.
Afin de comparer ces états aux états de Fock idéaux, on calcule la fidélité :

f = (nlpln).

(Iv.37)
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(c) 1) (d) 1)

Ficure IV.13 — Modules des éléments des matrices densités reconstruites ((a) et (¢)) et fonctions
de Wigner correspondantes ((b) et (d)) pour les états de Fock |0) et |1).
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() 12)

(a) 12)

(d) 13)

(c) 13)

Ficure IV.14 — Modules des éléments des matrices densités reconstruites ((a) et (¢)) et fonctions

de Wigner correspondantes ((b) et (d)) pour les états de Fock |2) et |3).
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(b) 14)

Ficure IV.15 — Modules des éléments de la matrice densité reconstruite (a) et fonction de Wigner
correspondante (b) pour I’état de Fock |4).

La fidélité n’est autre que la population dans I’état de Fock cible. On obtient f = 0,89, 0,98, 0,92,
0,82 et 0,51 pour les 5 états de Fock reconstruits. Le défaut essentiel que I’on peut remarquer sur
les matrices densités des états de n élevés consiste en un pic parasite sur le coefficient diagonal
n — 1. Ce pic est dii a la relaxation de 1’état entre la préparation et la reconstruction. En effet, la
mesure de la fonction de Wigner généralisée a lieu grace a une série de 100 paquets atomiques
séparés de 81 pus commencant prés d’une milliseconde apres la préparation des états de Fock *.
Ainsi, le milieu de la fenétre de détection correspond a un délai de At = 5 ms apres la fin de la
préparation des états de Fock. On peut alors calculer cet effet au premier ordre en At/z.,,. D apres
la formule (II1.85), si on suppose que les niveaux autres que ny sont initialement vides, le taux
de croissance initiale de |ny — 1) est donné par :

dP(ny—1,t=0)

m = k(1 + np)ngP(nyg, 0). (IV.38)

ou n, = 0,05 est le nombre de photons thermiques a 0,8 K, et k = 1/7". On trouve ainsi au bout

4. Ce délai est le temps nécessaire pour appliquer I’impulsion micro-onde de déplacement. En effet, on doit
attendre que les atomes soient détectés avant d’appliquer cette impulsion, sous peine de détruire leur état interne.
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de At le rapport des populations :

P(0, At)/P(1, AP)

At
—(L+m) 1=4%

cav

P(1,AD/P2,At) = 8,1%
PQ2,AD/P(B, A = 12,1%
PG, AD/PA4, A = 16,2 %. (IV.39)

On peut comparer ces prédictions aux résultats expérimentaux :

PO,AD/P(1,A) < 1%
P(1,AD/PQ2, A1) = 45%
PQ2,AHD/P(3,At) = 16%
P3,AH)/P(4, A1) = 26%. (IV.40)

Les chiffres obtenus sont donc en assez bon accord avec la prédiction théorique.

On peut également noter sur la matrice densité de I’état [4) une contamination par I’état |0).
Ceci a pour origine la périodicité modulo 4 de la mesure QND. Finalement, on note la présence
d’éléments non-diagonaux non-nuls de la matrice densité et de fagon équivalente, une dépen-
dance angulaire de la fonction de Wigner. Ces imperfections sont dues au bruit statistique de
la reconstruction. En particulier, il ne faut pas y voir une manifestation des cohérences entre
I’état |0) et |4), puisque, comme nous I’avons vu au II.4.4, lorsque la mesure sélectionne de
facon ambigué différents états de Fock, 1’état produit est un mélange statistique plutot qu’une
superposition cohérente des deux états de Fock.

IV.3 Méthode du maximum de vraisemblance

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode de reconstruction par maximisation de
la vraisemblance au contexte de notre expérience. Dans une premiere partie, nous mettrons en
oeuvre la méthode sur les données réelles obtenues lors de la derniere série d’expérience. Plus
précisément, nous réutiliserons les données correspondant a I’état « chat de Schrodinger » de la
figure (IV.8). Nous tenterons ensuite de définir le jeu de parametres expérimentaux le mieux
adapté a cette méthode de reconstruction.

IV.3.1 Reconstruction sur les données réelles

Pour bien comprendre ou se situe la différence essentielle entre la méthode d’entropie maxi-
mum et de maximum de vraisemblance, nous allons revenir sur le procédé expérimental utilisé.

1. Le champ est réinitialisé et préparé dans 1’état p a déterminer.

2. Le champ subit un déplacement D(«, ).
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3. Une série d’atomes interagit avec le champ déplacé p(«,) avant d’étre détectée. Les atomes
sont tous détectés avec une méme phase ¢ de I’interférometre. Notons i, le résultat de la k°
détection atomique (i; = |e) ou |g)).

4. Les étapes précédentes sont recommencées avec le méme déplacement «, pour accumuler
suffisamment de statistique avant de passer au point suivant.

Dans la méthode d’entropie maximum, les détections atomiques provenant de toutes les réalisa-
tions de I’expérience effectuées avec un méme déplacement «, sont moyennées entre elles pour
obtenir la probabilité de détecter un atome dans |g). Le point de départ de la méthode de maxi-
misation de la vraisemblance consiste au contraire a attribuer un opérateur du POVM a chaque
mesure effectuée sur une nouvelle réalisation du systéme. Dans notre cas, il faut noter que chaque
réalisation du champ est mesurée par plusieurs atomes. Ainsi, une mesure du champ par la série
de N, atomes ayant donné les résultats {ix}xe(1.n, €St décrite par I’opérateur :

Exa = | | Eralits ). (IV41)
k

Cependant, la mesure a eu lieu sur le champ déplacé et non sur le champ initial. La probabilité P
d’obtenir la série {i(k)}e1 n,) €st donc donnée par :

P = Tr(p(a'v)ENat.)

Tr(D(a'v)pD(_av)ENat.)

Tr(oD(-a,)Ena. D(@))). (IV.42)
(Iv.43)

On identifie donc immédiatement 1’ opérateur du POVM correspondant au résultat ({i;}, @, ) :
E({ir}, @y) = D(-a,)Ena D(@,). (IV.44)

En fin de compte, il n’existe qu’un nombre fini d’opérateurs possibles. L’ordre dans lequel sont
détectés les atomes n’ayant pas d’importance, la simple donnée du nombre d’atomes détectés
dans |e) suffit a définir la partie atomique du POVM. 1l existe donc au total Ny - Npoins Opérateurs
différents. On ne considérera que les N, = 5 premiers atomes afin d’obtenir un temps de mesure
comparable 2 celui utilisé dans la méthode d’entropie maximum? :

Enu(no) = El¢ (le), )EY (g, p), (IV.45)

ou n, est le nombre d’atomes détectés dans |e) parmi les N, premiers atomes détectés. Ainsi,
I’opérateur total s’écrit :
Enac (ne, @) = D(=ay) Ena. (ne) D(@y). (IV.46)

Par exemple, dans le cas du chat de Schrodinger que nous allons reconstruire, le nombre de
points de déplacements différents est de 600 et le nombre d’opérateurs différents est de 3000 (5

5. A cause des collisions assistées par la cavité, le flux atomique doit étre réduit drastiquement lorsque les atomes
sont proches de résonance (voir II1.3.3). C’est pourquoi, dans ce régime de faible désaccord on doit se contenter d’un
nombre d’atomes aussi faible pour garder un temps de mesure raisonnable.
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résultats atomiques différents possibles). A présent, il s’agit de lister les fréquences d’apparition
de chacun de ces résultats. On notera N,,, le nombre d’occurrences du résultat (a,,n,). Nous
avons vu au chapitre III que I’estimation réalisant le maximum de vraisemblance s’obtient en
itérant la transformation suivante :

R(pn)an(pn)
= , V.47
Pl = TR (0n)ouR (1) (v4n
avec N E
R(p) — A Nat.(ne’ a’v) (IV48)

L4 T [pE yar (e, )]

La figure IV.16 montre les matrices ps, 029, P100, Obtenues en partant de po = 1/N dans un espace
de Hilbert de dimension N = 30. La figure IV.17(a) montre la fonction de Wigner calculée a
partir de la matrice densité pjq.

D’une fagon similaire a ce qui a été fait dans la méthode d’entropie maximum, afin de régu-
lariser la fonction de Wigner obtenue, on peut tronquer la dimension de 1’espace de Hilbert. On
utilise la méme astuce qui consiste d’abord a déplacer 1’état au centre de I’espace des phases en
lui appliquant la transformation formelle :

P D ( —centre )P D (a'centre) . (IV49)

La matrice densité est ensuite tronquée en une matrice 9 X 9, puis renormalisée. La trace de
la matrice obtenue a I’issue de la troncature est de 0,95, ce qui montre que I’essentiel de la
population se situe dans les nombres de photons inférieurs a 9. Finalement, la fonction de Wigner
de I’état obtenu est représentée sur la figure IV.17. La fidélité de 1’état par rapport a 1’état pur
I‘Pl’m) est de 0,34. La fidélité incluant le contraste de 1’interférometre est de 0,49. Ces chiffres sont
toujours assez faibles et sont liés a des imperfections que I’on peut observer sur la fonction de
Wigner. On remarque que les deux composantes classiques sont déséquilibrées 1’une par rapport
a I’autre. On peut également tenter de reconstruire avec la méme méthode le chat de Schrodinger
impair. La fonction de Wigner obtenue est représentée sur la figure IV.17. Les fidélités par rapport
au chat pur et au chat tenant compte du contraste sont comparables aux valeurs précédentes (0,34
et 0,51 respectivement). Cette fois, les composantes classiques ont un poids égal, par contre, les
franges d’interférences semblent légerement distordues. Nous discuterons un peu plus loin de
I’ origine possible de ces effets.

IV.3.2 Mesure du nombre de photons déplacé

A présent, nous allons adopter une nouvelle approche, qui nous permettra de comprendre
que la méthode précédente n’extrait pas autant d’information que possible sur le systeme. Cette
technique a été utilisée par le passé pour reconstruire les états quantiques I’état quantique du
mode de vibration d’un ion piégé [7] et celui d’un résonateur linéaire a 1’aide d’un quBit supra-
conducteur [25]. Les données issues de notre expérience ne sont pas adaptées a cette méthode,
mais son étude nous aidera a mieux comprendre comment choisir le type de mesures permettant
la reconstruction la plus efficace.
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(© (d)

Ficure IV.16 — Modules des 15 premiers éléments de la matrice densité (a) ps, (b) p20, (¢) pso €t
(d) p10o- La matrice densité converge vers le point fixe de la transformation.
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FiGure 1V.17 — (a) Fonction de Wigner du chat pair calculée a partir de la matrice densité pgo. (b)
La fonction de Wigner a été obtenue en déplacant 1’état p,oo de I’amplitude —@enye, €n tronquant
la matrice obtenue a la dimension 9, en la renormalisant et en la redéplacant de I’amplitude @cepye.
(c) Fonction de wigner du chat impair, obtenue de la méme maniere.
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Dans les deux cas, les auteurs disposent de techniques permettant de mesurer les populations
d’un état quantique. Afin de reconstruire completement la matrice densité, la méthode utilisée
est similaire a la notre : I’état est déplacé par homodynage en différents points de 1’espace des
phases avant de réaliser une mesure portant sur les populations de 1’état déplacé. La figure IV.18
illustre cette idée en montrant les différentes distributions de population obtenues pour un état
chat de Schrodinger déplacé en différents points «, de I’espace des phases.

Apres avoir accumulé un certain nombre de mesures, 1’expérimentateur posseéde un ensemble
de distributions de populations {P,(n)} correspondant a chacun des déplacements «, dans 1’espace
des phases. L’état du champ doit alors vérifier « au mieux » le jeu d’équations :

P,(n) ~ Tr [ D(a,)pD(-a,)|n){n|] . (IV.50)

Ce jeu d’équations forme un systeme linéaire sur-contraint portant sur les éléments de la matrice
densité. On peut se contenter d’inverser ce systeme pour estimer la matrice densité qui satisfait
au mieux les contraintes (IV.50) au sens des moindres carrés. Cette technique a déja été utilisée
telle quelle dans les groupes de J. Martinis [25] et D. Wineland [7].

Cette méthode est assez instructive. En effet, nous avons vu au chapitre précédent que la
mesure QND du nombre de photons appliquée sur un grand nombre de réalisations permettait
d’accéder a la distribution de population. On notera par exemple la similarité entre la figure
III.12 du chapitre précédent et la figure IV.18 (b) de I’exemple ci-dessus. On peut alors imagi-
ner reconstruire des histogrammes de ce type apres avoir déplacé le champ pour appliquer une
telle méthode d’inversion linéaire. La quantité d’information apportée par chaque réalisation du
champ grace a ce procédé est alors facile a comparer a celle obtenue par la mesure d’une fonction
de wigner généralisée sur une seule réalisation du champ. On considérera en particulier les deux
cas limites suivants :

— Si le déphasage par photon est rigoureusement donné par ®(n) = n(n + 1/2), I’observable
que nous mesurions précédemment est la parité du champ déplacé (ou encore fonction de
Wigner au point «@,). Chaque réalisation du champ donne alors une information binaire.
En effet, bien que le champ soit mesuré par plusieurs atomes, ils doivent tous donner le
méme résultat puisqu’ils réalisent une mesure projective du champ. En réalité, I’utilité de
détecter plusieurs atomes se limite a I’élimination des erreurs de I’interférometre.

— Au contraire, avec la méthode proposée dans ce paragraphe, a la limite ou le nombre
d’atomes utilisés dans une fenétre de mesure est suffisamment grand, on réalise une me-
sure projective du nombre de photons. Supposons qu’on arrive a résoudre les nombres de
photons de 0 a 7 comme dans le chapitre précédent. Chaque réalisation du champ apporte
alors 3 bits d’information, soit 3 fois plus que la méthode précédente.

En effet, on comprend aisément que la parité moyenne du champ soit une grandeur moins intéres-
sante que I’histogramme complet des populations. En réalité, compte tenu du nombre d’atomes
détectés pendant le temps de mesure, la mesure n’est pas tout a fait projective. Cependant, nous
avons vu au III.4.4.d une méthode de décimation itérative permettant de reconstruire les popu-
lations du champ méme dans le cas ou la projection est incomplete. On peut donc s’attendre a
obtenir, pour un nombre de répétitions de |’expérience identique, une meilleure reconstruction
en utilisant la technique décrite ici.
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FiGure IV.18 — (a) La fonction de Wigner d’un chat de Schrodinger pair idéal [V, = (|8) +
| — B/ N, avec B = i V2. Les histogrammes (b) a (e) représentent les populations dans les états
déplacés de I’amplitude complexe «,. L’histogramme (b) représente la distribution de popula-
tion dans I’état non-déplacé (a; = 0). Seuls les nombres pairs de photons sont peuplés, ce qui
implique que W!*»i”(0) = 2/x. La figure (c) représente la population de 1’état déplacé de I’am-
plitude complexe @, = S. L’état apres déplacement s’écrit donc [¥) = (|0) + | — 28))N,. La
distribution de population est bien essentiellement la moyenne entre celle de 1’état vide et celle
d’un champ cohérent centré autour de 2 V2 (donc autour de # = 8). Les deux dernieres valeurs
de «, sont quelconques
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En réalité, cette méthode d’inversion linéaire n’est pas pleinement satisfaisante. A cause du
bruit statistique, la matrice densité obtenue en inversant le systéme peut étre non-physique. En
outre, puisqu’on commence par reconstruire les populations a 1’aide de la méthode du maximum
de vraisemblance, il semble bien naturel de mener cette méthode jusqu’au bout. On va donc
adapter la méthode du maximum de vraisemblance au cas d’une mesure atomique similaire a
celle décrite au chapitre précédent.

IV.3.3 Choix des parametres pour la méthode du maximum de vraisem-
blance

On va donc considérer la séquence expérimentale suivante :

1. Le champ est réinitialisé et préparé dans 1’état p a déterminer.

2. Le champ subit un déplacement D(«, ).

3. Une série d’atomes réalise une mesure QND du nombre de photons.
4

. Les étapes précédentes sont recommencées avec le méme déplacement a, pour accumuler
suffisamment de statistique avant de passer au point suivant.

Au fond, la seule différence avec la méthode présentée au paragraphe IV.3.1 est la nature de la
mesure atomique a I’étape 3 (voir figure IV.19). Les données que nous avons prises lors de la der-
nicre série d’expériences étaient destinées a étre traitées par I’algorithme d’Entropie maximum.
Nous avons donc réalisé une mesure atomique aussi proche que possible d’'une mesure de parité
(voir 1I.4.2). Nous comprenons a présent qu’il aurait été plus judicieux de réaliser une mesure
QND permettant de distinguer un grand nombre d’états de Fock comme au paragraphe 111.4.4. Il
aurait donc fallu utiliser un grand désaccord correspondant a un déphasage par photon faible et
plusieurs phases de mesure permettant de décimer correctement les nombres de photons.

Nous allons tout de méme inclure la possibilité d’utiliser plus d’une phase de mesure par réa-
lisation du champ dans le formalisme de la méthode du maximum de vraisemblance présentée
un peu plus haut. En effet, pour décimer au mieux les populations dans I’état déplacé, les atomes
interagissant successivement avec le champ doivent étre détectés suivant des phases différentes.
Afin de simplifier au maximum la procédure de reconstruction, on supposera que les atomes
sont détectés suivant deux phases de mesure orthogonales ¢; et ¢, = ¢; + /2. De plus, nous
n’utiliserons que les N, /2 premiers atomes détectés suivant chaque phase. Puisque 1’ordre dans
lequel sont détectés les atomes n’a pas d’importance, la partie atomique du POVM est parfaite-
ment définie par la donnée du nombre d’atomes n,; détectés dans |e) suivant la phase ¢, et du
nombre d’atomes n,, détectés dans |e) suivant la phase ¢». Il existe donc au total (N /2)? * Npoints
opérateurs différents :

Ena (o1, n2) = EfL(le), ¢1) - EN>7(|g), 1) - ET2 (le), ) - EY/>"2(1g), 1), (IV.51)
et I’opérateur total s’écrit :

ENat.(nela Ne, a'v) = D(_a'v)ENat.(nela neZ)D(av)~ (IV52)
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FiGure IV.19 — Schéma de principe de la procédure de reconstruction. La mesure a lieu en 3
étapes successives. La derniere étape consiste a mesurer le champ déplacé par interférométrie
atomique. (a) Les données expérimentales dont nous disposons ont été prises avec un réglage
voisin de celui de la mesure de parité (voir I11.4.2). (b) Il est plus avantageux d’utiliser un réglage
permettant de distinguer parmi un grand nombre d’états de Fock (voir 111.4.4).



156 Chapitre 1V. Préparation et reconstruction d’états non-classiques du champ

On utilise ensuite toujours la méme méthode itérative pour maximiser la vraisemblance. Re-
marquons a présent que dans le cas ou @, = 0, le POVM obtenu est le méme que celui de la
mesure QND a plusieurs atomes (II1.74). La méthode proposée ici n’est donc rien d’autre que
I’extension de la méthode présentée au paragraphe I11.4.4.d au cas ou la mesure QND est pré-
cédée d’un déplacement. Nous allons d’ailleurs étudier comme précédemment ce que devient le
POVM a la limite ou le nombre d’atomes utilisés est grand.

Limite des opérateurs du POVM Nous avons vu au chapitre précédent que la mesure ato-
mique se simplifiait en une mesure de von Neumann du nombre de photons dans la limite des
grands nombres d’atomes. Afin de mieux comprendre 1’observable mesurée dans le cas général
d’un déplacement non-nul, on peut réécrire les opérateurs (IV.52) a la limite des grands nombres
d’atomes :

Ew(n, @) = D(=a,)|n)n|D(ay). (IV.53)

Ces opérateurs sont des projecteurs sur les états de Fock déplacés |n)_,, :
In)-q, = D(=a,)In). (IV.54)

En particulier, on voit que pour effectuer une mesure de von Neumann de cette quantité, il fau-
drait que la mesure soit décrite par un opérateur de Kraus correspondant a ce méme projecteur.
Il conviendrait donc d’abord de déplacer le champ de —a,, mesurer projectivement le nombre de
photons et finalement redéplacer le champ de «,. Dans notre protocole, cette derniere étape est
absente, nous ne réalisons donc pas une mesure non-destructive du « nombre de photons déplacé »,
nous reviendrons sur ce point au chapitre suivant. Néanmoins, les probabilités de détection ne
sont pas affectées par I’absence de la derniere étape, postérieure aux détections atomiques.

Analyse des expériences réalisées Nous venons de voir que les données expérimentales n’ont
pas été prises dans les conditions optimales pour la méthode du maximum de vraisemblance. Tou-
tefois, en prenant en compte 1I’ensemble des corrélations entre atomes, la méthode du maximum
de vraisemblance devrait donner de meilleurs résultats que la méthode d’entropie maximum. En
effet, le déphasage par photon étant diftérent de ®(n) = n(n + 1/2), la partie réelle de la fonction
de Wigner généralisée est une observable a plus de deux valeurs propres. On perd donc de I’in-
formation en prenant la valeur moyenne de cette observable dans la méthode du maximum de
I’entropie. Toutefois, les résultats expérimentaux semblent montrer que cette derniere méthode
est plus efficace. Il est vraisemblable que la reconstruction par maximum de vraisemblance soit
affectée par une mauvaise calibration des opérateurs du POVM. En effet, nous avions noté sur les
fonction de Wigner des états reconstruits par le maximum de vraisemblance (voir figure IV.17)
des distorsions globales qui ne s’expliquent vraisemblablement pas par du bruit statistique.

La reconstruction expérimentale a été faite a 1’aide des opérateurs E . (le), @) et E1,. (1), ) de
I’équation (I11.43) dans laquelle on a injecté le déphasage par photon ®(n) donné par la formule
théorique. Cette dernicre est sujette a diverses sources d’imprécision comme la connaissance
imparfaite de la fréquence de Rabi, le désaccord imprécis entre cavité et atome, la forme du
mode qui est calculée dans notre cas en utilisant 1’approximation paraxiale. De plus, dans la
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forme du POVM utilisée, le contraste est supposé indépendant du nombre de photons, ce dont on
peut douter pour les désaccords faibles (voir I11.3.3). Pour que la reconstruction soit correcte, le
déphasage par photon ®(n) et le contraste des franges dans n photons c(n) (voir I11.3.3) doivent
étre justes jusqu’a des nombres de photons n tres €élevés. En pratique, pour certaines valeurs
du déplacement «,, I’état déplacé p(a,) possede, des populations non-négligeables jusqu’a des
nombres de photons autour de n = 20.

Il serait donc préférable d’utiliser une calibration expérimentale du POVM atomique plutot
qu’une formule théorique. Lorsque le désaccord est faible, la seule calibration possible de ces
parametres consiste a comparer des franges de Ramsey réalisées dans le vide, et des franges de
Ramsey réalisées dans un photon (voir [85]). Lorsque le désaccord est plus grand, comme par
exemple le désaccord 6 = 2m-272kHz choisi au chapitre précédent pour réaliser une mesure
QND des nombres de photons pour n = 0 a 7, on peut obtenir une calibration expérimentale des
parametres du POVM atomique jusqu’a n = 7. Cette fois, la plage de calibration couvre plus
d’un tiers des « populations utiles » dans la reconstruction. On pourra ce reporter au travail de
theése de Julien Bernu [43] pour une description détaillée de 1la méthode permettant de calibrer
efficacement les parametres expérimentaux. On a donc, encore une fois, tout intérét de travailler
avec un désaccord important permettant de distinguer un grand nombre d’états de Fock différents.

IV.4 Comparaison entre les deux méthodes

Comme nous venons de le discuter, les données dont nous disposons ne permettent pas de
reconstruire au mieux I’état du champ a I’aide de la méthode du maximum de vraisemblance.
Nous allons donc utiliser des données simulées pour comparer les deux méthodes.

IV.4.1 Etat a reconstruire

La figure IV.20 montre 1’état dont nous allons simuler la reconstruction. Le champ de matrice
densité pg, est un mélange statistique a trois composantes (orthogonales a la limite des grandes
amplitudes) :

1. Un champ cohérent de 4 photons en moyenne a hauteur de 5 %.

2. Le chat de Schrodinger pair crée a partir de ce méme champ cohérent grace a I’interaction
d’un atome avec la cavité désaccordée de 51 kHz a hauteur de 80 %.

3. Le chat de Schrédinger impair correspondant a hauteur de 15 %.

Cet état permet de simuler la préparation imparfaite d’un chat de Schrédinger. Le mélange entre
les deux chats de parité opposée est le résultat d’'une préparation avec un interférometre de
contraste 65 %. Le champ cohérent correspond a la possibilité d’un atome faussement détecté
dans 1’état circulaire (par exemple un atome dans les niveaux électroniques inférieurs n’ayant
pas d’influence sur le champ).
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FiGure V.20 — Fonction de Wigner de I’état a reconstruire.

Protocoles expérimentaux envisagés Afin de se placer dans les conditions optimales pour
chacune des deux méthodes, on a considéré deux scénarii expérimentaux réalistes pour recons-
truire le champ a priori inconnu pPgjp,.

1. Le désaccord choisi est de 51 kHz dans le cas de la reconstruction par entropie maximum et
de 272 kHz dans le cas de la reconstruction par maximum de vraisemblance. Dans le pre-
mier cas, cette valeur permet de mesurer une fonction de Wigner généralisée aussi proche
que possible de la fonction de Wigner. Dans le second cas, on a choisi le désaccord cor-
respondant aux mesures non-destructives des nombres de photons présentées au chapitre
précédent. On peut alors espérer mesurer les populations modulo 8 dans 1’état déplacé
p(a,) grace a ce réglage.

2. Dans la méthode d’entropie maximum, on n’utilise qu’une direction de mesure o, tandis
que dans la reconstruction par maximum de vraisemblance, on utilise deux phases de me-
sure orthogonales permettant de discriminer sans ambiguité la direction du pseudo-spin
atomique modulo 27.

3. Le nombre d’atomes détectés a la suite d’'une méme réalisation du champ est un parametre
extrémement important pour la méthode du maximum de vraisemblance. On utilisera deux
phases de mesure orthogonales et on considérera les 15 premiers atomes dans chacune des
phases. Ce nombre d’atomes ne permet pas de réaliser une projection complete du champ
sur un état de Fock, mais elle résulte du compromis avec le temps de mesure qui doit rester
court devant le temps de décohérence de I’état (voir chapitre V). Dans la méthode d’entro-
pie maximum, cette quantité est moins importante puisque les atomes successifs apportent
dans une large mesure une information redondante. On considérera que la mesure a lieu
suivant une seule phase a I’aide de 7 atomes successifs. Ces chiffres correspondent tous
deux a un temps de mesure d’environ 5 ms pour des conditions expérimentales réalistes.
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4. Dans les deux cas, on suppose un contraste de I’interférometre réaliste de 60 %.

IV4.2 Influence du nombre de points de mesure

Nous allons tenter de séparer les différents écueils pouvant mener a une distorsion du signal
reconstruit. Au I.1.5.a nous introduisions la notion de niveau d’observation. On parle de niveau
d’observation complet lorsque la connaissance exacte des observables mesurées définit parfaite-
ment I’état. Dans un premier temps, nous comparerons, pour un jeu de déplacements {«,} donné,
la fidélité des états reconstruits sans introduire aucun bruit statistique dans les données. Nous
allons comparer trois protocoles :

1. La méthode d’entropie maximum, en utilisant les valeurs moyennes exactes pour les ob-
servable G(«;) :
gi = Tr(psimG(@y)), (IV.55)

2. La méthode du maximum de vraisemblance. Afin de ne pas introduire de bruit statis-
tique, les fréquences d’apparition des différents opérateurs du POVM sont calculées exac-
tement % :

fav,nel,nez = C;lvill ' CXZ{Z -Tr [psimENat.(nela Neo, av)] . (IV56)

3. Finalement, a titre d’expérience témoin, on reconstruira 1’état a 1’aide de la méthode du
maximum de vraisemblance dans la limite ol la mesure atomique est parfaitement projec-
tive pour tous les nombres de photons de I’espace de Hilbert. Les opérateurs Eyy (7e1, 1e2, @)
sont donc remplacés par

E.(n,a,) = D(a,)In){n|D(-a,),Vn € [0, N]. v.57)

Le dernier protocole extrait en quelque sorte, pour un jeu de valeurs {a,} donné, le maximum
d’information possible sur le champ en ne s’autorisant que des mesures de populations sur les
états déplacés en {«a, }.

N’étant plus tributaires d’une quelconque contrainte technique (nous réalisons ici des simu-
lations), nous choisirons un quadrillage carré de I’espace des phases couvrant la zone’ a =
-1 -25iaa = 2,5+ 2,5 On va faire varier la densité de points de facon a comparer les
performances des trois méthodes. La figure IV.21 présente les différents résultats sous forme de
tableau. La figure IV.21 résume les fidélités obtenues en fonction du nombre de points utilisés.
Dans un premier temps, on utilise uniquement 4 points de 1’espace des phases. Le systéme est
alors largement sous-contraint. Cependant, la méthode « témoin » donne déja d’assez bons ré-
sultats avec une fidélité de pres de 82 %. Lorsqu’on augmente le nombre de points, les états
reconstruits par les deux dernieres méthodes voient leur fidélité augmenter rapidement, tandis

6. Les coefficients du bindme sont présents pour prendre en compte I’ordre des détections atomiques.

7. 1l faut prendre garde a ce que les états déplacés en chacun des points «, soient toujours contenus dans 1’espace
de Hilbert. C’est pourquoi nous n’utilisons pas de valeurs de Re(w,) fortement négatives. De fagcon empirique,
il semble que la méthode d’entropie maximum s’accommode bien de ce genre de dépassements, tandis que la
méthode du maximum de vraisemblance y est plus sensible. Toutefois, pour cette derniere, on obtiendrait également
un ensemble complet d’observables en considérant le carré de coins @ = -1,5 - 1,57aa = 1,5 + 1,5i.
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qu’il faut attendre les grilles d’une centaine de points pour que la méthode d’entropie maximum
s’approche de 1’état simulé. Pour les trés grands nombres de points, les états reconstruits par les
trois méthodes approchent d’une fidélité de 1, témoignant du fait que le niveau d’observation
complet est atteint®.

Le nombre de points nécessaires pour atteindre le niveau d’observation complet est donc
bien plus grand dans le cas de la méthode d’entropie maximum. Cela n’est pas du a la méthode
de reconstruction en elle-méme, mais au quorum d’observables considéré. En effet, pour la pre-
miere méthode, a chaque point est associé une seule contrainte, contre N = 30 pour la méthode
« témoin ». On comprend donc aisément pourquoi le niveau d’observation complet est atteint
beaucoup plus lentement pour la premiere.

8. Le fait que la fidélité ne rejoigne pas tout a fait la valeur 1 asymptotiquement vient des imperfections des
méthode de reconstruction : les calculs ont lieu dans un espace de Hilbert de dimension fini, la précision de 1’ajuste-
ment pour la méthode d’entropie maximum ou encore le nombre fini d’itérations de la transformation (IV.47) pour
la méthode du maximum de vraisemblance ne peuvent pas étre rendus arbitrairement grands pour des raisons de
temps de calcul.
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Ficure V.22 — Evolution de la fidélité de 1’état reconstruit en fonction du nombre de points de

mesure dans 1’espace des phases.

IV.4.3 Influence de ’erreur statistique

En suivant la classification des erreurs faite au paragraphe 1.1.5.a, nous allons a présent nous
intéresser a I’influence des erreurs statistiques sur les états reconstruits. Les résultats ci-dessus
sont obtenus en introduisant les valeurs exactes pour les signaux mesurés. On pourrait alors
craindre que la fidélité de 1’état reconstruit ne se dégrade tres vite lorsqu’on introduit du bruit
statistique. Nous allons donc simuler une reconstruction réalisée avec un nombre fini de réalisa-
tions différentes du systeme. Afin de ne pas utiliser plus de points de mesure que nécessaire, nous
allons nous placer au point de saturation des courbes précédentes (figure IV.22). Pour chaque dé-
placement @,, on simule donc un nombre fini Ny¢isations de réalisations dont le résultat est tiré au

hasard suivant les probabilités :

P(nel’ Neo, a'v) = C]I:/jll : C;{ZLZ -Tr [psimENat.(nel’ Neo, a/v)] . (IVSS)
Les résultats atomiques sont ensuite moyennés sur toutes les réalisations pour la méthode d’en-
tropie maximum. Les opérateurs Ey, (1.1, 1en, @,) utilisés sont simplement conservés tels quels
avec le nombre d’occurrences correspondant pour la méthode du maximum de vraisemblance.
La figure I'V.23 montre la fidélité des états reconstruits en fonction de Nygjisations- On a utilisé une
grille de 100 points pour la méthode d’entropie maximum, tandis qu’on a utilisé seulement 25

points pour le maximum de vraisemblance.
Bien que le nombre de points utilisé soit 4 fois plus faible avec la méthode du maximum
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Ficure IV.23 — Evolution de la fidélité en fonction du nombre de réalisations du systeme utilisées.
Les nuages de points correspondent a des reconstructions réalisées a partir de différents jeux de
données simulées, afin d’évaluer la variabilité du résultat. Les traits pleins représentent la fidélité
moyenne obtenue. Enfin, I’étoile bleue représente la fidélité obtenue lors de notre reconstruction
expérimentale par la méthode d’entropie maximum avec une grille de 600 points.

de vraisemblance, la fidélité reste sensiblement meilleure pour tous les nombres de réalisations
étudiés. Par exemple, si I’on souhaite atteindre une fidélité de 90 %, on doit préparer pres de 2000
copies par point pour le maximum d’entropie, tandis qu’une centaine suffit pour le maximum de
vraisemblance. En outre, tenant compte du fait que le nombre de points est 4 fois plus faible
pour le maximum de vraisemblance, le temps d’acquisition peut étre réduit d’un facteur 80 en
utilisant la seconde méthode ! La fidélité obtenue pour les données réelles a 1’aide de la méthode
d’entropie maximum est représentée sur la méme figure. Malgré le nombre de points de mesure
important, la fidélité est en-dessous de la valeur attendue. Cela semble indiquer que le facteur
limitant est a chercher du c6té d’une mauvaise calibration des parametres expérimentaux, ou de
dérives de ces parametres au cours de 1I’expérience. Dans les deux cas on gagnerait a utiliser la
seconde méthode car elle autorise une calibration précise du POVM (II1.48) tout en permettant
de réduire significatievement les temps d’acquisition, et donc les dérives a long terme.

Conclusion Nous avons étendu notre reconstruction des populations d’un état quelconque du
champ a la reconstruction complete de sa matrice densité. Nous avons effectué la reconstruction
sur divers états non-classiques du champ, 1’état chat de Schrodinger ainsi que des états de Fock.
Ces états sont produits par 1’action en retour de la mesure QND du nombre de photons. L’inter-
action avec un seul atome génere un état chat de Schrodinger, tandis que le passage successif
d’un grand nombre d’atomes prépare un état de Fock. La reconstruction complete du champ,
en mesurant la matrice densité du champ sans introduire de connaissance a priori sur ce dernier
a permis de vérifier notre compréhension de 1’action en retour de la mesure sur le champ. Par
ailleurs, nous avons ouvert des pistes pour améliorer le procédé de reconstruction utilisé lors de
la derniere série d’expériences. Nous allons a présent utiliser une technique de reconstruction
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résolue en temps afin d’observer I’effet de la décohérence sur I’état chat de Schrodinger.



Chapitre V

Décohérence du champ piégé

L’état chat de Schrodinger que nous avons présenté précédemment est un paradigme dans
I’étude de la frontiere entre mondes classiques et quantiques. Il fait partie d’une classe d’états
extrémement choquants pour notre intuition classique. Une variable classique macroscopique (la
phase du champ) possede simultanément deux valeurs différentes. Néanmoins, ces états sont des
éléments de I’espace de Hilbert au méme titre que les états classiques dont ils sont la superposi-
tion. Si la mécanique quantique prétend expliquer le monde qui nous entoure, elle doit donc ex-
pliquer pourquoi nous n’observons jamais ce genre de superpositions a I’échelle macroscopique.
Nous verrons que la relaxation a un effet radical sur les états de type chat de Schrodinger. Elle
réduit extrémement rapidement les cohérences jusqu’a ce que 1’état du champ ne devienne qu’un
simple mélange statistique. Ce phénomene, d’autant plus rapide que la taille de la superposition
est importante est connu sous le nom de décohérence. En répétant notre procédé de reconstruc-
tion complete de 1’état pour des instants successifs, nous avons pu étudier 1’évolution d’états
chats de Schrodinger sous ’effet de la décohérence. Nous étudierons dans un premier temps le
phénomene de décohérence d’un point de vu théorique, en nous appuyant sur le formalisme de
la mesure généralisé, avant d’observer les résultats expérimentaux.

V.1 Décrire la relaxation

Dans cette premiere partie, nous allons écrire la carte quantique décrivant I’évolution de la
matrice densité sous I’effet de la relaxation. Cette transformation est connue sous le nom d’équa-
tion maitresse. Nous interpréterons ensuite le résultat a I’aide du formalisme des opérateurs de
Kraus.

V.1.1 L’équation maitresse

Nous avons déja donné au chapitre III le systeme d’équations permettant de décrire 1’évo-
lution des populations sous I’effet de la relaxation. Nous allons le généraliser ici en écrivant le
systeme d’équations différentielles vérifié par la matrice densité du champ. Ce systeme, connu
sous le nom d’équation maitresse peut s’obtenir en étudiant le couplage de la cavité a un en-

165
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vironnement modele composé d’un bain d’oscillateurs harmoniques (voir [99] p 130). Nous ne
reprendrons pas le calcul ici, mais nous nous contenterons d’en donner le résultat. En repré-
sentation d’interaction, I’évolution de la matrice densité du champ est donnée par 1’équation
différentielle suivante :
d, PR G | . | |
L k(1 + nth)(apak - —ajap + —pa'a) + Knth(a'pa ——aa'p — —paa’), (V.1)
dr 2 2 2 2
ol ng, est toujours le nombre de photons thermiques dans 1’environnement autour de la fré-
quence de résonance. En particulier, lorsque I’environnement est a température nulle, I’équation

maitresse se réduit a :
1 1

((11_/; = k(apa’ — EaTap - ipa%a). (V.2)
Il est a noter que ce systeme d’équations ne décrit I’évolution du systeéme que sur des échelles de
temps relativement longues. En effet, elle fait appel a I’hypothése Markovienne qui n’est valide
que lorsqu’on considere des intervalles de temps plus long que le temps de mémoire de 1’en-
vironnement. En particulier, elle prédit que la fuite de population d’un état de Fock commence
linéairement en temps. En réalité, sur une échelle de temps de 1’ordre de la période 27/ way, la
population a un taux de départ quadratique en temps. Néanmoins ces échelles de temps ne sont
absolument pas accessibles a la mesure dans notre systeme et I’équation maitresse décrit tres
bien I’évolution aux échelles de temps qui nous intéressent !.

Nous allons immédiatement donner une explication physique de chacun des termes présents
dans (V.1).

V.1.2 Interprétation en termes d’opérateurs de sauts

La situation considérée pour obtenir I’équation (V.1) est extrémement complexe puisqu’elle
met en jeu le couplage du systeéme avec un environnement comprenant un nombre infini de degrés
de liberté. Cependant, le résultat est é&tonnement simple et il peut étre compris comme le résultat
de I’interaction du systeme avec un environnement fictif beaucoup plus restreint. Nous allons
considérer la carte quantique induite par la relaxation du systéme pendant un temps infinitésimal
dr:

p(t + dr) (1 — kdt)p(t)
b i1+ ma)ap(a’ + 3p(0) = 30 ap(t) ~ 3p(ha'a)
+ «dtng(a’p(ta + %p(t) - %aa*p(z) - %p(t)aaT). (V.3)

Afin d’étudier en détail cette carte quantique, nous allons considérer son action sur un état pur
p(t) = [¥)(P|. La généralisation a un mélange statistique étant alors triviale. En remarquant que

1. En particulier, c’est parce que nos mesures QND du nombre de photons sont séparées d’un temps bien plus
long que le temps de mémoire de 1’environnement qu’elles ne bloquent pas la relaxation par effet Zenon.
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les préfacteurs €; = kd#(1 + ny,) et €, = «xdtny, sont des quantités infinitésimales a I’ordre 1 en dt,
on peut identifier (V.3) comme le développement a I’ordre 1 en dr de la carte quantique suivante :

ot +dn = (1 %a*a - %a*a)m(\m(l - %a* a- %cﬁ a)
+ gaPX¥la'
+ 6d |¥NV¥a. (V.4)
On reconnait la transformation :
p+dn = 3 Mp()M], (V.5)
k

avec My = (1 — 2da’'a — 2da’a), M, = +fea et M, = +/&a'. Ces opérateurs vérifient bien (au
premier ordre en df) :

> MM =1. (V.6)
k

Ainsi, la carte quantique décrivant la relaxation est identique aux temps courts a celle d’une
mesure généralisée a trois composantes dont on ne lirait pas le résultat (on parle alors de mesure
non-lue). On peut donc imaginer un environnement modele E de dimension 3, beaucoup plus
simple que 1’environnement réel de la cavité. On notera {|ey), |e1), |e2)} une base orthonormée de
E, et nous supposerons qu’il est est initialis€ dans I’état |ey). La carte quantique (V.3) s’obtient
alors en faisant interagir le systeme et I’environnement selon 1’opération unitaire :

W)@ leg) — > MilP) ®les). (V.7)
k

Dans le cas général, le systeéme et I’environnement sont alors intriqués. Afin de terminer la me-
sure généralisée, on mesure finalement 1’état de I’environnement de facon destructive. La mesure
réinitialise alors E dans son état initial. Elle peut étre décrite par les opérateurs de Kraus suivants :

1. leg){e;| : Un photon a fuit du systeéme vers 1’environnement (M, est en effet proportionnel
a I’opérateur annihilation a).

2. leg){es| : Un photon de I’environnement pénetre dans le systeme. (M, est proportionnel a
I’opérateur création a').

3. leg){ep| : L’état de I’environnement n’a pas changg.

La probabilité des deux premiers événements dépend linéairement de I’intervalle de temps dr

considéré. Lorsque I’on détecte un état de 1’environnement différent de |ey), le systeme saute
dans I’un des états Izgil ou IZ::\T,; Au contraire, si I’état de I’environnement reste |e), le systeme
ne subit aucun saut quantique, mais une évolution douce décrite par M. M, ne differe en effet de
I’identité que par une quantité infinit€simale en d¢. Ainsi, en I’absence de saut, le systeme subit
tout de méme une évolution continue différente de 1’identité. Nous illustrerons cette propriété
quelque peu paradoxale un peu plus loin sur I’exemple du champ cohérent. Enfin, compte tenu

de la forme des opérateurs de Kraus de la mesure sur E, I’environnement fictif est réinitialisé
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dans I’état |ey) avant de considérer I’intervalle de temps suivant. L’évolution moyenne obtenue
a I’aide de cette subdivision du temps en fenétres infinitésimales successives permet alors de
reproduire 1I’évolution décrite par 1’équation maitresse (V.1).

Ce modele décrit donc 1’évolution du champ comme une suite de sauts quantiques séparés
par des évolutions continues. Ce sont les sauts quantiques, intervenants a des instants aléatoires,
qui transforment les états purs en mélanges statistiques. Cependant, comme nous en avons eu un
exemple au II1.3.1, la formule (V.5) n’est pas la seule décomposition sous forme de somme de
Kraus de la carte quantique V.3. Par exemple, la base suivant laquelle I’état de E est mesurée
n’a aucune importance (Dans tous les cas, la matrice densité du systeme est transformée par
I’opération de trace partielle sur E). Cependant, en choisissant de mesurer 1’état de E suivant une
autre base, par exemple {|ey), %(Iel) + |es)), %(Ieo — le2))}, les sauts quantiques seront décrits
par d’autres opérateurs M|, M} :

|
Mi = @(M] + M>) (V.8)

et 1
Mé = $(M1 - Mz) (V9)

En outre, comme nous I’avions vu sur I’exemple du paragraphe II1.3.1, le nombre d’opérateurs
de Kraus intervenants dans les différentes décompositions est lui-méme variable. Une analyse
détaillée de plusieurs décompositions équivalentes d’'un méme processus de décohérence est
donnée dans I’ouvrage [48] (p. 405).

Les trajectoires quantiques obtenues dans ces différents « processus modeles » sont donc
purement fictives, et ne représentent en aucun cas 1I’évolution du systeme réel, qui lui, est couplé a
un environnement beaucoup plus complexe que E. On peut par contre utiliser de telles trajectoires
fictives dans des simulations Monte-Carlo a condition de ne considérer que les valeurs moyennes
sur un grand nombre de trajectoires[100, 101, 102]. On a pu observer des trajectoires de ce type
au chapitre III uniquement parce que le systeme était mesuré de facon répétée suivant une base
particuliere.

Application : relaxation des états cohérents a 7 = 0 Afin d’illustrer le raisonnement pré-
cédent, on va I’appliquer au cas des états cohérents. Ce raisonnement n’est bien entendu pas
original, on pourra par exemple se référer a [48] p. 197, pour une discussion plus détaillée. Il est
cependant reproduit dans ce manuscrit par soucis de clarté. Nous allons dans un premier temps
décrire la relaxation d’un état cohérent a I’aide du formalisme des opérateurs de saut. Considé-
rons donc que la cavité est préparée dans 1’état |8) a ’instant initial 7 = 0.

p(t = 0) = |B)H. (V.10)

A température nulle (nyg, = 0), la dynamique décrite par (V.3) se simplifie puisque le passage d’un
photon de I’environnement vers la cavité devient impossible. Ainsi, il ne reste qu'un opérateur
de saut M, décrivant la détection d’un photon dans I’environnement :

M, = Vkdta. (V.11)
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L’ évolution en I’absence de saut est décrite quant a elle par I’opérateur M, :
My=1-—a'a. (V.12)

Ainsi, apres un intervalle de temps infinitésimal d¢, le champ aura subi un saut quantique (un
« clic » est détecté dans I’environnement) avec la probabilité p. = kdt{Bla’a|B) = «dt|B]* = «dti.
Dans ce cas, le champ reste inchangé puisque |8) est un état propre de 1’opérateur de saut. Au
contraire, si aucun saut ne s’est produit, le champ subit la transformation :

M,|B)
|Mo|B)|

Ainsi, en I’absence de saut pendant un temps ¢, le champ subit une décroissance exponentielle :

1B —

~ |B — kdt/2). (V.13)

By — [Be™?). (V.14)

L’ évolution est donc tres paradoxale : on observe une décroissance exponentielle du champ lors-
qu’aucun photon n’est détecté dans I’environnement, tandis que le champ reste inchangé lors de
la perte d’un photon dans I’environnement. Ceci est une conséquence de la loi de Bayes. En effet,
a cause de la forme de 1’opérateur de saut, la probabilité de perdre un photon est d’autant plus
grande que le nombre de photons dans le champ est grand. Plus quantitativement, la probabilité
de détecter un photon sachant qu’il y a n photons dans le champ est donnée par :

p(cln) = kdtn. (V.15)

Ainsi, la détection d’un photon modifie notre connaissance du nombre de photons présents avant
le « clic ». La loi de Bayes permet d’exprimer la probabilité que le champ ait compté n photons
avant le « clic » sachant qu’un photon a été détecté.

p(nlc) = p(n)p (;ln), (V.16)

c

ou p(n) est la probabilité a priori que le champ contienne n photons et p. est la probabilité
d’observer un « clic ». En remplacant p(n|c) et p. par leurs expressions et en se rappelant la
forme de p(n) pour un champ cohérent on obtient :

plnle) = gpm) = pn - 1). V.17)

Ainsi, I’information apportée par la détection décale la statistique des nombres de photons d’exac-
tement une unité. Ceci est une propriété unique de 1’état cohérent découlant de la statistique pois-
sonnienne de sa population. Finalement, puisqu’un photon a été perdu du fait de la détection, la
statistique du nombre de photons reste inchangée dans le processus.

Lautre partie de 1I’apparent paradoxe consiste a expliquer comment 1’amplitude du champ
peut diminuer sans pour autant que des photons ne soient perdus dans I’environnement. La en-
core, il s’agit d’une conséquence de la loi de Bayes : plus il s’écoule de temps sans qu’aucun
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photon ne soit détecté, plus les petits nombres de photons deviennent probables par rapport aux
grands. Il est important que les petits nombres de photons aient une probabilité non-nulle dans
I’état initial. Par exemple, pour un état de Fock dans lequel toute la population est concentrée sur
un nombre de photon, la décroissance du champ n’a lieu que lorsqu’un « clic » est détecté dans
I’environnement. En ce sens, ces trajectoires quantiques sont beaucoup plus intuitives dans le cas
des états de Fock. Cependant, les trajectoires quantiques des états cohérents sont parfaitement
déterministes puisque les sauts quantiques ne modifient pas ces derniers. Les états cohérents sont
alors appelés états pointeurs pour le processus de relaxation décrit par 1’opérateur M,.

V.1.3 Relaxation de I’état Chat de Schrodinger
V.1.3.a Solution analytique a température nulle

Nous allons tout d’abord décrire la relaxation de 1’état chat de Schrodinger a température
nulle. Cette hypothese est une assez bonne approximation de la situation expérimentale. En effet,
compte tenu de la fréquence considérée et de la température du cryostat, le nombre moyen de
photons dans 1’environnement est faible (7 ~ 0,05). L’hypothese T = 0 simplifie beaucoup le
probleme, puisque dans ce cas, la carte quantique engendrée par (V.2) peut étre exprimée a 1’aide
d’un seul opérateur de saut. Nous allons donner une solution analytique de I’évolution de p(¢)
sous ’effet de I’équation maitresse (V.2).

Relaxation et fonction caractéristique L’équation (V.2) portant sur la matrice densité est
équivalente a une équation différentielle sur la fonction caractéristique C(f). Nous ne repro-
duirons pas la démonstration de cette propriété. On pourra notamment consulter les ouvrages de
Barnett et Radmore ([99] p. 176) ou encore Haroche et Raimond ([48] p.582).

dac, 0 0

K
A=< Zrarl|ce V.18
ar A 2[ a1t 6/1*] n (V.18)

On peut alors aisément se convaincre que I’ansatz suivant [99] :
CP(A, A5, 1) = CE(e™?Q, e 0%, 0). (V.19)

vérifie I’équation (V.18) en I'injectant dans cette derniere. Cette formule est extrémement puis-
sante puisqu’elle donne une expression analytique de la fonction caractéristique a tout instant ¢
lorsque le champ relaxe dans un environnement a température nulle. On peut alors dériver 1’ex-
pression en fonction du temps de n’importe quel état du champ.

Relaxation de I’état chat On va considérer I’état chat de Schrodinger :
1 , . .
(= 0) = |lae®y + e |ae™™)|. (V.20)

ou « est supposé réel. La distance entre les deux composantes classiques est :

D = 2|a|sin¢ = 2 Vi sin ¢. (V.21)
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La matrice densité est :
1 .
p =5 [BXB + BB + " IBYE |+ he]. (vV22)

avec § = e®a. On reconnait quatre termes dont la signification physique est transparente. On
peut de plus calculer la fonction caractéristique associée a chacun de ces termes :
— Les termes |B){(B| et |5*){5"| correspondent aux composantes classiques du chat. On cal-
cule aisément la fonction caractéristique dans 1’ordre normale correspondant a ces champs
cohérents a 1’aide de la formule (1.50) :

CP@.X) = Te(ByBe™ e)

= Tr(e ™ |B)Ble™)
= VP (V.23)

— Les termes croisés correspondent aux cohérences entre les composantes classiques. De
méme, on peut calculer leur contribution a la fonction caractéristique :

Tr(B)le™ e ) = P (BYBD
= ¢ “PBB)

. 2 2
e(,l_/l ),Be—D /ZetD /(2tan¢). (V24)

Ainsi, la fonction caractéristique de 1’état chat est donnée par :
Co(A, A7) = e VPB4 o= UB 4B e eI 1B gD [2,iD 2tnd) (V.25)
On peut a présent obtenir I’évolution de cette fonction grace a la formule (V.19) :
Co(A, 4%, 1) = Cy(1e, A'€,0), (V.26)

avec
€=e"2 (V.27)

On reconnait alors immédiatement la fonction caractéristique de 1’état suivant :

1 -
P n [leB) (Bl + 16" eB]
+ @D D C D gy (| + hoc . (V.28)
La premiere ligne décrit la relaxation vers I’ origine des deux composantes classiques. La constante

de temps pour 1’amplitude 2 est de 2/k = 2T ,,. Les termes de la deuxiéme ligne décrivent 1’évo-
lution des cohérences. D’une part, la phase de la superposition tourne d’une quantité 7 sin(2¢)(1—

2. On retrouverait bien une dépendance en T¢,, si on étudiait la relaxation de I’énergie moyenne.
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€?). D’autre part I’amplitude des cohérences est amortie de facon trés rapide puisqu’elles sont
multipliées par un facteur ¢ :
f — e—2ﬁ(l—52)sin2¢. (V29)

Pour les temps ¢ petits devant T,,, on obtient, au premier ordre en #/ T,y :
£=e P (V.30)
Ainsi, la constante de temps décrivant I’amortissement des cohérences est donnée par :
Tp = 2T/ D™ (V.31)

Le temps d’amortissement des cohérences est donc inversement proportionnel a la séparation
entre les composantes classiques de la superposition. Ainsi, pour les grandes superpositions, ce
temps devient tres court. Ceci montre que les superposition quantiques d’objets macroscopiques
sont extrémement fragiles en présence de relaxation. Voila pourquoi on n’observe pas a notre
échelle d’objets de type « chat de Schrodinger ».

Evolution de la fonction de Wigner On peut alors calculer la fonction de Wigner a partir de
I’expression de la matrice densité (V.28). Dans le cas simple des chats pair et impair maximale-
ment séparés (¢ = /2 etV =0oun):

1
n(1 + e~28%)
£ 2¢72F M0 cos(4 Im(e)Be)| (V.32)

Wpair/ impair ( a t)

9 v—Bel? _ 2
[ e 2|la—Le| +e 2|+

La figure V.1 montre la fonction obtenue pour plusieurs instants succéssifs apres la prépara-
tion. La relaxation a lieu suivant deux constantes de temps séparées. Dans un premier temps tres
court Tp, les franges d’oscillations quantiques sont amorties et 1’état se transforme en un mé-
lange statistique des deux composantes classiques (deuxieme ligne de I’expression). Avec une
constante de temps beaucoup plus lente (27,, pour I’amplitude), les composantes classiques se
rapprochent de I’origine jusqu’a ce que 1’état soit confondu avec le vide (premiere ligne).

Interprétation en terme d’opérateurs de saut. Il est extrémement intéressant d’interpréter le
résultat précédent du point de vue des opérateurs de sauts introduits au V.1.2. Le raisonnement
similaire réalisé€ sur les états cohérents au V.1.2 nous sera bien entendu tres utile. On va considérer
comme précédemment un état chat maximalement séparé :

¥t =0)) = %(Il%) + | = iao)). (V.33)

En I’absence de saut, on retrouve par linéarité de 1’opérateur de Kraus M), la méme dynamique
que précédemment pour chacune des composantes classiques :

1
N/

¥ (®) = — (lic(0)) + | = ia(0))), (V.34)
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ol a(t) = age ™.

Lorsqu’un photon est détecté dans 1’environnement, le saut quantique suivant a lieu :

¥(@®) — MY@0)/IM[¥(®)]
l

= N/(|ia(t)) — | = ia(D)). (V.35)

Ainsi, le « clic » s’accompagne d’un saut de parité de 1’état chat. Comme ce saut a lieu a un
instant aléatoire, la probabilité c(#) pour que le champ ait la méme parité que le champ initial
décroit initialement * exponentiellement avec une constante de temps proportionnelle au temps
moyen nécessaire pour perdre un photon. Soit ¢(f) = 1 — iikt. On peut alors écrire la matrice
densité du champ a I’instant # comme le mélange statistique suivant :

1+ C(l) air 1 - C(t) impair
p(t) = TPP (1) + — P PAL(D), (V.36)
avec |
ppair(t) — F (liaoe—Kl/2> + | _ l-a,oe—Kl/2>) ((ia,oe—Kt/Zl + <_l-a,oe—/<l/2|) (V37)
+
et
impair 1 . —Kt/2 . —Kt/2 . —kt/2 . —Kt/2
P = (licroe™?) = | = iarge™")) (¢ieroe™"? = (—icrge™"]). (V.38)

Les fonctions de Wigner de I’état pP*(z) et p'™P4i'(¢) présentent des franges d’interférence en
opposition de phase. Ainsi, I’état décrit par (V.36) présente des franges dont le contraste est
proportionnel au taux de mélange c(¢). On retrouve bien entendu le résultat de I’équation (V.32)
aux temps courts.

V.1.3.b  Solution numérique a 0,8 Kelvin

L’ analyse que nous venons de réaliser a température nulle permet de bien comprendre le mé-
canisme et les effets de la décohérence. En particulier, I’évolution est simplement donnée par la
combinaison de deux effets : le rapprochement progressif des composantes classiques vers 1’ori-
gine et ’amortissement rapide de la cohérence entre ces dernieres. Cette simplicité de 1’évolution
est due au fait que les états cohérents sont des états propres du seul opérateur de saut présent. Les
choses deviennent plus complexes a température finie a cause de I’apparition d’un opérateur de
saut supplémentaire correspondant au gain d’un photon provenant de I’environnement. L’ opéra-
teur de saut décrivant ce processus est M, = Vkdtnga'. Par ailleurs, la perte des photons dans
I’environnement est stimulée par la présence des photons thermiques, comme le montre la nou-
velle forme de 1’opérateur de saut M; = +kdf(1 + ngy)a. Le probleme de I’évolution du chat de
Schrodinger dans ces conditions est beaucoup plus complexe puisque les états cohérents ne sont
pas états propres de 1’opérateur de saut M,. En particulier, il est clair que leur relaxation s’ac-
compagne d’une déformation puisque 1’état d’équilibre n’est plus 1’état cohérent |0), mais un état

3. Pour les temps plus longs, il faut prendre en compte la possibilité qu’un nombre pair de sauts ramene le champ
dans I’état initial.
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thermique. Néanmoins, dans notre dispositif expérimental, le nombre de photons thermique est
assez faible (ng, = 0,05) et la description qualitative du paragraphe précédent est toujours assez
proche de la réalité. Afin d’obtenir une description quantitative du phénomene de décohérence
incluant I’effet de la température finie et de la forme imparfaite du chat préparé initialement, nous
allons avoir recours a une résolution numérique de 1’équation maitresse (V.1).

Nous allons donc considérer comme état initial I’ €état chat [/, ) (voir équation (IV.15)), produit
par interaction d’un atome avec un champ cohérent en tenant compte de la non-linéarité du
déphasage par photon.

p(t = 0) = ¥, ). (V.39)

On integre alors 1’équation pilote (V.1) afin d’obtenir la matrice densité p(f) aux instants ulté-
rieurs. La figure V.1 montre la fonction de wigner de 1’état p(¢) pour cinq instants successifs
t =0,t = Te/10,t = Tey/5,t = Tepy/2 et t = Te,y. On observe toujours le méme type
d’évolution suivant deux constantes de temps séparées. Dans un premier temps, les franges d’in-
terférences s’amortissent rapidement, puis les composantes classiques s’approchent de 1’origine
avec le temps caractéristique de la relaxation t = T,y.
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On peut alors s’attendre a ce que la décohérence initiale soit plus rapide a température fi-
nie. En effet, les sauts quantiques sont activés d’un facteur (1 + ny,) par la présence des photons
thermiques dans I’environnement. Afin de quantifier précisément cet effet, on peut par exemple
étudier le taux de décroissance du contraste des franges en fonction de la température. La fi-
gure V.2 montre I’évolution du maximum des franges pour des températures croissantes. On
observe bien une diminution du temps de décohérence lorsque la température augmente. Plus

précisément, les pentes a 1’origine de ces cinq courbes donnent les temps de décohérence sui-

-1
vants : Tp = (% x:o) = 22,0, 19,8, 16,4, 13,0 et 10,2 ms pour les cinq nombres d’occupation

thermique ng = 0, 0,05, 0,15, 0,3 et 0,5. Vladimir Buzek a obtenu en 1992 [103] une formule
théorique du temps de décohérence d’une superposition de deux champs cohérents en présence
d’un bain thermique :

_ 2’Y—VCB.V

"~ DX(1 +2ny) + 4ng,
Ou D est la séparation entre les deux composantes classiques. Dans notre cas, on peut obtenir
cette distance par un petit calcul géométrique :

Th (V.40)

D =2 isiné. (V.41)

ou Vi est ’amplitude du champ cohérent injecté initialement, et 6 est le déphasage moyen subi
par le champ cohérent, donné par la formule (IV.16). Nous obtenons 8 = 0,37 7 pour 7 = 3,5
photons. Ainsi, la distance entre les composantes classiques vaut D*> = 11,8 photons. Les temps
de décohérence obtenus sont en excellent accord avec ceux issus de la méthode numérique (voir
V.2). Comme on pouvait s’y attendre, la distorsion de 1’état initial n’influe pas de facon signifi-
cative sur le processus de décohérence. De plus, on voit que pour les conditions expérimentales
qui sont les notres, la température de 1’environnement se traduit par une correction minime de
I’ordre de 10 % du temps de décohérence.

V.2 Un film de la décohérence de I’état chat de Schrodinger

Grace aux procédés de reconstruction présentés au chapitre précédent, nous pouvons obtenir
un film image par image semblable a V.1 de la décohérence de 1’état chat de Schrodinger. 11 suffit
en principe de reconstruire 1’état du champ pour plusieurs délais successifs apres la préparation.
Plus précisément, pour obtenir ce film image par image on peut envisager le scénario « idéal »
suivant (voir figure V.3(a)) :

1. La cavité est préparée dans 1’état p dont nous voulons étudier la décohérence.

2. Le champ décohere pendant un délai 7 sous ’effet de la relaxation.

p = p(1) = Lp,1), (V.42)

ou L(t) est I’opérateur décrivant la relaxation entre les instants O et .

3. Le champ est déplacé d’une amplitude «, par injection d’un champ cohérent :

p = play) = D(a,)pD(-a,). (V.43)
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Ficure V.2 — (a) Evolution du maximum des franges (maximum sur I’axe réel) en fonction du
temps pour cinq valeurs différentes de la température. (b) Temps de décohérence en fonction du
nombre moyen de photons thermiques déduit des courbes précédentes. Les temps de décohérence

obtenus par simulation sont en excellent accord avec la formule (V.40).
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4. Une courte série d’atomes mesure les éléments diagonaux de la matrice densité déplacée.

On répete le processus un grand nombre de fois avec le méme déplacement a, pour moyenner
les mesures des €éléments diagonaux de p. On répete I’opération pour différents déplacements «,
afin de reconstruire completement 1’état du champ p(7). Finalement, afin d’obtenir des images
successives, on répete I’opération en variant le délai 7 entre préparation et reconstruction.

En pratique, une telle technique nécessiterait un temps d’acquisition colossal. En effet, chaque
« image » du film nécessite la reconstruction complete de 1’état du champ, soit plusieurs dizaines
d’heures d’acquisition de données. Afin d’économiser le temps de mesure, nous allons considérer
une procédure légerement différente (voir figure V.3(¢c)) :

1. La cavité est préparée dans 1’état p dont nous voulons étudier la décohérence.

2. Le champ est déplacé d’une amplitude «, par injection d’un champ cohérent :

p — p(a,) = D(a,)pD(-a,). (V.44)

3. Une longue série d’atomes mesure continuement 1’évolution des éléments diagonaux de la
matrice densité déplacée. On reconstruit alors 1’état de facon résolue en temps.

Ce procédé a I’énorme avantage d’éviter de répéter la séquence pour chaque image du film puis-
qu’on obtient directement les données pour tout les délais successifs 7; apres la préparation.
Néanmoins, nous avons déja noté au paragraphe IV.3.3, que la mesure des « populations déplacées »
au point @, n’était pas non-destructive *. Il n’est donc pas du tout évident que le résultat final soit
identique au celui obtenu avec le scénario idéal. Nous allons voir qu’il est tout de méme pos-
sible d’obtenir le résultat souhaité grace a ce protocole « rapide ». Comme nous 1’avons vu au
chapitre III, la mesure continue des populations du champ ne modifie pas la dynamique de leur
relaxation. Ainsi, les populations moyennes obtenues pour une fenétre de mesure quelconque ne
sont pas affectées par la présence des atomes précédents. On peut donc remplacer par la pensée
le scénario ci-dessus par le suivant (voir figure V.3(b)) :

1. La cavité est préparée dans 1’état p.
2. Le champ est déplacé d’une amplitude «,.
3. L’état déplacé p(a,) décohere pendant un délai 7 sous I’effet de la relaxation.

4. Une courte série d’atomes mesure finalement les éléments diagonaux de la matrice densité.

Il n’est cependant toujours pas évident que 1’état reconstruit soit le méme que 1’état que nous
aurions obtenu en attendant le délai 7; avant la reconstruction. En effet, dans ce cas, la relaxation
agit sur 1’état initial p, tandis que dans le scénario ci-dessus, la relaxation a lieu sur I’état dé-
placé p(a,). Toutefois, Nous allons montrer que les deux dynamiques sont liées par une relation
extrémement simple.

4. Nous avions vu qu’il faudrait la compléter par le déplacement D(—a,) pour qu’elle devienne non-destructive.
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Ficure V.3 — Trois stratégies possibles pour reconstruire 1’état L(p, 7) : (a) Le scénario idéal
consiste a préparer 1’état p, le laisser relaxer pendant un temps 7, puis mettre en oeuvre la
procédure de reconstruction habituelle. (b) Le champ est préparé dans 1’état p et immédia-
tement déplacé en un point de mesure @,. On laisse relaxer 1’état déplacé pendant une du-
rée 7 avant de mesurer le signal atomique. (¢) Comme précédemment la décohérence a lieu
sur 1’état déplacé, cependant, la mesure atomique a I'instant 7 est précédée d’une série de
« mesures atomiques non-lues ».
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V.2.1 Commutation entre déplacement et décohérence

Nous voulons comparer I’état obtenu au moment ou les atomes vont commencer a mesurer
les populations dans le scénario idéal :

pilay, 1) = D(a,) L(p, HD(-a,), (V.45)
avec I’état obtenu dans le scénario réel apres un délai 7 suivant le déplacement :
p2(ay, 7) = L(D(ay)pD(-y), 7). (V.46)

Afin d’obtenir des résultats analytiques sur la décohérence du champ, on va utiliser la fonc-
tion caractéristique. On peut inverser la formule (I.50) pour obtenir 1’expression de la matrice
densité en fonction de la fonction caractéristique symétrisée :

p(t) = }T f C,(A,)D(=)d* 1. (V.47)

Nous avons déja montré qu’a température nulle, le processus de relaxation se traduisait par une
évolution extrémement simple de la fonction caractéristique dans 1’ordre normal ((V.19). A tem-
pérature finie, on peut également montrer [99] que la fonction caractéristique dans I’ordre normal
évolue suivant la formule analytique :

Cy(1, 1) = KA, 7)Cs(e™2,0), (V.48)

avec
K(/la T) — e—”th|/l|2(1—37”)‘ (V49)

On en déduit, d’apres (1.53) I’évolution de la fonction caractéristique dans 1’ordre symétrisé :
Cidm) = el

= e W2K(A,1T)Cy (e 1, 0)
ADTr [pD(2e™)] . (V.50)

On en déduit une expression de I’opérateur L(7) :
L(p,7) = 7—1r f AD)D(-DTr [pD(Ae™"/)| d*A. (V.51)
On peut maintenant exprimer p;(a, 7) et po(a, 7) a I’aide de la formule ci-dessus :
o1(a,7) = % f A()D()D(=)D(-a)Tr [pD(1e™"?)| &2 (V.52)

et
02(a, 7) = % f A)D(=)Tt |pD(-a)D(1e™ ") D(a)| d*A. (V.53)
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Ces quantités se réexpriment en utilisant les identités de commutation des opérateurs déplace-
ments.

;Mmﬂ:%j)un“MDe@n@mmﬂﬂﬂfa (V.54)

et
1 * ) ,—KT, * ,—KT,
m@ﬂ:—jﬁwf“€“Me%mmﬁ@mMW%ph. (V.55)
T

En comparant ces deux formules, on obtient :
pi(ae™?) = py(a). (V.56)

Cela signifie qu’on peut reconstruire I’état en utilisant le protocole « rapide » a condition de re-
dimensionner d’un facteur ="/ I’amplitude des points de mesure utilisés dans la reconstruction.

V.2.2 Transition du chat « vivant et mort » vers le chat « vivant ou mort »

Nous avons appliqué ce principe a I’état chat de Schrodinger du chapitre précédent. La pre-
miere colonne de la figure V.4 montre 1’état chat impair reconstruit pour quatre instants succes-
sifs. Chaque état est reconstruit par la méthode d’entropie maximum décrite au I.1.5.b. Chaque
image représente 1’état reconstruit a partir d’une dizaine d’atomes détectés dans une fenétre cen-
trée autour de I’instant 7. On observe bien la disparition rapide des franges d’interférences aux
temps courts et un léger rapprochement des composantes classiques aux temps les plus longs. Les
formes fluctuantes des fonctions de Wigner sont dues au bruit statistique de la reconstruction.

La deuxieme colonne de la figure V.4 montre la méme évolution dans le cas de I’état chat pair.
Afin de bien mettre en évidence les effets d’interférences quantiques, on a également représenté
la différence des chats pair et impair. Comme attendu, seules les interférences quantiques, de
signe opposé dans les deux fonctions de Wigner, subsistent. De plus le rapport signal sur bruit
est amélioré d’un facteur V2 puisque le signal est augmenté d’un facteur deux dans 1’opération.
Finalement, On peut également faire la somme des deux fonctions de Wigner afin de ne garder
que les composantes classiques de 1’état chat de Schrodinger.

V.2.3 Analyse quantitative de la décohérence de I’état chat de Schrodinger

Les résultats expérimentaux présentés jusqu’ici confirment bien qualitativement le modele
théorique introduit au début de ce chapitre. Nous allons tenter a présent de tirer quantitative-
ment le temps de décohérence des films précédents. Compte tenu du bruit statistique affectant la
reconstruction, il semble difficile de tirer des conclusions quantitatives sur I’évolution du maxi-
mum des franges d’interférence. Nous devons donc trouver un autre critére simple permettant de
filtrer le bruit de la reconstruction pour évaluer la cohérence des différents états reconstruits.

V.2.3.a Evaluer la cohérence de I’état chat de Schrodinger

Remarquons tout d’abord I’équivalence, a température nulle entre les trois criteres suivants :
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chat impair chat pair différence

FiGure V.4 — Premiere et deuxieme colonnes : évolution de la fonction de Wigner des chats impair
et pair. troisicme colonne : différence des fonctions de Wigner du chat pair et impair. Quatrieme
colonne : somme de ces fonctions.
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1. Le contraste des franges d’interférence de la fonction de Wigner.
2. Le taux de mélange c(¢) entre les états chat pair et chat impair.
3. L’amplitude des termes croisés |e5*)(eB"| de la matrice densité (V.28).

Le troisieme critere suggere la possibilité de mesurer le degré de cohérence directement sur la
matrice densité de 1’état. Néanmoins, les éléments de la matrice densité résultent de la somme
des quatre termes de 1’équation (V.28). Afin de séparer les éléments de matrice provenant des
termes classiques de ceux provenant des termes croisées, on va réaliser un déplacement formel
dans I’espace des phases.

p(B) = DB)pD(-P). (V.57)

ou S est la position de I'une des composantes classiques du chat. Dans le cas du chat idéal
W pair) = %,(I,B) + | — B)), cette transformation a pour effet de transformer I’état en :

1
Wpaie) = +7(10) +125)). (V.58)

La matrice densité prend alors une forme tout a fait particuliere :

1
P(B) = 77 (10X01 + [26)2B1 + 10)(2B] + 1280 (V.59)

Cette fois, les éléments de matrice concernés par les différents termes sont bien séparés les un des
autres. La figure V.5 montre une telle matrice densité pour |3) = i v/3,5. On distingue clairement
I’élément de matrice pyo correspondant a la composante classique |0), un groupe d’éléments
non nuls distribués autour de 1’élément diagonal p;;;; correspondants a 1’état cohérent [23) et
finalement Les éléments py, et p,o pour n = 11 correspondants aux termes croisés |0)(24] et
123)¢0|. Ainsi, on peut identifier d’un coup d’oeil I’amplitude de ces termes croisés.

V.2.3.b Décohérence de I’état chat de Schrodinger

On voit sur la figure V.4 qu’il n’est pas évident d’identifier le centre d’une composante
classique. Nous définirons donc I’amplitude 8 d’une composante classique comme le dépla-
cement a appliquer de fagcon a maximiser la composante (0,0) de la matrice densité déplacée
p(B) = D(B)pD(-p). Ainsi, la premiere étape de la méthode précédente est définie de facon
parfaitement objective par ce critere. La figure V.6 montre les matrices densités déplacées pour
I’état « chat impair » obtenus aux instants 7 = 4,8, 12,7, 20,6 et 48,3 ms. On identifie clairement
les quatre parties distinctes dans la matrice densité. A présent, pour mesurer la décroissance des
cohérences, on considere la quantité :

C=>"lpngl. (V.60)

n>5

Notons immédiatement que cette grandeur n’est pas normalisée a 1 pour un chat pur. Nous ne
considérerons donc que la variation relative de cette valeur au cours du temps. La somme com-
mence a ’élément n = 5 pour éviter de compter les éléments de matrice parasites voisins de
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FiGure V.5 — Modules des éléments de la matrice densité p(8). On distingue bien quatre
« secteurs » ol les éléments sont non-nuls, correspondants chacun a un terme de I’expression
(V.59).

z€ro dus a la distorsion de la composante classique. La figure V.8 montre 1’évolution de C(¢) au
cours du temps pour les différents états considérés plus haut. Les barres d’erreur sont obtenues
en répétant la reconstruction sur différentes sous-parties des données expérimentales : on re-
jette aléatoirement la moitié des données expérimentales et 1’état est reconstruit avec les données
restantes. En réitérant le processus pour différents tirages, on obtient une évaluation de I’erreur
statistique. Pour plus de clarté, les barres d’erreur ne sont représentées que sur I’état pair. La ligne
noire est un ajustement exponentiel commun aux deux jeux de données. On inclue un décalage
correspondant au bruit résiduel des éléments de la matrice densité. Le temps de décroissance
obtenu est de 17 +3 ms. En bon accord avec la valeur théorique de 19,8 ms prédite par la formule
(V.40).

Afin de tester la dépendance du temps de décohérence en fonction de la taille du chat, nous
avons réalisé cette analyse sur un chat de taille plus faible. Le champ cohérent utilisé pour pré-
parer le chat contient 2,7 photons en moyenne et le désaccord est de 60kHz. La séparation des
composantes classiques correspondante vaut D*> = 10,3 photons. La figure V.7 montre 1’évo-
lution de la fonction de Wigner ainsi que celle de la quantité C(¢) définie précédemment. Un
ajustement commun sur les deux états donne cette fois un temps de décohérence T = 21 =4 ms,
contre un temps théorique de 22,5 ms. On observe donc bien le ralentissement du phénomene de
décohérence lorsque la taille du chat diminue [104].
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impair différence somme
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48,3ms 0,04‘

Ficure V.6 — Module des éléments de la matrice densité déplacée (chat impair) reconstruite pour
les quatre instants successifs 7 = 4,8, 12,7, 20,6 et 48,3 ms. Les éléments pg(, tronqués sur les
images sont voisins de 0,38 sur I’ensemble des images.
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Ficure V.7 — Cohérence C(r) évaluée comme la somme des modules des éléments pg,(7) /n >
5. Les points rouges correspondent au chat pair et les points bleus, au chat impair. Les barres
d’erreurs (non représentées pour le chat impair pour plus de lisibilité) sont obtenues en effectuant
la reconstruction sur des partitions aléatoires des données expérimentales. Le trait noir représente
un ajustement exponentiel donnant un temps de décohérence Tp = 17 + 3 ms.
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Ficure V.8 — Reconstruction résolue en temps de chats de Schrodinger de séparation D* = 10,3
photons. La premiere ligne représente quatre images successives de la fonction de Wigner du chat
impair, la deuxieme ligne représente la fonction de Wigner du chat pair aux mémes instants 7 = 0,
6,3, 22,1 et 42,7 ms. Enfin, les courbes composées des points bleus et rouges montre la cohérence
des états pairs et impairs en fonction du temps. La ligne noir est un ajustement exponentiel
commun aux deux jeux de données. Le temps de décohérence obtenu est de 7p = 21 + 4 ms.
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Conclusion

La mise en place au cours de mon travail de these d’une mesure non-destructive du nombre
de photons piégés dans une cavité micro-onde a ouvert de nombreuses perspectives. Le principe
méme de ce procédé permet d’éclairer sur un exemple concret le concept délicat de mesure
quantique. De plus, I’application directe de la mesure non-destructive a permis d’observer pour
la premiere fois les sauts quantiques de la lumiere. Ces trajectoires quantiques individuelles
similaires aux trajectoires utilisées dans les simulations Monte-carlo redonnent bien I’évolution
continue décrite par I’équation maitresse lorsqu’on les moyenne entre elles. On a d’ailleurs pu
confirmer quantitativement que les temps de vie des états de Fock variaient bien comme T, /n.
Nous avons méme pu mesurer la 1égere correction due a la présence des photons thermiques.

Cette mesure du nombre de photons est a la base d’une procédure permettant de reconstruire
les états quantiques du champ. Nous avons ainsi pu reconstruire les états produits par I’action en
retour de la mesure du nombre de photons. Nous avons pu vérifier que le champ était bien projeté
sur un état de Fock a I’issue de la mesure QND. La mesure de parité effectuée par un seul atome
permet en outre de préparer un état de type « chat de Schrodinger ». Nous avons reconstruit tout
ces €tats en mesurant une fonction de Wigner généralisée du champ en de nombreux points
de I’espace des phases. Nous avons montré dans ce manuscrit qu’il était possible d’améliorer
significativement la reconstruction en utilisant plutot la mesure QND du nombre de photons
pour mesurer les populations dans I’état déplacé en différents points de I’espace des phases.

L’état chat de Schrodinger permet de mieux comprendre la frontiere entre les mondes quan-
tiques et classiques. La phase du champ jouant alors le role d’un indicateur classique préparé
dans une superposition de deux valeurs différentes. La reconstruction d’un tel état permet de
quantifier la cohérence entre les composantes classiques. En particulier, la fonction de Wigner
du champ est un outil permettant de visualiser immédiatement le degré de cohérence de 1’état
chat de Shrodinger. En reconstruisant 1’état pour plusieurs instants successifs apres sa prépara-
tion, nous avons pu tester notre compréhension du phénomene de décohérence.

Perspectives

Grace au temps de vie de plus de 100 ms de nos cavités, nous pouvons imaginer mesurer une
superposition de pres de 100 photons avant qu’elle ne soit détruite par la décohérence. En réalité,
la limitation principale vient du temps d’interaction entre atome et cavité. Nous avons vu tout
au long du manuscrit les effets de la non-linéarité du déplacement lumineux avec le nombre de
photons. En particulier, pour la préparation de superpositions de taille importante, le déphasage
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Ficure V.9 — Taille de la superposition produite (en nombre de photons) en fonction du nombre
de photons dans le champ cohérent injecté pour différentes valeurs du désaccord atome-champ.

6 des composantes classiques produit par le passage d’un atome diminue pour les nombres de
photons importants :

0o
o= 220 (V.61)
on ii
La taille du chat produit est donnée quant a elle par :
D?* = ii[2- sin(§)]? (V.62)

ou 71 est le nombre de photons injectés initialement dans la cavité. La figure V.9 montre la satu-
ration de la distance des composantes classiques avec le nombre de photons injectés pour diffé-
rentes valeurs du désaccord. Ainsi, il devient nécessaire de rallonger la durée d’interaction entre
le champ et les atomes pour pouvoir augmenter le déphasage produit par le passage d’un atome
et pour travailler avec des désaccords plus importants. Les atomes utilisés pour les expériences
de préparation d’états chat de Schrodinger ont une vitesse de 250 m/s. La préparation d’atomes
plus lents est aujourd’hui difficile a cause de la faible proportion des petites classes de vitesses
dans la distribution maxwellienne des vitesses a la sortie du four. De facon plus fondamentale,
en dessous d’une cinquantaine de metres par seconde, la fleche subie par les atomes du jet sous
I’effet de la gravité deviendra trop génante. Ainsi, il n’est guere possible d’augmenter les temps
d’interaction dans la version actuelle du montage.

Une nouvelle version du montage devrait permettre de préparer des atomes de Rydberg cir-
culaires a partir d’un jet atomique vertical. Ces atomes tres lents devraient permettre dans une



FiGure V.10 — Schéma de principe du futur montage expérimental. En plus des possibilités du
montage actuel, un jet atomique vertical permettra de faire interagir des atomes lents avec la
cavité.

premiere version du montage, d’atteindre des temps d’interaction de 1’ordre de la milliseconde.
Outre la possibilité de préparer des superpositions de grande taille, un tel montage permettra
d’accéder a toute une nouvelle physique tres riche. Par exemple, il deviendrait possible d’adres-
ser directement les niveaux habillés de I’atome par le champ par spectroscopie lorsque 1’atome
se trouve dans le mode de la cavité. La figure V.10 montre un schéma du montage prévu : comme
dans le montage actuel, un jet d’atomes rapides traverse un interférometre de Ramsey dans le-
quel est inséré la cavité micro-onde de grande finesse. En outre, un jet vertical composé d’atomes
extraits d’un piege magnéto-optique permettra de préparer dans une seconde boite a circulariser
des atomes lents dans les états de Rydberg. Les atomes pénetrent dans le mode de la cavité par
le coté de cette derniere et seront détectés « sur place » par un jeu d’électrodes adapté.

Notre dispositif actuel permet de préparer des états de Fock par application d’une mesure
QND du nombre de photons sur un état cohérent. Toutefois, cette technique est longue (la mesure
QND implique de nombreux atomes) et aléatoire. En effet, le champ n’est pas préparé dans
I’état de Fock désiré de facon déterministe. Le nouveau montage permettra, a I’aide d’un seul
atome, de préparer la cavité dans un état de Fock cible. En effet, lorsqu’on injecte un champ
cohérent dans la cavité contenant un atome dont une des transitions |e) — |g) est proche de
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résonance, le systeme atome-champ se trouve dans une superposition cohérente d’états habillés.
Le déplacement lumineux présentant une dépendance en fonction du nombre de photons, on peut
exciter sélectivement 1’atome habillé dans un niveau auxiliaire | f). La détection de I’atome dans
le niveau |f) aura alors pour effet de projeter le champ sur 1’état de Fock sélectionné.

Si I’interaction d’un atome dans [|e) + |g)] / V2 avec un champ cohérent produit un état de
type chat de Schrodinger, on peut aller plus loin en réitérant 1’opération plusieurs fois. Une
marche aléatoire a une dimension est un processus en plusieurs étapes dans lequel, a chaque
étape, le systeme est déplacé d’une quantité a dans une direction ou dans la direction opposée
suivant le résultat d’un tirage aléatoire (un tirage a pile ou face avec une piece par exemple).
Classiquement, apres N étapes, la position du systéme présente une dispersion en @ VN. On peut
a présent considérer une marche aléatoire quantique, par exemple, si la piece de pile ou face est
remplacée par un atome a deux niveaux dont on mélange les niveaux a chaque étape par une im-
pulsion 7r/2. Dans ce cas, tout les chemins possibles interférent entre eux et on peut montrer que
la fonction d’onde apres N étapes est essentiellement centrée autour des valeurs maximales du
déplacement +aN (voir figure V.11). Bien sir, ce processus est extrémement sensible a la déco-
hérence : si I’information sur le chemin suivi vient a fuir dans 1I’environnement, les interférences
entre les différents chemins disparaissent. Le dispositif expérimental proposé permet de mettre
en pratique une telle marche aléatoire en utilisant un atome lent pour déphaser le champ dans une
direction dépendant de 1’état interne. On applique ensuite sur place une impulsion /2 a I’atome
avant de passer a I’étape suivante. Ainsi, la marche aléatoire concerne la position du champ dans
I’espace des phases (voir figure V.11). La marche aléatoire a lieu sur un cercle plutot que sur une
droite, ce qui présente 1’intérét supplémentaire d’autoriser des phénomenes d’interférences avec
les chemins ayant effectué un tour complet autour du cercle. On peut finalement reconstruire a
I’aide des méthodes décrites dans ce mémoire (en utilisant le jet d’atomes rapides) la distribution
du champ dans I’espace des phases apres N €tapes, et ainsi, observer la transition entre la marche
aléatoire classique et la marche aléatoire quantique sous 1’effet de 1a décohérence.
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Ficure V.11 — Comparaison entre une marche aléatoire quantique et une marche aléatoire clas-
sique dans un systeme d’électrodynamique quantique en cavité. A gauche, distribution de phase
du champ (fonction Q sur un cercle) apres 9 étapes d’une marche aléatoire quantique partant d’un
champ cohérent contenant 36 photons en moyenne. L’incrément de phase a chaque étape est de
n/8. A droite, distribution de phase pour la marche aléatoire classique correspondante obtenue
en mesurant 1’atome a chaque étape.
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