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1Introdution
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Chapitre 1. Introdution1 Problématique1.1 Intégration numériqueLa notion d'intégrale est essentielle en analyse et onduit à de nombreux développementsthéoriques aussi bien que pratiques. On peut iter naturellement le alul di�érentiel ommeprolongement évident, mais on retrouve le besoin de aluler des intégrales notamment en théorieanalytique des nombres, dans le domaine des aluls graphiques sur ordinateurs, et bien entenduaussi dans des appliations physiques.L'intégration numérique en elle-même se distingue de l'intégration symbolique dont l'objetest de fournir une expression mathématique équivalente à une expression faisant intervenir uneintégrale. Pour illustration, un système de alul symbolique pourra aluler
∫ 17

0

dx

1 + x2
= arctan(17)tandis qu'une intégration numérique se ontentera de répondre :

∫ 17

0

dx

1 + x2
≈ 1, 512040504...A priori la résolution symbolique de formules omportant des intégrales est préférable : onobtient une expression plus simple qu'il sera possible de ontinuer à manipuler par la suite entant que sous-expression de l'expression globale. Par exemple le système de alul symboliquesaura montrer que ∫ 17

0

dx

1 + x2
− arctan(17) = 0tandis qu'un système numérique alulera une valeur approhée de l'expression gauhe en serapprohant toujours plus de zéro à mesure que la préision demandée grandit mais sans pouvoirdéider de la nullité de l'expression.D'autre part le alul numérique d'une intégrale fait appel à un nombre plus ou moins im-portant d'évaluations de la fontion à intégrer, e qui a des impliations autant sur le temps dealul que sur la préision. À titre d'exemple on peut dé�nir pour 0 ≤ x ≤ 1 :

f(t) = 2
√

1− t2

F (x) =

∫ x

0
f(t)dt =

∫ x

0
2
√

1− t2dt = arcsin(x) + x
√

1− x2.Le alul de F (x) via l'expression de droite pour une valeur donnée de x demande le aluld'une raine arrée et d'un ar-sinus en plus de quelques opérations élémentaires. En revanhel'évaluation numérique de l'intégrale demande le alul de 2
√

1− t2 pour un ertain nombre devaleurs de t hoisies dans [0, x]. Le nombre exat de points à utiliser dépendra de la méthoded'intégration hoisie et de la préision voulue mais il est légitime de penser que dans le as oùla fontion f est fournie omme une boîte noire à la routine d'intégration numérique alors lerésultat fourni pour F sera moins préis et demandera plus de temps de alul que via le aluldiret de l'expression symbolique sans intégrale, pour une même préision.Dans es onditions, pourquoi vouloir intégrer numériquement malgré tout ? On peut avanerprinipalement deux arguments.Tout d'abord, l'intégration symbolique peut éhouer. Comme exemple bien onnu, la primitive
x 7→

∫ x

0
e−t2dt2



1. Problématiquede la fontion t 7→ e−t2 n'admet pas d'expression lose à base de primitives algébriques, loga-rithmiques et exponentielles. Le reours à l'intégration numérique est don parfois inévitable (ilne l'est pas dans e as partiulier de la fontion erf(z) = 2√
π

∫ z
0 e−t2dt ar il existe d'autresméthodes numériques omme utiliser le développement de Taylor).D'autre part l'intégration symbolique n'est pas toujours plus rapide ou plus �able qu'uneintégration numérique. L'exemple suivant, tiré de [12℄ l'illustre :

∫ x

0

dt

1 + t4
=

1

4
√

2
log

x2 + x
√

2 + 1

x2 − x
√

2 + 1
+

1

2
√

2

(
arctan

x√
2− x

+ arctan
x√

2 + x

)
. (1.1)Un alul numérique mené via la formule exate est non trivial et fait apparaître su�samment defontion spéiales pour que l'intégration numérique soit plus rapide et plus �able. L'évaluationde la formule exate pour (1.1) donne 0, 8669729867 sous Maple 10 soit une erreur de 6, 4 ulpdéimaux (tandis que tous les hi�res a�hés pour son évaluation par intégration numériquesont exats : 0, 8669729873).Dans ertains as en�n le hoix ne se pose même pas ; 'est le as des fontions onnuesuniquement par une boîte noire (on peut demander son image en ertains points mais pas sonexpression sous forme lose, même si elle en avait une) ou enore lorsque les valeurs de la fontionne sont onnues qu'en un nombre �ni de points par des mesures expérimentales.1.2 Arrondi orretSi les outils permettant de aluler numériquement des expressions ne manquent pas, ononstate hélas qu'ils restent en général muets onernant la préision des résultats alulés.Beauoup de logiiels sont développés sans se poser la question de la orretion du résultatretourné à l'utilisateur, que e soit dans un langage de programmation généraliste ou dans unsystème onçu pour les aluls numériques et formels.On utilise le terme de �préision� pour désigner deux hoses di�érentes mais liées. D'une partla préision d'une variable indique la taille en nombre de hi�res (ou bits) utilisés pour onduireles aluls (on peut par exemple e�etuer tous les aluls ave une préision de 53 bits) ; d'autrepart on parle de la préision d'une valeur pour indiquer son éart à la valeur théorique exate.À titre d'exemple nous pouvons demander à Maple 10 la valeur de l'intégrale

I =

∫ 42

17
e−x2

log xdx.fousse�tate:~$ maple10|\^/| Maple 10 (IBM INTEL LINUX)._|\| |/|_. Copyright () Maplesoft, a division of Waterloo Maple In. 2005\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of<____ ____> Waterloo Maple In.| Type ? for help.> evalf(Int(exp(-x^2)*ln(x), x=17..42)); -1260.2604007480 10L'utilisateur est en droit de se demander ombien des hi�res a�hés dans e résultat sont utiles ;par exemple si la valeur exate était plus prohe de 0, 261 · 10−126 alors seuls les deux premiershi�res déimaux du résultat seraient orrets, don la préision du résultat a�hé serait de 2hi�res déimaux. 3



Chapitre 1. IntrodutionL'utilisateur aurait-il l'audae de ne pas faire on�ane à Maple et de demander son avis àPari/GP version 2.3.0, le résultat le laisserait sans doute perplexe :laurent�tortoise:~$ gpReading GPRC: /et/gpr ...Done.GP/PARI CALCULATOR Version 2.3.0 (released)powerp running linux (portable C/GMP-4.2.1 kernel) 32-bit versionompiled: Jun 29 2006, g-4.1.2 20060613 (prerelease) (Debian 4.1.1-5)(readline v5.1 enabled, extended help available)Copyright (C) 2000-2006 The PARI GroupPARI/GP is free software, overed by the GNU General Publi Liense, and omesWITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.Type ? for help, \q to quit.Type ?12 for how to get moral (and possibly tehnial) support.parisize = 4000000, primelimit = 500000? intnum(x=17, 42, exp(-x^2)*log(x))%1 = 2.565728500561051482917356396 E-127Les deux systèmes de alul di�èrent dès le deuxième hi�re signi�atif. Sur et exemple préisPari/GP a raison (tous les hi�res du résultat a�hé par Pari sont orrets, si l'on fait on�aneaux aluls e�etués ave une préision doublée par Pari, Mathematia 5 et CRQ) : il ne s'agitpas de jeter la pierre à Maple mais bien d'illustrer que lorsque l'on demande une approximationnumérique à son système de alul favori, il est bon de prendre le résultat ave une bonne dosede ironspetion.Au delà de l'intérêt évident de renvoyer des résultats orrets, faire l'e�ort de garantir uneborne d'erreur sur le résultat apporte d'autres avantages. Un alul numérique est rarement isolé,mais s'insère omme une étape dans un alul global plus omplexe. Pour onnaître la préisionobtenue sur le résultat �nal il est néessaire de pouvoir borner les erreurs ommises à haqueétape du alul. En reprenant l'exemple de l'intégrale (1.1), aluler sa valeur pour une valeurde x hoisie ave forme exate (symbolique) demande de maîtriser l'erreur dans le alul de √2,elui d'ar-tangente, du logarithme et bien entendu lors de haque alul élémentaire que sontaddition, soustration, multipliation et division.Lorsque la di�érene entre la valeur exate et la valeur renvoyée est plus petite que le poids dudernier hi�re renvoyé, on dit que la valeur renvoyée est un arrondi �dèle de la valeur exate. Parexemple 0, 2565728500561051 · 10−126 et 0, 2565728500561052 · 10−126 sont deux arrondis �dèlespour une préision de 16 hi�res déimaux de la valeur 0, 2565728500561051482917356396·10−126 .On peut exiger plus et demander la valeur de l'arrondi vers zéro, ou par exemple l'arrondi auplus prohe de la valeur exate. Il s'agit alors d'une valeur dé�nie de manière unique (sauf pourl'arrondi au plus prohe lorsque la valeur à arrondir se trouve au milieu de deux nombres �ottantsauquel as on hoisit par onvention elle dont le dernier hi�re est pair).Dans les débuts du développement de l'informatique, haque onstruteur dé�nissait poursa mahine un format de stokage des nombres �ottants. En partiulier la plage d'exposant etla taille de la mantisse pouvaient varier d'un onstruteur à l'autre. De même la sémantiquedes aluls n'était pas rigoureusement dé�nie, même pour les opérations élémentaires. Une tellevariété de format et de omportement rendait les programmes faisant appel à des aluls en4



2. État de l'art algorithmiquenombres �ottants très peu portables ; les résultats variant d'un système à l'autre en fontion desopérations utilisées, de la préision interne utilisée par le système et du soin que le onstruteuravait mis à programmer haune de es opérations.L'avènement de la norme IEEE754 [22℄ en 1985 met �n à ette � tour de Babel du alul�ottant� en dé�nissant quatre formats de nombres �ottants et quatre modes d'arrondi. Desquantités spéiales sont ajoutées pour représenter les in�nis et les résultats d'opérations nondé�nies (NaN pour Not a Number) et surtout, la norme impose que les opérations de baserespetent la règle de l'arrondi orret (voir la Dé�nition 4). Les programmes deviennent portablesentre systèmes respetant la norme ar le résultat d'un alul est uniquement dé�ni pour toutesles opérations ouvertes par la norme. De plus l'éhange de valeurs �ottantes est failité entresystèmes hétérogènes ar le format de représentation d'un nombre �ottant en mahine est imposé.2 État de l'art algorithmiqueLes méthodes d'intégration numérique proposées dans les systèmes et bibliothèques de alulsont diverses. Les systèmes di�èrent autant par les méthodes à proprement parler que par lafaçon de les appliquer, que l'on pourrait appeler la stratégie d'intégration.Nous allons faire un panorama de es méthodes et stratégies.2.1 Méthode de Newton-CotesLa famille des méthodes de Newton-Cotes est une généralisation de la dé�nition élémentairede l'intégrale par les sommes de Riemann. La famille est paramétrée par le nombre n de pointséquidistants d'évaluation de la fontion ; la valeur de l'intégrale alulée étant égale à la valeurde l'intégrale du polyn�me interpolateur passant par es points.Cette famille de méthodes est en général dérite pour des raisons historiques ou pédagogiques.Elle est ommunément tenue pour inférieure aux autres méthodes onnues.2.2 Méthode de RombergLa méthode de Romberg est une appliation de la méthode de Rihardson [31℄ à la règle destrapèzes. Pour un paramètre entier m la méthode des trapèzes sur [a, b] de pas d'intégration
h = b−a

m est l'appliation de la méthode de Newton-Cotes à 2 points omposée m fois, elle alule
I(h) = h

(
1

2
(f(a) + f(b)) +

m−1∑

i=1

f(a + ih)

)omme valeur approhée de ∫ b
a f(x)dx. On peut montrer (par exemple en appliquant la formulede sommation d'Euler-Malaurin) que le terme d'erreur ne ontient que des puissanes paires de

h : ∣∣∣∣I(h)−
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ = a0h
2 + a1h

4 +O(h6). (1.2)On pose
Tk,0 = I

(
h

2k

)et on ommene par aluler T0,0, T1,0, . . . , Tn,0 pour une ertaine valeur de n.La méthode d'extrapolation de Rihardson alule une pyramide de di�érenes pour augmen-ter l'ordre de onvergene : 5



Chapitre 1. Introdution
T0,0 T0,1 · · · T0,n−1 T0,n

T1,0 T1,1 · · · T1,n−1... ...... Tn−1,1

Tn,0Des ombinaisons linéaires permettent de passer d'une olonne à l'autre, le but étant à haqueolonne d'annuler un terme d'erreur supplémentaire dans l'équation (1.2). Plus préisément onobtient la formule
Tk,l+1 =

22l+2Tk+1,l − Tk,l

22l+2 − 1pour passer d'une olonne l à la olonne l + 1. La valeur e�etivement renvoyée par l'algorithmeest T0,n et son erreur est O(h2(n+1)) si f est su�samment régulière, toute onsidération d'erreurd'arrondi mise à part.2.3 Méthode de GaussLes méthodes de Gauss sont des méthodes d'intégration pondérées, en e sens que pour unefontion f et un domaine d'intégration [a, b] elles alulent
Iw(f) =

∫ b

a
w(x)f(x)dxpour une ertaine fontion de poids w véri�ant quelques propriétés. L'étude de la méthode Iwpasse naturellement par elle du produit salaire impliitement dé�ni par w sur les fontions

[a, b]→ R, qui dé�nit une famille de polyn�mes orthonormaux.Le as partiulier de la fontion de poids w = 1 est appelé méthode de Gauss-Legendre.Dans un ertain sens, les méthodes de Gauss restent �élémentaires� puisqu'elles s'ériventaussi omme les méthodes de Newton-Cotes via l'interpolation de f en n points bien hoisis.L'expériene semble montrer que es méthodes sont les plus e�aes pour intégrer des fontionsrégulières sur des segments de R [2℄.Il est possible de aluler simultanément tous les points de la méthode par la déterminationdes valeurs propres d'une matrie assoiée aux polyn�mes orthonormaux [20℄. La omplexité deet algorithme matriiel est O(n3).Méthode de Gauss-KronrodLes méthodes de Gauss-Kronrod sont une variation des méthodes de Gauss. Elles sont aussiparamétrées par une fontion de poids w et la méthode d'ordre n utilise 2n + 1 points dont norrespondent aux points de la méthode de Gauss pour le même poids. Les n + 1 points restantssont déterminés par la ondition que la méthode d'intégration doit être exate pour tous lespolyn�mes de degré au plus 3n + 1.Les oe�ients peuvent être alulés par une méthode matriielle, omme pour les oe�ientsde Gauss [8, 23℄.6



2. État de l'art algorithmique2.4 Méthode de Clenshaw-CurtisLa méthode de Clenshaw-Curtis est enore une méthode de type interpolatoire, paramétréepar le nombre de points n, ave un hoix des points d'intégration sur l'intervalle [−1, 1] de
xj = cos

(
jπ

n

)et les poids orrespondants alulés pour intégrer orretement les polyn�mes de degré au plus
n− 1.Du fait de e hoix de points, la méthode n'est pas optimale au sens de l'approximationpolynomiale de plus haut degré omme 'est le as des méthodes de Gauss, et 'est e qui luivaut d'être négligée en pratique au pro�t de elles-i.Une étude omparative des méthodes de Gauss et de Clenshaw-Curtis est faite dans [35℄, quimontre en partiulier que le fateur 2 en terme de meilleure approximation polynomiale n'estpas on�rmé en pratique : si l'on onsidère le nombre minimal de points à utiliser pour atteindreune préision donnée, alors la méthode de Gauss n'est pas meilleure d'un fateur 2 (mais toutde même supérieur à 1) par rapport à la méthode de Clenshaw-Curtis.2.5 Méthode doublement exponentielleLes méthodes doublement exponentielles (DE) reposent sur le hoix d'un hangement devariable qui transforme un domaine d'intégration borné à R, et sur l'optimalité de la méthodedes trapèzes sur R pour les fontions analytiques. Pour une fontion f intégrable sur R et un pasd'intégration h la méthode des trapèzes onsiste à aluler

Ih = h

+∞∑

i=−∞
f(hi)omme valeur approhée de ∫ +∞

−∞ f(x)dx. Il s'agit d'une extension à R de la méthode des trapèzessur [a, b] qui ompose m fois la méthode de Newton-Cotes à 2 points (formule donnée plushaut). Déouverte en 1973 par Takahasi et Mori, la transformation doublement exponentielleest ouramment utilisée en logiiel. Une introdution à la transformation et à sa déouverte estdonnée dans [25℄ ; l'essentiel en est restitué ii.Pour aluler
I =

∫ 1

−1
f(x)dxil est possible d'utiliser une transformation

x = φ(t)où φ est analytique sur R et véri�e
lim

t→−∞
φ(t) = −1, lim

t→∞
φ(t) = 1et alors

I =

∫ ∞

−∞
f(φ(t))φ′(t)dt.En appliquant la formule des trapèzes à ette dernière expression on alule 7



Chapitre 1. Introdution
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Fig. 1.1 � La transformation φ(x) = tanh(π
2 sinh x) utilisée dans la méthode doublement expo-nentielle.

IN
h =

N∑

k=−N

f(φ(kh))φ′(kh)pour un ertain pas de disrétisation h et en tronquant la somme aux termes de −N à N . Lehoix de transformation proposé est
φ(t) = tanh

(π

2
sinh t

)qui donne la formule
IN
h =

N∑

k=−N

f
(
tanh

(π

2
sinh kh

)) π
2 cosh kh

cosh2(π
2 sinh kh)

.La formule doit son nom à la déroissane doublement exponentielle de
φ′(t) =

π
2 cosh t

cosh2(π
2 sinh t)quand |t| → ∞ (voir Figure 1.2). Le prinipe de la transformation est de onentrer l'essentiel dela ontribution de la fontion à intégrer autour de 0, d'où la forte déroissane quand |t| roît.Il y a un ompromis à trouver dans le hoix des paramètres et de la transformation φ utilisée :une déroissane plus rapide que doublement exponentielle diminue l'erreur de tronature maisaugmente l'erreur de disrétisation.Depuis la déouverte de la transformation DE, ette méthode est appliquée seule ou aved'autres transformations, en fontion de la nature de l'intégrande, de ses singularités et dudomaine d'intégration. Un tel exemple est l'expansion sinus ardinal � sinc� :

f(x) ≈
N∑

k=−N

f(kh)S(k, h)(x)8



3. État de l'art au niveau logiiel
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Fig. 1.2 � La déroissane de φ′(x).où
S(k, h) =

sin(π(x− kh)/h)

π(x− kh)/hqui est utilisée onjointement à la méthode doublement exponentielle dans [33℄, améliorant les for-mules préédentes qui utilisaient une transformation simplement exponentielle φ(x) = tanh(x/2)à l'expansion � sinc�. La fontion sinc est dé�nie par
sinc =

{
1 si x = 0,
sin(πx)

πx sinonet son graphe est donné en Figure 1.3.2.6 Stratégies adaptativesLes méthodes d'intégration dérites jusqu'ii ne sont en général pas appliquées diretement àl'intervalle d'intégration onsidéré. Le prinipe de la omposition onsiste à déouper l'intervallede départ en plusieurs sous-intervalles et appliquer une méthode d'intégration à haun d'eux.Une stratégie d'intégration adaptative hoisit à haque étape de redéouper plus �nement l'in-tervalle d'intégration, de modi�er les paramètres de la méthode (voire de hanger de méthode),jusqu'à e qu'une ondition d'arrêt soit satisfaite.À titre d'exemple la stratégie utilisée par MuPAD est dérite dans [26℄ et suit les idées de[18℄.3 État de l'art au niveau logiielLes méthodes d'intégration que nous avons présentées sont inluses dans les logiiels de alulnumérique, et jouissent d'une popularité variable. Nous évoquons prinipalement les logiiels quiseront testés dans le hapitre 6 �Résultats expérimentaux�. Les informations proviennent de ladoumentation de es systèmes. 9
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Fig. 1.3 � La fontion sinus ardinal.Algorithme 1 Intégration adaptative � quadrature(f, [a, b], Qn, ǫ)Entrée : une fontion à intégrer f , un domaine d'intégration [a, b], une méthode d'intégra-tion Qn, une tolérane d'erreur ǫ.Sortie : une valeur approhée Î de ∫ b
a f(x)dx à ǫ près de façon heuristique uniquement.1: m← (a + b)/22: Q1 ← Qn(f, a, b)3: Q2 ← Qn(f, a,m) + Qn(f,m, b)4: if |Q1 −Q2| ≤ ǫ then5: return Q26: else7: return quadrature(f, [a,m], Qn, ǫ)+ quadrature(f, [m, b], Qn, ǫ).8: end if3.1 Maple 10Maple utilise la bibliothèque NAG (Numerial Algorithm Group) pour le alul numériqued'intégrales. Cette bibliothèque propose les méthodes de Gauss-Legendre et Gauss-Kronrod aveune stratégie adaptative, mais se limite à l'utilisation des nombres �ottants disponibles en ma-hine. La ommande evalhf(Digits) donne le nombre de hi�res à partir duquel Maple n'utiliseplus NAG (et vaut 15 sur une mahine 32 bits).En interne, Maple dispose aussi des méthodes de Clenshaw-Curtis, de Gauss-Legendre, dela méthode DE ainsi que de l'expansion sinc. La stratégie par défaut essaie d'abord la méthodede Clenshaw-Curtis. Si la vitesse de onvergene est faible, Maple passe à une méthode DEadaptative, puis à une méthode de Gauss-Legendre adaptative, tout en essayant de déteter dessingularités par des moyens numériques et symboliques.Il est aussi possible de demander à utiliser la méthode de Newton-Cotes, mais ave un nombrede points �xé à 8. Sa présene est don anedotique.10



4. Contributions et organisation du doument3.2 Pari/GP 2.3.0La transformation DE est la méthode utilisée par défaut dans Pari/GP depuis la version 2.2.9[3℄. La méthode d'intégration de Romberg est toujours disponible mais est jugée obsolète.3.3 Mathematia 5.0.0Les méthodes disponibles dans Mathematia sont la méthode de Gauss-Kronrod (utilisée pardéfaut) et la méthode DE. Mathematia utilise aussi une stratégie réursive de bissetion aveune profondeur limitée à 6 par défaut1.3.4 MuPAD 2.5.3MuPAD dispose des méthodes d'intégration de Gauss-Legendre, de Newton-Cotes et deGauss-Thebyhev. La méthode utilisée par défaut est Gauss ave un nombre de points séle-tionné automatiquement en fontion de la préision requise lorsqu'elle est inférieure à 200 hi�res.Au delà il est reommandé de préiser manuellement un nombre de points égal à la préisiondemandée.La méthode de Gauss-Thebyhev est un as partiulier des méthodes de Gauss pour unefontion de poids w = 1− x2, elle demande don une transformation de la fontion f à intégreret s'adapte partiulièrement aux fontions de la forme p(x)
1−x2 où p(x) est un polyn�me.La fontion d'intégration de MuPAD utilise la stratégie adaptative dérite dans l'algorithme 1(p. 10) sauf dans le as de la méthode de Gauss-Thebyhev. Il est aussi possible de la désativer.4 Contributions et organisation du doumentLes ontributions de la thèse sont les études rigoureuses des méthodes de Newton-Cotes(hapitre 3) et de Gauss-Legendre (hapitre 4) et des algorithmes qui en déoulent, dans leontexte de la préision arbitraire et ave l'objetif de borner l'erreur sur le résultat. Ces deuxpoints (préision arbitraire et erreur bornée) onstituent l'originalité du présent travail. Desalgorithmes développés, les méthodes e�aes de alul des points par un proédé d'isolation etde ra�nement des raines réelles d'un polyn�me (hapitre 5) sont apparues naturellement durantl'examen de la méthode de Gauss-Legendre. Il s'agit ependant d'un travail qui présente un intérêtpour lui-même et qui peut s'appliquer à la question de la reherhe de raines polynomiale defaçon plus générale.L'utilisation d'une préision de alul arbitrairement grande soulève des problèmes algorith-miques et numériques qui ne se posent pas en préision �xe. La préision atteinte lorsque l'onalule en préision �xe est fatalement inférieure à la préision de travail, et l'aumulationdes erreurs d'arrondi inite à ne regarder qu'un nombre de points relativement limité pour lesméthodes d'intégration. Ave la préision arbitraire se repose la question du hoix optimal deméthode, de nombre de points et de stratégie à appliquer en fontion de la préision voulue.L'argument de la omposition des aluls a déjà été ité pour justi�er l'objetif de vouloirborner l'erreur. Cet objetif se omprend lui aussi dans le ontexte de la préision arbitraire où ilest possible d'augmenter la préision de alul tant que le nombre de hi�res orrets demandésdans le résultat n'est pas atteint : 'est la base de la stratégie �en peau d'oignon� de Ziv [39℄.L'étude de la méthode de Gauss-Legendre amène naturellement à s'intéresser au problèmedu alul d'une raine d'un polyn�me en préision arbitraire, traité dans les setions 17 et 18.1D'après la doumentation en ligne http://douments.wolfram.om/mathematia/funtions/NIntegrate.11



Chapitre 1. IntrodutionLes résultats théoriques et les algorithmes présentés s'aompagnent d'une réalisation logi-ielle sous forme d'une bibliothèque baptisée Corretly Rounded Quadrature (CRQ) que l'on peuttraduire en français par � Intégration ave arrondi orret�. Le titre est optimiste, savoir bornerl'erreur ne proure par néessairement la propriété d'arrondi orret qui demande en plus desavoir déteter les résultats exatement représentables. Des mesures de performanes de CRQsont données dans le hapitre 6, ainsi que des omparaisons ave d'autres systèmes d'intégrationnumérique.
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2Éléments de alul �ottant
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Chapitre 2. Éléments de alul �ottantAprès avoir e�euré le sujet du alul �ottant dans l'introdution, nous donnons ii des dé�-nitions préises et des notations qui seront utilisées par la suite, avant de parler des partiularitésde la bibliothèque MPFR [34℄. Nous donnons aussi des résultats de bornes d'erreur élémentairessur le alul �ottant qui seront utiles par la suite.5 Modèle de alul �ottantNous donnons les rudiments de la représentation des nombres �ottants en base β = 2, quiest la seule base qui nous intéressera par la suite. Des dé�nitions similaires sont possibles pourune base β di�érente ; on pourra retrouver une desription plus générale des �ottants ainsi qu'unertain nombre de notions passées sous silene dans [19℄.Dans la suite la préision p est un entier ≥ 2.Dé�nition 1 (Nombre �ottant). Un nombre réel x est un nombre �ottant en préision p s'ilpeut s'érire x = m · 2e où m, e sont des entiers et |m| < 2p.Cette dé�nition s'apparente à la notion d'�ériture sienti�que� en base 10 où par exemple
1981 s'érit 1, 981 · 103 : les �ottants en base 2 ne sont rien d'autre qu'une suite �nie de bits�déalée� d'une ertaine puissane de 2.Lorsque 2p−1 ≤ |m| < 2p on dit que le nombre �ottant x (non nul) est normalisé.Dé�nition 2 (Exposant). Pour un nombre réel non nul x on dé�nit l'exposant E(x) := 1 +
⌊log2 |x|⌋, de telle sorte que 2E(x)−1 ≤ |x| < 2E(x).L'exposant d'un réel non nul x est don l'exposant de la plus petite puissane de 2 qui eststritement supérieure à |x|. Par exemple

1024 = 210 ≤ 2006 < 211 = 2048don E(2006) = 11. L'exposant dépend de la base mais pas de la préision.Dé�nition 3 (Ulp). Pour un nombre réel non nul x et une préision p on dé�nit l'ulp ou unitin the last plae de x par ulp(x) := 2E(x)−p.Pour un réel x non nul et une préision p on a toujours 2p−1ulp(x) ≤ |x| < 2pulp(x). Si x estun nombre �ottant, alors ulp(x) est le poids du bit le moins signi�atif � qu'il soit nul ou pas� dans la mantisse normalisée à p bits de x. Pour tout réel x, ulp(x) est toujours positif pardé�nition. On pourra onsidérer pour un réel x non nul ulp(x) pour di�érentes préisions p et onnotera ulpp(x) pour les distinguer, ou pour indiquer la préision si elle n'est pas évidente suivantle ontexte. On attire l'attention du leteur sur le fait que ulp(x) et E(x) sont bien dé�nis pourtout réel x non nul, et pas seulement pour x �ottant.Nous pouvons déjà remarquer que les �ottants sur p bits ne ontiennent qu'un sous-ensembledes rationnels, et que de plus et ensemble n'est stable pour auune des opérations de base
{+,−,×,÷}.5.1 Flottants IEEE 754La norme IEEE 754 [22℄ a proposé un adre uni�é de alul �ottant à une époque où haqueonstruteur de matériel utilisait le sien. Elle dé�nit 4 formats de nombres �ottants résumés dansle tableau 2.1, ainsi que 4 modes d'arrondi : l'arrondi au plus prohe d'un réel x est le nombre14



6. Partiularités de MPFRFormat Taille totale emin emax
Taille dela mantisse Taille del'exposantsimple 32 −126 127 24 8simple étendu ≥ 43 ≤ −1022 ≥ 1023 ≥ 32 ≥ 11double 64 −1022 1023 53 11double étendu ≥ 79 ≤ −16382 ≥ 16383 ≥ 79 ≥ 15Fig. 2.1 � Les formats de �ottants de la norme IEEE 754 (la plage d'exposant est donnée pourune normalisation 1 ≤ |m| < 2).�ottant le plus prohe de x (s'il y a ambiguïté on hoisit elui dont la mantisse est paire), l'arrondivers −∞ est le plus grand nombre �ottant inférieur ou égal à x, l'arrondi vers +∞ est le pluspetit nombre �ottant supérieur ou égal à x, et l'arrondi vers 0 orrespond à l'arrondi vers +∞pour x ≤ 0 et à l'arrondi vers −∞ pour x ≥ 0. Dans la suite on s'intéressera essentiellementà l'arrondi au plus prohe, que l'on note ◦(x) pour un réel x quelonque, ou ◦p(x) lorsque l'onvoudra indiquer à quelle préision p on arrondit.Dans la norme, haque format de �ottants détermine la taille dévolue dans la représentationdu nombre aussi bien à la mantisse qu'à son exposant, représenté omme un entier ave un biaisimposé. On notera que la plage d'exposants aessible [emin, emax] ne orrespond pas exatementau nombre de bits utilisés pour représenter l'exposant, ertaines valeurs de l'exposant sont ré-servées pour représenter les quantités spéiales (+∞, −∞ et NaN pour Not a Number lorsquele résultat d'une opération n'est pas dé�ni) ainsi que les �ottants dénormalisés (que nous nedétaillons pas ii).La ondition de normalisation fait éonomiser un bit dans la représentation de la mantisse(le bit de poids fort que l'on sait égal à 1 n'est pas stoké expliitement).En�n une exigene ruiale de la norme est elle de l'arrondi orret :Dé�nition 4 (Arrondi orret). On dit que le résultat d'un alul �ottant respete la règle del'arrondi orret s'il est égal au �ottant arrondi à la préision demandée dans le mode d'arrondiourant du même alul e�etué dans R, 'est-à-dire sur des réels ave une préision in�nie.Les opérations a op b où op ∈ {+,−,×,÷} doivent respeter ette règle, de même quel'opération raine arrée√·. Cette propriété est apitale dans la détermination de bornes d'erreur,et permet par exemple d'érire :

| ◦ (a + b)− (a + b)| ≤ 1

2
ulp(◦(a + b)). (2.1)On montre failement par l'absurde que si l'inégalité (2.1) n'est pas satisfaite alors l'un desnombres �ottants voisins du �ottant ◦(a + b) est plus prohe de a + b, e qui est absurde pourun arrondi au plus prohe.6 Partiularités de MPFRLa bibliothèque MPFR [34℄ de alul �ottant s'appuie sur le norme IEEE 754 et respetedon la règle de l'arrondi orret pour haun des quatre modes d'arrondi. Le hoix de la baseest β = 2. Par rapport aux �ottants �mahine�, MPFR étend la norme de deux façons : 15



Chapitre 2. Éléments de alul �ottant� en supportant d'une part la multi-préision (aussi appelée �préision arbitraire�). Chaquenombre MPFR ontient l'information de sa préision2 p ≥ 2, et les aluls sont arrondis àla préision de la variable résultat,� en respetant d'autre part la règle de l'arrondi orret pour un ensemble de fontions plusgrand que les opérations de base (par exemple sin, exp, . . .).En pratique la taille des nombres MPFR n'est limitée que par la mémoire du système, et lesexposants sont stokés dans un entier mahine don la plage d'exposants aessibles est trèsgrande (on supposera par la suite qu'elle est non bornée).Les fontions disponibles dans MPFR sont nombreuses, on peut iter les fontions trigono-métriques (et trigonométriques inverses), l'exponentielle et le logarithme dans les bases 2, 10 etla base naturelle, la fontion ζ de Riemann, la fatorielle (parmi d'autres). Certaines onstantesomme π et la onstante d'Euler sont aussi dé�nies. Toutes es fontions et onstantes sontalulées en respetant la règle de l'arrondi orret.D'inspiration voisine, la bibliothèque CRlibm [11℄ a pour but d'étendre l'arrondi orret auxfontions disponibles dans les bibliothèques mathématiques libm ave une implémentation rapideet prouvée, pour la double préision. L'objetif à terme est d'inlure es fontions dans une futurerévision de la norme IEEE 754.Dans les algorithmes des hapitres 3 à 6, le modèle de alul �ottant utilisé est elui de MPFRave l'hypothèse de la plage d'exposant non bornée. Pour que le leteur n'ait pas à se souvenirde la préision de haque variable, on indiquera la préision de alul utilisée dans l'opérationd'arrondi, plut�t que de la supposer impliitement indiquée dans la variable de destination. Parexemple une ligne
x← ◦p(y + z)signi�e que x reçoit l'arrondi exat en arrondi au plus prohe sur p bits de l'addition y + z, etdon que dans l'implémentation la préision de la variable x aura été impliitement hangée aubesoin à p bits.7 Calul d'ulpOn suppose dans la suite que la plage d'exposant est non bornée. Cela implique notammentqu'il ne se produit ni over�ow ni under�ow au ours des aluls.Lemme 1. Si c 6= 0 et x 6= 0 alors c · ulp(x) < 2 · ulp(cx).Preuve : Si c < 0 il n'y a rien à prouver. Par dé�nition de ulp(x) on a :

2p−1ulp(x) ≤ |x|et pour c > 0

|cx| < 2pulp(cx)don
c · 2p−1ulp(x) ≤ |cx| < 2pulp(cx).Lemme 2. Pour un réel non nul x et dans tous les modes d'arrondi on a : ulp(x) ≤ ulp(◦(x)),où ◦(x) est l'arrondi de x dans le monde d'arrondi hoisi, ave une plage d'exposant non bornée.2Les aluls e�etués en préision 1 bit n'ont que très peu d'intérêt pratique de toute façon.16



7. Calul d'ulpPreuve : L'hypothèse de la plage d'exposant non bornée implique notamment qu'il ne se produitpas d'under�ow (arrondi à zéro). On a 2E(x)−1 ≤ |x| < 2E(x) et ulp(x) = 2E(x)−p. Après arrondion obtient 2E(x)−1 ≤ | ◦ (x)| ≤ 2E(x) puisque 2E(x) et 2E(x)−1 sont exatement représentables, etdon ulp(◦(x)) ≥ 2E(x)−p ≥ ulp(x).Lemme 3. Soit x un réel non nul et ◦(x) l'arrondi au plus prohe de x sur p bits. Alors |x| ≤
(1 + 2−p)| ◦ (x)|.Preuve : Par dé�nition de l'arrondi au plus prohe on a

|x− ◦(x)| ≤ 1

2
ulp(◦(x)) ≤ 1

2
21−p| ◦ (x)|,

|x| ≤ | ◦ (x)|+ 2−p| ◦ (x)|.Lemme 4. Soient a et b deux nombres �ottants non nuls du même signe et de même préision
p alors dans tous les modes d'arrondi

ulp(a) + ulp(b) ≤ 3

2
ulp(◦(a + b)).Preuve : Il su�t de onsidérer le as où a et b sont positifs. La dé�nition de ulp donne :

2p−1ulp(a) ≤ a < 2pulp(a),

2p−1ulp(b) ≤ b < 2pulp(b)don
2p−1[ulp(a) + ulp(b)] ≤ a + b < 2p[ulp(a) + ulp(b)].Si ulp(a) = ulp(b) on obtient

2pulp(a) ≤ a + b < 2p+1ulp(a)et don ulp(◦(a + b)) ≥ ulp(a + b) ≥ 2ulp(a) = ulp(a) + ulp(b) (Lemme 2) e qui prouve lerésultat.Sinon on peut supposer sans perte de généralité que ulp(a) > ulp(b), 'est-à-dire ulp(a) ≥
2 · ulp(b). On en déduit :

ulp(a) + ulp(b) ≤ 3

2
ulp(a),et ave ulp(◦(a + b)) ≥ ulp(a + b) ≥ ulp(a) (Lemme 2) ela onlut la preuve.Exemple : Prenons p = 4 et l'arrondi au plus prohe : a = 1, 010, b = 0, 1001 en format binaire.

a + b = 1, 1101, ◦(a + b) = 1, 110,
ulp(a) + ulp(b) = 2−3 + 2−4 = 3

22−3 = 3
2ulp(◦(a + b)).Lemme 5. Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a ≤ b et â, b̂ leur arrondi respetif auplus prohe sur p bits, et b̂ 6= â. Alors
b− a ≤ 5

2

(
b̂− â

) 17



Chapitre 2. Éléments de alul �ottantPreuve : On a
b− a = b̂− â + (b− b̂) + (â− a)

b− a ≤ b̂− â + |b− b̂|+ |â− a|.On se ramène à montrer que
|b− b̂|+ |a− â| ≤ 3

2

(
b̂− â

)
.Par dé�nition de l'arrondi au plus prohe on a toujours

|̂b− b| ≤ 1

2
ulp(̂b) (2.2)et

|â− a| ≤ 1

2
ulp(â). (2.3)De plus b > a donne ulp(̂b) ≥ ulp(â). On distingue trois as, suivant la position respetive de b̂et â :Cas ulp(̂b) = ulp(â) : Alors â et b̂ s'érivent

â = maulp(̂b)

b̂ = mbulp(̂b)ave ma,mb entiers tels que 2p−1 ≤ ma,mb ≤ 2p − 1 et mb > ma. On en déduit
b̂− â = (mb −ma) ulp(̂b)

≥ ulp(̂b)

≥ |â− a|+ |̂b− b|.Cas ulp(̂b) > ulp(â) : On érit
ulp(̂b) = 2αulp(â), α ≥ 1puis

â = maulp(â)

b̂ = 2αmbulp(â)ave ma,mb entiers tels que 2p−1 ≤ ma,mb ≤ 2p − 1. On obtient
b̂− â = (2αmb −ma)ulp(â)

≥ (2p−1+α − 2p + 1)ulp(â).18



7. Calul d'ulpSi α > 1, alors
b̂− â ≥

(
2p+1 − 2p + 1

)
ulp(â)

≥ 2p−1ulp(̂b)

≥ ulp(̂b)et on onlut omme préédemment. Si α = 1, alors
b̂− â ≥ ulp(â)et ulp(̂b) = 2ulp(â) donne
|̂b− b| ≤ ulp(â)

|â− a| ≤ 1

2
ulp(â)

|â− a|+ |̂b− b| ≤ 3

2
ulp(â)

≤ 3

2

(
b̂− â

)
.Exemple : Prenons p = 3 et l'arrondi au plus prohe. On hoisit b = 9

8 et ak = 13
16 + 2−4−k. Onobtient b̂ = 1, âk = 7

8 , b− ak = 5
16 − 2−4−k et 5

2

(
b̂− âk

)
= 5

16 . De façon plus visuelle :
b = 1, 001

b̂ = 1, 00

a = 0, 1101 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1

â = 0, 111

b̂− â = 0, 001
5

2

(
b̂− â

)
= 0, 0101

b− a = 0, 0100 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k+1Cet exemple montre en partiulier que le fateur 5

2 dans la borne est optimal.Lemme 6. Pour deux nombres réels x et y, en alulant en base 2 en préision p ave arrondiau plus prohe et s'il ne se produit ni over�ow ni under�ow on a
| ◦ (◦(x) ◦ (y))− xy| ≤ 5

2
ulp(◦(◦(x) ◦ (y))).Preuve : soit u = ◦(x), v = ◦(y) et z = ◦(uv). Pour le alul de l'erreur relative sur lamultipliation, les signes de x et de y n'interviennent pas. De même en base 2, multiplier x ou

y par une puissane de 2 ne modi�e pas la propriété à démontrer puisqu'on traite de l'erreurrelative sur z. On peut don sans perte de généralité supposer
1 ≤ x ≤ y < 2. 19



Chapitre 2. Éléments de alul �ottantOn pose e = 1
2ulp(1) = 2−p. Ave l'arrondi orret au plus prohe on peut érire
x = u(1 + θ), y = v(1 + θ′), uv = z(1 + θ′′) où |θ|, |θ′|, |θ′′| ≤ e.On distingue deux as :Cas x ≤ 1 + e : alors u = ◦(x) = 1 et la multipliation z = ◦(uv) = uv est exate. L'erreur seborne par :

|z − xy| = |uv − xy|
≤ |uv| · |1− (1 + θ)(1 + θ′)|
≤ |uv|(21−p + 2−2p)

≤ |z|(21−p + 2−2p)(1 + 2−p).Puis |z| ≤ (2p − 1)ulp(z) d'où l'on déduit |z− xy| ≤ 2 + 2−p − 21−2p − 2−3p ≤ 5
2 ar p ≥ 1.Cas x > 1 + e : alors u = ◦(x) ≥ 1 + 2e. En e�et la ondition x > 1 + e assure que le nombre�ottant 1 + 2e est plus près de x que le nombre �ottant 1, don dans tous les as l'arrondiau plus prohe de x sera supérieur ou égal au nombre �ottant 1 + 2e. On en déduit que

|u− x| ≤ e

≤ eu

1 + 2e

|θ| ≤ e

1 + 2e
.Selon le même argument on a

|θ′| ≤ e

1 + 2e
.On borne ensuite l'erreur globale par :

|z − xy| =
1

2
ulp(z) + |uv − xy|

≤ 1

2
ulp(z) + |uv| · |1− (1 + θ)(1 + θ′)|

≤ 1

2
ulp(z) + |uv|

((
e

1 + 2e

)2

+
2e

1 + 2e

)

≤
(

1

2
+

(
1

e
− 1

)((
e

1 + 2e

)2

+
2e

1 + 2e

))
ulp(z)

≤
(

1

2
+

(5e + 2)(1 − e)

(1 + 2e)2

)
ulp(z).Une simple étude de fontion permet de véri�er que

(5e + 2)(1 − e)

(1 + 2e)2
≤ 2d'où le résultat.20



3Intégration de Newton-Cotes

21



Chapitre 3. Intégration de Newton-CotesCe hapitre dérit la méthode d'intégration de Newton-Cotes et son implémentation dansCRQ. Une partie en a été publiée dans [16℄.8 Présentation de la méthodeOn appelle f : [a, b]→ R la fontion C∞ à intégrer sur un segment �ni [a, b], et n le nombrede points de la méthode hoisie. On note
I =

∫ b

a
f(x)dxla valeur exate de l'intégrale que l'on souhaite aluler. La méthode d'intégration de Newton-Cotes utilise des points régulièrement espaés sur [a, b] aussi appelés �absisses� x0, x1, . . . , xn−1ave

xi = a + ih pour 0 ≤ i < net h = b−a
n−1 . On appelle h le pas de la méthode. Les bornes a et b de l'intervalle sont inlusesdans les points de la méthode : on parle de méthode lose. Il est possible de les omettre pourobtenir ainsi une méthode ouverte. Dans la suite on s'intéresse uniquement aux méthodes loses.Le prinipe de la méthode est d'interpoler, par le polyn�me d'interpolation de Lagrange P ,la fontion f en haun des n points hoisis et de aluler l'intégrale de P sur [a, b] :

∫ b

a
f(x)dx ≈

∫ b

a
P (x)dx. (3.1)Dans la suite du hapitre nous montrerons omment aluler e�aement le membre droitde (3.1) et aussi dans quelle mesure l'approximation faite est valide. On appelle In =

∫ b
a P (x)dxette intégrale approhée par la méthode à n points.Pour i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, notons li =

∏
j 6=i

x−xj

xi−xj
et wi = 1

h

∫ b
a li(x)dx. Alors en partiulier

P (x) =

n−1∑

i=0

f(xi)li(x)et
∫ b

a
P (x)dx =

∫ b

a

(
n−1∑

i=0

f(xi)li(x)

)
dx

=

n−1∑

i=0

(
f(xi)

∫ b

a
li(x)dx

)

= h

n−1∑

i=0

wif(xi). (3.2)Le alul approhé de l'intégrale de f suivant la méthode de Newton-Cotes est don ramenéau alul de n oe�ients (wi)0≤i<n qui ne dépendent pas de la fontion à intégrer (et quine dépendent pas non plus de l'intervalle d'intégration [a, b] omme démontré plus loin). Lesoe�ients wi sont aussi appelés �poids� de la méthode.22



8. Présentation de la méthode
n Nom Formule cn2 règle des trapèzes I2 = hf0+f1

2 − 1
123 règle de Simpson I3 = h

3 (f0 + 4f1 + f2) − 1
904 règle 3

8 de Simpson I4 = 3h
8 (f0 + 3f1 + 3f2 + f3) − 3

805 règle de Boole I5 = 2
45h(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4) − 8

945Tab. 3.1 � Formules d'intégration de Newton-Cotes pour de petits n. Pour simpli�er les notations,on dé�nit fi = f(xi).Par exemple, retrouvons les poids de la méthode d'intégration à 4 points aussi appelée � règle
3
8 de Simpson� sur [a, b] = [0, 1]. Les points d'intégration sont :

x0 = 0

x1 =
1

3

x2 =
2

3
x3 = 1.Les polyn�mes li sont :

l0(x) = −9

2

(
x− 1

3

)(
x− 2

3

)
(x− 1)

l1(x) =
27

2
x

(
x− 2

3

)
(x− 1)

l2(x) = −27

2
x

(
x− 1

3

)
(x− 1)

l3(x) =
9

2
x

(
x− 1

3

)(
x− 2

3

)d'où l'on déduit les poids wi :
w0 =

∫ 1

0
l0(x)dx =

1

8

w1 =

∫ 1

0
l1(x)dx =

3

8

w2 =

∫ 1

0
l2(x)dx =

3

8

w3 =

∫ 1

0
l3(x)dx =

1

8
.On retrouve bien les poids indiqués dans la table 3.1.L'erreur mathématique En = I − In de la méthode d'intégration est de la forme En =

cnhn+1f (n)(ζ) pour n pair et En = cnhn+2f (n+1)(ζ) pour n impair. Les onstantes cn sont23



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotesdonnées dans la table 3.1 pour les premières valeurs de n. La formule sera justi�ée en setion10.3.Les algorithmes de alul des oe�ients sont dérits en setion 9. L'analyse d'erreur, aussibien l'erreur mathématique que les erreurs de alul en nombres �ottants, est donnée en setion10 pour aboutir au résultat prinipal du hapitre, le théorème 4.9 Algorithmes pour le alul des oe�ientsOn distingue dans la méthode d'intégration de Newton-Cotes le alul des poids par rap-port à l'intégration (3.2) elle-même, ar les oe�ients peuvent être pré-alulés et servir pourplusieurs intégrations di�érentes. Par exemple le proédé de omposition déoupe un intervalled'intégration en plusieurs parties sur lesquelles la même méthode est appliquée séparément.Dans un premier temps nous montrons que les oe�ients ne dépendent pas de l'intervalled'intégration onsidéré [a, b]. Ce résultat est valide de manière générale pour toutes les méthodesd'intégration de type interpolatoire, à savoir elle obéissant à une formule telle que (3.2). Cerésultat (lassique) se montre par un hangement de variable simple, mais il n'est expliité quedans le as partiulier de Newton-Cotes, pour mettre en évidene la formule utiliséeProposition 1. Les oe�ients des méthodes de Newton-Cotes ne dépendent pas de l'intervalled'intégration, et sont symétriques par rapport au milieu de l'intervalle.Preuve : Pour i ∈ {0, . . . , n− 1} on transforme l'expression de wi donnée plus haut :
wi =

1

h

∫ b

a
li(x)dx

=

∫ n−1

0
li(a + xh)dx

=

∫ n−1

0


∏

j 6=i

a + xh− xj

xi − xj


 dx

=

∫ n−1

0


∏

j 6=i

a + xh− (a + jh)

h(i− j)


dx

=

∫ n−1

0


∏

j 6=i

x− j

i− j


 dx

= (n− 1)
∏

j<i

1

i− j

∏

j>i

1

i− j

∫ n−1

0

∏

j 6=i

(x− j)dx

=
(−1)n−1−i

i!(n − 1− i)!

∫ n−1

0

∏

j 6=i

(x− j)dx.Le hangement de variable x 7→ n− 1− x montre que wn−1−i = wi.9.1 Algorithme naïfSoit δ = ppcm(2, 3, . . . , n − 1), l⋆i (x) = δ
∏

j 6=i(x − j) et Li la primitive de l⋆i dé�nie par
Li(0) = 0. Soit ui = (−1)n−1−i

i!(n−1−i)! = (−1)n−1−i (n−1
i )

(n−1)! .24



9. Algorithmes pour le alul des oe�ients
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Fig. 3.1 � Temps de alul des poids de Newton-Cotes pour de petits n ave l'algorithme naïf.Alors on alule les poids par

wi =
ui

δ
Li(n− 1). (3.3)Cette formule montre notamment que les poids sont rationnels ; on peut don les aluler exate-ment sous la forme wi = vi

d par l'algorithme 2 i-dessous. Le fateur δ dans l⋆i permet de s'assurerqu'à haque étape Li(n− 1) est un entier ; en e�et l⋆i est un polyn�me à oe�ients entiers et onne divise que par des entiers de 2 à n− 1 dans l'intégration polynomiale.L'algorithme retourne la liste des numérateurs (v0, v1, . . . , v⌊n−1
2

⌋) ainsi que le dénominateurommun d, sans garantir que la sortie soit réduite.Algorithme 2 Coe�ients de Newton-Cotes, algorithme naïfEntrée : n nombre de points de la méthode.Sortie : (v0, v1, . . . , v⌊n−1
2

⌋, d) tels que wi = vi

d .1: δ ← ppcm(2, 3, . . . , n)2: l⋆0 ← (x− 1)(x− 2) . . . (x− (n− 1))δ3: for i← 0 to n− 1 do4: Li(n− 1)←
∫ n−1
0 l⋆i (x)dx5: l⋆i+1 ← x−i

x−(i+1) l
⋆
i ⊲ mise à jour en plae6: vi ← (−1)n−1−i
(n−1

i

)
Li(n− 1)7: end for8: return (v0, v1, . . . , v⌊n−1

2
⌋, d = δ · (n− 1)!)Le résultat de timings e�etués sur un ordinateur Pentium-4 à 3GHz ave GMP version 4.1.4est donné en �gure 3.1.La omplexité binaire de l'algorithme s'estime ainsi :ligne 1 la taille de δ est O(n) [15℄ et on peut le aluler naïvement par n étapes de l'algorithmed'Eulide entre le plus petit ommun multiple (ppm) ourant de taille O(n) et l'entiersuivant de taille O(log n). La omplexité totale est don O(n2 log n). 25



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotesligne 2 on alule le produit polynomial étape par étape. On maintient la représentation déve-loppée, sous forme d'un tableau de oe�ients, du produit des mon�mes déjà traités. Lesoe�ients du polyn�me de l'étape ourante sont de taille O(n log n). La omplexité est
O(n3 log2 n).lignes 4 et 5 es lignes sont exéutées n fois ; à haque exéution on e�etue O(n) multiplia-tions ou divisions d'entiers de taille O(n log n) par des entiers de taille O(log n), d'où uneomplexité totale de O(n3 log2 n).ligne 6 la taille de l'entier Li(n − 1) est O(n log2 n), et la taille de (n−1

i

) est O(n), don etteétape oûte O(n2 log2 n). On ne alule pas (n−1
i

) à haque étape, mais on se ontente demettre à jour sa valeur à haque étape. Le oût de la mise à jour est don négligeable.La omplexité �nale en temps pour l'algorithme 2 est don O(n3 log2 n).9.2 Algorithme rapideEn pratique, l'algorithme naïf est su�sant pour aluler des poids de Newton-Cotes jusqu'àun nombre de points de l'ordre de quelques entaines. Pour espérer dépasser e nombre de pointsdans un temps raisonnable, un algorithme plus e�ae est requis (on entend par là qu'on espèregagner un fateur n dans la omplexité de l'algorithme naïf).L'ingrédient essentiel de l'algorithme amélioré est d'utiliser l'évaluation polynomiale multi-points rapide.Soit p(x) = x(x − 1) . . . (x − (n − 1)), et on rappelle qi(x) = p(x)
x−i . Les quantités que l'onherhe à aluler sont les

l̂i =

∫ n−1

0
qi(x)dxpour i ∈ {0, · · · , n − 1}. On note p(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x, et une division formelledonne :
qi(x) = xn−1 + (i + an−1)x

n−2 + (i2 + an−1i + an−2)x
n−3

+ · · ·
+ (in−1 + an−1i

n−2 + · · · + a2i + a1).Par intégration :
l̂i =

(n− 1)n

n
+ (i + an−1)

(n− 1)n−1

n− 1

+ (i2 + an−1i + an−2)
(n− 1)n−2

n− 2
+ · · ·

+ (in−1 + an−1i
n−2 + · · ·+ a2i + a1)(n− 1).On a réussi à exprimer l̂i omme un polyn�me en i : l̂i = r(i) ave

r(y) = (n− 1)yn−1 + [(n− 1)an−1 +
(n− 1)2

2
]yn−2

+ [(n− 1)an−2 +
(n − 1)2

2
an−1 +

(n− 1)3

6
]yn−3 + · · ·

+ [(n− 1)a1 +
(n− 1)2

2
a2 + · · ·+ (n− 1)n−1

n− 1
an−1 +

(n− 1)n

n
].26



9. Algorithmes pour le alul des oe�ientsOn onstate de plus que r(x) se alule omme r(x) = p(x)s(x)/xn (division tronquée) ave
s(x) = (n− 1)xn−1 +

(n− 1)2

2
xn−2 + · · ·+ (n− 1)n

n
.Algorithme 3 Coe�ients de Newton-Cotes, algorithme rapideEntrée : n nombre de points de la méthode.Sortie : (w0, w1, . . . , wn−1) les poids de la méthode.1: p(x)← x(x− 1) . . . (x− (n− 1)) ⊲ arbre des produits2: s(x)← (n− 1)xn−1 + (n−1)2

2 xn−2 + · · ·+ (n−1)n

n3: r(x)← quo(p(x)s(x), xn) ⊲ produit haut4: return (r(0), r(1), . . . , r(n− 1)) ⊲ évaluation multi-pointsDe es formules on déduit l'algorithme 3. La formation de l'arbre des produits ainsi quel'évaluation multi-points méritent une desription plus détaillée.Arbre des produits. Pour (a1, a2, . . . , an) une liste de points d'évaluations, on dé�nit parindution l'arbre des produits assoié appelé Tree(a1, a2, . . . , an) par :� Tree(a) = Feuille(X − a)� Tree(a1, a2, . . . , an) = N÷ud(Tree(a1, a2, . . . , a⌊n
2
⌋),
∏n

i=1(X − ai),Tree(a⌊n
2
⌋+1, . . . , an)

).
Tree(a1, a2, . . . , a⌊n

2
⌋) Tree(a⌊n

2
⌋+1, . . . , an)

∏n
i=1(X − ai)

Fig. 3.2 � Dé�nition de Tree(a1, a2, . . . , an).Le alul de Tree(0, 1, . . . , n−1) se fait naturellement par un parours en profondeur, haquen÷ud étant étiqueté par le produit des polyn�mes des �ls gauhe et droit.

X − 0 X − 1

X2 −X

X − 2 X − 3

X2 − 5X + 6

X4 − 6X3 + 11X2 − 6X

Fig. 3.3 � Calul de l'arbre des produits Tree(0, 1, 2, 3). 27



Chapitre 3. Intégration de Newton-CotesOn note dans la suite M(d, c) le oût de la multipliation de deux polyn�mes de degré ddont les oe�ients sont bornés en taille par c bits, et M(c) le oût de la multipliation de deuxentiers de c bits.Calul de s(x). Dans le alul de omplexité de Tree(0, 1, . . . , n − 1) on majore la taille desoe�ients aux feuilles par log2 n bits, et on appelle T (k) le oût de onstruire un sous-arbrede hauteur k, que l'on supposera plein et don étiqueté par un polyn�me unitaire de degré 2kà oe�ients entiers. Pour borner la taille des oe�ients d'un tel polyn�me, nous utiliserons lelemme suivant :Lemme 7. Soient P (X) =
∑d

i=0 aiX
i et Q(X) =

∑d
i=0 biX

i deux polyn�mes unitaires de degré
d à oe�ients entiers véri�ant

∀i ∈ {0, . . . , d}, |ai|, |bi| ≤ Kpour une borne réelle K > 2. Alors le produit P (X)Q(X) =
∑2d

i=0 ciX
i véri�e

∀i ∈ {0, . . . , 2d}, |ci| ≤ dK2Preuve : On a la formule
cj =

j∑

i=0

aibj−ipour j ∈ {0, . . . , 2d}. Si j < d, alors les termes apparaissant dans la somme sont tous bornés par
K2 et on obtient |cj | ≤ (j + 1)K2, qui est maximal en j = d− 1.Pour j ≥ d la somme porte sur 2d−j+1 termes non nuls, parmi lesquels deux font apparaître
ad ou bd qui sont égaux à 1. On a dans e as |cj | ≤ (2d − j − 1)K2 + 2K qui est maximal en
j = d.On onlut par dK2 ≥ (d− 1)K2 + 2K.Pour l'analyse de omplexité on s'intéresse à la taille binaire des oe�ients, que l'on résumepar le tableau suivant :Étage Degré du polyn�me Borne sur log2 des oe�ients

0 1 log2 n

1 2 2 log2 n

2 4 4 log2 n + 1

3 8 8 log2 n + 2 · 1 + 2

k 2k 2k log2 n + 2k−1
∑k−1

i=0 i2−iOn suppose que n = 2u est une puissane de 2, et que la multipliation de deux polyn�mes dedegré d dont les oe�ients sont de taille c bits au plus a un oût égal à la multipliation de deuxentiers de taille dc : M(d, c) = M(dc). Cette supposition est justi�ée dès lors que log d = O(c)ar en pratique on est ramené à multiplier deux entiers de taille d(2c + ⌈log2 d⌉). La formule deréurrene pour T (k) devient
{

T (0) = log n

T (k + 1) = 2T (k) + M(22k(log2 n + 1
2

∑k−1
i=0 i2−i))28



9. Algorithmes pour le alul des oe�ientsOn rappelle la formule pour x 6= 1 :
j∑

i=0

ixi =
jxj+2 − (j + 1)xj+1 + x

(x− 1)2e qui permet de simpli�er
T (k + 1) = 2T (k) + M(22k(log2 n +O(1))).La omplexité globale pour T (u) est don

T (u) = M

(
n2

4
log2 n

)
+ 2M

(
n2

16
log2 n

)
+ . . . + nM (log2 n)

= O(M(n2 log n)) = O(n2 log2 n)en supposant une multipliation entière rapide par la FFT et en négligeant les fateursO(log log n).Cette omplexité est à omparer à la taille binaire du résultat. Notons
P (X) = (X − 1)(X − 2) . . . (X − n)

=

n∑

i=0

aiX
i.En notant U = |∏n

i=0 ai| la taille binaire de P est log2 U . Le développement du polyn�me Pdonne :
|an−i| =

∑

1≤j1<j2<...<ji≤n

j1j2 . . . ji

≥
(

n

i

)
i! =

n!

(n− i)!ar le produit j1j2 . . . ji est minimal quand jk = k pour 1 ≤ k ≤ i. Puis :
U ≥ n!

0!

n!

1!
. . .

n!

(n− 1)!

n!

n!qui se simpli�e en
U ≥

n∏

i=2

ii

log U ≥
n∑

i=2

i log i

≥
n∑

i=2

∫ i

i−1
x log xdx

≥
∫ n

1
x log xdx =

1

2
n2 log n− n2 − 1

4
.Cela signi�e qu'en négligeant les fateurs O(log log n) l'algorithme de alul de l'arbre des pro-duits ne perd qu'un fateur log n au plus par rapport à la taille de la sortie, et don par rapportà l'optimal.Dans le alul de s(x), on onstate qu'il se produit des divisions par des entiers de 2 à n. Onpeut envisager plusieurs solutions : 29



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes� poursuivre les aluls en rationnel,� multiplier par un dénominateur ommun omme ela est fait dans l'algorithme naïf,� hoisir un entier f su�samment grand et premier ave (2, 3, . . . , n), poursuivre les alulsdans Z/fZ pour obtenir p(x)s(x) mod f , et faire une reonstrution rationnelle à la �n.Dans CRQ, le troisième hoix a été fait pour pro�ter des algorithmes de aluls polynomiauxet d'évaluation multi-points déjà implémentés dans GMP-ECM [38℄ sur des entiers. Dans la suitede l'algorithme, on alulera don modulo f où f est de taille O(n log n) et tel que toutes lesdivisions à e�etuer sont bien dé�nies. La taille de f sera justi�ée plus loin dans l'expliation duméanisme de reonstrution rationnelle.Le alul diret de s(x) demande le alul de n inversions modulo f en O(M(n) log n), pourun oût total en O(nM(n) log n). L'algorithme 4 dû à Montgomery alule n inverses via le alulde 3(n − 1) multipliations et une inversion et un oût global en O(nM(n)).Algorithme 4 Calul simultané d'inversesEntrée : x1, x2, . . . , xn.Sortie : 1
x1

, 1
x2

, . . . , 1
xn
.1: m1 ← x12: for i← 2 to n do3: mi ← mi−1xi4: end for5: z ← 1

mn6: for i← n to 2 do7: ri ← mi−1z8: z ← xiz9: end for10: r1 ← z11: return (r1, r2, . . . , rn)Évaluation multi-points. L'évaluation multi-points réutilise l'arbre des produits en se basantsur les deux lemmes suivants :Lemme 8. Soit P un polyn�me à oe�ients dans un anneau A, et a ∈ A. Alors P mod X−a =
P (a).Lemme 9. Soient P , Q, et R trois polyn�mes à oe�ients dans un anneau A ave Q et Runitaires. Alors P mod R = (P mod QR) mod R.L'idée pour aluler r(0), r(1), . . . , r(n−1) est don de aluler r(x) mod p(x) dont les rainessont 0, 1, . . . , n − 1 au sommet de l'arbre, et de parourir l'arbre en profondeur en alulant àhaque fois le reste du polyn�me ourant ave le polyn�me du n÷ud visité. À la �n du alul onlit bien aux feuilles de l'arbre

(r(x) mod x− 0, r(x) mod x− 1, . . . , r(x) mod x− (n − 1)) = (r(0), r(1), . . . , r(n− 1)).Pour n = 4 on a r(X) = 3X3− 27
2 X2 + 15X − 9

4 , et les aluls e�etués dans l'arbre sont donnésen �gure 3.4.L'analyse du oût du alul des restes polynomiaux dans l'arbre est analogue à elle dualul de l'arbre en lui-même, le alul du reste d'un polyn�me de degré 2d par un polyn�me dedegré d oûtant O(M(d)). En négligeant de même les fateurs log log n dans la omplexité et ensupposant une multipliation FFT on obtient un oût en O(n2 log2 n).30



9. Algorithmes pour le alul des oe�ients
3X3 − 27

2 X2 + 15X − 9
4 mod X4 − 6X3 + 11X2 − 6X

9
2X − 9

4 mod X2 −X

−9
4 mod X − 0 9

4 mod X − 1

9
2X − 45

4 mod X2 − 5X + 6

−9
4 mod X − 2 9

4 mod X − 3Fig. 3.4 � Évaluation multi-points rapide.Algorithme 5 Algorithme d'Eulide étenduEntrée : f, g ∈ N.Sortie : r, s, t ∈ Z tels que sf + tg = r, et r = pgcd(f, g).1: r0 ← f, s0 ← 1, t0 ← 02: r1 ← g, s1 ← 0, t1 ← 13: i← 14: while ri 6= 0 do5: qi ← ri−1 quo ri6: ri+1 ← ri−1 − qiri7: si+1 ← si−1 − qisi8: ti+1 ← ti−1 − qiti9: i← i + 110: end while11: l← i− 112: return rl, sl, tlReonstrution rationnelle. Considérons l'équation
g =

r

t
mod f (3.4)où g, r, t, et f sont des entiers. Le prinipe de la reonstrution rationnelle est de retrouver r et

t onnaissant g et f . Le lemme suivant, tiré de [37, p. 123℄, donne la méthode à suivre :Lemme 10. Soient f, g ∈ N et r, s, t ∈ Z tels que sf + tg = r, et supposons qu'il existe
k ∈ {1, . . . , f} tel que

|r| < k et 0 < t ≤ f

k
.On dé�nit j le premier indie dans l'algorithme 5 tel que rj < k :

rj < k ≤ rj−1.Si j est inférieur à la valeur de l en �n d'algorithme 5 alors on pose q = ⌈ rj−1−k
rj
⌉ et q = 0 sinon.Alors il existe un entier non nul α ∈ Z tel que





(r, s, t) = (αrj , αsj , αtj)
ou

(r, s, t) = (αr⋆, αs⋆, αt⋆) 31



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotesoù r⋆ = rj−1 − qrj , s⋆ = sj−1 − qsj et t⋆ = tj−1 − qtj .La preuve, omise ii, est onsultable dans [37℄. On en déduit la méthode suivante pour résoudrel'équation (3.4) : omme
g =

r

t
mod fil existe s, t ∈ Z tels que

sf + tg = r.Supposons de plus que l'on onnaisse des bornes B1, B2 ∈ N telles que
|r| < B1

0 < t ≤ B2et
B1B2 ≤ f.Alors l'algorithme d'Eulide appliqué à g et f et le lemme 10 fournissent une à deux frationssolutions de l'équation (3.4).Exemple : Prenons f = 17 et g = 12. L'exéution de l'algorithme 5 pour f et g donne :

i qi ri si ti0 17 1 01 1 12 0 12 2 5 1 -13 2 2 -2 34 2 1 5 -75 0 -12 17Pour k = 4, on obtient j = 3 et q = ⌈ r2−4
r3
⌉ = 1. On onstate que

r3

t3
=

2

3
= 12 mod 17don 2

3 est une solution à l'équation (3.4). De plus r2− qr3 = 5−2 = 3 et t2− qt3 = −1−3 = −4et on onstate de même que −3
4 = 12 mod 17 est une solution à l'équation (3.4). On a dondeux solutions ave B1 = 4, B2 = 4. Or dans l'algorithme de alul des poids de Newton-Cotesl'uniité de la solution de la reonstrution est évidemment requise. Nous avons don besoind'une ondition plus forte :Lemme 11. Pour g ∈ Z, f,B1, B2 ∈ N∗, le système d'équations





g = r
t mod f

|r| < B1

0 < t < B2admet au plus une solution réduite (r, t), pgcd(r, t) = 1 si f ≥ 2B1B2.Preuve : Supposons qu'il existe deux solutions (r1, t1) et (r2, t2). On obtient
r1

t1
=

r2

t2
mod f

r1t2 = r2t1 mod f32



9. Algorithmes pour le alul des oe�ientsdon f | r1t2 − r2t1. D'autre part
|r1t2 − r2t1| < 2B1B2 ≤ fdon

r1t2 = r2t1
r1

t1
=

r2

t2où la dernière égalité se situe dans Q.Il reste �nalement à justi�er la taille O(n log n) annonée pour f . Pour ela on montre quehaun des poids wi admet un représentant rationnel dont le numérateur et le dénominateur sontde taille O(n log n). On rappelle la formule
wi =

(−1)n−1−i

i!(n − 1− i)!

∫ n−1

0
qi(x)dx.On note

qi(x) =
n−1∏

j=0,

j 6=i

(x− j) =
n−1∑

j=0

bjx
joù les bj sont des entiers. Soit j ∈ {0, . . . , n− 1}.Dans le développement du produit de polyn�mes, le oe�ient bj est la somme de (n−1

j

)produits de (n− 1− j) entiers distints hoisis dans {1, . . . , n− 1} don on peut majorer haqueterme par (n−1)!
j! et obtenir

|bj | ≤
(

n− 1

j

)
(n− 1)!

j!
.On note omme préédemment δ = ppcm(2, . . . , n) et alors δ
∫ n−1
0 qi(x)dx est un entier. De plus :

∣∣∣∣δ
∫ n−1

0
qi(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

n−1∑

j=0

bj(n− 1)j+1 δ

j + 1

∣∣∣∣∣∣

≤ δ

n−1∑

j=0

(n− 1)j+1((n− 1)!)2

j!(j + 1)!(n − 1− j)!

≤ δ(n − 1)n((n− 1)!)2
n−1∑

j=0

1

j!(j + 1)!(n − 1− j)!
.Posons

h(j) = j!(j + 1)!(n − 1− j)!alors
h(j + 1)

h(j)
=

(j + 2)(j + 1)

n− 1− jet la résolution de l'équation
x2 + 4x + 3− n = 0 33



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotesmontre que
h(j + 1) ≥ h(j)⇔ j ≥

√
n + 1− 2et pour n ≥ 3 le minimum de h est atteint en ⌈√n + 1⌉ − 2. On suppose don n ≥ 3, les valeursdes oe�ients pour n = 2 étant de toute façon pré-alulées, et on obtient

∣∣∣∣δ
∫ n−1

0
qi(x)dx

∣∣∣∣ ≤ δ
(n− 1)n(n − 1)!n!

(⌈
√

n + 1⌉ − 2)!(⌈
√

n + 1⌉ − 1)!(n + 1− ⌈
√

n + 1⌉)!
.On en onlut que wi admet un représentant rationnel dont le numérateur est borné par

Bnum = δ
(n− 1)n(n− 1)!n!

(⌈
√

n + 1⌉ − 2)!(⌈
√

n + 1⌉ − 1)!(n + 1− ⌈
√

n + 1⌉)!et le dénominateur est borné par
Bdenum = δ(n − 1)!.La borne f = 2BnumBdenum onvient pour assurer l'uniité de la solution lors de la reonstru-tion rationnelle, et on véri�e failement que sa taille en bits est O(n log n). La reonstrutionrationnelle se alule don par l'algorithme d'Eulide étendu dont le oût est de O(n log3 n) pourhaque oe�ient don O(n2 log3 n) en tout.Pour résumer le oût global de l'algorithme rapide :Opération Coût

p(x)← x(x− 1) . . . (x− (n − 1)) [arbre des produits℄ O(n2 log2 n)

s(x)← (n− 1)xn−1 + (n−1)2

2 xn−2 + · · ·+ (n−1)n

n modf O(n2 log2 n)

r(x)← quo(p(x)s(x), xn) modf [produit ourt haut℄ O(n2 log2 n)

(r(0), r(1), . . . , r(n − 1)) modf [évaluation multi-points℄ O(n2 log2 n)

(r(0), r(1), . . . , r(n − 1)) ∈ Q [reonstrution rationnelle℄ O(n2 log3 n)Total O(n2 log3 n)En alulant les oe�ients diretement au même dénominateur δ · (n − 1)! qui est justi�édans la setion 9.1, il est possible d'éviter omplètement la reonstrution rationnelle et de laremplaer par une simple multipliation : si
wi =

vi

δ · (n− 1)!
≡ gi mod falors

vi ≡ giδ · (n − 1)! mod fet la rédution modf donne exatement vi dès lors que f ≥ 2Bnum ar la borne Bnum aluléepour le numérateur est ompatible ave le hoix de δ·(n−1)! omme dénominateur. Le alul d'unnumérateur ave et algorithme ne oûte plus qu'une multipliation et une rédution modulaire detaille O(n log n) soit un oût total de O(n2 log2 n) pour ette étape. Dans la mesure où il s'agit del'étape ayant la plus grande omplexité dans l'algorithme global de alul des oe�ients, le oûttotal de l'algorithme rapide passe de O(n2 log3 n) à O(n2 log2 n). Il est intéressant de omparerette omplexité à la taille totale S(n) mesurée de la sortie de et algorithme (�gure 3.5) quisemble se omporter expérimentalement omme O(n2 log3/2 n) pour n ≤ 700.Une autre approhe (suggérée par Rihard Brent) est possible pour l'évaluation rapide de
r(0), r(1), . . . , r(n − 1). Plut�t que de onduire tous les aluls modulo f de taille O(n log n)bits, on peut hoisir O(n) nombres premiers supérieurs à n et de taille O(log n) bits, don34



9. Algorithmes pour le alul des oe�ients
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Fig. 3.5 � Le rapport log(S(n)/n2)/ log log(n) semble tendre vers 1, 5, où S(n) est la taille desoe�ients de Newton-Cotes en bits pour n points.
petits. Les étapes du alul de l'arbre des produits de p(x), de s(x), r(x) ainsi que l'évaluationmulti-points sont alors e�etuées mod Pk pour haun des premiers hoisis Pk. En véri�ant que∏

k Pk > 2BnumBdenum le théorème des restes hinois permet de onlure omme préédemment,en retrouvant pour haque oe�ient sa valeur modulo ∏k Pk.Pour un premier Pk donné, le alul de l'arbre des produits pour p(x) modulo Pk se fait dansl'anneau des polyn�mes à oe�ients dans le orps FPk
, et les opérations arithmétiques dans eorps oûtent O(M(log n)). Le oût du alul de l'arbre modulo Pk est don O(M(n)M(log n))où le premier M() désigne le oût de l'arithmétique polynomiale et le deuxième elui de l'arith-métique salaire. En supposant que l'on utilise la FFT dans les deux as on obtient O(n log2 n)pour un Pk, soit O(n2 log2 n) en tout (en négligeant les fateurs log log n). On véri�e de mêmeque les autres étapes de l'algorithme ne voient pas leur omplexité hanger lorsqu'on les e�etuemodulo tous les Pk. Il reste ependant à aluler la omplexité de l'algorithme des restes hinois.Dans [37, p. 104℄ l'algorithme 6 est donné ave une omplexité O(t2) où t désigne la taille enbits du produit ∏k Pk. L'appliquer naïvement pour haun des oe�ients ne onvient pas, onobtiendrait une omplexité �nale en O(n3 log2 n). Il est heureusement possible de faire mieux.Sans rentrer dans les détails que l'on retrouvera dans [37, p. 302℄, l'algorithme d'évaluationrapide multi-points ave l'arbre des produits polynomiaux peut d'une part se généraliser dansun anneau autre que elui des polyn�mes, et d'autre part servir à une interpolation polynomialede Lagrange rapide lorsqu'on l'exéute à l'envers. L'analogue de l'interpolation polynomiale surles entiers étant l'algorithme des restes hinois, 'est ainsi qu'on peut aluler rapidement etalgorithme. La omplexité obtenue est O(M(n log n) log log n) pour haun des n poids à aluler,en négligeant les fateurs plus petits que doublement logarithmiques. On onstate don bien quee hoix alternatif de faire les aluls intermédiaires modulo des petits premiers ne modi�e pasla omplexité globale de l'algorithme rapide. 35



Chapitre 3. Intégration de Newton-CotesAlgorithme 6 Algorithme des restes hinois naïf.Entrée : (m1,m2, . . . ,mr) ∈ Zr deux à deux premiers entre eux et (v1, v2, . . . , vr) ∈ Zr.Sortie : f ∈ Z tel que f = vi mod mi pour 1 ≤ i ≤ r.1: m← m1m2 . . . mr2: r1 ← g, s1 ← 0, t1 ← 13: for i← 1 to r do4: ui ← m/mi5: si ← u−1
i mod mi ⊲ par l'algorithme 5.6: ci ← sivi mod mi7: end for8: return ∑r
i=1 ciui10 Analyse d'erreurLors d'un alul d'intégration numérique par la méthode de Newton-Cotes, il y a deux souresd'erreurs à onsidérer : l'erreur mathématique qui provient de la méthode elle-même, et l'erreurqui provient des erreurs d'arrondi lors des aluls.L'erreur mathématique, aussi appelé erreur de tronature, vient de la simpli�ation du pro-blème que l'on fait dans l'équation (3.1) en approhant l'intégrale de la fontion f par elle d'unpolyn�me interpolateur.Les erreurs d'arrondi proviennent des aluls ave des nombres à préision limitée. À haqueopération même élémentaire le nombre �ottant alulé n'est pas toujours égal au résultat exatde l'opération. L'éart entre la valeur alulée e�etivement sur ordinateur et la valeur théoriqueonstitue don e qu'on appelle globalement �erreur d'arrondi�.On donne d'abord des bornes sur l'erreur mathématique à l'aide de preuves élémentaires. Lesthéorèmes 1 et 2 sont lassiques mais rappelés pour référene.10.1 Bornes sur l'erreur mathématiqueDans la suite, on dit qu'une méthode d'intégration est d'ordre n si elle intègre orretementles polyn�mes de degré n, et d'ordre maximal n si elle est d'ordre n et ommet une erreur nonnulle sur les polyn�mes de degré n + 1.Théorème 1. Pour n impair, la méthode d'intégration de Newton-Cotes sur [a, b] ave n pointsest exate pour les polyn�mes de degré ≤ n. Pour n pair, elle est exate pour les polyn�mes dedegré ≤ n− 1.Preuve : Pour tout n, la méthode est exate pour les polyn�mes de degré au plus n − 1 ardans e as le polyn�me d'interpolation de Lagrange sur n points est exatement f .Supposons don n impair. Le hoix des points d'évaluation pour la méthode donne xi +36



10. Analyse d'erreur
xn−1−i = a + b. Soit g(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1).

g

(
a + b

2
− x

)
=

n−1∏

i=0

(
a + b

2
− x− xi

)

=

n−1∏

i=0

(
a + b

2
− x− (a + b− xn−1−i)

)

=

n−1∏

i=0

(
−a + b

2
− x + xn−1−i

)

= (−1)n
n−1∏

i=0

(
a + b

2
+ x− xn−1−i

)

= −g

(
a + b

2
+ x

)et alors ∫ b
a g(x)dx = 0 =

∑n−1
i=0 wig(xi) puisque g(xi) = 0. La méthode étant exate pour lespolyn�mes de degré au plus n− 1, et pour g de degré n, est exate pour tout polyn�me de degréau plus n par linéarité.10.2 Théorème de PeanoDans ette setion on établit l'expression de l'erreur mathématique telle que donnée dansl'introdution. Le noyau de Peano d'une méthode d'intégration est un outil naturel et puissantpour y parvenir.Pour une méthode d'intégration I : Cν+1([a, b]) → R l'erreur E : f 7→

∫ b
a f(x)dx − I(f) estune fontion linéaire Cν+1([a, b])→ R.Nous avons le résultat suivant :Théorème 2. Soient

Kν(t) =
1

ν!
E[x 7→ [(x− t)+]ν ]et

(x− t)+ =

{
x− t si x > t

0 sinon.Si E[p] = 0 pour tous les polyn�mes p de degré au plus ν alors pour f ∈ Cν+1([a, b]),
E[f ] =

∫ b

a
f (ν+1)(t)Kν(t)dt.

Kν est appelé le noyau de Peano d'ordre ν de E.Preuve : On érit le développement de Taylor ave reste intégral de f en a, où pν désigne la37



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotespartie polynomiale du développement :
f(x) = pν(x) +

∫ x

a

1

ν!
(x− t)νf (ν+1)(t)dt

= pν(x) +

∫ b

a

1

ν!
[(x− t)+]νf (ν+1)(t)dt,

E[f ] = E

[∫ b

a

1

ν!
[(x− t)+]νf (ν+1)(t)dt

]

=

∫ b

a
E

[
1

ν!
[(x− t)+]ν

]
f (ν+1)(t)dt.Ce théorème relie l'erreur mathématique ave le degré maximal des polyn�mes que la méthodeintègre exatement (son ordre maximal).Théorème 3. Le noyau de Peano des méthodes de Newton-Cotes garde un signe onstant sur

[a, b].Ce résultat est ii admis.Dans le théorème 1 on montre que l'ordre d'une méthode de Newton-Cotes à n points estau moins n − 1 pour n pair et n pour n impair. Si on admet que pour es ordres les noyauxde Peano orrespondants ne hangent pas de signe sur [a, b], et qu'ils ne sont pas identiquementnuls, alors ela signi�e de plus que es ordres sont maximaux et que l'on dispose d'une méthodepour aluler les oe�ients cn de la table 3.1 (p. 23).Fixons le nombre de points n de la méthode de Newton-Cotes, et posons ν = n − 1 si n estpair, ν = n sinon. En appliquant le théorème 2 et le théorème des valeurs intermédiaires, il existe
ζ ∈]a, b[ tel que :

E[f ] = f (ν+1)(ζ)

∫ b

a
Kν(t)dt (3.5)et alors en identi�ant ave

En =

{
cnhn+1f (n)(ζ) si n est pair,

cnhn+2f (n+1)(ζ) si n est impairon obtient
cn :=

{
1

hn+1

∫ b
a Kn−1(t)dt si n est pair,

1
hn+2

∫ b
a Kn(t)dt si n est impair.Par exemple pour la méthode à 3 points appelée règle de Simpson, on obtient

E[f ] =

∫ b

a
f(x)dx− b− a

6

[
f(a) + 4f(

a + b

2
) + f(b)

]
,

K3(t) =
1

6
E[x 7→ (x− t)3+],38



10. Analyse d'erreurPour t ∈ [a, b] :
6K3(t) =

∫ b

a
(x− t)3+dx− b− a

6

[
(a− t)3+ + 4(

a + b

2
− t)3+ + (b− t)3+

]

=

∫ b

t
(x− t)3dx− b− a

6

[
4(

a + b

2
− t)3+ + (b− t)3

]

=

{
(b−t)4

4 − b−a
6

[
4(a+b

2 − t)3 + (b− t)3
]

si t < a+b
2

(b−t)4

4 − b−a
6 (b− t)3 si t ≥ a+b

2

,

∫ b

a
K3(t)dt =

∫ b

a

(b− t)4

24
− b− a

36
(b− t)3dt−

∫ a+b
2

a

(b− a)

9
(
a + b

2
− t)3dt

=
(b− a)5

120
− (b− a)5

144
− (b− a)5

576
= − 1

90

(
b− a

2

)5et on retrouve la valeur c3 = − 1
90 donnée dans la table 3.1.10.3 Borne sur les oe�ientsA�n de donner une borne absolue sur l'erreur mathématique il est néessaire de savoir bornerles oe�ients cn. On détaille ii les preuves pour n pair, et on donne simplement le résultatpour n impair. Les bornes données sont des onstantes, e qui n'est pas optimal par rapport àla déroissane essentiellement polynomiale de cn en fontion de n que l'on mesure expérimen-talement, mais il s'agit du seul résultat prouvé onnu.Soit don n pair. La méthode de Newton-Cotes à n points est exate pour les polyn�mes dedegré inférieur ou égal à n− 1 (théorème 1).Prenons pour f dans l'équation (3.5) un polyn�me unitaire p de degré n e qui nous donne :

E[p] = p(n)(ζ)

∫ b

a
Kn−1(t)dtet alors cn = E[p]

n!hn+1 ar p(n)(ζ) = n!.En partiulier pour p(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1), on a
E[p] =

∫ b

a
p(x)dx−

n−1∑

i=0

wip(xi) =

∫ b

a
p(x)dxdon il su�t de borner ∣∣∣∫ b

a p(x)dx
∣∣∣ pour borner cn. On utilisera à plusieurs reprises le lemmesuivant :Lemme 12. Pour (u, x, v) ∈ R3 tels que u ≤ x ≤ v, |x− u||x− v| ≤ (v−u)2

4 .Preuve :
|x− u||x− v| = (x− u)(v − x)

=

(
x− u + v

2
+

v − u

2

)(
v − u

2
− (x− u + v

2
)

)

=

(
v − u

2

)2

−
(

x− u + v

v

)2

≤
(

v − u

2

)2

. 39



Chapitre 3. Intégration de Newton-CotesProposition 2. Pour p(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1), on a
∀x ∈ [a, b], |p(x)| ≤ hn(n− 1)!

4
.Preuve : Soit x ∈ [a, b] tel que p(x) 6= 0. Alors il existe i0 ∈ {0, . . . , n−2} tels que x ∈]xi0, xi0+1[,et alors

|x− xi0 ||x− xi0+1| ≤
h2

4
. [Lemme 12℄Alors

|p(x)| ≤
n−1∏

i=0

|x− xi|

≤ h2

4

∏

i6={i0,i0+1}
|x− xi|

≤ h2

4

[ ∏

i>i0+1

(i− i0)h

]
∏

j<i0

(i0 + 1− j)h


 ,

[ ∏

i>i0+1

(i− i0)h

]
∏

j<i0

(i0 + 1− j)h


 ≤ (n− 1− i0)!(i0 + 1)!hn−2

≤ (n− 1)!hn−2,

|p(x)| ≤ hn(n − 1)!

4
.D'autre part nous avons b− a = (n − 1)h, e qui donne

|En[p]| =
∣∣∣∣
∫ b

a
p(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|p(x)|dx ≤ hn+1(n− 1)!(n − 1)

4
.Ave En[p] = cnhn+1n! il vient

|cn| ≤
n− 1

4n
≤ 1

4
.Pour n impair on prend p(x) = (x − x0)(x − x1)...(x − xn−1)(x − a+b

2 ) ; les zéros de p sont lespoints d'évaluation et le milieu de l'intervalle.Des aluls similaires montrent que
|p(x)| ≤ hn+1(n− 1)!(n − 1)

8puis ∣∣∣∣
∫ b

a
p(x)dx

∣∣∣∣ ≤
hn+2(n− 1)!(n − 1)2

8et ave En = cnhn+2p(n+1) on obtient
|cn| ≤

(n− 1)2

8n(n + 1)
≤ 1

8
.40



10. Analyse d'erreurAlgorithme 7 Intégration de Newton-CotesEntrée : â et b̂ les arrondis au plus prohe sur p bits des bornes a et b, f , n le nombre depoints de la méthode, {vi}i∈{0,n−1} et d tels que wi = vi

d .Sortie : Î.1: for i← 0 to n− 1 do2: t̂← ◦(â · (n− i− 1))3: û← ◦(̂b · i)4: v̂ ← ◦(t̂ + û)5: x̂i ← ◦(v̂/(n− 1))6: ẑi ← ◦(f(x̂i))7: ŷi ← ◦(ẑi · vi)8: end for9: Ŝ ← somme(ŷi, i = 0 . . . n− 1) ⊲ ave l'algorithme de Demmel et Hida [13℄10: q ← d · (n− 1)11: Û ← ◦(Ŝ/q)12: D̂ ← ◦(̂b− â)13: return ◦(D̂Û) = Î10.4 Erreurs d'arrondiPour déterminer une borne d'erreur sur le résultat numérique donné par la méthode deNewton-Cotes, nous faisons une étude étape par étape de l'algorithme 7.Souvent lors de aluls numériques ette étape est négligée, et l'analyse d'erreur s'interromptjuste après l'énoné des bornes sur l'erreur mathématique. L'expériene montre (�gure 3.6) qu'ilreste enore beauoup à faire au delà de l'erreur mathématique pour pouvoir ontr�ler l'erreur�nale sur le résultat. En utilisant la borne sur l'erreur montrée en setion 10.1 ainsi que la bornesur les oe�ients cn montrée en setion 10.3 et en passant au logarithme, on onstate qu'ennégligeant toutes les autres erreurs le nombre de bits orrets sur le résultat est en O(n log n),e qui se onstate sur la �gure 3.6. On onstate aussi que sur le simple exemple de la fontionexponentielle en double préision (53 bits) l'erreur mesurée reste inférieure à la borne sur l'erreurmathématique jusqu'à 18 points d'intégration environ. Ave plus de points l'erreur mathématiquedevient rapidement négligeable par rapport aux autres soures d'erreur et il n'est don plus dutout liite de ne onsidérer que l'erreur mathématique.Dans ette setion on dénote par x̂ la valeur e�etivement alulée (i.e. ave toutes les erreursd'arrondi) pour une ertaine valeur �exate� x, qui aurait été alulée ave une préision in�niedepuis le début de l'algorithme.Dans l'algorithme 7, on appelle p la préision de alul exprimée en nombre de bits de lamantisse, les paramètres â et b̂ sont les nombres �ottants arrondis au plus prohe sur p bits desbornes a et b.Pour le alul de la borne d'erreur l'algorithme néessite des paramètres additionnels fournispar l'utilisateur : un majorant M de |f (n)| sur [a, b] si n est pair, ou un majorant de |f (n+1)| si
n est impair ; m un majorant de |f ′| sur [a, b].Dans la suite de ette setion nous allons prouver le théorème suivant :Théorème 4. Soit δbyi

= 6|ni| ·m · ulp(x̂i) + 5
2ulp(ŷi) où x̂i et ŷi sont dé�nis dans l'algorithme7. Lors du alul numérique de l'intégrale de f par l'algorithme 7 en préision p bits ave a et b41
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ex, [a, b] = [0, 3]. Les aluls sont faits ave la préision par défaut de 53 bits des �ottants doublepréision, le nombre de points n est indiqué en absisse, le logarithme en base 2 de l'erreur esten ordonnée.de même signe l'erreur totale sur le résultat est bornée par :
Btotale =

(
19 + 35 · 2−p−1

)
ulp(Î) +

1

2
|Û |
(
ulp(â) + ulp(̂b)

)

+5
(1 + 2−p)n · D̂

2d(n − 1)
max(δbyi

) +





1

8

(
b− a

n− 1

)n+2

M si n est impair,
1

4

(
b− a

n− 1

)n+1

M sinon.On peut analyser l'algorithme en plusieurs étapes :1. Le alul des poids wi, i ∈ [0, n − 1] de la méthode. Pour Newton-Cotes, es poids sontrationnels et sont alulés exatement : wi = ni

d où ni, d ∈ Z, don il n'y a pas d'arrondi àette étape.2. Le alul de xi. Il se fait de la ligne 2 à 5 de l'algorithme 7 :
x̂i = ◦

(
◦(◦((n − 1− i) · â) + ◦(i · b̂))

n− 1

)
.Pour simpli�er les notations on érit t = (n−i−1)a, u = i·b et leurs ontreparties inexates

t̂ = ◦((n− i− 1)â), û = ◦(i b̂). Si b = 0 ou i = 0 l'erreur sur û est nulle. Sinon l'estimationd'erreur donne :
| ◦ (i · b̂)− ib| ≤ 1

2ulp(◦(îb)) + i
2ulp(̂b)

≤ 3
2ulp(◦(îb)) = 3

2ulp(û). [Lemmes 1 et 2℄De façon similaire si a = 0 ou n− i− 1 = 0 alors l'erreur sur t̂ est nulle, et sinon on obtient
|t̂− t| ≤ 3

2ulp(t̂).42



10. Analyse d'erreurComme a et b ont le même signe, t̂ et û ont aussi le même signe et on peut appliquer lelemme 4. Cette supposition n'est pas restritive en pratique, ar il est toujours possible dedéouper l'intervalle d'intégration en une partie positive et une partie négative si 0 ∈ [a, b]et appliquer la borne d'erreur sur haque partie pour en déduire une borne globale.On suppose de plus sans perte de généralité que 0 ≤ a < b, et don que 0 ≤ â ≤ b̂ ; etalors :
|v̂ − v| ≤ 1

2ulp(v̂) + 3
2(ulp(t̂) + ulp(û))

≤ 11
4 ulp(v̂). [Lemme 4℄En tenant ompte de l'erreur provenant de la division par n− 1 on arrive à :

δbxi
= |xi − x̂i| ≤ 1

2ulp(x̂i) + 11
4(n−1)ulp(v̂)

≤ 1
2ulp(x̂i) + 11

2 ulp(x̂i) [Lemmes 1 et 2℄
≤ 6 · ulp(x̂i).3. Le alul de f(xi). On suppose que l'on dispose d'une implémentation de f qui aluleun résultat sur lequel l'erreur est bornée par 1 ulp. On parle parfois d'arrondi ��dèle�pour désigner ette propriété, mais l'arrondi �dèle n'étant alors pas unique nous préféronsexpliiter diretement la propriété requise en terme de borne d'erreur. De telles implémen-tations ave arrondi ��dèle�, et même ave arrondi orret de fontions mathématiquesen préision arbitraire sont disponibles par exemple dans MPFR [34℄, notamment pourdes fontions non triviales omme exp, sin, arctan et beauoup d'autres. Une présentationrapide de MPFR est donnée dans le hapitre 6. Ave l'estimation de l'erreur sur x̂i obtenuejusqu'à présent on a :

|f(x̂i)− f(xi)| = |f ′(θi)(x̂i − xi)|, θi ∈ [min(xi, x̂i),max(xi, x̂i)]et ave une borne sur |f ′| il est possible de majorer ette erreur de façon absolue. Soit
ẑi = ◦(f(x̂i)) le nombre �ottant alulé et zi = f(xi) la valeur exate. À ette étape nousavons :

|ẑi − zi| ≤ |f ′(θi)(x̂i − xi)|+ ulp(ẑi)
≤ 6m · ulp(x̂i) + ulp(ẑi).4. Le alul des yi = f(xi) · vi. L'erreur aumulée jusqu'ii est :

|ŷi − yi| ≤ |vi| · |ẑi − zi|+ 1
2ulp(ŷi)

≤ 6|vi| ·m · ulp(x̂i) + |vi|ulp(ẑi) + 1
2ulp(ŷi)

≤ 6|vi| ·m · ulp(x̂i) + 5
2ulp(ŷi) = δbyi

. [Lemmes 1 et 2℄Remarque : dans la majoration de l'erreur sur x̂i, ẑi ainsi que ŷi, le terme en ulp(x̂i)disparaît si l'erreur sur x̂i est nulle. On peut failement montrer qu'ave notre hypothèsequ'il ne se produit pas d'under�ow, si x̂i = 0 alors l'erreur sur x̂i est nulle (i.e. xi = 0) etla quantité indé�nie ulp(x̂i) disparaît. Par onvention on dé�nit don ulp(0) = 0. Pour lesbesoins de la majoration de l'erreur on ne onserve que la valeur de max(δbyi
).5. La sommation des yi : on la fait ave l'algorithme de Demmel et Hida [13℄, qui garantitune erreur d'au plus 1, 5 ulp sur le résultat �nal. Cet algorithme utilise une préision detravail plus grande p′ ≈ p + log2(n). Soit S =

∑n−1
i=0 yi.

|Ŝ − S| ≤ 3

2
ulp(Ŝ) + n ·max(δbyi

). 43



Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes6. La division de S par d(n − 1) : U = S
d(n−1) . Le alul de d(n − 1) est fait en arithmétiqueentière et est par onséquent exat. L'erreur à ette étape est don :

|Û − U | ≤ 1
2ulp(Û) + 3

2d(n−1)ulp(Ŝ) + n
d(n−1)max(δbyi

)

≤ 7
2ulp(Û) + n

d(n−1)max(δbyi
). [Lemmes 1 et 2℄7. La multipliation par b− a : I = (b− a)U . On note D = b− a et D̂ = ◦(̂b− â).

|D̂ −D| ≤ 1
2

[
ulp(D̂) + ulp(â) + ulp(̂b)

]
.Dans la suite du alul il sera néessaire de majorer |D|. Pour ela nous savons que b̂ ≥ â, etle as â = b̂ est passé sous silene ar il n'a pas d'intérêt pratique : dans e as la préision

p n'est même pas su�sante pour déider si a = b. On peut supposer b̂ > â. Les onditionsd'appliation du lemme 5 sont don réunies :
|D| = D ≤ 5

2

(
b̂− â

)

≤ 5

2

(
1 + 2−p

)
D̂ [Lemme 3℄. (3.6)Si nous utilisons tous les résultats et bornes d'erreurs obtenus jusqu'ii, il est possible d'endéduire la borne suivante pour l'erreur �nale sur Î = ◦(D̂Û) :

|Î − I| ≤ 1
2ulp(Î) + |D̂Û −D · U |

≤ 1
2ulp(Î) + |Û | · |D̂ −D|+ |D| · |Û − U |

≤ 1
2ulp(Î) + |Û | · |D̂ −D|+ 5

2 (1 + 2−p)|D̂| · |Û − U | [Inégalité (3.6)℄
≤ 1

2ulp(Î) + |Û | · |D̂ −D|+
5
2(1 + 2−p)|D̂|

(
7
2ulp(Û ) + n

d(n−1)max(δbyi
)
)

≤ (18 + 35 · 2−p−1)ulp(Î) + |Û | · |D̂ −D|
+5 (1+2−p)n· bD

2d(n−1) max(δbyi
) [Lemmes 1 et 2℄

≤ (19 + 35 · 2−p−1)ulp(Î) + 1
2 |Û |

(
ulp(â) + ulp(̂b)

)

+5 (1+2−p)n· bD
2d(n−1) max(δbyi

) [Lemmes 1 et 2℄.Cette borne d'erreur est satisfaisante pour une utilisation dans l'algorithme d'intégration, arelle se déduit de quantités que l'on onnaît soit avant l'exéution de l'algorithme (p, n), soit quisont alulées naturellement lors de son exéution (Î, Û , b̂, â, D̂, d, δbyi
).Dans la borne d'erreur �nale il faut ajouter la borne sur l'erreur mathématique :

Bmath ≤  1

8

(
b− a

n− 1

)n+2

M si n est impair,
1

4

(
b− a

n− 1

)n+1

M sinon (3.7)qui est aussi failement alulée.Lors du alul de la borne d'erreur on hoisit pour haque opération le mode d'arrondi dirigéqui assure que la borne alulée sera plus grande que la valeur théorique. Il onvient en e�etd'être soigneux jusqu'au bout sans quoi l'analyse préédente perd de son intérêt.44



11. Expérimentations11 ExpérimentationsL'algorithme 7 a été implémenté en utilisant la bibliothèque MPFR [34℄. En plus du résultatde l'intégration, le programme donne la borne d'erreur sur le résultat alulé, sous la forme dedeux termes :1. l'erreur mathématique, dont l'expression est bornée dans l'équation (3.7),2. les erreurs d'arrondi qui sont bornées par Barrondi = Btotale −Bmath.Pour nos expérienes nous avons hoisi une fontion et un domaine d'intégration pour lesquelsla valeur exate est onnue. Ainsi l'erreur e�etivement ommise est mesurable préisément (eton la note Emesurée). La �gure 3.7 montre les di�érentes erreurs lors du alul de l'intégrale
I =

∫ 3
0 exdx ave 113 bits de préision de alul, et ave un nombre de points d'évaluation nvariant de 2 à 30.L'erreur mathématique déroît rapidement mais il apparaît lairement qu'elle est ompenséelargement par les erreurs d'arrondi dès que plus de 15 points d'évaluation environ sont utilisés,pour la fontion et les paramètres onsidérés. Le gain théorique d'aroître l'ordre de la méthodeest don perdu. La �gure 3.8 donne la plus petite valeur du nombre de points d'évaluation pourlaquelle l'erreur mathématique est inférieure à l'erreur d'arrondi, pour di�érentes préisions dealul. Dans un ertain sens, ette valeur de n est en général interprétée omme étant optimale :pour de plus grandes valeurs de n, le gain d'une méthode d'ordre supérieur est perdu dans leserreurs d'arrondi, et pour de plus petites valeurs la préision utilisée dans les évaluations de lafontion f est plus grande que néessaire et ralentit les aluls.La omplexité en temps de l'algorithme naïf de alul des poids est trop importante pouronsidérer son utilisation au delà de quelques entaines de points. En pratique dans CRQ etalgorithme est très t�t plus lent que l'algorithme de alul des poids de la méthode de Gauss-Legendre, qui béné�ie de plus d'une meilleure borne d'erreur mathématique et d'une meilleurestabilité numérique.La borne sur l'erreur totale donnée par l'algorithme est plut�t prohe de l'erreur mesurée.Dans les données expérimentales, on observe un rapport maximal d'environ 46000 � e quisemble énorme, mais en éhelle logarithmique ela signi�e que nous ne perdons que 16 bitsde préision par notre estimation. En partiulier notre algorithme n'est pas trop grossièrementpessimiste.L'instabilité numérique de la méthode lorsque n roît n'est pas surprenante, ni partiulière-ment nouveau. Ce fait montré ii s'explique en partie par la présene de oe�ients négatifs dansla formule d'intégration dès que n ≥ 8. En onsidérant que la fontion hoisie pour l'expérieneest partiulièrement régulière, l'instabilité peut bien être attribuée à la méthode. On peut lire la�gure 3.8 dans l'autre sens, et voir que la préision de alul néessaire pour des ordres élevésroît rapidement. De petites valeurs de n sont don a priori reommandées pour la méthode d'in-tégration numérique de Newton-Cotes, à moins d'ajuster la préision de alul pour ompensere phénomène.
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Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre12 Présentation de la méthodeComme la méthode d'intégration de Newton-Cotes vue au hapitre 3, la méthode d'intégra-tion de Gauss-Legendre est une méthode par interpolation. La di�érene prinipale réside dansle hoix des absisses.Alors que pour Newton-Cotes les points d'évaluation sont simplement hoisis équidistantsdans l'intervalle d'intégration [a, b], pour Gauss-Legendre e sont les raines du n-ième polyn�med'une famille de polyn�mes orthogonaux, pour des raisons qui seront expliquées en setion 14.1.Plus préisément, pour deux fontions C∞ f et g, et une fontion positive w on dé�nit leproduit salaire :
〈f, g〉 =

∫ b

a
w(x)f(x)g(x)dx.On appelle w la fontion de poids. Cei dé�nit naturellement une famille de polyn�mesorthogonaux (pi)i≥0 tels que

∀i ∈ N,deg(pi) = i

∀(i, j) ∈ N2, 〈pi, pj〉 =

{
1 si i = j,

0 sinon.Pour n > 0 �xé, pn a n raines distintes dans ]a, b[ que l'on appelle x0 < x1 < . . . < xn−1.La méthode d'intégration de Gauss assoiée à la fontion de poids w sur [a, b] est dé�nie defaçon unique omme étant la méthode par interpolation aux points d'évaluation (xi)0≤i<n telleque ∫ b

a
w(x)p(x)dx =

n−1∑

i=0

wip(xi)soit vrai pour tout polyn�me p de degré au plus n−1 (ela su�t pour dé�nir les poids wi, mêmes'il sera montré que la méthode intègre orretement des polyn�mes jusqu'au degré 2n−1 inlus).La méthode d'intégration de Gauss-Legendre est la méthode de Gauss pour la fontion depoids w(x) = 1. Les polyn�mes de Legendre (Pn)n≥0 sont naturellement assoiés à ette méthode :la famille (Pn) est orthogonale pour le produit salaire dé�ni par la fontion de poids w(x) = 1sur l'intervalle [−1, 1] et normalisée par ∀n,Pn(1) = 1. Il su�t d'appliquer une translation pouren déduire la famille des polyn�mes orthogonaux pour le poids w(x) = 1 sur tout intervalle dedé�nition [a, b]. Dans la suite on manipulera de préférene les polyn�mes de Legendre (Pn) (i. e.sur [−1, 1]) de façon à pouvoir utiliser diretement ertains résultats onnus.Dans la setion 13 sont dérits les algorithmes utilisés pour aluler les polyn�mes de Le-gendre, les points d'évaluation et les oe�ients de la méthode. Une analyse de l'erreur mathé-matique est donnée ensuite, et dans la setion 14 l'algorithme lui-même est analysé ainsi que sonerreur d'arrondi.13 AlgorithmesDans la suite Pn est le polyn�me de Legendre de degré n dé�ni sur [−1, 1]. La méthoded'intégration sur [a, b] est dérivée de la méthode sur [−1, 1] par un déalage et une homothétiesur le polyn�me. Si on appelle (Vn) la famille de polyn�mes dé�nis sur [a, b] nous avons lesformules simples
Vn(u) = Pn

(
2u− (b + a)

b− a

)
et Pn(x) = Vn

(
a + b + x(b− a)

2

)
.48



13. AlgorithmesLors de la translation du domaine de base [−1, 1] au domaine de alul [a, b] les absisses et lespoids subissent une transformation de même nature, dont il sera tenu ompte dans le alul del'erreur.13.1 Polyn�mes de LegendreLes familles de polyn�mes orthonormaux pour un ertain poids suivent une relation de réur-rene déduite diretement du proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt. En tenant omptede la normalisation partiulière Pn(1) = 1 on obtient pour la famille (Pn)n≥0 :




P0(x) = 1
P1(x) = x

(n + 1)Pn+1(x) = (2n + 1)xPn(x)− nPn−1(x).
(4.1)On en déduit que deg(Pn) = n, que Pn n'a que des mon�mes dont le degré est de même parité que

n (par exemple P1(x) = x n'a que des mon�mes impairs) et que Pn a des oe�ients rationnels.Les polyn�mes (P0, P1, . . . , Pn−1) forment don une base de l'ensemble Pn−1 des polyn�mes àoe�ients réels de degré ≤ n− 1 et par onséquent, Pn est orthogonal à Pn−1.On peut être plus préis en utilisant la représentation de Rodrigues :Théorème 5. Pour n ≥ 0,
Pn =

1

2nn!

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
.Preuve : On appelle (Rn) la famille de polyn�mes dé�nie par ette formule, et on montre qu'ellesatisfait aux mêmes onditions que la famille (Pn), don que es deux familles oïnident. Il estlair que

deg(Rn) = deg(Pn) = n.Pour aluler Rn(1), remarquons que
Rn(x) =

1

n!2n

dn

dxn
((x− 1)n(x + 1)n) (4.2)et en appliquant la formule de Leibniz on a

Rn(x) =
1

n!2n

n∑

i=0

(
n

i

)
di

dxi
((x− 1)n)

dn−i

dxn−i
((x + 1)n)

=
1

2n

n∑

i=0

(
n

i

)2

(x− 1)n−i(x + 1)i (4.3)d'où l'on déduit Rn(1) = 1. Il reste à montrer que Rn est orthogonal à Pn−1, pour ela on montreque
sn,k,m =

∫ 1

−1
xk dn

dxn
((x2 − 1)m)dxest nul pour 0 ≤ k < n ≤ m, par réurrene sur n. Pour n = 0 il n'y a rien à montrer et pour

n = 1 on véri�e bien que
∫ 1

−1

d

dx
((x2 − 1)m)dx =

[
(x2 − 1)m

]1
−1

= 0. 49



Chapitre 4. Intégration de Gauss-LegendreSoit n > k ≥ 1. En intégrant par parties on obtient
sn,k =

∫ 1

−1
xk dn

dxn
((x2 − 1)m)dx

=

[
xk dn−1

dxn−1
((x2 − 1)m)

]1

−1

− k

∫ 1

−1
xk−1 dn−1

dxn−1
((x2 − 1)m)dx.On onstate que [xk dn−1

dxn−1 ((x2 − 1)m)
]1
−1

= 0 en appliquant la formule de Leibniz. Pour k = 0on obtient sn,0,m = 0 en intégrant diretement. Puis
sn,k,m = −ksn−1,k−1,m = 0par hypothèse de réurrene. En partiulier sn,k,n = 0 pour tout 0 ≤ k < n et Rn est orthogonalà Pn−1, don la famille (Rk) est bien orthogonale pour le produit salaire dé�ni par la fontionde poids w(x) = 1 sur [−1, 1].L'équation (4.3) montre en partiulier que le dénominateur ommun des oe�ients de Pndivise 2n : Pn peut s'érire

Pn(X) =

{
2−nQn(X2) si n est pair

2−nXQn(X2) sinonoù Qn est à oe�ients entiers. Le problème du alul de Pn est don ramené au alul de Qn,dont la proédure est dérite dans l'algorithme 8. La formule en ligne 5 se trouve en exprimant
Pn en fontion de Qn dans la formule (4.1), suivant la parité de n. L'algorithme donnée estelui du déroulement naïf de la formule de réurrene et sa omplexité en nombre d'opérationsarithmétiques est quadratique (on alule en e�et haun des polyn�mes Q0, Q1, . . . jusqu'à Qn.Il est possible d'obtenir une omplexité arithmétique en O(M(n) log n) ave la tehnique des�pas de bébé, pas de géant�.Algorithme 8 Calul des polyn�mes de LegendreEntrée : n ≥ 2.Sortie : Qn tel que Pn(X) = 2−nQn(X2) si n est pair, et Pn(X) = 2−nXQn(X2) sinon.1: Q0 ← 12: Q1 ← 23: p← 0 ⊲ la parité du polyn�me alulé4: for i← 2 to n do5: Qp ← −4(i− 1)Qp + 2(2i − 1)X1−pQ1−p6: Qp ← 1

i Qp ⊲ division exate des oe�ients entiers7: p← 1− p8: end for9: return Q1−p13.2 Calul des poidsLes poids (wi)0≤i<n de la méthode de Gauss-Legendre véri�ent
∫ 1

−1
q(x)dx =

n−1∑

i=0

wiq(xi)50



14. Bornes d'erreurpour tout polyn�me q de degré ≤ 2n − 1, où les (xi)0≤i<n sont les raines ordonnées de Pn (fsetion 14.1).Pour i ∈ [0, n− 1] on érit Li(x) =
Q

j 6=i(x−xj)Q
j 6=i(xi−xj)

et Pn(x) = kn(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1). Lethéorème 5 donne kn = 1
2n

(2n
n

).On véri�e failement que Li(x) = Pn(x)
(x−xi)P ′

n(xi)
en onstatant que les deux polyn�mes sont demême degré n−1 et oïnident sur les n valeurs (xi)0≤i<n. L′

i a un degré n−2 don < L′
i, Pn >= 0.

0 =

∫ 1

−1
Pn(x)L′

i(x)dx = [Pn(x)Li(x)]1−1 −
∫ 1

−1
P ′

n(x)Li(x)dx.

P ′
nLi a un degré 2n− 2 don il est intégré de façon exate par la méthode (théorème 6) :

0 =
P 2

n(1)

(1− xi)P ′
n(xi)

− P 2
n(−1)

(−1− xi)P ′
n(xi)

−
n−1∑

j=0

wjP
′
n(xj)Li(xj).De l'équation (4.1) on voit que |Pn(±1)| = 1. De plus Li(xj) = δi,j (où δ représente la fontiondelta de Kroneker) don

0 =
2

(1− x2
i )P

′
n(xi)

− wiP
′
n(xi),

wi =
2

(1 − x2
i )P

′2
n (xi)

. (4.4)Dans la setion 18 (p. 65) on montre omment aluler xi à une préision arbitraire. Puisque
P ′

n est onnu de façon exate on peut évaluer P ′
n(xi) ave une borne d'erreur dynamique (aussiappelée running error dans [21℄), et à partir de là aluler wi en préision arbitraire.14 Bornes d'erreur14.1 Erreur mathématiqueDans ette partie on prouve la borne d'erreur mathématique de la méthode d'intégration deGauss-Legendre. Pour une preuve plus générale onernant les méthodes de Gauss pour toutefontion de poids w on pourra onsulter [12℄. Cette preuve est rappelée ii dans le as partiulierde Gauss-Legendre.Théorème 6. La méthode de Gauss-Legendre sur [a, b] ave n points est exate pour tout poly-n�me de degré ≤ 2n − 1.Preuve : par dé�nition la méthode de Gauss-Legendre étant de nature interpolatoire est exatepour les polyn�mes de degré ≤ n− 1. Soit f un polyn�me de degré ≤ 2n− 1. On érit la divisioneulidienne de f par le n-ième polyn�me de Legendre Pn :

f = q · Pn + r, ave deg(q) ≤ n− 1,deg(r) ≤ n− 1.Comme Pn est orthogonal à l'ensemble Pn−1 des polyn�mes de degré ≤ n− 1 on a
∫ 1

−1
q(x)Pn(x)dx = 0 (4.5)51



Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendreet
n−1∑

i=0

wif(xi) =

n−1∑

i=0

wi (q(xi)Pn(xi) + r(xi))

=

n−1∑

i=0

wir(xi)

=

∫ 1

−1
r(x)dx (4.6)

=

∫ 1

−1
f(x)dx (4.7)où l'égalité (4.6) vient de e que la méthode est exate pour r de degré n − 1, et l'égalité (4.7)vient de (4.5). Le polyn�me f est don intégré exatement par la méthode.Soit E[f ] =

∫ 1
−1 f(x)dx−∑n−1

i=0 wif(xi) l'erreur de la méthode pour la fontion f . Soit h lepolyn�me de degré ≤ 2n− 1 tel que
∀i ∈ [0, n − 1], f(xi) = h(xi) et f ′(xi) = h′(xi).Alors le terme reste de l'interpolation de Hermite s'érit

f(x) = h(x) +
f (2n)(µ(x))

(2n)!
(x− x0)

2(x− x1)
2 . . . (x− xn−1)

2pour −1 ≤ x ≤ 1 et −1 < µ(x) < 1. Du théorème 6, E[h] = 0 et don
E[f ] = E

[
f (2n)(µ(x))

(2n!)
(x− x0)

2(x− x1)
2 . . . (x− xn−1)

2

]

=

∫ 1

−1

f (2n)(µ(x))

(2n)!

P 2
n(x)

k2
n

dxoù kn = 1
2n

(2n
n

) désigne toujours le oe�ient dominant de Pn. Par le théorème des valeursintermédiaires il existe ζ ∈]− 1, 1[ tel que
E[f ] =

f (2n)(ζ)

k2
n(2n!)

∫ 1

−1
P 2

n(x)dx.En multipliant l'équation (4.1) par Pn−1(x) et en intégrant sur [−1, 1] on obtient
(2n + 1)

∫ 1

−1
xPn−1(x)Pn(x)dx = n

∫ 1

−1
P 2

n−1(x)dx.Soit tn =
∫ 1
−1 P 2

n(x)dx. La division eulidienne de xPn−1(x) par Pn donne
xPn−1(x) =

kn−1

kn
Pn(x) + R(x) où deg(R) < n.52



14. Bornes d'erreurDon
(2n + 1)kn−1

kn

∫ 1

−1
P 2

n(x)dx = n

∫ 1

−1
P 2

n−1(x)dx

(2n + 1)kn−1

kn
tn = ntn−1

tn =

(
n

2n + 1

)
kn

kn−1
tn−1.Ave kn = 1

2n

(2n
n

) il vient
tn =

2n− 1

2n + 1
tn−1,

tn =
2

2n + 1
.En onlusion le terme d'erreur est

E[f ] =
22n+1(n!)4

(2n)!3(2n + 1)
f (2n)(ζ).En tenant ompte de la translation de [−1, 1] à [a, b] on a :

Vn(u) = Pn

(
2u− (b + a)

b− a

)don le oe�ient dominant de Vn est kn

(
2

b−a

)n. De plus le hangement de variable dans l'in-tégrale donne ∫ b

a
Vn(u)2du =

2

b− a

∫ 1

−1
Pn(x)2dxet il faut tenir ompte de es ajustements dans le alul de la borne d'erreur de la méthoded'intégration sur [a, b].Théorème 7. Soit M une borne de |f (2n)| sur [a, b], alors l'erreur de l'intégration de Gauss-Legendre à n points de f sur [a, b] en préision in�nie est bornée par

(b− a)2n+1(n!)4

(2n + 1)[(2n)!]3
M.Corollaire 1. Lorsque n→ +∞, la borne du Théorème 7 est équivalente à

1

2
√

πn

( e

8n

)2n (b− a)2n+1

2n + 1
M.Preuve : Cet équivalent déoule de l'appliation de la formule de Stirling :

n! ∼
(n

e

)n√
2πn. 53



Chapitre 4. Intégration de Gauss-LegendreAlgorithme 9 Intégration de Gauss-LegendreEntrées : â, b̂− a, (ŵi), f, (v̂i), n ⊲ où les (wi) sont les poids et les (vi) sont dé�nis dans�14.2.Sortie : Î, une valeur approhée sur p bits de ∫ b
a f(x)dx dont l'erreur est bornée par lethéorème 8.Hypothèse : les aluls se font en base 2 ave une préision de p bits dans le mode d'ar-rondi au plus prohe, les quantités x̂ dénotent l'arrondi au plus prohe de la quantité exateorrespondante x.1: for i← 0 to n− 1 do2: t← ◦((b̂− a) · v̂i)3: x̂i ← ◦(t + â)4: f̂i ← ◦(f(x̂i))5: ŷi ← ◦(f̂i · ŵi)6: end for7: Ŝ ← sum(ŷi, i = 0 . . . n− 1) ⊲ ave l'algorithme de Demmel et Hida [13℄8: D̂ ← ◦(b̂− a)/29: return ◦(D̂Ŝ) = Î14.2 Erreurs d'arrondiPour l'analyse d'erreur de l'algorithme 9, on reprend les dé�nitions vues dans la setion 7.Certains lemmes qui y ont été démontrés seront utiles dans la suite.On note x̂ la valeur e�etivement alulée pour une ertaine valeur �exate� x (telle qu'elleserait alulée si l'on disposait d'une préision in�nie).Pour être apable de fournir une borne d'erreur sur le résultat numérique donné par laméthode de Gauss-Legendre, il est néessaire de mener une analyse pas à pas de l'algorithme 9.En plus des paramètres de l'algorithme 9 nous avons besoin d'une borne supérieure M de

|f (2n)| sur [a, b] ; p est la préision de travail en nombre de bits de la mantisse. Les bornes a et bsont données sous la forme d'orales retournant le nombre �ottant arrondi â ou b̂ au plus prohede leur valeur exate dans la préision demandée ; et m est une borne supérieure de |f ′| sur [a, b].Nous allons maintenant prouver le théorème prinipal :Théorème 8. Soit δbyi
= (7

2 + 21−p)ulp(ŷi) +
(

17
4 + 17 · 2−p−2

)
mŵiulp(x̂i), où ŷi, ŵi et x̂isont dé�nis dans l'algorithme 9, p désigne la préision et m une borne sur |f ′|. Lors du alulnumérique de l'intégrale de f sur [a, b] en utilisant l'algorithme 9 l'erreur totale est majorée par :

Btotale =

(
9

2
+ 3 · 2−p

)
ulp(Î) + n(1 + 2−p)D̂ ·max(δbyi

) +
(b− a)2n+1(n!)4

(2n + 1)[(2n)!]3
M.Corollaire 2. Si l'on suppose que p ≥ 2 on peut érire plus simplement :

{
δbyi

≤ 11
4 ulp(ŷi) + 6mŵiulp(x̂i)

Btotale ≤ 21
4 ulp(Î) + 5n

4 D̂ ·max(δbyi
) + (b−a)2n+1(n!)4

(2n+1)[(2n)!]3
M.On peut analyser l'algorithme par étapes :1. Le alul des poids wi, i ∈ [0, n−1] de la méthode. On les alule en arrondi au plus prohede leur valeur exate omme expliqué dans la setion 13 :

|ŵi − wi| ≤
1

2
ulp(ŵi).54



14. Bornes d'erreur2. Le alul des xi. Soit x′
i le point d'évaluation orrespondant sur [−1, 1], et vi =

1+x′
i

2 . Onsuppose que vi est alulé omme l'arrondi au plus prohe de sa valeur exate :
|v̂i − vi| ≤

1

2
ulp(v̂i),

x̂i = ◦(◦(v̂i · (b̂− a)) + â).Comme a et b sont donnés omme des orales, on peut supposer que b− a ainsi que a sontalulés omme arrondis au plus prohe de leur valeur exate. L'analyse d'erreur donne :
| ◦ (v̂i · b̂− a)− vi · (b− a)| ≤ 5

2ulp(◦(v̂i · b̂− a)) [Lemme 6℄
|x̂i − xi| ≤ 1

2ulp(x̂i) + 5
2ulp(◦(v̂i · b̂− a)) + 1

2ulp(â)
≤ 17

4 ulp(x̂i). [Lemme 4℄3. Le alul des f(xi). On suppose que l'on dispose d'une implémentation de f qui alule unrésultat sur lequel l'erreur est bornée par 1 ulp. En tenant ompte de la borne déjà aluléepour x̂i on a :
|f(x̂i)− f(xi)| = |f ′(θi)(x̂i − xi)|, θi ∈ [min(xi, x̂i),max(xi, x̂i)]et une borne supérieure sur f ′ permet de borner ette erreur de façon absolue. Soit f̂i =

◦(f(x̂i)) le nombre �ottant alulé. À ette étape nous avons :
δbfi

= |f̂i − f(xi)| ≤ |f ′(θi)(x̂i − xi)|+ 1
2ulp(f̂i)

≤ 17
4 m · ulp(x̂i) + 1

2ulp(f̂i).4. Le alul des yi = f(xi) · wi. L'erreur aumulée jusqu'ii est :
|ŷi − yi| ≤ 1

2ulp(ŷi) + |f̂iŵi − f(xi)wi|
≤ 1

2ulp(ŷi) + f̂i|ŵi − wi|+ wi|f̂i − f(xi)|
≤ 1

2ulp(ŷi) + 1
2 f̂iulp(ŵi) + wiδbfi

≤ 3
2ulp(ŷi) + wi

[
17
4 m · ulp(x̂i) + 1

2ulp(f̂i)
] [Lemmes 1 et 2℄

≤ 3
2ulp(ŷi) + (1 + 2−p)ŵi

[
17
4 m · ulp(x̂i) + 1

2ulp(f̂i)
] [Lemme 3℄

≤ (7
2 + 21−p)ulp(ŷi) + (1 + 2−p)mŵi

17
4 ulp(x̂i) [Lemmes 1 et 2℄

≤ (7
2 + 21−p)ulp(ŷi) +

(
17
4 + 17 · 2−p−2

)
mŵiulp(x̂i) = δbyi

.Remarque : il n'y a, omme dans l'analyse d'erreur des méthodes de Newton-Cotes, pas deréel problème de dé�nition de ulp(x̂i) lorsque x̂i = 0, ar dans e as l'hypothèse qu'il nese produit pas d'under�ow permet de voir failement que l'erreur sur x̂i est nulle.Pour aluler la borne d'erreur on ne tient ompte que de max(δbyi
).5. La sommation des yi : on le fait ave l'algorithme de Demmel et Hida [13℄, qui garantit uneerreur d'au plus 1, 5 ulp sur le résultat �nal. Cet algorithme utilise une préision de alulplus grande p′ ≈ p + log2(n). Soit S =

∑n−1
i=0 yi.

|Ŝ − S| ≤ 3

2
ulp(Ŝ) + n ·max(δbyi

). 55



Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre6. la multipliation par b−a
2 : I = b−a

2 S. On note D = b−a
2 et on suppose omme préédemmentque l'entrée b̂− a est alulée en arrondi au plus prohe de sa valeur exate. Comme ladivision par 2 est exate en binaire on a :

|D̂ −D| ≤ 1
2ulp(D̂)

|Î − I| ≤ 1
2ulp(Î) + |ŜD̂ − SD|

≤ 1
2ulp(Î) + 1

2 |Ŝ|ulp(D̂) + D|Ŝ − S|
≤ 3

2ulp(Î) + D
[

3
2ulp(Ŝ) + n ·max(δbyi

)
] [Lemmes 1 et 2℄

≤ 3
2ulp(Î) + (1 + 2−p)D̂

[
3
2ulp(Ŝ) + n ·max(δbyi

)
] [Lemme 3℄

≤ (9
2 + 3 · 2−p)ulp(Î) + n(1 + 2−p)D̂ ·max(δbyi

). [Lemmes 1 et 2℄Corollaire 3. Si l'on suppose de plus que f ne hange pas de signe sur [a, b], alors on peut endéduire la meilleure borne suivante :
B′totale =

(
9

2
+ 3 · 2−p + (2 + 21−p)(7 + 22−p)(1 + 3 · 2−p)

)
ulp(Î)

+ nm(1 + 2−p)

(
17

4
+ 17 · 2−p−2

)
D̂ max(ŵiulp(x̂i))

+
(b− a)2n+1(n!)4

(2n + 1)[(2n)!]3
M.Preuve : Supposons par exemple que f ≥ 0, alors sahant que les poids wi de la méthode deGauss-Legendre sont positifs

∀i ∈ [0, n− 1], ŷi = ◦(ŵi · f̂i) ≥ 0don
ulp(ŷi) ≤ 21−pŷi.Soit S̃ =

∑n−1
i=0 ŷi, on sait que

|S̃ − Ŝ| ≤ 3
2ulp(Ŝ)

S̃ ≤ (1 + 3 · 2−p)Ŝ

L =
∑n−1

i=0 (7
2 + 21−p)ulp(ŷi)

≤ (7
2 + 21−p)21−p

∑n−1
i=0 ŷi

≤ 21−p(7
2 + 21−p)(1 + 3 · 2−p)Ŝ

≤ (7 + 22−p)(1 + 3 · 2−p)ulp(Ŝ).On en déduit alors la borne d'erreur suivante sur Ŝ :
|Ŝ − S| ≤

(
3

2
+ (7 + 22−p)(1 + 3 · 2−p)

)
ulp(Ŝ)

+ nm

(
17

4
+ 17 · 2−p−2

)
max(ŵiulp(x̂i))e qui produit bien le résultat annoné en injetant ette borne dans elle de |Î − I| donnée plushaut.Le lemme suivant permet de simpli�er enore ette borne :56



14. Bornes d'erreurLemme 13. Si p ≥ 5 alors dans l'algorithme 9 on a pour tout i ∈ {0, . . . , n − 1}

ulp(x̂i) ≤ 2 max(ulp(a),ulp(b)).Preuve : On a montré que ∀i ∈ {0, . . . , n − 1}, |xi − x̂i| ≤ 17
4 ulp(x̂i). On peut sans perte degénéralité supposer |b| ≥ |a| et b ≥ 0 et se ramener à montrer dans e as que

ulp(x̂i) ≤ 2 ulp(b).Le point xi est le poids exat assoié à x̂i et il véri�e en partiulier
xi ≤ b.On en déduit

x̂i ≤ xi +
17

4
ulp(x̂i)

≤ b +
17

4
ulp(x̂i)Ave la propriété

2p−1ulp(x) ≤ |x| < 2pulp(x) (4.8)pour tout réel x non nul on obtient alors
x̂i ≤ b + 17 · 2−p−1x̂i

x̂i(1− 17 · 2−p−1) ≤ b

x̂i ≤
b

1− 17 · 2−p−1

x̂i ≤
64

47
bpuis l'appliation de (4.8) donne

ulp(x̂i) ≤ 21−px̂i

≤ 64

47
21−pb

< 22−pb

ulp(x̂i) < 4ulp(b)

ulp(x̂i) ≤ 2ulp(b)ar les ulp sont des puissanes de 2.Corollaire 4. Soit m une borne de |f ′| et M une borne de |f (2n)| sur [a, b]. Si f ne hange pasde signe sur [a, b] et p ≥ 5 alors l'erreur totale du résultat de l'algorithme 9 est borné par
B′′totale = 21ulp(Î) + 10nmD̂ max(ulp(â),ulp(̂b)) +

(b− a)2n+1(n!)4

(2n + 1)[(2n)!]3
M.Preuve : On applique le lemme 13 en sahant que 0 ≤ ŵi ≤ 1 pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}. 57



Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre15 ExpérimentationsL'algorithme 9 a été érit dans CRQ ave la bibliothèque MPFR [34℄. En plus de la va-leur numérique de l'intégrale, le programme fournit une borne sur l'erreur totale Btotale en ladéomposant en deux termes :1. la borne sur l'erreur mathématique Bmath = (b−a)2n+1(n!)4

(2n+1)[(2n)!]3
M ,2. une borne sur les erreurs d'arrondi Barrondi = Btotale −Bmath.
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16. Conlusion
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Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre
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5Isolation et ra�nement de rainesDans la suite du hapitre, P (X) =
∑n

i=0 aiX
i (an 6= 0) est un polyn�me à oe�ientsréels dont on herhe à aluler les raines réelles. Plus préisément si P a k raines réelles

u1 < . . . < uk on herhe des nombres �ottants û1, . . . , ûk tels que :
∀i ∈ {1, . . . , k}, |ui − ûi| ≤ ulpp(ûi)où p est la préision demandée sur les raines alulées, donnée en paramètre. On demande donl'arrondi �dèle en préision p bits. La quantité ulpp(0) n'est pas dé�nie mais le as où P (0) = 0se détete failement par a0 = 0 et dans e as la raine nulle est alulée sans erreur.17 Isolation de rainesUne étape préliminaire à l'algorithme de ra�nement de raines implémenté onsiste en l'isola-tion des raines. Il s'agit de fournir une liste d'intervalles rationnels ontenant haun exatementune raine du polyn�me onsidéré et telle que haque raine réelle se retrouve dans un intervalle(et un seul). Nous utilisons pour ei l'algorithme d'Uspensky tel que dérit dans [32℄ dont nousdonnons un rappel ii.La méthode d'isolation repose sur trois points lefs :� une borne du nombre de raines réelles positives d'un polyn�me déduite simplement desoe�ients du polyn�me,� des transformations élémentaires du polyn�me e�aes en temps et en mémoire,� un parours intelligent de l'espae de reherhe.17.1 Règle des signes de DesartesLa règle des signes de Desartes borne le nombre de raines réelles positives d'un polyn�mede la façon suivante :Théorème 9 (Desartes). Soit P =

∑n
i=0 aiX

i un polyn�me à oe�ients réels. On note V (P ) =
V (a0, a1, . . . , an) le nombre de hangements de signe dans la suite de ses oe�ients dans laquelleon a enlevé les oe�ients nuls. Alors ave R(P ) le nombre de raines réelles positives de P ona R(P ) ≤ V (P ) et R(P ) ≡ V (P ) mod 2.Cette borne a l'avantage d'être très e�ae à aluler (O(n) omparaisons) et de plus il y aégalité dans le as où V (P ) ∈ {0, 1}. 61



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines
0 11

Fig. 5.1 � La zone omplexe prosrite pour les raines de P dans le théorème 10.Trois transformations de polyn�mes sont utilisées dans l'algorithme d'isolation. Pour c réelon dé�nit la translation Tc :
Tc : R[X] → R[X]

P (X) 7→ P (X + c)qui a pour e�et de déplaer l'origine en c. La transformation R renverse la liste des oe�ientsd'un polyn�me, elle est dé�nie par :
R : R[X] → R[X]

P 7→ Xdeg(P )P (1/X).En�n pour c réel non nul on appelle Hc l'homothétie de poids c :
Hc : R[X] → R[X]

P 7→ P (cX).On véri�e que es trois appliations transforment bien un polyn�me à oe�ients réels en unpolyn�me à oe�ients réels.Un résultat similaire à la règle des signes de Desartes, dû à Collins et Johnson, permet dese restreindre à l'intervalle ]0, 1[ :Théorème 10. Soit P un polyn�me réel sans fateur arré ayant une raine réelle unique dans
]0, 1[ et auune raine non réelle dans haun des deux disques omplexes de rayon 1 et entres
(0, 0) et (1, 0) (voir �gure 5.1). Alors V (T1[R[P ]]) = 1.Une �réiproque� au théorème 10 est néessaire pour avoir un ritère e�etif sur [0, 1], elleest donnée dans [36℄ :Théorème 11. Soit P un polyn�me réel sans raine dans ]0, 1[ et sans raine non réelle endehors du erle de entre (1/2, 0) et de diamètre 1. Alors V (T1[R[P ]]) = 0.17.2 AlgorithmesOn ommene par préiser l'implémentation des transformations R, Tc et Hc avant de pré-senter l'algorithme d'isolation en tant que tel. Ces transformations sont détaillées dans les Algo-rithmes 10, 11 et 12 où la sortie est un nouveau polyn�me ; parfois on voudra au ontraire faire latransformation en plae (il su�t de quelques modi�ations mineures dans les algorithmes donnéspour ela). L'algorithme 12 est donné ii dans une version quadratique en le nombre d'opérations62



17. Isolation de raines
0 11

Fig. 5.2 � La zone omplexe presrite pour les raines non réelles de P dans le théorème 11.arithmétiques ; il est possible de faire linéaire (à des fateurs logarithmiques près) en passant parla représentation de Newton [5℄.Du point de vue de la reherhe des raines, on peut onsidérer es trois opérations ommetransformations du domaine de reherhe.Par exemple, le nombre de raines de P dans R+ est égal au nombre de raines de R[T−1[P ]]dans ]0, 1[.Algorithme 10 Renversement REntrée : [a0, a1, . . . , an].Sortie : [t0, t1, . . . , tn] tel que T (X) =
∑n

i=0 tiX
i = Xdeg(P )P (1/X).1: for i← 0 to n do2: ti ← an−i3: end for4: return tAlgorithme 11 Homothétie HcEntrée : [a0, a1, . . . , an].Sortie : [t0, t1, . . . , tn] tel que T (X) =

∑n
i=0 tiX

i = P (cX).1: p← 12: for i← 0 to n do3: ti ← pai4: p← c · p5: end for6: return tOn note Ic,k =] c
2k , c+1

2k [ pour c et k entiers. Le nombre de raines de P dans Ic,k est égal aunombre de raines de Pc,k(X) = P ( c+X
2k ) dans ]0, 1[. Remarquons que

Pc,k = Tc[H2−k [P ]] (5.1)don Pc,k peut se aluler diretement à partir de P via des transformations élémentaires.Une première étape préparatoire à l'isolation des raines onsiste à ramener l'espae de re-herhe de R à ]0, 1[. Si B borne les raines de P en valeur absolue, on isole les raines positivesde P via l'isolation des raines de P ′ = HB[P ] dans ]0, 1[ ; l'isolation des raines négatives de
P étant réalisée par l'isolation des raines de P ′′ = H−B[P ]. On suppose don dans la suite quel'on herhe les raines de P dans ]0, 1[. 63



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de rainesAlgorithme 12 Translation TcEntrée : [a0, a1, . . . , an].Sortie : [t0, t1, . . . , tn] tel que T (X) =
∑n

i=0 tiX
i = P (X + c).1: for i← 0 to n do2: ti ← ai3: end for4: for i← 1 to n do5: for j ← n− i to n− 1 do6: tj ← tj + c · tj+17: end for8: end for9: return tL'idée générale de l'isolation onsiste à parourir l'espae des ouples (c, k), c < 2k pour enretenir eux tels que Ic,k ontienne exatement une raine de P et qu'auune raine ne soit oubliée.Le as des raines exatement représentables en binaire α = c

2k se traite en alulant le signede Pc,k(0) à haque étape. On omet es raines par la suite pour des raisons de simpliité. Il estnaturel d'organiser les ouples (c, k) en un arbre binaire dont la raine (c = 0, k = 0) représentel'intervalle ]0, 1[ tout entier, les deux n÷uds du niveau suivant (0, 1), (1, 1) représentent ]0, 1
2 [ et

]12 , 1[ respetivement, et ainsi de suite. Pour haun de es ouples (c, k) que l'on souhaite tester,on alule Pc,k et on applique le ritère du Théorème 9 à Pc,k sur ]0, 1[ pour onlure sur le nombrede raines de P dans Ic,k. Suivant le nombre de hangements de signe dans les oe�ients de Pc,kon pourra soit oublier le sous-arbre orrespondant (pas de raine), soit reopier le n÷ud dans lasortie de l'algorithme (une raine exatement), ou en�n parourir le sous-arbre (peut-être plusd'une raine).Divers algorithmes sont envisageables en fontion du parours de l'arbre binaire retenu etdes ompromis temps de alul / espae mémoire requis. L'équation (5.1) permet de sauterdiretement de la raine de l'arbre à un n÷ud arbitraire sans stoker de résultat intermédiaire,mais e n'est pas forément la stratégie la plus e�ae en temps de alul.Ce adre uni�é regroupant les algorithmes d'isolation onnus est présenté dans [32℄ de mêmequ'un nouvel algorithme s'insrivant dans e adre, optimal en espae mémoire et ave le mêmenombre d'opérations que les autres algorithmes basés sur la règle des signes de Desartes. C'estet algorithme qui est utilisé dans CRQ. Il utilise un parours en profondeur de l'arbre et aluleà haque étape le polyn�me Pc,k du n÷ud ourant, sans retenir les polyn�mes des autres n÷udsvisités. Remarquons que pour (c, k) et (c′, k′) deux n÷uds de l'arbre on a
Pc′,k′ = H2k−k′

[
T2k−k′c′−c[Pc,k]

]e qui permet de passer d'un n÷ud quelonque à un autre sans forément revenir à la raine(une généralisation de l'équation (5.1)), et que de plus lors d'un parours en profondeur seulesdes translations de 1 apparaissent :� pour passer d'un n÷ud (c, k) à son �ls gauhe (2c, k + 1) il n'y a pas de translation maisune homothétie H1/2,� pour passer d'un n÷ud (c, k) à son frère droit (c + 1, k), il y a une translation T1,� pour passer d'un n÷ud (c′, k′) au frère droit non visité (c, k) de l'anêtre le plus prohe(par baktraking) il n'y a aussi qu'une translation de 1 : si n est le nombre de niveaux à64



18. Ra�nement de rainesremonter alors on véri�e que c = 2nc′ − 1, k = k′ + n et alors 2k−k′
c′ − c = 1. On e�etue

n homothéties H2 (équivalentes à une homothétie H2n) et une translation T1.Il est intéressant de privilégier des translations par des petits entiers, en partiulier dans l'Al-gorithme 12 si c = 1 alors il n'y a que des additions et auune multipliation. La omplexitéthéorique binaire de l'algorithme d'isolation utilisé dans CRQ est O(n6t2 log2 n) en temps où test une borne sur la taille en bits des oe�ients de P pour une oupation mémoire O(n3t log n)[32℄ et n = degP .L'isolation des raines de P produit don des intervalles Ic,k dont les bornes sont diretementdes nombres �ottants. En e�et xmin = c2−k est représentable omme un �ottant ave une mantissede taille p = 1+⌊log2 c⌋ bits, ave ulp(xmin) = 2−k. De même pour xmax = (c+1)2−k. En notant
u l'unique raine de P dans Ic,k on a :

c2−k < u < (c + 1)2−k

0 < u− xmin < ulp(xmin)don xmin est l'arrondi vers le bas de u en préision p bits (et xmax l'arrondi vers le haut). Dupoint de vue de la préision relative on peut don onsidérer que p bits de la raine sont onnus ;l'erreur absolue étant bornée par 2−k.On onstate dans le déroulement de l'algorithme que deux raines sont séparées au mieux parle premier bit di�érent dans leur développement binaire ; 'est ette distane au sens binaire quiborne la profondeur de l'arbre de reherhe. D'autres transformations élémentaires produisentd'autres formes d'intervalles d'isolation. Par exemple les deux transformations
P ← (x + 1)nP

(
1

x + 1

)et
P ← P (x + 1)envoient l'intervalle ]0,+∞[ sur les intervalles ]0, 1[ et ]1,+∞[ respetivement, e qui permetd'appliquer réursivement la règle de Desartes simple à P . Il s'agit de l'algorithme originald'Uspensky tel que dérit dans [10℄. Les bornes de séparation des intervalles ont alors une formeplus prohe d'une réduite dans le développement en fration ontinue d'une des raines plut�tque de son développement binaire ; e qui peut poser un problème en pratique lorsque l'on préfèreun tel développement binaire. S'il est possible de produire des polyn�mes favorisant davantageune approhe ou l'autre, l'expériene des polyn�mes de Legendre montre en pratique que laméthode binaire est su�sante pour notre appliation3 e qui ne nous a pas onduit à herherune stratégie optimale à es polyn�mes.Dans la suite on parlera par abus de � l'algorithme d'Uspensky� en faisant référene non pasà l'algorithme original mais à la version binaire optimale parmi elles présentées dans [32℄ quiest elle utilisée dans CRQ (ette version est baptisée �Rel� dans [32℄).18 Ra�nement de rainesLe ra�nement d'une raine onsiste à aluler ette raine à une préision donnée à partird'un intervalle d'isolation, à savoir un intervalle ontenant une et une seule raine de la fontion3Le oût de l'isolation est essentiellement négligeable devant elui du ra�nement. 65



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de rainesétudiée (dans notre as il s'agit d'un polyn�me). Notons u la raine herhée et p la préisiondemandée sur u, il s'agit de aluler û sur p bits tel que
|û− u| ≤ ulpp(û)pour un arrondi �dèle ou
|û− u| ≤ 1

2
ulpp(û) [= ulpp+1(û) en binaire℄pour un arrondi au plus prohe. À stritement parler l'arrondi au plus prohe demande en plus derespeter la règle de l'arrondi pair et impose don des onditions supplémentaires. On demandeii seulement une borne sur l'erreur relative � e qui est su�sant dans l'appliation ultérieuredu ra�nement de raines � et on ne garantit pas que le �ottant alulé orrespond exatementà l'arrondi au plus prohe au sens de la norme IEEE754. Les problèmes de pire as [24℄ sont donévités.18.1 DihotomieLa reherhe dihotomique d'une raine est basée sur le lemme élémentaire suivant :Lemme 14. Soit f : [a, b] → R ontinue tel que f(a)f(b) ≤ 0, alors il existe x ∈ [a, b] tel que

f(x) = 0.On en déduit un algorithme simple de ra�nement qui onsiste à ouper l'intervalle de re-herhe en deux à haque étape. La proédure est dérite dans l'algorithme 13. Chaque étapeAlgorithme 13 Ra�nement dihotomiqueEntrée : f, a, b, ε tels que f(a)f(b) < 0 et a < b.Sortie : a′, b′ tels que f(a′)f(b′) ≤ 0, |b′ − a′| ≤ ε et [a′, b′] ⊆ [a, b].1: sa← sign(f(a)) ⊲ La fontion sign est trivaluée.2: sb← sign(f(b))3: a′ ← a4: b′ ← b5: while b′ − a′ > ε do6: m← a′+b′

27: sm← sign(f(m))8: if sa = sm then9: a′ ← m10: else11: b′ ← m12: end if13: end while14: return (a′, b′)divise l'intervalle de reherhe de la raine en deux et permet don de gagner un bit de préisionsur la raine en question. On aura don log2(
b−a

ε ) étapes de boule pour ra�ner ave préisionabsolue ε.Le alul du signe de f(m) à haque étape est la partie oûteuse de l'algorithme. Dans leas qui nous intéresse des polyn�mes de Legendre, on peut se ramener à des oe�ients entiers.Le alul du signe a été envisagé dans notre implémentation de deux manières : une méthode�naïve� en préision maximale, et une méthode tronquée.66



18. Ra�nement de rainesDihotomie naïveDans l'algorithme 13 il est néessaire de aluler le signe de P en divers nombres �ottantsque l'on peut érire sous la forme c
2k . Lorsque les oe�ients de P sont entiers il est possible dealuler le signe de P ( c

2k ) en ne faisant que des aluls entiers, don exats.En e�et,
sign

(
P
( c

2k

))
= sign

(
2knP

( c

2k

))

= sign

(
2kn

n∑

i=0

ai

( c

2k

)i
)

= sign

(
n∑

i=0

aic
i2(n−i)k

)
.En notant Q(X) =

∑n
i=0 ai2

k(n−i)Xi on évalue le signe de P ( c
2k ) omme le signe de Q(c), où Qpourra être évalué par la méthode d'évaluation de polyn�me de son hoix, par exemple Horneromme ela est détaillé dans l'algorithme 14.Algorithme 14 Calul naïf du signe d'un polyn�me P à oe�ients entiersEntrée : [a0, a1, . . . , an] où P (X) =

∑n
i=0 aiX

i, c, k.Sortie : sign(P ( c
2k )).1: r ← an2: for i← 1 to n do3: t← an−i2

ik4: r ← c · r + t5: end for6: return sign(r)On note K = log2(max |ai|) une borne sur la taille binaire des oe�ients de P . On rappelleque par hypothèse c < 2k. À l'étape i de la boule dans l'algorithme 14 on a |t| ≤ 2K+ik eten entrée de boule |r| ≤ (i + 1)2K+ik. Le oût dominant est elui de la multipliation ligne 4à savoir M(k, (K + ik) log2(i + 1)). Pour un polyn�me P �xé, on s'intéresse essentiellement auoût de la dihotomie et don de l'algorithme 14 en fontion de la préision k. Pour le alulde omplexité on peut supposer ik ≥ K et le oût de ette multipliation est don M(k, ik) ennégligeant les fateurs logarithmiques.Le oût total de l'algorithme 14 est don O(n2M(k)), à omparer à la taille du numérateur ralulé qui est de O(kn log n) bits. Si l'algorithme 14 de détermination du signe est hoisi dansl'algorithme 13 de ra�nement de raine, en notant pfin = − log2 ε la valeur �nale pour k alors leoût total du ra�nement est O(n2pfinM(pfin)).Remarquons que l'algorithme 14 alule non seulement le signe de P
(

c
2k

) mais aussi la valeurde 2knP
(

c
2k

). En ajustant l'exposant on a don alulé la valeur �ottante exate de P
(

c
2k

), quel'on peut ensuite arrondir à une préision inférieure au besoin. En exploitant ette propriété il estpossible d'appliquer le paradigme �diviser pour régner� à l'algorithme 14. En e�et, déomposons
P en sa partie haute et sa partie basse : P (X) = X⌈n

2
⌉Ph(X) + Pl(X) où deg Pl = l = ⌈n2 ⌉ et67



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de rainesAlgorithme 15 Évaluation d'un polyn�me P à oe�ients entiers � dpr_evalEntrée : [a0, a1, . . . , an] où P (X) =
∑n

i=0 aiX
i, c, k.Sortie : 2knP ( c

2k ).1: if n = 0 then2: return a03: end if4: l← ⌈n2 ⌉5: h← n + 1− l6: lv ← dpr_eval([a0, a1, . . . , al−1], c, k)7: hv ← dpr_eval([al, al+1, . . . , an], c, k)8: t← cl9: return hv · t + lv

deg Ph = h = n− l. Alors
2knP

( c

2k

)
= 2kn

(( c

2k

)l
Ph

( c

2k

)
+ Pl

( c

2k

))

= cl2khPh

( c

2k

)
+ 2klPl

( c

2k

)
.On en déduit diretement l'algorithme réursif 15, dont la omplexité est O(M(kn)) en négligeantles fateurs logarithmiques. La omplexité totale pour le ra�nement en utilisant l'algorithme 15serait alors O(pfinM(npfin)). À n �xé ela n'est pas asymptotiquement meilleur que la versionnaïve mais les expérienes montrent que ela est plus performant en pratique (voir hapitre 6).Dihotomie tronquéeAlgorithme 16 Évaluation de Horner ave borne sur l'erreur � HornerpEntrée : P = [a0, a1, . . . , an], un �ottant x, une préision de alul p.Sortie : ŷ0, µ tel que |P (x)− ŷ0| ≤ µ.1: ŷn ← ◦p(an)2: µ← |ŷn|/23: for i← n− 1 downto 0 do4: t̂i ← ◦p(xŷi+1)5: ŷi ← ◦(t̂i + ai)6: µ← |x|µ + |ŷi|7: end for8: µ← 2−p(2µ− |ŷ0|)Dans la dihotomie naïve le oût de l'évaluation du signe du polyn�me à haque étape esttrop élevé. Le signe est alulé en évaluant le polyn�me en arithmétique entière e qui induit unegrande préision de alul, alors que seul un bit du résultat est néessaire (son signe). L'idée dela dihotomie tronquée est de aluler P

(
c
2k

) ave une préision moindre mais su�sante pourpouvoir déterminer son signe.L'algorithme 16 dérit l'évaluation polynomiale de Horner ave alul d'une borne d'erreursur le résultat �nal. Si la borne d'erreur est plus petite (en valeur absolue) que e résultat, alorsen partiulier on a déterminé le signe de P (x) ave ertitude.68



18. Ra�nement de rainesOn dénote par yi la valeur de ŷi si les aluls dans l'algorithme 16 se faisaient en préisionin�nie, sans erreur d'arrondi, et de même pour les autres quantités.La justi�ation du alul de la borne d'erreur µ se trouve dans [21, p. 95℄, nous la reproduisonsii en l'adaptant à nos notations. On dé�nit la suite (πi)0≤i≤n par
πn = 0

πi = |x|πi+1 + |x| · |ŷi+1|+ |ŷi|L'utilisation d'une arithmétique �ottante ave arrondi orret donne :
t̂i = (1 + θi)xŷi+1

ŷi = (1 + θ′i)(t̂i + ai)

= (1 + θ′i)ai + (1 + θ′i)(1 + θi)xŷi+1 (5.2)
(1 + ǫi)ŷi = xŷi+1(1 + θi) + ai (5.3)où |θi|, |θ′i|, |ǫi| ≤ 2−p.L'objetif est de borner |ŷ0− y0|. On pose don fi = ŷi− yi pour obtenir de l'équation (5.2) :

yi + fi + ǫiŷi = x(yi+1 + fi+1) + xŷi+1θi + ai

fi = xfi+1 + xŷi+1θi − ǫiŷi

fn = 0

|fi| ≤ |x| · |fi+1|+ 2−p(|x| · |ŷi+1|+ |ŷi|)d'où l'on onlut par réurrene que |fi| ≤ 2−pπi. Plut�t que de aluler πi dans l'algorithme, ondé�nit la suite µi par
µi =

1

2
(πi + |ŷi|)qui satisfait les équations suivantes :

µn =
1

2
|ŷn|

µi = |x|µi+1 + |ŷi|.Dans l'algorithme 16 on e�etue les aluls onernant µ (lignes 2, 6 et 8) ave le mode d'arrondivers le haut, pour que la borne alulée soit valide.Lorsque ette borne µ sur l'erreur est plus grande en valeur absolue que le résultat retourné
ŷ0 il n'est pas possible de déterminer le signe de P au point onsidéré et il est néessaire d'aug-menter la préision de alul utilisée. Dans l'algorithme de reherhe dihotomique 17, on hoisitd'augmenter la préision de log2 | µby0

|+ 1 pour espérer ompenser les erreurs d'arrondi à la tenta-tive suivante (e hoix orrespond à exatement le nombre de �bits manquants� à l'évaluationqui a éhoué).Nous poursuivons l'analyse de l'erreur de l'évaluation de P (x) par Hornerp pour détermineromment hoisir la préision de alul lors du ra�nement dihotomique.En développant l'équation (5.3) pour ŷ0 :
ŷ0 = (1 + θ′0)a0 + (1 + θ′0)(1 + θ0)xŷ1

=

n∑

i=0

aix
i




i∏

j=0

(1 + θ′j)
i−1∏

j=0

(1 + θj)


 .Un lemme intermédiaire est utile pour simpli�er les aluls, il est extrait de [21℄ : 69



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de rainesLemme 15. Soient u, n et θ1, θ2, . . . , θn tels que |θi| ≤ u pour i ∈ {1, . . . , n} et tels que nu <
0, 01. Alors

n∏

i=1

(1 + θi) = 1 + δave |δ| ≤ 1, 01nu.Preuve : δ =
∏n

i=1(1 + θi)− 1. On enadre δ par
(1− u)n − 1 ≤ δ ≤ (1 + u)n − 1et don

|δ| ≤ max {(1 + u)n − 1, 1 − (1− u)n} .On véri�e que (1 + u)n − 1 ≥ 1− (1− u)n :
(1 + u)n − 1− [1− (1− u)n] = (1 + u)n + (1− u)n − 2

=
n∑

i=0

(
n

i

)
ui +

n∑

i=0

(
n

i

)
(−u)i − 2

= 2
n∑

i=0,

i pair

(
n

i

)
ui − 2

= 2

n∑

i=2,

i pair

(
n

i

)
ui

≥ 0.Ave 1 + u ≤ exp(u) on obtient
(1 + u)n − 1 ≤ exp(nu)− 1que l'on développe en

(1 + u)n − 1 ≤ nu +
(nu)2

2
+

(nu)3

3!
+

(nu)4

4!
+ . . .

≤ nu

(
1 +

nu

2
+

(nu)2

3!
+

(nu)3

4!
+ . . .

)

≤ nu

(
1 +

nu

2
+
(nu

2

)2
+
(nu

2

)3
+ . . .

)

≤ nu
1

1− nu
2

≤ 1, 01nu.On suppose que (2n + 1)2−p ≤ 0, 01 et on utilise le lemme 15 pour obtenir
ŷ0 =

n∑

i=0

(1 + λi)aix
i70



18. Ra�nement de rainesoù |λi| ≤ 1, 01(2i+1)2−p . On peut onsidérer que l'évaluation en �ottants du polyn�me P tronquéest équivalent à l'évaluation exate d'un polyn�me P̂ dont les oe�ients sont perturbés :
P̂ (X) =

n∑

i=0

(1 + λi)aiX
i.Sur l'intervalle [a, b] d'isolation de départ les fontions (x 7→ xi)i=0,...n sont bornées en valeurabsolue par une ertaine onstante C. De même les oe�ients a0, a1, . . . , an de P sont majorésen valeur absolue par une ertaine onstante A. L'erreur globale sur l'évaluation tronquée de Ppeut don se majorer ainsi :

|P (x)− ŷ0| = |P (x)− P̂ (x)|

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

aiλix
i

∣∣∣∣∣

≤ C ·A
n∑

i=0

|λi|

≤ 1, 01C ·A2−p
n∑

i=0

(2i + 1)

≤ 1, 01C ·A(n + 1)22−p.D'autre part au voisinage de u raine simple :
P (x) = (x− u)P ′(u) +O((x− u)2)e qui montre que l'ordre de grandeur de |P (x)| est essentiellement le même que elui de |x− u|à un fateur multipliatif inonnu près.Pour pouvoir ontinuer à déterminer ave ertitude le signe de P (x) il est néessaire de fairedéroître l'erreur globale due aux arrondis au moins aussi vite que la valeur de P (x) déroît ; ilest don légitime de supposer que la préision �ottante requise dans le alul de P (x) est du type

CP,u − log2 |u− x|où CP,u est une onstante dépendant uniquement de P et de la raine onsidérée. On augmentedon la préision de alul dans l'algorithme 16 d'un bit à haque étape de la dihotomie del'algorithme 17.On rappelle que l'algorithme 17 est exéuté ave pour paramètres initiaux a = c
2k et b = c+1

2kdonnés tous les deux en nombres �ottants ave une préision su�sante pour être exats. Auours de l'algorithme, p désigne la préision en bit déjà onnue sur la raine reherhée, et G lenombre de bits de garde utilisés pour ompenser les erreurs d'arrondi.Le oût de l'évaluation de P par la méthode de Horner en préision p + G est de n multi-pliations de �ottants de taille p + G par des entiers de taille au plus k bits (les additions sontnégligeables) ave un résultat �ottant de taille p + G bits. En moyenne il su�t de aluler ettemultipliation ave une taille à peine plus grande que p + G bits pour pouvoir arrondir ensuite ;sur des entrées aléatoires la probabilité que la multipliation néessite une taille plus grande (maistoujours bornée par la taille du produit omplet en p + G + k bits) déroît exponentiellement eton peut onsidérer qu'en moyenne le oût total de l'algorithme 16 est O(nM(p + G)).La stratégie d'augmentation du nombre G de bits de garde est hoisie de telle sorte quel'algorithme 16 ne devrait éhouer qu'une seule fois de suite. Ce omportement est véri�é en71



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines

Algorithme 17 Ra�nement ave dihotomie tronquéeEntrées : f , a, b tels que f(a)f(b) ≤ 0, ε.Sortie : a′, b′ tels que f(a′)f(b′) ≤ 0, |b′ − a′| ≤ ε et [a′, b′] ⊆ [a, b].1: sa← sign(f(a))2: sb← sign(f(b))3: a′ ← a4: b′ ← b5: p← − log2(b− a)6: G← 17: while b′ − a′ > ε do8: m← a′+b′

2 ⊲ Sans erreur d'arrondi en ajustant la préision de m.9: y, µ← Hornerp+G(P,m)10: if µ ≥ |y| then11: G← G + log2 |µy |+ 1 ⊲ Préision de alul insu�sante.12: next13: end if14: if sa = sign(y) then15: a′ ← m16: else17: b′ ← m18: end if19: p← p + 120: end while21: return (a′, b′)

72



18. Ra�nement de rainespratique, mais nous l'admettons ii sans preuve pour l'étude de la omplexité. On peut donsupposer que tout l'algorithme 17 se déroule ave une valeur de G onstante et égale à sa valeur�nale dans l'exéution réelle : on ne néglige ainsi qu'un fateur onstant.Ave log2(b− a)− log2(ε) passages dans la boule while la omplexité est
O




− log2 ε∑

p=− log2 b−a

nM(p + G)


d'où l'on déduit une omplexité globale pour la dihotomie en

O (−n log εM(G − log ε)) .18.2 NewtonL'itération de Newton est une méthode de alul de raine fréquemment utilisée, aussi bienpour le ra�nement de raine polynomiale que pour la résolution d'équations plus générales.On parle d'itération ar la méthode alule une suite de valeurs approhant toujours mieux lasolution iblée.Elle se base sur le développement de Taylor de la fontion f dont on herhe une rainesimple u au voisinage du point ourant de l'itération xn :
0 = f(u) = f(xn) + (u− xn)f ′(xn) +O((u− xn)2). (5.4)Si |u− xn| est su�samment petit, on dit qu'on se trouve dans la �zone de onvergene� etalors la quantité reste est supposée négligeable dans l'équation (5.4). On obtient alors :

u ≈ xn −
f(xn)

f ′(xn)
(5.5)et on prend xn+1 = xn− f(xn)

f ′(xn) omme nouvelle approximation de u, à ondition que f ′(xn) 6= 0.La onvergene de la méthode de Newton est quadratique omme montré plus bas. Il estlassique de voir la méthode de Newton omme le alul d'une suite réurrente dont on herhele point �xe. En e�et notons
ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)alors
xn+1 = ϕ(xn)

ϕ(u) = u

ϕ′(u) = 0

ϕ′′(u) =
f ′′(u)

f ′(u)
.En développant ϕ au voisinage de u on obtient

ϕ(x) = ϕ(u) + (x− u)ϕ′(u) +
(x− u)2

2
ϕ′′(u) +O((x− u)3)et en spéialisant en xn :

xn+1 − u =
(xn − u)2

2

f ′′(u)

f ′(u)
+O((xn − u)3). (5.6)73



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de rainesEn se plaçant dans un intervalle su�samment prohe de u pour que le terme reste soit négligeableet tel que f ′ ne s'annule pas, on observe bien la onvergene quadratique. Deux implémentationsde la méthode sont utilisés dans CRQ : une version salaire, et une version par intervalles.Newton salaireL'implémentation de la méthode de Newton dérite i-dessus onduit naturellement à l'algo-rithme 18. On l'appelle � salaire� ar haque étape de l'itération manipule une approximation�ottante de la raine ; ei pour la distinguer de la méthode de Newton par intervalles présentéep. 76.Algorithme 18 Itération de Newton salaireEntrée : x0, f, f ′, p, pfin tel que |x0 − u| ≤ 2−p|x0| où u est la raine reherhée.Sortie : x.1: x← ◦p(x0)2: while p < pfin do3: y ← ◦p(f(x))4: z ← ◦p(f ′(x))5: d← ◦p(y
z )6: x← ◦2p(x− d)7: p← 2p8: end while9: return xDans l'algorithme 18 on appelle d la orretion apportée à la valeur approhée ourante dela raine ible, et on estime que la préision relative sur u double à haque étape. On s'arrêtelorsque la préision de alul ourante dépasse la préision ible pfin.Une telle implémentation naïve a malheureusement peu de hane d'être orrete ar nombrede détails sont passés sous silene. Selon la valeur initiale x0 de l'itération il n'est pas garantiqu'on se trouve dans la zone de onvergene de l'algorithme, ni même qu'on y reste à haqueitération. Il est tout à fait possible de diverger à l'in�ni ou de onverger vers une autre raine de

f , e que l'on observe en pratique dans une telle implémentation naïve.Ensuite il n'est pas évident a priori que le ritère d'arrêt soit orret et garantisse une bornesur l'erreur �nale ommise |x− u| ; 'est quelque hose à justi�er.En�n haque opération se fait en alul �ottant multi-préision, il faut don gérer les erreursd'arrondi et déider de la préision à laquelle e�etuer les aluls à haque étape. Ce hoix depréision de travail s'avère être ruial en pratique pour béné�ier e�etivement du aratèrequadratique de la onvergene de la méthode.Analyse d'erreur � erreurs d'arrondiDans le as que l'on traite, f = P est un polyn�me évalué par la méthode de Horner déritedans l'algorithme 16 dont on peut ontr�ler dynamiquement l'erreur absolue, de même pour f ′.On appelle ŷ la valeur e�etivement alulée pour y par l'algorithme (de même pour z et d)74



18. Ra�nement de raineset on peut érire :
ŷ = (1 + θy)y

ẑ = (1 + θz)z

d̂ = (1 + θd)
ŷ

ẑoù des bornes sur |θy| et |θz| sont données par la méthode de Horner. Une borne sur |θd| se déduitde la préision de alul ourante p : |θd| ≤ 2−p.En ombinant es trois équations on a
d̂ = (1 + θd)

1 + θy

1 + θz
d = (1 + θ′)doù une borne sur |θ′| se alule dynamiquement en fontion des bornes sur |θd|, |θy| et |θz|.L'équation (5.6) nous permet de déterminer les préisions attendues pour haun des termes.Notons λ = | f ′′(u)

2f ′(u) |. En passant au logarithme :
− log2 |xn+1 − u| ≈ −2 log2 |xn − u| − log2 λ. (5.7)Le nombre (inonnu) de bits orrets après la virgule dans xn omme valeur approhée de u estdonné par − log2 |xn − u|. En notant pn = E(xn)− log2 |xn − u| la préision relative en bits sur

xn et sahant qu'au voisinage de u on a E(xn) = E(u) l'équation (5.7) devient :
pn+1 + µ ≈ 2(pn + µ) (5.8)où µ = − log2 λ− E(u) est une onstante qui ne dépend que de f et de u. La �gure 5.3 montre
x

d

0

PSfrag replaements
Erreur de méthodeErreur mesurée

− log2 |x− u|

− log2 |x− d− u|

Fig. 5.3 � Une étape de l'itération de Newton dans une situation idéale, où le nombre de bitsorrets double à haque étape et où l'ajustement d de l'étape ourante est alulé ave lapréision optimale.la situation lors d'une étape de l'itération de Newton dans un as de �gure idéal où : 75



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines1. les bits de la mantisse de x sont tous orrets,2. l'ajustement d est alulé ave la préision optimale, à savoir que tous les bits de la mantissede d sont signi�atifs et ontribuent à améliorer la préision de x,3. il n'y a auun hevauhement des mantisses de x et de d et le nombre de bits orretsdouble à ette étape ('est une onséquene de 1).Toutes es hypothèses favorables ne sont pas véri�ées en général, aussi pour érire une mé-thode de Newton orrete et e�ae il faut rajouter le néessaire pour en tenir ompte, essen-tiellement par le biais d'heuristiques.Algorithme 19 Itération de Newton � ave heuristiques expliitesEntrée : a, b, f, f ′, pfin.Sortie : x.1: x0 ← a+b
22: p0 ← log2 |x0| − log2(b− a)3: n← 04: µ← 05: while pn < pfin do6: y ← ◦pn+µ(f(xn))7: z ← ◦pn+µ(f ′(xn))8: d← ◦pn+µ(y

z )9: c← pn − (log2 |xn| − log2 |d|) ⊲ Éart par rapport à la préision estimée de xn.10: µ← µ + c11: pn ← pn + c12: pn+1 ← 2pn + µ13: xn+1 ← ◦pn+1(xn − d)14: n← n + 115: end while16: return xL'équation (5.5) montre que dans la zone de onvergene la orretion d apportée à xn estune bonne estimation de l'erreur |xn−u|. On onsidère don que l'éart d'exposant E(xn)−E(d)donne le nombre de bits orrets dans la mantisse de xn ou de manière équivalente que l'erreursur xn est de 2E(d). Cela nous permet de omparer la valeur de pn mesurée ave la valeur de pnalulée par appliation de l'équation (5.8) ; l'éart observé est utilisé pour orriger µ et mieuxprédire pn+1. Par le même argument on s'attend à e qu'au plus pn + µ bits de d soient utiles,'est don la préision relative à laquelle on alule f(xn) et f ′(xn).Ces hoix dans les préisions de alul visent à faire le moins de travail à haque étape, tout enonservant la vitesse de onvergene prédite par la méthode de Newton. L'algorithme 19 détaillela mise en ÷uvre de es heuristiques.Newton par intervallesUne grande partie de ette sous-setion est extraite de [30℄.La méthode �générique� de ra�nement de Newton par intervalles opère à haque étape surune liste L d'intervalles ontenant potentiellement des raines de f . À partir d'une initialisationadéquate de L la méthode renvoie en sortie une nouvelle liste d'intervalles ontenant tous auplus une raine et dont le diamètre est plus petit qu'un paramètre hoisi à l'avane ; modulo des76



18. Ra�nement de rainesintervalles � faux positifs� apparaissant du fait de l'évaluation par intervalles de f l'algorithmeréalise don à la fois l'isolation et le ra�nement des raines. Dans notre as des polyn�mes deLegendre l'isolation est réalisée par l'algorithme d'isolation dérit en setion 17 (a priori pluse�ae) et on s'intéresse don dans la suite uniquement à l'aspet ra�nement de la méthode deNewton par intervalles.Appelons Xk l'intervalle d'isolation de l'étape ourante. On alule un intervalle [α, β] onte-nant f ′(Xk) = {f ′(x) | x ∈ Xk}. On hoisit xk ∈ Xk. Si
∀y ∈ Xk, α ≤ f ′(y) ≤ βalors d'une part pour y ∈ Xk, y ≤ xk :

α(xk − y) ≤
∫ xk

y
f ′(t)dt ≤ β(xk − y)

f(xk) + β(y − xk) ≤ f(y) ≤ f(xk) + α(y − xk)et d'autre part pour y ∈ Xk, y ≥ xk :
α(y − xk) ≤

∫ y

xk

f ′(t)dt ≤ β(y − xk)

f(xk) + α(y − xk) ≤ f(y) ≤ f(xk) + β(y − xk).Si on suppose que u ≤ xk ave f(u) = 0 on obtient à la raine
f(xk) + β(u− xk) ≤ 0et
f(xk) + α(u− xk) ≥ 0.Supposons que α et β sont de même signe, par exemple positif et alors

u ∈
[
xk −

f(xk)

α
, xk −

f(xk)

β

]e qui s'érit de façon plus onise par intervalles :
u ∈ xk −

f(xk)

f ′(Xk)
. (5.9)On véri�e failement que l'équation (5.9) reste valide dans tous les as possibles pour les signesde α et β et aussi si u > xk ; en partiulier lorsque f ′(Xk) ∋ 0 l'ensemble alulé est onstituéde deux intervalles in�nis. Si α < 0 < β on utilise la division étendue par intervalles

1

[α, β]
=

]
−∞,

1

α

]⋃[
1

β
,+∞

[
.De façon plus imagée la fontion f est bornée par un �ne dé�ni par les tangentes de pentesextrêmes de f sur Xk, et la raine u de f est à herher dans l'intersetion de e �ne ave l'axedes absisses (f. �gure4 5.4).4Généreusement fournie par Nathalie Revol. 77



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines
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Fig. 5.4 � Une interprétation graphique de la méthode de Newton par intervalles.La nouvelle valeur Xk+1 de l'itération est don dé�nie par
Xk+1 = Xk

⋂(
xk −

f(xk)

f ′(Xk)

) (5.10)où f(xk) est représenté par un intervalle dont le entre est la valeur �ottante alulée pour fen xk et dont le rayon est la borne sur l'erreur assoiée. L'algorithme s'arrête lorsque l'intervallede reherhe est plus petit que la préision demandée par l'utilisateur (en toute généralité ondevrait onsidérer une liste d'intervalles, mais omme expliqué plus bas on peut se ramener à unseul intervalle à haque étape).Si l'itération ainsi dérite est implémentée de façon naïve il n'est pas garanti qu'elle termine,ni qu'elle onverge ave la vitesse attendue. Il se peut que xk − f(xk)
f ′(Xk) ⊇ Xk à ause des erreursd'arrondis qui produisent des intervalles trop grands pour f(xk). Quelques expliations à proposde l'algorithme sont requises. Lorsque f ′(Xk) ∋ 0, les deux intervalles produits à ette étape sontde part et d'autre de xk et le signe de f(xk) permet de déider lequel onserver (on sait que l'undes deux uniquement onvient ar on a isolé les raines). Puisque l'on peut prendre xk arbitrairedans Xk on hoisit de prendre le milieu de Xk pour diviser l'intervalle de reherhe par deux aumoins dans e as.On rappelle qu'on note w(X) la largeur d'un segment X de R. Pour garantir la terminaisonde l'algorithme, on modi�e l'algorithme naïf de la façon suivante :� si l'intervalle alulé pour f(xk) ontient 0 alors la préision de alul ourante est insuf-�sante et on l'augmente. Ce proessus termine dans la mesure où l'on �nirait par aluler

f(xk) exatement : on rappelle que f est un polyn�me dans notre as ;� si w(Xk+1) ≥ 1
2w(Xk) on remplae Xk+1 tel que alulé par l'équation (5.10) par l'appli-ation d'une étape de dihotomie déterminée par le signe de f(xk) et par le signe (onnu)des bornes.Lorsqu'on se trouve su�samment près de la raine herhée, on sait que f ′ ne s'annule pas.En représentant un intervalle Xk par son entre et une borne sur l'erreur relative on onstateque l'utilisation d'une méthode par intervalles ne hange pas signi�ativement les propriétés deonvergene de la méthode de Newton ; aussi les heuristiques en termes de préision de alul etpréision attendue sur Xk+1 sont les mêmes que dans la version de l'itération de Newton sansintervalle. Une di�érene appréiable par rapport à la méthode �salaire� est que le nombre

en de bits orrets à l'étape n n'est pas estimé a posteriori mais onnu diretement omme
− log2(w(Xn)). Ces idées sont mises en ÷uvre dans l'algorithme 20.78



18. Ra�nement de raines

Algorithme 20 Itération de Newton par intervallesEntrée : [a, b], f, f ′, ε.Sortie : x tel que |x− u| ≤ ε.1: X ← [a, b]2: µ← 03: g ← 14: while w(X) > ε do5: c← − log2(w(X)) ⊲ Nombre de bits orrets pour Xk6: e← 2c− µ ⊲ Nombre espéré de bits orrets pour Xk+17: x← mid(X)8: Y ← ◦e+g(f(x))9: Z ← ◦e+g(f
′(x))10: if Y ∋ 0 then11: g ← 2g ⊲ On augmente le nombre de bits de garde.12: next13: end if14: D ← ◦e+g(x− Y/Z) ⊲ Si Z ∋ 0 on hoisit le bon intervalle pour D.15: U ← ◦e+g(X
⋂

D)16: if w(U) ≥ 1
2w(X) then17: X ← dicho(X)18: next19: end if20: X ← ◦e(U)21: d← − log2(w(X))22: µ← 2d− c23: end while24: return x

79



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines18.3 Méthode de la séanteLa méthode de ra�nement dite �de la séante� proède par itération omme la méthode deNewton, mais d'ordre deux. Une desription peut s'en trouver par exemple dans [27, �9-3℄.Si xn et xn+1 sont les deux dernières valeurs alulées par la méthode on dé�nit le termesuivant xn+2 par :
xn+2 =

xn+1f(xn)− xnf(xn+1)

f(xn)− f(xn+1)
. (5.11)Ce terme est bien dé�ni lorsque f(xn+1) 6= f(xn) et s'interprète omme le point d'intersetionentre la droite passant par les points (xn, f(xn)) et (xn+1, f(xn+1)), et l'axe des absisses.Une étape de l'itération est illustrée en �gure 5.7.Pour l'analyse de la méthode on se plae dans un voisinage de u où f ′ ne s'annule pas equi permet d'inverser loalement la fontion : soit ϕ(y) = f−1(y)− u, et notons yn = f(xn). Ons'intéresse à la quantité xn − u pour estimer la vitesse de onvergene ; l'équation (5.11) nousdonne :

xn+2 − u =
ϕ(yn+1)yn − ϕ(yn)yn+1

yn − yn+1

= −ynyn+1

ϕ(yn+1)
yn+1

− ϕ(yn)
yn

yn+1 − yn
.Posons g(y) = ϕ(y)

y , alors
g(yn+1)− g(yn)

yn+1 − yn
=

g(yn+1)− g(0)

yn+1

yn+1

yn+1 − yn
− g(yn)− g(0)

yn

yn

yn+1 − yn

=
(
g′(0) +O(yn+1)

) yn+1

yn+1 − yn
+
(
g′(0) +O(yn)

) yn

yn+1 − yn

= g′(0) +O
(

max(y2
n, y2

n+1)

yn+1 − yn

)
.La quantité O (max(y2

n,y2
n+1)

yn+1−yn

) est e�etivement négligeable si l'on suppose que les deux valeursalulées préédentes xn et xn+1 ne sont pas beauoup plus prohes l'une de l'autre qu'elles nesont prohes de la raine u herhée ; ela revient à supposer
|xn+1 − xn| ≫ max((xn − u)2, (xn+1 − u)2).En développant aux ordres qui onviennent on trouve

g′(y) =
ϕ′(y)y − ϕ(y)

y2

=
y(ϕ′(0) + yϕ′′(0))− (yϕ′(0) + y2

2 ϕ′′(0)) +O(y3)

y2

=
1

2
ϕ′′(0) +O(y)e qui donne

xn+2 − u = −ϕ′′(0)
2

ynyn+1 +O
(

max(y2
n, y2

n+1)

yn+1 − yn

)

yn = f ′(u)(xn − u) +O(xn − u)

yn+1yn = f ′2(u)(xn − u)(xn+1 − u) +O((xn − u)(xn+1 − u)).80



18. Ra�nement de rainesEn développant ϕ(yn) = xn − u = ϕ(0) + O(yn) = O(yn) on onstate que le terme O((xn −
u)(xn+1 − u)) est absorbé dans O(max(y2

n, y2
n+1)) don il est a fortiori absorbé dans la quantité

O
(

max(y2
n,y2

n+1)

yn+1−yn

). On obtient
xn+2 − u = −ϕ′′(0)

2
f ′2(u)(xn − u)(xn+1 − u) +O

(
max(y2

n, y2
n+1)

yn+1 − yn

)
.La dé�nition de ϕ permet d'érire

ϕ′(y) =
1

f ′(ϕ(y) + u)

ϕ′′(y) =
−f ′′(ϕ(y) + u)

f ′2(ϕ(y) + u)
ϕ′(y)

= − f ′′(ϕ(y) + u)

f ′3(ϕ(y) + u)
.Au �nal l'équation lef pour étudier le omportement de la méthode de la séante est

xn+2 − u ≈ f ′′(u)

2f ′(u)
(xn+1 − u)(xn − u). (5.12)En passant au logarithme,

− log2 |xn+2 − u| ≈ − log2 |xn+1 − u| − log2 |xn − u| − log2

∣∣∣∣
f ′′(u)

2f ′(u)

∣∣∣∣ (5.13)montre que la suite (− log2

∣∣∣ f ′′(u)
2f ′(u)

∣∣∣− log2 |xn− u|)n≥0 se omporte asymptotiquement omme lasuite
vn+2 = vn+1 + vndont le terme générique est donné par

vn = α

(
1 +
√

5

2

)n

+ β

(
1−
√

5

2

)n

.On pose pour la suite C = − log2

∣∣∣ f ′′(u)
2f ′(u)

∣∣∣. Sauf dans le as de onditions initiales défavorablesqui ne se produisent pas lorsque xn et xn+1 sont assez prohes de u, α 6= 0 et le terme ( 1+
√

5
2

)ndomine asymptotiquement. À une onstante près le nombre de bits orrets de xn est donmultiplié par 1+
√

5
2 à haque étape, au lieu de 2 dans le as de l'itération de Newton. Cettepropriété de onvergene a priori plus faible est ompensée par un moindre oût de alul àhaque étape (une évaluation de f(xn) au lieu d'une évaluation de f(xn) et de f ′(xn)). Nousdonnons en �n de hapitre une omparaison théorique des omplexités de es deux méthodes dera�nement.Il semble naturel de vouloir améliorer l'itération de la séante en la modi�ant omme suit :� haque étape de l'itération porte sur deux valeurs (an, bn) au lieu d'une,� l'initialisation se fait ave (a0, b0) tel que f(a0)f(b0) < 0,� on applique une étape de la méthode de la séante à (an, bn) pour obtenir une nouvellevaleur m, 81



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines� le ouple (an+1, bn+1) est onstitué de la nouvelle valeur m et de elle des deux valeurspréédentes hoisie telle que f(an+1)f(bn+1) < 0,l'idée étant de s'assurer d'une part que le alul du prohain point est bien dé�ni, et d'autrepart de onserver un intervalle d'isolation de la raine permettant de onlure sur l'erreur detronature �nale. Cette méthode est aussi appelée �méthode de la fausse position� [14℄, [9, Ch3℄. L'initialisation ne pose pas de problème ar l'algorithme d'Uspensky fournit un intervalled'isolation qui véri�e bien la propriété reherhée. Un problème de ette approhe est qu'ellepeut ne pas onverger. Dans le as d'une fontion onvexe par exemple on se retrouve dansla situation où l'une des bornes de l'intervalle d'isolation ourant onverge bien vers la rainereherhée alors que l'autre borne ne hange jamais (voir �gure 5.5). La onvergene au sens del'intervalle d'isolation n'est don pas assurée.
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18. Ra�nement de raines
f ′′(u)
f ′(u) xn − u xn+1 − u xn+2 − u

+ − + −
+ + − −
+ − − +

+ + + +

− − + +

− + + −
− + − +

− − − −Fig. 5.6 � L'évolution de la position de xn par rapport à la raine u dans le domaine de onver-gene, déoupée en yles disjoints.de la séante ave un intervalle d'isolation [x0, x1] pour espérer rester dans un des deux ylesfavorables dérits dans le tableau 5.6. Prenons α > 0, f(x) = x3 − α3, x0 = −2, x1 = 1. Onherhe à ra�ner la raine u = α. La formule (5.11) donne
x2 =

−8− α3 − (−2)(1− α3)

−8− 1
=
−6− 3α3

−9
=

2 + α3

3
.Pour α = 0, 5 on a bien x0 < α < x2 < x1 et un argument de onvexité sur [α, x2] montre qu'alors

xn > α pour n ≥ 1 et la méthode ne produira don pas un intervalle d'isolation onvergeant versla raine α.Supposons que f ′f ′′ ne hange pas de signe sur [xn, xn+1]. On peut supposer sans perte degénéralité que f ′ > 0 et f ′′ > 0. Ces hypothèses nous donnent :
f(xn) < 0, xn < u,

f(xn+1) > 0, xn+1 > u.Puisque f est onvexe on sait que pour t ∈ [0, 1], f(t·xn+(1−t)xn+1) ≤ t·f(xn)+(1−t)f(xn+1).En partiulier pour xn+2 = xn+1f(xn)−xnf(xn+1)
f(xn)−f(xn+1) on a

f(xn+2) = f

(
xn+1f(xn)− xnf(xn+1)

f(xn)− f(xn+1)

)

≤ f(xn)

f(xn)− f(xn+1)
f(xn+1)−

f(xn+1)

f(xn)− f(xn+1)
f(xn)

≤ 0don xn+2 ≤ u. On a don prouvé que la première ligne du tableau 5.6 est valide sous l'hypothèseque f ′f ′′ garde un signe onstant sur l'intervalle [xn, xn+1]. On prouve la troisième ligne enutilisant le fait que la fontion onvexe f est supérieure à la orde dé�nie par xn et xn+1 endehors du segment [xn, xn+1]. Le reste du tableau se prouve par des arguments similaires.Théorème 12. Soit [x0, x1] un intervalle d'isolation d'une raine u de f , ave f(x0)f(x1) < 0.Si les points (xn)n≥2 alulés par la méthode de la séante initialisée par x0 et x1 véri�ent
∀n, xi ∈ [x0, x1] 83
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18. Ra�nement de rainesAnalyse d'erreurOn note omme pour la méthode de Newton pn = E(xn)− log2 |xn − u| la préision relativeen bits sur xn. Au voisinage de u on a toujours E(xn) = E(u), et l'équation (5.13) s'érit
pn+2 + C ′ ≈ (pn+1 + C ′) + (pn + C ′) (5.14)où C ′ = − log2

∣∣∣ f ′′(u)
2f ′(u)

∣∣∣−E(u) est une onstante qui ne dépend que de f et de u. On simpli�e lasuite de l'analyse en supposant C = 0 (le ode de CRQ ependant ne fait pas ette hypothèse),e qui reviendrait à onsidérer qn = pn + C ′ dans la suite. L'équation (5.14) permet d'antiiperle nombre de bits orrets à attendre pour xn+2, et don d'ajuster la préision de alul utilisée.Rérivons l'équation (5.11) en
xn+2 = xn+1 − δn

δn = f(xn+1)
xn+1 − xn

f(xn+1)− f(xn)pour faire apparaître omme dans l'itération de Newton l'approximation préédente xn+1 et unterme orretif δn. Si xn+1 (resp. xn) est onnu ave pn+1 (resp. pn) bits signi�atifs alors d'après(5.13) et (5.14) il n'est pas raisonnable d'espérer pour xn+2 plus de pn+1 + pn bits signi�atifs ;on s'attend don à e que pn bits du terme orretif soient utiles dans le alul.Le hoix de la préision de travail pour le alul de δn dépend de la préision supposée sur lesopérandes et de la préision reherhée dans le résultat ; il faut aussi tenir ompte des annulations.Rihard Brent disute dans [6℄ des préisions néessaires dans le alul de δn pour assurerune onvergene d'un ordre o donné, et e pour diverses méthodes de séante (pour la méthodede la séante dérite ii, o = 1+
√

5
2 ). Nous reprenons le raisonnement ii ; adapté au as présent.Par hypothèse

xn+1 − u = O(2−pn+1)u

xn+2 − u = O(2−pn+2)uet
f(xn+1) ≈ f ′(u)(xn+1 − u) = O(2−pn+1)u.Dans un voisinage su�samment petit de la raine herhée, la fration xn+1−xn

f(xn+1)−f(xn) est essen-tiellement une approximation de 1
f ′(u) , don O(1).On pose

r =
xn+1 − xn

f(xn+1)− f(xn)et r̂ la quantité e�etivement alulée ave r̂ = (1 + µ)r, de même on note ̂f(xn+1) la quantitéalulée pour f(xn+1), ave
̂f(xn+1) = f(xn+1) + θ.L'erreur relative sur r est don µ, et θ est l'erreur absolue sur f(xn+1). Développons :

̂f(xn+1)r̂ = (f(xn+1) + θ) (1 + µ) r

= rf(xn+1) + rµf(xn+1) + rθ + rθµ

|f(xn+1)r − ̂f(xn+1)r̂| = |rθ + rµf(xn+1) + rθµ|
≤ |rθ|+ |rµf(xn+1)|+ |rθµ|. 85



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de rainesL'ordre de grandeur reherhé pour l'erreur globale sur f(xn+1)r est O (2−(pn+pn+1)
)
u e quiimpose déjà θ = O

(
2−(pn+1+pn)

)
u en tenant ompte des ordres de grandeur évoqués plus haut,et en regardant le terme rθ. Le terme |rµf(xn+1)| donne µ = O (2−pn) et le dernier terme rµθest alors e�etivement négligeable.La signi�ation de es termes s'appréie visuellement sur la Figure 5.8 :� pn + pn+1 est le nombre de bits orrets espérés pour xn+2 ;� pn est le nombre de bits jugés signi�atifs dans le terme orretif δn.Ave xn+1 − xn = O(2−pn)u et f(xn+1) − f(xn) = O(2−pn)u, il faut aluler f(xn) ave uneerreur absolue O(2−(2pn))u soit ave environ pn bits de préision. Pour ette étape le mêmeraisonnement suggère pour le alul de f(xn+1) une préision moindre de 2pn − pn+1 bits maispour pouvoir réutiliser à l'étape suivante (sauf à la �n) les valeurs alulées et ne faire qu'uneseule évaluation de polyn�me à haque étape il est naturel de aluler f(xn+1) ave une préision�nale de pn+1 bits.
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Fig. 5.8 � Une étape de l'itération de la séante dans le domaine de onvergene, indiquant leserreurs estimées sur haque terme.L'algorithme utilisé pour l'itération de la séante emprunte des idées déjà mises en ÷uvredans l'itération de Newton. Une estimation pi du nombre de bits orrets dans xi est alulée(seules les deux dernières valeurs sont utiles) et ave une estimation de la onstante C sert àdéterminer les préisions de alul néessaires pour obtenir le bon ordre de onvergene. Le alulde δn donne ensuite une information sur pn+1 qui permet d'ajuster l'estimation de C : on espèreainsi faire toujours des aluls ave la préision optimale, à savoir une préision assez grandepour que les erreurs d'arrondis n'entahent pas la qualité des résultats et don la vitesse deonvergene de façon appréiable, et en même temps une préision su�samment petite pour quele temps ne soit pas perdu dans le alul de bits non signi�atifs mathématiquement.L'itération de la séante telle qu'elle est implémentée dans CRQ est dérite dans l'Algorithme21. Pour simpli�er la leture du ode les améliorations dérites plus haut onservant un intervalled'isolation et ave d'éventuelles étapes de dihotomie sont omises.18.4 Comparaison de la méthode de la séante et de l'itération de NewtonComme expliqué plus haut, l'ordre de onvergene de la méthode de la séante est ave
φ = 1+

√
5

2 ≈ 1, 618 plus faible que elui de l'itération de Newton, qui est de 2. Rihard Brent86



18. Ra�nement de rainesAlgorithme 21 Itération de la séanteEntrée : a, b, f, pfin tels qu'il existe une raine u ∈ [a, b] de f unique.Sortie : x tel que |x− u| ≤ ulppfin
(x).1: x0 ← a2: x1 ← b3: p0 ← log2 |x0| − log2(b− a)4: p1 ← p05: n← 16: f0 ← ◦p0(f(x0))7: while pn < pfin do8: fn ← ◦pn(f(xn))9: z ← ◦pn(xn − xn−1)10: d← ◦pn(fn − fn−1)11: r ← ◦pn(z/d)12: r ← ◦pn(r · fn)13: xn+1 ← ◦pn+pn+1(xn − r)14: n← n + 115: end while16: return xdonne dans [7℄ des arguments indiquant que la méthode de la séante est asymptotiquementmeilleure que l'itération de Newton sous ertaines hypothèses. Une de es hypothèses est quele oût d'une multipliation de taille p bits est asymptotiquement négligeable devant le oûtd'évaluation de la fontion f dont on herhe une raine. Dans le as où f est un polyn�me dedegré n le oût d'évaluation de f à préision p est essentiellement nM(p), ette hypothèse estdon véri�ée à ondition de faire aussi tendre n vers +∞. Nous ne faisons pas ette hypothèse ii,le but est de omparer les deux méthodes de ra�nement lorsque la préision devient grande maisque le polyn�me dont on herhe une raine est �xé. On rappelle que M(p) désigne le oût de lamultipliation de deux nombres entiers (ou �ottants) de taille p bits. Dans le but de omparerles omplexités théoriques des deux méthodes de ra�nement on se plae sous les hypothèsessuivantes :1. la préision initialement onnue sur la raine est pini pour haque méthode,2. M(p) = pα pour une ertaine valeur de α véri�ant 1 ≤ α ≤ 2,3. les préisions de alul dans l'itération de Newton forment une suite (p0 = pini, p2, . . . , pc =

pfin) optimale dans le sens où
pi+1 = 2pi,4. les préisions de alul dans la méthode de la séante forment une suite (r0 = pini, r2, . . . , rd =

pfin) optimale dans le sens où
ri+1 = φri,5. n ≥ 2 sans quoi l'utilisation d'une méthode de ra�nement n'a pas d'intérêt par rapport àla résolution direte de l'équation linéaire P (x) = 0.Les hypothèses 3 et 4 sont inompatibles (on n'a jamais une puissane entière de φ égale à unepuissane entière de 2) mais ela ne gêne pas l'étude asymptotique. On néglige dans la suite leoût des additions. Pour l'étape i de l'itération de Newton on évalue P de degré n et P ′ de degré87



Chapitre 5. Isolation et ra�nement de raines
n − 1 en préision pi. On onsidère que le oût de la division de taille pi est γM(pi) pour uneertaine onstante γ à préiser. Le oût de l'étape i est

(2n − 1 + γ)M(pi) = (2n − 1 + γ)pα
i .Pour la méthode de la séante l'étape i oûte une évaluation de P de degré n et une division,le tout en préision ri pour une omplexité

(n + γ)M(ri) = (n + γ)ri
α.Il s'agit don de omparer

Tnewton = (2n − 1 + γ)

c−1∑

i=0

pα
iave

Tséante = (n + γ)

d−1∑

i=0

rα
i .On pose τ = pfin

pini
. Les hypothèses faites nous permettent d'érire

c =
log τ

log 2
,

d =
log τ

log φ
,

Tnewton = (2n − 1 + γ)pα
ini

c−1∑

i=0

2iα

= (2n − 1 + γ)pα
ini

2cα − 1

2α − 1

= (2n − 1 + γ)pα
ini

τα − 1

2α − 1
,

Tséante = (n + γ)pα
ini

d−1∑

i=0

φiα

= (n + γ)pα
ini

φdα − 1

φα − 1

= (n + γ)pα
ini

τα − 1

φα − 1
.Il su�t don de trouver le signe de D = (2α−1)(φα−1)

(τα−1)pini
α (Tnewton − Tséante) :

D = (2n − 1− γ)(φα − 1)− (n + γ)(2α − 1)

= [2φα − 2α − 1] n + (φα − 2α)γ − φα + 1.On peut véri�er que pour 1 ≤ α ≤ 2 on a 2φα − 2α − 1 ≥ 0 et don la méthode de la séante estasymptotiquement meilleure (quand τ → +∞) dès que
n ≥ (φα − 2α)γ − φα + 1

2φα − 2α − 1
.88



18. Ra�nement de rainesDe plus 1− φα ≤ 0, γ > 0 et φα − 2α < 0 don la méthode de la séante est toujours asymptoti-quement meilleure que l'itération de Newton lorsque τ → +∞, indépendamment du degré n dupolyn�me.Cela n'enlève pas l'intérêt d'une implémentation e�ae de l'itération de Newton pour despetites préisions.En pratique dans CRQ l'algorithme de ra�nement utilisé par défaut est l'itération de Newtonsalaire, suite à des expérienes montrant qu'elle est plus e�ae que les autres méthodes. Ce-pendant la vitesse de onvergene de l'implémentation de la méthode de la séante est inférieureà la progression géométrique de raison φ que prédit la théorie et ei est dû à un bug qui n'apas enore été trouvé. Une version ultérieure de CRQ devrait orriger e bug et, le as éhéant,utiliser alors la méthode de la séante omme algorithme de ra�nement par défaut.Préision dégradéeNous présentons une idée supplémentaire (et lassique) pour améliorer le temps de alul dura�nement pour la méthode de la séante et l'itération de Newton. Cette amélioration n'est pasenore présente dans CRQ.Pour atteindre une préision ible donnée sur la raine reherhée il est parfois pro�table deperturber la progression géométrique des préisions atteintes à haque étape. En guise d'exempleonret, supposons que l'on utilise l'itération de Newton ave une préision onnue initialementde 1 bit pour une préision ible de 257 bits. Ave un doublement à haque étape de la préisiononnue la séquene des préisions sera
pini = 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; 512 = pfin.La préision de 256 atteinte à l'avant-dernière étape étant insu�sante, une étape supplémentaireave une préision presque deux fois trop grande est néessaire. En dégradant les préisions, onpourrait avoir la séquene suivante :

1; 2; 3; 5; 9; 17; 33; 65; 129; 257.On obtient le même nombre d'étapes e�etuées ave des préisions de travail inférieure, don untemps de alul plus petit.Si l'on suppose que le oût total de la haîne de préisions optimale est roissant en fontionde la préision ible, alors la stratégie optimale se trouve en partant de la préision ible et enappliquant la transformation x 7→ ⌈x2 ⌉ jusqu'à obtenir une préision inférieure à la préision dedépart.La même idée s'applique à la méthode de la séante en ajustant l'ordre de onvergene.
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6Résultats expérimentaux
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Chapitre 6. Résultats expérimentauxLes algorithmes dérits dans les hapitres préédents ont été implémentés sous la forme d'unebibliothèque d'intégration numérique appelée CRQ. On donne dans e hapitre une desriptionplus préise et tehnique de la bibliothèque, aussi bien au niveau des hoix de développementque du point de vue de l'utilisateur. On donne des résultats expérimentaux de la bibliothèquesur quelques intégrales hoisies, en la omparant ave d'autres logiiels fournissant une opérationd'intégration numérique.19 Desription de CRQL'aronyme CRQ signi�e Corretly Rounded Quadrature. Le double objetif de la bibliothèqueest en e�et de maîtriser l'erreur ommise dans les aluls, et d'e�etuer rapidement des intégra-tions numériques. Tehniquement, la bibliothèque est érite en langage C et se ompose d'un peuplus de 5000 lignes de ode soure réparties sur vingt �hiers (à la version 0.0.20060823). Pouratteindre es objetifs, la bibliothèque utilise GMP pour les aluls en nombres entiers et MPFRpour les aluls en nombres �ottants en préision arbitraire.En étendant les prinipes de la norme IEEE754 aux nombres �ottants en préision arbitraire,MPFR remplit la ondition de �abilité néessaire au développement de CRQ. La garantie d'ar-rondi orret sur haque opération de base est e qui permet de onstruire les lemmes présentsdans les hapitres 3 et 4 pour obtenir �nalement les théorèmes 4 et 8. De plus la bibliothèqueMPFR fournit une rihe panoplie d'implémentations ave arrondi orret de fontions élémen-taires, permettant aux utilisateurs de programmer une vaste lasse d'intégrandes et d'utiliserCRQ pour aluler leurs intégrales. Dans le as où ela ne serait pas possible, par exemple sila fontion à intégrer a déjà été programmée en utilisant une autre bibliothèque de alul �ot-tant, la onversion vers le format de �ottants MPFR est à la harge de l'utilisateur (il ne s'agita priori pas d'un handiap majeur). Réemment, MPFR a été intégrée dans la olletion deompilateurs GCC. Plus spéi�quement, le ompilateur Fortran utilise MPFR pour aluler or-retement les expressions arithmétiques au moment de la ompilation. Il ne s'agit là que d'unexemple parmi d'autres5 d'utilisations de MPFR dans des logiiels libres ou non, et illustre ladi�usion de MPFR en partiulier et plus généralement de l'arithmétique en préision arbitraireet du soui de la gestion d'erreur dans le monde du alul numérique.GMP est sans doute la bibliothèque de alul en nombres entiers en préision arbitraire la plusutilisée et, à en roire sa page d'aueil, aussi la plus rapide. Un ertain nombre de logiiels dealul mathématique utilisent GMP à la plae de leur propre implémentation de nombres entiersde taille arbitraire ('est le as de Pari/GP et de Maple à partir de la version 9). Initialementdistribué ave GMP, MPFR est depuis la version 2.0.2 (novembre 2003) distribué séparémentmais se base depuis toujours sur GMP en interne pour les aluls en préision arbitraire.Dans GMP, le type orrespondant à un entier signé est mpz_t, et les �ottants MPFR ontpour type mpfr_t.19.1 Interfae et struture interneLes méthodes d'intégration de Newton-Cotes (vues dans le hapitre 3) et de Gauss-Legendre(vues dans le hapitre 4) sont implémentées dans CRQ. On peut distinguer dans CRQ deuxniveaux d'interfae pour les fontions d'intégration : un ensemble de fontions � internes� quio�rent le plus de ontr�le à l'utilisateur, et des fontions de plus haut niveau ave une ertainepart d'automatisation.5Que l'on peut onsulter sur la page web du projet http://mpfr.org/92



19. Desription de CRQNiveau interneAu niveau le plus bas, seule l'intégration à proprement parler est alulée. Les oe�ientsnéessaires à la méthode doivent avoir été alulés au préalable, et la omposition n'est pasdisponible. Il s'agit d'une tradution quasi littérale en C de l'algorithme 7 pour la méthode deNewton-Cotes, et de l'algorithme 9 pour la méthode de Gauss-Legendre. Les prototypes de esfontions sontvoid gen_n_losed (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b,unsigned long n, mpz_t *oeffs, mpz_t d, aqfun_t f,mpfr_t m, mp_pre_t wp, mpfr_t *fxs[℄)pour Newton-Cotes etvoid gen_gl_losed (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b,unsigned long n, mpfr_t *oeffs, mpfr_t *roots,aqfun_t f, mpfr_t m, mp_pre_t wp, mpfr_t *fxs[℄);pour Gauss-Legendre. Les prototypes sont identiques à un argument près (roots) pour la mé-thode de Gauss-Legendre qui donne les points d'évaluation (ils sont triviaux pour Newton-Cotes).Ces fontions alulent à la fois le résultat de l'intégration (mpfr_t res) ainsi qu'une borne surles erreurs d'arrondi (mpfr_t errb). Le type aqfunt_t est le type désigné des fontions queCRQ intègre ; il s'agit d'un alias pour les fontions ayant deux arguments de type mpfr_t : unpour le point où la fontion doit être évaluée, et un pour le résultat. Comme indiqué dans leshapitres préédents, l'intégrande est vu par CRQ omme un orale retournant la valeur de lafontion en un point donné, ave la préision requise et une erreur d'au plus un ulp. La préisiondemandée pour le résultat (res) n'a pas besoin d'être préisée expliitement, 'est elle de l'ob-jet res. Un dernier argument qui mérite d'être expliqué est le tableau mpfr_t *fxs[℄ qui doitêtre alloué par l'appelant et qui sert à stoker les f(xi) puis les wif(xi) avant de les sommer.L'idée est de ne pas perdre du temps à initialiser plusieurs fois un tel tableau lorsque la fontiond'intégration est appelée à plusieurs reprises ave les mêmes paramètres, omme 'est le as lorsd'une omposition par exemple. Ce tableau doit être de taille n et ses entrées doivent avoir unemantisse de taille wp bits.Les fontions de alul des oe�ients des méthodes d'intégration se situent tehniquementà e même niveau le plus bas dans l'interfae, puisqu'elles les omplètent naturellement. PourNewton-Cotes, la fontion de alul des oe�ients a pour prototype :void ompute_n_oeffs (mpz_t *oeffs, mpz_t d, unsigned long n, int algo);Pour un nombre donné de points d'évaluation n ette fontion retourne les ⌊n2 ⌋ premiers poids dela méthode sous la forme d'un tableau des numérateurs oeffs et d'un dénominateur ommund. Le paramètre supplémentaire algo détermine l'algorithme de alul des poids e�etivementutilisé : pour algo=0 on utilise l'algorithme naïf (p. 25) et pour algo=1 on utilise l'algorithmerapide (p. 27). Pour Gauss-Legendre, le prototype est plus omplexe :void ompute_gl_oeffs (mpfr_t *oeffs, mpfr_t *roots, unsigned long n,strut rq_gl_opts options, strut rq_stats *timings);Contrairement à la méthode de Newton-Cotes, les points d'évaluation ne sont plus triviaux etsont alulés en même temps que les poids. De même les poids et points d'évaluation ne sont pasexatement représentables en nombres rationnels, on les alule don en nombres �ottants à lapréision demandée en sortie (ette préision est elle des éléments du tableau roots). Comme93



Chapitre 6. Résultats expérimentauxela a été vu dans la setion 18, le alul des raines du polyn�me de Legendre, néessaire aualul des points d'évaluation de la méthode de Gauss-Legendre, peut se faire ave plusieurs hoixd'algorithmes pour le ra�nement. De plus il est possible d'aélérer es aluls en réutilisant desquantités alulées lors d'une exéution préédente, à savoir le polyn�me de Legendre et pourhaque raine un intervalle d'isolation plus ou moins �n. On peut ainsi ommener les méthodesde ra�nement (dihotomie, itération de Newton, itération de la séante) ave une très bonneapproximation de la raine herhée. Ces quantités sont alors lues depuis un �hier.Toutes es options sont ontr�lées via le paramètre options. Pour donner à l'utilisateur lesmoyens de faire des tests pour déterminer les meilleurs paramètres, la fontion retourne dans lavariable stats le temps proesseur passé dans haque étape du alul : isolation, ra�nement,alul des poids post-ra�nement. Un tel paramètre reueillant les statistiques n'existe pas pourle alul des oe�ients de Newton-Cotes ar il n'y a pas la possibilité d'in�uer sur les étapesde l'algorithme ; le temps de alul est monolithique. L'ajout relativement réent de l'algorithmerapide et sa variation de alul modulo des petits premiers (non enore implémentée) peuventremettre e hoix en question.Haut niveauLes méthodes d'intégration de Gauss-Legendre et de Newton-Cotes possèdent haune uneinterfae de plus haut niveau, il s'agit devoid ompose_n (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b, unsigned long m,unsigned long n, aqfun_t f, mpfr_t m1, mp_pre_t wp)pour Newton-Cotes et devoid ompose_gl_stats (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b,unsigned long m, unsigned long n, aqfun_t f,mpfr_t m1, mp_pre_t wp, strut rq_gl_opts options,strut rq_stats *timings)pour Gauss-Legendre. Pour es deux fontions le résultat de l'intégration est renvoyé dans leparamètre res, la borne alulée sur les erreurs d'arrondi est donnée dans errb (le alul de laborne sur l'erreur mathématique est e�etué par les fontions gl_error pour Gauss-Legendre etn_error pour Newton-Cotes pour donner la possibilité à l'utilisateur de distinguer les deux aulieu de n'avoir qu'une seule borne onsolidée). Les autres arguments de es fontions sont :� a, b : bornes inférieure et supérieure de l'intervalle d'intégration,� m : degré de omposition de la méthode,� n : nombre de points de la méthode,� f : fontion à intégrer,� m1 : borne sur |f ′|,� wp : préision de travail.En plus de ela la fontion d'intégration pour la méthode de Gauss-Legendre demande des optionspour les algorithmes d'isolation et de ra�nement à utiliser, et une variable reueillant des timingsde haune de es étapes. Il existe une fontion ompose_gl enapsulant ompose_gl_stats pourles utilisateurs qui ne sont pas intéressés par les timings.Ces fontions sont onsidérées de plus haut niveau dans la mesure où :� elles alulent automatiquement les paramètres (poids, points d'évaluation) assoiés à laméthode,� elles supportent diretement la omposition de la méthode.94



19. Desription de CRQSi la borne sur la dérivée première de f n'est pas renseignée de façon utile (en l'initialisantà NaN par exemple) alors la borne d'erreur renvoyée n'aura pas de sens, mais ela n'empêheévidemment pas d'approher l'intégrale.Pour les utilisateurs qui ne peuvent pas donner de borne sur les dérivées de la fontion àintégrer, un mode d'intégration adaptatif est aussi programmé dans CRQ. Il s'agit de l'algorithme1 vu dans le hapitre 1. Dans CRQ son prototype est le suivant :void adaptive_quad (mpfr_t res, mpfr_t a, mpfr_t b, aqfun_t f,mp_pre_t pre, void (*quadf)(mpfr_t, mpfr_t,mpfr_t, aqfun_t, void *), void *params)Les paramètres a, b et f ont le même sens maintenant usuel que pour les autres fontionsd'intégration. L'argument pre ne désigne plus une préision de travail mais un but à atteindrepar l'algorithme en terme de préision relative, exprimée en nombre de bits. L'idée de l'algorithmeest de déteter les portions de l'intervalle d'intégration où la fontion n'est pas assez régulièrepour la méthode d'intégration utilisée, en bissetant réursivement jusqu'à e qu'une bissetionn'apporte plus de di�érene signi�ative dans le résultat global. Plus préisément on déterminequ'il n'est plus utile de déouper un intervalle lorsque la di�érene entre l'intégration ave etsans bissetion est inférieure à une borne dépendant du but de préision pre et d'une estimationgrossière de la valeur de l'intégrale globale.L'erreur de méthode est don estimée de façon empirique, et il n'y a plus de borne d'er-reur garantie par la fontion d'intégration. Du fait des erreurs d'arrondi provenant à la fois desappels à la fontion d'intégration et des additions des résultats intermédiaires, la préision ef-fetivement atteinte peut être loin de la préision ible qui n'est à onsidérer par l'utilisateurque omme une indiation donnée à la fontion d'intégration. L'intégration adaptative est unestratégie générique qui ne dépend pas de la méthode sous-jaente ; ette méthode est don pas-sée en argument (quadf). L'argument supplémentaire void *params onstitue les paramètres àfournir à la méthode d'intégration (par exemple : le nombre de points d'évaluation et les poidsorrespondants pour la méthode de Newton-Cotes). Le langage C n'étant malheureusement pasfontionnel, il n'est pas possible d'enapsuler à l'exéution es paramètres diretement dans unefontion réée à la volée, d'où la néessité d'ajouter et argument pour permettre un peu de�exibilité. Tehniquement le pro�l d'une fontion de type quadf est :void quadf (mpfr_t res, mpfr_t a, mpfr_t b, aqfun_t f, void *params)où outre les arguments usuels, les paramètres propres à la fontion d'intégration sont donnésdans params sous la forme d'un pointeur opaque et dont l'interprétation est laissée libre à lafontion d'intégration (pour simuler un omportement � fontionnel� omme expliqué plus haut).Un exemple de fontion glu (wrapper) permettant d'utiliser la fontion d'intégration de Gauss-Legendre dans la stratégie adaptative est donné dans la distribution CRQ.19.2 Exemple d'utilisation de CRQDans la distribution de CRQ, le �hier hek. a évolué d'un simple jeu de tests pour validerles méthodes d'intégration au ours de leur ériture, à un programme d'expérimentations plusgénérales et de mesures de performanes. Il onstitue un bon point de départ pour un nouvelutilisateur de CRQ, mais en montrant trop de hoses en même temps e �hier risque de laisserle nouveau venu onfus. Nous proposons don ii un exemple minimal omplet et ommentéd'utilisation de CRQ. 95



Chapitre 6. Résultats expérimentauxOn hoisit pour ela de montrer omment aluler
I =

∫ 1

0
sin(sin(x))dxave la méthode de Gauss-Legendre ave n = 6 points. On pose f = x 7→ sin(sin(x)).On s'intéresse dans un premier temps à programmer la fontion f elle-même en répondant auxonditions requises par la bibliothèque pour que le alul de la borne d'erreur soit orret. Pourrappel, la ondition est de aluler f ave une erreur inférieure à 1 ulp sur le résultat rendu. Onappelle p la préision demandée en sortie. La fontion f est expliitée dans l'algorithme 22 pour�xer les notations. Nous allons prouver que la ondition sur la borne d'erreur est satisfaite. Ondistingue la fontion sinus au sens mathématique notée sin de son implémentation dans MPFRnotée fsin.Algorithme 22 La fontion x 7→ sin(sin(x)).Entrée : x ∈ [0, 1], une préision demandée p.Sortie : un �ottant z en préision p tel que | sin(sin(x))− z| ≤ ulpp(z).1: y ← ◦p+2(fsin(x))2: z ← ◦p(fsin(y))3: return zOn rappelle que les notations E(y), ulpp(y) et ◦p(y) sont dé�nies au hapitre 2 (p. 14).La notation indiée pour ulpp(y) et ◦p(y) désigne la préision de travail p onsidérée.La fontion fsin utilisée est supposée aluler ave arrondi orret au plus prohe, on a don

|y − sin(x)| ≤ 1

2
ulpp+2(y),

|z − sin(y)| ≤ 1

2
ulpp(z)e qui donne

|z − sin(sin(x))| ≤ |z − sin(y)|+ | sin(y)− sin(sin(x))|

≤ 1

2
ulpp(z) + maxu∈[0,1]| cos(u)| · |y − sin(x)|

≤ 1

2

(
ulpp(z) + ulpp+2(y)

)
.Il reste à omparer ulpp(z) et ulpp+2(y). Remarquons que sin est roissante onave sur [0, π

2 ].On a
0 ≤ x ≤ 1 ≤ π

2
0 ≤ sin(x) ≤ sin(1).Après arrondi

0 ≤ y ≤ sin(1) +
1

2
ulpp+2(◦p+2(sin(1))).Si x = 1 alors

|y − sin(1)| ≤ 1

2
ulpp+2(y).96



19. Desription de CRQSahant que sin(1) = 0, 1101 . . . en format binaire, E(y) = E(sin(1)) = E(1
2 ) dès que p ≥ 2. Onsuppose don p ≥ 2 et on peut érire

0 ≤ y ≤ sin(1) + 2−p−3.On véri�e qu'alors y ≤ 1. Par onavité, la fontion sin est supérieure à sa orde sur [0, 1] :
sin(y) ≥ y sin(1).Après arrondi
z = (1 + θ) sin(y)ave |θ| ≤ 2−p. On ontinue à minorer z par

z ≥ (1− 2−p) sin(1)ypuis le lemme 1 donne
ulpp(z) ≥ 1− 2−p

2
sin(1)ulpp(y).Nous rappelons que ulpp(y) = 4 ulpp+2(y), et nous utilisons le fait que sin(1) ≥ 13

16 et p ≥ 2 pourmajorer plus simplement
ulpp(z) ≥ 39

32
ulpp+2(y)et alors

|z − sin(sin(x))| ≤ 1

2

(
ulpp(z) +

32

39
ulpp(z)

)

≤ 71

78
ulpp(z)

≤ ulpp(z)e qui ahève de prouver qu'il su�t de aluler la fontion fsin intermédiaire ave 2 bits depréision supplémentaire pour satisfaire la ondition d'erreur inférieure à 1 ulp sur le résultat de
f . On en déduit l'ériture en C donnée lignes 6 à 13 dans le listing 6.1.Le alul de la borne sur f ′ demande moins d'e�orts :

f ′(x) = cos(sin(x)) cos(x)

|f ′(x)| ≤ 1.On a hoisi arbitrairement n = 6, et la méthode de Gauss-Legendre demande une borne sur ladérivée (2n)-ième de f . On utilise pour ela Maple, qui ne donne pas de borne satisfaisante sur
[0, 1] pour f (12). En revanhe, on obtient par extrema(diff(sin(sin(x)), x$13), {}, x) que

|f (13)(x)| ≤ 990784et don ave f (12)(0) = 0 ette borne est aussi valide sur [0, 1] pour f (12). Le listing 6.1 donne leprogramme �nalement obtenu pour aluler I. Après l'inlusion des �hiers d'en-tête standard Cainsi que elui de la bibliothèque CRQ elle-même, on dé�nit la fontion sinsin ave une préisionde 2 bits supplémentaires par rapport à la préision demandée en sortie. Les paramètres du97



Chapitre 6. Résultats expérimentauxnombre de points de la méthode, du degré de omposition et la préision de travail sont �xésen ligne 23. On hoisit ii de ne pas omposer la méthode (m = 1). Pour la méthode de Gauss-Legendre, on doit hoisir les algorithmes utilisés lors du alul des poids : on hoisit ii de ne partirque d'une isolation des raines de P (et non pas simultanément de P et de P ′), de ra�ner avel'itération de Newton et lorsque elle-i éhoue, d'utiliser le ra�nement par une dihotomie aveoe�ients tronqués (e qui dégrade les performanes par rapport à Newton). Ces algorithmessont détaillés dans la setion 18. En initialisant le paramètre options.file à NULL on s'interditde réutiliser des données pré-alulées.Les lignes 28 à 42 du listing 6.1 se omposent de l'initialisation des bornes de l'intervalled'intégration, des bornes sur les dérivées première et (2n)-ième de f et en l'appel à la fontiond'intégration. On termine par le alul d'une borne sur l'erreur de méthode ave gl_error etpar l'a�hage des quantités alulées. L'exéution a�he ei :val = 4.3060610310724949526357145836062604926002654890206824201459113e-11.8636086852782783e-10 [method error℄1.1547928308686448e-59 [roundoff error℄1.8636086852782785e-10 [total error℄4ms [Total CPU time℄La omparaison des bornes d'erreur d'arrondi et de méthode suggère que l'ordre de méthodeutilisé est insu�sant par rapport à la préision utilisée, la borne sur les erreurs d'arrondi étantnégligeable devant elle sur l'erreur de méthode. Le temps de alul est mesuré en milliseondessur un proesseur G4 à 1,2GHz. Il est bon de préiser que la borne d'erreur totale a�hée onernela représentation en �ottant MPFR de la valeur de l'intégrale alulée ; la valeur a�hée par leprogramme sou�re d'une erreur d'arrondi supplémentaire due à la onversion en base 10.20 Résultats expérimentaux20.1 Calul de poidsNous donnons dans la �gure 6.1 une omparaison des performanes des deux algorithmesde alul des poids de Newton-Cotes pour un nombre de points variant de 2 à 2048. Pour lesnombres de points utilisés en pratique l'algorithme asymptotiquement meilleur ne on�rme hélaspas son avantage sur la méthode naïve.20.2 Intégration de fontionsPour mesurer les performanes de CRQ nous avons hoisi de aluler un ertain nombred'intégrales, de paramètres et de préision de alul. Le but est de mesurer les performanes deCRQ en explorant un ensemble supposé représentatif de paramètres, et aussi de les omparer àd'autres bibliothèques.Plus préisément, nous avons hoisi les intégrales suivantes pour les expérimentations :98



20. Résultats expérimentauxListing 6.1 � Un exemple d'utilisation de CRQ.1 #inlude <stdio.h>2 #inlude <stdlib.h>3 #inlude "rq.h"4 #inlude "utils.h" /* pour putime */56 void sinsin (mpfr_t res , mpfr_t x)7 {8 mpfr_t tmp;9 mpfr_init2 (tmp , mpfr_get_pre (res) + 2);10 mpfr_sin (tmp , x, GMP_RNDN );11 mpfr_sin (res , tmp , GMP_RNDN );12 mpfr_lear (tmp);13 }1415 int main (int arg , har *argv [℄)16 {17 unsigned int n, m;18 mp_pre_t wp;19 mpfr_t a, b, res , total_error , math_error , rounderr ;20 mpfr_t diffbound , ndiffbound ;21 strut rq_gl_opts options;22 int total_time ;23 m = 1; n = 6; wp = 200;24 options.iso = SIMPLE;25 options.ref = NEWTON;26 options.diho = TRUNC;27 options.file = NULL ;28 mpfr_init2 (a, wp);29 mpfr_init2 (b, wp);30 mpfr_init2 (res , wp);31 mpfr_init ( math_error );32 mpfr_init2 (diffbound , wp);33 mpfr_init2 (ndiffbound , wp);34 mpfr_init ( roundoff_error );35 mpfr_init ( total_error );36 mpfr_set_ui (a, 0, GMP_RNDN );37 mpfr_set_ui (b, 1, GMP_RNDN );38 mpfr_set_ui (diffbound , 1, GMP_RNDN );39 mpfr_set_ui (ndiffbound , 990784 , GMP_RNDN );40 total_time = putime ();41 ompose_gl (res , rounderr , a, b, m, n, sinsin , diffbound , wp , options );42 total_time = putime () - total_time ;43 gl_error (math_error , a, b, m, n, ndiffbound );44 printf ("val = ");45 mpfr_out_str (NULL , 10, 0, res , GMP_RNDN ); printf ("\n");46 mpfr_out_str (NULL , 10, 0, math_error , GMP_RNDN );47 printf (" [method error℄\n");48 mpfr_out_str (NULL , 10, 0, rounderr , GMP_RNDN );49 printf (" [ roundoff error℄\n");50 mpfr_add (total_error , rounderr , math_error , GMP_RNDU );51 mpfr_out_str (NULL , 10, 0, total_error , GMP_RNDN );52 printf (" [total error℄\n");53 printf ("%d [Total CPU time ℄\n", total_time );54 mpfr_lears (a, b, res , math_error , diffbound , ndiffbound , NULL );55 return 0;56 } 99



Chapitre 6. Résultats expérimentaux
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Fig. 6.1 � Comparaison des performanes des deux algorithmes de alul des poids de Newton-Cotes.
I1 =

∫ 3

0
dx = 3

I2 =

∫ 3

0
exdx = e3 − 1

I3 =

∫ 1

0
x log(1 + x)dx =

1

4

I4 =

∫ 1

0

√
1− x2dx =

π

4

I5 =

∫ 1

0
sin(sin(x))dx

I6 =

∫ π

0
sin(x) exp(cos(x))dx = e− 1

e

I7 =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4

I8 =

∫ 1

0

1

1 + 1010x2
dx = 10−5 arctan(105)

I9 =

∫ 1,1

0
exp(−x100)dx

I10 =

∫ 10

0
x2 sin(x3)dx =

1

3
(1− cos(1000))

I11 =

∫ 1

0

√
xdx =

2

3

I12 =

∫ 1

0
max(sin(x), cos(x))dx =

∫ π
4

0
cos(x)dx +

∫ 1

π
4

sin(x)dx

= sin
π

4
+ cos

π

4
− cos 1 =

√
2− cos 1.100



20. Résultats expérimentauxLe problème I1 d'intégrer une onstante est sans doute le as le plus simple possible, il sertà véri�er un minimum la orretion du système d'intégration. La fontion exponentielle a étéhoisie dans I2 pour sa grande régularité et nous onsidérons qu'elle ne devrait pas poser deproblème aux systèmes d'intégration.Pour le reste des problèmes d'intégration nous nous sommes tournés vers des tests de perfor-manes déjà publiés : I3 et I4 sont issus de [2℄, le problème I5 a servi dans la session d'entraînementde la ompétition de alul Many Digits [29℄ et les problèmes I6 à I12 sont tirés de [26℄. Pour l'in-tégrale I12 il s'agit bien de la première forme faisant apparaître la fontion max qui est soumiseaux systèmes.La omparaison de plusieurs systèmes d'intégration numérique est un exerie déliat du faitjustement de la variété de paramètres à envisager. Les buts � fondateurs� de haun des systèmessont souvent su�samment di�érents pour empêher une omparaison raisonnable : que faut-ilomparer entre un système omme Maple qui fournit une fontion générique d'intégration aveséletion automatique des paramètres, et CRQ où une liberté6 de hoix plus grande est laisséeà l'utilisateur ? La omparaison devient d'autant plus ardue que la di�érene de oneption dessystèmes peut se situer non seulement au niveau de l'intégration elle-même mais déjà au niveaude l'arithmétique �ottante sous-jaente ; et qu'un utilisateur n'est pas forément au fait dessubtilités et erreurs à ne pas faire pour haun des systèmes (quand bien même il en aurait éritun lui-même).Ces préautions introdutives étant posées, le protoole de onduite des expérimentations aété de omparer entre elles des stratégies d'intégration automatiques, vues plus ou moins ommedes boîtes noires prenant en entrée la fontion à intégrer et une préision souhaitée en sortie.On mesure pour haune la préision du résultat alulé par rapport à une valeur exate del'intégrale, et le temps proesseur utilisé par le programme. Pour toutes les intégrales sauf I5et I9 la valeur exate a été alulée ave MPFR dans une préision supérieure à la plus grandedes préisions demandées lors des tests en utilisant la formule expliite pour le résultat. Leurexatitude dépend don de la orretion des fontions MPFR utilisées. Du fait de ontraintestehniques (notamment l'absene de ode soure disponible pour ertains systèmes) il est trèsdi�ile voire impossible d'isoler la méthode d'intégration d'un système pour la mesurer seule :on mesure don bien haque système dans son ensemble. Par exemple dans les performanesmesurées pour Mathematia il y a impliitement la qualité de l'arithmétique sous-jaente quiin�ue fortement sur les temps de alul.Pour les intégrales I5 et I9 nous ne onnaissons pas a priori de formule lose (plus exatement :Maple ne onnaît pas de formule lose) et don le alul de la valeur de référene se fait parvalidation mutuelle des systèmes entre eux, et par test de ohérene d'un système. Le problèmede la validation des résultats d'une bibliothèque de alul numérique mérite une étude en soi ;tous les logiiels de alul y sont onfrontés. Dans notre as on entend par validation mutuelleque le alul de l'intégrale est demandé à plusieurs systèmes et que l'on onsidère omme validesles hi�res ommuns entre les réponses de es systèmes. La véri�ation de la ohérene onsiste àdemander à un même système la valeur d'une intégrale à des préisions di�érentes et onsidéreromme valides les hi�res ommuns à es deux valeurs.Nous avons ependant validé la valeur de l'intégrale I5 à l'aide de CRQ en utilisant non pas lastratégie adaptative dont la onvergene est heuristique, mais ave la omposition de la méthodede Gauss-Legendre pour des paramètres bien hoisis et ave une erreur bornée diretement parCRQ. Nous avons réutilisé pour ela le programme développé pour la ompétition Many Digits,dont la stratégie est de reommener en augmentant le nombre de points n de 10% à haque fois6Qui ne vient pas sans e�ort. 101



Chapitre 6. Résultats expérimentauxque la préision obtenue en sortie est insu�sante par rapport à la préision déimale requise.Dans e programme pour un nombre de points n nous avons borné la dérivée (2n + 1)-ième de
f(x) = sin(sin(x)) par sa valeur en 0, onjeture véri�ée pour des petites valeurs de n par Maple,puis par intégration on en déduit la même borne pour la dérivée (2n)-ième (la fontion étantimpaire ses dérivées impaires s'annulent en 0). On alule la valeur en 0 par le développementen série de f en 0.En �xant l'ordre de omposition arbitrairement à m = 512 et une préision de travail de
10340 bits (soit un peu plus de 3110 hi�res déimaux), ette stratégie s'arrête ave suès sur
n = 399. On alule une borne de |f (799)| par le développement en série pour obtenir que

|f (799)| < 24759puis l'utilisation de ette borne dans CRQ donne le résultat suivant :val = 4.3060610312069060491237735524 [...℄ e-11.8829901944567536e-3181 [method error℄8.6995407371417717e-3115 [roundoff error℄8.6995407371417732e-3115 [total error℄e qui permet de onlure que, sous toutes les hypothèses faites, la valeur du juge a été aluléeave une erreur relative inférieure à 10−3110 et don ave une préision en sortie su�sante pourvalider les résultats des autres systèmes.
Protoole expérimentalNous avons hoisi pour faire la omparaison des systèmes un environnement de alul quisoit publiquement aessible, raisonnablement performant et où le maximum de systèmes soientinstallés. Les tests ont don été onduits sur la mahine laurent1.mediis.polytehnique.frdu entre de alul MÉDICIS. MÉDICIS met à disposition de ses utilisateurs 36 mahines sousenvironnement UNIX (souvent Debian GNU/Linux [28℄) ainsi qu'un ensemble de ressoureslogiielles, surtout dans le domaine du alul formel. Les exigenes de haun des systèmes dealul retenus pour nos tests (Maple en partiulier n'y est pas installé sur les mahines 64 bits)ont onduit au hoix de laurent1 omme meilleure mahine de test possible. Tehniquement lamahine laurent1 est munie de deux proesseurs AMDAthlon�MP 2200+ adenés à 1,8MHz etde 2Go de mémoire RAM et s'exéute sous environnement Debian GNU/Linux 3.1 (noyau version2.6.8). Dans un soui de omplétude, les informations renvoyées par le système d'exploitationdans /pro/puinfo sont les suivantes :102



20. Résultats expérimentauxfousse�laurent1:~$ at /pro/puinfoproessor : 0vendor_id : AuthentiAMDpu family : 6model : 8model name : AMD Athlon(TM) MP 2200+stepping : 0pu MHz : 1800.416ahe size : 256 KBfdiv_bug : nohlt_bug : nof00f_bug : nooma_bug : nofpu : yesfpu_exeption : yespuid level : 1wp : yesflags : fpu vme de pse ts msr pae me x8 api sep mtrr pge ma mov patpse36 mmx fxsr sse sysall mp mmxext 3dnowext 3dnowbogomips : 3555.32[...℄Le fait que la mahine soit bi-proesseur au lieu de mono-proesseur est anedotique dans lamesure où les systèmes testés ne savent pas pro�ter du parallélisme o�ert par deux proesseurs.Nous avons testé les performanes des fontions d'intégration des logiiels à des préisionsvariables qui sont en hi�res déimaux : 31, 61, 151, 302, 603, 1506, 3011, e qui orrespondenviron aux préisions binaires 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000 et 10000 bits. À part CRQ,les autres systèmes utilisent des préisions en base 10 dans leur interfae, a�n de ne pas lesdésavantager la préision déimale p10 orrespondant à une préision binaire p2 donnée a étéarrondie supérieurement :
p10 =

⌈
log 10

log 2
p2

⌉
.Chaque système a été lané ave une limite de temps CPU �xée à 1h pour éviter qu'il neprenne trop de temps et ne pas rester bloqué sur un bug, et e pour haque problème d'intégration(I1 à I12) et haque préision.Les erreurs données dans les tableaux sont données en ulp déimaux, et on indique un éhe dusystème à produire un résultat dans le temps imparti d'une heure par une erreur non déterminéenotée ��NaN�� et un temps d'exéution non spéi�é noté � -�.Nous donnons maintenant une desription des partiularités de haque système, des sriptsutilisés ainsi qu'un ommentaire de es résultats.ARPRECLa bibliothèque ARPREC [1℄ est érite en C++ et supporte le alul numérique en préisionarbitraire pour les nombres entiers, �ottants et omplexes. En plus des opérations élémentaireset de fontions spéiales (trigonométriques et autres), la distribution d'ARPREC fournit unensemble d'appliations de l'arithmétique en préision arbitraire, dont quelques routines d'inté-grations dérites dans [2℄ et livrées ave un programme de démonstration sur un jeu de quinzeintégrales. Nous avons remplaé dans e programme les exemples d'intégrales par notre séletiondes intégrales I1 à I12. Trois méthodes d'intégration sont données : 103



Chapitre 6. Résultats expérimentaux1. la méthode de Gauss-Legendre, baptisée QUADGS,2. une méthode basée sur la fontion d'erreur erf(x) = 2√
π

∫ x
0 e−t2dt baptisée QUADERF,3. une méthode doublement exponentielle basée sur la transformation tanh(sinh(x)) baptiséeQUADTS.Dans ARPREC, l'utilisateur ne dé�nit pas la taille de la mantisse de haque variable de type�ottant, mais initialise au début du programme la bibliothèque ave une préision, donnée enhi�res déimaux, que l'utilisateur requiert en sortie de haque alul élémentaire.Les méthodes d'intégration implémentent haune une stratégie adaptative basée sur un er-tain nombre de �niveaux� de points (pré-alulés). Alors que la stratégie adaptative utilisée pourintégrer dans CRQ repose sur une bissetion réursive de l'intervalle d'intégration à nombre depoints onstant sur haque intervalle, la stratégie d'ARPREC est de doubler le nombre de pointsde la méthode utilisés à haque niveau. Le ritère d'arrêt est l'obtention de la préision deman-dée en sortie, et elle-i est estimée de façon empirique en omparant les résultats numériquesdes 3 derniers niveaux alulés. Il est à noter que si le nombre de points utilisés double d'unniveau à l'autre, le nombre de points du premier niveau n'est pas donné préisément dans [2℄.Pour QUADERF et QUADTS, le nombre de points au niveau k dépend de la préision requiseet serait d'environ 4 · 2k et k · 3, 3 · 2k, respetivement. Pour QUADGS le nombre de points auniveau k est 3 · 2k.Le programme d'expérimentation ommene par initialiser un objet de type � Integrate � enrespetant le hoix de méthode et les paramètres donnés par l'utilisateur. Ces paramètres sont lenombre de niveaux à pré-aluler, la taille maximale prise par es tables, la préision �primaire�et la préision �seondaire�. Ces préisions sont apparemment utilisées omme toléranes d'er-reur dans le alul des absisses et des poids, mais leur signi�ation exate reste mystérieuse àla leture du ode. Il a été hoisi de �xer es toléranes à la préision demandée, et d'initialiserla préision globale à ette même valeur, plus dix bits de garde.Du fait des hoix d'implémentation, les temps de aluls d'ARPREC ne sont pas diretementmesurables à eux de CRQ puisque haune des méthodes d'intégration d'ARPREC ommenepar une initialisation de tables relativement lourde, puis résout haun des problèmes en réutili-sant es tables ; tandis que l'on a hoisi pour CRQ de mesurer des temps totaux (pré-alul etintégration proprement dite) ar ils sont jugés plus représentatifs d'une utilisation typique de labibliothèque. Il faudrait attendre que CRQ soit assimilé dans un système de alul plus omplexepour que la réalisation de gros pré-aluls au démarrage soit justi�ée.En�n la stratégie adaptative des méthodes d'ARPREC n'est que partiellement dynamique,dans la mesure où le nombre de niveaux utilisés dans l'intégration n'est pas augmenté au besoinmais limité par un nombre �xé au démarrage par l'utilisateur (et qui in�ue fortement sur letemps onsaré à e pré-alul). Nous avons hoisi d'exéuter les tests pour haune des méthodesd'intégration d'ARPREC ave un nombre de tables pré-alulées variant de 2 à 10.La version d'ARPREC testée est la version 2006-06-06 disponible sur le site http://rd.lbl.gov/~dhbailey/mpdist/.Les résultats d'ARPREC ne sont pas inlus, les tests ayant été abandonnés après que le sys-tème se montre inapable d'intégrer orretement la fontion onstante de l'exemple I1. L'auteurde la bibliothèque n'a pas répondu favorablement à nos demandes de préisions tehniques sur labonne utilisation et le fontionnement interne des fontions d'intégration (lesquelles sont fourniessans doumentation).104



20. Résultats expérimentauxPARI/GPPARI/GP utilise une préision interne de alul pour les nombres �ottants dé�nie en nombrede hi�res déimaux et appelée realpreision. On la modi�e ave la ommande \p <preision>.La fontion d'intégration s'appelle intnum et utilise une méthode doublement exponentielle dansla version testée. Il est possible d'aider PARI en lui donnant des informations sur la régularitéde la fontion à intégrer aux extrémités de l'intervalle d'intégration ; nous avons hoisi d'utiliserles paramètres par défaut et de ne pas donner d'information à PARI, a�n de ne pas avantagere système par rapport aux autres qui ne disposent pas de ette fontionnalité. Le �hier de testomplet utilisé pour aluler l'intégrale I5 ave 31 hi�res déimaux est le suivant :\p 31#intnum(x = 0, 1, sin(sin(x)))La ommande # demande d'a�her le temps CPU pris par haque alul. Lors de l'expérimenta-tion il est arrivé que PARI manque de mémoire ; en e�et e système utilise une taille de mémoirede pile bornée pour éviter qu'un alul problématique fasse boguer toute l'appliation. Cettelimite a été augmentée manuellement lorsque ela était néessaire (argument -s <taille> enligne de ommande).La version de PARI testée est la dernière version stable de numéro 2.3.0, ompilée pourutiliser en tant qu'arithmétique sous-jaente la bibliothèque GMP 4.2.1.31 61 151 302 603 1506 3011Temps 10ms 30ms 160ms 970ms 6s 94s 644s
I1 Erreur 0 0 0 0 0 0 0Temps 20ms 60ms 350ms 2s 15s 251s 1748s
I2 Erreur 1.7e-1 4.2e-1 2.7e-1 2.8e-1 5.5e-2 5.4e-2 1.3e1006Temps 20ms 70ms 400ms 3s 18s 222s 1502s
I3 Erreur 0 0 0 0 0 0 0Temps 10ms 30ms 200ms 1s 7s 100s 704s
I4 Erreur 2.4e-1 4.8e-1 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 5.9e2 5.2e1738Temps 20ms 80ms 510ms 3s 22s 307s 2503s
I5 Erreur 3.4e-1 4.9e-1 5.6e-2 4.4e-1 3.9e-1 1.2e-1 1.5e-1Temps 20ms 100ms 660ms 4s 32s 431s -
I6 Erreur 2.0e-1 1.7e-1 4.9e-1 2.0e-2 3.9e-1 2.5e-1 �NaN�Temps 0ms 30ms 180ms 1s 7s 99s 693s
I7 Erreur 2.4e-1 4.8e-1 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 3.3e-1 3.7e-1Temps 10ms 40ms 190ms 1s 7s 100s 766s
I8 Erreur 7.1e7 7.8e14 8.5e58 3.2e117 5.9e235 4.9e771 1.5e1542Temps 30ms 150ms 980ms 5s 34s 408s 3478s
I9 Erreur 7.4e18 2.5e36 4.7e98 1.6e186 7.0e337 1.1e874 5.8e1448Temps 20ms 50ms 340ms 2s 14s 196s 1571s
I10 Erreur 3.9e30 1.6e60 1.4e86 4.8e-1 4.0e-1 4.0e-2 3.7e-1Temps 0ms 30ms 170ms 1s 7s 98s 705s
I11 Erreur 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 1.3e5Temps 20ms 80ms 480ms 3s 22s 301s 2802s
I12 Erreur 3.1e25 2.0e54 2.7e144 1.0e295 1.7e595 9.2e1496 8.2e3001 105



Chapitre 6. Résultats expérimentauxUn avantage de PARI est sa rapidité omparée aux autres systèmes. Il a ainsi réussi à répondreà presque tous les problèmes d'intégration dans le temps requis. On peut lui reproher de ne pasallouer dynamiquement la mémoire néessaire ('est à l'utilisateur de gérer la limite de la taillemémoire utilisée), et de donner des résultats dont parfois presque tous les hi�res sont faux sansprévenir l'utilisateur d'un éventuel problème.MuPADNous avons lané les tests de MuPAD en suivant les onseils de la doumentation en ligne,à savoir laisser la fontion d'intégration numeri::quadrature hoisir le nombre de points au-tomatiquement lorsque la préision demandée était inférieure à 200 hi�res. Dans les autres asnous avons demandé un nombre de points d'intégration égal à la préision demandée. La méthoded'intégration hoisie est Gauss-Legendre ave stratégie adaptative (le hoix par défaut), et unnombre d'appels de fontion illimité. Par exemple pour aluler I10 ave 603 hi�res de préisionon utilise le sript MuPAD suivant :DIGITS := 603time (print(numeri::quadrature (x^2 * sin(x^3), x= 0 .. 10, MaxCalls = infinity,GaussLegendre = 603)))quitLa version de MuPAD testée est la 2.5.3, dernière version disponible sur le luster de alulMÉDICIS. 31 61 151 302 603 1506 3011Temps 60ms 0ms 60ms 660ms 1s 8s 22s
I1 Erreur 0 0 0 0 0 0 0Temps 40ms 0ms 150ms 480ms 1s 1357s -
I2 Erreur 1.7e-1 4.2e-1 2.7e-1 2.8e-1 5.5e-2 8.7e1504 �NaN�Temps 0ms 140ms 230ms 180ms 29s 2145s -
I3 Erreur 0 0 0 0 0 2.3e1506 �NaN�Temps 0ms 0ms - - - - -
I4 Erreur 2.4e-1 5.1e-1 �NaN� �NaN� �NaN� �NaN� �NaN�Temps 40ms 110ms 230ms 1s 14s 3548s -
I5 Erreur 3.4e-1 4.9e-1 5.6e-2 4.4e-1 3.9e-1 4.0e1506 �NaN�Temps 0ms 0ms 310ms 2s 53s - -
I6 Erreur 2.0e-1 1.7e-1 4.9e-1 2.0e-2 3.9e-1 �NaN� �NaN�Temps 70ms 0ms 80ms 320ms 3s 37s -
I7 Erreur 2.4e-1 4.8e-1 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 7.8e1507 �NaN�Temps 120ms 0ms 410ms 450ms 10s 62s -
I8 Erreur 8.4e-2 1.4e-1 4.3e-1 6.9e-2 1.5e606 1.5e1513 �NaN�Temps 150ms 100ms 510ms 5s 83s 1344s -
I9 Erreur 7.4e-2 3.7e-1 6.5e-3 1.6e-1 2.0e-1 9.9e2339 �NaN�Temps 0ms 0ms 1s 10s 68s 1442s -
I10 Erreur 1.3e-2 2.8e-1 6.2e-1 4.8e-1 5.9e-1 1.4e1504 �NaN�Temps 0ms 280ms 2s 6s 10s 61s -
I11 Erreur 3.3e-1 3.3e-1 4.7e94 4.7e273 4.8e599 6.5e1507 �NaN�Temps 0ms 3s 27s - - - -
I12 Erreur 2.1e-1 1.7e-1 7.0e150 �NaN� �NaN� �NaN� �NaN�106



20. Résultats expérimentauxMathematiaLa fontion d'intégration numérique NIntegrate du système de alul Mathematia aepteun ertain nombre d'options régissant son omportement, parmi lesquels les plus intéressantspour nos besoins sont PreisionGoal qui indique un objetif en terme de préision relative surle résultat renvoyé et MaxReursion qui limite la profondeur maximale de la réursion dans lastratégie de bissetion utilisée. On peut regretter que la préision de alul n'est pas automati-quement séletionnée en fontion de la préision objetif, nous l'avons arbitrairement hoisie àelle-i augmentée de 10 hi�res de garde (MuPAD fait e hoix pour nous de même que Pari).Le hoix de la profondeur maximale de réursion est de 7 par défaut, nous avons relané letest en augmentant e paramètre à haque fois que Mathematia a�hait un message d'erreursuggérant de l'augmenter. Un alul de I7 ave un objetif de 61 hi�res de préision et uneprofondeur de réursion bornée par 20 se fait don parTiming[NIntegrate[1 / (1 + x^2), {x, 0, 1}, {PreisionGoal -> 61,MaxReursion -> 20, WorkingPreision -> 71}℄℄//InputFormÀ ette préision la borne par défaut de 7 su�t, nous l'indiquons pour illustrer l'utilisation dee paramètre. La version utilisée est la version 5.0.0.31 61 151 302 603 1506 3011Temps 6ms 27ms 199ms 2s - - -
I1 Erreur 0 0 0 0 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 10ms 29ms 210ms 2875s - - -
I2 Erreur 1.2e-9 3.0e-5 3.2e-11 2.2e91 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 19ms 64ms 378ms 4s - - -
I3 Erreur 0 0 0 0 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 110ms 354ms 2s 1306s - - -
I4 Erreur 2.4e-1 4.8 2.0e-1 9.1e91 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 15ms 46ms 370ms 192s - - -
I5 Erreur 2.1e-3 4.9e-1 3.5e-11 4.4e90 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 69ms 161ms 735ms 323s - - -
I6 Erreur 3.0e-5 2.6e-5 6e-11 1.9e91 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 12ms 46ms 257ms 1381s - - -
I7 Erreur 2.4e-1 4.8e-1 2.8e-10 9.1e91 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 258ms 810ms 4s 124s - - -
I8 Erreur 1.5e-2 1.4e-1 3e-2 1.8e91 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 125ms 380ms 2s 2223s - - -
I9 Erreur 7.4e-2 3.7e-1 6.5e-3 1.2e92 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 3s 6s 14s 1432s - - -
I10 Erreur 1.3e-2 2.8e-1 3.7e-1 9.6e92 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 90ms 316ms 1s 1106s - - -
I11 Erreur 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 6.6e91 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 179ms 487ms 708ms 4s - - -
I12 Erreur 1.3e23 3.1e44 3.4e142 5.3e287 �NaN� �NaN� �NaN�Mathematia n'a pas donné de résultat pour les préision supérieures ou égales à 603 hi�resdéimaux. Le message d'erreur systématique était le suivant : 107



Chapitre 6. Résultats expérimentaux 0Divide::indet: Indeterminate expression - enountered.0Mathematia a pour avantage par rapport aux autres systèmes testés de prévenir l'utilisateurd'un problème apparent de onvergene de la méthode d'intégration. L'utilisateur peut alorsessayer d'ajuster les divers paramètres de la fontion, même si le diagnosti d'éhe ne permetpas forément de deviner lesquels. Dans le tableau de résultats de Mathematia lorsque l'erreurest supérieure à 1 ulp le système nous a prévenu du problème ; l'erreur mentionnée dans letableau est elle du meilleur résultat que nous avons obtenu après quelques essais d'ajustementdes paramètres.MapleMaple est ave Pari/GP le système le plus simple pour une utilisation �naïve� de l'intégrationnumérique : la préision ible est inférée de la préision de travail et les autres paramètres sonthoisis automatiquement. À titre d'exemple le sript utilisé pour aluler I3 ave une préisionde 151 hi�res déimaux est le suivant :Digits := 151:t := time():evalf(Int(x * ln(1 + x), x = 0..1));time() - t;Les aluls ont été réalisés ave la version 10 de Maple.31 61 151 302 603 1506 3011Temps 6ms 5ms 4ms 4ms 3ms 3ms 6ms
I1 Erreur 0 0 0 0 0 0 0Temps 71ms 76ms 262ms 8s 3s 50s 167s
I2 Erreur 1.7e-1 4.2e-1 2.7e-1 2.8e-1 5.5e-2 5.4e-2 3.8e-2Temps 116ms 287ms 4s 16s 91s 2099s 3514s
I3 Erreur 0 0 0 0 0 0 0Temps 266ms 398ms 4s 10s 36s 490s 2440s
I4 Erreur 2.4e-1 4.8e-1 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 3.3e-1 3.7e-1Temps 88ms 334ms 462ms 29s 5s 81s -
I5 Erreur 3.4e-1 4.9e-1 5.6e-2 4.4e-1 3.9e-1 1.2e-1 �NaN�Temps 121ms 438ms 12s 25s 150s 1874s -
I6 Erreur 2.0e-1 1.7e-1 4.9e-1 2.0e-2 3.9e-1 2.5e-1 �NaN�Temps 55ms 122ms 3s 9s 42s 479s 1717s
I7 Erreur 2.4e-1 4.8e-1 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 3.3e-1 3.7e-1Temps 646ms 1s 4s 10s 82s - 2161s
I8 Erreur 8.4e-2 1.4e-1 4.3e-1 6.9e-2 6.6e-1 �NaN� 2.7e-1Temps 3s 12s 123s 943s - - -
I9 Erreur 1.1e29 8.6e58 3.4e148 2.8e299 �NaN� �NaN� �NaN�Temps 4s 11s 25s 170s 168s - -
I10 Erreur 1.3e-2 2.3 3.7e-1 4.8e-1 5.9e-1 �NaN� �NaN�Temps 94ms 97ms 109ms 117ms 142ms 332ms 780ms
I11 Erreur 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1Temps 6s 38s 371s 2618s - - -
I12 Erreur 2.1e-1 1.7e-1 1.7e-1 2.9e-1 �NaN� �NaN� �NaN�108



20. Résultats expérimentauxMaple alule dans l'ensemble des résultats su�samment préis, sauf pour I9 où il donne desrésultats où presque tous les hi�res sont faux, et ei sans informer l'utilisateur d'un éventuelproblème de onvergene qu'il aurait déteté. C'est aussi le système testé le plus lent.CRQLa bibliothèque CRQ se distingue des autres systèmes en ei qu'elle n'est disponible jus-tement qu'en tant que bibliothèque et n'a pas d'interfae texte ou graphique pour failiter lesaluls (Pari/GP fournit à l'utilisateur aussi bien une bibliothèque qu'une interfae texte). Nousavons don implémenté les fontions à intégrer dans un programme de test dont l'interfae enligne de ommande sert à séletionner les di�érents paramètres (nombre de points, préision dealul, méthode d'intégration utilisée, hoix de l'intégrale à aluler).Les deux méthodes d'intégration testées pour CRQ sont la méthode de Gauss-Legendre avestratégie adaptative notée CRQgl et la méthode de Newton-Cotes ave stratégie adaptative (notéeCRQn). Pour haque méthode, préision et problème d'intégration, plusieurs exéutions ont étée�etuées en variant le nombre de points n de la méthode d'intégration, dans le but de trouverle nombre de points optimal (au sens du temps de alul). Cette détermination du nombre depoints optimal permet d'une part de proposer un algorithme de hoix automatique du nombrede points en fontion de la préision et l'ajouter à CRQ (dans une version ultérieure), et d'autrepart de on�rmer expérimentalement la omparaison théorique des méthodes de Newton-Coteset de Gauss-Legendre.31 61 151 302 603 1506Temps 0ms 11ms 1ms 92ms 183ms 575ms
I1 Erreur 0 0 0 0 0 0Temps 9ms 14ms 99ms 235ms 3s 21s
I2 Erreur 3.7e-1 6.2e-1 5.2e-1 2.1e-1 1.7 5.4e-2Temps 8ms 25ms 145ms 729ms 4s 78s
I3 Erreur 0 0 0 0 0 0Temps 20ms 88ms 907ms 6s 58s -
I4 Erreur 7.4 2.8e-1 4.0e-1 6.2 7.6 �NaN�Temps 6ms 16ms 103ms 514ms 3s 54s
I5 Erreur 9.5e-1 1.3 1.4e-1 3 4 1.2Temps 16ms 35ms 219ms 1s 7s 95s
I6 Erreur 6.0e-1 3.7e-1 7.9e-1 1 2.3 3.5e-1Temps 11ms 10ms 58ms 294ms 1s 29s
I7 Erreur 4.5e-1 2.8e-1 4.0e-1 3.1 1.1 2.5Temps 3ms 35ms 172ms 847ms 5s 85s
I8 Erreur 2.3 1.8 7.3e-1 4.6e-1 1.8 7.0e-2Temps 22ms 64ms 445ms 2s 18s 279s
I9 Erreur 2.3 1.5 8.9e-1 9.3e-1 5.6 1.5Temps 2s 861ms 7s 16s 42s 305s
I10 Erreur 8 3 1.2 7.2 7.2e1 3.4e1Temps 18ms 81ms 777ms 5s 46s -
I11 Erreur 2.6 2 1 3.1 3 �NaN�Temps 26ms 110ms 1s 11s 108s 3138s
I12 Erreur 1 2.6e-2 9.2e-1 3.6 4.2 3.5 109



Chapitre 6. Résultats expérimentaux21 ConlusionLes résultats (ou le manque de résultat) pour ertains systèmes on�rment la di�ulté dualul numérique d'intégrales à grande préision. Les erreurs mesurées sont parfois surprenanteset montrent les limites de l'intégration numérique automatique telle qu'elle est disponible dansles systèmes atuels � il n'est pas impossible que l'on puisse trouver une bonne ombinaison deparamètres pour �aider� un système sur une intégrale qu'il n'a pas su aluler dans nos tests,ou qu'il a alulé ave une grande erreur.Certains des résultats donnés dans les tableaux sont aompagnés d'une noti�ation par lesystème que la proédure d'intégration n'a pas onvergé, mais ela n'est pas toujours le as.Quelques erreurs ��agrantes� sont passées sous silene et le résultat retourné à l'utilisateur estalors presque omplètement faux ('est le as des résultats de I9 pour Maple pour toutes lespréisions où il n'y a toujours qu'au plus 3 hi�res orrets).Conernant les performanes de CRQ la méthode adaptative qui est sans garantie sur lerésultat donne des résultats très satisfaisants : l'erreur est toujours bornée par quelques dizainesd'ulp au plus, et très souvent le résultat renvoyé est un arrondi �dèle de la valeur exate. De plusles temps mesurés se omparent favorablement aux systèmes ayant fourni une réponse raisonna-blement juste (CRQ est souvent plus rapide d'un fateur environ 2 par rapport à Mathematia,de même par rapport à PARI/GP). Nous rappelons ependant que CRQ a béné�ié pour haqueproblème de plusieurs exéutions et d'une préséletion du nombre de points optimal au niveaudu temps de alul. Une fois que CRQ sera doté d'une stratégie de séletion automatique dunombre de point il sera judiieux de refaire des tests.
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ConlusionDans ette thèse nous avons étudié le problème de l'intégration numérique en préision ar-bitraire. Les deux méthodes de Newton-Cotes et de Gauss-Legendre ont été analysées ave ledouble objetif de savoir maîtriser les erreurs, d'origines diverses, qui apparaissent dans e typede alul, et bien entendu d'intégrer e�aement. Il a fallu pour ela aborder haque méthoded'intégration sous plusieurs aspets : au niveau mathématique d'abord pour adapter voire re-trouver ertains résultats �bien onnus� à nos desseins d'analyse d'erreur, mais aussi d'un pointde vue algorithmique pour voir quels proédés utilisés en arithmétique s'appliquent ave pro�t.Conernant la méthode de Gauss-Legendre plus partiulièrement, son examen nous a amené àregarder le ra�nement des raines réelles d'un polyn�me (il s'agit là d'un problème essentielen analyse numérique). Les onepts de l'arithmétique �ottante ont naturellement joué un r�leruial dans l'analyse d'erreur proprement dite.Nos ontributions algorithmiques sont les suivantes. Nous avons proposé une proédure dealul d'intégrale par la méthode de Newton-Cotes ave alul simultané d'une borne d'erreursur le résultat rendu. Il s'agit de la borne donnée dans le théorème 4 (p. 41). Nous avons proposéun algorithme asymptotiquement rapide de alul de es oe�ients se basant sur des méthodesd'évaluation polynomiale rapide. L'examen de la méthode de Gauss-Legendre nous a permis dedonner aussi un algorithme de alul ave borne d'erreur qui est donné dans le théorème 8 (p. 54).Nous insistons sur le fait qu'il s'agit aussi bien pour Newton-Cotes que pour Gauss-Legendred'une borne e�etive et non pas un ordre de grandeur sur l'erreur, et qu'elle est générique enfontion de la préision et du nombre de points d'intégration. Nous avons regardé en détaildivers algorithmes de ra�nement de raines réelles de polyn�mes (l'itération de Newton salaireet par intervalle, la méthode de la séante, la dihotomie) en proposant des heuristiques expliitespermettant de s'assurer de la onvergene en pratique de la méthode.Ces résultats sont utilisés dans notre ontribution logiielle sous la forme d'une bibliothèqued'intégration numérique ave erreur bornée baptisée �Corretly Rounded Quadrature� (CRQ) etdistribuée sous la liene GNU LGPL 2.1. On peut la téléharger librement depuis l'adresse http://komite.net/laurent/soft/rq/. Nous en donnons une omparaison ave d'autres systèmesd'intégration numérique.Sur le plan théorique un ertain nombre de problèmes restent ouverts. À propos du alul desoe�ients de Newton-Cotes d'abord il serait satisfaisant de véri�er si l'algorithme �rapide� estde omplexité théorique optimale (e que nous soupçonnons étant données les tailles mesurées desrésultats alulés). L'algorithme d'évaluation multi-points rapide utilisé pour le alul des oe�-ients de Newton-Cotes pourrait être appliqué à la méthode de Gauss-Legendre. Il serait en e�etpossible de aluler en une seule évaluation multi-points les valeurs de P (x1), P (x2), . . . , P (xn)où les xi désignent les approximations ourantes des raines u1, u2, . . . , un pour aélérer le raf-�nement par la méthode de la séante (ou de Newton en appliquant la même idée au alul de111



Conlusion
P ′(x1), P

′(x2), . . . , P
′(xn)). La di�ulté théorique à résoudre est elle de l'analyse d'erreur del'évaluation multi-points en nombres �ottants.Une suite possible au travail e�etué serait l'étude d'autres méthodes d'intégration numérique.En partiulier la famille des méthodes de Gauss (Gauss-Tshebyshe�, Gauss-Laguerre, Gauss-Hermite) qui suivent la même struture générale que la méthode de Gauss-Legendre ave unefontion de poids w di�érente est suseptible de se voir appliquer la méthodologie du hapitre 4.De même la méthode de Gauss-Kronrod nous semble su�samment voisine des méthodes de Gausspour y transposer nos résultats.Sur le sujet de l'intégration numérique plus généralement les méthodes autres que elle deGauss pourraient béné�ier de l'approhe �aluls numériques sûrs� que nous avons prise ii.Nous pensons en partiulier à la transformation double-exponentielle (DE) : est-il envisageablede herher une méthode DE plus �able, 'est-à-dire ave erreur bornée ?Une perspetive à plus haut niveau serait ette appliation naturelle de l'opération d'intégra-tion numérique en analyse qu'est la résolution des équations di�érentielles. Lorsqu'un systèmed'équations di�érentielles n'admet pas de solution exprimable sous forme d'une formule lose,on a reours (tout omme pour l'intégration) à des méthodes numériques de alul. Il n'est pasimpossible qu'une intégration numérique �able ait un r�le à jouer aussi dans e domaine.Citons en�n la perspetive ambitieuse de valider les démonstrations du présent mémoire àl'aide d'un outil de preuve formelle tel que Coq [4℄. On peut onsidérer que la preuve formelleapporte un ertain degré de on�ane supplémentaire dans les démonstrations (par rapport àune releture humaine), et il s'agit en tout état de ause d'un prérequis avant une éventuelle im-plémentation prouvée des algorithmes présents dans CRQ. La validation formelle de l'algorithmede sommation de Demmel et Hida [13℄ donne un exemple à petite éhelle du travail à fournirdans e sens, on peut la onsulter dans [17℄.
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RésuméL'intégration numérique est une opération fréquemment disponible et utilisée dans les sys-tèmes de alul numérique. Nous nous intéressons dans e mémoire à la maîtrise des erreurs om-mises lors d'un alul numérique d'intégrale réelle à une dimension dans le ontexte de la préisionarbitraire pour les deux méthodes d'intégration que sont Newton-Cotes et Gauss-Legendre. Dupoint de vue algorithmique nous proposons pour haune des méthodes une proédure de alulave une borne e�etive sur l'erreur totale ommise. Dans le adre de l'étude de la méthode deGauss-Legendre nous avons étudié les algorithmes onnus de ra�nement de raines réelles d'unpolyn�me (la méthode de la séante, l'itération de Newton, la dihotomie), et nous en avonsproposé des heuristiques expliites permettant de s'assurer en pratique de la onvergene.Les algorithmes proposés ont été implémentés dans une bibliothèque d'intégration numériquebaptisée �Corretly Rounded Quadrature� (CRQ) disponible à l'adresse http://komite.net/laurent/soft/rq/. Nous omparons CRQ ave d'autres logiiels d'intégration dans e mémoire.Mots-lés: intégration numérique, préision arbitraire, arithmétique �ottante, erreur bornéeAbstratNumerial integration is ommonly available in numerial omputation systems. We studyin this thesis the error on the result of a numerial quadrature using the Newton-Cotes and Gauss-Legendre methods for a monodimensional real funtion in the ontext of arbitrary preision. Fromthe algorithmi point of view we give for eah method a omputation proedure with a guaranteedbound on the error. For the analysis of the Gauss-Legendre method we studied polynomial rootre�nement shemes (seante, Newton's iteration, dihotomy) and we gave heuristis to make surethe method onverges in pratie.The algorithms proposed in this thesis were written in a numerial quadrature library alled"Corretly Rounded Quadrature" (CRQ) available at http://komite.net/laurent/soft/rq/.We also give a omparison of CRQ with other numerial integration softwares.Keywords: numerial integration, arbitrary preision, �oating-point arithmetis, bounded error


