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Chapitre 1

Introduction

1.1 Reésumé de la thése

Le théme central de cette thése est le plongement des espaces métriques
dans les espaces de Banach. Il existe divers types de plongements, notre
attention s’étant principalement portée sur les plongements grossiers, uni-
formes ou Lipschitziens. Ces trois types de plongements apparaissent dans
des domaines mathématiques trés variés.

Les plongements uniformes ou Lipschitziens (aussi appelés plongements
métriques) entre espaces de Banach, considérés comme des espaces métriques
avec la distance canonique induite par leur norme, ont été étudiés trés en
détail depuis une quarantaine d’années. La compréhension précise de ces
plongements joue un role essentiel dans les problémes de classifications uni-
forme ou Lipschitzienne des espaces de Banach. Sous I'impulsion de célébres
mathématiciens, Y. Benyamini, P. Enflo, S. Heinrich, W. B. Johnson, J. Lin-
denstrauss, P. Mankiewicz, M. Ribe, G. Schechtman, pour ne citer qu’eux, de
nombreux problémes de classification non linéaire ont été résolus. Cependant
la classification Lipschitzienne de cq résista pendant un bon nombre d’années.
Ce n’est que trés récemment, au début des années 2000, que G. Godefroy, N.
J. Kalton et G. Lancien [36] ont montré que si ¢y est Lipschitz-isomorphe &
un espace de Banach X, alors ¢j est linéairement isomorphe a X. Néanmoins
le probléme suivant reste toujours ouvert :

Question 1 : Si ¢y se plonge Lipschitziennement dans un espace de Ba-
nach X, ¢y se plonge-t-il nécessairement linéairement dans X 7

Une réponse par laffirmative a cette question, impliquerait que la réci-
proque du théoréme d’Aharoni, qui stipule que ¢y est universel pour la classe
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des espaces métriques séparables, soit vraie. On remarquera que cette ques-
tion peut se formuler en termes de plongements Lipschitziens des espaces
métriques.

Un autre vaste champ d’investigation est ce que M. Mendel et A. Naor
appellent “le programme de Ribe” dans [71]. Les propriétés locales des es-
paces de Banach, i.e les propriétés ne faisant intervenir qu’un nombre fini
de vecteurs, doivent pouvoir étre caratérisées de facon purement métrique.
Parmi les travaux fondateurs de J. Bourgain, il est prouvé qu’un espace de
Banach est super-réflexif, si et seulement si, il ne contient pas uniformément
métriquement les arbres dyadiques hyperboliques de hauteur n (la distortion
est indépendante de n). Ceci nous invite a poser la question suivante :

Question 2 : Quelles sont les propriétés locales des espaces de Banach
que l'on peut caractériser a l'aide d’un invariant métrique ?

Depuis longtemps, I'étude des espaces métriques finis est fortement con-
nectée a la théorie des espaces vectoriels normés de dimension finie. Il s’avére
qu’elle posséde aussi des liens forts et utiles avec la combinatoire (d’un point
de vue géométrique), analyse de données et la théorie des graphes. Par
exemple, la meilleure approximation que ’on peut obtenir pour un célébre
probléme de théorie des graphes, le probléme général du Sparsest Cut, coin-
cide exactement avec la plus petite distortion, avec laquelle on peut plonger
Lipschitziennement les espaces métriques finis de type négatif dans L. Cette
théorie est quantitative. Le probléme est non seulement de construire des
plongements, mais en plus de controler leur distortion, avec comme objectif
de la rendre la plus petite possible. Nous renvoyons & [67] pour une synthése
des problémes ouverts dans ce domaine et au Chapitre 15 du livre de J. Ma-
tousek [68] pour un exposé détaillé et accessible de ce sujet qui ne sera pas
traité dans ce mémoire.

Les plongements grossiers sont un outil clé pour 1'étude de plusieurs
conjectures célébres (la conjecture de Baum-Connes grossiére, la conjecture
de Novikov grossiére) qui interviennent, lorsque que 'on essaie de générali-
ser, a des variétés Riemanniennes non compactes, le Théoréme de I'Indice
de Atyah-Singer. G. Yu a mis en lumiére I'utilisation des plongements gros-
siers dans [93], ou il démontre qu'un espace métrique a géométrie bornée
se plongeant grossiérement dans un espace de Hilbert vérifie la conjecture
de Baum-Connes grossiére. Ultérieurement, G. Yu et G. Kasparov [50] ont
découvert un théoréme analogue relatif a la conjecture grossiére de Novikov
et aux plongements grossiers dans les espaces de Banach super-réflexifs. Ces
résultats sont a la base d’un large spectre de questions, dont ce que nous
allons appeler question 3 fait partie.



Question 3 : Quels sont les espaces métriques se plongeant grossiérement
dans des espaces de Banach possédant de “bonnes” propriétés telles que la
super-réflexivité ou la réflexivité ?

Le premier résultat significatif semble provenir des travaux de N. Brown et
E. Guenter [21]. Ils ont prouvé que tout espace métrique a géométrie bornée se
plonge grossiérement dans I'espace de Banach réflexif (3 £,,),,, o 1 < p, <
o0 et p, tend vers +o0o. En toute généralité, ce résultat est faux si on remplace
la réflexivité de I'espace but par la super-réflexivité. En effet, V. Lafforgue
[54] a exhibé un espace métrique a géométrie bornée, ne se plongeant dans
aucun espace de Banach super-réflexif. Une quantité importante de travail
dans cette direction a été effectuée par N. J. Kalton dans [47]. Il y montre que
tout espace métrique stable se plonge grossiérement et uniformément dans
un espace de Banach réflexif, et concernant 'autre direction, que ¢y ne se
plonge ni grossiérement ni uniformément dans un espace de Banach réflexif.
En ce qui concerne le plongement uniforme, ce résultat résout un trés vieux
probléme ouvert en théorie des espaces de Banach. Il est donc naturel de
poser la question suivante :

Question 4 : Quels sont les espaces métriques qui se plongent uniformé-
ment dans des espaces de Banach super-réflexifs ou réflexifs ?

Au cours de cette thése, nous répondons aux questions 3 et 4 pour une
classe assez large d’espaces métriques, et a la question 2 pour plusieurs pro-
priétés locales. Nous étudions aussi la difficile question 1 au travers de deux
sous-questions relativement plus accessibles, énoncées a la section 4.4, aux-
quelles nous donnons des réponses partielles.

Aprés avoir compilé, dans la section 2, des résultats élémentaires et les
outils indispensables de géométrie des espaces Banach, utilisés tout au long
de ce mémoire, on donne lors de la section 3 des réponses partielles aux
deux sous-questions de la question 2. En introduction, nous détaillons le
“programme de Ribe”, et ensuite nous présentons quelques résultats préli-
minaires relatifs a la super-réflexivité. Le reste de la section 3 est divisé en
trois parties. La premiére fournit un bref exposé des différentes notions de
type et cotype non linéaires, qui sont des exemples fondamentaux de mani-
festations concrétes du “programme de Ribe”. Dans une seconde partie, on
montre qu’un espace de Banach X n’est pas super-réflexif, si et seulement si,
I’arbre dyadique hyperbolique infini se plonge Lipschitziennement dans X.
Pour ce faire, nous introduisons et utilisons une technique de recollement.
Finalement, pour 1 < p < oo, nous démontrons que si X contient uniformé-
ment les £}, alors I'arbre dyadique infini, noté¢ By, muni d’une distance d,
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inspirée de la norme sur ¢,, se plonge métriquement dans X. En combinant
ce résultat et les travaux de J. Bourgain, V. Milman et H. Wolfson [19] on en
déduit une caractérisation du type linéaire de X pour 1 < p < 2, au moyen
du plongement Lipschitzien de arbre (Bw,d,). En corollaire nous obtenons
que tout espace de Banach de dimension infinie contient une copie métrique
de (Bwo, da).

La section 4, motivée par la recherche d’espaces universels, traite essen-
tiellement des espaces métriques localement finis. On donne des exemples
classiques d’espaces universels et on rappelle les propriétés de base des es-
paces L,. L’utilisation des espaces £, permet de généraliser un théoreme de
I'auteur et G. Lancien [10], et un théoréme de M. I. Ostrovskii [75]. Le prin-
cipal résultat de cette section est le suivant :
tout sous-ensemble localement fini d’un espace £, (1 < p < oo) se plonge
métriquement dans n’importe quel espace de Banach qui contient uniformé-
ment les (7.

La derniére partie de la section est étroitement liée avec la réciproque du
théoréme d’Aharoni [1]| et question 1. En effet, la question 1 est équivalente
a un probléme de plongement :

est-ce qu’un espace de Banach, métriquement universel pour la classe des
espaces métriques séparables, doit nécessairement contenir une copie linéaire
de Co ?

Comme nous l’a fait remarquer G. Schechtman, si un espace de Banach est
métriquement universel pour les espaces métriques finis, alors il doit contenir
tous les espaces (., c’est-a-dire qu’il ne doit pas posséder un cotype linéaire
non trivial. Ainsi on obtient la caractérisation suivante, des espaces de Ba-
nach sans cotype linéaire :

X n’a pas de cotype non trivial, si et seulement si, il existe une constante
C' > 0 telle que pour tout espace métrique (M, d) localement fini, M se
plonge Lipschitziennement dans X, avec la distortion universelle C'.

Dans la section 5 nous nous focalisons sur les plongements grossiers et
uniformes des espaces métriques a boules relativement compactes, appelés
espaces métriques propres. La sous-section introductive a pour but de moti-
ver notre étude des plongements grossiers et uniformes, et de présenter les
exemples canoniques, issus de la théorie des groupes, d’espaces a géométrie
bornée. Ensuite nous discutons des résultats de plongements dans les espaces
de Banach réflexifs. Dans la sous-section 5.3 nous énoncons et démontrons le
résultat principal de la section 5 a savoir :
pour tout espace métrique propre M et tout espace de Banach sans cotype
X, il existe un plongement de M dans X qui soit simultanément grossier et
uniforme (plongement fortement uniforme).
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Le cas particulier des sous-ensembles propres des espaces £, est analysé, et
en corollaire du résultat sur les sous-ensembles localement finis (section 4)
nous montrons que tout sous-ensemble propre d’un espace £, admet un plon-
gement grossiérement bi-Lipschitz dans n’importe quel espace de Banach qui
contient uniformément les @Z (1 < p < o0). La fin de la section est consacrée
a différentes remarques de G. Schechtman, N. J. Kalton et E. Ricard, que
nous étudions avec attention.

La section 6 traite de travaux en cours, relatifs a I’étude du plongement
métrique des arbres a branchements dénombrables. Aprés avoir défini les
arbres généraux, les arbres sur les espaces de Banach, et les arbres métriques,
on introduit deux indices d’épluchage (indice de dentabilité et indice de Sz-
lenk), et un indice ordinal du type de I'indice ¢; de Bourgain. Ce dernier type
d’indice ordinal sert & quantifier la présence d’une sous-structure ¢; dans un
espace de Banach. On montre qu’un espace de Banach X, possédant une
base inconditionnelle et un indice de Szlenk strictement supérieur au pre-
mier ordinal dénombrable infini w, contient une copie métrique des arbres
hyperboliques a branchements dénombrables de hauteur n, avec une distor-
tion uniforme en n. On donne ensuite un plongement quasi-isométrique des

arbres a branchements dénombrables de hauteur finie dans (Zzozl €1+%> ,
12
et en utilisant la technique de recollement on en déduit le plongement dans

ce méme espace, de I'arbre infini correspondant.

L’annexe A concerne ce que nous appelons “le contre-exemple d’Aharoni”.
Nous rappelons la preuve du fait que ¢; ne peut pas se plonger dans ¢
avec une distortion strictement plus petite que 2. Ensuite nous décrivons les
améliorations successives de la distortion avec laquelle on peut plonger tous
les espaces métriques séparables dans ¢y. On définit la dérivation de Cantor
pour les espaces compacts et nous prouvons que si £ se plonge métriquement
dans un espace C'(K) avec une distortion 2 — ¢, avec € > 0, alors le compact
K est au moins d’ordre 2. Dans le méme esprit, on montre que si /1 se plonge
dans un espace C'(K) avec distortion 1 + €, pour tout € > 0, alors K est au
moins d’ordre w, le premier ordinal dénombrable.

L’annexe B rappelle briévement la définition de la propriété de Radon-
Nikodym et quelques propriétés qui lui sont reliés. Ensuite on énonce des
théorémes fondamentaux pour la classification Lipschitzienne des espaces
de Banach. Les techniques de différentiation sont introduites et discutées,
en particulier la différentiation préfaible des applications Lipschitzienne. On
utilise cet outil pour donner une preuve d’une remarque de Kalton, affirmant
qu’un espace de Banach métriquement universel pour les espaces métriques
compacts doit contenir une copie linéaire de ¢y dans son bidual, et donc une
copie linéaire complémentée de ¢; dans son dual.

11



L’étude du plongement Lipschitzien des arbres dyadiques, qui constitue
la section 3, est parue dans Archiv der Mathematik |9]. Les articles [10],
publié dans Proceedings of the American Mathematical Society, et 8] qui a
été soumis, contiennent tous les résultats des sections 4 et 5. La section 6
regroupe des résultats récents, encore non publiés, de travaux en cours.
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1.2 Abstract

The central theme of this thesis is the embedding of metric spaces into
Banach spaces. The embeddings can be different in nature. In this work we
mainly focus on coarse, uniform or Lipschitz embeddings. These embeddings
occur in different fields.

The uniform embeddings or Lipschitz embeddings (often called metric
embeddings) between Banach spaces, considered with their canonical metric
structure, have been intensively studied during the last 40 years. A better
understanding of these embeddings plays a important role in the uniform
and Lipschitz classification of Banach spaces. Many nonlinear classification
problems have been solved, spurred on by the work of famous mathematicians
like, Y. Benyamini, P. Enflo, S. Heinrich, W. B. Johnson, J. Lindenstrauss,
P. Mankiewicz, M. Ribe, G. Schechtman, for instance. But the Lipschitz
classification of ¢( resisted for a long time. This was solved by G. Godefroy,
N. J. Kalton and G. Lancien [36] in early 2000. Nevertheless the following
problem is always open :

Question 1 : If ¢y Lipschitz embeds into a Banach space, does it neces-
sarily linearly embed into it ?

A positive answer to this question would imply that the converse statement
of Aharoni’s theorem [1], which asserts that ¢y is metrically universal for the
class of separable metric spaces, is true. This question can be expressed in
terms of Lipschitz embedding of metric spaces.

Another vaste field of investigation is what M. Mendel and A. Naor called
the “Ribe program” in [71|. Local properties of Banach spaces, i.e properties
involving only a finite number of vectors, should have a purely metric cha-
racterization. In J. Bourgain’s pionnering works, it is showed that a Banach
space is superreflexive, if and only if, it does not contain uniformly metrically
the hyperbolic binary trees of height n (the distortion is independant of n).
This leads to the following question :

Question 2 : Which local properties of a Banach space can we characte-
rize with the help of a metric invariant ?

So far the study of finite metric spaces has had substantial connections
with the theory of finite-dimensional normed spaces. It even turns out that
it has strong and useful ties with combinatorics (from a geometric point
of view), data analysis and graph theory. For instance, the approximation
ratio achieved for a celabrated problem in graph theory, the general Sparset
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Cut problem, is known to coincide exactly with the best possible distortion
achievable for the Lipschitz embedding of finite metric spaces of negative
type into L;. This theory is quantitative in nature. The issue is not only
to construct an embedding, but an embedding with the least distortion. We
refer to [67] for a collection of open problems in this area and to Chapter 15
of J. Matousek’s book [68] for an extensive and comprehensive survey of this
topic that will not be treated in this memoir.

The coarse embeddings are a key tool in the study of several famous
conjectures (coarse Baum-Connes conjecture, coarse Novikov conjecture...)
that arise in an attempt to generalize the Index Theorem of Atyah-Singer,
to non compact Riemannian manifolds. This was put into light by G. Yu in
|93|, where he proved that a metric space with bounded geometry statifies the
coarse Baum-Connes conjecture if it coarsely embeds into a Hilbert space.
Afterwards G. Yu and G. Kasparov [50] stated an analogue theorem about the
coarse Novikov conjecture and coarse embeddings into superreflexive Banach
spaces. These results have opened a broad field of investigation. Namely,

Question 3 : Which metric spaces coarsely embed into Banach spaces
that share some “nice” properties as superreflexivity or reflexivity 7

The first significant result seems to emanate from the work of N. Brown
and E. Guenter |21], who showed that every metric space with bounded
geometry coarsely embeds into the reflexive Banach space (}_, ¢,,),, , where
1 < p, < 0 and p, tends to +oco. In full generality, this can not be true if
we replace the reflexivity of the target space by superreflexivity. Actually, V.
Lafforgue [54] exhibited a metric space with bounded geometry which does
not embed into any superreflexive Banach space. A great amount of work in
this direction has been done by N. J. Kalton in [47]. He proved that every
stable metric space coarsely and uniformly embeds into a reflexive Banach
space, and in the other direction, that cy does not uniformly or coarsely
embed into a reflexive Banach space. Concerning uniform embedding, this
result settles a longstanding open problem in the theory of Banach spaces.
So it is natural to ask :

Question 4 : Which metric spaces uniformly embed into superreflexive
or reflexive Banach spaces?

Throughout this thesis we answer questions 3 and 4 for a large class of
metric spaces, and question 2 for several local properties. We also study two
subquestions, stated in subsection 4.4, of the hard question 1 and give partial
answers.
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After we have compiled, in Section 2, some basic facts and the relevant
material on the geometry of Banach spaces, used throughout this memoir,
we give in Section 3 some partial answers to two subsquestions of question
1. In introduction, we detail the “Ribe program”, and then we present some
preliminaries about superreflexivity. The rest of Section 3 is divided into
three parts. The first one provides an brief exposition of the various notions
of non linear type and cotype, which are fundamental examples of concrete
outward signs of “Ribe program”. In the second part, we prove that a Banach
space X is non-superreflexive, if and only if, the infinite hyperbolic binary
tree metrically embeds into X. To this end, we introduce and use a gluing
technique. Finally, we show that if 1 < p < oo and X uniformly contains the
£7’s, then the infinite binary tree, denoted by B, endowed with a “/,-like”
distance d,, metrically embeds into X. Combining this result and the work
of J. Bourgain, V. Milman and H. Wolfson [19] we deduce a characterization
of the linear type of X for 1 < p < 2, in term of the metric embedding
of (B, d,). As a corollary we prove that every infinite dimensional Banach
space contains a metric copy of (B, ds).

The Section 4, motivated by the search for universal spaces, deals es-
sentialy with locally finite metric spaces. We give some classical examples of
universal spaces and we recall some basic properties of the £,-spaces. The use
of £,-spaces permits to generalize a theorem of the author and G. Lancien
[10], and a theorem of M. I. Ostrovskii [75]. The main result of this section
is the following :
every locally finite subsets of a £,-space (1 < p < 0o) metrically embed into
any Banach space which contains uniformly the £}’s.

The last part of the section is closely related with the converse statement of
the theorem of Aharoni [1], and so with question 1. Actually, question 1 is
equivalent to an embedding problem :

does a Banach space, which is metrically universal for the class of all sepa-
rable metric spaces, necessarily contain a linear copy of ¢y ?

As pointed out to us by G. Schechtman, if a Banach space is metrically uni-
versal for the finite metric spaces, then it must contains the ¢2 ; i.e it has
no non-trivial linear cotype. So we have this characterization of the linear
cotype of a Banach space :

X has no non trivial cotype, if and only if, there exists C' > 0 such that
for all locally finite metric spaces (M, d), M metrically embeds into X, with
the universal distortion C.

Section 5 focuses on coarse and uniform embeddings of proper metric
spaces (every closed ball is compact). The introductory subsection is inten-
ded to motivate our investigation of coarse and uniform embeddings, and it
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presents canonical examples, from group theory, of bounded geometry spaces.
Then we discuss embedding results into reflexive Banach spaces. In the sub-
section 5.3 we state and prove the main result of Section 5 that is :

for any proper metric space M and any Banach space without cotype X,
there exists an embedding which is simultaneously coarse and uniform (a
strong uniform embedding) from M into X. The case of proper subsets of
L,-spaces is analysed, and as a corollary of the result about the locally finite
subsets (Section 4) we prove that every proper subset of a £,-space has a co-
arse bi-Lipschitz embedding into any Banach space which contains uniformly
the £7’s (1 < p < o0). The end of the section is devoted to various remarks
of G. Schechtman, N. J. Kalton and E. Ricard that we study carrefuly.

Section 6 deals with work under progress, related to the study of metric
embedding of countably branching trees. First of all we define general trees,
trees on a Banach space and metric trees. Then we introduce two peeling
indices (the dentability index and the Szlenk index) and a local ¢;-index of
the same type as the Bourgain ¢, index. This last type of ordinal index gives
a quantitative manner to study the complexity of the ¢; substructure of a
Banach space. We show that a Banach space X, with an unconditional basis
and a Szlenk index stricly bounded below by w, contains a metric copy of the
countably branching hyperbolic tree of height n, with a uniform distortion in
n. We construct a quasi-isometric embedding of the countably branching trees

of finite height in the space (220:1 EH%) , and using the gluing technique
4 Zz

we deduce an embedding, in the same space, of the corresponding infinite
tree.

Annexe A is concerned with what we call “the counter-example of Aha-
roni”. We recall the proof of the fact that ¢; does not metrically embed into
co with a distortion strictly smaller than 2. Then we describe the subsequent
improvement of the value of the distortion with which we can embed every
separable metric space into ¢y. We define the Cantor’s derivation for compact
spaces and we prove that if /; embeds into C'(K) with distortion 2 — e for
some € > (, then the compact K is of order at least 2. In the same vein we
show that if /; embeds into C(K') with distortion 1+ € for every € > 0, then
K is of order at least w, the first countable ordinal.

Annexe B recalls briefly the Radon-Nikodym property and some related
facts, and gives the fundamental theorems from the Lipschitz classification
of Banach spaces. The differentiation techniques are discussed and we focus
mainly about the wx-differentiation of the Lipschitz functions. We make use
of this tool to give a proof of Kalton’s remark, that a Banach space metrically
universal for the class of all compact metric spaces, must contain a linear copy
of ¢g in its bidual, hence a complemented linear copy of ¢; in its dual.

16



The study of the metric embedding of the binary trees, constituting Sec-
tion 3, has appeared in Archiv der Mathematik [9]. The articles [10], published
in Proceedings of the American Mathematical Society, and [8], which has been
submitted, contain the results of Sections 4 and 5. Section 6 is work under
progress.
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Chapitre 2
Préliminaires

Ce chapitre introductif est destiné a fixer les notations et a définir les
propriétés et les outils fondamentaux en géométrie des espaces de Banach.
Sauf mention spéciale les espaces de Banach seront toujours supposés réels.
Un espace de Banach X est un espace vectoriel normé complet, dont la
norme sera notée ||||x. On omettra l'indexation lorsque aucune confusion ne
sera possible.

L’ensemble Bx(z,r) := {y € X; ||z — y||x < r} est appellé boule ouverte
centrée en x € X de rayon r > 0. Dans le cas ott » = 1, on notera simplement
Bx la boule unité. La sphere unité, i.e les éléments de norme 1, sera quant a
elle notée Sx.

L’ensemble des ordinaux finis est noté w. C’est aussi le premier ordinal infini.
L’ensemble des ordinaux dénombrables est noté w;. C’est aussi le premier
ordinal non dénombrable.

On supposera connues les bases de la théorie de la mesure et des probabilités,
que Pon peut trouver dans le livre de D. Li et H. Queffélec [81]. En ce qui
concerne la théorie des espaces métriques et la théorie linéaire des espaces
de Banach on renvoie le lecteur aux ouvrages classiques [86], |61], [62] et
[2]. Les notations introduites sont principalement celles du Handbook of the
geometry of Banach spaces [43].

2.1 Espaces de Banach et définitions classiques

Les espaces de suites /), :
A toute suite de réels z = (x,) € RY, lorsque 1 < p < oo, on associe la
1
quantité finie ou infinie ||z, = O, |z.[P)7.
L’ensemble {z € RY; ||x]|, < oo} est un sous-espace vectoriel de RN, qui muni
de la norme || - ||, est un espace de Banach noté /,,.
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De méme si ||z]|o = sup,|z,|, I'espace de Banach /., est le sous-espace
{x € RY; ||z]|oc < oo} muni de la norme || - ||oo.

On notera cg le sous-espace de Banach de ¢, des suites qui convergent vers 0.
Lorsque 'on se limitera aux suites finies de taille n, les espaces de dimension
finie correspondants seront notés respectivement £ et (7, .

On notera cyy le sous-espace de ¢y des suites a support fini, c’est-a-dire les
suites ayant un nombre fini de coordonnées non nulles. Le support d’une suite
x sera noté supp(z).

Les espaces de fonctions L, :

Soit (2, F, ) un espace mesuré. Soit f une fonction F—mesurable, on
définit

G1<p< oo 11, = ( / |f(t)|pdu(t))p,
et si p— oo 1l = inf {m > 0: p(F~ (R \ [=m, m])) = 0}

Pour 1 < p < oo, lespace L,(, i) est Pensemble des classes d’équiva-
lence, modulo I'égalité presque partout, des fonctions F—mesurables telles
que || f]|, < oo. Dans le cas particulier on Q = [0, 1], F est la tribu de Le-
besgue et p la mesure de Lebesgue, L,(€2, ) sera simplement noté L,(]0, 1])
ou L,. On retrouve les espaces /,, lorsque I'on muni 2 = N de la tribu
grossiére et de la mesure de comptage.

Espaces de fonctions continues sur un compact :

Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K), l'espace
de Banach des fonctions continues de K dans R muni de la norme de la
convergence uniforme

1/ 1|5 == sup,ex| f ().

Sommes d’espaces de Banach :

Soit (X, )n>0 une suite d’espaces de Banach. Soit Y un des espaces ¢ ou
n=0

¢, (1 < p < 00). On définit un nouvel espace de Banach noté (Z Xn>
Y

n=0

(éventuellement (Z Xn> siY =/, ) de la fagon suivante :
p

(Z Xn) = {ZE € HX” ; &= (Tp)nso €t 2 €Y avec z = (H$n||xn)n>0}
n=0 Y n=0

Si X, = X, pour tout n € N, on notera £,(X) ou ¢o(X) l'espace obtenu.
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On termine cette section en rappelant quelques définitions classiques. On
notera B(X,Y) 'espace des applications linéaires continues entre les espaces
de Banach X et Y. Si T € B(X,Y), ||T| := sup,cg, |T(z)| définit une
norme sur B(X,Y) qui en fait un espace de Banach.

Lorsque Y = R on parlera du dual topologique de X, noté communément
X*.

On peut définir une “distance” entre deux espaces de Banach isomorphes,
appelée distance de Banach-Mazur et notée dg);, comme étant I'infimum de
la quantité ||| « ||T7!|| pris sur tous les isomorphismes linéaires T entre X
et Y. Cependant on remarquera que si I'on veut définir une distance entre X
et Y il faut prendre le logarithme de dgj;.

Pour p € [1, 00|, on dit qu'un espace de Banach X contient uniformément
les £} $’il existe une constante C' > 1 telle que pour tout entier n, X contient
un sous-espace Y de dimension n tel que dpy(€;,Y) < C.

Si U est un ultra-filtre non trivial sur N et X un espace de Banach, on
définit 'ultra-produit X;; comme étant le quotient de ¢,.(X) par le sous-
espace Co(X) constitué des suites (z,)7; de X telles que lim,gy ||z,|| = 0.
|(2,)22 ]| = limy,ey ||| définit une semi-norme sur /o (X), et une norme
sur 'ultra-produit X;, de facon canonique.

2.2 Géométrie des espaces de Banach

L’appellation générique “géométrie des espaces de Banach” sous-entend :
étude des propriétés des espaces de Banach liées a la géométrie de la boule
unité définie par la norme. Certaines propriétés linéaires se “lisent” & tra-
vers l'aspect géométrique de la boule unité. Nous définissons deux propriétés
géométriques centrales des normes, puis des propriétés linéaires qui y sont
reliées.

2.2.1 Propriétés géométriques des normes
Uniforme convexité

Définition 2.2.1. Soit X un espace de Banach de dimension supérieure ou
égale a 2. Soit 0 < € < 2, le module de convexité de X, noté dx, est défini
par

Tty

Sx(e) :inf{l -

ey € X, floll = Il =1, ool =}
X est uniformément convexe si dx(g) > 0 pour tout € > 0.
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L’uniforme convexité est une propriété géométrique de la norme. Elle n’est
pas stable par passage a une norme équivalente. Par exemple les espaces (7,
pour 1 < p < oo, sont uniformément convexes, alors que ¢} et (7 ne le
sont pas. Or tous ces espaces sont isomorphes en tant qu’espaces de méme
dimension finie.

Les espaces uniformément convexes jouissent de “bonnes” propriétés li-
néaires. En particulier on peut montrer assez facilement qu'un espace de
Banach uniformément convexe est automatiquement réflexif.

Uniforme lissité

L’uniforme convexité admet une notion duale appelée uniforme lissité.

Définition 2.2.2. Soit 7 > 0, le module de lissité de X, noté px, est défini
par :

T +yl|+||lr—
,)X<T>:sup{” yll+llz =l

: Linye X, el =1, Jull =7}

X est uniformément lisse si lim px(7) = 0.

T—0 T

La proposition suivante exprime la dualité entre 'uniforme convexité et
I'uniforme lissité.

Proposition 2.2.3. Soit X un espace de Banach, alors :
X est uniformément convexe si et seulement st X* est uniformément lisse.

Il est utile de quantifier le degré d’uniforme convexité. On dira qu'un
espace de Banach X est p-uniformément conveze s’il existe une constante
¢ > 0 telle que dx(g) > ce? pour tout € € [0,2]. Il existe une formulation
homogéne qui caractérise la p-uniforme convexité.

Proposition 2.2.4. X est p-uniformément convexe, si et seulement si, il
existe une constante K > 0 telle que pour tous v,y € X :

2
p p p _ p
2ol + Iyl < llz -+l + 2 = ]

La plus petite constante K qui vérifie cette inégalité est appelée constante
de p-uniforme convexité. Bien évidemment, on a une définition et un résultat
similaires relatifs & 'uniforme lissité.

Remarque 2.5 L’identité du paralélogramme dans les espaces de Hil-
bert exprime que Lo est uniformément convexe, et on peut montrer que pour
tout espace de Banach X, on a dx < dz,.
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2.2.2 Type linéaire et cotype linéaire

Dans un espace de Hilbert H on dispose de I'identité du parallélogramme
généralisée pour n points x1,...,x, € H,

2

X an| =Xl
=1

eie{—l,l}"

ol la premiére somme s’effectue sur tous les choix de signes possibles.

Cette moyenne sur tous les choix de signes possibles peut étre formulée a
'aide du langage probabiliste. En effet les choix de signes (¢;), peuvent étre
considérés comme une suite de variables aléatoires indépendantes de Rade-
macher. Les variables aléatoires de Rademacher sont des variables aléatoires
définies sur un espace probabilisé quelconque, et prenant la valeurs 1 ou —1
avec la probabilité % L’identité précédente devient donc

n

E €5

=1

E

2 n
= Z [EAls
=1

ou E est 'espérance d’une variable aléatoire.

Introduisons maintenant les notions de type linéaire et de cotype linéaire,
appelées aussi type ou cotype de Rademacher. Elles sont basées sur des re-
laxations de I'identité du parallélogramme généralisée. Ces deux notions four-
nissent un outil puissant en théorie linéaire des espaces de Banach et sont
fortement lices a la géométrie de 'espace. Elles ont été introduites par B.
Maurey au début des années 70, mais c’est I'article fondamental de Maurey
et Pisier [69], en 1976, qui les propulsa sur le devant de la scéne.

Définition 2.2.6. Soit 1 < p < 2. Un espace de Banach X a le type linéaire
p s’il existe une constante C' telle que pour tout ensemble fini de vecteurs

{z;}1, dans X,
P\ ¥ n v
(na: ) <c<z||xi||p) .
i=1

La plus petite constante qui vérifie l'inégalité précédente est appelée constante
de type p de X et notée T,(X). On dit aussi que X est de type p.

n

E €iT;

i=1
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De méme, pour 2 < q < 00, un espace de Banach X est dit de cotype
linéaire q (X a cotype q) s’il existe une constante C' telle que pour toute suite
1

finie de vecteurs x1, o, ..., x, de X,
n q q %
(Stat) <o (3o )
i=1

avec max ||z;|| qui remplace (3, Hycqu)é lorsque q = 0.
<in

La plus petite constante qui vérifie [inégalité précédente est appelée constante
de cotype q de X et notée Cy(X).

n

E €T

=1

Il est important de noter que ’exposant intervenant du coté ou est situé
Iespérance, joue un role inerte grace aux inégalités de Khintchine-Kahane
|45]. II peut donc étre choisi arbitrairement.

En prenant les vecteurs tous égaux a un vecteur de norme 1, on remarque
que nécessairement, p < 2 et ¢ > 2.

Il est clair que grace a l'inégalité triangulaire, un espace de Banach est tri-
vialement de type linéaire 1 et de cotype linéaire oco.

Le type et le cotype linéaires sont des notions stables par isomorphisme li-
néaire et par passage a un sous-espace.

Le lien entre le type, ou le cotype, et la géométrie de I'espace est synthétisé
dans le résultat suivant que 'on doit & T. Figiel et G. Pisier [35]

Théoréme 2.2.7 (Figiel-Pisier). Soit X un espace de Banach,
i) Si X est g-uniformément conveze (2 < q), alors X a le cotype q.
ii) Si X est p-uniformément lisse (1 < p < 2), alors X a le type p.

Un espace de Hilbert est de type et de cotype 2 (avec To = Cy = 1). Ceci

se montre directement, en interprétant I’égalité du parallélogramme généra-
lisée en termes probabilistes. On remarquera aussi qu’'un espace de Hilbert
est 2-uniformément convexe et 2-uniformément lisse, d’aprés I'égalité du pa-
rallélogramme.
Réciproquement, un résultat de S. Kwapien [53| affirme qu’'un espace de Ba-
nach de type et de cotype 2 est isomorphe a un espace de Hilbert. Le type
et le cotype permettent de mesurer a quel point un espace ressemble ou non
a un espace de Hilbert.

Le type linéaire et le cotype linéaire sont des notions “duales”, au vue de
la proposition précédente. Cependant ceci n’est pas vrai en toute généralité.
En effet /1 a un type 2, mais son dual /., ne posséde aucun cotype fini. On
pourra consulter G. Pisier [79] (relatif & la K-convexité) pour une étude plus
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précise. La proposition 2.2.7 nous donne aussi un moyen d’accéder facilement
au type linéaire et au cotype linéaire des espaces L,, dans la mesure ou la
géomeétrie des espaces L, est bien connue. On montre ainsi, pour p € [1, oo,
que les espaces L, (et ¢,) ont type min{p, 2} et cotype max{p,2}.

L’ensemble des valeurs de p pour lesquelles un espace de Banach X contient

uniformément les £} est étroitement li¢ au type linéaire et au cotype linéaire
de X.
Soient

px =sup{p>1 : T,(X) < o0}
et
gx = inf{g < oo : Cy(X) < oo}

On compile dans le théoréme suivant des résultats diis a B. Maurey, G. Pisier
[69] et J. L. Krivine [51]

Théoréme 2.2.8 (Maurey-Pisier-Krivine). Soit X un espace de Banach de
dimension infinie.

i) X contient uniformément les (" pour r = px et r = qx.
i) px =inf{p > 1 : X contient uniformément les (3}

i1) qx =supl{q =2 : X contient uniformément les (;}

On notera qu’un espace de Banach avec un type non trivial (px > 1), a
toujours un cotype non trivial (¢x < oo). La réciproque est fausse; il suffit
de considérer I'espace ;.

Remarque 2.9 On insistera sur les cas p =1 et p = o0.

e Un espace de Banach n’a pas de type non trivial, si et seulement si, il
contient uniformément les /7.

e Un espace de Banach n’a pas de cotype non trivial, si et seulement si,
il contient uniformément les ¢ .

2.3 Plongements non linéaires entre espaces
métriques
Les applications non linéaires, que nous allons définir entre des espaces

métriques généraux, sont aussi couramment utilisées pour comparer les es-
paces de Banach.
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Définition 2.3.1. Soient (M,d) et (N,0) deuz espaces métriques et
f M — N une application. Pour t > 0 on définit :

py(t) = Inf{o(f (), f(y)); d(z,y) >t}

et
wy(t) = Sup{o(f(x), f(y)); d(x,y) <t}.
1. f est un plongement grossier si tlim pr(t) = 0o et we(t) < oo pour tout
t>0.

2. Si f est injective, [ est un plongement uniforme si Pnéwf(t) =0 et

pr(t) > 0 pour tout t > 0.

3. St f est injective, f est un plongement Lipschitzien s’il eriste deux
constantes Cy, Cy positives telles que wy(t) < Cit et wp-1(t) < Cat,
pour tout t > 0.

4. f est un plongement fortement uniforme si f est simultanément un
plongement uniforme et grossier.

Remarque 3.2

1. La notion de plongement uniforme de la définition 2.3.1 est la notion
classique. Un plongement uniforme est une application injective unifor-
mément continue, d’inverse uniformément continue.

2. On définit aussi la distortion d’une application injective
f:(M,d) — (N,d) comme étant

diSt<f) = HfHLiprAHLiP - xiggMching %

f est donc un plongement Lipschitzien si sa distortion est finie. La
terminologie plongement métrique sera aussi utilisée et on notera

c .
M — N sidist(f) < C.
3. Une application f telle que ws(t) < oo, Vt > 0 est dite grossierement
continue.
On a les implications triviales suivantes :

f plongement Lipschitzien = f plongement uniforme

Y

f plongement grossier

Pour mieux comprendre la catégorie grossiére, définissons les homéomor-
phismes grossiers.
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Définition 2.3.3. En gardant les notations de la définition 2.3.1,
M est dit grossiérement homéomorphe a N, s’il existe des applications gros-
sierement continues (cf Remarque 2.3.2) f : M — N et g : N — M telles
que

sup d(z,go f(r)) < o

zeM
et
supd(y, f o g(y)) < oo.
yeN
Maintenant munissons R avec les deux métriques
p(z,y) = min{|z —y[, 1}
et

o(x,y) =|lv—y|+1, sizx#yeto(r,y)=0sixz=y.

R muni de sa métrique classique est uniformément homéomorphe a (R, p)
et grossiérement homéomorphe a (R, o). Cependant, (R, o) et (R, p) ne sont ni
uniformément homéomorphes, ni grossiérement homéomorphes. Un homéo-
morphisme uniforme rend compte de la structure microscopique de l'espace,
alors qu’'un homéomorphisme grossier encode uniquement la structure ma-
croscopique. La lectrice pourra consulter [48] pour une discussion détaillée
des applications non linéaires introduites dans cette section.
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Chapitre 3

Caractérisation métrique de
propriétés isomorphiques

3.1 Introduction

Cette partie s’inscrit fortement dans ce qui est communément appelé le
“programme de Ribe” dans Particle de M. Mendel et A. Naor [71]. X est
dit finiment représentable dans Y s’il existe une constante A > 1 telle que,
quelque soit F' un sous-espace de dimension finie de X il existe un sous-espace
G de Y tel que dgy(F,G) < A. Y contient donc une copie isomorphique de
tout sous-espace de dimension finie de X. En 1976, M. Ribe [83] a prouvé que
si deux espaces de Banach X et Y sont uniformément homéomorphes alors X
est finiment représentable dans Y et vice-versa. Il est donc naturel d’espérer
que toute propriété locale des espaces de Banach, i.e les propriétés stables
par représentation finie, admette une caractérisation purement métrique. En
1986, J. Bourgain [18] exhiba pour la premiére fois une manifestation concréte
du “programme de Ribe”, en caractérisant a I'aide d’un invariant métrique la
super-réflexivité.

3.2 Rappels sur la super-réflexivité

Un espace de Banach X est dit super-réflexif si tout espace de Banach qui
est finiment représenté dans X est réflexif, ou de facon équivalente, si tout
ultra-produit de X est réflexif. La super-réflexivité est clairement une pro-
priété locale. La super-réflexivité est une notion stable par homéomorphisme
uniforme d’apreés le résultat de M. Ribe mentionné en introduction.

P. Enflo [34] a fourni une caractérisation de la super-réflexivité en terme
de renormage.
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Théoréme 3.2.1 (Enflo). Soit X un espace de Banach, alors
X est super-réflexif, si et seulement si, X admet une norme équivalente
uniformément conveze ou (respectivement et) uniformément lisse.

Remarque 2.2 D’aprés G. Pisier 78], un espace super-réflexif posséde
un type non trivial et donc un cotype non trivial.

L’invariant métrique mis en avant par J. Bourgain est ’arbre dyadique,
ou arbre binaire, muni de la distance hyperbolique. Soit Qy = {&}, la racine
de Parbre. Soient Q, = {—1,1}", B, = J;_, % et B = —, B, Alors B,
est I'arbre dyadique fini de hauteur n et By, 'arbre dyadique infini.

Pour s, t € By, on note s < t si ¢t est un prolongement de s.

La longueur de s notée |s| est le nombre de noeuds composant s. La distance
hyperbolique entre s et t est p(s,t) = |s| + [t| — 2[0], ou J est le plus grand
ancétre commun de s et t. La distance sur B,,, est la restriction a B,, de p.

Théoréme 3.2.3 (Bourgain). Soit X un espace Banach, alors

X n’est pas super-réflexif <= 3IC > 0 tel que ¥n € N (B, p) x

3.3 Manifestations du “programme de Ribe”

La recherche de manifestations concrétes du “programme de Ribe”, relati-
vement & des propriétés locales des espaces de Banach (super-réflexivité, type
ou cotype linéaires...) est a la base de trés nombreux résultats en théorie des
espaces métriques. Une des thématiques les plus étudiées depuis la fin des
années 80, est la recherche d'une extension au cadre métrique, des notions
de type et de cotype linéaires. Il serait parallélement trés apprécié que les
éventuels analogues métriques puissent fournir des variantes métriques aux
puissants théorémes de la théorie linéaire faisant intervenir le type linéaire
ou le cotype linéaire.

3.3.1 Notions de type non linéaire

La premiére tentative consistant a trouver une notion valable de type non
linéaire est 'oeuvre de P. Enflo [33], en 1969. Introduisons quelques notations
qui s’avérerons pratiques par la suite.
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On définit les applications o; : {—1,1}" — {—1,1}" par gj(ey, ..., €,) =
(€1,...,—€j,...,€,). On note 0 = gy0---00,. On remarquera que o(e) = —e.

Un espace métrique (M, d) est de type de Enflo p s’il existe une constante
T < o telle que pour tout n € N et toute application f: {—1,1}" — M,

Ecd(f(e), foo(e))’ < T” Z Eed (f(€), f(o(e))”

Il est facile de montrer que le type de Enflo p implique le type linéaire p
en considérant les fonctions

n

fler, ... en) = Zej:z:j.

J=1

Cependant, bien que les espaces L, ont un type de Enflo p, cette notion
non linéaire de type n’est pas suffisante pour coincider avec le type linéaire.
En effet on peut seulement (ou au moins) montrer que X a le type linéaire
p > 1, implique que X a un type de Enflo ¢ pour tout 1 < ¢ < p (Pisier [80]).
Ce probléme a été résolu récemment lorsque M. Mendel et A. Naor [70] ont
construit une variante du type de Enflo qui coincide avec le type linéaire.

En 1986, une variante du type de Enflo introduite par J. Bourgain, V.
Milman et H. Wolfson [19], permet de démontrer des analogues non linéaires
d’importants résultats de la théorie locale des espaces de Banach. Une utili-
sation d'un de ces résultats interviendra dans la preuve du corollaire 3.5.4.

Un espace métrique (M, d) a le type BMW p, s’il existe une constante
K < oo telle que pour tout n € N et toute application f : {—1,1}" — M,

Ed(f(e), [(0(0)? < K2nr ™' DR (£(6), f(05(6))°

Le cube de Hamming H, de taille n, est ’ensemble {—1,1}" muni de la

distance
n

d(e, €)= Z lej — €l

J=1

Plus généralement, pour 1 < p < oo, on appelle ¢, n-cube noté H?,
I’ensemble {—1,1}" muni de la distance

dy(e,€) = (Z lej — e;|p> :
j=1
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Les cubes de Hamming sont donc les ¢; n-cubes. On définit la distance de
Lipschitz entre deux espaces métriques en prenant le logarithme de

drip(M, N) = Inf{dist(f); f bijection bi-Lipschitzienne entre M et N}.

On dit qu'un espace métrique (M, d) contient les £, n-cubes uniformément si
pour tout € > 0 il existe une suite de sous-ensembles de M,
{M,, C M; |M,| = 2"} telle que pour tout n, dp;,(M,, H?) < 1+e.

Le type BMW permet de prouver

Théoréme 3.3.1 (Bourgain-Milman-Wolfson). Soient (M, d) un espace mé-
triqgue et X un espace de Banach,

i) M n’a pas de type BMW p > 1 <= M contient les cubes de Hamming
uniformément.

ii) X contient les £, n-cubes uniformément pour 1 < p < 2 <= X contient
les £ uniformément.

La premiére assertion n’est autre que ’analogue non linéaire du théoréme
de Maurey-Pisier en théorie locale des espaces de Banach (cf Théoréme 2.2.8
et Remarque 2.2.9).

3.3.2 Notions de cotype non linéaire

Trouver un analogue non linéaire du cotype linéaire est une tache beau-
coup plus ardue pour diverses raisons que nous ne détaillerons pas ici. Néan-
moins, M. Mendel et A. Naor [71] ont réussi ce tour de force récemment.
Soit (M, d) un espace métrique et ¢ > 0. On dira que (M,d) a le cotype
métrique q avec constante I' si pour tout entier n € N, il existe un entier pair
m, tel que pour toute application f : Z — M,

iEx (1 (e+2e)) 1@)] < TMELld (f (o + ), £ ),

ou les espérances conditionnelles sont relatives a un choix uniforme des = €
Zy, et e € {—1,0,1}", et on {e;}}_; est la base canonique de R".
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Il s’avére que le cotype métrique et le cotype linéaire coincident sur la
classe des espaces de Banach. Afin de trouver un analogue non linéaire au
théoréme de Maurey-Pisier pour le cotype, on a besoin de définir une variante
“a la Bourgain, Milman et Wolfson” du cotype métrique.

Soit (M, d) un espace métrique et 0 < p < ¢. On note ng)(M) la plus
petite constante I' telle que pour tout entier n € N, il existe un entier pair
m, et pour toute application f : Z!' — M,

ZE 4 (7 (x+5e)) @) ] <P FELd (fla 4 0. £ (@)

ol les espérances conditionnelles sont relatives a un choix uniforme des
x € Zy, et e € {—1,0,1}", et ot {e;}7_; est la base canonique de R™.
Lorsque 1 < p < ¢q on dira que (M, d) a le cotype métrique faible q avec
exposant p et constante I'.
Si [m]y est I'ensemble {0, 1,...,m}", muni de la distance induite par £}
(mmneN, 1 <p<oo),ona

Théoréme 3.3.2 (Mendel-Naor). Soit (M,d) un espace métrique tel que
F((ZQ)(M) = 00 pour tout ¢ < oo. Alors pour tout mn € N et tout € > 0,

1+4€
no— M.

(Mo

3.4 Caractérisation métrique de la super-
réflexivité

Revenons a ’arbre dyadique infini B,,. Dans quels espaces peut-on plon-
ger cet arbre ? Il est clair que B, muni d’une distance quelconque, se plonge
isométriquement dans (. (N), car tout espace métrique séparable (M, d) se
plonge isométriquement dans /., (N) par le plongement de Fréchet

f:M —l(N)
t — (d(s,t))sep,

ol D est dénombrable et dense dans M.

Les arbres dyadiques hyperboliques sont des espaces métriques qui ont une
structure proche de celle de ¢;. On peut montrer facilement que (B, p) se
plonge isométriquement dans ¢;(N). En effet, soit (e;)sep,. la base canonique
de ¢1(Bw) (Bs est dénombrable), alors le plongement est donné par
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t = Zzgsgt €s

De plus, on remarquera aussi que 'arbre dyadique infini, muni de la dis-
tance u(s,t) = Max{|s| — [0], |t| — |0}, ot § est le plus grand ancétre com-
mun de s et ¢, se plonge isométriquement dans ¢o(N) = ¢y(By), & aide du
plongement suivant

Boo — Co(BOO)
t = Zggsgtqt‘ — |s| + Des

On en déduit que (Bo,p) se plonge avec distortion 2 dans ¢y, car pu
est clairement une distance 2-équivalente & p. Ce fait peut étre déduit d’un
résultat récent de N. J. Kalton et G. Lancien [49], mentionné dans l'annexe
A, relatif & la distortion optimale intervenant dans le théoréme d’Aharoni.

J. Bourgain a prouvé que X n’est pas super-réflexif, si et seulement si, X
contient uniformément métriquement (i.e avec un constante de distortion in-
dépendante de n) tous les arbres dyadiques hyperboliques de hauteur finie n.
Il est évident que si X contient métriquement I'arbre dyadique hyperbolique
infini alors il contient uniformément métriquement tous ceux de hauteur fi-
nie ce qui impose a X de ne pas étre super-réflexif. Dans cette section nous
allons montrer que la réciproque est vraie, ¢’est-a-dire que (B, p) se plonge
métriquement dans n’importe quel espace de Banach non super-réflexif.

La preuve de la partie directe du théoréme de Bourgain est basée essen-
tiellement sur une caractérisation de R. C. James [42] de la super-réflexivité
ainsi qu’une énumeération ad’hoc des arbres finis B,,. Nous rappelons le théo-
réeme de James :

Théoréme 3.4.1 (James). Soient 0 < 6 < 1 et X un espace de Banach non
super-réflexif, alors :
VneN, Jzy,29,...,0, € Bx, 3 2],25,..., 27 € Bx~ tels que :

ri(z;) =60 Vk<j
zi(z;) =0 Vk =7

Le caractérisation de James de la super-réflexivité donne accés unique-
ment a des suites finies, contrairement & une caractérisation similaire de la
réflexivité qui fournit des suites infinies. La question est de trouver un moyen
de construire un plongement de B, en utilisant les plongements “a la Bour-
gain” des arbres finis. Dans [84], M. Ribe montre en particulier que, (3, I, ),
et (3, lp,), @11 sont uniformément homéomorphes, ol (p,), est une suite
telle que p, > 1, et (p,)n tend vers 1. Or il est intéressant de remarquer que
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B, se plonge isométriquement dans ¢, et donc via 'uniforme homéomor-
phisme il se plonge métriquement dans (>, [,,.),. En effet, il est bien connu
qu’une application uniformément continue entre deux espaces de Banach est
Lipschitz aux grandes distances (voir [30]). Cependant B, ne se plonge dans
aucun espace super-réflexif ¢,

En s’inspirant en partie de la preuve de Ribe, on montre dans le théoréme
3.4.2 que ’on peut construire un sous-espace qui admet une décomposition de
Schauder @ F,,, telle que les Byn+1 se plongent dans F,. On construit ensuite
le plongement désiré a ’aide d’une combinaison convexe des plongements des
arbres finis. Cette facon de recoller les plongements permet de contréler la
distortion, qui ainsi n’explose pas.

Théoréme 3.4.2. Soit X un espace de Banach non super-réflexif, alors
(Boo, p) se plonge métriqguement dans X . De plus, la distortion du plongement
ne dépend pas de ['espace X.

Démonstration. Soit (€;);>0, une suite de nombres strictement positifs telle
que

[Tiso(1 + €:) <2, et soit 0 < § < 1 fixé. On pose k, = 22"+ — 1.

Tout d’abord on construit simultanément par récurrence, une suite (£),),>0
de sous-espaces de X, qui forment une décomposition finie dimensionelle
(FDD) d’un sous- espace de X telle que la projection de @7_, F; sur @~_,
parallelement & @Y F; (avec p < q) soit de norme au plus [T 1(1 + ez)

i=p+1
et des suites finies
TnlyTn2s .-y Lok, € BFn
Tty Thos- s Ty, € Bxe
telles que :
O (ng) =0 V<
Ty o(Tng) =0 Yk = j.
On note ®,, : B, — {1,2,...,2"" — 1} I'énumération de B, qui respecte

lordre lexicographique. Cette énumération des B, est telle que toute paire
de segments dans B,, commengant a des noeuds incomparables (par rapport
a 'ordre < défini sur I’arbre) prend des valeurs dans des intervalles disjoints.

Soient ¥,, = ®gni1 et '), = Bon+t1.

X est non super-réflexif, donc d’aprés le théoréme de James :
3 Zo1, o2, -+ Tor € Bx, 301,20, --,T57 € Bx+ tels que :

To(Toy) =0 Vk<j
25k (T0s) =0 VE = .
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[’y = By se plonge dans X via le plongement fy(€) = > . 0w, (s) (voir [18]).
Soit Fy = Vect{xo1,...,zo7}, alors dim(Fp) < oo.

Supposons que F, et

Tp1y,Tp2s .- Tpk, € BFp
* * *
Tp1, Loy Ty € Bxs

sont construits pour tout p < n de maniére a satisfaire les conditions requises.

On applique le lemme de Mazur (voir [61] page 4) au sous-espace de dimension
finie @, F; de X. Ainsi il existe Y, C X tel que dim(X/Y;) < oo et :

2]l < (1 + en)llz + yll, ¥(z,y) € D F x Yo
1=0

Cependant Y,, est de codimension finie dans X, donc il n’est pas super-réflexif.
D’aprés le théoréme de James et le théoréme de Hahn-Banach :

3 Tpg1,1, Tng1,2, - - > Ttk € By,

* * *
3 Ty 1,1 Trg1,20 > Tl sy € Bx-,

tels que :

I;+1,k($n+1,j) =0 Vk<yj
xq*z+1,k(95n+1,j> =0 Vk =
[',41 se plonge dans Y, via le plongement f,.(€) = ZS<€ Ty 1,01 (s) -
Soit Fip1 = Vect{xpy1; ; 1 < j < Ky}, alors dim(F,41) < oo, ce qui
achéve la récurrence.
Définissons maintenant les projections suivantes :
Soit, P, la projection de Vect(U", F;) sur Fo @ ... €D F, parallélement a
Vect (Ui, 11 F)-
Il est immeédiat que ||P,]| < [, (1 + &) < 2.
Dorénavant on notera Ily = Py et I1,, = P,— P,_; pourn > 1. On a |1, || < 4.

D’aprés la construction de Bourgain, on a pour tout n :

7

Ple €) <Ifule) = ful€)ll < ple.€), (3.1)

ou f, représente les plongements “a la Bourgain” de I',, dans F,,
Le fn(E) = z‘sge Iman(s)-

On remarquera que :

V¥ ee Dy [I£a(e)] < el.
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Finalement définissons notre plongement global.
Soit

[ Bx — Y =Vect(J ,F)CX

e Acfule) + (1= A) fusale) , si 2" < Jef <24

Ofl’ on+1
Tt — e
=TTl
Nous allons prouver que :
Ve, € Buoy —ople, ) <IIf(6) = FE <906, ).  (32)

24
Remarque 4.3 Il est immédiat que 2044|e] < [f(e)] < el

Commencons par montrer que f est 9—Lipschitzien.
En accord avec la remarque 3.4.3, on peut supposer que 0 < |¢| < |€|.

Si || < 3¢/ alors :

el + €]
3

ple,€) = €] — el >

Et donc,
1f(€) = F(E)N < 3p(e, €).

Si 1|€'| < |e| < |¢'], nous devons considérer les deux cas suivants.

1) si2" < e < €] < on+t,
Notons
B 2n+1 _ |E|

Ae =

2n+1 |t
et A= 219,
2" 2"
on a

() = SN = Acfule) = Aeful€) + (1= Ac) frsa(e)
—(L=Ae) fna(€)]]

Al fn(€) = Fu(€) ]|+
[Ae = Ac|([[ (€] =+ | fnsa (D) +
(1= A frs1(€) = frsa ()]

N

/A

ple.€) + 2p(e, ') + 2p(c, €

N

5p(e, €),
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puisque || f(€')[| < 2", || fuga (€] < 277 et

[Ae

]

el _ ple.d)

on T on
2) si 2" < |e| < 2mM L] < 272
Notons " ,
2" — |e| 2" — |€]
)\6_2—71 et )\G/ZW,
on a
1f(e) = F(ENl = lAefule )+( A) frr1(€) = Ae frsa(€)
—(1 = Ae) fara(€)]
< (an(6)|| + [ fara () +
(L= Ae) ([ frsr (D] + [ frrz(€D])
[ frr1(€) = frra ()]
< ple, €) +2X el +2(1 — Ao)|€|
< 9p(e,),
en effet,
/
Ae < p(;,ne)7 ainsi Ac|e] < 2p(e, €).
De méme,
’€/| _ 27’L+1 IO(E, 6,)
1— Ao = St < ot et (1 —Mo)|€'] < 2p(e,€).

Finalement, f est 9-Lipschitzien.

Traitons maintenant le cas de la minoration.
Pour la suite de la démonstration, lorsque |e| appartiendra a [2", 2" [ pour
un entier quelconque n, on notera

2n+l _ |€‘

Ae =
2n

Sans perte de généralité on peut supposer que € est plus petit que ¢’ par rap-
port & Uordre lexicographique. On désigne par ¢ le dernier ancétre commun

aeet €. Etsoit d= || —

|0] (respectivement d’' = |€'| — |d]).
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1)

si 2™ < e, €] < 27t

Alors,

0, n(f(€) = f(€)) = 6(Aed — Aad')

1,0, ) ne1 (f(€) = f(€) = 0((1 = A)d — (1 = Ao)d).

Et ainsi,
0(d—d
17— s = 2

De plus,

—2 g, o n(f(€) = f(€) = OAad’

— T 1,0, (oUn+1 (f(€) = f(€) = 0(1 = A)d'.
ce qui entraine,

od’

1560 = £ >

Finalement si nous distinguons les cas ot g <detd < %l nous obtenons :

Od+d) 6

1760 = F > 252 = Zoate. ).

si 27 < Je] <27 <20 | < 2072,
ou 2" < [¢'| < 2" <20 | < 2942

Sin <gq,
%510, a1 (F(€) = F(€)) + 2300, ar2(f(€) — F(€))]
=0Max(d,d")

Alors,

176~ FE) = eple. ).

Sin=qet e <[],

[T 101 (0 Mn1 (F(€) = F(€) + 200w, o Hnr2(f(e) = f(€)] = 0d'.
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Nous avons,

1£(e) = £ = %p@, o).

Sin=qet || <],
x2+1,\pn+1(5)nn+l(f(€) — f(€) = $;+17\11n+1(€)1_[n+1(f<6) — f(€))
Ty, 00 ns2(f(€) = f(€)) = bd.

on en déduit la minoration,

15 = £ > yple.).

216
Finalement B, <> X.

On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.4.4. 4C' > 1 telle que,

o 4 c
X est non super-réflexif, si et seulement si, (Boo, p) — X.

Démonstration. Le corollaire se déduit immédiatement du résultat de Bour-
gain [18] et du théoréme 3.4.2. O

3.5 Caractérisation métrique du type linéaire

La section précédente traite uniquement des arbres dyadiques munis de
la distance hyperbolique. Dans cette section nous allons étudier comment
caractériser une propriété linéaire, le type linéaire, a ’aide une nouvelle fois
des arbres dyadiques mais équipés cette fois d’une distance adéquate. Pour
cela nous allons identifier canoniquement {—1, +1}" avec K,, = {—1,+1}" x
[1-,{0}. Pour p € [1, 00[, on définit une nouvelle distance sur By, = J,, Ky,
de la facon suivante :

Ve € € By,

1
dy(e,€) = (Z le; — eé]I’) .
i=0

La longueur de € € By, vaut |e| = (d,(€,0))?.
La norme ||.||, sur ¢, coincide avec d, pour les éléments de B...

Commencons par rappeler un résultat fondamental di a Krivine (pour
1 < p < oo dans [51]) et James (pour p =1 et oo dans [42]).
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Théoréme 3.5.1 (James-Krivine). Soient p € [1,00] et X un espace de
Banach qui contient uniformément les (). Alors, quelque soit le sous-espace
de codimension finie Y de X, et quelque soit € > 0 et n € N, il existe un
sous-espace F' de Y tel que dpn (0, F) < 1+e.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et d’établir le résultat
suivant :

Théoréme 3.5.2. Soit p € [1,00].
Si X contient uniformément les (), alors (B, dp) se plonge métriquement
dans X.

Démonstration. En utilisant le théoréme 3.5.1 conjointement au fait que
chaque £ est de dimension finie, on peut construire de fagon inductive des
sous-espaces (F},)5°, de X de dimension finie et (R,)>, tel que pour tout
n > 0, R, est un isomorphisme linéaire de ) sur F), satisfaisant

. 1
vue byl < | Rall < Jul

et aussi tels que (F),)5°, est une décomposition de Schauder finie dimensio-
nelle du sous-espace linéaire fermé qu’elle engendre, noté Z. Plus précisément,
si P, est la projection de Z sur Fy@®...® F,, parallélement & Vect (UZ i1 Fo),
on peut supposer que, ||P,|| < 2. A partir de maintenant on notera Iy = F
et I1,, = P, — P,_1 pour n > 1. Il est immédiat que ||I1,|| < 4.

Considérons maintenant ¢, : B, — E;‘ defini par

le]

Ve € B, @n(e) = Zeiei’

=1

ou (e;) est la base canonique de ;. L’application ¢, est clairement un plon-
gement isométrique de B, dans (.

On note :
Ve € By, fal€) = Ru(pn(e)) € F.

Finalement on construit une application f: B,, — X de la fagon suivante :
fi: B — X
€ = Afm(€) + (1= A) frngi(e) , si2m < |e| < 2mH
otl,
_ 2m+1 _ |6|

Ae =
2m
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1 1
Remarque 5.3 On a tcle[» < |[f(e)]| < |e]7.

Comme dans la preuve du théoréme 3.4.2, on prouve que f est 9-Lipschitz-
ienne en ayant recours aux mémes calculs.

Nous devons maintenant démontrer que f~! est Lipschitzienne. On consi-
dére €, ¢’ € By et a nouveau on suppose que 0 < |e| < |€/|. Nous devons étu-
dier deux situations différentes. Une nouvelle fois, lorsque |e| appartiendra a
[2™ 2™+ pour un entier quelconque m, on notera

2m+1 _ |€|

Ae =
2m

1) si2™ < e, €] < 2mTL.

dp(e,(—;’) < e Zz 1 €€ ‘_‘)‘6’ Zz 1 zel”P
+[[(1 = A) 21615161 (1- )Zz 1 eieillp

< 2 (f(€) = SN+ 2[Tnra (f(€) = F(E)
< 161 f(e) = F(l-

2) i 2™ < |e] < 271 < 2071 < |¢] < 2072,

sim < g,

dy(e,€') < 2d,(€,0)

< 2((1 = Ae)dy(€,0) + Aedy(€', 0))
< 202[[ Mg (f(€) = FENI + 2[[Mnsa (f (€) = F(ENI)
< 320 f(e) = F(N-

sim = q,

dple, ) < Ady(e,0) +[|(1 = A) XL, es = Ao S €l
(1= Aa)dp(€,0)

< 2 (f(€) = FIEDN + 2[[ T2 (F(€) = F(D)]]
+2|[ T2 (f (€) = f(€)]
< 24 f(e) = F(-
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. . 288
On en conclut que f~! est 32-Lipschitz, et B, — X.

O

Déduisons maintenant du théoréme 3.5.2 deux corollaires. On rappelle
que px =sup{p =1 : T,(X) < oo}.

Corollaire 3.5.4. Soient X un espace de Banach et 1 < p < 2.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) px <p.
i) X contient uniformément les (}.
iii) X contient uniformément (métriquement) les (B, d,).

iv) (B, dp) se plonge métriquement dans X, la distortion du plongement
ne dépendant pas de X.

Démonstration. ii) implique 7) est trivial.

i) implique 7i) est une conséquence du théoréme 3.5.1 et des travaux de
Bretagnolle, Dacunha-Castelle et Krivine [20].

En ce qui concerne I'équivalence entre i) et iii) on se reportera au théo-
réme 2.3.1.

iv) implique 7i7) est trivial.
Et i7) implique iv) est donné par le théoréme 3.5.2.
[

Corollaire 3.5.5. Soit X un espace de Banach de dimension infinie, alors
(Boo, d2) se plonge métriqguement dans X .

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence du théoréme de Dvoretsky
[32] et du théoréme 3.5.2.
O
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Chapitre 4

Espaces universels pour les
espaces localement finis

4.1 Introduction

La notion d’espace universel remonte aux origines de la théorie linéaire
des espaces de Banach, fondée par Stefan Banach [7]. Il est prouvé dans [7]
le résultat fondamental suivant

Théoréme 4.1.1 (Banach-Mazur). Tout espace de Banach séparable se
plonge linéairement isométriquement dans C([0, 1]).

On dit que C([0, 1]) est linéairement isométriquement universel pour les
espaces de Banach séparables. Le résultat est particuliérement intéressant
car il montre que tout espace de Banach séparable est isométrique & un sous-
espace d’un espace de Banach possédant une base.

Le fait que C([0,1]) soit aussi séparable a été fructueusement utilisé par
B. Bossard [15], lors de son étude de la complexité descriptive des classes
d’isomorphisme d’espaces de Banach séparables. Le point clef est I'utilisation
de la structure Borélienne d’Effros sur les fermés (les espaces de Banach
séparables en font partie) d’un espace universel (C([0,1])).

Dans le cadre métrique les motivations sont quelque peu différentes. Pour
une classe d’espaces métriques, on cherche des espaces métriques universels
(principalement pour les plongements métriques) ayant de bonnes propriétés
(géométriques, combinatoires, de petite dimension...). De plus, on demande
a ce que les plongements utilisés tordent les distances le moins possible.
Lorsque 'on cherche a traiter efficacement un nombre de données gigantesque
(plusieurs millions), on se rameéne réguliérement au probléme du plongement
métrique, avec une distortion minimale, des espaces métriques finis de taille
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arbitrairement grande dans des espaces de Banach de dimension aussi petite
que possible. L’intervention, peut-étre la plus spectaculaire, de la géomé-
trie des espaces de Banach, dans la résolution de problémes d’Informatique
Théorique est certainement 'utilisation par E. London, N. Linial et Y. Rabi-
novich [63], d’un célébre théoréme de Bourgain [17]|. Ce résultat concernant
le plongement des espaces métriques finis dans Lo est utilisé de fagon cruciale
pour fournir rapidement des solutions approchées & un probléme de réseau,
ou au probléme du Sparsest Cut. L’article de London, Linial et Rabinovich
a donné une nouvelle impulsion présente notamment dans les travaux de S.
Arora, R. Krauthgamer, J. R. Lee, M. Mendel, A. Naor, S. Rao, U. Vazirani
et bien d’autres encore. Le lecteur intéressé pourra consulter [68], [27] pour
une discussion détaillée des ces thématiques et [88], [40] pour les applications.
Citons quelques exemples classiques d’espaces universels. L’espace £, est
isométriquement universel pour les espaces métriques séparables, car tout
espace métrique séparable M se plonge isométriquement dans (.. (D), avec
D dénombrable dense dans M, au moyen du plongement de Fréchet.
P. S. Urysohn [91] a construit un espace Polonais (complet, métrique et sé-
parable), qui porte son nom, isométriquement universel pour les espaces Po-
lonais, possédant en plus la propriété de w-homogénéité.
Le théoréme suivant donne un exemple fondamental d’espace métrique uni-
versel relativement aux plongements métriques.

Théoréme 4.1.2 (Aharoni). Tout espace métrique séparable se plonge Lip-
schitziennement dans cy.

Ce résultat fondamental di a I. Aharoni en 1974 [1] exprime le fait que
co est métriquement universel pour les espaces métriques séparables.

A la vue du théoréme d’Aharoni il est naturel de poser les questions
suivantes :

QQuestion a : Existe-il des espaces universels, éventuellement relativement
a d’autres notions de plongement, pour des classes restreintes d’espaces mé-
triques ?

Question b : Existe-il des propriétés qui caratérisent les espaces univer-
sels ?
Les deux théorémes suivant apportent des réponses positives a la question
a. On appelle espace métrique localement fini, un espace métrique tel que
chaque boule ne contienne qu’un nombre fini d’éléments.

Théoréme 4.1.3. [Baudier-Lancien| Soit X un espace de Banach sans co-
type et soit (M,d) un espace métrique localement fini. Alors il existe un
plongement Lipschitzien de M dans X.
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Théoréme 4.1.4. [Ostrovskii] Soit (M, d) un sous-ensemble localement fini
d’un espace de Hilbert. Alors M se plonge Lipschitziennement dans n’importe
quel espace de Banach de dimension infinie.

Le résultat de l'auteur et G. Lancien [10] affirme que tout espace de
Banach sans cotype est métriquement universel pour la classe des espaces
métriques localement finis. De méme, celui de M. I. Ostrovskii [75] montre
que tout espace de Banach de dimension infinie est métriquement universel
pour la classe des sous-ensembles localement finis d’un espace de Hilbert.

4.2 Rappels sur les espaces L,

L’utilisation des espaces L, en ce qui concerne ’étude des espaces univer-
sels pour la classe des espaces localement finis est & priori un peu surprenante,
mais s’aveére efficace. Ces espaces ont été introduits par J. Lindenstrauss et
A. Pelezynski [60], en 1968.

Définition 4.2.1. Soient A > 1 et 1 < p < 00. Un espace de Banach X est
un espace Ly \ st pour tout sous-espace de dimension finie F' de X il existe un
sous-espace de dimension finie G C X contenant I tel que dpy (G, L)) < A
(ot m est la dimension de G). X est un espace L, si ¢’est un espace L
pour un certain .

Pour 1 < p < oo, les espaces ¢, et L, fournissent les premiers exemples
d’espaces L,. Pour ces espaces la constante A peut étre prise aussi proche de
1 que désiré. Les espaces ¢y et (o, sont des espaces L.

Les espaces C'(K), sont des prototypes d’espaces L. De plus, les espaces
C(K) sont des espaces Lo 14, pour tout € > 0.

Les principales propriétés des espaces £, sont regroupées dans les deux pro-
positions suivantes, qui compilent des résultats dis a un panel de mathéma-
ticiens : J. Lindenstrauss, A. Petczyniski, H. P. Rosenthal, W. B. Johnson et
E. Odell.

Théoréme 4.2.2. i) X est un espace Lo, si et seulement si, X est \-
1somorphe a un espace de Hilbert.

ii) X est un espace L,, si et seulement si, X* est un espace L,
avec%—l—ézl, 1 <p,q<o0.
i) Si X est un espace L, (1 < p < 00), alors il existe une mesure i telle

que X est isomorphe a un sous-espace complémenté de Uespace L,(p).

i) Si X est un espace L, (1 < p # 2 < 00) séparable qui ne contient pas
une copte isomorphe de Uy, alors il est isomorphe a 0.
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Pour les cas p =1 et p = 00, on a les caractérisations suivantes

Théoréme 4.2.3. Soit X un espace de Banach,

i) X est un espace L1 séparable, si et seulement si, X* est isomorphe a

lo.

ii) X est un espace Lo, si et seulement si, X** est isomorphe & un espace

O(K).

4.3 Plongement des espaces métriques locale-
ment finis

Commencons cette section en mentionnant le fait suivant

Proposition 4.3.1. Soit N un espace métrique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

Cw
i) Pour tout espace métrique localement fini M : M <& N.

i) Il existe une constante universelle C' > 1 telle que pour tout espace

o , c
métrique localement fini M — N.
Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 4.3.2. Soit (M), d,)52, une suite d’espaces métriques localement
finis. Alors il existe un espace métrique localement fini (M, d) tel que chaque
M, se plonge isométriqguement dans M.

Démonstration. Pour tout p € N, fixons xf, € M,,.

Considérons M = U{p} X M,. Soient x € M, et y € M,.

p=1

On définit
d((p,z),(¢,y)) = dp(z,y) sip=gq
et
d((p, ), (q,y)) = max{p, q, dy(xg, x),d(xG,y)} sip # q.

Une simple vérification suffit & prouver que (M, d) est un espace métrique
localement fini. O]

Lorsque tous les espaces métriques localement finis se plongent dans un
espace métrique, on peut donc toujours supposer que la distortion avec la-
quelle ils se plongent est universelle.

Enongons et démontrons le résultat central de cette section
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Théoréme 4.3.3. Soient 1 < p < oo et A > 1. Soient (Y, || - ||) un espace
L, et M un sous-ensemble localement fini de Y, alors M se plonge Lip-
schitziennement dans tout espace de Banach X qui contient uniformément
les €. De plus la distortion ne dépend que de .

Démonstration. Soit B, = {t € M;||t|] < 2"} pour n € N. On peut
supposer que B(tg,1) = {to} et que to = 0. F,, = VectB,, est un sous-
espace de dimension finie de Y, donc il existe un sous-espace de dimension
finie G,, contenant F;, et un isomorphisme R, de G, sur eﬁim(Gn) tel que
dist(R,) < A, avec |R,|| < 1et ||R, '] < A On fixe § > 0. Comme dans la
preuve du théoréme 3.4.2 on construit une FDD (Z,,)%°, d'un sous-espace de

X et des applications linéaires (7),)7°, telles que pour tout n > 0, T, est un

isomorphisme de Egim(G”) sur Z, satisfaisant
Vue (56—l < [Tyl < ]
On garde les mémes notations en ce qui concerne les différentes projections
P, et I1,,.
Définissons

fm:G,DOB, — ZCX
t — T,0R,(t)

On peut maintenant construire f : M — Z C X de la facon suivante :

(1) f(0) = 0.
(ii) Pour n > 0 et 2™ < ||¢]| < 2"+t .
f@) = Nfu(t) + (1 = M) fura(t), avec A, = W

Dans la suite de la preuve on supposera toujours que |la|| < ||b]|. Nous
devons considérer les trois cas suivants :

1) 27 < flaf] < ol < 2
On a
1L, (f(a) = FO)] = [[Aafula) = Ao fu (D)l (4.1)

et,
M1 (f(a) = fFO) = 11 = Aa) fari(a) = (L= M) fara (D)] (4-2)

D’aprés l'inégalité triangulaire (4.1) est encadré par

+
I =

Aall ful@) = Fa ()] = (Aa = M) [ £n ()] (4.3)
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et (4.2) est compris entre

+
[

(1= 2a)[[ fasr(a) = frasa(b)

On a donc en minorant avec la demi-somme de (4.3) et (4.4) et en remar-
quant que les projections II,, sont de norme 2,

(Ao = A)[[ fara (D) (4.4)

1
4

(l'(“l‘fé”) C 90— )\b)||b\|> <N (@) = FOI < la=b]+2(0 —2)[1b]

Mais (A, — A\p)|[D]] < WZ”“, et donc

. a—b
si bl = llall < gy on a,
[la — bl
— < — f(b)|| <5|la — b
s < @ = SOl <5la =]
Sinon ||b|| — |la|| > 5'9?;3;'/\, et on utilise la linéarité des applications f,

pour obtenir,

Af@) = FOI > St + S
> s (Nllbl] = Aallall + (1 = N)[B] = (1 = Xo)llal)

X(1+9)

a0
2

2) 27 < Jlafl < 241 < o] < 272
La quantité || f(a) — f(b)|| est entre la somme et le demi-maximum des
nombres

ML (f (a) = FO)I = 1Aafn(a)l; (4.5)
Mnia (f(a) = SO = 111 = Aa) fasa(a) = Apfrra (D) et (4.6)
Mg (f (@) = FO = [[(1 = Ab) fur2(0)]]- (4.7)

Mais,

4.5 <2n+1_”a|| < 2(2nHt — < 2(|Ib]] — <2Ib—
(4.5) < Q—nllall <2 all) < 2(]|o]] — [la]l) < 2[|b—al.

lof] — 2"+

(A7) < 2

1] < 2[|b — al|.
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(46) = ||fn+1(a) - fn+1(b) + (1 - Ab)fn-l—l(b) - /\afn-i-l(a)“

< Jla=20|| +2|la =] +2||a— ||

< 5|la — bl
D’autre part,
Aa
(45) > 35l
gn+1_

= A(11+5) 2n||a||||a||
27+ —|la||

Z A1+

A=)l ~ [loll=27+t . .
Bt (4.7) > 5357 = Sy ainsi

207(0) - o)) > Max { 2L BEZ 2

1 n n b—a
Si Max{2"*! — ||al|, ||| — 2 +1} S 5!\(1+\(\; alors

16— all

1f(a) = F)]| = 00 1 o)

Sinon,
(4.6) = [ fur1(0) = fusa(@)ll — (1 = N)[[b]l = Aalla]
> Lol —o(fp]| — 2+ — 2027+ — al)
> Ao~ Sy
> S
Finalement,
1o~ a

Eﬁﬁ:}p\Hﬂ) FO) < 9lja—1b].
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3) 27 < [lal| < 271 < 20 < o] < 27+

On a [|[IL,(f(a) — f(O)I| = I Xafu(a)ll,
M1 (f (@) = FON] = 1[(1 = Aa) frsa(a)]];
ML, (f (@) = FO)] = A fp(B)]] et

L1 (f (@) = FODI = 11 = A0) fora (D)

Donc,
1/ (a) = fF®) < [lall + o]

et en utilisant les projections II, et I,

R L I v AN ]
1(a) ~ FO)] >—(m+5) D) )—4A(1+5)'

4

Or remarquons que les inégalités suivantes sont vérifiées,

6]
5 S ol = el < 1o = all < 1Bl + [la]| < 2]l
Alinsi,
16— al
8A(1+0)
Finalement on obtient les estimations suivantes, valables dans tous les
cas :

< [If(a) = O < 4lla = bl

1b—all
ﬁpﬁ;gp<Hﬂ®—f@H<mm—wy

]

Remarque 3.4 On peut retrouver le théoréme 4.1.3 en combinant le
théoréme 4.3.3 et le fait que C([0,1]) est un espace L., isométriquement
universel pour les espaces métriques séparables.

De méme pour p = 2 on obtient le théoréme 4.1.4 . En effet, un espace Y
est un espace L, si et seulement si, Y est isomorphe a4 un espace de Hilbert.
D’autre part, d’aprés le théoréme de Dvoretzky [32], tout espace de Banach
de dimension infinie contient uniformément les ¢7.
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4.4 Une remarque sur la réciproque du théo-
réme d’Aharoni

La réciproque du théoréme d’Aharoni est une question ouverte difficile.
On peut considérer cette réciproque sous deux points de vue.

1. Si ¢y se plonge Lipschitziennement dans un espace de Banach X, ¢y se
plonge-t-il nécessairement linéairement dans X 7

Cette question est équivalente au probléme suivant :

2. Est-ce que tout espace métriquement universel pour les espaces métriques
séparables doit nécessairement contenir une copie isomorphique de ¢q?

Le premier point de vue, qui n’est autre que la question 1, est un probléme
difficile mais classique en classification non-linéaire des espaces de Banach. Tl
existe de nombreux résultats positifs concernant les espaces ayant la propriété
de Radon-Nikodym (¢,, L, pour 1 < p < o0...). Or ¢y n’a pas la propriété
de Radon-Nikodym et les méthodes employées, a savoir les techniques de
différentiation des applications Lipschitziennes, ne peuvent étre utilisées di-
rectement. On se référera a appendice B pour les définitions introduites et
les résultats classiques, utilisés exclusivement dans cette section. Cependant
au début des années 2000, G. Godefroy, N. J. Kalton et G. Lancien [36] ont
démontré le résulat suivant

Théoréme 4.4.1 (Godefroy-Kalton-Lancien). Soit X un espace de Banach.
St ¢ est Lipschitz homéomorphe a X alors cy est linéairement isomorphe a

X.

Les outils utilisés sont principalement le lemme de Gorelik [37] et une
technique de renormage maintenant classique, et ne permettent pas de ré-
pondre & la question relative aux plongements.

Aborder le probléme de la classification Lipschitzienne de ¢( sous le second
point de vue semble étre une alternative viable. En effet, dans le cas p = oo
du théoréme 4.3.3, on peut montrer que la réciproque est vraie. La preuve de
ce résultat nous a été communiquée par G. Schechtman. Nous le remercions
de nous avoir accordé I'autorisation de pouvoir présenter sa preuve dans cette
these.

Théoréme 4.4.2 (Schechtman). Soit X un espace de Banach qui est métri-
quement universel pour les espaces métriques finis, alors X contient unifor-
mément les (7.

Nous reportons la démonstration de ce résultat au chapitre suivant, ou
nous donnerons une preuve dans un cadre plus général. Cependant on déduit
des théorémes 4.1.3 et 4.4.2 le corollaire suivant
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Corollaire 4.4.3. Soit X un espace de Banach, les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) X n'a pas de cotype non trivial

ii) 3C > 0 telle que V(M,d) localement fini, M & x
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Chapitre 5

Plongement des espaces propres

5.1 Introduction

La conjecture de Baum-Connes [11], [12], est une généralisation au cadre
équivariant du Théoréme de I'Indice de Atiyah-Singer |6] (la variété ambiante
n’est plus compacte, mais on récupére de la compacité grace a ’action propre
et co-compacte d’'un groupe). Cette conjecture joue un role majeur dans le
programme de géométrie non-commutative d’Alain Connes [24], et implique
plusieurs conjectures, notamment la conjecture de Novikov, qui balaient un
spectre allant de la topologie différentielle a ’algébre. Elle a aussi des liens
étroits avec la théorie géométrique des groupes. A linstar du théoréme de
Atiyah-Singer, la conjecture de Baum-Connes suggére qu'un objet purement
topologique coincide avec un objet purement analytique. Pour un groupe
donné GG, 'objet topologique est la K-homologie équivariante de I'espace clas-
sifiant des actions propres de GG, tandis que 'objet analytique est la K-théorie
de la C*-algebre réduite de G. Les origines de cette conjecture remontent a
la théorie de Fredholm, et au Théoréme de 1'Indice d’Atiyah-Singer. Le lec-
teur intéressé pourra consulter [92] pour une introduction a cette conjecture.
Le lien entre les versions grossiéres des conjectures de Baum-Connes ou de
Novikov, et la géométrie des espaces de Banach, a été mis en évidence par
les travaux de G. Yu [93|, puis dans larticle référence de G. Kasparov et G.
Yu [50].

On dira qu’un espace métrique (M, d) est a géométrie bornée si pour tout
r > 0 il existe un réel s(r) < oo tel que Vo € M, |B(z,r)| < s(r), ou

|B(x,r)| est le cardinal de la boule de centre z et de rayon r.

Le théoréme suivant s’inscrit dans la mouvance du résultat de G. Yu pour
les plongements grossiers a valeurs dans un espace de Hilbert.
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Théoréme 5.1.1 (Kasparov-Yu). Soit (M, d) un espace discret a géométrie
bornée. Si M se plonge grossierement dans un espace de Banach super-réflexif
alors M satisfait la conjecture grossieére de Novikov.

Le fait que les espaces super-réflexifs soient, a renormage prés, les espaces
uniformément convexes est un élément clef de la démonstration. Les travaux
de G. Kasparov et G. Yu ont inspiré de nouvelles directions de recherches
et mis a jour ou relancé de nombreuses questions en théorie des espaces de
Banach. De facon trés générale, on peut se demander quels sont les espaces
métriques qui se plongent grossiérement dans un espace de Banach super-
réflexif ou réflexif. La méme question est aussi intéressante si 'on remplace
les plongements grossiers par les plongements uniformes.

Mais revenons au résultat de Kasparov et Yu et a la notion d’espace
a géométrie bornée. Si GG est un groupe engendré par un nombre fini de
générateurs F' = {gi, ..., gn}. On associe a ce goupe un graphe (le graphe de
Cayley). L’ensemble des éléments du groupe constitue ’ensemble des noeuds
du graphe. Deux noeuds a et b sont reliés entre eux par un segment si a-b—*
ou b-a~! appartient & F; ils sont dits adjacents. On muni le graphe de
Cayley de sa distance canonique, i.e la distance entre deux points du graphe
est le nombre de segments formant le chemin le plus court pour relier les
deux points. Cette distance est un cas particulier des distances que 1’on peut
définir sur un graphe pondéré lorsque tous les segments sont de poids 1. Le
groupe G peut donc étre vu comme un espace métrique. On remarquera que
la distance sur le graphe de Cayley est la distance sur G qui a deux éléments
du groupe associe le nombre minimum de générateurs constituant le produit
entre le premier élément et I'inverse du deuxiéme, ou inversement. Il est clair
que cette distance est a géométrie bornée, et il est important de remarquer
que la distance est indépendante du choix des générateurs a homéomorphisme
Lipschitzien prés. Ce sont, entre autre, les espaces métriques de ce type que
le théoréme de Kasparov-Yu veut traiter.

D’autre part, est-ce que tout espace métrique a géométrie bornée peut se
plonger grossiérement dans un espace super-réflexif 7 La réponse est négative
pour plusieurs raisons. Premiérement, d’aprés la définition et les propriétés
du cotype métrique de Mendel et Naor [71], tout espace métrique se plon-
geant grossiérement dans un espace super-réflexif doit posséder un cotype
métrique non trivial. Et deuxiémement, V. Lafforgue [54] a montré lexis-
tence d'un espace métrique a géométrie bornée qui ne se plonge dans aucun
espace de Banach super-réflexif. Ce résultat est difficile! Plus précisément,
V. Lafforgue construit une famille de graphes expanseurs (a partir de sous-
groupes d’indice fini d’un réseau cocompact de SL3(F'), ou F' est un corps
local non-archimédien) n’admettant aucun plongement grossier dans les es-
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paces uniformément convexes. La démonstration utilise la notion de propriété
(T') renforcée Banachique introduite par V. Lafforgue.

Dans la section suivante nous allons présenter quelques résultats posi-
tifs de plongements dans des espaces réflexifs, notamment pour les espaces
stables.

5.2 Plongements dans des espaces réflexifs

Le premier résultat concernant le plongement grossier des espaces a géo-
métrie bornée dans un espace réflexif remonte a 2005 et aux travaux de N.
Brown et E. Guenter [21].

Théoréme 5.2.1 (Brown-Guentner). Tout espace métrique & géométrie bor-
née se plonge grossiérement dans lespace réflexif (>, 0y, , 0t 1 < p, < 00
et p, tend vers +oo.

lo7

En choisissant X = (En>1 620)22, le théoréme 4.1.3 est une amélioration

significative de ce résultat.
Kalton [47] a obtenu un résultat similaire dans le cadre des espaces mé-
triques stables. Un espace métrique (M, d) est dit stable si

lim lim d(x,,,y,) = im lim d(z,,, y,)

m—0o0 N—00 n—oo M—00
lorsque les limites existent. Les espaces de Banach stables ont été introduits
par J. L. Krivine et B. Maurey [52] au début des années 80, puis la notion de
stabilité a été mise en avant dans des problémes non-linéaires par Y. Raynaud
|82|. Les espaces localement finis sont bien évidemment stables, ainsi que les
espaces L, (1 < p < 00). On remarquera que ¢o n’est pas stable.

En 2007, N. J. Kalton démontre dans [47]

Théoréme 5.2.2 (Kalton). Tout espace métrique stable se plonge fortement
uniformément dans un espace réflexif.

On rappelle qu’'un plongement fortement uniforme est un plongement
simultanément grossier et uniforme.

Remarque 2.3 L’espace réflexif du théoréme 5.2.2 est abstrait dans le
sens ol il provient d’un théoréme de factorisation de W. J. Davis, T. Figiel,
W. B. Johnson et A. Pelczynski [25].
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Cependant pour les espaces compacts Y. Benyamini et J. Lindenstrauss
(|13], page 184) ont obtenu le résultat suivant

Proposition 5.2.4 (Benyamini-Lindenstrauss). Soit (K,d) un espace mé-
trique compact.

Alors, K se plonge fortement uniformément dans (2@1 620)42.

Dans la section suivante nous allons démontrer une conclusion plus forte
pour une sous-classe des espaces métriques stables, les espaces métriques
propres dont les compacts font partie.

5.3 Plongement fortement uniforme des
espaces propres

Un espace métrique est propre si ses boules sont relativement compactes.

Les espaces vectoriels normés de dimension finie sont des exemples triviaux
d’espaces propres. 1l est aussi relativement facile de construire des espaces
propres a partir d’une collection d’espaces compacts.

Cette section est consacrée a la preuve du résultat suivant dont la démons-
tration combine la technique de basculement des sections précédentes et le
procédé de sommation utilisé dans la démonstration de la proposition 5.2.4.

Théoréme 5.3.1. Soient (M, d) un espace métrique propre et X un espace de

Banach sans cotype non trivial, alors M se plonge fortement uniformément
dans X.

Démonstration. Soit X un espace de Banach qui contient uniformément les
¢ (i.e sans cotype non trivial).

Pointons notre espace métrique propre en to € M, et notons pour n € Z,
B,, = B(t(,2""1) la boule fermée de M de rayon 2""! centrée au point t.

Soit M* un 2-*+"+3_réseau maximal de B, avec k > 1.

On définit

gpﬁ . B, — ﬁoo(Mjf) = Xk

t o (d(t,s) —|s]) ou |s| = d(s,to).

seMk’

Soit @ : I =7Z x N — N une bijection. On construit des sous-espaces de
dimension finie (F})52, de X et (7})32, tels que pour tout j > 0, T} soit un
isomorphisme de Xg-1(;) sur Fj qui vérifie

1
Vu € Xom1g) g llull < | Tull < flu]
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et tel que (F})32, soit une FDD du sous-espace vectoriel fermé Z qu’elle
engendre. Soit P; la projection de Z sur Fy®...® F; de noyau Vect (Uizj1 Fi),
on peut supposer aprés renormage, que ||P;|| < 1. Finalement on note I, =
Py et Il; = P; — P;,_; pour j > 1. On obtient que ||IL;|| < 2.

Maintenant définissons

frr]f : Bn - F@(n,k)

t = Topy(en(t))

et,
fn : Bn - Zné(n,k)(z>
k>1
40)
S pjos &
— )2
= (n—Fk)3?2+1
Clairement, f,, est C-Lipschitzienne avec C' Z !
. - z v = :
’ P = n*+1

Finalement le plongement est donné par

f+ M — Z=Vet(Uz,F) CX

t o= Mfa(t) + (1= X) faga (), si2m <t <27

ot,
B 2n+1 _ |t|

)\t— on ,TLEZ

Dans un premier temps nous allons prouver que f est Lipschitzienne.
Soient a,b € M et supposons, sans perte de généralité, que |a| < |b].

I) Si |a| < £[0], alors

C
1f(a) = FO)N < C(la] + [b]) < 37|b| < 3C([b] = lal) < 3Cd(a,b).

IT) Si 1[b] < |a| < |b], nous devons considérer deux cas.
1) 2" < |a| < |b] < 2™"1, pour un certain n. Alors, soient

2n+1_ 2n+1_ b
e . PR W et L
n AL
On bl —lal _ d(a,b)
— |a a
Ao — M| = < —,
| b| on on

29



et donc,

1f(a) = FOI = [Aafula) = Aoful(b) + (1 = Aa) fria(a)
—(1 = X6) fua (D)

Aal[fa(@) = Fa () + (1 = Xa) [ frs1(@) = frsa (D)]
+2C1 A0 — Aol [B]

N

< Cd(a,b) + 2720\, — M|
< 5Cd(a,b).

2) 2" < |al < 2" < |b| < 272 pour un certain n. Alors, soit

2n+1 _ |(1,| 2n+2 _ |b|
>\a = 2—” et )\b = W
on a,
d(a,b
Ao < (a. ), ainsi \,|a| < 2d(a,b).

De facon similaire,

bl — 2" _ d(a,b)

2n+1 = 2n+1

1— X =

et (1— \)[b| < 2d(a,b).

1f(a) = FOI = [Aafula) + (1 = Xa) frr1(a) = Aofrra (D)
—(1 = ) far2 ()]

Aa((lfn(@) | + [ faga (@) + (1 = X )([[ fara ()]
Hll 2O D) + [[frs1(a) = Fria (D]

< 20\,|al +2C(1 — )b + 2Cd(a, b)

N

< 9Cd(a,b).

Nous venons de montrer que f est 9C-Lipschitzienne.

Nous devons maintenant minorer f. On considére a,b € M et nous suppo-
sons une nouvelle fois que |a| < |b]. Trois cas différents doivent étre étudiés.
Dans notre propos, lorsque |a| appartiendra a [2™,2™![ pour un entier m,

nous noterons .
)\ 2m+ _ ‘a|
©T gm
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Dans la suite de la démonstration on notera R, ) = Tq,(i Y
soucis de clarté d’écriture.
1) 2" < |a| < |b] < 2™, pour un entier n.

ollg, ,, par

Il existe | > 1 et s, € M3 tels que 2742 < d(a,b) < 27043 et
d(sp,b) < 27" On note k = [ + 3 pour la suite.

Ainsi, iy (f(a) = f(b) = gz (A (@) — Apgr (b)) et donc,
Ak (@) = Nk (D) = (Aa(d(a, ) = |s]) = No(d(b, 5) = |s]))senss
Nagh(a) = M@k (D)., = Aad(a, sp) + (N — Xa)lsp] — Aod(b, 5p)

D’autre part,

R(n+1,k)(f(a) - fb) = m((l - Aa)@fﬁl(a)
—(1 = Xo)gh 11 (D))

et,

(1= Aa)enia(a) = (L= M)y () = (1= Aa)(d(a, s) —|s])
—(L=X)(d(b; 5) = [s]))sens,,
(1= A)gnia(a) = (L= X)oi1(B),, = (L= Aa)d(a,s6) + (Aa = Ab)sy)
—(1 — /\b)d(b, Sb)

On remarque que
n—1l—-3<n—-101-2<n—-101+2<log(d(a,b)) <n—10+3
doncsi 0 < n—1[1— 3 alors

(n—1-32+1<(n—1+2)*+1< (logd(a,b))*+1

log(d(a,b)) —=7T<n—-1-3<n—-101—-2<0

og(t))* + 1. Maintenant si nous sommons R,1x)(f(a) — f(b))
(b)) on obtient

8 Max {a(d(a, ), 0 (“2) L £(a) - £0)]

~— —
I
~

VoV WV WV
QL
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2) 2" < |a] < 27T < |b] < 272 pour un entier n.

Il existe [ > 1 et s, € MF,, tels que 2773 < d(a,b) < 270+ et
d(8q,a) < 2707,

Un recours similaire aux projections et aux évaluations en des points bien
choisis permet d’estimer la norme de f(a) — f(b).

R(n,k)(f(a) - f(b))|t0 = m()\ad(tv 8) - )‘a‘5|)|s:t0

A
morrlal

Ripia)(f(a) — f(b))|t0 = m(—(l — Ap)d(b, s)
—(1 = X)ls]).—,

(1-)
=il

Rinrin(F(@) = FO), = o (1= Aa)d(as) — (1= A)ls]
—)\bd(b, S) + )\b|8 )|S:Sa

m((l — )\a)d(a, Sa) — )\bd<b, Sa)
—(L = Aa)[sal + Av[sal)

27

Ainsi avec ( = Max {Oz(d(a, b)), o <M>}

12-Clf(@) — SO > Adlal+ (1= M)l
—(1 = Xa)d(a, sq) + Aod(b, s4)
+(1 = Aa)[sal = Ap[sal

WV

)\bd(a, b) + )\a]a| + (1 — )\b>|b|
+(1 = Ad)lal = No[al

—Xpd(Sq,a) — (1 — Ay)d(8q,0a)
—(1 = Xo)d(a, sa) — Mpd(Sa, @)

> d(a,b) —2(1 — Ao+ Np)d(a, sa)

> d(a,b) —4d(s,,a)

d(a,b
2 (‘;)

3) 2" < a] < 2 < 2P < [b] < 2P pour des entiers n et p.
Il existe I > 1 tel que 271472 L d(a,b) < 9—l+p+3
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Ry (fla) = f(O)), = (—Q_H( Apd(b, 5) 4 Ap[s

@_—2H|b|

Rprrp(fa) = fFO), = oo (—(1—A)d(b;5)
H( = M)[s])—

) ‘s:to

(1-Xp)
= — Gl

8 Max {a(d(a, ), a (2) } I £(a) = FOI > Mlo]+ (1 =2y

> |b]
> 2(lal + |b])
> 2d(a,b)

Tous les cas possibles ont été traités et nous avons montré que f est un
plongement fortement uniforme vérifiant les estimations suivantes :

(d(a, b)) < |[f(a) = f()] <9Cd(a,b),

ol
t

24 - Max {a(t),a () }

(t) =
a le comportement suivant

’}/(t) = WSit>27

> D une constante positive si 1 <t < 27

= —L o —sit<l1.

(log(%)) +1
O
Remarque 3.2 On peut donc plonger fortement uniformément tout

espace métrique propre dans I'espace réflexif concret X = (§ n>1 ﬁgo) . On
2
remarquera aussi, que X est asymptotiquement uniformément convexe.
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5.4 Plongement grossiérement bi-Lipschitz des
espaces propres

En ce qui concerne les sous-espaces stables des espaces £, on peut obtenir
un plongement grossiérement bi-Lipschitz au sens de la définition suivante

Définition 5.4.1. Soit f : (M,d) — (N,9),
f est un plongement grossierement bi-Lipschitz s’il existent deux constantes
Cq>0cetC, >0 telles que

Cidd@, y) — Ca < 8(f (@), f(y)) < Cadlz,y) + C.

La constante Cy (respectivement C,, ) sera appelée constante bi-Lipschitz gros-
siere de dilatation (respectivement constante bi-Lipschitz grossiére additive ).

Un plongement bi-Lipschitz grossier est parfois appelé plongement Lip-
schitz aux trés grandes distances. En effet, il est clair que si f est un plonge-
ment bi-Lipschitz grossier, comme dans la définition ci-dessus, alors il existe
D > 0 et C), > 0 tels que pour tout couple de points écartés d’une distance
D, alors f est un plongement Lipschitzien avec distortion C}. Le résultat
suivant est un corollaire du théoréme 4.3.3 .

Corollaire 5.4.2. Soient 1 < p < oo et A > 1. Soient (Y, || - ||) un espace
L, et M un sous-ensemble propre de Y, alors M admet un plongement
grossierement bi-Lipschitz dans tout espace de Banach X qui conlient uni-
Jormément les €. De plus les constantes bi-Lipschilz grossiéres additive et
de dilatation ne dépendent que de .

Démonstration. B, := {t € M; ||t|| < 2"} est compacte.
Soit R, un g-réseau de B,,. Le cardinal de R, est fini. R := Un> R, est un
s-réseau localement fini de M. Définissons

6 : M — R
t — B(t), tel que ||t = B(1)] < 5

Il est immédiat que [ja — b|| — e < ||(a) — B(D)|| < ||la —b|| + €. Si on plonge
R dans X a l’aide du théoréme 4.3.3 et que ’on compose ce plongement avec
[ alors nous avons construit un plongement grossiérement bi-Lipschitz avec
des constantes universelles Cy and C),. O

Revenons maintenant & la remarque de G. Schechtman dont nous avons
discutée a la section 4.4. Dans la preuve du théoréme 4.4.2, le plongement Lip-
schitzien peut-étre remplacé par un plongement grossiérement bi-Lipschitz a
condition que la constante grossiére bi-Lipschitz additive puisse étre rendue
aussi petite que voulu. C’est le cas dans notre situation, et on a :
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Théoréme 5.4.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) X n’a pas de cotype non trivial.

ii) Il existe une constante universelle Cq > 0 telle que pour tout espace

Cy,e€
métrique propre (M,d) et pour tout e > 0, M (Cay) X.

iii) Il existe deux constantes positives universelles Cy et C, telles que pour

- . (Cdyca)
tout espace métrique propre (M,d), M~ — " X.

La preuve nécessite un argument de différentiabilité et nous renvoyons la
lectrice a 'annexe B concernant 'introduction des notions nécessaires.

Démonstration. 1) implique ii) est le corollaire 5.4.2 et ii) implique iii) est
trivial.
Prouvons iii) implique i) en utilisant 'argument de G. Schechtman.
Fixons n et k deux entiers strictement positifs, et soit N, = %Z” N kByx .

Ny, est fini, donc il existe un plongement Oy : Ny — X tel que ©4(0) =0 et

(Cdvca

Ny — " X Soit Oy (x) = w, alors

1 C,
Fllz = ylleo = == < 19k(2) = Cr(y)l| < Callz = ylloo +
Cq k

Ca
-
On définit ¥y de By vers Ny tel que pour tout x € By , on ait

[l = Wi ()]0 <

| =

Finalement définissons
P . ngo — Xu
U

v o= (Pro V()1

ol Xy, est l'ultra-produit de X selon un ultra-filtre non trivial &/ de N. &
est un plongement Lipschitzien de distortion C, la constante de dilatation
bi-Lipschitz grossiére. A I'aide d’un argument délicat, mais classique, de dif-
férentiabilité préfaible da a S. Heinrich et P. Mankiewicz [39] (cf annexe B),
on peut montrer que (7 se plonge linéairement dans X;;*. On conclut en
mentionnant le fait que le bidual et I'ultra-produit d’un espace de Banach Y

sont finiment représentables dans Y.
]

Une nouvelle fois, on peut remarquer que tout espace propre admet un
plongement grossiérement bi-Lipschitz dans un espace réflexif.

Quand est-il lorsque 1’on remplace la réflexivité par la super-réflexivité ?
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Il est clair que le résultat de V. Lafforgue [54] apporte une réponse négative.
Cependant dans le cas des plongements grossiérement bi-Lipschitz, P. Nowak
a construit, a base de graphes de Laakso, un exemple simple d’espace a
géométrie bornée qui ne se plonge dans aucun espace uniformément convexe
(|74] résultat non publié). Plus précisément il montre que les espaces dans
lesquels le plongement est impossible sont les espaces métriques a boules
rondes. Cette notion due a T. Laakso [55], généralise aux espaces métriques
la notion d’uniforme convexité pour les espaces de Banach. On notera diam
le diamétre d’une partie non vide d’un espace métrique.

Définition 5.4.4. Un espace métrique (M, d) est un espace a boules rondes
st pour tout € > 0 il existe 0. > 0 tel que

diam (B (x HT‘S%Z(:U, y)) B (y ! +2 5€d(:c,y))> < ed(z,y)

pour tout r,y € X.

T. Laakso a montré qu'un espace de Banach est a boules rondes, si et
seulement si, il est uniformément convexe.

5.5 Une remarque sur les espaces universels
pour les compacts

Nous venons de montrer dans les sections précédentes que les espaces de
Banach sans cotype sont uniformément (et grossiérement) universels pour les
espaces métriques propres. En particulier, tout espace propre se plonge dans
un espace réflexif. Deux questions naturelles se posent :

e Les espaces sans cotype sont-ils encore universels pour les espaces pro-
pres relativement aux plongements Lipschitziens ?

e Les espaces métriques séparables admettent-ils tous un plongement uni-
forme ou grossier dans un espace réflexif?

La réponse a la premiére question est négative si 'on considére ’espace

2 : n 9 .
réflexif (Zn>1 Eoo)b. En effet, comme nous I'a fait remarquer N. J. Kalton,
nous avons la propriété suivante concernant les espaces métriquement uni-

versels pour les espaces métriques compacts :
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Proposition 5.5.1 (Kalton). Soit X un espace de Banach séparable métri-
quement universel pour les espaces métriques compacts alors :

i) X n’a pas la propriété de Radon-Nikodgm (RNP),

ii) X** contient une copie isomorphique de cy et donc X* contient une copie
1somorphique complémentée de (1.

Nous renvoyons a 'annexe B, section B.4, pour la preuve de ce résultat
qui nécessite divers outils que nous introduirons dans cette annexe.
Ainsi que nous 'a suggéré E. Ricard, considérons maintenant 1’espace

() )
n>=1 0 n>1 c

0

X est un espace qui a RNP en tant que dual séparable, et qui contient une
suite équivalente & la base canonique de ¢y dans son bidual. Cette suite est
donnée pour i > 1 fixé par f; = w*- lim e,; € X™, ou (e,;)!, est la base

n—oo

canonique de (7 . Un espace qui contient ¢y dans son bidual n’est donc pas
forcément métriquement universel pour les espaces compacts.

En ce qui concerne la deuxiéme question, elle est équivalente a trouver un
plongement uniforme ou grossier de ¢y dans un espace réflexif. Le probléme
concernant le plongement uniforme de ¢y dans un espace réflexif était un
probléme ouvert en théorie des espaces de Banach depuis plus de 30 ans. Il
vient d’étre résolu par N. J. Kalton [47].

Théoréme 5.5.2 (Kalton). Soit X un espace de Banach dont tous les duaux
sont séparables. Alors cy ne se plonge pas grossierement dans X et B, ne se
plonge pas uniformément dans X.

Remarque 5.3 Kalton a aussi prouvé dans [46], que ¢q se plonge for-
tement uniformément dans un espace de Schur.
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Chapitre 6

Arbres et indices ordinaux

6.1 Introduction

D’un point de vue de théorie des graphes, un arbre est un graphe connexe
sans cycle. Un arbre est donc la donnée d’un ensemble de noeuds et d’un en-
semble de couples de noeuds (les segments), tels que deux noeuds distincts
soient reliés par un chemin, et qu’aucun noeud ne puisse étre & la fois le
début et la fin d’un chemin. Deux noeuds d'un arbre sont donc toujours re-
liés par un unique chemin. On peut considérer un arbre comme un espace
métrique. Pour cela il suffit de le munir de la distance donnée par le nombre
de segments qui compose 'unique chemin entre deux noeuds. De tels arbres
sont appellés arbres métriques. Les arbres dyadiques hyperboliques de la sec-
tion 3 en sont un exemple. La structure métrique des arbres a toujours été
abondamment étudiée. Les arbres sont les éléments de base de la géométrie
hyperbolique. Le plongement de certains espaces a courbure négative dans
des produits d’arbres est utilisé dans plusieurs contextes (voir par exemple
[22], [73] et [29]). En ce qui concerne les arbres métriques, une étude détaillée
du plongement métrique des arbres métriques finis, dans les espaces eucli-
diens de dimension finie [65], et dans les espaces de Banach uniformément
convexes [66], a été effectuée par J. Matousek.

On dit qu’un espace métrique M est finiment représentable dans un espace
métrique N s’il existe une constante D > 1 telle que pour tout sous-ensemble
fini ' C M, en(F) < D, ou

en(F) = inf{dist(f) : f plongement métrique de F' dans N}.

L’introduction, entre autre, de la Markov-p-convexité, un nouvel invariant
métrique inspiré du type de Markov, permet a J. R. Lee, A. Naor et Y. Peres
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dans [59] de démontrer qu’un arbre métrique 7" admet un plongement mé-
trique dans un espace de Hilbert, si et seulement si, (B, p) n’est pas finiment
représentable dans T. D’autre part, M. Mendel et A. Naor [72] ont étudié
la géométrie des arbres métriques, notamment le lien entre la Markov-p-
convexité et le plongement métrique des arbres dyadiques hyperboliques. Il y
est aussi démontré que la Markov-p-convexité est équivalente a la p-uniforme
convexité pour les espaces de Banach, ce qui est une nouvelle occurence du
“programme de Ribe” dont nous avons discuté a la section 3.

Des arbres plus “linéaires” sont aussi utilisés en théorie des espaces de
Banach, notamment pour caratériser la super-réflexivité, ou lors de I’étude
de la propriété de Radon-Nikodym (voir [13]).

Au cours de cette section, nous étudions le plongement d’un type d’arbre
particulier, les arbres & branchements dénombrables, et le lien qui les unit a
un indice ordinal, 'indice de Szlenk.

6.2 Indices ordinaux

Nous allons définir deux types d’indices. D’une part des indices d’éplu-
chages (indice de Szlenk [90], indice de dentabilité), et d’autre part des indices
qui “mesurent” la complexité de la sous-structure ¢/; d’un espace de Banach
(variantes de 'indice ¢; de Bourgain [16]).

6.2.1 Indice de dentabilité et indice de Szlenk
Indice de dentabilité

Soit X un espace de Banach, et C' un sous-ensemble fermé borné de X,
on appelle tranche de C' un sous ensemble de la forme :

T={xeC:2%x)>t}) onz"e X etteR

On appelle 7 I'ensemble de toutes les tranches de C' dont le diamétre pour
la norme est plus petit que € > 0, et on note

DC=C\|J{T:TeT}.
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On définit de facon inductive D*C' pour tout ordinal o par
DiC = D.(DXC)

et
DeC = (] D?K si o est un ordinal limite.
B<a
On trouve l'origine de ce type de dérivation dans les travaux de Baire. On
note Bx la boule unité fermée de X. Alors on définit D(X,¢) comme étant
le plus petit ordinal  tel que D*Bx = (), si un tel ordinal existe, sinon par
convention on pose D(X,€) = oo . L'indice de dentabilité de X est définit
par
D(X) =sup D(X,e).
>0

Parmis les propriétés importantes de I'indice de dentabilité, on a

Proposition 6.2.1. Soit X un espace de Banach, alors
i) L’indice de dentabilité D(X) est invariant par isomorphisme linéaire.

i) Soit D(X) = oo, soit il existe un ordinal « tel que D(X) = w®.
L’indice de dentabilité caractérise les espaces super-réflexifs,

Théoréme 6.2.2 (Lancien). Soit X un espace de Banach, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

i) X admet une norme équivalente uniformément conveze.
ii) D(X) < w.
iii) X admet une norme équivalente avec un module de convexité en puis-
sance.

Les résultats de la section 3 affirment que posséder un indice de dentabilité
strictement plus grand que w pour un espace de Banach X est caractérisé
par le plongement métrique de I'arbre dyadique infini hyperbolique.

La suite de la section est consacrée a 1’étude du lien entre l'indice de
Szlenk et la présence d’un autre type d’arbre, les arbres & branchements
dénombrables. Pour d’autres propriétés de I'indice de dentabilité on pourra
consulter [56].
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Indice de Szlenk

Commencons par définir la dérivation de Szlenk. Soit X un espace de
Banach et K un sous-ensemble compact pour la topologie préfaible de X*.
On dira que K est un w*-compact. Pour € > 0, soit )V I’ensemble de tous les
sous-ensembles préfaiblement ouverts V' de K tels que le diamétre (pour la
norme de X*) de V est plus petit que € > 0, et

s =K\ J{v : VeVl

On note By- la boule unité fermée de X*. A partir de la dérivation
de Szlenk, on définit S,(X,€) comme étant le plus petit ordinal « tel que
s“Bx~ = (), si un tel ordinal existe, sinon on pose S. (X, €) = oo, par conven-
tion. L'indice de Szlenk de X est définit par

S.(X) =sup S, (X, e).
e>0
On remarquera que cette définition varie légérement de la définition ori-
ginale de W. Szlenk [90]. Cependant les deux définitions coincident lorsque
X est un espace de Banach séparable qui ne contient pas une copie isomor-
phique de ¢;(N) (cf [57]). Lorsque X est séparable, pour K un sous-ensemble
w*-compact de X* et ¢ > 0, on note

(K ={x" € K:3(x}),>1 C K telle que Vn|z" — x| > € et ), N '}
L’indice associé a cette dérivation est égal a I'indice de Szlenk de X.

L’indice de Szlenk a été introduit par W. Szlenk pour démontrer un résul-
tat concernant la non existence d’un espace de Banach séparable, réflexif et
isomorphiquement universel pour la classe des espaces de Banach séparables
et réflexifs. Pour un exposé détaillé sur I'indice de Szlenk on pourra consulter
|58].

Les propriétés fondamentales de I'indice de Szlenk sont regroupées dans
la proposition suivante
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Proposition 6.2.3. Soit X un espace de Banach séparable,

i) L’indice de Szlenk S.(X) est invariant par isomorphisme linéaire.

i) L’indice de Szlenk des sous-espaces ou des quotients de X est majoré par

l'indice de Szlenk de X.
iii) X est de dimension finie, si et seulement si, S,(X) = 1.

i) La w*-compacité implique que S,(X,€) n'est jamais un ordinal limite.
De plus, on a S.(X) < w, si et seulement si, S,(X,€) < w pour tout
e > 0.

v) Soit S,(X) = oo, soit il existe un ordinal o tel que S,(X) = w®.

Remarque 2.4 L’indice de Szlenk est aussi défini comme U'indice d’os-
cillation de 'application identité de (Bx«,w*) dans (X*, | - ||).

6.2.2 Indices locaux du type de I’indice ¢/; de Bourgain
Définition des arbres

On appellera arbre un ensemble non vide, partiellement ordonné (7', <)
pour lequel 'ensemble {y € T': y < x} est totalement ordonné et fini pour
chaque x € T'. Les ¢éléments de T" sont appellés noeuds.

Le prédécesseur de x est I’élément maximal z de I'ensemble {y € T': y <
x}, tel que si y < x, alors y < z. Un successeur immédiat de x € T est un
noeud y > x tel que x < z < y implique que z =z ou z = y.

Les noeuds initiauzr de T sont les éléments minimaux de 7', et les noeuds
terminauz sont les éléments maximaux. Une branche d’un arbre est un sous-
ensemble maximal totalement ordonné de 'arbre.

Un sous-arbre d’un arbre T est un sous-ensemble de 7" muni de 'ordre
induit par T'. Un sous-arbre est clairement un arbre.

On considérera aussi des arbres construits par rapport a un ensemble fixé
X. Un arbre sur un ensemble X est un sous-ensemble de X indexé par un
arbre T'. C’est donc un ensemble de la forme (z4)ser, avec s € X, et qui est
partiellement ordonnée selon 'ordre sur I'arbre.

Un isomorphisme d’arbres entre deux arbres est une bijection qui préserve
I'ordre entre les deux arbres.
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Ordre d’un arbre

L’arbre dérivé d’un arbre T est ’ensemble
D(T)={xe€T:3yeTz<y}.

L’arbre dérivé de T est I’arbre T" auquel on a enlevé les noeuds terminaux.
Pour chaque ordinal o on définit un arbre T de la facon suivante :

S TO=T,
— Tt = D(T%),
— Si @ est un ordinal limite 7% = (,_, T°.

Un arbre T est bien fondé s’il ne contient pas de sous-ensemble S C T avec
S totalement ordonné et infini. L’ordre d’un arbre T est définit par

o(T) = inf{a: T* =0},

s'il existe o < wy avec T* =), et o(T) = w; sinon.

Arbres faiblement nuls
Définissons une famille (7%),«,, d’arbres & branchements dénombrables,

inclus dans I’ensemble des suites finies d’éléments de N.

On utilise le symbole —~ pour la concaténation de deux suites finies. La
famille se construit de la facon suivante :

- Ty = {2}
-T2, = (@YU n T, o n TY = {ns, s € T¥)

- Ty ={@}U,_yn"TZ , si a est un ordinal limite, (a,);2, étant une
énumeération des ordinaux strictement inférieurs a .
On définit I'arbre infini & branchements dénombrables par T2 = UIL TY.
C’est 'ensemble des suites finies d’entiers naturels.
On dit qu’un arbre sur un espace de Banach X est un arbre faiblement
nul sur X s'il est de la forme (x,)scrw et si Vs € D(TY), xs~y 0.
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Indice ¢; de Bourgain

On définit indice ¢; d’un espace de Banach X, noté I(X), introduit par
J. Bourgain [16] de la facon suivante :

Soit K > 1, un arbre {1-K sur X est un arbre sur X, tel que pour tout
noeud z, de I'arbre on ait, ||z4| = 1 et (x;);<s est K-équivalente a la base
canonique de €|15|, ie

=3l <

t<s

E ATt

t<s

< Z la|, pour tout (a;)i<s C R.
t<s

On définit
I(X,K) =sup{o(T) : T est un arbre ¢, — K sur X}.
L’indice ¢; de X est donné par

I(X) :iugiI(X,K).

Nous avons les propriétés suivantes pour 'indice ¢4
Théoréme 6.2.5. Soit X un espace de Banach séparable, alors

i) I(X) < wy, si et seulement si, {1 ne se plonge pas linéairement dans X .

i) Soit I(X) = wy, soit [(X) = w® pour un ordinal o < wy.
La premiére assertion est due & J. Bourgain [16], tandis que la deuxiéme
provient de l'article [44]| de R. Judd et E. Odell.
Indice (¢ -faiblement nul

Pour K > 1, on appelle arbre (] -K -faiblement nul sur X, un arbre fai-
blement nul (Is)seT;; sur X tel que tout noeud x, soit une ET—K suite, i.e
pour tout s, z, est de norme 1, (z;):<s est K-basique et vérifie

%Zat < Zaﬂ?t

t<s t<s

, pour tout (a;);<, C RY.

Comme pour I'indice ¢1, on pose
IT(X,K) =sup{o(T) : T est un arbre ¢{-K-faiblement nul sur X}.
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L’indice correspondant est donné par

IT(X)=sup I1(X, K).

w
K>1

Cet indice, introduit par D. Alspach, R. Judd and E. Odell [3], posséde les
propriétés suivantes

Théoréme 6.2.6 (Alspach-Judd-Odell). Soit X un espace de Banach sépa-
rable, alors
i) Si X ne contient pas b1, I7(X) < wy, si et seulement si, X* est séparable.
ii) Si X* est séparable, alors IT(X) = w®, avec o < wy.
iii) Si X ne contient pas {1, on a I7(X) = S.(X).
Remarque 2.7 La condition “X ne contient pas ¢;” du i) est nécessaire

car I7(¢1) = 0. En effet, ¢; étant un espace de Schur, il n’existe pas d’arbres
faiblement nuls différents de 7’ dans ¢;.

6.3 Arbres a branchements dénombrables et in-
dice de Szlenk

On a vu que l'on pouvait plonger trivialement arbre (7%, p) dans ¢; et
co. D’aprés le théoréme de dichotomie de James [41] on a

Théoréme 6.3.1 (James). Soit X un espace de Banach a base incondition-
nelle, alors X est réflexif, si et seulement si, X ne contient pas co ou (1.

Dans le théoréme suivant on étudie le cas des espaces de Banach réflexifs
a base inconditionnelle.

Théoréme 6.3.2. Soit X un espace de Banach réflexif, possédant une base
inconditionnelle. Si S,(X) > w, alors les arbres (T, p), se plongent unifor-
mément métriquement dans X.

Démonstration. On sait que X ne contient pas ¢;, donc on a égalité entre
I'indice de Szlenk et l'indice ¢;+-faiblement nul de X. Ainsi I(X) > w et
donc dK > 1, tel que VN, EI(:cs)seTﬁ C Sy telle que

Vs € D(Ty) Tgp — 0
et

, pour tout s € T, et (a;)ics C RT.

E ATy

t<s

%Zat <

t<s
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Soient (e;) la base inconditionnelle de X, et ¢ C N, on définit la projection
P, comme étant la projection sur le sous-espace engendré par les vecteurs
(€;)ico- La projection sur le vecteur e; sera simplement notée P;. La base
étant inconditionnelle, il existe 6 > 1 telle que pour tout o C N, || P, | < 6.
On peut renormer et supposer que 0 = 1.

Montrons que pour tout N, on peut constuire un isomorphisme d’arbres
STy — P(Ty) et deux familles (:r:@(s))sem, et (ys)sem telle que :
— le support de y, est fini, pour tout s

— y, et y; ont des supports disjoints si s # ¢
2K-1)||zgs |l
- <yl < lza | =1

~ Nzaw) — ysl < 5

Soit (ng); une énumération des noeuds terminaux. On note By la branche
formée des antécédents du noeud nj;. On énumére les noeuds de B; dans
I'ordre croissant, puis ceux de By \ By,. .., Bri1\ (Uf:1 Bi) et ainsi de suite.
L’énumération ainsi obtenue est notée (s;);>1. On construit ®(s;) = s et ys,
par troncature de zg(s,). On suppose ®(s1),...,P(s,) et ys,,. .. ,ys, construits.
Soit s,41 est incomparable avec les s; pour tout i < n, et donc s,.1 = {p}.
Comme x,, > 0, on peut choisir ®(s,;1) = {p'} pour p’ assez grand tel que :

[E
4K7’L2"

e pour tout i < n, || P(zy)| < ou n; est le cardinal de 'union des

supports des vecteurs s, ,...,Ys, ;

e on puisse trouver o fini tel que Vi < n, o()supp(ys,) =0
et HyS'n+1 - xq)(sn+1)H < ﬁ7 Oﬂ y3n+1 = Pa(x(b(sn+1)>'

Soit il existe © < n tel que s,41 = s; ~ p. Or To(s,)~n % 0 et on choisit
To(spp1) 6 Ysnirr avec @(s,41) = P(s;) —~ p', pour p’ assez grand comme
précédemment.

On remarque que I’énumération et I'extraction conservent l'ordre et que les
intervalles de noeuds sont envoyés sur des intervalles de noeuds de méme
longueurs. On définit le plongement par

f:Iy — X
S#@ = Ztgsyt
g — 0

Soient s,s" € Ty et 0 leur dernier ancétre commun, alors

Zyt— Zyt

O<t<s o<t<s!

1F(s) = f(s) =
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Si on note d = |s| — |0] et d' = |s'| — |0, alors
1F(s) = F(HII < (d+ d) = p(s, ).

De plus si o, = U supp(y:), on a

0<t<s
1P, (f(s) = FNI = || D2 ws
0<t<s
> 1) wew| = Y Iy — zap
0<t<s 0<t<s
d
Z 5
Si on utilise la projection P, , on obtient
d/
PO' / - ! 2 .
12, () = S > 5

Finalement en sommant on a

25D 1) = £ < pls, o).

6.4 Plongement quasi-isométrique d’arbres a
branchements dénombrables

Pour commencer il est clair, a I'instar de ’arbre dyadique hyperbolique
infini (Bw, p), que 'arbre hyperbolique infini & branchements dénombrables
(T2, p) se plonge isométriquement dans ¢, et avec distortion 2 dans cy. Or
I'indice de Szlenk de c¢q est égal & w. La réciproque du théoréme 6.3.2 est
donc fausse. On ne peut donc pas espérer caractériser les espaces de Banach
qui ont un indice de Szlenk strictement supérieur a w grace a 'arbre 7.

On dira qu'un espace métrique M se plonge quasi-isométriquement dans
un espace métrique NV, si pour tout € > 0, il existe un plongement Lipschitzien
fe de M dans N, tel que dist(f.) < 1+e.
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On montre le résultat suivant

Proposition 6.4.1. Pour tout n,

[e.@]
(T, p) se plonge quasi-isométriquement dans (Z £1+i> .
k=1 ls

Démonstration. Fixons n et € > 0. Notons (es)seTﬁ la base canonique des
espaces €1+§~ On peut toujours trouver un indice k assez grand tel que le
plongement soit donné par

fe: Ty — <Zk£1+}f)52

t — (0,...,0, es,0,...
( >, )

s<t
k — 1 zéros

En effet, on a
1fe(t) = f@)] = p(t, )7

Or
t.t
1< p(—’)k — p(tt’)ﬁ < (2n)%+1 <1l+e,
ot )75

pour k assez grand, lorsque la distance hyperbolique entre ¢ et t’ est plus
grande que 1, ce qui est le cas quand t # t'.
Ainsi
p(t,t')
1+e€

< fe(t) = fe@)II < p(t,¥'), pour tous ¢,1" € T,

En utilisant la technique de recollement, on peut montrer que

Proposition 6.4.2. L’arbre hyperbolique infini a branchements dénombra-

bles (T, p) se plonge métriquement dans X = <Z Elhﬁ)
k=1 lo

L’espace X de la proposition 6.4.2 posséde des propriétés intéressantes.
En effet on peut plonger 'arbre (7, p) dans un espace réflexif, avec un indice
de Szlenk minimal au regard du théoréme 6.3.2.
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2

Nous allons maintenant donner une preuve que S,(X) = w” en utilisant

une technique classique de [38].
Soit Z = (51 Zn),, et Ve = (X0 Zn>£
On note Py la projection de Z* = (Zn>1 Z;;)Z2 sur Yy = <Zg:1 Z;:>e .

On montre le lemme suivant

Lemme 6.4.3. Soit = € By et a un ordinal. Si |Py(2)||*> > 1 — € et
z € 'z (Bz+), alors Py(z) € s¢(Byy).

Démonstration. Démontrons ce lemme par une récurrence transfinie sur I’or-
dinal a.

— Il est clair que pour o = 0 la propriété est vraie car les projections sont
de normes 1.

— Le cas o « est un ordinal limite est aussi immeédiat.

— Traitons maintenant le cas d’un ordinal successeur.

On veut montrer que si Py(z) ¢ s¢™(By;) et |[Py(2)]]* > 1 — €2, alors
z ¢ S%S(BZ*)-
On peut supposer que z € sf‘/ge(BZ*) et donc Py(z) € s¢(Byg). On en
déduit l'existence d’un voisinage préfaible de Py(z) dans Yy, que 'on note
V =N~ {fi >} ou fi € Y, tel que

diam (V ﬂ sg(By;G)> <€
et
) € V[ )s2(Byy)-

On peut supposer que V (/1 — 2By, = 0.

On appelle W le voisinage préfaible dans Z*, de la forme (", {g; > v},
ou les applications g; sont les applications f; que 'on prolonge en rajoutant
des coordonnées nulles. Il est clair que z € Wﬂs?/ge(BZ*). De plus, si y €

W 5%, (Bz:), alors Py(y) € V et donc | Py(y)[? > 1 — €2
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D’apres 'hypothése de récurrence, Py(y) € s&(By;) et donc,
)€ Vﬂ (Byy).
Ainsi pour tous y, ¥y € W) $%s (BZ*)
Py(y) et Pn(y') € Vﬂ (By;),

ce qui implique que ||Py(y) — Py (y/)|| < €. On en déduit que [jy — /|| < v/3€,
et que diam (Vﬂ S%G(BZ*)) < e. Ceci prouve que z ¢ sf‘/”gel(BZ*). O

Les espaces £, 1 ont tous un indice de Szlenk égal & w. D’aprés le lemme
précédent on a que, Ve > 0 s¢(B) C (1 — ) B, et donc 5:(X) < w?. Par
ailleurs, on vérifie aisément que

1

k—o00

Alors, S.(X,3) > w et S,(X) > W
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Annexe A

Autour du contre-exemple
d’Aharoni

A.1 Le contre-exemple d’Aharoni

On appelle contre-exemple d’Aharoni, le dernier résultat de Particle [1].

Proposition A.1.1 (Aharoni). Il existe un sous-ensemble de {1 qui ne se
plonge pas métriquement dans cq avec une distortion strictement plus petite
que 2.

La preuve est trés courte et nous la redonnons ici, car elle est a la base
des résultats de cette annexe.

Démonstration. Soit f : ¢y — ¢y vérifiant

lz =yl <[[f(2) = f(»)llee < Cllz =yl

pour tous x,y € /.
Sans perte de généralité on peut supposer que f(0) = 0. Supposons que
C < 2 et donc 4 —2C > 0. Notons (e;)2, la base canonique de ¢;. Soit

M={neN:|f(e1)n— flea)n| =4—2C}.
Pour tous 4,7 > 3, ¢ # j on définit
Mij={neN:|f(e)n— flej)nl >4 —-2C}.

M et M;; sont des ensembles finis. De plus, pour tous 4,7 > 3, i # j,
MﬂMl’] # @ En effet,

[f(ex +ei) = flea+¢€j)lloc = [[(e1 +€i) — (€2 +¢5)[[1 = 4
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Donc il existe un entier ng € N pour lequel

|f(61 + €i>no - f(eQ + €j>n0’ 24

Par conséquent,

‘f(el>no - f(e2)no’ > ’f(el + ei)”o - f(eQ + e]')n0|_
| f(e1 + €i)ng — f(€1)no| — [ f(ea + €)ng — f(€2)no]

> A—|[fler+e) = flen)lloo — 1 fe2 + ;) = flea)lloo
> 4-C—-C=4-2C.

Ainsi ng € M. Le méme raisonnement montre que ny € M, , et donc
M\ M;; # 0. Soit Py la projection canonique de ¢y sur Vect(ey,)nenr. Alors
(Parf(e;))s= 5 est un ensemble borné dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie. Ceci contredit le fait que la distance entre deux points quelconques
de cette suite est minorée par 4 — 2C > 0. ]

A.2 Distortion optimale

Notons
Cyp = inf {C : VM métrique séparable, M AN co} )

I. Aharoni a montré que 2 < C'y, < 6 + €, pour tout € > 0.

La distortion a été améliorée par P. Assouad dans [5], ot il est démontré que
Can < 3+ €, pour tout € > 0.

Une nouvelle étape a été franchie par J. Pelant [76] qui montre, en 1994, que
Can < 3 et que ce résultat est optimal pour les plongements dans ¢, le cone
positif de c¢g.

Finalement en 2007, N. J. Kalton et G. Lancien ont prouvé que Cy;, = 2. Le
résultat de Kalton et Lancien est le premier a utiliser un plongement dans
co tout entier et non pas, a l'instar des résultats cités précédemment, un

plongement dans cj .
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A.3 Une extension du contre-exemple d’Aha-
roni

Le contre-exemple d’Aharoni indique que I’on ne peut pas plonger métri-
quement /1 dans ¢q avec une distortion 2 — €, avec € > 0.

Quelles conséquences sur le compact K, le fait de pouvoir plonger métrique-
ment ¢; dans un espace C'(K), implique-t-il 7 C’est a cette question que nous
allons partiellement répondre dans cette section.

A.3.1 Dérivation de Cantor

Nous avons besoin de définir la dérivation de Cantor pour les espaces
compacts.

Définition A.3.1. Soit K un espace topologique compact. On définit K’',
l’ensemble dérivé de Cantor, par :

K'={z € K : x est un point d’accumulation de K} .
K’ est donc le compact K privé de ses points isolés.

Remarque 3.2 Si K est métrisable,

K ={x e K :3(x,), C K\ {x} tel que x,, —p 0o T} .

On définit par récurrence transfinie les compacts K, pour l'ordinal « :
K'— K, K'= K'
si v est un ordinal sucesseur (o = 3+ 1), KAt = (KPY,
si o est un ordinal limite, K* = (,_, K”.
On note ord(K) le plus petit ordinal « tel que K* = ().

La dérivation de Cantor posséde les propriétés suivantes

Proposition A.3.3. Soit K un compact métrique, alors
1. K est fini < K' =0 < K est discret.
2. K est dénombrable < Ja < w; tel que K* = ().

3. K est non dénombrable <= Ja < wy tel que Ko™ = K~ £ ().
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A.3.2 Plongement de ¢; dans les espaces C(K)
La proposition suivante permet de retouver le contre-exemple d’Aharoni.

Proposition A.3.4. Soit K un compact métrisable. Soit € > 0, et supposons
que ly = C(K). Alors, K" # 0

Démonstration. Soit f: ¢ — C(K) telle que
lz =yl < 1f (@) = fFW)lle < (2=l =yl

pour tous z,y € ¢;. On peut supposer que f(0) = 0. Soient, n, m, i, j des
entiers tous différents. Pour 'instant nous travaillons & m et n fixés.
| f(en +e€i) — flem + €)oo = 4, donc il existe § € K tel que

|flen +e)(B) — flem +€;)(B)] = 4 (A.1)

D’ou
| f(e)(B) — fe;)(B)] = 2¢ (A.2)
| f(en)(B8) — flem)(B)] = 2¢ (A.3)

Soit

B ={p € K :3i# j vérifiant A.1}.
B est infini. En effet, supposons B fini et définissons

®:N — (. (B)
ko (flen)(8)sen

Soit 7 #£ j, il existe By € K vérifiant A.1, et donc By € B. De plus, [
vérifie A.2 ainsi la suite (®(k))ren est une suite bornée et séparée dans un
espace de dimension finie, ce qui est impossible. Donc B admet un point
d’accumulation, c’est-a-dire qu’il existe 3 € B[ K’ # 0. Montrons que K’
est infini.

Soit

U:N — lo(K')
Eoe (fen)(8))ge

Soit m # n, il existe § € K’ tel que |f(e,)(B8) — f(em)(B)| = 2, par
continuité des applications f(e,) et f(e,) pour n et m fixés. Par compacité
on en déduit une nouvelle fois que K’ est infini, et donc K" # (). O

Si Pon suppose que 'espace C'(K) contient ¢, quasi-isométriquement, i.e
avec une distortion aussi proche de 1 que 'on veut, le résultat reste vrai pour
des dérivés de Cantor d’ordre plus élevé. En réalité, on va prouver le résultat
suivant
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Proposition A.3.5. Supposons que Ve > 0 ly G C(K), alors
Ve > 0 3f : coo — C(K®) Va < w, telle que pour tous x, y € coo, T €t y a
supports disjoints, on ait

1z =yl

e SI@ =Wl < llz =yl

En particulier K # ().

Démonstration. On rappelle que ¢y est 'ensemble des suites & supports finis.
On montre le résultat par récurrence. Soit € > 0,
dg : coo — C(K) et €, que le fixera plus tard, tels que

[l =yl

o Sl —9@le < llz =yl

On pose Vz € cq,
f(x) = g(x)x € C(K').

K’ étant inclus dans K il est clair que || f(z) — f(¥)]l < ||z — yl|1. Soient
T,y € coo, & supports disjoints tels que ||z —yll; = ||zl + |y|][i = d > 0, pour
un certain ¢ fixé. Pour 7 et j n’appartenant pas a la réunion des supports de

T et y, on a
30

lg(x + de;) — g(y + dej)|l o = T o (A4)
donc il existe § € K tel que
36
g9z +0e:)(B) — gy + 9e;)(B)] = 1 (A.5)
D’o,
2— €5
(6e)(9) — gloe,) () > B2 (A6)
1-2¢)5  (1—2¢)|x —
9@)(0) — g > L2 = 2 2Tzvl )
Soit

B ={p € K : 3i # j vérifiant A.5}.

Pour les mémes raisons que dans la proposition A.3.4 B est infini, et K’
contient un élément [y tel que, par continuité de g(x) et g(y) a x,y fixés,

(1= 2z — gy

19(x)(Bo) = 9(y)(Fo)| = Tt o
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Ainsi )
(1 —2€)|lz -yl

1+4+¢
v,y o ey ., . . / 1_25/ 1
La propriété est initialisée en choisisant ¢ tel que e Tre Supposons

qu’elle soit vraie pour un ordinal «. Alors la propriété est vraie pour 1'ordinal
a + 1; en effet il suffit de réutiliser la démonstration pour o = 0, avec

/= gKe- O

La démonstration ne passe pas aux ordinaux limites.

1/ (2) = F (W)l =
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Annexe B

Différentiabilité et classification
non linéaire

B.1 Propriété de Radon-Nikodym

Le point de départ du sujet de cette section est le théoréme de Rade-
macher, généralisation aux fonctions de plusieurs variables du théoréme de
Lebesgue. On renvoie a l'exposé se synthése [48|, et au livre [13] pour une
étude en profondeur de la classification Lipschitzienne des espaces de Banach.

Théoréme B.1.1 (Rademacher). Soient X un espace de Banach de dimen-
ston finie et une application Lipschitzienne f : X — R. Alors f est diffé-
rentiable sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

On dira qu'un espace de Banach Y a la propriété de Radon-Nikodym

(RNP), si et seulement si, toute fonction Lipschitzienne f : [0,1] — Y est
différentiable presque partout.
Le théoréme de Rademacher reste vrai lorsque l'application Lipschitzienne
est a valeurs dans un espace qui posséde RNP. Il existe de nombreuses défi-
nitions équivalentes de la propriété de Radon-Nikodym, notamment reliées a
la dentabilité des ensembles convexes fermés bornés de l'espace. Le livre de
J. Diestel et J. J. Uhl Jr. [28] contient un exposé trés détaillé sur la propriété
de Radon-Nikodym. La proposition suivante regroupe deux critéres usuels
pour tester si un espace de Banach a RNP.

Proposition B.1.2. Si un espace de Banach séparable X posséde une des
propriétés suivantes alors il a la propriété de Radon-Nikodym
i) X est un espace réflexif

ii) X =Y*, ouY est un espace de Asplund, i.e tout sous-espace séparable
de 'Y a un dual séparable
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Les exemples classiques d’espaces ayant la propriété RNP sont donc les
espaces L, (1 < p < oo) et {, (1 < p < 00). Les espaces élémentaires qui
n’ont pas RNP sont ¢y, o, Loo, L1 et C([0, 1]).

La propriété de Radon-Nikodym est séparablement déterminée. Elle est aussi
stable par isomorphisme linéaire. On pourra déduire des résultats qui vont
suivre, qu’elle est aussi stable par homéomorphisme Lipschitzien.

En dimension infinie il est impossible de trouver une mesure, dont les en-
sembles de mesure nulle, jouent le role des ensembles de mesure de Lebesgue
nulle dans le théoréme de Rademacher. En effet, I'existence d’'une mesure
“utile” (telle que la mesure d’une boule non vide soit strictement positive
et finie) invariante par translation fait défaut. La principale difficulté pour
étendre le théoréme de Rademacher lorsque I'espace de départ est de dimen-
sion infinie est la définition d’une notion d’ensemble négligeable ad hoc, sur
ces espaces. Ce probléme a été résolu dans les années 70 indépendamment
par J. P. R. Christensen [23], P. Mankiewicz [64] et N. Aronszajn [4]. Nous
allons présenter la notion d’ensemble Gauss-nul introduite par R. R. Phelps
[76].

B.2 Ensembles négligeables

B.2.1 Ensembles Gauss-nuls

On appellera mesure sur un espace de Banach une mesure scalaire
o-additive définie sur la tribu Borélienne de X. Nous devons tout d’abord
définir les mesures Gaussiennes sur un espace de Banach. Les mesures Gaus-
siennes sont étroitement liées au mouvement Brownien et tirent leurs origines
de la mesure de Wiener sur C([0, 1]).

Définition B.2.1. Une mesure de probabilité sur un espace de Banach X
est une mesure Gaussienne si pour toute forme linéaire x* € X*, la mesure
L+ sur la droite réelle, définie par

par(A) = p{y € X ¢ (a",y) € ACR}

a une distribution Gaussienne. La mesure Gaussienne p est dite non dégé-
nérée si pour tout x* # 0 la distribution de p,~ est non dégénérée.

Pour lexistence de mesures Gaussiennes sur les espaces de Banach (sé-
parables) et un exposé plus détaillé de ces notions, on se reportera a [81].

Définition B.2.2. Soit A un ensemble Borélien d’un espace de Banach sé-
parable X. A est un ensemble Gauss-nul si u(A) = 0 pour toute mesure
Gaussienne non dégénérée sur X.
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Par définition, il est immédiat que la notion “étre Gauss-nul” est stable par
union dénombrable, translation et par passage a un sous-ensemble Borélien.

B.2.2 Ensembles Aronszajn-nuls

Les ensembles Gauss-nuls coincident avec les ensembles Aronszajn-nuls,
introduits par N. Aronszajn [4] en 1976.

Pour y € X \ {0}, soit A(y) la famille de tous les Boréliens A de X, qui
intersectent toute droite paralléle & y selon un ensemble unidimensionnel de
mesure de Lebesgue nulle. Si {z,},,>0 est une suite finie ou infinie d’éléments
non nuls de X, on note par A({z,},) la famille de tous les Boréliens A qui
se décomposent comme A = J, 54 An, ot 4, € A(z,) pour tout n.

Une suite de X est dite totale, si le sous-espace vectoriel qu’elle engendre est
dense dans X.

Définition B.2.3. Soient A et X comme précédemment,

A est dit Aronszajn-nul s’il appartient & (A({zn}n), ot Uintersection est
prise sur toutes les suites totales {x, },. Autrement dit, pour toute suite totale
{Zn}n, A peut se décomposer en une union de Boréliens |, A, tels que

A, € A(xy,) pour tout n.

B.3 Linéarisation des applications Lipschitz-
iennes
Si f est une application de X dans Y, on dit que f est Gdteaux-différent-

table en xy € X §’il existe une unique application linéaire continue
T € B(X,Y) telle que

i M (@0 +t2) = Tl _

0, € X.
t—0 t

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat central de cette annexe

Théoréme B.3.1. Soit X un espace de Banach séparable, et supposons que
Y est un espace de Banach ayant RNP. Soit f : U C X — Y une application
Lipschitzienne sur un ouvert U de X. Alors I’ensemble des points ou f est
non Gdteauz-différentiable est Aronszajn-nul.

Ce théoréme est di a N. Aronszjan ([4], 1976), a J. P. R. Christien-
sen (|23], 1973) pour la notion d’ensemble Haar-nul et P. Mankiewicz (|64],
1973) pour les ensembles cube-nuls. On trouvera une démonstration dans
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[13]. L’application aux plongements Lipschitziens est quasi immédiate. En
effet, un plongement Lipschitzien f : X — Y vérifie des inégalités du type

1
o llr =l < llf@@) = Wl < Glle —yll, 2.y e X

pour des constantes strictement positives. D’aprés le théoréme précédent, il
existe au moins un point xg € X tel que f est Gateaux-différentiable en xg.
Si T est la Gateaux-différentielle de f en z( on a,

1

ozl < Tzl < Gollz]l, = € X.

1

T est un plongement linéaire de X dans Y. On vient de démontrer le corollaire
suivant

Théoréme B.3.2. Soient X un espace de Banach séparable et Y un espace
de Banach avec RNP. Si X se plonge Lipschitziennement dans Y. Alors X
se plonge linéairement dans Y .

B.4 Utilisation de la différentiabilité préfaible

Lorsque I'espace d’arrivée Y n’a pas RNP on ne peut utiliser la Gateaux-
différentiabilité. Cependant, si Y est un espace dual on peut obtenir un ré-
sultat similaire, sans supposer que Y a RNP, en utilisant la différentiabilité
préfaible (w*-différentiabilité).

Définition B.4.1. Soit f une application de X dans Y = Z*. [ est w*-
Gateauz-différentiable en oy € X, si la limite préfaible

existe pour tout x € X, et donne lieu a une application linéaire continue en
x.
L’opérateur borné D;‘Z(a:g) est appelé la w*-différentielle de f en xy.

Remarque 4.2 Si f est Lipschitzienne, alors la w*-semi-continuité
inférieure de la norme implique que || D}(zo)|| < || ]| Lip-
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Pour la différentiabilité préfaible on a le résultat suivant

Proposition B.4.3 (Heinrich-Mankiewicz). Soient X et Y deux espaces de
Banach. Si X est séparable et si f est une application Lipschitzienne de
X dans Y*, alors f est w*-Gdteaux différentiable en dehors d’un ensemble
Gauss-nul.

De plus si [ est un plongement Lipschitzien, il existe un point xo € X tel que
la différentielle préfaible de f en xg soit un plongement linéaire de X dans
Y™,

Corollaire B.4.4. Soit X un espace de Banach séparable, et Y un espace
de Banach quelconque.

Si X se plonge Lipschitziennement dans Y™, alors X est linéairement iso-
morphe & un sous-espace de Y*.

En particulier, si X est métriguement homéomorphe & un sous-ensemble de
Y, alors X se plonge linéairement dans Y ™**.

Il est temps maintenant de donner la preuve de la proposition 5.5.1, que
nous rappellons ici.

Proposition 5.5.1.(Kalton) Soit X un espace de Banach séparable mé-
triguement universel pour les espaces métriques compacts alors :

i) X n'a pas la propriété de Radon-Nikodgm,

ii) X** contient une copie isomorphique de cy et donc X* contient une copie
isomorphique complémentée de (1.

Démonstration. Soit Ko = {(Yn)n>1 € o ;|yn| < £} un compact de ¢5. On
définit 'application linéaire et 1-Lipschitzienne S par :

SZCO — (Cp
(@n)nzt = (5)nx

On remarquera que S(B,,) = K. Soit f un plongement Lipschitzien de K
dans X. Montrons tout d’abord que X ne peut pas avoir RNP.
Remarquons que f oS est Lipschitzienne de B, dans X, mais ne constitue
plus un plongement. Cependant il existe z € B, tel que

D(foS)(x):=T € B(cy, X).
Soit h € cqo, il existe k € ¢y tel que Sk = h. Soit V(h) =T o S7!(h). On a

|foS(z+tk)— foS(x)—tTk| _ | f(Sx +tSk) — f(Sx) — tTk|| =0
t t
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Donc,

1, |/ (Sz + tSk) — f(Sz)]|
C t
En passant a la limite quand ¢ tend vers 0,

Skl < < C||SK|

1
cISEI < ITK] < ClISK]

1
IRl < |[VR] < C|lA|.
clIhl < VAl < Clhl

V' est plongement linéaire de cyy dans X, que 1'on prolonge pas densité a cp.
X contient une copie linéaire de ¢y, il ne peut donc pas avoir RNP.
Maintenant, en regardant X comme sous-espace de X**, on montre en
utilisant le Corollaire B.4.4 que ¢y C X** et donc que ¢; est complémenté
dans X* d’aprés C. Bessaga et A. Pelczyniski [14]. O

Pour utiliser I'outil fondamental qu’est la différentiation, nous devons de-
mander a I’espace d’arrivée d’avoir RNP ou bien d’étre un dual. Le théoréme
d’Aharoni témoigne que ces hypothéses sont effectivement essentielles.
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