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Continuation dans les probléemes de contact pour des plaques en flexion

Résumé : Avec les codes de calculs généralistes
de la mécanique il est possible de suivre
numériquement 1’évolution de structures sou-
mises & un chargement variable, avec des condi-
tions aux bords classiques. Un des outils pour
ces méthodes numériques (dites de continuation)
est le théoreme des fonctions implicites C'. Mais
dans le cas des problemes de contact avec ou
sans frottement cet outil ne s’applique plus, car
la solution n’est en général plus dérivable par
rapport aux parametres du probleme. La diffi-
culté a été surmontée pour les opérateurs semi-
linéaires d’ordre 2 (cas d’'une membrane élastique
en grandes déformations), mais pas encore pour
les plaques. Pour cela, nous avons généralisé au
bilaplacien le Théoreme de stabilité de Schaef-

fer, valable pour le laplacien. Ce qui fournit la
dérivée de la frontiere libre par rapport aux
forces extérieures de classe C*°, si la frontiere
libre est C*°. Nous savons qu’il existe une dérivée
par rapport aux forces de classe L? de la solu-
tion pour le probleme d’obstacle d’une poutre et
d’une plaque élastique, avec des hypotheses sur
la zone de contact assurant la polyédricité. Nous
explorons 'analyse de sensibilité du probleme de
I’obstacle pour une poutre et une plaque linéaire,
par des méthodes nouvelles d’analyse par pertur-
bation au second ordre. Enfin nous expliquons
comment ces résultats pourraient servir a com-
prendre la stabilité et la sensibilité des plaques
de von Karman.

Mots-clefs : frontiere libre, problemes de 1'obstacle, membranes, plaques, stabilité, Théoreme de
Nash-Moser, sensibilité, sigma-terme de Kawasaki, suivi de courbes.

Abstract : There exist path following methods
for mechanical structures submitted to varying
loads, with classical boundary conditions. One
of the tool required by these numerical methods
(continuation) is the C' implicit function theo-
rem. But in the case of contact problems the deri-
vative of the solution with respect to the load no
longer exists in general. This technical difficulty
has been overcome for an elastic membrane but
we do not yet know how to extend these methods
to the case of plates. It is known that there exist
some derivative with respect to the forces to a
solution for the obstacle problem for an elastic
beam or a plate, in the polyhedric case. In or-

der to investigate these sensitivity questions we
extended to the biharmonic operator the stabi-
lity theorem of Schaeffer which has been esta-
blished for the harmonic operator. This theorem
gives the strong derivative of the free boundary
with respect to the external forces, provided the
free boundary is smooth. We explore the sensiti-
vity analysis by second order perturbation ana-
lysis. We establish a kind of generalization of
the previous sensitivity results to the case of li-
near beams and plates. Finally we discuss how to
deal with the stability and sensitivity analysis in
the case of the obstacle problem for von Karmén
plates.

Key-words : Free boundary, obstacle problems, membrane, plate, stability, Nash-Moser Theorem,
sensitivity, sigma-term of Kawasaki, path following methods.
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INTRODUCTION

« Cherchons ce qu’il y a de mieux a faire, et non ce qui est le plus en usage. » Séneque

« Une erreur n’est pas une vérité parce qu’elle est partagée par beaucoup de gens, tout
comme une vérité n’est pas fausse parce qu’elle est émise par un seul individu. » Gandhi

Les membranes, les plaques et plus généralement les coques minces apparaissent tres
fréquemment autour de nous sous diverses formes comme par exemple les films minces, les
toiles, les membranes biologiques, les toles, les plaques continentales, les nanotubes. .. Cela
tient en partie a leur bonne résistance mécanique, leur souplesse dans le domaine élastique,
couplées a leur légereté. Pourtant, malgré plus d’un siecle d’études des comportements des
structures minces élastiques, encore de nombreuses questions sont ouvertes, notamment
du point de vue des non-linéarités provenant du contact, du frottement, et des grandes
déformations. Dans la plupart des systemes de la mécanique des structures, il existe des
situations dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps. Il est
évident que la prise en compte du contact peut jouer un role central dans le comportement
de la structure : sa déformation, son mouvement, la distribution des efforts, le lambage etc.
En dépit du role fondamental des efforts de contact en mécanique, ils sont rarement pris en
considération dans l’analyse des structures. En effet modéliser des phénomenes de contact
pose de sérieuses difficultés : conceptuelles, mathématiques et informatiques qui sont bien
plus complexes que celles qui proviennent de la mécanique des structures linéaires classiques.
L’écriture des phénomenes de contact impose la prise en compte du signe de la réaction entre
les corps, et conduit donc a des problemes non-linéaires. Ils appartiennent a la grande fa-
mille des problemes mathématiques a frontiere libre, puisque la surface de contact réelle sur
laquelle les corps se touchent est inconnue ainsi que les conditions de bord sur cette surface.
La prise en compte du frottement et/ou des grandes déformations dans les problemes de
contact conduisent a des solutions multiples et constituent encore des questions ouvertes.
Néanmoins, il y a des formulations spécifiques de certaines classes de problemes de contact
dans lesquelles ces difficultés classiques sont réduites au minimum et qui fournissent la base
pour des méthodes d’analyse élégantes.

Rappelons que les phénomenes de bifurcations concernent la question de l'existence et du
comportement des solutions de familles de problemes non-linéaires paramétrés. La théorie
des bifurcations s’est développée depuis les travaux de L. Euler et D. Bernouilli sur I'équilibre
des barres élastiques, au XVIllieme siecle. Elle s’est poursuivie par les études de H. Poincaré
sur la mécanique céleste, et a beaucoup progressé au XXieme siecle sous 'influence de 1’école
Russe, avec "utilisation des techniques topologiques de M.A. KRASNOSEL’SKII [33]. Le but
de cette these est de contribuer a la compréhension de la prise en compte du contact dans les
problemes de plaques du point de vue de la stabilité, de la sensibilité et de la continuation
dans 'optique d’appréhender a terme le phénomene de bifurcation dans ce contexte unilatéral
des équations de von Karman. La motivation initiale pour I'étude de ce type de problemes
provient du désir de généraliser a des inéquations les recherches menées sur les bifurcations
des équations des structures dans le cas bilatéral. En effet, actuellement la structure de I'en-
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semble des solutions du probleme de I'obstacle pour les coques élastiques minces en grandes
déformations est encore mal connue, et les traitements numériques de suivi de courbes pro-
posés dans certains codes de calculs ne sont pas justifiés mathématiquement. Soulignons que
nous nous restreignons au cas statique, puisque 1’aspect dynamique en présence de contact
conduit a la question de la prise en compte de phénomenes de chocs, qui posent pour le
moment de tres grosses difficultés.

Le modele linéaire de plaque qui nous sert de base est celui publié en 1892 par A. LOVE
[94] fournissant les équations d’équilibre sous I'hypothese des déplacements infinitésimauz
(hypothese des petites perturbations : HPP). Cette théorie fondée sur les hypotheses de G.
KIRCHHOFF s’inspire de celle des poutres d'Euler-Bernoulli. Il s’agit d’une description simple
de la déflexion d'une plaque élastique mince. Ainsi pour une plaque occupant au repos un
domaine borné plan €2, encastrée sur son bord, le déplacement normal U (i.e. la fléche) sous
un chargement F', orthogonal au plan moyen, vérifie :

DA%2U = F dans Q,

(1)
U=0,U = 0 sur Of).

L’opérateur A? = A o A désigne le bilaplacien qui est d’ordre 4. La constante D s’appelle
le coefficient de rigidité a la flexion. Le probleme aux limites (1) est découplé de celui don-
nant les composantes tangentielles du déplacement. Bien entendu (1) modélise des petits
déplacements et se révele insuffisant pour décrire la flexion forte d’une plaque élastique.
C’est pour prendre en compte les non-linéarités géométriques induites par les déplacements
modérés que I'ingénieur hongrois T. VON KARMAN [120] proposa en 1910 le modele suivant
que nous écrivons dans un domaine borné ) C R? :

Trouver(U, x) tels que :

( DA*U = [@— ;U] +F dans
A’y = —[U;U] dans  Q,

\ (2)
U=0,U = 0 sur  0f),
L X=0x = 0 sur  0f).

Ou pour tout U,V € H?(Q), le crochet de Monge-Ampere [U; V] est défini par :
U1 A277a2 27792 2 17492
U3 V] = B2URV + 2UPV — 202, U,V

Ce systeme d’équations aux dérivées partielles est utilisé pour modéliser le déplacement
d’une plaque sous l'effet d'une force transversale F' exercée sur le domaine €2 ;

La variable U représente la déflexion (déplacement vertical) tandis que la variable x indique
la fonction d’Airy qui traduit les variations de contraintes membranaires lors du fléchissement
de la plaque, et le terme © est la résultante des efforts intérieurs sous 'actions des efforts
appliqués aux bords. La condition aux limites U = 9,U = 0 sur 0f) correspond au cas
d’une plaque encastrée sur son bord. L’étude théorique et numérique des équations de von
Kéarman a fait I'objet de plusieurs publications. Leur justification théorique grace a I'analyse
asymptotique des équations de 'élasticité tridimentionnelle date de 1980 et est due a P.G.
CIARLET [34]. Dans [13], M.S. BERGER établit les propriétés structurales des équations de
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von Karman. La théorie des bifurcations qui permet de traduire les phénomenes de flambe-
ment, a été menée par M.S. BERGER & P.C. FIFE [13], [1] puis par P.G. CIARLET & P.
RABIER [37] sur la base des théoremes de Crandall-Rabinowitz et du classique théoreme des
fonctions implicites C'. Mais dans le cas des problémes de contact avec ou sans frottement,
cet outil fondamental ne s’applique plus car les solutions ne sont en général plus dérivables
par rapports aux données du probleme. Pour avancer dans cette direction, il a été fait appel
a la Théorie des Perturbations dont un des champs de prospection est justement la sensibi-
lité des problémes variationnels. Si  est un domaine borné simplement connexe® du plan le
probleme de l'obstacle sans frottement pour une plaque de von Kérmén s’écrit [96], [57] :

( DA?U = [©@+ ;U] +F +u(F) dans
A%y = —[U;U] dans

U=0,U = 0 sur  0€2, (3)
XxX=0x = 0 sur  0f),
(0<S(U~-9y) L w(F)=0 dans €,

ou u(F') représente la réaction de l'obstacle rigide 1) au dessus duquel est placée la plaque.
La derniere condition de (3) (dite de complémentarité) impose la non pénétration de la
plaque dans l'obstacle avec u(F) orthogonale a 1, puisque le frottement est négligé”. En
observant que le systeme d’équations de von Karméan n’est pas fortement couplé, et en
utilisant la projection orthogonale sur le convexe ky, des déplacements admissibles de (3), on
peut exprimer I'inéquation variationnelle gérant I’équilibre du probleme contraint (3) comme
I’équation de « type point fixe » suivante :

Trouver U € ky, tel que :
U= pry, (B(U,N)

avec B un certain opérateur non-linéaire?.

Ce qui montre que les propriétés de différentiabilité des solutions (3) sont intimement liées
a celle du projecteur orthogonal, pour un certain produit scalaire sur H2. Or en général, les
opérateurs de projection sur des ensembles non réguliers ne sont pas différentiables au sens de
Fréchet. La difficulté a été surmontée pour les problemes d’obstacle pour des membranes en
petites et grandes déformations, et plus généralement pour des opérateurs elliptiques d’ordre
deux, mais pas encore pour les plaques. La théorie des bifurcations décrivant le flambement
de structures dans le cas bilatéral se formule mathématiquement en termes de problemes
aux valeurs propres pour des équations aux dérivées partielles. Dans le cas unilatéral, il
s’agit donc de rechercher des valeurs propres non plus sur un espace vectoriel, mais sur
un convexe. Grace a des arguments d’invariance par homotopie du degré topologique, des
informations qualitatives sont disponibles quant a ’allure des diagrammes de bifurcation
pour des plaques de von Karman en présence de contact unilatéral [72], [36], mais elles ne
sont ni constructives ni susceptibles de fournir des méthodes numériques de suivi de courbes.

!Cette hypothese est nécessaire pour définir la fonction d’Airy x.
20 < (U =) L u(F) > 0 sur Q signifie que (U — )u(F) =0, (U — ) > 0 et u(F) > 0 sur Q.
3avec B(U,\) = —AL(U) + C(U) — F, tous les termes étant décrits au Chapitre 1.
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Le probleme (3) met en concurrence deux types de non-linéarités : celle de I’obstacle traduite
par une inégalité et celles des grandes déformations traduite par le crochet de Monge- Ampere.
Le but ultime étant de savoir tracer les diagrammes de bifurcations associés a (3). Comme le
role de la non-linéarité géométrique seule a déja été bien compris, il nous est apparu raison-
nable de commencer a nous intéresser au cas des petites déformations (théorie linéarisée) en
présence d’obstacle avant de nous attaquer au probleme général. C’est ce choix qui justifie
I'organisation des chapitres de ce manuscrit de these. Nous nous focaliserons sur I’étude des
propriétés de stabilité au Chapitre 3 et de sensibilité du probleme de I'obstacle pour une
plaque linéaire au Chapitre 4, avant d’offrir, au Chapitre 5, un panorama de perspectives
pour le probleme (3) en soulignant les points délicats, et en faisant le parallele avec ce qui
est connu concernant le probleme de l'obstacle pour une membrane en grandes déformations.
Afin de faciliter la compréhension, nous présenterons de facon détaillée, au Chapitre 2, le
probleme de l'obstacle pour une membrane en petites déformations. Mais avant tout nous
commencerons par décrire brievement les modeles mécaniques utilisés au Chapitre 1.

1. Le modele du probleme de 1’obstacle de la membrane sous 1’hy-
pothese des petites perturbations

Formulation du probléme On considere une membrane qui, en ’absence de force, est
plane et occupe un domaine borné du plan. On place au-dessous de cette membrane un
obstacle rigide représenté par le graphe d’une fonction ¢ de {2 dans R. Le déplacement vertical
de la membrane est représenté par le graphe d’une fonction U de €2 dans R. On cherche alors la
position d’équilibre que prend la membrane soumise a une force F' perpendiculaire au plan de
€, sous la contrainte de non pénétration U > ¢ sur Q (voir figure 1). Plus précisément, nous
gardons les termes de membranes du probleme (3) sous ’hypothése des petites perturbations
(HPP) :

—AU = —F 4 u(F) dans Q
U =0 sur 00 (4)
0<U-—-v) L wuF)>0 sur
D’apres [00] nous savons que (4) admet une unique solution pour tout F € L*(). Dans

le but d’expliciter le systeme d’équations locales que vérifie U, nous définissons la zone de
contact par
I(F) ={X €@/ U(X) = ¢(X)}.

Nous allons voir qu’il est difficile mais crucial de comprendre les propriétés de cet ensemble
puisqu’il détermine indirectement U. A priori, si F € L?(Q) la solution U € H'(Q) n’admet
qu'un représentant quasi-continu (non nécessairement continu) ce qui ne permet de définir
la zone de contact qu’a un ensemble de 1-capacité® nulle prés. Mais puisque nous savons
par ailleurs que U € H?(Q2), alors elle est continue et I'ensemble de contact est défini point
par point (puisque dim ) < 2). Néanmoins, nous ne disposons pour le moment d’aucune
information sur la régularité de la zone de contact.

Régularité  Contrairement a la théorie des Equations aux Dérivées Partielles elliptiques,
dans les problemes d’obstacles la solution n’est pas de classe C'*° si les données le sont. Pour
s’en convaincre, il suffit de considérer une membrane a bord lisse 9€) € C*° au-dessus d’'un

“Cap, (E) := inf,ex(r) [, |Vv]*dQ, ot K(E) :={v € Hy(R) /v > 1 sur E} pour tout compact E C €.
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a0, bord fixe

’

frontiere libre
JI(F)

I(F) ensemble de coincidence )

ohstacle

FiG. 1 — Graphe d’une solution au probleme d’obstacle pour la membrane élastique

obstacle plan ¢y = —1 soumise a un champ de forces constant F' = 1. Supposons que le bord
de la zone contact soit également lisse, ainsi AU = 0 sur Z(F), tandis que AU = 1 sur le
complémentaire ; ceci implique en particulier que U ¢ C?(Q)!

Néanmoins, un Théoréme de J. FREHSE assure que U est C11(2), pourvu que F' € C%*. Ce
qui conduit a écrire, au moins formellement, les équations d’Euler-Lagrange que doit vérifier

U:

AU = F sur Q\Z(F).
u > v sur Q.
U =0 sur 9. (5)
U = 19¢ sur I(F)

VU = V¢ sur 0I(F).

Des lors en supposant F' suffisamment réguliere, on peut s’intéresser a la géométrie de la zone
de contact. Nous pouvons remarquer qu'une condition surabondante apparait naturellement
sur la frontiere libre OZ(F'), alors que celle-ci est inconnue et donc que nous ne pouvons pas
légitimer a priori I'utilisation de la normale a la zone de contact.

Panorama géométrique Le caractere surdéterminé imposé par les conditions de Dirichlet
et de Neumann sur la frontiere libre recele des informations précieuses sur la régularité de
cette frontiere qu’il convient d’étudier a partir de la formulation faible. Cependant il est im-
portant d’observer que sans hypothese sur la nature des forces appliquées, la zone de contact
peut étre égale a n’importe quel compact du plan, méme avec des données analytiques. C’est
ce qui a motivé la recherche d'une hypothese de non dégénérescence’ dans le but de pouvoir

®Cette hypothese de non dégénérescence s’éerit F© — Arp > 0 sur Z(F°).
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explorer la géométrie de la frontiere libre. L. CAFFARELLI a réussi a montrer que sous cette
hypothese la mesure de Haussdorff de la frontiere libre est localement finie. La preuve est
basée sur un lemme de non dégénérescence qui repose sur le principe du maximum. Cela
permet alors d’établir une propriété dite « de la petite boule positive », affirmant grosso
modo que tout point du complémentaire de la zone de contact est le centre d’une petite
boule qui n’intersecte pas la zone de contact. Ceci interdit alors a la frontiere libre d’étre
fractale. Rappelons que nous adoptons la définition suivante : un point X° de la frontiere
libre OZ(F') est régulier si et seulement si la frontiere libre est localement une C'-courbe au
voisinage de X°. Il est dit singulier dans le cas contraire. Un résultat de D. KINDERLEH-
RER & L. NIREMBERG [%1] permet de montrer que dans ce cas la frontiere est aussi lisse
que le permettent les données (tranformation de I’hodographe). Mais a la méme époque, D.
SCHAEFFER [| 19] exhiba des exemples de situations générant des « cusps » sur la frontiere
libre, et ce méme avec des données analytiques, (voir figure 2.3.2).

Puisque les singularités sont inévitables, il est intéréssant d’en savoir plus sur leur nature et
leur rareté. L. CAFFARELLI [27] caractérisa les points de la frontiere libre par les limites de
« blow-up » (ou limites d’explosions). Cette méthode permet d’obtenir par un argument indi-
rect des informations sur le comportement de la solution en un point de la frontiere libre sans
avoir aucune connaissance directe sur celle-ci. L. CAFFARELLI [28] montra que les points
singuliers ne se manifestent que de facon isolée sur les différentes composantes connexes
de la zone de contact, sous la forme de parties d’épaisseur infiniment petite (Théoreme du
critere d’extréme finesse). Il prouva d’autre part que I'ensemble des points singuliers forme
un ensemble fermé (pour la topologie de la frontiere libre).

Ces considérations sur la régularité de la frontiere libre nous conduisent a mentionner la
Conjecture de Schaeffer [110] qui stipule que :

« toute solution faible du probleme de ’obstacle harmonique en dimension n obtenue génériquement
est une solution forte ; i.e. génériquement la zone de contact est lisse si les données le sont. »
En 2003, elle a été partiellement démontrée (en 2D) par R. MONNEAU [99], pour des char-
gements constants. Plus précisément, il établit que pour une famille de problemes d’obstacle
harmoniques (en 2D) continiment indexée par un parametre A > 0, la frontiere libre est
analytique pour presque toute constante A. Sa preuve est fondée sur une nouvelle formule de
monotonie, du type de celle développée par G.S. WEISS [127], pour les points singuliers de
la frontiere libre. Enfin, il donna une formule de Taylor a I'ordre 2 pour les points singuliers
et des estimations de leur nombre sur chaque composante connexe. Nous réécrirons cette
preuve dans le cas un peu plus général d’une force de classe C*°.

Stabilité géométrique au sens de Schaeffer pour le laplacien FEn 1975, D. SCHAEFFER
[117] démontra un théoreme de stabilité pour le probleme (4). Pour des données lisses et
sous une hypothese de non dégénérescence’, ce théoréme affirme que si pour une force F°
la zone de contact correspondante est une surface lisse Z(F?), alors pour F suffisamment
proche de F° dans l'espace des fonctions de classes C* la zone de contact correspondante
Z(F) est une surface lisse difféomorphe & Z(F"). Sa preuve est conduite grace & un théoréme
des fonctions implicites de Nash-Moser [64], [125] dans I'espace de Fréchet des fonctions de
classes C'*°, appliqué a la condition surabondante qui apparait dans les équations d’Euler-
Lagrange. Il s’agit d’un théoreme de stabilité par perturbations, qui ne renseigne pas sur
I'existence éventuelle d'une dérivée du champ de déplacements par rapport au champ de
forces. Ce théoreme constitue une confirmation partielle de la précédente conjecture.

SCette hypothése de non dégénérescence interdit que I’ensemble de coincidence soit égal & n’importe quel compact
du plan; elle s’écrit F° > 0 sur Z(F°) pour un obstacle plat.
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Comment dériver une inégalité ? L’analyse de sensibilité pour le probleme d’équilibre
de la membrane avec obstacle contrdlée par une force” a été discuté par F. MIGNOT [97]
et A. HARAUX [02]. Ils firent un pas décisif, en étudiant I'existence d'une dérivée conique
pour projecteur sur un convexe d’un espace de Hilbert. En observant que la solution du
probleme sous contrainte d’inégalité (4) est la projection sur le convexe correspondant de la
solution du probleme sans contrainte associé (i.e. bilatéral), cela ramene 1’étude de sensibilité
par rapport au parametre F' a celle du projecteur métrique sur le convexe des déplacements
cinématiquement admissibles K. Grace au concept de convexe polyédrique, la dérivée di-
rectionnelle fut obtenue, fournissant un des outils manquants pour la continuation dans les
inéquations variationnelles elliptiques d’ordre 2.

Dérivabilité presque partout et Conjecture de Schaeffer =~ D’apres [(2], nous savons que
F —— U(F) est toujours directionnellement différentiable en F' € L?(Q2) dans la direction
H € L*(Q), et que cette dérivée est égale a la projection de H sur le cone critique associé a
U(F). De plus cette dérivée est une dérivée directionnelle au sens de Gateaux si et seulement
si le cone critique associé a U(F') est un espace vectoriel. Il est également connu que toute
application lipschitzienne entre espaces de Hilbert est dérivable presque partout [95]. De fait,
nous sommes assurés que pour tout champ de forces F' € L?(Q) et avec A > 0, 'application
A — U(AF) est presque partout Fréchet-dérivable. Dans I’approche numérique proposée
dans [10], il est explicitement supposé que I'ensemble de coincidence « n’est pas trop pa-
thologique » et que le cone critique est un espace vectoriel, ce qui revient a demander que
le contact soit franc. Néanmoins, nous savons que Z(AF') peut étre tres irrégulier et que le
contact peut étre affleurant. Or le théoreme de stabilité de Schaeffer ne renseigne pas a ce
sujet, et la réponse de R. Monneau a la conjecture de Schaeffer ne concerne pas des forces
F € L*(Q2). Donc nous ne pouvons pas conclure en général sur la régularité de la zone de
contact, bien que dans les applications numériques elle soit considérée comme un compact
parfait a bord lisse par morceaux [76], [15], [10].

2. Le probleme de ’obstacle pour une plaque linéaire en flexion

Formulation du probléme La recherche de la position d’équilibre d'une plaque linéairement
élastique en petites déformations, occupant au repos un domaine borné du plan 2, encastrée
sur son bord, alors qu’elle est placée au dessus d'un obstacle rigide 1, et soumise a un champ
de forces F' induisant une réaction p(F'), conduit a la formulation suivante :

DA?U = F +u(F) dans
U=0,U = 0 sur  0f2, (6)
0<U-—-v) L wF)>0 dans Q

Nous renvoyons aux travaux de J.C. PAUMIER [101] et ceux de A. LEGER & B. MIARA
[85], pour une justification asymptotique de ce modele de plaques en présence de contact.
Le théoreme de Lions-Stampacchia assure qu'il existe une unique solution a (6). Ici le cadre
fonctionnel adapté est celui de I'espace de Hilbert H?(2), qui a ’avantage de s’injecter (pour
Q) de dimension 2) dans l'espace des fonctions continues C°(€2). Ainsi la définition de la
zone de contact ne demande plus le recours aux capacités. Cependant de par ses spécificités
ce probleme va se révéler bien plus ardu que celui des membranes, ce qui explique que la
littérature soit pour celui-ci bien moins abondante.

"c’est & dire la question de la dérivabilité de la fonction U par rapport & F.
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Régularité  Considérons l'exemple d'une plaque a bord lisse 92 € C'*° au dessus d’un
obstacle plan 1y = —1 soumise a un champ de forces constant F' = —1. Supposons que
le bord de la zone contact soit également lisse, du coup —A%U = 0 sur Z(F), tandis que
A?U =1 sur le complémentaire ; ceci implique en particulier que U ¢ C*(Q)!

En 1983, B. ScHILD [120] assura que la solution U de (6) est en fait C?(f2), pourvu que la
force soit L*(Q2), et l'obstacle ¢ € C?(), avec 9o < 0. Du coup, si la frontiere libre est
suffisamment réguliere, la solution U satisfait le systeme de relations suivantes :

([ DA’U = F dans Q\Z(F)
u = sur  OZ(F)
U = 0 sur  OZ(F) (7)
o,U =0 sur o0
U =0 sur o0
D*U € C%Q).

Le contact entre la plaque et l'obstacle est d’ordre 1 (tangent), il peut étre d’ordre 2 (rac-
cord des courbures) sur les parties de la frontiere libre qui bordent des parties de la zone de
contact d’intérieur non vide.

Contrairement au cas de la membrane, la rigidité de plaque implique que la réaction de
I'obstacle soit une mesure signée singuliere pouvant charger les « courbes ». En particulier
U ¢ HY(Q), car U ¢ C*>*(Q), « €]0,1[. L. CAFFARELLI a fait observer que le résultat de
régularité ci-dessus est optimal, car en particulier U ¢ W3?(Q), pour F' € L?()). Nous ver-
rons, que si le contact est franc entre la plaque et I'obstacle, un effort tranchant apparait au
bord de la zone de contact. Nous pouvons détailler aisément le cas d'un poutre en flexion®,
encastrée a ses extrémités, placée au-dessus d’un obstacle plan 1) = —1 soumise a un char-
gement constant F© = —)\ < 0 suffisamment intense pour que la zone de contact soit un
segment [—r, +r]. Alors, en faisant un développement de Taylor de la solution en un point
x de la partie décollée [+r, +1[ nous obtenons, puisque le contact est d’ordre 2,

(x —'r) e (r) + (x ;!7")

. D) + oz — 1))

0< (U—4)() =
or en prenant la dérivée quatrieme a droite de U (qui est lisse sur la partie décollée) égale a
UW = —)\ <0, il vient immédiatement que la dérivée troisieme & droite U®)(r) > 0. Ceci

atteste de la présence d’une réaction localisée au bord de la zone de contact, donc au sens
des distributions : D*U(r) = [D3U(r)]é,.

Complexité de ’aspect géométrique C’est de loin 'aspect le plus vierge, le plus mal
connu et difficile! Malgré cela, quelques points peuvent étre éclairés a la lumiere d’un article
de L. CAFFARELLI & A. FRIEDMAN, et des connaissances acquises sur le probleme de
I'obstacle modele de la membrane. Le résultat qui fait particulierement défaut ici est un
principe du maximum pour le bilaplacien. Sans celui-ci, il ne nous a pas été permis d’énoncer
un lemme « de petite boule positive », afin d’établir le caractére non-fractal de la frontiere
libre sous une hypothese de non dégénéresence ad hoc. Soulignons que méme si sous certaines
conditions sur la géométrie ou le chargement un principe du maximum peut étre donné pour
le bilaplacien, ceci ne permet pas de calquer directement pour (6) la preuve donnée par
L. CAFFARELLI [28] pour le cas du laplacien qui nécessite I'application du principe du
maximum sur toute une famille de sous domaines de €2. Comme dans le cas du laplacien, il

8voir la formulation de 1’équilibre (4.6)
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est aisé de vérifier que sans imposer ce type de condition restrictive, la frontiere libre peut
étre trés « chahutée », au point d’étre fractale” méme avec des données C°°. Pour obtenir
des informations sur les points réguliers et singuliers de la frontiere libre, il faut a priori
distinguer au moins deux cas : d’une part celui ou le contact s’effectue a I’ordre 1 seulement,
et d’autre part celui ou il y a raccord des courbures, contact d’ordre 2. Dans le cas du contact
a l'ordre 1, [30] montre que la frontiere libre est localement contenue dans une courbe de
classe C!. Tandis que la transformation de ’hodographe, assure que si la frontiere libre est
C! et que les données sont analytiques il en va de méme pour la frontiere libre. Signalons
aussi que la Conjecture de Schaeffer reste ouverte en ce qui concerne le probleme de I'obstacle
pour une plaque.

Stabilité au sens d’Adams Toujours dans [30] les auteurs détaillent un exemple dans
lequel la zone de contact passe d’un disque a un cercle quand ils perturbent (de fagon infini-
ment réguliere) la fonction d’obstacle! A leur suite D. ADAMS [3], s’est intéréssé a I'influence
du mode de convergence (au sens de la topologie des espaces de Sobolev W™P) d’une suite
d’obstacles (¢y)x sur la convergence des solutions correspondantes (Uy) du probleme (6),
avec F' = 0. Il prouva que U, — U dans H?*(Q2) implique Uy — U dans H; (), sous cer-
taines hypotheses d’intégrabilité sur Uy et 1. Plus tard [1], il précisa en quel sens ¢y, —
implique convergence U, — U dans H} () sous I'hypothese AU = A sur supp(u). 11
souligna que cette notion de stabilité ne dépend pas tant du mode de convergence que de la
nature géométrique de la zone de contact. En nous inspirant de ses techniques, nous prou-
verons que Fy — F dans H™}(Q) implique U, — U dans H3(2), pour autant que les
données soient suffisamment régulieres (ceci afin de pouvoir écrire H® & la place de H , car
nous nous limitons a la dimension 2).

Stabilité géométrique au sens de Schaeffer pour le bilaplacien Nous avons étendu le
théoreme de stabilité de Schaeffer de 1975 au cas du bilaplacien. Du fait de sa difficulté tech-
nique, il s’agit du résultat principal de ce travail de these. Ce résultat de stabilité géométrique
précise la suggestion d’Adams. Ce théoreme peut s’énoncer brievement, en disant que pour
un domaine 2 a bord lisse, et pour un obstacle ¢ plan, si la zone de contact Z(F*°) est une
surface lisse associée a une force F° € C*°(Q) vérifiant 'hypothese de non dégénérescence
—F° > §y > 0, alors quelle que soit F' suffisamment proche de F° dans C*°(Q2), la zone
de contact correspondante Z(F') est une surface lisse difféomorphe Z(F*°). Dans ce cas, la
normale n a OZ(F) est bien définie, ainsi la formulation forte prend la forme suivante :

( DA?U = F  dans Q\Z(F)
u = sur  OZ(F)
u =0 sur o002 (8)
oL,Uu = 0 sur o2
oU = 0, sur OI(F)
(U = 0% sur  OI(F)

La preuve consiste en 'application d’un théoreme des fonctions implicites de Nash-Moser,
reposant sur des estimations douces dans l'espace de Fréchet C*°()). Pour cela nous per-

9Quand il y a contact affleurant avec des données de classe C™ la zone de contact est ensemble des zéros d’une
fonction de classe C*° qui peut-étre un compact quelconque. Avec cette observation, pour un chargement F° donné
de classe C°°, qui induit une certaine zone de contact disons Z° il suffit de modifier F° en F* pour venir toucher
P’obstacle sans réaction (contact affleurant) alors on peut s’arranger pour que dans le complémentaire de 70 la solution
U' soit de classe C™ (si toutes les données le sont) donc la zone de contact qui est I'’ensemble Z' = {U' — ¢ = 0}
peut étre tres chahutée ... peut étre méme fractale.
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turbons la frontiere libre initiale OZ(F°) par une fonction w lisse pour obtenir une nouvelle
zone de contact Z(F). Puis nous cherchons a relier cette pertubation u a la force F'. Pour ce
faire nous traduisons en équation fonctionnelle la condition surabondante, qui est la derniere
équation de (8). Le point clé est d’exploiter cette condition de raccord des courbures sur
OZ(F).

Nous disons que la zone de contact 0Z(F°), associée a F'°, est stable au sens de Schaeffer si
quelle que soit F' suffisamment proche de F'° dans C'*°(f2), la zone de contact correspondante
Z(F) est C*°-difféomorphe a Z(F*°).

Il faut prendre garde au fait que si I’hypothese de non dégénérescence n’est pas vérifiée, alors
la zone de contact peut étre instable. Les motifs d’instabilité géométrique sont nombreux,
comme dans le contre-exemple de Caffarelli et Friedman ol ’on passe d'un cercle a un disque
en modifiant de facon tres réguliere le champ de forces appliquées, toutes données égales par
ailleurs. Toujours en perturbant le champ de forces appliquées, on peut également sauter
d’un point a un disque, faire apparaitre des cusps, ou encore créer la coalescence de deux
zones de contact.

Il est possible d’étendre ce théoreme pour des obstacles lisses mais non plats, en modi-
fiant I’hypothese de non dégénérescence pour imposer le contact franc sur toute la zone de

contact (Supp(u(F°)) = Z(F°)), et une condition assurant lexistence d’efforts tranchants
non nuls sur 0Z(F°).

Comment étudier la sensibilité du probléme de ’obstacle dans H? ? L’idée d’obtenir des
propriétés de différentiabilité au premier ordre de la fonction valeur optimale d’inéquations
variationnelles paramétrées (appelées aussi « équations généralisées ») a partir d’estimations
supérieure et inférieure remonte a J. M. DANSKIN dans les années 70. Plus tard, A. SHA-
PIRO [l 1] exploita des estimations supérieure et inférieure au second ordre de la fonction
valeur optimale dans l'optique d’établir -quand elles sont suffisamment proches 1'une de
Iautre- un développement au second ordre de la fonction valeur optimale. A partir de la, on
tire un développement au premier ordre des solutions optimales. Ce dernier développement
s’obtient par des arguments de dualité, grace a des problemes d’optimisation auxiliaires fai-
sant intervenir les espaces tangents a l'ordre 2 obtenus par R. COMINETTI [11], [13] et H.
KAwASAKI [79]. Nous avons déja signalé que I’étude de la sensibilité du probleme de 1’obs-
tacle pour la membrane a pu étre réalisée grace a la polyédricité des convexes de H'. Il a
été démontré par M. Rao & J. SOKOLOWSKI [106] qu'en général les convexes de H? ne
sont pas polyédriques! Cependant en 1994 A. CIMETIERE & A. LEGER [39] obtinrent un
résultat de stabilité et de différentiabilité concernant le probleme d’obstacle de flexion d’une
poutre sous des hypotheses portant sur la géométrie de la zone de contact, les forces, et plus
généralement la réaction. En fait, ces hypotheses restrictives assurent la polyédricité, et per-
mettent 1’écriture d’'une méthode de suivi de courbe. Les techniques de preuves employées,
valables en dimension 1 d’espace, ne peuvent pas étre étendues directement a la dimension
2. En 2006, F. BONNANS & A. HERMANT [22] ont proposé des résultats de différentiabilité
pour des problemes de controle optimal qui permettent de généraliser I’étude de A. Cimetiere
et A. Léger, ceci par des méthodes de perturbation a I'ordre 2, puisque 'approche développée
par F. MIGNOT [95] pour les inéquations variationnelles au premier ordre n’est pas suffi-
sante. Démontrés pour le cas d'une variable d’état scalaire sous des hypotheses géométriques
moins restrictives que [39], ils autorisent a s’affranchir de la polyédricité. Nous introduirons
le sigma-terme de Kawasaki et ’espace tangent a l'ordre 2, que nous calculerons dans le
cas du probleme de 'obstacle pour une poutre en flexion, puis pour une plaque. Ceci nous
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permettra d’expliciter la forme de la dérivée de U par rapport a F', avec des hypotheses
plus faibles que [39] admettant des situations ou il n'y a pas polyédricité. Nous illustrerons
comment la courbure de la poutre, ou de la plaque peut créer des situations d’instabilité.
Comprendre les difficultés et proposer des solutions alternatives pour le probleme de stabilité
et de sensibilité en dimension 2 constituent 'apport essentiel de ce travail de these.

3. Et en grandes déformations. ..

Dans le dernier chapitre nous donnons quelques pistes de reflexions, qui se dégagent des
études en petites déformations pour la membrane et la plaque, puis des techniques dont
nous disposons pour tracer les graphes de bifurcations de certaines familles d’inéquations
variationnelles elliptiques d’ordre 2.

Un modele trés simplifié'® pouvant étre utilisé pour décrire 1’équilibre d’une membrane
élastique non-linéaire tendue au dessus d’un obstacle rigide 1), soumise a un chargement
transversal F', et un chargement latéral controlées par le parametre A\ s’écrit :

AU = XU+ XU+ \F + u(F) dans
o,U =0 sur 0N (9)
U =0 sur 0N}
0<U—-v) L wF)>0 sur  Q

Que dire de la géométrie? Les problemes d’obstacle pour des opérateurs non-linéaires
plus généraux que (4) ont plutdt été traités au cas par cas, et il n’y pas de théorie unifiée.
Cependant on peut quand méme affirmer que l’ensemble des résultats géométriques sur
la classification des singularités de la zone de contact du probleme de I'obstacle pour la
membrane linéaire peut se transposer pour certaines familles d’inéquations variationnelles
comme les opérateurs linéaires elliptiques linéaires réguliers d’ordre 2 [113], [99]. Dans [31]
L. CAFFARELLI & N. RIVIERE énoncent que leurs techniques de blow-up s’étendent & des
opérateurs quasilinéaires d’ordre 2, mais ne prouvent que certains cas particuliers comme
les surfaces minimales. D. SCHAEFFER mentionne également dans [117] que l'emploi du
théoreme de Nash-Moser pour décrire la stabilité de la zone de contact par perturbations
peut s’adapter facilement pour des formes quadratiques coercives régulieres plus générales.
Enfin citons que la transformation de I’hodographe, disant grosso modo que la solution est
aussi réguliere que le permettent les données en dehors des points singuliers, est valable pour
des opérateurs quasilinéaires [31].

Bifurcation en présence d’obstacle Dans [30], sont donnés des théoremes qui étendent au
cas des inéquations les résultats classiques de bifurcations globales. Les preuves sont basées
sur la théorie du degré topologique de Leray-Schauder [37]. L’allure du diagramme de bi-
furcation pour les problemes (9) et (3) peut s’en déduire, mais cette approche globale n’est
pas contructive. On sait qu’en particulier pour (9) et (3) il existe des branches de solutions
avec au plus un ensemble dénombrable de points de bifurcation. Pour mettre en place une
méthode de continuation sur ces branches, il faut comprendre le comportement local des
solutions. Puisqu'une solution de (9) apparait comme une projection sur un convexe de 1’es-
pace H'(Q), et que cette projection est directionnellement différentiable, la notion de point

1971 s’agit d’une simplication trés grossiere du probléme unilatéral associé & I'opérateur de Monge-Ampere (1.39),
cependant il fait parti de la famille d’opérateurs elliptiques non-linéaires d’ordre 2 que plusieurs auteurs [40], [15],
[76], [66] ont exploré du point de vu du suivi de courbe.
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uy

point de bifurcation
1

point de transition équation-inéquation

régulier et singulier, par rapport au parametre de bifurcation pour le cas bilatéral, peut
étre adaptée a certaines inéquations variationnelles par un procédé de linéarisation conique.
Dans la these de F. ISSARD-ROCH [70] est prouvée 'existence de développements locaux
au voisinage des points réguliers et de certains points singuliers. Ces résultats sont repris
et complétés dans [15]. F. CONRAD, R. HERBIN & H. MITTELMANN [16] ont adapté la
procédure numérique de continuation par prédiction-correction [30] de H. KELLER pour cer-
taines familles d’inéquations variationnelles (opérateurs elliptiques d’ordre 2) associées a des
problemes d’obstacle avec des solutions multiples et des points de retournement.

Dans les années 1980, C. Do [52] et A. CIMETIERE [37] ont donné certaines propriétés
locales des points de bifurcations pour le cas d’'une plaque de von Karman reposant sur
obstacle rigide plan et dont le bord est encastré sur I'obstacle (i.e. pour le probleme (3) avec
1 = 0 et O remplacé par AO, ou A € R est le parametre de bifurcation). Par une méthode
de Liapounov-Schmidt adaptée au cas des inéquations, A. CIMETIERE [38] propose une
méthode de construction du diagramme A — U(A) dans un voisinage de la charge critique
positive au-dela de laquelle la plaque flambe (i.e. le premier point de bifurcation). Ils n’ont
cependant pas traité le probleme de la continuation, bien qu’ayant souligné que la question de
la dérivabilité des branches était ouverte. A notre connaissance, bien que diverses approches
de la continuation pour les inéquations variationnelles aient été développées, aucune ne traite
intégralement la question de la différentiabilité des branches. Cependant nous pouvons citer
J. EIsNER, M. KUCERA, L. RECKE qui ont donné en 2003 dans [110] des informations
précises a ce sujet en imposant des restrictions fortes sur la géométrie de la zone de contact
du probleme du flambement d’une poutre en présence de contact, généralisant I’approche de
[39] via le théoreme des fonctions implicites classique.

Un objectif final serait d’obtenir numériquement un diagramme de bifurcation dont I’allure
pourrait étre :

Les deux principaux résultats de cette thése Le Théoreme suivant a fait I'objet d’une
publication [104] adaptant la stratégie de preuve donnée dans [117] au cas de l'opérateur
bilaplacien (dans le plan).
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Théoréme Soient 2 un C*-domaine borné de R?.Considérons le probleme

Trouver U e k = {V € H*(Q) / Vigo = 1, V > 0 sur Q} réalisant le minimum

Vek

1
inf / —|AV|* = FVdQ
Q2

et supposons que pour F° € C*(€), les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(i) —F°>dp>0surI°
(13) Z°:=Z(F°) soit union finie de surfaces lisses, (i.e C™).

Alors pour F' suffisamment proche de F° dans C*(Q), Z(F) est diffSomorphe & Z(F*).

En collaboration avec le professeur J.-F. Bonnans, nous avons démontré le Théoreme de
sensibilité suivant concernant les plaques en flexion (i.e. 'opérateur bilaplacien dans le plan).
Il fera 'objet d’un Rapport de Recherche INRIA.

Théoréme Soient ¢ € H*(Q2), Yjpq < 0, et © un domaine du plan de classe C**. Soient
F=FyttH € L2(Q),t >0, Uy = U(FR), U := U(F) € ky .= {V € HX(Q) / V > ¢ dans Q)
solution de :

1
min J(V, F) = —/ yAV|2dQ—/FVdQ.
VE]kw 2 Q Q

Plagons nous sous les hypotheses :
(H1) Les courbes de contact de ’ensemble de coincidence Z, associé a Fy sont un ensemble
fini 7o de courbes de classe C? et telles que

VX% € TyNSupp(uo), 92(Us — ¢)(X°) > 0.

(H2) Le support de la réaction pg associée a Uy, noté Supp(uo), est union finie de surfaces
H2-admissibles.

Alors la dérivée directionnelle Zy(.) := Uj(.,H) dans la direction H et la solution
de

inf AZQ—HZdQ—/H dito,
Zeé&(Uo)/Q (( ) ) T ZUo 0

avec pour tout X° € 7y N Supp(uy) :

07,00 (X°) = 00, 2(X0) = (Vo Z(X°))* (V2 (Up(X°) — o(X°)) "

fini pour tout Z critique.
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NOTATIONS

7 29

=" signifie égal par définition.
Nous notons 9;; le symbole de Kronecker et employons la convention de sommation d’Ein-
stein.
R = corps des nombres réels; C = corps des nombres complexes ;
R™ = espace euclidien de dimension n.
T Y= geie, iy = produit scalaire usuel de R™.

2] == /D o<icp Ti®; = norme de x € R".

dist(x, A) = distance de 1’élément = a I'ensemble A ; dist(B, A) = distance de I'ensemble B
a I'ensemble A.

B"(a,r) = boule de rayon r et de centre a € R".

S"(a,r) := OB"(a,r) = sphere de rayon r et de centre a € R™.

= un ouvert bornée connexe de R™; 0Q= le bord de ; int(2) =Q= intérieur de Q;
Q = adh(Q) = adhérence / fermeture de Q;
CaA =Q\ A= A° = complémentaire de A dans ().
A+ B = (A\ B)U(B\ A) =différence symétrique de A&B.
1, = indicatrice de ’ensemble A.

Osix e A,
HC(.I') :

= ) = fonction indicatrice convexe de A.
+oo six ¢ A.

dom(f) :{x € X/ f(x) < 400} domaine de la fonction f : X — R;

supp(f) :={x € X/ f(z) # 0} = support de la fonction f;

[f]T :=sup(f,0) = partie positive de f; [f]™ := inf(f,0)= partie négative de f
fi = 0if = faz = g_:i = dérivée partielle de f par rapport a la variable z;.
Vf = (fi)o<i<n = gradient de f.

f * g est le produit de convolution de f par g.

Onf = Vf-n=>" fin; dérivée de f suivant le vecteur n.

0?2 est défini & la Remarque 2.7.1 en bas de page.

Af:=V-(Vf):=>,02f = laplacien de f.

A% f = A(Af) = D i 07, f = bilaplacien de f.

A (f)= laplacien-beltrami de f, induit par la métrique g.

A%g)(f): bilaplacien-beltrami de f.

A,, = mesure de Lebesgue n-dimentionnelle.

d, = masse de Dirac en z.

‘H,, = mesure de Hausdorff n-dimentionnelle.

Cap,(N) := inf{fQ Vo|2dQ, /0< ¢ e CPRY, ¢>1sur N}, N C Q compact.
Cap,(N) := inf{fQ |1ApI2dQ, / 0< ¢ e CPRY), ¢ > 1 sur N}, N C Q compact.

[u; v] = Zudjv + Jjudiv — 207,udz v est le crochet de Monge-Ampére.

||.]lx = norme sur I'espace de fonctions X.
C™(Q) = { fonctions m-fois dérivables de dérivées m-ieme continues sur Q}.
C™*(Q) = m-ieme espace de Holder de degré a;
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C%(Q) := {u € C°Q) / ||ul|co.. < +00} est un Banach pour la norme

u(z) = u(y)|

u||co.e = ||u o) F |[u|aq OU |Uu|g0 = sup  ——————;
lullc [wll oo (o) + [ula |ula I v

et C™(Q) := {u € C™(Q) / ||ullem~ < +oo} avec [[ullemea = [lullem + 32, 0/ ulae
LP(Q2) = p-iéme espace de Lebesgue

D(Q) := CX(Q) = espace des fonctions tests (de Schwartz), i.e ensemble des fonctions de
classe C* a support compact dans 2.

C5°(R?) = espace des fonctions lisses sur R? nulles en l'infini.

WmP(Q) :={f € LP( )/ D'f € LP(Q)}; |i] < m} = le m-iéme espace de Sobolev de LP((2).
Wy (@) = D(Q)

H™(2) := W™2(Q) si p=2; c’est un espace de Hilbert ''.

L*(X,Y) = ensemble des applications linéaires continues de X dans Y.

BV () est I'ensemble des fonctions de L'(2) dont la dérivée est une mesure de Radon finie'?
Csg(u) := ;oo t(K — u) est le cone de support a K en w.

Tx(u) := liminf;o(K — u)/t = {h € X / dist(u + th,K) = o(t), t > 0} = Csg(u) est le cone
tangent a K en u.

T2 (u) := limsup,o(K —u —th)/(5t*) = {w € X / 3, | 0 : dist(u + th + 32w, K) = o(t)}
est 'ensemble tangent extérieur d’ordre 2 a K en u.

T2 (u) = liminfyo(K — u — th)/(5t*) est Pespace tangent intérieur d’ordre 2 & K en u.

Cri(u) est le cone critique a K en wu associé a une inéquation variationnelle paramétrée
(ou plus généralement d’un probléme d’optimisation sous contraintes).

Nk (u) :={h* € X* / (h*,z —u) <0, Vz € K} est le cone normal a K en u.

Val(.) est la fonction valeur optimale associée a un probleme d’optimisation.

' La forme définie sur H™ () x H™ () par ( = Jo X g<m 2rm ﬁﬁ% dQ) est un produit scalaire.

Muni de ce produit scalaire, ’espace H™(2) est un espace de Hilbert.
(BV(9Q), ||.llsv) est un espace de Banach pour la norme |Ju|[sy = [, [u|dQ+|Du|(Q), avec |Du|(Q) := V (u, Q) =
est la variation totale de u = sup{}_, ;<1 cicn Jo PidDiu;l € CH(Q), |¢]loe = 1}
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Chapitre 1

RAPPELS DE THEORIE DES
STRUCTURES

"éﬁb;aeufchmdgﬁ’WM@bm&%.eem'mwdeﬂaMW,LM@

Ea ciemce.
Chick NRat Fank
Notre travail concerne les membranes, les poutres et les plaques. Dans cette partie

introductive, nous rappellerons brievement les quelques modeles de structures que nous allons
utiliser. Nous fixerons ainsi certaines notations qui serviront par la suite.

1.1 Plaques en petites et grandes déformations

1.1.1 Modele des plaques linéaires

Définition 1.1.1 Munissons l’espace affine euclidien R® d’une base orthonormée directe
(O, é1,85,€3). Soient Q un ouvert borné connere du plan Ré; x Réy, a bord régulier, et
h > 0. Une plaque est un milieu continu solide déformable occupant en l’absence de forces
extérieures un ouvert de la forme

h h
{(ZEl,l’Q,JIg) € R3 / — 5 < T3 < 5 & ([El,ZEQ) € Q},

ot U'épaisseur de la plaque h est petite devant le diametre de €, et ) est appelé le feuillet
moyen de la plaque.

Nous présentons le modele des plaques minces de Love-Kirchhoff [91], qui est construit en
faisant des hypotheses sur la forme des contraintes et des déplacements. Nous décrivons ici
brievement ce modele afin d’obtenir les équations d’équilibre avec et sans obstacle.

Hypothéses de Love-Kirchhoff

1. Les composantes ;3 du tenseur des contraintes o sont nulles (hypothése des contraintes
planes)

2. Les sections droites, initialement normales au feuillet moyen, restent planes et normales
a celui-ci (linéarisation en x3).
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Fia. 1.1 — feuillet moyen d’une plaque d’épaisseur h.

Notons U := (U;)o<i<3 le déplacement dans le feuillet moyen. Nous développons le déplacement

de la plaque U(f, 22, 23) autour de z3 = 0, et ne retenons que la partie linéaire en 3. Les
composantes des champs de déplacements de Love-Kirchhoff (U;)o<;<3 satisfont :

U1(331,962,1'3) = Ul($17$2) - -’E38103(551,9€2)
Ua(21, 72, 3) = Ug(21, 22) — 230:U3(1, 72) (1.1)
U3($1,I2,$3) = 03($17$2)

Le déplacement normal Us est appelé la déflezion verticale, qui est notée

Us(z1,x2) := U(xq, 22), avec U : Q2 — Rej.

Commentaires 1.1.1 Le champ de déplacements U dans la plaque est exprimé en fonction
du champ de déplacement du feuillet moyen plus est un vecteur tangent proportionnel a xs.
Les hypotheses 1. et 2. sont incompatibles en élasticité linéaire 3D homogene isotrope. Aussi
doit on modifier la loi de comportement (le tenseur d’élasticité) pour pouvoir conserver ces
hypotheses.

Efforts dans plaques
Introduisons les efforts généralisés suivants associés a la contrainte 3D, o :
— N tenseur des efforts membranaires,
— M tenseur des moments fléchissants,
— Q vecteur des efforts tranchants,
définis par :
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h/2
Nag = / O'aﬁdl’g,
h/2
h/2
Mag = / xgaagdl’;;, (12)
h/2
h/2
Qa = / O'agdl’g.
h/2

Dans ce modele, il ne reste que les efforts généralisés N et M dans I’écriture de 1’énergie
élastique, puisque 1’énergie due aux cisaillements est nulle (d’aprés I'Hypothese 1. de Love-
Kirchhoff), i.e. Q est nul puisque les contraites sont planes.

Equilibre local
Apres intégration de 1’équilibre —diva'(lj) = F sur Dépaisseur de la plaque viennent les
équations d’équilibre généralisées suivantes :

Nogs = —Fa
(1.3)
Ma,@’,a,@ = _F3

Le tenseur de déformation de membrane et de courbure

Les déformations et les déplacements sont petits' (hypothése des petites pertubations)

En utilisant ce champ de déplacements, et en tenant compte des hypotheses précédentes,
viennent les composantes sur la base naturelle {€, €, €3} = {€n, €3} az12 du tenseur des
déformations linéarisées dans la plaque :

1
€ap = §(Ua,[3 + Ua,g) + 23(=Uap),

Commentaires 1.1.2 Du seul point de vue cinématique, on distingue les déformations petites (infinitésimales) ou
grandes, et les déplacements petits modérés et grands. Les déformations sont petites si chaque composante de la
déformation est petite devant l'unité. Les déplacements sont petits si la norme du vecteur déplacement est négligeable
devant une longueur caractéristique du corps. Le cas des déplacements modérés se présente pour les structures, pour
lesquelles la théorie doit considérer des déplacements du type rotations/ translations. Les déplacements sont dits
modérés si la rotation (par rapport au feuillet moyen) peut étre approchée au second ordre. Pour étre plus précis,
rappelons la formule de Rodrigues exprimant une matrice de rotation en fonction de son angle 3 et son aze W :

Ry =Id+sin(8)(TA) + (1 — cos ) (W)

avec Id Videntité et WA la matrice du produit vectoriel par 7, i.e.

0 —n, Ny
_
n\= nz 0 —MNg
—Ny Ny 0

L’hypothése des rotations modérées est l’approximation a l’ordre 2 de la formule de Rodrigue :
—
Rgw ~Id+ (RWA) + (WA)?

Cette approzimation est précise pour des angles 3 ne dépassant pas 0,4 radians (25 degrés). Alors que les petites
rotations (infinitésimales) sont valides pour des d’angles d’au plus 0,01 rad (6 degrés).
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ou il apparait
— le tenseur des déformations de membrane e, dont les composants covariantes sont :

1

eaﬂ = §<Ua”3 + Uaﬂ),

— le tenseur des courbures k, dont les composants covariantes sont :

Rapg = U ,af-
Relation de comportement

La loi de comportement d’un milieu surfacique doit étre une relation entre les tenseurs
de contraintes généralisées et les tenseurs qui caractérisent les changements dans la surface,
c’est a dire la déformation dans la surface et les variations de courbure. Pour établir la loi
de comportement élastique de Love-Kirchhoff, il faut poser que la plaque tridimensionnelle
est un milieu continu élastique et en tirer les conséquences sachant qu’il existe deux tenseurs
de surface qui caractérisent les changements locaux dans la surface : un tenseur des petites
déformations et un tenseur de variation de courbure linéaire en U. Les tenseurs N et M sont
reliés aux tenseurs e et K de la fagon suivante :

N75 = nag,y(;.eag
(1.4)

Mvd = mamg./{aﬁ
Les coefficients n,g,5 et myg,5 satisfont aux relations habituelles de symétries et d’ellipticité
et s’expriment en fonction de I’épaisseur h et des coefficients d’élasticité du matériau, et

finalement : { 19

Equations d’équilibre complétes en M et N
Nous pouvons synthétiser 1’écriture de 1’équilibre d’une plaque sous la forme des deux
systemes en M et N découplés suivants.

» Equations de membrane :

—_—
—Div(N) = (F,F;) dans

(1.5)
N-7 =0 sur - 9Q
» Equations de flexion :
—
—divDiv(M) = Fj dans
~Dio(M)- 7 = Z(7-M-7)  sur 09 (1.6)
v-M-v = 0 sur 02

Les équations de membranes sont linéaires, et les équations de flexion ne dépendent que de
F3 la composante normale du champ de forces F'. Le découplage® entre (1.6) et (1.5) s’ob-
serve grace a (1.4) et au fait que le tenseur e ne dépend que de U, alors que k ne dépend

2 Ce découplage n’a pas lieu pour des grandes déformations (Modele des plaques de von Kdrmén).
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que de U. Ce qui justifie qu’on ne s’intéresse dans la suite qu’aux équations de flexion (1.6).

Une justification asymptotique de la convergence de ce modele lorsque 1’élancement de la
diam(€2)

plaque tend vers l'infini, a été donnée par P.G. CIARLET & P. DESTUYNDER en

1979 [30].

Equation d’équilibre local de la flexion & encastrement

La déflexion verticale est I'inconnue de notre probleme, il est nécessaire de se donner des
conditions a la frontiere de €.
En général on partitionne 02, et impose des conditions d’appui simple, de bord libre ou
encore d’encastrement. Pour simplifier nous supposerons que la plaque est encastrée sur 0f).
Sous les hypotheses précédentes 1'équation (1.6) de la flexion d’une plaque encastrée, sous

—

un champ de forces F' = (F, Fy, F3), est :
DA%2U = Fy sur (Q,

U =0 sur 09, (1.7)

0,U = 0 sur 0N

Dans cette modélisation ou 1’'on passe d’'un domaine 3D a un domaine 2D, il ne reste plus de
Eh3
12(1 — v?)
le module de Young et v (% > v > 0) le coefficient de Poisson de la plaque.

Nous posons pour la suite D = 1.

souvenir de ’épaisseur h de la plaque que dans le terme de rigidité D = , E étant

Le probleme d’équilibre sans obstacle (1.6) et (1.5) est posé dans le domaine bidimensionnel
Q.

1.1.2 Modele des plaques de von Karman

Avec le cadre et les notations du modele des plaques linéaires, considérons une plaque
mince qui, dans son état naturel, occupe un domaine borné ) contenu dans le plan Réj x
Rés, avec un bord 0€) suffisamment régulier. L’état déformé de la plaque est entierement
caractérisé, a un déplacement rigide pres, par par son tenseur métrique g et son tenseur de
courbure k. Rappelons que I'on pose dorénavant Us = U. Dans 'approximation non linéaire
de von Kéarmén ces tenseurs s’expriment sous la forme :

k= V3 (U),

et
g :=1d+V(Uy,Uy) + V(Uy, Ug)t +V({U)® V().

La loi de comportement de 1’élasticité linéaire et isotrope relie les tenseurs g et kK aux tenseurs
N et M de la facon suivante :

1
N,y(g = NuBys- (U%(s + U%(;) + §U’aUﬂ (18)

Mys = Magys-Kap (1.9)
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La relation (1.8) est bien non-linéaire en U. Dans [31] et [35] I’équilibre local d’une plaque
mince encastrée sur une partie I', # (), et en appui simple sur I';, soumise a des forces
normales F' € L?(1), et latérales L, € H'?(99), par une solution (U°, U) := (U, Uy, Us) €
(Hl(Q))2 x H?(2) du probleme de von Karmén :

'DA2U—haﬂ<Na58aU> — 4+F dans O,

OuNgg = 0 dans €,

Nosna = Lg sur 02,

. (1.10)
U =0 sur  0f),
0,U = 0 sur I,
\ mlU) = 0 sur [,

ou n = (ny,n2) est la normale a J§2 et ou le moment au bord s’exprime sous la forme :

m(U) = D|8,AU + (1 — v) (nlnganU ~ 202U — n%@%Uﬂ .

Premiere version des équations de von Karman Introduisons la fonction d’Airy via le
Lemme suivant que 'on trouve dans [35], page 48.

Lemme 1.1.1 Soient Q un domaine simplement connexe borné du plan de classe C*T™,

4
désigne la tangente ¢ 0, m > 0, L, € HY2¥™(Q), et (Naﬂ)afj € (Hm(Q)> un tenseu
symétrique vérifiant :

3

O, (Nag) =0, sur ), et Nogn, = Lg sur 02,
Alors il existe une unique fonction x € H™(Q)
L1 == 87—<82)2), L2 == —87—((91)2) sur 8(2

avec
612)2 = N227 (9;5( - N117 afg;( - _N12 = —N21.

Nous rappelons 1'équivalance du probleme (1.10) avec la version suivante des équations de
von Karmén faisant intervenir la fonction d’Airy x. Le lecteur pourra consulter [35] et [93],
pour les propriétés d’existence et de régularité des solutions du probleme aux limites suivant :
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Théoreme 1.1.1 Awvec les notations du Lemme 1.1.1, soient  un domaine simplement
connexe borné du plan de classe C2, L, € H'?(0Q), et F € L*(2). Alors le probléme (1.10)
est équivalent o trouver (U, x) € H*(Q) x H3(Q) solution des équations :

( 2E
— AU = 2[y; F d Q
30— o9 U ;U] + ans
o E
A% = —§[U; U] dans )
U =0 sur 02
(1.11)
0,U = 0 sur T,
mU) = 0 sur T,
>~< = 5(07 sur aQ)
L X = X1 sur 05,

et Xo € H*/2(09), X1 € H2(082) avec :

00 >z Xo(T1,72) = —931/
29

Ly(z)dx + x4 /

., Ly(z)dz + / x1Lo(x) — w9 Ly (x)dx

o

00> x— x1(x1,19) = —nl(if)/
80

Ly(z)dx + no(z) /aQ Li(x)dx
(1.12)

En changeant U et y a des constantes multiplicatives pres, il est facile de voir que I'on peut

exprimer ces équations sous la forme plus simple (3) qui figure dans I'Introduction pour le
cas encastré, et (1.14) ci-dessous - c’est celle sous lesquelles elles figurent généralement dans
la littérature.

Deuxiéme version des équations de von Karman Donnons a présent une forme des
équations de von Karman, qui se préte mieux a I’étude de leurs bifurcations. Introduisons la
fonction © définie comme 'unique solution du probléme suivant dépendant des charges aux
bords : la

A’@=0sur Q, ©® =%y, 0,0 = 1. (1.13)

Avec les notations et hypotheses du Lemme 1.1.1, cette fonction traduit dans le domaine €2
la dépendance par rapport aux forces horizontales (Ly, L), par U'intermédiaire de (1.12).

En posant

X=Xx—0,

le couple (U, x) € (HZ(Q) NHY(Q)) x H*(Q) vérifie :
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( AU = O+ ;U] +F dans Q
A%y = —|U;U] dans  Q

(1.14)
U=0,U = 0 sur  Of).
X=0x = 0 sur  Of.

Remarquons que ce systeme d’équations n’est pas fortement couplé, en effet en supposant U
connu, on peut calculer Y comme solution du probleme biharmonique :

A?x = —[U;U] dans Q, x = 9, = 0 sur 9Q. (1.15)

Connaissant la fonction © par (1.13), il découle alors I’équation réduite suivante :

AU = [©@—-A2[U;U;U] +F dans Q
(1.16)
U=0,U = 0 sur Of).

Formulation variationnelle en déplacement Par une intégration par parties des deux
premiers termes de (1.10) - en utilisant pour le premier terme, les formules exposées dans

[53] chapitre 4 - nous déduisons que 1’équilibre global d’une telle plaque revient & trouver®
(U, U) € H}(Q) x H}(Q) x H vérifiant :

A(U,V—U)+/

(NaﬁaaU)aﬂ(v _U)dQ = / F(V — U)dQ (1.18)

Q

pour tout V € ky, et pour tout (W,) € Hi () x Hy(Q)

/Na[;@aWadQ—)\/LaWadQ. (1.19)
Q Q
Il est montré dans [53] que I'expression
h3
A(U,V) = / M.sVosdS = 75 [(1 = v)UﬁaVna] + vAUAVAQ (1.20)
Q Q

est une forme bilinéaire symétrique continue, qui est coercive sur ’espace
H:= {V € H*(Q2) NH(S) / onVir, = 0}

deés lors que la plaque est encastrée sur une partie I', # (), et en appui simple sur I';, avec
0 =T.][ T, ce que nous supposerons dans toute la suite. (.,.) est le produit scalaire défini

311 est montré dans [53] qu’une forme équivalente s’écrit :

Trouver (U, U) € HE(Q) x H§(Q) x H tel que
AU,V - U) + h/ (aﬁ (NQBBQU) (V- U))dQ - —/ m(U)8n(V — U)dTs +/ F(V —U)dQ, (1.17)

pour tout V € H.
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par A, il induit une norme ||V := /[A(V, V)] équivalente a la norme usuelle sur H.

Dans la définition de la loi de comportement du tenseur N il y a un couplage entre U° et U.
Ce couplage peut étre éliminé de 1’équilibre si N est exprimé en fonction de U et (L, ). Ainsi,
d’apres [37], lorsque le torseur associé a (L) est nul, si U est un déplacement admissible
fixé, alors le probléme qui consiste a trouver UY solution de (1.19) et vérifiant (1.8), admet

3
une seule solution N décomposable de fagcon unique dans [LQ(Q)] sous la forme :

N =N’ 4+ N(U), (1.21)

oit N° est indépendant de U et N(U) est une fonction quadratique en U qui vérifie, d’apres
[102], pour tout U° € H}(Q) :

/ Nos(U)0aWad2 = 0.
Q

Le tenseur AN représente les contraintes dans le plan de la plaque, soumise au chargement
latéral (AL,) et astreinte a rester plane.

» L'opérateur L est défini* par :
(L(U),V) = —/QNgﬁaaUagv, (1.23)

Il traduit dans le domaine € les efforts appliqués au bord 0f).
» L'opérateur C est défini® par :

(C(U), V) = /Q Nos (U)LY d€Y, (1.25)

Cet opérateur rend compte des variations de métriques sur le feuillet moyen au cours de la
déflexion.

4Pour autant que ® € H?, ce qui est justifier par (1.13), nous avons avec les notations du probleme simplifié (1.14)
(L), V)s = / ©; Ulv (1.22)
Q
5 A nouveau, nous avons avec les notations du probleme (1.14)
(CUV). Wy = [ [UsVIW a, (1.24)
Q

puis C(U) = C(U,C(U, U)).
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Proposition 1.1.1 [75] Soient Q un domaine simplement connexe borné du plan de classe
C2, un champ de forces latérales L, € HY2(0Q). Alors les opérateurs L et C possédent les
proprietés suivantes :

L est linéaire, auto-adjoint, compact sur H; (1.26)

(L(V),V)>0, VV e H, & (L(V),V) =0,— V = 0; (1.27)

Cest non-linéaire, continu, borné et compact sur H, (1.28)

C(tV)=tC(V), Vt € R,VV € H; (1.29)

(C(V),V)y >0, VV € H; (1.30)

31 >0/ ICV) — CO)I < k(I + VAR Vi — Vall, WA, Ve B (1.31)
1

C(V) est la dérivée de Z<C(V)’ V) (1.32)

C est continiment dérivable ,3ky >0 / VW € H, ||owC|| < ko||[W]?. (1.33)

Finalement la formulation variationnelle suivante réprésente une version équivalente de (1.18)

& (1.19) -

Trouver U € H vérifiant :
(1.34)
(U—-AL(U)+C(U) — A‘Q(F),W —U)=0, YW € H.

Commentaires 1.1.3 Remarquons que pour tout F' € L*(), il existe F € H tel que
/ FVdQ = (F, V), YV € H. (1.35)
Q

C’est grace a cette formulation que I'on peut montrer I'existence d’au moins une solution et
étudier les branches de bifurcations en fonction du parametre A [13], [14] et [35].

1.2 Modele des membranes linéaires et non-linéaires

Un cas particulier des déformations des plaques est celui des membranes.
Définition 1.2.1 Une membrane est un milieu continu mince géométriquement analogue
a une plaque mais n’ayant pas de rigidité a la flexion.

e La configuration de référence de la membrane est un ouvert borné connexe du plan 0 C R2,
contenu dans le plan de cote x3 = 0. La membrane est fixée a son bord 9€). En I'absence de
densité surfacique de forces extérieures exercées sur la membrane, sa configuration initiale
est un équilibre. A 1’équilibre la membrane est représentée via le graphe d’une fonction
U : Q — Res par 'ensemble {(z1,22,73) € R® / x3 = U(zy,72)}. Soit F : Q — Rés,
désigne le champ de forces appliquées sur la membrane. Les équations d’équilibre dune
membrane se déduisent donc de (1.10) en supprimant le terme DA?U :
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(000U ) + F = 0 dans
(1.36)
U =0 sur  Of).

e Sous ’hypothese des petites perturbations les déplacements sont infinitésimaux, et nous
pouvons remplacer le tenseur des déformations par le tenseur des déformations de membranes
e (approximation au premier ordre). Le tenseur o est alors constant et ’équilibre d’une
membrane linéairement élastique s’écrit :

hooglapU + F = 0 dans Q,
(1.37)
U =0 sur  Of).

e Dans le cas ou la membrane est fixée a son bord 02 et soumise dans cet état initial & une
tension Ty isotrope’ le tenseur o¥ est diagonal, i.e. holy = Todas et I'équation d’équilibre
prend la forme suivante :

ToAU = —F, dans 2, U = 0 sur 092 (1.38)

C’est cette forme canonique qui est appellée abusivement modeéle de menbrane linéaire
élastique bien que la forme adequate soit (1.37).

e Dans le cas des déplacements modérés, les équations d’équilibre décrivant d’'une membrane
élastique sont appelées équations de Monge-Ampere, et s’écrivent a partir des équations de
von Karmén (1.14) :

([O@+x;U +F =0 dans  Q
A%’y = —[U;U] dans Q
(1.39)
U=0,U = 0 sur Of).
\ X=0x = 0 sur 0.

1.3 Modele des poutres linéaires et non-linéaires

Définition 1.3.1 L’espace affine euclidien R? est toujours rapporté a une base orthonormée
directe (O, €1, €y, €3). Soit un segment 2 contenu dans la droite xo = 0. Une poutre droite
de section constante est un milieu continu solide déformable occupant en [’absence de
forces extérieures un ouvert contenu dans un domaine cylindrique de la forme

h
{(z1,29,23) ER® / 0 < /23 +23 < B & € QY

ou la section de la poutre est petite devant la longueur de §2, et 2 est appelé la ligne
moyenne de la poutre.

Son posera pour simplifier To = —1.
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Le lecteur pourra consulter [34] et [26] pour I’établissement équations d’équilibres ci-dessous.
Ce sont Leonhard Euler et Daniel Bernoulli (vers 1750) qui émirent la premiere théorie des
poutres en posant les deux hypotheses (dites d’Euler-Bernoulli) suivantes :

1. au cours de la déformation, les sections droites restent perpendiculaires a la courbe
moyenne ;

2. les sections droites restent planes (pas de gauchissement).

La premiere hypothese permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion. Ces
hypotheses sont I’équivalent 1D des hypotheses de Love-Kirchhoff. En se restreingant a un
mouvement dans le plan engendré par les vecteur (€7, €5), le déplacement est :

wél + ng,

donc le tenseur des déformation et le tenseur de courbure sont

]. " "
e::w’+§(u’)2+x2u . K= .

Nous considérons une poutre élancée élastique dont la configuration intitiale (prise comme
référence) occupe un segment 2 contenu dans la droite xo = 0. La poutre est fixée a ses
bords, cette configuration initiale est un équilibre.

Supposons que cette poutre soit soumise a un champ de forces linéiques extérieures verticales
fés, et un chargement au bord d’intensité \. Alors en notant u le champ de déplacement
vertical (la fleche) 1'équilibre s’écrit :

u — " = f. (1.40)
Puis sous ’hypothese des petites perturbations I’équilibre d’une poutre élastique devient :
u® = f. (1.41)

Pour une poutre élastique simplement appuyée sur 0§2, les conditions au bord sont
wpn = 0 = g, (1.42)

tandis que les conditions au bord d’encastrement sont

won = 0 = Uy (1.43)
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Chapitre 2

LE PROBLEME D’OBSTACLE
POUR UNE MEMBRANE EN
PETITES DEFORMATIONS

2.1 Introduction

" Aijamu,chxme% imqessiommen ML[E/[WA_AAEAbmAthA amdrme Romonzes
m&m@mwaww%m AW%MM%&JB’AE

/r\anpel}ue[)eaxum/rxdﬁ mmzr\anﬂank NJEWWIWMMQLW@@

des bdaub\egm,a M\A%/PM{]M a wvobne ummjunahmmdm«damt arux,vn
ZOA&,L«}MA&M\.M[\U’\E m%mmqux&wpmﬁaumqumdemmm

de/a/rmable/a r\au% ANEs LA, que ce que Vews vewsméme mib A

LWW&M%WM at[xyn oge%ouddp\ag)danta‘%uutwm

Le but de ce chapitre est de donner un état des lieux sur le probleme de contact uni-
latéral sans frottement d’une membrane élastique fixée, ou a déplacements imposés, sur son
bord, soumise a un champ de forces, alors qu’elle est tendue au dessus d’un obstacle rigide.
On s’intéresse ici a un champ de déformations linéarisées, ne prenant pas en compte les
termes non-linéaires de variations de métrique. Bien que ce probleme ait été étudié depuis
les années 50 par Lions, Lewy, Stampacchia, Frehse, Schaeffer, Kindelehrer pour prouver des
résultats d’existence, d’unicité, de régularité, de stabilité ...etc, de nombreuses questions
restent ouvertes encore aujourd’hui. La difficulté essentielle vient de I'obstacle qui se traduit
par une inégalité donnant lieu a un Probléme a Frontiere Libre (PFL). En effet la zone de
contact entre la membrane et 1'obstacle apparait comme une inconnue a part entiere dans
notre probleme. Nous sommes donc rendus a trouver a la fois la frontiere libre et le champ
de déplacements. Apres avoir présenté un ensemble de résultats classiques sur la solution
en déplacement, nous étudierons les propriétés topologiques et géométriques de la zone de
contact. Ces questions étant tres délicates nous nous emploierons a fournir des exemples
de non-régularité. Il faut d’ores et déja souligner que I’étude de ’ensemble de coincidence
en tant que variété fait I'objet d'une conjecture [116] (Conjecture de Schaeffer - 1974) qui
est toujours non-résolue en dimension finie quelconque. Cependant grace aux techniques de
« blow-up » introduites par L. Caffarelli et les publications de R. Monneau nous démontrerons
que cette conjecture est vraie en dimension 2, pour un chargement constant. Enfin nous nous
focaliserons sur la question de la continuation proprement dite (i.e le suivi de la solution
quand le champ de forces appliquées varie). Nous verrons comment la notion de dérivée
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conique est reliée a la géométrie de la zone de contact. Cet état des lieux impliquant de nom-
breux points techniques, nous choisissons de le présenter et commenter les résultats (lemmes,
propositions, théoremes) les plus significatifs.

2.2 La formulation faible

Pour décrire le phénomene de contact entre une membrane linéaire élastique est un obstacle
(voir figure 1), nous nous plagons sous les hypotheses suivantes :
1. Au dessous de la membrane est placé un obstacle rigide. Il est représenté par le graphe
de la fonction ¢ : 2 — Res. Donc nous imposons a U, le déplacement normal, de
vérifier :

U =G > sur 0.
(2.1)
U > sur €.

2. Nous supposerons, toujours, sauf mention explicite du contraire que ¢ a au moins la
régularité H'(Q)
3. Le contact entre la membrane et 1'obstacle s’effectue sans frottement.

4. En I'absence de forces extérieures, i.e. F' = 0, la membrane est plane, le probleme est
donc sans contact pour des forces suffisemment faibles.

5. L’ensemble des points ou la membrane touche 'obstacle est appelé la zone contact ou
ensemble de coincidence et on le note Z(F), (ou plus simplement 7). La frontiére libre
de ce probleme est OZ(F).

On cherche alors quelle est la position d’équilibre de la membrane représentée par le déplacement
U sous les contraintes ci-dessus, i.e une solution au probleme faible :

( U e K%G
< /VUV(V— U)o > _/ PV — U)d0 (2.2)
Q Q
L vV e Kd),G

Ou nous avons introduit :
Kyg:={VeH (Q)/V>¢dans Q, V=G > sur 9Q.}

qui désigne 'ensemble des déplacements cinématiquement admissibles (noté K s’il n’y a pas
d’ambiguité), puis H, 'espace de Sobolev des classes de fonctions de carré integrable sur
égales a G sur 02 et dont la dérivée est de carré integrable sur €). Signalons au passage que
I'ensemble Ky, ¢ est un convexe fermé.
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Théoréme 2.2.1 Soient Q0 un domaine borné a bord lipschitz, F € HY(Q), ¢ €
H'(Q) et G € HY2(09).

» Alors le probleme (2.2) admet une unique solution : U € HE ().

» De plus le probléme faible (2.2) est équivalent au probléme de minimisation de l’énergie
potentielle J(V, F), sous les contraintes ci-dessus, c’est a dire :

Trouver U € Ky, ¢ minimisant
(2.3)
/ IVV 24+ 2FV dQ, sur Kyg.
Q

» Si une fonction U minimise J(V, F) := / IVV 2+ 2FV dQ sur Ky g elle minimise aussi
v

JH(V,F) ::/ IVV|2 + 2F[V]" dS, sur HE(S).
Q

Preuve : ¢4 Le probleme a une solution unique, grace au théoreme de Lions-Stampacchia
[00], car a(U,V) = [, VUV(V — U)dQ est une forme bilinéaire coercive sur H(Q), et
Kyc# 0.4

Remarque 2.2.1 Quand F suffisamment petit et G > 9 sur 99 nous retrouvons I'équilibre’
(bilatéral) 1.37. Le probleme mécanique auquel je me suis d’abord intéressé, est (2.2) avec
un obstacle plan et une membrane fixée a son bord, i.e ¢ = constante et G = 0. On peut
légitimement affaiblir ces hypotheses en considérant des fonctions suffisamment régulieres
(i.e ¢ € C? H2 H!, obstacle régulier ou bien présentant des coins, des plis; G € C2 H'/?
déplacements imposés au bord). Enfin G > 1, signifie que le bord de la membrane est stric-
tement au dessus de 'obstacle, i.e sans contact préalable avec I'obstacle. Quant a I’hypothese
F € H Q) ou L?, elles est également cohérente avec la mécanique, et elle sera renforcée
par la suite pour 1’étude de la régularité de la zone de contact.

Dans [113] il est montré que (2.2) est bien posé au sens d’'Hadamard, c’est dire :

Théoréme 2.2.2 Avec les notations du Théoréme 2.2.1, Uapplication de H~(Q)) dans
HY(Q), qui a F associe l'unique solution de (2.2), est Lipschitz continue. C’est a dire
qu’étant donné F; pour i = 1,2, il existe C' > 0 indépendant de F;, telle que, en notant U,
la solution associée a Fj, on ait :

U1 = Usllm @) < ClFy — Fallu-1 @

Remarque 2.2.2 Ce théoreme est conséquence du fait que la solution du probléme d’obs-
tacle (2.2) est la projection orthogonale (au sens du produit scalaire défini par a sur H*(2))

Lavec la convention de signe simplificatrice To = —1.
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de la solution bilatérale’ AU” = F sur Q et U’ = G sur 05, i.e. U = pry(U®). Cette obser-
vation sera capitale dans les questions de continuation.

Une formulation différente de (2.2) (dite « en potentiel ») pour une membrane linéaire,
consiste a « emmancher » une membrane sur un obstacle ¢ et s’écrit :

Trouver U € K DG
/ VUV(V - U)dQ > 0 (2.4)
Q
L YV e Kzﬁ,G

Proposition 2.2.1 Soit U € H2(Q) et ¢ € H'(Q). Etudier le probléme (2.2) revient a
étudier le probléme (2.4) et réciproquement, pourvu que mous trouvions U° tel que F :=
AU” € L3(2) et U* = 0 sur 02, avec 1 := U’ + ) tel que jpn < G.

2.3 Régularité de la solution

On a vu que sous des hypotheses raisonnables sur les données la solution U est dans
HE (). Mais ceci est assez faible car on n’a méme pas Wh2(Q) — C°(Q) et donc U n’est
pas a priori continue. Cette section tente de répondre a la question : Qu’en est-il, avec des
hypotheses supplémentaires, de la continuité et de la differentiabilité a 'ordre un et deux?
Nous compilons et commentons des résultats énoncés et démontrés dans les livres de J. F.
RODRIGUES [113], de D. KINDELERHER & G. STAMPACCHIA [32], et dans l'article de R.
MONNEAU [98].

2.3.1 Quelques résultats classiques

Par un argument de type pénalisation nous avons les estimations suivantes ([!13], theorem
3.4) :

Théoréme 2.3.1 Soient Q un domaine borné du plan avec S) de classe CY', F € LP(Q),
pourp > 2,9 € W2P(Q), et G € H¥2(0R), ¥ < G sur Q. Alors U solution de (2.2) vérifie :

— F < =AU < sup(—F, —Av) sur Q, (2.5)
U € W»P(Q) NH(Q), donc sip>2U € Ch(Q), avec 0 < a =1 — %.

De plus Uapplication F —— U(F) est continue i.e. (Fk Iz F) — (U;€ Iz U), avec

10l < C(IF e + =20 + FI* ||z ).

2Cette solution bilatérale sera notée au besoin U’ = A™'F.
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Commentaires 2.3.1 e Cependant en général on n’a pas :|Uy —Us||gz < C||Fy— Fa|p2 !

e Sous les hypotheses du théoréeme 2.3.1 (i.e. pour des données suffisamment régulieres)
U est continue, donc on peut définir (sans recourir a la notion de capacité®) 'ensemble de
coincidence comme

I(F) :={X € Q /U(X) = 4(X)}.

e La solution U peut étre C1** mais ne peut étre, en général, de classe C?*(2), comme le
montre I'exemple suivant.
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FIG. 2.1 — allure du graphe de la solution de (2.2) pour 9(r) := 1 — 2r?

Exemple 2.3.1 Soient Q := B(0, 1), 1 'obstacle stritement concave radial ¢ (r) := 1—2r?,

U = 0 sur 99 := S'(0,1). Donc U la solution de (2.2) vérifie U = ¢ sur B(0,1 — \%) et

linéaire en dehors de ce disque ; il est clair qu’aux points de S*(0,1— \%) les dérivées secondes
de U ont un saut.

1

1—2r% sir<1——,

V2

U(r) = (2.6)
1

TS LI S PV U C B G NP I

V2 V2 V2

Remarque 2.3.1 Bien que la solution de (2.2) ne soit pas deux fois differentiable, on peut
tout de méme avoir un résultat de régularité portant sur sa différentielle seconde D?(u),
comme le montre le théoréme suivant (le plus fin que je connaisse) dia a J. Frehse [58]

(1973) :

3a priori la zone de contact pour U € H'(Q) est définie comme le complémentaire de I'ouvert {X € Q / (U —
¥)(X) > 0}, 'inégalité étant prise au sens de H' (c.f. [82], definition 6.7, page 43.)
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Théoréme 2.3.2 Soient Q un domaine borné du plan a bord C**, G € C*%(00), F €
C%(Q), avec 0 < a < 1, et 1 € W®(Q), avec ¥ < G, sur 0. Alors l'unique solution U
de (2.2) est telle que U € Wo2°(Q) cest a dire :

loc

D*(U) € L2.(2), et donc U € CH(Q).

loc

Idée de la Preuve : ¢ L’astuce de H. Aur & D. PHILIPS [J] consiste en l'estimation
des dérivées secondes de U au voisinage de la frontiere libre par ’application du Théoreme
2.3.3 dans une certaine boule, ayant au préalable montré grace au principe du maximum
(inégalité de Harnack), que U — v > 0 sur B(z° r) avec r bien choisi et donc que AU = F
sur B(z%, 7).

Comme la solution est de classe C1*(Q) et U — ¢ > ¢ > 0 sur 052, on a 'inclusion stricte

ws :={r € Q /0 <dist(x,I)) < do} CC Q. Rappelons le résultat suivant que 'on trouve

démontré dans [71] Théoreme 9.22, page 246 :

Théoréme 2.3.3 [71] Pour tout 0 < a < 1, soit F € C**(B(20,r)) et soit v vérifiant :
Av = F dans B(2°,r).

Alors il eziste une constante C' = C(£2, a) telle que

7/'2HD2/UHLOO(]B(IO7T/2)) < C<”D2UHL°°(B(360,7")) + T2HFHLOO(]B(IO7T)) + Ta+2’F

a,IB%(er))) .

e Estimation sur ws. Avec I'estimation elliptique intérieure ci-dessus : || D?U || e (m(a0,r/2)) <
Co deés que B(x°,4r) C Q ce qui est vérifié pour dy assez petit donc HD2u||Loo(w50) < (.

e Estimation sur 0Z. Comme U > 1 sur €2, par continuité du gradient de U, il vient
V(U — ) =0 sur Z.

Lemme 2.3.1 ([25] prop. IX.5) Soit v € H'(Q), alors [v —]" € H'(Q) et
Oilv = ]" = 0i(v =) - Lysyy pop. sur Q.
Et donc pour tout v € H'(Q)9;v = 0;(v) - Loy p.p. sur .

D’apres le Théoreme 2.3.1 nous sommes assurés que V(u — 1) € H}(2), donc par le lemme
2.3.1 nous savons que le gradient de v = V(u — 1) est nul, i.e. D*(U — ) = VV(U —¢) =0
p.p. sur {V(U — ¢) = 0}, donc en particulier presque partout sur Z.

e Estimation sur € \ (u)§0 N 81). A distance finie du bord on conclut par une estima-

tion intérieure grace au Théroeme 2.3.3.

D’ou le résultat. ¢

42



Remarque 2.3.2 Le théoreme ci-dessus ne peut pas étre relaxé, en général, pour F €
L?(Q2) ni méme F € C°(Q2)! Une des questions ouvertes du probleme de 1'obstacle membra-
naire est de savoir ce que ’'on pourrait dire pour F' € L>(Q), i.e bornée, et ¢» € C°(Q), par
exemple. . .

2.3.2  Sur la régularité de 0

Puisque U € W2P(0) il vient par les théoremes d’injections de Sobolev classiques [1] que
U e C%Q), si dimQ < 3. Or comme nous supposons que U > ¢ sur 052, par continuité il
vient que U > 1 sur V., un e-Q2-voisinage de 0€). Ainsi

AU =F surV.etU € Kyg.

De plus, grace a la théorie standard des opérateurs elliptiques, ceci implique que U est « aussi
régulier » dans V. que le permettent les données 092, F, G, ¢ [0].

Nous pouvons affaiblir les hypotheses sur la régularité de bord du domaine €2, puisque la
membrane ne touche pas 'obstacle sur un e-{2-voisinage de 952, noté V.. Pour ce faire, nous
allons utiliser les résultats de régularité de P. Grisvard sur un ouvert polygonal a coins
convexes (et non pas a coins rentrants car ils géneérent des singularités locales), voir [73] et

(7]

Définition 2.3.1 Un ouvert borné 2 de R? est C**-polygonal & coins convexes si son bord
est de classe C*® par morceaus, i.e. si O := Hogigp T; avec T'; € CH® et si les sommets
(intersections des I';) admettent un Q-voisinage conveze.

mcx

(resp. F € C**(Q)) et G € HF3/2(0Q), (resp. G € C*F(Q)). Soit U solution du probléme

aux limites suivant

Théoréme 2.3.4 Soit Q un domaine C25“-polygonal a coins convexes, k > 0, F € H*(Q),

AU = F sur
{ U = G sur 00 (2.7)

Alors U € H**(Q) (resp. U € C*F2(Q)))

Nous en déduisons le Théoréme suivant :

Théoreéme 2.3.5 Soit 2 un domaine C%*_polygonal a coins converes, F € C%*(Q), ¢ €
C?(Q). Alors la solution de (2.2) vérifie :

UeCcH(Q).

Preuve : 4 Rappelons que par hypothese U > 1 sur 0€). Soit V., un e-)-voisinage de 0f2,
et désignons par 0;,;V. le bord intérieur de V, supposé lisse; son bord extérieur étant 0S2.
Introduisons une fonction G, € H*? N CY(9;,,V.) et notons w, l'unique solution du
probleme aux limites :
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{Aum = F sur V.

Ut = Ge sur OpVe (2:8)

Nous savons que Uey; € H2 N CH! sur V., d’apres le Théoreme 2.3.4, donc en particulier si
G. = U. Soit u;,; 'unique solution du probleme aux limites :

Ay > F sur Q\ Ve

0<(upm—v) L p>0 sur V. (2.9)

Uing = 0 sur 0N
Uing = Ge sur aintve

Nous savons, d’apres le Théoreme 2.3.2 que u;,; € CH sur Q\ V., pour tout F. € C%¥(Q).
Nous pouvons choisir G, = U et F, pour que u;,; :_U sur €\ V.. Puisque la solution U est
unique alors il vient comme annoncé que U € CH1(Q). ¢

2.3.3 Réaction sur la zone de contact
La formulation faible (2.2) peut se réécrire comme suit :

a(U,¢) > 1(F,¢), Y¢ > v avec ¢ € H(R) (2.10)

Ot a est la forme bilinéaire définie sur K, , X Ky, ;, représentant le travail des efforts intérieurs
et 1(F,() la forme linéaire définie sur K, , représentant le travail des efforts extérieurs.
D’apres le théoreme de Riesz-Schwarz cela assure que a(U, ¢) —1(F, {) définit une mesure de
Radon positive pu(F') sur €, si bien que l'on ait :

/Q VUVCdw + /Q FedQ = /Q Cdp(F) (2.11)

On montre facilement que AU = F sur ouvert Q \ Z(F'), donc que le support de p(F) est
contenu dans Z(F), ce qui signifie que la réaction de I'obstacle est localisée dans la zone de
contact. De ces quelques observations et du théoreme 2.3.1, il découle :

Proposition 2.3.1 Soient Q un domaine borne lipschitzien du plan, g € HY?(0R), F €
L*(Q) et v € H*(Q), avec ¥ < g, sur 9. Alors p := p(F) est une mesure d densité. Donc
en particulier elle ne charge pas les points, et [’'on a

dp = (F — AU)dAs.
De plus il y équivalence entre (2.2) et (NCP) (nonlinear complementary problem), i.e :

(NCP): U>% , u>0 & p-[U—1]=0, presque partout sur . (2.12)

Dans [32] il est montré qu’en général Cap, est plus fine que p, et on en déduire que la zone
de contact est définie a un ensemble de 1-capacité nulle.
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Théoréme 2.3.6 Soient FF € H1(Q) et ¢ € H(Q). Soient U solution de (2.2) et u(F) la
mesure de réaction associée. Alors il existe C' > 0 telle que

w(F)(E) < Cy/Cap,(F), VE C Q compact.
En particulier, si Cap,(E) =0 alors u(F)(E) = 0, et donc si Cap,(Z(F)) =0, alors

AU = F sur Q.

2.3.4 Equation d’Euler-Lagrange & Formulation Forte

Nous établissons, maintenant, les équations d’Euler-Lagrange associées au probleme faible
(2.2).

Proposition 2.3.2 Supposons que F € L*(Q), Q un ouvert borné du plan a bord C1,
Y € HX(Q), et G € H¥2(0Q) avec v < G sur Q , alors U vérifie :

AU = F sur Q\ZI(F)
u > ¥ sur €.
U = G sur 090. (2.13)
U = ¢ sur 0I(F)

VU = V¢ sur 0Z(F).

Preuve : ¢ Par le théoreme de Rellich-Kondracov des injections de Sobolev, u et Vu sont
dans C%(Q)). En particulier U est continue sur 2 donc ensemble {U > ¢} := Q\ Z(F) est
ouvert. Alors par intégration par parties de (2.2) on tire par densité :

AU = F sur Q\ Z(F).

De U > 9 sur 2 vient que VU = V¢ sur 9Z(F) puisque U € C*(Q). ¢

Commentaires 2.3.2 Dans les équations ci-dessus on n’a pas d’informations sur le fait
que le contact membrane-obstacle soit ou non tangent. Pour que 'on puisse 1’écrire il faut
que 0,U existe sur OZ(F), il alors est impératif que OZ(F') soit une courbe réguliere, ce
qui est faux de fagon générale! Il en existe des contre-exemples célebres comme nous le
verrons plus loin. Ceci a une importance capitale pour établir I’équivalence formulation forte
/ formulation faible :
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Formulation forte : Trouver une fonction U telle que :

(AU = F sur Q\Z(F).
u > ¥ sur €L
U = G sur 090. (2.14)

U = @ sur 0Z(F) :(Dirichlet).

(. WU = 0n¢ sur OI(F) :(Neumann).

La condition de Neumann ci-dessus signifie que la membrane a un contact tangent avec
I'obstacle.

2.4 Topologie et mesure de ’ensemble de coincidence

2.4.1 Nécessité d’'une hypothese de non-dégénérescence

Pour autant que les données du probleme (2.2) soient suffisamment régulieres, nous savons
que U est continue donc Z(F") est un compact. Nous nous ne pouvons pas espérer de régularité
a priori sur la frontiere libre si nous ne faisons pas « une hypothese de non-dégénérescence ».
En effet, concentrons nous sur le cas d'un contact avec réaction nulle p(F) = 0 (c’est le
cas du contact affleurant) avec des données 2, F', G, et ¥ de classe C*°. Alors ’ensemble
de coincidence peut étre vu comme 'ensemble des zéros d’'une fonction lisse et nous savons
d’apres le théoreme de Whitney que n’importe quel fermé de €2 peut étre ’ensemble des zéros
d’une fonction de classe C*°(£2, R). Il est immédiat de vérifier que I’ensemble de coincidence
peut étre égal a n’importe quel compact de €2 donc que Z(F) peut étre aussi irrégulier que
I'on veut! Nous allons montrer que 'hypothese ci-dessous est indispensable pour retrouver
de la régularité.

Hypothese de non-dégénérescence :F' — A > 6y > 0 p.p. sur . (2.15)

2.4.2 Mesure de la frontiére libre

Malgré ce qui vient d’étre dit, nous avons tout de méme des informations sur la mesure de la
frontiere libre et sa régularité si les données sont suffisamment régulieres (voir [113] theorem
8.3). Le résultat historique suivant date de 1981 et est du a L. A. Caffarelli [29] :
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Théoréme 2.4.1 Soient Q) € C*, G € C*>*(90Q), F € C**(Q) N WH(Q) (avec 0 <
a < 1) ety € CYY(Q) NWELQ), avec (z) < G(x), Vo € 9. Faisons 'hypothése de
non-dégénérescence :

(F' — Av) > 6o > 0 p.p. sur Q.

Alors la frontiere libre 0Z(F') de U solution de (2.2) est de mesure de 1-Hausdorff (notée
H;) finie, donc de mesure de Lebesgue (surfacique As) nulle, i.e. pour toute une boule B C
BcQ

(H1(0Z(F) NB) < C(B)) = (A2(9Z(F)) = 0) (2.16)

Esquisse d’une Preuve pour le Théoréme 2.4.1 : ¢ Nous esquissons les grandes lignes de
la preuve de la nulité de la mesure de Lebesgue en adaptant (pour une force et un obstacle
réguliers) celle donnée dans [97] (pour une force et un obstacle constants). Elle se décompose
en les 3 lemmes suivants :

Lemme 2.4.1 (Lemme de non dégénérescence) Avec les notations et hypothéses du
Théoréme 2.4.1 on a AU = F sur {U > 1} et de plus pour tout xg € O{U > ¢}, alors

sup (U — ) () > r?/4, pour B(xg,r) C €. (2.17)

z€B(z0,7)

Preuve du lemme 2.4.1 : ¢ Cela provient du principe du maximum pour la fonction
w(z) = (U—1)(z)—1|lz—2°|%, pour 2° € {U > ¢}, puis par continuité pour z° € d{U > ¢ }.

Par application d’une formule de Taylor au voisinage de z° € 9{U > } se déduit que
VU oo B(z0,r)), €n utilisant le lemme 2.4.1 et par I'inégalité des accroissements finis, on
démontre :

Lemme 2.4.2 (« Lemme de la petite boule positive ») Avec les notations et hypotheses du
Théoréme 2./.1, il existe §,7° > 0 tel que 2° € 0T, Vr €]0,7°],

IB(y, or) C B(z%,r), U —1 > 0 sur B(y, o)

Nous allons conclure grace au résultat suivant [61] théoreme 2.9.11 page 158 :

Lemme 2.4.3 Soit A C R"™ un ensemble mesurable, de mesure non-nulle. Alors pour presque
tout x € A,

1 =1=1 f

H:,l_s,élp A (B(z, 7)) =y An(B(z,7))
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Appliquons le Lemme précédant avec A := 7 qui est compact donc mesurable. Si la mesure
de Lebesgue de 97 est non nulle, alors il existe au moins un point 2° € 97 tel que

lim s AQ(IB(xU, r)NA)
11m su
P T AL (B, 1)

Or d’aprés le Lemme 2.4.2, il existe une boule B(y, ér) C B(z°,r) N (Q\ Z) telle que

=1

Ao(B(2%,7) NOT) < Ao(B(2°,7)) — Ao (B(2, 7))
c’est a dire
. Ay(B(z°, )N A) Ag(B(2,0r)) 2
PTG, MBGEh)

ce qui est absurde. ¢

Remarque 2.4.1 Le résultat du Théoreme 2.4.1 subsiste si nous ne supposons que

(F'— A) > 6o > 0 p.p. sur Z(F).

Corollaire 2.4.1 Avec les notations et hypothéses du Théoreme 2.4.1, la solution U vérifie :

AU = F1{U>¢} —f- A¢1{U:¢} sur Q (218)

Preuve : 4 On sait déja que AU € L*(Q2). Or on a que :
AU = F sur Q\Z(F) :={U < ¢}

AU = Ay sur Z(OF):: Int({U = ¢})

En outre Q \ ({U <yY}UInt({U = w}> = 0Z(F) = 0Z(F) qui est un ensemble de mesure
de Lebesgue nulle, d’ou le résultat. 4

Commentaires 2.4.1 Les irrégularités sur la frontiere libre peuvent-étre de plusieurs na-
tures. Nous savons qu’a prior: la zone de contact peut étre égale a n’importe quel compact,
mais I'hypothese de non-dégénéréscence (2.15) assure que le bord est non-fractal. Cependant
nous allons voir qu’il peut ne pas étre une variété lisse, méme sous (2.15)!!

Aussi définissons l’ensemble de coincidence essentiel associé au probleme d’obstacle (2.2) :

T* = int(Z).

On peut observer que Z \ Z* est un fauz-ensemble de coincidence, au sens ou c’est une
partie de la zone de contact non chargée par la mesure de réaction. En effet, 'obstacle v
peut-étre remplacé par un autre ¢¥* = b — ¢, avec ¢ € D(Q), sans changer la solution
du probleme variationnel (2.2), mais alors maintenant 7* = {u = ¢*}. Ceci montre que
0L \ 0I* = 0T \ 0(intT) peut-étre considéré comme non-essentiel ou (Aq-)négligeable. Ceci
est cohérent avec le fait que la mesure de réaction ne charge pas les parties de mesure de
Lebesgue nulle (cf. proposition 2.3.1 et théoreme 2.3.6). Ceci apparait trés clairement sur la
figure (2.3.2) ci-dessous, ou évidement on a : 7* # 7.
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2.4.3 Principe du maximum et topologie de ’ensemble de coincidence

Comme nous 'avons déja vu le principe du maximum (et ses variantes) permet de prouver
le théoreme 2.4.1. En fait il a de nombreuses implications qui permettent de comprendre
comment une membrane se déforme, la plus simple et directe étant qu’une membrane se
déforme dans le sens d’application des forces normales :

Proposition 2.4.1 Soit Q2 un domaine lipschitzien borné du plan. Soit U solution de (2.2),
pour F € L2(Q), v ¢ H'NC%(Q) et G € HY2(09Q), ¢ < G sur 0. Alors :

> F<0surQ=U <G, p.p. surfd

» De plus Z(F) C {x € Q /) U(z) < ¢(2)} ou U’ est la solution du probléme bilatéral
suivant :

( Trouver U* € HE(Q) tel que
/ VU'V(v—U")dQ = —/ F(v—U")dQ (2.19)
Q 0
\ VYV e H5(Q).

Ce qui signifie que la zone de contact de (2.2) est contenue dans le domaine de 2 ot la
solution du probléeme non contraint (2.19) dépasse l’obstacle ).

Preuve : ¢ Cela résulte de 'application directe du principe du maximum & U, puis du
principe de comparaison entre U et (U — U). 4

Proposition 2.4.2 Avec les notations et hypothese de la proposition 2.4.1, imposons [’hy-
pothése de non-dégéréscence (2.15), alors le complémentaire de la zone de contact N := Q\T
est connexe.

Preuve : ¢ Il s’agit d’une adaptation de la preuve du Lemme 6.1. page 174 de [$2]. Pour
simplifier posons g = 0 > 1 0f). Sachant que 0f) est connexe alors il existe une unique
composante connexe w C €\ Z dont 'adhérence intersecte 0€). Supposons par I'absurde
qu’il existe une autre composante connexe w’ C Q \ Z, alors nécessairement 0w’ C Z. Pour
tout ¢ € C§°(w'), (>0

/, (Vi -U))V(d' = —/ (AY + F))¢dw' >0

Ainsi (¢ — U) est une supersolution d’'une équation elliptique d’ordre 2, donc le principe du
maximum implique (¢ — U)(z) > inf (¢ — U) Vo € w'. Or 0w’ C Z donc (¢ — U) > 0 sur
W' ce qui contredit w’' C Q\Z. ¢

Remarque 2.4.2 1l est possible de montrer que le nombre de composantes connexes de
7 peut étre quelconque méme avec toutes les données de (2.2) lisses, pour des obstacles
de formes quelconques (voir 'exemple [32] p. 182-183). En général, sans supposer (2.15),
les composantes connexes peuvent étre « trouées », bien qu’on puisse en limiter le nombre
comme 'on montré L. Caffarelli & N. Riviere dans [31] :
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Proposition 2.4.3 [71] Soit Q un CY'- ouvert connexe du plan. Soit U solution de (2.]),
avec b, € CO(Q)NC3(Q), Yppa < G := 0, A(Y) et V(A(Y)) ne s’annulent pas simultanément.
Alors §2 \f n’a qu’un nombre fini de composantes connezes.

Commentaires 2.4.2 Il existe quelques résultats sur la convexité de ’ensemble de coin-
cidence, en supposant au préalable que €2 le soit. Ils ont été historiquement obtenus par A.
FRIEDMAN & D. PHILIPS [00] en dimension deux, puis généralisés par B. KAWOHL [78]
en toute dimension finie, et par R. MONNEAU, J. DOLBEAULT [100] pour des opérateurs
elliptiques non-linéaires (dont 1'opérateur de Monge-Ampere). Le théoréme suivant s’établit
grace au principe du maximum en démontrant que le minimum de la courbure signée de 0Z
est plus grand que le minimum de la courbure signée de 0€). C’est une confirmation de la
conjecture de Schaeffer, qui se trouve dans [100], proposition 2.

Théoreme 2.4.2 Soit 2 est domaine borné convexe du plan et 92 € C*. Soient t < 0,
U solution de (2.2), pour F : Q — R, X — t, ¥ = 0, pour tout G > 0 constante sur O
Uensemble de coincidence Z; :== {U = 0} est conveze analytique.

2.5 Géométrie de la frontiéere libre

L’analyse de la frontiere libre nécessite de connaitre certaines informations sur la topo-
logie de I'’ensemble de coincidence et sur les données. C’est un probleme vraiment délicat
dans lequel s’est investi L. CAFFARELLI. Nous pouvons affirmer que sous des hypotheses
suffisantes de régularité sur les données, nous disposons d’une description assez précise de la
zone de contact et sa frontiere. En particulier nous savons démontrer que les seules singu-
larités sont de type « cusp », qu’elles sont en nombres fini sur chaque composante connexe
de Z. D’un autre coté, D. KINDERLEHRER et L. NIREMBERG ont prouvé, grace a la tran-
formation de I’hodographe-Legendre, que si la frontiere libre est localement un graphe C*,
alors sa régularité augmente quand on augmente celle des données. Enfin, D.G. SCHAEFFER
a exhibé deux exemples de frontiere libre présentant des singularités pour des domaines, des
forces et des obstacles lisses. Dans 'objectif de suivi de courbe que nous nous sommes fixé,
connaitre la géometrie de Z en terme de régularité, est indispensable pour comprendre la
stabilité de la solution par rapport au champ de forces. Ainsi nous ferons apparaitre les liens
existants entre le probleme de continuation et la Conjecture de Schaeffer.

2.5.1 Tranformation de I’hodographe-Legendre

Définition 2.5.1 Soit T la zone de contact du probléeme (2.2).Un point X, € T est C*-
régulier, si la frontiére libre est localement le graphe d’une fonction x de classe C*, avec
E>1:

0L NB(X,,r) ={X = (z1,22) € Q] 3 = x(z1)}.

Un point est dit singulier sl n’est pas régulier.
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Principe de la Transformation de ’hodographe-Legendre Soit U la solution du probleme
(2.2). On introduit pour ce probleme la transformation de ’hodographe-Legendre :
HL

UX)— w(Y)

w(Y)=U(X) — 2192

Y = (y17y2) avec Yy = axan Y2 = T2

Ainsi la frontiere libre est envoyée localement sur ’ensemble {y; = ¥} et ensemble {U > ¢}
est envoyé localement sur {y; > ¢}. Il devient possible de traduire 'EDP sur u en une
EDP sur w, de telle sorte que les estimées de Schauder classiques des EDP elliptiques avec
conditions le bord y; = v s’appliquent et fournissent certaine régularité sur w. En remarquant
que

r1 = =0y w

il vient que I’équation de la frontiere libre est
1 = =0y w(y =0, 25)

et donc que la régularité de la frontiere libre est celle de Vw.

C’est sur ce principe que se fonde la preuve du théoreme suivant de D. KINDERLEHRER
& L. NIREMBERG paru en 1978 [31].

Théoreme 2.5.1 Soit Q un domaine borné du plan avec O de classe C, ¢ € C>®(Q) et
P < 0 =G sur 0. Soit U une solution du probléme (2.2) avec F € C* dans un voisinage,
B(X,,r), d’un point régulier (au sens de la définition 2.5.1) X, de la frontiére libre. Alors
dans ce voisinage

(i) : IINB(X,,r) € CH™ Va€]o,1];
(it) : OINB(X,,r) € C™ e ¥Ym>1, a€)0,1], avec F € C™; (2.20)
(1ii) : OI NB(X,,r) est analytique pourvu que F et 1) soient analytiques.

Avec ce théoreme il apparait que plus régulieres sont les données, plus réguliere est la frontiere
libre en dehors des points singuliers.

2.5.2 Points singuliers et réguliers de la frontiere libre

2.5.2.1 Exemples de singularités

Dans un article de 1976, D. G. SCHAEFFER donne deux exemples d’apparition de singula-
rités sur la frontiere libre et ce méme quand les données sont régulieres !

Cadre : On se donne un domaine Q de R? & bord régulier C™ et un obstacle ¢ analytique.
On se concentre sur le probleme

o1



Figure 1

Figure 2

FiG. 2.2 - 0Z;(0) : j = 1;2 deux exemples de singularités

inf /|Vv|2dQ (2.21)
Q

UEKd,’g:o

On se convainc facilement que la solution u* du probleme de minimisation ci-dessus est
harmonique sur Q \ Z(0) et s’annule sur le bord 0f2. De plus u* vérifie la surdétermination
de Dirichlet-Neumann

u* =1 sur Z(0),u" = ¢ et Vu* = Vi) sur 0Z(0) (2.22)

puisqu’ on sait que u* est C''(9Z(0)).
Réciproquement, si Z(0) C € est de classe C'! par morceaux, la solution u* est donnée par :

ﬁ:{u*(xl,xg) sur  Q —Z(0)
U(xy,z9) sur  Z(0)

Pourvu que u > 1 sur Q — Z(0) et Ay <0 sur Z(0).
Ainsi u* est uniquement déterminée par l'inclusion différentielle :

—Au"+b(u—1) 20 (2.23)

Ou b est le graphe maximal monotone suivant :

b(v):{] 0 si v>0

—00,00 s v=0

On vérifie aisément que @ est solution de 'inclusion différentielle ci-dessus. De la D. Schaeffer
construit Z(0) avec la singularité voulue et alors determine une solution vérifiant (2.22).

Avec un obstacle analytique on peut obtenir le type de singularité de la figure 2.3.2. Intuiti-
vement on explique son origine comme suit. Soient deux obstacles W et W analytiques, qui
fournissent des zones de contact disjointes, bordées par deux courbes de Jordan analytiques.
Puis considérons la famille d’obstacles & un parametre {aW!(1—a)W¥?} ayant un ensemble de
coincidence a deux composantes connexes bornées par deux courbes de Jordan analytiques.
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En faisant varier le parametre o entre 0 et 1, I'une des deux composantes connexes peut
soit disparaitre soit fusionner avec 'autre et donner Z,(0), c’est ce dernier cas qui se pro-
duit dans I'obtention de la figure 2.3.2, ot le point double consiste en deux courbes tangentes.

La frontiére libre : On se place dans le plan complexe C, on utilise la notation complexe
2 = 1 +ixq. 1 est I'obstacle, soit alors h holomorphe sur Q —Z;(0) et h = 019 — 1029 sur
le bord C; de la frontiere libre représentée par la (figure 2.3.2).

On choisit 1 (zy, z5) = — (2% 4+ 22)/2 comme obstacle.
C; est décrit par :

®; :S'0,1) — C;
D= (z+2""/2 + ePj(z—27")/2, e€eR
Pi(2):=2"+2+ 2" pour C; et pour Cy : Py(2) := (2> +2+21)?

A présent regardons la courbe de Jordan Jj, qui contient C; dans son intérieur géométrique,
décrite par :
®;:S'0,2) — J;

Soit alors Z; le compact dont le bord est C; et soit 2; I'ouvert de Q dont le bord est J;.
Il suit du théoreme de Cauchy que I'application ®; de la couronne €(0,1,2) :={2z € C /1<
|z| < 2} vers ; \ Z; est bijective.

La solution : Avec le choix effectué de l'obstacle, il vient que h;(z) = —Z sur Z;, d’ou l'on
déduit (via ®;) que

hi(z) = =, (@;%z)) et quelle est analytique sur Q; — Z;.
On définit alors sans ambiguité une fonction holomorphe :

U = Re/ h;(z) dz, avec h; = Oyu; — i0:4;.
Q-1;(0)

Il en vient Vu; = Vi) sur C;, puis par un choix approprié de la constante d’intégration on
peut s’arranger pour avoir u; = 1 sur C;. On peut alors prouver que
i > 1 sur Q\ Z;(0) U 9.

Pour avoir une solution nulle sur le bord de €2, on considere alors la solution V; de :

AV, = u; sur (non juste sur Q—Zj(O)!)
Vi = u; sur 09Q

On prend un nouvel obstacle v; = z/; — Vj qui est réel analytique, super harmonique et

vérifie ¢; < 0 sur 9. On en déduit que u} := u; — V; est harmonique sur —Z;(0), satisfait

ui > 9y sur Q\ Z;(0), vérifie (2.22) et s’annule sur Q2. Enfin on conclut que Z;(0) est la
zone de contact du probleme d’obstacle .
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Commentaires 2.5.1 Nous verrons qu’en fait les seules singularités qui peuvent ap-
paraitre sur la frontiere libre - sous I'hypothese de non-dégénéréscence - sont des points
cuspidaux” (dits singularités de Whitney, points de rebroussement, ou encore cusps).

2.5.2.2 Conjecture sur la régularité générique de la frontiere libre

Conjecture de Schaeﬂer[ 2 qﬁemﬁ@m tp\akﬁﬂnmm%gtpxeweag solubion
A@&Lh@mpygwp\mpuwemeam%ttp\e%’weﬂwmdam% waCOO-Ann@o}CPL<er-1)-

manijeld

Remarque 2.5.1 Cette conjecture (pour des données lisses) est consistante en toute di-
mension finie n. Elle ne nous concerne que pour le cas n = 2. Une réponse partielle dans un
cas simple est donnée par R. MONNEAU dans [99] ; nous verrons le résultat et un raffinement
a la section 2.6, apres avoir introduit les outils nécessaires.

Remarque 2.5.2 Dans la Conjecture de Schaeffer, la notion de généricité a laquelle il est
fait référence est de nature topologique (au sens de Baire), car I'espace des fonction C*°((2)
est un espace de Fréchet et qu’on sait que tout espace de Fréchet est un espace de Baire.

2.5.2.3 L’exemple historique de Lewy-Stampacchia - 1969 [89]

Autant 'annoncer tout de suite, les résultats de régularité sur I’ensemble de coincidence sont

rares et difficiles a prouver. En ce sens ceux que I'on trouve dans le livre dans [82] et [113] dans
le cas d’'une membrane strictement convexe sont précieux car tres précis, ils sont quasiment
les seuls de la littérature! Le théoreme suivant décrit la déformation qu’induit ’application
d’un obstacle strictement concave sur une membrane strictement convexe tendue au dessus
de lui, sans forces extérieures. Clairement sa solution, n’est pas de classe C?(2).

Théoreme 2.5.2 Soient ) un domaine strictement convere du plan tel que 92 soit de classe
C?* p > 2, w € CP(Q), w étant un obstacle strictement concave tel que maXQw > 0 et
Dlog < 0. Alors Uensemble de coincidence I du probléme (2.4) avec G = 0, vérifie les
Proprietés :
1. T est un compact, connexe, simplement connexe du plan, €gal a la fermeture de son
intérieur qui est également connexe ;
2. 0T est une courbe simple de Jordan CP~4 ;

3. Q \j est homéomorphe a un anneau.

4 Un point cuspidal, ¢, d’'une courbe définie implicitement comme l’ensemble des zéros d’une fonction de deux

variables f, est tel que :
1. f(ze,ye) =0,

2. 0uf(we, ye) = Oyf(we, ye) =0, (2.24)

3. La matrice de Hessienne f en c est singuliere.

La forme normale d’un cusp est > — y? = 0, courbe qui peut étre paramétrée par = = t2,y = t>.
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2.5.3 Les « blow-up » & les Théoremes de L. Caffarelli

Dans cette section nous allons nous intéresser aux points réguliers et singuliers (au sens
de la Définition 2.5.1) de la frontiere libre. Mais avant cela, rappelons nous que ’ensemble de
coincidence peut avoir de nombreuses composantes connexes et méme une infinité avec des
points d’accumulations [32]! Aussi, il est nécessaire de restreindre I’analyse aux composantes
connexes de I’emsemble de coincidence.

Pour simplifier la présentation nous consideérerons le probleme (2.2) sous les hypotheses
suivantes :

0f), F, et 1 sont supposés lisses avec G = 1 > ¢ sur 012, (2.25)
F — Ay > 69 > 0 sur €. '
Nous savons que nous ne pouvons pas étudier la géométrie de la frontiere sans ’hypothese
de non-dégénéréscence, d’autre part nous pourrions chercher a affaiblir les conditions de
régularité sur les données, mais ceci est peu étudié¢ dans la littérature, et n’apporterait rien
de plus a notre discours, puisque nous visons a mieux comprendre la conjecture de Schaeffer
pour (2.2). Signalons qu’a notre connaissance, on ne sait pas étudier la géométrie de la
frontiere libre de (2.2) dans le cas de chargement F' € L?(9). ..

2.5.3.1 Notions et résultats classiques sur les « blow-up »

L.CAFFARELLI est le premier a avoir introduit la notion de « blow-up » comme outil
d’analyse des singularités de la frontiere libre qu’il a abondamment étudiées par la suite.

Définition 2.5.2 Un « blow-up » de la solution U de (2.2) en X°, est la suite de fonctions
uy, définie par :

U(Xxe X
Uyo 1= % quand g, — 0

Lorsque cela n’introduira aucune ambiguité, on notera simplement :
En =€, U =u’.
En particulier
D*uf(X) = D*(U)(X° + Xe), et donc ||D*u’||p=(0) = || D*U|| @) < Co.
On a que u® vérifie (2.2) sur =X, Si de plus X, € Z, alors U(X°?) = ¥(X°) = u*(0) et

VU(X°) = Vi(X°) = Vus(0). Ainsi en appliquant la formule de Taylor a l'ordre 1 on
déduit :

| D*uf || ooy < Cos
VU] Lo @or)y < Cor;
|uf |l @y < Cor?/2; (2.26)
SUPxepon U (X) > 7T
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Proposition 2.5.1 Supposons (2.25). Soient U solution de (2.2) et un blow-up u<,
vérifiant (2.26). Nous pouvons trouver une fonction u%. : R*? — R? vérifiant —Aul. =
Flig syxeps u' > 0 sur R? et (2.26) tel que 0 € {uko = (X°)}, et une sous-suite
(U7 )m telle que pour tout compact K C R? on ait :

m—0

||u5km — ug(O Cl(K) _— 0

Remarque 2.5.3 La fonction limite u%. est appelée limite du blow-up ui?:” Cette limite
n’est pas unique a priori puisqu’elle dépend de I'extraction choisie. . .

Preuve : 4 Pour un rayon fixé R > 0, on a l'estimation (2.26), alors on peut appliquer le
théoréme d’Arzela-Ascoli, qui nous fournit une fonction limite u® et une sous-suite conver-
geant vers u sur B(0, R). Puis en considérant une suite croissante vers U'infini de rayon R,,,
par une extraction diagonale on a I'existence d’une sous-suite convergeant vers u° en norme
C'(B(0, R)) et ce pour tout R > 0. Donc u° satisfait a (2.26), d’out 0 € {u%. = ¥(X°)}. De
plus u° satisfait (2.2) car la suite (u{™),, le vérifie. Enfin on montre (grace & la convergence
uniforme de (u™),, vers u® sur les compacts de R?) que

Auo = F(X°), sur {uS. > ¥(X°)}.4

Commentaires 2.5.2 La classification des limites de blow-up a d’abord été faite en di-
mension 2 par L. Caffarelli et N. Riviere dans un article de 1977 [32] par une estimation
de la croissance des dérivées secondes de la solution de (2.2) via le principe du maximum
et le théoreme de Liouville. En 1999, G. Weiss donna une preuve différente par une for-
mule de monotonie. Nous en donnons une variante pour (2.2), qui n’est qu’une réécriture du
Théoreme et de la preuve de [97] dans le cas d’une force non constante, pour la dimension 2.

Théoréme 2.5.3 (FORMULE DE MONOTONIE) Supposons (2.25). Soient U la solution de
(2.2), X° € Q avec B(X®,r,) & Q. Soit

1 1 1
boel)i= % [ [voperv] - S 0
% JB(x0 ) L2 7 Jom(xo,r,)

Alors @y xo € CH(J0,1,[) et

d UX) |2
— &y xo(r) = / e Vee———"—1 d) >0,
dr OB(X°,r0) | X — Xe|?
avec e, := ﬁ En particulier Uapplication r — @y xo(r) est croissante.
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1 1
Preuve : 4 Notons pour simplifier X := 0, puis notons ¥y (r) := — / §||VU||2 + FUdQ
r

U(eX
et uy = # Par I'invariance par changement d’échelle :
€

d’ou

autrement dit 4 4
r
T (nlfua(—))al —0,

dr de €
mais
4y ()) L [ vu.vv4Fvao
PR =1 14 J5 ’
avec
Vi.=X-VU -2U,
donc y )
Ty (r) = F(/BTV[—AUJrF} +/STVVRU>,
or
AU = F quand U > 1,
V. = 0 quand U =1,
ainsi

V[—AU+F} = 0.

Puisque D?U € L2.(Q) toutes les dérivations sont licites, et il en découle :

L) = %5(/8 0.0~ 200U

U
Posons w := —, et calculons 0,U = 2rw + r?0,w puis 0,U — 2U = r30,w en réinjectant
r

d 1

Bl _ = 3 2
= Uy (r) = /ST r°0pw [27“10 +r &nw]

avec . g
I:— . 2 Y 2
r/sra(w) dr(rf’/STU)’

ce qui donne la simplification « miraculeuse »

d _ 2
L auo(r) = /S @’
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puisque

Ce qui termine la preuve. ¢

Appliquons cela aux blow-up, en suivant [97]

Théoréme 2.5.4 Supposons (2.25). Soient U la solution de (2.2), X° € 0(Q2\ I(F)), et
uSo une limite de blow-up en X°. Alors :

u%o est homogene de degré 2, et

Dy, xo(r) = constante = lim ®yxo(R).

Remarque 2.5.4 1l en découle que 'ensemble {u%. = ¥(X°)} est un cone.

Preuve [97] : 4 Pour une sous-suite nous sommes assurés de la convergence dans C} _(R?) :
3 7 . .
uyr — u%o, donc pour r > 0 fixé (I)uif,;" ,O(r) — Dy ,.0(r). De I'invariance par changement

d’échelle @0 o(r) — constante = Py xo(0F) = limp_g+ Py xo(R), cette limite existe grace
au Théoreme de monotonie 2.5.3, et elle est finie en vertu des majorations suivantes :

ID*U | e @(xory) < Co;
VUL @xer) < Cor
Ul Lo @(xery < Cor?/2.

Donc pour tout R > 0, @y, xe(RR) > —c > —oo, ce qui justifie bien que Pyq o(r) = Pyx(07).

De plus
0

o) = [ (0(E))

alors uﬁ()o(?é) ne dépend que de 0 = HTXH’ Le. uSo(X) = ||X||2w(”§—|‘) CQFD.¢

Grace au théoreme de Liouville’, on montre que si la mesure 'ensemble de {u® = ¢(X°)}
est nulle, il existe une matrice () positive, symétrique 2 x 2 de trace tr(Q) = F(X?°) telle
que u(X) = % X -@Q-X > 0. Rappelons que la limite de blow-up vérifie le probléme aux
limites :

AUO = F(Xo)l{u0>w(xo)} sur RZ.
u? > »(X°) sur R2. (2.27)

W € CVH(R?).

5

Théoréme 2.5.5 Toute fonction harmonique bornée sur R? est constante.
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Sous I'hypothese (2.25), toutes les solutions de (2.2) sur R? qui sont homogenes de degré
2 peuvent étre classifiées. L. Caffarelli a montré que seules deux formes de solutions sont
possibles telles que 0 € {u® = ¢} :

1
u(X) = 5 EX - Qxo-X >0 avec Qxo une matrice positive 2 x 2 / tr(Qx.) = F(X°) (9)

1 2
u’ = 3 (max [0, X - 1/]) , avec v un vecteur unitaire. (R)

A posteriori, on peut montrer que les limites de la forme (R) sont associées a des blow-up
pour des points X° € Z(F) réguliers, alors que celles de la forme (S) correspondent a des
points singuliers au sens de la Définition 2.5.1. La référence [99] (Théoreme 1.9 et Théoreme
2.1) donne la classification suivante :

Théoréme 2.5.6 (CARACTERISATION DES LIMITES ”SIMPLES” DE BLOW-UP)

Soient U la solution de (2.2), X° € 0(Q\ Z(F)). Supposons (2.25), alors :

— Ou bien limp_, ¢+ <I>uoXO7Xo(R) = 2a > 0, alors X est un point singulier de la frontiére
libre et donc u° est une forme quadratique, i.e

1
uO(X)zétX-QXo-XZO

ot Qxo (dépendant a priori de lextraction de la sous-suite) est une matrice symétrique
2 x 2 positive de trace tr(Qx.) = F(X°).

— Ou bien limp_ o+ Do, xo (R) = a >0, X° est un point régulier de la frontiére libre
et donc il existe un vecteur unitaire v := vyo € S* (dépendant a priori de extraction de
la sous-suite) tel que

o_ 1 0,X i
u = 5 (max [0, X v])"

Commentaires 2.5.3  On écrit Z(F) := R U G, ou R désigne 'ensemble des points
réguliers, et G désigne ’ensemble des points singuliers.

Nous avons souligné qu’apriori les limites de blow-up dépendent de I’extraction choisie. Mais
en fait, les limites de blow-up en un point X° € 90Z(F') sont toutes d'une seule forme (R)
ou bien (5). En 1980, L. CAFFARELLI établit par I'inégalité de Harnak que le pour la forme
(R) vxo est indépendant de l'extraction sous (2.25). En conséquence, les limites de blow-up
sont indépendant de I'extraction et 'application X° —— vxo est continue sur ’ensemble fR.
Il en vient que la frontiere libre est localement une C'-courbe sur le sous ensemble R. De
plus d’apres le Théoreme 2.5.1 de Kinderleherer - Niremberg on sait que cette courbe est en
fait C*° sous les conditions (2.25). Il a fallu attendre 1998 pour que, par des arguments de
compacité, .. CAFFARELLI démontre I'indépendance a l'extraction pour les points singuliers
sous (2.25), puisqu’en fait la limite de blow-up u® est unique et ne dépend que du point X°
de la frontiere libre, [27].
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2.5.3.2 Théoréme du critere d’extréme finesse

Définition 2.5.3 L’épaisseur de l’ensemble de coincidence en un point X° € {U = ¢} de
la solution U de (2.2) est :

epe(X°) = ~dm({U = ¢} NB(X",1)

ot le diametre minimal d’un ensemble, noté dm(.), est l'infimum des distances entre deux
paires d’hyperplans paralléles determinant une bande contenant cet ensemble, avec B(X°,r)
la boule de centre X° et de rayon r.

Grace a cette définition, nous pouvons énoncer un critere géométrique de L. CAFFARELLI
[29] affirmant grosso modo que si la zone de contact a une épaisseur finie non nulle en un
point X alors X est régulier, plus précisément :

Théoreme 2.5.7 Supposons (2.25). Soient U la solution de (2.2), pour tout r > 0, il existe

, . L _ _ r—0 .
une épaisseur critique €p,., avec €p, — 0, telle que si :
epr(X°) > ép,

pour un point X° € O et pour un rayon r > 0, alors le point X° est C*-régulier. De plus la
fonction ép, ne dépend que de ||D*ul| =) et de dist(X°,09).

Remarque 2.5.5 Dans l'esquisse de preuve du théoreme 2.4.1, nous avons établi le lemme
2.4.1 « de la petite boule positive ». Une conséquence de ce lemme est que 'ouvert Q \ Z
ne peut pas avoir de pointes en forme de cusp, puisqu’on peut trouver une boule de rayon
non-nul aussi proche que I'on veut de son bord. Cependant le théoreme 2.5.7 assure que
des singularités apparaissent sur la frontiere libre 97 quand elle s’éfile jusqu’a ne plus avoir
d’épaisseur (méme si nous faisons I'hypothese de non-dégérescence) !

2.5.3.3 Sur le nombre de points singuliers de la frontiere libre

En conséquence du théoreme 2.5.1, L. CAFFARELLI, & N. RIVIERE [31] montrérent en
1975 le Théoreme suivant :

Théoreme 2.5.8 Dans le probléeme (2.2), supposons (2.25). Soit C une composante conneze
de lintérieur de I, alors OC est lisse sauf en un fini de points singuliers, et les seules
singularités qui peuvent survenir sur OC sont des cusps.

En 2003, R. MONNEAU a encore affiné les résultats précédents en proposant une nouvelle
formule de Monotonie déduite du Théoreme 2.5.3, voir [99], nous en donnant une version
plus générale (avec (2.25)) en suivant la preuve de [97].
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Théoréme 2.5.9 (FORMULE DE MONOTONIE POUR LES POINTS SINGULIERS) Supposons
(2.25). Soient U la solution de (2.2), X° € & un point singulier avec B(X°,r,) CC §. Soit
v(X) = 1 X Q- X, ot Q est une matrice symétrique 2 X 2 telle que trQ = F(X°). Alors
[ ’application
1
T (U(X° + X) —v(X))* dX
B(X°,r)

est croissante.

Preuve : ¢ Considérons une fonction v telle que pour tout r > 0 ®,9 = 2a = Py x.(07),
ce que vérifie le v du Théoreme. Alors

(I)U,XO (T) — CI)U,XO (O+) == (I>U,X° (’l”) — (I)MQ(T).
Désignons par w := U(X° + .) — v. En faisant des intégrations par parties, nous obtenons

1 1 1
CI)U’XO(T)_(DU’O(T):F/B §]Vw\2+Vv~Vw+Fw—T—5 j w? + 20w,

1 1 1 1
_ _4/ _|vw‘2 F AU)U) — —/ w —+ —= T‘wvnv — QUUJ,
Sr r

7"5 S,

:—/ —|Vw|* + (F — Av)w——/ wz—l—i{) w(X - Vv —2v),
Sy r

1
7‘4 ]wAuH—(F Av)w+r5/ w(X - Vo —2v)+ J,
avec .
Ji=—= zwvnw — w?,
T S, 2

que l'on peut exprimer sous la forme

Or
d1 [ o 4 L2 4
%(F /STw ) = r(@U’Xo(T)_®U7X0(O )+r5 /BT (wAw—2(F—Av)w)—r5 /Srw(X Vo—2v).

Grace a la formule de monotonie nous savons que : @y xo(r) — Py xo(07) > 0 et comme le v
est choisi homogene de degré 2 : (X - Vv — 2v) = 0 tout en vérifiant —Av = F. Par ailleurs

0 si U(X°+X)> (X +X)

wAw(X) :{ vosi UX° 4+ X) = (X0 + X)

-

et donc finalement

ce qui acheve la preuve. ¢
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En appendice de [99] grace a cette formule de monotonie R. Monneau retrouve a son tour
I'unicité des limites de blow-up en les points singuliers de la frontiere libre de (2.2) sous
(2.25). Précisons néanmoins que I. BLANK a mis en défaut I'unicité de la limite de blow-up
d’un point régulier si I’ n’est que continue [16]. Toujours dans [99], en Corollaire de cette
formule de monotonie, on trouve que la forme générale d’un point singulier X° d’une solution
U (2.2) sous (2.25) est :

1
UX) = 3 X -D*U(X°) - X +o||X — X°?).
Dans [ 17], D. Schaeffer observe : « Dans nos exemples (.. .) les points exeptionnels se situent
tous sur l’axe réel avec au plus deuz points exeptionnels par composantes ». Grace a la formule
(2.5.9), R. Monneau [99] éclaire cette observation par la classification suivante :

Théoréeme 2.5.10 Dans le probleme d’obstacle (2.2), supposons (2.25).

» Désignons par C* une composante connexe de l’ensemble de coincidence essentiel
I(F) == int(Z(F).
Alors il existe une constante

0" = 0" (| D*(w) || 1o(), dist(C*, 02)) > 0

telle que :
(i) Si diam(C*) < o*, alors OC* est lisse exepté peut étre en au plus deux points singuliers.
(i) Si diam(C*) > o*, et si X', X? € OC sont deuz points singuliers, alors | X' — X?| > £.

» Désignons par C une composante connexe de l’ensemble de coincidence Z(F).
Alors il existe une constante

0:= Q(HDz(u)HLm(Q),dist(C,09)) >0

telle que OC soit une union de N courbes lisses, pouvant avoir des points doubles. De plus :
(i) Si diam(C) < o, alors N < 2.
(i) St diam(C) > o, et si X', X? € 9C sont deux points finauz, alors | X' — X?| > £.

» Un point final est nécessairement un point cuspidal.

» Un point double est mécessairement un point de tangence de deuxr coubes - mais
jamazis ['intersection de deux courbes avec un angle nul.

Commentaires 2.5.4 Ce résultat difficile est un raffinement du Théoreme 2.5.8 ci-dessus,
en ce sens qu’il confirme que chaque composante connexe n’a qu’un nombre fini de points
singuliers et donne une estimation de leur nombre. Le théoreme de R. MONNEAU est plus
précis, en ce sens qu’il fournit une classification géométrique des composantes connexes de
la zone de contact.

En particulier, nous avons une classification géométrique complete des petites composantes
connexes :
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— une courbe a deux bouts : deux points cuspidaux.
— une courbe a deux bouts en le méme point : un point cuspidal.
— une courbe fermée ayant un point double et sans point final.

Fia. 2.3 — Exemples de cusps au point X°

2.6 Réponses a la conjecture de Schaeffer en dimension 2

La grande variété d’informations disponibles pour le probleme (2.2), a permis de corro-
borer la Conjecture de Schaeffer en dimension 2. Nous en présentons une preuve proposée
par R. MONNEAU et discutons de son extension.

2.6.1 Une premiere réponse de R. Monneau

Un probleme d’obstacle tres proche de celui qui nous préoccupe est celui, étudié par R.
MONNEAU, d'une membrane plongée dans le champ gravitationnel, fixée a son bord sur un
support rigide que 'on avance vers un obstacle plan. C’est pour ce probleme modele qu’il a
été obtenu des résultats tres fins, dans la mouvance des idées introduites par .. CAFFARELLI
et G. WEIss. En particulier dans [99] est donnée une réponse positive a la conjecture de
Schaeffer dans ce cas particulier.

Théoréme 2.6.1 (REGULARITE GENERIQUE DE LA FRONTIERE LIBRE) Considérons
(2.2) pour un champ de forces constant F' = 1 avec Q un domaine bornée du plan d bord
analytique, un obstacle plan ¢ = 0, et imposons un déplacement uniforme constant t > 0 sur
0. Alors pour presque toutt > 0 le bord de la frontiére libre 0T, := 0{U; = 0} est analytique.

2.6.2 Variante de la réponse de R. Monneau

Forts des observations précédentes, nous pouvons donner une variante du théoreme 2.6.1,
ol nous nous fixons le déplacement au bord Upg = 1 , un obstacle ¢ général, et choi-
sissons une force vérifiant I'’hypothese de non dégénérescence. Nous obtenons une version
« radiale » de la Conjecture de Schaeffer en dimesion 2.
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2.6.2.1 Enoncé du Théoréeme et le principe de sa Démonstration

Théoréme 2.6.2 Considérons (2.2) avec Q de classe C* (resp. analytique), un obstacle
plat v = 0 < G = 1. Choisissons une force F € C™(8) (resp. analytique) vérifiant
I’hypothése de non dégénérescence F' > oy > 0 sur 2.

Alors pour presque tout t > 0, la frontiére libre OLZ(tF') est C* (resp. analytique).

Commentaires 2.6.1 Nous pourrions énoncer un résultat similaire en affaiblissant les
données, par exemple 90 de classe C?%, ¢ € C11(Q), G € CHHIN), et F € C1(Q) vérifiant
une hypothese de non dégénéréscence avec une condition de monotonie.

Nous donnons a présent le principe de la preuve Théoreme 2.6.2 qui s’adapte mutatis mu-
tandis de celle du Théoreme 2.6.1. Précisons que le fait que la frontiere libre soit C'* ou
analytique dépend seulement de la régularité des données comme nous le savons d’apres le
Théoreme 2.5.1.

Principe de la preuve : Par le changement de variables

Un
U(t) = T,
nous ramenons 1’énnoncé du Théoreme 2.6.2 a celui du théoreme 2.6.1 mais pour une force
F' non constante, avec t := %, A> 0.

Pour alléger les notations nous posons ¢ = 0. Alors Uy, et U(t) vérifient :

AU, = F sur Q\Z,, AU(t) = tF sur Q\Z(tF),
SRR A R A
Uy, > 0 sur Q. Uuit) > 0 sur Q.
Définissons pour tout A > 0
G, := ensemble des points singuliers de I’ensemble de coincidence de U)
& =[]

A>0
et
Er:={X €6,/ dimkerQx =0}, ¢:={X €6/ dimkerQx =0}

» Structure de I’ensemble de ’ensemble singulier S :

Assertion 0 :  Sous les hypotheses du Théoreme 2.6.2, 'ensemble & \ € est contenu dans
une C'-courbe de mesure de Lebesgue linéique finie et

HY(&) =0

» Introduisons la fonction h définie par h(X) := sup{\ € [0, +oo[ / Uy = 0}.
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Assertion 1 : La fonction h est Lipschitz-continue sur €.
» Grace a la fonction h on dispose d'une nouvelle présentation de la zone de contact :

Assertion 2 :
{(XeQ/hX) <A ={XeQ/U\X)=0}

&
(X €Q/h(X)=)=0{X €Q/Uy(X) =0}

» La fonction h a un gradient nul en les points singuliers de la frontiere libre, précisément :

Assertion 3 :

h(X") — h(X
lim sup M =0
X,X'e& |X - X |
|X —X'|—0

» Rappelons la formule de co-aire [(1] :

Théoréme 2.6.3 (H. FEDERER) Soit A C R™ un ensemble tel que A\ B soit inclus dans
une C*-k-sous-variété de k-mesure de Lebesque finie et H*(B) = 0, avec k < m. Soit une
fonction f € C¥1(A,R). Alors le gradient V f est défini H*-presque partout sur A et :

J 1wt = [ 3=

Enfin grace a la formule de co-aire nous montrons que :

| e (ma)ar=o

avec

hs(A) = 6.

Nous allons a présent étayer la démonstration du Théoreme 2.6.2.

2.6.2.2 Preuve de I’Assertion 0

Nous donnons ici quelques renseignements sur la structure de ’ensemble des points sin-
guliers, G, qui seront utiles pour la preuve. Rappelons que 1'on a noté :

Gy :={X € Q / X est un point singulier de 9Z,}, et & := U S..

A>0

Proposition 2.6.1 L’ensemble G, est fermé.
L’ensemble Ry := {X € Q / X est un point régulier de L\} est un ouvert de 0y, S, est
un fermé OIy. L’ensemble & est compact.
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Preuve : ¢ La proposition découle des caractérisations des ensembles &, et R, via la
formule de monotonie du théoreme 2.5.3, avec

%)\ = {XO - 81)\ / CI)U)\,XO(O_‘—) = Oé}, et 6)\ = {XO c 8I>\ / q)U)”Xo(O-F) = 204}

Donnons-nous une suite (X7), de &) convergeant vers X", supposons par I'absurde que

X% ¢ &,. Alors comme 97, = G, [[R,, d’ott Dy, xo(r) "% . Donnons nous un ro > 0 tel
que @y, xo(rp) < %a, mais comme Py, o (r) > (I)U/\,Xg(o) = 2« par passage a la limite vient
la contradiction. Donc &, est fermé, et puisque Z, est compact R, est ouvert. Remarquons
pour finir que l'ensemble & est fermé dans Q.4

Lemme 2.6.1 L’application Q : & — My(R), X —— Qx est continue. De plus il existe
un module de continuité o(r) tel que

Qx1 — Qxo| < o(|X' — X°|) pour tout points X*, X° € &.

Ici Qx est une matrice 2 X 2 positive de trace F(X), qui caractérise la limite (unique) de
blow-up du point singulier X .

Preuve du Lemme 2.6.1 ¢ L’existe du module de continuité provient de I'uniforme conti-
nuité sur les compacts. Supposons par I'absurde qu’il n’y ait pas continuité. Alors il existe
§ > 0 et deux suites de points singuliers (X*), et (Y*), € & telles que :

Q(Y*) — Q(X*)| > >0, quand |Y* — X* — 0.
Nous pouvons supposer que h(Y*) > h(X*) et posons :
Upxm (XF + [YF — X*|X)

k o
‘/1 (X) T |Yk _ Xk|2
= 72 ) |yk _ Xk:|2
Apres extraction d’une sous suite (indicée par k'), nous obtenons :
, 1

VIE(X) — VP(X) = 57X - Q1 X > 0 avee trQy = F(X)

et
Ve — V3.

Alors pour | X°| = 1 quelconque :

/ 1

VI(X04+ X) — V(X)) = 3 X - Qq- X >0 avec trQy, = F(X).

Puis V) < V7 sur R? implique que Q; = Q5 donc V> = V3.
Enfin grace a la formule de monotonie du théoreme 2.5.9, découle

/a (VE0) = VX0 - / (X - Qe - X — VI(X))?

oB
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[0 -veor= [ (X -@u X - V0P
OB OB
et du fait que V;k/ — VP =V pour i =1, 2, nous concluons

QY*) = Q(XM)] — 0,

ce qui est absurde. ¢
Rappelons le théoreme de 'extension de Whitney [61] :

Théoréme 2.6.4 Soit K un compact de R? et deuz fonctions
F:K—R T(F): K — R

telles que

=0

ey [0~ F@) = T( (@) - (6~ a)
la—b|—0;a,be K |(b - CL)|

Alors il existe une application de classe C', F : R* — RP, vérifiant :

Fik=F et (VF )ik =T(F)

Démonstration de I’Assertion 0 : 4 Appliquons le Théoreme 2.6.4, au voisinage d'un
point singulier X tel que : dimker Q)xo = k, ’ensemble singulier & est inclus dans une
C'-k-sous-variété de Q. En particulier par un argument de recouvrement dénombrable on
obtient H!(€) = 0. Puis par un méme type d’argument, on conclut que I’ensemble fermé
S\ € est inclus dans une C'-courbe de longueur finie. ¢

2.6.2.3 Preuve de I’Assertion 3 :

Supposons par ’absurde que cette assertion soit fausse. Alors il existe 6 > 0 et deux suites
de points singuliers (X*); et (Y*), € & telles que :
[h(Y*) — h(X")]
Ve =X

>4 >0, quand [Y* — X*| — 0.

Par les égalités de 1’assertion 2, on a en particulier :
{Upxry =0} 2 Y*
or h est Lipschitz, ce qui donne :

vt - x!

Uy sy = 0} D B(YF 1), ot o= o= |
{Unxw } (Y" rg), ou ry Tip(h)

k T
En introduisant le blow-up : u*(X) := w, en particulier :
k

Lip(h)

u” = 0 sur la boule B(X* 1), avec |Z¥| = —
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Ceci acheve la preuve de l'assertion 3 par contradiction avec Théoreme de « 'extreme fi-
nesse » 2.5.7 qui conclut que 0 est un point régulier alors qu’il est singulier pour u*!

2.6.2.4 Preuve de I’Assertion 2 :

Tout d’abord nous avons besoin des trois Lemmes suivants :

Lemme 2.6.2 (LEMME DE NON-DEGENERESCENCE) Awvec les notations et hypotheses du
Théoréme 2.6.2, considérons Uy solution du probléme (2.2), X° € {U, > 0}. Si B(X°,r) C
Q, alors :

sup (U,\(X) — UA(XO)> >

XeB(Xo,r)

Preuve : ¢ Il suffit d’appliquer le principe du maximum a la fonction w(X) := Uy(X) —
Un(X) — BE sur B(X,r) N (2\Z,) ¢

4

Lemme 2.6.3 Awec les notations et hypotheses du Théoréme 2.6.2, pour tout point X° € 2,
X e G{Uh(xo) = O}

Preuve : ¢ Ce lemme est une conséquence directe du fait que pour A\; = h(X°) et pour
tout s >0 :

U)\1+5 > 0,
en outre par le lemme de non-dégénérescence :

7,,2

sup  (Un,+5(X) — Up45(X?)) > T
XeB(Xo,r)

Puis par la continuité de I'application (X, A) — Ux(X) en s =0 :

7“2

sup Uy, = —.
XeB(Xo,r) 4

¢

Rappelons que nous avons déja observer (par le principe du maximum) le résultat suivant :

Lemme 2.6.4 Awvec les notations et hypothéses du Théoréeme 2.6.2, soient Uy et Uy solu-
tions de (2.2) avec Uy = X et Uy = N sur 09, alors il y a croissance de ’ensemble de
coincidence au sens suivant :

{U,\ZO}Q{U,\/ :O} St )\IS/\ (2.29)

Passons a la preuve des deux égalités de I'assertion 2. Par (2.29) et par la continuité de
I'application (X, \) — U,(X) il vient

{(XeQ/hX)>A={XeQ /U\X)=0}
Pour prouver la seconde égalité, il suffit d’apres le Lemme 2.6.3 de montrer que :

(X eQ/nX)=A}D0{X €Q/UyX) =0}
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Ce qui est une conséquence du fait que
[X €0 /h(X)> A} {X €q/Uy(X) =0},

et du fait que h soit lipschitzienne (Assertion 1) ce qui exclut le cas h > A. Ce qui acheve la
preuve de I'assertion 2.

2.6.2.5 Preuve de I’Assertion 1 :

Commencons par supposer acquis le résultat suivant que nous prouverons plus tard :
Proposition 2.6.2 L’application h est continue.

Pour montrer que h est lipschitzienne, nous avons besoin d’introduire une famille de fonctions
pour § > 0 et € > 0, définie par :

v(X):= sup U,_5(Y)
Y EB(X,e5)

sur-solution (comme nous le prouverons au Lemme 2.6.5) du probleme d’obstacle (2.6.2) sur
Qo5 :={X € Q/ dist(X,00) > de}.

Pour 6 > 0 fixé, en faisant varier continument le parametre ¢ > 0, on prouvera que les
sous-solutions restent au-dessous de U) et ce jusqu’a une certaine valeur critique ¢, > 0, i.e :

1
VUMl @0 )

v <y sur Q_.s pour 0 < e <g,:= (2.30)

Pour e = ¢., on a
dist({U)\ = 0}, {U)\_(s > O}) > 560.

En particulier si Y € 0{uy =0} et Y € 0{U,_s = 0}, alors

0 < h(Y) — h(X) < 17
- X =Y T e

Ainsi en faisant 6 — 0, on obtient, en vertu de la continuité de l'application (X, \) —
VU\(X)

h(Y)— h(X

0 < limsup M

h(Y)>h(X) |X - Y|
h(Y) , h(X)—A

< |[VUA|| L= 00

En particulier on conclut

sz(h) S sup HVU)\HLoo(aQ) = HVUOOHLoo(aQ) < 00,
AERT

ou la fonction U, solution du probleme aux limites :

AUy, = F sur
(2.31)
Uy, = 0 sur 99
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En conclusion, nous avons bien h € C%(Q), si h est continue.

Reste a démontrer les résultats intermédiaires concernant v°. Par définition de v°, si X! €
00 __s, il existe X2 € 90 tel que

X' - X?| =0 et [X1, X CQ\Q_s

En outre
(XY= sup < A=0=U\(X?) -6

YEB(X1,e6
= UnX") = 0 + (UA(X?) —ua(X7)) S UNXY) = 6(1 = e[ VUMl e eira_y))

Lemme 2.6.5 Ici v° est une sur-solution du probléme d’obstacle :

Ave > F  sur{v° >0} NQ_g
v >0 sur§ (2.32)
siv(X°) =0, alorsv?(X°+ X) <b.X?* avech:= %HDQUHLOC(Q)

Preuve du Lemme 2.6.5 : ¢ C’est qu’une conséquence directe du Théoreme suivant :

Théoréme 2.6.5 (UNE VARIANTE DE LINEGALITE DE T. KATO [77]) Soient deux fonc-
tions Lipschitziennes w;, pour i = 1,2, satisfaisant w; > 0 et Aw; > 0 sur w un ouvert, et
avec

Aw; > f sur {w; > 0} Nw, avec f € L'(Q). (2.33)

Alors w := sup (wl, w2) satisfait
Aw > f sur {w > 0} Nw.
¢

Considérons maintenant ’ensemble ouvert sur lequel v° est plus grand que U), :
w:={v°> U} NQ_

nous voulons montrer que w = (), tant que ¢ < &.. Supposons, par ’absurde, le contraire.
Alors grace au Lemme (2.6.5) ci-dessus et par le principe du maximum, on obtient :

max (vs - UA) >0

w

inégalité que I'on peut étendre a dw U (I)\ ﬂw), or dw C (89_55> U{v® = U,}. Alors grace

a (2.30) on a
v® — Uy < 0 sur dw tant que ¢ < &,

ce que nous pouvons résumer sous la forme suivante :

{ v® < U,y sur 0€)__s

maxxeq__, [(Uf — UA)(X)] < maxg, v° } tant que € < &. (2.34)

A présent nous allons appliquer une « méthode de continuité » (adaptée par R. MONNEAU
de la technique de « sliding method » de H. BERESTYCKI), en trois étapes :
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Etape 1 : Initialisation Par la continuité de h (Assertion 3) et par les égalités de I’ Assertion
2, il existe 1 suffisamment petit (et en particulier plus petit que ¢.) tel que

diSt(Z}\, {U)\_g > —1}) > 551

En particulier ceci donne
v® =0 sur JZ, pour € < &1

Puis par (2.34), on a
v® < U, sur Q_.5 pour € < &

Etape 2 : Continuation Soit ¢* := sup{e’ € [0,¢.] / v° < Uy sur Q__5 pour tout £ < ¢},
en particulier on a
v < uy, sur Qs

Si € < e, alors par le Lemme 2.6.5 et par le principe du maximum, on déduit
v < Uy sur {v€ > 0} N Qs
Remarquons que d’un autre coté comme on a
{v" =0} DT,

Nous allons prouver que
0T\ N o{v > 0} # 0. (2.35)

Supposons que (2.35) soit fausse, il vient
dist(0Ty , 0{v" >0}) =n>0
ce qui implique

v (X)) = sup Uy—4(Y)= sup sup Uy—46(Y')= sup o (Y)
YeB(X,5(s+e*)) YeB(X,6(s+e*)) Y/eB(Y,de*) YeB(X,ds)

Alors il vient

1}6*+5208ur81.)\8i8<QSi€*+3<5c>

J

ce qui, grace a (2.34), donne une contradiction avec la définition de e*. Donc (2.35) est vraie,
ce qui permet d’affirmer qu’il existe X3

X3 € 0T, no{v > 0}.
De plus il existe X* € 9Zy_s tel que | X* — X3| = de*, ce qui a pour consequence

v > 0 sur B(X*, de*).

Grace a (2.34), nous résumons les propriétés de Uy — v¢ dans B(X?, §¢*) sous la forme :
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A(Uy —v¢) <0 sur B(X*, 6¢*)

(Uy —v<) > 0 sur B(X*, 5e*) (2.36)

Un(X?) =0 = v (X3) avec X3 € OB(X*?, de*).
Ainsi en vertu du principe du maximum de Hopf®, on déduit

0, (uy —v° )(X?) >0, ou'on a noté la normle extérieure v := —————.
(O )(XF) X X3 — X1
Ce qui induit une contradiction manifeste avec le fait que les fonctions positives Uy et v¢
satisfassent : B

VUA(X?) =0 puisque U, € CH1(Q).

Voo (X3) =0 puisque v (X3 + X) < bX2

Etape 3 : Conclusion En conséquence de ce qui vient d’étre établi on a " = ¢,.
Ce qui acheve de prouver que si h est continue alors elle est lipschitzienne !

Finalement Il nous reste donc a prouver la continuité de A annocée a la Proposition 2.6.2.
Ce que nous allons faire par perturbation. Soit n > 0 parametre de la perturbation : uf :=
(1 — n)uy. Pour n suffisamment petit, le principe du maximum implique : v < uf, sur €2 si
A < X. Supposons, par 'absurde, que h ne soit pas continue en X° € €. Alors il existe une
suite X* — X° telle que |h(X*) — h(X°)] >0 > 0. Si on a h(X*) — h(X°) < =6 <0, alors
soit

Uh(Xk)(XO + |Xk — XO|X)

vh(X) = (1 _nh(Xk) |XF — Xo2
Up(xoy (X + | XF — X°|X
< 'Uf(X> = (1 —nh(XO) = )( ]Xk—‘X"P | )

En vertu du Lemme 2.6.3, on a que X° est un point de la frontiere libre Zj,(x0). Par le
Théoreéme 2.5.6 on établit que la limite de blow-up v? vérifie avec \; := h(X?) :

11X Q1 X >0 avec tr(Q) =1
1 W0 — ou bien

— = 2
(1—mnA1) %<max (X-u1,0)>
La suite (v5); a également une limite de blow-up, notée v9 sur R2.

Rappellons le Théoreme suivant :

6

Lemme 2.6.6 (LEMME DU POINT DU BORD OU PRINCIPE DU MAXIMUM DE HOPF) Soit D un ouvert de classe C?
du plan. Soit w satisfaisant
Aw >0 sur D, & w < M sur D.

Supposons qu’il existe Xpr € D tel que w(zar) = M et que w soit continue sur DU {Xn}. Alors :
ou bien la normale extérieure de w en X, si elle existe, satisfait d,w(Xnr) > 0,
ou bien w = M sur D.
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Théoréme 2.6.6 [29] Supposons (2.25), et désignons par U une solution du probléeme (2.2).
Soit la suite de blow-down (avec k, — +00)

U(knX)

2
Ky

Rn

u =

Alors apres extraction d’une sous-suite k), :

/ . ,
un — u™, uniformément sur les compacts de R>

avec -
53 ' X-Q-X >0 avec tr(Q) = F(X)

0o _ ou bien
2
%(max (X -V, 0))
Introduisons le blow-down vy quand & — +oo défini par :

v9(kX)

K2

W (X) = < o (X) = 0 (X).

C’est alors que le Théoreme 2.6.6 assure que la limite de blow-down vg‘"’ satisfait, avec

X %tX:QQ‘XZO&VeCtT(QQ):F(X)
WX = ou bien

(1—nAe) 1<maX(X.V270)>2

2

Or le fait que l'on ait :
(1 — 7])\2) > (]_ — 7’])\1),

est absurde avec le fait que 'on ait aussi
0,00 0,00 . .0 2
vy <y =g, sur R*.

On obtient une contradiction similaire avec |h(X*) — h(X°)] > § > 0. ¢

2.7 Stabilité de la zone de contact au sens de D.G. Schaeffer

Nous présentons ci-dessous le résultat historique de stabilité di a David G. Schaeffer, de 1975,
allant dans le sens de 1’étude de la conjecture précitée, affirmant que génériquement 0Z(F)
est une (C'°°-2-variété. Sa preuve est basée sur le Théoreme des fonctions implicites
de Nash-Moser rappelé dans I’Annexe A. Initialement D.G. Schaeffer s’est appuyé sur la
formulation proposée par F. SERGERAERT dans [123] en 1972. Cependant la version que
nous en donnons dans I'annexe est un Théoréme issu de l'article [641] de R.S. HAMILTON de
1982.

2.7.1 L’approche géométrique par le théoréme des fonctions implicites

2.7.1.1 Cadre
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Le résultat de David G. Schaeffer concerne la stabilité par perturbation de (2.2) par

rapport & F' € C*(Q)), dans le cas particulier d’un obstacle plan ) = 0 et G = 15¢. Dans ce
cas le probleme fort s’écrit :

(AU = F sur Q\I(F).
U =1 sur 01.
U > 0 sur Q. (2.37)

U = 0 sur OZ(F).

. U = 0 sur OZ(F).

si nous supposons que Z(F') est une surface lisse.

Théoréme 2.7.1 Soient Q un C®-domaine borné de R%, ¢» =0 et G = 1. Considérons le
probleme
Trouver U réalisant le minimum

(2.38)
inf /HVVH2+2FVdQ
1JQ

VE]K()7

Supposons qu’il existe F° € C*(S)) satisfaisant :

(i) : F°>00>0 surZ(F°);
(13) = Z(F°) est une surface lisse (C™);

Alors pour F suffisamment proche de F° dans C*(Q), la zone de contact I(F) est
C>-difféomorphe a T(F°).

Commentaires 2.7.1 Nous allons résumer la preuve donnée dans [117]. Méme s’il n'y a
rien de nouveau (modulo la preuve complete de la formule de la Proposition 2.7.3) il nous
semble utile de retracer les grandes lignes de cette démonstration assez technique afin que
les idées essentielles et les points de différence avec le cas de la plaque (que nous verrons au
chapitre suivant) soient plus facilement compréhensibles et indentifiables.

2.7.1.2 Stratégie générale de la Preuve selon [117] (section 2. pages 37-38)

D. Schaeffer a d’abord reformulé le probleme d’obstacle comme une équation fonctionnelle
a laquelle il a appliqué un théoréme des fonctions implicites de Nash-Moser’. Ce
Théoreme permet de résoudre I’équation T[u, F] = 0 au voisinage d’une solution particuliere

"voir Annexe A
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(u®, F°) sous une série d’hypotheses portant sur T et 0,T.

Commencons par introduire & C C?(I'°) x C°(Q) un voisinage de (0,0), et posons pour
simplifier
[[Cuy F) |5 = flullx + (|15

puis pour un entier k£ posons
0" A, F) € O/||(u, F)llosk < €}.

La démonstration du Théoreme 2.7.1 utilse le Théoreme 2.7.2 pourm =1,0 =2+, k = 2.

Théoréeme 2.7.2 [117] Soit T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hy-
pothéses suivantes pour A > o :
- (H1) T: 0" — C7™(I"°) tel que T[0,0] =0
= (H2) || T[w, Flllx < co(ll(w, F)[[xsm + 1) ;
= (H3) ||ITfu, ] = Tlu, Bolllo—m < e | = Fallos
- (H4) 3 L,p € LX(C(T"),Co™(I™)) tel que
IT[u + w, F] = T[u, F] = Lup(w) lo—m < ea([ITlu, Flllowlle + wll7) ;
- (H5) 3 b, p € LX(C7T™(T),Co(T™)) tel que ¥(u, F) € 0", (Lypolyr)(w) :=w et
10,7 (w) 15 < e3(X) ([wllaem + [lwllo]l (2, ) [[xsm)-

Alors il existe € > 0 et k > X tel que pour tout F tel que ||F|. < €, I"équation T[u, F| =0
soit résoluble. De plus si ' est de classe C°, alors la solution est également de classe C'™°.

Finalement une fois 1’équation fonctionnelle résolue, il faut s’assurer que la courbe décrite
par le couple (u, F') correspond effectivement a la frontiere libre (bordant Z" qui représente
la région de contact) du probleme d’obstacle (2.38) associée a F. Notons que I’équation
T[u, F] = 0 est résoluble dans un certain espace de Holder, sa résolution dans l’espace des
fonctions C*° résulte du fait que les estimations douces (H1) - (H5) sont vérifiées pour tout
Kk > X (puisque I'espace des fonctions C*° est gradué par les espaces de Holder C*).

2.7.1.3 1Idée de la Preuve

Posons (U°,Z°) la solution de (2.38) (i.e. (2.2) avec ¢ = 0, G = 1), F° étant donnée
telle que Z° := Z(F°), I'° := 0Z(F"°).

Définissons ’application :
T': X €T° — R?, TX) = X 4+ u(X)n(X),

avec n(X) := n°(X) la normale unitaire de I'° extérieure a Z°. Cette application T* permet
de perturber la frontiere libre actuelle I'° en I'* que 'on va chercher a identifier comme la
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frontiere libre du probleme (2.38) associée a un certain champ de forces F' inconnu. Désignons
par I'* 'image de I'° via Y% et Z" la région bordée par I'*, Q% := Q \ Z". 1l vient naturelle-
ment :

Lemme 2.7.1 Sin > 0 est suffisamment petit, alors pour ||u||x < n Uapplication T* est un
Ck-difféomorphisme de T° sur T,

Soient 0 < a < let O = {(u, F) € C**(T°) x C%Q) / |lullasa <1, |F — F°lla < n}.

Nous introduisons la fonctionnelle
T:0 — C'(I°)
définie pour (u, F') € € par :
ou

Tlu, F] := e

o (2.39)
ou U" est solution du probleme aux limites :

AU = F sur QY.
U*=1 sur oS (2.40)
U =0 sur 07"

Par des estimations de type Schauder, nous avons :

Lemme 2.7.2 La fonction Tlu, F] appartient a C1+(T°).

Preuve : & Soit (u, F) € 0, par composition T* € C**(I'°, ") si u € C**(I'°). Donc le
bord de Q* est au moins de classe C*?, puisque Q° est supposé lisse. Alors de [0] se déduit
I’estimation suivante :

OpeU" € CH(T™, Q).
En effet grace au Théoreme 7.3. page 668 de [6] la solution de (2.40) appartient & C*+2(Qu)
si F e Cho(Qv). ¢

Supposons & présent que nous soyons capables de trouver, pour F' € C*(Q), une fonction

u telle que :
Tlu, F] =0, (2.41)

alors 7" représente la région de contact du probleme d’obstacle (2.38), pourvu que 'on ait
les conditions

F>6y>0surZ% & U" > 0 sur ¢,

puisque sous ces conditions :

Proposition 2.7.1 Si U" solution de (2.40) vérifie U* > 0 sur Q\I", F' > 6 > 0 sur
%, alors la fonction U" égale a U™ sur Q\ Z" et identiquement nulle sur I* est égale a la
fonction du probleme (2.58).
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Commentaires 2.7.2  L’utilité de I'introduction de la fonctionnelle (2.41) réside dans
I’équivalence ci-dessous :

(T[u, F] = 0) — (8noU“ =0 sur 3I°>,

I'équation T[u, F'] = 0 représente donc la donnée de Neumann sur 9Z* rapportée sur 9Z°.

2.7.1.4 Métrique, courbures et différentielles sur la frontiere libre

Soit g* la métrique scalaire (riemannienne) sur I'*, induite par I'application T" : 0Z° —
R2, i.e la métrique qui, par rapport & un systéme de coordonnées sur 9Z°, d’abscisse curviligne
noté X, a pour expression :

g = 3 o ()] = 14 (X))

1=1,2

Définition 2.7.1 Nous définissons la fonction h* comme le carré de la courbure (normale)
donc inverse du carré du rayon de courbure :

(v'(X))?

=1+ (g) " [8Xu]2 =1+ T X

(2.42)

Désignons 8" := <¢(n°,n") angle que fait la normale n° de 0Z°, avec n* celle de 0Z". 11 est
alors facile de voir que

Rt = (COS(B“))J.

Dans un espace euclidien, la normale au graphe de u fait un angle avec la verticale ayant
—1/2

pour cosinus (1 + (v )2) , (2.42) représente la généralisation de cette formule au cas non-

euclidien.

Soit U* solution de (2.40). Supposons que l'on ait (2.39). Introduisons le systéme de coor-
données de I, (X,t) — X + [u(X) + ¢]n°. Clairement pour ¢ = 0, il s’agit du paramétrage
de OT". Ainsi par la formule de Taylor, pour ¢ ~ 0, avec (2.39) et (2.37), il vient :

=0 =0
— ——~ 12 9
Ut~ TUX0) + 10, U (X 0) + SORUM(X,0) (2.43)

Considérons a présent la solution U™ du probleme aux limites (2.40) ayant pour données
(u+ ev, F), et cherchons une solution de la forme U" + £V alors V résout le probleme aux
limites :

AV = (0 dans Qutev,
Ut+eV = 0  sur ZIWr. (2.44)
V =20 sur 0.

D’out par (2.43), en posant ¢ = cv il vient que Upzie = O(g?), donc
Tlu + ev, F] ~ 0, U"(., 0) jaguren ~ e002.U"(.,0).

» Ainsi 9,T sous la contrainte (2.41) est un opérateur multiplicatif, multipliant par 82, U (., 0) oz
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» En général la dérivée partielle par rapport a u de 'opérateur T dans la direction v (c’est-
a-dire 0,T([u, F|;v) := LT[u+ ev, F] en € = 0) est donnée par :

€

0T ([u, Fl;v) = 0,W + v02U" sur T°,

les équations vérifiées par le linéarisé W = %U UtV en ¢ =0 , sont

AW =0sur Q% W =0et W +v0,U" =0 sur I'°.

Soulignons que pour définir les dérivées normales 9,0 et 9% il faut étendre les champs dans
un voisinage tubulaire pour ne pas avoir de probleme pour dériver. Puis nous définissons
0,U = dUn = (GradU,n)g« comme une fonction numérique. En réitérant® nous tirons
02U = 0,(0,U).

Proposition 2.7.2 0,.U" = \/(h*)0,,0U"* o T¥ = (cos(ﬁ“))_lﬁnoU“ o Tu.

Preuve de la Proposition 2.7.2 : 4 Puisque 8" := <(n°,n"), on peut écrire en base locale :
n° = cosBn" —sinB“t* & t° = cosB“n" + sin B“t"
d’ou
Opun® =cosB", Own®=—sinB* & Oput® =cosB*, 0Owt® =sinB".

¢

Commentaires 2.7.3 Je veux ici remercier chaleureusement, B. KOLEV du L.A.T.P de
Marseille, qui m’a aidé a établir la formule suivante, que D. SCHAEFFER ne prouve pas dans
[117] ...ce n'est qu’aprés quelques mois que j'ai su « d’ot vient le fameux cosinus » ... et
prouver, a partir de (2.40), la Proposition suivante.

Proposition 2.7.3 92, U" = cos?*(B*)F, sur OZ" pourvu que Op,oU" =0, sur OI".

Preuve de (2.7.3) : 4 Posons U := U" pour simplifier. Plagons nous dans le voisinage
tubulaire de T'*,TU B*(T"*), décrit par

TUB(I") == {(x1,x2) € ' x [—¢,4+¢€] — 7" (x1) + x2n"}.

Les coordonnées locales dans TU B*(I') sont : (x1, X2), (voir figure 2.3.2). Soit P € TU B(I'"),
P(x1,x2) = 7"(x1)+x2n"(x1), ¥* tangent a I'*, et n* normale unitaire. Ainsi d,, P(x1, x2) =

F* + xen* et Oy, P(x1,x2) = n*. D’ot, on obtient des coordonnées euclidiennes (pour la
Oy, P

métrique Riemanienne induite, notée (.|.)g), (71 = Top L2 = Oy, P).
1

8

Remarque 2.7.1 On utilise la définition méme de la connexion riemannienne V (le fait que g* est parallele) : si
A, B sont des champs de vecteurs et Z un vecteur au point X, on a (en omettant la métrique en indice) :
—~ (a) d(A,B).Z =(VzA,B)+ (A,VzB) V,
est donc la dérivée covariante dans la direction n et la formule
— (b) 02U = 0,(0,U) = 8, ((GradU, n)) = (V,U,n) + (GradU, V,,)
utilise la propriété (a) de la connexion riemannienne.
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u
ind = I

F1G. 2.4 — D’ou vient le fameux cosinus ?

Assertion 1 : (U =0& 9,:U =0, sur F“) — (U =0& dU =0, sur F“)

» Clairement pour s = 0, il s’agit du paramétrage de I'*. Or sur I'* U = 0, ce qui est
équivalent a U(y"(x1),0) = 0,Vx1, donc 0,,U = 0,,U = 0, sur I'".

Assertion 2 : La dérivée seconde de U tangentielle est nulle, sur I'* i.e. 8§2U =0, I'™

Pour les mémes raisons, 02 .U =0, T

» Puisque 0,,U(v*(x1),0) = 0, 0,,U(v*(x1),0) = 0 Vi, alors ces fonctions indentique-
ment nulles sont de dérivée nulle par rapport ys.

Assertion 3 : Le Laplacien de U, devient dans ce systéme de coordonnées AU = 92,U =
F, sur I'*.

» Par définition, AgU = Div(GradU) = Tr(VGradU), et dans la base orthonormale (77, Z5),

1
U

ol |Fa

1
02U+ 0%,U =

ok |F i

AgU = <51|V51GradU>g + (fg|V52GradU)g =
Or sur Q*, AU = F, d’ou le résultat.

Assertion 4 : Il reste a voir, pour conclure, que : 92,U = cos?(8%)92,U.

()
—

» Nous avons, 02,U = 0, <6noU> = Opo ((GradU]no)g> @ (Vo GradU|n®) g+ (GradU|Vpe)g

La formule de Levi-Civita justifie ’égalité (#); puis grace a I’Assertion 1, le terme (&) est

nul sur T™“.

Ecrivons : n°® = cos(8*)0,, + m sin(8%)0,,, et GradU = m(@aU) Oxy + (04, U)0y,

Alors V,.GradU = cos(8*)V,,GradU + m sin(8*)V,, GradU.

En développant (V,.GradU|n®)g sur I'*, on obtient : 92,U = cos?(B*)92.U, car sur I'“,
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le termes 8§2U et 6§2X1U sont nuls, et que ’angle entre la normale a I'° et 1'axe des y est
cos(8*). On conleut alors 92, U = cos?(8*)F, sur OZ". ¢
En conclusion :

Proposition 2.7.4 L’opérateur 0,T[u, F| n’est autre que la multiplication par
Lyr = (h")""FoY"

si Tlu, F] = 0, avec L, p linéaire continue i.e. dans L*(C7(T*), C<~2(T)).

2.7.1.5 Les Conditions de Nash-Moser via le Théoréme 2.7.2

Nous pouvons résoudre 1’équation fonctionnelle T[u, F] = 0, par le Théoreme 2.7.2 (déduit
du théoréme des fonctions implicites de Nash-Moser), dont nous allons discuter la pertinence
de I'application, en énoncant et commentant la série des hypotheses requises sur T.

Posons 0 < a < 1, ¢ =2+ a et ¢ > ¢. Introduisons le espace
0o = {(u, F) € C™(T°) x C(Q) [ flullure < €, [Fllise < ).
Alors pour tout (u, F), (u + w, F), (u, F1), (u, F3) € 0", nous supposons :

- (H1) T: 0, — C'™*(T"°), est un opérateur non linéaire d’ordre 1 tel que T[0,0] = 0;
= (H2) [IT[w, FIII. < co (Il (w, F)lli+1 + 1) 5
- (H3) [|T[u, Fy] = T[u, B]ll-1 < 1 [[Fr = B,
— (H4) 3 L, p € LX(C(I™),C—™(T™)) tel que
IT[w + w, F] = Tlu, F] = Lyp(w)llc-1r < e2([T[w, Flflc[Jwlle + [lw]2) ;
— (H5) 3 4, p € LX(CTHT™), C(I™)) tel que (Ly,p o by r)(w) = (w) et

1w, (W)l < es(e) (Jwllen + Nwlloll (u, F)llv1):

Commentaires 2.7.4  (||.||,), représente une échelle de normes hélderiennes de plus en
régulieres. Par ailleurs, nous avons posé : ||(u, F)||. := ||F|lc + |||,

(H2) signifie que lapplication est C* — douce ;

(H3) traduit la continuité par rapport a la seconde variable ;

(H4) T est differentiable par rapport & sa premiere variable si T[u, F'| = 0. L’opérateur linéaire
L, r est une approximation a erreur quadratique de 0,T[u, F.

(H5) L, r est inversible a droite, d’inverse ¢, r.

Posons l'inverse & droite




qui est bien défini sous les hypotheses 2.7.1, pour F' proche de F*° > (0 sur I'°.

On en déduit qu’avec les notations des Théoremes 2.7.1 et 2.7.2, si T vérifie les hypotheses
(H1)-(H5), alors il existe € > 0 et K > 2 4 « tels que pour tout F vérifiant |[|[F — F°||,, <e,
VK > Ko, 'équation T[u, F] = 0 est résoluble et la solution est C°.

Commentaires 2.7.5 Il est nécessaire de recourir au Théoreme de Nash-Moser, car le
théoreme des fonctions implicites ne s’applique pas ici car 9,T : C°(I'*) — C<71(T') .
Cette perte de régularité sur la dérivée provient de ce que 'on impose sur la frontiere libre
des conditions d’ordres différentiels différents (Dirichlet - Neumann). En revanche si 'on
considere T : C°(I'*) — C>°(I'*), alors I'approximation linéaire de sa différentielle 0, T qui
consiste en la multiplication par L, s est une bijection de C'*°(I'*) dans C*(I'*) et donc,
en conséquence du Théoreme 2.7.2, cela permet de résoudre 1'équation : T[u, F] = 0 au
voisinage d'une solution particuliere (u°, F°). Il est possible de se convaincre que 9,T n’est
pas inversible en général.

Commentaires 2.7.6 Au regard des techniques employées par A. BONNET & R. MON-
NEAU dans [24] basée sur la Théorie de Nash-Moser, il semble possible de conduire la preuve
du Théoréeme 2.7.1 en appliquant le Théoréeme d’inversion locale de Nash-Moser (donné en
Annexe : Théoreme A.0.1) dans I'espace de Frechet C*°. en posant T[u, F/| := U%oT" sur I'*,
pour (u, F') € €, on U" est solution du probleme aux limites :

AU = F sur QY.
U*¥=1 sur 0f).
OpuU" =0 sur I'".

2.7.2 Stabilité locale : généralisation du théoréeme de Schaeffer

En conséquence de la dépendance continue aux données de la solution de (2.2), L. CAF-
FARELLI [29] (voir aussi [113]) a obtenu des estimations fines de la mesure de la différence
symétrique de deux zones de contact associées a des données suffisamment régulieres sous
une hypothese de non-dégénéréscence. Ces estimations permettent d’établir un théoreme de
« stabilité locale » pour la zone de contact, affinant le Théoreme de Schaeffer 2.7.1, avec
des données moins régulieres. Pour souligner les efforts qui ont été déployés autour de ces
questions de stabilité nous rappelons sans preuve les énoncés précis donnés par L. Caffarelli.
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Théoréme 2.7.3 [113] Plagons nous dans la situation d’un obstacle régulier 1 € H?(S),
sur 2 un domaine borné a bord lipschitz, F € L*(Q), G =0 > v sur 9Q on a alors :

F1;+ AU = F + Ay 1z, presque partout sur €. (2.45)
En outre, si U désigne la solution attachée au chargement F € L2(Q) :
IF1z — F1z|p <|F = Fllp +[IU =0l

ouZ et T sont les ensembles de coincidence associés a F' et F.

De plus pour v € H?(Q), imposons
A —F >0y>0, et A@Z — F > 6y >0 p.p. sur un ensemble mesurable B C ().
Alors il existe C' >0 :

. C . . _
AT+ TN B) < o (IF = Fllos + 10 = Olles + [0 = e ).

ot la différence symétrique T =~ T est (I \ I) U (I\I).

Commentaires 2.7.7 La formule 2.45, quoique moins fine que la formule du Corollaire
2.4.1, permet de voir (2.2) comme un probléeme aux limites donné par une équation faisant
intervenir une discontinuité non-linéaire représentée par 17. Ceci étant fortement lié au fait
que la réaction dans (2.2) est a densité si les données sont assez régulieres.

Nous pouvons encore une fois souligner le role important de I’hypothese de non-dégénéréscence
sans laquelle les formules ci-dessus n’ont plus de sens! Des que celle-ci est vérifiée (méme
localement) les zones de contact sont proches (localement) si les données le sont.

Théoréme 2.7.4 [20] Soient ¥, P € C*(Q), sur Q un domaine & bord C', g = 0 sur 99,
f, [ € C%(Q) vérifiant :

Ay —F, et Ap— F > 8y > 0 p.p. sur une boule B C Q. (2.46)

Supposons que O N'B soit un graphe paramétré par ¢ € Ct, alors pour B CC B tel que
OB € C%, il existe C' > 0 et By > 0 tel que si

B:=|F = Fllp + |U = Ul + [ = Dllwen < Bo

tel que I NB est également un graphe paramétré par 45 € C' avec localement dans B :

1—ap

¢ — éHcOvao <Cp =2, 0<a,<1.

Commentaires 2.7.8 En supposant que la frontiere libre soit localement de classe C™ 1<,
pour des petites perturbations des données dans la méme classe de régularité (F, ¢ € C™®),

82




sous I'hypothese de non-dégénérenscence (2.46) la frontiere perturbée reste proche et locale-
ment de méme régularité.

Il s’agit donc d’une généralisation locale du théoreme de stabilité de Schaeffer, admettant la
perturbation des obstacles (non plats).

2.8 Continuation pour le probleme de I'obstacle pour une mem-
brane

2.8.1 Présentation du cadre et des objectifs

Nous voulons savoir comment évolue la déformation d’'une membrane au voisinage d’un
obstacle quand le chargement varie. L’idée de continuation numérique est motivée par
I’étude des instabilités (points de bifurcation ou de retournement) des membranes en grandes
déformations dans ce cas contraint. Il est naturel en premier lieu de se questionnner sur
la continuation pour (2.2), i.e. quand la force varie proportionnellement a une donnée
F € L*(Q). C’est pourquoi le chargement dans (2.2) devient ¢tF et on s’intéresse a la courbe
t — U(t) (ou t € RT) dans le probleéme suivant, avec F' € L*(1) :

( Trouver U(t) € Ky ¢ tel que
/ VURV(V - U#)dQ > —t / F(V — U(t))d9 (2.47)
Q Q
. vV e ng.

Nous avons vu que ce probleme peut se formuler en termes de projection :
U(t) = pre(tA™(F)),

ou pri est 'opérateur de projection sur le convexe K := Ky, ¢ pour le produit scalaire défini
par la forme bilinéaire a (associée au premier membre de (2.47)) sur H{(2), et A™! est
I'opérateur de Green” associé a a. L’étude de la courbe ¢ — U(t) ne peut pas se faire grace
au théoreme des fonctions implicites classiques puisque pri n’est pas Fréchet différentiable
en général.

Nous savons tout de méme que la courbe t — U(t) est lipschtizienne ( C%' (R, HE(2))).

Commentaires 2.8.1 Grace aux Théorémes 2.7.1 et 2.0.2, nous avons un résultat de
différentiabilité dans le cas ot toutes les données sont lisses. Dans (2.47) dans le cas ou
O une courbe C=, ¢ un obstacle C*, avec 1 < 1 = G sur 0Q, et F € C>(Q), vérifiant
F— Ay > 69 > 0 sur Q. Alors auz points t tels que Iy est une surface lisse la fonction
t — U(t) est C*. Du Théoréme 2.6.2, nous déduisons que pour presque tout t € R,
t— U(t) est C*. Cependant nous ne savons pas dire si pour une force donnée la zone de
contact est ou non réguliere. Le Théoréme de stabilité de Schaeffer peut étre vu comme une

résultat de sensibilité dans C'™°, mais avec une hypothése sur la nature de la zone de contact,

9C’est, & dire pour tout Z € L*(Q), —AW = Z sur Q et W = 0 sur 9.
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ce dont nous souhaiterions bien se passer. De plus nous ne savons rien dire pour le moment
du cas ou F' € L*(Q) : c’est le propos de la section suivante.

2.8.2 Dérivée conique pour le probleme d’obstacle (2.2)

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux propriétés de dérivabilité conique pour
le probleme (2.2), afin d’obtenir un développement limité de sa solution, i.e. que dire de OpU 7
Puisque le cone convexe des déplacements cinématiquement admissibles Ky, est polyédrique,
nous pouvons alors appliquer la théorie de I'analyse de sensibilité présentée dans 1I’Annexe
B dans le but de connaitre une dérivée directionnelle de la solution du probleme d’obstacle
(2.2) par rapport a la commande que nous avons choisie a savoir la force F'. D’apres les
résultats de régularités précédents, nous savons que la réaction u(F) = F — AU € L*(9).
Nous donnons ’expression de 'espace tangent'’, des cones normal et critique.

Te(U) == {U € Hy(Q) / U 2 0 q.p. sur {U =4}},
Ni(U) == {u € L*(Q)n M*(Q) / u({U > ¥}) = 0)},
Crx(Up) :={Z € H(Q) / Z >0 q.p. sur Z(Fy), Z =0 q.p. sur Supp(u)}.

Grace au théoreme B.0.3 on peut énoncer :

Théoréme 2.8.1 Soit 2 un domaine borné de classe C? de R?*, ¢ € L>(Q) N HY(R),
Yo < 0. Dans le probléeme (2.2) Uapplication F —— U(F) de L*(Q) dans H{(Q) est di-
rectionnellement différentiable et sa C-dérivée dans la direction H est la solution Zy du
probleme

1
min /—|yvzu2+HZdQ,
Q2

ZECFK(U())

e Zo:=U)(.,H) si F:=Fy+tH € L*(Q) avect > 0 et Uy solution de (2.2) associée a Fy.
C’est a dire que U admet le développement limité suivant :

U(F)=U(Fy) +tZy+o(t), avect > 0.

La condition ¢ € L>®(Q) N H'(Q) indique que 1'obstacle ¥ est borné et autorise 1) a n’étre

que C} N C%Q). T existe des situations ol le cone critique est un espace vectoriel, ce qui

simplifie ’expression de cette dérivée.

Proposition 2.8.1 Awvec les notations et hypothéses du Théoréme 2.8.1, si le cone critique
de (2.2) est un espace vectoriel alors F' —— U(F) est Gateauz-dérivable en Fy dans la
direction H et sa G-dérivée vérifie :

AZy=H dans Q\ Z(F),
Zo=0  sur o, (2.48)
Zo=0  sur 0Z(Fp).

Nous renvoyons I’annexe pour la définition de la capacité Cap,, et a [20] pour les propriétés classiques relatives
aux propriétés vérifiées Cap,-quasi-partout (q.p).
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Quand le contact est affleurant Crg n’est pas un espace vectoriel. C’est 'inverse si ’hypothese
de non-dégénéréscence est vérifiée sur une zone contact assez réguliere'! .

Proposition 2.8.2 Awvec les notations et hypotheses du Théoréeme 2.8.1, I’hypothese de
contact franc entre la membrane et l'obstacle (i.e. supp(u(Fy)) = Z(Fy), également appelée
complémentarité stricte) est équivalente a la linéarité du cone critique qui dans ce cas s’écrit :

Crx(Up) :=={Z € Hy(Q) /| Z =0 q.p. sur Z(Fp)}.
En particulier cette condition est satisfaite sous I’hypothese de non-dégénéréscence
Fy — Ay > 5y > 0 sur Z(Fy), avec un obstacle 1 € C*(Q)

et en supposant que L(Fy) est un parfait non vide (a un ensemble de capacité nulle pres)
ayant un bord régulier sauf en nombre fini de point.

F. MiGNoOT [95] a discuté des propriétés de dérivabilité générique et presque partout pour
les applications lipschitziennes. Le théoreme suivant se rapproche de I'idée de la Conjecture
de Schaeffer.

Théoreme 2.8.2 Considérons le probléeme (2.2), Q un domaine borné de classe C* de R?,
FeL*(Q), ¢ e L>(Q)nHY(Q), Ypq <0, alors :

e Pour p > 2, il existe un ensemble négligeable de LP(SY), noté A, tel que pour tout
F e LP(Q)\ A, Uapplication F —— U(F) est Gateaux-différentiable.

o Il existe un ensemble négligeable de L*(Q), noté A, tel que pour tout F € L*(Q)\ A,
Uapplication F —— U(F) est Fréchet-différentiable.

Commentaires 2.8.2 Ce théoreme provient d’une propriété de différentiabilité des ap-
plications Lipschtiziennes entre espaces de Hilbert séparables qui n’est pas générique en ce
sens que le complémentaire de .4 n’est pas forcément un Gy, (c.f. Remarque 3 de [95] 11 est
donc plus faible que le théoreme de Monneau, et ne répond pas a la Conjecture de Schaeffer.
D’apres la proposition 2.8.2 la différentiabilité de I’application F' —— U (F') n’est pas équivalente
a la régularité de Z(F').

2.8.3 Evolution de la zone de contact en fonction du chargement et dérivée

2.8.3.1 Exemple 1 : « obstacle plat »

Soit  le disque unité du plan, on cherche la solution de (2.2) axisymétrique pour un
obstacle ) = —1, soumise a F(x,t) = t.
La solution (voir figure 2.5) en fonction du parametre ¢ est de la forme :

HRappelons qu'un parfait est un compact égal & la fermeture de son intérieur.
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t
— Pour t <4, Uy(r) :Z(rQ—l); 0<r<IL.

— Pourt >4, U(r)=—1;pour 0<r <R etpour R<r<1

U(r) =

r? (1—- R?) r 1
(2R2In(R) + 1 — R2)+(_1+(2R2 In(R) 4+ 1 — R2)> ()= 2R2In(R) + 1 — R?)’
avec 4

= ernm) -

Le calcul direct de la dérivée conique de (U; par rapport a t) montre bien qu’elle est solution
du probleme de Dirichlet sur le complémentaire de ’ensemble de coincidence annocé par le
Théoreme 2.8.1 :

1
- Pour t <4, {U(r) = 1(1 —r?);0<r<1.

— Pour t > 4, %Ut('r’) =0; pour 0 <r <R, et

R%*In(r)
2

1
%Ut(r) = Z(l —r) + +tRR In(r); pour R<r <1, avec RR'In(R) = — .

$2

£ = 4.0000 ¥=.33333

x
05 1

Fia. 2.5 — graphe de la déformation d’une membrane circulaire sur un obstacle plan

2.8.3.2 Exemple 2 : « obstacle pointu »

86



e Examinons la déformation d’une membrane élastique linéaire de forme circulaire sous
chargement constant F(z,t) = t et placée au dessus d'un obstacle « pointu »). Posons

ri=+x2+y% Q=B(0,1) CR% (r)=—-1—r.

Dans ce cas, la solution (voir figure 2.6) de (2.2) est axisymétrique et explicite :

t
—t<4, Ulrt)= Z(rz — 1) : Solution équation, la membrane ne touche pas l'obstacle.
~t=4, U(r,t) = (1 —r?) : Point de transition, la membrane touche I'obstacle en r = (
et le contact est affleurant. ; ;
—t>4, Ulrt)=—-1—rsir<yet Urt) = 1—17“2 +aln(r) — 1 la membrane touche

I'obstacle suivant le disque EQ(O, R) et le contact est franc, avec ¢ fonction monotone
de R (voir figure 2.7) :

—1—R+ RIn(R)) 7 r—o
— 4,
R? —2R?In(R) — 1)

L [—1—R+Rln(R))

tell 4
R 2RIn(R) — 1)) e [

et
t
2
a=—-R—--R".
2
=
1 0.5 o5 1
‘.‘ O + 7
N y
N e
\ ,/’
N ”’
B ~ 0.5 -
14
154

F1G. 2.6 — allure du graphe de la solution de (2.2) pour ¥ (z,y) := —1 — /a2 + y2

e Rappelons que le probleme de I'obstacle pour le fil élastique linéaire (en petites déformations)
est décrit par :

Trouver u € Ky, = {v € H}(—1,1) /v > ¢},

1 1 (2.49)
/ u'(v—u) dxz—/ f(v—u)dx, YveK,.
_ -1

1
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F1G. 2.7 — monotonie de ¢ en fonction de R.

Si nous choisissons (z,t) — f(x,t) :=t et x — (x) = —1 — |z| la solution (voir figure
2.8) de (2.49) s’écrit :

-t <2, u(z,t) = 5(:1:2 — 1) : Solution équation, le fil ne touche pas l'obstacle.

—t =2, u(r,t) = (% — 1) : Point de transition, le fil touche 1'obstacle en z = 0 et le
contact est affleurant.

t t
— 2<t<4, ulz,t)= 5952 —(—1+ §)|£U| — 1 : Point de transition, le fil touche 1'obstacle
en x = 0 et le contact est franc avec Cap,({u =¥} > 0 et A;({u=¢}) =0.

t t
—t >4 u(x,t) = —1—|z|, si |z] < 1-2v%, et u(w,t) = §x2—(1+t—2\/i)|x|+1—|—§—2\/5

sinon : le fil touche 'obstacle sur un segment {u = 1} := [y, y| et le contact est franc,

avecyzl—\/%.

2.8.3.3 Exemple 3 : « obstacle a deux bosses »

S-N.CHOwW & J.MALLET-PARET [33] ont étudié la structure de la zone de contact de
(2.2) par perturbation d'un obstacle & deux bosses. Pour cela ils se donnent un ouvert 2 C R?
régulier (i.e & bord C*)un obstacle ¥ : & — R de classe C™, avec 1, sur 99 tel que le
graphe de ¥ = 1, .,) qui ait exactement deux maxima relatifs, vus localement comme
deux obstacles strictement concaves de hauteurs €, €9, sur lequel est étirée une membrane
élastique fixée a 0 a son bord Jf). De plus entre les deux maxima relatifs de ¢, imposons
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-1 0,5 { 05 1

k-3

451

F1a. 2.8 — allure du graphe de la solution de (2.49) pour ¥(r) := —1 — ||

qu’il n’y ait qu’un point critique qui soit un point selle non dégénéré X=.

Théoreme 2.8.3 [77]  Supposons que les deur mazima locauz de ¢ soient de méme ordre
au voisinage de zéro, i.e vérifient :

€1 N
ap < —<ay, oue; >0& a; >0.
€2

Alors la frontiére libre 0L consiste en deux courbes de Jordan de classe C*, notées I'; dans
un e-voisinage des deux mazxima de . Le voisinage en question est lintérieur d’une ellipse
que l’on peut expliciter.

e Plus généralement pour €1, €9 €|€min, Emax|, la frontiére libre est de la forme 0 =T'1UT,,
ou I'; est une C*°-courbe de Jordan, ou point ou bien vide, au voisinage d’un pic. De plus il
eziste deux fonctions monotones continues €;(c3—;) telles que :

1. pour g3 < &9(ey), I'1 est une courbe et T'y = (),
2. pour g9 = &5(e1), I'1 est une courbe et I'y est un point,

3. pour 9 < &y(e1), I'1 et I'y sont deux courbes et £ > &1 ().

Remarque 2.8.1 La perturbation lisse de I'obstacle n’engendre pas de singularité, mais
change la nature topologique de la zone de contact.

A présent appliquons une force constante F' = t sur la membrane avec v tel que e, = es.
Alors quand t augmente la zone de contact a deux composantes connexes bordées toutes les
deux par une courbes de Jordan C* tant que le X* ¢ Z,. Des que t > At on peut assurer
que la courbe la frontiere libre 0Z; est de classe C'*°. La transition s’effectue via un point
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singulier double en un certain ¢° en lequel il existe une dérivée au sens de Gateau mais pas
au sens de Fréchet.

2.8.3.4 Exemple 4 : « contact affleurant sur un disque »

Nous nous intéressons a la déformation sur un plan ¢» = —1 d’une membrane circulaire,
Q := B2(0,1) C R? par une force F := tlﬂ\@Qz(o,Rl)
avec (R; < 1). Dans ce cas la déformation de la membrane grandit avec ¢ tant qu’elle ne
touche pas 'obstacle, puis le contact s’effectue alors sur tout le disque B?(0, R;) sans réaction
(contact affleurant). Enfin ’ensemble de coincidence devient un dique de rayon R > R; avec
contact franc sur B?(0, R) \ B?(0, R;). Deés qu'une zone de contact commence & apparatre,
seule une dérivée conique de la solution U existe, puisque le cone critique n’est pas un espace
vectoriel.

constante uniforme sur €2 \EZ(O7 Ry)

Commentaires 2.8.3 La dérivée conique coincide avec la Gateaux-dérivée quand Crg est
un espace vectoriel. En particulier d’apres la Proposition 2.8.2 si F' € L*(Q), et v € H*(Q)
un nombre fini de points singuliers de types cusps n’influencent pas I’existence de la dérivée
premiere. Par contre, les changements de nature topologique de la zone de contact empéchent
%Ut la dérivée conique de U, d’étre continue en t, voir (2.8.1).

Choisir les données F' € L?(2), et ¢» € H?*(£2) impose une réaction a densité, par contre si 1) €
L>(Q)N H'(Q) alors il existe des situations ou certaines solutions du probleme de 1'obstacle
pour un fil élastique (2.49) au voisinage d’un point de transition vérifient Cap, ({U; = ¢}) > 0
avec pourtant As({U; = ¢}) = 0, donc une réaction qui n’est plus a densité (voir figure 2.8).
La perte de l'existence de Gateaux-dérivée a lieu quand le contact est affleurant sur des
zones de capacité non-nulle.
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Chapitre 3

LE PROBLEME D’OBSTACLE
POUR UNE PLAQUE EN PETITES
DEFORMATIONS : RESULTATS
GEOMETRIQUES DE STABILITE

" Bes yeus de ﬂ‘mgmt sonk des ghoilen. G meat pas de la poésie, cest de o

Chich SRak Ramh

Nous allons a présent nous intéresser a la fagon dont une plaque élastique, encastrée
sur son bord, entre en contact avec un obstacle rigide, alors qu’elle est soumise a un champ de
forces variable. Nous étudions, comme au Chapitre 11, le cas des déformations linéarisées dans
le cadre de la théorie de Love-Kirchhoff. Nous rappelons I’écriture de ce modele comme un
probleme a frontiere libre régi par une inéquation variationnelle d’ordre quatre. Les recherches
sur les plaques linéaires en contact unilatéral ont été initiées dans les années 1980, grace a
elles nous disposons de résultats d’existence, d’unicité, de régularité de la solution, que nous
synthétisons brievement. D’autres plus rares concernant la nature topologique et géométrique
de I'ensemble de coincidence, sont ici rapidement présentées et complétées. Apres quoi nous
aborderons le probleme de la stabilité, a propos duquel seules sont disponibles quelques études
de B. Schild et D. Adams. Il s’agit en fait de résultats assez techniques de convergence dans
'espace H . Nous poursuivrons par I’énoncé et la preuve d’une adaptation du théoreme
de stabilité de Schaeffer au cas du bilaplacien en présence d’un obstacle plat. Puis nous
discutons de la facon dont on peut traiter le cas d’un obstacle lisse de forme générale. Nous
commentons ensuite sur quelques exemples la nécessité des hypotheses assurant la stabilité
de la zone de contact.
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3.1 Présentation du probleme et premiers résultats

3.1.1 Cadre & Hypotheses

Afin de pouvoir prendre en compte le phénomene de contact entre une plaque mince linéairement
élastique et un obstacle, nous supposons dans toute la suite étre dans la configuration sui-
vante :

— Au-dessous de la plaque est placé un obstacle se comportant comme un solide rigide. 11

est représenté par le graphe de la fonction ¢ : Q — Res.

— Le contact entre la plaque et I'obstacle s’effectue sans frottement.
Du_coup, la réaction de l'obstacle a I'appui de la plaque sous le chargement F est notée
w(F), elle est positive et portée par €.

Finalement 1’équilibre local de la flexion d'une plaque mince élastique soumise a un champ
de forces F' := F3 normale, encastrée sur son bord 0, et placée au dessus d'un obstacle
rigide 1) s’écrit :

( DA?U = F + p(F) dans

(U—-y)u(F) = 0 dans  Q
u > v sur  Q (3.1)

p(F) > 0 dans Q

\ U=0,U = 0 sur 0N

Nous posons pour la suite D = 1.

Remarque 3.1.1 Le probleme d’équilibre sans obstacle (1.6) et (1.5) est posé dans un
domaine bidimensionnel €2 le feuillet moyen du domaine 3D initial. En présence de contact
avec un obstacle, le contact a lieu physiqguement au bord du domaine 3D. Dans [35] A.
LEGER & B. MIARA ont justifié que la prise en compte du contact dans le probleme de
la flexion d’une plaque élastique linéaire consiste a mettre les conditions unilatérales sur le
feuillet moyen, comme cela apparait dans (3.1), U > 1 sur €2 et place de p(F).

Définition 3.1.1 La zone contact ou ensemble de coincidence Z(F') est l’ensemble des points
ot la plaque, soumise a une force F', touche l’obstacle, i.e.

I(F) :={X € Q /[ UX) = p(X)}.

La frontiére libre de ce probléme est OL(F).

3.1.2 Formulations faibles primales : Existence, Unicité, caractere bien posé
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La formulation variationnelle primale associée a (3.1) est le probleme faible suivant :

( Trouver U € ky tel que
/ AUA(V — U)dQ > / F(V — U)d0 (3.2)
Q Q
L VV eky

ou nous avons introduit le cone convexe :
ky :={V € H3(Q) / V > dans Q}

Ce cone désigne ’ensemble de déplacements cinématiquement admissibles pour le probleme
(3.1).

Définition 3.1.2 Notons A la forme bilinéaire représentant le travail des efforts intérieurs,
définie par :

AU,V) = / AUAVAQ,
Q

et 1 la forme linéaire définie parl(V') = / FVdSQ) représentant le travail des efforts extérieurs.
Q

Théoréme 3.1.1 [55] Soit Q un ouvert lipschitzien borné du plan. Soient F € H™1(Q), ¢ €
H2(9).

Alors le Probléme (3.2) admet une unique solution, U € k.

De plus le probléme faible (3.2) est équivalent au probléme de minimisation de l’énergie totale
(somme de [’énergie élastique et potentielle) :

J(V) = SAV.V) - 1(V),

sous la contrainte d’appartenance a ky, c’est a dire chercher U solution de :

inf J(V 3.3
jof J(V) (3:3)
Preuve : ¢ Le probleme admet une solution unique, en vertu du théoréeme de Lions-

Stampacchia [90], puisque [53] montre que A(U,V) = [, AUAV dQ est une forme bilinéaire

coercive sur H2(€2), et la norme définie sur H2(2) par V + [A(V, V)]'/? est équivalente & la
norme usuelle sur H2(12). ¢

Grace au caractere lipschitzien de la projection orthogonale induite par la forme bilinéaire
A rappelons que (3.2) est bien posé au sens d’'Hadamard, c’est & dire :
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Théoréme 3.1.2 Soit Q un ouvert lipschitzien borné du plan. Soient F € LP(Q)), pour
p>1,¢ € HYQ) , v <0 sur OQ alors Uapplication de LF(Q)) — H2(QY), qui a F; associe
lunique solution U; de (3.2), est Lipschitz-continue. C’est a dire il existe C' > 0 indépendant
de F; pour i = 1,2 tel que :

U1 = Uallmze) < CllFy — Fall e

Certains auteurs ont travaillé avec une formulation différente de (3.2) pour une plaque
encastrée sur son bord. Elle s’écrit :

Trouver U € ku?
/ AUA(V —U)dQ > 0 (3.4)
Q
L YV € kl/A)

Proposition 3.1.1 Soient ¥, ¢ € H?(Q) tel que zﬂ‘ag <0, et F € H Q). Etudier le
probléeme (3.2) revient a étudier le probléme (3.4) et réciproquement, pourvu que nous
trouvions ¥ € H?(Q) tel que —A*Y = F sur Q, et W =10, 0,¥ = 0 sur 992, avec ¢ := ¥ +1).

Preuve 4 Il suffit simplement de faire le changement de variable U := U + 0. ¢

Remarque 3.1.2 Avec les hypothéses de la Proposition (5.1.1) nous noterons A™2(F) la
fonction U € H(Q) telle que —A*V = F sur Q, et ¥ =0, 0,¥ = 0 sur 0.

3.1.3 Une absence a remarquer. ..

Nous avons fait un usage tres fréquent du principe du maximum et ses conséquences dans
I’étude des membranes (laplacien ou plus généralement les opérateurs elliptiques d’ordre 2).
Mais ce principe n’est plus valable pour les opérateurs AP avec p > 1! En particulier, nous
avons, dans le cas d’'une membrane, un principe de comparaison assurant un déplacement
croissant sous un chargement croissant. Ceci est faux, en général pour une plaque! Cepen-
dant cela n’était pas apparu de facon évidente aux mathématiciens du début du XXieme
siecle. En effet, en 1904 ’Académie des Sciences soumit 1’étude des solutions d’équilibre
d’une plaque encastrée a compétition avec a la clé le Prix Vaillant (4000 francs) pour ’année
1907. En 1901 T. Boggio [17], montra que pour € := B?(0, 1) = la boule unité, le principe du
maximum pour le bilaplacien avec des conditions d’encastrement est valide. Et J. Hadamard
déclara dans son exposé [63], au IVeme Congres mathématiques & Rome en septembre 1908,
a propos du principe du maximum pour ce probleme :

« Malgré l’absence de preuve rigoureuse, l'exactitude de cette proposition ne parait pas dou-
teuse pour des aires convexes. »

Plus précisément T. BoGGIO & J. HADAMARD (entre 1901 — 1908) conjecturerent & propos
du probleme de plaque linéaire encastrée sur son bord :
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Conjecture : Principe du maximum de Boggio - Hadamard
Sotent 0 un domaine convexe du plan et F suffisamment réguliers.

AU = F sur €
St F' >0 sur €, alors U > 0 sur Q) avec U = 0 sur 09 (3.5)
0,U = 0 sur 0N

Déja en 1909 J. Hadamard fit observer que cette précédente conjecture est fausse pour un
domaine annulaire. Le premier contre-exemple a la conjecture de Boggio-Hadamard est du
a R.J. Duffin en 1949. Il montra que la fonction de Green associée & A? change de signe si
) est un rectangle de longueur infinie. Il fut suivi de nombreux autres, par exemple P.R.
Garabedyan [69] en 1951 démontra que la conjecture est fausse en prenant pour domaine {2
une ellipse ayant une exentricité suffisante donnée par :

D
Q={(z1,72) €eR* / 23 + gﬂ?% <1}

et une force F' réguliere.

Apres 47 ans de contre-exemples, H.-Ch. Grunau et G. Sweers certifierent que le principe
du maximum de Boggio-Hadamard (3.5) vaut seulement pour des domaines « proches » de
la boule, au sens de la définition suivante.

Définition 3.1.3 [75] Pour e > 0 fizé, O C R* est dit e-C*_proche de Q2 C R?, s’il emiste
une C*“-application f : Q¥ — Q vérifiant f(V) =Q et

I = Tdllokeer < e

Voici I’énoncé exact de ce principe du maximun, paru en 1996 (un énoncé similaire est valable
de fagon générale pour les opérateurs suffisamment proches d'un opérateur polyharmonique).

Théoréme 3.1.3 [75] Il existe ¢y > 0 tel que Ve € [0, e[ pour Q C R? un domaine de bord
00 € O et e-C*+*-proche de la boule unité B de R?, si U # 0 satisfait A2U > 0 sur €

avec U =0 =0,U =0 sur 9%, alors U est strictement positive sur 2.

Le ¢y > 0 peut étre calculé explicitement.
Ce théoreme permet de montrer que le principe du maximum est bien valable pour les ellipses
d’exentricité inférieure a environ 2.

Remarque 3.1.3 Si on remplace les conditions d’encastrement, d’appui simple ou de bord
libre par les conditions aux limites dites de Navier :

U=AU =0 sur 09, (3.6)

il subsiste un « Principe du Maximum » classique i.e :

95



Proposition 3.1.2  Soit Q un ouvert lipschizien, soit F' > 0 dans L*(2), alors sous les
conditions de Navier

A?U > F dans Q = U >0 dans .

Malheureusement, les conditions de Navier, ci-dessus, ne correspondent pas, en général, a
des conditions aux limites décrivant le comportement mécanique d’une plaque! Sauf par
exemple pour le cas d’une plaque circulaire soumise a un champ de forces radial !

3.1.4 Mesure et zone de contact

La formulation variationnelle (3.2) assure d’apres le théoreme de Riesz-Schwarz, que A (u, ()—
1(¢) définit une mesure de Radon positive p(F') (notée p s'il n’y a pas d’ambiguité) sur €2 :

A(U.C) +1(0) = /Q Cdu(F) (3.7)

Puisque la zone de contact Z(F') est un compact, il vient immédiatement que sur 'ouvert
Q —Z(F), A2U = F. 1l en découle que le support de u(F) est contenu dans Z(F), ce qui
signifie que la réaction de I'obstacle est localisée dans la zone de contact :

supp(u(F)) € Z(F)

A priori la réaction appartient & 'espace H2(2), mais elle est en fait plus réguliere, comme
nous le verrons avec le Théoreme 3.2.4 qui s’interprete, d’apres la définition méme de la
réaction, comme

peH Q). (3.8)

Nous verrons a la Remarque 3.2.3, qu’en général u(F') n’est pas une mesure a densité!

1
Nous rappelons une condition suffisante, donnée par B. Schild au Lemme 3.2 de [120], pour
qu'une fonction U € H2(2) soit une solution de (3.2). Cela nous servira dans la contruction de
solution explicite de (3.2), afin de garantir que les calculs effectués fournissent effectivement
la bonne.

Lemme 3.1.1 Soient F' € L*(Q) et U € H3(Q) telle que pu := AU — F soit une mesure
positive, et supp(p) S Q. Si pour p € C°(Q), nous avons U > 1 sur Q et U = 1 sur supp(u),
alors U est l'unique solution de (3.2).

Preuve 4 Soit v € ky, il est possible de trouver une suite (¢g), de fonctions de classe
C%(Q) telles que @ > 9 sur Q et ¢, — v dans H?(2). Introduisons xy € C°(Q), 0 <y <1
sur un voisinage V de supp(u), et posons vy, := (1 — x)v + x¢x € ky. Nous avons v, — v
dans H?(Q). Puisque v, € C°(V) :

(A*(U) = F,U —v) = (4, U — vy) :/Q

(U — vg)dp = /(¢ — vg)dp < 0.

Q
Alors

<A2(U)—F,U—U>:<A2(U)—F,U—Uk>-|—/AUA(Uk—U)dQ+/F<Uk—U)dQ
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< (10l + 11152 ) low = vl — 0.

Ce qui conclut, puisque trivialement U € k. 4

3.2 Régularité de la solution U

Ici, nous rappelons et commentons les résultats connus concernant la régularité de la
solution de (3.2). Nous donnons quelques raffinements intéressants sous des hypotheses certes
non-optimales mais qui sont satisfaisantes du point de vue mécanique.

3.2.1 Régularité intérieure de U

En 1973, J. FREHSE a montré un premier résultat de régularité’ concernant la solution de
(3.4). Sa démonstration se fait a 1’aide d’une suite régularisante et elle est valable pour
un domaine & bord lisse de R?, avec d quelconque.

Théoreme 3.2.1 [78] Soit Q un ouvert borné connexe du plan, de classe C*,
Y € W3°(Q) alors la solution U de (5.4) vérifie

UeH (Q), AUecLE(Q), DU e LE(Q).

loc

Il en vient que U € C1() et ses dérivées premieres sont localement lipschitziennes.

Dans un article de 1979, L. CAFFARELLI & A. FRIEDMAN [30] montrerent qu’en dimension
2 les dérivées secondes de la solution U de (3.4) sont continues. Pour ce faire ils commencerent
par établir 'inégalité suivante (valable en toute dimension finie > 2) :

Théoréme 3.2.2 [70] Soient Q un ouvert borné conneze du plan de classe C*%, avec o €

10,1], ¢ € C2(Q) et soit U la solution de (3.4) alors

AU > A sur Supp(ji).

Preuve du Théoréme 3.2.2 selon L. Caffarelli & A. Friedman [30] ¢ Prolongeons la
solution U a R?, que nous noterons u € H3, (£2)). Puis notons u. := J.(u) une régularisation
de u via

J.(G) = / 3(Xm — 2)G(2)dZ,
B2 (X —Z.€)

avec j. (X —2) = e 2jo(IXm=2ly et jo € C(R) telle que jo(t) = 0si|t] > Let [, jo(t)dt = 1.

€
Soit X € €2, supposons alors qu’il en existe un voisinage V' et § > 0 tels que

'Rappelons que d’une fagon générale pour un espace fonctionnel H(Q) de fonctions définies sur 2, on dit que
h € Hioc(92) si pour tout ouvert A CC Q, h € H(A).
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(ue —¥)(X) >0, VX € V. (3.9)
Alors u. & ¢ € ky,¥¢ € C(V), ||¢|| < 6. D’apres la définition méme de U il vient

/ <|U|2>dQ < / <|v|2>dQ, Vo € ky, ( en particulier pour v = u. £ ().
Q Q

[ (e)ao— [ (juf)ao

/ AUNACIN =0, dou AU =0 sur V.
Q

Or puisque
Nous avons

Ainsi nous pouvons conclure que le support de i est contenu dans I’ensemble des points ou
(3.9) n’est pas satisfaite. Il ne reste plus, alors, qu’a démontrer que I’assertion suivante est
vraie :

Assertion : Il existe une suite de points (X,,),, convergeant vers X° et une suite de nombres
strictement positifs (£,,),, convergeant vers 0, tels que

Ue, (Xin) = V(Xin) — 0 (3.10)

Pour ce faire utilisons la représentation de Green” de u., donnée par la fonction de Green

G

e, (X)) = u.(Y)d(S?)(Y) - / A (Y)G (X —Y)dY. (3.11)

B2 (Xm Q)

%
AQ(S2(Xm79)) S2(Xm,0)

ot G désigne la solution fondamentale du laplacien : G(X) = vIn & x> 0, et S*(X,, 0)
la sphere bord de la boule B?(X,,, o).

De la méme fagon pour . := J.(¢)) une régularisation de 1, nous avons la représentation de
Green :

1 9 _ -
Ven(Xn) = -] /S e b (Y)d(S?)(Y) /B e A (Y)G(Xpu—Y)dY. (3.12)

Puisque U > 1[}, alors u. > 1. et donc fS?(Xm o U > fSQ(Xm 2 @/AJ Grace a cette inégalité et
par (3.10), nous déduisons de (3.12) & (3.11) que :

lim [ / Auc (V)G (X — Y)Y — / A (Y)G(X,, — Y)Y | > 0. (3.13)
B2(Xm,0) B2(

Mmoo Xm,0)

Puis nous avons
fBQ Aus Y)G(X,, = Y)dY = fEQ Y)dYy fB2 jE (Y — Z)Au(Z)dZ
fIBQ Aue( )dY + na,m

(3.14)

*Voir le Théoreme 5.10.1 page 233 de [65]
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avec 1z m = 0, (indépendamment de m). Le méme type de relation est valable pour la
seconde intégrale de (3.14). D’ou

lim [ / (Jo (G)) (A, A, (Y)dY} > 0.
m—+00 ]BQ(X"L?Q)
Enfin par le Théoreme des Valeurs Intermédiaires, il vient

X, € B2(Xm, Q) / Au(Xm’g) — Aqﬂ(Xm’Q) > 6, Om m—-+00 0.

En extrayant (par compacité) une sous-suite de (X, ,)m qui converge vers un point X, et en
utilisant la continuité de Aw il vient Au(X,) — Ay (X,) > 0. Ainsi quand ¢ — 0, X, — X°
et par la continuité de Au, nous déduisons finalement : Au(X°) — Ayp(X°) > 0. ¢

Remarque 3.2.1 D’apres la proposition 3.1.1, nous déduisons la traduction du Théoreme
3.2.2 pour (3.2). Cela résulte directement du changement de variables U — ¥ = U avec
¥ e C2(Q) tel que @EWQ <0, F e L*(), avec 1 := U+ et U € HH(Q) N C2(Q) solution du
probleme aux limites linéaires de la Remarque (3.1.2). Précisément, pour €2 un ouvert borné
connexe du plan de classe C**, avec a €]0, 1[, 1 € C?(Q) et soit U la solution de (3.2) avec
F € L*() alors

AU > At sur Supp(p). (3.15)

Remarque 3.2.2 L’inégalité ci-dessus ne peut étre stricte que pour des points d'une partie
fermée d’intérieur vide de la zone de contact (par exemple une courbe ou plus généralement
une partie de mesure de Lebesgue surfacique nulle). En effet sinon, U = v sur un ouvert sur
lequel les differentielles premieres et secondes coincident.

Théoreme 3.2.3 [70] Avec les notations et les hypothéses du Théoréme 3.2.2 alors :

U e C*HQ).

Dans un papier de 1984, consacré a la régularité des opérateurs polyharmoniques B. SCHILD
[120] démontra le théoreme suivant qui précise le comportement d’une plaque soumise a un
champ de forces F' en présence d’un obstacle rigide v :

Théoreme 3.2.4 [120] Soient Q un domaine plan, borné de classe C**, avec a €]0,1],
Felr(Q),p>1,¢ € C?Q), alors la solution de (3.2) vérifie

U e H2>°(Q)NH(Q) NCHQ).

loc loc

3

3 . NC?%(Q), mais ce résultat est optimal !

Nous savons donc que la solution de (3.2) est H

Proposition 3.2.1 Avec les hypotheses et notations du Théoreme 5.2.) , pour tout sous
domaine compact K C S, il n’existe a priori aucune estimation du module de continuité de
D?U sur K.
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Preuve : 4 L. Caffarelli et A. Friedman ont exhibé le contre-exemple suivant [30] :

Exemple 3.2.1  Soit Q := B(0,1), la boule unité euclidienne de R? et soit ¥(r) :=
e—r?, (r = |x\) On désigne par U := UL, la solution de (3.4), pour les données précédentes.
Nous savons que l'ensemble de non-coincidence N := {U > 9} est ouvert et non vide. Alors

N ={XeQ/r>d} (3.16)

c’est a dire que la zone de contact est un disque de centre 0 et de rayon §. Supposons que
(3.16) soit faux, alors il existe o < r < 3 tels que

U >, sia<r <
(3.17)
U—-1Y =0, 8T(U—¢):0, pour r =a & r = f.
Puisque l'on a
A*(U—9) =AU-AY=0sia<r<p, (3.18)

Il vient que U — ¢ =0 si a < r < 3, ce qui est absurde.
Notons que § > 0. En effet, sinon

A?U =0sir>0etdonc A’°U=0sir=0, dou U =0 sur €,

ce qui est incompatible avec U > 1) > 0 si 72 < e. Puisque nous savons que la solution est
de classe C?, voyons a présent que

AU(1) > 0.

Comme on a AU > 0, si AU(1) < 0, alors par le principe du maximum AU < 0 sur €2, or

/AU = 0,U = 0.
Q o9

Sachant que U = 1 si r < §, nous en déduisons que
AU(6) = AY(d) = —4

et pouvons écrire la forme de AU sur d <r < 1:

A+ AU Ly Ap), (3.19)

AU =~ G

Or
/ AU. =%,
Q

d’ou 'on conclut que
U.—0 & 60— 0.

Il est clair que (3.19) ne peut avoir de module de continuité sur aucun voisinage compact de
I'origine quand § — 0. ¢
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Remarque 3.2.3 » On ne peut pas prétendre a une régularité supérieure pour la solution
de (3.2), en particulier car U ¢ H*(Q).

» L’exemple 3.2.1 nous permet de montrer que la mesure y n’est pas a densité! En effet
en dimension 2, avec la formule (3.19) ci-dessus :

d? d?

ﬁU(T) > 0 sur Q\ B(0,0) et ﬁU(r) = 0 sur B(0,0).
Nous savons que i = A2U, cette mesure est & densité sur I'intérieur de Z, mais elle a une
partie singuliere ayant pour support S*(0,8) = 0Z, donc pu ¢ L*(Q).

» B. Schild signale dans [120] (exemple 3.1.) qu'en général U ¢ W3>(Q). Il exhibe le
cas d’une solution de (3.4) pour © = B(0, 2) touchant un obstacle ¢ polynémial quadratique
suivant un segment.

3.2.2 Sur la masse totale

Nous montrons ici que la masse totale de € est finie, notre preuve simplifie celle de [30)].

Théoréme 3.2.5 Supposons F € L*(Q), ¥ € C*(Q) puis 0Q de classe C2. Soit U la
solution du probléme (3.2) avec U > 1 sur 0L2, alors

p(F)(§2) < oo

Preuve 4 Nous travaillons sur la solution U/ du probléme (3.4) apres avoir fait le change-
ment de variables ad hoc, et notons i la réaction associée. Il est clair qu’il existe un compact

Ky de Q tel que Supp(jz) C Ky C(OZ et v — AT2F < 0 sur Q\ Ky. D’apres le théoreme d’exis-
tence de fonctions plateaux, nous pouvons trouver ¢ € C§°(2) égale a 1 sur un compact K
quelconque de 2. Nous en déduisons

() < [ odj < 100 D0
Puisque U = ¢) = ¢ — A~2F sur Supp(ji) :
[ D0dR = [ (0= AF) < 6 = AF) e lSup([0 - ACF)))
En choisissant K =Supp([t) — A2F]T), il vient :
/Q|1720’2dQ <[ = A2 F]F || 1o | D1 || 2| DU | 12

c’est a dire X
ID*U|| 12 < || = AT2F]H || o | D? b1 || 2.
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Par le choix K = K, dérive la majoration voulue :

Q) = (1(K) < || D?*¢1|2 [ D?* Gl 2 [[r — AT2F)F| v (3.20)

Nous rappelons la proposition suivante dont la preuve courte due a [3] se fait dans le méme
esprit que celle de [$2] du Théoréeme 2.3.6 comparant a la 1-capacité la réaction du probléme
d’obstacle pour la membrane, mais pour cela nous faisons appel au Théoreme 3.2.2 ci-dessus
qui lui est technique.

Prop051t10n 3.2.2  Avec les notations de la prop081t10n 3.1.1, dans le probleme (3.4), i

et U sont reliés par i = A2U. Soient F € L*(Q), 1) € C%(Q), avec ¢ < 0 sur 9 puis 9Q de
classe C%. Alors pour tout compact K C €, il existe C' > 0 tel que :

(K < Oy Capy () [| A ()]

Preuve 4 Observons que pour ¢ € C5°(Q2) tel que ¢ > 1 sur K

1(K) < /ngﬁd/fL:/qu(A2U)dQ: —/QngVAUdQ

U(K) < /|96 21V AT 1

d’ou

\/Cap1 K)||VAU|| 12
Or

[ 1vatPan = - [ Ad < -0l (3:21)
Q Q
L’inégalité (3.21) provient de la majoration AU > A¢ sur Supp(j1) du Théoréme 3.2.2. ¢

Commentaires 3.2.1 D’apres la Remarque (3.2.1), la Proposition (3.2.2) se traduit pour
(3.2) sous la forme :

u(F)(K) < C\/Cap, () [| A — A=2F ||t F) ()] (3.22)

En particulier, si Cap,(E) = 0 alors u(E) = 0, et donc si Cap,(Z(F)) = 0, alors A?U =
F sur Q2. Nous en déduisons que la zone de contact est définie a un ensemble de 1-capacité
nulle pres, en particulier comme la 1-capacité d’un singleton (dans un ouvert du plan) est
nulle il ne peut pas étre chargé par p(F'), ce que nous reverrons plus loin. . .
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3.2.3 L’affaire de la réaction ponctuelle ...

Dans son Mémoire sur l’équilibre et le mouvement des corps élastiques * le mathématicien
et physicien francais Siméon Denis Poisson fut le premier a exposer les solutions d’équilibre
d’une plaque circulaire linéairement élastique, encastrée sur son bord r = R, soumise res-
pectivement a une force Fy uniforme, et a une force concentrée en son centre pgdg. Il obtint
respectivement les expressions suivantes du champ de déplacement vertical

UGr) = s (7 =7,
et
Ur) = %(%(RZ —7r?) — 72 ln(g))

Nous pouvons d’ores et déja souligner que la solution associée a la masse de Dirac n’est
pas de classe C?(f2). Imaginons que nous placions au dessous de cette plaque circulaire un
obstacle plan ) = —1 et que la plaque touche cet obstacle au point central (0,0). Nous
sommes portés a croire que si le champ de forces uniforme Fj est assez intense il apparailt
une réaction localisée en (0,0). Or par le principe de superposition nous déduisons que la
solution correspondante serait alors de la forme

Fo

1 R
Ulr) = 6o

Po 2 2 2
R* —r?)? + —(=(R? =) — r*In(=)).
(R =)+ D (S (R =) = ()
Mais alors sachant d’aprés le théoréme de Schild 3.2.4 que U est de classe C?(2), nous
obtenons une contradiction avec la présence d’une réaction ponctuelle!
Il s’agit en fait d’une situation générale, que nous énoncons ci-dessous comme corollaire du
théoreme 3.2.4.

Proposition 3.2.3 Soit 2 C R? un ouvert conneze borné, 9 € C*“, avec a €]0,1], F €
L*(Q), ¥ € C*(Q), alors la mesure associée a la solution de (3.2) n’a pas de partie atomique.

Preuve : 4 Nous savons que les solutions fondamentales SFa2 de I'opérateur bilaplacien
dans le plan R? sont de la forme

2
§Fubud) = o~ 1) bl 4 bd € R

Introduisons la solution du probleme aux limites linéaire :
A*W =0 dans Q, W(z) = SFa2(z,b,d), 0,W(z) = SFa2(x,b,d) sur OS2,

Nous voyons que W est C? (en fait C*) sauf en 0. Supposons que la plaque fléchisse sous le
chargement F' en touchant I’'obstacle 1) en un point isolé z¥ et que la réaction soit non-nulle,
alors I’équilibre local s’écrit

A?U = F + pyb0

grace au principe de superposition la solution est alors somme de la solution bilatérale en
F qui est H*(Q) plus poW (z) qui n’est pas C? alors que d’apres le théoréme de Schild 3.2.4
que U est de classe C?(€2). Contradiction donc conlusion. ¢

3Mém. Acad. Roy. Sci. Inst. France 8, 357-570, (1829)
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Fia. 3.1 — Graphes des solutions de Poisson

3.2.4 Régularité de U au voisinage de 0f)

Du point de vue mécanique il nous est apparu intéressant d’affaiblir I’hypothese 0Q2 € C*°
ou 9Q € C** pour obtenir la régularité U € C?(Q) N H3(Q). Nous traitons le cas d’une
plaque encastrée grace aux théoremes de Grisvard. Le cas d'une plaque en appui simple sur
une partie de son bord s’en déduit mutatis mutandis.

Puisque U € H?*(), par les théorémes d’injections de Sobolev classiques, il vient que
U € C°%Q), si dimQ < 3. Or comme nous imposons que U > ¢ sur 952, (I's = @), par
continuité il vient que U > 9 sur V., un e-2-voisinage de 0€). Ainsi

ANU=F swrV. etUE€k,.

De plus, grace a la théorie standard des opérateurs elliptiques, ceci implique que U est aussi
« régulier » dans V., que le permettent les données 02, F', 1, plus précisément :

Théoréme 3.2.6 Soient F' € L*(Q), ¢ € C*(Q) et 0V, de classe C**, alors U € H*(Q) N
C%(Q). Si de plus OV, est de classe C*, k>4 et 0 < a < 1, alors U € C**(V,).

Nous pouvons affaiblir les hypotheses sur la régularité du bord du domaine €2 puisque la
plaque ne touche pas l'obstacle sur V., grace aux théoremes de P. Grisvard sur un ouvert
polygonal a coins convexes ([73], p. 326), que nous rappelons ci-dessous.

Théoreéme 3.2.7 Soit ) un domaine a coins convexes tel que OS2 soit de classe O+ par
morceauz, F € L*(Q), v € C*(Q). Alors comme la solution de (3.2) vérifie v < 0 sur Of)
nous avons

U € H3(Q) N CA(Q).

Preuve : ¢ Désignons par 0;,;V. le bord intérieur de V., son bord extérieur étant Of).
Supposons que ;¢ V. lisse, alors que 02 est de classe C*2 . Introduisons une fonction G, €

mcx*®

C?*(0intVe), avec G, > 1) sur 9V, et notons ue,; I'unique solution du probleéme :
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Aupyy = F sur V.
Uewr = G sur Ot Ve (3.23)
anuext = an Ge sur 8intvs

Ce probleme aux limites rentre dans le cadre d’application du Théoreme suivant :

Théoreme 3.2.8 [77]
Soit Q1 un domaine polygonal a coins convezes avec 9Q := [[;c, I'i. Soient I € H*(Q),

G; € H/>*M(Ty) et H; € HP/>*M(T;), avec k > 0. Supposons que U € H?(Q) soit solution de

AU = F sur(
U = G;surly (3.24)
0,U = H,; surl};

Alors U € H***(Q). Il faut de plus ajouter qu’on peut affaiblir cet énoncé en supposant
seulement les T'; € C*E,

Nous savons que ey € C? sur V., pour tout F, € Lz(Q) d’apres le théoreme 3.2.8 et Uy = U
sur Q\ V., avec G, = U.

Soit, a présent, u;,; I'unique solution du probleéme aux limites :

( Ay = F.o+pu(F) sur Q\ V.
Uipe = 0 sur  Of2
0< (Uit —v) L p(F)>0 sur Q\V. (3.25)
Ontting = 0 sur  Of) :
Uit = Ge sur Ot Ve
\ anuint = anGe sur aintve

Nous déduisons du Théoreme 3.2.4, que u;,; € C? sur Q\ V. pour tout F, € L?(Q2). Nous
pouvons choisir £, pour que u;,; = U. Puisque la solution U est unique alors il vient comme
annoncé que U € C*(9) si Q est & coins convexes. ¢

3.3 Formulation forte

Comme toujours dans les problemes a frontieres libres, il est difficile de travailler sur
la formulation forte associée, puisque celle-ci présuppose que 'on connaisse un minimum
d’informations sur une des inconnues du probleme : la frontiere libre, sur laquelle la solution
est sensée vérifier certaines relations.

Théoréme 3.3.1 (équations d’Euler-Lagrange) Soient un domaine du plan § a bord C?,
F e L*(Q), v € C*(Q). Alors la solution U de (3.2) vérifie :

(AU = F  dans Q\Z(F)
U = (0 sur  OZ(F)
DU = Dy sur  OZ(F)
U = 0 su 00 (3:26)
U = 0 sur o
| DU € CQ)
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Preuve 4 Comme U et 1) sont continues sur 2, 'ensemble [U > ¢] = Q\Z(F) est ouvert.
On sait que la mesure p(F') est de masse totale finie et que son support est contenu dans
I(F), ceci assure que A?U = F dans [U > ¢]. Enfin puisque U > ¢ dans Q et U € C(Q)
alors DU = Dt sur 0Z(F). ¢

Commentaires 3.3.1 Puisque la solution U de (5.2), est de classe C? sur €, il est clair
que si la zone de contact est un parfait' non vide et est suffisamment réguliére, alors il y a
raccord des tangentes dans la direction normale n a la frontiere libre

WU(X) = 0,0(X) pour tout X € 0Z(F),
mais ausst le raccord des courbures dans la direction n

OPU(X) = 02¢(X) pour tout X € OL(F).

3.4 Topologie et Géométrie de I’ensemble de coincidence

Nous aimerions comprendre ici, comme nous l'avons fait au Chapitre I, comment appa-
raissent les éventuelles singularités sur la zone de contact entre la plaque et l'obstacle. Il
s’avere que cette question est tres difficile est largement ouverte, alors nous nous bornons a
énoncer quelques propositions et commentaires, qui nous serviront par la suite.

Comme pour le cas du probleme d’obstacle (2.2), aucune régularité ne peut étre espérée
en général sur la frontiere libre 0Z. Avec le méme type d’arguments que ceux présentés au
Chapitre II, on peut montrer que la zone de contact peut-étre égale a n’importe quel compact
de R?! Aussi une hypotheése minimale pour espérer de la régularité sur 9Z est la suivante :

Hypothese de non-dégénérescence :A%)) — F > §, > 0. (3.27)

Remarque 3.4.1 Sous la condition ¢ € C*(Q), ou plus faiblement 1 € H*(Q2), 'ensemble
de coincidence n’a pas de points intérieurs si A% — F < 0. En effet, sinon d’'une part
A2U — A% < 0 sur un ouvert et d’autre part A2U > F > 0 sur €2, ce qui est absurde.

3.4.1 Connexité de N/

Nous présentons une variante d’un théoreme de [30], qui nous permettra dans la suite
d’illustrer le comportement de la zone de contact sous un chargement variable.

Théoréme 3.4.1 Soient Q un domaine borné du plan a bord C**, 1) € C*(Q), et F € L*().
Soit U la solution de (3.2), avec U > 1 sur 0N). Alors sous l’hypothése

A*p — F >0 sur

Uensemble N := {U > 1} est un ouvert connexe.

o

‘e I(F)=TI(F)
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Corollaire 3.4.1 Il en découle que les composantes connexes de Z sont simplement connexes.

Preuve ¢ Le Théoreme ci-dessus est une conséquence directe du Lemme suivant :

Lemme 3.4.1 Soit K une composante connexe de N'. Alors 0K N QY # .

En effet de la continuité de U et puisque U > 9 sur 92, N contient un Q-voisinage du
bord 99 ; grace au Lemme (3.4.1), les bords des composantes connexes de N intersectent le
connexe 0f), d’ou le résultat.

Preuve du Lemme 3.4.1  Suppposons par ’absurde qu’il soit faux. Dans ce cas les points
de OK appartiennent au support de p(F'). Or nous savons, grace au théoreme 3.2.2, que sur
supp(u(F)), AU > A, du coup

AU > At sur 0K.
Comme nous avons également
AAU — Ay) = F — A% <0 sur K,

nous pouvons en déduire, par le théoreme 3.2.4 que U € C%(Q) et par le principe du maxi-
mum, que

AU > Ay sur K.

C’est a dire A(U — ) > 0 sur K et puisque U — ¢ = 0 sur K, par le principe du maximum
il vient U — ¢ < 0 sur K, ce qui est absurde et démontre le Lemme 3.4.1. ¢

3.4.2 Sur la géométrie de la frontiere libre

Rappelons que d’apres le Théoreme 3.2.2, pour tout point X° € 9Z, AU(X?) > Ap(X?).
Le Théoreme suivant affirme que lorsque la courbure de la plaque et de l'obstacle sont
différentes cela interdit « la dégénérescence » des parties d’intérieur vide de la zone de
contact.

Théoréme 3.4.2 [70] Soient Q un domaine borné du plan a bord C*, ¢ € C*(Q), et
F € L*(Q). Soit U la solution de (5.2). Supposons que pour un point X° € 0T de la frontiére
libre on ait :

AU(X?) > Ap(X°) (3.28)

Alors il existe un voisinage V(X°) du point X° tel que OZ(F) N V(X°) soit contenu dans
une courbe de classe C*.

Idée de la Preuve : ¢ Nous résumons la preuve de L. Caffarelli et A. Friedman [30].
Quitte a effectuer un changement de variables, nous pouvons poser F' = (. Choisissons un
ouvert V(X°) =V tel que X° € TNV, AU > Ay sur V.

e On montre que X? ne peut étre approché sur le bord libre que suivant une seule di-
rection &(X°) = £°(i.e une seule direction tangente a 'ordre 2).
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En effet s’il en existe deux &, & alors
RWU—4)=0, (U —1)=0en X°.

OrU—¢ >0et (U—-1)(X°) =0, VU —¢) = 0il vient que 9z,(U — +) = 0 pour tout
vecteur £”. Et donc en particulier A(U — 4)(X°) = 0, ce qui est absurde.

e Posons X° = (0,0) et £2 = l'axe y. Pour tout vecteur « tel que || soit assez petite,
on montre que la ligne y = « intersecte 9Z NV en au plus un point. Ce qui assure que 0Z NV
est un graphe x = ¢(y) avec y €] — |« |a|].

e De la continuité uniforme de U sur tout compact de €2, et de la définition de £°, on
déduit que ¢ est une fonction lipschtzienne.

e Enfin on partitionne | — ||, |a|[ en m intervalles qui contiennent chacun un point de
OZNV, si de tels points existent. Nous pouvons ainsi connecter deux points adjacents X', X2
par un arc de parabole C, tel que les tangentes en X', X? coincident avec £(X1), £(X?),
respectivement. Désignons cette courbe par ¢, : = — ¢,,(y). En appliquant le Théoréme
d’Arzéla-Ascoli a la famille (¢, ), il découle que ¢ peut étre étendue en une fonction ¢ € C*.
Ce qui termine la preuve. ¢

La tranformation de L’hodographe, présentée au Chapitre II, peut étre écrite (modulo cer-
taines restrictions) pour un point de la frontiere libre de (3.2). C’est ce qu’illustre le Théoreme

de régularité ci-dessous, prouvé dans [$2] (Theorem 5.4. page 208-212), a 1’aide de la définition
sulvante.

Définition 3.4.1 Soit T la zone de contact du probléeme (3.2).Un point X, € T est C*-

régulier, si la frontiére libre est localement le graphe d’une fonction x de classe C*, avec
E>1:

0L NB(X,,r) ={X = (x1,22) € Q [/ x93 = x(x1)}.

Un point est dit singulier sl n’est pas régulier.

Théoreme 3.4.3 Soit 2 est domaine borné du plan avec 02 de classe C*, p € C>®(QQ) et
Y < 0=G surdQ. Soit U une solution du probléme (3.2) avec F € C*° dans un voisinage
B(X°, r), dun point régulier (au sens de la définition 3.4.1) X° de la frontiére libre, avec
U e CYB(X,,r)). Supposons également que

PU

DU =0, D*U =0 sur 0Z(F) NB(X,,7), et %(XO) >0

alors dans le voisinage B(X°, r) la frontiere libre est de classe C°.

Remarque 3.4.2 Avec ce théoreme il apparait que, en dehors des points singuliers, plus

régulieres sont les données plus réguliere est la frontiere libre bordant les parties d’intérieur
. , . ) < 3 . ,

non-vide de Z(F'). Précisons que I'hypothese ng(X °) > 0 traduit le décollement franc de la
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plaque au voisinage du point X°. Elle peut-étre assurée des que nous supposons I’hypothese
de non-dégénéréscence

A% — F>08,>0, O —F>6 >0sur B(Xr).
Nous montrerons ce dernier point plus loin (c.f. Théoreme 3.6.4).
Enfin L. Caffarelli et A. Friedman ont établi dans [30], que si I'hypothese (3.27) est violée

en un point de la frontiere libre bordant une partie d’intérieur non-vide de Z(F') celui-ci est
singulier.

Théoréme 3.4.4 Soient Q un domaine borné du plan & bord C>*, ) € C*(Q), et U une
solution du probleme (5.4) Soit X° € 0L, avec Ap(X°) < 0. Supposons que A(U —p) =0
sur 0Z N V(X°?), ou V(X°) est un voisinage du point X°. Soit N° une composante connezxe

de N := {U > @@} et soit C, et Cy deux courbes de ON° qui se coupent en X°, faisant un
angle 0° en X°. Alors 0° > 7.

Remarque 3.4.3 L’absence de principe du maximum ne nous a pas permis d’étudier plus
avant la géométrie de la frontiere libre de (3.2). Cependant les observations ci-dessous nous
ont conduit a formuler dans [104] la conjecture suivante :

Dans probléme de l'obstacle pour une plaque linéaire encastrée en flexion (5.2), la frontiere
libre bordant une partie d’intérieur non-vide de Z(F') est localement de mesure de Haussdorff
finie si la condition de non-dégénérescence : A*p — F > 5y > 0 sur Z(F), pour ¢, F et
suffisamment réguliers.

D’autre part, nous savons que I’hypothese AU > At en les points de la frontiere bordant
les parties d’intérieur vide, assure bien que la frontiere libre est « localement non-fractale ».
Des discussions avec R. Monneau s’est dégagé que extension de la notion de blow-up (vue
au Chapitre I) au probleme (3.27) n’est pas immédiate, mais est nécessaire pour pouvoir
établir une formule de monotonie dans ’esprit de celles données par G. Weiss. La condition
de décollement franc semble jouer un role capital dans la possibilité de pouvoir établir un
critere d’extreme finesse comme celui donné au Théoreme (2.5.7).

3.5 Stabilité au sens d’Adams pour le bilaplacien

D. Adams [3], s’est intéréssé a la stabilité par perturbations pour les problemes d’obstacle
avec des opérateurs polyharmoniques (A™) posés dans un domaine borné de ’espace Eucli-
dien en dimension finie. Nous exposons ici un théoreme de stabilité topologique pour (3.4)
relativement a une suite d’obstacles (¢,,),. Bien que ce résultat soit en un certain sens op-
timal, il est obtenu sous des hypotheses peu maniables et dont le sens mécanique et peu
clair. Nous proposons une nouvelle version de ce théoreme de stabilité pour (3.2) mais en
faisant des hypotheses relativement aux forces, qui sont plus satisfaisantes d’un point de vue
mécanique.

Nous imposons toujours & 'obstacle ¢ € C%(Q) et Yaa < 0, et nous notons dans la suite

U (1), ou plus simplement U quand il n’y a pas de confusion a craindre, la solution pour tout
¢ du probléme (3.4). Par la définition de la réaction fi := AU nous déduisons I'inégalité
suivante, qui est a la base de ce qui va étre établi dans ce paragraphe :
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/ AU — T, < / (6 — )i — fin) (3.29)
Q Q

ol nous notons U, := U(1,,) la solution associée & 1,.

I1 vient de (3.29) que U, — U fortement dans H?2 quand 1,, — 1 uniformément pourvu

que l'on controle [, (2) et (€2). Le but poursuivit par D. Adams fut de trouver quelles
notions de convergence sur les obstacles garantissent les convergences les plus fortes sur
les solutions. Il est présenté dans [1] des résultats plus fins, selon une approche bien plus
technique et completement différente basée sur la notion d’intégrale de Choquet au sens
de la capacité Cap,. Ils concluent qu'un critere de stabilité ne dépend pas tant du mode
de convergence en norme ||.|lwerq), que de la nature de I'ensemble de coincidence, ce qui
apparait dans les conditions de convergence données dans [1] sous la forme d’une condition
de contact a l'ordre deux (raccord des courbures) entre la solution limite et la limite des
obstacles (Théoreme 2, page 7). Ces observations nous ont incité a étudier plus avant la
stabilité de la zone de contact, comme nous le verrons plus loin.

3.5.1 Stabilité H}  pour (3.4)

Nous renvoyons le lecteur a [3], pour la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 3.5.1 Soient Q un domaine borné de classe C?, et soient (), € C*(Q) une
suite d’obstacles telle que 1, < 0 sur O, ||[Vn||L~ et || A, ||L~ soient uniformément bornés.

~ A~ 2 ~
Soient U, la solution de (3.]) associée a 1,. Supposons que U, 0 et que

x — By(x) = sup{|| D*U,(2)||} € LL.(9), (3.30)
alors
2 H?oc >
U, —=U.

L’hypothese d’intégrabilité uniforme (3.30) étant mécaniquement peu parlante, ceci qui nous
a poussé a chercher une forme plus élégante quoique moins générale.

3.5.2 Continuité au sens de la norme H*

Notre lecture des résultats d’Adams nous a incité a prouver le théoreme de stabilité suivant,
qui affirme la H3-continuité de la solution de (3.2) par rapport au chargement.
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Théoréme 3.5.2 Soient Q0 un domaine borné de R? & coins convezes tel que O soit de
classe C** par morceauz, 1 € C*(Q). Soient U, la solution de (3.2) associée a F,, € L*().
Supposons que la suite (F,), converge vers F en dans L*(Q), alors

U, — U dans H*(9),

et donc
p(F,) — p(F) dans H(€),

ou U (respectivement U,,) est la solution de (3.2) associée a F (respectivement F,).

Preuve 4Comme a la Remarque (3.2.1) introduisons la solution bilatérale associée a (3.2)
et F (resp. F,), notée U’ := A~%(F) (resp. U’ = A7%(F,)). Procédons au changement
d’inconnue :

U=U"+U, U,:=U+0,.

Le théoreme de Lions-Stampacchia fournit U € ky,_y» := {V € H}(Q) / V > ¢ — U’} unique
tel que :

YV € ky_ip, / AUAV = U)d2 > 0, (3.31)
Q

Puisque U, > Y — U’ et U > Y — U’ sur €, nous avons

/ A~ T,)2d5 < / (U2 — U*)d(i — ).
Q Q

Il vient que

10 — Uy ||z — 0, (3.32)

pourvu que la masse totale de la mesure i, soit bornée indépendamment de n. Pour voir
cela, considérons Ky C 2 tel que 1 — U? < 0 sur Q\ Ky, ainsi supp(fi,,) C K. De plus pour
tout compact K C €, il existe alors ¢ une fonction plateau® de K permettant d’écrire

in(K) < / ot < 116l ]| T 2.

/Q AT, [ = /Q (= U2)dQ < ||[ = UJ*|| i (supp ([ = U])).

En faisant le choix K = Ky puis K = supp([¢) — Ug]*), il existe ¢g et ¢; qui permettent
d’obtenir la majoration voulue :

() < / bdjin < |0l z2lléll 2| [0 — U2 o

Grace a l'inégalité (3.21) établi a la fin de la preuve de la Proposition (3.2.2) nous déduisons :

10llis < 02 e + /1AW = U2) 1 ().

Sp € C°(Q) avec ¢ = 1 sur K
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Comme F, converge vers F alors U’ est bornée indépendamment de n en norme H?, nous
savons en plus que la masse totale de la mesure ji,, est bornée indépendamment de n (ceci
remplace donc 'hypothese (3.30) du Théoreme d’Adams.). Il s’en suit que 'on peut extraire
une sous-suite de U, convergeant faiblement dans H?. Or grace a (3.32) cette limite faible
n’est autre que U. Sachant qu’une suite a valeur dans un espace métrique compact ayant une
seule valeur d’adhérence est convergente, en vertu du théoreme de métrisabilité des boules
d’espaces de Banach séparables® c’est toute la suite U, qui converge vers U, toujours grace
a (3.32). A partir de maintenant la preuve suit quasiment, a quelques détails et points tech-
niques pres, celle donnée dans [3].)

Ayant montré la convergence faible dans H?, montrons la convergence forte. Pour ce faire
nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.5.1 Avec les hypothéses et notations du Théoréme 5.5.2, si U, — U dans H?(Q),
alors A(U,, —U) — 0 Cap;-gp sur €.

La preuve de ce lemme se déduit a partir de la formule suivante :

Lemme 3.5.2 Avec les hypothéses et notations du Théoréme 3.5.2, pour u, v € C?*(Q),
fixés B(Xo,t) C Q, il existe une constante A > 0 indépendante de u, v, t telle que

IVu(Xo) — Vou(Xo)| < A/ VOu(X) = Vow(X)|
B(Xo,t) | Xo — X|
| D%v(X)|
+4 / X 3.33
B(Xo,t) | X0 — X| (3.33)
| D*u(X)]
—l—A/ = N AxX
B(Xo.t) | X0 — X|

La preuve de cette formule est donnée dans [3] Lemma 1, pages 5-6.
Posons u = U et v := Un, nous voulons montrer que

[DAU(X)| / | D20, (X)|
———dX, et 2o ax 280 Cap,-qp sur 2
/Xot) ‘XO_X‘ Xot ’XO X‘ !

et que

IVO,U(X) = VOUn(X)| o notoo
dX — 0 Cap;-qp sur 2.
/(Xo,t) | Xo — X| :

Il suffit pour cela d’appliquer le lemme suivant, dont la preuve est donnée dans [3] Lemma
2, pages 6-8.

Lemme 3.5.3 Soit B C Q bornée, et (s,), suite de L*(B) telle que

1. s, Lﬁ) 0

2. ds€ L*B) / |sn| < s sur B, Vn.

SThéoréme [25] Dans tout espace de Banach séparable la boule unité est métrisable pour la topologie faible.
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Alors

/ 5n(Y) 15(x)dy, Cap,-qp tout x € R%
r |7 — Y

Ceci acheve la preuve du Lemme 3.5.1.

Pour finir la démonstration de la convergence forte, fixons ¢ € C§°(K) ou K C €, nous
pouvons écrire que

[ 19A@, - 0P do =~ [ A, - 0)6? diin — )
Q Q
Grace a I'inégalité de Young, nous avons 'existence de A > 0 tel que :
[ 9@ - 0)Pe a0 < 4 [ 1A - O)F g+ + 4 [ |AT, - 0)F o
Q K K

Remarquons que grace a la proposition (3.2.2) assurant que la mesure y < Cap,, nous
déduisons R )
AU, -U) — 0 f[-pp sur €.

Arguons de la version L? du théoreme d’Egorov au sens des capacités’pour assurer qu’il existe
un ensemble K’ C K tel que A(U,, — U) — 0 uniformément sur K \ K’', avec i(K’) < e,
donc

o 1O = O = ) < ) ()

ce dernier terme est controlé par les bornes sur f1(2) et fi,,(€2) qui sont finies et indépendantes
de n. De plus

[ 18@, = ) i = ) < (180 a0 + 18000 )- (A7) + fnl 7).

ol nous savons que les normes des laplaciens sont finies et la conclusion voulue est acquise
des lors que

~ ! ~ !/

fin(K") — A(K"),

ce qui est assuré par la convergence faible dans H? de U, vers U , puisque pour tout ¢ € C§°(£2)

/Q ddfin = — /Q VoVAU, — — /Q VoVAU = /Q pdji.

Finalement ||(U,, — U)||H3(Q) — 0, et donc [[(Up, — U)||ms) — 0, CQFD. ¢

7

Théoréme 3.5.3 (D. EGOROV - 1911) Soit E un espace mesuré muni d’une mesure finie p. Soit (fn)n une suite
de fonctions mesurables de EE dans R convergeant pu-p.p. vers f mesurable sur E. Alors, pour tout € > 0, il existe un
ensemble K' C E, u(K') < € et tel que f. converge uniformément vers f sur E\ K'.

Sa généralisation aux espaces LP a était faite par D. R. ApaMs & L. I. HEDBERG [2] page 26 :

Théoréme 3.5.4 Soit E un espace mesuré muni d’une mesure finie p. Soit (fn)n une suite de Cauchy de fonctions
L*(E, u) convergeant vers f. Alors, pour tout € > 0, il ewiste un ensemble K' C E, Cap,(K') < ¢ et tel que fn
converge uniformément vers f sur E\ K'.
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3.6 Théoreme de stabilité « a la Schaeffer » pour le bilaplacien

Nous nous proposons de donner un théoreme de stabilité analogue a celui énoncé et
démontré dans [117] par D. Schaeffer, pour le cas des membranes linéaires. Pour ce faire
nous nous restreignons au cas ou les données (0€2, ¥ et F) sont toutes lisses. Nous donnons
ci-dessous une preuve basée sur la version du Théoreme des fonctions implicites 2.7.2 en
adaptant la stratégie de celle du Théoreme 2.7.1 de D. Schaeffer, nécessitant des estima-
tions de Schauder assez fines. Afin simplifier la présentation, nous commencons par nous
limiter a ¢» = 0. Ce paragraphe reprend et détaille I’essentiel de [104] publié dans Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées en collaboration avec A. Léger. Les résultats de ce
chapitre ont donné lieu a une Note [103].

3.6.1 Théoreme de stabilité : une premiere version

Théoréme 3.6.1 Soient Q un C°°-domaine borné de R?, ¢ = 0 et G = 1. Considérons le
probleme

Trouver U e k = {V € H*(Q) / Vigo =1, V > 0 sur Q} réalisant le minimum

inf / LAvE - Fvao
02

Vek
_ (3.34)

et supposons que pour F° € C*(€), les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(1) —F°>dp>0surZ°

(1) Z°:=Z(F°) soit une union finie de surfaces lisses a bord, (i.e C*). (3.35)

Alors pour F' suffisamment proche de F° dans C*(Q), Z(F) est diffSomorphe & Z(F*).

Remarque 3.6.1 D’apres le théoreme 3.4.1, sous les hypotheses précédentes, nous savons
que les composantes connexes (qui sont en nombre fini) de Z(F*°) sont simplement connexes.
L’hypothese (i) impose une réaction non-nulle sur toute la zone de contact (contact franc), et

donc pour F' suffisamment proche de F° dans C*(Q2), F' > 6y > 0 sur Z(F). Alors, puisque
(U,Z(F)) sont suffisamment régulieres la formulation forte de (3.34) s’écrit :

(AU = F dans Q\Z(F),
AU > F dans Q,
U > 0 dans Q,
U =1 sur 011,
\ oU = 0 sur 011, (3.36)
U =0 sur I(F)
U = 0 sur  OZ(F),
L °U = 0 sur  OZ(F).

Démonstration du Théoréme 3.6.1
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Allure du domaine extérieur Q%

3.6.1.1 Traduction en équation fonctionnelle

e Soit (U°,Z°) une solution de (3.36), pour F° donnée, satisfaisant les hypotheses (3.35).
Pour simplifier nous écrirons I'° := 9Z°.

e Soit u € C*(I'°) une fonction & valeurs réelles, et soit 'application

TU:T° — RY  TYX):=X +u(X)n°(X),
ot n°(X) est la normale unitaire extérieure a I'°, X ’abscisse curviligne sur I"°.
e Soit I'*, I'image de I'° par Y%, Z" la région bordée par I'* et Q" := Q \ Z".

 Soit & := {(u, F) € C*(I°) x (@) / I|ulluoqey <1 & |F = F*llcon < ).
pour 0 < av < 1.

La fonction u apparait comme une perturbation de la frontiere libre 9Z°. C’est ce qu’affirme
le lemme suivant.

Lemme 3.6.1 Sin > 0 est suffisamment petit, si u € C*(I'°), avec ||ullx <1, alors T* est
un Ck-difféomorphisme de T° sur T'.

Preuve: ¢ En effet, T* est injectif de matrice Jacobienne inversible si ||ul|, est assez petite
(perturbation de I'indentité¢), donc c’est un C*-difféomorphisme de I'° sur son image.4

e A présent introduisons I'application® T :

T[u, F] := 9%,U" o T*,  pour tout (u, F) € 0. (3.37)

Ou U*" est solution du probleme aux limites elliptiques :

8 92 est défini & la Remarque 2.7.1 en bas de page.
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A2U* = F sur Qv
U = 1 sur 02
U = 0 sur 09 (3.38)
v* = 0 sur I™
OpoU* = 0 sur I™

Lemme 3.6.2 Pour (u,F) € O, la fonction T[u, F| appartient a C*(T°).

Preuve : ¢ Par composition T* € C**(I'°,T%) si u € C**(I'°). Donc le bord de Q% est
au moins de classe C* puisque Q° est supposé lisse. Alors de [(] se déduit 'estimation
suivante :

OZU™ € C2(T™, Q).

En effet grace au Théoréme 7.3. page 668 de [0] la solution de (3.38) appartient & C*+4e(Qu)
si e Che(Qv). ¢

Commentaires 3.6.1 La preuve du Lemme 3.6.2 justifie la définition de &'.
L’utilité de I'introduction de cette fonctionnelle réside dans 1’équivalence ci-dessous :

(T[u, F] = 0) = <320U” =0 sur F“)
Elle représente la donnée surabondante de Neumann sur I'* rapportée a la normale n°.

e La proposition ci-dessous justifie que nous considérions U* comme la solution de (3.34)
associée a F'. Il s’agit d'une conséquence immédiate du Lemme 3.1.1 pourvu que U* > 0 sur
Q\Z(F"), ce que montrera la Proposition 3.6.6.

Proposition 3.6.1 Si U" solution de (3.38) vérifie U" > 0 sur Q\ Z(F), alors la fonction
U égale a U" sur Q \ Z(F) et identiquement nulle sur Z(F') est égale a la solution du
probléme (3.54).

3.6.1.2 Meétrique, courbure et différentielles sur la frontiere libre

Comme nous ’avons fait dans la présentation de la preuve du Théoreme 2.7.1 de Schaeffer,
nous allons utiliser g* la métrique scalaire (riemannienne) sur I'*, induite par 1’application
T* : 9I° — R2?, i.e la métrique qui, par rapport & un systéme de coordonnées sur 9Z°,
d’abscisse curviligne noté X, a pour expression :

g =3 {aX(TU)l]Q — 1 (W (X))

1=1,2

La fonction A* donnée a la Définition 2.7.1 est le carré de la courbure (normale) donc inverse
du carré du rayon de courbure :
2 (u/( X )2

=1+ (g“)fl [8Xu} =1+ W = (COS(BU))72.
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Avec % := <(n°,n") 'angle que fait la normale n°® de 9Z°, avec n" celle de 9Z".

e Nous cherchons a définir un opérateur linéaire L, » comme approximation a erreur qua-
dratique de 0,T et égal a 9, T[u, F| sous la condition (3.39).

Soit U* solution de (3.38). Supposons que l'on ait :
Tlu, F] =0, i.e 9. U" = 0 sur T'". (3.39)
Définissons un voisinage tubulaire de I'* par
%] —to, +to] 2 (X, 1) — X + [u(X) + t]n°. (3.40)

Clairement pour ¢t = 0, il s’agit du paramétrage de I'*.
Donnons un développement de Taylor de U* en la variable ¢ > 0, en un point X fixé de I'°.
En tenant compte de (3.39) et (3.38), il vient :

=0
=0 =0 P ——

—_— — t2 ) t?’ 5 5
UM(X, ) = UMX,0) 4 10,U"(X,0) + S 05.U"(X,0) + £05U"(X,0) +o(t)) (341)

Pour calculer la dérivée de T[u, F'] par rapport a u, nous considérons le probleme aux limites
(3.38) ayant pour données (u + ev, F), avec v € C*(I'®), et cherchons une solution de la
forme U"T¢? = U + £V. Ainsi nous déduisons que V résout le probléme aux limites :

A’V = 0 sur Qufev
Ut +eV = 0 sur [ure
O (U*4+eV) = 0 sur Iutev (3.42)
V. = 0 sur o0
0,V = 0 sur o0
Nous avons alors :
AU = F osur QuteY
geter = 0 sur e
DU = 0 sur Turer (3.43)
verer = 1 sur 0N
0,U%e" = (0 sur 0N}

La courbe T*¢¥ appartient au voisinage tubulaire de I'* défini par (3.40), pour € assez petit.
En choisissant ¢ = ev il vient, par le développement (3.41), que

U&‘u#—av = O<€3>

Effectuons le calcul de la dérivée partielle directionnelle suivant v :

d
OuT([u, Fl;v) = d—gT[u + ev, Flje=o.

Pour cela considérons une variation de u en u + ev. Puisque U**=" vérifie (3.43), et

T+ ev, F] = 02U sur " .
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Posons

W= 0. (U™ e_g = (0,U")0

AW = 0 sur QU
W = 0 sur 0N
oW = 0 sur 99
W +v0,0U* = 0 sur I™
Opo W + 1)820 Uv* = 0 sur I
En utilisant 9,0U" = 0 sur I'* nous déduisons :
AW = 0 sur Q¢
W = 0 sur 9f)
O,W = 0 surdf) (3.44)
W = 0 surl™
O oW + v@io u* = 0 surl™

En conclusion la dérivée directionnelle suivant v :
0 T([u, Fl;v) = 920W + v02,U" évalue sur T,
Donc sous la condition (3.39) : W =0 et

Tlu + ev, F] °~ 02 U(.,0)putes “~ 61}83 Uu“(.,0). (3.45)

Ainsi nous avons montré que 9,T sous la condition (3.39) est un opérateur multiplicatif,
multipliant par 02.U“(., 0)jpu.

e La proposition suivante est le prochain pas de notre preuve et requiert quelques outils de
géométrie différentielle.

Proposition 3.6.2 Soit U" la solution de (3.38). Alors

=/ (7)o U" 0 X", sur I'.

0L.U" = cos*(BY)F, sur I pourvu que U" = 0,0U" = 92.U" = 0 sur I'".

Preuve de la Proposition 3.6.2 : 4 Nous allons opérer en quatre points. Plagcons nous
dans le voisinage tubulaire de I'*, noté TU B*(I'*), décrit par

TUB (") == {v"(x1) + x2n" / (x1, x2) € T“x] — &, +el}-

Les coordonnées locales dans TU B(I'*) sont désignées par (x1, x2), (voir figure 2.3.2). Soit
P € TUB*(I'"), P(x1,Xx2) := 7(x1) + x2n“(x1), v* étant tangent a I'*, et n* étant la
normale unitaire a la courbe I'*. Ainsi, en notant - la dérivée par rapport a x; il vient :

u

Oy, P(x1, x2) = 7" + x2n" et 0y, P(x1, x2) = n",
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d’ol nous tirons des coordonnées euclidiennes pour la métrique Riemanienne induite par g,
et qui sera notée (.|.)g :

8X P
7 = ! Zo = O0,. P.
T o, Pt T e

Autrement dit dans cette base

Vhe 0
[g](fl,f2) = [ 0 11"

Ainsi dans le voisinage tubulaire TU B*(I'*) nous avons

GradU = (Vhud,,U",8,,U").

Point 1 : (U* =0, 0,.U" =0, 02U" = 0surI'") < (U* =0, dU" =0, &*U" =
0 sur F“)

» D’abord nous remarquons que U* € C*®(Qv). Dans le systeme de coordonnées locales
(X1, X2) si x2 = 0, nous avons un parametrage de I'*. Or sur I'*, U" = 0, ce qui est équivalent
a U"(v*(x1),0) = 0,Vxy, donc 0,,U" = 0,,U" = 0, sur I'*. Nous avons :

()

A\

92U = D (ano U) = Oy ((GradU“|n°>g) @) (Vo GradU[n°) g+ (GradU* |V e )g

La formule de Levi-Civita® justifie I'égalité (#); puisque GradU" = (0,0) sur I'“, le terme
() est nul sur I'*. Donc :

P.U" = Vhed,, (V") U sin(BY) cos(B) + (\/ﬁ)QﬁilU“ sin(8") cos(8*)

+Vhudy, (VR)?0,, U sin(B") cos(B*) + 92,U" cos*(8"),

qui est nul sous la condition d*U* = 0 sur I'*, sachant que GradU" = (0, 0) sur I'.

Point 2 : La dérivée tangentielle troisieme de U" est nulle, sur I'* i.e. 6;3( U =0, sur I'.
A : 3 u _ 93 U __ U
Pour les méme raisons, 97 ,, ., U" =0y, ,U*=0,sur I'

» Puisque 97 U“(v*(x1),0) = 02, ,,U“(v*(x1),0) = 92,U"(7"(x1),0) = 0, ¥x1 € I'*. Clest
a dire que toutes ces dérivées sont des fonctions indentiquement nulles sur I'*, elles sont de

dérivée nulle par rapport ys.

En conclusion, la seule dérivée partielle qui soit éventuellement non nulle sur I'* est 8;922 U,
ce qui est cohérent avec (3.45).

9Voir ’Annexe D.
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Point 3 : Le bilaplacien de U", devient dans ce systeme de coordonnées AéU =t U" =
F, sur I'.

» Nous renvoyons & I’Annexe D pour la définition de 'opérateur de Laplace-Beltrami'’
relatif a la métrique g, noté Ag. Nous savons que

AgU" = Div(GradU") = Tr(VGradU"),
et dans la base orthonormale (7, ¥s),
AGU" = (1|V e, GradU")g + (2] Vi, GradU"),

donc

1 1

Lul|2 )2<1Uu): L4 ;4(1
[oAdlF [&dF

1
U+ 03,U") = Ag( ¢

FRA

Or sur %, A?2U% = F, ce qui démontre le point 3.

Ag(AgUU) = Ag(

Point 4 : A présent nous pouvons établir la formule annocée :
02 U" = cos*(B*)0L. U™ sur T“.
» Par la formule de Levi-Civita
2. U" = (Grad(GradU"|n)g|n°)g

Ecrivons :

1
sin(8)0y,, et GradU" = (05, U™)Oxy + (05, U™)Oy,

n® = cos(B“)0,, + = o
X118

1
10x1 Il
Alors

1
Ve GradU" = cos(8*)V,, GradU" + [EA sin(8)V,, GradU".
X118

En développant (V,,.GradU"|n°)g sur I'*, on obtient : 92, U" = cos?(8*)02.U". En effet sur
™ les termes 89262 U" et 8§2X .U sont nuls, et 'angle entre la normale a I'* et 'axe des xo est
cos(B"). On conclut alors grace au point 2 en réitérant par la formule de Levi-Civita le méme
procédé sur I'* :

(Gradd?.U"|n®)g = 2. U™
Gradd2.U" = (\/ﬁail(ﬁ)amm sin(8") cos(8")
+Vhed,, (\/ﬁ)zﬁfaU“ sin(8") cos(8*)
+(\/ﬁ)38)3<1U“ sin(B") cos(B")
+0y,0%,U" cos*(B") , 03U COSz(Bu)>,

c’est & dire en tenant compte de dU* = 0 et d?U% = 0 sur I'* :

OU" = cos?’(B“)(?i2 U".

Puis (Ve Gradd2.U%n°)g = 0% U™ = cos*(B*)F, sur 9Z". ¢

Ocet opérateur est : AgV(X) = — \/delt@ D Ox,V (y/det(g)g”0x,V) si V € C*(Q,R).

120



Commentaires 3.6.2 Notons qu’au passage est apparu —— = cos?(8“), que nous avons

1713
noté h* pour simplifier.

3.6.1.3 Les conditions de Nash-Moser

Supposons a présent que nous soyons capable de trouver pour F' € C*°(€)) une fonction
u telle que : T[u, F] = 0. Alors nous voulons résoudre 1'équation fonctionnelle T[u, F'| = 0,
par le Théoreme des fonctions implicites de D. Schaeffer 2.7.2) en nous assurant que ses
hypotheses sont satisfaites ici. Ainsi nous aurons trouvé la zone de contact Z" de U* associée
a F', comme la pertubation (par u) de la zone de contact Z° de U° associée a F°.
Rappelons que si M désigne une variété avec ou sans bord :

C®(M) = () C™(M).

K>A

Donc si par le Théoréme des fonctions implicites de D. Schaeffer 2.7.2 nous résolvons T[u, F| =
0 pour tout k > A (X réel positif suffisamment grand), alors nous la résolvons dans C*°.

Les 5 Assertions : Nous commencons par énoncer les hypotheses du Théoreme des fonc-
tions implicites 2.7.2 dans le cadre que I'on vient de poser. Rien ne change par rapport au cas
de la membrane, vu au Théoreme 2.7.1, si ce n’est 'ordre de 'opérateur et donc les espaces
fonctionnels. Ensuite nous montrerons qu’elles sont bien vérifiées.
Introduisons les indices ¢ =4 +a, 0 <a <1,et ¢t >c.
(A.1) T: 0 — C<2(I'°), opérateur non linéaire d’ordre 2 tel que T[0, F°] =0
(A2) [T, FI L < co (Il (w, F) [li42+1)

(A3) | Tlu, A = Tlu, By [z < en || Fr = F

(A.4) I L, p € LX(C(T°),C73(T°)) /

I Tl +w, F] = T[u, F] = Ly pw [l < e (| Tlu, F] ¢ wlls + [[w]2)

(A.5) 3L, € LX(CT2(T°),C(T°)) /
(Lupolup)w=w et || Lypw |, < 5 ([wllsz + [lwloll (u, F) [li+2)
Bien entendu, les constantes ¢; dépendent de ¢ et ¢ mais non de u, F, w.

(II-lls+a)k>0 représente une échelle de normes hélderiennes de plus en régulieres, avec 0 <
a<l,keN.
Par ailleurs, on a posé :

[ Cs B, = [+ ],
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Traduction des assertions : (A.1) implique qu’on ne puisse pas applique le théoreme
des fonctions implicites classique a T.

(A.2) Tapplication T est C° — douce.

(A.3) T continu par rapport a la seconde variable.

(A.4) T est differentiable par rapport a sa premiere variable si T[u, F| = 0. L’opérateur
linéaire L, p est une approximation a erreur quadratique de 0,T|[u, F].

(A.5) L, est inversible a droite, d’inverse ¢, p.

Remarque 3.6.2 Sous la condition de raccord des courbures normales T[u, F| = 0%,U" o
T =0 sur T'%, nous avons 9,T([u, F|;v) = vd3,U" sur T, nous montrerons que I’ opemteur
de multiplication par L, p est une approrimation a erreur quadratique de 0,T avec :

Lyp = 02U" o T" sur I,

Nous posons alors

1
lyp = sur I'.
u, F'

Pour justifie la validité de cette définition il faut s’assurer que L, p est bien strictement positif
sur T'*. Pour cela effectuons dans un voisinage tubulaire de I'° (t > 0) le développement de
Taylor suivant de la solution nominale U° associée a F*° telle qu’elle est définie dans [’énoncé
du Théoreme 3.6.1 :

=0 =0

— —_—~
0<U°(X,t) = T°(X,0) + 10,-U°(X,0) +

=0
——
2

t 3
5820 U°(X,0) + Ea;”;c, U°(X,0)

+ 84 U°(X,0) + o(th).

417m°

Alors si 93,U° < 0 en un point de T° Iinégalité du contact est violée. Si nous supposons
93, U° = 0 en un point de I'°, comme 92.U° = F° sur I'°, avec —F° > 0y > 0 sur Z° alors
linégalité du contact est encore violée. Donc 92.U° > 0 sur I'° puisque T° est compacte,
et par continuité de L, p par rapport & u et F, on conclut que Ly, p := 03.U" sur T reste
strictement positif pour autant que (u, F') soit suffisamment proche de (0, F°).

3.6.1.4 Inégalités Utiles

En vue de démontrer les assertions (A1)-(A5) ci-dessus, nous commengons par exhiber un
certain nombre « d’estimations douces de type Schauder », voir [3] & [64].

Hyoir Annexe A
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Proposition 3.6.3 (ESTIMATION DU PRODUIT) V7 € RT \ N, et Vo,w € C7(Q) :
Jvwlls < constante([[o]ollewl + [v]-llwlo) (3.46)
(ESTIMATION DE LA COMPOSITION)
lwoll, < constante(llwll-llollo + vl llo + l[o]o) (3.47)
(ESTIMATION DE LA COMPOSITION PAR UNE APPLICATION LISSE)

VF € C®(Q), ||F ov|, < constante(HvHT + 1> (3.48)

La proposition suivante donne une estimation douce pour la composition avec T, voir [117].

Proposition 3.6.4 Soit F € C™(Q)), alors 3Cy > 0 telle que :

IF o T < CL(IF e+ IF Ihllulls) (3.49)

Enfin nous rappelons qu’il est établi dans [118] (grace aux estimations douces de produit et
de composition) :

Proposition 3.6.5 Soit k" la fonction définie par (2.42), alors il existe une constante C > 0
telle que :
17l < O+ Jlullri)- (3.50)

Le théoreme suivant fournit un raffinement des estimations de Schauder classiques pour un
probléme aux limites elliptique d’ordre 4, ceci dans 'esprit de [118].

Théoreme 3.6.2 Soit U" la solution du probleme aux limites :

AU = F  sur Q-
U = ¢ sur 0Q" (3.51)
o, U" = ¢y sur 0O

alors si v > 4, il existe Cy > 0 tel que :

1Tl < Co<|!F||L—4 +llealle + llpalle + el (1E o+ llenllara + H902||a+4)> (3.52)
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Démonstration du Théoréme 3.6.2 : 4 Commencons par rappeler 'estimation suivante
de Agmon-Douglis-Niremberg [6] (Theorem 7.3. et Remark 2 pages 668-669) :

Théoreme 3.6.3 Soit A un opérateur elliptique d’ordre 4 sur un domaine fixé Q2° a bord
lisse

A(X,0)=) a(X)d"

li]<4

Considérons le probleme auz limites suivant

AX,0)V = F sur Q°.
Vi o= 1 sur 09Q°. (3.53)
0,V = @y sur 0f°.

Supposons qu’il existe M > 0 tel que A vérifie :

(i) allmas.—s := maxjy<s [’ < M,

' (3.54)
(i) infxinfle=y 0,y lai(X)E] > 7.
Alors il existe C' > 0 indépendante de V telle que :
IVl < C(IF s+ lleall + el + 1V o) (3.55)

Puisque le domaine Q° est borné, le terme ||V ||o de (5.53) peut étre omis, et la constante
C' > 0, bien que dépendante de la forme de ’équation (5.53), ne dépend pas de V.

Remarque 3.6.3 La preuve de l'omission du terme ||[V|o de (3.55) est justifiée comme
suit dans [0]. Si la solution de (3.55) est unique (ce qui sera notre cas d’application) alors :

IVllo < C(IF s+ sl + all ) (3.56)

En effet supposons par I’absurde que (3.56) ne soit pas vrai, alors il existerait une suite de
fonctions V;, € C*(92°) de norme ||V, |jo = 1 telles que le second terme de (3.56) tende vers
0 pour le V,, correspondant quand n — +oo. Or de (3.55) nous voyons que la norme ||.||,
est uniformément bornée. Il en vient I'existence d’une sous-suite qui converge pour la norme
||.]|, vers la solution V' du probleme aux limites a données nulles, qui est donc par unicité
V =0, ce qui contredit le fait que ||V|o = 1!

Ce raisonnement s’applique, pour la norme |.||,, aux deux lemmes suivants qui raffinent
I'estimation (3.55).
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Lemme 3.6.3 Soit A ['opérateur bilaplacien-Beltrami Aéu, dont les coefficients sont notés
(at);. Avec les notations des théorémes 5.6.2 et 3.0.3, posons ¢ > 4 non-entier, alors pour
M’ > 0, il existe une constante C" > 0 telle que si (i) du Théoréme 5.6.3 est remplacée par :

(@) lalmaa < M,

alors la solution de (3.53) satisfait l’estimation, pour ¢ = —, :

VI, < C’(IIFHL—4 + el + llgzlle + 1V [la + lalli_aC(1Flla + 91 llata + l[o2llara + IIVHa))
(3.57)

Puisque le domaine Q° est borné le terme |V ||, peut étre omis.

Preuve du Lemme 3.6.3 : ¢ Elle sera donnée en annexe E. Remarquons que les coef-
ficients (a}'); de Popérateur bilaplacien-Beltrami A2,, vérifient bien I'hypothese (i) (cf. la
formule (3.67) suivante). D. SCHAEFFER [l 18] indique que les arguments employés pour
obtenir les estimations de Schauder voulues pour le probleme aux limites de 'opérateur
de Laplace-Beltrami, fonctionnent également pour des opérateurs d’ordres plus élevés et des
conditions aux limites plus générales. L’auteur emploi le principe du maximum pour éliminer
des estimations la norme ||V ||, mais la Remarque 3.6.3 nous assure que 'on peut se passer

du terme ||V |,. ¢

Lemme 3.6.4 Sous les hypothéses du Lemme 5.6.53, nous avons [’estimation plus fine sui-
vante :

V. < C”(HF||L—4 + el + lloalle + IVl + llall—a(1Flla + l[1llara + [e2llara + HV||a)>
(3.58)

A nouveau puisque le domaine Q° est borné le terme ||V'||, peut étre omis.

Preuve du Lemme 3.6.4 : ¢ Introduisons 'opérateur de Nash : N,,. Pour cela considérons
X € S(R?), une fonction lisse ayant une transformée de Fourier & support compact et égale &
I'identité au voisinage de I'origine. Pour n > 1, posons x,(X) = n?x(nX), et N,(f) := xn* f,
avec f € C°(Q°), le produit de convolution étant noté *. Nous avons alors, les estimations
suivantes

N (e < CORTY| £, et [[[Td = Na] ()] < COn7T]| fllosr (3.59)
Décomposons 'opérateur A de (3.53) comme suit :
A = A+A
A = > a'd, avec al:=N,(a") (3.60)

A = Y &9 avec a:=[Id-N,]&).
Ainsi (3.53) se réécrit sous la forme
AV = F—AV sur °

V = ¢ sur  09°. (3.61)
0,V = o sur 0€°.
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Il vient du lemme (3.6.3) I'inégalité suivante :

V], < c® <||F||L—4+||AV||L—4+||901HL+||902HL+||C”‘_4M||?74(|!F||a+HAV||a+||901||4+a+||902!|4+a))
(3.62)

ou le (Lemme 3.6.3) et ’hypothese (i7) du Théoreme 3.6.3 ont été utilisés pour estimer

alf.—s-

Quant au terme |[AV]|,_4 il peut étre estimé grace a (3.46) pour donner :

JAV s < CO (VI alhmano + 1V 1l (3.63)

En outre viennent de (3.59) les inégalités :

l&llnaro < COnallmara < C Mn~.

Nous choisissons n suffisamment grand pour que le premier terme de (3.63) n’excede pas
SIV[l.. Enfin pour le second terme de (3.63) nous avons par des estimations de Schauder
classiques que :

lallmaz.—al VIl < CUllallmaz-allV llara < C[allmas,i—al| Fls-

Ce qui termine la preuve du Lemme 3.6.4.4

Pour finir la preuve du Théoreme 3.6.2, il faut justifier que l’'on puisse passer du domaine fixe
Q°, du Théoreme 3.6.3, pour lequel 'opérateur A est A%gu), a (1% du Théoreme 3.6.2 pour

lequel opérateur est le bilaplacien. La transition se fait grace a application T : Q° — Q.

par prolongement a 2° de I'application T* : ['° — I'* définie plus haut. Pour cela placons
nous dans le voisinage tubulaire de I'°, noté TU B*(I"°), décrit par

TUB () := {7 (x1) + x2n° / (x1, x2) € I°X] — de, +4e[}.

Les coordonnées locales dans TU B*(I"°) sont désignées par (x1, x2). Soit alors ¢ € C*(R)
telle que ¢ = 1 au voisinage de 0, Supp(¢) C] — 3¢, +3¢[ et |('| < 1/2e. Nous étendons
I’application T* comme suit :

. (1) + Cxulxz)n®, st (xa,x2) € TUB(I™),
T = (3.64)
(X17X2)7 dans QO\TUBE(FO)

Du coup, T est une application continue de Q° dans Q*. De plus si |ju|, < ¢ alors T est
injective et sa matrice Jacobienne est inversible en tout point, donc d’apres le Théoreme
d’inversion locale T est un C7-difféomorphisme.

Ce prolongement induit une métrique sur €2°, du coup nous notons A, 'opérateur de
Laplace-Beltrami associé. Avec ces notations la solution du probleme (3.51) est égale a
U° o (T")~1, U° étant solution du probleme aux limites :

U = FoY  dans Q°,
U = W07 sur 0,
o,U° = WyoX sur 0N, (3.65)
U° = U307 sur  0Z°,
0,.U° = W, 0Y" sur OZ°.
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L’application T transforme (3.65) en le probleme :

AU* = F  dans QY

v = ¥, sur  0€,
o U = Uy  sur 09, (3.66)
U = ;g sur  0Z",

OpuU% = U, sur OZ".

Ceci vient du fait que I'application T induit un isomorphisme défini par :
Tu* . CT(Qu) N CT(QO)’ F N Tu*(F) _ F OTM’
pourvu que u € C™(I'°) et ||ul|, <.
Toujours grace aux estimations douces (3.46), (3.47), et dans le méme esprit que le Lemme
2.1. de [118], il existe une contante C' > 0, indépendante de u € C7(I'°) avec ||lu||, < n, telle

que
IF o Lol < CUIFll- 4 llullz + [1F 1),

et une estimation indentique pour l'inverse T .

Enfin rappelons une estimation des coefficients de I'opérateur bilaplacien-Beltrami.
Le lemme 2.3. de [118] assure 'existence d’une constante C' indépendante de u telle que les
coefficients de l'opérateur de Laplace-Beltrami Agu := 3 (b}0") vérifient :

1Bll- < C(1+ [Jull-12)-
Il en découle que les coefficients (af); du bilaplacien-Beltrami A2, vérifient :
la®ll- < O+ Jullr1a). (3.67)

La fin de la preuve du théoreme 3.6.2 vient maintenant de I’application du Lemme 3.6.4. ¢

3.6.1.5 Démonstrations des Assertions 2 a 5

Comme notre but est d’appliquer le théoreme de Nash-Moser dans un espace des fonctions
de classe C'*°, nous pouvons imposer pour la vérification de ces assertions : (u, F') € 0" avec

0" = {(u,F) € C**(I°) x C**(Q) / [[ullsa <7, [IFllsa < n}- (3.68)
En particulier de (3.52) se déduit que la solution de (3.38) satisfait pour (u, F') € 0" :
|U"]|s+a < constante (3.69)
Pour simplifier introduisons 1’espace fonctionnel :
0" = {u e C*(I°) / |lulls+a < n}

Rappelons que ¢ > ¢ :=4 + «.
Nous commencons maintenant la preuve des Assertions.
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Preuve de (A.2) : 4 Tout d’abord, puisque par définition U" est solution de (3.38), nous
avons grace a (3.49) que :

I, Pl = 1020 0 Tl < Cy (T sz + el )

ou (3.69) a été utilisée pour supprimer le facteur ||U%||3 devant le second terme. Puis de
(3.52) suit I'estimation voulue :

020" 0 X < co|Fll-a + sz + 1) ¢

Preuve de (A.3) : 4 Appliquons de nouveau (3.49)
IT[u, 7] = T, Folllo—2 = [1(97: U — 0oU5') © 1|2

< Co (102U = 203 |- + 0207 — 2. U —2)

< ¢ ||F1 — Fy|e, avec (3.52), ce qui est le résultat attendu. 4

Preuve de (A.5) : 4 Conformément a la définition de £, p := ﬁ, en choisissant n > 0 de

facon ad hoc, nous pouvons nous arranger pour avoir

V(u,F) € 0", int (—FoT“) > 5> 0.

Xele

C’est alors qu'il vient, de (3.48), en prenant f () =t~ :

=
Lu,F

o< O (14 Lurl).

D’autre part, grace I'estimation (3.50) pour A%, puis par (3.46) pour traiter le produit, (3.68)
pour éliminer les termes négligeables de u et F, et (3.49) pour estimer la norme ||.||,+5 de
U* la solution de (3.38), nous concluons que :

Larlle < €1+ 1P + s

et
Vurwl < Clwl + (1t F) s hollo] -

Lemme 3.6.5 Si U" est solution de (3.38), alors il existe C3 > 0 tel que :

10uT[u, F] = Lo plle-1 < Cs||Tlu, Flllc (3.70)
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Preuve du Lemme (3.6.5) : 4 Il s’agit d’observer que U" est solution du probleme de
Cauchy suivant

AU = F sur QY

ur =1 sur 09,

v =0 sur I, (3.71)
OpeU* = 0 sur [,

02U = (h)9%U* sur T

Ici n* désigne la normale unitaire extérieure a I'. Nous allons calculer 93.U" directement
a partir des données du probleme de Cauchy (3.71) ci-dessus, en ne supposant pas a priori
que T[u, F] = 0 sur I'*. Le probleme (3.71) admet une solution unique en vertu du théoréme
de Holmgren'?. Bien évidemment nous savons 92, U% o T* est égal & L, r si nous imposons

le raccord des courbures. Le résultat se déduit d’une estimation de Schauder de W solution
de (3.44). &

Preuve de (A.4) : 4 Pour démontrer (A.4) nous allons avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6.6 Soit W une fonction sur R? définie sur un n—voisinage de I'° et soit 1 < 1 <
8 + «. Alors il existe Cy > 0 tel que pour u, u+w € 0" :

(0o W) 0 YU — (9 W) 0 T — w(02 W) o T4, < Cul|W || galjw||? (3.72)

Preuve du Lemme 3.6.6 ¢ Pour 0 < ¢ < 1 soit T[.,¢] := T, Par une intégration par
parties, le membre de gauche de (3.72) est égal

w? /1(1 — t)(O3. W) o Y[., t]dt.

Par I'estimation de composition par une application lisse, il vient qu’il existe une constante
C > 0, indépendante de u, w, W telle que :

<Constante||W||, 44
A\

1 7
”w2/0 (1—=8)(02. W) o Y[, t]dt||, < C ( 102 W, + ([lulllwl]. ) 0% W, ) w2,

ce qui fini la preuve du Lemme 3.6.6 ¢

Commencons par retraduire (A.4), avec (u, F),(u+w, F) € 0" :

| (97 W) 0 X+ — (37.U) 0 T = Lupw [l < 2 (|| Tlu, F] [l¢ wlle + [[w]2)  (3.73)

Posons U™ (resp. U*"™) la solution de (3.38) pour (u, F), (resp. pour (u+ w, F').)

La prochaine étape est d’appliquer le Lemme 3.6.6, pour ce faire, prolongeons U en une

12 Nous renvoyons & [47] pour un énoncé plus général et une preuve du théoréme d’unicité de Holmgren.
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fonction U définie dans un n-voisinage de I'°. Ce qui a pour effet d’augmenter la norme de
U d’au plus un facteur constant; donc (3.72) sera toujours valide. Le terme de gauche de
(3.73) est :

(02, W) o Y¥T — (92,U) o T — L, pw =

(©) (©O) (3.74)

A

Ve

(D2.U"H) 0 T*H — (92,07) o T 4+ (92.0) o T — (9%,U) o T* — Ly, pw

Par le Lemme 3.6.6, la (¢ — 2)-norme du second terme de (3.74) vérifie :

1 (V) lli—e < Constante|| (95U) 0 T* — Ly pw [lc2 + || (07U) 0 T [|call w [l
(3.75)
terme qui est lui méme borné par le second membre de (3.73), grace au Lemme 3.6.5 et (3.69).

Procédons a l'estimation de (). Par (3.49) il suffit d’obtenir une estimation en (¢ — 2)-
norme de 02 (U™ — U), ou, en fait en (¢ — 1)-norme de (U"* — U). Elle va venir de
(3.52), et donc nous devons calculer le champ de forces pour le probléeme au limites (3.51)
sur Q% ayant pour solution (U utw _[J ) Le membre de droite du premier terme de (3.51)
doit étre F — F, out F':= A%U. Toutefois, il est & remarquer que F' = F sur Q“t* N Q*. Or
puisque
dist(T*, %) < |lwllo,
alors
|F — F||._4 < Constante||w||3||F — F||. < Constante||w||2,

ou la seconde majoration vient de la borne (3.69) et de I'observation suivante :

1" = Fllc < |Fllc + [ Flle = AUl + AT e < U llass + 1T lacrs-

= O (—

Puisque les données de Neumann sont 0,0 (U wvtw _ 7 )

0)

oo — 0, O (wa - U)

et comme 0,-U = 0 au voisinage de I'*, alors du Lemme 3.6.6 découle :

|l“u+w

|1"u+w7
100 0 Y [y = 0,0 0 Y — 8,00 0 Ty
< Constante([|02.0 0 T*||c_twlle1 + 0T lesalleo], ).

Or ||0noUlc13 < ||U]|cxa < Constante grace a (3.69), finalement
00T 0 Y***||c < Constante (|| Tlu, F] ||¢ [lwlls + [[w]|?),

ce qui acheve la preuve de (A.4) 4

Finalement ... Comme il a été annoncé a la Proposition 3.6.1, la derniere chose a voir pour
clore cette démonstration est que U" > 0 sur Q".

Proposition 3.6.6 Soit (u, F') satisfaisant Tlu, F] = 0, et soit U solution de (3.58). Alors
pour n > 0 suffisamment petit, U* > 0 sur Q \ "
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Preuve de la Proposition 3.6.6 : 4 Nous avons U° = 0, 9,,,U° = 0, 02,U° = (h*)9%.U° o
T et 2.U" = L, sur I'“. En effectuant un développement de Taylor dans le voisinage
tubulaire de I'* défini par (3.40), en un point X € I'° fixé, et en la variable ¢ (portée par le
vecteur n°) :

=0
=0 =0 —_—

—_— —_—— t2 ) t3 5
0 <U(X,t) = US(X,0)+ 10,:U°(X,0) + S 0hU°(X,0) + £05.U°(X,0)

+ —64 U°(X,0) + o(t).

41°m°

Il découle que 93.U° > 0 sur I'° puisque I'® est compacte et que di.U° = F° sur I'°,
d’apres la Proposition 3.6.2, avec —F° > §y > 0. En Conséquence du Lemme (3.6.5) en
choisissant n > 0 sufﬁsamment petit, il est possible d’avoir

| >
)%Iellfo L,r(X)>6>0,

avec 0 indépendant du couple (u, F) € 0'. Au vu de (3.70), et de la borne uniforme
(3.69) 93.U" est positive dans un voisinage V* de T'“, dont la taille peut étre choisie
indépendamment de (u, F'). Et grace a la formule de Taylor (3.41) : U" est positif sur V* .
Puis d’autre part, la solution U® est positive sur 2\ Z°, donc

inf U°(X)>6>0.
XeQ\yu

Ainsi par continuité U" reste strictement positif sur Q°\ V%, donc sur Q \ Z". 4

Ce qui acheve la démonstration du Théoreme 3.6.1. ¢

3.6.2 Théoreme de stabilité : commentaires et extensions

Il est possible d’étendre le Théoreme précédant pour des obstacles lisses mais non plats, et
relaxer I’hypothese de non dégénéréscence. En fait nous allons donner des conditions sur
la zone assurant l'existence d’un effort tranchant sur la frontiere libre, si les données sont
suffisamment régulieres, ce qui permet alors de se ramenner a la preuve du Théoreme 3.6.1.
Comme nous 'avons rappelé plus haut, les commentaires figurant dans [1] laissent & penser
que la géométrie de la zone de contact influence de facon notoire la stabilité de la solution,
nous en donnons une confirmation a travers le Théoreme suivant.

Théoréme 3.6.4  Soient Q un C*-domaine borné de R?, ¢ € C*(Q) et G = 0 avec
Y < 0 sur 0. Considérons le probleme (3.2) et supposons que pour F'° € C*(£2), les trois
conditions suivantes soient satisfaites :

(i) A2 — F° >y > 0 sur Z(F°).
(i) O%tp — F° > 5, > 0 sur OL(F°). (3.76)
(1ii) Z°:=Z(F°) soit une surface lisse a bord, (i.e C*).

Alors pour F suffisamment proche de F° dans O=(Q), Z(F) est une surface lisse
difffomorphe a Z(F°).
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Preuve du Théoréme 3.6.4 : ¢La preuve est la méme que celle qui précede avec le change-
ment de variables U% = U" —1), & ceci pres qu'il faut s’assurer de I'inversibilité de 'opérateur
L,.r, ce qui revient & vouloir 93,U° > 0 sur I'*. Or dans le voisinage tubulaire de I'° défini
par (3.40), nous avons le développement de Taylor de U° en la variable ¢, en un point X
fixé :

=0
=0 =0

_ — s =
0<U°(X,t)= U°(X,0)+ td,U°(X,0)+ §8§OU°(X,O)+ Eaf“;oU"(X,o)

o4 -
+ Za;‘;OUO(X, 0) + o(t4).

Ici 95.U°(X,0) = (F — 02 (¥))(X,0) < 0 d’apres (ii), ce qui permet de conclure, par
compacité, & la stricte positivité de 92.U° sur tout I'°. En remplagant U* par U“ dans
le lemme 3.6.5, on obtient, selon la preuve du Proposition 3.6.6, la stricte positivité donc
I'inversibilité de I'opérateur L, z. 4

Commentaires 3.6.3 e Le Théoreme 3.6.4 assure que la frontiere libre est de classe C'™ par
rapport au champ de forces F' € C*°(€2), mais cela n’implique directement pas la dérivabilité
de la solution U par rapport & un champ de forces F € L?(Q).

e La généralisation du théoreme 3.6.4 dans l'esprit des Théoremes 2.7.3, 2.7.4, de stabi-
lité locale obtenus par L. Caffarelli pour 'opérateur laplacien dans le probleme (2.2) semble
difficile. En effet ils se basent sur la régularité de la mesure de réaction qui est L?(€) pour
une force L?*(2) avec un obstacle et un domaine suffisamment régulier, ce qui faux dans le
cas du probleme d’obstacle pour le bilaplacien (3.2). Cependant, nous pouvons imaginer que
I'étude de continuité entreprise par Adams [3] pour le probleme (3.2) pourrait permettre
d’établir avec des mesures de réaction H~!(Q) I'équivalent des Théorémes de stabilité 2.7.3,
et 2.7.4. Mais ceci représente un gros travail d’analyse. Une des pistes d’exploration possible
serait 1'utilisation astucieuse de formulations hamiltoniennes comme I'a fait A. HERMANT
[67] pour des problémes de commande optimale avec une contrainte sur ’état scalaire du
second ordre et une commande scalaire sous une condition assurant ’existence locale de so-
lution. Cette étude englobe le cas du probleme de commande optimale associé au probleme
de contact pour une poutre linéairement élastique soumise a un champ de forces L>.

e L’hypotheése (i) de contact strict (Supp(u(F°)) = Z(F°))) du Théoréme 3.6.4 ne per-
met pas d’assurer, en général, la satisfaction de I'hypothese (i7), (sauf si A%)p = 0). Ces
deux hypotheses (i) et (ii) sont indispensables pour assurer la stabilité de la zone de contact
Z(F*), comme le montre ’exemple 3.6.1.

Exemple 3.6.1 Considérons une plaque élastique circulaire = B?(0, 1) encastrée sur son
bord, soumise a une force r — Fy(r) = —t, au dessus d’un obstacle parabolique

ri—ap(r) = (—1-2r").

Pour 64 < t < 128, la force F; est suffisamment intense pour qu’il y ait contact, la zone
de contact est (par construction) axisymétrique. Elle est nécessairement d’intérieur vide,
d’apres la Remarque 3.4.1, puisque I'hypothese de non dégénéréscence n’est pas vérifiée.
Donc puisqu’elle ne peut pas étre réduite a un point, d’apres la Proposition 3.2.3, c¢’est un
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cercle de rayon R. En se souvenant du théoreme 3.4.1, affirmant que la zone de contact est
simplement connexe sous I'hypothése A%y — Fy > 0 sur , nous concluons que la zone de
contact est un disque de centre 0 et de rayon R des que t > 128, (voir figure (4.9). Ainsi
Iapplication de la force F; qui est < 0 sur tout €2, agit comme stabilisateur de la plaque,
et R; croit quand t croit. Le cas limite A%y = F;_ pour la charge critique t, = 128 est
géométriquement instable. Nous approfondirons ’étude de cet exemple au chapitre suivant.
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Chapitre 4

LE PROBLEME D’OBSTACLE
POUR UNE PLAQUE EN PETITES
DEFORMATIONS : ETUDE DE
SENSIBILITE

8o Usrite que Lom momme nieat pas lo Gorits dbsolue.
Bao % - Dao De TJing

Comme nous l'avons signalé, la solution du probleme de ’obstacle pour une poutre ou
une plaque peut étre vue comme la projection de la solution non contrainte sur le convexe
des déplacements cinématiquement admissibles du probleme contraint. Mettre en place une
méthode de continuation dans I'esprit de ce qui a été présenté dans I'Introduction, nécessite
d’expliciter la dérivée du projecteur métrique sur un convexe de H?. Mais 'analyse de sensi-
bilité du projecteur métrique sur un convexe de H? est tres délicate [39], [107], et est large-
ment inexplorée. Le sujet du présent chapitre est la discussion des propriétés différentielles
des inéquations variationnelles décrivant la flexion d’une poutre et d’'une plaque en présence
d’un obstacle et paramétrées par le champ de forces appliqué. Tres récemment, A. SHAPIRO
[115] a traité analyse de sensibilité d’inéquations variationnelles en dimension finie, en re-
formulant ces inéquations en terme de problemes optimisation sous contrainte et appliquant
la machinerie de la théorie de I’analyse par perturbation au second ordre exposée dans [20].
Dans [21] et [22], F. BONNANS & A. HERMANT se sont intéressés a 'existence, la stabilité
et la sensibilité pour les problemes de commande optimale avec un controle scalaire et une
contrainte sur ’état, par une « analyse au second ordre ». En collaboration avec le professeur
F. Bonnans nous nous sommes inspirés de cette situation abstraite pour déduire I’analyse
de sensibilité et le calcul des dérivées directionnelles pour le probleme d’obstacle pour une
poutre sous les conditions que ’ensemble de coincidence ait un nombre fini de composantes
connexes et contact tangent aux points isolés. Puis nous avons étendu cette étude au cas de la
plaque, avec des conditions sur les courbures de la plaque et de 'obstacle. Nous présentons
ci-dessous quelques exemples concrets servant de guide a la compréhension et l'intuition.
En particulier, nous démontrons quelques résultats concernant I’évolution de I’ensemble de
coincidence pour le probleme de 'obstacle pour une poutre en flexion avec des conditions
d’appui simple ou d’encastrement au bord en nous basant sur les idées développées dans [39].
Ce qui nous permet d’illustrer le phénomene d’instabilité que génerent les points de contacts
isolés essentiels d’ordre 2. Ces cas pathologiques mettent en lumiere des différences profondes
avec le probleme (2.2), et ils doivent étre pris en compte dans nos futures tentatives pour

comprendre ce que devient la conjecture de Schaeffer pour le probleme (3.2).
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4.1 Résultats de différentiabilité en présence d’obstacle pour une
poutre en flexion

Nous rappelons & présent ’étude de A. CIMETIERE & A. LEGER [39] portant sur I'évolution
de la zone de contact et la dérivalibité de la solution du probleme de I'obstacle pour une
poutre en appui simple’.

En dimension 1 'approche est grandement simplifiée car nous pouvons donner une équation
implicite de la frontiere libre grace a la solution d'un probleme construit avec la méme
poutre en flexion soumise a un champ de forces f mais en I'absence d’obstacle. Nous traitons
le cas de la poutre encastrée au dessous d’un obstacle lisse de forme quelconque, et énongons
I’équivalent du Théoreme 3.6.4, ce qui permet de s’assurer que les conditions d’encastrement
et de signe sur le champ de forces suffisent a I'obtention du résultat géométrique (pour des
données lisses) de stabilité espéré, avec un obstacle non-nécessairement plat.

4.1.1 Cas d’une poutre en appui simple

Considérons une poutre élastique en appui simple, dont la configuration de référence sans
contrainte est le segment €2 := [0, 1]. Cette poutre est placée au dessus d’un obstacle 1 rigide
et immobile. Sa flexion sous une charge f € L?(0,1) est donc limitée par ¢, et la fleche u a
I’équilibre est la solution de I'inéquation variationnelle suivante :

Trouver u € k = {v € H*(0,1) NH}(0,1) /v >},

1 1 (4.2)
/ u'(v—u)" de > / fv—u)dx, Yvek.
0 0

Il est connu [52] que la solution de (4.2) est unique et appartient & H3(Q) N C2%(Q).

! L’équation d’équilibre d’une poutre linéairement élastique placée au dessus d’un obstacle rigide et immobile
1 :  — R (décrit par son équation cartésienne xo = 1(x1)), s’écrit formellement, dans le cas ou le contact a lieu
sans frottement :

Trouver u vérifiant :
u® = f + 4 dans Q,
u>, p>0, (u—1)u=0dans Q, (4.1)

avec (1.42) ou (1.43).
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Théoréme 4.1.1 [79] Dans le probleme (4.2), considérons un obstacle 1 = —1, et une force
fo € L*(0,1) telle que :

(i) fo strictement dirigée vers l'obstacle (—fo > 6o > 0 sur]0,1[);

(i) fo symétrique par rapport au milieu de la poutre ;

(iii) fo suffisamment intense pour que la zone de contact soit de mesure non nulle, i.e.
Z(fo) = [yo. 1 —wol, 0 <o < 1/2;

Soit f; :== fo + th une famille de chargements, pour tout t € R™, et h € L?(0,1).

Alors :

» La fonction définissant la fronticre de la zone de contact t — y(t) est de classe C* au
voisinage de t = 0.

» L’application qui a t associe ug, la solution de (4.2) pour le chargement f, est Gateauz-
différentiable, sa dérivée en t = 0 est la fonction zy définie sur]0,1[, symétrique, nulle sur
la zone de contact et solution du probléme suivant sur [0,yo] (partie gauche du domaine ot
le contact n’a pas lieu sous fo) :

284) =h, sur]0,yol,
{ 20(0) = 0 = 2{(0) = 2{(v0) = 20(yo) =0 (4.3)

Remarque 4.1.1 Quand le chargement n’est pas dirigé en tout point vers ['obstacle 1’hy-
pothese (i) n’est plus valide, pourtant si le contact est franc le théoreme est toujours vrai.
Mécaniquement cela peut étre réalisé en supposant que les moments résultants du charge-
ment fo sur le complémentaire de la zone de contact aient un signe convenable et que le
signe du chargement satisfasse & 1’équilibre global (i.e. que la réaction pu(fy) = u®) — f; soit
positive).

Théoréme 4.1.2 [79] Avec les notations ci-dessus, les résultats de dérivabilité perdurent
si a la place de (i) nous imposons :

(z")/oyo zfo(x)dr <0 et /1 (1 —2)fo(x)dx <0

(i") fo<O sur [yo,1— o

Commentaires 4.1.1 Lorsque la condition fy < 0 sur la zone de contact |yo, 1 — yo[ n’est
pas satisfaite la différentiabilité au sens de Gateaux n’est pas garantie. Et dans ce cas seule
la dérivée faible peut exister (c.f. Théoreme (4.3.1)).

Le fait de devoir imposer (¢') et (i) peut paraitre surprenant au regard du Théoreme 3.6.4,
qui garantit la dérivabilité de la frontiere libre sous la seule hypothese de contact franc.
Nous proposons une nouvelle version du Théoreme 4.1.2, en montrant que dans le cas d’un
chargement C*° I'hypothese (i) astreint les efforts tranchants au bord de la zone & étre
strictement positifs (i.e. u® (yy), u® (1 — o) > 0).
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Théoréme 4.1.3 Avec les notations ci-dessus, pour fo € C>([0,1]) —fy > 6o > 0 sur la
zone de contact [yo, 1 —yo| alors Uapplication t — vy, est de classe C™ ent = 0, pourvu que

ft := fo+th € C=([0,1]) avec h € C*([0,1]).

Preuve : ¢4 Choisissons f := f; € C*([0,1]) satisfaisant (i7) et (i7d) du Théoréme (4.1.1).
Alors sur le bord gauche [0, y] ou il n’y a pas contact u vérifie :

{ o, (4.4
W(y) = u(0) = ' (0) = 0; uly) = 1. '

Observons, comme dans [39], que le chargement f peut étre éliminé de ce probleme par I'in-
troduction de la solution u* du probleme de flexion bilatérale sur Zy d’une poutre simplement
appuyée :

@)W =f  (@)'(1) = (@)"(0) = (1) = u’(0) = 0. (4.5)

Grace a la régularité C?([0, 1]) de u nous savons que u”(y) = 0, et nous obtenons la relation
suivante, pour = € [0,y] :

et donc
(@) = ()" () - 2

D’autre part en effectuant un développement de Taylor sur l'intervalle [0, y] ou il n’y a pas
contact (u > 1) = —1) nous obtenons, puisque le contact est d’ordre 2, et u € C*°([0, y])

4

0< (u— () = T y) 4+ TR0 ) 4 of(a - )

Grace a la condition de signe : —fy > dp > 0 sur la zone de contact [y, 1 — y], il vient par
continuité que u®(y) = f(y) < 0 donc

u"(y) > 0.
En outre de I’élimination de f, en tenant compte de u'(y) = 0, nous tirons pour la frontiere
y I'équation implicite :
1 b b b
397 ()" (y) = y(w) (y) + (u)(y) +1=0

A présent le Théoreme des fonctions implicites assure que t — y; est de classe C*° en t = 0,
si

yo(up)" (yo) — ()" (y0) > 0,

b\
ce qui est vrai puisque u)'(yo) = (u3)" (yo) — (0)"(90) >0. ¢

Yo
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4.1.2 Cas d’une poutre encastrée au dessus d’un obstacle lisse

Pour une poutre encastrée, occupant au repos un segment €2, dont la flexion sous une charge
f € L*(Q) est limitée par un obstacle rigide v, la fleche u & 'équilibre est la solution de
I'inéquation variationnelle suivante :

Trouver u € ky, = {v € H3(Q) /v > 1},

1 (4.6)
/u"(v—u)" dmZ/ fv—u)dx, Yvek.
Q 0

Remarque 4.1.2 1l est connu [32] que la solution de (4.6) est unique et appartient a
H3(Q) N C2%(0Q).
Examinons comme ci-dessus, la frontiere libre pour le probleme de 1'obstacle de la poutre
encastrée (4.6)

Théoréme 4.1.4 Dans le probleme (4.6) considérons Q :=]0,1[, l'obstacle 1 lisse
symétrique par rapport au milieu de la poutre tel que 1 < 0 sur 052, et une force fo € L*(0,1)
tel que :

(i) fo vérifie Uhypothése de non-dégéréscence : ™ — fo > 6 > 0 sur [0,1];

(ii) fo suffisamment intense pour que la zone de contact soit de mesure non nulle, i.e.
Z(fo) = [yo: 1 — wol, yo > 0;

(7ii) fo symétrique par rapport au milieu de la poutre ;

Soit fi := fo + th une famille de chargements, pour tout t € RY, et h € L*(0,1). Soient ug
et uy les solutions de (4.6) correspondantes aux chargements fy et fi, les frontiéres associées
de la zone de contact sont notées yo et y;.

Alors :

» La fonction définissant la fronticre de la zone de contact t — y(t) est de classe C* au
voisinage de t = 0, (respectivement C™ si f; et h sont de classe C*).

» L’application t — wu; est Gateaux-différentiable, sa dérivée en t = 0 est la fonction z
définie sur 0, 1[, symétrique, égale a 1 sur la zone de contact et solution du probleme suivant
sur [0,yo] (partie gauche du domaine ot le contact n'a pas lieu sous fy) :

1(0) =0, (4.7)

Preuve : ¢ Choisissons f comme indiqué dans le Théoreme ci-dessus. Alors sur le segment
gauche [0,y] ou il n’y a pas contact le probleme de flexion est :

u® = f
u'(y) = ' (y)
u(y) = ¥(y) (48)

uo(0) =u'(0) =0

Observons que le chargement f peut étre éliminé de ce probleme par 'introduction de la
solution v’ du probleme de flexion bilatérale sur [0, 1] d’une poutre encastrée :

W)W =f, (W) (1) =) (0)=u(1)=u(0)=0. (4.9)
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Soient «v, [ réels, de (4.8) et (4.9) nous tirons les relations suivantes :

u(x) = bb(a:) +ard + Bz, xel0,y
((y) +ay?® + By? (4.10)
b

Apres des opérations élémentaires nous obtenons la caractérisation suivante pour la frontiere
libre y actuelle :

0= (v’ —9)(y) — %W =) (y) + = — )" (y) (4.11)

Voyons a partir de cette équation comment la zone de contact évolue sous un chargement
additionnel th. Notons uf et h’ les solutions aux problemes (4.8) et (4.9) respectivement,
pour les chargements f; et h respectivement. La frontiere libre y := y, actuelle est solution
de I’équation ¥ (y,t) = 0, avec ¢ définie par :

2

Dlyot) = (= 0+ t0)(0) = 2y — 0+ 0) () + L (uh — 0+ 01) ()

Nous vérifions immédiatement :

G0, 0) = — 5 ( — (h — ) (v0) + oty — 0" (30) ~ 220ty — )" (30))

étudions le signe de cette quantité :
2

(= (b= () + woluh = )" (90) = L = )" (w0) ).

Si f; et h sont de classe C*; en résolvant le systeme (4.10) ci-dessus, nous pouvons écrire
que, pour z € [0,y] :

3 2

u(e) = () = (0 =) () =y =Y (0) g + (0 =Y () + S0 =)' (9)

et donc
2

(= u)"(@) = (0 = )"(@) = = (0 = ) () =yl =)' ()
De I'hypothese (i) toujours par un développement de Taylor sur l'intervalle [0, 0] ou il n’y
a pas contact on déduit que (u — )" (yo) > 0 (resp. (u — )" (1 — o) > 0), du coup

9 1(y0,0) # 0.

Remarquons également que si f; € L*(Q) :




—— [ S =0 == [" Tt - ) @ar o

d’apres 'hypothese (i), et donc de méme ¥;(yo,0) # 0. Ainsi par application directe du
Théoreme des fonctions implicites on obtient que sous les hypotheses du Théoreme 4.1.4,
pour le chargement fy, la frontiere libre de la zone de contact ¢t —— g, est de classe C! au
voisinage de ¢t = 0, (respectivement C™ si f; est de classe C™).

Il est possible de prouver la dérivabilité de u; directement en établissant la convergence
. U — Up Uy — Ug
faible A et ||

puisque le contact franc sur un segment (non réduit a un point) nous assure la polyédricité
d’apres la Proposition 4.3.2. ¢

Il = [|20]|- Mais en fait il suffit d’invoquer le Théoreme 4.4.8

Remarque 4.1.3 Nous établirons plus loin le méme type de résultat de régularité pour le
cas des plaques linéaires.

Remarque 4.1.4 A. HERMANT [67] (Théoreme 6.8) a également obtenu un résultat de
stabilité des segments de contact via une certaine formulation hamiltonienne du probléeme
de commande optimale traduisant (4.6). La démonstration est conduite dans le cas ou
I'état est dans I'espace W>*°(Q) (i.e pour des forces L>(f2)) et pré-suppose la « stricte
complémentarité uniforme »qui se traduit par I’hypothese de non-dégénérescence fo > 0 pp
sur chaque segment de contact. Ce qui suggere la possibilité de fournir pour ce résultat
d’autres techniques de preuve que celles que nous avons proposées concernant la stabilité de
la zone contact.

4.2 Quelques exemples de I’évolution de la zone de contact en
fonction du chargement

4.2.1 Un cas de non-différentiabilité du projecteur métrique de H?

L’exemple suivant de non C-différentiabilité d'un projecteur sur un convexe de H?(£2), m’a
été aimablement communiqué par J. Sokolowski. Il ruine I'espoir d’utiliser directement les
propriétés différentielles d’un projecteur sur un convexe de H?(Q2) pour construire un al-
gorithme de continuation aussi simplement que dans le cas des inéquations variationnelles
posées dans un convexe de H'(£2).

Nous ici utilisons les concepts de cone de support et critique selon les notations de I’Annexe

B.
Soient 2 :=]—1,+1[, H := H}(Q2)NH?(Q) muni du produit scalaire (u|v) := / u"v" dQ. Soit
0
11
g€ 0™(Q), 0=q(x) <1, q(=1) =q¢(1) =0, ¢ # 0 sur I et g(z) = 1 pour = €] - 7, ;[
Soit ug := pry(vy) la projection de
7 z3 R |
R | o vl
sur le convexe K = {v € H / v > 0}. Elle est donnée par
2

xz

uo(z) = q(2).
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En particulier la dérivée conique de la projection de vy n’existe pas dans la direction critique

Ici l'inclusion dans le cone critique Csg (ug) N (Vect(vy — er((vO))))L C Crx(up) est stricte,
car le cone de support a K en ug est Csg(ug) := ;o0 t(K — up), et

Coxluio) 1 (Vect(vo — pre((v0)))) " = {v € B / v(0) = 0,/(0) = 0}

avec le cone critique

Crg(uo) = {v € H / v(0) = 0}.

Mécaniquement, la fonction ug peut étre vue comme la solution du probleme de la flexion
unilatérale d’une poutre linéairement élastique simplement appuyée sur 02 au dessus d’un
obstacle ¥ = 0. C’est donc la projection sur le convexe des déplacements cinématiquement
admissibles K de la solution bilatérale associée vy sous un chargement fy. Observons que
la fonction vy € H*(Q) N C?(Q), en dérivant 4 fois vy nous trouvons la force fo ¢ L*(Q),
puisque v(()A‘)(O) = —8y € H'(Q), ce qui concerve un sens mécanique. Mais en dérivant 4
fois h € H?(Q) nous trouvons h) = §) qui est une distribution d’ordre 1! En particulier
) ¢ H~1(Q) ce qui ne permet pas de conclure & la non-différentiabilité de la solution du
probleme de la flexion unilatérale d'une poutre.

4.2.2 « Un delta qui bouge! »

Considérons une poutre élastique en appui simple, solution du probleme d’obstacle (4.2).
Nous optons pour un obstacle de la forme ¢ (z) := —(2/3 —z)?, et nous choisissons un champ
de forces dépendant d’un parametre ¢ de la forme

t— f(t) = —t5I:1/3.

A l'instant initial £ = 0, cette poutre occupe le segment ) := [0, 1] et est en contact afleurant
avec un obstacle en un unique point ¢(0) = 2/3. Notre objectif est de montrer que, pour
t > 0 suffisamment petit, la zone de contact se réduit a un point, noté c(t) = c et que la
réaction est

p(f) = plaz=c

ou la fonction p est telle que p(0) = 0, p(t) > 0 pour ¢ > 0, et ¢ non constants. Pour ce faire,
nous exhibons la solution du probleme suivant :

u® = [+ p(f) sur Q,
w1, p(f) 20, (u—v)u(f) =0 dans Q, (4.12)

"
Ulpn = 0= U|aQ-

» En supposant que le contact ait lieu en un point unique ¢ l'intensité de la réaction prend

la forme suivante :
(18tc® + 72 — 162¢* + t — 2Ttc?)

54c3(c — 1)

p(t) =
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» Pour ¢ suffisamment petit le contact a lieu en un unique point c si et seulement si ¢ et
¢ sont solutions de I’équation implicite suivante (obtenue en injectant la réaction p dans le
probleme (4.12) et en exploitant la régularité C%(Q2) de la solution w;) :

216¢c—t+54c%p—54pcE+81tc +3tc—27c 1 +162pc* —162pc® —72—270¢® —54¢* +162¢* —80t > +24tc* = 0.

Grace au théoreme des fonctions implicites il est facile de voir qu’il existe une unique
solution ¢ pour ¢ € [0, 100]. On tire

18(—8c +4 + 3¢?)
(B3c—=1)(Bc+ 1)(c—1)%’

t =

ce qui fournit le graphe (4.1) donnant 1’évolution du point ¢ en fonction de t.

On obtient alors le graphe (4.1) de l'intensité de la réaction p, qui montre qu’elle est stric-
tement positive quand £ > 0.

» Enfin le déplacement u (€ H?(2)) s’obtient sous la forme :

up(z,.) pour x € [0,1/3]

u(z,.) = ui(z,.) pour € [1/3,(] (4.13)
ug(z,.) pour z € [c, 1]
avec :
(2.1) (27¢° — 117c¢* + 272%¢* 4+ 192¢® — 9922 c? — 1562 + 15022 ¢ + 48¢ — 642?)x
up(z,t) = —
v 18c(c — 1)%2(3¢c + 1) ’
(2.1) 11723¢% — 12623¢ + 642 — 16223¢ + 81a3¢! + 4322%¢c* — 21622 ¢ — 162223
ui\x, = —

18¢c(c — 1)2(9¢2 — 1)
+378c5x + 24cx + 1562z + 693tz + 81z — 606¢3 T + 16¢2 — 8¢ — 62
18¢(c —1)%(9¢% — 1) ’

—9¢* + 9¢tz + 242 — 24 + 93¢ — 302 + 482

ug(z,t) = —

18(c—1)3
2712c% + 5dx2c + 24¢ — 182%¢ — 60cx — 8 + 24z + 8x° — 2422
+ .
18(c—1)3

(4.14)

Commentaires 4.2.1  On peut se convaincre que ¢t +— pu(t) € WH(0,T;H2(Q)) N
LY0,T;H (), et cet exemple prouve qu'en général ¢ — pu(t) ¢ WH(0, T; H ().
Notons que ||d;, — &y, ||m-1 = V1 — ta.

Puisque la réaction est proportionnelle a une masse de Dirac ceci montre en particulier que
I'application f(.,t) — u(.,t) n’est pas lipschitzienne de H~! & valeur dans H?®! Elle est au
mieux %—Hélderienne.

En fait pour tout ¢ > 0, la solution u; admet un unique point de contact ¢ donné par les
équations ci-dessus, et ¢ tend asymptotiquement vers 1/3 quand ¢ — +oo0.

4.2.3 Poutre en flexion : instabilité pour un point de contact isolé
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Evolution du point de contact en fonction du temps T .

&0

20-

04 0s os2 054 056 o05e o8 os2 064 066

Evolution de l'intensité de la réaction en fonction de ¢ ’ .

02 04 08 __—08—0u 1
< =

0.2

0.3

0.4

N[ —

Allure de la solution pour t = %, (c=

).

Fia. 4.1 — Graphes de la solution de la poutre en flexion soumise a une force ponctuelle variable
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Nous pouvons montrer sur un exemple que 1’évolution de la zone de contact a partir d'un
point isolé ou la réaction est non nulle et les courbures entre la poutre et 'obstacle sont
égales peut se faire suivant un segment ou se séparer en deux points.

Exemple 4.2.1 Poutre en flexion :« étalement de la zone de contact » ) Reprenons I’exemple
de la poutre encastrée occupant au repos 2 = [—1,1], soumise au chargement uniforme
f :t— —t, et placée au dessus d’un obstacle rigide 1) = —1, i.e. vérifiant le probléeme (4.6).
Pour 0 <t < 24 la poutre ne touche pas 'obstacle, la solution s’écrit :

t t t

#) =t —2? — —
uo(, 1) 22 T T o

F1a. 4.2 — flexion d’une poutre encastrée (par ordre décroissant) :sans contact, contact affleurant,
contact tangent avec réaction ponctuelle, contact avec étalement imminent et réaction ponctuelle

Pour 24 <t < 72 la poutre touche l'obstacle en un point avec une réaction ponctuelle, le
contact est seulement tangent sauf pour t = 72 ou il y a aussi raccord des courbures entre
I'obstacle et la poutre (voir figure 4.2). La solution s’écrit :

(0.0) = — Lt ra NP (- 6T 1

u(z,t) = ——ux — —1)|z - i

n 24 24 1272

Pour ¢ > 72 la poutre touche I'obstacle suivant un intervalle [—y,y], avec y = 1 — /22 (voir
figure 4.3). La solution s’écrit sur [y, 1] :

" t 4 t ty3 tyy? 3
uafs 1) = =gt + <3(1 T2y 3042 (~1+ y))?
yt yit 1 ty x?
+(_ 3072y 30aoy W )4(—1+y))?
( y*t (=1 +2)ty° y’t >x
6(1+y2—2y) 6(1+y>2—2y) 2(—-1+y)

( t (43" =3yt | (=2+3yty’ By - 1)ty2>
24 18(1+y2—2y) 18(1+y2—2y) 12(=1+y)/
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FiG. 4.3 — flexion d’une poutre encastrée : contact suivant un intervalle

Il découle des calculs précédents que la flexion de la poutre encastrée sous le chargement
uniforme ¢ — f(¢) est décrite par la fonction :

up(z,t) pour 0 <t <24,
(x,t) — u(z,t) =< wi(z,t) pour 24 <t <72
us(x,t)  pour T2 < t.

On se convainc facilement que cette fonction n’est pas dérivable par rapport a t en t = 24
et t = 72, ce qui correspond au changement de nature topologique de la zone de contact.

Exemple 4.2.2 Poutre en flexion :« division de la zone de contact en 2 points »
Considérons une poutre occupant au repos le segment [—1, 1], en appui simple a ses bords,
placée au dessus d’un obstacle 1 (z) = —1 — 2, soumise & une force

flx,t) = =ty — t0p=—1/2, t>0.

Son équilibre est régi par (4.2), dont nous calculons la solution u; pour les différentes valeurs
de t.
— Pour 0 <t < 24/11 il n’y a pas contact et la solution s’exprime sous la forme suivante :

; 20
u(z) = —6(|I —1/2]* + |z 4+ 1/2*) + ta? - 4_8t;

— Pour 24/11 <t < 24/9 la zone de contact est un point isolé avec réaction pontuelle des
que t > 24/11 (figure 4.4).

— Pour t > 24/9 la zone de contact se scinde (continuement) en deux points distincts
(figure 4.4). La distance r des points de contact & l'origine est reliée a ¢ par :

8(5rt —4rd —4r? —3) o 24

ooz —20r19) 9
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[ = BH(SHM-AH3AMA2-3)/(2%-1) K1 2%°2-20%1+9)) 1 5 05 i

t=24/11

1,54

||||||||||||||||||||

...................

t=3768/73

r=2s R

-Ls

-1,3-
FI1G. 4.4 — Flection d'une poutre soumise a f(z,t) = —t0,_1/2 — td,—_1/2

4.2.4 Stabilité et instabilité de la zone de contact pour une plaque circulaire

Pour illustrer comment peut évoluer la zone de contact, nous envisageons de traiter trois
problemes mettant en jeu une plaque circulaire encastrée dans des situations ot nous pou-

vons expliciter analytiquement les solutions de cas axisymétriques (i.e indépendantes de 6,
Oy =0).

Exemple 4.2.3 (instabilité par rapport a l’obstacle) Dans I'article de L. CAFFARELLI & A.
FRIEDMAN([30)], est donnée une illustration de 'instabilité de la zone de contact en fonction
de la forme de l'obstacle. Il est montré que pour €2 := B?(0, 3), le disque du plan de centre
0 et de rayon 3, pour t > 0 et pour obstacle :

hel(r) =1— TZ — tr,
le probleme : A
AU, = i dans
Ogﬁt—@zt 1 /lt>0 sur ﬁ
A 4.15
U =0 sur 0N ( )
oU;, = 0 sur 0N
a pour ensemble de coincidence :
Iy, = B*0,p) si t=0 (voir figure 4.5), (4.16)

I, = 0B*0,p;) si t>0 (voir figure 4.6).

Proposition 4.2.1 La fonction t — p; est croissante quand t | 0.
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Fia. 4.5 — plaque circulaire encastrée soulevée par un obstacle parabolique 1/;,5 : la zone de contact
7 est le cercle de centre 0 et de rayon p;.

Fi1G. 4.6 — plaque circulaire encastrée soulevée par un obstacle parabolique 9 : r +— 1 — % : la zone

de contact Zy = B(0, g—é) est le disque de centre 0 et de rayon g—é

Preuve : 4 Remarquons que la décroissance de t vers 0 implique la croissance de z[;t.
Posons E; := inf,ey,, Jo [Av|? dS2. Puisque klﬁtl D k’lzftz pour t; > ty, alors E;, < E,,. Ainsi

t — E; est croissante quand ¢ | 0 et atteint un minimum en ¢ = 0, d’ou %Et|t:0 < 0.
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D’autre part on peut calculer que :

—1- 16tpf pour 0<r < p,
AU(rt) =< 1416t

<r<s3.
In(r/3) PORE - pr=T=

On conclut que %pthzo < 0, et donc que p; croit quand t | 0. 4

Commentaires 4.2.2 (Interprétations Mécaniques)

En faisant le changement de variable U := U + tr?, et en introduisant le champ de forces
Fy:= —A%(tr*) = —64t, (4.15) devient :

AU = Fo+p sur Q

0 S Ut — w 1 Lt 2 0 sur ﬁ
U = 3% sur 0N (4.17)

0,U = 0 sur 0N

Ceci se traduit, pour €2 un disque de centre 0 et de rayon 3 avec t > 0, par le fait qu’une
plaque circulaire encastrée sur son bord auquel est imposé un déplacement de 81¢, touche
Pobstacle 7 +— v (r) :== (1 — %) € C*>(€Q) selon un cercle de rayon 0 < p; < 3 lorsqu’elle est
soumise a un champ de forces constant de la forme

Fy(r) = =A% (ghe —ho(r)) = — (03 + %0r>2(87”4) = - (83 + %a;? - %83 + T%ar) (er") = —64t.

Exemple 4.2.4 Plaque circulaire encastrée sous chargement constant
Intéressons nous a ’évolution de la zone de contact entre un obstacle plan ¢ := —1, et une

plaque circulaire, Q := B?(0, 1), soumise a une force F; uniforme —té3 sur 2, avec ¢ variant
dans R™.

L’équation d’équilibre, en coordonnées polaires, est donc

t
AU, = —t — U(r) = —ar4+ar2lnr+br2+clnr+d,
les constantes a, b, ¢, d étant a déterminer en fonction des conditions aux limites.
En r = 0, le déplacement doit étre fini, donc a = ¢ = 0. Puis des conditions aux limites
d’encastrement (U;(1) = 0, déplacement nul au bord, 9,U; = 0, rotation nulle au bord)
donnent b = 5 et d = &, d'ott pour 0 < ¢ < 64

t
U(r) = —6—4(1 —7r?)?,
Ainsi la plaque est en contact affleurant avec I'obstacle, pour une pression ¢ = 64, en (0, 0)

(voir figure 4.7).

En augmentant la pression exercée sur la plaque la zone de contact s’étale (de mesure non
nulle d’apres 3.2.3), comme nous savons que la zone de contact est axi-symétrique, il s’agit
donc d’un disque (voir figure 4.7). Alors trouver la solution unilatérale et le rayon y du disque
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t = 24.000

-1 05 [ [ 1

K

]

-t 05 0 05 1

-

Fi1a. 4.7 — plaque circulaire encastrée sous un chargement uniforme au dessus d’un obstacle v :
r +— —1 : la zone de contact Z(Fz4) = {(0,0)} est un point alors que la réaction est nulle; puis en
augmentant le chargement la zone de contact devient un disque et la réaction est non-nulle.

de contact Z(F}) := B?(0,y) revient a résoudre :

([ AU (r) = —t sur Q\Z(F)
U(r) > —1 sur Q
OU(r) = 0 sur o)
Ur) = —1 sur 0I(F)
OU(r) = 0  sur  OZ(F)
\ O*U(r) = 0  sur  OZ(F)
Le déplacement est donc de la forme Uy(r) = —6i47"4 +ar?Inr + br? + clnr + d et satisfait
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les conditions aux limites :

(U1 = 0
U(ry) = -1
du(l) = 0
OU(y) = 0

( OUly) = 0

Il s’agit de trouver a, b, c,d,y, sachant que y est le rayon de la zone de contact. On trouve
que t et y sont reliés par la relation suivante :

(—1—2In(y) +3?)
(=3 +T7y? — 5y + y° — 492 In(y) + 6y* In(y) — 2In(y) — 8y* In(y)?)

t=—64

Avec 'aide de Maple, nous avons trouvé que pour ¢t > 64 :

(=64 — 2ty In(y) + 41n(r)ySt + tr* + 128y2 In(y) — 2ty* + 64y* — 8In(r)y*t
64(1 — 2y2 — 4y2in(y)? + y*)

U(r,t):=

+647“2 +41n(r)y?t — 492 In(y)?t — 4triy? In(y)? + 2r2 In(r)ty? + 202 In(r)ty* — 2r2 In(r)ty® + 2r%ty? In(y)
64(1 — 2y* — dy?In(y)® + y*)

+87ﬂ2y2 In(y)%t — 4r?ty* In(y) + 2r?ty®In(y) + 41In(r)y*t In(y) — 41n(r)ySt In(y) + ty? + ty°
64(1 — 2y* — dy?In(y)* + y*)

2trdy? + triyt + r2ty? + r2tyt — r2ty® — r2t — 64r2y? — 12872 In(r) + 4ty* In(y) — 2ty° In(y)
64(1 — 2y2 — 4y2in(y)? + y*)

n 12872 In(r)y? — 2r2 In(r)t — 128r%y% In(y) — 872 In(r)ty? In(y) + 872 In(r)ty* In(y) + 256 In(r)y? In(y))
64(1 — 2y — 4y?in(y)* + y*)

» Au point de transition équation-inéquation, t = 64, la fonction t —— U(.,t) n’est pas
F-dérivable !

4.3 Polyédricité dans H*()

Puisqu’il existe une dérivée faible (conique) pour les solutions d’inéquations variation-
nelles posées dans H! permettant de construire des méthodes de suivi de courbe il semble
naturel de se questionner sur son extention au cas de H2. La notion clé dans H' est la
polyédricité du convexe des déplacements cinématiquements admissibles, k,. Nous allons

rappeler les résultats de M. RA0, I. SOKOLOWSKI [106] qui établissent en particulier que
k n’est polyédrique que si le support de la réaction est admissible au sens précisé ci-dessous
(dans un contexte un peu plus général que dans [100]). Cette caractérisation est a rapprocher

du théoréme B.0.4 de A. HARAUX, qui montre qu’en général les convexes de H? ne sont pas
polyédriques. Nous obtenons alors un autre éclairage sur les résultats de A. CIMETIERE &

A. LEGER [39].
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Définition 4.3.1 [106] Nous notons la Capy-capacité de N C Q par
Capy(N) := inf {/ |AGIPdSY, | 0< ¢ € CP(RY), ¢ > 1 sur N}.
Q

Soit Q (C RY) un domaine borné, a bord suffisamment régulier. Un compact K C Q est dit
H?-admissible si Yh € H3(?) : (h =0 Capy-g.p. sur K = h € H}(Q) NH*(Q\ K), i.e.
h = 0,0,h = 0 sur OK (au sens des distributions), avec n normale extérieure a OK). La
notation Capy-q.p. sur K, signifie que la propriété h = 0 est satisfaite sur K, exceptée sur
un sous-ensemble N C K, tel que Capy(N) = 0.

Proposition 4.3.1 [100] Avec les notations et hypotheéses de la Définition 4.5.1, un compact
Ky C Q(C RY) est H*-admissible si pour Cap,-quasi tout x € Ky et pour toute boule
BY(x,7) de rayon r > 0 suffisamment petit :

An(KyNBY(2,7)) > 0,

Ay étant le mesure de Lebesque de RY.

Remarque 4.3.1 Dans RY, un vrai segment avec N = 1, ou une surface réguliere avec
N = 2 sont des compacts H?-admissible. Du coup les points isolés en dimension 1, et les
courbes planes en dimension 2, ne sont pas H?-admissibles.

Calculons les cones tangent et critique pour un convexe de H?. Ces ensembles sont définis
dans I’Annexe B a partir du cone de support a K en u, noté Csg(u) := (J,., 7(K — u).

Proposition 4.3.2 Soit ¢ € H?(Q)tel que v < 0 sur 99, avec Q(C RY) un domaine
borné, a bord suffisamment régulier, avec N < 3. Pour tout élément uy € K :=ky = {v €
H2(Q) / v > v}, rappelons que nous notons la zone de contact Ly := {x € Q [ ug(x) = (x)}.
Alors le cone tangent d’ordre 1 prend la forme suivante :

Tr(ug) = {v € HE(Q) / v >0 sur Iy}
Le cone critique associé au projecteur métrique s’écrit :

Crx(ug) = {v € H3(Q) / v = 0 sur Supp(u), v >0 sur Iy \ Supp(u)}.

Preuve : 4 Nous savons que v € Tg(ug) <= %dist(uo +tv,K) — 0 quand ¢ | 0. Puisque
K est un convexe, ceci est équivalent a dire :

Sachant que ug(z) > ¢(z) sur €2, nous déduisons que Tg(ug) € {v € H3(Q) / v > 0 sur Zp}.
Montrons la réciproque. Puisque les éléments de HZ(Q) sont continus sur © (en dimension

ug + tv — pry(ug + tv)
t

HHg — 0.
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< 3), alors Ve > 0, 3t > 0 tels que :
up +t(v+en) —1 >0, sur Q,

avec 0 <n € C (), n =1 sur I, i.e. n est une fonction plateau sur la zone de contact.

ll-llgz2

Ainsi (v +en) € Csg(ug) = U, (K — ug), Ve > 0, d’ott (v + en) — v quand € | 0. Du
coup v € Tg(ug) := Csg(up).
Le calcul du cone critique est immédiat, a partir de la définition

Crx(u) := Tk (u) Nker(u),

ker(u) :== (u)L ={he X/ (u,h)=0}. ¢
Enoncons a présent le lien entre polyédricité et admissibilité obtenu par M. Rao & J.
SOKOLOWSKI dans [100].

Théoréme 4.3.1 [106] Soient 1) € H2(Q) avec v < 0 sur 9Q puis I de classe C?, K = ky.

Soit pri(u’) la projection métrique (pour le produit scalaire (v, w)y := / AvAwdY) d’un
Q

élément v’ € H := H2(Q), i.e. vérifiant

[ = pr ()]l = inf [Ju’ — vl (4.18)
Et soit v la mesure de Radon positive définie par
/ ody = / A(prg(v’) — u’)ApdQ, Yo € C(Q).
Q Q

Alors le conveze ky est polyédrique en u = pry(u’) si le support de la mesure v associée a
u est H2-admissible.

Remarque 4.3.2 Ce théoreme indique donc que la différentiabilité conique de 'opérateur
de projection sur le convexe k, n’est plus assurée par le théoreme B.0.3 de A. Haraux des
lors que le support de la mesure de réaction n’est pas admissible! Nous en déduisons ce que
nous avions annoncé : la polyédricité n’est pas toujours garantie pour (3.2).

Théoreme 4.3.2 Soit U la solution du probleme (3.2), avec F € L*(Q), ¥ € H*(Q) avec
¥ < 0 sur 00 puis Q) € C?. Le conveze ky est polyédrique en U si et seulement si le
support de la mesure pu(F) associée a U est H3-admissible.

4.4 Espaces tangents d’ordre 2 et o-terme

4.4.1 Définitions et caratérisations des ensembles tangents a ’ordre 2
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Comme dans les problemes d’optimisation sans contraintes, les conditions du second ordre
servent a vérifier I'optimalité locale d’un point critique, elles sont également utiles dans
I’analyse de la convergence et ’estimation d’erreur des algorithmes. Quand les conditions
nécessaire et suffisante du second ordre sont les plus proches possibles (ne différant que
d’une égalité large ou stricte) elles sont dites « no-gap ». Pour les probléemes de commande
optimale avec contraintes sur ’état, les conditions « no-gap »sont difficiles a obtenir a cause
de la présence d'un terme supplémentaire (dit o-terme) dans la condition nécessaire (c.f.
Théoreme 4.4.4). 11 a été mis en évidence par H. KAWASAKI [79] que le o-terme est di
a la présence d’une infinité de contraintes d’inégalités. Ce terme est nul dans le cas ou le
convexe des états admissibles a une structure suffisamment simple par exemple quand il est
polyédrique. Mais en général le o-terme est non-nul, et les seules conditions suffisantes sans
ce terme étaient connues jusqu’aux travaux [21] et [22] de F. BONNANS & A. HERMANT. La
polyédricité des convexes de H?() est une condition d’ordre 1, au sens ot elle est définie &
partir du cone tangent a 'ordre 1. Puisque qu’elle n’est pas satisfaite en général, nous allons
brievement présenter les concepts de 'analyse a I'ordre 2 nécessaires pour décrire 1’éventuelle
courbure du convexe K. Ils ont été introduits et développés, dans le cadre des espaces de
Banach, par F. Bonnans, R. Cominetti, H. Kawasaki, A. Shapiro depuis la fin des années
80. A l'aide des ensembles tangents d’ordre 2, il est alors possible de définir une notion de
polyédricité affaiblie qui donne lieu a des théoremes de dérivabilité directionnelle.

Nous rappelons que nous considérons des inéquations variationnelles de la forme suivante :

Trouver v € K / (H(u),v —u) >0, YveK (4.19)

avec H : X — X* une fonction continuement différentiable, et K un convexe fermé d’un
espace de Banach X.

Définition 4.4.1 [20] Soit h € Crg(u), nous définissons les ensembles limites®

1 1
T2 (u, h) := limsup(K—u—th)/(ﬁtz) ={weX /3,0 :dist(u+t,h+ §tiw,K) =o(t?)}
£10

A 1 1
Ty (u, h) = lim inf (K — u — th)/(5°) = {w € X / dist(u + th+ St*w, K) = o(t*)}

appelés, respectivement, les ensembles tangents extérieur et intérieur d’ordre 2 a K en u.

Nous appelons ensemble de contact o Uordre 2, l'ensemble I*(ug, h) := {z € T(ug) / h(z) =

0}

Commentaires 4.4.1 Evidemment Ty’ (u, h) € T%(u, h), mais il faut prendre garde au
fait que rien n’assure en général que les ensembles tangents & ’'ordre deux soient non vides® !
Ils sont non vides seulement si h € Tg(u) et Vt > 0,

T2 (z,th) = > T3 (x, h). (4.20)

2au sens de Painlevé-Kuratowski, définition rappelée & la remarque B.0.4 dans ’Annexe B.
3Nous disposons des inclusions suivantes établies dans [20] :

Proposition 4.4.1 [20] Si K est un conveze de H, alors :
T]§€2 (u’ h) + TT]K(u)(h) c TE‘(VQ(U” h) - TTK(U) (h)7

T]I2<(u7 h) + TT]K(")(h) c Tﬂi(uv h) C TT]K(“)(h)‘
De plus si 0 € TZ(u,h), alors T3 (u, h) = Ty (k) ; s 0 € Ty (u, h), alors Ty (u, h) = TZ(u,h) = Trp(uy(h).
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Du caractere lipschitzien de la fonction distance il découle qu’ils sont fermés. Et puisque K
0,2

est convexe alors Ty (ug, h) l'est aussi; ce qui n’est pas le cas en général pour T (ug, h).
L’introduction de ces ensembles est motivée par I'idée d’approximation suivante :

Définition 4.4.2 On dit de K qu’il est régulier a l'ordre 2 en un point uy € K si pour tout
h € Tk(u) et tout suite (ux)r de K de la forme ug := ug+tiph+ %tzwk, outy | 0 ettywy — 0,
la condition suivante est vérifiée

lim dist(wy, T (u, b)) = 0.

k—o0

Définition 4.4.3 [20] Considérons l’ensemble des directions critiques a « courbures nulles » et
I’ensemble des directions radiales critiques, définis respectivement par :

C(u) :={h € Crg(u) / 0 € Tx(u,h)},

C%w) := {h € Crg(u) / h € Csg(u)}.

Nous disons que l'inéquation variationnelle (4.19) satisfait la condition de polyédricité étendue

(resp. radiale étendue) en un point u, si C°(u) (resp. C%(u)) est dense dans Cry(u)’.

Commentaires 4.4.2 Notons que Csg(u) C C®(u) C C°(u) C Crg(u), et que la condition
de polyédricité radiale étendue implique la condition de polyédricité étendue. La condition
de polyédricité radiale étendue est en particulier vérifiée si Crgx(u) = {0}, ou bien si K est
polyédrique (dans le cas des inéquations variationnelles). En guise d’exemples nous pouvons
citer les caratérisations des ensembles tangents d’ordre 2 intérieur et exterieur pour le cone
convexe des fonctions continues positives données dans [20] ; également pour le cone convexe
des fonctions positives de LP(2) données dans [12] et [13] :

Théoréme 4.4.1 Soitp € [1,400[. Soit K le cone convexe des fonctions positives de LP(€2).
Pour tout élément ug € K, et pour tout h € Tg(up) = {v € LP(Q) /v(x) >0 p.p.x € Z(ug)}
les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) T (uo, h) # 0,
(b) 0 € T (uo, h),
1
(c) ltllI(I)l = Q[uo +th]? dQ = 0,

(d) T (ug, h) = Tﬁg(uo, h) ={ve LP(Q) / v >0 sur Z*(ug, h)}.

La caractérisation des espaces tangents a l'ordre deux, donnée par H. KAWAZAKI [79] pour
le cone des fonctions continues positives nous servira par la suite, nous en présentons une
version quelque peu étendue. Pour ce faire nous avons besoin de rappeler la définition de
I'épiconvergence et le lemme suivant, énnoncé dans dans [20].

“C’est a dire si pour un ensemble dense de h € Crx(u) on a : Tg(u, h) = T, () (h) # 0.
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Définition 4.4.4 Pour une famille de fonctions (f,); € C°(Q), on appelle épi-limite inférieure
de (fi)¢ quand t — to la limite suivante

e-liminf f,(X) = liminf f,(X").

t—tq
X'—-X

Lemme 4.4.1 [20] Soient Q un compact métrique et (f)r € C°(Q) une suite de fonctions
continues. Alors

lim inf ( inf fk(X)> — inf (e-liminf fk(X)>

k—+oco \ xeq XeQ k—+o0

Le théoréeme suivant figure dans [20] pour le cas ¢ = 0, nous I'écrivons dans le cas plus
général ou Y continu, ce qui permet d’introduire les outils et notations utiles par la suite.

Théoréme 4.4.2 Soient X := C°(Q), ¢ € C°(Q), K := {v € C°(Q) / v > ¢ sur Q} ,
ueKetheTgu)={veC’Q)/v>0surZ={u=1v}} Alors :

(i) L’ensemble tangent intérieur d’ordre 2 s’écrit
T (u,h) = {w € CQ) / w(X) > qu(X), VX € Q} (4.21)

ot la fonction g, 5, : Q — R est définie par

:= —e-liminf (w)
Sush = 110 2/2
avec
0, siX €nt(Z), eth(X)=0,
Sun(X) == ¢ Oun(X), st X € 07, et h(X) =0, (4.22)
—00, stnon.
avec )
| ([=A(X")]+)
Oun(X):= limsu .
A= IR () — 0 ()
(u—1)(X’)>0

(i) T (u,h) # 0 == 6,1 (X) < +oo, VX € Q.
. — th
(iii) T (u, h) = T%(u, h) si et seulement si la fonction uzvrih

2/ épiconverge quand t | 0.

Preuve : 4 Par définition w € Ty (u, k) si et seulement si dist(u + th + %w,K) = o(t?),
u—1+th

t > 0. Posons f; :=w + 2z alors
w € TP (u, h) <= inf (f,(X)) > o(1) <= liminf(inf (f,(X)) > 0.
Xeq tl0 xeQ
— th
En vertu du lemme 4.4.1 e-liminf; ), f; = w + e-liminf, |, %, découle (4.21).

Remarquons que ’ensemble de coincidence est un compact qui est I'union disjointe de son
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bord 97 et de son intérieur int(Z). Traitons le cas u(X) > ¢ (x). Il existe alors €, > 0 tels
que (u —¥)(X’) > e et h(X') > 0 pour X’ assez proche de X, et

- th to
e- liminf%(X) > e- liminf% =400 = g p(X) = —00.
De fagon similaire pour (u —)(x) = 0, on prend dans la précédente inégalité € = 0, § > 0

pour obtenir ¢, ,(X) = —o0.

Montrons (ii). Si ¢,.,(X) = 400 pour un certain X € Q ensemble T (u, h) = §. Réciproquement,
puisque I'épilimite de fonctions continues est s.c.i. Donc g, est s.c.s. donc par la compacité
de Q, si ¢, 1(X) < 400 pour tout X € Q ensemble Ty (u, h) # 0. 4

Remarque 4.4.1 Grace a I'injection de I'espace H?(Q2) dans I'espace des fonctions conti-
nues C°(Q) nous déduisons la caractérisation des espaces tangents a 'ordre deux dans H?(2),
pour dim 2 < 3.

Théoréme 4.4.3 Soient H := H2(Q), v € H*(Q) K :=ky avec ¢ < 0 sur 99, u € K et
heTg(u):={veHQ) /v>0surZ={u=1}} Alors :

(i) L’ensemble tangent intérieur d’ordre 2 s’écrit

T (u,h) = {w € HY(Q) / w(X) > qun(X), VX € Q}, (4.23)
avec < défini par (4.22). B
(i1) T (u,h) #0 <= qun(X) < 400, VX € Q.

(ii) T (u, h) = T%(u, h) si et seulement si la fonction u=—y+ih

épiconverge quand t | 0.
272 p ge q !

Preuve : 4 De l'injection continue de HZ(2) dans I’ensemble des fonctions continues sur

Q (en dimension < 3), il vient que I'ensemble tangent & l'ordre 2 intérieur en (u,h) est

I'intersection de HZ(Q2) avec I'espace tangent intérieur a lordre 2 des fonctions continues

(4.21). Montrons l'inclusion réciproque. Soit w € H2(2) / w > ¢, sur . Puisque les

éléments de H2(€2) sont continus sur  (en dimension < 3), alors Ve > 0, 3t > 0 tels que :
2

%1618 (u—l—tlH— E(w—l—én) —¢>(X) > en+ o(t?)

avec 0 <n € C(Q), n=1sur 07 C(OZ car ¥ < 0 sur 0€), i.e. n est une fonction plateau sur

la zone de contact.
(B[

Ainsi (w+en) € T (u, h), Ve > 0, dott (w+en) — w quand € | 0. Du coup w € T (u, h).
Le reste suit. ¢

Commentaires 4.4.3 e Désignons par 2 un segment, par K := {v € C°(Q) / v >
—1 sur Q}, et soit k_; = {v € H3(Q) v > —1 sur Q}.

Supposons que la zone de contact soit réduite & un singleton Z = {x¢}, et que u € C*(Q),
avec u”(xg) > 0 ( matrice hessienne définie positive!). Soit h € Tg(u) N C*(Q) et tel que
h(xg) = 0. Alors pour cette situation nous trouvons ([20], exemple 4.152) :

T (u, h) = Ti(u, h) = {w € C°(Q) w(xo) > I (zo)[u (x0)] " (20)}.
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Ce qui implique que 1" ensemble tangent a 'ordre 2 en (u, h) sur k_; est contenu dans I’en-
semble {w € H3(Q) / w(xg) > ' (xo)[u”(x0)] I (z0)}, qui ne contient pas la fonction nulle
pour un ensemble dense de h! Il n’y a donc pas polyédricité étendue pour le probleme d’obs-
tacle pour la poutre encastrée (4.6) dans le cas du contact ponctuel (tangent) !

o Il est facile d’obtenir #(x) = +o00, donc la vacuité de I'ensemble tangent intérieur a l'ordre

l'+ X
2, par exemple avec u ~ (z — x¢)% et h(xg) ~ (x — z¢). Ce cas de figure correspond pour le

probleme d’obstacle pour la poutre encastrée (4.6) a un contact ponctuel a 'ordre 2, c’est a
dire avec raccord des courbures entre I'obstacle et la poutre comme dans 'Exemple 4.2.1!

Exemple 4.4.1 Donnons un cas ou il y a polyédricité étendue (au sens de la définition
4.4.3) pour le probleme d’obstacle (3.2), sans qu'’il y ait polyédricité ponctuelle. Pour cela
considérons () le disque unité du plan, v = —1 et F; = —tdy. Avant contact la solution
axisymétrique est :

t
ri— Ur) = —8—((1 —7?) +7r*In(r)), pour 0 < ¢ < 16m,
T
Avec contact affleurant en (0,0) pour ¢ = 16m. Alors, nous savons d’apres la sous-section
3.2.3, que pour t > 167, la zone de contact est le point (0,0) avec une réaction non-nulle, et
la solution est radiale : .
Uy(r) = —2(5(1 —r3) 42 ln(r)).
Dans ces conditions, pour tout Z € Tg(User) := {Z € H3(Q2) / Z(0,0) > 0} N C*(Q) tel que
Z(0,0) = 0, il vient que le f-terme caractérisant I’espace tangent intérieur a 'ordre 1 est en
(0,0) :
~Z(X"]4)°
0v,6,.2(0,0) = limsup ([ ( )]+) =0,

X'—(0,0) 2<U167T(X,) + 1))
(U16ﬂ+1)(X/)>0

donc par densité 0 € TE?(UMW, Z), pour tout un ensemble dense de Z. Notons que la réaction
iy = A2U;, — F, croit avec t, mais U, = Usg, pour tout ¢ > 167.
Bien entendu avec F} la solution U; ¢ C?(9).

4.4.2 Estimations supérieures et inférieures a ’ordre 2 (cas convexe)

L’analyse de sensibilité de problemes d’optimisation paramétrés, a été partiellement ex-
plorée dans le cadre général d’espaces de Banach par H. Kawasaki [79], R. COMINETTI
[11], J.-F. BONNANS, A. SHAPIRO [20]. En procédant par « dualité convexe » ils ont obtenu
des résultats qui nous concernent quant a la différentiabilité directionnelle des projecteurs
sous ’hypothese de polyédricité étendue sur K, un convexe fermé non vide d’un espace de
Hilbert HL.

Remarque 4.4.2 Nous choisissons de nous placer ici dans le cadre Hilbertien d’un probléeme
d’optimisation convexe® afin d’assurer lexistence d’une solution globale, ce qui suffit a notre
objectif immédiat d’étude des problemes d’obstacle pour la poutre et la plaque linéaires. Mais

®i.e. d’un probléme de la forme min,ex J(v,t) tel que pour tout v € K et u € Nk, le lagrangien associé L(., u,t)
soit convexe.
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Fic. 4.8 — Déflexion d’une plaque circulaire encastrée sous un chargement F; = —tdy avec réaction
ponctuelle.

en fait nous pourrions nous placer dans un cadre Banachique avec une fonctionnelle plus
générale [20], ce qui demanderait de prendre certaines précautions. Nous reviendrons sur ce
point au chapitre suivant.

Dans le but de comprendre I'analyse de sensibilité (i.e. les propriétés différentielles de la
fonction valeur optimale et des valeurs optimales) de (4.19) associé a une fonctionnelle J de
classe C? et convexe (i.e. H = V,J(.)), nous définissons les problémes approchés linéaire
(L) et quadratique (Q)) associés au lagrangien :

L(v, p,t) = J(v,t) + (i, v)m

min  0,J(ug,0)(z,1) (L)

z€Tk(uo)

il s’agit d’une « linéarisation » du probléme : min,cx J(v,t).

i Val(L,
A Vel )
ou L, est défini par
min 8, (ug, 0)(w, 1) + 02 (ug, 0)(2, 1)? (L)

wGT%’Q(uo,z)
Enfin, définissons le probleme quadratique réduit :

min 3L (ug, f10,0)(2,1)(2,1) (QR)
2€Crx (uo)
Notre motivation tient en les observations suivantes.
. . . t10
Nous appelons chemin admissible toute application t — u; € K, et u; o, ug, avec t > 0.

Supposons alors que nous ayons un chemin admissible de la forme u; = ug + tz + o(t), alors
z € Tg(up) et la valeur optimale vérifie :

Val(uy) < J(ug,t) = J(ug, 0) + t0J (ug, 0)z + o(t),
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ce qui suggere que : Val(u;) < Val(ug) + tVal(L) 4 o(t).

De méme en imposant z € Tk(ug), et en considérant un chemin admissible (au second ordre)
de la forme u; = ug+tz+ §w+o(t2), nous tirons w € T%(ug) et en utilisant le développement
de Taylor & I'ordre 2 suivant (J étant supposée de classe C?) :

2
T(us, t) = J(ug, 0) + t8,J (uo, 0)z + % [@J(uo, 0)w + 92 (ug, 0) (2, z)] To(t?),  (4.24)
il vient
t2

Val(uy) < J(uy, t) = J(uo,O)+tVal(L)+t6tJ(uo,0)+§ [&J(uo, O)w—i-afJ(uo,0)(2,7;)}4—0(752),

ce qui laisse présager que 'on puisse avoir : Val(u;) < Val(ug) +tVal(L) + %Val(Q) +o(t).

Pour prouver ces estimations supérieures il suffit de montrer que chaque z € Tk(ug) ad-
met une o(t)-correction telle que u; = ug + tz + o(t) € Tg(ug); et de fagon similaire que
chaque w € TZ(ug) admet une o(t?)-correction telle que u; = ug -+ tz + Sw + o(t?) € TZ(up).
C’est ce que nous allons faire a présent.

Définition 4.4.5 Pour tout sous ensemble K C X, nous appelons fonction d’appui de
Uensemble K (ou o-terme), la fonction o : X* — R U {+oo} telle que

o(u*,K) := sup(u*, u)
ueK

Si lensemble K =0, alors o(u*,K) = —c0.

Commentaires 4.4.4 Si K= TZ(u,h) 3 0 alors

o(p, Tx(u, b)) 400 sinon.

{ 0, siu* € Ng(u), et (u*,h) =0,
En particulier, le o-terme est nul si = 0 (la réaction est nulle) ou encore si la condition de
polyédricité étendue est vérifie.

De plus, pour tout sous ensemble convexe K de X, u € X*, et u € K, la fonction —o (u, Ty (u, .))
est bien définie comme une fonction s.c.s., négative et convexe (voir [20], Proposition 3.48).

Rappelons qu'une condition nécessaire du second ordre due initialement a H. KAWASAKI
[79] et raffinée par R. COMINETTI voir [11]) s’énonce :

Théoréme 4.4.4 Soit uy une solution de (4.19) associé a une fonctionnelle J de classe
C? et conveze telle que H = V.J(.), alors pour tout z € Crg(ug) et tout ensemble convexe

K(z) C Tx(ug,2) :

L (ug, po) (2, 2) — o(po, K(2)) > 0. (4.25)

On montre alors le Théoreme suivant par « dualité convexe », en suivant la méthode exposée
dans [18] (ou plus généralement dans [20] paragraphe 4.7.1) :
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Théoreme 4.4.5 Considérons un espace de Hilbert H, J(.,t) : H — R U {+o0} une fonc-
tion conveze de classe C? propre et K C H un conveze fermé non vide.
Alors en notant ug une solution optimale pour t = 0 de

min (J(v,t) + Ix(v)) (4.26)

veH

Val(Q):= min Val(L,)= min 8>L(uo,p,0)(z,1)(2,1) — o(u, T§ (uo, 2))

2€Crg (uo) 2€Crx (uo)

Preuve : ¢ Les hypotheses imposées sur J(.,t) assure que la solution optimale wu; existe
(Théoreme 9.5.5 de [10])pour tout ¢. Le calcul de la conjuguée de Legendre-Fenchel® de Ik
vérifie (HK)*(u) = o(u, K). Il en vient que le probleme dual de (4.26) s’écrit

L' (v, 1) — o(p, K).
La fin de la preuve du Théoreme 4.4.5 découle de ’application du résultat classique suivant :

Théoréme 4.4.6 [20] Considérons O(y) = inf{p(z,y) / © € X} ot ¢ : XXY — RU
{+00} une fonction s.c.i. convexe propre, avec X, Y deuz espaces de Banach, et RT |, p(z,.) =
Y. Alors 0 est continue dans un voisinage de 0 et ©(0) < co. En particulier ©(0) = ©*(0),
ce qui peut étre écrit sous la forme suivante

inf 0) = — min ¢*(0,y"

inf o(z,0) yrpely*sf)( ),
avec l'ensemble des solutions du minimum de droite égal au sous-différentiel 00(0), qui est
non-vide et *-faiblement compact quand ©(0) est fini et égal a l'espace Y* tout entier si
©(0) = —o0.
11 suffit de poser

QO(’LU, y) = { avJ(uo’ O) (wv 1)_:_0(?12;‘](”07 O)(Z’ 1)2 :r:gn—f_ ye Tl]lg(u()? Z) (4.27>
pour conclure que Val(L,) = —min, ¢*(0,x) ou la duale de Legendre-Fenchel de ¢ est
donnée par :

90*(0’ ,U) — { U(/‘% Tzﬂg(u()a Z)) - agﬁ(um Hs O)(Za 1)2 S? 811£(u07 Hs O) =0 (428)

+00 sinon.

Nous disposons alors des bornes supérieure et inférieure suivantes de la fonction valeur
optimale :

6

Définition 4.4.6 [10] Soit F : X — R U {400} une fonction s.c.i. conveze propre sur un espace de Banach. La
conjuguée de Legendre-Fenchel de F est la fonction

F7: X" — RU{+o0}

définie par
F*(z*) =sup{(z",z) — F (z) / = € X}.
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Théoreme 4.4.7 [18] Avec les hypothéses et notations du Théoréme 4.4.5, notons u; un
chemin o(t?)-optimal de (}.26) avec uy = ug + O(t). Alors
® nous avons les estimations supérieures suivantes :

limn sup Val(uy) — Val(ug)

< Val(L) (4.29)
t10 t

et Val(u;) < Val(ug) + tVal(L) + oft).
lim sup Val(u) — Valiuo) —tVal(L)
£10

< Val(Q) (4.30)

et Val(u;) < Val(ug) +tVal(L) + 2%Val(@) + o(t?).

e Et nous avons l’estimation inférieure suivante :

Val(uy) > Val(ug) +tVal(L) + gVal(QR) + o(t?). (4.31)

Remarque 4.4.3 En général il y a un saut entre ’estimation supérieure et inférieure qui
est du au fait que 'estimation inférieure ne prend pas en compte la possible courbure du
convexe K car elle ne tient pas compte du o-terme [11]. C’est ainsi qu’en rassemblant ces
deux estimations sous I’hypothese de polyédricité étendue (sans contribution du o-terme) que
'on obtient le résultat suivant de F. BONNANS & R. COMINETTI [1&], pour le projecteur
métrique.

Théoreme 4.4.8 Etant donné un conveze fermé K non vide d’un espace de Hilbert H. Sous
la condition de polyédricité étendue en ug, la valeur optimale de la projection orthogonale de
w = uf) +th € H sur K

Val(u) 1= e = il = ing [l — ol

vérifie :
. Val(uy) — Val(ug) — tVal(L)
lim
t10 t2/2

=Val(Q) =Va(QR), (4.32)

et u; := prg(u)) admet le (C-)développement limité suivant :
up = ug + tzo + o(t), avect >0, (4.33)
avec 2y = PTcy, (ug) () Lunique solution du probleme

inf : |z — h|lm.

z€Crx(uo

Remarque 4.4.4 Avec les hypotheses et notations du Théoréeme 4.4.5 le Théoreme 4.4.8
reste valable pour (4.26) si la condition de polyédricité étendue est vérifiée [15].
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Remarque 4.4.5 En général, il n’y a pas polyédricité étendue pour les convexes de déplacements
cinématiques admissibles dans H?(Q2), comme le montre 'exemple du paragraphe 4.2.1. En
effet, commentons les résultats que avons obtenus quand la poutre touche obstacle.

e pour % <t < % la poutre touche 'obstacle en un point X = (0,0), et le contact

est tangent a l'ordre 1 (non-raccord des courbures de la poutre et de l'obstacle). Pour

t = % le contact est affleurant, pour ¢ > % le contact est franc (la réaction est non-

nulle). Du coup, pour s € Ng(uy) , Uinclusion Csg(u) N (1)~ € Cr(uy) est stricte. On
a Csg(u) N ()t = {v € H / v(0) = 0,2/(0) = 0} et le come critique Crg(u;) = {v €
H / v(0) = 0}. Il n’y a pas polyédricité, ni méme polyédricité étendue car I'espace tangent
intérieur d’ordre 2 ne contient pas 0 pour un ensemble dense d’éléments de H. Il est non vide
pour t < %. Pour t = % la courbure de la poutre est annulée, il raccord tangent a 1’ordre
2 entre la poutre est 'obstacle bien qu’il n'y ait contact qu’en le point X = (0,0). Il n’y a
toujours pas polyédricité, de plus I'espace tangent a I'ordre 2 est ici vide.

e pour ¢ > % la poutre touche effectivement 1'obstacle suivant un segment [—r;, +r;] avec

re = —4\1/—2 Dans ce cas il y a polyédricité.

Remarque 4.4.6 Soulignons que la polyédricité de K en ug solution de (4.26) entraine
la condition de polyédricité étendue est vérifiée en wug, i.e. 0 € T (ug, h), pour un ensemble
dense de h € Crg(uy).

Commentaires 4.4.5 Le Théoreme 4.4.8 assure que, sous la condition de polyédricité
étendue, 'opérateur de projection sur un convexe fermé non vide, admet un développement
limité. Il en va de méme pour la solution du probleme de ’obstacle pour une poutre ou une
plaque élastique en petites déformations vue comme la composition de pry avec l'inverse
de l'opérateur bilaplacien. Le concept de polyédricité étendue nous permet d’affirmer que la
solution de I'exemple 4.4.1, est dérivable par rapport au chargement Fig, d’apres Théoreme
4.4.8 alors que la configuration géométrique de la zone de contact interdit la polyédricité.
De plus la présentation de ce Théoreme nous a permis d’introduire les problemes auxiliaires
et le cadre nécessaires a notre approche de la sensibilité a 1'ordre 2.

4.5 Etude de sensibilité a 'ordre 2 dans le probleme d’obstacle
pour une poutre

Comme nous allons nous référer a des outils issus du domaine de la commande optimale’,
il parait naturel de faire le lien entre la terminologie qu’elle utilise et celle de la mécanique.
Le probleme (4.6) régissant ’équilibre d’une poutre linéaire élastique, occupant au repos
un domaine €2 := [—1, —1], encastrée sur son bord 92, placée au dessus d’un obstacle rigide
Y e CYQ), Yaq < 0, alors qu’elle est soumise a un chargement variable ¢t — f; := fy+th €
12(0)

est équivalent a la minimisation sur k, de la fonction cout (I'énergie totale), notée

J(v,t) == /Q (%(v”)2 — fﬂ))dQ

L’unique solution ('optimum) u; € H := H2(2) représente [’état de la poutre (le déplacement),

"le lecteur peut se référer & [02] pour une introduction & la théorie du contréle des EDP.
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fi est la commande (la force).

Objectifs : Lorsque la solution 1y a un nombre fini de points de contact francs isolés sans
raccord des courbures, et lorsque I’hypothese de contact franc est satisfaite, nous donnons des
conditions d’optimalité du second-ordre nécessaires et suffisantes pour le probleme (4.6), et
par le calcul du terme de courbure de Kawasaki nous explicitions les estimations supérieure
et inférieure a l'ordre 2 de la fonction valeur optimale. En conséquence les dérivées direc-
tionnelles de ug sont obtenues comme solutions d’un certain probleme quadratique (Q).

Pour ce faire il est alors nécessaire de nommer précisément les composantes de la zone
de contact, qui comme nous le savons peut étre quelconque si nous ne faisons d’hypothese
sur la nature du chargement ou la forme de 1’obstacle.

Définition 4.5.1 Les points de contacts isolés qui composent I(f;) :={X € Q [/ u,(X) =
(X))} =TI, forment un ensemble appelé ensemble de points de contact noté T, := O(Z(f;) \
int(I(ft))). Un point de contact X est dit essentiel, si le multiplicateur de Lagrange py,
satisfait [po(X)] > 0, (i.e. si la mesure de réaction o le charge). L’ensemble des points de
contact essentiel pour la solution u, est noté T,** := T, N Supp(py).

Nous disons que ’ensemble de contact Z(fo) a une structure finie si le support de la réaction
Supp(po) est une union finie disjointe de points de contact et une union finie disjointe de
segments.

Remarque 4.5.1 Un point de contact isolé essentiel correspond a une discontinuité de la
mesure de réaction (i.e. du multiplicateur i) qui est une fonction croissante, donc il n’existe
au plus qu’'un ensemble dénombrable de points de contact isolés essentiels. Ceci exclut en
particulier qu’il y ait contact franc sur des parties fractales (type Cantor).

Rappelons que le Lagrangien associé a (4.6) est L(v, u,t) := J(v,t) + (u, v), nous omettrons
la variable t dans £ et J quand cela n’induira pas d’ambiguité.

Nous allons commencer par nous placer sous les hypotheses suivantes :

(H1) Hypothése de contact franc sur l’intérieur de I’ensemble de contact :
int(Zy) C supp(po)- (4.34)

Notons que I’hypothese de contact franc ne concerne pas les points de touche. Elle est
équivalente & la condition de non-dégénéréscence : ™ — fy > 0 sur Z,. Remarquons que si

Supp(po) C I2(fo, 2), alors o, Ty (uo, 2)) > 0.

(H2) Hypothése de contact tangent a ’ordre 1 sur ’ensemble des points de contact

essentiel :
2

€ss d

(H3) Hypotheése de finitude des composantes connexes de 7 :

Ty est une union finie d’intervalles et I'ensemble des points de contact essentiel (7;7°%) est fini.
(4.36)
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Remarque 4.5.2 Nous traitons le cas d’une poutre encastrée, mais nous pourrions faire
de méme avec une poutre simplement appuyée a ses extrémités pour autant que l'on ait
1 < ug sur 0. Sous les hypotheses (H2)-(H3), la réaction dug = u(()4) — fo se décompose
de la facon suivante :

dpo(X) = fio(X)dAr + puro(X).

La densité (par rapport a la mesure de Lebesgue linéique), iy € L'(2) est la dérivée (de
Radon-Nikodym) de p par rapport a A;.

La partie atomique de la réaction s’écrit i1 1= Y yegz, 10 Ox, Ol g = [po(X)] est le saut
positif® en X € 07y, et dx la mesure de Dirac en X.

Nous définissons les problemes approchés linéaires et quadratiques associés a (4.6) :

(L) min J'(yo)z

z€Tx (uo)
linéarisation conique de (4.6), avec Sol(L) := Crg(ug), et

(Q) min  min J'(ug)w + J"(up)(z, 2).

z€Crg(uo) wETHi(uo,z)

Par le Théoreme 4.4.5 de dualité convexe, le Théoreme 4.4.3 caractérisant le o-terme, et
grace au développement de Taylor (4.24) on déduit que le probleme quadratique (@) associé
a (4.6), pour t = 0 s’écrit :

1
inf / (—(2”)2 — hz)dQ —/ 0 wodpt. (4.37)
2€Crg(uo) Jq 2 0To

Remarque 4.5.3  Val(Q) < +oo si et seulement s'il existe z € Sol(L) = Crg(ug) tel
que TZ(up),z) # 0. Puisqu'on a établi que 'espace tangent a l'ordre deux est toujours non
vide sous les hypotheses (H1)-(H4) ci-dessus, alors Val(Q) < +00. On en déduit alors que
Val(Q) est finie. Le sigma terme étant de la forme :

o(—p, (o, 2)) = — / o (X)da(X). (4.38)

Sie. [0(X)] = #o(X ™) — po(X ) ott po(XF) = limg_ = po(€)
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Théoréme 4.5.1 Placons nous sous les hypothéses (H1)-(H3), et imposons 1) € C*(Q),
et Yian < 0. Soit f, == fo+ th avec fo, h € L*(Q) Soit ug la solution de (4.0) associée a fo,
alors pour tout z € Crg(ug) nous avons la condition nécessaire :

L" (o, po) (2, 2) — o (o, T (g, 2)) > 0. (4.39)

Réciproquement, nous avons la condition suffisante :

L (ug, po) (2, 2) — oo, T (uo, 2)) >0,  Vz € Crx(ug) \ {0}. (4.40)
En particulier nous avons [’estimation supérieure suivante de la fonction valeur optimale :

2

Val(u) — Val(uo) — £DJ(ug)h < %Val(Q) +o(t?) (4.41)

Réciproquement, nous avons l’estimation inférieure complémentaire :

t2
Val(uy) — Val(ug) —tDJ(ug)h > EVal(Q) + o(t?) (4.42)
En outre, si on désigne par u; une o(t?)- solution. Alors z; = b, 29 en norme et

t
satisfait le probleme (4.37), ce qui fournit le développement suivant :

up = up + tzo + o(t). (4.43)

Autrement dit zo(.) := ug(.; h) solution de (4.37) vérifie le probleme aux limites suivant :

Z(()4) =h+ ZXGTO Huo,zo (X)lj’())((sX sur \ <I<f0) \ 76)

xen T cur 90 (4.44)
iy sur 9Z(fo) \ Ty
o0 sur Z(fo) \ 7o
Dzy(Xo))?
avec By z(Xo) = %'

Preuve : ¢ La preuve se fait en quatre étapes.

1) Finitude du sigma-terme

Commengons par nous assurer que pour tout X, € 0Z(ug), nous avons g, .(Xo) < +00.

En effet, d’apres la définition de g, , (4.22), seuls les points de 9Z (ug) NZ?(ug, z) contribuent
au sigma-terme.

Puisque Zy est compact et d’apres I'hypothese (H3) fo est une réunion finie de « vrais »
intervalles, donc H2—w—admi_ssible. Construisons une solution @ € HZ(Q) de (4.6) ayant pour

zone de contact I’ensemble 7, associée a fo = fo—puro € HY(Q). Alors d’apres la Remarque
(4.4.6) <a,..(Xo) = 0, pour tout un ensemble de z critique, et comme wug et g coincident sur

un voisinage de 7y donc ¢, .(Xo) = 0, pour tout un ensemble de z critique.

+ _
XO XO

Pour les points de contact isolés essentiels Xy € 7%, z2(X) ~ a™(X — Xj) (resp. z(X) ~
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a- (X — Xo) ) et (1o — ¥)(X) 2 BH(X — Xo)? (resp. (g — ¥)(X) "L 5~ (X — X,)?). Gréce
a (H2), en posant @ := min(a™,a™) et §:= min(G*, 57)

[—ali _ (D2(X0))

Ou,=(Xo) = 28  [D2%(ug — )]

Ceci assure que ¢, .(Xo) est fini, et s’écrit :

€SS

(/1’07T (u()? )) :ﬂ gug,z(X) ( dA? Z //“I ,0Suo, z

To XeTo

soit apres simplifications (puisque le premier terme est nul sur Z) :

(MOvT an Z MIO 0,2

XeTess

2) Le probleme a une valeur optimale finie

En effet le probleme (4.37) (i.e. (Q)) est fortement convexe (comme somme de deux fonctions
convexes ; voir le Commentaire (4.4.4) pour la convexité du o-terme) et s.c.i. sur un convexe
fermé, donc (Q) admet une solution unique”.

3) Estimation supérieure

D’apres (4.24) nous pouvons écrire le développement a l'ordre 2 de J sous la forme :

J(ug) = J(ug) + /hde + t; [/Q (%(z”)2 — hz)dQ +/Q <( 0)"w" fow)dQ} + o(t?).

d’ou grace a (4.37) :

Val(u) — Va;(i/zg) —tDJ(ug)h < inf </Q (%(2//)2 _ hz)dQ — /810 0zdu) +o(1)

donc
limn sup Val(uy) — Val(ug) — tDJ(ug)z

110 t2/2

On en déduit que I'estimation supérieure est vérifiée, puisque Val(Q) est finie.

< Val(Q).

4) Estimation inférieure

Nous reformulons la contrainte G(v) := ¢ — v < 0 sur Q, par la méthode de réduction
présentée a la section 3.4.4 de [20] . Cette approche est tres proche de [19] excepté le fait que
nous sommes en dimension infinie. D’'une maniere générale I'idée est de minorer le critere
par le lagrangien. Avant cela il faut reformuler les contraintes pour tout X € () par des

9

Théoréme 4.5.2 Soit f : X — R U {400} propre, fortement conveze et s.c.i. sur un conveze fermé K du Banach
X, telle dom(f) NK # 0, alors f a une solution unique dans K.
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contraintes "réduites” non linéaires dont le hessien permet de recoller avec le sigma terme.
Traitons le cas du point de contact isolé; on a une contrainte

g(u, X) <0, pourtout X € Q
équivalente, au moins localement, a
G(u) == g(u, X (u)) <0, avec X(u) caractérisé par g x(u, X (u)) =0,

ou X (u) est le point ot u — ¢g(u, X) atteint son maximum, tel que sous 'hypothese g xx
définie positive (assurée par (4.35)) par application du théoreme des fonctions implicites :

Goux (U, X (1)) + g.xx (u, X (1)) X (u) = 0
On calcule en utilisant g x(u, X (u)) =0 :

G'(u) = gaulu, X(u));  G"() = g, X () + gux (u, X (u)) X (u)
et donc puisque ¢y (u, X (u)) =0

G"(u) = —gux (u, X(u))g xx(u, X(u))_lg,ux(u, X(u)).

Dongc, se ramenant a la contrainte G(u) < 0, minorant le critére par le lagrangien avec cette
derniere contrainte, on obtient bien une contribution du hessien de la contrainte correspon-
dant au sigma terme, avec

. na . (C(09) .
@ i { [ (7 hw = Ol S 2 Cratu)}

X eToNnSupp(po)

Grace a la coercivité de J, pour £ > 0 suffisamment petit, uy est solution du probleme
g-approché :
min J* (@) = J (@) — i - woll} (4.45)
ue
Les problemes (4.45) et ((4.6) ont méme multiplicateur de Lagrange, i, la méme contrainte
et donc le méme cone critique, il découle que les hypotheses (H1)-(H3) sont satisfaites pour

(4.45), ainsi la conditions nécessaire est également valable pour le probleme e-approché car,
en notant son Lagrangien £°(u, i),

DAL (u, 1) (2, 2) = L (u, ) (2, 2) — €| 2[J3
donc
L (ug, pio)(z, 2) — (o, T (ug, 2)) > ellzllf, Vz € Cri(uo).

Soit u; une o(t?)-solution de (4.6), associée a f;. Nous savons, d’apres (3.1.2), que |lu; —
u —
upllm = O(t). Alors z :=

U , . . .
est bornée, et on note zg sa limite faible. Puisque

Val(uy) < J(ug) +tDJ(ug)z + gVal(Q) + o(t?)

en lui soustrayant le développement de J(u;) (4.24) et apres division par %tz, nous obtenons :

0 <2t 'DJ(uo)z + D*J(ug) (2, 2) < Val(Q) + o(1). (4.46)
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Ce qui fournit DJ(ug)z < o(t), et donc DJ(ug)zg = 0. Comme z; € Csg(ug), sa limite
appartient donc a Tk (ug), ce qui fait de zy une direction critique. De plus z; € Csk(ug) et la
condition nécessaire d’optimalité du premier ordre implique que DJ(ug)z; > 0, en utilisant
la s.c.i. de D?J(ug), d’apres (4.46) il découle

D?J(ug) (20, ), (20, b)) < lir? inf D?J(u0)(2, h), (2, h)) < Val(Q).

10

Du fait que zg € Crg(ug) il vient que zg est solution du probleme (Q), d’ou
D?J(ug)(z, h), (2, R)) — D*J(ug) (20, h), (20, R))
Or z; — 29, ce qui assure que D?J(ug)(2¢, 2¢) — D?J(ug)(20, 20) puisque

Q(2) = L" (ug. f10) (2, 2) — (0, T’ (uo, 2))

est une forme de Legendre'” d’apres la Proposition 3.76 [20] nous obtenons alors z; — 2z en
norme et le développement de la solution (4.43). ¢

Commentaires 4.5.1 Certaines situations de contact ne sont pas contenues dans cette
étude de sensibilité, il s’agit des points isolés avec raccord des courbures, les zones de contact
ayant une infinité de composantes connexes, et les intervalles sans complémentarité stricte.
Pour le calcul du o-terme, nous avons imposé un nombre fini de points de contact isolés
essentiels a la zone de contact. Puisque la mesure p est finie sur {2, s’il en existe une infi-
nité (au plus dénombrable d’apres la Remarque 4.5.1) (X*),cn, alors la suite associée des
sauts ([(X*)])s, de la mesure tend vers 0. Aussi si la série est convergente alors la finitude
du o-terme dépend de la contribution du point d’accumulation X := limy_,, . X*. Cette
contribution est difficile a évaluerpuisque nous ne pouvons pas effectuer de développement
de Taylor X car le numérateur et le dénominateur de 6, ., s’annulent dans tout voisinage
de X une infinité de fois'' ...

Bien stir quand la zone de contact est un « vrai » segment (sans point de contact isolé) avec
complémentarité stricte, nous retrouvons le théoreme de différentiabilité 4.1.4.

10

Définition 4.5.2 Sur un espace de Hilbert H, une forme quadratique Q est dite de Legendre si elle est faiblement
séquentiellement s.c.i. sur H telle que, si hy — h (faiblement) et Q(hi) — Q(h) alors hy — h en norme.

On conclut ici grace a la proposition suivante :

Proposition 4.5.1 [/10] Dans un espace de Banach uniformément convexe pour toute suite (hi)i implication sui-
vante est vérifiée :

hi — h (faiblement) et ||hn| — ||h|| = hx — h en norme.

"'Nous pouvons certainement obtenir cette situation dans (4.6) avec un chargement 0 > tfo := >, . ardxr €
H™(Q) avec X* — 1/2 € Q :=]0, 1], pour ¢ > 0 assez grand.
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Corollaire 4.5.1 Sous les hypothéses du théoréme J.5.1, si (H1) est relazée en imposant
(H1') : int(supp(uo)) admissible

alors le développement (4.43) subsiste avec zy solution de (4.37) vérifiant le probléme aux
limites suivant :

Z((]4) =h + ZXGTOeSS euo,zo <X>M5(6X sur {2 \ (SUpp(MO) \ 76688)

2o = 0=z sur OS2 (4.47)
4 =0 sur dsupp(uo) \ T
2 =0 sur supp(po) \ Tg™

Exemple 4.5.1 Reprenons I’Exemple 4.2.1 d’une poutre encastrée a ses bords et calculons,
quand il y a contact ponctuel, les dérivées directionnelles dans la direction h du déplacement,
noté zo(.) := uy(.; h).

Pour 24 <t < 72 la poutre touche I'obstacle en point avec une réaction ponctuelle, le contact
est seulement tangent.

2 = I 00 ()80 sur ] — 1,1,
v (4.48)
2(=1) = 0= z(1)

Ce systeme peut étre interprété comme la flexion d’une poutre élastique encastrée, sous un
chargement distribué h et un chargement localisé au point 0.

Remarque 4.5.4 A. HERMANT [(7] a montré que I'instabilité d’un point de contact isolé
X0 avec raccord des courbures (i.e. (u—1)"(X%) = 0, que 'on appelle aussi non-réductible)
du probleme (4.6) peut faire apparaitre soit un segment soit un deuxiéme point de contact
isolé suivant le signe du chargement appliqué, supposé dans L>(2). La méthode employée
repose sur une formulation hamiltonienne et une analyse du signe des relations que 'on en
déduit et qui font intervenir le champ de force, les efforts tranchants et la réaction. Toutefois
la question de la différentiabilité (par rapport au parametre de perturbation ¢) de la solution
de (4.6), présentant ce type de point de contact isolé non-réductible, n’a pas été tranchée.

4.6 Etude de sensibilité dans le probleme de I’obstacle pour une
plaque

L’équilibre d’une plaque linéaire élastique, occupant au repos un domaine plan 2 de classe

C** encastrée sur son bord 992, placée au dessus d'un obstacle rigide ¢ € C*4(Q), Yraa < 0,
alors qu’elle est soumise & un chargement variable t — F} := Fy +tH € L*() est décrit
par la minimisation (3.3) de la fonction cott (I’énergie totale, c.f. Théoréme (3.1.1)) notée

J(V, 1) ::/ (%(AVF - FN)dQ
Q
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L’unique solution ('optimum) U; € H := H2(Q) représante ’état de la plaque (le déplacement),
F; est la commande (la force). Le Lagrangien associé toujours noté L(V, u,t) = J(V,t) +
(1, V).

Objectifs : Comme pour le cas de la poutre (4.6), nous donnons des conditions permettant
d’obtenir les dérivées directionnelles de Uy comme solutions d'un certain probleme quadra-
tique.La preuve nécessite le calcul du terme de courbure de Kawasaki. Dans le cadre posé
ci-dessus il n’y a pas de points de contact isolés, cependant le contact peu avoir lieu le long
de courbe, et bien str sans hypothese sur la nature du chargement, la structure topologique
peut étre quelconque.

Définition 4.6.1 Les courbes qui composent la zone de contact Z(F;) de (3.3) forment un
ensemble dit ensemble de courbes de contact noté T (Fy) := O(Z(F,) \ int(Z(F))) 2. Une
courbe de contact est dite essentielle si la mesure de réaction p; la charge. L’ensemble des
courbes de contact essentielles pour la solution Uy est noté T,°*° := T, 0 Supp(jiy).

Nous disons que l’ensemble de contact Z(Fy) a une structure finie si le support de la réaction
Supp(po) est une union finie disjointe de courbes de contact et une union finie disjointe de
surfaces H?-admissibles.

Nous allons mener une analyse au second ordre sous les hypotheses suivantes :

(H1) Hypothése de complémentarité stricte sur I’intérieur de I’ensemble de contact :
int(Zy) C supp(po)- (4.49)

Notons que I'hypothese de contact franc ne concerne pas les points de contact. Elle est
équivalente & la condition de non-dégénéréscence : A%) — FO > 0 pp sur Zy.

(H2) Hypothése de contact tangent a I’ordre 1 sur I’ensemble des courbes de contact
essentiel :

les courbes de contact sont des courbes de classe C? et VX € 775,  02(Uy — )(X) > 0.
(4.50)

(H3) Hypotheése de finitude sur I’ensemble des courbes de contact essentiel :
Z§% a une structure finie. (4.51)

C’est a dire que le nombre de composantes connexes de I’ensemble des courbes de contact

[¢]
essentiel 7% est fini, et que Zy est union finie de surfaces H2-admissibles.

Remarque 4.6.1 Sous les hypotheses (H2)-(H3), la réaction dug := A%Us— Fy se décompose
de la facon suivante :
dpo(X) = fio(X)dAy + dppo(X).

La densité (par rapport a la mesure de Lebesgue surfacique), fig € L'(2) est la dérivée (de
Radon-Nikodym) de p par rapport a As.

La partie singuliere de la réaction est jur o est égale & A?Uj sur 'ensemble essentiel 7 :=
To N Supp(p). Rappelons que la partie atomique de la réaction est ici nulle.

125i nous relaxons les hypotheses de régularités cet ensemble inclut les points de contacts isolés
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Théoréme 4.6.1 Placons nous sous les hypothéses (H1)-(H3), imposons 1 € H*(Q),
Yoa < 0, et Q un domaine du plan de classe C* (éventuellement C* par morceaur d coins
convezes).

Soit Uy la solution de (3.3) associée a Fy, alors nous avons l’estimation suivante de la fonc-
tion valeur optimale :

2

Val(Uy) — Val(Uy) — tVal(L) = %Val(@) +o(t?) (4.52)

En outre, si Uy désigne une o(t?)- solution, alors Z; = @ — Zy en norme et satisfait

le probléme (Q)), ce qui fournit le développement suivant, pourt >0 :
U = Uy +tZy + oft). (4.53)

Autrement dit Zy(.) := U|(., H) vérifie le probleme aux limites suivant :

N7y = H + vt sur @\ (T(FR)\ T(Fy))

Zy=0=0,% sur OS2 (4.54)
OnZy =0 sur OZ(Fy) \ T (Fyp)
Z() =0 sur I(Fo) \ T(Fo)

Preuve : 4¢La preuve suit exactement la trame de celle du théoreme 4.5.1 a ceci pres que
nous devons vérifier la finitude du o-terme qui apparait dans le probleme quadratique (Q)
associé a (3.3), qui s’écrit pour t =0 :

inf / ((AZ)* — HZ)d) — / 070, dp (4.55)

ZGCFK(UO)v o1

D’apres la définition de o (4.22), seuls les points de 0Z(Uy) N Z?(Uy, Z) contribuent au
sigma-terme.

Sous I'hypothese (H3) le compact To est une réunion finie de surfaces H*-¢)-admissible.
Grace au Théoreme 3.1.1 nous sommes assuré de 'existence d’une solution Uy € HZ(Q) de

(3.3) ayant pour zone de contact franc I’ensemble %0, associée a Fy = Fy — pro € HH(Q).
Alors d’apres la Remarque (4.4.6) ¢g ,(Xo) = 0, pour tout un ensemble de Z critique, et

comme Uy et UO coincident sur un voisinage de T donc g, z(Xo) = 0, pour tout un ensemble
de Z critique.
Soit X° un point d’une courbe de contact. Nous calculons le f-terme qui est d’apres (4.22),

0(X°) := limsup ([Z(X/>]+)

X'—X0 2(UO(X/) - ¢(X/>>
(Uo—9)(X')>0

Considérons une fonction Z critique continuement différentiable en X°. Désignons par n la
normale en X° & la courbe a laquelle il appartient, et définissons un voisinage tubulaire de
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0Ly NB?(X° r), avec r suffisamment petit, par
0Ly NB* (X", r)x] — €, €] 2 (x1, X2) — X1+ X2n- (4.56)

En effectuant un développement de Taylor (dans ce voisinage tubulaire avec les coordonnées
locales (x1, x2)) de Z et de Uy — 1) en X (grace au Théoreme 3.2.4 nous savons Uy de classe
C?), il vient :

N o— limsu (IVZ(X°) (. x2)])” + ol (1. x2) = XO)|
I = Imsup - T X0) — (X)) (s xa)? + ol (1, xa) — XOT)?

(Uo—)(x1,x2)>0
~1

= (V. Z(X%)*(V2(Up(X°) — (X?))

donc par densité, 0(X°) = ¢y, 2(X°) = (VRZ(XO))Z(VfL(UO(XO) - w(XO))fl, qui est fini
pour tout Z critique.

Nous reformulons la contrainte G(v) := ¢ — v < 0 sur 2, par la méthode de réduction
présentée a la section 3.4.4 de [20]. L’estimation supérieure s’obtient comme pour le cas de la
poutre, pour I'estimation inférieure nous donnons la marche a suivre pour le cas du contact
suivant une courbe réguliere C, au point nominal Uy, on a

9(Uo, X5(Up)) =0,

ou s € [0,1] est une paramétrisation du point de la courbe C. On note ng une famille de
directions normales (ou au moins non tangentes), a la courbe C' € 7y N Supp(pg). Sous
I'hypothese de courbure normale non nulle (4.50) :

9.xx (0, Xs(X))(ns,ns) <0 (4.57)

la contrainte a (localement en X') pour U voisin de Uy, sur la droite X;(Up) 4+ Rn, un unique
point de maximum X (Up)) = Xs(Up) + as(U)ns tel que la stationarité en ag(U) implique
9.x (U, Xs(U))ns =0, et donc

gxv(U, Xs(U))ns + 9. xx (U, Xs(U))(ns, ns)ds(U) = 0.
Posant G 4(U) := ¢g(U, X5(U)), on se ramene a la contrainte
GsU)=0, sel0,1].
Il vient G 4(U) = gu(U, Xs(U)), et donc
Gs(U) = guu (U, Xs(U)) + gux (U, Xs(U))nscrs(U)
soit finalement
Gos(®) = gxx (U, X(U)) = ng gux (U, Xo(U)) g xx (U, Xo(2)) (s, 15) " gux (U, Xo(U) ).

Comme on s’est ramenée a la dimension 1 en minimisant on peut récrire cette expression

avec g xx (U, X,(U)) =0
G s(U) = —(9.x0(U, Xs(U)n)* /g xx (U, Xs(U)) (15, 15)

Exprimant le lagrangien avec la contrainte G ¢ < 0 on obtient la forme du probleme (Q) et
I'estimation inférieure voulues. ¢
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Corollaire 4.6.1 Sous les hypothéses du théoréme J.0.1, si (H1) est relazée en imposant
(H1') : int(supp(uo)) admissible

alors le développement (/.53) subsiste avec Zy solution de (/.55) vérifie le probléme aux
limites suivant :

Z§) = F 4+ 0z, 00100 sur Q\ (8upp(uo) \ To)

Zy=0=0,2, sur 0N (4.58)
AR sur dsupp(po) \ 75"
Zy =0 sur supp(po) \ 75"

Exemple 4.6.1 Reprennons 'Exemple 3.6.1 et donnons 'expression de la dérivée direc-
tionnelle Zy (.) := U}, (.; H) de Uy dans la direction H, avec F; :=t'+tH, quand t — 0. Nous
avons polyédricité quand ¢ > 128 puisque la zone de contact est un disque (voir figure ( 4.9)
et que le contact est franc donc :

A*Zy = H sur Q \ B2(0, Ry)
Zy =0=0,Zy sur 0f)
OnZy =0 sur SY(0, Ry)
Zy =0 sur B%(0, Ry)

Par contre quand 64 < ¢’ < 128 (voir figure (4.9) il n’y a pas polyédricité. Comme il n’y
a pas raccord des courbures entre la plaque et ’obstacle nous pouvons utiliser le Théoreme
4.6.1 pour obtenir la dérivée directionnelle dans la direction H sous la forme (avec r :=

VX +X3)

A2Z, = H+ 07,1, (Ry) (AZUt/ (r) — t’> sur Q\ S0, Ry)

Zy =0 = 0,2y sur 0f)
8nZt’ =0 sur Sl (O, Rt’)
Zy =0 sur SY(0, Ry)

Avee AUy = (a;} 4203 - Lo2+ rig,ar) (Uy), DUy = 03Uy (Ry)|Sy—p, et

(0,Zv(Ry))*
2(Uy — ) (Ry)

QZt/, t/(Rt’) ==

Commentaires 4.6.1 Nous ne savons encore pas nous affranchir des hypotheses sur la
structure topologique (nombre fini de composantes connexes) et la géométrie (régularité des
parties parfaites de Zj) de la zone de contact, pour obtenir la dérivée directionnelle de U
par rapport a F. Une nouvelle fois ces préoccupations semblent reliées a la conjecture que
nous avons formuler a la Remarque 3.4.3 du Chapitre 3 quant a la non-dégénérescence de
la frontiere libre. En particulier le cas d’un point ou d’une courbe de contact avec raccord
des courbures entre U et 1) conduit & un phénomeéne d’instabilité géométrique (c.f. Exemples
4.2.1 et 4.2.2) et nous ne savons pas conclure de la dérivabilité de U par rapport a F, la
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FiG. 4.9 — Déflexion sous chargement constant d’une plaque circulaire encastrée : pour t = 123,578
la zone de contact est un cercle de centre 0 et de rayon R = 1/12, et pour ¢ = 364,9 la zone de
contact est un disque de centre 0 et de rayon R = 1/4.

question est aussi ouverte pour un nombre infini de courbes de contact.

Pour finir, nous pouvons signaler comme application numérique possible des précédants
résultats Particle de F. BONNANS & A. HERMANT [23] dans lequel ils développent des
méthodes de tir par homotopie permettant de calculer avec précision la solution d’une
équation différentielle ordinaire soumise a une contrainte sur I’état (sous une hypothese
de qualification), dont la structure topologique de la zone de contact est supposée vérifier
les hypotheses (H1) - (H3). L’idée étant d’introduire les points (en nombre fini) de la
frontieres libre 0Z comme parametres de la fonction de tir, et d’utiliser une méthode d’ho-
motopie pour une certaine pénalisation de la contrainte (grace aux résultat de dérivabilité
[22]). Ils donnent une condition nécessaire et suffisante pour que cet algorithme soit bien
posé (c’est-a-dire que le Jacobien de la fonction de tir soit inversible), sa nouveauté est de
déterminer automatiquement la structure de la trajectoire et d’initialiser les parametres de
tir associés. Cette approche pourrait faire 'objet d’une adaptation au cas de la poutre et
d’une extension au cas de la plaque linéaire élastique.
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Chapitre 5

LE PROBLEME D’OBSTACLE
POUR UNE PLAQUE DE VON
KARMAN : PERSPECTIVES

nge]&e@mwym%tm&mmmmﬂe¢wm%wtg%d@
mek maau'\‘%e p\mo WMW tp\e JZA,[}JE LA.?” }op\n\. \ag %M\ u‘peu.'mamm

Apres s’étre intéressé au cas des petites déformations, nous allons a présent prendre en
compte les termes non-linéaires de variations de métriques selon le Modele de Von Karman.
Ici a la différence des chapitres précédents nous allons seulement rappeler I’état des lieux en
vue d’introduire les sujets de travaux ultérieurs. Nous expliquons, aux travers d’un résumé
des connaissances acquises sur le sujet, pourquoi ’exploration des branches de bifurcations
des plaques en grandes déformations se complique grandement dans le cas unilatéral par
rapport a la situation sans obstacle. La premiere formulation variationnelle du probleme
statique de la flexion forte des plaques de Von Karman en présence d’obstacle a été donnée
par G. DUVAUT & J.-L. L1ONs [54] en 1974. Ils ont prouvé 'existence d'une solution par des
techniques de régularisation de graphes maximaux monotones. A leur suite, C. Do [50] et A.
CIMETIERE [38] ont donné certaines propriétés globales et locales des points de bifurcations
pour un probleme de flambage unilatéral d’une plaque de Von Karman. Dans les années 1990,
par des techniques topologiques de points fixes s’appuyant sur le degré de Leray-Schauder, D.
GOELEVEN, V.H. NGUYEN, M. THERA [72], puis V.K. LE & K. SCHMITT [36] ont donné
des théoremes qui étendent au cas des inéquations les résultats classiques de bifurcations
globales. Ils n’ont cependant pas traité le probleme de la continuation, car leur approche
concerne les propriétés qualitatives du diagramme de bifurcation mais pas sa construction
explicite. Poursuivant ’exploration de stabilité de la solution en fonction de la géométrie de
la zone de contact, nous commentons les résultats de J. EISNER, M. KUCERA, L. RECKE
[110] pour une poutre en grandes déformations, dans 'optique d’une extension du théoréme
de stabilité 3.6.1. Enfin nous terminons ce Chapitre par quelques perspectives concernant
I’étude du diagramme de bifurcations des plaques de Von Karman en présence d’obstacle,
incluant les questions de régularité, stabilité, sensibilité.
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5.1 Formulation variationnelle du probleme de contact

Considérons une plaque de Von Karman placée au dessus d’'un obstacle rigide 1 € H*(Q),
soumise & un champ de forces transversales F € L?(Q), et latérales L, € HY2(08). La
plaque est encastrée sur une partie I'c # (), et en appui simple sur T', avec 9Q = T[] T.

Nous supposons que le contact s’éffectue sans frottement.

Nous utilisons les notations introduites au Chapitre I, en particulier la définition des opérateurs
Let C.

L’équilibre global d'une telle plaque s’écrit :

Trouver U € ky, vérifiant :

) (5.1)
(U-ALWU)+CU)—-F,W-=U)>0, VW € ky.
Rappelons que le cone des déplacements cinématiquement admissibles est
ky :={VeH /V >4 dans Q}
Remarquons que pour tout F € L*(Q), il existe F € H tel que
/ FVdQ=(F,V), YV €H. (5.2)
Q

L’inéquation variationnelle (5.1) peut étre réécrite en utilisant 'incatrice convexe, comme la
recherche de U € ky, vérifiant :

(U= AL(U)+CU) - F,W =U) + L, (W) =L, (U) >0, VW € H.

Sous cette forme, il est alors facile d’appliquer les résultats de S. AbLy, D. GOELEVEN, M.
THERA [5] relatifs aux opérateurs pseudo-monotones bornés et ’anaylse de récession. Notons
que le classique Théoreme de Lions-Stampacchia pour des opérateurs monotones, continus
et coercifs tombe en défaut pour (5.1). Cela est di a la présence du terme (Id — AL) qui
engendre une perte de coercivité au dela d’une certaine valeur du parametre A. En particulier
nous avons :

Théoréme 5.1.1 Soit Q un domaine borné du plan, avec 02 € C?, F € L*(Q), ¢ € H3(Q)
et 1 <0 sur (), alors le probleme (5.1) admet au moins une solution pour toute valeur de \.

Remarque 5.1.1 Une autre formulation équivalente de (5.1) peut étre donnée en terme
de point fixe grace a I'opérateur de projection pry, sous la forme :

Trouver U € K tel que :
(5.3)
U= prkw (B<Ua )‘))7

avec B(U, \) := —AL(U)+C(U)—F. Ce qui justifie I'intérét que nous portons aux propriétés
de différentiabilité de I'opérateur pry , bar rapport au parametre \.
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5.2 Flambage en théorie unilatérale des plaques de Von Karman

L’analyse du flambage des plaques élastiques minces encastrée sur I'. et en appui simple sur
0N\ T, soumises a des conditions unilatérales sur le déplacement vertical, conduit a I’étude
de problemes aux valeurs propres pour des inéquations variationnelles linéarisées.
L’inéquation varitionnelle linéarisée homogéne associée a (5.1) (selon la terminologie de
I’Annexe F) s’écrit :

Trouver U € ky, tel que : (U — AL(U),V —U) >0, VV eky. (5.4)

Commentaires 5.2.1 (cas biltéral) Rappelons que dans le cas du flambement bilatéral,
on a k = H, et la charge critique est la plus petite valeur propre \; de la partie linéaire de
I'opérateur de Von Karman. Par exemple pour F' = 0, la solution nulle est un point d’équilibre
stable pour le probleme de Von Karman, pour tout A < A;. Si la compression A\ varie de facon
quasistatique, les termes d’inertie peuvent étre négligés et le lambage est supposé se faire
suivant une branche non triviale de solutions bifurquant a partir de la branche triviale au
point A\;. Quand la compression latérale augmente au dela de Aq, la solution perd sa stabilité
et la plaque flambe vers un autre état stable, A\; est appelée charge de flambage ou critique.
Le mode de flambage est la fonction propre associée a valeur propre A\; de la partie linéaire
de I'opérateur de Von Karman. Les analyses de la stabilité des branches pour A > \; ont fait
apparaitre des phénomenes de transitions brusques entre deux modes que M. Golubitsky et
D. G. Schaeffer ont baptisé « mode jumping ».

5.2.1 Résultats de bifurcations locales

G. Duvautr & J.-L. LIoNs [51] ont établi une formulation du type (5.1) avec L = 0
et ¢ = 0 pour modéliser la flexion forte des plaques encastrées soumises a des conditions
unilatérales. L’existence de solutions pour le cadre fonctionnel décrit ci-dessus est établie
par les techniques de régularisation des opérateurs maximaux monotones. Ils ont montré
I'existence d’une solution unique si les charges exercées sur la plaque sont de la forme F' = ¢
pour les petites valeurs de t.

Remarque 5.2.1 IIs signalent que les questions de bifurcations (probables) de U; quand
t croit sont ouvertes.

C. Do et A. Cimetiere ont étudié le flambage d’une plaque élastique mince reposant sans frot-
tement sur un support rigide plan (obstacle plan) soumises a un chargement latéral A(L,) et
transversal I, sous ’hypothese que F' appuie la plaque sur son support! (i.e. F <0, sur ).
La plaque est encastrée sur son bord I', et en appui simple ailleur. Ils ont examiné l’exis-
tence de branches de bifurcation continues autour de points critiques (A, U). C. Do [50],
[51], [52] a prouvé que le probleme (avec L # 0 et ¢» = 0) admet une unique solution quand
A € [=Xo, Ao] (Ao > 0) , mais il ne caractérise pas ce A\g. En outre si F' < 0 sur 2, alors il n’y
pas bifurcation autour de la solution nulle pour A fini. Plus précisément :

! Avec la notation (5.2) : (F <0, pp sur Q) est équivalant & ((¥, V) < 0 pour tout V € ko).
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Théoréme 5.2.1 Posons F € L*(Q), v = 0 etky = {V € HZ / V > 0 sur Q}, dans
(5.1), avec les opérateurs (1.22) et )1.24). Nous nous plagons sous lhypothese F < 0, sur €.

» Soit NI (resp. \.) la plus petite valeur propre classique > 0 (resp. la plus grande
valeur propre classique < 0) de L alors si A €]JN\_,A\F[, U = 0 est l'unique solution du
probléme dans (5.1).

» Il existe une famille de solutions non-triviales de (5.1), notées (A, U)o telles
que

1 1 .
(L(U,), Uz = sup (L(V),V)gz avec A, :={V €ko / —||VH12HI2 +-C(V)—(F,V)=r}.
0 VeoA, 0 2 o 4

De plus lim, o HUTH]H% =0, et lim, HUrHHg = +00.

» Avec la notation (5.2), supposons que (I, V>H3 <0 = V #£0.
Alors A = +00 est le seul point de bifurcation autour de la solution triviale.

» A = +oo est également le seul point de bifurcation autour de la solution triviale st
nous faisons ’hypothese :

(C(V),V)mz > 0,= V #0. (5.5)

Commentaires 5.2.2 L’hypothese (5.5) signifie que la plaque ne peut fléchir sans exten-
sion. Cette condition est satisfaite si nous supposons que la plaque est encastrée, ou bien
lorsque la plaque est en appui simple et 92 sans point d’'inflexion [102].

Le précédent théoreme établit I'existence de charges critiques sans en donner de caractérisation.
En effet, dans le cas du flambage bilatéral classique, les charges critiques apparaissent comme
valeurs propres d’un opérateur linéaire. Le résultat suivant d” A. CIMETIERE [37] pallie cette
lacune en assurant que dans le cas unilatéral elles sont données par un quotient de Rayleigh
sur le cone kq.
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Théoréme 5.2.2 Posons F € L*(Q), v = 0 et kg = {v € H / v > 0}, dans (5.1).
L’inéquation linéarisée homogene (5.4) posséde une plus petite valeur propre généralisée
positive Ny (resp. une plus grande valeur propre généralisée négative N,). Soit Zy (resp. Z7)
un vecteur propre correspondant cette valeur propre \i.

» Alors, pour F = 0, Uinéquation (5.1) admet une solution non nulle si et seulement si
A& [N, M, avec :

LZ).2) 1 L0)V) (LE).Z) L (Y)Y
[P " A Ve IVIE T Iz TN VP

» \| est la charge critique négative, et Ay est la charge critique positive.

(L(V),V) (392)
» Pour F#£0s10< A<l :=1 , avec K = , alors
7 =Y s ewE ) o
U =0 est la seule solution de (5.1); et si X > Iy = /(Sup . {L(V), >V >
veko [0 + V2[C(V)(F, V)?]1/3

alors (5.1) posséde une solution non nulle.

Commentaires 5.2.3 La preuve du précédent théoreme repose sur la méthode de Galer-

kin, qui conduit a résoudre l'inéquation (5.1) sur une suite de convexes fermés de sommet
n—-+o0o

lorigine, k,(n) C ky, de dimension fini et tels que ky,(n) "= ky.

Bien que nous connaissions l’expression des charges critiques, nous ne savons pas encore
décrire la bifurcation au point (A1,0). Ceci a été fait par A. CIMETIERE [38] par une
méthode constructive adaptant la Méthode de Lyapounov-Schmidt & 'inéquation (5.1) va-
lable pour la premiere valeur propre généralisée, avec un obstacle ¢ plan et ' = 0. Le
résultat suivant est le premier du genre, caractérisant localement la branche au voisinage de
la charge critique Ay sous les deux hypotheses suivantes dont la validité est acquise dans un
certain nombre de situations classiques [15] :

— (H;) : L’espace propre de L associé a )\g la premiere valeur propre positive de L est de

dimension 1.

A N — N
~ (H,) : Notons )}, la deuxiéme valeur propre positive de L, alors —s -1 f ;
A A+ A
Enoncons le Lemme suivant qui définit en particulier des notations utiles a 1’énoncé du
Théoreme qui lui fait suite.

Lemme 5.2.1 Soit Z; un vecteur propre de (5.4) associé a la valeur propre Ai. Alors
AL < Ay avec :

1 L(V),V

1y MY

A2 vezi V]l
De plus nous avons la propriété suivante de séparation de deux directions propres Zy et Z]
associée a la valeur propre Ay :

Zieki(Z) ={Veky/ (Z Z) >0} = Z, e R"(Z)).
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Théoréeme 5.2.3 [78] Avec les notations et hypothéses du Théoréme (5.2.2), avec F' = 0,
(Hy) et (Hy) nous avons
» pour A € [0, \1[, linéquation (5.1) ne posséde que la solution nulle.

» pour Zy un vecteur propre de linéquation linéarisée homogéne (5./), associé a A,
au voisinage du point (\,U) = (\1,0) linéquation (5.1) posséde, dans kg (Z;) une et une
seule branche de bifurcation. Pour cette branche il existe une représentation paramétrique

{(AMa),U(a)) / € [0,al}

telle que :
)\(Oé) = )\1 + /\1 <C(Zl, Zl>>042 + Oé3O(Oé); (56)
Ula) = aZ; + a*O(a) avec O(a) € {Z,}+; (5.7)
Les applications o — A «), & a+—— U(«a) sont lipschitziennes sur [0, a; (5.8)
. Ula)
lim = Z1; (5.9)
=0 [[U()]

» Suivant la valeur de (C(Zy),Z1), nous disposons des précisions complémentaires sui-
vantes :

(i) Si (C(Z1),Z1) > 0, Uapplication o« —— Ul(«) est strictement croissante sur un
intervalle [0, @], @ < @, alors la branche de solutions peut-étre paramétrée par X et on a :

}E}“l UM =0;

(11) Si (C(Zy,2Z,)) = 0, la branche de bifurcation située dans kg (Z1), est « verticale », i. e.
(aZy, A1) wérifie (5.1) pour tout o > 0.

Remarque 5.2.2 De plus, grace a ces resultats ’auteur montre que tout vecteur sur cette
branche peut étre caractérisé comme solution d’une équation et d’'une inéquation fonction-
nelles posée dans un cone contenu dans {Z; }*. Par contre, encore aujourd’hui nous ne savons
pas en général conclure sur la différentiabilité de U par rapport a A.

5.2.2 Résultats de bifurcations globales

Si nous posons F' = 0 = ¢ dans (5.1), nous constatons alors que pour tout \, U = 0
en est solution triviale. Les résultats de bifurcations globales, issus de la théorie du degré
topologique de Leray-Shauder (Théoreme F.4.1), renseignent sur le comportement qualita-
tif des branches de solutions du probleme (5.1), sans pour autant permettre un traitement
numeérique.

En conséquence du Théoreme F.4.2, nous pouvons énoncer le corollaire suivant qui condensent
les résultats du livre de V.K. LE & K. SCHMITT [30].
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Corollaire 5.2.1 Dans (5.1) Posons F = 0 =1 etk = {v € H /v > 0 sur Q.}. Alors
(5.4) admet au plus un ensemble dénombrable de points de bifurcation (0, ), avec pour seul
point d’accumulation +o0o. En outre si la plaque est encastrée sur tout son bord, elle ne
flambe pas. St elle est simplement appuyée sur une partie de mesure de Lebesgue non-nulle
alors :

(i) Si (0, No) est un point de bifurcation de (5.1), alors A\ est une valeur propre de (5.4).
(ii) Si X est une valeur propre de (5./) de multiplicité impaire, alors (0, \) est un point de
bifurcation de (5.1) vérifiant alternative du Théoréme F.4.2 :

» C est non-bornée dans H x R,

ou bien

> (0,A) € CN ({0} xR\ [a,b]) # 0, pour \i ¢ [a,b] valeur propre de (5.4)

sia etb (a <b) ne sont pas des valeurs propres de (5.4) et pour C composante connexe de
S contenant {0} x [a,b], avec

S:={(U,A\) e HxR / (u,\) solution de (5.1) avec u # 0} U ({0} x [a,b]).

Nous retiendrons que ce Corollaire, comme I’alternative de Rabinowitz, fait apparaitre la
bifurcation comme un phénomene global. Cependant si nous souhaitons obtenir des infor-
mations plus précises (comme le nombre de solutions pour une valeur fixée du parametre \),
il faut mettre en place une étude locale en adaptant, par exemple, la méthode de Lyapunov-
Schmidt, et trouver les moyens d’un traitement numérique ad hoc. A ce propos nous savons
que tant que la solution considérée évolue sur une branche d’équation, elle peut étre calculée
aux points réguliers grace au Théoreme d’inversion locale, et H. Keller a expliqué comment
traiter le cas de points singuliers. Pour faire de méme pour le probleme simplifié modele de
la membrane en grandes déformations (9) on peut imaginer calculer la branche de solutions
unilatérales a partir du point de transition. Pour cela il faut impérativement connaitre « % »,
idéalement en tout point régulier et savoir « sauter » les points singuliers en adaptant les
techniques de bifurcations d’équations.

Inspirés de la méthode de Keller [30] pour la résolution du probléme de bifurcation sans
contrainte, les auteurs de [10] définissent un probléme augmenté associé a (9) dans H' et
prouvent que les points réguliers et singuliers simples de (9) deviennent réguliers pour un
probleme augmenté. Pour le cas du probleme (5.1) il se peut que la dérivée directionnelle
n’existe pas en certains points réguliers en fonction de la nature de la zone de contact, ce
qui rend encore plus délicate ’écriture d’'une méthode de continuation.

5.2.3 Régularité des solutions

Considérons le probleme (5.1) pour une plaque encastrée. Nous nous inspirons de la preuve
de la régularité des solutions de (1.14) détaillée dans [93].

Théoréme 5.2.4 Soit Q un domaine borné du plan, avec 90 € C?, F € L*(Q), ¢ € C?*(Q)
et 1 < 0 sur 02, alors toute solution de (5.1) pour une plaque encastrée, vérifie :

U e H>®NH;, NC*HN).

loc loc
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Preuve : ¢ L’astuce consiste a utiliser le Théoreme 3.2.4 de B. Schild assurant que la
solution de (3.2) est H:>° N H} N C%(Q), des que le champ de forces est LP(Q) avec p > 1.

D’apres le Théoreme (5.1.1) une solution (U, x) € HZ(Q2) x H*(Q2) de (5.1) pour le cas I’y = 0,
et I'. = 09Q. Pour tout € > 0,

[U;U] € L'(Q) c H'75(9),
donc grace a [91]
x € H*7¢(Q).
Or
Dapx € H'™5(Q) € L*(90),

donc
[U; x] € LY(R), avec 1 < g < 2.

Or d’aprés la défintion (1.13), © € H3(Q), alors
[Usx] + A©:; U] + F € L),
ce qui suffit pour conclure. ¢

Remarque 5.2.3 Ce résultat peut-étre affiné en s’affranchissant du « loc » si nous sup-
posons plus de régularité sur €2 comme dans le Chapitre 3.

Remarque 5.2.4 Considérons une plaque circulaire chargée par une force constante par-
tout dirigée vers un obstacle ¢y = —1. Alors sous ces conditions, une solution axisymétrique
de (5.1) ayant pour zone de contact un disque, présente des efforts tranchants strictement

positifs tout au long de la frontiere de la zone de contact, ce qui interdit a U d’appartenir a
H*(Q)!

5.3 Stabilité géométrique pour une poutre en grandes déformations
- Application aux bifurcations

Considérons le flambage d’une poutre élastique, occupant au repos le segment [—1, 1], sim-
plement appuyée en —1 et 1, comprimée par une force appliquée a ses extrémités dont
I'intensité est mesurée par le parametre A, alors qu’elle est placée au dessus d’'un obstacle
rigide plan ¢» > 0. Si le contact a lieu sans frottement, 1’équilibre d’une telle poutre s’écrit?

Trouver u € ko := {v € H*(—1,1) NH}(—1,1) / v > 0 sur Q} tel que :

1 (5.10)
/ u'(v—u)"(x) = A/ (v —u)(z)dx >0, Vv € k.

1

Le lecteur pourra consulter [26] pour Iétablissement équations d’équilibres bilatérales du flambage d’une poutre
élastique. A ce propos signalons que I’équation d’équilibre (bilatérale) du déplacement vertical u d’une poutre élastique
simplement appuyée en —1 et 1, comprimées par une force appliquée ses extrémités dont I'intensité est mesurée par

le parametre A, s’écrit :
" !

() M)+ 1wy =
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Le but poursuivit par J. EISNER, M. KUCERA, L. RECKE dans [110] est de fournir un
théoreme des fonctions implicites pour (5.10). Le résultat obtenu peut étre énoncé comme
suit :

Théoréme 5.3.1 Soit (g, ug) une solution (5.10) ayant pour zone de contact Zy := [, Bo),
avec —1 < ap < Py < 1. Alors l'ensemble de toutes les solutions (A, u) de (5.10) proches de
(Xo, ug) peut étre paramétré par (N, w(N)), ot u est de classe C' sur un voisinage de \g dans
R, et a valeurs dans H*(—1,1) NH}(—1,1).

En particulier la zone de contact de la solution u(\) s’écrit [a(N), B(N)] avec a et 3 de
classe C*.

Commentaires 5.3.1

e [l s’agit, dans le contexte des grandes déformations, d'une généralisation du Théoreme de
dérivabilité de la frontiere libre d’A. CIMETIERE & A. LEGER [39], bien qu'il faille signaler
quen général (contrairement au cas linéaire) A — @(\) n’est pas C?.

e La preuve est basée sur I'idée suivante. Sous 'hypothese que la zone de contact soit un
vrai-intervalle et sous une hypothese de non-dégénéréscence portant sur le parametre A,
'ensemble de toutes les solutions (A, u) de (5.10) proche de (g, ug) est Cl-difféomorphe &
I’ensemble de toutes les solutions d’une équation implicite faisant intervenir un opérateur
régulier de classe C!, auquel il est alors alors possible d’appliquer le théoréme des fonctions
implicites classique.

e Notons que la procédure de transformation de 'inéquation variationnelle (5.10) en une
équation faisant intervenir un opérateur régulier, sous réserve d’hypotheses géométriques
sur la zone de contact et sur les charges appliquées, peut donner lieu a d’autres résultats
locaux de différentiabilité (et servir comme outil pour écrire une méthode de Newton, ou
une méthode de Lyapunov-Schmidt) pour (5.10).

e Les auteurs ont obtenu plus récemment, pour ce probleme, I'existence d’une famille de
solutions A-régulieres non-triviales qui bifurque de la solution triviale, si la zone de contact
est une union finie de vrai-intervalles [111].

e Nous pouvons encore une fois noter le role important joué par la géométrie de la zone de
contact dans 1’établissement de résultats de stabilité ou de régularité d’une solution d’'un
probleme d’obstacle posé dans H?.

e En outre, la méthode de preuve proposée par les auteurs pour des opérateurs quasilinéaires
d’ordre 4 en dimension 1 peut tres vraisemblablement se transposer en dimension 2 au cas
de I'inéquation variationnelle des plaques de Von Karman (5.1), avec F' =0 et ¢ = 0.
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5.4 Perspectives

Les principales perspectives de recherches qui apparaissent a 'issue de cette these concernent
I’énoncé de théoremes de stabilité géométrique et de sensibilité pour le probleme de I'obstacle
des plaques de Von Karman (5.1).

1.

La possibilité de transposer la méthode de preuve du Théoreme de Stabilité 3.6.1 en
perturbant la zone de contact d'une solution de (5.1) repose principalement sur la
nécessité d’obtenir des estimations de Schauder non plus seulement pour le bilaplacien-
Beltrami, mais aussi pour des opérateurs quasilinéaires d’ordre 4 dont les coefficients
proviennent d’une certaine métrique riemannienne. L’autre point délicat sera de s’as-
surer que la solution perturbée obtenue apres application du Théoreme de Nash-Moser
satisfait bien les équations d’équilibre. Ceci semble étre vérifié sous I’ hypothese de non-
dégénérescence du cas linéaire (3.27) avec un obstacle ¢ plat. Un des arguments est que
les termes faisant intervenir le crochet de Monge-Ampere s’annulent automatiquement
sur le bord d’une zone de contact si elle est une surface lisse.

. La géométrie de la zone de contact de (3.2) est largement méconnue, et beaucoup

de questions restent encore en suspends comme 1’énoncé de résultats géométriques de
stabilité locale dans I’esprit des Théoremes 2.7.3 et 2.7.4 formulés par L. Caffarelli; ou
I'extension du Théoreme 2.6.1 de Monneau pour (3.2) - également pour le probleme de
I’obstacle associé a l'opérateur de Monge-Ampere.

. Nous pouvons envisager de compléter I’étude de sensibilité du Chapitre 4, pour les

branches de solutions de (5.1) avec F' = 0 = 1. En effet d’apres le résultat de bifurcation
globale du Corollaire 5.2.1 nous savons que les points réguliers forment des branches
dont il est intéressant d’étudier la différentiabilité. Ceci fournira un outil important
pour la conception de méthode de continuation par « prédiction-correction ».

. Un autre développement porterait sur I’exploration des directions de bifurcation de

(5.1) et les liens entre leur sensibilité et stabilité au sens des systémes dynamiques (par
exemple de Lyapounov), et la compréhension du phénomene « claquage » (appelé aussi
« mode jumping ») dans le cas unilatéral.

. Ceci fait, 'implémentation d’'une méthode de continuation dans un code de calcul

serait réalisable, elle permettrait de connaitre les valeurs propres généralisées associées
au probleme (5.1). Ceci permettrait en particulier de répondre a la question ouverte
posée par G. DuvauT & J.-L. LIONS [51], que nous avons rappelée a la remarque
5.2.1.

. A plus long terme, la construction complete du diagramme de bifurcation de (5.1) - c’est

a dire savoir traiter numériquement les branches apres le premier point de bifurcation
comme généralisation de la méthode de A. CIMETIERE [38] - serait le point d’orgue
de cette démarche.

D’autres voies d’investigations sont possibles comme :

la confirmation de la conjecture formulée dans [104] (et rappelée a la Remarque 3.4.3)
portant sur la régularité de la frontiere libre de (3.2), et annongant la nullité de la
mesure de la frontiere libre sous I’hypothese de non-dégénérescence ;

la poursuite de 1’étude des propriétés géométriques du probleme de l'obstacle (3.2)
dans la continuité des travaux de G. Weiss et de R. Monneau, pourrait permettre de
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mieux cerner les phénomenes d’apparition de singularités sur la frontiere libre, par
exemple en classifiant les formes de cusps possibles et leur nombre, en proposant de
nouvelles formules de monotonies, en étudiant la validité de Conjecture de Schaeffer
pour 'opérateur bilaplacien. A plus forte raison ces questions sont totalement ouvertes
pour le probleme (5.1).

I'extention des travaux esquissés au paragraphe 5.3 aux problemes unilatéraux des
plaques de Von Karman (5.1);

ou encore avancer dans la compréhension de I’adaptation a (3.2) puis & (5.1) des al-
gorithmes de continuation par méthode de tir dans I'esprit de ce que F. BONNANS &
A. HERMANT [23] ont réalisé pour la commande optimale d’une équation différentielle
ordinaire soumise a une contrainte sur 1’état et sous des hypotheses sur la structure
topologique de la zone de contact. Dans cette direction il serait plus satisfaisant de
s’affranchir des hypotheses portant sur la géométrie de la zone de contact ;

proposer une justification du passage « 3D au 2D » prenant en compte le contact et
aboutissant a la formulation (5.1) ( inéquation U > v sur §2 et place de u(F')), comme
mentionnée a la Remarque 3.1.1 dans esprit des travaux de A. LEGER & B. MIARA
[#9].

le vaste champ d’études des bifurcations de coques en présence de contact qui fait
naturellement suite aux précédentes questions pour des inéquations variationnelles dans
H2.

les problemes de frottement qui posent de sérieuses difficultés conceptuelles et tech-
niques (déja dans le cas quasi-statique en ce qui concerne l'unicité de la solution)
pourraient étre examinés en approfondissant les questions soulevées par nos récentes
discussions avec P. BALLARD [11].
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Annexe A

Douceur & Théoreme de Nash-Moser

Le Théoreme de Nash-Moser, dont nous avons besoin s’énonce dans des espaces de
Fréchet-doux, aussi nous rappelons ci-dessous le cadre nécessaire a son bon emploi. Les
références sont [8], [04] et [12].

A.0.1 Cadre

Définition A.0.1 Une semi-norme sur un espace vectoriel £ est une application s : £ —
R vérifiant

(4) s(x) >0 V€ E;
(i) s(z+y) < s(z) +5(y) VayeE: (A1)
(141) s(Ax) = |A|s(z) VeeFE, VAXeR.

Une norme est donc une semi-norme avec la condition supplémentaire que |s(z) =0 <=

z=0].

Définition A.0.2 Un espace vectoriel topologique localement convexe métrisable (elcm)
est un espace vectoriel muni d’une suite (sz)z croissante de semi-normes telles que :

VieN, sj(z)=0=2=0.

Proposition A.0.1 (i) - Un espace vectoriel topologique localement convexe un espace

vectoriel £ muni d’une topologie séparée ¥ rendant continues les opérations [(:c, y)—x+y

et (\,z) — Az|, et pour laquelle tout point admet un systeme fondamental de voisinages
convexes.

(ii) - La topologie associée a une semi-norme est une topologie d’espace localement convexe.

(iii)- Réciproquement, toute topologie localement convexe sur E est associée a une suite
de semi-normes.

Définition A.0.3 Un espace de Fréchet est un espace localement convexe métrisable qui
est complet pour la structure d’espace métrique induite.
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Remarque A.0.1 Rappellons qu’: « un espace vectoriel topologique est un espace normé
si et seulement si il est localement convexe et localement borné ». Si bien que ce qui manque
a un espace de Fréchet pour étre de Banach est d’étre localement borné.

Exemples A.0.1 (1) Tout espace de Banach est un espace de Fréchet.

(2) L’espace C2(R™) des fonctions indéfiniment dérivables ayant toutes comme support
un compact K fixé de R”, est un espace de Fréchet pour la suite de semi-normes :

sp(f) = sup [9°f(x)].

zeK, |a|<p

(3) Soit S(R™) 'espace des fonctions C* dont toutes les dérivées sont a décroissance rapide
(ie leur produit par un polynéme quelconque est borné). C’est un espace de Fréchet lorsqu’on
le munit de la famille de semi-normes suivante :

sp(f) == sup 279 f(2)]w.

1B1<p la|<p

(4) Par contre 'espace des fonctions tests (de Schwartz) D(Q2) := C2°(2), n’est pas métrisable
et donc, en particulier, n’est pas un espace de Fréchet.

Remarque A.0.2 1l faut bien noter que toute tentative de généralisation brutale du
théoreme d’inversion locale classique (i.e banachique) & un espace de Fréchet est forcée
d’avorter... Pour illustrer notre propos voici un contre-exemple (parmi de nombreux) qu'Ha-
milton fournit dans [64] :

Alors © est réguliere et sa dérivée est donnée par :
DO(f)h=h—zhf —xfh

En f =0, DO(0)h = h, c’est a dire DO(0) = Id = l'identité ...
MAIS : DO(f) n’est pas inversible pour f arbitrairement proche de 0.

Définition A.0.4 Un espace de Fréchet-doux (ou bon espace de Fréchet, de I’anglais ” tame
Frechet space™) est un espace de Fréchet dont la topologie peut étre définie par une suite
croissante de normes :

(Il < IMllss, ¥ € N);

De plus E doit étre muni d’une famille & un parametre ¢ d’opérateurs d’approximations
IL; : E — E vérifiant :

JreN tqg.: (A.2)
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Définition A.0.5 Soient M, M’ deux variétés éventuellement a bord. Une application
¢ : tC®°(M) — C°(M’) est dite C° — douce sur un ouvert U C C*°(M) si elle est continue
et vérifie 'inégalité douce suivante pour un a €]0, 1] tout uw € U

dr e N7 Vk € N7 EIck+r >0 / VueU: ||¢(u)“k+r+a < Chtr <1 + “qu—i-r—l-a)-

¢ est dite O — douce si D¢ est C° — douce pour tout j € N. Ici (||.||psria) désigne une
échelle de normes Holderiennes de plus en plus régulieres.

Exemples A.0.2 (1) Les espaces de Holder C™%(£2) sont des espaces de Fréchet-doux.

(2) Si M est une variété compacte, avec ou sans bord, alors C*°(M) est un bon espace
de Fréchet.

A.0.2 Enoncé des théoremes

Remarque A.0.3  Contrairement au classique théoreme d’inversion locale dans les es-
paces de Banach, ici nous devons imposer dans les espaces de Fréchet-doux l'inversibilité de
I'application linéaire DW(u) sur tout un voisinage du point u° (et non seulement au point
u® comme le montre [64] sur un contre-exemple). En voici 1’énoncé précis :

Théoréme A.0.1 (THEOREME D’INVERSION LOCALE DE NASH-MOSER VERSION C,
[64]) Soient M, N deux C*-variétés éventuellement a bords. Si ¥ : U C C®(M) —
C>°(N) de classe C*°-douce, et si Vu € U voisinage de u°, et Yo € C®(N), DV (u).w = v,

avec w = (D@(u)) v, et <D\If(u)>

1
de classe C*°-douce en les variables (u,v), alors ¥

est localement inversible d’inverse <\I/>

L’énoncé ci-dessous est le théoreme 3.3.1 page 212-213 de [6/] donné par R. Hamilton.
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Théoréme A.0.2 (THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES D’HAMILTON-NASH-MOSER
[64] ) Soient F, G, H trois espaces de Fréchet-doux et ¢ C F x G un ouvert. Soit T: ¢ — H
une application C* — douce telle que sous la contrainte

T[f,9] =0

O¢T[f, g] soit surjective.
On suppose de plus qu’il existe une application £(f, g)h linéaire en h telle que

{:0xH-—F

qui soit une approzimation linéaire & erreur quadratique Q) de Uinverse a droite de OfT[f, g
pour tout (f,g) € O, h € H, i.e. il existe une application Q[f, g](h, k) bilinéaire en h et k

telle que :
Q:0xHxH—F

vérifiant :

TS, gle(f, 9)h = h+ Q[f, gl(h, k)(T[f, 9], h)).

Si

T[f% 971 =0
alors il existe des voisinages ouverts V(f°) de f°, W(g°) de ¢° t.q. I'équation T[f, g] = 0 soit
C®°-résoluble, pour tout g € W(g°).
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Annexe B

Différentiabilité d’un projecteur sur

un convexe polyédrique d’un espace
de Hilbert

L’intérét considérable porté en analyse variationnelle, aux propriétés de Fréchet, Gateaux ou
conique différentiabilité de 'opérateur de projection sur un convexe d'un espace de hilbert
(ou plus généralement de la fonction distance a un fermé) tient en grande partie au fait
qu’elles ont de nombreuses applications dans les questions d’optimisation sous contrainte(s).
Bien souvent l’absence de connaissances sur les propriétés de régularité de la distance a
un ensemble admissible, qui apparait dans beaucoup de problemes de controle optimal, et
contournée en « pénalisant », et en faisant des calculs sur le probleme non contraint, le souci
étant que les justifications de la 1égitimité de telles procédures sont rares et difficiles.

Définition B.0.6 Soit K un convexre fermé non vide d’un espace de Hilbert H, on appelle
projecteur sur K, la fonction, pry, définie, pour tout v’ € H, par

o — prsc(e?)s = inf [’ — o]l (B.1)
On appelle inéquation variationnelle le probleme suivant :
Trowver u e K/ (H(u),v —u) >0, YveK (B.2)

avec H : H — H* une fonction continuement différentiable.

Objectif : Nous nous intéressons a la sensibilité de la projection orthogonale de u) =
ul +th € Hsur K

Val(uw) := uy — ullz = inf sy — v, (B.3)

Sa solution est notée u, := pry(u;), et sa fonction valeur optimale Val(u;) := inf,ex 3[u) —
v||%. Le lagrangien associé est L£(v, pt,u)) == 2|lu) — v[| + (1, v)u

Commentaires B.0.1 Il est bien connu, que l'opérateur pry est 1-lipschitzien et donc
est, au moins sur un espace de Hilbert séparable, Gateaux-différentiable presque partout
(cf. le Théoreme C.0.8), alors qu’il est toujours différentiable en les points de son image.
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Plusieurs auteurs se sont employés a comprendre comment les propriétés de différentiabilité
d'un projecteur pri sur un convexe fermé non vide K d'un espace de Hilbert H dépendent
de la régularitité du bord de K. Ainsi R.B. HOLMES [(&], a montré que si le bord de K est
de classe C* (k > 2), alors prig € C*"1(H \ K). La situation se complique grandement pour
des convexes non-réguliers.

Définition B.0.7 e Le cone de support' d’un conveze fermé K d'un espace de Banach X
en un point u € K est le plus petit cone convexe de sommet ['origine contenant K — u, nous
le désignons par

Csg(u) :={h € H /3t >0, u+th e K} = Jt(K — u).

t>0

e Le cone tangent’ a K en u, noté Tg(u) := Csg(u), est l'adhérence de Csg(u) dans X fort.
e Nous appelons cone critique a K en u associé a 1" inéquation variationnelle (B.2) I’ensemble

Crx(u) := Tg(u) Nker(u*),

ker(u*) := (H(u))" := {h € X / (H(u), h) = 0}
e Le cone normal a K en u, est :

Ng(u) :={z* e X* / (2", z—u) <0, Vz € K}.

Définition B.0.8 e Nous disons que le convere K est polyédrique en u € K, si pour tout
u* € Ng(u),
Csk(u) Nker(u®) est dense dans Crg(u).

On dit que K est polyédrique s’il est polyédrique en tout point de K.

Commentaires B.0.2 Si K est un cone de sommet 'origine, alors pour u € K, Csk(u) =
K + Vect(u). Cette notion de cone polyédrique est la généraliralisation du cone polyédral
(voir figure B) en dimension finie. Le cone critique associé a (B.1) est Crg(u) := Tg(u) N

(Vect(u — pryg(u))) *

Définition B.0.9 Soient X, Y deux espaces de Banach.
e Une fonction f : X — Y continue au voisinage de x encore [ est directionnellement
différentiable en x dans la direction h € X si la limite (ent > 0) suivante eziste :

f'(z;h) :=1lim flo+th) - f(x)

t10 t

Ml s’agit du céne des déplacements cinématiquement admissibles dans K & partir de u; on 'appelle aussi céne
radial a K en wu.
2

Remarque B.0.4 Dans [20] le cone tangent est défini plus généralement dans un espace de Banach pour un ensemble
K quelconque sous la forme Tr(u) = liminfs o(K — u)/t = {h € X / dist(u + th,K) = o(t), t > 0}.

Rappelons la définition des limites inférieure et supérieure d’une famille d’ensembles (au sens de Painlevé-Kuratowski)
A: d’un espace de Banach X (indexés par t qui peut étre un nombre réel ou plus généralement un élément d’un espace
métrique) :

{ liminfi ¢y Ay := {z € X / liminf, 4, [dist(z, A;)] = 0},
(B.4)

limsup, ., A: := {z € X / limsup,_, [dist(z,A:)] = 0}.
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Fig. B.1 — Cone polyédrique convexe pointé engendré par les combinaisons linéaires positives
des vecteurs : ki, ko, ..., kg. Les demi-droites supportées par ces vecteurs constituent les rayons
extrémes de la carcasse du cone.

e La fonction f : X — Y est dite coniquement différentiable (ou directionnellement différentiable)
en x 8’il existe une application positivement homogéne d™ f(x) : X — Y, appelée dérivée co-
nique (ou C-dérivée (a droite)), vérifiant la propriété :

VheX Vt>0, / flx+th) = f(x)+td" f(z)(h) +o(t,h), avec tlir(gr llo(t, h)/tl]ly — 0.

(B.5)
C’est a dire que f est directionnellement différentiable en x pour toutes directions h € X, et

dff(z) = f'(z;.).

Commentaires B.0.3 1l est a noter que 'opérateur d* n’est pas nécessairement linéaire !
Rappelons que f est dite Gateaux-différentiable en x si f directionnellement différentiable
en z et si h — f'(x; h) est linéaire continue, i.e. est 'opérateur d* f(x) :=: f'(z;.) est linéaire
continu. Nous notons cet opérateur D f(x), i.e. Df(x)(h) = Df(x;h) = f'(x; h).

Remarque B.0.5 1l a été établi par E. ZARANTONELLO [128], que prg admet une C-
dérivée en tout point u € 0K, pourvu que K soit d’intérieur non vide, i.e

pri(u+th) = u + td*tprg(u)h + o(t, h), Yh € H, Vt > 0.

Mais en général, sans hypothese supplémentaire, il existe des exemples de non dérivabilité
directionnelle d’un projecteur métrique, méme en dimension finie! Voir I'exemple 3.31 donné
dans [20] page 166, pour H := R2. Cette difficulté peut-étre contournée grace au théoréme
suivant établi par A. Haraux :
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Théoreme B.0.3 [02] Soit K un conveze polyédrique d’un espace de Hilbert H. Alors
Vu, h € H la courbe t — pry(u + th) est coniquement différentiable en 0, et d*prg(u) =
Pree, (u), C'est a dire

pry(u 4 th) = prg(u) + tpre,, ) (h) +o(t, h), Vh € H, Vt > 0. (B.6)

Remarque B.0.6  Soulignons que la dérivée conique du projecteur d*pry(u) = pree (u)
est une dérivée au sens de Gateaux si et seulement si Crg(u) est un espace vectoriel.

Théoreme B.0.4 [02] Soit H un espace de Hilbert réticulé, avec K = {h € H/h > 0}
fermé. Notons [h], = sup{h,0}. Sl existe M > 0 telle que ||[h];||lm < M||h|g, VR € H
alors le convexe K est polyédrique.

Corollaire B.0.1 e Le cone convere K := {v € LP(Q) / v > 0 sur Q} est polyédrique.
e Le cone convere K :={v € C%Q) / v >0 sur Q} est polyédrique.

o Le convere K := {v € H () / v > 0 sur Q} est polyédrique.

e Mais le cone conveze K := {v € C1(Q) / v >0 sur Q} n’est pas polyédrique®.

3Car le maximum de deux fonctions différentiables peut ne pas étre différentiable.
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Annexe C

Applications liptschiziennes &
Propriété de Radon-Nikodym (PRN)

Nous donnons ici quelques propriétés sur les applications liptschitziennes dans les espaces
de Banach, selon la référence [12].

Théoréeme C.0.5 (H. RADEMACHER (1919)) Soit U C R" un ouvert et f : U — R™ une
fonction lipschitzienne, avec n,m € N*. Alors f est presque partout Fréchet-différentiable!
sur U.

Théoréme C.0.6 (F. MIGNOT (1976)) [95] e Toute application lipschitzienne définie sur
un ouwvert U C R™ a valeurs dans un espace de Hilbert séparable est Fréchet-différentiable
presque partout.

e Toute application lipschitzienne définie sur un ouvert U C Hy d’un Hilbert séparable
a valeurs dans un Hilbert séparable Hy est Gateauz-différentiable aux points d’un ensemble
dense.

Commentaires C.0.4 Il faut toutefois prendre garde au fait que la propriété de différentiabilité
d’une application lipschitzienne n’est pas générique au sens que ’ensemble sur lequel elle est
différentiable n’est pas un Gs?, (voir I'exemple donné dans [95]).

Remarque C.0.7 La définition usuelle de la propriété de Radon-Nikodym porte sur les
mesures vectorielles et la possibilité d’étendre le théoreme de Radon-Nikodym. Néanmoins,
une autre définition sera plus utile dans nos applications. C’est pourquoi on la définira comme
suit :

Définition C.0.10 Soit X un espace de Banach. On dit que X a la propriété de Radon-
Nikodym (PRN), si toute application lipschitzienne f : R — X est presque partout dérivable.

Théoreme C.0.7 e Tout dual séparable a la PRN.
e Tout espace de Banach réflexif a la PRN.

1Soient X et Y deux espaces de Banach et f une application continue d’un voisinage de 0 dans X & valeurs dans Y.
» f est différentiable au sens de Fréchet en 0 s’il existe L € L*(X,Y) tel que || f(xz) — f(0) — L(z)|| = o(x).
» [ est diférentiable au sens de Gateaux en 0 s’il existe L € L*(X,Y) tel que Va € X, t € R, || f(tx) — f(0) —tL(z)| =
o(t).

2 On appelle G5 une intersection dénombrable d’ouverts, et Fj, une réunion dénombrable de fermés. Attention!!!
Un Gs n’est pas en général un ouvert, et un F, n’est pas en général un fermé. ..
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Exemples C.0.3 Les espaces LP(Q) ont la PRN pour 1 < p < oo, mais L'() n’a pas la
PRN.

Remarque C.0.8 On rappelle la notion d’ensemble nul donnée dans [12] qui est ’analogue
de celle d’ensemble négligeable utilisée en dimension finie. Il y a plusieurs manieres de définir
cette notion (cf le chapitre 6 de [12]), mais la définition suivante est la plus commode pour
nous :

Définition C.0.11 Soient X un espace de Banach et N* une famille de boréliens de X.

N est dite famille nulle (et ses éléments ensembles nuls) si :

(i) N est stable par union dénombrable

(1) Soit A un borélien de X. Si il existe un sous-espace de dimension finie Xo de X tel que
(A+x) N Xg soit un sous-espace de Xo de mesure nulle pour tout x de X alors : A € N.
(ii1) Les ensembles de N sont d’intérieurs vides.

(v) SiXo C X et dimXo < 00 alors on a : (A€ N) < ((A+z)NY sous-espace de Xy de
mesure nulle).

» On dira alors qu’une fonction vérifie une propriété presque partout si elle la vérifie partout
sauf sur un ensemble nul.

Remarque C.0.9 On admet 'existence de telles familles dans un Banach séparable quel-
conque. Pour des exemples de telles familles, on consultera [12].

Théoréme C.0.8 (ARONSZAJN, CHRISTENSEN, MANKIEWICZ (1973)) Soit X un espace
de Banach et soit Y un espace de Banach ayant la PRN. Alors toute application lipschitzienne
d’un ouvert U C X dans Y est Gateauz-différentiable presque partout.

208



Annexe D

Formule de Levi-Civita & Opérateur
de Laplace-Beltrami

On rappelle quelques définitions et propriétés élémentaires de géométrie riemannienne selon
1

[65]

Définition D.0.12 Soit une variété lisse ). Pour chaque x € €2, on définit une métrique
riemannienne comme la donnée d’un produit scalaire sur chaque espace tangent T,() et
qui dépend de maniere C'*° du point de base z € €.

Commentaires D.0.5 Dans R", on sait calculer la différentielle d’'un champ de vecteurs
X en un point x € R™. C’est une application linéaire

DX :R" — R" Y +—— Dy(X)
Dy (X) qu’on appelle la jacobienne de X. Elle vérifie les relations suivantes :
Dx(Y) = Dy(X) = [X.Y] et X - (Y|Z) = (Dx(Y)|Z) + (Y[Dx(Z)),

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z et (.|.) désignant le produit scalaire canonique de R"
et [.,.], le crochet usuel des champs de vecteurs. Sur une variété différentielle €2, on ne sait
pas, en général, dériver un champ de vecteur car il faut pour cela effectuer des opérations
linéaires sur des vecteurs appartenant a des espaces vectoriels différents. Pour remédier a
ce probleme, il faut se donner arbitrairement une connexion linéaire, (i.e. « une maniere de
relier entre eux ») des espaces tangents voisins. Ceci revient a définir une dérivée covariante,
notion qui généralise celle de jacobienne.

Rappelons que 'espace vectoriel I'(T(€2)) des champs de vecteurs d’une variété €2 de classe
C est une algebre de Lie pour crochet usuel. Et que les champs de vecteurs d’une variété
(2 sont les sections du fibré vectoriel T(2) — €, avec T(Q2) =, T.(2).

Définition D.0.13 Une dérivée covariante sur ’espace des champs de vecteurs I'(T(€2))
est une application bilinéaire

I'(T(Q) xT(T(N) 2 (X,Y) — VxY € T(T(R))

! Pour plus de détail, on pourra consulter :
Gallot S., Hulin D., Lafontaine J. Riemannian geometry. Universitext. Springer- Verlag, Berlin, third edition, (2004).
Lang S., Fundamentals of differential geometry, volume 191 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New
York, (1999).
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qui vérifie :
Vix)Y = fVxY,
et la formule de Lévi-Civita
Vx(fY) = (X )Y + f(VxY)

pour tout X, Y € T'(T(R)) et f € C°(Q)?. Cette dérivée covariante sur T'(T(Q)) est dite
symétrique si :
VY - VyX = [X,Y].

Proposition D.0.2 Sur une variété lisse 2 munie d’une métrique riemannienne g, il existe
une unique dérivée covariante symétrique V vérifiant :

X <V, Z>=(VXY,Z)g + (Y,VXZ),VX,Y, Z € T(T(R)).

On P'appelle la connezion de Lévi-Civita (ou connexion riemannienne) de (£2,g).

Remarque D.0.10 Dans une carte locale (C, ¢), les composantes de VxY s’écrivent :
(VxY) = X'0,Yk + (V5,0,)F XY

oll X* et Y7 désignent les composantes de X et Y respectivement. La connexion riemannienne
V est donc déterminée localement par les composantes I‘fj des vecteurs Vy,0; appelées
symboles de Christoffel. Nous pouvons les calculer en fonction des composantes g;; de la
métrique :

L gks
I = T3 (aigsj + 0;8is — asgij>7
olt g¥ sont les composantes de l'inverse de la matrice des g;;.

Définition D.0.14 Soit (2, g) une variété riemannienne compacte, non nécessairement a
bord et (C,¢) une carte de €. L'opérateur Laplacien-Beltrami de u € C*(),R) est défini
par :
i (2 k
Agu := —g" (8mi’zju — I‘%xjaxku),
ot les T* _ sont les symboles de Christoffel sur (22, g).

Ti, T

Proposition D.0.3 Soit (2, g) une variété riemannienne compacte, non nécessairement a

bord et (C, ¢) une carte de €. Alors pour u, v € C%(Q,R)

/Q (Agu)vdg = /Q (Vu|Vo)odg — /Q (Ago)udg

Corollaire D.0.2 Pour tout point z € C:

Agu(z) = — d;(g) > Owu(y/det(g)g” 0, u) siue C*HO,R).

Alu(x) = 3.0 {axk(—\/ﬁaxiu( det(g>giﬂ'axju)) det(g)gk’l] siu e CYQ,R).

2Cet opérateur s’étend de maniére canonique en une loi de dérivation sur les sections de tous les fibrés tensoriels
de Q.
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Annexe E

Preuve de 'estimation de Schauder
du Lemme 3.6.3

Les espaces de Holder jouent un role prépondérant dans la preuve qui suit, il est important
de rappeler quelques éléments techniques qui completent la Proposition 3.6.3. En particulier
nous précisons les notations suivantes : C%*(Q) := {u € C°(Q) / ||ul|co.« < 400} qui est un
espace Banach pour la norme

N ulxr) —u
lullone = Jullzm + o o fulag = sup 14 =0l
T,yeQ; x#y ‘w - ?/‘

et

C™*(Q) :={u e C™(Q) / ||ul|cme < +00} avec ||ul|gme = ||ul|cm —l—rrllax|8£”u|a;g

jil=m

avec |lullem = sup, maxy—p, |0]"u(z)| (= [Jul,» s'il 'y a pas d’ambiguité). Enfin i désigne
un multi-indice de la forme (iy, 4o, ...ix).
Nous rappelons le Lemme suivant prouvé dans [118] :

Lemme E.0.1 Soient Q un ouvert du plan, borné et a bord lisse, ou bien 2 =R? 0 < a < 1,
meNetT:=m+a.
e Pour tout u € C™(X), il existe C > 0 tel que

ullma < 2Jul; + Cllullo, avec |ul, := |II‘laX 10" u| as2-
i|=m

e Pour tout entier naturel | < 7 :=m+ «a < K, et pout tout u € C7(Q), il existe C > 0 tel
que
T—1

k—1

lullma < CllullEliull,™,  avec q:=

e Soit u € C™(Q) et u(X) = u(X/R) avec R := (||u||ma)ﬁm Alors il existe C' > 0 telle
que

(o < C(1+ ully).
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Lemme E.0.2 Choisissons pour Q := HT le demi-espace positif du plan (i.e. Q := HT =
{(X1,Xy) € R* / X1 > 0}) et A lopérateur bilaplacien-Beltrami AZ., dont les coefficients
sont notés (at);. Avec les notations des théorémes 3.6.2 et 5.6.3, posons v > 4 non-entier,
alors pour M’ > 0, il existe une constante C' > 0 telle que si (i) du Théoréme 3.0.5 est
remplacée par :

(@) Nallmaza < M,

alors la solution de (3.53) posée sur le demi-espace positif HY, satisfait l’estimation, pour
q= =
VI < C’(||F||L—4 + llerlle + lle2lle + 1V o
(E.1)
Hlall_s(1Flla + letllara + l[2llara + ||V||a))-

Preuve du Lemme E.0.2 : 4 Nous pouvons immédiatement nous limiter aux cas ¢, =
0 = o. Nous supposons sans perte de généralité que ||al|,_4 > 1, sinon (E.1) résulte du
Théoreme 3.6.3. Posons

V(X) :=V(X/R) avec R := (||a||L_4)1/(L—4)_

Alors V satisfait 1’équation
L 1 -
> a(X)olV = —F,

<4 R
oit F:= F(X/R), a,(X) := RlI=*a,(X/R). A présent grace au Lemme E.0.1 nous tirons :
Jall—s < C(1+ flalla) < C(1+ M),

Nous concluons par Théoreme 3.6.3 (qui reste valable pour le demi-espace) :

. 1 . -
V1 < O( 55 + 18 0-a+ 1V la).
Puisque R > 1, nous savons que :
VIl < RIVY. < (R s + RV (B.2)
En vertu du Lemme E.0.1, il vient :
1F s < 2|F|iea + O F o

Or ||F|la = ||F|lo et par homogénéité |F|,_y = R~¢~9|F|,_. En resubstituant dans (F.2)
nous trouvons finalement :

VI < RV < (1P s + BP0+ 1V a] ),

ce qui complete la preuve du Lemme E.0.2.4
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Nous pouvons maintenant achever la preuve du Lemme 3.6.3. Commengons par observer que
sous les hypotheses du Lemme 3.6.3 avec 4 < k < 5, il existe une constante C' > 0 telle que
la solution de (3.38) :

IVl < C(IF s + lrlle + ). (E:3)

En effet, les coefficients (a}'); du bilaplacien-Beltrami A2, vérifient (3.67) donc en particulier
pour u € 0" :={u € C°(T°) / ||lullao <, |lulls <1} nous avons :

lai|ln-—a = |lai]ls < C(1+ |lulls) <2C.

De plus il est facile de trouver M satisfaisant aux hypotheses du Théoreme 3.6.3, et donc

IVl < C(IF -t + lerll + el + Vo)

d’aprés la Remarque 3.6.3 nous pouvons éliminer la norme ||V||. Comme les estimations
intérieures de U ne posent pas de probleme, nous nous focalisons sur le bord. Nous voyons
(grace a la compacité) qu’il suffit d’estimer V' sur un voisinage V d’un point quelconque de
['*. Pour ce faire nous allons opérer par induction, en commengant par (E.4). Nous choisissons
une suite de fonctions plateaux ((x)x telle que ¢, = 1 sur Supp((.1)UV. Et nous considérons
une application

® : K := Supp(¢1) — HT(le demi espace) telle que K NT'° — OHT.

Et par le Lemme (E.0.3) ci-dessous nous obtenons :

161Vl < CLIGV s + llss (1l + Iallara + lezllass) + ol + i lle].

qui permet de mener 'induction aboutissant a 1’estimation voulue.

Remarquons que si f € C7(K) est a support compact, alors il existe une fonction g €
CT(HT) NIm(®P) telle que f = go ®. De fait ||f|| et ||g||- sont des normes équivalentes, que
nous ne distinguerons pas.

Lemme E.0.3 Soient { et (' deux fonctions plateauzx telles que ¢ = 1 sur Supp({’) et K :=
Supp(C) pouvant étre envoyé sur HY avec ®(K NT) C OHT. Alors pour tout k > 4 il existe
une constante C' > 0, dépendante de la fonction plateau et de k mais pas de V', telle que
la solution de (3.53) posée sur Q° un domaine plan borné a bord lisse, avec A ['opérateur
bilaplacien-Beltrami Aéu, satisfasse :

16Vl < CICV ot + el (1F Nl + leallass + Ialasa) + loalle + ealls) . (B4)

Preuve du Lemme E.0.3 : 4 En utilisant le fait 'V = ¢’V nous calculons Aéu ('V)=F
et nous trouvons en utilisant la formule dérivation d’un produit et le fait que toutes les
dérivées de ¢V sont nulles sur le support de ¢’ :

F = (@);((CV)O}C +308(CV)OC + B04CV)DC + 202(CV)0R(+

2 / / / (E5>
GHCVIALC +0ACVIAC + (CV)OC).
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De plus 'V est solution du probleme aux limites
Azu(C'V) =Fsur K, ('V=Cp, {0,V=_pysurdK. (E.6)

Grace a lapplication ® nous transformons (E.5) en un probléme aux limites sur H". Notons
que ||¢("pgll- < Constantel|¢s|r (pour 5 = 1,2). Puis en vertu de la majoration (3.67) des
coefficients de I'opérateur Aéu, nous tirons du Lemme E.0.2 :

1Vl < C(Uaers (1F e+ 11 hars + Iallass) + IF s+ lioille + Igalls).  (B7)

Observons que les cing termes de (E.7) faisant intervenir ¢; et ¢y et || F||, apparaissent bien
dans (E.4). Il ne reste donc plus qu’a traiter le terme de (E.7) faisant intervenir || F'||,—4. De
(E.5) et de lestimation douce du produit (3.46) de la Proposition 3.6.3 nous déduisons que

1Flles < € [llaollCV llaos + ISV lsllals-a].

puisque la norme||a®||max,o €St bornée (par hypothese) et que tous ces derniers termes appa-
raissant dans ’estimation souhaitée, ceci acheve la preuve. ¢
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Annexe F

Bifurcations d’inéquations

variationnelles dans les espaces de
Hilbert

Une bifurcation est par définition la perte d’unicité de la solution d'un probleme aux
limites. Ce phénomene est connu en mécanique sous le vocable de flambement. D’un point
de vue statique et pour les systemes conservatifs, cette notion de bifurcation est détectée
par la présence des « points critiques ». Nous allons commencer par décrire les conditions
nécessaire pour l'existence de points de bifurcations, puis nous présenterons une procédure
de linéarisation de (F.2) dans le but d’obtenir une inéquation variationnelle homogene. En
outre, nous rappelerons comment le degré topologique d’une branche solutions de (F.2)
permet d’en repérer les points de bifurcations.

F.1 Théoreme d’inversion locale & points réguliers

Soit X, Y deux espaces de Banach. Considérons la fonction f : X x R— Y de classe C*,
k > 1, I’équation :

f(u,A) =0 (F.1)

Soit (Ag, up) une solution de (F.1). Dans le cas bilatéral représenté par (F.1) on veut
décrire 'ensemble des solutions voisinage de (g, ug). Le théoreme d’inversion locale, assure
que si 0,f(Ag, ug) est un isomorphisme de X sur Y alors (Ao, ug) est un point (X)-régulier.
C’est a dire qu’il existe un voisinage ouvert V' de (A, ug), un voisinage ouvert W de Aq et
une unique application, de classe C*, © : A —— u()) telle que u(Ag) = ug et (A, u()\)) soit
I'unique solution dans V' de (F.1). Du coup, autour d’un point régulier (Ao, ug), ’ensemble
de solutions de (F.1), est un arc (A, u(\)) ayant la régularité de f, admettant un paramétrage
de la forme :

A=Xo+t, u(N) =ug+tu'(N) +te(t); avec lime(t) = 0 dans X.

t—

Si 0uf( Mo, up) n’est pas un isomorphisme de X sur Y alors (Ao, ug) est un point (\)-singulier.
Dans ce cas la paramétrisation par A n’est généralement pas possible.
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F.2 Position du probleme dans le cas unilatéral

e Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert (réel) H, muni du produit scalaire
(.,.). Supposons que 0 € K. Soit B : H x R — H], une application complétement continue.
Considérons I'inéquation variationnelle suivante :

Trouver u € K tel que : Trouver u € K tel que :
= (F.2)
(u—B(u, \)|v —u) >0, Vo e K. u = prg(B(u, \)).

sous 'hypothese B(0,\) = 0, VA € R, i.e. (F.2) admet pour solution la solution triviale
u = 0, VA € R. Cependant, il se peut naturellement qu’il existe des valeurs de A pour
lesquelles (F.2) ait d’autres solutions que 0 qui sont appelées dans ce cas des « solutions
non-triviales ».

e Le probleme que nous souhaitons explorer peut s’énoncer comme suit :

Etudier lezistence, le comportement local et global, des solutions non triviales de (F.2) quand
le parameétre \ varie.

Définition F.2.1 )\g € R est appelé point de bifurcation de (F.2) §'il existe une suite
(tn, A\n)n de solutions de (F.2), telles que |lu,|| # 0, V7, et (un, \n) — (0, Xo).

e Supposons que 'opérateur B admette une dérivée partielle par rapport a u en u = 0, i.e.
qu’il existe une application complétement continue’

L:HxR—H
telle que pour toutes suites (vy,), (An), (7,,) satisfaisant

Up — U, Ay = A\, T, — 7 quand n — oo, et 7, > 0, Vn

1 n— oo

—B(7,v,, A\) — L(v,\), dans H. (F.3)
Tn

Alors l'opérateur L(., \) est positivement homogene de degré 1.

e Introduisons maintenant, [’inéquation conifiée homogéne associée a (F.2)

Trouver u € K tel que : Trouver u € K tel que :
— (F.4)
(u—L(u,\)jv—u) >0, Vv e K. u = pri(L(u, A)).

Définition F.2.2  Nous appelons A € R une valeur propre de (F.4), si (F.4) admet (u, A)
pour solution avec u € K — {0}, et u est appelé vecteur propre de (F.4) associé a .

Remarque F.2.1 De I'homogénéité de L, il vient que si u est solution de (F.4), alors Tu
I’est encore, pour 7 > 0. Ainsi si pour tout 7 > 0, 7u est un vecteur propre si v en est un.
Ces notions généralisent celles d’analyse spectrale du cas bilatéral K = H.

!Définition (J. LERAY (1950)) :Une application linéaire | : E — F entre espaces vectoriels topologiques est dite
complétement continue s'il existe un voisinage Vo de lorigine tel que que I(Vh) soit relativement compact dans F'.
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F.3 Solution équation, solution inéquation pure & point de tran-
sition
Définition F.3.1 On dit qu’'une solution (A, u) de (F.2) est une solution équation (resp.

une solution inéquation pure ) si u = B(u, \) sur , (resp. si (A, u) n’est pas solution de
u = B(u, A) sur tout 2).

Remarque F.3.1 Dans de nombreuses situations 'inéquation (F.2) admet une branche
de solutions équations et une branche de solution inéquation; ces deux branches étant
connectées par un point dit de transition équation-inéquation. Nous donnons une définition
plus précise de ce type de point, pour en faire une étude locale a son voisinage.

Définition F.3.2 On dit qu'une solution (A, u;) de (F.2) est un point de transition
équation-inéquation si quelque soit le voisinage V' de (A, u;) dans R x H, il existe (A, u;) € V
une solution équation de (F.2) et il existe une solution (Mg, us) € V solution d’inéquation
pure de (F.2).

Remarque F.3.2 La définition précédente implique que si (A, u) est un point de transition
de (F.2), alors (A, u) est une solution équation de (F.2).

F.4 Résultats de bifurcations globales a la Crandall-Rabinowitz

Les travaux de J. LERAY & J. SCHAUDER [37] généralisent aux espaces de Banach la
notion de degré topologique introduite en dimension finie par L. Brouwer. Le Théoreme
suivant décrit ces propriétés générales :

Théoréme F.4.1 Soient X un Banach et

A={(Id— f,Q,y), ouwvert borné de X, f : Q@ — X compacte ,y & (Id — f)(0Q)},
alors il existe une unique application appelée dégré de Leray-Schauder
deg:A—>Z, (Id_f797y>'—)deg(jd_f7ﬂ7y)

vérifiant :
1. (normalisation) deg(1d,),y) = 1, pour tout y € €;

2. (additivité) Si (Id — f,Q1 U Qa,y) € A et Qy, Qy sont des ouverts disjoints de tels que
y & (Id— f)(Q\ (1 UQy)), alors

deg(ld— f,$0 US),y) = deg(ld — f,Q1,y) + deg(Id — [,Qs,y),

1] — X est compacte et y : [0,1] — X continue

3. (invariance par homotopie) Si h : [0,
))(09), alors deg(Id—h(t,.),Q,y) est indépendant

vérifie ¥t € 0,1], y(t) ¢ (Id— h(t,.
de t €[0,1].

4. Si(Id— f,Qy) € A etdeg(Id— f,Q,y) #0, alors il existe x € Q) tel que
r— f(x) =y.

5. Le degré ne dépend que des valeurs de la fonction sur 0S).

217



Le dégré de Leray-Schauder permet d’établir des théoremes de point de fixes, servant a mon-
trer I'existence de solution d’Equations Elliptiques non Linaires. En particulier D. GOELE-
VEN, V.H. NGYEN, M. THERA [72], et V.K. LE & K. SCHMITT [80] ont prouvé le résultat
sur les bifurcations globales d’inéquations variationnelles suivant :

Théoreme F.4.2  Avec les notations et les hypotheses de la section précédente, nous
avons :

(i) Si (0,Xg) est un point de bifurcation de (F.2), alors Ay est une valeur propre de
(F.4).

(ii) Sia et b (a < b) ne sont pas des valeurs propres de (F.4) et si
deg(Id — prg(L(.,a),B(0,7),0)) # deg(Id — prg(L(.,b),B(0,7),0))

pour 7 > 0, et pour C composante connexe de S contenant {0} X [a, b], avec

= {(u,\) EH xR / (u, ) solution de (F.2) avec u # 0} U ({0} x [a,])

alors ou bien :
» C est non-bornée dans H x R,
ou bien

> (0,A1) € CN ({0} x R\ [a,b]) # 0, pour A\; ¢ [a,b] valeur propre de (F.4).
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