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Objectif : Etudier la courbe A — u(\)

Cas bilatéral
Trouver u € H tel que :

(u=B(u,\)|lv—u)=0, Vv e H.
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Objectif : Etudier la courbe A — u(\)

Cas bilatéral
Trouver u € H tel que :

(u=B(u,\)|lv—u)=0, Vv e H.

Cas unilatéral

Trouver u € K tel que : Trouver u € K tel que :
=
(u—B(u,\)|lv—u) >0, Vv ek u = prg(B(u, A)).
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Problématique

o
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Un exemple de diagramme de bifurcations

Ux

point de bifurcation

point de transition équation-inéquation
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Résultats connus sur le
probleme de I'obstacle pour la
membrane




Membrane Cadre

Visualisation de la zone de contact d’'une membrane

poussée sur un obstacle plat

‘L’ F

a0 bord fixe W

frontiere libre
JL(F)

Z(F) ensemble de coincidence »

obstacle
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Membrane Cadre

Modele mathématique de la membrane en présence

d’'un obstacle

Pour Q C R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Petites déformations d’'une membrane sur un obstacle

—AU = —F +pu(F) dans Q
u =@G sur 90
0<(U-%) L wuF)>0 sur  Q
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Membrane Cadre

Modele mathématique de la membrane en présence

d’'un obstacle

Pour Q C R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Petites déformations d’'une membrane sur un obstacle

—AU = —F +pu(F) dans Q
u =@G sur 90
0<(U-%) L wuF)>0 sur  Q

e U : le déplacement normal
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Membrane Cadre

Modele mathématique de la membrane en présence

d’'un obstacle

Pour Q C R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Petites déformations d’'une membrane sur un obstacle

-AU = —F +u(F) dans Q
u =a@G sur 00
0<(U-%) L wuF)>0 sur  Q
e U : le déplacement normal

e G > 1 sur o
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Membrane Cadre

Modele mathématique de la membrane en présence

d’'un obstacle

Pour Q C R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Petites déformations d’'une membrane sur un obstacle

-AU = —F +u(F) dans Q
u =a@G sur 00
0<(U-%) L wuF)>0 sur  Q
e U : le déplacement normal
e G > 1 sur o

e Contact sans frottement
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Membrane Cadre

Modele mathématique de la membrane en présence

d’'un obstacle

Pour Q C R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Petites déformations d’'une membrane sur un obstacle

-AU = —F +u(F) dans Q
u =a@G sur 00
0<(U-%) L wuF)>0 sur  Q
e U : le déplacement normal
e G > 1 sur o

e Contact sans frottement
e Existence et unicité d’un équilibre :
Théoreme de Lions-Stampacchia (1967)
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Membrane Cadre

Régularités

Théoreme : Régularité de la solution U

Soient Q un domaine borné du plan avec 99 de classe C'', F € LP(Q), pour
p>2,¢ € HP(Q), et G € H32(0Q), 1 < G sur dQ. Alors U minimum sur
Kyeg={VeH' (Q)/V>y¢dansQ, V=G> surdQ.}

(1) J(V, F) ::/ IVV|? +2FV dQ
Q

vérifie U € HP(Q) NHL(Q), donc U € C'(Q),sip>2,a < 1.
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Membrane Cadre

Régularités

Théoreme : Régularité de la solution U

Soient Q un domaine borné du plan avec 99 de classe C'', F € LP(Q), pour
p> 2,9 € HP(Q), et G € H¥?(dQ), 1) < G sur Q. Alors U minimum sur
Kyeg={VeH' (Q)/V>y¢dansQ, V=G> surdQ.}

(1) J(V, F) ::/ IV V|2 +2FV dQ
Q

vérifie U € HP(Q) NHE(Q), donc U € C*(Q),sip > 2, a < 1.

e 'ensemble de coincidence est

I(F) = {X € 2 / U(X) = v(X)}.
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Membrane Cadre

Régularités

Théoreme : Régularité de la solution U

Soient Q un domaine borné du plan avec 99 de classe C'', F € LP(Q), pour
p> 2,9 € HP(Q), et G € H¥?(dQ), 1) < G sur Q. Alors U minimum sur
Kyeg={VeH' (Q)/V>y¢dansQ, V=G> surdQ.}

(1) J(V, F) ::/ IV V|2 +2FV dQ
Q

vérifie U € HP(Q) NHE(Q), donc U € C*(Q),sip > 2, a < 1.

e 'ensemble de coincidence est
I(F) = {X € Q / U(X) = %(X)}.

e (J. Frehse - 1973) au mieux U € C"'(Q) si F € C%*(Q) et ) € W2>=(Q).
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Membrane Cadre

Exemple de contact tangent
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FiG.: décollement au bord de la zone de contact avec (r) := 1 — 2r?
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Membrane Frontiére libre

Hypothese de non-dégénérescence

Théoreme : (L. Caffarelli - 1981)

Soient 9Q € C>«, G € C%(0Q), F € C*(Q)nW"'(Q) (avec 0 < a < 1) et

¥ € CH1(Q) NWEL(Q), avec y(x) < G(x), ¥x € dQ. Sous 'hypothése de
non-dégénérescence :

(F—Ay) > 6o > 0surQ

la frontiere libre OZ(F) de U solution de (1) est de mesure de 1-Hausdorff
localement finie, donc de mesure de Lebesgue nulle.
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Membrane Frontiére libre

Hypothese de non-dégénérescence

Théoreme : (L. Caffarelli - 1981)

Soient 9Q € C>«, G € C%(0Q), F € C*(Q)nW"'(Q) (avec 0 < a < 1) et
¥ € CH1(Q) NWEL(Q), avec y(x) < G(x), ¥x € dQ. Sous 'hypothése de
non-dégénérescence :

(F—Ay) > 6o > 0surQ

la frontiere libre OZ(F) de U solution de (1) est de mesure de 1-Hausdorff
localement finie, donc de mesure de Lebesgue nulle.

* La preuve utilise le principe du maximum

Cédric Pozzolini (LMA) Continuation dans les problemes de contact mercredi 14 Janvier 2009 11/54



Membrane Frontiere libre

Exemples de D. Schaeffer
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Membrane Frontiére libre

Le probleme fort associé a une zone de contact lisse

AU = F sur Q\ Z(F).
U = G sur on.
u > v sur Q.

u =7 sur  OZ(F).
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Membrane Frontiére libre

Le probleme fort associé a une zone de contact lisse

AU = F sur Q\ Z(F).
u = G sur 198
U > ¢  sur Q.

Uu = v sur  OZ(F).

* 8i nous supposons que Z(F) est une surface assez réguliere...
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Membrane Théoréme de D. Schaeffer

Stabilité de la zone de contact au sens de Schaeffer

Théoréme : D. Schaeffer - 1975

Soient Q un C>°-domaine borné de R?, ¢» = 0 et G = 1. Considérons le
probleme

Trouver U réalisant le minimum

(2)
inf / IV V|2 + 2FVdQ
Q

V’GHQQJ
Supposons qu'il existe F° € C>(Q) satisfaisant :

(i) = F°>dp>0surZ(F°);
(i) : Z(F°) estune surface lisse (C*).

Alors pour F suffisamment proche de F° dans C>(Q2), la zone de contact
Z(F) est C>-difféomorphe a Z(F°).

Cédric Pozzolini (LMA) Continuation dans les problémes de contact mercredi 14 Janvier 2009

14/54



Membrane Théoréme de D. Schaeffer

Stabilité de la zone de contact au sens de Schaeffer

Théoréme : D. Schaeffer - 1975

Soient Q un C>°-domaine borné de R?, ¢» = 0 et G = 1. Considérons le
probleme

Trouver U réalisant le minimum

(2)
inf / IV V|2 + 2FVdQ
Q

V’GHQQJ
Supposons qu'il existe F° € C>(Q) satisfaisant :

(i) = F°>dp>0surZ(F°);
(i) : Z(F°) estune surface lisse (C*).

Alors pour F suffisamment proche de F° dans C>(Q2), la zone de contact
Z(F) est C>-difféomorphe a Z(F°).
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Membrane Théoréme de D. Schaeffer

Traduction du Théoreme de Schaeffer

STABLE INSTABLE
|
“ U F | .

o bord fixe  H I

| S
’ |

frontiére libre

01(F) |
|
0 I
I(F) ensemble de coincidence v I
obstacle I
|
|
F F |
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Membrane Théoréme de D. Schaeffer

Le probléme fort associé au Théoréme de Schaeffer

AU = F° sur Q\ZI(F°).
U =1 sur 0.
(3) U > 0 sur Q.

o.U = 0 sur OI(F°).

U = 0 sur JZ(F°).

* La preuve de D. Schaeffer se fait par le
Théoreme des fonctions implicites de Nash - Moser.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Un pas de plus vers la continuation

Quand la force F varie
Lobjectif est de savoir calculer O U(F) avec U = U(F) solution de

) inf / IV VIR +2FV da,

VeKy . g

K:=Kyg:={VeH(Q)/V>¢ydansQ, V=G> surdQ.}
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Membrane  Sensibilité dans H'

Un pas de plus vers la continuation

Quand la force F varie
Lobjectif est de savoir calculer O U(F) avec U = U(F) solution de

) inf / IV VIR +2FV da,

VeKy . g

K:=Kyg:={VeH(Q)/V>¢ydansQ, V=G> surdQ.}

U= prg(A~'(F))
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Membrane Sensibilité dans H'

Un développement limité

Théoréme : dérivée directionnelle de U(F)

Soit Q un domaine borné de classe C? de R?, ¢ € L>(Q) N H'(Q), 1sq < O.
Dans le probléme (4) I'application F — U(F) de L?(Q2) dans H{ () est
directionnellement différentiable et sa dérivée dans la direction H est la
solution Z du probleme

min /1||VZ||2+HZdQ,
ZeCri(Up) Jq 2

i.e Zy := Uj(.,H) si F:= Fo+ tH € L2(Q2) avec t > 0 et U solution de (4)
associée a Fy.
C’est a dire que U admet le développement limité suivant :

U(F) = U(Fo) + tZy + o(t), avec t > 0.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Un développement limité

Théoréme : dérivée directionnelle de U(F)

Soit Q un domaine borné de classe C? de R?, ¢ € L>(Q) N H'(Q), 1sq < O.
Dans le probléme (4) I'application F — U(F) de L?(Q2) dans H{ () est
directionnellement différentiable et sa dérivée dans la direction H est la
solution Z du probleme

min /1||VZ||2+HZdQ,
ZeCri(Up) Jq 2

i.e Zy := Uj(.,H) si F:= Fo+ tH € L2(Q2) avec t > 0 et U solution de (4)
associée a Fy.
C’est a dire que U admet le développement limité suivant :

U(F) = U(Fo) + tZy + o(t), avec t > 0.

* La premiére preuve fut donnée par A. Haraux en 1977.
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Membrane Sen

Outils de la preuve 1

Pour KCc H,etvhe H:

= pre()lls = inf 1h— Vil
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 1

Pour KCc H,etvhe H:

= pre()lls = inf 1h— Vil

Csk(u):={heH /3t>0, u+theK}: cbdne de support.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 1

Pour KCc H,etvhe H:

= pre()lls = inf 1h— Vil

Csk(u):={heH /3t>0, u+theK}: cbdne de support.
Nk (u) :={x* e X* / (x*,z—u) <0, Vze€ K}: cobne normal.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 1

Pour K C H,etVhe H:
| = pric(h)lls = inf [l = vils
CsK(u) ={heH /3t>0, u+theK}: cone de support.

N (u) == {X € X"/ (x*, Z*U>§0 Vz e K} : cone normal.
Tk(u) := Csg(u) : cone tangent.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 1

Pour KCc H,etvhe H:

= pre()lls = inf 1h— Vil

Csk(u):={heH /3t>0, u+theK}: cbdne de support.
Nk(u) = {x* e X* / (x*,z—u) <0, Vze€ K} : cone normal.
Tk(u) := Csk(u) : cone tangent.

Crx(u) := Tx(u) Nnker(u*) : cbne critique
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 1

Pour KCc H,etvhe H:

= pre()lls = inf 1h— Vil

Csk(u):={heH /3t>0, u+theK}: cbdne de support.
Nk(u) = {x* e X* / (x*,z—u) <0, Vze€ K} : cone normal.
Tk(u) := Csk(u) : cone tangent.

Crx(u) := Tx(u) Nnker(u*) : cbne critique

Définition de la polyédricité

e Nous disons que le convexe K est polyédrique en u € K, si pour tout
u* € Ng(u),
Csk(u) Nker(u*™) est dense dans Crg(u).

e K est dit polyédrique s'il est polyédrique en tout point de K.
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Membrane Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 2

FI1G.: un cone polyédral.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 3

Théoréme (A. Haraux - 1977)

Soit K un convexe polyédrique d’'un espace de Hilbert H. Alors V u, h € H la
courbe t — pry(u + th) est coniqguement différentiable en 0, et
d*pry(u) = pre,, (), c'est a dire

pry(u + th) = pry(u) + tpre, ) (h) + o(t, h), Yh € H, vt > 0.
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Membrane  Sensibilité dans H'

Outils de la preuve 3

Théoréme (A. Haraux - 1977)

Soit K un convexe polyédrique d’'un espace de Hilbert H. Alors V u, h € H la
courbe t — pry(u + th) est coniqguement différentiable en 0, et
d*pry(u) = pre,, (), c'est a dire

pry(u + th) = pry(u) + tpre, ) (h) + o(t, h), Yh € H, vt > 0.

Appliquer a :
U= prg (A7 (F))
avec
K:={VecH(Q)/V>¢ydansQ, V=G> surdQ.}
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Probleme de I'obstacle pour
une plaque




Plague Cadre

Cadre

Pour Q c R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Flexion d’une plaque encastrée au-dessus d’un obstacle

(%) u > v sur Q
wlF) > 0 dans Q
u=9o,U = 0 sur 09
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Plague Cadre

Cadre

Pour Q c R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Flexion d’une plaque encastrée au-dessus d’un obstacle

(%) u > v sur Q
wlF) > 0 dans Q
u=9o,U = 0 sur 09

e U : le déplacement normal
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Plague Cadre

Cadre

Pour Q c R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Flexion d’une plaque encastrée au-dessus d’un obstacle

(%) u > v sur Q
wlF) > 0 dans Q
u=9o,U = 0 sur 09

e U : le déplacement normal
e D = 1 rigidité a la flexion
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Plague Cadre

Cadre

Pour Q c R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Flexion d’une plaque encastrée au-dessus d’un obstacle

(%) u > v sur Q
wlF) > 0 dans Q
u=9o,U = 0 sur 09

e U : le déplacement normal
e D = 1 rigidité a la flexion
e Contact sans frottement
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Plague Cadre

Cadre

Pour Q c R?, nous considérons la solution du probléme aux limites :

Flexion d’une plaque encastrée au-dessus d’un obstacle

(%) u > v sur Q
wlF) > 0 dans Q
u=9o,U = 0 sur 09

e U : le déplacement normal

e D = 1 rigidité a la flexion

e Contact sans frottement

« Existence et unicité d'un équilibre dans H2 (Lions-Stampacchia).
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Plague Régularités

Régularités de U

Théoreme (B. Schild - 1984)

Soient Q un domaine plan, borné de classe C?*, avec a €]0,1[, F € LP(Q),
p> 1,4 € C3(Q), alors la solution U minimisant I'énergie

: 1 )
(6) min J(V, F)_E/Q|AV| dQ—/QFVdQ

vérifie
U e H2(Q) N H3,(Q) N C3(Q),

loc

avec 1(Q) < +oc.
ky == {V € H3(Q) / V > ¢ dans Q}
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Plague Régularités

Régularités de U

Théoreme (B. Schild - 1984)

Soient Q un domaine plan, borné de classe C?*, avec a €]0,1[, F € LP(Q),
p> 1,4 € C3(Q), alors la solution U minimisant I'énergie

: 1 )
(6) min J(V, F)_E/Q|AV| dQ—/QFVdQ

vérifie
U e H2(Q) N H3,(Q) N C3(Q),

loc loc

avec 1(Q) < +oc.
ky == {V € H3(Q) / V > ¢ dans Q}

e Le résultat est toujours vrai si 9Q est C** par morceaux et présente des
coins convexes (Léger-Pozzolini - 2007).
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Plague Régularités

Régularités de U

Théoreme (B. Schild - 1984)

Soient Q un domaine plan, borné de classe C?*, avec a €]0,1[, F € LP(Q),
p> 1,4 € C3(Q), alors la solution U minimisant I'énergie

: 1 )
(6) min J(V, F)_E/Q|AV| dQ—/QFVdQ

vérifie
U e H2(Q) N H3,(Q) N C3(Q),

loc

avec 1(Q) < +oc.
ky == {V € H3(Q) / V > ¢ dans Q}

e Le résultat est toujours vrai si 9Q est C** par morceaux et présente des
coins convexes (Léger-Pozzolini - 2007).
e D?U n’est pas mieux que continue (Caffarelli-Friedman - 1979).
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Plague Régularités

La réaction au contact n’est ni a densité ni atomique.

FiG.: plaque épousant un obstacle ¢ (r) = 1 — r?/4 suivant un disque de rayon 4.

& U(r) > 0 sur 2\ B(0,6) et L5 U(r) =0 sur B(0, 6).

e
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Plague Régularités

La réaction au contact n’est ni a densité ni atomique.

FiG.: plaque épousant un obstacle 4 (r) = 1 — r?/4 suivant un disque de rayon §

& U(r) > 0 sur 2\ B(0,6) et L5 U(r) =0 sur B(0, 6).

e

Corollaire du Théoréme de Schild
Pour 9Q € C?7, F € L2(Q), ¢ € C?(Q), la mesure associée a la solution U de

(13) n’a pas de partie atomique.
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Plague Résultat de stabilité

Résultat de stabilité « a la Schaeffer »

Théoreme de stabilité pour le bilaplacien (Léger-Pozzolini - 2007)

Soient Q un C>°-domaine borné de R?, ¢» = 0 et G = 1. Considérons le
probleme

Trouver U € k vérifiant

) .
inf [ Z|AV[? — FVdQ
Vek Q 2

aveck :={V e H3(Q) / Vjgo =1, V > 0 sur Q}

et supposons que pour F° € C>=(Q), les deux conditions suivantes soient

satisfaites :

(8) (i) —F°>do>0surZ°.
(i) Z° :=Z(F°) soit une surface lisse a bord, (i.e C>).

Alors pour F suffisamment proche de F° dans C>(Q), Z(F) est une surface
lisse diffeomorphe a Z(F°).
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)
Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A\ > o :
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A\ > o :

(H1) T: 0 — C2~™(I°) tel que T[0,0] =0;
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A\ > o :

(H1) T: 0 — C2~™(I°) tel que T[0,0] =0;

(H2) [[7[u, Flllx < co(ll(u, F)llxsm + 1)
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A\ > o :

(H1) T: 0 — C2~™(I°) tel que T[0,0] =0;

(H2) |I7[u, FllIx < co(ll(u, F)llxem +1) ;

(H3) [[T[u, F1] — T[u, Fe]llo—m < c1 [|F1 — F2|lo:
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A > o :

( 1) T:0 — C°~™(I'°) tel que T[0,0] =0;
H2) || T[u, Fl[lx < co(ll(u, F)llxtm +1);

H3) |IT[u, F1] — T[u, Folllo-m < €1 [|F1 — F2llo;
(H4) I Ly e LX(CO(TY), Co~M(TY)) tel que

IT[u + w, F] = 1[u, F] = Lo p(W)llo—m < C2(lIT[u; Flllo[Wllo + WIZ) ;
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),
T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A > o :

( 1) T:0 — C°~™(I'°) tel que T[0,0] =0;

H2) [|z[u, FlIx < co(ll(u, F)llxtm +1);

H3) I T[u, F1] — T[u, Fa]llo—m < ¢1 [|F1 — Fall:

(H4) I Ly e LX(CO(TY), Co~M(TY)) tel que

ITlu+ w, F] = T[u, F] = Ly s (W)llo—m < ca(||Tlt; Flllol|Wilo + [W]2)
(H5) 3 ¢, e L*X(CoTM(TY), C7(TY)) tel que V(u, F) € ¢,
(Lu,Fpolur)(w) :=wet

10, r(W)llx < €s(A) (1Wllxem + [Wlloll (1, F)llx+m)-
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Plaque Preuve

Stratégie générale 1

Théoreme des fonctions implicites (D. Schaeffer - 1975)

Soient ¢ c C?(I'°) x C°(Q) voisinage ouvert de (0, 0),

T un opérateur non-linéaire d’ordre m vérifiant les cing hypothéses suivantes
pour A > o :

( 1) T:0 — C°~™(I'°) tel que T[0,0] =0;

H2) || T{u, Fjix < Go(l|(u, F)llxem+ 1) ;

H3) ||T[u, F1] — T[u, Fe]llo-m < c1 ||F1 — Fa|lo;

(H4) I Ly e LX(CO(TY), Co~M(TY)) tel que

IT[u+ w, F] — T[u, F] = Ly e (W)l o—m < c2(||T[u, Flllo | Wllo + [[w]?2) ;

(H5) 3 ¢, e L*X(CoTM(TY), C7(TY)) tel que V(u, F) € ¢,

(Lu,Fpolur)(w) :=wet

1w r(W)lIx < c3(A) (Wl xsm + [Wlloll (u, F)llxsm)-

Alors il existe ¢ > 0 et k > A tels que pour tout F tel que || F||. < ¢, 'équation
T[u, F] = 0 soit résoluble. De plus si F est de classe C°, alors la solution
est également de classe C>.
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Plaque Preuve

turbation de la frontiere libre

ny:=

F1G.: Perturbation par TV de la courbe '° := 9Z°

o TU:0I° — R2 TU(X) = X 4+ u(X)n°(X)
e Soit la fonction kY carré de la courbure (normale) : h¥ =
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Plaque Preuve

La fonctionnelle T[u, F]

Appliquer ce théoreme des fonctions implicites pour résoudre :

T[u,F]=0

Avec

Tlu, F] := 92 UY o T¥ sur ¥

Ou UV est solution du probléme aux limites :

A2UY = F dans QY=Q\ZY
u' =1 sur on.
oYy =0 sur of.
us = 0 sur oTY.
oy =0 sur oTY.

TV est la région bordée par V.
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Plaque Preuve

Visualisation du domaine extérieur

FIG.: Le domaine extérieur Q" = Q \ Z".
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Plaque Preuve

Calcul de 0,T

d
T([u, Fl;v) = 4c Tlu+ev,Fli—o
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Plaque Preuve

Calcul de 9,1

d
T([u, Fl;v) = 4c Tlu+ev,Fli—o

OuT([u, Fl; v) = 0% W + vo%, UY sur T,

avec
APW = 0 sur QU

W = 0 sur 09

oW = 0 sur 0900

W = 0 sur TV

OpW+voiUY = 0 sur TY
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Plaque Preuve

Calcul de L,

Sous la condition de raccord des courbures normales

T[u, F] = 82, U o TY =0 sur '

ouT([u, F]; v) = vd3. UY sur v
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Plaque Preuve

Calcul de L,

Sous la condition de raccord des courbures normales

T[u, F] = 82, U o TY =0 sur '

ouT([u, F]; v) = vd3. UY sur v

Lopérateur de multiplication par L, ¢ est une approximation a erreur
quadratique de 9,T :
LyfF =03 U0 T¥ surr
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Plaque Preuve

Dérivées sur la frontiere libre

A2UY = F dans QY=Q\Z"
us =1 sur o90.
(9) opuUY = 0 sur o0.
u“ =0 sur o1Y.
opUY =0 sur o1Y.

Proposition
Soit UY la solution de (9). Alors

98, UY = cos*(BY)F, sur ¥

pourvu que UY = dp. UY = 92, UY = 0 sur Y.
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Plaque Preuve

Définition de ¢, r

uation dans les problémes de contact mercredi 14



Plaque Preuve

Définition de ¢, r

1
EU’F o Lu,F
Dans un voisinage tubulaire de I'* (t> 0) :
=0 =0
—— —_—
0 < U°(X,t)= U°(X,0)+ tonU°(X,0)+
=0
—_—~
t2 3
Eaﬁo U°(X,0) + gago U°(X,0)

t4
+ aa;‘,o U°(X,0) + o(t*).

Alors 93, U° > 0 sur I'° puisque I'® est compacte et que 9. U° = F° sur I°,
avec —F° > 69 > 0 sur Z°.
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Plaque Preuve

La solution trouvée est la bonne ...

Proposition
Soit (u, F) satisfaisant T[u, F] = 0, et soit U solution de

A2UY = F dans QY=Q\Z"
u“ = 1 sur on.
(10) oY =0 sur of.
u“ =0 sur oTY.
oYy = 0 sur oTY.

Alors pour u suffisamment petit, et F proche de F°, ona: U“ > 0 sur Q \ ZU.

V.
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Plaque Preuve

La solution trouvée est la bonne ...

Proposition
Soit (u, F) satisfaisant T[u, F] = 0, et soit U solution de

A2UY = F dans QY=Q\Z"
u“ = 1 sur on.
(10) oY =0 sur of.
u“ =0 sur oTY.
oYy = 0 sur oTY.

Alors pour u suffisamment petit, et F proche de F°, ona: U“ > 0 sur Q \ ZU.

V.

Ceci achéve la preuve.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Admissibilité dans H?()

uation dans les problémes de contact mercredi 14



Plaque  Sensibilité dans H?®

Admissibilité dans H?()

Une CNS pour la polyédricité dans H?(Q) ?
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Admissibilité dans H?()

Une CNS pour la polyédricité dans H?(Q) ?

Définition : admissibilité (J. Sokolowski)

Soit ¢ € H2(Q)tel que ¢ < 0 sur 99, avec Q (¢ RM) un domaine borné, a bord
suffisamment régulier.

Un compact Ky, C Q est dit H?--admissible si Vh € H5(Q) :

(h =) sur Kw — he Hg(Q) N H2(Q \ Kl/’)

avec h = 1, dpnh = Optp sur 0Ky,

avec n normale extérieure a 9Ky).
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Admissibilité dans H?()

Une CNS pour la polyédricité dans H?(Q) ?

Définition : admissibilité (J. Sokolowski)

Soit ¢ € H2(Q)tel que ¢ < 0 sur 99, avec Q (¢ RM) un domaine borné, a bord
suffisamment régulier.

Un compact Ky, C Q est dit H?--admissible si Vh € H5(Q) :

(h =) sur Kw — he Hg(Q) N H2(Q \ Kl/’)

avec h = 1, dpnh = Optp sur 0Ky,

avec n normale extérieure a 9Ky).

e Dans R' un segment, ou dans R? une surface réguliére sont
H?2-1-admissibles.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Admissibilité dans H?()

Une CNS pour la polyédricité dans H?(Q) ?

Définition : admissibilité (J. Sokolowski)

Soit ¢ € H2(Q)tel que ¢ < 0 sur 99, avec Q (¢ RM) un domaine borné, a bord
suffisamment régulier.

Un compact Ky, C Q est dit H?--admissible si Vh € H5(Q) :

(h =) sur Kw — he HS(Q) N H2(Q \ Kl/’)

avec h = 1, dpnh = Optp sur 0Ky,

avec n normale extérieure a 9Ky).

e Dans R' un segment, ou dans R? une surface réguliére sont
H?2-1-admissibles.

e Les points isolés en dimension 1, et les courbes planes en dimension 2, ne
sont pas H?-¢y-admissibles.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Polyédricité dans H?(Q)

Théoreme (. Sokolowski - 1993)

Soient ¢ € H?(2) avec ¢ < 0 sur 99 puis 99 de classe C?, K := k. Soit
pry(u’) la projection métrique d’un élément h € H := H2(Q), et soit v la
mesure de Radon positive définie par

/ pdy = / A(pry(h) — h)ApdQ, Yo e C2(Q).
Q Q

Alors le convexe ky, est polyédrique en u = pry(h) si et seulement si le
support de la mesure v associée a u est Hz--admissible.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Application pour une poutre en flexion sur Q :=]0, 1]

Trouver u € k = {v € H3(Q) /v > v},

(11)
/u”(v—u)” dxz/f(v—u) dx, Vvek.
Q Q
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Application pour une poutre en flexion sur Q :=]0, 1]

Trouver u € k = {v € H3(Q) /v > v},

(11)
/u”(v—u)” dxz/f(v—u) dx, Vvek.
Q Q

Théoreme : différentiabilité dans le cas polyédrique

Dans le probléme (11), posons ¢ € H*(Q), ¢ < 0 sur 99, et fo € L3(Q) telle
que :

(i) v — fy > 5p > 0 p.p. sur Z(fy);

(ii) la zone de contact Z(f) est H?-y-admissible ;

Soit f; := fy + th, pour tout t € R*, et h € L?(Q).

Alors u((., h) := z; existe et zyp = 0 sur Z(f) et

(12) Z=h  sur\1(h),
20=2y=0, surodQ etoI(h)
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Flexion d’'une poutre encastrée sur un obstacle plat 1

FiG.: poutre soumise a un champ de forces f(x,t) = —t, au-dessus d’un obstacle

¥(x) = —1 :la zone de contact est un segment [-y, y], avec y =1 — ¢/ 772 pour
t>72.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Flexion d’une poutre encastrée sur un obstacle plat 2

04

FiG.: poutre soumise a un champ de forces f(x, t) = —t, au-dessus d’un obstacle
1(x) = —1 : contact tangent avec réaction ponctuelle t = 25
contact avec étalement imminent et réaction ponctuelle t = 72.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Valeur optimale & probléme de I'obstacle pour la

plaque

Trouver uy e K / (v, t) = Val(u)
v

inf _J
cKCH
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Valeur optimale & probléme de I'obstacle pour la

plaque

Trouver uy € K/ Eiﬂgch J(v,t) = Val(u)
v

Val(u) < Val(up) + tVal(L) + §Val( Q) + o(?).

2
Val(uy) > Val(up) + tval(L) + %VaI(QR) + o(t?)

Quand la force F varie...

Lobjectif est de savoir calculer 9= U(F) avec F € L2(Q) et U := U(F) € ky,
minimisant I'énergie

min J(V, F) = /|AV| do — /FVdQ
Vekw

ky :={V € H3(Q) / V > ¢ dans Q}
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Ensembles tangents d'ordre 1 & 2

e Le conetangenta Ken u:

Te(u) = liminf(K — u)/t = {h € X / dist(u + th ) = o(t), t > 0} = Csx()
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Plague Sen

Ensembles tangents d'ordre 1 & 2

e LeconetangentaKenu:
Tk (u) := Iirpl(i)nf(K —u)/t={he X /dist(u+ th,K) = o(t), t > 0} = Csg(u)
e Lensemble tangent extérieur d'ordre2aKen u :
2 ; 1 2
Tz(u) :==limsup(K — u — th)/(51°)
t|10 2

e Lensemble tangent intérieur d'ordre 2 a K en u :

W) = i )/ (5
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Calcul de I'espace tangent intérieur a I'ordre 2

Proposition

Soient H := H3(Q), 1 € H?(Q) K := ky, avec 1) < 0 sur 99, u € K et
heTk(u):={veH3(Q)/v>0surZ={u=1}}Alrs:

Le cone tangent intérieur d’ordre 2 s’écrit

Ti2(u, h) = {w € H3(Q) / w(X) > qun(X), VX € Q},

ou la fonction ¢, 5 : 2 — R est définie par

0, siXeint(Z), eth(X)=0,
sun(X) =19 OBun(X), siXedI, eth(X)=0,
—00, sinon.

avec

Y= W 2(51[(_):'75{)5&'))

(u=)(X")>0
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Finitude du o-terme pour une plaque en flexion sur

(13) min J(V, F) = /|AV| an — /FVdQ

Veky,
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Finitude du o-terme pour une plaque en flexion sur v

(13) min J(V, F) = /|AV| ao — /FVdQ

Veky,

Théoreme

|
’

Soient ¢ € H4(Q), Y1aq < 0, et Q un domaine du plan de classe (G,
Supposons : (H1) les lignes de contact sont des courbes de classe C? et
VX € TS, 33U — ¥)(X) > 0.

(H2) le nombre de composantes connexes de 77%° est fini.

(H3) Supp(10) est union finie de surfaces H2-y-admissibles.

Alors le probleme quadratique (Q) associé a (13)

inf AZ)? — HZ)dQ — 07 u.d
Zecll!;]((Uo),/Q (( ) ) %ess Z,Uo Ho
admet une solution unique 2, avec :
0 0 0))\2 (72 0 o\\ 1 g
02.0,(X°) = <1y, z(X?) = (V,,Z(X )) (V,,(UO(X ) — (X )) fini pour tout
Z € Crg(Uo) = {v e H3(Q) / v = 0 sur Supp(uo), v > 0 sur Zo \ Supp(po)}-
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Différentiabilité dans le cas non-polyédrique

Théoréme

Plagons-nous sous les hypothéses (H1)-(H3), imposons ¢ € H*(Q), Ylaa <0,
et Q un domaine du plan de classe C*“.

Soit Uy la solution de (13) associée a Fy, alors nous avons I'estimation
suivante de la fonction valeur optimale :

Val(U;) — Val(Up) — tVal(L) = %ZVa/(o) + o(t?)

En outre Zy(.) := U|(., H) existe et vérifie :

A220 =H+ HZo,Uo:uL,O sur Q\ <I(F0) \ T(Fo))

Zo=0=0,4 sur 092
Oy =0 sur OSupp(wo) \ 7 (Fo)
2 =0 sur Supp(xo) \ 7 (Fo)
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Plague Sen dans H?

Flexion d’une poutre encastrée sur un obstacle plat

FiG.: poutre soumise & un champ de forces f(x,t) = —t, au-dessus d’un obstacle
(x) = —1 : contact tangent avec réaction ponctuelle 24 <t < 72 :

{ 2 = M+ 02,6 (0)ud0  sur]—1,1],

Z(—1)=0=2z(1)
23(~1) = 0= z(1)
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Plague Sen dans H?

Flexion d’'une poutre encastrée sur un obstacle plat

FiG.: poutre soumise & un champ de forces f(x,t) = —t, au-dessus d’un obstacle
(x) = —1 : contact tangent avec réaction ponctuelle 24 <t < 72 :

{ 2 = M+ 02,6 (0)ud0  sur]—1,1],

Z(—1)=0=2z(1)
23(~1) = 0= z(1)

Quand il y a raccord des courbures : pourt=72777?
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Plague Sen ¢ dans H°2

Instabilité de la zone de contact : poutre
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F1G.: poutre élastique en appui simple soumise a un champ de forces
f(X, 1) = —t8y—1/2 — tdx—_1,2, au-dessus d'un obstacle 1(x) = —1 — x* :
la zone de contact est formée de 2 points si t > 24/9; d’un seul point si
24/11 <t < 24/9.
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Plaque  Sensibilité dans H?®

Instabilité de la zone de contact : plaque circulaire

-Loots

FiG.: plaque élastique circulaire encastrée en r = 1 soumise a un champ de forces

F(r,t) = —t au-dessus d’un obstacle ¥(r) = —1 — 2r* :
la zone de contact est un disque si t > 128, c’est un cercle pour 64 < t < 128.

mercredi 14 Janvier 2009
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Conclusions & Perspectives
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Perspectives Conclusions

En résumé :

e Conjecture de Schaeffer : Variante d'un Théoreme de R. Monneau.
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Perspectives Conclusions

En résumé :

e Conjecture de Schaeffer : Variante d'un Théoreme de R. Monneau.

¢ Résultat géométrique de stabilité pour le bilaplacien.
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Perspectives Conclusions

En résumé :

e Conjecture de Schaeffer : Variante d'un Théoreme de R. Monneau.

¢ Résultat géométrique de stabilité pour le bilaplacien.

e Calculs des dérivées directionnelles pour le probléme de contact de la
plague en flexion.
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Perspectives Perspectives Géométriques

Stabilité au sens de Schaeffer pour les plaques de von

Karman

Soit Q  R?, I'équilibre d’une plaque de von Karman au-dessus d’un obstacle
1 est donné par (U, x) tels que :

DA2U = [@+x;U]l +F +u(F) dans Q.

A%y = —[U; U] dans Q.
U=o,U = 0 sur  0N.
x=0x = 0 sur  09Q.
O<(U-v) L wF)>0 dans Q.

En adaptant le résultat de B. Schild : U € C?(Q2)
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Conjecture : Dans le probléeme de I'obstacle pour une plaque linéaire en
flexion, la frontiere libre bordant une partie d’intérieur non-vide de Z(F) est
localement de mesure de Haussdorff finie sous la condition de
non-dégénérescence :

A% — F > 6o > 0 surZ(F),

avec vy, F et lisses.
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Sensibilité et Bifurcations pour les plaques de von

Karman

Trouver U € ky tel que :
U=pr,(B(U,N),

avec B(U, \) := —\L(U) + C(U) — F.
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Sensibilité et Bifurcations pour les plaques de von

Karman

Trouver U € ky tel que :
U=pr,(B(U,N),

v

avec B(U, \) := —AL(U) + C(U) — F.

e Lallure du diagramme de bifurcation est connue (méthodes topologiques)

Cédric Pozzolini (LMA) Continuation dans les problemes de contact mercredi 14 Janvier 2009 53 /54



Perspectives Sensibilité - Bifurcations

Sensibilité et Bifurcations pour les plaques de von

Karman

Trouver U € ky tel que :
U=pr,(B(U,N),

v

avec B(U, \) := —AL(U) + C(U) — F.

e Lallure du diagramme de bifurcation est connue (méthodes topologiques)

e Propriétés de différentiabilité de

Ar— pry, (B(U, )
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