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Chapitre 1

Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire s'inscrivent daradie ae I'étude structu-
relle et algorithmique des graphes. De nombreux problérnassiques en algorithmique
des graphes, comme la coloration, le voyageur de commerde cailcul d’autres para-
metres sont connus pour étre difficiles, au sens ou il n'expsts d'algorithme polynomial
pour résoudre ces problémes sauf si P=NP, cf. [64]. Ce phénerast encore plus flagrant
lorsque I'on regarde les questions pratiques, comme ledbrewses variantes de la colora-
tion, issues des télécommunications.

Les techniques pour répondre aux questions NP-difficiles o coeur de la recherche
en algorithmique, ainsi nous disposons de plusieurs appspour aborder les problémes
d’optimisation : heuristiques, algorithmes d’approxiioas, résolution des problémes pour
des cas particuliers, voire méme algorithmes de complexj@nentielle. Les heuristiques
sont des algorithmes souvent rapides, mais sur lesquels peut donner aucune garantie
théorique. Elles sont jugées de maniere assez empiriquiy, gaalité des résultats obtenus
sur des jeux de tests. Les algorithmes d’approximation destalgorithmes polynomiaux
pour lesquels on peut garantir que la solution obtenue eshprde I'optimum — souvent a
une constante multiplicative prés. Tres fortement étudiétsiis les années '80, ils apportent
une réponse satisfaisante a bon nombre de questions. Nieniha été prouvé que beau-
coup de probléemes n'admettent pas d’approximation a facinstant prés, sauf si P=NP.
Par exemple, pour la coloration des graphes ou la rechefahesthble (ensemble de som-
mets deux a deux non reliés) de cardinal maximum aucune @ppbon “raisonnable”
ne peut étre envisagée. La troisieme approche consist@adrésdes problémes difficiles
pour des entrées particuliéres, dans notre cas pour desslde graphes particulieres. La
bonne question consiste alors a se demander quelle esirifiafion suffisanteque I'on
doit posséder pour résoudre un probléme ou une catégorieob&mes. En restreignant
cette information, nous résoudrons nos problemes sur desesnde plus en plus larges.
Notons enfin que ces techniques pour aborder des problérfiiefledi ne sont en aucun
cas disjointes : les observations menant a des solutioimmaps dans des cas patrticuliers
servent d'ingrédient de base pour des heuristiques, lasstigues se transforment parfois
en algorithmes d’approximation etc.
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L'une des méthodes pour aborder des problemes difficilesiessientrées particuliéres
consiste a décomposer les graphes. L'idée est de décougraplee en plusieurs morceaux,
qui s’agencent selon certaines régles. Si I'on peut résondire probléeme sur chacun des
morceauy, il suffira de recombiner les solutions partigtilesr obtenir une solution globale,
sur tout le graphe. Dans la pratique, les morceaux sont déesés a leur tour, et de ma-
niére récursive on obtient une décomposition selon unetsirel d'arbre. L'un des grands
avantages est que tleges classede problemes difficiles peuvent étre résolus efficacement
pour les graphes admettant une “bonne” décomposition.

L'idée de décomposer les graphes n’est pas nouvelle. Lesutxade Gallai [63] sont a
I'origine de ladécomposition modulair®On décompose le graphe en modules, un module
étant un ensemble de sommets qui ont le méme comportemenvigsiu reste du graphe.
La décomposition modulaire d’'un graphe est unique, et de glle est calculable en temps
linéaire en utilisant par exemple par I'algorithme de [4Bpur résoudre nos problémes
difficiles sur le graphe en entrée, il suffira de résoudre cebl@mes (ou des version géné-
ralisées) sur les sous-graphes premiers, c'est-a-digzarmdposables pour la décompaosition
modulaire.

Les décompositions arborescentésn anglais : tree decompositions) et la notion as-
sociée ddargeur arborescentdtreewidth) ont été introduites au début des années 80 par
Robertson et Seymour [117, 118], dans leur fameuse étudiesumineurs des graphes.
Elles sont fortement liées aux concept /darbre partiel, dont I'origine remonte aux tra-
vaux de Dirac et de Rose [120], dans les années 70. Trés soemneat, I'idée est que tout
graphe peut étre vu comme un arbre généralisé. La largearemdente d'un graphe est une
sorte de d’écart, mesurant la distance entre le graphe ktdsecdes arbres : plus la largeur
arborescente d’'un graphe est petite, plus sa structure@sigd’'un arbre. Bien qu'intro-
duits afin de résoudre un probléme combinatoire, ces outtlété trés vite utilisés de point
de vue algorithmique. Beaucoup de problémes classiquéealderithmique des graphes,
qui sont NP-difficiles en général, peuvent étre résolus enpsepolynomial, voire linéaire,
pour les graphes ayant une largeur arborescente bornéa@apanstante. On y retrouve par
exemple la coloration, le probléme du stable maximum ou diedyamiltonien.

Les décompositions modulaires et les décompositions @sbentes sont trés complé-
mentaires, car ce ne sont pas les mémes graphes qui se déemmnpien selon les deux
méthodes. Lesliques-décompositiongll, 44], ou, de maniére presque équivalente, les
décompositions NLC [134] généralisent a la fois les décaitiopms modulaires et les
décompositions arborescentes : tous les graphes qui sendésent bien par I'une des
deux derniéres méthodes ont également une “bonne” cliguerdposition, i.e. une lar-
geur de clique (cliquewidth) petite. La aussi, il a été mérque pour les graphes qui
one une largeur de cligue bornée, de larges classes de medblpeuvent étres résolus
en temps polynomial en utilisant des outils logiques [42]deula programmation dyna-
mique [134, 94, 54, 125]. Cependant, nous ne disposons paseatiialgorithmes calculant
une bonne clique-décomposition (cf. [108] pour des rémuttapproximation de la largeur
de clique). Méme une fois la décomposition calculée, lesrdlgnes actuels sont beaucoup
plus colteux en temps que les algorithmes similaires podé¢amposition arborescente.

Pour donner un dernier exemple de I'intérét des technigaekdomposition, rappelons
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que la preuve de la conjecture de Berge, selon laquelle yohgrest parfait si et seulement
si il ne contient pas de trou ou d’anti-trou impair, est basfreune approche par décompo-
sition [37]. Ce nouveau type de décomposition, apdélgomposition antisymétriqskew
partition) est également le fondement de l'algorithme dmm@aissance des graphes par-
faits donné par Chudnovsky et al. [36].

Dans ce document nous nous intéressons aux décompositimrestentes, ainsi qu'a
deux autres types de décompositions, introduits par Rediedt Seymour dans la méme sé-
rie de travaux : leslécompositions en branchfsl 9] et lesdécompositions linéaird4 16].

1.1 Deécompositions arborescentes et largeur arborescente

On ne peut parler des décompositions arborescentes et agéat arborescente sans
évoguer les travaux de Robertson et Seymour sur les mineugsaghhes, travaux qui les
ont conduit a définir ces notions. Cette théorie est fort blestrée par le plongement des
graphes non orientés sur certains types de surfaces. RBrenomme exemple le cas des
graphes planaires, c’est-a-dire les graphes que I'on gedés$siner dans le plan sans que
deux arétes se croisent. Considérons trois opérationgsgraphes : la premiére consiste a
enlever une aréte du graphe, la deuxiéme, a lui enlever umsot les arétes adjacentes,
et enfin la troisiéme est de contracter une aréte en un seuhetn$i I'on applique ces
opérations a un graphe planaire, il est assez facile de sioore que nous obtenons tou-
jours un graphe planaire. Plus formellement, un grafihest appelénineurde G si H est
obtenu a partir d& par une suite d’opérations de ce type. Comme nous I'avonangrg,
la minoration préserve la planarité. Nous dirons que leplyga planaires constituent une
classe de graphes fermée pour la minoration.

Ky K33

Fic. 1.1 — Ensemble d'obstructions des graphes planaires

Les plus petits graphes non planaires sont le graphe coipliat] sommets, not&,
et le graphe biparti complét’s 3. Un théoreme bien connu di a Kuratowski nous assure que
tout graphe= non planaire ds ou K3 3 comme mineur. D’'un autre c6té, un graphe planaire
ne peut pas avoir comme mineur un de ces deux graphes. Emed'datmes, les graphes
planaires peuvent étre identifiés comme la classe des graphgant pas de mineur dans
I'ensemble{ K5, K3 3}. Les deux mineurs interdits forment ce que I'on nomemsemble
d’obstructionspour les graphes planaires.
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Etant donnée une classe de grapfefermée par minoration, existe-t-il toujours un
ensemble fini de graphes(G) tel qu’'un graphes appartient & si et seulement si aucun
graphe devb(G) n’est mineur de&& ? La réponse est affirmative, et c’est I'un des résultats
principaux de la longue série d'articles que Robertson gh®er ont consacrée a I'étude
des mineurs de graphes. Le résultat est la conséquence lorete plus général qui
était connu sous le nom de la conjecture de Wagner : dans saitteinfinie de graphes,

il existe deux graphes tels que I'un d’entre eux soit mineutaltre. Si I'on se restreint a
la classe des arbres, ce théoréme avait été prouvé par Kf@gkaC’'est dans ce cadre-la
gu’est apparue la notion dargeur arborescentedans le deuxiéme article de la série. Elle
a permis d'étendre le théoréme de Kruskal a toute classeagdpgs de largeur arborescente
bornée, puis a tous les graphes.

La largeur arborescente est une mesure de connexité : sapha@a une largeur arbo-
rescente petite cela indique que le graphe est “peu connguél’a une structure proche
d’'un arbre, ou plutét d'une notion d’arbre généralisé quesdétaillerons plus tard. La lar-
geur arborescente a été introduite afin de caractériseaicest classes de graphes fermées
par minoration, ainsi que pour les reconnaitre de faconrigtfgoique. Un des premiers ré-
sultats importants est que si I'on se donne un graphe pkaRgitout graphes n'ayant pas
H comme mineur a une largeur arborescente bornée par unentmse dépendant que de
H [117]. Les graphes de largeur arborescente aupkmnt eux-mémes une classe fermée
par minoration.

Les algorithmiciens se sont vite apercu de I'intérét akponique de ces outils. On peut
dire sans hésiter que la plupart des problemes NP-difficlessiques peuvent étre résolus
en temps polynomial pour les graphes de largeur arboresdemhée. Il existe des résul-
tats qui identifient des classes de problémes résolublesngpstlinéaire pour des graphes
de largeur arborescente bornée. Les travaux de Courcdlle Adnborg et al. [5], Cour-
celle et Mosbah [43] ont abouti a la conclusion que tous leblpmes exprimables par
des formules monadiques étendues de second ordre peurergsgilus en temps linéaire.
Schématiquement, il s’agit des problemes de graphes gnepkat formuler a l'aide des
opérateurs logiques\( Vv, -, =), des quantificateurs sur des sommets, arétes, ensembles
de sommets et ensemble d’'arétes (comifié C V, Ve € F), de tests d’appartenance et
d'adjacenced € W, xy € E) et certaines extensions. Les extensions permettent ddrere
en considération des probléemes d’'optimisation, commedblpme du stable maximum.

De point de vue pratique, la résolution de ces problemeslasit fpasée sur de la pro-
grammation dynamique (voir [15, 72] pour des exemplesk B#rmet de faire des algo-
rithmes “sur mesure” méme pour des probléemes qui ne renp@ntdans le cadre logique
décrit ci-dessus. De plus, les algorithmes obtenus sostrlpides en pratique. Les com-
plexités sont souvent de ty@@(2"n), olin est le nombre de sommets du graphé est la
largeur de la décomposition dont nous disposons. Ceci donaadée sur la borne supé-
rieure que I'on peut accepter pokide sorte a rester dans des temps de calcul raisonnables.

Les décompositions arborescentes ont été dés le début ssaptibutil théorique pour
montrer que certains problémes sont polynomiaux sur désrioss particulieres, mais éga-
lement dans le contexte de la tractabilité a paramétre fild (FFixed Parameter Tracta-
bility) [46] ou pour concevoir des schémas d’approximatib8]. Depuis quelques années
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nous assistons a une réelle entrée de ces outils dans lésafippk pratiques. On peut citer
leur utilisation dans les réseaux probabilistes, qui ontveat une petite largeur arbores-
cente [99, 26], dans la résolution d’'instances difficilesipdivers probléemes d’optimisa-
tion [38, 95, 1], ainsi que dans la programmation par contesi [83, 82, 67].

Le point faible des décompositions arborescentes vierditgde le calcul de la largeur
arborescente est NP-difficile [4], méme pour des classéiges comme les graphes de
degré borné [28], les graphes bipartis ou les complémemstgm@hes bipartis [70]. Il existe
un algorithme qui, prenant en entrée un graghan sommets et une constarte décide
en tempg)(n) si la largeur arborescente de ce graphe est aukpl@et algorithme est di a
Bodlaender [16]. Malheureusement, la constant@diache une fonction surexponentielle
enk ; ce procédé ne peut pas étre employé dans la pratigue, mame@® constantes
trés petites.

Pour bon nombre de classes de graphes particulieres, i€adés algorithmes polyno-
miaux qui calculent la largeur arborescente des graphe®ctfs : graphes de permuta-
tion [25], graphes d’intervalles circulaires [128, 93]Jaghes bipartis cordaux [89], graphes
distance-héréditaires [34], graphes HHD-free [35], gesptie cordes [85, 93], graphes fai-
blement triangulés [31]. Pour toutes ces classes, lesitigwrs sont basés sur les notions
detriangulationset deséparateurs minimaux

Un grapheH est dittriangulé si tout cycle deH ayant quatre sommets ou plus posséde
unecorde c'est-a-dire une aréte entre deux sommets non consédutifgcle. Etant donné
un graphe quelconqu@, une triangulation/ de G est un graphe triangulé ayant le méme
ensemble de sommets et tel qiiesoit un sous-graphe dH. La largeur arborescente de
G est le minimum, parmi toutes les triangulatioAsde G, dew(H) — 1, olw(H ) dénote
la taille de la clique de cardinal maximum @ (cf. chapitre suivant pour les définitions).
Ainsi, calculer la largeur arborescente @gevient a trouver une triangulation d& tout en
minimisant la clique maximum de cette triangulation. Lartigulation optimalé? se trouve
clairement parmi lesriangulations minimalesle G ; une triangulationd est minimale si
aucun sous-graphe strict d& n’est une triangulation dé&'.

Les algorithmes mentionnés ci-dessus sont basés sumegdigs établis entre les trian-
gulations minimales et les séparateurs minimaux [110].9\renforgons ces liens a travers
la notion de cligue maximale potentielle, et nous montramseeautres que le calcul de
la largeur arborescente se fait en temps polynomial paroragu nombre de séparateurs
minimaux du graphe en entrée. Nous étudions égalementdel eact de la largeur arbo-
rescente et de la largeur de branches, et nous donnonsuyptugehniques d’approximation
de la largeur arborescente.

1.2 Deécompositions linéaires et largeur linéaire

Les décompositions linéaire@ath decompositions) des graphes sont un cas particu-
lier de décompositions arborescentes, ou I'arbre de déositign se réduit & une chaine.
Le parameétre associé, largeur linéaire (pathwidth) est donc au moins égal a la largeur
arborescente.
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Plus formellement, la largeur linéaire du graghest le minimum, parmi tous les com-
plétions d'intervallesd de G, dew(H) — 1. Par complétion d’intervalles d& on entend
un graphe d’intervalle¢! avec le méme ensemble de sommets, et tel que toute aréte de
soit également une aréte de La aussi on peut se restreindre aumxnplétions d'intervalles
minimales

La largeur linéaire a été introduite dans le premier artidela série de Robertson et
Seymour sur les mineurs de graphes [116]. Ce parametre eds®mni et étudié dans divers
contextes sous des noms différents. Ainsi, la largeur ilieésst égale nombre de séparation
(vertex separation number), ou encore a I'épaisseur diialies ou au nombre de pour-
suite (node search number), moins un. Le lecteur intéresgedra une présentation de ces
équivalences dans [17].

Les décompositions linéaires permettent de résoudre déepnes d’'optimisation par-
ticulierement difficiles [49], pour lesquelles les décormsifions arborescentes ne suffisent
pas. Si I'on dispose d'une décomposition linéaire de péditgeur, les algorithmes sont
beaucoup moins gourmands en mémoire que lorsque nous adispssulement d’'une dé-
composition arborescente de méme largeur [130]. Enfinv@risdes jeux de poursuite, la
largeur linéaire modélise certains phénomenes de décoratiom des réseaux [7].

Le calcul de la largeur linéaire est un probléme de la clagse:Bodlaender et Kloks
présentent dans [24] un algorithme de complexité linéaiedgcide, pour touk: fixé, si
la largeur linéaire du graphe en entrée est au pluseur algorithme calcule d’abord une
décomposition arborescente (pas forcément linéaire)rgedaminimum, et utilise cette dé-
composition arborescente afin de vérifier si la largeur Iieéest au plug. La complexité
de I'algorithme dépend trés fortement kgpar une fonction surexponentielle. Remarquons
que les meilleurs algorithmes pour I'approximation de lgdar linéaire procédent égale-
ment en approximant d’abord la largeur arborescente ; disaignsuite le fait que le ratio
largeur linéaire/largeur arborescente est au pigs:.

Par [24], la largeur linéaire est calculable en temps patyiab pour toute classe de
graphes de largeur arborescente bornée. Il existe plgsagorithmes calculant la largeur
linéaire des arbres, d’abord en tem@$n logn) [105, 52], et seulement depuis peu en
temps linéaire [123]. Méme les graphes ayant un seul cydstfa-dire un arbre plus
une aréte) nécessitent des techniques élaborées pouirabitercomplexité en temps de
O(nlogn) [51]. Il existe quelques autres classes de graphes pourddeg nous disposons
d’'algorithmes polynomiaux pour le calcul de la largeur ¢ivé, comme les graphes de per-
mutation, mais ceci grace au fait que pour ces classes kueligéaire est égale a la largeur
arborescente. Grosso modo, presque tout ce que I'on sdé lmeur linéaire (et ce n'est
vraiment pas beaucoup !) se base sur les liens entre ce pegaghéa largeur arborescente.
Encore plus surprenant, méme pour des classes de graptegelar larborescente trés pe-
tite, comme les graphes planaires extérieurs (deux-camern trouve des algorithmes
d’approximation de la largeur linéaire [19]. Bien que legagtre soit calculable en temps
polynomial pour ces classes, par I'algorithme de [24], éesfis de calcul sont grands et les
techniques de programmation dynamique de [24] n'ont pasteutié@nsformées en algo-
rithmes simples et combinatoires.

Lorsque I'on s’intéresse au calcul de la largeur linéairegspere pouvoir compter sur



1.3. Structure du mémoire ]

des outils comme ceux qui ont fait leur preuves pour le cadeula largeur arborescente :
nous aimerions avoir une connaissance fine des complétimsrdalles minimales. A ma
connaissance, avant le début de ces travaux il n’y avait np&sen algorithme polynomial
calculant une complétion d'intervalles minimale d’'un drapjuelconque. Nous avons ainsi
initié une étude des complétions d’intervalles minimales graphes, en donnant plusieurs
techniques pour calculer ce type d'objets. Les connaigsaacquises nous ont permis de
calculer en temps polynomial la largeur linéaire pour lespbes d’intervalles circulaires
— et c'est la premiére classe pour laquelle un tel algorittaxiste, alors que la largeur
arborescente de ces graphes n’est ni bornée par une cansi&gale a la largeur linéaire.

Ces travaux concernant les complétions d’intervalles mmatés et la largeur linéaire
sont au cceur de la thése de Karol Suchan, que j'encadre.

1.3 Structure du mémoire

Chapitre 2. Préliminaires

Ce chapitre introduit, en plus de la terminologie et desamsticlassiques, plusieurs
outils pour aborder le calcul de la largeur arborescentausN@rrons une heuristique de
calcul d'une décomposition arborescente en découpantsigement le graphe a l'aide de
ses séparateurs minimaux. Nous définissonsligees maximales potentielle&un graphe
et montrons que ses objets sont suffisants pour calculergauaarborescente. Enfin, nous
présentons I'adaptation de ces outils au calcul de la lagebranches.

Chapitre 3. Cliqgues maximales potentielles : énumérationteapplications

Les cligues maximales potentielles ont été introduites dermes travaux de thése [132,
31]. Nous avions montré gu’elles suffisent pour calculeatgéur arborescente, mais nous
laissions ouverte la question de leur énumération. Dan&iagitte nous présentons les ré-
sultats de [32], qui donnent une nouvelle caractérisat®oes objets ainsi gu’un algorithme
d’énumération. Ceci résout par I'affirmative une conjeetde Kloks et al. [87] : il existe un
algorithme calculant la largeur arborescente, en tempgpaiial par rapport au nombre
de séparateurs minimaux du graphe en entrée.

Nous verrons ensuite des algorithmes exacts (en temps exfelh pour le calcul de la
largeur arborescente [59] et de la largeur de branches EdYycaphes quelconques.

Enfin, nous donnons une nouvelle preuve, courte et purernamtioatoire, de la conjec-
ture de Robertson et Seymour selon laquelle, pour tout gratanaire, sa largeur arbores-
cente et celle de son dual différent d’au plus une unité [30].

Chapitre 4. Approximation de la largeur arborescente

Nous étudions une heuristique trés naturelle pour le calesldécompositions arbo-
rescentes, heuristigue qui découpe le graphe en utilisehbque étape le plus petit sé-
parateur possible. Nous montrons que, pour les graphesaqgles, cette heuristique ne
garantit pas une approximation de la largeur arborescefdetéur constant prés. Cepen-
dant, une telle approximation est garantie lorsque I'oneséreint aux graphes de nombre
astéroide borné. Ces résultats sont basés sur [29]. Polasisecdes graphes sans triplet
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astéroide, nous donnons un algorithme d’approximatiom terdgeur arborescente a facteur
deux [33]. Enfin, nous montrons que la largeur arborescesite §tre approximée a facteur
O(log OPTIMU M) pour les graphes quelconques [29].

Chapitre 5. Complétions d’intervalles minimales

Nous avons donné dans [75] un premier algorithme polynooakdulant une complé-
tion d’'intervalles minimale d’'un graphe quelconque. Unxiéme algorithme, plus simple
et de meilleure complexité, est extrait de [126]. Nous présss également un algorithme
de complexité linéaire qui calcule une complétion d'inediespropresminimale [113]. Ces
deux derniers sont basés sur une caractérisations desegrdjitervalles (et d’intervalles
propres) par des ordres spéciaux sur les sommets.

Chapitre 6. Pliage de graphes : principes et applications

Le dernier chapitre technigue introduit une nouvelle appeopour représenter les dé-
compositions linéaires par [@iage du graphe en entrée. Si le graphe est “trop pli€”, nous
nous donnons des mécanismes pour le déplier, afin d’obteaimeilleure décomposition.
Nous obtenons dans [77] un algorithme qui, prenant en entvégaphe’ et une complé-
tion d'intervalles (pas forcément minimaléj de GG, extrait une complétion d'intervalles
minimale H', avecG C H' C H. Enfin, nous donnons un algorithme de complexité qua-

dratique, calculant la largeur linéaire des graphes dVatées circulaires [127].

Le mémoire se termine par I€onclusions et perspectivese ces travaux.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Graphes, classes de graphes et décompositions

Tout au long de ce document nous considérerons des graphpkesi(sans boucles ou

arétes multiples), finis et non orientés. De plus, nos gragleeont connexes, car tous les
problémes algorithmiques qui nous intéressent peuveatrésolus en traitant séparément
chacune des composantes connexes.

2.1.1 Graphes quelconques

Un graphe sera not&¢ = (V, E), ouV est I'ensemble de sommets Btest 'ensemble
d’arétes de5. Réciproquementl’ (G) et E(G) représentent 'ensemble de sommets, res-
pectivement d’arétes du grapli¢ Le nombre de sommets, respectivement d’arétes sera
notén, respectivement:. Nous noterons simplemeny une aréte{z, y} deG.

Un grapheH = (W, F) tel queWW C V etF C {ay € E|z,y € W} est appelé
sous-graphe (partieljle G. Nous écrirons égalemeif C G. SiW C V est un ensemble
de sommets dé&/, le sous-graphe induipar les sommet¥l” estG[W| = (W, F), ou F =
{zy € Elz,y € W}. Un grapheH = (V,F) tel que E C F est ditsur-graphede G.
Un graphe estompletsi tout couple de sommets distincts sont adjacents. Un érisata
sommets qui induit un sous-graphe complet est apg@ée Une cligue maximalesera
une clique d&=, maximale par inclusion. On note(G) le nombre maximum de sommets
d’'une clique de5.

Si z est un sommet dé7, on noteraNg(z) les sommets adjacentszadansG. Si
W C V est un ensemble de sommelé;(1V) désigne levoisinagede W, c’est-a-dire
I'ensemble des sommets @&\ W ayant au moins un voisin dai¥. Le voisinage fermé
d’un sommet: (respectivement d’un ensemble de somm&fsest N [z] = Ng(z) U {x}
(Ng[W] = Ng[W]u W). Comme d’habitude, I'indice est omis s'il N’y a pas d’amisitg.

Une suite de sommets distincis;, ..., z,] de G est appeléehaine dex; a z, si
x1Z2,...,Tp_1Ty SONt des arétes dg. Si de plusz,z; est une aréte, alorgy, ..., zy]
s’appellecycledeG. Dans les deux cas, on appetierdeune aréte qui relie deux sommets
non consécutifs de la chaine ou du cycle. Lorsque la chaie ogcle n'ont pas de corde

11
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on parle dechaine (cycle) sans cordeu dechaine induiteou cycle induit Dans tout ce
document, nous considérerons des chaines et des &jélmentairesc’est-a-dire qui ne
passent pas plusieurs fois par un méme sommet. Le gi@@#t ditconnexesi tout couple
de sommets est relié par une chaine. Un ensemble de somnatslujtiun sous-graphe
connexe de~ et qui est maximal par inclusion pour cette propriété s'#ippgomposante
connexade G. Un graphe connexe sans cycles est apadiée.
Si K estun ensemble de sommetgéde graphe=[V'\ K| sera noté simplemei— K.

Nous noterong€(K) 'ensemble des composantes connexe&/'de K.

2.1.2 Deécompositions de graphes et parametres associés

Nous nous intéressons ici a trois types de décompositiorgragehes : les décompo-
sitions arborescentes (tree decompositions), les décsitigrs linéaires (path decompo-
sitions) et les décompositions en branches (branch decsitigos) et aux paramétres de
décomposition associés : largeur arborescente (treewidtiyeur linéaire (pathwidth) et
largeur de branches (branchwidth). Il y a dans la littéetm grand nombre de définitions
équivalentes pour ces objets, parfois antérieures a laoveggie nous verrons dans cette
section. Nous suivons les définitions de Robertson et Seyfht6, 118, 119], & qui nous
devons la notoriété de ces techniques de décomposition.

Définition 2.1 ([118]) Une décomposition arborescenteun grapheG = (V, E) est un
couple({X;,i € I},7 = (I, Er)) ou lesX; sont des ensembles de sommet&'dappelés
sacs de la décompositipat 7 est un arbre tel que :

2. pour chaque arétey deG, il existe un; € I tel quez,y € X;,

3. pour toutr € V, I'ensemblel’, des sommetse I de7 tels quer € X; induit dans
7 un sous-arbre.

Lalargeurd’une décompositiof{ X;,i € I},7 = (I, Er)) estmax;cs | X;|— 1. Lalargeur
arborescentétreewidth en anglais) de&~, notéetw(G), est la largeur minimum de toutes
les décompositions arborescentes(ede

Pour éviter les confusions entre le graghet I'arbre de décompositioi, les sommets
de7 seront appelésceud®t ses arétes seront appeléesnches

La figure 2.1a,b montre un graphe et I'une de ses décompositions arbores;edd
largeur3. En I'occurrence, c’est aussi la largeur arborescente dgagghe. Notons qu'’il est
facile de trouver une décomposition arborescente d’'unhgrapn peut toujours prendre un
arbre avec un seul noeud et lui mettre comme étiquette ebkel . La largeur de cette
décomposition est — 1, sin est le nombre de sommets e

Regardons la largeur arborescente de quelques graphdssito@largeur arborescente
d’'un graphe complet est— 1, c’est donc “le pire cas” car on atoujours(G) < n—1. Il est
assez facile de voir que les graphes de largeur arborestentd exactement les foréts — ou
les arbres, siI'on se restreint aux graphes connexes. Gecensé justifier la constante “-1”
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FiG. 2.1 — Décomposition arborescente et triangulation aésoci

de la définition de la largeur arborescente. On peut voiri @ussla largeur arborescente des
cycles ese. Plus difficile, la largeur arborescente d’'une grille ddi¢ai x b estmin(a,b).
Comme on pouvait s'y attendre, le calcul de la largeur admmate est NP-difficile, méme
pour les graphes co-bipartis (les compléments des grapbadi) [70].

Un cas particulier intéressant de décomposition arbordeseest lorsque I'arbre de
décomposition est une chaine.

Définition 2.2 ([116]) Une décomposition linéairel’'un grapheG est une décomposition
arborescentg{X;,i € I},7 = (I, Er)) telle que7T est une chaine. LErgeur linéaire
(pathwidth en anglais) de~, notéepw(G), est la largeur minimum parmi toutes les deé-
compositions linéaires d@'.

Le calcul de la largeur linéaire est NP-difficile, méme p@s ¢raphes triangulés [68].

Définition 2.3 ([119]) Unedécomposition en branchds grapheG = (V, E) est une paire
(7,7) dans laquellel = (Vp, E7) est un arbre ternaire (dont chaque nceud interne est de
degré trois) etr est une function surjectiveassociant & chaque feuille de I'arbfé une
aréte deG.

SoientT(e) et Th(e) les sous-arbres d& obtenus a partir de7 en supprimant la
branchee € Ep. Nous définissonsdtiquettede e, lab(e), comme étant I'ensemble des
sommets dé& incidents a la fois & des arétes deassociées a des feuilles @g(e) et a des
arétes correspondant a des feuillesfige). Le maximun{|lab(e)|, e € Er}, est appelé
la largeurde la décomposition en branches. laageur de branchedu grapheG (notée
bw(G)) est la largeur minimum parmi toutes les décompositions andires de-.

La définition d’'une décomposition en branches peut semldepliquée a premiére
vue, cependant elle représente tout simplement un déceugagrsif de I'ensemble des
arétes du graphe. Imaginons que I'on partitionne I'ensentbdrétesE’ en deux parties,

!Dans la définition classique, les feuilles @lesont en bijection avec les arétes@eet la version surjective
est appelée décomposition relaxée. Cependant les dewnsamnt équivalentes et la décomposition relaxée
est plus adéquate pour nos résultats.
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et que chaque partie est récursivement partitionnée en jdegy’a ce que chaque classe
contienne exactement une aréte. La trace de cet algoritlenparitionnement récursif est
précisément un arbre ternaire, dont les feuilles sont ectign avec les arétes du graphe.

La largeur de branches est fortement liée a la largeur asberge. Robertson et Sey-
mour ont prouvé que les deux parametres différent d’'un tece plusl.5. Plus précisé-
ment, pour tout graph€& on a les inégalitédw(G) < tw(G) + 1 < 1.5bw(G). SiG est
un graphe complet, sa largeur arborescenteestl, alors que sa largeur de branches est
[2n/3] (cf. [119]). Le calcul de ce paramétre est NP-difficile méroardes graphes split,
une sous-classe des graphes triangulés [88]. Dans l'aer® & calcul de la largeur de
branches est polynomial pour les graphes planaires [1E2§ que I'on ignore toujours s'il
existe un algorithme polynomial calculant la largeur agsoente des graphes planaires.

Seymour et Thomas considérent que les décompositions echasisont plus naturelles
et plus pratiques que les décompositions arborescentes,l@@onception d’algorithmes.
Certains résultats récents [80, 50] appuient cette iotuiti

2.1.3 Classes de graphes

Nous n’épuiserons pas dans cette section la descriptiortldsses de graphes que nous
aurons a traiter par la suite. Mais comme nous rencontreslans cet ouvrage plusieurs
classes de graphes d’intersection, nous en donnons idnleigme.

On considere une famillg& d’ensembles non vides. On lui associggtaphe d'inter-
sectionG + de F obtenu comme suit : chague ensemblefdest représenté par exactement
un sommet dé&- » et deux sommets dé r sont adjacents si et seulement si les ensembles
correspondants dé& s’intersectent. On dira que la famill€ est unmodéle d’intersection
de G£. Quand la familleF est formée d’ensemble particuliers, on obtient des cladses
graphes intéressantes.

Lesgraphes d'intervallesont les graphes d’intersection des intervalles d'un cuahad
(de la droite réelle, par exemple). Lgeaphes d’intervalles propresont les graphes ayant
un modéle d'intervalles tel gu’aucun de ces intervallesaiestrictement contenu dans un
autre.

FiG. 2.2 — Graphe d'intervalles

Lesgraphes de cordesont obtenus comme intersections des cordes d’un ceralsqlie
la famille 7 est formée d’arcs de cercle, on obtientdgaphes d'intervalles circulaires
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FiG. 2.3 — Graphes de cordes et graphes d’intervalles ciragair

Lesgraphes triangulésqui s’obtiennent aussi par un modéle d’intersection,iajns
les graphes d'intervalles, sont au coeur de ce document. ldaugonsacrons la section
suivante.

2.2 Graphes triangulés et graphes d’intervalles

Il est difficile de savoir a quelle époque remonte la définitites graphes triangulés ; ces
graphes apparaissent déja en 1958 dans les travaux de Hajos.

Définition 2.4 Un graphe est ditriangulési tout cycle ayant plus de trois sommets posséede
une corde.

Dans la littérature anglo-saxonne, on trouve les dénomimatetriangulated graphs
chordal graphsou encoreigid circuit graphs On voit facilement que cette classe de graphes
est héréditaire : tout sous-graphe induit d’un graphe gigd est également triangulé.

Cette classe de graphes a été intensément étudiée datérdduie et connait un grand
nombre de caractérisations équivalente. La bréve présantgui suit est basée notamment
sur le livre de Golumbic [66] et un article de Blair et Peytdd].

Le plus important pour la suite est de voir ces graphes comaaéatbres généralisés”.
NotonsKg = {€1,...,Q,} 'ensemble des cliques maximales @e Soit7 un arbre sur
Kq, i.e. chaque cligue d€¢ correspond & un noeud de Nous dirons aussi que les som-
mets de7 sont étiquetés par les cliques maximalegtet nous désignerons simplement
par le noeud de/” étiqueté par la cligue maximafe. Nous dirons qu€™ est unarbre de
cliquesdeG s'il satisfait lapropriété d’intersection des cliquegour tout couple de cliques
distinctes(2 et Y/, 'ensembleQ2 N Q' est contenu dans toutes les cliques sur la chaine reliant
Q et dans I'arbre7. Remarquons qu’un arbre de cliques@est également une décom-
position arborescente de, dont les sacs sont précisément les cliques maximalés &
particulier la largeur de cette décompositoin e§t) — 1.

Le théoreme suivant est dd a Gavril [65] :

Théoréme 2.5 ([65]) Un grapheG est triangulé si et seulement si il admet un arbre de
cliques.
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FiG. 2.4 — Graphe triangulé et représentation arborescentes

La figure 2.4a,b montre un exemple de graphe triangulé, avec un de ses aréres d
cliques.

Notons qu’a un graphe triangulé on peut en général associer plusieurs arbres de
cliques, non isomorphes. On trouve par exemple dans Pakj {ite étude sur la formation
de tous ces arbres et des relations entre eux.

D’un point de vue technique, nous utiliserons beaucoup tonal’arbre de cliques.
Mais en fait, cette notion est fortement liée a la représiemtales graphes triangulés comme
des graphes modélisant I'intersection des sous-arbresaghre. Cette derniére a I'avantage
d’'étre plus intuitive.

Théoréme 2.6 ([65]) Un graphe est triangulé si et seulement si il est le graphetesec-
tion d’'une famille de sous-arbres d’'un arbre.

Une autre caractérisation des graphes triangulés est dgandesordres d’élimination
simplicielle

Définition 2.7 SoitG = (V, E) un graphe. Un sommetest ditsimpliciel si son voisinage
N¢(x) est une clique. Un ordre;, ... x, sur les sommets d@ tel que pour touti, 1 <
i < n le sommetr; est simpliciel dans7[{x;,...,x,}] est appeléordre d’élimination
simplicielle

La preuve de ce théoréme se trouve par exemple dans [66].

Théoréme 2.8 Un grapheG est triangulé si et seulement si il admet un ordre d’élimiorat
simplicielle.

Toujours pour le graphe de la figure 2.4, un ordre d'élimmratsimplicielle est par
exempleh, a,e, g,d, b, c, f.

Cette propriété est a la base des algorithmes linéairesadamaissance des graphes
triangulés tels que LexBFS et MCS, qui fonctionnent, d&aits, de maniére assez surpre-
nante.
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Tout graphe triangulé est le graphe d'intersection des-adu®s d'un arbre. Si I'arbre
support est une chaine, les sous-arbres deviennent deslsmues et le graphe sera un
graphe d'intervalles. Clairement, les graphes d'intdegasont une sous-classe des graphes
triangulés. Pour les graphes d'intervalles, les arbresliqaes deviennent des chaines de
cliques.

Théoréme 2.9Un grapheG est d'intervalles si et seulement si il posséde une chaine de
cliques, c’est-a-dire un arbre de cliques tel que I'arbreréduit a une chaine.

Nous verrons le moment venu d’autres caractérisations dashgs d'intervalles, par
exemple une caractérisation utilisant un ordre spécidlesusommets, a la facon de I'ordre
d’élimination simplicielle.

2.3 Problémes de triangulation

Dans cette partie nous redéfinirons la largeur arboresegtadargeur linéaire d’un graphe,
en montrant que leur calcul est exprimable comme un “probldetriangulation”. Le calcul
de ces parameétres pour un graghieeviendra a trouver un “bon” surgraphe triangulé (ou
d'intervalles)H deG.

Définition 2.10 SoitG = (V, E) un graphe quelconque. On dit que le graptie= (W, F')
est unetriangulationde G siV = W, E C F et H est un graphe triangulé. En d’autres
termes,H est un sur-graphe triangulé dg.

Le grapheH = (V, F') est unetriangulation minimalede G si H est une triangula-
tion de G et pour toutF” tel queE C F’ C F, le grapheH’ = (V,F’) n'est pas une
triangulation deG.

En utilisant la caractérisation des graphes triangulésli@aarbres de cliques, on prouve :

Proposition 2.11 La largeur arborescente dé&' est égal au minimum, parmi toutes les
triangulationsH deG, dew(H ) — 1.

Pour calculer la largeur arborescente d’'un graphi faut donc chercher des triangu-
lations deG, tout en minimisant la taille de la clique maximum. On peualse limiter a
chercher parmi leriangulations minimalesle G. C’est pourquoi les algorithmes que nous
présenterons par la suite pour le calcul de ce parametratdesieés sur des caractérisations
algorithmiques des triangulations minimales d’un graphe.

De maniére similaire, la largeur linéaire s’exprime commeptobléme de plongement
dans un graphe d'intervalles.

Définition 2.12 Une complétion d’intervallesd’'un graphe quelconqué& = (V, E) est un
graphe d'intervallesH = (V, F'), avecE C F'. Si de plus aucun sous-graphe strict He
n'est une complétion d’intervalles d& nous dirons quéf est unecomplétion d’intervalles
minimaledu grapheG.
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Proposition 2.13 La largeur linéaire deGG est égal au minimum, parmi toutes les complé-
tions d'intervallesH deG, dew(H) — 1.

La aussi, pour calculer ce minimum nous pouvons restreindserecherches aux com-
plétions d’'intervalles minimales.

Rose, Tarjan et Lueker donnent une caractérisation simgddrngulations minimales
[121]:

Lemme 2.14 SoitH une triangulation d'un graphé&:'. H est une triangulation minimale de
G si et seulement si, pour toute arétde E(H )\ E(G), le grapheH —e = (V, E(H)\{e})
n'est pas une triangulation dé'.

Cette caractérisation méne a un algorithme polynomialgirple calculant une trian-
gulation minimale du graphe en entrée. Malheureusementlarigté ne s'étend pas aux
complétions d’intervalles minimales.

2.4 Séparateurs minimaux

Les algorithmes de calcul de la largeur arborescente et dentgplétion minimale passent
souvent par la notion deparateur minimalNous définissons ici ces objets et nous étudions
plus en détail les séparateurs minimaux des graphes tlagu

2.4.1 Généralités sur les séparateurs minimaux

Définition 2.15 SoitG = (V, E) un graphe et soient et b deux sommets d&. Un en-
semble de sommets C V' est appelé:, b-séparateufou simplemenséparateyrsi a etb
se trouvent dans des composantes connexes différenfes-d& Un a, b-séparateur est dit
a, b-séparateur minimad’il ne contient pas un autre, b-séparateur. L'ensemble de som-
metsS C V est appelééparateur minimade G s'il existe un couple de sommetsh tel
qguesS soit una, b-séparateur minimal.

Remarquons qu’un séparateur minimal peut étre strictecmmenu dans un autre sé-
parateur minimal, voir figure 2.5 ou le, g-séparateur minimajc} est strictement inclus
dans lea, g-séparateur minimale, f}.

Si S est un ensemble de sommets@dpas forcément un séparateur), rappelons que
Cc(S) est 'ensemble des composantes connexe&'de S. Soit C € Ci(S) une telle
composante connexe. Si tout sommetda au moins un voisin danS, nous dirons que
C' est unecomposante connexe pleine associée@u queC' est unecomposante connexe
pleine par rapport as dansG. Sur la figure 2.5, les composantes connexe&'deT” sont
{a,b,e,d},{g} et{h}, etles deux premieres sont pleines par rappdit a

Lemme 2.16 S est un séparateur minimal d& si et seulement € — S a au moins deux
composantes pleines par rapporisa
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FiG. 2.5 — Séparateurs minimaux

Les séparateurs minimaux d’'un graphe peuvent étre énuraBnesnps polynomial par
séparateur. Un premier algorithme de ce type a été donné[8@hda complexité a été
améliorée dans [12]. Le nombre de séparateurs minimaux graphe an sommets peut
étre exponentiel par rapportra Cependant, ce résultat est intéressant car beaucoup de
classes de graphes (graphes de cordes, graphes d’irgereattulaires, graphes faiblement
triangulés, ...) ont un nombre polynomial de séparateursmaux.

Théoréme 2.17 ([12])L’'ensemble) des séparateurs minimaux @epeut étre calculé en
tempsO(n3|Ag|).

2.4.2 Séparateurs minimaux des graphes triangulés

Dirac a donné en 1961 une premiére caractérisation des egaplangulés a l'aide des
séparateurs minimaux [48] :

Théoréme 2.18Un grapheG est triangulé si et seulement si tous ses séparateurs miima
sont des cliques.

Le théoréme de Dirac est expliqué de maniére beaucoup plustigelle par le trés
important théoréme qui suit, qui se trouve dans les travaukal et Lee [81] et Lundquist
[101]:

Théoréme 2.19SoitG un graphe triangulé et soff” un arbre de cliqueguelconqueleG.
Un ensemble de sommet®st un séparateur minimal d& si et seulement & s’écrit sous
la formeQ N Q, ot Q et Q' sont des cligues maximales @g adjacentes dans I'arbre de
cliques?.

Ainsi a chaque branch@Q)’ d'un arbre de clique§ est associé le séparateur minimal
S = QnQ, et chague séparateur minimal correspond a une ou pludiearshes de
l'arbre.
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2.5 Triangulations minimales, séparateurs minimaux et ctjues
maximales potentielles

2.5.1 Triangulations minimales et séparateurs minimaux

Définition 2.20 Nous dirons que deux séparateurs minimaiet 7' se croisensi S sépare
deux sommets d€. Dans le cas contraire, ils soraralléles Ces relations sont symé-
triques [110].

Le théoréme suivant, di a Parra et Scheffler, est un outipuésant pour I'étude des
triangulations minimales. Il indique que les triangulaaninimales d’un graphe sont obte-
nues en choisissant un certain ensemble de séparateursaninet en complétant chacun
de ces séparateurs en une cligue.

Notation 2.21 SoitI" = {51, ..., S,} un ensemble d’ensembles de sommets du graphe
NotonsGr le graphe obtenu a partir d& en complétant chaque élémentitien une clique.
SiT" est forme d’'un seul élémefit nous écrirons simplemetits a la place deG ;.

Théoreme 2.22 ([110])

SoitI' € Ag un ensemble maximal de séparateurs deux a deux parallélés de
grapheH = Gr est une triangulation minimale d& et Ay =T

Soit H une triangulation minimale d’un graph@. Alors Az est un ensemble maximal
de séparateurs deux a deux paralléles(dlet H = G, .

Soulignons que les séparateurs minimaux d’une trianguiatiinimaleH deG se com-
portent de fagon homogéne dans les deux graphes, c'est-anait pour un tel séparateur
S, les composantes dé — S sont les mémes que dats— S. De plus, les composantes
pleines par rapport & sont les mémes pour les deux graphes.

Par le théoréme 2.22, toute triangulation minimale(deest obtenue en complétant
certains de ses séparateurs minimaux. La propositionssedes nous indique que ces sépa-
rateurs peuvent étre complétés un a un.

Proposition 2.23 ([110]) Soit I” un ensemble de séparateurs deux a deux paralléles du
grapheG et H' = Grv. S est un séparateur minimal dB’ si et seulement s§ est un
séparateur minimal dé&, parallele dans a tous les séparateufs € I,

Il en découle I'algorithme suivant, calculant une triaragidn minimale d’'un graphe
quelconque.

H =G

tantque H n’est pas triangulé
choisirS € Ay tel queH [S] ne soit pas une clique
H:= Hg

returner H
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Non seulement cet algorithme produit toujours une triaatioth minimale du graphe
en entrée, mais de plus chaque triangulation minimal€' geut étre obtenue par un choix
approprié de séparateurs. Nous n’avons pas encore diseugfacon dont on peut choi-
sir un séparateur minimal qui n'est pas une clique. La qoesiera réglée par une autre
version du méme algorithme, dans laquelle chaque sépaxcteisi découpe le graphe en
plusieurs graphes. Nous y verrons plus clairement en gsdriengulations sont bien des
décompositionslu graphe.

La nouvelle version, donnée dans [9], est une combinaiste &% résultats de Parra
et Schaeffler cités ci-dessus et les travaux de Tarjan segfggrateurs cliques. Nous avons
besoin d'introduire la notion deloc, qui sera appelée a jouer un réle important tout au long
de ce document.

Définition 2.24 Un ensemble de sommdis C V' de G est appelébloc si, pour chaque
composante connexg deG — B,
— son voisinage; = N (C;) est un séparateur minimal ;
— B\ S; est non vide et est contenu en une unique composante coraexe s}, pleine
par rapport a5;.
Nous dirons que les séparateurs minimaipbordentle bloc B et notons patS(B) I'en-
semble de ces séparateurs.

Soit B¢ 'ensemble des blocs d&. Notons qué/ est un bloc aves (V) = 0.

Définition 2.25 Soit B un bloc du graphe&=. On appelleréalisationdu bloc B le graphe
Gs(py[B] obtenu a partir deG[B] en complétant chaque séparateur borddhten une
clique.

L'algorithme de découpage maintient une liste de blocs lggfé. Initialementib =
{V'}. A chaque étape, on découpe un biBeen choisissant un séparateur mininsatie
R(B). Le bloc B est alors remplacé par des blocs de la forfe) C;, ou C; sont les
composantes connexes #B) — S etS; = Ng(C;) (on peut montrer que ces derniers
sont également des séparateurs minimaux). Le processétedarsque les réalisations de
tous les blocs dé& sont des cliques. La sortie est le graptie= Gy;,, obtenu a partir dé?
en complétant chaque élémentide@n une clique.

\oici le pseudo-code de I'algorithnieecoupageEnBlocs

Théoreme 2.26 ([9], propriété 7.5)L’algorithme DecoupageEnBI ocs produit une tri-
angulation minimaled deG, et les cliques maximales d€ sont précisément les blocs de
1b.

L'algorithme DecoupageEnBlocs est clairement polynomial, sa complexité dépen-
dant de la facon dont on calcule les nouveaux séparateurss diecuterons dans le cha-
pitre 4 une version qui choisit un séparateur de cardinalmmim.

Afin de mieux comprendre les blocs, regardons les sépasatglites bordent.
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DecoupageEnBlocs

Entréee : G = (V, E)
Sortie : une triangulation minimale d&
Ib:={V} /b une liste de blocs/
tantque il existe B € [b tel queR(B) ne soit pas un graphe compfetre
S := un séparateur minimal d&(B)
calculer les composantés, ... C, de R(B) — S et leurs voisinages; := Ng(C;)
danslb, remplacerB par les blocsS, UC;, 1 <i < p
fin_tantque
returner H = Gy,

FiG. 2.6 — Algorithme de décomposition en blocs.

Remarque 2.27 Soit B un bloc. Si parmi les éléments & B) il y en a un, notéS, qui
contient tous les autres, alof3 est de la formeS' U C, ou C' est une composante pleine de
G — S. Nous dirons dans ce cas qugest un 1-bloc (car bordé par un seul séparateur)
et nous noterons ce blde, C'). Remarquons qu’a partir d’'un 1-blo&, I'unique couple
(S,C) tel queB = S U C peut étre calculé facilement, en prenait= N(V\B) et

C = B\S.

Si nous avons un ensemble de séparateurs minifiiux.. . , S, }, tel que pour chaque
séparateurs; il existe un unique 1-blo¢S;, C;) contenant tous les autres, on définit de
facon naturelle lapartie entreces séparateurs comme étdtirtieEntre(Sy,...S;) =
M;(Si, C;). Cette partie entre définit toujours un bloc. Un blét qui n’est ni V' ni un
1-bloc est égal a la partie entre les séparateurs minimaubqudent B.

2.5.2 Triangulations minimales et cliques maximales potdielles

Remarquons que méme pour des graphes avec peu de séparaténnaux, le nombre
d’ensembles maximaux de séparateurs deux a deux paralplegst le méme que le
nombre de triangulation minimales) peut étre trés granenéis comme exemple un cycle
de longueur de longueup, noté Cy, = [0,1,...,2p — 1]. Les séparateurs minimaux
de ce cycle sont les ensemblgsj}, avecl < i,5 < 2pet|i — j| > 1, doncCy, a
moins de(2p)? séparateurs minimaux. Remarquons sur la figure 2.7 que dgacateurs
{i,7} et{,j'} se croisent si et seulement si les segméiiset [i'j'] se croisent, ce qui
nous permet de visualiser facilement les familles de sémas paralléles. Considérons
maintenant les séparateuss = {i,2p — i}, pourl < i < p — 1, et les séparateurs
T, ={i,2p—i—1}etT/ = {i+1,2p — i} pourl < i < p— 2. |l est facile de
voir que pour tout choix dé/; € {7;,7/}, 1 < i < p — 2, la famille de séparateurs
{51,U1,52,Us,...,S,_2,U,_2,S,_1} est une famille maximale de séparateurs paralléles
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deCy,. On voit donc quess, a plus de2?~2 familles maximales de séparateurs deux & deux
paralléles.

2p—12p—2..2p—4¢ 2p—t—1...p+2 p+1

FIG. 2.7 — Séparateurs du cydle,

Cependant, les cliqgues maximales de toutes ces triangudatont formées par trois
sommets — il y en a donc une quantité polynomiale. Or ce sent s cligues maximales
des triangulations minimales qui nous intéressent. Nou®rg dans cette section que si
nous disposons de tous ces objets, nous serons en mesuri&wercane triangulation
optimale.

Définition 2.28 (cligue maximale potentielle [31, 132])Un ensemble de somméisd’'un
grapheG est appelé&lique maximale potentiellg’il existe une triangulation minimalél
de G telle quef? soit une clique maximale d¥.

L'ensemble des cliques maximales potentielles du graphst notd1;.

Observons que I'on pourrait également caractériser lgsieti maximales potentielles
d'un graphe comme étant I'ensemble de ses blocs “non débtagiadonc minimaux par
inclusion.

Nous nous donnerons d'abord les moyens de reconnaitre igne chaximale poten-
tielle : nous répondrons a la question “étant donné un enestibsommetd’ d’'un graphe
G, existe-t-il une triangulation minimal# de G telle queK soit une cligue maximale de
H?.

Théoréme 2.29Soit K C V un ensemble de sommets du graph&oitC(K) = {C4, Cs,
..., Cp} 'ensemble des composantes connexeS deK. On noteS; = N (C;), pour tout
i,1 <i<p,etS(K)I'ensemble de tous le$;. K est une cligue maximale potentielle si et
seulement si

— S; est strictement contenu dais, pour touti, 1 < ¢ < p.

— Gsk)[K], obtenu a partir deGG|K'] en complétant en clique chaque élément de

S(K), est un graphe complet.

De plus, siK est une cligue maximale potentielle, al&#§K') est I'ensemble des sépara-
teurs minimaux dé;, contenus dang.

Ce théoréme nous donne un algorithme simple pour recoenaii clique maximale
potentielle :
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Corollaire 2.30 Soit K un ensemble de sommets du gragheNous pouvons vérifier en
tempsO(nm) si K est une clique maximale potentielle de

Nous avons montré dans [31, 59] que, étant donné un grapkiel’ensemblell; de ses
cligues maximales potentielles, la largeur arborescentgrdphe peut étre calculée en
O(n3|llg|) (théoréme 2.35). Ce résultat sera utilisé a plusieurssegrilans ce mémoire,
comme une boite noire. Néanmoins, pour le lecteur intéresaés présentons dans le reste
de cette sous-section les principes de 'algorithme cafduh largeur arborescente a partir
des cligues maximales potentielles.

Soit (S, C') un 1-bloc du graphé&;. Rappelons qu&(S,C) = Gg[S U C] est la réali-
sation du blod S, C). La proposition suivante, due a Kloks, Kratsch et Spinr&] {@nne
une relation entre les triangulations minimales d’un geaphles triangulations minimales
de certaines réalisations des blocg#e

Proposition 2.31 ([92]) Soit.S un séparateur minimal d€, soientC1, ..., C, les compo-
santes connexes de— S et notonsS; = Ng(C;).

Soit H une triangulation minimale dé/ ayant S comme séparateur minimal. Alors
H[S; U C;] est une triangulation minimale d&(S;, C;), pour toute composant€; de
G-S.

Réciproquement, sof/; une triangulation minimale d&(S;, C;) pour chaquei, 1 <
i < p. Alors le grapheH = (V, E(H)) avecE(H) = | J\_, E(H;) est une triangulation
minimale deG.

On en déduit :

Corollaire 2.32 SoitG un graphe non complet. Alors

tw(G) = Srgina C?elng?) tw(R(S;, C;))

ou le maximum est pris sur toutes les composafitede G — S, et.S; = Ng(C;).

Pour obtenir une triangulation minimale de la réalisat®s, C'), nous devons choi-
sir une cligue maximale potentielle avecS C ©Q C (S,C) et compléter2. Commex
découpe(S, C) en blocs plus petits, il faut également trianguler ces @esniPlus formel-
lement :

Théoréme 2.33 ([31])Soit (S, C') un 1-bloc dans>. Alors H (S, C') est une triangulation
minimale deR(S, C) si et seulement si il existe une cligue maximale potenti¢lielle que
SCcQC(S,C)etH(S,C)=(SUC,E(H)) avec

p
E(H) = E(H;) U {zyl|z,y € Q}
=1
ou{Cy,...,C,} sont les composantes d&— 2 contenues dan€’, S; = N¢(C;), et les
graphesH, sont des triangulations minimales @ .S;, C;).
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Remarquons que les blo¢S;, C;) sont strictement contenus dafts C').
Corollaire 2.34 Soit(S, C) un bloc plein deS dansG. Alors

tW(R(Sa C)) = ch/éi(r}g o) m?X(’Q‘ - 1atW(R(SZ7CZ)))

ou le maximum est pris sur toutes les composaftede G — Q avecC; C C et S; =
Ng(Cy).

Algorithme LargeurArborescenteCMP

Entrée : G, I'ensemblell; de ses cliques maximales potentielles et
I'ensembleA de ses séparateurs minimaux
Sortie : tw(G)
début
calculer tous les 1-blocsS, C) et les trier par nombre croissant de sommets
pour chaquebloc (S, C) par ordre croissant
tw(R(S,C)) :=|SUC|—1si(S,C) est minimal par inclusion
ettw(R(S,C)) := oo sinon
pour chaquec.m.p.2 € Il telle queS € Q C (S,C)
calculer les composantés deG — Q2 t.q.C; C C
prendreS; := Ng(C;)
tw(R(S,C)) := min(tw(R(S, C)),
max(|Q] — 1, tw(R(Si, C1))))

fin_pour
fin_pour
tw(G) = Jnin C?elgé) tw(R(S;, C;)), 0uS; = Ng(C;)

fin

FiG. 2.8 — Algorithme calculant la largeur arborescente a pdés cliques maximales po-
tentielles

L'algorithme est pratiquement celui donné dans [31, 13Zp&hdant nous avons for-
tement amélioré sa complexité dans [59]. La complexité acée initialement était de
I'ordre de O(n|A¢| - [IIg|), venant des deupour imbriquées. La nouvelle complexité
est deO(n3|Il¢|). Sachant que le nombre de séparateurs minimaux peut luiendéne ex-
ponentiel en la taille du graphe, cette amélioration esbimgmte. De plus, nous en aurons
absolument besoin un peu plus tard dans ce manuscrit, bmsgus traiterons du calcul
exact (en temps exponentiel) de la largeur arborescentsqureice résultat de complexité
est nouveau, nous donnerons les principaux éléments dedaeor
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Théoreme 2.3511 existe un algorithme qui, étant donné un grapheainsi que I'ensemble
Aq de ses séparateurs minimaux et I'enseniiijede ses cligues maximales potentielles,
calcule lalargeur arborescente et deen temps)(n? |Tl¢|). De plus, I'algorithme construit
une triangulation optimale.

Preuve.(éléments.) Montrons que, avec une implantation appreplég&nombre total d'ité-
rations de la boucl@our la plus interne esO(n|Il;|) — alors que la structure des deux
boucles imbriquées suggére que ce nombre pourrait étredid’ den|Ag| - [T1g].

Un triplet (S, C,Q2), ou (S, C) est un 1-bloc ef2 est une clique maximale potentielle
avecS C Q C S U C est appelé utriplet utile. Vérifions qu’il y a au plus:|II¢| triplets
utiles. Fixons2 et comptons le nombre de triplets utiles la contenant. Pdélereme 2.29,
il'y a au plusn séparateurs C €2, chacun étant le voisinage d’'une composante connexe de
G — Q. Pour un telS, la composante connexXede G — S telle queQ2 C S U C' est unique.
Ceci montre que le nombre de triplets utiles n’excédergHs;|. Supposons que ces triplets
utiles sont calculés lors d’une phase de préprocessageeetgque 1-blo¢S, C) pointe
vers les cliques maximales potentiellesavec lesquellesS, C, Q) forment un triplet utile.
Dans ce cas le nombre total d'itérations des deux bouclesugsius le nombre de triplets
utiles, soitO(n|Ilg|).

Afin d’obtenir efficacement les triplets utiles on calculeupchaque cligue maximale
potentielleS2, les composantes connexes(le- €2, ensuite leurs voisinages, correspondant
aux séparateur§ C ), et pour chaque séparateur de ce type on identifie I'unighl®d.-
(S, C) contenant. On ajoute également un pointeur @& C') vers(). Le détail de I'im-
plantation ainsi que les structures de données sont dorarés[B9]. On obtient ainsi la
complexité désirée d@(n?|llg|).

L'algorithme peut étre transformé pour calculer non sewetia largeur arborescente
du graphe en entrée, mais également une triangulatiosaé@alcet optimum. o

2.5.3 Largeur de branches, triangulations efficaces et blgc

Dans sa thése [102], F. Mazoit a modifié et adapté ces oufilsegsont avérés puissants
pour le calcul de la largeur arborescente — a savoir lesgukations minimales et cliques
maximales potentielles — au calcul de la largeur de brané¢tésisons que cette adaptation
est loin d’étre triviale. Basé sur cet approche, nous damedans le chapitre 3, section 3.3
un algorithme exponentiel de calcul de la largeur de brasmddans un travail indépendant,
C. Paul et J.A. Telle [111] ont initié une recherche allansva compréhension algorith-
migue de la largeur de branches et ont obtenu un certain mod#résultats structurels
similaires a ceux de Mazoit. En particulier, leur notion/d&oika [111] est similaire aux
résultats sur le calcul de la bloc-largeur de branches.

Une décomposition en branches, 7) d'un grapheG = (V, E') engendre elle aussi une
triangulation de&&. En effet, associons a chaque sommee G le sous-arbrd’, de 'arbre
de décompositiory qui recouvre toutes les feuilles de contenant une aréte incidente a
x, et qui est minimal pour cette propriété. Le graphe d'irdetion de la famille d'arbres
{T,}»ev est un graphe triangulé nofé (7, 7). ClairementH (7, ) est une triangulation
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deG.

Remarquons que pour chaque branetde I'arbre 7, son étiquettdab(e) induit une
clique (pas forcément maximale) @& 7, 7). La décomposition en branches@geut étre
étendue de fagon naturelle en une décomposition en bradetiéé7 , 1) :

Lemme 2.36 ([102, 60])Soit (7, 7) une décomposition en branches @e Il existe une
décomposition en branch¢g”’, 7') de H (7, ) telle que :

1. 7 estun sous-arbre d&’.
2. Pour chaque branche dE, son étiquette dan&7”’, ') est la méme que dang’, 7).
3. Lalargeur des deux décompositiofi’, ') et (7, 7) est la méme.

En patrticulier, si(7, 7) est une décomposition en branches optimale§ @ors bw(G) =
bw(H(T,T)).

L'une des propriétés fortement exploitées pour le calcubdargeur arborescente ve-
nait du fait que, pour tout graph@, il existe une triangulatiominimale H de G telle que
tw(G) = tw(H). On pourrait espérer la méme chose pour la largeur de brandaero-
position suivante nous montre que, pour la largeur de bes)dha situation n’est pas aussi
simple.

Proposition 2.37 Soit K, le graphe obtenu a partir du graphe complet a 9 sommets en
supprimant une seule arété. Quelle que soit une décomposition en brancfiesr) opti-
male pourKy, le grapheH (T, 7) n’ent pas une triangulation minimale d€; .

Preuve.Nous montrons que les sommeit®t b sont adjacents dang (7', 7). CommekK,
est triangulé, ceci implique le fait que la triangulatii{7, 7) n’est pas minimale.
Rappelons que la largeur de branches d’'un graphesammets est au plun /3]
([119]), doncbw (K, ) < 6. Soit(7, 7) une décomposition en branches optimale piir.
Supposons que les sommetst b sont non adjacents dad$(7, 7). Il existe alors une
branchee de 7 séparant, dang, les sous-arbre$, et T},. Tout chemin reliant etb dans
K intersecte 'ensemble de sommeétb(e). Puisqudab(e) est una, b-séparateurab(e)
contient au moins 7 sommets, contredisant le faitloguéi, ) < 6. o

Puisque les décompositions en branches optimales ne gon@snt pas forcément a des
triangulations minimales, nous perdons beaucoup d’opditsni ceux dont nous disposions
pour le calcul de la largeur arborescente. Une deuxiemedgrdifférence entre les deux
parametres provient du fait que le calcul de la largeur dadires reste NP-difficile méme
pour une sous-classe trés restreinte des graphes triangugavoir les graphes split [88]
(alors que la largeur arborescente est calculable en temmgaire pour tous les graphes
triangulés). Cependant, Mazoit prouve que, pour tout grdphl existe une décomposition
en branches optimal€Z, ) telle que la triangulation associé& , ) soit efficace Les
triangulations efficaces, définies ci-dessous, ont un com@pent relativement similaire
aux triangulations minimales.
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Définition 2.38 Une triangulationH de G estefficacesi
1. chaque séparateur minimal d& est également un séparateur minimal@e

2. pour tout séparateur minima&l de H, les composantes connexesHle- S sont aussi
les composantes connexes@e- S.

Les triangulations efficaces ont été en fait introduitessd@5] (et appelées, al'époque...
“ triangulations minimales”). Toutes les triangulationgnimales deGG sont des triangula-
tions efficaces, par le théoreme 2.22.

Définition 2.39 Une décomposition en branché%,r) de G = (V, E) respecteun en-
semble de somme$sC V s'il existe une branche de 7 telle ques C lab(e).

Théoréme 2.40 ([102, 103])I existe une décomposition en branches optintdler) deG
telle que le graphe triangulél (7, 7) soit une triangulation efficace d&. De plus,(7, 7)
respecte chaque séparateur minimalide

Les cliqgues maximales d’une triangulation efficace sontldess du graphe d’origine.
Informellement, le réle que jouaient les cliques maximglentielles lors du calcul de la
largeur arborescente sera repris ici par les blocs.

Lemme 2.41 ([102]) Soit H une triangulation efficace d€'. Toute clique maximal@ de
H est un bloc d&=. Réciproquement, pour tout bldg de G, il existe une triangulation
efficaceH (B) deG telle queB soit une cligue maximale d€ (B).

Rappelons que la largeur arborescente du graplpeut étre exprimée par cette équa-
tion :

tw(G) = max{|Q2] — 1| © cligue maximale d&{ }.

: min
H triangulation minimale de
Nous cherchons une formule similaire pour la largeur dediras.

Définition 2.42 (bloc-largeur de branches)Soit B un bloc deG et K (B) le gaphe com-
plet ayantB comme ensemble de sommets. Une décomposition en branchegBdejui
respecte chaque séparateur mininda& S(B) est appelédloc-décomposition en branches
du blocB. Labloc-largeur de branchéshw(B) de B est la largeur minimum parmi toutes
les bloc-décompositions en branches(de

De facon équivalente on peut définir la bloc-largeur de brasbbw(B) comme la
largeur de branches de I'hypergraphe obtenu a partir duhgrapmpleti’ (B) en rajoutant
une hyperarété& pour chaque séparateur mininfabordantB. La bloc-largeur de branches
nous fournit la possibilité d’adapter a la largeur de braschéquation “classique” pour la
largeur arborescente.
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Théoreme 2.43 ([102])

bw(G) = max{bbw(Q2) | © cligue maximale dé{ }.

: min
H triangulation efficace de

Cette équation permet de transcrire I'algorithirergeurArborescenteCMP (cf.
théoreme 2.35 et figure 2.8) en remplagant “cliques maxisnadgentielles” par “blocs” et
la taille des cliqgues maximales potentielles par la blogdar de branches des blocs.

Théoréme 2.44 ([60]) Etant donné un graph€, la liste B de tous ses blocs ainsi que la
bloc-largeur de branches de chaque bloc, la largeur de bhnasadeF peut étre calculée en
tempsO (n|Bg|).
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Chapitre 3

Cliques maximales potentielles :
énumeration et applications

Les cliqgues maximales potentielles ont été introduitesddinalculer et temps polyno-
mial la largeur arborescente pour certaines classes daeggaplous avons vu dans le cha-
pitre 2 qu’'elles suffisent pour calculer ce paramétre, magore faut-il trouver un moyen
de les énumérer. Ce sera I'objectif de la premiére sectiaeadapitre, ol nous verrons que
le calcul des cliqgues maximales potentielles peut se fairemps polynomial par rapport
au nombre de séparateurs minimaux du graphe en entrée [@d]puve par I'affirmative
une conjecture de Kloks et al. [87, 86] : pour toute classerdehgs avec une quantité
polynomiale de séparateurs minimaux, le calcul de la largdwrescente se fait en temps
polynomial.

Nous présenterons ensuite un algorithme exact de calcalldegleur arborescente pour
les graphes quelconques, basé sur le comptage et I'éniomédats cligues maximales po-
tentielles [59]. Comme on peut s’y attendre, 'algorithnst @e complexité exponentielle.
Sa complexité est de typ@(Poly(n) - ¢'*), ou c est une constante strictement inférieure
a 2. Il s’agit du premier algorithme de ce type pour la largadnorescente. Nous verrons
également une approche similaire pour la largeur de bran&g.

Enfin, la caractérisation des cligues maximales poteasigles graphes planaires nous
permet de donner (cf. [30]) une preuve simple d'une conjectle Robertson et Sey-
mour [117] : pour tout graphe planaire, la largeur arborese&u graphe et celle de son
dual differe d'au plus une unité.

Le chapitre se termine par une bréve discussion sur l'atie des cliques maximales
potentielles, ainsi que des problémes ouverts autour dehbjets.

Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec V. Bi¢ich. Fomin, F. Mazoit et
D. Kratsch.
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3.1 Enumérations des cligues maximales potentielles

Rappelons que, $2 est une cliqgue maximale du grapbg alors() est une clique du
grapheGg q), obtenu a partir dé& en complétant les séparateurs minimaux qui boréent
(cf. théoreme 2.29). Soit maintenafiti'un de ces séparateurs. A priori, si 'on compléte
seulement les séparateurs$ig2)\{S'}, on s’attend a ce que ne soit pas une clique dans le
nouveau graphe. Dans ce cas, nous dironsjast une cliqgue maximale potentielle active.
Nous verrons que les cliqgues maximales potentielles actwe une structure trés simple,
qui nous permettra de les énumérer efficacement. L'énuim@raera ensuite étendue a
toutes les cliques maximales potentielles du graphe egentr

Définition 3.1 Soit 2 une cligue maximale potentielle d’'un grapbget soit.S C € un
separateur minimal dé:. Si2 n’est pas une clique dans le graplig; o), (s}, obtenu a
partir de G en complétant tous les séparateurs minimaux contenus daseuf S, nous
dirons queS est unséparateur actipour 2. Une paire de sommeis y € S non adjacents
dansGs o)\ (s} est appelé@aire active

Une cligue maximale potentielkective est une clique maximale potentielle possédant
au moins un séparateur actif.

Théoréme 3.2 ([32]) Soit 2 une cligue maximale potentielle active deet S C € un
séparateur minimal, actif par rapport . Soit(.S, C) le 1-bloc associé & contenant et
x,y € S une paire active. Alor§2\ S est unz, y-séparateur minimal dan&[C' U {z, y }].

Preuve.Remarquons que les sommet®t y, non adjacents darGsq) (s}, existent par
définition d’un séparateur actif. PuisqGg, o) Nous avong:, y € S.

Montrons d’abord qué&\ S est unz, y-séparateur dans le grapté = G[C U {z, y}].
Supposons que ety sont dans une méme composafitg deG’ — (Q\5). Il existe alors
une composant® de G — €, incluse dans”,,, telle que son voisinagé’ = Ng(D)
contienne les deux sommetset y. Par le théoréme 2.29; est un séparateur minimal de
G, inclus dang). Observons qué&' # S, sinonS sépareraitD et(2, contredisant le fait que
D C C. Nous avons prouvé quE est un séparateur minimal contenu déngifférent de
S et contenant les deux sommetgty. Ceci contredit le fait que ety sont non adjacents
dansGsa) {s}- Nous en déduisons qu&\S est unz, y-séparateur dé&'.

Prouvons qué)\S est unz, y-séparateur minimal d€”’. Montrons que, pour tout €
Q\S, il existe une chaing dex ay dansG’ qui intersecte\ S uniquement dans. Par le
théoréme 2.29; et z sont adjacents darG‘,S(Q), donc ils sont adjacents dagsou reliés
a travers une composante connéxede G — Q2. Dans le dernier cas,; Cc C, sinonC;
est également une composante®le- S, contredisant le fait que ¢ S. Dans les deux cas
nous avons une chaipédexz a z dansG’, qui intersecté?\ S uniguement dans. Pour les
mémes raisons, il existe une chajede z ay dansG’ avec la méme propriété. Les deux
chaines relient ety, en intersectari2\ S uniquement dans. Nous concluons que\ S est
un z, y-séparateur minimal dé"’. o
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T

FiG. 3.1 — Cligue maximale potentielle active.

Il n’est pas difficile de montrer que, dans ce cas, il existeéparateur minimal’ deG,
croisantS ettel queT'NC = Q\S. Nous obtenons le théoréme suivant qui montre que toute
cligue maximale potentielle active est identifiée par detpasateurs minimaux du graphe.

Théoréme 3.3 ([32]) Soit2 une cligue maximale potentielle active,un séparateur actif
par rapport a2 et (S, C) le 1-bloc associé & contenant?. Il existe un séparateur minimal
T de@, croisantS, tel queQ2 = SU (T'N C).

On en déduit tout de suite que le nombre de cliques maximalenielles actives
est au plusz|Ag|?, le facteurn venant du fait que pour un séparateuil y a au plusn
composantes connexes @e— S. En utilisant I'algorithme de reconnaissance d’'une clique
maximale potentielle (corollaire 2.30), on peut énuméoetds les cligues maximales po-
tentielles actives en tem@@(n?m|Ag|?).

Malheureusement toutes les cliqgues maximales poterstielien graphe ne sont pas
forcément actives. Un exemple est donné dans la figure 3i2gussi [32]). Pour pouvoir
énumeérer toutes les cliqgues maximales potentielles d'aptg, nous utiliserons une ap-
proche incrémentale. Sdit, v, ..., v,) un ordre total quelconque sur les sommetg:te
et notonsG; = G[{v1,...v;}]. Nous calculerons les cliques maximales potentielle&/de
en utilisant les cliques maximales potentielle¥je, grace au théoreme suivant.

Théoréme 3.4 ([32]) Soit a un sommet d&' et notonsG’ = G — a. Pour toute clique
maximale potentiell€ de G, nous avons l'une des propriétés suivantes :

1. soit(2, soitQ\{a} est une clique maximale potentielle @&
2. Q= SU{a}, ouS estun séparateur minimal d&.
3. Q est active.

Théoréme 3.5Pour tout grapheG, le nombre de ses cliques maximales potentielles est
au plusO(n?|Ag|?). De plus, il existe un algorithme énumérant les cliques maiés
potentielles an temp® (n3m|Ag|?).
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FiG. 3.2 — Cligue maximale potentielle inactiv§a, ¢, h, f}.

Preuve.(éléments.) Considérons les grapli@sdéfinis comme ci-dessus. Une propriété
(facile) que nous ne démontrons pas ici est que cette sugeapbes a un nombre croissant
de séparateurs minimauxAg, ,| < |Ag,|, pour touti, 2 < ¢ < n. En particulier chacun
de ces graphes a au plus| séparateurs minimaux.

Le graphe(G; a une unique cligue maximale potentielle, & sayoir}. Supposons que
nous ayons calculé toutes les cligues maximales potexgtidd(=; _;, nous voulons calculer
celles deG; en utilisant le théoréme 3.4. Pour chaque clique maximatenpielle 2 de
Gi—1, nous vérifions (grace au corollaire 2.30)siou Q2 U {v;} est une clique maximale
potentielle deG;, et si tel est le cas nous I'ajoutons &ig;,. Notons qu'au plus I'un des
deux ensembles est une cligue maximale potentiellé;decar un graphe ne peut avoir
deux cligues maximales potentielles distinctes, compasabar inclusion. Nous calculons
ensuite les cliques maximales potentiellesede la formeS U {v;} (il y en a au plus au
plusn|A¢|) et enfin les cligues maximales potentielles actives, disauit le théoreme 3.3
(ily enaau plus:|Ag|?). On obtient quélls, | < Mg, , |+n|Ag|+n|Ag|?, en particulier
| < n*|Agl? +n?lAg| + 1. o

Rappelons qu'il existe un algorithme d’énumération desasgpurs minimaux d’'un
graphe quelconque, en temps polynomial par séparateurfditnealculéA, on peut cal-
culer 'ensemble de cliques maximales potentielles dulgram entrée par le théoreme 3.5.
Enfin, le calcul de la largeur arborescente peut se faire rap3€ (nm|Ii;|), par le théo-
reme 2.35. On en conclut :

Théoréme 3.6 Soit G une classe de graphes Bbly; un polynéme. Supposons que tout
grapheG < G a au plusPolyg(n) séparateurs minimaux, ou est le nombre de sommets
deG.

Pour la classeg, il existe un algorithme polynomial de calcul de la largeubares-
cente.

Ce résultat unifie plusieurs algorithmes calculant la largeborescente pour diverses
classes de graphes, comme les graphes de cordes [85, 9@jadws d’intervalles circu-
laire [128, 93], les graphes faiblement triangulés [314,[26, 35, 34].
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3.2 Calcul exact de la largeur arborescente

Les algorithmes exacts (en temps exponentiel) pour lautieol des problémes NP-
difficiles s’affirment comme une technique novatrice daapgroche de ce type de ques-
tions. Bien que les premiers algorithmes non triviaux deyge tremontent a la fin des
années '60, nous assistons depuis peu I'apparition de mamlvésultats de ce type, avec
de nouvelles techniques et des améliorations spectagsi@n peut citer comme “origine”
de ces algorithmes 'approche de Held et Karp [79] pour résole probleme du voyageur
de commerce en tem@3*(2") (la notationO* ignore les facteurs polynomiaux en dont
la croissance est dominée par la fonction exponentiellem&quons les grands progrés
sur le probléeme du stable maximum, avec une complexité ketdeO*(1.221™) pour les
algorithmes utilisant un espace polynomial [58]. Voir égaént [57, 135] pour un état de
I'art sur les algorithmes exponentiels.

Il'y a plusieurs fagons de calculer la largeur arborescemterpsO* (2™), par exemple
en énumérant brutalement toutes les cliqgues maximalesifmites du graphe en entrée.
Le méme résultat peut étre obtenu a 'aide de I'algorithmé\dworg et al. [4], qui teste
si un graphe est de largeur arborescente au plags utilisant tous les sacs possibles de
taille au plusk. Ici, nous présentons un algorithme de complextg1.9601™) pour la
largeur arborescente (voir [59] pour les détails). Il a été&koré par Villanger [133] & une
complexitéO*(1.89™).

Nous souhaitons donner une borne supérieure au nombregqieslmaximales poten-
tielles d'un graphe d’ordre — meilleure que la borne triviale d¥'.

Pour illustrer la technique, comptons d’abord les séparatminimaux d’'un graphe a
n sommets. Pour tout séparateur mininsail existe deux composantes connexgst D
de G — S pleines par rapport &. Ces composantes satisfaNt(C') = N(D) = S. Les
ensembles de sommeisC et D étant disjoints, au moins I'un des trois est de taille au plus
n/3. Ainsi, pour tout séparateur minimal il existe un ensemble de sommeXs de taille
au plusn/3, tel queS = X ou S = N(X). Il s’ensuit qu’'un graphe d’ordre posséde au
plus2(n73) = 0(1.89™) separateurs minimaux.

Par une technigue non triviale, nous avons donné dans [368%ldtat suivant :

Théoréme 3.7 Un graphe an sommets a au plus73™ séparateurs minimaux.

n

Nous allons montrer qu’'un graphe d’ordrea au pIusO*((Qn/E))) cligues maximales
potentielles. Comme pour I'énumération de ces objets, soosmencons par compter les
cligues maximales potentielles actives. Grosso modogd'iést de montrer que chaque
clique maximale potentielle peut étre identifiée par un erde de sommets du graphe de
taille au plus2n /5. L'algorithme calculant 'ensemblE énumére tous les sous-ensembles
de sommets de taille au pl@s /5 et, en appliquant une procédure de complexité polyno-
miale sur chacun de ces ensembles, génére toutes les aligux@nales potentielles.

Avant de rentrer dans les détails, donnons quelques iogitur la raison pour laquelle
les cligues maximales potentielles peuvent étre identiffige des ensembles de taille au
plus 2n/5. La situation est décrite dans la figure 3.3. Considéronsaligge maximale
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{

Fic. 3.3 — Représentation des cliques maximales potentiedledgs petits ensembles.

potentielle) et un séparateur minima& contenu dans. SoitC' 'unique composante de
G — S intersectant? et soitC’ une composante pleine associés, aifférente deC. Nous
prouvons dans le lemme 3.8 que (excepté quelques cas piartgu

Q= N(C\Q). (3.1)

Considérons ensuite le cas Qtest une clique maximale potentielle active, avec une paire
activez,y € S. Par le théoréme 3.2)\ S est unz, y-séparateur minimal d&'[C' U {xz, y }].

En utilisant deux composantes pleines associéesdansG[C U {x, y }], nous montrons
dans le lemme 3.12 que\2 contient deux sous-ensembles disjoifts et D,, dont le
voisinage contienf?\ S. CommeS = N(C”), nous avons :

Q= N(C'UD,) = N(C'UD,). (3.2)

(En réalité la situation est plus compliquée, cf. lemme 3.P2r les équations 3.1 et 3.2,
chacun des ensemblés D, U D,,, C' U D, etC" U D, est suffisant pour identifie®. Il
suffit maintenant de constater qu’au moins I'un de ces enlgeesb de taille au plugn/5.
C’est pourquoi le nombre de cliques maximales potentielgives est au plu@*((2§/5)).
Le cas des cliqgues maximales potentielles inactives agf s@parément, un peu comme
lors de I'énumération de ces objets.

Revenons aux résultats plus formels sur I'énumération tigges maximales poten-
tielles actives. La propriété suivante et le théoréme @& la base de notre approche.

Lemme 3.8 Soient() une clique maximale potentielle de et S un séparateur minimal
contenu dan$2. NotonsC' 'unique composante connexe @e— S qui intersecte2. Nous
avons l'une des trois propriétés suivantes

1. Q=N(C\Q);
2. ilyaun sommet € Q\S tel queQ2 = NJa|;
3. ilyaunsommet € Stel queQ2 = SU (N(a) NC).
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Si nous sommes dans le second cas, le somnwiffit pour identifier; il y a au
plusn cligues maximales potentielles de ce type. Dans le deraigrla clique maximale
potentielle) est identifiable par le sommet le séparateus et un sommeb € C. Nous
dirons que le triplet.S, a, b) est uneeprésentation par séparateaie? :

Définition 3.9 SoitQ2 une clique maximale potentielle dé Le triplet (S, a, b) est appelée
représentation par séparatel@?? si S est un séparateur minimal d&, « € S, b € V\S et
Q= SU(N(a)NCp(S)), ouCy(S) est la composante d& — S contenanb.

Le nombre de représentations par séparateurs possibles etiisn?|Ag/|, ce qui donne
une borne supérieure pour le nombre de cliques maximalenetes ayant une telle re-
présentation.

Penchons-nous sur les cliqgues maximales potentiellestisiant la premiére condition
et pour lesquelless est actif. D’aprés le théoreme 3.2\ S est un séparateur minimal
du grapheG’ = G[C U {z,y}], oux,y € S forment une paire active. En prenant deux
composantes pleind3, et D, deG’ — S, contenant respectivemeniety, nous avons que
Na(D,U{z})NC = Ng(DyU{y})NC =Q\S.

Lemme 3.10 Soient une clique maximale potentielle activeun séparateur actif contenu
dans() etx,y € S une paire active. Noton§' la composante dé&' — S qui intersectef?.

Il existe deux sous-ensembles disjoints et D, de C'\Q2 tels queN (D, U {z}) N C =
N(D, U{y})nC =Q\S.

Soit C’ une composante pleine deé — S, différente deC', nous avonsS = N¢(C").
Les triplets(D, U C’,z,c) et (D, U C’,y,c), ou ¢ est un sommet d€’, forment une
représentation indirectde ) (et suffisent pour calculd€r) au sens suivant :

Définition 3.11 Soit2 une cligue maximale potentielle dé = (V, E). Nous dirons que
le triplet (X, z,c), avecX C V,z € X etc ¢ X est unereprésentation indirectée ) si
Q=N(C.)UN(D, U{z})\C¢, ou

— C, est la composante d&[X] contenantc;

- D, = X\C..

On en déduit (voir [59] pour les détails) :

Lemme 3.12 Avec les notations du lemme 3.10, pour chague sommeét’, ouC’ est une
composante d& — S pleine par rapport &S et différente de”, les triplets(D, U C’, z, ¢)
et(D, UC",y,c) sont des représentations indirectes(ele

Nous avons tous les ingrédients pour le principal outil degimage et d’énumération
des cliqgues maximales potentielles actives.

Lemme 3.13 Soit €2 une clique maximale potentielle active e Nous avons l'une des
propriétés suivantes :
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1. Il existe un sommetdeG tel queQ? = NJa];

2. Q a une représentation par séparateur ;

3. Q] <2n/5;

4. Q = N(D), pour un ensemble de sommétgle taille au plu2n/5;
5. Q a une représentation indirecteX,, z, c) telle que| X | < 2n/5.

Preuve.(éléments.) Les deux premiéres situations correspond a2 et 3 du lemme 3.8.
Si nous sommes dans le premier cas du lemme 3.8, nous avenseawotations employées
ci-dessusf) = N(C'\Q2). D’'apres le lemme 3.12, les triplet®, UC’, z, ¢) et(D,UC", y, ¢)
avecc € C’ sont les représentations indirectesttiecCommeD,, D,,, C’ et sont disjoints
etqueD, U D, C V\(QU ('), il est facile d’'observer qu'au moins I'un des ensemikes
C\Q, D, UC"etD, U’ est de taille< 2n/5. o

En énumérant toutes les représentations par séparatetogseles voisinagesV|a],
nous calculons les cliques maximales potentielles actisegspondant aus deux premiers
points du lemme 3.13. Nous énumérons également tous lesblesede sommetX, taille
au plus2n/5, et nous calculons les cliques maximales potentielles fierige X, N (X), ou
ayant(X, x, c) comme représentation indirecte, pour tout couple de soswmet Nous en
déduisons que le nombre total de cligues maximales poliestictives de= est borné par
n plus le nombre de représentations par séparateurs@ﬂ(@: 5)), et ce dernier facteur
domine les autres. De plus leur énumération se fait avec Kﬂemebmplexité en temps.
Par une technique similaire au théoréme 3.5, nous pouvomsiéner toutes les cliques
maximales potentielles d€' (et pas seulement les actives) sans changer brutalement la
complexité. Nous obtenons :

Théoréme 3.14Un grapheG an sommets a au plu®(n* - 1.9601™) cliques maximales
potentielles. Il y a un algorithme de complexé® (1.9601™) énumérant toutes les cliques
maximales potentielles du graphe en entrée.

En utilisant I'algorithme de calcul de la largeur arboregeea partir des cliques maxi-
males potentielles (théoréme 2.35) on en déduit :

Théoréme 3.151l existe un algorithme de complexi€&*(1.9601™) qui prend en entrée un
grapheG quelconqgue et calcule la largeur arborescente(ele

Avec le méme type d’outils mais en affinant les représemntatites cligues maximales
potentielles par des petits ensembles, Villanger [133]lianmgéle temps d’énumération des
cliques maximales potentielleﬁ((n’/‘?))) = (0*(1.89™). On obtient un algorithme d’énu-
mération de la largeur arborescente avec la méme compldSiténs également le tout
récent travail de Bodlaender et al. [21] sur le calcul exactadlargeur arborescente, en
utilisant un espace polynomial : ils obtiennent un algonighde complexité>*(2.96™).
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3.3 Calcul exact de la largeur de branches

Afin d’obtenir un résultat similaire pour la largeur de brhas en utilisant le théo-
réeme 2.44, nous avons besoin d’énumérer tous les blocs ghayen entrée et de calculer,
pour chaque blo@, sa bloc-largeur de branchbbw(B) (cf. théoreme 2.43).

Clairement un graphe d’ordre a au plu2™ blocs. lls sont facilement énumérables en
tempsO*(2™), en énumérant chaque sous-ensemble de sommets et enséktarrhe un
bloc. Hélas la borné™ ne peut étre amélioré de facon significative, comme nousnemin
peu plus tard.

La deuxieme difficulté pour le calcul de la largeur de brascheovient du fait que
méme le calcul de la bloc-largeur de branches est NP-défi€ie résultat peut étre déduit
directement a partir de la preuve de [88], qui montre gue leutde la largeur de branches
est NP-difficile pour les graphes spilit.

Soitn(B) le nombre de sommets du blétets(B) le nombre de séparateurs minimaux
qui bordentB. Observons que(B) est au plus égal au nombre de composantes connexes
deG — B, en particuliem(B) + s(B) < n.

Le lemme suivant est d(i a Mazoit [102], cependant il faut maner qu’un résultat trés
similaire a été formulé indépendamment par Paul et Tell&][1Qes auteurs appellent leur
décomposition uné&roika. Une troika correspond, par rapport aux ensembles de s@nmet
ci-dessous, au triplétB\ A1, B\ Ay, B\ A3).

Lemme 3.16 Pour tout blocB du grapheG, nous avondbw(B) < p si et seulement s'il
existe une partition dé en quatre ensemble$,, A, As, D tels que

1. pour touti € {1,2,3}, |B\4;| < p;

2. Chaque séparateur minimal € S(B) bordant B est contenu dan®\ 4; pour au
moins une valeui € {1, 2, 3}.

Preuve.(éléments.) Supposons qu'il existe une partition2leomme dans le lemme. Pour
chaque ensembld;, on construit un arbre ternaifE dont les feuilles sont étiquetées par
les arétes de la cliquE (B), n’ayant pas d’extrémité dans; (de sorte a ce que toute aréte
de K (B)— A, apparaisse sur au moins une feuille). Nous devons reliantar@nt ces trois
arbres. Pour chacun d’entre eux, on subdivise une bragicée lui rajoutant un nouveau
nceudv;. On crée un nouveau nceugdrelié avy, vo, v3. L'arbre 7 ainsi crée est une bloc-
décomposition en branches @¢B]. En effet, chaque aréte de la clighg B) correspond a
au moins une feuille de l'arbre et I'étiquetteb (uv;) est exactemenB\ A;. L'étiquette de
chaque branche est contenue dans I'un des ensemBhléds pour uni € {1,2,3}, ce qui
permet de conclure quebw(B) < p.

Pour l'implication réciproque, voir [60]. o

On en déduit deux résultats importants pour notre objectif.

Lemme 3.17 ([102]) Il existe un algorithme calculant la bloc-largeur de bramshd’'un
bloc B en temps*(35(5)).
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Preuve(éléments.) L'algorithme procéde en calculant toutes {par8itions deS(B). Pour
chaque 3-partitionS;, So, S3, on fusionne les séparateurs de chadiieen un seul en-
sembleUgcs; S, en obtenant ainsi un nouveau bloc bordé par trois “supearaéeurs”.
Le lemme 3.16 permet de calculer la bloc-largeur de brandbesouveau bloc. Enfin, on
prend la meilleure des solutions parmi toutes les 3-pamttipossibles. o

Lemme 3.18 ([60]) Il existe un algorithme calculant la bloc-largeur de bramshd’un bloc
B en tempg)*(37(B)),

Preuve Nous montrons que pour tout entjer’existence d’une partition d& comme dans
le lemme 3.16 peut étre vérifiée en tendpy37(5)).

Pour ce faire, plutdt que de partitionné& en quatre parties, nous testons toutes les
partitions deB en trois partiesd;, X, D, ou X correspond &, U As. Si|B\ A;| < p, nous
vérifions en temps polynomial si I'ensemhlé peut étre partitionné erd, etd3 comme
requis. Puisqu’il y a au plug™®) trois-partitions deB, ceci conduit & un algorithme de
complexitéO*(37(B)),

Nous dirons que deux sommetsy € X sont équivalents s'il existe € A; et un
séparateur minima$ bordantB contenant les trois sommetsy, z. En particulier,x ~ y
implique quex ety doivent étre tous les deux dads ou tous les deux dands. Soient
Xi,..., X, les classes d'équivalence dé L'ensembleX peut étre partitionné ed, et
A3 comme dans le lemme 3.16 si et seulemen{|Xi, |,...,|X,|} peut étre partitionné
en deux parties ayant chacune une somme au plus égale @,| — |D|. Considérons
maintenant le probléme EXACT SUBSET-SUM, dont l'instanst @n ensemble d’en-
tiers positifs/ = {ij,...,i,} et un entiert, et le probléme consiste a trouver une partie
de I dont la somme est égaletaBien que NP-difficile en général, le probléeme EXACT
SUBSET-SUM est polynomial lorsqueet les nombres; sont polynomialement bornés par
n (voir par exemple le chapitre sur les approximations darisre de Cormen, Leiserson,

Rivest [39]). En prenanf = {|X;],...,|X,|} et en essayant toutes les valeurs @mtre
1 etn?, nous pouvons tester en temps polynomial si 'ensemble dersds X peut étre
partitionné comme requis. o

Puisques(B) + n(B) < n, au moins I'une des deux quantités est inférieure ou égale a
n/2. Grace aux lemmes 3.18 et 3.17, nous en déduisons :

Théoréme 3.191l existe un algorithme de complexi(é*(\/gn) calculant la bloc-largeur
de branches d’'un bloc d&.

Les théoréemes 2.44 et 3.19 impliquent notre résultat graiaur le calcul exact de la
largeur de branches.

Théoreme 3.20La largeur de branches des graphesi:asommets peut étre calculée en
tempsO*((2 + v/3)"), en utilisant un espace de tail@*(2").
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Preuve.L’algorithme calcule tous les sous-ensembles de somiiete G et teste siB
est un bloc. Si tel est le cas, on calcule la bloc-largeur @adivesbbw(B) a I'aide du
théoréme 3.19. Le nombre de blocs est au @ust pour chaque bloc nous calculons
sa bloc-largeur de branches en tenipg+/3"). Globalement, cette phase coidé((2 +
V/3)™) en temps eD*(2") en espace.

Nous utilisons ensuite le théoréme 2.44 pour calculer gelar de branches de. Cette
seconde phase colf& (2") en temps et en espace. o

Notre algorithme est basé sur 'énumération des blocs dphgr&n entrée (en temps
O*(2™)) et sur le calcul de la bloc-largeur de branches (en temp(a/g") pour chaque
bloc). Il est naturel de se demander si au moins I'une de egesgtpeut étre améliorée.

Le calcul de la bloc-largeur de branches est le méme probigrade calcul de la largeur
de branches d’un hypergraphe avésommets et’ arétes de cardinalité trois ou plus et
s’ correspondent a(B) ets(B)). Peut-on faire mieux que notre algorithme qui fonctionne
en tempgD) (min(3"™,3%")) ?

Remarquons que la borne supérieure triviale sur le nombigdatss, 2", ne peut étre
améliorée de facon significative. Prenons I'union dispidtune cliquek et d'un stablel,
chacun ayant /2 sommets, et ajoutons un couplage parfait ehfret 7. Nous obtenons un
grapheG,, avec la propriété que, pour toift C I, les sommets d& (G,,) — I’ forment un
bloc. AinsiG,, aau moins(n%) > 2" /n blocs. La bonne question est de savoir si I'on peut
définir une nouvelle classe de triangulations, plus reggsique les triangulations efficaces,
qui contienne le graphé/ (7, 7) pour au moins une décomposition en branches optimale
du graphe en entrée.

3.4 Largeur arborescente, graphes planaires et dualité

Roberston et Seymour ont conjecturé que la largeur arbemésal’'un graphe planaire
et celle de son dual different d’au plus une unité. Lapoi®@] [onne une preuve de cette
conjecture, en utilisant des techniques algébriques. lsdeaiss donné dans [30] une preuve
courte et combinatoire de ce résultat. Notre approche esdebaur une caractérisation
simple des cliques maximales potentielles des graphesiptaret la notion de graphe ra-
dial, utilisée par Seymour et Thomas pour montrer que, pmrgraphe planaire, la largeur
de branches du graphe est égale a celle de son dual.

Le résultat est valable pour tout graphe planaire, cepermtam éviter des détails tech-
niques nous nous restreignons ici aux graphes 3-connexes U tel graphé’, pour tout
séparateur minima¥, G — S est formé d’exactement deux composantes connexes ; en par-
ticulier deux séparateurs minimaux distincts sont incamaipigs par inclusion.

Pour les notions classiques sur les graphes planairespaoexemple [47].

Définition 3.21 SoitG = (V, E) un graphe plan (un graphe planaire avec un dessin fixé).
NotonsF' I'ensemble de faces de ce dessingtaphe radialGr = (V' U F, Er) a comme
ensemble de sommaéfsJ F'. Nous plagons une aréte dafig; entre toute paire de sommets
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vetf,olv €V estun sommet originel gt F est un sommet face, tels que le sommet
est incident a la facg dans de dessin dg.

Le graphe radialzr est clairement un graphe planaire. Il fournit un lien de pgesde
GaGg*:

Proposition 3.22 SoitG un graphe plan 2-connexe. Le graphe radiat deG et le graphe
radial G7; de son duat>* sont égaux.

Les séparateurs minimaux depeuvent étre vus comme des courbes de Jordan corres-
pondant a des cycles dei. Rappelons qu'une courbe de Jordadécoupe le plai en
exactement deux régions connexes. Nous dirons'ggépare les régions de— 7.

Le résultat suivant apparait dans une forme légeremesreifte dans [53].

Proposition 3.23 (voir aussi [53]) Soit G un graphe planaire 3-connexe. A chaque sépa-
rateur minimalS de G on peut associer un cycle élémentaitede G, tel que
— les sommets originels dg sont exactement les élémentsSie
— S sépare deux sommet®ty deG si et seulement sila courbe de Jordan dessinée
par le cyclevg, sépare dans le plan les points correspondantet ay.

Preuve.(éléments.) Soient’ et D les deux composantes connexes(de- S. Clairement
Ng(C) = Ng(D) = S. On contracte les sommets deen un super-sommetc, et soit
G’ le graphe ainsi obtenu. Dans son graphe ra@lg) les sommets incidentsaa forment
un cycle entourant.. Ce méme cycle, notes(C'), dessine dan§'r une courbe de Jordan
vg(C') séparant chaque point dede chaque point d®. Par construction, le cycle satisfait
vsNV = Ng(C)=S. o

Nous dirons qu’un cycles comme dans la proposition 3.28présentde séparateus.
Nous pouvons associer aux courbes de Jordan une notioratiérelie de parallélisme
et de croisement.

Définition 3.24 Les courbes de Jordaih etr, secroisentsi 7, intersecte les deux régions
de X\7,. Dans le cas contraire, elles soptralléles Deux cycles élémentaireg et v,
de G secroisentsi les deux courbes correspondanigset 5 se croisent, sinon ils sont
paralléles

Les relations de parallélisme entre courbes de Jordan et ks cycles de&xr sont
symeétriques. Nous voudrions faire en sorte que, pour toupleode séparateurS et 7'
de G, la relation de parallélisme (ou de croisement) entre eitkl@enéme que pour les
courbes de Jordan et les cycles associés. Cependant ceablsi@e a plus de précautions.
Le cycle de la proposition 3.23 n’est pas unique. Le cyglgC') construit dans la preuve
estde laformes(C) = [v1, f1,v2, fa2,. .., vp, fp], OU lesf; sont des sommets face et lgs
sont des sommets originels. Si deux sommets originels catity; etv;, 1 sont adjacents
dansG, I'aréte respective est incidente a deux fagext f’. L'une d’entre elle, par exemple
f est précisément la facg. Nous pouvons tout aussi bien choisir I'autre face, en metta
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fi = f', etle cycle garde les bonnes propriétés. Associons mainténchaque arétede G
une unique facg (e) incidente af. Nous dirons qu’un cycle = [v1, fi1, v2, f2, ..., Up, fp]

de G estbien formési, pour tout couple de sommets originelset v; 1, adjacents dans
G, on af; = f(viviy1) (par conventionp,1 = v1). On peut alors prouver les résultats
suivants :

Proposition 3.25 ([30]) Soit G un graphe plan 3-connexe Stun séparateur minimal de
G. Il existe un unique cycle bien formg de G qui représente le séparateist.

Proposition 3.26 ([30]) Deux séparateurs minimauX et 7' d’'un graphe plan 3-connexe
G sont paralléles si et seulement si les cycles bien forméesmondants s etvr deGr
sont paralléles.

Partant d'une famille de séparateurs parallelegssdaous avons obtenu une famille de
courbes de Jordan associées a ces séparateurs. Les sépatdteupent le graphe en blocs,
et les courbes découpent le plan en régions. Nous allonkrémliien fort entre les deux.

Soit 7 une courbe de Jordan du plahet R I'une des deux régions dg\r. Comme
pour la notion de 1-bloc dans les graphes, nous diron@quR) = 7 U R est unerégion
1-blocdu plan, bordée par.

Définition 3.27 Soit.7 un ensemble de courbes de Jordan tel que pour chaqge?, il
existe une région 1-blo@’, R(¥)) contenant toutes les courbes de Nous définissons la
région entrdes éléments dg comme étant

RegionEntre(j) = m (0, R(D))
ved

Nous dirons que la région entre les courbes/Aestbordéepar 7.

Définition 3.28 Un ensemble de points du pldR C ¥ est unerégion blocs’il satisfait
I'une des propriétés suivantes :

- BR=1X.

— Il existe une courbe de Jordantelle queB R soit une région 1-blo¢r, R).

— Il existe un ensemble de couragsel que BR = RegionEntre(J).

Remarquons que, d'apres notre définition, les régions ldottsujours des ensembles
fermés.

Dans la figure 3.4a, nous avons une région bloc (en gris) bgodé quatre courbes de
Jordan. La figure 3.4b présente trois courpgsjio et ji3, correspondant a trois chemins
ayant les mémes extrémités et dont les intérieurs sont terment disjoints. Considérer
les trois courbes de Jordan = jie U i3, 2 = ji3 U i3 €t 3 = fi3 U fig. La région
entrei, n et 3 est exactement I'union de ces trois courbes. Nous verrams geu que,
pour toute clique maximale potentiefed’un graphe plan 3-connexg, les sommets d@
se trouvent sur une région bloc de ce type (que certains lappeined-structure, pour sa
ressemblance graphique avec la leffye
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FiG. 3.4 — Régions bloc

Soit maintenant7 un ensemble de courbes de Jordan deux & deux paralléles. Ces
courbes découpent le plan en plusieurs régions bloc. Cénusid I'ensemble de toutes les
régions blocs bordées par des courbes/délous nous intéressons aux éléments minimaux
par inclusion de cet ensemble, que nous appelég®ns bloc minimalesduites par./.

Le résultat suivant est une conséquence directe de la d#iidies régions bloc.

Proposition 3.29 Soit.7 un ensemble de courbes de Jordan deux & deux parallélesdans
Un ensemble de point4 du plan est contenu dans une méme région bloc minimale enduit
par J si et seulement si, pour toute courbec 7, il existe une région 1-blo¢, R(77))
contenant tout 'ensemblé.

Soit H une triangulation minimale du graphe plan 3-connéxdPar théoréme 2.22, il
existe un ensemble maximal de séparateurs deux a deuxetestlde G tel queH = Gr.
Soient7(I') = {vg|S € T'} 'ensemble des cycles d€r associés a ces séparateurs et
J(T) = {is|S € T'} l'ensemble des courbes de Jordan correspondantes. Paiplaspr
tion 3.26, les cycles dg' (I") sont deux a deux paralléles. Par conséquent, les courbes de
J (') découpent le plan en régions bloc. Nous montrons que chaique maximale) de
H correspond a I'ensemble des sommets originels contensuienrégion bloc minimale
formée par7 ().

Pour une région blo@ R, notons parBR I'ensemble des sommets de contenus
dansBR.

Théoréme 3.30Soit H = Gt une triangulation minimale d’un graphe plan 3-connexe
G = (V,E). Q C V est une clique maximale d€ si et seulement s'il existe une region
bloc minimaleB R définie parJ (T') telle queQ2 = BRg.

Preuve (éléments.) Sf2 est une clique dé, aucune courbe d& (') ne sépare deux som-
mets def. Il y aura donc, par la proposition 3.29, une région-bloc imade BR avec
BRg = ). Réciproquement, tout ensemble de somnieig; de ce type a la propriété
qu’aucune courbe d¢ (I') ne sépare deux sommets B&k. On en déduit queB R in-
duit une clique dangf. o
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A partir d'un ensemble7 de cycles deux a deux paralléles@g, nous pouvons définir
de facon naturelle une triangulation du graphe dzfal

Définition 3.31 SoitG = (V, E) un graphe plan 3-connexe et s@it = (F, E*) son dual.
Considérons un ensemhlg de cycles deux a deux paralléles du graphe radial. Nous
définissons le graphH™*(7) = (F, Ey+) ayantF' comme ensemble de sommets, en mettant
une aréte entre deux sommets fgcet f’ si et seulement sf et f/ sont dans une méme
région bloc minimale définie pay.

Théoreme 3.32 H*(J) est une triangulation dé&*. De plus, pour chaque clique maxi-
male?* de H*(7) il existe une région bloc minimalB R définie parJ telle queQ* est
exactement I'ensemble des sommets face contenus3dans

Preuve.(éléments.) La deuxieme propriété est une conséquencaeedite la construction
de H*(J).

Pour montrer que?*(7) est un graphe triangulé, sdifi, f2, f3,. .., fp] un cycle de
H*(J). Sile cycle est contenu dans une région bloc minimale, seses induisent une
clique dansf (7). Sinon, au moins deux sommefset f; de ce cycle sont séparés par une
courbei de 7. Les sommety; et f; découpent le cycle en deux chemims et 1o, dont
I'intérieur est disjoint. Chacun de ces chemins a un somaes $ur la courbé. Soientf,
et f, ces sommets. lls sont adjacents dafig.7) (car aucune autre courbe ne croigeet
non conseécutifs sur le cycle (car séparés fat f;), le cycle possede donc une cordeo

A ce stade on pourrait envisager une preuve de la conjecwir@abertson et Sey-
mour de la maniéere suivante. A partir d'une triangulatiih = Gr de G, on prend la
famille de cycles7(I') = {vs|S € I'} du graphe radial et on construit la triangulation
H*(J(I')) de G* comme dans la définition 3.31. Malheureusement ceci n'opglipas
quetw(H*(7(I"))) < tw(H). Pour aboutir & ce résultat, nous devons ajouter des cycles a
I'ensemble7 ("), jusqu’a I'obtention d’un ensemble maximal de cycles dede@x paral-
leles deGr.

Théoréeme 3.33SoitG = (V, E) un graphe plan 3-connexe et sgitun ensemble de cycles
deux a deux paralléles d&'r, maximal par inclusion pour cette propriété. Considérons
une région-bloc minimalé3R définie par les courbes d¢ et soit BRg, I'ensembles

de sommets dé'r contenus dan$3 R (BRg, contient des sommets face et des sommets
originels). Nous avons ou bieBRq,, = v ouBRg,, = v U i, oUv est un cycle def etp

est une chaine dé'r qui toucher uniquement dans ses extrémités.

Preuve.(éléments.) On montre (voir [30]) que BIR¢,, n'est pas un cycle, il existe une
chainey de G, contenue dan8 R, et qui intersecter uniqguement dans ses extrémités
x ety. Ces sommets ety découpent le cycle en deux sous-chaines etiv,. Nous avons
ainsi trois cycles dé/r contenus dan8 R, a savoitv, uv; (concaténation de et dev,)

et uv, (concaténation de etis). Ces cycles sont paralléles a chaque cyclgrdear inclus
dans une région-bloc minimale. Par maximalité deles trois cycles appartiennent/Aa
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Observons qu'ils définissent une région bIB&’ qui est exactementU i, comme dans la
seconde partie de la figure 3.4. Puisqgi® = 7 U i C BR et queBR est une région bloc
minimale, nous concluons queR’ = BR. o

Théoréeme 3.34SoiG = (V, E) un graphe plan 3-connexe.
tw(G*) < tw(GQ) + 1

Preuve.(éléments.) Soif{ une triangulation minimale d& de largeur minimum et soit
I' = Ay I'ensemble des séparateurs minimauxileOn note 7 (I") 'ensemble de cycles
de G correspondant a ces séparateurs. Considérons un ensemileah7 de cycles
deux a deux paralléles dér, contenant7 (T'), et le graphe triangulé*(.7). Montrons que
pour toute clique maximal@* de H*(7), il existe une cliqué2 de H avec|Q*| < [Q] +1;
ceci permettra de conclure que(H*(J)) < tw(H) + 1 = tw(G) + 1.

Par le théoréme 3.32, il existe une région bloc mininfale définie par7 telle queQ*
soit 'ensemble des sommets face contenus daRsPar le théoreme 3.33; R, est ou
bien un cycle ou alors un cycle plus une chainé&ge avec les extrémités sur le cycle. Dans
les deux cas, le graph€g étant biparti, le nombre de sommets faceRiB,, est au plus
égal au nombre de ses sommets originels, plus un. Mais henlsedes sommets originels
de BR¢,, est également contenu dans une région bloc minimale défnig@') c 7. Cet
ensemble forme une cliqie de H, d’'apres le théoréme 3.30. o

Avec un petit travail technique supplémentaire, le thé@enécédent s'étend aux graphes
planaires quelconques. On en déduit :

Corollaire 3.35 Pour tout graphe planairé,

tw(G) <tw(G") < tw(G) + 1.

3.5 Conclusion et probléemes ouverts

Les cliques maximales potentielles sont un outil imporfamtr la compréhension et
le calcul de la largeur arborescente. Nous avons montrélgs’permettent de calculer la
largeur arborescente en temps polynomial par rapport abrede séparateurs minimaux
du graphe en entrée. Elles nous ont également servi pouidel &act de ce paramétre
et ont permis de faire le lien entre la largeur arborescehte graphe planaire et celle de
son dual. Remarquons que les résultats sur le calcul dedauaarborescente présentés
dans cette section, a I'exception de celui sur les graplewpks, s'étendent au calcul du
remplissage minimurdu graphe en entrée. Le remplissage minimum d'un graplast le
nombre minimum d’arétes qu'il faut ajouter pour obtenir anangulation dez. D'autres
chercheurs ont étendu ces techniques au calcul de la laageorescente des graphes dont
la décomposition modulaire présente de “bonnes” promif2é&] (par exemple lorsque le
nombre de séparateurs minimaux de tout graphe premier ggtguoialement borné), ou
au calcul d’autres parametres lié aux décompositions ascentes [20].
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Récemment, Heggernes et al. [78] ont donné un algorithnoellealt une triangulation
minimale d’un graphe quelconque en tem@Psn®logn), ol O(n®) € O(n*37) est le
temps nécessaire pour multiplier deux matrices de taille n. Pendant prés de 30 ans,
la meilleure complexité pour ce probléme est resté@(am) ([121]), doncO(n?) pour
les graphes denses. L'algorithme de Heggernes et al. proegdiécoupant le graphe en
blocs, a I'aide de séparateurs calculés trés rapidemem. dés points importants pour sa
complexité est qu’'a certains moments l'algorithme “saitede bloc trouvé est une clique
maximale potentielle, ce qui lui évite de retravailler sardoc.

Les problémes ouverts qui me paraissent importants sard liénumération des cliques
maximales potentielles.

D’abord, il n'y a pas d’algorithme énumérant ces objets cawe délai polynomial par
cligue maximale potentielle obtenue. L'algorithme que s1:@aumons donné calcule bien les
cligues maximales potentielles €| A¢|? Poly(n)), mais le nombre de cliques maximales
potentielles se situe entfA|/n etn?|Ag|?. Un algorithme avec délai polynomial permet-
trait un calcul exact de la largeur arborescente avec unkeue borne que celle que nous
avons donné, et de plus sa complexité serait polynomiale Ipsiclasses de graphes avec
“peu” de séparateurs minimaux.

Le deuxieme probléme serait de calculer la meilleure tiidatgpn que I'on peut obte-
nir avec un sous-ensemhbl¥ de I'ensemble des séparateurs minimawGd&Si A’ = Ag,
nous pouvons énumeérer toutes les cliques maximales peiteatdeG et le probleme est
résolu. Par contre, 81’ est un sous-ensemble strict des séparateurs minimaGxaes ne
savons pas énumérer les cliques maximales potentielldg&®uniquement par des sépara-
teurs dang\’. Je ne connais méme pas d’'algorithme qui décide s'il existettiangulation
minimale H dont tous les séparateurs minimaux soient dahs

Citons enfin le probléme, toujours ouvert, du calcul de |lgdar arborescente des
graphes planaires. Il existe un algorithme sous-exposlgudur résoudre ce probleme, mais
nous ignorons si le paramétre peut étre calculé en tempsi@oiyal — alors que la lar-
geur de branches des graphes planaires est calculable ps petgnomial par I'algorithme
de [122].
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Chapitre 4

Approximation de la largeur
arborescente

Puisque le calcul de la largeur arborescente est un probMadifficile, il est natu-
rel et important de s'intéresser a I'approximation de ceapatre. Etant donné que les
algorithmes qui utilisent les décompositions arboresemour résoudre des problémes
difficiles sont eux-mémes exponentiels en la largeur de tam@osition dont on dispose,
nous voyons clairement la nécessité d’avoir des algorithd@pproximation calculant une
décomposition trés proche de I'optimum.

Au moment oU nous avions commencé a aborder ce probléme, ileuneésultat
dans ce domaine était I'algorithme de [22], qui approximéalgeur arborescente a fac-
teurO(log n). Nous présentons des algorithmes d’approximation dedelararborescente
a facteur constant pour certaines classes de graphes [B&ir28 qu’un algorithme d’ap-
proximation a facteu®(log OPTIMUM) pour les graphes quelconques. Nous évoquons
en conclusion de ce chapitre les derniers progrés accoufgtis ce domaine ainsi que les
questions ouvertes.

Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec V. Bibéidd. Kratsch et H. Muller.

4.1 Une heuristique naturelle

Nous analysons ici une version trés naturelle de I'algoré@tibecoupageEnBlocs
de la figure 2.6. Lorsque I'on choisit un séparateur minisi@lour découper le graphe (ou,
récursivement, I'un de ses blocs), on sait dlisera transformé en clique. Notre objectif
étant de minimiser la taille de la plus grande clique obteenesortie, il est naturel de
choisir & chaque étape un séparatgute cardinal minimum. Nous appeloBgcSepMin
cette heuristique. Elle est de complexité polynomialesgué le calcul d’'un séparateur
de cardinal minimum peut se faire en temps polynomial partdesniques standard de
flots [2].

Cette section contient un résultat négatif : I'heuristidq@ecSepMin n’est pas un al-
gorithme d’approximation de la largeur arborescente defactonstant, pour les graphes
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guelconques. Cependant, I'expérience prouve que I'haques est trés bonne en pratique.
Une partie de I'explication pourrait de trouver dans le Hegpositif de cette section : pour
certaines classes de graphes (ici, pour les classes deegrdpmombre astéroide borné),
DecSepMin fournit bien une décomposition de largeli{k) ou k est la largeur arbores-
cente du graphe en entrée.

Montrons d’abors que, pour toute classe de graphes de noasbéeoide au plus,
DecSepMin produit une triangulation de largeur au pkistw(G), G étant le graphe en
entrée.

Définition 4.1 Unensemble astéroidkun grapheG est un stabled tel que pour tous som-
metv € A, il existe une composante connexe(de- N (v) contenant tous les sommets de
A\{v}. Lenombre astéroiden(G) du grapheG est la taille maximum d’'un ensemble as-
téroide dei7. En particulier, un graphe est déans triplet astéroidg son nombre astéroide
est au plus deux.

Notons que le calcul de la largeur arborescente est NPitdiffiteme pour les graphes
co-bipartis, une sous-classe des graphes sans triplebiast§70].

Le nombre astéroide est une borne supérieure pour le noralsépadrateurs maximaux
par inclusion se trouvant sur le bord d’un bloc.

Proposition 4.2 ([92]) Soit B un bloc deG et £5(B) 'ensemble des éléments maximaux
parmi les séparateur§ (B), bordantB. Nous avons€ B(B)| < an(G).

On appelleensemble bloquartensemble des séparatelW#(B). Nous avons vu que
si G a un petit nombre astéroide, chaque ensemble bloguant pstitietaille. Supposons
que la largeur arborescente de notre graphe est avkphNsus montrerons que si un bloc
B est de taille supérieure & an(G) et que chaque séparateur qui le borde est de taille
au plus4k, la réalisationR(B) peut encore étre découpée par un séparateur de taille au
plus 4k. L'heuristigueDecSepMin choisira donc des petits séparateurs (de taille au plus
4k) jusqu’a ce que tous les blocs soient de taille au plusn(G). Nous en conclurons
que I'heuristique produit de bonnes décompositions pauglaphes de nombre astéroide
borné. Nous avons besoin d’introduire quelques nouvelbtims.

Définition 4.3 Soit B un bloc deG. NotonsBord(B) = {z € B|z a un voisin dang7 —
B} etInt(B) = B\ Bord(B).

Ainsi Bord(B) est I'union des séparateurs bordant le bid¢c’est également I'union
des séparateurs de son ensemble bloquant.

Théoréme 4.4 Soit G un graphe de largeur arborescente au pkusSoit B un bloc deG
de taille supérieure dk. Si|Int(B)| > |B|/2, il existe un séparateur minim@ C B de
R(B) tel que|S| < 4k.
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Preuve(éléments.) Montrons d’abord qu'il existe un sommet Int(B) tel que|Ng(z)| <
4k. Soitm(B) le nombre d’arétes d€[B]. Nous compterons:(B) de deux fagons diffé-
rentes. Puisqué’[B] est un sous-graphe induit d& sa largeur arborescente est au glud
est bien connu que dans un graphe de largeur arboresgdateaombre d’arétes est au pliis
fois le nombre de sommets, en particulietB) < k|B|. Supposons par absurde que chaque
sommetr deInt(B) a strictement plus dék voisins dans~ et montrons que:(B) > k|B].
Commer € Int(B), nous avonsV; () C B, donc le nombre d’arétes d& B] incidentes a
au moins un sommet det(B) est strictement supérieur(dk| Int(B)|)/2 = 2k| Int(B)|.
Mais | Int(B)| > |B|/2, doncm(B) > 2k|Int(B)| > k|B|. Ceci contredit I'inégalité
m(B) < k|B].

Nous avons prouvé I'existence d’'un sommet Int(B) tel que|Ng(z)| < 4k. Soity
un sommet d&B\ N (), différent dex (y existe parce queB| > 4k). LensembleNg(x)
séparer ety dansG, donc il existe un séparateur minimél C Ng(x) séparant: ety
dansG. Clairement|S| < 4k, et il n’est pas difficile de montrer qug est également un
séparateur minimal d&(B). o

Corollaire 4.5 SoitG un graphe de largeur arborescente Considérons un blo® de G
tel que tous les séparateurs bordaBtsoient de taille au plugk. Si|B| > 8k an(G), il
existe un séparateur minimalde R(B) tel que|S| < 4k.

Preuve.Soit EB(B) = {S1,...,S5,} I'ensemble bloquant dé3, par la proposition 4.2
EB(B) a au plusan(G) éléments. Nous avorBord(B) = S; U --- U S, et chaqueS;
a au plustk sommets, don¢Bord(B)| < 4kan(G). Par conséquentInt(B)| = |B| —
| Bord(B)| > |B|/2. Lexistence du séparateuf de R(B) de taille au plusik est une
conséquence directe du théoréme 4.4. o

Quand l'algorithmeDecSepMin aura épuisé tous les séparateurs de taille au4itus
il ne nous reste que des blocs de taille au gluan(G).

Corollaire 4.6 Soit G un graphe de largeur arborescente et de nombre astéroide.
L’heuristigueDec SepM n calcule une triangulation dé& de largeur au plusak.

Le calcul du nombre astéroide d'un graphe est NP-difficilg],[@e qui semble étre
génant pour notre algorithme. Remarquons que le corolfabeutilise simplement le fait
que I'ensemble bloquant d’un bld8 a au plusan(G) éléments. En testant a chaque étape
le nombre d’élément§S(B), I'algorithme peut étre transformeé pour que, prenant eréent
un graph&’ et un nombrey, il produise I'une des sorties suivantes :

1. une triangulation de largeur au pl8stw(G).

2. un avertissement indiquant que le nombre astéroidg dst strictement supérieur a
a.

Passons maintenant au résultat négatif concernant I8tgwe DecSepMin . Nous
montrerons que, pour tout entier posijifil existe une famille infinie de graphes pour les-
quels la largeur de la triangulation calculée est supégiagy 2 fois I'optimum. En d’autres
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termes, pour toute constantenotre heuristique n’est pas ua@pproximation de la largeur
arborescente.

Considérons un graphe complet ayarsommets/y, Is, .. ., I,. Divisons chaque aréte
I;1; de ce graphe eny rajoutant un sommgt. Ajoutons un sommet’ adjacent dy, ..., 1.
Remplacons le sommét par un module clique de taillgp (chaque sommet de la clique
sera adjacent aux voisins de dans le graphe initial, ainsi qu’aux autres sommets de la
clique). Enfin, remplacons chaque sommgtar un module stable de taille(chaque som-
met du stable est adjacent aux anciens voising )dén prendrg “beaucoup plus grand”
queq. NotonsG), , le graphe ainsi obtenu (voir la figure 4.1 paue= 3).

Proposition 4.7 L’heuristique du séparateur de cardinal minimum donne,rpgelgraphe
G)p.q, Une triangulation de largeufq + 2)p — 1.

Preuve Les séparateurs de cardinal minimum de ce graphe sont exaxttdes séparateurs
de la formel; U I;, ayant tous une taillgp. De plus, ils sont deux a deux paralléles. C’est
pourguoi notre algorithme choisira toujours un séparadewse type, jusqu’a ce qu'ils soient
tous transformés en cliques. A ce stade, pour chaqueBlda découpage, sa réalisation
est une clique. L'un de ces blocs €st= C U I} U I, U --- U I, de taille(q + 2)p. o

Proposition 4.8 La largeur arborescente dé), , est au plup + q(q — 1) /2.

Preuve Considérons le séparateur (non minimgformé par les sommets de et tous les
sommetsi/;;. En complétantS en une clique nous obtenons un graghdriangulé, plus
exactement un graphe split dogiest la clique. Clairement toute clique maximalefdest
de taille au plugsS| + 1. o

Nous concluons que le ratio entre la largeur de la trianguiatbtenue par notre algo-
rithme et la largeur arborescente @g , est d’au moins;/2, pourp suffisamment grand.
Ainsi notre heuristique n’est pas un algorithme d’appradion a facteur constant de la
largeur arborescente.

FIG. 4.1-G,,
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4.2 Graphes sans triplet astéroide

Trois sommetsz, y, z) forment untriplet astéroidede G si pour tout paire de sommets
parmi les trois, il existe une chaine qui les relies, en évita voisinage du troisiéme. Un
graphe qui ne contient pas un tel triplet est appelés triplet astéroideDe facon équiva-
lente, un graphe est sans triplet astéroide si son nomidnet est au plus égal a 2.

D’apres la proposition 4.2, dans un graphe sans tripletraisig 'ensemble bloquant
EB(B) d’un bloc B contient au plus deux éléments. Si cet ensemble est viddoderb
est exactement I'ensemble des sommets du graph@&588) a un seul élément3 est un
1-bloc. Enfin siEB(B) a deux élément§ etU, alors B = PartieEntre(S, U). Rappelons
gue étant donné deux séparateurs miniméuet U, incomparables par inclusion, tels que
U est contenu dans un 1-bld¢s, C(S)) et S est contenu dans un 1-bl@€/, C'(U)), on
définit la partie entreS et U commeParticEntre(S,U) = (SUC(S)) N (U U C(U)) (cf.
figure 4.2).

PartEntre(S,U)

FIG. 4.2 —PartieEntre(S, U).

Commencons par une description informelle de I'algorithlpproxTW_ATf . En en-
trée, nous avons un graphe sans triplet astérGi@¢ un entierk. Nous voulons décider si
tw(G) > k ou donner une triangulation de largeur au s La complexité en temps de
notre algorithme ne dépend pas /el sera donc facile d’en obtenir une 2-approximation
de la largeur arborescente des graphes sans triplet a&éroi

L'algorithme s’appuie sur la propriété suivante, qui seszdtée un peu plus bas. Etant
donné un graphe sans triplet astéroide de largeur arbottesae plus: et un 1-bloc(S, C)
deG avec|S| < ket|SUC| > 2k + 1, il y a un séparateur minimdl C (S, C) tel que
| PartieEntre(S,U)| < 2k + 1 et|U| < k. De plus, ce séparateur est calculable en temps
polynomial.

Rappelons quer(S,C) = Gg[S U C] est la réalisation dé&:. Sous I'hypothése que
|S| < k, nous calculerons une triangulatidh(S, C') de R(S, C') de largeur au plugk ou
bien nous déciderons que/(G) > k. Rappelons qu’une triangulation dé est obtenue
en prenantJ., H(S;,C;), ou C; sont les composantes de — S et S; = N(C;) (cf.
proposition 2.31).

L'algorithme procéde comme suit. $ U C| < 2k + 1, on compléte simplement le
1-bloc (S, C') en une clique. Sinon, nous cherchons un séparateur miimal(S, C) de
G tel que|U| < k et|PartieEntre(S,U)| < 2k + 1. Si un tel séparateur n’existe pas,
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Algorithme ApproxTW_ATf

Entrée : un graphe sans triplet astéroi@eet un entierk
Sortie : tw(G) > k ou une triangulatiort! de G, de largeur au plugk
debut
calculer un séparateur minimélde G de cardinal minimum
si|S| > k alors
returner “tw(G) > k”
soientCt, ..., C, les composantes d& — S et S; = N¢(C;)
pour chaque1-bloc (S;, C;) associé & faire
H(S;, C;) := trianguler_réalisation (S;, Ci, k)
sil'appel retourne tw(G) > k" alors
returner “tw(G) > k”
returner (J!_, H(S;, C;)
fin

FiG. 4.3 — 2-approximation de la largeur arborescente pourrkgshgs sans triplet astéroide

nous affirmons quew(G) > k. SiU existe, observons qué découpe le blo¢sS, C) en
blocs plus petits, plus exactement RBartiecEntre(S, U) et blocs de la forméU’, C'), ou
C’" C C sont les composantes @e— U contenues danS etU’ = N(C”). Le processus est
alors appliqué récursivement sur chaque sous-tl&cC’), en obtenant une triangulation
H(U',C")de R(U’,C") de largeur au plugk (ou en concluant quew(G) > k). Le bloc
PartieEntre(S, U) sera complété en une clique. Pour trouver le premier séparatinimal
S de taille au plus: il suffit de calculer, par des techniques bien connues, uaraégur de
cardinal minimum de. La partie plus délicate est de trouver le prochain sépardfe et
pour ce faire nous utilisons une méthode assez indirectes Nonsidérerons le graphe co-
biparti G’ = Gg,1[SUC] obtenu a partir d&[SUC] en complétant chacun des ensembles
S et C. Nous montrerons que siv(G) < k, il existe un séparateur minima de G’ de
taille au plusk. Réciproquement, i’ a un séparateuX tel que|X| < k, 'ensemble
de sommetsS U X forme un blocParticEntre(S,U) de G, avecU = Ng(C\X). Le
séparateur minimdl satisfait donc les conditioriPartieEntre(S,U)| < 2k + 1 et|U]| <
k.

Le principal résultat technique est I'existence du séparat/ et la possibilité de le
calculer efficacement.

Théoréme 4.9 Soit G un graphe sans triplet astéroide, de largeur arborescént€onsi-
dérons un blo¢S, C') de G, ou S est de taille au plug, et|S U C| > 2k + 1. Supposons
gueS n'est pas un séparateur minimal de la triangulation optien&l de G.

Il existe un séparateur minimd/ de G, contenu dangS,C), tel que|U| < k et
| PartieEntre(S,U)| < 2k + 1. De plus, un tel séparateur peut étre calculé en temps
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Procédure trianguler_réalisation

Entrée: G, S, C etk
Sortie : tw(G) > k ou une triangulatior (S, C') de R(.S, C) de largeur au plusk
Fonction calcul_U
G = G{S,C} [S U C]
calculer un séparateur de cardinal minimuhrde G’
si|X| > k alors
retourner erreur
sinon
U := Ng(C\X)
retourner U

debut
si|SUC| < 2k + 1alors
retourner le graphe complek (S U C)
U :=calcul_U
si erreuralors
/* on a encore la possibilité quer (R(S,C)) < k */
retourner ApproxTW_ATf (R(S,C), k)
pour chaque composante’ C C deG — U faire
U’ := Ng(C")
H'(U',C") := trianguler_réalisation U, k)
sila sortie esttw(G) > k" alors
retourner “tw(G) > k”
retournerUC’ H/(U/7 C/) U GParticEntro(S,U) [S U U]
fin

FiG. 4.4 — Triangulation de la réalisation d'un 1-bloc

polynomial.

Dans I'hypothése de notre théoréme, nous avons supposermjast pas un séparateur de la
triangulation optimaldd. Si le séparateur minimal n’est pas trouvé par notre algorithme,
il reste une derniére chance : giesoit un séparateur minimal d&. Pour tester cette
possibilité on complét& et on relance I'algorithme avec, en entrée, la réalisaiof, C)

du bloc(S, C).

La preuve de ce théoréme 4.9 est longue et fastidieuse, ioas donner uniquement
quelques intuitions allant en ce sens. Pour ce faire, ndmssalitiiser comme cliques de la
triangulation des blocs de tygeuU (C'NT'), ouT" est un séparateur minimal qui croiSe
Rappelons que, d'aprés le théoreme 3.2, une large clasdigjdescmaximales potentielles
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est également de ce type.
Les deux observations qui suivent ne sont pas spécifiquegrapkes sans triplet asté-
roide.

Lemme 4.10 Soient(.S, C') un bloc deG etT un séparateur minimal qui crois€. L'en-
semble de sommetsU (C' N T') est également un bloc de.

La remarque suivante est une conséquence directe du théaténParra et Schef-
fler 2.22.

Remarque 4.11 SoitG un graphe de largeur arborescenteet H une triangulation mini-
male optimale dé&-. SoitS un séparateur minimal d€', de taille au plusk. Si.S n'est pas
un séparateur minimal d&/, il existe un séparateur minimdl de H qui croiseS dansG.

En particulier, siC' est une composante de — S pleine par rapport &S, alors S U
(C'NT)estun bloc de taille au plusk.

En effet, puisque 'ensembl&;; des séparateurs minimaux @eest un ensemble maxi-
mal de séparateurs deux a deux parallele& dt queS ¢ Ag, au moins un élémertt de
Ap croiseS. Ce blocB = SU(C'NT) est de taille au plugk, et il découpe le blo¢S, C)
enB et des 1-blocs de typeV (D), D), ou D est une composante dé— B contenue dans
C'. Notre blocB est un bon candidat pour étre le bBartieEntre(S, U) du théoreme 4.9.

Reconsidérons la structure des blocs évoqués dans le lemithedur les graphes sans
triplet astéroide.

Proposition 4.12 SoientG un graphe sans triplet astéroide$, C') un 1-bloc etl” un sé-
parateur minimal de&~ qui croiseS. Supposons que\T # () et soitU = N(C\T). Alors
U est un séparateur minimal 8tU (7' N C') = PartieEntre(S, U).

Replagons-nous sous les conditions du théoréme 4.9. Senous la chance qué soit
de taille au plus:, le séparateut/ satisfait toutes les conditions requises par le théoréme —
encore faut-il montrer qu'il peut étre calculé en temps polyial. La proposition suivante
va dans ce sens.

Proposition 4.13 SoientS, T et U trois séparateurs du graphe sans triplet astérodet
soit C' une composante pleine de— S, avecS U (1T'N C) = PartieEntre(S,U) comme
dans la proposition 4.12.

SoitG’ le graphe co-bipartiGg -, [S U C], obtenu a partir de&[S U C] en complétant
chacun des ensembl@=tC en une clique. L'ensembl§ = (T'"NC)UU est un séparateur
minimal deG’.

Réciproquement, sX est un séparateur minimal d&', alors S U X est un bloc de la
formePartieEntre(S,U) avecU = Ng(C\X).

Afin de calculerU, nous procédons comme dans la foncteaicul_U de l'algorithme
trianguler_réalisation .Nous construisons le grapli¢ = G g [SUC] et nous
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calculons un séparateur de cardinal minimainde G’. Si | X| < k, d’apres la proposi-
tion 4.13, le blocB = S U X est de taille au plugk. De plus,U est un sous-ensemble de
X, impliquant qugU| < k. Nous aurons toutes les conditions du théoréme 4.9. Cepgnda
pour I'instant nous ne sommes pas certains de I'existenoe sEparateuX de G de taille

au plusk ; cette condition est prouvée uniqguement si, par chafigen C') U U| < k. La
preuve compléte du résultat dans le cas général est donng¢3$j. Elle est plutét longue
(une dizaine de pages) et se base sur l'idée de redécoupsedle(T N C) U U par une
cligue maximale potentielle bien choisie de

Proposition 4.14 SoitG un graphe sans triplet astéroide, de largeur arborescéntonsi-
dérons un 1-blog¢S, C) de G avec|S| < k et|S U C| > 2k + 1. Supposons qu& n’est
pas un séparateur minimal de la triangulation optimé&lede G.

SoitG’ le graphe co-bipartiGyg -} [S U C], obtenu & partir de&[S U C] en complétant
chacun des ensembléset C' en une clique. Il existe un séparateur minindalde G’, de
taille au plusk.

Gréce a ce résultat et a la proposition 4.13, le séparatenimai U comme dans le
théoréme 4.9 existe toujours et peut étre calculé en temlymgmial par la procédure
calcul_U .Onen conclut :

Théoreme 4.151l existe un algorithme polynomial qui approxime a facteuladargeur
arborescente des graphes sans triplet astéroide.

4.3 Séparateurs équilibrés

Nous présentons dans cette section un algorithme polyhguij@tant donné un graphe
G, produit une décomposition arborescenteCayant une largeu® (k log k), ou k est la
largeur arborescente de

Bodlaender et al. proposaient dans [22] un algorithme d@pmation de la largeur
arborescente, et dans leur cas la largeur de la décomposti@nue est)(k logn). L'al-
gorithme est basé sur le calcul siéparateurs équilibrése facteurlog n provient du calcul
de ces séparateurs, en utilisant une technique de LeightBaa[100]. Dans notre cas,
nous employons une technique plus performante pour le lcdécséparateurs équilibrés,
proposée par Even et al. [55], qui nous permet de ramenectieuiamultiplicatiflog n a un
facteurlog k. Etant donné que les algorithmes qui utilisent les décoitipons arborescente
sont généralement exponentiels en la largeur de la décdtiopodont on dispose, cette
amélioration est trés importante de point de vue théoritaons que, indépendamment
de notre travail, Amir [3] donne un algorithme d’approxiioat de la largeur arborescente
avec des performances similaires.

La preuve du résultat ci-dessous (voir par exemple [22]jrestsemblable a la preuve
du fait que, dans tout arbre, il existe un noeud qui décowgrbré en composantes de taille
au plusn/2.
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Lemme 4.16 Soit G = (V, E) un graphe de largeur arborescenteet W un ensemble
de sommets d€. Il existe un séparateul” de G de taille au plusk + 1, tel que chaque
composante connexe de— T contient au plus la moitié des sommetsitie

Ce type de séparateur (pas forcément minimal — mais on pgotis choisir une clique
maximale potentielle !) est appelé séparateur 1/2-éqgaildourly’.

Supposons que nous disposions d’un algoritt8epEquilibre  qui, prenant en en-
trée un ensemble de somméts, calcule un séparateur 1/2-équilibré pdiir, de cardinal
minimum. En le combinant avec 'algorithni#ecoupageEnBlocs il permettrait de cal-
culer une décomposition arborescente de largeur au3dlus 2 du grapheG, ou décider
quetw(G) > k. L'algorithme commence par chercher simplement un séparateG de
taille au plusk, et avec ce séparateur on découpe le graphe en 1-blocs.dgasschle nous
générerons au cours de I'algorithme sont de deux types :ldes be taille au plusk + 3,
que I'on compléte simplement en cliques, et des 1-blocs dertae (S, C'), en assurant
pour chacun de ces blocs g < 2k + 2. Les blocs de la forméS, C') sont découpés
récursivement de la fagon suivante. On calcule un sépardtes- SepEquilibre  (5)
qui soit 1/2-équilibré pous. SoientC1, Cs, ..., C, les composantes d& — 7" contenues
dansC' et notonsS; = Ng(C;). Le bloc (S, C) est découpé ef U (7' N C) (de taille au
plus3k + 3) et des 1-bloc$S;, C;). Il reste a observer qué;| < 2k + 2. En effet,S;\T est
contenu dans), et tous ces sommets sont dans une méme composagte de Il y a donc
au plus|S|/2 < k + 1 sommets de ce type. Nous avons do$i¢ < k + 1+ |T'| < 2k + 2.
Cette technique est a la base des premiers algorithmesrdiapyation de la largeur arbo-
rescente, qui fonctionnent en temps exponentiet gi4].

Le calcul d'un 1/2-séparateur équilibré de cardinal minimast NP-difficile. Nous utili-
sons des résultats d’approximation pour ce probléme, qiassite une notion plus générale
de séparateur équilibré.

Définition 4.17 Soit G = (V, E) un graphe et unéV un ensemble de sommets @e

Considérons un parametygecompris entre) et 1. Un séparateup-équilibré pour?V est un

ensemble de somméfigel que, pour chaque composante connexé&del’, la composante
contient au plug|W | sommets dél’.

Dans leur article, Even et al. travaillent surtout avec des-aéparateurs (les graphes
sont orientés et les séparateurs sont des ensembles d’'aims pas de sommets). Comme
ils le font remarquer, un sommet-séparateur d'un grapheon@mté correspond a un arc-
séparateur dans un graphe orienté bien choisi. Nous refonsileur résultats directement
en termes de sommets-séparateurs.

Théoréme 4.18 ([55]) Soit G un graphe non orienté 8 un ensemble de sommets@e
Soitr la taille minimum (en nombre de sommets) d’un séparapegquilibré pourlV, avec
1/2 < p < 1. Etant donné un parametyg, p < p’ < 1, il existe un algorithme polynomial
calculant un séparatey’-équilibré pourlV’, de taille au plus;2 (5 + In(4-7))7.
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Remarquons que I'algorithme ne calcule pas un séparatéquilibré, mais bien un
séparateup’-équilibré avecpy’ > p. Le séparateur obtenu est “moins équilibré” que le
séparateur optimal, et sa taille est également plus gramel€aptimum.

D’aprés le théoréme 4.18, étant donGé W et o’ > 1/2, nous pouvons trouver en
temps polynomial un séparatefift de tailleO(k log k), p’-équilibré pouriW. Par le méme
type d’'algorithme que celui décrit ci-dessus, nous obter{@air aussi [22]) :

Théoréeme 4.19 ([29]) Il existe un algorithme polynomial qui, prenant en entréeytaphe
G et un entierk, calcule une décomposition arborescente(dee largeurO(k log k) ou
décide quew(G) > k.

4.4 Approximation de la largeur arborescente : les bonnes d&s
mauvaises nouvelles

Le probléme de I'approximation de la largeur arborescestd’'ene de ces questions
algorithmiques qui n'ont pas trouvé de réponse satisfaésde point de vue théorique,
alors que la situation est bien meilleure de point de vuequrat

Nous avons donné dans ce chapitre un algorithme polynomiapproxime la largeur
arborescente d’'un graphe quelconque a un fadt¥liog k), ou k est la valeur optimale.
Des travaux récents sur les séparateurs équilibrés [56]gitgnt méme une approximation
a facteurO(y/log k). De point de vue théorique ces résultats pourraient parptesque
satisfaisants. Mais leur gros défaut ne vient pas, commeoarrgit le croire, du facteur
log k, mais de la constante cachée padejui est de I'ordre de 1000! Qui plus est, ils
utilisent des outils puissants, mais compliqués, pour leutd’un séparateur équilibré. Le
probleme du séparateur/2-équilibré est NP-difficile. Cependant, les nombreux teeva
dans ce domaine pourraient aboutir & un algorithme d'appration a facteur constant
pres, en se débarrassant du factegrO PTIMU M (ou+/log OPTIMU M actuel). Il est
a noter qu'un tel algorithme a déja été annoncé, mais il stedté faux. En tout cas, cela
aboutirait également a une approximation a facteur condtta largeur arborescente.

Pour ma part j'aurais déja aimé qu’on dispose d’'un algorétsimple qui approxime
la largeur arborescente a un fact@uily (£), pour un polyndme “raisonnable”. La aussi, un
tel algorithme! a été annoncé dans [131], mais il n’a jamais été publié (Ets@in des
auteurs, le probléme peut étre considéré comme ouvert).

Au pole opposé, il existe de nombreuses heuristiques pdargaur arborescente (voir
par exemple [18] pour une présentation synthétique de chsaitpies). Sans garantie théo-
rique, ces heuristiques ont été validées sur de nombrexxdeuests, ce qui a d'ailleurs
requis le développement d'autres heuristiques calculastrdinorants de la largeur arbo-
rescente. Citons également le constat que Amir [3] fait daronclusion de son article.
Aprés avoir implanté un algorithme (exponentiel) qui apim® la largeur arborescente
des graphes quelconques a facteur 2, il constate que laipipteset la plus connues des
heuristiguesMinimumDegree , donne des résultats bien meilleurs que son algorithme sur

pas forcément simple...
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tous les jeux de tests qui l'intéressent. Bien entendu ohtpauver des exemples pour les-
quelsMinimumDegree se comporte mal, en particulier elle a exactement compeméem
queDecSepMin pour I'exemple de la section 4.1.



Chapitre 5

Complétions d’intervalles minimales

Les algorithmes que nous avons vu pour le calcul ou I'appnakion de la largeur ar-
borescente sont basés sur une connaissance trés fine dgslaieons minimales. Lorsque
I'on s’intéresse aux décompositions linéaires et en pditic a la largeur linéaire (path-
width), on espere pouvoir bénéficier d’outils similairesicernant les complétions d’inter-
valles minimales. Il se trouve que, a ma connaissance, ibmait dans la littérature au-
cun algorithme calculant une complétion minimale d’'un depguelconque. Les approches
naives, consistant par exemple a partir d'une complétiazligne et a essayer de supprimer
une aréte a la fois ne ménent pas toujours a des complétiorierdalles minimales.

Nous avons donné dans [75] un premier algorithme calculaataemplétion d'inter-
valles minimale d’'un graphe quelconque, algorithme pri&sdans la premiére section de
ce chapitre. Dans la deuxieme section, je présenterai um algorithme, plus simple et
plus rapide (voir aussi [126]) ainsi qu’un algorithme de @bexité linéaire pour le calcul
d’'une complétion d'intervallepropresminimale [113].

Bien entendu de ces algorithmes ne suffisent pas, a eux setddculer de la largeur
linéaire ou d'autres parameétres liés. Nous reviendrongesmavail a faire et sur les progrés
réalisés dans la conclusion de ce chapitre, ainsi que dahketohapitre suivant.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboratiec K. Suchan, Y. Villan-
ger, P. Heggernes et |. Rapaport.

5.1 Une approche incrémentale

Le premier algorithme que nous avons donné pour le calculed@omplétion d'inter-
valles minimale d’un graphe quelconqae= (V, E) est basé sur une approche incrémen-
tale [75].

Pour obtenir une complétion d’intervalles minimales duppeaG, nous partirons du
graphe vide et nous ajouterons les sommet& dians I'ordre(vy, v, . . ., v, ). Etant don-
née une complétion d’intervalles minimalé; du grapheG; = G[{v1,v2,...,v;}], nOus
calculerons une complétion d'intervalles minim&le, ; de G, en rajoutant &1; le som-
metw;, 1, les arétes entre |, et ses voisins dans; 1, ainsi qu'un ensemble bien choisi de
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nouvelles arétes, toutes incidentes;a;. Cette approche est possible grace a la propriété
ci-dessous :

Lemme 5.1 Soit H une complétion d'intervalles minimale d'un grapbe= (V, E) quel-
conque. Soit?’ = G + z un graphe obtenu a partir d&' en lui rajoutant un nouveau
sommetr, ainsi qu'un ensemble d’'arétes incidentes.adl existe une complétion d'inter-
valles minimaleH’ de G’ telle queH’ — z = H.

Preuve.(éléments.) Soiff” le graphe obtenu a partir dé en ajoutant le sommaet et des
arétes entre et chaque sommet dé. Le grapheH"” est un graphe d'intervalles : il suffit de
considérer un modeéle d'intervalles d@g et de rajouter un nouvel intervalle, correspondant
az, qui intersecte tous les autres.

Prénons un graphe d’intervallg$’ tel queG’ C H' C H”, minimal pour cette pro-
priété. Vérifions qued’ est bien une complétion d’intervalles minimale @& Si ce n'est
pas le cas, il existe une complétion d'intervallg$ C H’. Par construction déf’, il y
a au moins une aréte de(H')\ E(H]) avec les deux extrémités dakls Par conséquent,
H{[V] est une complétion d'intervalles de, strictement contenue datif — contredisant
la minimalité deH. o

Désormais nous considérons le probléme suivant (remalgebangement de notation
par rapport au lemme ci-dessus). En entrée nous avons unegtéiptervallesG = (V, E).

Un nouveau sommet est ajoutéza ainsi qu'un ensemble d’arétes incidentes.aNous
noterons’ ce nouveau graph@ + x, qui n’est pas nécessairement un graphe d’intervalles.
Nous calculerons une complétions d’intervalles mininfdlee G, telle que toute nouvelle
aréte deH par rapport &’ soit incidente ar. Nous dirons qu’une telle complétion d'in-
tervalles minimaleespectez. D'aprés le lemme 5.1 et le commentaire qui le précéde, en
résolvant ce probléme nous pourrons calculer de faconnmenéale une complétion d'in-
tervalles minimale d’'un graphe quelconque.

Rappelons qu’un graph@ est d'intervalles si et seulement si il posséde une chaine de
cliques (théoreme 2.9). Les nceuds de cette chaine sontdaesimaximales d€'. Nous
noteronsP (ou simplemenf?) une chaine de cliques de

Supposons que hous ayons calculé la complétiat considérons une chaine de cliques
Py de H. Par définition d’'une chaine de cliques, les cliques comienéorment une sous-
chaine (connexeh, dePy. Revenons maintenant au gragheEn supprimant de tous les
sacs dePy et en supprimant si besoin tous les sacs qui ne correspoplisn des cliques
maximales de&~, nous obtenons une chaine de clig@i@sdu grapheG. Nous dirons que
Pc a été obtenue eflaguantle sommet: de Py .

Définition 5.2 Une complétion d’intervalle#/ de G’ respectaine chaine de cliqueB; de
G si Pg peut étre obtenue en élaguant partir d’'une certaine chaine de cliques @&

Clairement les sacs qui contenaienforment encore une sous-chaine Bg. Notre
objectif est de réaliser I'opération inverse : trouver uhaioe de cligue®; de G et une
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sous-chaine telles que, en ajoutardux sacs de cette sous-chdinen obtienne une com-
plétion d'intervalles minimaldé? de G/, qui respectéPs.

Une chaine de cligueB; est appelédonnes’il existe une complétion d’intervalles
minimales deG’ qui la respecte. Intuitivement, une chaine de cliques eméasi la sous-
chaine formée par les sacs auxquels nous devons ajoestminimale. La difficulté sera de
trouver une bonne chaine de cliques(deNotons en effet qu’'un graphe d’intervalles peut
avoir une quantité exponentielle de chaine de cliques ;ukrfaut une méthode pour en
trouver une bonne, en temps polynomial. La figure 5.1 iluggux chaines de cliques d’'un
méme graphé&r, avec les intervalles (sous-chaines) auxquels il fautitaja: pour obtenir
une complétion qui respecte chacune des chainest(adjacent dans’ aux sommets et
c). Clairement la premiére des deux n’engendre pas une ctimptintervalles minimale.

X

FIG. 5.1 — Chaines de cliques deet complétions dé&’.

X

Il existe une fagon bien connue pour représenter de mardén@acte toutes les chaines
de clique d’'un graphe d'intervalles, a l'aide de PQ-arbidsfar exemple [66] pour une
description de ces outils). Nous avons vérifié, suite a uneargue de Christophe Paul,
gue cette structure de données peut servir de base pourhlarcke d’'une bonne chaine
de cliques. Cependant je donnerai ici une autre méthode“fauiler” parmi les chaines
de cliques, car cette méthode est simple et générale. Lewlf€s peuvent étre considérés
comme simples d'utilisation, mais uniqguement si I'on s'ent gomme d’'une boite noire ;
en réalité leur implantation est plut6t fastidieuse. Ltalthme que nous donnerons est basé
uniguement sur la décomposition du graghen 1-blocs (calcul de composantes connexes),
le calcul d’'un préordre sur ces blocs (par des tests d'immtud’ensembles) et enfin sur une
décomposition de Dilworth (en suites croissantes) de cergré, simple aussi puisqu’l
s’agit d'un préordre de largeur deux.

Commencons par quelgues observations sur les chainegjde<c|SoitS un séparateur
minimal du graphe d'intervalle§'. SoientC(S) = {C,...,C,} les composantes connexes
deG — S, et notonsS; = N(C;). NotonsB(S) = {S; UC1,...,S, UC,} I'ensemble des
1-blocs associés& Chaque clique maximale deest contenue dans exactement un de ces
blocs, ainsiB(.S) induit une partition sur les cliques maximales@ela propriété suivante

let si besoin en créant de nouveaux sacs correspondant araséps bordant la sous-chaine, dans lesquels
le sommet: serait ajouté
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nous indique que, dans toute chaine de cliqeesle G, les cligues maximales appartenant
aun blocB € B(S) apparaissent de fagcon contigué.

Lemme 5.3 ([76]) Soit B un bloc d’un graphe d’intervalleé&’. Pour toute chaine de cliques
Pa, les cligues maximales d& contenues dan® forment une sous-chaine conndge de
Pa.

Soit P; une chaine de cliques Stun séparateur minimal du graplig Il existe une
branchees de Pg; telle quesS soit I'intersection des deux cliques incidentes a cettedira
(cf. théoréme. 2.19). D’apres le lemme précédent, les lWed¥.S) partitionnent la chaine
de cliques en sous-chaingy, , ..., Pg,. La branchecs ne se trouve sur aucune de ses
sous-chaines, sinofi séparerait deux sommets d’'un méme bloc (voir [75] pour pkis d
détails). Nous partitionnon8(S) en deux listes, la listé. des blocs se trouvant a gauche
de eg et la liste R des blocs a droite des. De plus les blocs sont ordonnés a partir des
extrémités de la chaine, vers.

Définition 5.4 SoientG un graphe d’intervallesS un séparateur minimal dé&, P une
chaine de cliques efs une branche de cette chaine de cliques corresponda&ht &

NotonsL la liste des blocs d8(.S) situés a gauche des, dans l'ordre dans lequel ils
sont rencontré dan® en parcourant la chaine de gauche & droite. De fagon symésriq
notonsR la liste des blocs a droite des, dans I'ordre dans lequel ils sont rencontrés en
parcourant la chaine de droite a gauche.

Nous dirons que la pairéL, R) estcompatibleavec la chaine de cliqueB.

Une partition deB(S) en deux ensembles totalement ordonf¥gsk) est appeléee-
présentation ordonnée validie 5(.5) si (L, R) est compatible avec une chaine de cliques
deG.

BL Br
m

X

FIG. 5.2 — Représentation ordonnée valide et sa complétiomajsi

D’apres les propriétés d’'une chaine de clique, pour qu'wt B’ puisse apparaitre
entre un blocB et la branchesg, il faut que 'ensemble de sommeisnN S soit contenu
dans toutes les cliques maximales@@g3’]. Nous écrirons dans ce cés < B, et il est
facile de vérifier que cette relation définit un préordre 80§).

Définition 5.5 Deux blocsB et B’ de B(S) satisfont la relationB < B’ si BN S est
contenu dans chaque cliqgue maximale(&d&’].
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De maniére équivalentd? < B’ si et seulement 98 N S est contenu dans le voisinage
de chaque sommet dg.

La condition B < B’ est nécessaire pour qu# puisse apparaitre entie et eg, mais
pas suffisante. Le théoréme suivant caractérise les repafiems ordonnées valides. C’est
le résultat important qui nous permettra par la suite deveowefficacement une bonne
chaine de cliques.

Théoréme 5.6 (représentations ordonnées validesoientL, R deux listes avec des élé-
ments dan#3(S) telles que chaque bloc appartienne exactement 'une des dewcouple
(L, R) est une représentation ordonnée valide8i&S) si et seulement di et R sont des
suites croissantes pour la relation et le dernier bloc de chaque liste contiet

Preuve.(éléments.) La conditio®3 < B’ étant nécessaire pour que le blBE puisse ap-
paraitre entre3 eteg, les listesL et R doivent étre des suites croissantes pgubDe plus,
pour le dernier blod3 de L (ou deR), la clique deGG[B] incidente &g contientS.
Réciproquement, soiedt = (Bf,...BL) et R = (Bf,..., Bf) deux suites crois-
santes qui partitionne(,S). On peut montrer ([76]) que pour tout bl € B(S), il existe
une chaine de cliqueB ) telle que la clique la plus a droite contieftn S. En conca-
ténantPg pL), - - - Pgipr) dans cet ordre aveR pr), - - - Pgpr), ON obtient une chaine de

cliques deG. PuisqueS = BLNBF, la branche faisant la jonction entre les blocs de gauche
et les blocs de droite correspond bien au séparafeur o

En d'autres termes, une représentation ordonnée validg(d¢ est simplement une
décomposition “a la Dilworth” (en suites croissantes) deelation de préordre<. Nous en
déduisons que la largeur de la relatigrest au plus deux. En effet deux blocs incomparables
pour la relation= doivent se trouver de cotés opposés de la braagh®ar conséquent, il
ne peut pas y avoir trois blocs mutuellement incomparables.

Avec cet outil de représentation des chaines de cliguesvpquar le théoréme 5.6,
revenons a notre probléme d’origine. Rappelons que nousndenajouter au graphe d'in-
tervallesG un sommetz, en obtenant ainsi un grapld&, et que nous souhaitons calculer
une complétion d'intervalles minimalg de G’ ou toutes les arétes ajoutées sont incidentes
ax. Nous distinguerons un cas “simple”, ou le voisindge (z) forme une cliqgue dan&,
et un cas plus “élaboré” ou nous serons amenés a utilisectantjgosition de Dilworth.

Dans le premier cas, il suffira de rajouter toutes les aréige e et un séparateur mi-
nimal S de G [76]. Pour trouver ce séparateur, il suffit de les essayes (by en a au plus
n — 1) et de prendre celui qui donne une complétion d’intervaliemimale par inclusion
parmi ces possibilités.

Théoreme 5.7 ([76]) Si N/ (x) induit une clique dans le gaph@, il existe un séparateur

minimal S de G tel que le grapheHf obtenu a partir deiG en rajoutant toutes les arétes
entesz et S soit une complétion d’intervalles minimale dé De plus, ce séparateur peut
étre calculé en temps polynomial.
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Supposons désormais qig;y (x) n'est pas une clique d€. Il y a alors deux sommets
a,b € Ng/(z), non adjacents dars. Le théoréme suivant nous indique que, pour tobt
séparateur minima$ de G, nous sommes obligés de rajouter toutes les arétes.eetrs.
Le théoréme est énoncé en termes de triangulatiors’ deien entendu toute complétion
d’intervalles est également une triangulation.

Théoréme 5.8 ([13]) Soient deux sommetset b de N (), non adjacents dan&'. Pour
toute triangulationH;, de G’ telle queH;, — x = G, S est contenu dans le voisinage :de
dansHy,.

Fixons un séparateur minimé&lde G, comme dans le théoréme 5.8. Nous dirons qu’un
bloc B de B(S) esttouchési  a un voisin dan€3\ S, dans le graphé&’. Sinon, le bloc est
non touché

Etant donnée une représentation ordonnée vglidé?) de 3(.5), le lemme suivant ca-
ractérise les complétions d’intervallésde G’, ayant une chaine de cliques compatible avec
(L, R) (aprés élagage du sommsgtet qui sont minimales par inclusion pour cette propriéte.
Nous dirons dans ce cas qieestoptimale pour(L, R) (voir également la figure 5.2).

Lemme 5.9 Soit(L, R) une représentation ordonnée valide 8€5). SoientB;, et By, les
premiers blocs touchés de, respectivement d& 2. Une complétion d'intervalles? est
optimale pour(L, R) si et seulement si :

1. Pour tout blocB apparaissant apré®3; dansL ou aprésBr dansR, le bloc B est
rempli dansH, i.e. B C Ng(x).

2. Pour tout blocB apparaissant avanBy, dansL ou avantBgr dansR, B reste non
touché dandd, i.e. BN Ny (z) C S.

3. Pour toutB € {Br, Br}, le grapheH [B U {x}] est une complétion d’intervalles
minimale deG/,[B U {x}]. Ici Hyg[B U {z}] etG/[B U {z}] sont obtenus a partir de
H[B U {z}] (respG’'[B U {x}]) en ajoutant un sommet fictff adjacent aB N S et
ar.

Preuve.(éléments.) Soiff une complétion d'intervalles optimale po(k, R) et Pg une
chaine de cliques dé compatible ave¢L, R), obtenue & partir d’'une chaine de cliques de
H apreés élagage de Par définition deBy, et By, = a un voisiny;, € B \S et un voisin
yr € Bgr\S, dans le graphe. C’est pourquoir a été présent, avant €lagage, dans un sac
contenanty;, et dans un sac contenayt. Ces sacs sont contenus dans les bl®get By
respectivement, donc était dans tous les sacs des blocs dans l'intervalle ounée 8;,
et B deP. Ceci prouve le premier point.

Pour la deuxiéme propriété, sdif’ une complétion d’intervalles quelconque qui res-
pecteG et Pgs. En supprimant: de tous les sacs a I'extérieur de l'intervalle fermé entre

2Si Br n'est pas défini, on peut I'imaginer comme ajouté a la fin déste R ; ainsi, il n’y a pas de blocs
de R apresBg, et 'ensemble des blocs d@ apparaissant avai®r estR lui-méme. Le cas ol n’'est pas
défini est traité de fagcon symétrique.
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By, et Bg de Pg, nous avons toujours une complétion d'intervalles(de satisfaisant le
deuxiéme point. Notre complétion optimale satisfait donc cette condition.

Le troisiéme point se montre en vérifiant quefkj[B U {z}] contient strictement une
complétion d'intervalled?), de G/;[B U {x'}], on peut supprimer darf$ toutes les arétes de
Hy[B U {z}] qui n"apparaissent pas dafg;. Pour les détails et pour I'implication inverse,
Voir [76]. o

Par le lemme 5.9, nous devons calculer une représentatdonioée validg L, R) de
sorte a maximiser I'ensemble des blocs qui apparaissemt & dansL ou avantBg
dansR. Notre algorithme de calcul mettra au début des lidte=t R le plus de blocs non
touchés possibles. Il reste un détail a régler, lié aux blBgset Br, qui ont un statut
particulier : nous voulons savoir si nous avons la possgbdiépargner (de ne pas ajouter a
la complétion) au moins une aréte entret un sommet d'un de ces blocs.

Définition 5.10 Nous dirons qu’'un blod de B(.S) peut étre épargng'il existe une com-
pletion d'intervallesH,; de G/;[B U {x}] telle quex ne soit pas adjacent & tous les sommets
de B, dans le graphdd,;. Comme dans le lemme 5@;,[B U {z}] est le graphe obtenu a
partir de G'[B U {z}] e rajoutant un sommet fictif, adjacent & etaB N S.

On peut vérifier en temps polynomial si un bloc peut étre épai@6]. Basé sur le
lemme 5.9, le théoreme suivant caractérise les bonnesseyedions ordonnédd., R),
c'est-a-dire celles a partir desquelles nous pourronstagires une complétion d’intervalles
minimale.

Théoréme 5.11Soit(L, R) une représentation ordonnée validefslg5). On noteEp(L, R)
I'ensemble des blocB apparaissant avanB;, dans, avant B dansR, ou appartenant
a{Br,Br} et pouvant étre épargnés.

Le couple(L, R) respecte une bonne chaine de cliques si et seulement seidrhs
Ep(L, R) est maximal par inclusion parmi toutes les représentatiortonnées valides.
Dans ce cas, toute complétion d’intervallés optimale pour(L, R) est une complétion
d’intervalles minimale dé&’.

Notre algorithme calcule une représentation ordonnéeéli, R) tout en maximisant
de facon gloutonne I'ensemblgp(L, R). Rappelons quéL, R) est une décomposition de
en suites croissantes de la relatign Avant de le décrire, faisons I'observation suivante.
Supposons que nous devons mettre dans lallisteis blocsB;, Bs, B3, deux a deux com-
parables pour la relatiork. Supposons qué3; est non touché, quds est touché mais
peut étre épargné dB3 est touché et ne peut pas étre épargné. Toute fisteitre que
(B1, B2, B3) nous obligerait a rajouter des arétes qui ne sont pas néess3$dous affinons
la relation= et mettant, en cas d’équivalence petirles blocs non touchés avant les tou-
chés que I'on peut épargner, eux-mémes avant les touché®quee peut pas épargner.
L'algorithme utilise, en plus de, cette relation affinéec.
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L'algorithmeBonneRepresentationOrdonnee produit une bonne représentation
ordonnée(L, R) — c’est a dire une représentation ordonnée valide comme ldaihgo-
reme 5.11, a partir de laquelle on peut produire une congpiétiintervalles minimale. La
preuve compléte de l'algorithme est donnée dans [76].

Fonction BonneRepresentationOrdonnee

Entrée : B(S), =, <iop, les blocs associés$ le préordre(5(.S), <) et I'extension linéaire
<top du préordre raffiné
Sortie : (L, R) — une bonne représentation ordonnée3de)
Variables : M — un tableau indiquant les positions possibles de chague blo
“L" - B doit étre dand_ ;
M[B]=¢ “R" - B doit étre dans? ;
“LouR" - B peutétre dang ou dansR.
MinToucheTrouve — indique si I'on a trouvé un premier bloc touché
CoteMinTouche — le c6té ou le premier bloc touché a été placé, initialiseé @ais R
aurait convenu également

Procédureforcage (B)
pour chaque B’ € B(S) t.g. (B incomp. aved3’ pour <) faire
Si (B <(0p B') et(M[B'] ="“LouR") alors
M|[B'] := oppose(M|B]) {oppose(“L") =" R et vice-versa}
forcage (B’)
fin_procédure

MinToucheTlrouve := faux
CoteMinTouche :=“L"
L:=0R:=10
pour chaque B € B(S) faire M[O] :=*“L ou R"
pour chaque B € B(S) par odre topologiquec;,,, faire
Si (M[B] ="“L ouR") alors
si B peut étre épargnélors
mettre B & la fin de la listeoppose(Cote MinT ouche) et M [B] :=
oppose(CoteMinT ouche)
forcage (B)
sinon
mettre B & la fin deCote MinT ouche et M [B] := CoteMinT ouche
forcage (B)
fin_si
sinon
mettre B a la fin deM [ B]
fin_si
si (non MinToucheTrouve et B est touchéplors
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MinToucheTrouve := vrai
CoteMinTouche := M|[B]
fin_si
fin_pour
retourner (L, R)

Notre algorithme prend en entrée I'ensemBle5), muni du préordre<. Nous utilisons
également en entrée une extension linéglirg, du préordre raffiné<. L'ordre total <;,,
est calculé préalablement, par un tri topologique (arb@jale (B(.S), <).

Théoreme 5.12La paire(L, R) produite par I'algorithmeBonneRepr esent at i onOr -
donnee est une bonne représentation ordonnéed#). L'algorithme est de complexité
O(n?).

Preuve.(éléments.) L'algorithme considére les blocs8ie5) par ordre topologiques;,,

et les traite un a un, avec 'objectif d’obtenir une repréaton ordonnéd L, R) comme
dans le théoreme 5.11. Initialement tous les blocs sontudartf. ou R", ce qui indique
gu’ils peuvent étre placés dafsu dansk. Lorsque I'on décide de placer un bloc dans une
liste, d’autres blocs peuvent étre forcés d’apparaitres dmméme liste ou du coté oppose,
a cause des relations d'incomparabilité pour le préordrdRappelons que si deux blocs
sont incomparables par rapport<a ceci implique qu'ils doivent étre de c6tés opposés du
séparateul. La procédurdorcage assure que, lorsqu’un bldg est placé dans 'une des
deux listes, tous les blod3’ dont le coté est forcé pd? regoivent la marque correspondante
—“L" ou “R" selon la liste dans laquelle ils peuvent étre placés.

On peut penser a cet algorithme comme ayant trois phasesdeda premiere, aucun
des blocs rencontrés n’est touché. Les blocs sont placéd'daa des listed. ou R selon les
possibilités, de toute maniére ils seront antérieurs aernf@rs blocs touchés de chaque liste
et donc ils resteront épargnés (voire non touchés). Lorsque rencontrons le premier bloc
touché nous rentrons dans la seconde phase. Ce bloc setadpleg 'une des deux listes,
notéeCote MinTouche. Supposons sans perdre en généralité que cette lisfe d&ius
restons dans cette seconde phase aussi longtempg geecontient aucun bloc touché.
Pendant ce temps, si hous rencontrons un Blague I'on peut épargner nous essayons de
le mettre dansk — car en le mettant dans, apresB;,, nous finirons par rajouter toutes les
arétes entre: et ce bloc. Au contraire, 98 ne peut pas étre épargné, nous le mettons dans
L, en gardant la possibilité d'épargner d'autres blocs. Etditroisieme phase commence
lorsque chaque liste contient un bloc touché. A partir de oenamt, quel que soit notre
choix les blocsB rencontrés seront remplis (on ajoutera toutes les arétesade). o

Une fois calculée la bonne représentation ordor{ié€?), nous calculons une complé-
tion H optimale pour(L, R) comme dans le lemme 5.9. Cela implique éventuellement de
rappeler récursivement I'algorithme de calcul d’'une coétiph d’intervalles minimale d’'un
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graphe quelconque, sur le ou les grapbésB U {z}| avecB € { By, Br} épargnable. Les
détails sont donnés dans [76].

En appliquant I'approche incrémentale, nous concluong éveésultat principal de
cette section.

Théoreme 5.131l existe un algorithme incrémental qui prend en entrée uapbe quel-
conque et qui calcule, en temps polynomial, une complétiotedvalles minimale de ce
graphe.

5.2 Une approche par I'ordonnancement des sommets

Les graphes d'intervalles peuvent étre caractérisés paerdain type d’'ordre total sur
les sommets, de la méme maniére dont les graphes trianguitsasactérisés par les ordre
d’élimination simplicielle. Cette caractérisation nousrmettra de donner un algorithme
bien plus simple de calcul d’'une complétion d’intervalleimimale, de complexité (nm).

Avant de reparler de complétions d’intervalles minimalesys illustrons cette appro-
ché sur les complétions d'intervalles propres minimalemplons qu'un graphH est dit
graphes d'intervalles propres s'il posséde une représentd’intervalles telle qu'aucun
intervalle ne soit strictement contenu dans un autre. Ceé&galement les graphes d'inter-
valles unitaires (ayant un modéle d'intervalles de mémeuenr), ou encore les graphes
d'intervalles sans griffe induite, la griffe étant le graphiparti completi’; 3 [66]. Comme
d’habitude, nous dirons qu’un grapli est unecomplétion d’intervalles proprde G si H
est un graphe d’'intervalles propres, obtenu en rajoutasiadétes au graph@. Le graphe
H est unecomplétion d’'intervalles propres minimatie G si aucun sous-graphe strict d&
n’est une complétion d’intervalles propres de

Nous donnerons un algorithme de complexité linéaire gungbren entrée un graphe
guelconquelz et qui calcule, en temps linéaire, une complétion d’intdegapropres mi-
nimale deG. Notre intérét pour ce probleme vient du probleme déatgeur de bande
(en anglais : bandwidth). La largeur de bande d’'un graphé&qgogqueG, est le minimum,
parmi toutes les complétions d'intervalles propfésie G, dew(H) — 1 [84] (noter la si-
milarité frappante avec la largeur arborescente et la lartjeéaire). Ce probléme est trés
classique en analyse numérique. En effet, si la matric§gatadce de&- représente les élé-
ments non nuls d’'une matrice symétrigi&, calculer la largeur de bande derevient a
effectuer une (méme) permutation sur les lignes et les ocelerdeM afin que tous ses
éléments non nuls se trouvent sur une bande la plus étroisilpde autour de la diago-
nale principale. Avec les notations de la section suivargdg permutation est exactement
I'ordre o, bicompatible pour la complétion d’intervalles optimdiede GG. Le probléme du
calcul de la largeur de bande est particulierement difficlleeste NP-complet méme pour
la classe des arbres [106]. C’est d’autant plus naturel decbler des solutions heuristiques,
et c’est précisément ce que nous faisons en calculant unplétiom d’intervalles propres
minimale.
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5.2.1 Ordre d’intervalles propres

Définition 5.14 ([109]) SoitG = (V, E) un graphe et = (v1,vs,...,v,) Un ordre to-
tal sur ses sommets. Si a la faiset I'ordre renversé der sont des ordres d’élimination
simplicielle pour le graphé&, alors o est appelérdre bicompatible

Théoréme 5.15 ([109]) H est un graphe d'intervalles propres si et seulement si ispds
un ordre bicompatible.

La proposition suivante est une caractérisation équitalees ordres bicompatibles.
Dans ce travail, nous utiliserons plutét cette nouvellgpéié.

Lemme 5.16 ([109]) Soit H = (V, F’) un graphe d'intervalles propres. Un ordre total sur
ses sommets = (vq,v2...,v,) €st bicompatible si et seulement si, pour chaque aréte
vv; € F, on a également;v, € F pour tousi, j,k, 1,1 <i<j <k <Il<n.

En d’'autres termes, si les sommejsetv; sont adjacents dang, 'ensemble de som-
mets{v;, vit1,..., v} forme une clique.

Pour un graphe quelconque, nous pouvons forcer n'impor¢andre sur les sommets
a devenir bicompatible, en rajoutant des arétes et en aftttain@si une complétion d’inter-
valles propres.

Définition 5.17 SoitG = (V, E) un graphe quelconque et= (vy,...,v,) un ordre total
sur ses sommets. Le grapbéP (C, o) = (V, F') est défini par

F = {vjuy | il existei,l telsquel <i < j <k <[ <netyy € E}.

Comme conséquence immédiate du lemme 5.16 et du theore®me(3R(C, o) est
une complétion d'intervalles propres d& mais pas forcément minimale. Cependant, toute
complétion d'intervalles propres minimale peut étre ohtede cette facon.

Théoréme 5.18Soit G = (V, E) un graphe quelconque éf = (V, F') une complétion
d’intervalles propres de~. Il existe un ordre totab sur les sommets d€ tel que H =
CIP(C, o).

Preuve.ll suffit de choisir un ordrer bicompatible pour7, on auraCIP(C,o) C H et la
propriété suit par minimalité dél. o

Définition 5.19 Un ordre o est appeléCIP-minimalsi CIP(C, o) est une complétion d'in-
tervalles propres minimale d€'. Tout préfixe der sera également appeléréfixe CIP-
minimal.

Notre objectif est de calculer un ordre CIP-minimal pourrigahe en entrée. Le premier
sommet de I'ordre doit correspondre a une sorte d’extréthit§raphe. L'une des notions
fortes d’extrémité d'un graphe est celle m@plex définie par Berry et Bordat [11].
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Un moduledu graphe&~ est un ensemble de sommaistel que pour toute paire, y €
M, nous ayonsV(z)\M = N (y)\M. Un module clique est un module induisant un sous-
graphe complet. Un module cligue maximal par inclusion aaplement appelénodule
cliqgue maximal

Définition 5.20 ([11]) Un moplexest un module clique maxima¥, tel queN (M) soit un
séparateur minimal dé&;. Les sommets d’'un moplex sont appaiésimets moplexiens

Nous prouverons que tout sommet appartenant a un moplexépeutitilisé comme
sommet initial d’'un ordre CIP-minimal. Par les résultats[@iE], un tel sommet peut étre
obtenu en temps linéaire comme étant le dernier sommet miénpar une exécution de
LexBFS. Nous ne donnerons pas ici la déscription de I'algorithbexBFS [121], par
ailleurs trés connu ; rappelons simplement qu’il s’agitrdalgorithme de parcours en lar-
geur particulier, qui numérote les sommets du graphe dé. Un sommet numéroté par
une exécution deexBFS est appelsommet.ex BFS-terminal

Théoréeme 5.21 ([11]) L'algorithme Lex BFS termine toujours sur un sommet moplexien.

Un moplexM contenant un tel sommet est appeiéplexLex BFS-terminal (tous les
moplexes ne sont paexBFS-terminaux).

Proposition 5.22 Soit A/ un moplex d&& = (V, E) etv € M. Il existe un ordre CIP-
minimal c commencant pav, tel que le voisinage de dansCIP(C, o) soit le méme que
dansG. Réciproguement, pour toute complétion d’intervalles maie H de G telle que

N¢(v) = Ng(v), il existe un ordres’, commengant paw, tel queH = CIP(C,o").

Preuve.Soit M un moplex contenant (en fait ce moplex est unique [11]) &' le graphe
obtenu a partir d&& en complétan’\ M en une clique. Montrons d’abord qué’ est
un graphe d'intervalles propres. NotoAs= Ng(M). Par définition d’'un moplex et par
construction dgd’, ce dernier est formé de deux cliqudg,uU S etV'\S. Leur intersection
estS. ClairementH’ est un graphe d’intervalles, sans ensemble stable de 3ailleplus.
En particulier, I ne contient pas le graph&; 3 (la “griffe”) comme sous-graphe induit.
Par conséquerl est un graphe d'intervalles, sans griffe, il est donc unlgeagiiintervalles
propres (cf. [66]). En particulier il existe une complétidintervalles propres minimales de
G, contenue danfl’.

Soit H une telle complétion, elle satisfall;(v) = Ng(v). Par le théoréeme 5.15, il
existe un ordrer’ tel queH = CIP(C,¢’). Si tous les sommets apparaissant avatians
o' sont des éléments du mopléx, nous pouvons permuter et le premier sommet sans
modifier le graph&CIP(C, ¢’). De la méme maniére, si tous les sommets apparaissant aprés
v danso’ sont dans\/, on peut permuter et le dernier sommet, puis renverser et nous
obtenons un ordre total sur les sommets avec la propriétegédés

Il reste & considérer la situation ou il existe deux sommghs? M, tels quer < v < b
danso’. Le graphe — M est connexe, donc il existe une chaine reliaatb dansG — M.
Considérons deux sommetset b’ consécutifs sur cette chaine, tels glie< v < v/ dans
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o'. Commed’ etd’ sont adjacents dargs, nous aurons dan§ = CIP(C, ¢’) les arétesa’
etvbd’. Par construction dé&/, nous avong’, b’ € Ng(v), donca’, b’ € S. Rappelons qué
est un séparateur minimal d& il existe donc deux composant€set D deG — S pleines
par rapport aS. Au moins 'une d’entre elles, par exemplg est différente dé\//. Soit i
une chaine de’ a’ dansG[C U {d/,b'}], qui n'utilise pas l'aréte:'t’ (si une telle aréte
existe). Comme précédemment, il existe deux sommfe&t b”, consécutifs dang et tels
guea” < v < b’ danso. Doncv est adjacent, dang, aux deux sommeis’ etb”. Au moins
I'un des deux sommets est dafiscontredisant le fait qué/y (v) = Ng(v) = M US. o

Maintenant que nous avons le premier sommete notre ordre CIP-minimal, nous
verrons que cet ordre peut étre obtenu par un simple par@utargeur du graphé&' a
partir dewv; (notre parcours aura tout de méme quelques regles suppignesnpour le
choix du prochain sommet). Cependant, le théoreme caisentéune famille d’ordres CIP-
minimaux sera donné dans la forme la plus générale dont nispssbns. Nous allons
procéder en partitionnant I'ensemble de sommets du grdphearties étant gardées de
facon ordonnée. Cette partition ordonnée est affinée jasge’'qu’elle devienne un ordre
total surV’.

Définition 5.23 Un tuple de sous-ensemble disjointsldeO P = (V1, ..., V}), dont 'union
est exactemenit, est appeléartition ordonnéele V.

Un affinagede O P est une partition ordonnée obtenue en remplacant chaquengnie
V; par une partition ordonnée dg.

Définition 5.24 Etant donnée une partition ordonnéa” = (V4,. .., V;), touttupleOP’ =
(V1,...,Vj),avecd < j < k, estappeldréfixedeOP. Nous utilisons la notatioW (O P")
pour I'ensemblé J{V; | 1 <i < j}.

En particulier lorsqueD P = (V;) est un singleton, nous écrirons simplemé&t Si
de plusV; a un seul sommet, nous écrirons: plutdt que{x}. Etant donnés deux tuples
OP = (WV,...,V;) etOP" = (Vi41,. .., Vky1), leur concaténatio®P = (V4, ..., Vg,
Viest, - -, Vir1) €st notée P’ ¢ OP”. Remarquons qu’un ordre total= (vy,...,v,) de
V' est un cas particulier de partition ordonnée.

Notre algorithme de calcul d’'un ordre CIP-minimal produdes préfixes CIP-minimaux,
en rajoutant a chaque étape un nouveau sommetp &ofiréfixe dont nous disposons a une
étape fixée de notre algorithme. L'ensemble des sommetseqaont pas encore daps
seront gardés dans une partition ordonnée. Afin de déciire partition nous avons besoin
d’introduire quelques notations.

Définition 5.25 Soitp un préfixe non vide d’'un ordre total sur les sommetgde (V, E).
NotonsFirst(p) le premier sommet deayant un voisin dan¥\ V(p). Nous définissons le
voisinage fort (not&Ns(p)), le voisinage faibleNwy (p)) et le non-voisinagéN(p)) comme
suit :
— Ns(p) = N(First(p)) \ V(p),
— Nw(p) = N(V(p)) \ Ns(p),
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— N(p) =V \ (V(p) UNs(p) UNw(p)).

En clair, nous avons partitionné les sommets a I'extérieup @n trois catégories, ceux
qui ontFirst(p) comme voisin (le voisinage foifs(p)), ceux qui ont des voisins daps
mais padirst(p) (le voisinage faibleNw (p)) et ceux qui n'ont pas de voisins dapgle
non-voisinageN(p)).

Définition 5.26 Nous dirons qu’un ordrer respectde préfixep si o est un affinage de

pe (Ns(p), Nw(p),N(p)).

L'objectif est de montrer que gi est un préfixe CIP-minimal, il existe un ordre CIP-
minimal qui le respecte. C’est un premier pas vers un algmoét qui étend le préfixg,
en lui rajoutant un nouveau sommet. Remarquons que toug¢ alelparcours en largeur
commengant pay respecte ce préfixe.

Le prochain lemme nous assure que, parmi les bonnes extsrddp, il en existe une
dans laquelle est immédiatement suivi par son voisinage fort.

Lemme 5.27 Soiento et ¢’ deux ordres totaux sur les sommets @eayant p comme
préfixe commun. Supposons qUE>(C,¢’) C CIP(C,o). Sio est un affinage de e
(Ns(p), Nw(p) UN(p)), alorso’ est également un affinage ge (Ns(p), Nw (p) UN(p)).

Preuve Supposons que les deux ensemblgép) etNw (p) UN(p) sont non vides, sinon la
conclusion est vraie pour tousc’ commengant pas. Notons paw; le sommettirst(p).
Par absurde supposons qu'il existe deux sommets Ns(p) etb € Ny(p) U N(p)

tels quevs < b < a dans l'ordres’. Par conséquent; b est une aréte deIP(C,¢’). Cette
aréte doit étre également présente daiB(C, o), il existent donc deux sommets$ et o’
adjacents dan§' tels quev’ < vy < b < o’ dans l'ordres. Par définition dey = First(p)
nous devons avoiw’ = vy. Donca’ € Ng(p), contredisant le fait quis(p) apparait avant
b danso. o

Lemme 5.28 Soients eto’ deux ordres avec un préfixe commuet tels queCTP(C, o) C
CIP(C, o). Supposons que respectep et soientu € Ny (p), w € N(p). Alorsw apparait
avantw danso’.

Preuve.Par absurde, supposons quese trouve avant danso’. Soitu’ € V(p) un voisin
dew dansG. L'arétewu’ existe dan<IP(C, ¢’), puisquew est entre’ etu danss’. D'un
autre cOtég respectey, doncw apparait dans aprésp e (Ng(p), Nw(p)). Aucun sommet
de p n'est adjacent dan§ & un sommet apparaissant aptéslanso. Par construction de
CIP(C, o), ce graphe ne contient pas l'aréte’. o

Les lemmes 5.27 et 5.28 impliquent directement la propositiuivante, qui nous in-
dique que, sp est un préfixe CIP-minimal, il existe une extension CIP-malie qui res-
pectep.
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Proposition 5.29 Soiento et ¢’ deux ordres totaux sur les sommets(deayantp comme
préfixe commun, et tels qUdP(C, ¢’) C CIP(C, o). Sio respectep, alors ¢’ respectep
également.

Le prochain résulta nous suggére que, pour choisir le piodmnmet dan®g(p), on
peut prendre un sommettel que Ng (u) N N(p) soit minimal par inclusion.

Lemme 5.30 Soients eto’ deux ordres totaux sur les sommetg#eayantp comme préfixe
commun, et soient deux sommeis € Ng(p). Supposons queIP(C,¢’) C CIP(C, o).
Sio respectep o u etw apparait avant: danso’, alors N (w) N N(p) € N(u) N N(p).

PreuvePar contradiction, soit’ € (N (w)NN(p))\(N(u)NN(p)). Siw’ est entréFirst(p)
etwu danso’, alorsCIP(C, ¢’) contient I'aréteu, w’. Sinon,u est entrew etw’ danso’ et
nous avons la méme propriété.

Puisques respectep e u, le sommetw’ apparait aprés e (u, Ng(p e u), Ny (p @ u)).
Aucun sommet de e u n'est adjacent dan& a un sommet placé aprés danso. Les
sommets:, etw’ ne sont pas adjacents datiE>(C, o), contredisant notre hypothése. o

Les résultats précédents nous fournissent une conditiffisaste pour qu’un ordre
soit CIP-minimal.

Théoréme 5.31SoitG = (V, E) un graphe. Considérons un ordre total= (vy,...,v,)
sur les sommets d& tel quev; soit un sommet moplexien et, pour tout < i < n, nous
ayons :

1. o respecte le préfixg = (vy,...,v;),
N

2. vi1 est tel queN (v;41) N N(p) soit minimal par inclusion parmi tous les sommets

deNs(p).
L'ordre o est CIP-minimal.

Preuve.(éléments.)

Supposons que n’est pas CIP-minimal, il existe donc un ordrétel queCIP(C, o’)
soit un sous-graphe stricte 4P (C, o). Prenonss’ avec cette propriété ayant le plus long
préfixe commun avee. Soitp = (vy,...,v,) ce préfixe commun maximum.

Par construction de, les arétes d€IP(C, o) incidentes &; sont des arétes d&, et
par la proposition Proposition 5.22, commence également pay. Le préfixep n'est pas
vide.

On noteu = v, le p + 1éme sommet de etw le p + 1éme sommet’. Nous allons
montrer que 'ordres”, obtenu a partir de’ en permutant. et w, satisfaitCIP(C, ¢”) =
CIP(C,c"). Le préfixe commun de” et étant plus long que, ceci méne a une contra-
diction.

Par la proposition 5.29" respecten. On montre facilement que les seules arétes qui
différent entreCIP(C, ¢”) et CIP(C, ¢’) ont une extrémité située dans l'intervalle entre
etw danso’ (u etw compris). Soitl cet intervalle. Puisque’ respectep, nous avond C
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Ns(p). Par le lemme 5.30 et la condition 2 de notre théoréig;) "N(p) = N(u) NN(p)
pour toutx: € I. Pour tous les sommets deleur voisin dang~ situé le plus a droite dans
I'ordre ¢’ est le méme. Le voisin le plus a gauche étantt(p), on vérifie que tous les
sommets dd ont le méme voisinage datdP(C,¢") et CIP(C, ¢’). Nous en concluons
queCIP(C,¢"”) = CIP(C, ¢") — contradiction. o

L'algorithme calculant un ordre CIP-minimal est une tratitut du théoréme 5.31. Il
calculev; par unLexBFS, puis lance un parcours en largeur a partivgdeAffin de calculer
en temps constant un sommet Ns(p) tel queNg(v) N N(p) soit minimal par inclusion,
on garde pour chaque sommele nombre de ses voisins daN$p) (notédg(v)). Avec les
structures de données appropriées (les détails se trodaant[113]), nous obtenons un al-
gorithme de complexité linéaire calculant un ordre CIPimad. A partir de cet ordre, on
peut calculer par des techniques standard un modéle daikes propres de la complétion
d’intervalles propres minimal€IP(C, o).

Théoreme 5.3211 existe un algorithme de complexité linéaire qui, étanhaé un graphe
guelconque?, calcule un modele d’intervalles propres d’'une complétiintervalles pro-
pres minimale dé.

Pour certains graphes, il existe des complétions d'intlewvgropres minimales que
I'algorithme ne peut pas obtenir. Par exemple, pour le hiipampletk 4, notre algorithme
prend d’abord un sommet du stable (le sommet moplexien3,gampléte les quatre autres
sommets en une clique (cf. figure 5.4).

Une autre complétion d'intervalles propres minimalefdg, est obtenue en rajoutant
stable de taille quatre deux arétes formant un couplagesIgouvons obtenir ce type de
complétion si, au lieu de commencer par un sommet mopler@s découpons préalable-
ment le graphe avec un séparateur minisat nous décidons quelles sont les composantes
de G — S qui vont a droite de5 dans I'ordre CIP-minimal et quelles sont celles qui vont a
gauche. L'ordre CIP-minimal est alors calculé sur chacwssemhrties, commencant par les
sommets dé&'.

5.2.2 Ordre d’intervalles

En nous basant sur la caractérisation des graphes d’illesn@ar des ordres d'inter-
valles, nous adaptons la technique ci-dessus au calcut @omplétion d'intervalles mini-
male. Remarquons cependant que la situation plus complexprécédemment.

Définition 5.33 (Ordre d'intervalles [107]) Un ordre d'intervallessur les sommets d’'un
grapheH = (V, F) est un ordre totab = (v, v, ..., v,) deV tel que, pour toul < i <
Jj <k <n,sivy, € Falorsvw; € F.

En clair, siv; est adjacent a; etk > i, alorsv; est également adjacent a tous les
sommets se trouvant strictement entret v, dans 'ordres.
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Algorithme OrdreCIP-minimal

Entree : un graphe quelconqué = (V, E) ;
Sortie : un ordre CIP-minimal dé&-;
Structures de données :
marque : chague sommet est marqué non atteint, atteint ou traité
Q est la queue des sommets atteints.
p est le préfixe courant (un ordre total sur les sommets thaités
dx(v) est le nombre de voisins non atteints du sommet
Fonction ChoixSommetSuivant : choisit un sommet dans la queu&)
tel quev € Ng(p) etdg(v) soit minimum pour cette propriété.
début
calculer un sommet moplexien ; p := (vy)
marquer tous les sommets comme non atteints
initialiser  avec les voisins de, les marquer comme
atteints, marques; comme traité
calculerdy(x) pour chaque sommet
pour i := 2 an faire
v; := ChoixSommetSuivant ()
marquery; comme traitép := p e v;
calculer 'ensembleV; de voisins non atteints de
marguer les éléments d€ comme atteints et les enfiler dafys
pour chaquey € N; pour chaquez € N(y) faire dg(z) := dg(z) — 1
retourner p
fin

FiG. 5.3 — Algorithme de calcul d’un ordre CIP-minimal

FiG. 5.4 — Complétions d'intervalle propres minimalesiy 4.

Théoréme 5.34 ([107])Un grapheH = (V, F') est un graphe d'intervalles si et seulement
s'il existe un ordre d’intervalles sur 'ensemble ses soisme
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Remarque 5.35 Etant donné un ordre d'intervalles = (v, v, ..., v,) d'un grapheH,
un modeéle d’intervalles d& peut étre obtenu en associant a chaque somsrigntervalle
[4,7], ouj > i estle plus grand indice tel que etv; sont adjacents dand (ouj = i Si
v; n'existe pas).

Réciproguement, a partir d'un modéle d’intervalles Heil suffit de trier les sommets
par début croissant et I'on obtient un ordre d'intervalles.

Définition 5.36 SoitG = (V, E) un graphe quelconque et seit= (v1,...,v,) un ordre
total quelconque d& . Le grapheCI(G, o) = (V, F') est défini par

F = {vv; | il existek tel quel <i < j < k < netvv, € E}.

Par le théoréme 5.3€1(G, o) est un graphe d'intervalles. De la méme maniére que
pour le théoréme 5.18, on déduit :

Théoreme 5.37Soit G = (V, E) un graphe quelconque & = (V,F) une compleé-
tions d'intervalles minimale dé&'. Il existe un ordres sur les sommets d€ tel que H =
CI(G, o).

Définition 5.38 Un ordre totalo = (vy,...,v,) est appelérdre Cl-minimalsi CI(G, o)
est une complétion d'intervalles minimale@eTout préfixgvy, ..., vx), k < n d'un ordre
Cl-minimal est appel@réfixe Cl-minimal

Notre objectif est de calculer un ordre CI-minimal pour pteugrapheG.

La premiere difficulté est de choisir un premier sommet parenordre Cl-minimal.
Contrairement au cas des ordres CIP-minimaux, il ne suffitqgaprendre n'importe quel
sommet moplexien. Cependant, nous montrerons que I'orppentre un sommétexBFS-
terminal. Nous avons besoin ici de propriétés plus fortekattgorithme LexBFS.

Lemme 5.39 ([11, 10])Soit M un moplex_exBFS-terminal et soitS = Ng(M ). Notons
par Cy,Cs,...,Cy, avecC, = M, les composantes connexes @e- S, dans l'ordre
dans lequel elles ont été rencontrées par I'exécutioh&beBFS. Nous avons les propriétés
suivantes :
— N(C1) CN(Cy) C--- C N(Cg).
— Pour touti,j, 1 < i < j < k et pour toute paire de sommetse N(C;), y €
NI[C;]\N(C;), les deux sommeisety sont adjacents.

Lemme 5.40 Considérons un graphe non complét= (V, E). Soitv un sommet du moplex
LexBFS-terminal M etS = Ng(M). Il existe une complétion d'intervalles minimaté
deG telle queNg(v) = Ng(v). Pour toutH avec cette propriété, il existe une chaine de
cligues deH telle queM U S soit 'une des cliques terminales.

Preuve(éléments.) Soient, Cs, ..., Cyk, avecCy, = M, les composantes de — .S, dans
I'ordre donné par I'exécution deexBFS qui termine sumw. Elles satisfont le lemme 5.39.
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Soit H' le graphe obtenu en transformait;[C;] en une clique, pour chaquel <
i < k. Par la premiére propriété du lemme 5.3%;[C1],..., N¢[Ck]) est une chaine
de cliques ded’, en particulierH’ est un graphe d’intervalles. Le graphg contient une
complétion d’intervalles minimalé/ de G, et clairementNg(v) = Ny (v).

Soit maintenant? une complétion d’intervalles minimale d& telle que Ny (v) =
N¢(v). On montre ques induit une clique dangZ, en utilisant le fait ques est contenu
dans un séparateur minimal @€ et que tous ces séparateurs sont des cliques (voir [126]
pour les détails). Par définition d’'un mople¥, U S induit également une clique dahs

Pour chaque, 1 < i < k notonsH; = H|[N¢[C;]]. Soit H” I'union de tous lesH;.

Par construction( C H” C H. Nous allons construire une chaine de cliqlede H"”,
montrant que ce dernier est un graphe d’intervalles. Painmailité de H, ceci implique que
H" = H. De plus, notre chaine de cliques alfaJ S = Ng[M| comme clique terminale.

SoientS; = N¢(C;). Par la deuxiéme propriété du lemme 5.39, chaque somnt de
est adjacent a chaque sommetNg|[C;]\S;—1 dans le graphé& — et par conséquent dans
H;. Nous avons qué&;_; est contenu dans chaque cligue maximaleFgeOn construit
ensuite, pour chaqu#;, une chaine de cliqueg; telle quesS; est contenu dans la clique
la plus a droite deP; (voir [126] pour les détails). En concaténant les chaineslidees
P1,Po, ..., P, dans cet ordre, nous obtenons une chaine de clifugs H. CommeH;
est le graphe complet ayaii;[M] = S U M comme ensemble de sommets, la chaine de
cligues? a comme extrémité droite la cligueu M. o

Théoréme 5.41SoitG un graphe et un sommek ex BFS-terminal deGG. Pour toute com-
plétion d'intervalles minimalé? de G telle queNg(v) = Ng(v), il existe un ordre d'in-
tervalles deH commencant pav.

Preuve.La propriété est triviale siz est un graphe complet. Sinon, par le lemme 5.40, il
existe une chaine de cliqu&sde H telle que son extrémité droite sditU M (avec les nota-
tions du lemme 5.40). Par constructiergpparait uniguement dans cette clique. Renversons
P pour quev soit dans la clique la plus a gauche. Par construction d’dreat’intervalles

a partir d’'un modele d'intervalles (cf. remarque 5.35) xiste un ordre d'intervalles d&
commengant paw. o

Comme dans le cas des ordres CIP-minimaux, nous allons wain@rdre Cl-minimal
peut étre obtenu par un parcours en largeur, a partir du presagmmet, avec quelques
regles supplémentaires. L'une de ces régles nécessitaelateer unLexBFS a chague
nouveau choix de sommet, ce qui fait que la complexité dgdi@hme estO(nm). Le
résultat combinatoire qui donne une condition suffisanig po’'un ordre soit Cl-minimal
est cependant plus large ; il englobe des ordres qui ne semtduaessairement des ordres de
parcours en largeur.

Notation 5.42 Soitp = (vy,...,v;) un préfixe etR = V \ V(p). Soit Nxt un sous-
ensemble non vide d, tel queNxt = Ng(v;) N R pour un certain dommaet; € V(p) et
Nxt est minimal par inclusion pour cette propriété. L'ensemhlg Nxt sera notéRst.
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Le lemme suivant indique que, giest un préfixe Cl-minimal, les sommets Nt
peuvent étre mis de fagon contigué juste apret restera a choisir leur ordre.

Lemme 5.43 Soit o un ordre total sur les sommets d& obtenu comme affinage ges
Nxt e Rst, eto’ un ordre total, affinage dg e R. Si CI(G,¢’) C CI(G, o), alors o’ est
aussi un affinage de e Nxt e Rst.

Preuve Soitv; € V(p) tel queNxt = RN Ng(v;). Supposons que’ n’est pas un affinage
dep e Nxt e Rst, il y a donc un sommet € Rst et un sommetv € Nxt tels queu apparait
avantw danso’. Puisqueu apparait dans apres tous les sommets Net, v; etu de sont
pas adjacents daidl(G, o). Danso’, u est apres; et avantw. PuisqueNxt C N (v;), v;
etw sont adjacents dars, doncv; etu sont adjacents darfsl(G, o’) — contredisant notre
hypothése. o

Il faut maintenant choisir la meilleure permutation,; de Nxt, de fagcon a ce que
CI(G, onxt) soit minimal. De plus il faut tenir compte des sommetsNdg qui ont des
voisins dansRst, et qui pour cette raison formeront une cliqgue d&Hi$G, o). Au lieu
d'utiliser G[Nxt] nous construirons un grapliévy, qui permet de prendre en compte cette
situation. Les sommets fictifs que nous avons ajoutéfNxt] sont la pour représenter
I'ensembleRst.

Notation 5.44 Soitp un préfixe. On not& I'ensemble de sommets et ayant un voisin
dansRst. Notons paiGny le graphe obtenu a partir d&'[Nxt] en ajoutant un sommet fictif
dy, adjacent a chague sommet @e et un deuxieme sommet fiefif adjacent uniguement
ad.

Théoréme 5.45Soito un ordre total sur les sommets désatisfaisant les propriétés sui-
vantes :

1. 0 commence par un sommnietx BFS-terminalv; .

2. Pour chaque préfixg = (v1,...,v;) deo,
— o est un affinage dp e Nxt e Rst,
— le sommet juste aprésdanso est un sommedtex BFS-terminal deGny¢, obtenu
en lancant.exBFS a partir deds.

L'ordre o est Cl-minimal.

Preuve.(éléments.) La preuve de ce théoréme est relativementagiend celle du cas des
ordres CIP-minimaux (théoréme 5.31). Cependant les clamseplus compliquées a cause
de la réutilisation déexBFS lors de chaque itération. Signalons simplement que, enela
cantLexBFS a partir du sommets, c’est comme si nous calculions un ordre Cl-minimal
pour Gnyt, tout en assurant que les sommeisds sont les derniers de cet ordre. Ainsi,
Nxt est ordonné de fagon optimale, tout en tenant compte dudeiles sommets dest
apparaissent aprééxt dans I'ordres. La preuve compléte se trouve dans [126]. o
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Algorithme OrdreCIl-minimal

Entrée : G = (V, E) connexe
Sortie : un ordres sur les sommets d&, Cl-minimal
soitv; le dernier sommet numéroté par une exécutioheBFSsurG
p = (v1)
Nxt = Ng(v1); Rst := V\Ng[v1]
OP := v e Nxt e Rst
pour i := 2 an faire
soitNxt la classe apparaissant juste aprékansO P
soitv; le dernier sommet numéroté pfaexBFS
executé sufrny a partir deds (cf le théoréme 5.45)
p=pev;
si | Nxt | > 2 alors
remplacelNxt dansO P parv; e (Nxt \{v;})
soitC' la derniére classe deP telle queNg(v;) N C # ()
Si C\N¢g(v;) # () alors
remplacerC dansOP par (C' N Ng(v;)) ® (C\Ng(vi))
o:=O0OP
retourner o

FIG. 5.5 — AlgorithmeOrdreCl-minimal
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Théoreme 5.4611 existe un algorithme de complexit®(nm), calculant une complétion
d’intervalles minimale du graphe en entrée.

Preuve.(éléments.) L'algorithm@®©rdreCl-minimal de la figure 5.5 calcule e@(nm)
un ordre sur les sommets désatisfaisant les conditions du théoreme 5.45.

Le sommetv; est clairementexBFS-terminal. Linitialisation assure que est un
affinage dev; @ N (v1) @ V' \ Ng[vy].

L'algorithme maintient une partition ordonnée des somrdets. Montrons qu’a chaque
étapei, I'ensembleNxt correspond bien au préfixe= (vy, ..., v;) conformément a la no-
tation 5.42. Par contradiction supposons qu'il exigte: i tel que N (v;) est strictement
contenu dandixt. A I'étape, la class&”' de la partition contenan{xt a été découpée dans
C N Ng(vj) etC\Ng(vj) — contredisant le fait quNxt est une classe deP a I'étapei.

Chaque itération de la boucfur colteO(m), a cause de I'utilisation deexBFS,
ce qui fait un temps global d@(nm). Remarquons que la mise & jour de la partition (trois
derniéres lignes de la boucle) se fait aisémen®¢n). En utilisant des techniques d’affi-
nage de partition plus élaborées [71, 69], le colt globalett= @artie serait linéaire. Pour
améliorer la complexité de I'algorithme, il suffirait de tneer une facon plus rapide pour
calculer le premier sommet a choisir daXist.

Le calcul d'un modéle d'intervalles del(G, o) se fait en temps linéaire, comme dans
la remarque 5.35. o

5.3 Conclusion et probléemes ouverts

L'algorithme incrémental pour le calcul d'une complétidmtervalles minimales a été
le premier algorithme polynomial pour résoudre ce probléMéme si sa preuve est fas-
tidieuse, I'algorithme reste simple. J'ai également laviciion que la représentation des
chaines de cliques par le préordre défini sur un ensemblelde du graphe est un outil
intéressant en soi. La complexité de 'algorithme peut &reenée a des valeurs raison-
nables (sGremer®(n*), vraisembleblemen®(n?)) en utilisant des structures de données
plus complexes pour la représentation du préordre [124]roremplagant le préordre par
des PQ-arbres. Nous avons vérifié que I'algorithme peuta@tapté pour devenir une heu-
ristiqgue gloutonne pour la largeur linéaire ou le profiler{fambre minimum d’arétes qu'il
faut ajouter au graphe quelconque pour obtenir un grapmedialles). En effet, avec de
légéres modifications, on peut faire qu'a chaque étape nmeméale, le nombre d’arétes
ajoutées ou la cligue maximum du nouveau graphe soient risié@n. Par contre, I'ordre
d'arrivée des sommets a une grande importance pour les dearptres, et nous n’avons
pas a ce jour une technique pour choisir judicieusementrdet .0

L'algorithme utilisant I'ordres d’intervalles est simpbt assez efficace. Il n’est pas ex-
clu que sa complexité puisse étre améliorée. Plus que laleait® le probléme qui me
semble important serait de caractériseus les ordres Cl-minimaux (et CIP-minimaux)
d'un graphe. Il existe des ordres Cl-minimaux qui ne satisfias les conditions du théo-
reme 5.45. Par exemple, si le graphe en entrée est un cyake)es ordres Cl-minimaux
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obtenus par notre théoréme correspond au fait de rajoutensemble maximal de diago-
nales au cycle, sans les croiser et sans créer de trianglagendles. On obtient bien une
complétion d'intervalles minimale, et toute complétionagetype peut étre obtenue par un
ordre satisfaisant le théoreme. Malheureusement nousalemexemples de complétions
minimales d’un cycle a huit sommets, qui ne sont pas de ce type

Dans le chapitre qui suit, nous verrons une autre technigupermet d’obtenir n’im-
porte quelle complétion d'intervalles minimale d’'un grapjuelconque.
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Chapitre 5. Complétions d’intervalles minimales



Chapitre 6

Pliage de graphes : principes et
applications

Nos recherches sur les complétions minimales d’intersadlent motivées par le cal-
cul des décompoaositions linéaires optimales (de largeuimmuim). Pour avancer vers notre
objectif, il serait important dearactériserles complétions d’intervalles minimales, en par-
ticulier de donner un algorithme capable d'obtenir n'intpaguelle complétion de ce type.
C’est ce que nous faisons dans ce chapitre, ou nous intmduia notion depliage d’'un
graphe. D’abord, nous répondrons a la question suivantant élonnée une complétion
d’intervalles H de GG, extraire une complétion minimalg’ C H. Nous utilisons ensuite la
notion de pliage pour calculer, en temps quadratique, ¢gelarlinéaire des graphes d'inter-
valles circulaires.

Les résultats de ce chapitre sont basés sur deux rapporecherche [127, 77], non
publiés a ce jour.

6.1 Pliage d’'un graphe

Observons gque si nous avons une décomposition lindaidun grapheG, le graphe
H = RemplDeclLin (P), obtenu en complétant en une clique chaque sac de la décom-
position, est un graphe d'intervalles. Une chaine de cligled est obtenue a partir de la
décomposition linéaire en supprimant les sacs qui ne s@nt@imaux par inclusion.

Définition 6.1 SoitG un graphe quelconque ét = {X,..., X, } un ensemble de cliques
de G, pas nécessairement maximales. Si chaque aréfe el présente dans au moins une
de ces cliques, nous dirons gakest unecouverture de&~ par des cliqgues

Définition 6.2 Soit X’ une couverture du graph@ par des cliques. Considérons un ordre
total Q sur les cliques det. Nous dirons que le coupl&-, Q) est unpliagedu grapheG.

A chaque pliage on associe un graphe d'intervals ageCl (G, Q), défini par I'algo-
rithmePl i ageCl de lafigure 6.1.

85
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Le graphePliageCl (G, Q) construit bien un graphe d’intervalles. Nous avons initia-
lisé une décomposition linéaire en utilisant pour les sas€hsembles dg, en respectant
cet ordre. Pour chague sommetle G nous I'avons forcé apparaitre dans des sacs contigus,
en le rajoutant la ol nécessaire. Enfin, nous avons rempdi détomposition linéaire pour
obtenir un graphe d'intervalles. Remarquons que 'alpani¢ produit, en plus de la complé-
tion d’'intervallesH, une décomposition linéaife de ce graphe dont les sacs correspondent
a des cliques.

Algorithme PliageCl

Entrée: un pliage(G,Q);
Sortie:  Une complétion d'intervalle¢! deG ;

// On initialise une décomposition linéaire par les sac®de
/l en respectant I'ordre
P:=Q;
pour chaquesommetr de G faire
s:=min{i |z € Q(i)};
11Q(7) est leiéeme ensemble d@
t:=max{i |z € Q(i)};
pour j := s+ 1at— 1 faire
P(j) =P() U{z};
fin_pour
H := RemplDecLin (P);
retourner H

FIG. 6.1 — L'algorithme de pliag@liageCl

Théoréme 6.3 SoitG un graphe ett’ une couverture dé& par des cliques. Pour toute com-
plétion d’intervallesH deG, il existe un ordre total sur X tel queH = Pl i ageCl (G, Q).

Preuve.(éléments.) Chaque élément &feest contenu dans au moins une clique maximale
de H. Considérons une chaine de clig@gde H. On ordonne les éléments déepar I'ordre

de leur premiére apparition (comme sous-ensemble d’'undsayP, de gauche a droite.
Si plusieurs éléments d& apparaissent pour la premiére fois comme sous-ensemhlas d’
méme sac, on fixe un ordre total arbitraire entre ces élém@mt®btient de cette fagon un
ordre totalQ sur X. Il n’est pas difficile de vérifier quél’ = PliageCl (G, Q) est un
sous-graphe dé& . Par minimalité de ce dernier, nous avdis= H'. o
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6.2 Extraction d’'une complétion minimale

Supposons que nous ayons une complétion d’intervddles (V, F') du graphe quel-
conqueG = (V, E). Nous voulons savoir sif est une complétion d'intervalles minimale
deG, et si ce n'est pas le cas de construire une complétion mieifdlac H.

Nous pouvons essayer de supprimer une aréteF’\ F, vérifier si le nouveau graphe
H — e est encore un graphe d'intervalles, puis recommencer jasgugu’aucune aréte ne
puisse étre supprimée. Ce processus s’aréte aprés un ndiéages au plus quadratique en
|\ E|. Par contre, la nouvelle complétion obtenue n’est pas foer# minimale (il existe
des exemples simples pour montrer que cette situation péuer

Définition 6.4 Une complétion d'intervalled? = (V. F') du graphe quelconqué& =
(V, E) est appeléguasi-minimalesi, pour toute arétee € F'\E, le grapheH — e n'est
pas un graphe d'intervalles.

Supposons dorénavant que la complétidrdont nous disposons en entrée soit quasi-
minimale, nous voulons décider si elle est vraiment min@n&inon, il existe une complé-
tion strictement contenue dafs. Donnons des noms différents a ces complétions. Nous
appelonsH, la complétion quasi-minimale en entrée, et siig une complétion mini-
male deG, contenue dang/ (que nous ne connaissons pas; remarquons cependant que
H, est également une complétion d’intervalles quasi-mirénts# H,). Avant d’atteindre
cette complétion minimaléZy, nous allons probablement découvrir d’autres complétions
d’intervalles H{, avecHy, C H; C H,. Comment calculeid; ? Le premier résultat im-
portant est que toute complétion quasi-miniméale correspond a un pliageH,, Q) de
Hy, ou Qg est une permutation des cliques maximaleg)dell faudra ensuite “déplier” la
permutation)y pour obtenir, si ce n'est directemeHl), au moins un graphe d’'intervalles
H; comme ci-dessus. Nous recommengons ensuite ce processtis aua place des,
et lorsque nous serons bloqués nous saurons que la compiBibervalles calculée est
minimale.

Théoreme 6.5 Soit H, une complétion d’intervalles quasi-minimale du graphentdi-
valles Hy. Il existe un ordre total sur les cliques maximales d#, tel queH correspond
au pliage(G, Q), i.e. H, = Pl i ageCl (Hy, Q).

Preuve.(éléments.) La preuve que nous avons donné dans [77] senfplusieurs étapes.
Clairement, chaque cligue maximale Hg est contenue dans au moins une clique maximale
de H,. Tout d'abord, nous montrons que pour chaque clique magitiale Ho, il existe
une cligue maximalds de H, qui est contenueniquemendanss? ; nous dirons dans ce
cas queK est unecligue principalede Hy par rapport aH,. Comme dans la preuve du
théoréme 6.3, nous considérons une chaine de ciigude H, et nous trions les cliques
principales deH, par I'ordre de leur premiére apparition comme sous-enserdhin sac
deP,. Soit Q' cet ordre total sur les cliques principales Hg. Nous montrons qué/, est
le graphe obtenu par I'algorithmeliageCl  appliqué & Hy, Q') (méme siQ’ n'est pas
nécessairement une couverture par cliqueg¢ige Ensuite nous étendons cet ordpéen
un ordre totalQ sur les cliques maximales d&,, avec la propriété désirée. o
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DepliageUnPivot
=>

DepliageDeuxPivots
=>

-/

FiG. 6.2 — Chaque cercle représente une cliqgue maximale dugdphet ces cliques sont
reliées selon la chaine de cliguBs. La permutation® est obtenue en prenant l'ordre des
cliques, de gauche a droite sur I'abscisse. Les flechesuadid’opération que nous faisons
pour déplier un ou deux pivots. La partie haute montre le cas-pliage, ou le pivot est la
cligue extrémale de la permutation. La partie en bas ikukdrcas du 2-pliage, avec deux
pivots qui sont le plus a gauche, respectivement le plusitedselon la permutatiod®.

Soit doncH, = PliageCl (Hy, Q) une complétion quasi-minimale de. L objectif
est maintenant ddéplier Hy en Hy, ou du moins en un graphe d'intervallég, tel que
Hy C H; C H,. Fixons une chaine de cliqué% de Hy. Il est désormais préférable de
voire le pliage comme un tripléiH,, Py, Q), ou Q est comme précédemment un ordre total
sur les cliqgues maximales dé&,. Ceci permet de prendre en compte la maniére dont nous
avons plié la chaine de cliquéy.

Définition 6.6 Un pliagedu graphe d’intervallesd,, par rapport a une chaine de cliques
Py est un triplet(Hyp, Py, Q), ou Q est une permutation des cliques maximaledigeCe
pliage définit un graphe d’intervalleB| i ageCl (Hy, Q).

Une cligue maximalé&’ de H, est unpivot pour le pliage(Hy, Py, Q) Si les deux voisins
de K dansP, apparaissent du méme cété Aedans I'ordre Q.

Rappelons que nous avons en entrée le grdphet que nous souhaitons calculép.
Pour ce faire, nous voulons “dépliefl». Un pliage (Hy, Py, Q) peut & priori étre com-
pliqué, au sens ou la permutatiéh mélange fortement les cliques d#,, par rapport a
la permutation donnée p&?,. Pour nos fins algorithmiques, nous préférons les pliages
simples, avec un ou deux pivots.

Définition 6.7 Soit(Hy, Py, Q) un pliage deH. Si ce pliage contient un seul pivot, il sera
appelé unl-pliage S'il contient exactement deux pivots, il sera apiefdiage



6.2. Extraction d’une complétion minimale 89

Le théoréme suivant nous assure que toute complétion /aites quasi-minimale,
mais non minimaled, de G provient d’'un 1-pliage ou d'un 2-pliage d’'une complétifi
deG, avecH; C H,. Notons quef; n'est pas nécessairement la complétion mininkaje

Théoréeme 6.8 Soit H, une complétion d'intervalles quasi-minimale, mais nonimale
du graphe quelconqué'. Il existe une complétion d’intervallé$; de G, strictement conte-
nue dansHo, et un 1-pliage ou un 2-pliageH, P, Q1) de H;, satisfaisant la propriété
Hy=Pli ageCI (Hl,Ql).

Nous allons déplier le graph#, en un sous-graphe d'intervalles. L'idée informelle de
I'algorithme est décrite dans la figure 6.2. Si nous disposide la chaine de cliqués, de
H, produite par I'algorithmePliageCl  appliqué & H1, 1), il suffirait pratiquement de
deviner la position des pivots et de les “ouvrir” comme suddéssin. Bien entendu, nous
disposons uniquement du grapHe et non pas de la “bonne” chaine de cliques. Rappelons
gue le nombre de chaines de cliquesHiepeut étre exponentiel en sa taille, pas question
de tout essayer. Nous allons néanmoins pouvoir déplierletgH, en un graphdd; (pas
forcément leH; du théoréme), en nous assurant que ce dépliage supprimeins omz
aréteuw.

Considérons d’abord le cas, plus simple,/iprovient d’'un 1-pliage déf;. Nous al-
lons deviner le pivof?, qui dans ce cas est a la fois une cligue maximal& det deH (les
détails se trouvent dans [77]). Nous allons également delénsommet:, tel qu’'une aréte
uv Soit supprimée pendant le dépliage. Nous allons ensuitiedégpcomposante connexe
C, de G — Q, découpant le graph#, en Hy[Ng[C,]] et H, — C,,. L'union de ces deux
graphes sera le graptié; que nous recherchons. Ce sera bien un graphe d’intervelies,
on peut coller une chaine de cliquesidg{ N [C,]] avec une chaine de cliques He — C,,
en identifiant les sacs correspondaifit de chaque c6té. L'algorithmeplierUnPivot
essaye chaque cligue maximélest chaque sommet. Si H- provient d'un 1-pliage, I'al-
gorithme trouvera le graphH/, sous-graphe strict dd>. Sinon, il retournera simplement
H, etil nous faudra passer au cas du 2-pliage.

Lemme 6.9 SoitG = (V, E) un graphe quelconque. Considérons deux complétions d'in-
tervalles H, et Hy de GG telles queH; soit un sous-graphe strict dd, et Hy soit quasi-
minimale. S'il existe un 1-pliageH, P1, Q1) de H; tel queHy = Pl i ageCl (Hy, Q1),
alors l'algorithme Depl i er UnPi vot (H;, Q;) produit une complétion d'intervalles/|
deG, avecH| C Ho.

La construction qui permet de déplier simultanement deuatpiest sensiblement plus
longue que dans le cas précédent. Cependant, le principeleeméme : on devine (en
essayant toutes les possibilités) les cliques maxinfalext Q" de H, qui contiennent les
pivots, les sommets etw tels que I'aréte.v sera enlevée et quelques autres éléments qui ne
dépendent que des graph@st H,. La preuve compléte de I'algorithme est assez longue
et peut étre consultée dans [77], ainsi que I'algoritibeplierDeuxPivots

Nous avons le lemme suivant, similaire au cas du 1-pliage.
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Algorithme DeplierUnPivot

Entree : Un grapheG = (V, E), et une complétion d’intervalleH, de G
Sortie :  Une complétion d’intervalled’| deG telle que

H' C H, si H, est défini par un 1-pliage d’'un graplif

H{ = Hs sinon

pour chaque pairg(), u) ou {2 est une clique maximale dé etu € V' \ Q
soit C,, la composante connexe dé— ) contenant:
Hi = Hy[Ng([Cu]] U (Hz — Cy)
si H} est un graphe d'intervalles & C H alors
returner Hj
fin_si
fin_pour
returner Ho

FiG. 6.3 — Déplier un pivot.

Lemme 6.10 SoitG = (V, E) un graphe quelconque et soiefii et H, deux complétions
d’intervalles deG. Supposons qul; C Hs et queH; est une complétion quasi-minimale.
S'il existe un 2-pliagg H1, Py, Q1) de Hy tel que H, = Pl i ageCl (Hy, Q,), alors le
graphe H; obtenu par 'algorithmeDepl i er DeuxPi vot s(G, Hy) est une complétion
d'intervalles de(G, strictement contenue dais;.

Les lemmes 6.9 et 6.10 impliquent le principal résultat deecgection.

Théoreme 6.111l existe un algorithme polynomial prenant en entrée un equelconque
G et une complétion d’intervalled, de G, qui calcule une complétion d’intervalles mini-
male H, deG avecH; C H,.

Preuve(éléments.) L'algorithmé&xtractionCIMinimale d’extraction d’'une complé-
tion d’intervalles minimale est donné dans la figure 6.4. Brignt de la complétion d’in-
tervalles courantél,, on extrait des arétes une a une jusqu’a I'obtention d’'umepiétion
guasi-minimale. On essaye ensduite les algorithmes deadgpdi’'un, puis de deux pivots. Si
I'un de ces algorithmes obtient une complétion strictenpéus petite, nous recommengons
avec la nouvelle complétion. Si les deux algorithmes onirétépables de supprimer des
arétes, par le théoréme 6.8 et les lemmes 6.9 et 6.10 c’etd gueplétion actuelle est bien
minimale. o

Notons que, si I'algorithme utilise comme complétion mlié deG = (V, E) le graphe
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Algorithme ExtractionCIMinimale

Entrée: UngrapheG = (V, E), et une complétion d'intervalleH, deG.
Sortie:  Une complétion d’intervalles minima¥; de G, telle queH; C Ho.

H1 = H2
Hy:=G
tantque Hy # H, faire
H() = H1
pour chaquearéteuv de E(H,) \ E(G) faire
si H; — uv est un graphe d'intervallesors
H1 = H1 —uv
H, := DeplierUnPivot (G, H;)
H, := DeplierDeuxPivots (G, Hy)
retourner H;

FiG. 6.4 — Extraction d’une complétion d'intervalles minimale

completK (V'), n'importe quelle complétion d’'intervalles minimale @epeut étre obtenue
en sortie de l'algorithme [77].

6.3 Largeur linéaire des graphes d’intervalles circulaires

Rappelons qu'un graphe d'intervalle circulaire a comme @ed’intersection une fa-
mille d’arcs de cercle d’un cercle. Cette classe générkdisiasse des graphes d'intervalles.

Comme nous avons représenté les graphes d'intervallemparhaine de cliques, nous
pouvons également représenter un graphe d'intervalleslaires par urtycle de cliqgues

Définition 6.12 Un cycle de clique€C d’un graphe d’intervalles circulaire&: est un cycle
dont les noeuds sont des cliques (pas nécessairement nesjirdaG, de sorte que pour
tout sommet: de G, 'ensemble des sacs contenantorme une chaine connexe dait,
et chaque aréte d€' est couverte par un sac.

Etant donné un graph€, il existe un algorithme de complexité linéaire qui permet
de décider siG est un graphe d'intervalles et de calculer un modele dvaiégs circu-
laires [104]. A partir de ce dernier, nous pouvons consgrlercycle de cliques en temps
linéaire. De plus le cycle a au pl@s nceuds.

Fixons désormais un cycle de cliqués du graphe’. Chaque aréte d€ apparait dans
au moins un sac de ce cycle, les sacs forment donc une cowvpducliqgues dé:. Consi-



92 Chapitre 6. Pliage de graphes : principes et applications

dérons une permutatio@ de I'ensemble de sac¥’. Comme dans la section précédente,
nous allons étudier la permutatighpar rapport au cycle de cliques, c’est pourguoi le pliage
du graphe’ sera vu comme le un triplétz, CC, Q).

Définition 6.13 Un pliagedu graphe d’'intervalles circulaire&: par rapport a un cycle de
cliquesCC est un triplet(G,CC, Q), ou Q est une permutation des sacs@e@. Ce pliage
définit un graphe d'intervallePl i ageCl (G, Q).

Le sacK deCC est unpivot pour le pliage(G,CC, Q) si les deux voisins d& dansCC
apparaissent du méme c6té Hedans l'ordre Q.

Un pliage ayant exactemehtpivots est ditc-monotone

Remarquons que tout pliage contient au moins deux pivotpreimier et le dernier élé-
ment de@ sont toujours des pivots. Notre principal résultat comtuiima est qu'il existe une
complétion d’intervalles de largeur minimum dé-, obtenue par un pliage 2-monotone
(ayant exactement deux pivots).

Lintersection de deux clique®, QQ’, consécutives dans le cycle de cliques, n’'est pas
forcément un séparateur d& Nous dirons néanmoins qdgnN Q' est un semi-séparateur :
I'union de deux semi-séparateurs est généralement unatépadeG.

Regardons de plus prés la complétion d’intervalles obt@amnein pliage.

Remarque 6.14 Soit (G,CC, Q) un pliage du graphe d’'intervalles circulaireS. Consi-
dérons la chaine de cliqué8 produite par I'algorithmePl i ageCl (G, Q). Observer que
chaque sac dé est I'union d'une cliquel € Q, correspondant & ce sac au moment de
I'initialisation, et les semi-séparateurs de la foren Q’, ouQ, Q' sont des cliques consé-
cutives sur le cycle, mais séparées gadans la permutatior®. Nous dirons que la clique
S et ces semi-séparateurs ont &gionnésar le pliage.

Un pliage(G, CC, Q) définit de fagon naturelle une “partie haute” et une “partiede”
sur le cycle de cliques. Soie@};, etQr la premiére et respectivement la derniére clique de
Q. NotonsCC" (resp.CC%™™) la suite de cliques rencontrées sur le cycle a parti€de
et jusqu'aQ g, en parcourant ce cycle dans le sens horaire (resp. danaderggonomé-
trique). On noteQ™*” = (Qr, = Q;,,Q1,, ..., Q1. = Qr) la restriction deQ accown,
Similairement,Q"? = (Qr, = Quy, Quy, - - -, Qu, = Qr) est la restriction d&@ acC"?.

Définition 6.15 Soit(G, CC, Q) un pliage 4-monotone d&. NotonsQy, etQr le premier,
respectivement le dernier élément@est soientB;, P les deux autres pivots, de gauche a
droite dans@. Supposons sans perdre en généralité BueP sont dangQ"?. La chaine du
cycleCC qui commence paB; et, dans le sens trigopnométrique, traver3et continue tant
gu’elle rencontre des sacs apparaissant apfgsdansQ, est appeléanomaliedu pliage
(voir aussi la partie haute de la figure 6.5).

L'un de nous outils principaux, le théoréme 6.17, montregjyé&’, CC, Q) est un pliage
4-monotone auquel correspond une complétion d'intersafe= PliageCl (G, Q), il
existe un pliage 2-monoton&, CC, Q') tel que H' = PliageCl (G, Q’), la complétion
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FIG. 6.5 — Anomalie (en haut) et transformation pour réduiréecahomalie
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d’intervalles correspondant a ce pliage, a une largeur aa @bale a celle dé/. Voici

une ébauche informelle des principaux arguments la preCensidérons I'anomaligl du
pliage 4-monotoné¢G, CC, Q). Supposons qu’elle est dans la partie haute du cycle, comme
dans la figure 6.5.

Lorsque I'on restrein€C aux sacs qui ne sont pas dans I'anomalie (on enléve toutes les
cliguesX € A, en ajoutant une aréte entre ses voisins), nous obtenonglende cliques
correspondant & un grapli& qui est un sous-graphe induit @& De plus, nous obtenons
un pliage(G,CC, Q) de G, ol Q est la restriction de la suit@ aux sacs qui ne sont pas
dansA. Ce pliage définit une complétion d'intervallés = PliageCl (G, Q).

Définition 6.16 Soit (G,CC, Q) un pliage 4-monotone d€' et soit.A son anomalie. La
A-largeurde (G, CC, Q) est la largeur linéaire defl = Pl i ageCl (G, Q), ou G est le

graphe d'intervalles circulaires défini par le cycle de cliesCC obtenu & partir deCC en

supprimant 'anomalie e© est la restriction deQ aux sacs d€C.

Soit H = PliageCl (G, Q) une complétion d’intervalles optimale de Un pas de
la procédure consiste a légerement modifier le plig@eCC, Q) afin d’obtenir un pliage
(G,CC,Q), avec une anomaliel’ avec strictement moins de sacs gde en assurant
que laA’-largeur de(G, CC, Q') n'est pas supérieure a la largeur He Nous continuons
jusqu’a I'obtention d’une anomalie vide. Ce dernier pligge CC, Q") est 2-monotone.
Son anomalied” étant vide, lad”-largeur du pliage est exactement la largeur linéaire de
H" = PliageCl (G,Q"), doncpw(H") < pw(H).

Donnons plus d’élements sur la construction (d&CC, Q') a partir de(G,CC, Q).
Considerons les pivot8; et P de (G,CC, Q), comme dans la définition 6.15. Sd#,
I'unique voisin deB; sur le cycle qui appartient a l'anomalie. Soid#t, . . . , By, les cliques,
n'appartenant pas a I'anomalie, qui sont apBesdans le cycle dans le sens horaires, mais
avantBj 1 dansQ. SoientSy, ..., Sy 1 les semi-séparateurs correspondant aux arétes de
la partie inférieure du cycle, tels qug est fusionné avec le sac correspond&atdans
PliageCl (G, Q). Nous choisissons un semi-séparat&ue @ N Q' correspondant a une
aréteQQ'’ en bas du cycle et nous modifiogsafin de placer tous leBy. 1, B1, ..., B;_1
(dans cet ordre) entr@ et @)'. Le choix deS; fera que le nouveau pliagér, CC, Q') aura
les propriétés requises. La construction est illustréeladigure 6.5. Informellement, les
sacsBy11, B1,...,B;—1 glissent (sans sauter) le long du cycle, dans le sens hosdire
s'arrétent au dessus de l'aréte corresponda)t Ba preuve compléte n’est pas trés longue
mais reste assez technique ; elle se trouve dans [127].

Théoréme 6.17 Soit(G,CC, Q) un pliage 4-monotone d& et H = Pl i ageCl (G, Q). |l
existe un pliage 2-monotori&,CC, Q") tel queH” = Pl i ageCl (G, Q") ait une largeur
linéaire inférieure ou égale a celle d&€.

Par un argument inductif, on montre que tout pliagetpeut étre transformé en un
pliage 2-monotone, sans augmenter la largeur de la coropldtintervalles associée.
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Théoréme 6.18SoitG un graphe d’intervalles circulaire déC un cycle de cliques d&'.
Il existe un pliage 2-monotong~,CC, Q) deG, tel queH = Pl i ageCl (G, Q) soit une
complétion d’'intervalles optimale (de largeur linéairemmum) deG.

L'algorithme pour le calcul de la largeur linéaire des grepld'intervalles circulaires
est trés similaire a I'algorithme de [93] calculant le reraphge minimum pour cette méme
classe (ce dernier peut également étre adapté au calculatgdar arborescente).

Considérons un cycle de cliqué€€ de G, obtenu a partir d'un modéle d’intervalles.
Subdivisons chaque branche du cycle en lui rajoutant uneswgac, contenant le semi-
séparateur correspondant a la branche. Nous obtenanglende cliques/semi-séparateurs
alternant les cliques des sacs originels et des sacs cohtdea semi-séparateurs. |l est
également utile de représenter ce nouveau cycle comnmliygdne (convexe) de points
de contrélePG (nous suivons la notion de “polygon of scanpoints” de [98Bs points
de contrble sont les sacs (cliques et semi-séparateursjctil ©On associe a chaque point
de contrbles le sac respectif, not& (s). Pour chaque triangl& formé par trois points
s1, 82, s3 , définissons la largeun(7") du triangle comme étant la cardinalité de I'union
V(Sl) U V(Sg) U V(Sg).

Définition 6.19 Unetriangulation planaire linéairé P du polygone de points de contrdle
PG est une triangulation planaire de ce polygone telle que dedgangle de la triangula-
tion contient au plus deux diagonales. La largeufLT") de la triangulation est la largeur
maximum de ses faces (triangles).

Une telle triangulation est illustrée par la figure 6.6. Pilgament, nous montrons que
la largeur linéaire de&= est égale a la plus petite largeur d’'une triangulation ptania
néaire dePG, moins un. Par les mémes techniques que [93], nous obtemoaigarithme
quadratique de calcul da la largeur linéaire.

Théoréme 6.20Pour tout graphe d’intervalles circulaire&, sa largeur linéaire est le mi-
nimum, parmi toutes les triangulations planaires linéaifeél’ de PG, dew(LT) — 1.

Preuve.(éléments.) SoitlLT" une triangulation planaire linéaire de@g. Considérons un
graphe dont les sommets sont les trianglesLdg et deux sommets sont adjacents si et
seulement si les triangles respectifs partagent une dégoth est facile de vérifier que ce
graphe est une chaine. Pour chaque n@ul# cette chaine soient, s, s3 les points de
contrble qui forment le triangle. On associ@'de sacl/ (s1) U V(s2) U V (s3). On obtient
ainsi une décomposition linéaire d&(cf. [127] pour les détails), par conséquent la largeur
de cette décomposition es{L7T) — 1.

Réciproquement, solf = PliageCl (G, Q) une décomposition linéaire optimale de
G, ou(G,CC, Q) est un pliage 2-monotone de Nous allons construire une triangulation
planaire linéairel. 7' de PG comme suit (voir également la figure 6.6). Pour chaque clique
Q) du cycle de cliquegC, il existe au plus une branch&’Q)” de ce cycle telle quél se
trouve entrel)’ et)” dans I'ordreQ (cette propriété vient de la 2-monotonie du pliage). On
ajoute dansPg une diagonale entre le point de contrble représentant daefi et celui
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FiG. 6.6 — 2-pliage (haut) et la triangulation planaire linéassociée (bas).

correspondant au semi-séparateur de la braftf¥. De plus, on ajoute une diagonale
entre le semi-séparate@ N Q" et chacun des deux semi-séparateurs correspondant aux
branches incidentes @ dansCC. Nous obtenons ainsi une triangulation planaire linéaire
LT dePg, dont les triangles sont en bijection avec les sacs de lantjgasition linéaire
produite par I'algorithmePliageCl (G, Q). En particulier, la largeur d&7T estw(H) =
pw(H) + 1. o

L'algorithme calculant une triangulation planaire linéadePgG, de largeur minimum,
est décrit dans [127] et trés similaire & celui de [93]. Nobtepons :

Théoréme 6.2111 existe un algorithme de complexit(n?), calculant la largeur linéaire
des graphes d’'intervalles circulaires.

6.4 Conclusion et questions ouvertes

Nous avons donné un premier algorithme capable de prodlimparte quelle com-
plétion d’intervalles minimale du graphe en entrée. De pkisalgorithme extrait une com-
plétion minimale a partir d'une complétion non minimalepd#ut étre utilisé en phase de
post-processage de toute heuristique de calcul d’'une daasition linéaire (cette technique
de post-processage est utilisée dans les problémes dgulasions, cf. [18]). Il serait utile
et intéressant de simplifier et d'améliorer la complexitéeealgorithme.



6.4. Conclusion et questions ouvertes 97

La technique de pliage introduite initialement pour I'exttion d’une complétion d'in-
tervalles minimale nous a permis de calculer la largeusligépour les graphes d’intervalles
circulaires. C’est le premier algorithme polynomial résoit ce probléme pour une classe
de graphes qui n'est pas de largeur arborescente linéaingdae@t qui ne satisfait pas la
propriété que la largeur linéaire est toujours égale a @elararborescente. La question qui
se pose tout naturellement est d’étendre ces résultatsifiebaclasses de graphes et surtout
d’exhiber une technique générigue pour le calcul de la larieéaire.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Nous avons étudié dans ce mémoire les décompositions ademtes et les décompo-
sitions linéaires des graphes, avec les paramétres deitaagsociés.

Pour mieux comprendre et mieux calculer la largeur arb@m@s; nous avons appro-
fondi la notion de cligue maximale potentielle. Ceci nousmps de restreindre et de mai-
triser I'ensemble des sacs qui sont utiles pour construie décomposition arborescente
optimale. Nous avons ainsi prouvé que le calcul de la largeasrescente peut se faire en
temps polynomial par rapport au nombre de séparateurs minimu graphe en entrée, uni-
fiant ainsi un grand nombre d’algorithmes qui traitaient cabfeme au cas par cas. Nous
avons donné un algorithme exact de calcul de la largeur @sbente en temg3(1.9601™),
et de nouveaux outils pour comprendre la largeur arborésaiss graphes planaires. Enfin,
nous avons abordé la question de I'approximation de la lmrgeborescente, en donnant
des algorithmes d’approximation a facteur constant podaires classes de graphes, ainsi
gu’un algorithme d’approximation a factedt(log k) pour les graphes quelconques, lou
est la largeur arborescente du graphe en entrée.

Contrairement a la largeur arborescente, la largeur lieédes graphes reste un para-
métre trés difficile a comprendre et a calculer. Les travauoutant nombreux!) dans ce
domaine n'ont abouti qu’a des résultats trés partiels. Nwosis proposé une nouvelle fa-
con d'aborder le probléme, en passant par I'étude des caimmdéd’intervalles minimales
des graphes. Nous présentons plusieurs algorithmes aataeés complétions d'intervalles
minimales d'un graphe quelconque, convaincus du fait quetapréhension de ces com-
plétions apportera les outils nécessaires a la maitrisa edeur linéaire. Cette approche
nous a permis de calculer, en temps quadratique, la larg@aile des graphes d’intervalles
circulaires.

Au cours de cette étude nous nous sommes posés un certaimendenuestions qui
nous semblent étre des axes de recherche importants ettpramseElles seront résumées
en quatre catégories :

— approximation de la largeur arborescente ;

— nouveaux parameétres de décompositions, modélisant pleméint les besoins des

applications basées sur les décompositions arboresgentes
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— complétions de graphes;
— parameétres de largeur et leur lien avec les jeux de poarsuit

Approximation de la largeur arborescente. L'approximation de la largeur arborescente
a une constante multiplicative prés reste un probléeme ausans doute le plus important
lié au calcul de ce parameétre. Rappelons que le meilleuritdigte actuel produit une
approximation de largeu? (k+/log k) ou k est la largeur arborescente du graphe en entrée ;
malheureusement la constante cachée pérdst énorme.

Le principal frein que nous rencontrons dans la conceptamalgorithmes d’approxi-
mation provient de la complexité des outils qui montrent gukargeur arborescente d’'un
graphe est grande. Comme dans tout algorithme d’approximatous aurions besoins de
bornes inférieures simples pour la largeur arborescerar jstifier qu'un graphe est de
largeur arborescente au plisil suffit d'exhiber une décomposition arborescente de lar-
geur au plusk ; de plus, cette décomposition occupe un espace mér@ind), sa taille
ne dépend pas de Quel certificat utiliser pour prouver que la largeur arlsoente d’'un
graphe est strictement supérieuré 21l existe un certain nombre d’objets congus a ce su-
jet, comme les enchevétrements (brambles) ou les havresrn()a voir [17, 47, 115] pour
une synthése. lls sont a ma connaissance trés peu utiliggsrdade vue algorithmique (a
quelques exceptions notables [122, 23]). La taille d'urcéglificat peut atteindre de I'ordre
denk.

Il serait essentiel de pouvoir utiliser dans nos travauxmlgmiques une plus grande
partie des puissants outils combinatoires développésldaméorie des mineurs de graphes.
A titre d’exemple, rappelons le fameux théoreme du mineillegr tout graphe qui ne
contient pas la grille planaire x » comme mineur a une largeur arborescente au plus.
Actuellement la fonctiory pour laquelle le théoréme est prouvé est surexponentilie e
il n’existe aucun exemple ofi(r) excéder? log r. Si cette deuxiéme borne était prouvée, la
preuve fournirait sans doute un bon algorithme d’approtiomade la largeur arborescente.

Parameétres de décomposition et programmation par contraites. La programmation
par contraintes est I'un des domaines ou les décompositidmsrescentes sont souvent
utilisées, qu'il s’agisse de résultats théoriques ou gpgk [67, 83, 96]. Ces applications
ont également mené a plusieurs généralisations des désidiops arborescentes et de la
largeur arborescente, notamment en les élargissant awecdrgphes (voir [67] pour une
présentation synthétique de ces travaux).

L'analyse fine des algorithmes de résolution de contrainésgs sur des décompositions
montrent que la largeur arborescente n’'est pas le paraneepleis pertinent pour étudier
leur complexité. La notion de largeur arborescente valdéér{ie en mettant un poids pour
chaque sommet, et la largeur d'un sac devient le produit defsgle ses sommets) com-
mence tout juste a étre étudiée [6].

Une variante encore plus originale est proposé par I'hegus BTD, comme “back-
track with tree decompositions” [83]. Les techniques c¢tasss de programmation dyna-
mique requiérent un espace mémoire de I'or#f& ) méme dans le cas des problémes
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avec des variables binaires. Sil'on peut se permettre cegkncomplexité en temps, I'uti-
lisation d'une telle taille mémoire est prohibitive. L'hegitigue BTD est une heuristique
de backtrack classique, guidée par I'arbre de décompnsifile mémorise seulement les
instanciations des variables au niveau des séparateui®) gas des cliques de la triangula-
tion. Ainsi 'espace mémoire est de 'ordre 2& ou s est la taille du plus grand séparateur
utilisé dans la décomposition. La borne supérieure poutiagtexité en temps resps™ (&),
mais I'utilisation de techniques branch-and-bound rentedeeuristique beaucoup plus ra-
pide en moyenne. Clairement, ce nouveau paransgisat étre sensiblement plus petit que
la largeur arborescente, et les jeux de tests évoqués dansoi&irment que cette situation
est courante dans les problémes réels. Il serait donc tygsriemt de pouvoir calculer des
décompositions (triangulations) ol I'on essaye de miremileux parametres, en priorité la
taille du plus grand séparateur de la triangulation et seeid ensuite la cligue maximum
de la triangulation. Notons que, dans ce cas, les bonnegti@ions ne se trouvent pas
forcément parmi les triangulations minimales. Par conereéant encore des triangulations
efficaces, comme pour les décompositions en branches dgsima

Complétions de graphes Dans notre étude sur les complétions minimales de graphes,
nous avons évoqué trois types de complétions d’'un graphleanegie : en graphes tri-
angulés, en graphes d’intervalles et en graphes d'intes/aropres. Notons que d’autres
chercheurs ont exploré la voie des complétions minimalesd/autres classes de graphes,
comme les graphes split [73] ou les graphes de comparaliifé En plus des paramétres
de largeur, il est également trés classique de minimiseometme minimum d’arétes ajou-
tées lors d'une telle complétion. Le tableau ci-dessousiomame quelques parametres clas-
siques liés aux complétions.

G=(V,E)- H=(V,F) | minw(H) -1 min |F\ E|

H triangulé largeur arborescente remplissage minimun
H d’intervalles largeur linéaire profile

H d'intervalles propres largeur de bande MPIC

Il reste beaucoup de questions ouvertes relativement aacamptres, par exemple on
ignore toujours si le calcul du profile est un probléeme dedast FPT. En clair, étant donné
un graphe quelconqu@ = (V, E) et un nombre:, peut-on décider s'il existe une complé-
tion d'intervallesH = (V, F') deG telle que|F' — E| < k, en tempsO(f(k) Poly(n)) (le
polynéme em ne doit pas dépentre dg ?

De facon similaire se posent un grand nombre de questionk slistance de modi-
fication (edit distance) entre un graphe quelcondeiet une classe de graphes. Peut-on
transformer le graphé& en un graphe de la classeen lui rajoutant/supprimant un petit
nombre d'arétes/de sommets ? En quelque sorte on s’atteadjaecles graphes proches
d’une classe simple soient simples eux aussi. Cependamésigigats récents dans ce do-
maine laissent penser que les choses pourraient étre bienghpliquées. Sil'on considére
la classe des graphes obtenus a partir des graphes de coitifgaea rajoutant au plus deux
arétes, le probleme de la coloration devidhP-difficile, alors qu'’il est polynomial pour les
graphes de comparabilité [129].
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Largeur linéaire et jeux de poursuite Lesjeux de poursuitdsearch games) dans un
graphe consistent a imaginer que des agents poursuivenigitif flans ce graphe. Les
agents et le fugitif sont toujours placés sur des sommethditf et les agents se déplacent
arbitrairement vite dans le réseau, le fugitif prend soinndepas passer par un sommet
occupé par des agents. Les agents gagnent s'ils arriveptdreale fugitif (en occupant le
méme sommet), le fugitif gagne s'il arrive toujours a écrap@n étudie alors le nombre
minimum d’agents qu'il faut pour attraper le fugitif. DaresVersion la plus classique, les
agents ne voient pas ou se cache le fugitif; dans ce aasnidre de poursuitdu graphe
G, i.e. le nombre minimum d’agents nécessaires pour étrainsrtie pouvoir attraper le
fugitif, est exactement la largeur linéaire du graphe, pinsPour se faire une intuition de
ce résultat, il suffit d'imaginer que I'on dispose d’'une dégmsition linéaire du graphe de
largeurk. Au début lesk + 1 agents se placent sur le sac le plus & gauche, en obligeant le
fugitif d’aller a droite. A chaque étape, les agents se d&piad’'un sac vers droite dans la
décomposition, en prenant soin de garder occupée l'inteoseentre I'ancien et le nouveau
sac. Lesk + 1 agents finiront donc par attraper le fugitif. L'implicationverse, prouvant
que 'on a besoin d’au moinsw(G) + 1 agents, est bien moins facile. Si les agents ont
la capacité de voir le fugitif, il faut a priori moins d’agentar ils savent vers quelle partie
du graphe ils doivent s’orienter. Dans ce cag)denbre de poursuite avec fugitif visildst
égal a la largeur arborescente, plus un. Récemment, Bapiél. [7, 8], ainsi que Nisse et
Fraigniaud [62] ont introduit des versionsnnectéesde ceux jeux, dans lesquelles la partie
du graphe nettoyée par les agents doit rester connexe. @asngmodélisent mieux la
situation ou le fugitif est un agent de type virus, et les &ent besoin de communiquer
sur des canaux sars.

Il reste dans ce cadre énormément de questions ouvertele salcul des nouveaux
types de nombres de poursuite [8, 61], ainsi que sur leuorappec les paramétres clas-
siques de largeur. Ainsi, Fraigniaud et Nisse montrent {&#] la version “connectée avec
fugitif visible” requiert parfois beaucoup plus d'agentseda largeur arborescente (version
non connectée, avec fugitif visible). Ce ratio peut attadridg n. Dans le cas avec fugitif
invisible, il n'existe pas d’exemple ou ce ratio soit supéria 2, ni de preuve montrant que
le ratio est toujours majoré par 2.
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associée, 18
pleine, 18, 23
corde, 11
courbe de Jordan, 42
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Dirac, 19
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bloquant, 50
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d’intersection, 14
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dual, 41
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des graphes planaires, 41
largeur de branches, 13
calcul, 39
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des graphes d'intervalles circulaires, 91

modele d’intersection, 14
nombre astéroide, 50
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bicompatible, 71
Cl-minimal, 78
CIP-minimal, 71
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d'intervalles, 76
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pathwidth, 13
pivot, 88, 92
pliage, 85
d'un graphe d'intervalles, 88
d’'un graphe d'intervalles circulaires, 92
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remplissage minimum, 46
représentation ordonnée valide, 64

séparateur, 18

a, b-séparateur, 18

a, b-séparateur minimal, 18
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semi-séparateur, 92
sous-graphe, 11

induit, 11

treewidth, 12

triangulation, 17
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voisinage, 11



