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Chapitre 1

Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire s’inscrivent dans le cadre de l’étude structu-
relle et algorithmique des graphes. De nombreux problèmes classiques en algorithmique
des graphes, comme la coloration, le voyageur de commerce oule calcul d’autres para-
mètres sont connus pour être difficiles, au sens où il n’existe pas d’algorithme polynomial
pour résoudre ces problèmes sauf si P=NP, cf. [64]. Ce phénomène est encore plus flagrant
lorsque l’on regarde les questions pratiques, comme les nombreuses variantes de la colora-
tion, issues des télécommunications.

Les techniques pour répondre aux questions NP-difficiles sont au cœur de la recherche
en algorithmique, ainsi nous disposons de plusieurs approches pour aborder les problèmes
d’optimisation : heuristiques, algorithmes d’approximations, résolution des problèmes pour
des cas particuliers, voire même algorithmes de complexitéexponentielle. Les heuristiques
sont des algorithmes souvent rapides, mais sur lesquels on ne peut donner aucune garantie
théorique. Elles sont jugées de manière assez empirique, par la qualité des résultats obtenus
sur des jeux de tests. Les algorithmes d’approximation sontdes algorithmes polynomiaux
pour lesquels on peut garantir que la solution obtenue est proche de l’optimum – souvent à
une constante multiplicative près. Très fortement étudiésdepuis les années ’80, ils apportent
une réponse satisfaisante à bon nombre de questions. Néanmoins, il a été prouvé que beau-
coup de problèmes n’admettent pas d’approximation à facteur constant près, sauf si P=NP.
Par exemple, pour la coloration des graphes ou la recherche d’un stable (ensemble de som-
mets deux à deux non reliés) de cardinal maximum aucune approximation “raisonnable”
ne peut être envisagée. La troisième approche consiste à résoudre des problèmes difficiles
pour des entrées particulières, dans notre cas pour des classes de graphes particulières. La
bonne question consiste alors à se demander quelle est l’information suffisanteque l’on
doit posséder pour résoudre un problème ou une catégorie de problèmes. En restreignant
cette information, nous résoudrons nos problèmes sur des entrées de plus en plus larges.
Notons enfin que ces techniques pour aborder des problèmes difficiles ne sont en aucun
cas disjointes : les observations menant à des solutions optimales dans des cas particuliers
servent d’ingrédient de base pour des heuristiques, les heuristiques se transforment parfois
en algorithmes d’approximation etc.
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4 Chapitre 1. Introduction

L’une des méthodes pour aborder des problèmes difficiles surdes entrées particulières
consiste à décomposer les graphes. L’idée est de découper legraphe en plusieurs morceaux,
qui s’agencent selon certaines règles. Si l’on peut résoudre notre problème sur chacun des
morceaux, il suffira de recombiner les solutions partiellespour obtenir une solution globale,
sur tout le graphe. Dans la pratique, les morceaux sont décomposés à leur tour, et de ma-
nière récursive on obtient une décomposition selon une structure d’arbre. L’un des grands
avantages est que delarges classesde problèmes difficiles peuvent être résolus efficacement
pour les graphes admettant une “bonne” décomposition.

L’idée de décomposer les graphes n’est pas nouvelle. Les travaux de Gallai [63] sont à
l’origine de ladécomposition modulaire. On décompose le graphe en modules, un module
étant un ensemble de sommets qui ont le même comportement visà vis du reste du graphe.
La décomposition modulaire d’un graphe est unique, et de plus elle est calculable en temps
linéaire en utilisant par exemple par l’algorithme de [45].Pour résoudre nos problèmes
difficiles sur le graphe en entrée, il suffira de résoudre ces problèmes (ou des version géné-
ralisées) sur les sous-graphes premiers, c’est-à-dire indécomposables pour la décomposition
modulaire.

Les décompositions arborescentes(en anglais : tree decompositions) et la notion as-
sociée delargeur arborescente(treewidth) ont été introduites au début des années 80 par
Robertson et Seymour [117, 118], dans leur fameuse étude surles mineurs des graphes.
Elles sont fortement liées aux concept dek-arbre partiel, dont l’origine remonte aux tra-
vaux de Dirac et de Rose [120], dans les années 70. Très sommairement, l’idée est que tout
graphe peut être vu comme un arbre généralisé. La largeur arborescente d’un graphe est une
sorte de d’écart, mesurant la distance entre le graphe et la classe des arbres : plus la largeur
arborescente d’un graphe est petite, plus sa structure est proche d’un arbre. Bien qu’intro-
duits afin de résoudre un problème combinatoire, ces outils ont été très vite utilisés de point
de vue algorithmique. Beaucoup de problèmes classiques de l’algorithmique des graphes,
qui sont NP-difficiles en général, peuvent être résolus en temps polynomial, voire linéaire,
pour les graphes ayant une largeur arborescente bornée par une constante. On y retrouve par
exemple la coloration, le problème du stable maximum ou du cycle hamiltonien.

Les décompositions modulaires et les décompositions arborescentes sont très complé-
mentaires, car ce ne sont pas les mêmes graphes qui se décomposent bien selon les deux
méthodes. Lescliques-décompositions[41, 44], ou, de manière presque équivalente, les
décompositions NLC [134] généralisent à la fois les décompositions modulaires et les
décompositions arborescentes : tous les graphes qui se décomposent bien par l’une des
deux dernières méthodes ont également une “bonne” clique-décomposition, i.e. une lar-
geur de clique (cliquewidth) petite. Là aussi, il a été montré que pour les graphes qui
one une largeur de clique bornée, de larges classes de problèmes peuvent êtres résolus
en temps polynomial en utilisant des outils logiques [42] oude la programmation dyna-
mique [134, 94, 54, 125]. Cependant, nous ne disposons pas encore d’algorithmes calculant
une bonne clique-décomposition (cf. [108] pour des résultats d’approximation de la largeur
de clique). Même une fois la décomposition calculée, les algorithmes actuels sont beaucoup
plus coûteux en temps que les algorithmes similaires pour ladécomposition arborescente.

Pour donner un dernier exemple de l’intérêt des techniques de décomposition, rappelons
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que la preuve de la conjecture de Berge, selon laquelle un graphe est parfait si et seulement
si il ne contient pas de trou ou d’anti-trou impair, est baséesur une approche par décompo-
sition [37]. Ce nouveau type de décomposition, appelédécomposition antisymétrique(skew
partition) est également le fondement de l’algorithme de reconnaissance des graphes par-
faits donné par Chudnovsky et al. [36].

Dans ce document nous nous intéressons aux décompositions arborescentes, ainsi qu’à
deux autres types de décompositions, introduits par Robertson et Seymour dans la même sé-
rie de travaux : lesdécompositions en branches[119] et lesdécompositions linéaires[116].

1.1 Décompositions arborescentes et largeur arborescente

On ne peut parler des décompositions arborescentes et de la largeur arborescente sans
évoquer les travaux de Robertson et Seymour sur les mineurs de graphes, travaux qui les
ont conduit à définir ces notions. Cette théorie est fort bienillustrée par le plongement des
graphes non orientés sur certains types de surfaces. Prenons comme exemple le cas des
graphes planaires, c’est-à-dire les graphes que l’on peut le dessiner dans le plan sans que
deux arêtes se croisent. Considérons trois opérations sur les graphes : la première consiste à
enlever une arête du graphe, la deuxième, à lui enlever un sommet et les arêtes adjacentes,
et enfin la troisième est de contracter une arête en un seul sommet. Si l’on applique ces
opérations à un graphe planaire, il est assez facile de se convaincre que nous obtenons tou-
jours un graphe planaire. Plus formellement, un grapheH est appelémineurdeG si H est
obtenu à partir deG par une suite d’opérations de ce type. Comme nous l’avons remarqué,
la minoration préserve la planarité. Nous dirons que les graphes planaires constituent une
classe de graphes fermée pour la minoration.

K3,3K5

FIG. 1.1 – Ensemble d’obstructions des graphes planaires

Les plus petits graphes non planaires sont le graphe completà cinq sommets, notéK5,
et le graphe biparti completK3,3. Un théorème bien connu dû à Kuratowski nous assure que
tout grapheG non planaire aK5 ouK3,3 comme mineur. D’un autre côté, un graphe planaire
ne peut pas avoir comme mineur un de ces deux graphes. En d’autres termes, les graphes
planaires peuvent être identifiés comme la classe des graphes n’ayant pas de mineur dans
l’ensemble{K5,K3,3}. Les deux mineurs interdits forment ce que l’on nommeensemble
d’obstructionspour les graphes planaires.
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Etant donnée une classe de graphesG fermée par minoration, existe-t-il toujours un
ensemble fini de graphesob(G) tel qu’un grapheG appartient àG si et seulement si aucun
graphe deob(G) n’est mineur deG ? La réponse est affirmative, et c’est l’un des résultats
principaux de la longue série d’articles que Robertson et Seymour ont consacrée à l’étude
des mineurs de graphes. Le résultat est la conséquence d’un théorème plus général qui
était connu sous le nom de la conjecture de Wagner : dans toutesuite infinie de graphes,
il existe deux graphes tels que l’un d’entre eux soit mineur de l’autre. Si l’on se restreint à
la classe des arbres, ce théorème avait été prouvé par Kruskal [97]. C’est dans ce cadre-là
qu’est apparue la notion delargeur arborescente, dans le deuxième article de la série. Elle
a permis d’étendre le théorème de Kruskal à toute classe de graphes de largeur arborescente
bornée, puis à tous les graphes.

La largeur arborescente est une mesure de connexité : si un graphe a une largeur arbo-
rescente petite cela indique que le graphe est “peu connexe”, qu’il a une structure proche
d’un arbre, ou plutôt d’une notion d’arbre généralisé que nous détaillerons plus tard. La lar-
geur arborescente a été introduite afin de caractériser certaines classes de graphes fermées
par minoration, ainsi que pour les reconnaître de façon algorithmique. Un des premiers ré-
sultats importants est que si l’on se donne un graphe planaire H, tout grapheG n’ayant pas
H comme mineur a une largeur arborescente bornée par une constante ne dépendant que de
H [117]. Les graphes de largeur arborescente au plusk sont eux-mêmes une classe fermée
par minoration.

Les algorithmiciens se sont vite aperçu de l’intérêt algorithmique de ces outils. On peut
dire sans hésiter que la plupart des problèmes NP-difficilesclassiques peuvent être résolus
en temps polynomial pour les graphes de largeur arborescente bornée. Il existe des résul-
tats qui identifient des classes de problèmes résolubles en temps linéaire pour des graphes
de largeur arborescente bornée. Les travaux de Courcelle [40], Arnborg et al. [5], Cour-
celle et Mosbah [43] ont abouti à la conclusion que tous les problèmes exprimables par
des formules monadiques étendues de second ordre peuvent être résolus en temps linéaire.
Schématiquement, il s’agit des problèmes de graphes que l’on peut formuler à l’aide des
opérateurs logiques (∧, ∨, ¬, ⇒), des quantificateurs sur des sommets, arêtes, ensembles
de sommets et ensemble d’arêtes (comme∃W ⊆ V , ∀e ∈ E), de tests d’appartenance et
d’adjacence (v ∈ W , xy ∈ E) et certaines extensions. Les extensions permettent de prendre
en considération des problèmes d’optimisation, comme le problème du stable maximum.

De point de vue pratique, la résolution de ces problèmes est plutôt basée sur de la pro-
grammation dynamique (voir [15, 72] pour des exemples). Elle permet de faire des algo-
rithmes “sur mesure” même pour des problèmes qui ne rentrentpas dans le cadre logique
décrit ci-dessus. De plus, les algorithmes obtenus sont plus rapides en pratique. Les com-
plexités sont souvent de typeO(2kn), oùn est le nombre de sommets du graphe etk est la
largeur de la décomposition dont nous disposons. Ceci donneune idée sur la borne supé-
rieure que l’on peut accepter pourk de sorte à rester dans des temps de calcul raisonnables.

Les décompositions arborescentes ont été dès le début un puissant outil théorique pour
montrer que certains problèmes sont polynomiaux sur des instances particulières, mais éga-
lement dans le contexte de la tractabilité à paramètre fixe (FPT - Fixed Parameter Tracta-
bility) [46] ou pour concevoir des schémas d’approximation[53]. Depuis quelques années
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nous assistons à une réelle entrée de ces outils dans les applications pratiques. On peut citer
leur utilisation dans les réseaux probabilistes, qui ont souvent une petite largeur arbores-
cente [99, 26], dans la résolution d’instances difficiles pour divers problèmes d’optimisa-
tion [38, 95, 1], ainsi que dans la programmation par contraintes [83, 82, 67].

Le point faible des décompositions arborescentes vient du fait que le calcul de la largeur
arborescente est NP-difficile [4], même pour des classes restreintes comme les graphes de
degré borné [28], les graphes bipartis ou les compléments des graphes bipartis [70]. Il existe
un algorithme qui, prenant en entrée un grapheG à n sommets et une constantek, décide
en tempsO(n) si la largeur arborescente de ce graphe est au plusk. Cet algorithme est dû à
Bodlaender [16]. Malheureusement, la constante duO cache une fonction surexponentielle
enk ; ce procédé ne peut pas être employé dans la pratique, même pour des constantesk
très petites.

Pour bon nombre de classes de graphes particulières, il existe des algorithmes polyno-
miaux qui calculent la largeur arborescente des graphes respectifs : graphes de permuta-
tion [25], graphes d’intervalles circulaires [128, 93], graphes bipartis cordaux [89], graphes
distance-héréditaires [34], graphes HHD-free [35], graphes de cordes [85, 93], graphes fai-
blement triangulés [31]. Pour toutes ces classes, les algorithmes sont basés sur les notions
de triangulationset deséparateurs minimaux.

Un grapheH est dittriangulési tout cycle deH ayant quatre sommets ou plus possède
unecorde, c’est-à-dire une arête entre deux sommets non consécutifsdu cycle. Etant donné
un graphe quelconqueG, une triangulationH deG est un graphe triangulé ayant le même
ensemble de sommets et tel queG soit un sous-graphe deH. La largeur arborescente de
G est le minimum, parmi toutes les triangulationsH deG, deω(H) − 1, oùω(H) dénote
la taille de la clique de cardinal maximum deH (cf. chapitre suivant pour les définitions).
Ainsi, calculer la largeur arborescente deG revient à trouver une triangulation deG, tout en
minimisant la clique maximum de cette triangulation. La triangulation optimaleH se trouve
clairement parmi lestriangulations minimalesdeG ; une triangulationH est minimale si
aucun sous-graphe strict deH n’est une triangulation deG.

Les algorithmes mentionnés ci-dessus sont basés sur les liens forts établis entre les trian-
gulations minimales et les séparateurs minimaux [110]. Nous renforçons ces liens à travers
la notion de clique maximale potentielle, et nous montrons entre autres que le calcul de
la largeur arborescente se fait en temps polynomial par rapport au nombre de séparateurs
minimaux du graphe en entrée. Nous étudions également le calcul exact de la largeur arbo-
rescente et de la largeur de branches, et nous donnons plusieurs techniques d’approximation
de la largeur arborescente.

1.2 Décompositions linéaires et largeur linéaire

Les décompositions linéaires(path decompositions) des graphes sont un cas particu-
lier de décompositions arborescentes, où l’arbre de décomposition se réduit à une chaîne.
Le paramètre associé, lalargeur linéaire (pathwidth) est donc au moins égal à la largeur
arborescente.
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Plus formellement, la largeur linéaire du grapheG est le minimum, parmi tous les com-
plétions d’intervallesH deG, deω(H) − 1. Par complétion d’intervalles deG on entend
un graphe d’intervallesH avec le même ensemble de sommets, et tel que toute arête deG
soit également une arête deH. Là aussi on peut se restreindre auxcomplétions d’intervalles
minimales.

La largeur linéaire a été introduite dans le premier articlede la série de Robertson et
Seymour sur les mineurs de graphes [116]. Ce paramètre a été redéfini et étudié dans divers
contextes sous des noms différents. Ainsi, la largeur linéaire est égale nombre de séparation
(vertex separation number), ou encore à l’épaisseur d’intervalles ou au nombre de pour-
suite (node search number), moins un. Le lecteur intéressé trouvera une présentation de ces
équivalences dans [17].

Les décompositions linéaires permettent de résoudre des problèmes d’optimisation par-
ticulièrement difficiles [49], pour lesquelles les décompositions arborescentes ne suffisent
pas. Si l’on dispose d’une décomposition linéaire de petitelargeur, les algorithmes sont
beaucoup moins gourmands en mémoire que lorsque nous disposons seulement d’une dé-
composition arborescente de même largeur [130]. Enfin, à travers les jeux de poursuite, la
largeur linéaire modélise certains phénomènes de décontamination des réseaux [7].

Le calcul de la largeur linéaire est un problème de la classe FPT : Bodlaender et Kloks
présentent dans [24] un algorithme de complexité linéaire qui décide, pour toutk fixé, si
la largeur linéaire du graphe en entrée est au plusk. Leur algorithme calcule d’abord une
décomposition arborescente (pas forcément linéaire) de largeur minimum, et utilise cette dé-
composition arborescente afin de vérifier si la largeur linéaire est au plusk. La complexité
de l’algorithme dépend très fortement dek, par une fonction surexponentielle. Remarquons
que les meilleurs algorithmes pour l’approximation de la largeur linéaire procèdent égale-
ment en approximant d’abord la largeur arborescente ; on utilise ensuite le fait que le ratio
largeur linéaire/largeur arborescente est au pluslog n.

Par [24], la largeur linéaire est calculable en temps polynomial pour toute classe de
graphes de largeur arborescente bornée. Il existe plusieurs algorithmes calculant la largeur
linéaire des arbres, d’abord en tempsO(n log n) [105, 52], et seulement depuis peu en
temps linéaire [123]. Même les graphes ayant un seul cycle (c’est-à-dire un arbre plus
une arête) nécessitent des techniques élaborées pour obtenir une complexité en temps de
O(n log n) [51]. Il existe quelques autres classes de graphes pour lesquelles nous disposons
d’algorithmes polynomiaux pour le calcul de la largeur linéaire, comme les graphes de per-
mutation, mais ceci grâce au fait que pour ces classes la largeur linéaire est égale à la largeur
arborescente. Grosso modo, presque tout ce que l’on sait surla largeur linéaire (et ce n’est
vraiment pas beaucoup !) se base sur les liens entre ce paramètre et la largeur arborescente.
Encore plus surprenant, même pour des classes de graphes de largeur arborescente très pe-
tite, comme les graphes planaires extérieurs (deux-connexes), on trouve des algorithmes
d’approximation de la largeur linéaire [19]. Bien que le paramètre soit calculable en temps
polynomial pour ces classes, par l’algorithme de [24], les temps de calcul sont grands et les
techniques de programmation dynamique de [24] n’ont pas pu être transformées en algo-
rithmes simples et combinatoires.

Lorsque l’on s’intéresse au calcul de la largeur linéaire, on espère pouvoir compter sur
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des outils comme ceux qui ont fait leur preuves pour le calculde la largeur arborescente :
nous aimerions avoir une connaissance fine des complétions d’intervalles minimales. A ma
connaissance, avant le début de ces travaux il n’y avait mêmepas un algorithme polynomial
calculant une complétion d’intervalles minimale d’un graphe quelconque. Nous avons ainsi
initié une étude des complétions d’intervalles minimales des graphes, en donnant plusieurs
techniques pour calculer ce type d’objets. Les connaissances acquises nous ont permis de
calculer en temps polynomial la largeur linéaire pour les graphes d’intervalles circulaires
– et c’est la première classe pour laquelle un tel algorithmeexiste, alors que la largeur
arborescente de ces graphes n’est ni bornée par une constante ni égale à la largeur linéaire.

Ces travaux concernant les complétions d’intervalles minimales et la largeur linéaire
sont au cœur de la thèse de Karol Suchan, que j’encadre.

1.3 Structure du mémoire

Chapitre 2. Préliminaires
Ce chapitre introduit, en plus de la terminologie et des notions classiques, plusieurs

outils pour aborder le calcul de la largeur arborescente. Nous verrons une heuristique de
calcul d’une décomposition arborescente en découpant récursivement le graphe à l’aide de
ses séparateurs minimaux. Nous définissons lescliques maximales potentiellesd’un graphe
et montrons que ses objets sont suffisants pour calculer la largeur arborescente. Enfin, nous
présentons l’adaptation de ces outils au calcul de la largeur de branches.

Chapitre 3. Cliques maximales potentielles : énumération et applications
Les cliques maximales potentielles ont été introduites lors de mes travaux de thèse [132,

31]. Nous avions montré qu’elles suffisent pour calculer la largeur arborescente, mais nous
laissions ouverte la question de leur énumération. Dans ce chapitre nous présentons les ré-
sultats de [32], qui donnent une nouvelle caractérisation de ces objets ainsi qu’un algorithme
d’énumération. Ceci résout par l’affirmative une conjecture de Kloks et al. [87] : il existe un
algorithme calculant la largeur arborescente, en temps polynomial par rapport au nombre
de séparateurs minimaux du graphe en entrée.

Nous verrons ensuite des algorithmes exacts (en temps exponentiel) pour le calcul de la
largeur arborescente [59] et de la largeur de branches [60] des graphes quelconques.

Enfin, nous donnons une nouvelle preuve, courte et purement combinatoire, de la conjec-
ture de Robertson et Seymour selon laquelle, pour tout graphe planaire, sa largeur arbores-
cente et celle de son dual diffèrent d’au plus une unité [30].

Chapitre 4. Approximation de la largeur arborescente
Nous étudions une heuristique très naturelle pour le calculdes décompositions arbo-

rescentes, heuristique qui découpe le graphe en utilisant àchaque étape le plus petit sé-
parateur possible. Nous montrons que, pour les graphes quelconques, cette heuristique ne
garantit pas une approximation de la largeur arborescente àfacteur constant près. Cepen-
dant, une telle approximation est garantie lorsque l’on se restreint aux graphes de nombre
astéroïde borné. Ces résultats sont basés sur [29]. Pour la classe des graphes sans triplet
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astéroïde, nous donnons un algorithme d’approximation de la largeur arborescente à facteur
deux [33]. Enfin, nous montrons que la largeur arborescente peut être approximée à facteur
O(log OPTIMUM) pour les graphes quelconques [29].

Chapitre 5. Complétions d’intervalles minimales
Nous avons donné dans [75] un premier algorithme polynomialcalculant une complé-

tion d’intervalles minimale d’un graphe quelconque. Un deuxième algorithme, plus simple
et de meilleure complexité, est extrait de [126]. Nous présentons également un algorithme
de complexité linéaire qui calcule une complétion d’intervallespropresminimale [113]. Ces
deux derniers sont basés sur une caractérisations des graphes d’intervalles (et d’intervalles
propres) par des ordres spéciaux sur les sommets.

Chapitre 6. Pliage de graphes : principes et applications
Le dernier chapitre technique introduit une nouvelle approche pour représenter les dé-

compositions linéaires par lepliagedu graphe en entrée. Si le graphe est “trop plié”, nous
nous donnons des mécanismes pour le déplier, afin d’obtenir une meilleure décomposition.
Nous obtenons dans [77] un algorithme qui, prenant en entréeun grapheG et une complé-
tion d’intervalles (pas forcément minimale)H de G, extrait une complétion d’intervalles
minimaleH ′, avecG ⊆ H ′ ⊆ H. Enfin, nous donnons un algorithme de complexité qua-
dratique, calculant la largeur linéaire des graphes d’intervalles circulaires [127].

Le mémoire se termine par lesConclusions et perspectivesde ces travaux.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Graphes, classes de graphes et décompositions

Tout au long de ce document nous considérerons des graphes simples (sans boucles ou
arêtes multiples), finis et non orientés. De plus, nos graphes seront connexes, car tous les
problèmes algorithmiques qui nous intéressent peuvent être résolus en traitant séparément
chacune des composantes connexes.

2.1.1 Graphes quelconques

Un graphe sera notéG = (V,E), où V est l’ensemble de sommets etE est l’ensemble
d’arêtes deG. Réciproquement,V (G) et E(G) représentent l’ensemble de sommets, res-
pectivement d’arêtes du grapheG. Le nombre de sommets, respectivement d’arêtes sera
notén, respectivementm. Nous noterons simplementxy une arête{x, y} deG.

Un grapheH = (W,F ) tel queW ⊆ V et F ⊆ {xy ∈ E|x, y ∈ W} est appelé
sous-graphe (partiel)deG. Nous écrirons égalementH ⊆ G. Si W ⊆ V est un ensemble
de sommets deG, le sous-graphe induitpar les sommetsW estG[W ] = (W,F ), ouF =
{xy ∈ E|x, y ∈ W}. Un grapheH = (V, F ) tel queE ⊆ F est ditsur-graphede G.
Un graphe estcompletsi tout couple de sommets distincts sont adjacents. Un ensemble de
sommets qui induit un sous-graphe complet est appeléclique. Une clique maximalesera
une clique deG, maximale par inclusion. On noteω(G) le nombre maximum de sommets
d’une clique deG.

Si x est un sommet deG, on noteraNG(x) les sommets adjacents àx dansG. Si
W ⊆ V est un ensemble de sommets,NG(W ) désigne levoisinagede W , c’est-à-dire
l’ensemble des sommets deV \W ayant au moins un voisin dansW . Le voisinage fermé
d’un sommetx (respectivement d’un ensemble de sommetsW ) estNG[x] = NG(x) ∪ {x}
(NG[W ] = NG[W ] ∪ W ). Comme d’habitude, l’indice est omis s’il n’y a pas d’ambiguïté.

Une suite de sommets distincts[x1, . . . , xp] de G est appeléechaîne dex1 à xp si
x1x2, . . . , xp−1xp sont des arêtes deG. Si de plusxpx1 est une arête, alors[x1, . . . , xp]
s’appellecycledeG. Dans les deux cas, on appellecordeune arête qui relie deux sommets
non consécutifs de la chaîne ou du cycle. Lorsque la chaîne oule cycle n’ont pas de corde

11
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on parle dechaîne (cycle) sans cordeou dechaîne induiteou cycle induit. Dans tout ce
document, nous considérerons des chaînes et des cyclesélémentaires, c’est-à-dire qui ne
passent pas plusieurs fois par un même sommet. Le grapheG est ditconnexesi tout couple
de sommets est relié par une chaîne. Un ensemble de sommets qui induit un sous-graphe
connexe deG et qui est maximal par inclusion pour cette propriété s’appelle composante
connexedeG. Un graphe connexe sans cycles est appeléarbre.

SiK est un ensemble de sommets deG, le grapheG[V \K] sera noté simplementG−K.
Nous noteronsCG(K) l’ensemble des composantes connexes deG − K.

2.1.2 Décompositions de graphes et paramètres associés

Nous nous intéressons ici à trois types de décompositions degraphes : les décompo-
sitions arborescentes (tree decompositions), les décompositions linéaires (path decompo-
sitions) et les décompositions en branches (branch decompositions) et aux paramètres de
décomposition associés : largeur arborescente (treewidth), largeur linéaire (pathwidth) et
largeur de branches (branchwidth). Il y a dans la littérature un grand nombre de définitions
équivalentes pour ces objets, parfois antérieures à la version que nous verrons dans cette
section. Nous suivons les définitions de Robertson et Seymour [116, 118, 119], à qui nous
devons la notoriété de ces techniques de décomposition.

Définition 2.1 ([118]) Une décomposition arborescented’un grapheG = (V,E) est un
couple({Xi, i ∈ I},T = (I,ET )) où lesXi sont des ensembles de sommets deG, appelés
sacs de la décomposition, etT est un arbre tel que :

1.
⋃

i∈I Xi = V ,

2. pour chaque arêtexy deG, il existe uni ∈ I tel quex, y ∈ Xi,

3. pour toutx ∈ V , l’ensembleTx des sommetsi ∈ I deT tels quex ∈ Xi induit dans
T un sous-arbre.

La largeurd’une décomposition({Xi, i ∈ I},T = (I,ET )) estmaxi∈I |Xi|−1. La largeur
arborescente(treewidth, en anglais) deG, notéetw(G), est la largeur minimum de toutes
les décompositions arborescentes deG.

Pour éviter les confusions entre le grapheG et l’arbre de décompositionT , les sommets
deT seront appelésnœudset ses arêtes seront appeléesbranches.

La figure 2.1a, b montre un graphe et l’une de ses décompositions arborescentes, de
largeur3. En l’occurrence, c’est aussi la largeur arborescente de cegraphe. Notons qu’il est
facile de trouver une décomposition arborescente d’un graphe : on peut toujours prendre un
arbre avec un seul noeud et lui mettre comme étiquette l’ensemble V . La largeur de cette
décomposition estn − 1, si n est le nombre de sommets deV .

Regardons la largeur arborescente de quelques graphes simples. La largeur arborescente
d’un graphe complet estn−1, c’est donc “le pire cas” car on a toujourstw(G) ≤ n−1. Il est
assez facile de voir que les graphes de largeur arborescente1 sont exactement les forêts – ou
les arbres, si l’on se restreint aux graphes connexes. Ceci est censé justifier la constante “-1”



2.1. Graphes, classes de graphes et décompositions 13

d

bc

ha

gfe

d

b

e

a h

f

c

g

ch

abc

bcdf

bef cfg

(a) (b) (c)

FIG. 2.1 – Décomposition arborescente et triangulation associée

de la définition de la largeur arborescente. On peut voir aussi que la largeur arborescente des
cycles est2. Plus difficile, la largeur arborescente d’une grille de taille a × b estmin(a, b).
Comme on pouvait s’y attendre, le calcul de la largeur arborescente est NP-difficile, même
pour les graphes co-bipartis (les compléments des graphes bipartis) [70].

Un cas particulier intéressant de décomposition arborescentes est lorsque l’arbre de
décomposition est une chaîne.

Définition 2.2 ([116]) Une décomposition linéaired’un grapheG est une décomposition
arborescente({Xi, i ∈ I},T = (I,ET )) telle queT est une chaîne. Lalargeur linéaire
(pathwidth, en anglais) deG, notéepw(G), est la largeur minimum parmi toutes les dé-
compositions linéaires deG.

Le calcul de la largeur linéaire est NP-difficile, même pour les graphes triangulés [68].

Définition 2.3 ([119]) Unedécomposition en branchesdu grapheG = (V,E) est une paire
(T , τ) dans laquelleT = (VT , ET ) est un arbre ternaire (dont chaque nœud interne est de
degré trois) etτ est une function surjective1 associant à chaque feuille de l’arbreT une
arête deG.

SoientT1(e) et T2(e) les sous-arbres deT obtenus à partir deT en supprimant la
branchee ∈ ET . Nous définissons l’étiquettede e, lab(e), comme étant l’ensemble des
sommets deG incidents à la fois à des arêtes deG associées à des feuilles deT1(e) et à des
arêtes correspondant à des feuilles deT2(e). Le maximum

{

| lab(e)|, e ∈ ET

}

, est appelé
la largeurde la décomposition en branches. Lalargeur de branchesdu grapheG

(

notée
bw(G)

)

est la largeur minimum parmi toutes les décompositions en branches deG.

La définition d’une décomposition en branches peut sembler compliquée à première
vue, cependant elle représente tout simplement un découpage récursif de l’ensemble des
arêtes du graphe. Imaginons que l’on partitionne l’ensemble d’arêtesE en deux parties,

1Dans la définition classique, les feuilles deT sont en bijection avec les arêtes deG et la version surjective
est appelée décomposition relaxée. Cependant les deux notions sont équivalentes et la décomposition relaxée
est plus adéquate pour nos résultats.
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et que chaque partie est récursivement partitionnée en deuxjusqu’à ce que chaque classe
contienne exactement une arête. La trace de cet algorithme de partitionnement récursif est
précisément un arbre ternaire, dont les feuilles sont en bijection avec les arêtes du graphe.

La largeur de branches est fortement liée à la largeur arborescente. Robertson et Sey-
mour ont prouvé que les deux paramètres diffèrent d’un facteur au plus1.5. Plus précisé-
ment, pour tout grapheG on a les inégalitésbw(G) ≤ tw(G) + 1 ≤ 1.5 bw(G). Si G est
un graphe complet, sa largeur arborescente estn − 1, alors que sa largeur de branches est
⌈2n/3⌉ (cf. [119]). Le calcul de ce paramètre est NP-difficile même pour les graphes split,
une sous-classe des graphes triangulés [88]. Dans l’autre sens, le calcul de la largeur de
branches est polynomial pour les graphes planaires [122], alors que l’on ignore toujours s’il
existe un algorithme polynomial calculant la largeur arborescente des graphes planaires.

Seymour et Thomas considèrent que les décompositions en branches sont plus naturelles
et plus pratiques que les décompositions arborescentes, dans la conception d’algorithmes.
Certains résultats récents [80, 50] appuient cette intuition.

2.1.3 Classes de graphes

Nous n’épuiserons pas dans cette section la description desclasses de graphes que nous
aurons à traiter par la suite. Mais comme nous rencontreronsdans cet ouvrage plusieurs
classes de graphes d’intersection, nous en donnons ici le principe.

On considère une familleF d’ensembles non vides. On lui associe legraphe d’inter-
sectionGF deF obtenu comme suit : chaque ensemble deF est représenté par exactement
un sommet deGF et deux sommets deGF sont adjacents si et seulement si les ensembles
correspondants deF s’intersectent. On dira que la familleF est unmodèle d’intersection
de GF . Quand la familleF est formée d’ensemble particuliers, on obtient des classesde
graphes intéressantes.

Lesgraphes d’intervallessont les graphes d’intersection des intervalles d’un ordretotal
(de la droite réelle, par exemple). Lesgraphes d’intervalles propressont les graphes ayant
un modèle d’intervalles tel qu’aucun de ces intervalles ne soit strictement contenu dans un
autre.

i

hfdb

gec

a b

c

d

ef

g

h
i

a

FIG. 2.2 – Graphe d’intervalles

Lesgraphes de cordessont obtenus comme intersections des cordes d’un cercle. Lorsque
la familleF est formée d’arcs de cercle, on obtient lesgraphes d’intervalles circulaires.
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FIG. 2.3 – Graphes de cordes et graphes d’intervalles circulaires

Lesgraphes triangulés, qui s’obtiennent aussi par un modèle d’intersection, ainsi que
les graphes d’intervalles, sont au cœur de ce document. Nousleur consacrons la section
suivante.

2.2 Graphes triangulés et graphes d’intervalles

Il est difficile de savoir à quelle époque remonte la définition des graphes triangulés ; ces
graphes apparaissent déjà en 1958 dans les travaux de Hajós.

Définition 2.4 Un graphe est dittriangulési tout cycle ayant plus de trois sommets possède
une corde.

Dans la littérature anglo-saxonne, on trouve les dénominations detriangulated graphs,
chordal graphsou encorerigid circuit graphs. On voit facilement que cette classe de graphes
est héréditaire : tout sous-graphe induit d’un graphe triangulé est également triangulé.

Cette classe de graphes a été intensément étudiée dans la littérature et connaît un grand
nombre de caractérisations équivalente. La brève présentation qui suit est basée notamment
sur le livre de Golumbic [66] et un article de Blair et Peyton [14].

Le plus important pour la suite est de voir ces graphes comme des “arbres généralisés”.
NotonsKG = {Ω1, . . . ,Ωp} l’ensemble des cliques maximales deG. SoitT un arbre sur
KG, i.e. chaque clique deKG correspond à un noeud deT . Nous dirons aussi que les som-
mets deT sont étiquetés par les cliques maximales deG et nous désignerons simplement
parΩ le noeud deT étiqueté par la clique maximaleΩ. Nous dirons queT est unarbre de
cliquesdeG s’il satisfait lapropriété d’intersection des cliques: pour tout couple de cliques
distinctesΩ etΩ′, l’ensembleΩ∩Ω′ est contenu dans toutes les cliques sur la chaîne reliant
Ω etΩ′ dans l’arbreT . Remarquons qu’un arbre de cliques deG est également une décom-
position arborescente deG, dont les sacs sont précisément les cliques maximales deG. En
particulier la largeur de cette décompositoin estω(G) − 1.

Le théorème suivant est dû à Gavril [65] :

Théorème 2.5 ([65])Un grapheG est triangulé si et seulement si il admet un arbre de
cliques.
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FIG. 2.4 – Graphe triangulé et représentation arborescentes

La figure 2.4a, b montre un exemple de graphe triangulé, avec un de ses arbres de
cliques.

Notons qu’à un graphe trianguléG on peut en général associer plusieurs arbres de
cliques, non isomorphes. On trouve par exemple dans Paul [112] une étude sur la formation
de tous ces arbres et des relations entre eux.

D’un point de vue technique, nous utiliserons beaucoup la notion d’arbre de cliques.
Mais en fait, cette notion est fortement liée à la représentation des graphes triangulés comme
des graphes modélisant l’intersection des sous-arbres d’un arbre. Cette dernière a l’avantage
d’être plus intuitive.

Théorème 2.6 ([65])Un graphe est triangulé si et seulement si il est le graphe d’intersec-
tion d’une famille de sous-arbres d’un arbre.

Une autre caractérisation des graphes triangulés est donnée par lesordres d’élimination
simplicielle.

Définition 2.7 SoitG = (V,E) un graphe. Un sommetx est ditsimpliciel si son voisinage
NG(x) est une clique. Un ordrex1, . . . xn sur les sommets deG tel que pour touti, 1 ≤
i ≤ n le sommetxi est simpliciel dansG[{xi, . . . , xn}] est appeléordre d’élimination
simplicielle.

La preuve de ce théorème se trouve par exemple dans [66].

Théorème 2.8Un grapheG est triangulé si et seulement si il admet un ordre d’élimination
simplicielle.

Toujours pour le graphe de la figure 2.4, un ordre d’élimination simplicielle est par
exempleh, a, e, g, d, b, c, f .

Cette propriété est à la base des algorithmes linéaires de reconnaissance des graphes
triangulés tels que LexBFS et MCS, qui fonctionnent, d’ailleurs, de manière assez surpre-
nante.
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Tout graphe triangulé est le graphe d’intersection des sous-arbres d’un arbre. Si l’arbre
support est une chaîne, les sous-arbres deviennent des sous-chaînes et le graphe sera un
graphe d’intervalles. Clairement, les graphes d’intervalles sont une sous-classe des graphes
triangulés. Pour les graphes d’intervalles, les arbres de cliques deviennent des chaînes de
cliques.

Théorème 2.9Un grapheG est d’intervalles si et seulement si il possède une chaîne de
cliques, c’est-à-dire un arbre de cliques tel que l’arbre seréduit à une chaîne.

Nous verrons le moment venu d’autres caractérisations des graphes d’intervalles, par
exemple une caractérisation utilisant un ordre spécial surles sommets, à la façon de l’ordre
d’élimination simplicielle.

2.3 Problèmes de triangulation

Dans cette partie nous redéfinirons la largeur arborescenteet la largeur linéaire d’un graphe,
en montrant que leur calcul est exprimable comme un “problème de triangulation”. Le calcul
de ces paramètres pour un grapheG reviendra à trouver un “bon” surgraphe triangulé (ou
d’intervalles)H deG.

Définition 2.10 SoitG = (V,E) un graphe quelconque. On dit que le grapheH = (W,F )
est unetriangulationdeG si V = W , E ⊆ F et H est un graphe triangulé. En d’autres
termes,H est un sur-graphe triangulé deG.

Le grapheH = (V, F ) est unetriangulation minimalede G si H est une triangula-
tion deG et pour toutF ′ tel queE ⊆ F ′ ⊂ F , le grapheH ′ = (V, F ′) n’est pas une
triangulation deG.

En utilisant la caractérisation des graphes triangulés pardes arbres de cliques, on prouve :

Proposition 2.11 La largeur arborescente deG est égal au minimum, parmi toutes les
triangulationsH deG, deω(H) − 1.

Pour calculer la largeur arborescente d’un grapheG il faut donc chercher des triangu-
lations deG, tout en minimisant la taille de la clique maximum. On peut donc se limiter à
chercher parmi lestriangulations minimalesdeG. C’est pourquoi les algorithmes que nous
présenterons par la suite pour le calcul de ce paramètre seront basés sur des caractérisations
algorithmiques des triangulations minimales d’un graphe.

De manière similaire, la largeur linéaire s’exprime comme un problème de plongement
dans un graphe d’intervalles.

Définition 2.12 Unecomplétion d’intervallesd’un graphe quelconqueG = (V,E) est un
graphe d’intervallesH = (V, F ), avecE ⊆ F . Si de plus aucun sous-graphe strict deH
n’est une complétion d’intervalles deG, nous dirons queH est unecomplétion d’intervalles
minimaledu grapheG.
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Proposition 2.13 La largeur linéaire deG est égal au minimum, parmi toutes les complé-
tions d’intervallesH deG, deω(H) − 1.

Là aussi, pour calculer ce minimum nous pouvons restreindrenos recherches aux com-
plétions d’intervalles minimales.

Rose, Tarjan et Lueker donnent une caractérisation simple des triangulations minimales
[121] :

Lemme 2.14 SoitH une triangulation d’un grapheG. H est une triangulation minimale de
G si et seulement si, pour toute arêtee deE(H)\E(G), le grapheH−e = (V,E(H)\{e})
n’est pas une triangulation deG.

Cette caractérisation mène à un algorithme polynomial trèssimple calculant une trian-
gulation minimale du graphe en entrée. Malheureusement la propriété ne s’étend pas aux
complétions d’intervalles minimales.

2.4 Séparateurs minimaux

Les algorithmes de calcul de la largeur arborescente et de lacomplétion minimale passent
souvent par la notion deséparateur minimal. Nous définissons ici ces objets et nous étudions
plus en détail les séparateurs minimaux des graphes triangulés.

2.4.1 Généralités sur les séparateurs minimaux

Définition 2.15 Soit G = (V,E) un graphe et soienta et b deux sommets deG. Un en-
semble de sommetsS ⊆ V est appeléa, b-séparateur(ou simplementséparateur) si a et b
se trouvent dans des composantes connexes différentes deG−S. Un a, b-séparateur est dit
a, b-séparateur minimals’il ne contient pas un autrea, b-séparateur. L’ensemble de som-
metsS ⊆ V est appeléséparateur minimaldeG s’il existe un couple de sommetsa, b tel
queS soit una, b-séparateur minimal.

Remarquons qu’un séparateur minimal peut être strictementcontenu dans un autre sé-
parateur minimal, voir figure 2.5 où leh, g-séparateur minimal{c} est strictement inclus
dans lea, g-séparateur minimal{c, f}.

Si S est un ensemble de sommets deG (pas forcément un séparateur), rappelons que
CG(S) est l’ensemble des composantes connexes deG − S. Soit C ∈ CG(S) une telle
composante connexe. Si tout sommet deS a au moins un voisin dansC, nous dirons que
C est unecomposante connexe pleine associée àS ou queC est unecomposante connexe
pleine par rapport àS dansG. Sur la figure 2.5, les composantes connexes deG − T sont
{a, b, e, d}, {g} et{h}, et les deux premières sont pleines par rapport àT .

Lemme 2.16 S est un séparateur minimal deG si et seulement siG − S a au moins deux
composantes pleines par rapport àS.
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FIG. 2.5 – Séparateurs minimaux

Les séparateurs minimaux d’un graphe peuvent être énumérésen temps polynomial par
séparateur. Un premier algorithme de ce type a été donné dans[90], la complexité a été
améliorée dans [12]. Le nombre de séparateurs minimaux d’ungraphe àn sommets peut
être exponentiel par rapport àn. Cependant, ce résultat est intéressant car beaucoup de
classes de graphes (graphes de cordes, graphes d’intervalles circulaires, graphes faiblement
triangulés, ...) ont un nombre polynomial de séparateurs minimaux.

Théorème 2.17 ([12])L’ensemble∆G des séparateurs minimaux deG peut être calculé en
tempsO(n3|∆G|).

2.4.2 Séparateurs minimaux des graphes triangulés

Dirac a donné en 1961 une première caractérisation des graphes triangulés à l’aide des
séparateurs minimaux [48] :

Théorème 2.18Un grapheG est triangulé si et seulement si tous ses séparateurs minimaux
sont des cliques.

Le théorème de Dirac est expliqué de manière beaucoup plus structurelle par le très
important théorème qui suit, qui se trouve dans les travaux de Ho et Lee [81] et Lundquist
[101] :

Théorème 2.19SoitG un graphe triangulé et soitT un arbre de cliquesquelconquedeG.
Un ensemble de sommetsS est un séparateur minimal deG si et seulement siS s’écrit sous
la formeΩ ∩ Ω′, oùΩ et Ω′ sont des cliques maximales deG, adjacentes dans l’arbre de
cliquesT .

Ainsi à chaque brancheΩΩ′ d’un arbre de cliquesT est associé le séparateur minimal
S = Ω ∩ Ω′, et chaque séparateur minimal correspond à une ou plusieursbranches de
l’arbre.
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2.5 Triangulations minimales, séparateurs minimaux et cliques
maximales potentielles

2.5.1 Triangulations minimales et séparateurs minimaux

Définition 2.20 Nous dirons que deux séparateurs minimauxS etT se croisentsi S sépare
deux sommets deT . Dans le cas contraire, ils sontparallèles. Ces relations sont symé-
triques [110].

Le théorème suivant, dû à Parra et Scheffler, est un outil trèspuissant pour l’étude des
triangulations minimales. Il indique que les triangulations minimales d’un graphe sont obte-
nues en choisissant un certain ensemble de séparateurs minimaux et en complétant chacun
de ces séparateurs en une clique.

Notation 2.21 SoitΓ = {S1, . . . , Sp} un ensemble d’ensembles de sommets du grapheG.
NotonsGΓ le graphe obtenu à partir deG en complétant chaque élément deΓ en une clique.
SiΓ est formé d’un seul élémentS, nous écrirons simplementGS à la place deG{S}.

Théorème 2.22 ([110])
Soit Γ ⊆ ∆G un ensemble maximal de séparateurs deux à deux parallèles deG. Le

grapheH = GΓ est une triangulation minimale deG et∆H = Γ.
SoitH une triangulation minimale d’un grapheG. Alors∆H est un ensemble maximal

de séparateurs deux à deux parallèles deG etH = G∆H
.

Soulignons que les séparateurs minimaux d’une triangulation minimaleH deG se com-
portent de façon homogène dans les deux graphes, c’est-à-dire que pour un tel séparateur
S, les composantes deH − S sont les mêmes que dansG − S. De plus, les composantes
pleines par rapport àS sont les mêmes pour les deux graphes.

Par le théorème 2.22, toute triangulation minimale deG est obtenue en complétant
certains de ses séparateurs minimaux. La proposition ci-dessous nous indique que ces sépa-
rateurs peuvent être complétés un à un.

Proposition 2.23 ([110]) Soit Γ′ un ensemble de séparateurs deux à deux parallèles du
grapheG et H ′ = GΓ′ . S est un séparateur minimal deH ′ si et seulement siS est un
séparateur minimal deG, parallèle dansG à tous les séparateursT ∈ Γ′.

Il en découle l’algorithme suivant, calculant une triangulation minimale d’un graphe
quelconque.

H := G
tantque H n’est pas triangulé

choisirS ∈ ∆H tel queH[S] ne soit pas une clique
H := HS

returner H
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Non seulement cet algorithme produit toujours une triangulation minimale du graphe
en entrée, mais de plus chaque triangulation minimale deG peut être obtenue par un choix
approprié de séparateurs. Nous n’avons pas encore discuté de la façon dont on peut choi-
sir un séparateur minimal qui n’est pas une clique. La question sera réglée par une autre
version du même algorithme, dans laquelle chaque séparateur choisi découpe le graphe en
plusieurs graphes. Nous y verrons plus clairement en quoi les triangulations sont bien des
décompositionsdu graphe.

La nouvelle version, donnée dans [9], est une combinaison entre les résultats de Parra
et Schaeffler cités ci-dessus et les travaux de Tarjan sur lesséparateurs cliques. Nous avons
besoin d’introduire la notion debloc, qui sera appelée à jouer un rôle important tout au long
de ce document.

Définition 2.24 Un ensemble de sommetsB ⊆ V de G est appelébloc si, pour chaque
composante connexeCi deG − B,

– son voisinageSi = N(Ci) est un séparateur minimal ;
– B\Si est non vide et est contenu en une unique composante connexe deG−Si, pleine

par rapport àSi.
Nous dirons que les séparateurs minimauxSi bordentle blocB et notons parS(B) l’en-
semble de ces séparateurs.

SoitBG l’ensemble des blocs deG. Notons queV est un bloc avecS(V ) = ∅.

Définition 2.25 Soit B un bloc du grapheG. On appelleréalisationdu blocB le graphe
GS(B)[B] obtenu à partir deG[B] en complétant chaque séparateur bordantB en une
clique.

L’algorithme de découpage maintient une liste de blocs appelée lb. Initialementlb =
{V }. A chaque étape, on découpe un blocB en choisissant un séparateur minimalS de
R(B). Le bloc B est alors remplacé par des blocs de la formeSi ∪ Ci, où Ci sont les
composantes connexes deR(B) − S et Si = NG(Ci) (on peut montrer que ces derniers
sont également des séparateurs minimaux). Le processus s’arête lorsque les réalisations de
tous les blocs delb sont des cliques. La sortie est le grapheH = Glb, obtenu à partir deG
en complétant chaque élément delb en une clique.

Voici le pseudo-code de l’algorithmeDecoupageEnBlocs :

Théorème 2.26 ([9], propriété 7.5)L’algorithmeDecoupageEnBlocsproduit une tri-
angulation minimaleH deG, et les cliques maximales deH sont précisément les blocs de
lb.

L’algorithmeDecoupageEnBlocs est clairement polynomial, sa complexité dépen-
dant de la façon dont on calcule les nouveaux séparateurs. Nous discuterons dans le cha-
pitre 4 une version qui choisit un séparateur de cardinal minimum.

Afin de mieux comprendre les blocs, regardons les séparateurs qui les bordent.
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DecoupageEnBlocs

Entrée : G = (V,E)
Sortie : une triangulation minimale deG

lb := {V } / ∗ lb une liste de blocs∗/
tantque il existeB ∈ lb tel queR(B) ne soit pas un graphe completfaire

S := un séparateur minimal deR(B)
calculer les composantesC1, . . . Cp deR(B) − S et leurs voisinagesSi := NG(Ci)
danslb, remplacerB par les blocsSi ∪ Ci, 1 ≤ i ≤ p

fin_tantque
returner H = Glb

FIG. 2.6 – Algorithme de décomposition en blocs.

Remarque 2.27Soit B un bloc. Si parmi les éléments deS(B) il y en a un, notéS, qui
contient tous les autres, alorsB est de la formeS ∪ C, oùC est une composante pleine de
G − S. Nous dirons dans ce cas queB est un 1-bloc (car bordé par un seul séparateur)
et nous noterons ce bloc(S,C). Remarquons qu’à partir d’un 1-blocB, l’unique couple
(S,C) tel queB = S ∪ C peut être calculé facilement, en prenantS = N(V \B) et
C = B\S.

Si nous avons un ensemble de séparateurs minimaux{S1, . . . , Sp}, tel que pour chaque
séparateurSi il existe un unique 1-bloc(Si, Ci) contenant tous les autres, on définit de
façon naturelle lapartie entreces séparateurs comme étantPartieEntre(S1, . . . Si) =
⋂

i(Si, Ci). Cette partie entre définit toujours un bloc. Un blocB qui n’est ni V ni un
1-bloc est égal à la partie entre les séparateurs minimaux qui bordentB.

2.5.2 Triangulations minimales et cliques maximales potentielles

Remarquons que même pour des graphes avec peu de séparateursminimaux, le nombre
d’ensembles maximaux de séparateurs deux à deux parallèles(qui est le même que le
nombre de triangulation minimales) peut être très grand. Prenons comme exemple un cycle
de longueur de longueur2p, noté C2p = [0, 1, . . . , 2p − 1]. Les séparateurs minimaux
de ce cycle sont les ensembles{i, j}, avec1 ≤ i, j ≤ 2p et |i − j| > 1, doncC2p a
moins de(2p)2 séparateurs minimaux. Remarquons sur la figure 2.7 que deux séparateurs
{i, j} et {i′, j′} se croisent si et seulement si les segments[ij] et [i′j′] se croisent, ce qui
nous permet de visualiser facilement les familles de séparateurs parallèles. Considérons
maintenant les séparateursSi = {i, 2p − i}, pour 1 ≤ i ≤ p − 1, et les séparateurs
Ti = {i, 2p − i − 1} et T ′

i = {i + 1, 2p − i} pour 1 ≤ i ≤ p − 2. Il est facile de
voir que pour tout choix deUi ∈ {Ti, T

′
i}, 1 ≤ i ≤ p − 2, la famille de séparateurs

{S1, U1, S2, U2, . . . , Sp−2, Up−2, Sp−1} est une famille maximale de séparateurs parallèles
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deC2p. On voit donc queC2p a plus de2p−2 familles maximales de séparateurs deux à deux
parallèles.

p + 22p − i2p − 2 . . . 2p − i − 1 . . . p + 1

p − 1p − 2i + 1 . . .i2 . . .1

2p − 1

S1 T1 Ui = T ′

i T ′

p−1
0 p

FIG. 2.7 – Séparateurs du cycleC2p

Cependant, les cliques maximales de toutes ces triangulations sont formées par trois
sommets – il y en a donc une quantité polynomiale. Or ce sont bien les cliques maximales
des triangulations minimales qui nous intéressent. Nous verrons dans cette section que si
nous disposons de tous ces objets, nous serons en mesure de calculer une triangulation
optimale.

Définition 2.28 (clique maximale potentielle [31, 132])Un ensemble de sommetsΩ d’un
grapheG est appeléclique maximale potentielles’il existe une triangulation minimaleH
deG telle queΩ soit une clique maximale deH.

L’ensemble des cliques maximales potentielles du grapheG est notéΠG.

Observons que l’on pourrait également caractériser les cliques maximales potentielles
d’un graphe comme étant l’ensemble de ses blocs “non découpables”, donc minimaux par
inclusion.

Nous nous donnerons d’abord les moyens de reconnaître une clique maximale poten-
tielle : nous répondrons à la question “étant donné un ensemble de sommetsK d’un graphe
G, existe-t-il une triangulation minimaleH deG telle queK soit une clique maximale de
H ?”.

Théorème 2.29SoitK ⊆ V un ensemble de sommets du grapheG. SoitC(K) = {C1, C2,
. . . , Cp} l’ensemble des composantes connexes deG− K. On noteSi = N(Ci), pour tout
i, 1 ≤ i ≤ p, etS(K) l’ensemble de tous lesSi. K est une clique maximale potentielle si et
seulement si

– Si est strictement contenu dansK, pour touti, 1 ≤ i ≤ p.
– GS(K)[K], obtenu à partir deG[K] en complétant en clique chaque élément de

S(K), est un graphe complet.
De plus, siK est une clique maximale potentielle, alorsS(K) est l’ensemble des sépara-
teurs minimaux deG, contenus dansK.

Ce théorème nous donne un algorithme simple pour reconnaître une clique maximale
potentielle :
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Corollaire 2.30 Soit K un ensemble de sommets du grapheG. Nous pouvons vérifier en
tempsO(nm) si K est une clique maximale potentielle deG.

Nous avons montré dans [31, 59] que, étant donné un grapheG et l’ensembleΠG de ses
cliques maximales potentielles, la largeur arborescente du graphe peut être calculée en
O(n3|ΠG|) (théorème 2.35). Ce résultat sera utilisé à plusieurs reprises dans ce mémoire,
comme une boite noire. Néanmoins, pour le lecteur intéressé, nous présentons dans le reste
de cette sous-section les principes de l’algorithme calculant la largeur arborescente à partir
des cliques maximales potentielles.

Soit (S,C) un 1-bloc du grapheG. Rappelons queR(S,C) = GS [S ∪ C] est la réali-
sation du bloc(S,C). La proposition suivante, due à Kloks, Kratsch et Spinrad [92] donne
une relation entre les triangulations minimales d’un graphe et les triangulations minimales
de certaines réalisations des blocs deG.

Proposition 2.31 ([92]) SoitS un séparateur minimal deG, soientC1, . . . , Cp les compo-
santes connexes deG − S et notonsSi = NG(Ci).

Soit H une triangulation minimale deG ayant S comme séparateur minimal. Alors
H[Si ∪ Ci] est une triangulation minimale deR(Si, Ci), pour toute composanteCi de
G − S.

Réciproquement, soitHi une triangulation minimale deR(Si, Ci) pour chaquei, 1 ≤
i ≤ p. Alors le grapheH = (V,E(H)) avecE(H) =

⋃p
i=1 E(Hi) est une triangulation

minimale deG.

On en déduit :

Corollaire 2.32 SoitG un graphe non complet. Alors

tw(G) = min
S∈∆G

max
Ci∈C(S)

tw(R(Si, Ci))

où le maximum est pris sur toutes les composantesCi deG − S, etSi = NG(Ci).

Pour obtenir une triangulation minimale de la réalisationR(S,C), nous devons choi-
sir une clique maximale potentielleΩ avecS ⊂ Ω ⊆ (S,C) et compléterΩ. CommeΩ
découpe(S,C) en blocs plus petits, il faut également trianguler ces derniers. Plus formel-
lement :

Théorème 2.33 ([31])Soit(S,C) un 1-bloc dansG. Alors H(S,C) est une triangulation
minimale deR(S,C) si et seulement si il existe une clique maximale potentielleΩ telle que
S ⊂ Ω ⊆ (S,C) etH(S,C) = (S ∪ C,E(H)) avec

E(H) =

p
⋃

i=1

E(Hi) ∪ {xy|x, y ∈ Ω}

où {C1, . . . , Cp} sont les composantes deG − Ω contenues dansC, Si = NG(Ci), et les
graphesHi sont des triangulations minimales deR(Si, Ci).
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Remarquons que les blocs(Si, Ci) sont strictement contenus dans(S,C).

Corollaire 2.34 Soit(S,C) un bloc plein deS dansG. Alors

tw(R(S,C)) = min
S⊂Ω⊆(S,C)

max
i

(|Ω| − 1, tw(R(Si, Ci)))

où le maximum est pris sur toutes les composantesCi de G − Ω avecCi ⊂ C et Si =
NG(Ci).

Algorithme LargeurArborescenteCMP

Entrée : G, l’ensembleΠG de ses cliques maximales potentielles et
l’ensemble∆G de ses séparateurs minimaux

Sortie : tw(G)
début

calculer tous les 1-blocs(S,C) et les trier par nombre croissant de sommets
pour chaquebloc (S,C) par ordre croissant

tw(R(S,C)) := |S ∪ C| − 1 si (S,C) est minimal par inclusion
et tw(R(S,C)) := ∞ sinon

pour chaquec.m.p.Ω ∈ ΠG telle queS ⊂ Ω ⊆ (S,C)
calculer les composantesCi deG − Ω t.q.Ci ⊂ C
prendreSi := NG(Ci)
tw(R(S,C)) := min(tw(R(S,C)),

max
i

(|Ω| − 1, tw(R(Si, Ci))))

fin_pour
fin_pour
tw(G) := min

S∈∆G

max
Ci∈C(S)

tw(R(Si, Ci)), oùSi = NG(Ci)

fin

FIG. 2.8 – Algorithme calculant la largeur arborescente à partir des cliques maximales po-
tentielles

L’algorithme est pratiquement celui donné dans [31, 132]. Cependant nous avons for-
tement amélioré sa complexité dans [59]. La complexité annoncée initialement était de
l’ordre deO(n|∆G| · |ΠG|), venant des deuxpour imbriquées. La nouvelle complexité
est deO(n3|ΠG|). Sachant que le nombre de séparateurs minimaux peut lui-même être ex-
ponentiel en la taille du graphe, cette amélioration est importante. De plus, nous en aurons
absolument besoin un peu plus tard dans ce manuscrit, lorsque nous traiterons du calcul
exact (en temps exponentiel) de la largeur arborescente. Puisque ce résultat de complexité
est nouveau, nous donnerons les principaux éléments de la preuve.
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Théorème 2.35Il existe un algorithme qui, étant donné un grapheG ainsi que l’ensemble
∆G de ses séparateurs minimaux et l’ensembleΠG de ses cliques maximales potentielles,
calcule la largeur arborescente et deG en tempsO(n3 |ΠG|). De plus, l’algorithme construit
une triangulation optimale.

Preuve.(éléments.) Montrons que, avec une implantation appropriée, le nombre total d’ité-
rations de la bouclepour la plus interne estO(n|ΠG|) — alors que la structure des deux
boucles imbriquées suggère que ce nombre pourrait être de l’ordre den|∆G| · |ΠG|.

Un triplet (S,C,Ω), où (S,C) est un 1-bloc etΩ est une clique maximale potentielle
avecS ⊂ Ω ⊆ S ∪ C est appelé untriplet utile. Vérifions qu’il y a au plusn|ΠG| triplets
utiles. FixonsΩ et comptons le nombre de triplets utiles la contenant. Par lethéorème 2.29,
il y a au plusn séparateursS ⊂ Ω, chacun étant le voisinage d’une composante connexe de
G−Ω. Pour un telS, la composante connexeC deG− S telle queΩ ⊆ S ∪C est unique.
Ceci montre que le nombre de triplets utiles n’excède pasn|ΠG|. Supposons que ces triplets
utiles sont calculés lors d’une phase de préprocessage, et que chaque 1-bloc(S,C) pointe
vers les cliques maximales potentiellesΩ avec lesquelles(S,C,Ω) forment un triplet utile.
Dans ce cas le nombre total d’itérations des deux boucles estau plus le nombre de triplets
utiles, soitO(n|ΠG|).

Afin d’obtenir efficacement les triplets utiles on calcule, pour chaque clique maximale
potentielleΩ, les composantes connexes deG−Ω, ensuite leurs voisinages, correspondant
aux séparateursS ⊂ Ω, et pour chaque séparateur de ce type on identifie l’unique 1-bloc
(S,C) contenantΩ. On ajoute également un pointeur de(S,C) versΩ. Le détail de l’im-
plantation ainsi que les structures de données sont donnés dans [59]. On obtient ainsi la
complexité désirée deO(n3|ΠG|).

L’algorithme peut être transformé pour calculer non seulement la largeur arborescente
du graphe en entrée, mais également une triangulation réalisant cet optimum. ⋄

2.5.3 Largeur de branches, triangulations efficaces et blocs

Dans sa thèse [102], F. Mazoit a modifié et adapté ces outils qui se sont avérés puissants
pour le calcul de la largeur arborescente – à savoir les triangulations minimales et cliques
maximales potentielles – au calcul de la largeur de branches. Précisons que cette adaptation
est loin d’être triviale. Basé sur cet approche, nous donnerons dans le chapitre 3, section 3.3
un algorithme exponentiel de calcul de la largeur de branches. Dans un travail indépendant,
C. Paul et J.A. Telle [111] ont initié une recherche allant vers la compréhension algorith-
mique de la largeur de branches et ont obtenu un certain nombre de résultats structurels
similaires à ceux de Mazoit. En particulier, leur notion dek-troïka [111] est similaire aux
résultats sur le calcul de la bloc-largeur de branches.

Une décomposition en branches(T , τ) d’un grapheG = (V,E) engendre elle aussi une
triangulation deG. En effet, associons à chaque sommetx deG le sous-arbreTx de l’arbre
de décompositionT qui recouvre toutes les feuilles deT contenant une arête incidente à
x, et qui est minimal pour cette propriété. Le graphe d’intersection de la famille d’arbres
{Tx}x∈V est un graphe triangulé notéH(T , τ). ClairementH(T , τ) est une triangulation
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deG.
Remarquons que pour chaque branchee de l’arbreT , son étiquettelab(e) induit une

clique (pas forcément maximale) deH(T , τ). La décomposition en branches deG peut être
étendue de façon naturelle en une décomposition en branchesdeH(T , τ) :

Lemme 2.36 ([102, 60])Soit (T , τ) une décomposition en branches deG. Il existe une
décomposition en branches(T ′, τ ′) deH(T , τ) telle que :

1. T est un sous-arbre deT ′.

2. Pour chaque branche deT , son étiquette dans(T ′, τ ′) est la même que dans(T , τ).

3. La largeur des deux décompositions(T ′, τ ′) et (T , τ) est la même.

En particulier, si(T , τ) est une décomposition en branches optimales deG alorsbw(G) =
bw(H(T, τ)).

L’une des propriétés fortement exploitées pour le calcul dela largeur arborescente ve-
nait du fait que, pour tout grapheG, il existe une triangulationminimaleH deG telle que
tw(G) = tw(H). On pourrait espérer la même chose pour la largeur de branches ; la pro-
position suivante nous montre que, pour la largeur de branches, la situation n’est pas aussi
simple.

Proposition 2.37 Soit K−
9 le graphe obtenu à partir du graphe complet à 9 sommets en

supprimant une seule arêteab. Quelle que soit une décomposition en branches(T , τ) opti-
male pourK−

9 , le grapheH(T, τ) n’ent pas une triangulation minimale deK−
9 .

Preuve.Nous montrons que les sommetsa et b sont adjacents dansH(T, τ). CommeK−
9

est triangulé, ceci implique le fait que la triangulationH(T , τ) n’est pas minimale.
Rappelons que la largeur de branches d’un graphe àn sommets est au plus⌈2n/3⌉

([119]), doncbw(K−
9 ) ≤ 6. Soit(T , τ) une décomposition en branches optimale pourK−

9 .
Supposons que les sommetsa et b sont non adjacents dansH(T, τ). Il existe alors une
branchee deT séparant, dansT , les sous-arbresTa et Tb. Tout chemin relianta et b dans
K−

9 intersecte l’ensemble de sommetslab(e). Puisquelab(e) est una, b-séparateur,lab(e)
contient au moins 7 sommets, contredisant le fait quebw(K−

9 ) ≤ 6. ⋄

Puisque les décompositions en branches optimales ne correspondent pas forcément à des
triangulations minimales, nous perdons beaucoup d’outilsparmi ceux dont nous disposions
pour le calcul de la largeur arborescente. Une deuxième grande différence entre les deux
paramètres provient du fait que le calcul de la largeur de branches reste NP-difficile même
pour une sous-classe très restreinte des graphes triangulés, à savoir les graphes split [88]
(alors que la largeur arborescente est calculable en temps linéaire pour tous les graphes
triangulés). Cependant, Mazoit prouve que, pour tout grapheG, il existe une décomposition
en branches optimale(T , τ) telle que la triangulation associée(T , τ) soit efficace. Les
triangulations efficaces, définies ci-dessous, ont un comportement relativement similaire
aux triangulations minimales.
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Définition 2.38 Une triangulationH deG estefficacesi

1. chaque séparateur minimal deH est également un séparateur minimal deG ;

2. pour tout séparateur minimalS deH, les composantes connexes deH−S sont aussi
les composantes connexes deG − S.

Les triangulations efficaces ont été en fait introduites dans [25] (et appelées, à l’époque...
“ triangulations minimales”). Toutes les triangulations minimales deG sont des triangula-
tions efficaces, par le théorème 2.22.

Définition 2.39 Une décomposition en branches(T , τ) de G = (V,E) respecteun en-
semble de sommetsS ⊆ V s’il existe une branchee deT telle queS ⊆ lab(e).

Théorème 2.40 ([102, 103])Il existe une décomposition en branches optimale(T , τ) deG
telle que le graphe trianguléH(T , τ) soit une triangulation efficace deG. De plus,(T , τ)
respecte chaque séparateur minimal deH.

Les cliques maximales d’une triangulation efficace sont desblocs du graphe d’origine.
Informellement, le rôle que jouaient les cliques maximalespotentielles lors du calcul de la
largeur arborescente sera repris ici par les blocs.

Lemme 2.41 ([102])SoitH une triangulation efficace deG. Toute clique maximaleΩ de
H est un bloc deG. Réciproquement, pour tout blocB de G, il existe une triangulation
efficaceH(B) deG telle queB soit une clique maximale deH(B).

Rappelons que la largeur arborescente du grapheG peut être exprimée par cette équa-
tion :

tw(G) = min
H triangulation minimale deG

max{|Ω| − 1 | Ω clique maximale deH}.

Nous cherchons une formule similaire pour la largeur de branches.

Définition 2.42 (bloc-largeur de branches)SoitB un bloc deG et K(B) le gaphe com-
plet ayantB comme ensemble de sommets. Une décomposition en branches deK(B) qui
respecte chaque séparateur minimalS ∈ S(B) est appeléebloc-décomposition en branches
du blocB. La bloc-largeur de branchesbbw(B) deB est la largeur minimum parmi toutes
les bloc-décompositions en branches deG.

De façon équivalente on peut définir la bloc-largeur de branchesbbw(B) comme la
largeur de branches de l’hypergraphe obtenu à partir du graphe completK(B) en rajoutant
une hyperarêteS pour chaque séparateur minimalS bordantB. La bloc-largeur de branches
nous fournit la possibilité d’adapter à la largeur de branches l’équation “classique” pour la
largeur arborescente.



2.5. Triangulations minimales, séparateurs minimaux et cliques maximales potentielles29

Théorème 2.43 ([102])

bw(G) = min
H triangulation efficace deG

max{bbw(Ω) | Ω clique maximale deH}.

Cette équation permet de transcrire l’algorithmeLargeurArborescenteCMP (cf.
théorème 2.35 et figure 2.8) en remplaçant “cliques maximales potentielles” par “blocs” et
la taille des cliques maximales potentielles par la bloc-largeur de branches des blocs.

Théorème 2.44 ([60])Etant donné un grapheG, la listeBG de tous ses blocs ainsi que la
bloc-largeur de branches de chaque bloc, la largeur de branches deG peut être calculée en
tempsO(n3|BG|).
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Chapitre 3

Cliques maximales potentielles :
énumération et applications

Les cliques maximales potentielles ont été introduites afinde calculer et temps polyno-
mial la largeur arborescente pour certaines classes de graphes. Nous avons vu dans le cha-
pitre 2 qu’elles suffisent pour calculer ce paramètre, mais encore faut-il trouver un moyen
de les énumérer. Ce sera l’objectif de la première section dece chapitre, où nous verrons que
le calcul des cliques maximales potentielles peut se faire en temps polynomial par rapport
au nombre de séparateurs minimaux du graphe en entrée [32]. Ceci prouve par l’affirmative
une conjecture de Kloks et al. [87, 86] : pour toute classe de graphes avec une quantité
polynomiale de séparateurs minimaux, le calcul de la largeur arborescente se fait en temps
polynomial.

Nous présenterons ensuite un algorithme exact de calcul de la largeur arborescente pour
les graphes quelconques, basé sur le comptage et l’énumération des cliques maximales po-
tentielles [59]. Comme on peut s’y attendre, l’algorithme est de complexité exponentielle.
Sa complexité est de typeO(Poly(n) · cn), où c est une constante strictement inférieure
à 2. Il s’agit du premier algorithme de ce type pour la largeurarborescente. Nous verrons
également une approche similaire pour la largeur de branches [60].

Enfin, la caractérisation des cliques maximales potentielles des graphes planaires nous
permet de donner (cf. [30]) une preuve simple d’une conjecture de Robertson et Sey-
mour [117] : pour tout graphe planaire, la largeur arborescente du graphe et celle de son
dual diffère d’au plus une unité.

Le chapitre se termine par une brève discussion sur l’utilisation des cliques maximales
potentielles, ainsi que des problèmes ouverts autour de cesobjets.

Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec V. Bouchitté, F. Fomin, F. Mazoit et
D. Kratsch.
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3.1 Enumérations des cliques maximales potentielles

Rappelons que, siΩ est une clique maximale du grapheG, alorsΩ est une clique du
grapheGS(Ω), obtenu à partir deG en complétant les séparateurs minimaux qui bordentΩ
(cf. théorème 2.29). Soit maintenantS l’un de ces séparateurs. A priori, si l’on complète
seulement les séparateurs deS(Ω)\{S}, on s’attend à ce queΩ ne soit pas une clique dans le
nouveau graphe. Dans ce cas, nous dirons queΩ est une clique maximale potentielle active.
Nous verrons que les cliques maximales potentielles actives ont une structure très simple,
qui nous permettra de les énumérer efficacement. L’énumération sera ensuite étendue à
toutes les cliques maximales potentielles du graphe en entrée.

Définition 3.1 Soit Ω une clique maximale potentielle d’un grapheG et soitS ⊂ Ω un
séparateur minimal deG. Si Ω n’est pas une clique dans le grapheGS(Ω)\{S}, obtenu à
partir de G en complétant tous les séparateurs minimaux contenus dansΩ saufS, nous
dirons queS est unséparateur actifpour Ω. Une paire de sommetsx, y ∈ S non adjacents
dansGS(Ω)\{S} est appeléepaire active.

Une clique maximale potentielleactiveest une clique maximale potentielle possédant
au moins un séparateur actif.

Théorème 3.2 ([32])Soit Ω une clique maximale potentielle active deG et S ⊂ Ω un
séparateur minimal, actif par rapport àΩ. Soit(S,C) le 1-bloc associé àS contenantΩ et
x, y ∈ S une paire active. AlorsΩ\S est unx, y-séparateur minimal dansG[C ∪ {x, y}].

Preuve.Remarquons que les sommetsx et y, non adjacents dansGS(Ω)\{S}, existent par
définition d’un séparateur actif. PuisqueG∆G(Ω) nous avonsx, y ∈ S.

Montrons d’abord queΩ\S est unx, y-séparateur dans le grapheG′ = G[C ∪ {x, y}].
Supposons quex et y sont dans une même composanteCxy deG′ − (Ω\S). Il existe alors
une composanteD de G − Ω, incluse dansCxy, telle que son voisinageT = NG(D)
contienne les deux sommetsx et y. Par le théorème 2.29,T est un séparateur minimal de
G, inclus dansΩ. Observons queT 6= S, sinonS sépareraitD etΩ, contredisant le fait que
D ⊂ C. Nous avons prouvé queT est un séparateur minimal contenu dansΩ, différent de
S et contenant les deux sommetsx et y. Ceci contredit le fait quex et y sont non adjacents
dansGS(Ω)\{S}. Nous en déduisons queΩ\S est unx, y-séparateur deG′.

Prouvons queΩ\S est unx, y-séparateur minimal deG′. Montrons que, pour toutz ∈
Ω\S, il existe une chaîneµ dex à y dansG′ qui intersecteΩ\S uniquement dansz. Par le
théorème 2.29,x et z sont adjacents dansGS(Ω), donc ils sont adjacents dansG ou reliés
à travers une composante connexeCi de G − Ω. Dans le dernier cas,Ci ⊂ C, sinonCi

est également une composante deG − S, contredisant le fait quez 6∈ S. Dans les deux cas
nous avons une chaîneµ′ dex àz dansG′, qui intersecteΩ\S uniquement dansz. Pour les
mêmes raisons, il existe une chaîneµ′′ dez à y dansG′ avec la même propriété. Les deux
chaînes relientx ety, en intersectantΩ\S uniquement dansz. Nous concluons queΩ\S est
unx, y-séparateur minimal deG′. ⋄
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FIG. 3.1 – Clique maximale potentielle active.

Il n’est pas difficile de montrer que, dans ce cas, il existe unséparateur minimalT deG,
croisantS et tel queT ∩C = Ω\S. Nous obtenons le théorème suivant qui montre que toute
clique maximale potentielle active est identifiée par deux séparateurs minimaux du graphe.

Théorème 3.3 ([32])SoitΩ une clique maximale potentielle active,S un séparateur actif
par rapport àΩ et(S,C) le 1-bloc associé àS contenantΩ. Il existe un séparateur minimal
T deG, croisantS, tel queΩ = S ∪ (T ∩ C).

On en déduit tout de suite que le nombre de cliques maximales potentielles actives
est au plusn|∆G|2, le facteurn venant du fait que pour un séparateurS il y a au plusn
composantes connexes deG − S. En utilisant l’algorithme de reconnaissance d’une clique
maximale potentielle (corollaire 2.30), on peut énumérer toutes les cliques maximales po-
tentielles actives en tempsO(n2m|∆G|2).

Malheureusement toutes les cliques maximales potentielles d’un graphe ne sont pas
forcément actives. Un exemple est donné dans la figure 3.2 (voir aussi [32]). Pour pouvoir
énumérer toutes les cliques maximales potentielles d’un graphe, nous utiliserons une ap-
proche incrémentale. Soit(v1, v2, . . . , vn) un ordre total quelconque sur les sommets deG
et notonsGi = G[{v1, . . . vi}]. Nous calculerons les cliques maximales potentielles deGi

en utilisant les cliques maximales potentielles deGi−1, grâce au théorème suivant.

Théorème 3.4 ([32])Soit a un sommet deG et notonsG′ = G − a. Pour toute clique
maximale potentielleΩ deG, nous avons l’une des propriétés suivantes :

1. soitΩ, soitΩ\{a} est une clique maximale potentielle deG′.

2. Ω = S ∪ {a}, oùS est un séparateur minimal deG.

3. Ω est active.

Théorème 3.5Pour tout grapheG, le nombre de ses cliques maximales potentielles est
au plusO(n2|∆G|2). De plus, il existe un algorithme énumérant les cliques maximales
potentielles an tempsO(n3m|∆G|2).
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FIG. 3.2 – Clique maximale potentielle inactive :{a, c, h, f}.

Preuve.(éléments.) Considérons les graphesGi définis comme ci-dessus. Une propriété
(facile) que nous ne démontrons pas ici est que cette suite degraphes a un nombre croissant
de séparateurs minimaux :|∆Gi−1 | ≤ |∆Gi

|, pour touti, 2 ≤ i ≤ n. En particulier chacun
de ces graphes a au plus|∆G| séparateurs minimaux.

Le grapheG1 a une unique clique maximale potentielle, à savoir{v1}. Supposons que
nous ayons calculé toutes les cliques maximales potentielles deGi−1, nous voulons calculer
celles deGi en utilisant le théorème 3.4. Pour chaque clique maximale potentielle Ω de
Gi−1, nous vérifions (grâce au corollaire 2.30) siΩ ou Ω ∪ {vi} est une clique maximale
potentielle deGi, et si tel est le cas nous l’ajoutons auΠGi

. Notons qu’au plus l’un des
deux ensembles est une clique maximale potentielle deGi, car un graphe ne peut avoir
deux cliques maximales potentielles distinctes, comparables par inclusion. Nous calculons
ensuite les cliques maximales potentielles deGi de la formeS ∪ {vi} (il y en a au plus au
plusn|∆G|) et enfin les cliques maximales potentielles actives, en utilisant le théorème 3.3
(il y en a au plusn|∆G|2). On obtient que|ΠGi

| ≤ |ΠGi−1 |+n|∆G|+n|∆G|2, en particulier
|ΠG| ≤ n2|∆G|2 + n2|∆G| + 1. ⋄

Rappelons qu’il existe un algorithme d’énumération des séparateurs minimaux d’un
graphe quelconque, en temps polynomial par séparateur. Unefois calculé∆G, on peut cal-
culer l’ensemble de cliques maximales potentielles du graphe en entrée par le théorème 3.5.
Enfin, le calcul de la largeur arborescente peut se faire en tempsO(nm|ΠG|), par le théo-
rème 2.35. On en conclut :

Théorème 3.6Soit G une classe de graphes etPolyG un polynôme. Supposons que tout
grapheG ∈ G a au plusPolyG(n) séparateurs minimaux, oùn est le nombre de sommets
deG.

Pour la classeG, il existe un algorithme polynomial de calcul de la largeur arbores-
cente.

Ce résultat unifie plusieurs algorithmes calculant la largeur arborescente pour diverses
classes de graphes, comme les graphes de cordes [85, 93], lesgraphes d’intervalles circu-
laire [128, 93], les graphes faiblement triangulés [31], etc [25, 35, 34].
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3.2 Calcul exact de la largeur arborescente

Les algorithmes exacts (en temps exponentiel) pour la résolution des problèmes NP-
difficiles s’affirment comme une technique novatrice dans l’approche de ce type de ques-
tions. Bien que les premiers algorithmes non triviaux de ce type remontent à la fin des
années ’60, nous assistons depuis peu l’apparition de nombreux résultats de ce type, avec
de nouvelles techniques et des améliorations spectaculaires. On peut citer comme “origine”
de ces algorithmes l’approche de Held et Karp [79] pour résoudre le problème du voyageur
de commerce en tempsO∗(2n) (la notationO∗ ignore les facteurs polynomiaux enn, dont
la croissance est dominée par la fonction exponentielle). Remarquons les grands progrès
sur le problème du stable maximum, avec une complexité actuelle deO∗(1.221n) pour les
algorithmes utilisant un espace polynomial [58]. Voir également [57, 135] pour un état de
l’art sur les algorithmes exponentiels.

Il y a plusieurs façons de calculer la largeur arborescente en tempsO∗(2n), par exemple
en énumérant brutalement toutes les cliques maximales potentielles du graphe en entrée.
Le même résultat peut être obtenu à l’aide de l’algorithme deArnborg et al. [4], qui teste
si un graphe est de largeur arborescente au plusk en utilisant tous les sacs possibles de
taille au plusk. Ici, nous présentons un algorithme de complexitéO∗(1.9601n) pour la
largeur arborescente (voir [59] pour les détails). Il a été amélioré par Villanger [133] à une
complexitéO∗(1.89n).

Nous souhaitons donner une borne supérieure au nombre de cliques maximales poten-
tielles d’un graphe d’ordren – meilleure que la borne triviale de2n.

Pour illustrer la technique, comptons d’abord les séparateurs minimaux d’un graphe à
n sommets. Pour tout séparateur minimalS il existe deux composantes connexesC et D
de G − S pleines par rapport àS. Ces composantes satisfontN(C) = N(D) = S. Les
ensembles de sommetsS,C etD étant disjoints, au moins l’un des trois est de taille au plus
n/3. Ainsi, pour tout séparateur minimalS il existe un ensemble de sommetsX, de taille
au plusn/3, tel queS = X ou S = N(X). Il s’ensuit qu’un graphe d’ordren possède au
plus2

( n
n/3

)

= O(1.89n) séparateurs minimaux.
Par une technique non triviale, nous avons donné dans [59] lerésultat suivant :

Théorème 3.7Un graphe àn sommets a au plus1.73n séparateurs minimaux.

Nous allons montrer qu’un graphe d’ordren a au plusO∗(
( n
2n/5

)

) cliques maximales
potentielles. Comme pour l’énumération de ces objets, nouscommençons par compter les
cliques maximales potentielles actives. Grosso modo, l’idée est de montrer que chaque
clique maximale potentielle peut être identifiée par un ensemble de sommets du graphe de
taille au plus2n/5. L’algorithme calculant l’ensembleΠG énumére tous les sous-ensembles
de sommets de taille au plus2n/5 et, en appliquant une procédure de complexité polyno-
miale sur chacun de ces ensembles, génère toutes les cliquesmaximales potentielles.

Avant de rentrer dans les détails, donnons quelques intuitions sur la raison pour laquelle
les cliques maximales potentielles peuvent être identifiées par des ensembles de taille au
plus 2n/5. La situation est décrite dans la figure 3.3. Considérons uneclique maximale
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FIG. 3.3 – Représentation des cliques maximales potentielles par des petits ensembles.

potentielleΩ et un séparateur minimalS contenu dansΩ. Soit C l’unique composante de
G − S intersectantΩ et soitC ′ une composante pleine associée àS, différente deC. Nous
prouvons dans le lemme 3.8 que (excepté quelques cas particuliers)

Ω = N(C\Ω). (3.1)

Considérons ensuite le cas oùΩ est une clique maximale potentielle active, avec une paire
activex, y ∈ S. Par le théorème 3.2,Ω\S est unx, y-séparateur minimal deG[C ∪ {x, y}].
En utilisant deux composantes pleines associées àΩ\S dansG[C ∪ {x, y}], nous montrons
dans le lemme 3.12 queC\Ω contient deux sous-ensembles disjointsDx et Dy, dont le
voisinage contientΩ\S. CommeS = N(C ′), nous avons :

Ω = N(C ′ ∪ Dx) = N(C ′ ∪ Dy). (3.2)

(En réalité la situation est plus compliquée, cf. lemme 3.12.) Par les équations 3.1 et 3.2,
chacun des ensemblesΩ, Dx ∪ Dy, C ′ ∪ Dx et C ′ ∪ Dy est suffisant pour identifierΩ. Il
suffit maintenant de constater qu’au moins l’un de ces ensemble est de taille au plus2n/5.
C’est pourquoi le nombre de cliques maximales potentiellesactives est au plusO∗(

(

n
2n/5

)

).
Le cas des cliques maximales potentielles inactives est traité séparément, un peu comme
lors de l’énumération de ces objets.

Revenons aux résultats plus formels sur l’énumération des cliques maximales poten-
tielles actives. La propriété suivante et le théorème 3.2 seront à la base de notre approche.

Lemme 3.8 SoientΩ une clique maximale potentielle deG et S un séparateur minimal
contenu dansΩ. NotonsC l’unique composante connexe deG − S qui intersecteΩ. Nous
avons l’une des trois propriétés suivantes

1. Ω = N(C\Ω) ;

2. il y a un sommeta ∈ Ω\S tel queΩ = N [a] ;

3. il y a un sommeta ∈ S tel queΩ = S ∪ (N(a) ∩ C).
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Si nous sommes dans le second cas, le sommeta suffit pour identifierΩ ; il y a au
plusn cliques maximales potentielles de ce type. Dans le dernier cas, la clique maximale
potentielleΩ est identifiable par le sommeta, le séparateurS et un sommetb ∈ C. Nous
dirons que le triplet(S, a, b) est unereprésentation par séparateurdeΩ :

Définition 3.9 SoitΩ une clique maximale potentielle deG. Le triplet (S, a, b) est appelée
représentation par séparateurdeΩ si S est un séparateur minimal deG, a ∈ S, b ∈ V \S et
Ω = S ∪ (N(a) ∩ Cb(S)), oùCb(S) est la composante deG − S contenantb.

Le nombre de représentations par séparateurs possibles estau plusn2|∆G|, ce qui donne
une borne supérieure pour le nombre de cliques maximales potentielles ayant une telle re-
présentation.

Penchons-nous sur les cliques maximales potentielles qui satisfont la première condition
et pour lesquellesS est actif. D’après le théorème 3.2,Ω\S est un séparateur minimal
du grapheG′ = G[C ∪ {x, y}], où x, y ∈ S forment une paire active. En prenant deux
composantes pleinesDx etDy deG′ − S, contenant respectivementx ety, nous avons que
NG(Dx ∪ {x}) ∩ C = NG(Dy ∪ {y}) ∩ C = Ω\S.

Lemme 3.10 SoientΩ une clique maximale potentielle active,S un séparateur actif contenu
dansΩ et x, y ∈ S une paire active. NotonsC la composante deG − S qui intersecteΩ.
Il existe deux sous-ensembles disjointsDx et Dy de C\Ω tels queN(Dx ∪ {x}) ∩ C =
N(Dy ∪ {y}) ∩ C = Ω\S.

Soit C ′ une composante pleine deG − S, différente deC, nous avonsS = NG(C ′).
Les triplets(Dx ∪ C ′, x, c) et (Dy ∪ C ′, y, c), où c est un sommet deC ′, forment une
représentation indirectedeΩ (et suffisent pour calculerΩ) au sens suivant :

Définition 3.11 Soit Ω une clique maximale potentielle deG = (V,E). Nous dirons que
le triplet (X,x, c), avecX ⊂ V , x ∈ X et c 6∈ X est unereprésentation indirectedeΩ si
Ω = N(Cc) ∪ N(Dx ∪ {x})\Cc, où

– Cc est la composante deG[X] contenantc ;
– Dx = X\Cc.

On en déduit (voir [59] pour les détails) :

Lemme 3.12 Avec les notations du lemme 3.10, pour chaque sommetc ∈ C ′, oùC ′ est une
composante deG− S pleine par rapport àS et différente deC, les triplets(Dx ∪C ′, x, c)
et (Dy ∪ C ′, y, c) sont des représentations indirectes deΩ.

Nous avons tous les ingrédients pour le principal outil de comptage et d’énumération
des cliques maximales potentielles actives.

Lemme 3.13 Soit Ω une clique maximale potentielle active deG. Nous avons l’une des
propriétés suivantes :
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1. Il existe un sommeta deG tel queΩ = N [a] ;

2. Ω a une représentation par séparateur ;

3. |Ω| ≤ 2n/5 ;

4. Ω = N(D), pour un ensemble de sommetsD de taille au plus2n/5 ;

5. Ω a une représentation indirecte(X,x, c) telle que|X| ≤ 2n/5.

Preuve.(éléments.) Les deux premières situations correspond aux cas 2 et 3 du lemme 3.8.
Si nous sommes dans le premier cas du lemme 3.8, nous avons, avec les notations employées
ci-dessus,Ω = N(C\Ω). D’après le lemme 3.12, les triplets(Dx∪C ′, x, c) et(Dy∪C ′, y, c)
avecc ∈ C ′ sont les représentations indirectes deΩ. CommeDx, Dy, C ′ etΩ sont disjoints
et queDx ∪ Dy ⊆ V \(Ω ∪ C ′), il est facile d’observer qu’au moins l’un des ensemblesΩ,
C\Ω, Dx ∪ C ′ etDy ∪ C ′ est de taille≤ 2n/5. ⋄

En énumérant toutes les représentations par séparateurs ettous les voisinagesN [a],
nous calculons les cliques maximales potentielles activescorrespondant aus deux premiers
points du lemme 3.13. Nous énumérons également tous les ensembles de sommetsX, taille
au plus2n/5, et nous calculons les cliques maximales potentielles de laformeX, N(X), ou
ayant(X,x, c) comme représentation indirecte, pour tout couple de sommetsx, c. Nous en
déduisons que le nombre total de cliques maximales potentielles actives deG est borné par
n plus le nombre de représentations par séparateurs plusO∗(

( n
2n/5

)

), et ce dernier facteur
domine les autres. De plus leur énumération se fait avec la même complexité en temps.
Par une technique similaire au théorème 3.5, nous pouvons énumérer toutes les cliques
maximales potentielles deG (et pas seulement les actives) sans changer brutalement la
complexité. Nous obtenons :

Théorème 3.14Un grapheG à n sommets a au plusO(n4 · 1.9601n) cliques maximales
potentielles. Il y a un algorithme de complexitéO∗(1.9601n) énumérant toutes les cliques
maximales potentielles du graphe en entrée.

En utilisant l’algorithme de calcul de la largeur arborescente à partir des cliques maxi-
males potentielles (théorème 2.35) on en déduit :

Théorème 3.15Il existe un algorithme de complexitéO∗(1.9601n) qui prend en entrée un
grapheG quelconque et calcule la largeur arborescente deG.

Avec le même type d’outils mais en affinant les représentations des cliques maximales
potentielles par des petits ensembles, Villanger [133] améliore le temps d’énumération des
cliques maximales potentielles àO∗(

(

n
n/3

)

) = O∗(1.89n). On obtient un algorithme d’énu-
mération de la largeur arborescente avec la même complexité. Citons également le tout
récent travail de Bodlaender et al. [21] sur le calcul exact de la largeur arborescente, en
utilisant un espace polynomial : ils obtiennent un algorithme de complexitéO∗(2.96n).
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3.3 Calcul exact de la largeur de branches

Afin d’obtenir un résultat similaire pour la largeur de branches en utilisant le théo-
rème 2.44, nous avons besoin d’énumérer tous les blocs du graphe en entrée et de calculer,
pour chaque blocB, sa bloc-largeur de branchesbbw(B) (cf. théorème 2.43).

Clairement un graphe d’ordren a au plus2n blocs. Ils sont facilement énumérables en
tempsO∗(2n), en énumérant chaque sous-ensemble de sommets et en testants’il forme un
bloc. Hélas la borne2n ne peut être amélioré de façon significative, comme nous verrons un
peu plus tard.

La deuxième difficulté pour le calcul de la largeur de branches provient du fait que
même le calcul de la bloc-largeur de branches est NP-difficile. Ce résultat peut être déduit
directement à partir de la preuve de [88], qui montre que le calcul de la largeur de branches
est NP-difficile pour les graphes split.

Soitn(B) le nombre de sommets du blocB ets(B) le nombre de séparateurs minimaux
qui bordentB. Observons ques(B) est au plus égal au nombre de composantes connexes
deG − B, en particuliern(B) + s(B) ≤ n.

Le lemme suivant est dû à Mazoit [102], cependant il faut mentionner qu’un résultat très
similaire a été formulé indépendamment par Paul et Telle [111]. Ces auteurs appellent leur
décomposition unetroïka. Une troïka correspond, par rapport aux ensembles de sommets
ci-dessous, au triplet(B\A1, B\A2, B\A3).

Lemme 3.16 Pour tout blocB du grapheG, nous avonsbbw(B) ≤ p si et seulement s’il
existe une partition deB en quatre ensemblesA1, A2, A3,D tels que

1. pour touti ∈ {1, 2, 3}, |B\Ai| ≤ p ;

2. Chaque séparateur minimalS ∈ S(B) bordantB est contenu dansB\Ai pour au
moins une valeuri ∈ {1, 2, 3}.

Preuve.(éléments.) Supposons qu’il existe une partition deB comme dans le lemme. Pour
chaque ensembleAi, on construit un arbre ternaireTi dont les feuilles sont étiquetées par
les arêtes de la cliqueK(B), n’ayant pas d’extrémité dansAi (de sorte à ce que toute arête
deK(B)−Ai apparaisse sur au moins une feuille). Nous devons relier maintenant ces trois
arbres. Pour chacun d’entre eux, on subdivise une brancheei en lui rajoutant un nouveau
nœudvi. On crée un nouveau nœudu, relié àv1, v2, v3. L’arbre T ainsi crée est une bloc-
décomposition en branches deG[B]. En effet, chaque arête de la cliqueK(B) correspond à
au moins une feuille de l’arbre et l’étiquettelab(uvi) est exactementB\Ai. L’étiquette de
chaque branche est contenue dans l’un des ensemblesB\Ai, pour uni ∈ {1, 2, 3}, ce qui
permet de conclure quebbw(B) ≤ p.

Pour l’implication réciproque, voir [60]. ⋄

On en déduit deux résultats importants pour notre objectif.

Lemme 3.17 ([102]) Il existe un algorithme calculant la bloc-largeur de branches d’un
blocB en tempsO∗(3s(B)).
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Preuve.(éléments.) L’algorithme procède en calculant toutes les 3-partitions deS(B). Pour
chaque 3-partitionS1,S2,S3, on fusionne les séparateurs de chaqueSi en un seul en-
semble∪S∈Si

S, en obtenant ainsi un nouveau bloc bordé par trois “super-séparateurs”.
Le lemme 3.16 permet de calculer la bloc-largeur de branchesdu nouveau bloc. Enfin, on
prend la meilleure des solutions parmi toutes les 3-partitions possibles. ⋄

Lemme 3.18 ([60]) Il existe un algorithme calculant la bloc-largeur de branches d’un bloc
B en tempsO∗(3n(B)).

Preuve.Nous montrons que pour tout entierp, l’existence d’une partition deB comme dans
le lemme 3.16 peut être vérifiée en tempsO∗(3n(B)).

Pour ce faire, plutôt que de partitionnerB en quatre parties, nous testons toutes les
partitions deB en trois partiesA1,X,D, oùX correspond àA2 ∪A3. Si |B\A1| ≤ p, nous
vérifions en temps polynomial si l’ensembleX peut être partitionné enA2 etA3 comme
requis. Puisqu’il y a au plus3n(B) trois-partitions deB, ceci conduit à un algorithme de
complexitéO∗(3n(B)).

Nous dirons que deux sommetsx, y ∈ X sont équivalents s’il existez ∈ A1 et un
séparateur minimalS bordantB contenant les trois sommetsx, y, z. En particulier,x ∼ y
implique quex et y doivent être tous les deux dansA2 ou tous les deux dansA3. Soient
X1, . . . ,Xq les classes d’équivalence deX. L’ensembleX peut être partitionné enA2 et
A3 comme dans le lemme 3.16 si et seulement si{|X1|, . . . , |Xq|} peut être partitionné
en deux parties ayant chacune une somme au plus égale àp − |A1| − |D|. Considérons
maintenant le problème EXACT SUBSET-SUM, dont l’instance est un ensemble d’en-
tiers positifsI = {i1, . . . , iq} et un entiert, et le problème consiste à trouver une partie
de I dont la somme est égale àt. Bien que NP-difficile en général, le problème EXACT
SUBSET-SUM est polynomial lorsquet et les nombresij sont polynomialement bornés par
n (voir par exemple le chapitre sur les approximations dans lelivre de Cormen, Leiserson,
Rivest [39]). En prenantI = {|X1|, . . . , |Xq |} et en essayant toutes les valeurs det entre
1 et n2, nous pouvons tester en temps polynomial si l’ensemble de sommetsX peut être
partitionné comme requis. ⋄

Puisques(B) + n(B) ≤ n, au moins l’une des deux quantités est inférieure ou égale à
n/2. Grâce aux lemmes 3.18 et 3.17, nous en déduisons :

Théorème 3.19Il existe un algorithme de complexitéO∗(
√

3
n
) calculant la bloc-largeur

de branches d’un bloc deG.

Les théorèmes 2.44 et 3.19 impliquent notre résultat principal sur le calcul exact de la
largeur de branches.

Théorème 3.20La largeur de branches des graphes àn sommets peut être calculée en
tempsO∗((2 +

√
3)n), en utilisant un espace de tailleO∗(2n).
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Preuve.L’algorithme calcule tous les sous-ensembles de sommetsB de G et teste siB
est un bloc. Si tel est le cas, on calcule la bloc-largeur de branchesbbw(B) à l’aide du
théorème 3.19. Le nombre de blocs est au plus2n et pour chaque bloc nous calculons
sa bloc-largeur de branches en tempsO∗(

√
3

n
). Globalement, cette phase coûteO∗((2 +√

3)n) en temps etO∗(2n) en espace.
Nous utilisons ensuite le théorème 2.44 pour calculer la largeur de branches deG. Cette

seconde phase coûteO∗(2n) en temps et en espace. ⋄

Notre algorithme est basé sur l’énumération des blocs du graphe en entrée (en temps
O∗(2n)) et sur le calcul de la bloc-largeur de branches (en tempsO∗(

√
3

n
) pour chaque

bloc). Il est naturel de se demander si au moins l’une de ces étapes peut être améliorée.
Le calcul de la bloc-largeur de branches est le même problèmeque le calcul de la largeur

de branches d’un hypergraphe avecn′ sommets ets′ arêtes de cardinalité trois ou plus (n′ et
s′ correspondent àn(B) ets(B)). Peut-on faire mieux que notre algorithme qui fonctionne
en tempsO(min(3n′

, 3s′)) ?
Remarquons que la borne supérieure triviale sur le nombre deblocs,2n, ne peut être

améliorée de façon significative. Prenons l’union disjointe d’une cliqueK et d’un stableI,
chacun ayantn/2 sommets, et ajoutons un couplage parfait entreK etI. Nous obtenons un
grapheGn avec la propriété que, pour toutI ′ ⊆ I, les sommets deV (Gn) − I ′ forment un
bloc. AinsiGn a au moins

( n
n/2

)

≥ 2n/n blocs. La bonne question est de savoir si l’on peut
définir une nouvelle classe de triangulations, plus restreintes que les triangulations efficaces,
qui contienne le grapheH(T , τ) pour au moins une décomposition en branches optimale
du graphe en entrée.

3.4 Largeur arborescente, graphes planaires et dualité

Roberston et Seymour ont conjecturé que la largeur arborescente d’un graphe planaire
et celle de son dual diffèrent d’au plus une unité. Lapoire [98] donne une preuve de cette
conjecture, en utilisant des techniques algébriques. Nousavons donné dans [30] une preuve
courte et combinatoire de ce résultat. Notre approche est basée sur une caractérisation
simple des cliques maximales potentielles des graphes planaires et la notion de graphe ra-
dial, utilisée par Seymour et Thomas pour montrer que, pour tout graphe planaire, la largeur
de branches du graphe est égale à celle de son dual.

Le résultat est valable pour tout graphe planaire, cependant pour éviter des détails tech-
niques nous nous restreignons ici aux graphes 3-connexes. Dans un tel grapheG, pour tout
séparateur minimalS, G− S est formé d’exactement deux composantes connexes ; en par-
ticulier deux séparateurs minimaux distincts sont incomparables par inclusion.

Pour les notions classiques sur les graphes planaires, voirpar exemple [47].

Définition 3.21 SoitG = (V,E) un graphe plan (un graphe planaire avec un dessin fixé).
NotonsF l’ensemble de faces de ce dessin. Legraphe radialGR = (V ∪ F,ER) a comme
ensemble de sommetsV ∪F . Nous plaçons une arête dansGR entre toute paire de sommets
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v et f , oùv ∈ V est un sommet originel etf ∈ F est un sommet face, tels que le sommetv
est incident à la facef dans de dessin deG.

Le graphe radialGR est clairement un graphe planaire. Il fournit un lien de passage de
G àG∗ :

Proposition 3.22 SoitG un graphe plan 2-connexe. Le graphe radialGR deG et le graphe
radial G∗

R de son dualG∗ sont égaux.

Les séparateurs minimaux deS peuvent être vus comme des courbes de Jordan corres-
pondant à des cycles deGR. Rappelons qu’une courbe de Jordanν̃ découpe le planΣ en
exactement deux régions connexes. Nous dirons queν̃ sépare les régions deΣ − ν̃.

Le résultat suivant apparaît dans une forme légèrement différente dans [53].

Proposition 3.23 (voir aussi [53])Soit G un graphe planaire 3-connexe. A chaque sépa-
rateur minimalS deG on peut associer un cycle élémentaireνS deGR, tel que

– les sommets originels deνS sont exactement les éléments deS ;
– S sépare deux sommetsx ety deG si et seulement si la courbe de Jordanν̃S , dessinée

par le cycleνS , sépare dans le plan les points correspondant àx et ày.

Preuve.(éléments.) SoientC et D les deux composantes connexes deG − S. Clairement
NG(C) = NG(D) = S. On contracte les sommets deC en un super-sommetxC , et soit
G′ le graphe ainsi obtenu. Dans son graphe radialG′

R, les sommets incidents àxC forment
un cycle entourantxC . Ce même cycle, notéνS(C), dessine dansGR une courbe de Jordan
ν̃S(C) séparant chaque point deC de chaque point deD. Par construction, le cycle satisfait
νS ∩ V = NG(C) = S. ⋄

Nous dirons qu’un cycleνS comme dans la proposition 3.23représentele séparateurS.
Nous pouvons associer aux courbes de Jordan une notion très naturelle de parallélisme

et de croisement.

Définition 3.24 Les courbes de Jordañν1 et ν̃2 secroisentsi ν̃1 intersecte les deux régions
de Σ\ν̃2. Dans le cas contraire, elles sontparallèles. Deux cycles élémentairesν1 et ν2

deGR secroisentsi les deux courbes correspondantesν̃1 et ν̃2 se croisent, sinon ils sont
parallèles.

Les relations de parallélisme entre courbes de Jordan et entre les cycles deGR sont
symétriques. Nous voudrions faire en sorte que, pour tout couple de séparateursS et T
de G, la relation de parallélisme (ou de croisement) entre eux soit la même que pour les
courbes de Jordan et les cycles associés. Cependant ceci nous oblige à plus de précautions.
Le cycle de la proposition 3.23 n’est pas unique. Le cycleνS(C) construit dans la preuve
est de la formeνS(C) = [v1, f1, v2, f2, . . . , vp, fp], où lesfi sont des sommets face et lesvi

sont des sommets originels. Si deux sommets originels consécutifs vi etvi+1 sont adjacents
dansG, l’arête respective est incidente à deux facesf etf ′. L’une d’entre elle, par exemple
f est précisément la facefi. Nous pouvons tout aussi bien choisir l’autre face, en mettant
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fi = f ′, et le cycle garde les bonnes propriétés. Associons maintenant à chaque arêtee deG
une unique facef(e) incidente àf . Nous dirons qu’un cycleν = [v1, f1, v2, f2, . . . , vp, fp]
deGR estbien formési, pour tout couple de sommets originelsvi et vi+1, adjacents dans
G, on afi = f(vivi+1) (par convention,vp+1 = v1). On peut alors prouver les résultats
suivants :

Proposition 3.25 ([30]) Soit G un graphe plan 3-connexe etS un séparateur minimal de
G. Il existe un unique cycle bien forméνS deGR qui représente le séparateurS.

Proposition 3.26 ([30]) Deux séparateurs minimauxS et T d’un graphe plan 3-connexe
G sont parallèles si et seulement si les cycles bien formés correspondantsνS et νT deGR

sont parallèles.

Partant d’une famille de séparateurs parallèles deG, nous avons obtenu une famille de
courbes de Jordan associées à ces séparateurs. Les séparateurs découpent le graphe en blocs,
et les courbes découpent le plan en régions. Nous allons établir un lien fort entre les deux.

Soit ν̃ une courbe de Jordan du planΣ et R l’une des deux régions deΣ\ν̃. Comme
pour la notion de 1-bloc dans les graphes, nous dirons que(ν̃, R) = ν̃ ∪ R est unerégion
1-blocdu plan, bordée par̃ν.

Définition 3.27 Soit J̃ un ensemble de courbes de Jordan tel que pour chaqueν̃ ∈ J̃ , il
existe une région 1-bloc(ν̃, R(ν̃)) contenant toutes les courbes dẽJ . Nous définissons la
région entreles éléments dẽJ comme étant

RegionEntre(J̃ ) =
⋂

ν̃∈J̃

(ν̃, R(ν̃))

Nous dirons que la région entre les courbes deJ̃ estbordéepar J̃ .

Définition 3.28 Un ensemble de points du planBR ⊆ Σ est unerégion blocs’il satisfait
l’une des propriétés suivantes :

– BR = Σ.
– Il existe une courbe de Jordañν telle queBR soit une région 1-bloc(ν̃, R).
– Il existe un ensemble de courbesJ̃ tel queBR = RegionEntre(J̃ ).

Remarquons que, d’après notre définition, les régions bloc sont toujours des ensembles
fermés.

Dans la figure 3.4a, nous avons une région bloc (en gris) bordée par quatre courbes de
Jordan. La figure 3.4b présente trois courbesµ̃1, µ̃2 et µ̃3, correspondant à trois chemins
ayant les mêmes extrémités et dont les intérieurs sont mutuellement disjoints. Considérer
les trois courbes de Jordañν1 = µ̃2 ∪ µ̃3, ν̃2 = µ̃1 ∪ µ̃3 et ν̃3 = µ̃1 ∪ µ̃2. La région
entreν̃1, ν̃2 et ν̃3 est exactement l’union de ces trois courbes. Nous verrons sous peu que,
pour toute clique maximale potentielleΩ d’un graphe plan 3-connexeG, les sommets deΩ
se trouvent sur une région bloc de ce type (que certains appellent uneθ-structure, pour sa
ressemblance graphique avec la lettreθ).
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(a) (b)

µ

µ
µ
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FIG. 3.4 – Régions bloc

Soit maintenantJ̃ un ensemble de courbes de Jordan deux à deux parallèles. Ces
courbes découpent le plan en plusieurs régions bloc. Considérons l’ensemble de toutes les
régions blocs bordées par des courbes deJ̃ . Nous nous intéressons aux éléments minimaux
par inclusion de cet ensemble, que nous appelonsrégions bloc minimalesinduites parJ̃ .
Le résultat suivant est une conséquence directe de la définition des régions bloc.

Proposition 3.29 SoitJ̃ un ensemble de courbes de Jordan deux à deux parallèles dansΣ.
Un ensemble de pointsA du plan est contenu dans une même région bloc minimale induite
par J̃ si et seulement si, pour toute courbeν̃ ∈ J̃ , il existe une région 1-bloc(ν̃, R(ν̃))
contenant tout l’ensembleA.

Soit H une triangulation minimale du graphe plan 3-connexeG. Par théorème 2.22, il
existe un ensemble maximal de séparateurs deux à deux parallèlesΓ deG tel queH = GΓ.
SoientJ (Γ) = {νS |S ∈ Γ} l’ensemble des cycles deGR associés à ces séparateurs et
J̃ (Γ) = {ν̃S |S ∈ Γ} l’ensemble des courbes de Jordan correspondantes. Par la proposi-
tion 3.26, les cycles deJ (Γ) sont deux à deux parallèles. Par conséquent, les courbes de
J̃ (Γ) découpent le plan en régions bloc. Nous montrons que chaque clique maximaleΩ de
H correspond à l’ensemble des sommets originels contenus dans une région bloc minimale
formée parJ̃ (Γ).

Pour une région blocBR, notons parBRG l’ensemble des sommets deG contenus
dansBR.

Théorème 3.30Soit H = GΓ une triangulation minimale d’un graphe plan 3-connexe
G = (V,E). Ω ⊆ V est une clique maximale deH si et seulement s’il existe une région
bloc minimaleBR définie parJ̃ (Γ) telle queΩ = BRG.

Preuve.(éléments.) SiΩ est une clique deH, aucune courbe dẽJ (Γ) ne sépare deux som-
mets deΩ. Il y aura donc, par la proposition 3.29, une région-bloc minimale BR avec
BRG = Ω. Réciproquement, tout ensemble de sommetsBRG de ce type a la propriété
qu’aucune courbe dẽJ (Γ) ne sépare deux sommets deBRG. On en déduit queBRG in-
duit une clique dansH. ⋄
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A partir d’un ensembleJ de cycles deux à deux parallèles deGR, nous pouvons définir
de façon naturelle une triangulation du graphe dualG∗.

Définition 3.31 SoitG = (V,E) un graphe plan 3-connexe et soitG∗ = (F,E∗) son dual.
Considérons un ensembleJ de cycles deux à deux parallèles du graphe radialGR. Nous
définissons le grapheH∗(J ) = (F,EH∗) ayantF comme ensemble de sommets, en mettant
une arête entre deux sommets facef et f ′ si et seulement sif et f ′ sont dans une même
région bloc minimale définie par̃J .

Théorème 3.32H∗(J ) est une triangulation deG∗. De plus, pour chaque clique maxi-
maleΩ∗ deH∗(J ) il existe une région bloc minimaleBR définie parJ̃ telle queΩ∗ est
exactement l’ensemble des sommets face contenus dansBR.

Preuve.(éléments.) La deuxième propriété est une conséquence directe de la construction
deH∗(J ).

Pour montrer queH∗(J ) est un graphe triangulé, soit[f1, f2, f3, . . . , fp] un cycle de
H∗(J ). Si le cycle est contenu dans une région bloc minimale, ses sommtes induisent une
clique dansH(J ). Sinon, au moins deux sommetsfi etfj de ce cycle sont séparés par une
courbeν̃ de J̃ . Les sommetsfi et fj découpent le cycle en deux cheminsµ1 et µ2, dont
l’intérieur est disjoint. Chacun de ces chemins à un sommet face sur la courbẽν. Soientfp

et fq ces sommets. Ils sont adjacents dansH∗(J ) (car aucune autre courbe ne croiseν̃) et
non consécutifs sur le cycle (car séparés parfi etfj), le cycle possède donc une corde.⋄

A ce stade on pourrait envisager une preuve de la conjecture de Robertson et Sey-
mour de la manière suivante. A partir d’une triangulationH = GΓ de G, on prend la
famille de cyclesJ (Γ) = {νS |S ∈ Γ} du graphe radial et on construit la triangulation
H∗(J (Γ)) de G∗ comme dans la définition 3.31. Malheureusement ceci n’implique pas
quetw(H∗(J (Γ))) ≤ tw(H). Pour aboutir à ce résultat, nous devons ajouter des cycles à
l’ensembleJ (Γ), jusqu’à l’obtention d’un ensemble maximal de cycles deux àdeux paral-
lèles deGR.

Théorème 3.33SoitG = (V,E) un graphe plan 3-connexe et soitJ un ensemble de cycles
deux à deux parallèles deGR, maximal par inclusion pour cette propriété. Considérons
une région-bloc minimaleBR définie par les courbes dẽJ et soit BRGR

l’ensembles
de sommets deGR contenus dansBR (BRGR

contient des sommets face et des sommets
originels). Nous avons ou bienBRGR

= ν ouBRGR
= ν ∪ µ, oùν est un cycle deJ etµ

est une chaîne deGR qui toucheν uniquement dans ses extrémités.

Preuve.(éléments.) On montre (voir [30]) que siBRGR
n’est pas un cycle, il existe une

chaîneµ deGR, contenue dansBRGR
et qui intersecteν uniquement dans ses extrémités

x ety. Ces sommetsx ety découpent le cycleν en deux sous-chaînesν1 etν2. Nous avons
ainsi trois cycles deGR contenus dansBRGR

, à savoirν, µν1 (concaténation deµ et deν1)
etµν2 (concaténation deµ etν2). Ces cycles sont parallèles à chaque cycle deJ , car inclus
dans une région-bloc minimale. Par maximalité deJ , les trois cycles appartiennent àJ .
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Observons qu’ils définissent une région blocBR′ qui est exactement̃ν ∪ µ̃, comme dans la
seconde partie de la figure 3.4. PuisqueBR′ = ν̃ ∪ µ̃ ⊆ BR et queBR est une région bloc
minimale, nous concluons queBR′ = BR. ⋄

Théorème 3.34SoiG = (V,E) un graphe plan 3-connexe.

tw(G∗) ≤ tw(G) + 1

Preuve.(éléments.) SoitH une triangulation minimale deG de largeur minimum et soit
Γ = ∆H l’ensemble des séparateurs minimaux deH. On noteJ (Γ) l’ensemble de cycles
de GR correspondant à ces séparateurs. Considérons un ensemble maximal J de cycles
deux à deux parallèles deGR, contenantJ (Γ), et le graphe trianguléH∗(J ). Montrons que
pour toute clique maximaleΩ∗ deH∗(J ), il existe une cliqueΩ deH avec|Ω∗| ≤ |Ω|+1 ;
ceci permettra de conclure quetw(H∗(J )) ≤ tw(H) + 1 = tw(G) + 1.

Par le théorème 3.32, il existe une région bloc minimaleBR définie parJ telle queΩ∗

soit l’ensemble des sommets face contenus dansBR. Par le théorème 3.33,BRGR
est ou

bien un cycle ou alors un cycle plus une chaîne deGR, avec les extrémités sur le cycle. Dans
les deux cas, le grapheGR étant biparti, le nombre de sommets face deBRGR

est au plus
égal au nombre de ses sommets originels, plus un. Mais l’ensemble des sommets originels
deBRGR

est également contenu dans une région bloc minimale définie parJ (Γ) ⊂ J . Cet
ensemble forme une cliqueΩ deH, d’après le théorème 3.30. ⋄

Avec un petit travail technique supplémentaire, le théorème précédent s’étend aux graphes
planaires quelconques. On en déduit :

Corollaire 3.35 Pour tout graphe planaireG,

tw(G) ≤ tw(G∗) ≤ tw(G) + 1.

3.5 Conclusion et problèmes ouverts

Les cliques maximales potentielles sont un outil importantpour la compréhension et
le calcul de la largeur arborescente. Nous avons montré qu’elles permettent de calculer la
largeur arborescente en temps polynomial par rapport au nombre de séparateurs minimaux
du graphe en entrée. Elles nous ont également servi pour le calcul exact de ce paramètre
et ont permis de faire le lien entre la largeur arborescente d’un graphe planaire et celle de
son dual. Remarquons que les résultats sur le calcul de la largeur arborescente présentés
dans cette section, à l’exception de celui sur les graphes planaires, s’étendent au calcul du
remplissage minimumdu graphe en entrée. Le remplissage minimum d’un grapheG est le
nombre minimum d’arêtes qu’il faut ajouter pour obtenir unetriangulation deG. D’autres
chercheurs ont étendu ces techniques au calcul de la largeurarborescente des graphes dont
la décomposition modulaire présente de “bonnes” propriétés [27] (par exemple lorsque le
nombre de séparateurs minimaux de tout graphe premier est polynomialement borné), ou
au calcul d’autres paramètres lié aux décompositions arborescentes [20].
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Récemment, Heggernes et al. [78] ont donné un algorithme calculant une triangulation
minimale d’un graphe quelconque en tempsO(nα log n), où O(nα) ∈ O(n2.37) est le
temps nécessaire pour multiplier deux matrices de taillen × n. Pendant près de 30 ans,
la meilleure complexité pour ce problème est restée àO(nm) ([121]), doncO(n3) pour
les graphes denses. L’algorithme de Heggernes et al. procède en découpant le graphe en
blocs, à l’aide de séparateurs calculés très rapidement. L’un des points importants pour sa
complexité est qu’à certains moments l’algorithme “sait” que le bloc trouvé est une clique
maximale potentielle, ce qui lui évite de retravailler sur ce bloc.

Les problèmes ouverts qui me paraissent importants sont liés à l’énumération des cliques
maximales potentielles.

D’abord, il n’y a pas d’algorithme énumérant ces objets, avec un délai polynomial par
clique maximale potentielle obtenue. L’algorithme que nous avons donné calcule bien les
cliques maximales potentielles enO(|∆G|2 Poly(n)), mais le nombre de cliques maximales
potentielles se situe entre|∆G|/n etn2|∆G|2. Un algorithme avec délai polynomial permet-
trait un calcul exact de la largeur arborescente avec une meilleure borne que celle que nous
avons donné, et de plus sa complexité serait polynomiale pour les classes de graphes avec
“peu” de séparateurs minimaux.

Le deuxième problème serait de calculer la meilleure triangulation que l’on peut obte-
nir avec un sous-ensemble∆′ de l’ensemble des séparateurs minimaux deG. Si ∆′ = ∆G,
nous pouvons énumérer toutes les cliques maximales potentielles deG et le problème est
résolu. Par contre, si∆′ est un sous-ensemble strict des séparateurs minimaux deG nous ne
savons pas énumérer les cliques maximales potentielles bordées uniquement par des sépara-
teurs dans∆′. Je ne connais même pas d’algorithme qui décide s’il existe une triangulation
minimaleH dont tous les séparateurs minimaux soient dans∆′.

Citons enfin le problème, toujours ouvert, du calcul de la largeur arborescente des
graphes planaires. Il existe un algorithme sous-exponentiel pour résoudre ce problème, mais
nous ignorons si le paramètre peut être calculé en temps polynomial – alors que la lar-
geur de branches des graphes planaires est calculable en temps polynomial par l’algorithme
de [122].
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Chapitre 4

Approximation de la largeur
arborescente

Puisque le calcul de la largeur arborescente est un problèmeNP-difficile, il est natu-
rel et important de s’intéresser à l’approximation de ce paramètre. Etant donné que les
algorithmes qui utilisent les décompositions arborescentes pour résoudre des problèmes
difficiles sont eux-mêmes exponentiels en la largeur de la décomposition dont on dispose,
nous voyons clairement la nécessité d’avoir des algorithmes d’approximation calculant une
décomposition très proche de l’optimum.

Au moment où nous avions commencé à aborder ce problème, le meilleur résultat
dans ce domaine était l’algorithme de [22], qui approxime lalargeur arborescente à fac-
teurO(log n). Nous présentons des algorithmes d’approximation de la largeur arborescente
à facteur constant pour certaines classes de graphes [33, 29], ainsi qu’un algorithme d’ap-
proximation à facteurO(log OPTIMUM) pour les graphes quelconques. Nous évoquons
en conclusion de ce chapitre les derniers progrès accomplisdans ce domaine ainsi que les
questions ouvertes.

Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec V. Bouchitté, D. Kratsch et H. Müller.

4.1 Une heuristique naturelle

Nous analysons ici une version très naturelle de l’algorithme DecoupageEnBlocs ,
de la figure 2.6. Lorsque l’on choisit un séparateur minimalS pour découper le graphe (ou,
récursivement, l’un de ses blocs), on sait queS sera transformé en clique. Notre objectif
étant de minimiser la taille de la plus grande clique obtenueen sortie, il est naturel de
choisir à chaque étape un séparateurS de cardinal minimum. Nous appelonsDecSepMin
cette heuristique. Elle est de complexité polynomiale, puisque le calcul d’un séparateur
de cardinal minimum peut se faire en temps polynomial par destechniques standard de
flots [2].

Cette section contient un résultat négatif : l’heuristiqueDecSepMin n’est pas un al-
gorithme d’approximation de la largeur arborescente à facteur constant, pour les graphes
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quelconques. Cependant, l’expérience prouve que l’heuristique est très bonne en pratique.
Une partie de l’explication pourrait de trouver dans le résultat positif de cette section : pour
certaines classes de graphes (ici, pour les classes de graphes de nombre astéroïde borné),
DecSepMin fournit bien une décomposition de largeurO(k) où k est la largeur arbores-
cente du graphe en entrée.

Montrons d’abors que, pour toute classe de graphes de nombreastéroïde au plusa,
DecSepMin produit une triangulation de largeur au plus8a tw(G), G étant le graphe en
entrée.

Définition 4.1 Un ensemble astéroïded’un grapheG est un stableA tel que pour tous som-
metv ∈ A, il existe une composante connexe deG − N(v) contenant tous les sommets de
A\{v}. Lenombre astéroïdean(G) du grapheG est la taille maximum d’un ensemble as-
téroïde deG. En particulier, un graphe est ditsans triplet astéroïdesi son nombre astéroïde
est au plus deux.

Notons que le calcul de la largeur arborescente est NP-difficile même pour les graphes
co-bipartis, une sous-classe des graphes sans triplet astéroïde [70].

Le nombre astéroïde est une borne supérieure pour le nombre de séparateurs maximaux
par inclusion se trouvant sur le bord d’un bloc.

Proposition 4.2 ([92]) SoitB un bloc deG et EB(B) l’ensemble des éléments maximaux
parmi les séparateursS(B), bordantB. Nous avons|EB(B)| ≤ an(G).

On appelleensemble bloquantl’ensemble des séparateursEB(B). Nous avons vu que
si G a un petit nombre astéroïde, chaque ensemble bloquant est depetite taille. Supposons
que la largeur arborescente de notre graphe est au plusk. Nous montrerons que si un bloc
B est de taille supérieure à8k an(G) et que chaque séparateur qui le borde est de taille
au plus4k, la réalisationR(B) peut encore être découpée par un séparateur de taille au
plus 4k. L’heuristiqueDecSepMin choisira donc des petits séparateurs (de taille au plus
4k) jusqu’à ce que tous les blocs soient de taille au plus8k an(G). Nous en conclurons
que l’heuristique produit de bonnes décompositions pour les graphes de nombre astéroïde
borné. Nous avons besoin d’introduire quelques nouvelles notions.

Définition 4.3 SoitB un bloc deG. NotonsBord(B) = {x ∈ B|x a un voisin dansG −
B} et Int(B) = B\Bord(B).

Ainsi Bord(B) est l’union des séparateurs bordant le blocB ; c’est également l’union
des séparateurs de son ensemble bloquant.

Théorème 4.4SoitG un graphe de largeur arborescente au plusk. SoitB un bloc deG
de taille supérieure à4k. Si | Int(B)| ≥ |B|/2, il existe un séparateur minimalS ⊆ B de
R(B) tel que|S| ≤ 4k.
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Preuve.(éléments.) Montrons d’abord qu’il existe un sommetx ∈ Int(B) tel que|NG(x)| ≤
4k. Soitm(B) le nombre d’arêtes deG[B]. Nous compteronsm(B) de deux façons diffé-
rentes. PuisqueG[B] est un sous-graphe induit deG, sa largeur arborescente est au plusk. Il
est bien connu que dans un graphe de largeur arborescentek, le nombre d’arêtes est au plusk
fois le nombre de sommets, en particulierm(B) ≤ k|B|. Supposons par absurde que chaque
sommetx deInt(B) a strictement plus de4k voisins dansG et montrons quem(B) > k|B|.
Commex ∈ Int(B), nous avonsNG(x) ⊆ B, donc le nombre d’arêtes deG[B] incidentes à
au moins un sommet deInt(B) est strictement supérieur à(4k| Int(B)|)/2 = 2k| Int(B)|.
Mais | Int(B)| ≥ |B|/2, doncm(B) > 2k|Int(B)| ≥ k|B|. Ceci contredit l’inégalité
m(B) ≤ k|B|.

Nous avons prouvé l’existence d’un sommetx ∈ Int(B) tel que|NG(x)| ≤ 4k. Soity
un sommet deB\NG(x), différent dex (y existe parce que|B| > 4k). L’ensembleNG(x)
séparex et y dansG, donc il existe un séparateur minimalS ⊆ NG(x) séparantx et y
dansG. Clairement|S| ≤ 4k, et il n’est pas difficile de montrer queS est également un
séparateur minimal deR(B). ⋄

Corollaire 4.5 SoitG un graphe de largeur arborescentek. Considérons un blocB deG
tel que tous les séparateurs bordantB soient de taille au plus4k. Si |B| > 8k an(G), il
existe un séparateur minimalS deR(B) tel que|S| ≤ 4k.

Preuve.Soit EB(B) = {S1, . . . , Sp} l’ensemble bloquant deB, par la proposition 4.2
EB(B) a au plusan(G) éléments. Nous avonsBord(B) = S1 ∪ · · · ∪ Sp, et chaqueSi

a au plus4k sommets, donc|Bord(B)| ≤ 4k an(G). Par conséquent,| Int(B)| = |B| −
|Bord(B)| > |B|/2. L’existence du séparateurS de R(B) de taille au plus4k est une
conséquence directe du théorème 4.4. ⋄

Quand l’algorithmeDecSepMin aura épuisé tous les séparateurs de taille au plus4k,
il ne nous reste que des blocs de taille au plus8k an(G).

Corollaire 4.6 Soit G un graphe de largeur arborescentek et de nombre astéroïdea.
L’heuristiqueDecSepMin calcule une triangulation deG de largeur au plus8ak.

Le calcul du nombre astéroïde d’un graphe est NP-difficile [91], ce qui semble être
gênant pour notre algorithme. Remarquons que le corollaire4.5 utilise simplement le fait
que l’ensemble bloquant d’un blocB a au plusan(G) éléments. En testant à chaque étape
le nombre d’élémentsES(B), l’algorithme peut être transformé pour que, prenant en entrée
un grapheG et un nombrea, il produise l’une des sorties suivantes :

1. une triangulation de largeur au plus8a tw(G).

2. un avertissement indiquant que le nombre astéroïde deG est strictement supérieur à
a.

Passons maintenant au résultat négatif concernant l’heuristique DecSepMin . Nous
montrerons que, pour tout entier positifq, il existe une famille infinie de graphes pour les-
quels la largeur de la triangulation calculée est supérieure àq/2 fois l’optimum. En d’autres
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termes, pour toute constantec, notre heuristique n’est pas unec-approximation de la largeur
arborescente.

Considérons un graphe complet ayantq sommetsI1, I2, . . . , Iq. Divisons chaque arête
IiIj de ce graphe en y rajoutant un sommetMij . Ajoutons un sommetC adjacent àI1, . . . , Iq.
Remplaçons le sommetC par un module clique de taille2p (chaque sommet de la clique
sera adjacent aux voisins deC dans le graphe initial, ainsi qu’aux autres sommets de la
clique). Enfin, remplaçons chaque sommetIi par un module stable de taillep (chaque som-
met du stable est adjacent aux anciens voisins deIi). On prendrap “beaucoup plus grand”
queq. NotonsGp,q le graphe ainsi obtenu (voir la figure 4.1 pourq = 3).

Proposition 4.7 L’heuristique du séparateur de cardinal minimum donne, pour le graphe
Gp,q, une triangulation de largeur(q + 2)p − 1.

Preuve.Les séparateurs de cardinal minimum de ce graphe sont exactement les séparateurs
de la formeIi ∪ Ij , ayant tous une taille2p. De plus, ils sont deux à deux parallèles. C’est
pourquoi notre algorithme choisira toujours un séparateurde ce type, jusqu’à ce qu’ils soient
tous transformés en cliques. A ce stade, pour chaque blocB du découpage, sa réalisation
est une clique. L’un de ces blocs estΩ = C ∪ I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Iq, de taille(q + 2)p. ⋄

Proposition 4.8 La largeur arborescente deGp,q est au plus2p + q(q − 1)/2.

Preuve.Considérons le séparateur (non minimal)S formé par les sommets deC et tous les
sommetsMij . En complétantS en une clique nous obtenons un grapheH triangulé, plus
exactement un graphe split dontS est la clique. Clairement toute clique maximale deH est
de taille au plus|S| + 1. ⋄

Nous concluons que le ratio entre la largeur de la triangulation obtenue par notre algo-
rithme et la largeur arborescente deGp,q est d’au moinsq/2, pourp suffisamment grand.
Ainsi notre heuristique n’est pas un algorithme d’approximation à facteur constant de la
largeur arborescente.

2p

p p

p

FIG. 4.1 –Gp,q
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4.2 Graphes sans triplet astéroïde

Trois sommets(x, y, z) forment untriplet astéroïdedeG si pour tout paire de sommets
parmi les trois, il existe une chaîne qui les relies, en évitant le voisinage du troisième. Un
graphe qui ne contient pas un tel triplet est appelésans triplet astéroïde. De façon équiva-
lente, un graphe est sans triplet astéroïde si son nombre astéroïde est au plus égal à 2.

D’après la proposition 4.2, dans un graphe sans triplet astéroïde l’ensemble bloquant
EB(B) d’un bloc B contient au plus deux éléments. Si cet ensemble est vide, le bloc B
est exactement l’ensemble des sommets du graphe. SiEB(B) a un seul élément,B est un
1-bloc. Enfin siEB(B) a deux élémentsS et U , alorsB = PartieEntre(S,U). Rappelons
que étant donné deux séparateurs minimauxS et U , incomparables par inclusion, tels que
U est contenu dans un 1-bloc(S,C(S)) et S est contenu dans un 1-bloc(U,C(U)), on
définit la partie entreS etU commePartieEntre(S,U) = (S ∪ C(S)) ∩ (U ∪ C(U)) (cf.
figure 4.2).

S

PartEntre(S,U)

U

G

FIG. 4.2 –PartieEntre(S,U).

Commençons par une description informelle de l’algorithmeApproxTW_ATf . En en-
trée, nous avons un graphe sans triplet astéroïdeG et un entierk. Nous voulons décider si
tw(G) > k ou donner une triangulation de largeur au plus2k. La complexité en temps de
notre algorithme ne dépend pas dek, il sera donc facile d’en obtenir une 2-approximation
de la largeur arborescente des graphes sans triplet astéroïde.

L’algorithme s’appuie sur la propriété suivante, qui sera discutée un peu plus bas. Etant
donné un graphe sans triplet astéroïde de largeur arborescente au plusk et un 1-bloc(S,C)
deG avec|S| ≤ k et |S ∪ C| > 2k + 1, il y a un séparateur minimalU ⊆ (S,C) tel que
|PartieEntre(S,U)| ≤ 2k + 1 et |U | ≤ k. De plus, ce séparateur est calculable en temps
polynomial.

Rappelons queR(S,C) = GS [S ∪ C] est la réalisation deG. Sous l’hypothèse que
|S| ≤ k, nous calculerons une triangulationH(S,C) deR(S,C) de largeur au plus2k ou
bien nous déciderons quetw(G) > k. Rappelons qu’une triangulation deG est obtenue
en prenant

⋃

Ci
H(Si, Ci), où Ci sont les composantes deG − S et Si = N(Ci) (cf.

proposition 2.31).
L’algorithme procède comme suit. Si|S ∪ C| ≤ 2k + 1, on complète simplement le

1-bloc (S,C) en une clique. Sinon, nous cherchons un séparateur minimalU ⊆ (S,C) de
G tel que|U | ≤ k et |PartieEntre(S,U)| ≤ 2k + 1. Si un tel séparateur n’existe pas,
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Algorithme ApproxTW_ATf

Entrée : un graphe sans triplet astéroïdeG et un entierk
Sortie : tw(G) > k ou une triangulationH deG, de largeur au plus2k
debut

calculer un séparateur minimalS deG de cardinal minimum
si |S| > k alors

returner “tw(G) > k”
soientC1, . . . , Cp les composantes deG − S etSi = NG(Ci)
pour chaque1-bloc(Si, Ci) associé àS faire

H(Si, Ci) := trianguler_réalisation (Si, Ci, k)
si l’appel retourne “tw(G) > k” alors

returner “tw(G) > k”
returner

⋃p
i=1 H(Si, Ci)

fin

FIG. 4.3 – 2-approximation de la largeur arborescente pour les graphes sans triplet astéroïde

nous affirmons quetw(G) > k. Si U existe, observons queU découpe le bloc(S,C) en
blocs plus petits, plus exactement enPartieEntre(S,U) et blocs de la forme(U ′, C ′), où
C ′ ⊂ C sont les composantes deG−U contenues dansC etU ′ = N(C ′). Le processus est
alors appliqué récursivement sur chaque sous-bloc(U ′, C ′), en obtenant une triangulation
H(U ′, C ′) deR(U ′, C ′) de largeur au plus2k (ou en concluant quetw(G) > k). Le bloc
PartieEntre(S,U) sera complété en une clique. Pour trouver le premier séparateur minimal
S de taille au plusk il suffit de calculer, par des techniques bien connues, un séparateur de
cardinal minimum deG. La partie plus délicate est de trouver le prochain séparateur U , et
pour ce faire nous utilisons une méthode assez indirecte. Nous considérerons le graphe co-
bipartiG′ = G{S,C}[S∪C] obtenu à partir deG[S∪C] en complétant chacun des ensembles
S et C. Nous montrerons que sitw(G) < k, il existe un séparateur minimalX deG′ de
taille au plusk. Réciproquement, siG′ a un séparateurX tel que |X| ≤ k, l’ensemble
de sommetsS ∪ X forme un blocPartieEntre(S,U) de G, avecU = NG(C\X). Le
séparateur minimalU satisfait donc les conditions|PartieEntre(S,U)| ≤ 2k + 1 et |U | ≤
k.

Le principal résultat technique est l’existence du séparateur U et la possibilité de le
calculer efficacement.

Théorème 4.9SoitG un graphe sans triplet astéroïde, de largeur arborescentek. Consi-
dérons un bloc(S,C) deG, oùS est de taille au plusk, et |S ∪ C| > 2k + 1. Supposons
queS n’est pas un séparateur minimal de la triangulation optimale H deG.

Il existe un séparateur minimalU de G, contenu dans(S,C), tel que |U | ≤ k et
|PartieEntre(S,U)| ≤ 2k + 1. De plus, un tel séparateurU peut être calculé en temps
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Procédure trianguler_réalisation

Entrée : G, S, C etk
Sortie : tw(G) > k ou une triangulationH(S,C) deR(S,C) de largeur au plus2k
Fonction calcul_U

G′ := G{S,C}[S ∪ C]

calculer un séparateur de cardinal minimumX deG′

si|X| > k alors
retourner erreur

sinon
U := NG(C\X)
retourner U

debut
si |S ∪ C| ≤ 2k + 1 alors

retourner le graphe completK(S ∪ C)
U := calcul_U
si erreuralors

/∗ on a encore la possibilité quetw(R(S,C)) ≤ k ∗/
retourner ApproxTW_ATf (R(S,C), k)

pour chaque composanteC ′ ⊆ C deG − U faire
U ′ := NG(C ′)
H ′(U ′, C ′) := trianguler_réalisation (U ′, C ′, k)
si la sortie est “tw(G) > k” alors

retourner “tw(G) > k”
retourner

⋃

C′ H ′(U ′, C ′) ∪ GPartieEntre(S,U)[S ∪ U ]

fin

FIG. 4.4 – Triangulation de la réalisation d’un 1-bloc

polynomial.

Dans l’hypothèse de notre théorème, nous avons supposé queS n’est pas un séparateur de la
triangulation optimaleH. Si le séparateur minimalU n’est pas trouvé par notre algorithme,
il reste une dernière chance : queS soit un séparateur minimal deH. Pour tester cette
possibilité on complèteS et on relance l’algorithme avec, en entrée, la réalisationR(S,C)
du bloc(S,C).

La preuve de ce théorème 4.9 est longue et fastidieuse, nous allons donner uniquement
quelques intuitions allant en ce sens. Pour ce faire, nous allons utiliser comme cliques de la
triangulation des blocs de typeS ∪ (C ∩ T ), oùT est un séparateur minimal qui croiseS.
Rappelons que, d’après le théorème 3.2, une large classe de cliques maximales potentielles
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est également de ce type.
Les deux observations qui suivent ne sont pas spécifiques auxgraphes sans triplet asté-

roïde.

Lemme 4.10 Soient(S,C) un bloc deG et T un séparateur minimal qui croiseS. L’en-
semble de sommetsS ∪ (C ∩ T ) est également un bloc deG.

La remarque suivante est une conséquence directe du théorème de Parra et Schef-
fler 2.22.

Remarque 4.11SoitG un graphe de largeur arborescentek et H une triangulation mini-
male optimale deG. SoitS un séparateur minimal deG, de taille au plusk. SiS n’est pas
un séparateur minimal deH, il existe un séparateur minimalT deH qui croiseS dansG.

En particulier, siC est une composante deG − S pleine par rapport àS, alors S ∪
(C ∩ T ) est un bloc de taille au plus2k.

En effet, puisque l’ensemble∆H des séparateurs minimaux deG est un ensemble maxi-
mal de séparateurs deux à deux parallèles deG et queS 6∈ ∆H , au moins un élémentT de
∆H croiseS. Ce blocB = S ∪ (C ∩T ) est de taille au plus2k, et il découpe le bloc(S,C)
enB et des 1-blocs de type(N(D),D), oùD est une composante deG−B contenue dans
C. Notre blocB est un bon candidat pour être le blocPartieEntre(S,U) du théorème 4.9.

Reconsidérons la structure des blocs évoqués dans le lemme 4.10 pour les graphes sans
triplet astéroïde.

Proposition 4.12 SoientG un graphe sans triplet astéroïde,(S,C) un 1-bloc etT un sé-
parateur minimal deG qui croiseS. Supposons queC\T 6= ∅ et soitU = N(C\T ). Alors
U est un séparateur minimal etS ∪ (T ∩ C) = PartieEntre(S,U).

Replaçons-nous sous les conditions du théorème 4.9. Si nousavons la chance queU soit
de taille au plusk, le séparateurU satisfait toutes les conditions requises par le théorème –
encore faut-il montrer qu’il peut être calculé en temps polynomial. La proposition suivante
va dans ce sens.

Proposition 4.13 SoientS, T et U trois séparateurs du graphe sans triplet astéroïdeG et
soit C une composante pleine deG − S, avecS ∪ (T ∩ C) = PartieEntre(S,U) comme
dans la proposition 4.12.

SoitG′ le graphe co-bipartiG{S,C}[S ∪C], obtenu à partir deG[S ∪C] en complétant
chacun des ensemblesS etC en une clique. L’ensembleX = (T ∩C)∪U est un séparateur
minimal deG′.

Réciproquement, siX est un séparateur minimal deG′, alors S ∪ X est un bloc de la
formePartieEntre(S,U) avecU = NG(C\X).

Afin de calculerU , nous procédons comme dans la fonctioncalcul_U de l’algorithme
trianguler_réalisation . Nous construisons le grapheG′ = G{S,C}[S∪C] et nous
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calculons un séparateur de cardinal minimumX de G′. Si |X| ≤ k, d’après la proposi-
tion 4.13, le blocB = S ∪ X est de taille au plus2k. De plus,U est un sous-ensemble de
X, impliquant que|U | ≤ k. Nous aurons toutes les conditions du théorème 4.9. Cependant,
pour l’instant nous ne sommes pas certains de l’existence d’un séparateurX deG de taille
au plusk ; cette condition est prouvée uniquement si, par chance,|(T ∩ C) ∪ U | ≤ k. La
preuve complète du résultat dans le cas général est donnée dans [33]. Elle est plutôt longue
(une dizaine de pages) et se base sur l’idée de redécouper l’ensemble(T ∩ C) ∪ U par une
clique maximale potentielle bien choisie deG.

Proposition 4.14 SoitG un graphe sans triplet astéroïde, de largeur arborescentek. Consi-
dérons un 1-bloc(S,C) deG avec|S| ≤ k et |S ∪ C| > 2k + 1. Supposons queS n’est
pas un séparateur minimal de la triangulation optimaleH deG.

SoitG′ le graphe co-bipartiG{S,C}[S ∪C], obtenu à partir deG[S ∪C] en complétant
chacun des ensemblesS et C en une clique. Il existe un séparateur minimalX deG′, de
taille au plusk.

Grâce à ce résultat et à la proposition 4.13, le séparateur minimal U comme dans le
théorème 4.9 existe toujours et peut être calculé en temps polynomial par la procédure
calcul_U . On en conclut :

Théorème 4.15Il existe un algorithme polynomial qui approxime à facteur 2la largeur
arborescente des graphes sans triplet astéroïde.

4.3 Séparateurs équilibrés

Nous présentons dans cette section un algorithme polynomial qui, étant donné un graphe
G, produit une décomposition arborescente deG ayant une largeurO(k log k), oùk est la
largeur arborescente deG.

Bodlaender et al. proposaient dans [22] un algorithme d’approximation de la largeur
arborescente, et dans leur cas la largeur de la décomposition obtenue estO(k log n). L’al-
gorithme est basé sur le calcul deséparateurs équilibrés; le facteurlog n provient du calcul
de ces séparateurs, en utilisant une technique de Leighton et Rao [100]. Dans notre cas,
nous employons une technique plus performante pour le calcul de séparateurs équilibrés,
proposée par Even et al. [55], qui nous permet de ramener le facteur multiplicatiflog n à un
facteurlog k. Etant donné que les algorithmes qui utilisent les décompositions arborescente
sont généralement exponentiels en la largeur de la décomposition dont on dispose, cette
amélioration est très importante de point de vue théorique.Notons que, indépendamment
de notre travail, Amir [3] donne un algorithme d’approximation de la largeur arborescente
avec des performances similaires.

La preuve du résultat ci-dessous (voir par exemple [22]) esttrès semblable à la preuve
du fait que, dans tout arbre, il existe un noeud qui découpe l’arbre en composantes de taille
au plusn/2.
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Lemme 4.16 Soit G = (V,E) un graphe de largeur arborescentek et W un ensemble
de sommets deG. Il existe un séparateurT deG de taille au plusk + 1, tel que chaque
composante connexe deG − T contient au plus la moitié des sommets deW .

Ce type de séparateur (pas forcément minimal – mais on peut toujours choisir une clique
maximale potentielle !) est appelé séparateur 1/2-équilibré pourW .

Supposons que nous disposions d’un algorithmeSepEquilibre qui, prenant en en-
trée un ensemble de sommetsW , calcule un séparateur 1/2-équilibré pourW , de cardinal
minimum. En le combinant avec l’algorithmeDecoupageEnBlocs , il permettrait de cal-
culer une décomposition arborescente de largeur au plus3k + 2 du grapheG, ou décider
quetw(G) > k. L’algorithme commence par chercher simplement un séparateur deG de
taille au plusk, et avec ce séparateur on découpe le graphe en 1-blocs. Les blocs que nous
générerons au cours de l’algorithme sont de deux types : des blocs de taille au plus3k + 3,
que l’on complète simplement en cliques, et des 1-blocs de laforme (S,C), en assurant
pour chacun de ces blocs que|S| ≤ 2k + 2. Les blocs de la forme(S,C) sont découpés
récursivement de la façon suivante. On calcule un séparateur T := SepEquilibre (S)
qui soit 1/2-équilibré pourS. SoientC1, C2, . . . , Cp les composantes deG − T contenues
dansC et notonsSi = NG(Ci). Le bloc(S,C) est découpé enS ∪ (T ∩ C) (de taille au
plus3k +3) et des 1-blocs(Si, Ci). Il reste à observer que|Si| ≤ 2k +2. En effet,Si\T est
contenu dansS, et tous ces sommets sont dans une même composante deG−T . Il y a donc
au plus|S|/2 ≤ k + 1 sommets de ce type. Nous avons donc|Si| ≤ k + 1 + |T | ≤ 2k + 2.
Cette technique est à la base des premiers algorithmes d’approximation de la largeur arbo-
rescente, qui fonctionnent en temps exponentiel enk [114].

Le calcul d’un 1/2-séparateur équilibré de cardinal minimum est NP-difficile. Nous utili-
sons des résultats d’approximation pour ce problème, qui nécessite une notion plus générale
de séparateur équilibré.

Définition 4.17 Soit G = (V,E) un graphe et uneW un ensemble de sommets deG.
Considérons un paramètreρ compris entre0 et1. Un séparateurρ-équilibré pourW est un
ensemble de sommetsT tel que, pour chaque composante connexe deG−T , la composante
contient au plusρ|W | sommets deW .

Dans leur article, Even et al. travaillent surtout avec des arcs-séparateurs (les graphes
sont orientés et les séparateurs sont des ensembles d’arcs et non pas de sommets). Comme
ils le font remarquer, un sommet-séparateur d’un graphe nonorienté correspond à un arc-
séparateur dans un graphe orienté bien choisi. Nous reformulons leur résultats directement
en termes de sommets-séparateurs.

Théorème 4.18 ([55])SoitG un graphe non orienté etW un ensemble de sommets deG.
Soitτ la taille minimum (en nombre de sommets) d’un séparateurρ-équilibré pourW , avec
1/2 ≤ ρ < 1. Etant donné un paramètreρ′, ρ < ρ′ ≤ 1, il existe un algorithme polynomial
calculant un séparateurρ′-équilibré pourW , de taille au plus4.04ρ

ρ′−ρ (5 + ln( ρ
ρ′−ρτ))τ .
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Remarquons que l’algorithme ne calcule pas un séparateurρ-équilibré, mais bien un
séparateurρ′-équilibré avecρ′ > ρ. Le séparateur obtenu est “moins équilibré” que le
séparateur optimal, et sa taille est également plus grande que l’optimum.

D’après le théorème 4.18, étant donnéG, W et ρ′ > 1/2, nous pouvons trouver en
temps polynomial un séparateurT ′ de tailleO(k log k), ρ′-équilibré pourW . Par le même
type d’algorithme que celui décrit ci-dessus, nous obtenons (voir aussi [22]) :

Théorème 4.19 ([29])Il existe un algorithme polynomial qui, prenant en entrée ungraphe
G et un entierk, calcule une décomposition arborescente deG de largeurO(k log k) ou
décide quetw(G) > k.

4.4 Approximation de la largeur arborescente : les bonnes etles
mauvaises nouvelles

Le problème de l’approximation de la largeur arborescente est l’une de ces questions
algorithmiques qui n’ont pas trouvé de réponse satisfaisante de point de vue théorique,
alors que la situation est bien meilleure de point de vue pratique.

Nous avons donné dans ce chapitre un algorithme polynomial qui approxime la largeur
arborescente d’un graphe quelconque à un facteurO(log k), où k est la valeur optimale.
Des travaux récents sur les séparateurs équilibrés [56] permettent même une approximation
à facteurO(

√
log k). De point de vue théorique ces résultats pourraient paraître presque

satisfaisants. Mais leur gros défaut ne vient pas, comme on pourrait le croire, du facteur
log k, mais de la constante cachée par leO qui est de l’ordre de 1000 ! Qui plus est, ils
utilisent des outils puissants, mais compliqués, pour le calcul d’un séparateur équilibré. Le
problème du séparateur1/2-équilibré est NP-difficile. Cependant, les nombreux travaux
dans ce domaine pourraient aboutir à un algorithme d’approximation à facteur constant
près, en se débarrassant du facteurlog OPTIMUM (ou

√
log OPTIMUM actuel). Il est

à noter qu’un tel algorithme a déjà été annoncé, mais il s’estavéré faux. En tout cas, cela
aboutirait également à une approximation à facteur constant de la largeur arborescente.

Pour ma part j’aurais déjà aimé qu’on dispose d’un algorithme simple qui approxime
la largeur arborescente à un facteurPoly(k), pour un polynôme “raisonnable”. Là aussi, un
tel algorithme1 a été annoncé dans [131], mais il n’a jamais été publié (et, selon l’un des
auteurs, le problème peut être considéré comme ouvert).

Au pôle opposé, il existe de nombreuses heuristiques pour lalargeur arborescente (voir
par exemple [18] pour une présentation synthétique de ces techniques). Sans garantie théo-
rique, ces heuristiques ont été validées sur de nombreux jeux de tests, ce qui a d’ailleurs
requis le développement d’autres heuristiques calculant des minorants de la largeur arbo-
rescente. Citons également le constat que Amir [3] fait dansla conclusion de son article.
Après avoir implanté un algorithme (exponentiel) qui approxime la largeur arborescente
des graphes quelconques à facteur 2, il constate que la plus simple et la plus connues des
heuristiques,MinimumDegree , donne des résultats bien meilleurs que son algorithme sur

1pas forcément simple...
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tous les jeux de tests qui l’intéressent. Bien entendu on peut trouver des exemples pour les-
quelsMinimumDegree se comporte mal, en particulier elle a exactement comportement
queDecSepMin pour l’exemple de la section 4.1.



Chapitre 5

Complétions d’intervalles minimales

Les algorithmes que nous avons vu pour le calcul ou l’approximation de la largeur ar-
borescente sont basés sur une connaissance très fine des triangulations minimales. Lorsque
l’on s’intéresse aux décompositions linéaires et en particulier à la largeur linéaire (path-
width), on espère pouvoir bénéficier d’outils similaires concernant les complétions d’inter-
valles minimales. Il se trouve que, à ma connaissance, il n’yavait dans la littérature au-
cun algorithme calculant une complétion minimale d’un graphe quelconque. Les approches
naïves, consistant par exemple à partir d’une complétion enclique et à essayer de supprimer
une arête à la fois ne mènent pas toujours à des complétions d’intervalles minimales.

Nous avons donné dans [75] un premier algorithme calculant une complétion d’inter-
valles minimale d’un graphe quelconque, algorithme présenté dans la première section de
ce chapitre. Dans la deuxième section, je présenterai un autre algorithme, plus simple et
plus rapide (voir aussi [126]) ainsi qu’un algorithme de complexité linéaire pour le calcul
d’une complétion d’intervallespropresminimale [113].

Bien entendu de ces algorithmes ne suffisent pas, à eux seuls,à calculer de la largeur
linéaire ou d’autres paramètres liés. Nous reviendrons surle travail à faire et sur les progrès
réalisés dans la conclusion de ce chapitre, ainsi que dans tout le chapitre suivant.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec K. Suchan, Y. Villan-
ger, P. Heggernes et I. Rapaport.

5.1 Une approche incrémentale

Le premier algorithme que nous avons donné pour le calcul d’une complétion d’inter-
valles minimale d’un graphe quelconqueG = (V,E) est basé sur une approche incrémen-
tale [75].

Pour obtenir une complétion d’intervalles minimales du grapheG, nous partirons du
graphe vide et nous ajouterons les sommets deG dans l’ordre(v1, v2, . . . , vn). Etant don-
née une complétion d’intervalles minimaleHi du grapheGi = G[{v1, v2, . . . , vi}], nous
calculerons une complétion d’intervalles minimaleHi+1 deGi+1 en rajoutant àHi le som-
metvi+1, les arêtes entrevi+1 et ses voisins dansGi+1, ainsi qu’un ensemble bien choisi de

61



62 Chapitre 5. Complétions d’intervalles minimales

nouvelles arêtes, toutes incidentes àvi+1. Cette approche est possible grâce à la propriété
ci-dessous :

Lemme 5.1 SoitH une complétion d’intervalles minimale d’un grapheG = (V,E) quel-
conque. SoitG′ = G + x un graphe obtenu à partir deG en lui rajoutant un nouveau
sommetx, ainsi qu’un ensemble d’arêtes incidentes àx. Il existe une complétion d’inter-
valles minimaleH ′ deG′ telle queH ′ − x = H.

Preuve.(éléments.) SoitH ′′ le graphe obtenu à partir deH en ajoutant le sommetx et des
arêtes entrex et chaque sommet deH. Le grapheH ′′ est un graphe d’intervalles : il suffit de
considérer un modèle d’intervalles deH et de rajouter un nouvel intervalle, correspondant
àx, qui intersecte tous les autres.

Prénons un graphe d’intervallesH ′ tel queG′ ⊆ H ′ ⊆ H ′′, minimal pour cette pro-
priété. Vérifions queH ′ est bien une complétion d’intervalles minimale deG′. Si ce n’est
pas le cas, il existe une complétion d’intervallesH ′

1 ⊂ H ′. Par construction deH ′, il y
a au moins une arête deE(H ′)\E(H ′

1) avec les deux extrémités dansV . Par conséquent,
H ′

1[V ] est une complétion d’intervalles deG, strictement contenue dansH – contredisant
la minimalité deH. ⋄

Désormais nous considérons le problème suivant (remarquerle changement de notation
par rapport au lemme ci-dessus). En entrée nous avons un graphe d’intervallesG = (V,E).
Un nouveau sommet est ajouté àG, ainsi qu’un ensemble d’arêtes incidentes àx. Nous
noteronsG′ ce nouveau grapheG+x, qui n’est pas nécessairement un graphe d’intervalles.
Nous calculerons une complétions d’intervalles minimaleH deG′, telle que toute nouvelle
arête deH par rapport àG′ soit incidente àx. Nous dirons qu’une telle complétion d’in-
tervalles minimalerespecteG. D’après le lemme 5.1 et le commentaire qui le précède, en
résolvant ce problème nous pourrons calculer de façon incrémentale une complétion d’in-
tervalles minimale d’un graphe quelconque.

Rappelons qu’un grapheG est d’intervalles si et seulement si il possède une chaîne de
cliques (théorème 2.9). Les nœuds de cette chaîne sont les cliques maximales deG. Nous
noteronsPG (ou simplementP) une chaîne de cliques deG.

Supposons que nous ayons calculé la complétionH et considérons une chaîne de cliques
PH deH. Par définition d’une chaîne de cliques, les cliques contenant x forment une sous-
chaîne (connexe)Px dePH . Revenons maintenant au grapheG. En supprimantx de tous les
sacs dePH et en supprimant si besoin tous les sacs qui ne correspondentplus à des cliques
maximales deG, nous obtenons une chaîne de cliquesPG du grapheG. Nous dirons que
PG a été obtenue enélaguantle sommetx dePH .

Définition 5.2 Une complétion d’intervallesH deG′ respecteune chaîne de cliquesPG de
G si PG peut être obtenue en élaguantx à partir d’une certaine chaîne de cliques deH.

Clairement les sacs qui contenaientx forment encore une sous-chaîne dePG. Notre
objectif est de réaliser l’opération inverse : trouver une chaîne de cliquesPG deG et une
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sous-chaîne telles que, en ajoutantx aux sacs de cette sous-chaîne1, on obtienne une com-
plétion d’intervalles minimaleH deG′, qui respectePG.

Une chaîne de cliquesPG est appeléebonnes’il existe une complétion d’intervalles
minimales deG′ qui la respecte. Intuitivement, une chaîne de cliques est bonne si la sous-
chaîne formée par les sacs auxquels nous devons ajouterx est minimale. La difficulté sera de
trouver une bonne chaîne de cliques deG. Notons en effet qu’un graphe d’intervalles peut
avoir une quantité exponentielle de chaîne de cliques ; il nous faut une méthode pour en
trouver une bonne, en temps polynomial. La figure 5.1 illustre deux chaînes de cliques d’un
même grapheG, avec les intervalles (sous-chaînes) auxquels il faut rajouterx pour obtenir
une complétion qui respecte chacune des chaînes (x est adjacent dansG′ aux sommetsa et
c). Clairement la première des deux n’engendre pas une complétion d’intervalles minimale.

x

x

ad bd cd

cdbd ad

FIG. 5.1 – Chaînes de cliques deG et complétions deG′.

Il existe une façon bien connue pour représenter de manière compacte toutes les chaînes
de clique d’un graphe d’intervalles, à l’aide de PQ-arbres (cf. par exemple [66] pour une
description de ces outils). Nous avons vérifié, suite à une remarque de Christophe Paul,
que cette structure de données peut servir de base pour la recherche d’une bonne chaîne
de cliques. Cependant je donnerai ici une autre méthode pour“fouiller” parmi les chaînes
de cliques, car cette méthode est simple et générale. Les PQ-arbres peuvent être considérés
comme simples d’utilisation, mais uniquement si l’on s’en sert comme d’une boîte noire ;
en réalité leur implantation est plutôt fastidieuse. L’algorithme que nous donnerons est basé
uniquement sur la décomposition du grapheG en 1-blocs (calcul de composantes connexes),
le calcul d’un préordre sur ces blocs (par des tests d’inclusion d’ensembles) et enfin sur une
décomposition de Dilworth (en suites croissantes) de ce préordre, simple aussi puisqu’il
s’agit d’un préordre de largeur deux.

Commençons par quelques observations sur les chaînes de cliques. SoitS un séparateur
minimal du graphe d’intervallesG. SoientC(S) = {C1, . . . , Cp} les composantes connexes
deG − S, et notonsSi = N(Ci). NotonsB(S) = {S1 ∪ C1, . . . , Sp ∪ Cp} l’ensemble des
1-blocs associés àS. Chaque clique maximale deG est contenue dans exactement un de ces
blocs, ainsiB(S) induit une partition sur les cliques maximales deG. La propriété suivante

1et si besoin en créant de nouveaux sacs correspondant aux séparateurs bordant la sous-chaîne, dans lesquels
le sommetx serait ajouté
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nous indique que, dans toute chaîne de cliquesPG deG, les cliques maximales appartenant
à un blocB ∈ B(S) apparaissent de façon contiguë.

Lemme 5.3 ([76]) SoitB un bloc d’un graphe d’intervallesG. Pour toute chaîne de cliques
PG, les cliques maximales deG contenues dansB forment une sous-chaîne connexePB de
PG.

Soit PG une chaîne de cliques etS un séparateur minimal du grapheG. Il existe une
brancheeS dePG telle queS soit l’intersection des deux cliques incidentes à cette branche
(cf. théorème. 2.19). D’après le lemme précédent, les blocsdeB(S) partitionnent la chaîne
de cliques en sous-chaînesPB1 , . . . , PBp . La brancheeS ne se trouve sur aucune de ses
sous-chaînes, sinonS séparerait deux sommets d’un même bloc (voir [75] pour plus de
détails). Nous partitionnonsB(S) en deux listes, la listeL des blocs se trouvant à gauche
de eS et la listeR des blocs à droite deeS . De plus les blocs sont ordonnés à partir des
extrémités de la chaîne, verseS .

Définition 5.4 SoientG un graphe d’intervalles,S un séparateur minimal deG, PG une
chaîne de cliques eteS une branche de cette chaîne de cliques correspondant àS.

NotonsL la liste des blocs deB(S) situés à gauche deeS , dans l’ordre dans lequel ils
sont rencontré dansPG en parcourant la chaîne de gauche à droite. De façon symétrique,
notonsR la liste des blocs à droite deeS , dans l’ordre dans lequel ils sont rencontrés en
parcourant la chaîne de droite à gauche.

Nous dirons que la paire(L,R) estcompatibleavec la chaîne de cliquesPG.
Une partition deB(S) en deux ensembles totalement ordonnés(L,R) est appeléere-

présentation ordonnée validedeB(S) si (L,R) est compatible avec une chaîne de cliques
deG.

e

L R

S

B B

x

RL

FIG. 5.2 – Représentation ordonnée valide et sa complétion optimale.

D’après les propriétés d’une chaîne de clique, pour qu’un bloc B′ puisse apparaître
entre un blocB et la brancheeS , il faut que l’ensemble de sommetsB ∩ S soit contenu
dans toutes les cliques maximales deG[B′]. Nous écrirons dans ce casB � B′, et il est
facile de vérifier que cette relation définit un préordre surB(S).

Définition 5.5 Deux blocsB et B′ de B(S) satisfont la relationB � B′ si B ∩ S est
contenu dans chaque clique maximale deG[B′].
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De manière équivalente,B � B′ si et seulement siB ∩ S est contenu dans le voisinage
de chaque sommet deB.

La conditionB � B′ est nécessaire pour queB′ puisse apparaître entreB et eS , mais
pas suffisante. Le théorème suivant caractérise les représentations ordonnées valides. C’est
le résultat important qui nous permettra par la suite de trouver efficacement une bonne
chaîne de cliques.

Théorème 5.6 (représentations ordonnées valides)SoientL,R deux listes avec des élé-
ments dansB(S) telles que chaque bloc appartienne exactement l’une des deux. Le couple
(L,R) est une représentation ordonnée valide deB(S) si et seulement siL et R sont des
suites croissantes pour la relation� et le dernier bloc de chaque liste contientS.

Preuve.(éléments.) La conditionB � B′ étant nécessaire pour que le blocB′ puisse ap-
paraître entreB et eS , les listesL et R doivent être des suites croissantes pour�. De plus,
pour le dernier blocB deL (ou deR), la clique deG[B] incidente àeS contientS.

Réciproquement, soientL = (BL
1 , . . . BL

q ) et R = (BR
1 , . . . , BR

r ) deux suites crois-
santes qui partitionnentB(S). On peut montrer ([76]) que pour tout blocB ∈ B(S), il existe
une chaîne de cliquesPG[B] telle que la clique la plus à droite contientB ∩ S. En conca-
ténantPG[BL

1 ], . . .PG[BL
q ] dans cet ordre avecPG[BR

r ], . . .PG[BR
1 ], on obtient une chaîne de

cliques deG. PuisqueS = BL
q ∩BR

r , la branche faisant la jonction entre les blocs de gauche
et les blocs de droite correspond bien au séparateurS. ⋄

En d’autres termes, une représentation ordonnée valide deB(S) est simplement une
décomposition “à la Dilworth” (en suites croissantes) de larelation de préordre�. Nous en
déduisons que la largeur de la relation� est au plus deux. En effet deux blocs incomparables
pour la relation� doivent se trouver de côtés opposés de la brancheeS . Par conséquent, il
ne peut pas y avoir trois blocs mutuellement incomparables.

Avec cet outil de représentation des chaînes de cliques pourvu par le théorème 5.6,
revenons à notre problème d’origine. Rappelons que nous devons rajouter au graphe d’in-
tervallesG un sommetx, en obtenant ainsi un grapheG′, et que nous souhaitons calculer
une complétion d’intervalles minimaleH deG′ où toutes les arêtes ajoutées sont incidentes
àx. Nous distinguerons un cas “simple”, où le voisinageNG′(x) forme une clique dansG,
et un cas plus “élaboré” où nous serons amenés à utiliser la décomposition de Dilworth.

Dans le premier cas, il suffira de rajouter toutes les arêtes entrex et un séparateur mi-
nimal S deG [76]. Pour trouver ce séparateur, il suffit de les essayer tous (il y en a au plus
n − 1) et de prendre celui qui donne une complétion d’intervalles, minimale par inclusion
parmi ces possibilités.

Théorème 5.7 ([76])Si NG′(x) induit une clique dans le gapheG, il existe un séparateur
minimal S de G tel que le grapheH obtenu à partir deG en rajoutant toutes les arêtes
entesx et S soit une complétion d’intervalles minimale deG. De plus, ce séparateur peut
être calculé en temps polynomial.
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Supposons désormais queNG′(x) n’est pas une clique deG. Il y a alors deux sommets
a, b ∈ NG′(x), non adjacents dansG. Le théorème suivant nous indique que, pour touta, b-
séparateur minimalS deG, nous sommes obligés de rajouter toutes les arêtes entrex etS.
Le théorème est énoncé en termes de triangulations deG′, bien entendu toute complétion
d’intervalles est également une triangulation.

Théorème 5.8 ([13])Soient deux sommetsa et b deNG′(x), non adjacents dansG. Pour
toute triangulationHtr deG′ telle queHtr − x = G, S est contenu dans le voisinage dex
dansHtr.

Fixons un séparateur minimalS deG, comme dans le théorème 5.8. Nous dirons qu’un
bloc B deB(S) esttouchési x a un voisin dansB\S, dans le grapheG′. Sinon, le bloc est
non touché.

Etant donnée une représentation ordonnée valide(L,R) deB(S), le lemme suivant ca-
ractérise les complétions d’intervallesH deG′, ayant une chaîne de cliques compatible avec
(L,R) (après élagage du sommetx) et qui sont minimales par inclusion pour cette propriété.
Nous dirons dans ce cas queH estoptimale pour(L,R) (voir également la figure 5.2).

Lemme 5.9 Soit(L,R) une représentation ordonnée valide deB(S). SoientBL etBR les
premiers blocs touchés deL, respectivement deR 2. Une complétion d’intervallesH est
optimale pour(L,R) si et seulement si :

1. Pour tout blocB apparaissant aprèsBL dansL ou aprèsBR dansR, le blocB est
rempli dansH, i.e.B ⊆ NH(x).

2. Pour tout blocB apparaissant avantBL dansL ou avantBR dansR, B reste non
touché dansH, i.e.B ∩ NH(x) ⊆ S.

3. Pour toutB ∈ {BL, BR}, le grapheHd[B ∪ {x}] est une complétion d’intervalles
minimale deG′

d[B ∪ {x}]. Ici Hd[B ∪ {x}] etG′
d[B ∪ {x}] sont obtenus à partir de

H[B ∪ {x}] (respG′[B ∪ {x}]) en ajoutant un sommet fictifd, adjacent àB ∩ S et
à x.

Preuve.(éléments.) SoitH une complétion d’intervalles optimale pour(L,R) et PG une
chaîne de cliques deG compatible avec(L,R), obtenue à partir d’une chaîne de cliques de
H après élagage dex. Par définition deBL et BR, x a un voisinyL ∈ BL\S et un voisin
yR ∈ BR\S, dans le graphex. C’est pourquoix a été présent, avant élagage, dans un sac
contenantyL et dans un sac contenantyR. Ces sacs sont contenus dans les blocsBL etBR

respectivement, doncx était dans tous les sacs des blocs dans l’intervalle ouvert entreBL

etBR dePG. Ceci prouve le premier point.
Pour la deuxième propriété, soitH ′ une complétion d’intervalles quelconque qui res-

pecteG et PG. En supprimantx de tous les sacs à l’extérieur de l’intervalle fermé entre

2Si BR n’est pas défini, on peut l’imaginer comme ajouté à la fin de la listeR ; ainsi, il n’y a pas de blocs
deR aprèsBR, et l’ensemble des blocs deR apparaissant avantBR estR lui-même. Le cas oùBL n’est pas
défini est traité de façon symétrique.
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BL et BR dePG, nous avons toujours une complétion d’intervalles deG′, satisfaisant le
deuxième point. Notre complétion optimaleH satisfait donc cette condition.

Le troisième point se montre en vérifiant que siHd[B ∪ {x}] contient strictement une
complétion d’intervallesH ′

d deG′
d[B∪{x}], on peut supprimer dansH toutes les arêtes de

Hd[B ∪ {x}] qui n’apparaissent pas dansH ′
d. Pour les détails et pour l’implication inverse,

voir [76]. ⋄

Par le lemme 5.9, nous devons calculer une représentation ordonnée valide(L,R) de
sorte à maximiser l’ensemble des blocs qui apparaissent avant BL dansL ou avantBR

dansR. Notre algorithme de calcul mettra au début des listesL et R le plus de blocs non
touchés possibles. Il reste un détail à régler, lié aux blocsBL et BR, qui ont un statut
particulier : nous voulons savoir si nous avons la possibilité d’épargner (de ne pas ajouter à
la complétion) au moins une arête entrex et un sommet d’un de ces blocs.

Définition 5.10 Nous dirons qu’un blocB deB(S) peut être épargnés’il existe une com-
pletion d’intervallesHd deG′

d[B ∪{x}] telle quex ne soit pas adjacent à tous les sommets
deB, dans le grapheHd. Comme dans le lemme 5.9,G′

d[B ∪ {x}] est le graphe obtenu à
partir deG′[B ∪ {x}] e rajoutant un sommet fictifd, adjacent àx et àB ∩ S.

On peut vérifier en temps polynomial si un bloc peut être épargné [76]. Basé sur le
lemme 5.9, le théorème suivant caractérise les bonnes représentations ordonnées(L,R),
c’est-à-dire celles à partir desquelles nous pourrons construire une complétion d’intervalles
minimale.

Théorème 5.11Soit(L,R) une représentation ordonnée valide deB(S). On noteEp(L,R)
l’ensemble des blocsB apparaissant avantBL dansL, avantBR dansR, ou appartenant
à {BL, BR} et pouvant être épargnés.

Le couple(L,R) respecte une bonne chaîne de cliques si et seulement si l’ensemble
Ep(L,R) est maximal par inclusion parmi toutes les représentationsordonnées valides.
Dans ce cas, toute complétion d’intervallesH optimale pour(L,R) est une complétion
d’intervalles minimale deG′.

Notre algorithme calcule une représentation ordonnée valide(L,R) tout en maximisant
de façon gloutonne l’ensembleEp(L,R). Rappelons que(L,R) est une décomposition de
en suites croissantes de la relation�. Avant de le décrire, faisons l’observation suivante.
Supposons que nous devons mettre dans la listeL trois blocsB1, B2, B3, deux à deux com-
parables pour la relation�. Supposons queB1 est non touché, queB2 est touché mais
peut être épargné etB3 est touché et ne peut pas être épargné. Toute listeL autre que
(B1, B2, B3) nous obligerait à rajouter des arêtes qui ne sont pas nécessaires. Nous affinons
la relation� et mettant, en cas d’équivalence pour�, les blocs non touchés avant les tou-
chés que l’on peut épargner, eux-mêmes avant les touchés quel’on ne peut pas épargner.
L’algorithme utilise, en plus de�, cette relation affinée≤.
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L’algorithmeBonneRepresentationOrdonnee produit une bonne représentation
ordonnée(L,R) – c’est à dire une représentation ordonnée valide comme dansle théo-
rème 5.11, à partir de laquelle on peut produire une complétion d’intervalles minimale. La
preuve complète de l’algorithme est donnée dans [76].

Fonction BonneRepresentationOrdonnee

Entrée : B(S),�,≤top, les blocs associés àS, le préordre(B(S),�) et l’extension linéaire
≤top du préordre raffiné
Sortie : (L,R) – une bonne représentation ordonnée deB(S)
Variables : M – un tableau indiquant les positions possibles de chaque bloc.

M [B] =







“L" - B doit être dansL ;
“R" - B doit être dansR ;
“L ouR" - B peut être dansL ou dansR.

MinToucheTrouve – indique si l’on a trouvé un premier bloc touché
CoteMinTouche – le côté où le premier bloc touché a été placé, initialisé àL maisR
aurait convenu également

Procédure forçage (B)
pour chaqueB′ ∈ B(S) t.q. (B incomp. avecB′ pour�) faire

si (B ≤top B′) et (M [B′] = “L ouR") alors
M [B′] := oppose(M [B]) {oppose(“L′′) =′′ R′′ et vice-versa}
forcage (B′)

fin_procédure

MinToucheTrouve := faux
CoteMinTouche := “L"
L := ∅;R := ∅
pour chaqueB ∈ B(S) faire M [O] := “L ouR"
pour chaqueB ∈ B(S) par odre topologique≤top faire

si (M [B] = “L ouR") alors
si B peut être épargnéalors

mettreB à la fin de la listeoppose(CoteMinTouche) etM [B] :=
oppose(CoteMinTouche)

forçage (B)
sinon

mettreB à la fin deCoteMinTouche etM [B] := CoteMinTouche
forçage (B)

fin_si
sinon

mettreB à la fin deM [B]
fin_si
si (nonMinToucheTrouve etB est touché)alors
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MinToucheTrouve := vrai
CoteMinTouche := M [B]

fin_si
fin_pour
retourner (L,R)

Notre algorithme prend en entrée l’ensembleB(S), muni du préordre�. Nous utilisons
également en entrée une extension linéaire≤top du préordre raffiné≤. L’ordre total≤top

est calculé préalablement, par un tri topologique (arbitraire) de(B(S),≤).

Théorème 5.12La paire(L,R) produite par l’algorithmeBonneRepresentationOr-
donnee est une bonne représentation ordonnée deB(S). L’algorithme est de complexité
O(n3).

Preuve.(éléments.) L’algorithme considère les blocs deB(S) par ordre topologique≤top

et les traite un à un, avec l’objectif d’obtenir une représentation ordonnée(L,R) comme
dans le théorème 5.11. Initialement tous les blocs sont marqués “L ouR", ce qui indique
qu’ils peuvent être placés dansL ou dansR. Lorsque l’on décide de placer un bloc dans une
liste, d’autres blocs peuvent être forcés d’apparaître dans la même liste ou du côté opposé,
à cause des relations d’incomparabilité pour le préordre�. Rappelons que si deux blocs
sont incomparables par rapport à�, ceci implique qu’ils doivent être de côtés opposés du
séparateurS. La procédureforçage assure que, lorsqu’un blocB est placé dans l’une des
deux listes, tous les blocsB′ dont le côté est forcé parB reçoivent la marque correspondante
– “L" ou “R" selon la liste dans laquelle ils peuvent être placés.

On peut penser à cet algorithme comme ayant trois phases. Lors de la première, aucun
des blocs rencontrés n’est touché. Les blocs sont placés dans l’une des listesL ouR selon les
possibilités, de toute manière ils seront antérieurs aux premiers blocs touchés de chaque liste
et donc ils resteront épargnés (voire non touchés). Lorsquenous rencontrons le premier bloc
touché nous rentrons dans la seconde phase. Ce bloc sera placé dans l’une des deux listes,
notéeCoteMinTouche. Supposons sans perdre en généralité que cette liste estL. Nous
restons dans cette seconde phase aussi longtemps queR ne contient aucun bloc touché.
Pendant ce temps, si nous rencontrons un blocB que l’on peut épargner nous essayons de
le mettre dansR – car en le mettant dansL, aprèsBL, nous finirons par rajouter toutes les
arêtes entrex et ce bloc. Au contraire, siB ne peut pas être épargné, nous le mettons dans
L, en gardant la possibilité d’épargner d’autres blocs. Enfin, la troisième phase commence
lorsque chaque liste contient un bloc touché. A partir de ce moment, quel que soit notre
choix les blocsB rencontrés seront remplis (on ajoutera toutes les arêtes dex àB). ⋄

Une fois calculée la bonne représentation ordonnée(L,R), nous calculons une complé-
tion H optimale pour(L,R) comme dans le lemme 5.9. Cela implique éventuellement de
rappeler récursivement l’algorithme de calcul d’une complétion d’intervalles minimale d’un
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graphe quelconque, sur le ou les graphesG′
d[B∪{x}] avecB ∈ {BL, BR} épargnable. Les

détails sont donnés dans [76].
En appliquant l’approche incrémentale, nous concluons avec le résultat principal de

cette section.

Théorème 5.13Il existe un algorithme incrémental qui prend en entrée un graphe quel-
conque et qui calcule, en temps polynomial, une complétion d’intervalles minimale de ce
graphe.

5.2 Une approche par l’ordonnancement des sommets

Les graphes d’intervalles peuvent être caractérisés par uncertain type d’ordre total sur
les sommets, de la même manière dont les graphes triangulés sont caractérisés par les ordre
d’élimination simplicielle. Cette caractérisation nous permettra de donner un algorithme
bien plus simple de calcul d’une complétion d’intervalles minimale, de complexitéO(nm).

Avant de reparler de complétions d’intervalles minimales,nous illustrons cette appro-
ché sur les complétions d’intervalles propres minimales. Rappelons qu’un grapheH est dit
graphes d’intervalles propres s’il possède une représentation d’intervalles telle qu’aucun
intervalle ne soit strictement contenu dans un autre. Ce sont également les graphes d’inter-
valles unitaires (ayant un modèle d’intervalles de même longueur), ou encore les graphes
d’intervalles sans griffe induite, la griffe étant le graphe biparti completK1,3 [66]. Comme
d’habitude, nous dirons qu’un grapheH est unecomplétion d’intervalles propredeG si H
est un graphe d’intervalles propres, obtenu en rajoutant des arêtes au grapheG. Le graphe
H est unecomplétion d’intervalles propres minimaledeG si aucun sous-graphe strict deH
n’est une complétion d’intervalles propres deG.

Nous donnerons un algorithme de complexité linéaire qui prend en entrée un graphe
quelconqueG et qui calcule, en temps linéaire, une complétion d’intervalles propres mi-
nimale deG. Notre intérêt pour ce problème vient du problème de lalargeur de bande
(en anglais : bandwidth). La largeur de bande d’un graphe quelconqueG, est le minimum,
parmi toutes les complétions d’intervalles propresH deG, deω(H) − 1 [84] (noter la si-
milarité frappante avec la largeur arborescente et la largeur linéaire). Ce problème est très
classique en analyse numérique. En effet, si la matrice d’adjacence deG représente les élé-
ments non nuls d’une matrice symétriqueM , calculer la largeur de bande deG revient à
effectuer une (même) permutation sur les lignes et les colonnes deM afin que tous ses
éléments non nuls se trouvent sur une bande la plus étroite possible autour de la diago-
nale principale. Avec les notations de la section suivante,cette permutation est exactement
l’ordre σ, bicompatible pour la complétion d’intervalles optimaleH deG. Le problème du
calcul de la largeur de bande est particulièrement difficile: il reste NP-complet même pour
la classe des arbres [106]. C’est d’autant plus naturel de chercher des solutions heuristiques,
et c’est précisément ce que nous faisons en calculant une complétion d’intervalles propres
minimale.
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5.2.1 Ordre d’intervalles propres

Définition 5.14 ([109]) Soit G = (V,E) un graphe etσ = (v1, v2, . . . , vn) un ordre to-
tal sur ses sommets. Si à la foisσ et l’ordre renversé deσ sont des ordres d’élimination
simplicielle pour le grapheG, alorsσ est appeléordre bicompatible.

Théorème 5.15 ([109])H est un graphe d’intervalles propres si et seulement si il possède
un ordre bicompatible.

La proposition suivante est une caractérisation équivalente des ordres bicompatibles.
Dans ce travail, nous utiliserons plutôt cette nouvelle propriété.

Lemme 5.16 ([109])SoitH = (V, F ) un graphe d’intervalles propres. Un ordre total sur
ses sommetsσ = (v1, v2 . . . , vn) est bicompatible si et seulement si, pour chaque arête
vivl ∈ F , on a égalementvjvk ∈ F pour tousi, j, k, l, 1 ≤ i ≤ j < k ≤ l ≤ n.

En d’autres termes, si les sommetsvi et vl sont adjacents dansH, l’ensemble de som-
mets{vi, vi+1, . . . , vl} forme une clique.

Pour un graphe quelconque, nous pouvons forcer n’importe quel ordre sur les sommets
à devenir bicompatible, en rajoutant des arêtes et en obtenant ainsi une complétion d’inter-
valles propres.

Définition 5.17 SoitG = (V,E) un graphe quelconque etσ = (v1, . . . , vn) un ordre total
sur ses sommets. Le grapheCIP(C, σ) = (V, F ) est défini par

F = {vjvk | il existei, l tels que1 ≤ i ≤ j < k ≤ l ≤ n etvivl ∈ E}.

Comme conséquence immédiate du lemme 5.16 et du théorème 5.15, CIP(C, σ) est
une complétion d’intervalles propres deG, mais pas forcément minimale. Cependant, toute
complétion d’intervalles propres minimale peut être obtenue de cette façon.

Théorème 5.18Soit G = (V,E) un graphe quelconque etH = (V, F ) une complétion
d’intervalles propres deG. Il existe un ordre totalσ sur les sommets deG tel queH =
CIP(C, σ).

Preuve.Il suffit de choisir un ordreσ bicompatible pourH, on auraCIP(C, σ) ⊆ H et la
propriété suit par minimalité deH. ⋄

Définition 5.19 Un ordreσ est appeléCIP-minimalsi CIP(C, σ) est une complétion d’in-
tervalles propres minimale deG. Tout préfixe deσ sera également appelépréfixe CIP-
minimal.

Notre objectif est de calculer un ordre CIP-minimal pour le graphe en entrée. Le premier
sommet de l’ordre doit correspondre à une sorte d’extrémitédu graphe. L’une des notions
fortes d’extrémité d’un graphe est celle demoplex, définie par Berry et Bordat [11].
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Un moduledu grapheG est un ensemble de sommetsM tel que pour toute pairex, y ∈
M , nous ayonsN(x)\M = N(y)\M . Un module clique est un module induisant un sous-
graphe complet. Un module clique maximal par inclusion est simplement appelémodule
clique maximal.

Définition 5.20 ([11]) Un moplexest un module clique maximalM , tel queN(M) soit un
séparateur minimal deG. Les sommets d’un moplex sont appeléssommets moplexiens.

Nous prouverons que tout sommet appartenant à un moplex peutêtre utilisé comme
sommet initial d’un ordre CIP-minimal. Par les résultats de[11], un tel sommet peut être
obtenu en temps linéaire comme étant le dernier sommet numéroté par une exécution de
LexBFS. Nous ne donnerons pas ici la déscription de l’algorithmeLexBFS [121], par
ailleurs très connu ; rappelons simplement qu’il s’agit d’un algorithme de parcours en lar-
geur particulier, qui numérote les sommets du graphe den à1. Un sommet numéroté1 par
une exécution deLexBFS est appelésommetLexBFS-terminal.

Théorème 5.21 ([11])L’algorithmeLexBFS termine toujours sur un sommet moplexien.

Un moplexM contenant un tel sommet est appelémoplexLexBFS-terminal (tous les
moplexes ne sont pasLexBFS-terminaux).

Proposition 5.22 Soit M un moplex deG = (V,E) et v ∈ M . Il existe un ordre CIP-
minimalσ commençant parv, tel que le voisinage dev dansCIP(C, σ) soit le même que
dansG. Réciproquement, pour toute complétion d’intervalles minimaleH de G telle que
NG(v) = NH(v), il existe un ordreσ′, commençant parv, tel queH = CIP(C, σ′).

Preuve.Soit M un moplex contenantv (en fait ce moplex est unique [11]) etH ′ le graphe
obtenu à partir deG en complétantV \M en une clique. Montrons d’abord queH ′ est
un graphe d’intervalles propres. NotonsS = NG(M). Par définition d’un moplex et par
construction deH ′, ce dernier est formé de deux cliques,M ∪ S etV \S. Leur intersection
estS. ClairementH ′ est un graphe d’intervalles, sans ensemble stable de taille3 ou plus.
En particulier,H ne contient pas le grapheK1,3 (la “griffe”) comme sous-graphe induit.
Par conséquentH est un graphe d’intervalles, sans griffe, il est donc un graphe d’intervalles
propres (cf. [66]). En particulier il existe une complétiond’intervalles propres minimales de
G, contenue dansH ′.

Soit H une telle complétion, elle satisfaitNG(v) = NH(v). Par le théorème 5.15, il
existe un ordreσ′ tel queH = CIP(C, σ′). Si tous les sommets apparaissant avantv dans
σ′ sont des éléments du moplexM , nous pouvons permuterv et le premier sommet sans
modifier le grapheCIP(C, σ′). De la même manière, si tous les sommets apparaissant après
v dansσ′ sont dansM , on peut permuterv et le dernier sommet, puis renverserσ′, et nous
obtenons un ordre total sur les sommets avec la propriété désirée.

Il reste à considérer la situation où il existe deux sommetsa, b 6∈ M , tels quea < v < b
dansσ′. Le grapheG−M est connexe, donc il existe une chaîne relianta etb dansG−M .
Considérons deux sommetsa′ et b′ consécutifs sur cette chaîne, tels quea′ < v < b′ dans
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σ′. Commea′ et b′ sont adjacents dansG, nous aurons dansH = CIP(C, σ′) les arêtesva′

etvb′. Par construction deH, nous avonsa′, b′ ∈ NG(v), donca′, b′ ∈ S. Rappelons queS
est un séparateur minimal deG, il existe donc deux composantesC etD deG − S pleines
par rapport àS. Au moins l’une d’entre elles, par exempleC, est différente deM . Soit µ
une chaîne dea′ à b′ dansG[C ∪ {a′, b′}], qui n’utilise pas l’arêtea′b′ (si une telle arête
existe). Comme précédemment, il existe deux sommetsa′′ et b′′, consécutifs dansµ et tels
quea′′ < v < b′′ dansσ. Doncv est adjacent, dansH, aux deux sommetsa′′ etb′′. Au moins
l’un des deux sommets est dansC, contredisant le fait queNH(v) = NG(v) = M ∪ S. ⋄

Maintenant que nous avons le premier sommetv1 de notre ordre CIP-minimal, nous
verrons que cet ordre peut être obtenu par un simple parcoursen largeur du grapheG à
partir dev1 (notre parcours aura tout de même quelques règles supplémentaires pour le
choix du prochain sommet). Cependant, le théorème caractérisant une famille d’ordres CIP-
minimaux sera donné dans la forme la plus générale dont nous disposons. Nous allons
procéder en partitionnant l’ensemble de sommets du graphe,les parties étant gardées de
façon ordonnée. Cette partition ordonnée est affinée jusqu’à ce qu’elle devienne un ordre
total surV .

Définition 5.23 Un tuple de sous-ensemble disjoints deV , OP = (V1, . . . , Vk), dont l’union
est exactementV , est appelépartition ordonnéedeV .

Un affinagedeOP est une partition ordonnée obtenue en remplaçant chaque ensemble
Vi par une partition ordonnée deVi.

Définition 5.24 Etant donnée une partition ordonnéeOP = (V1, . . . , Vk), tout tupleOP ′ =
(V1, . . . , Vj), avec0 ≤ j ≤ k, est appelépréfixedeOP . Nous utilisons la notationV(OP ′)
pour l’ensemble

⋃{Vi | 1 ≤ i ≤ j}.

En particulier lorsqueOP = (V1) est un singleton, nous écrirons simplementV1. Si
de plusV1 a un seul sommetx, nous écrironsx plutôt que{x}. Etant donnés deux tuples
OP ′ = (V1, . . . , Vk) et OP ′′ = (Vk+1, . . . , Vk+l), leur concaténationOP = (V1, . . . , Vk,
Vk+1, . . . , Vk+l) est notéeOP ′ • OP ′′. Remarquons qu’un ordre totalσ = (v1, . . . , vn) de
V est un cas particulier de partition ordonnée.

Notre algorithme de calcul d’un ordre CIP-minimal produirades préfixes CIP-minimaux,
en rajoutant à chaque étape un nouveau sommet. Soitρ le préfixe dont nous disposons à une
étape fixée de notre algorithme. L’ensemble des sommets qui ne sont pas encore dansρ
seront gardés dans une partition ordonnée. Afin de décrire cette partition nous avons besoin
d’introduire quelques notations.

Définition 5.25 Soitρ un préfixe non vide d’un ordre total sur les sommets deG = (V,E).
NotonsFirst(ρ) le premier sommet deρ ayant un voisin dansV \V(ρ). Nous définissons le
voisinage fort (notéNS(ρ)), le voisinage faible (NW(ρ)) et le non-voisinage(N(ρ)) comme
suit :

– NS(ρ) = N(First(ρ)) \ V(ρ),
– NW(ρ) = N(V(ρ)) \ NS(ρ),
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– N(ρ) = V \ (V(ρ) ∪ NS(ρ) ∪ NW(ρ)).

En clair, nous avons partitionné les sommets à l’extérieur de ρ en trois catégories, ceux
qui ontFirst(ρ) comme voisin (le voisinage fortNS(ρ)), ceux qui ont des voisins dansρ,
mais pasFirst(ρ) (le voisinage faibleNW(ρ)) et ceux qui n’ont pas de voisins dansρ (le
non-voisinageN(ρ)).

Définition 5.26 Nous dirons qu’un ordreσ respectele préfixeρ si σ est un affinage de
ρ • (NS(ρ),NW(ρ),N(ρ)).

L’objectif est de montrer que siρ est un préfixe CIP-minimal, il existe un ordre CIP-
minimal qui le respecte. C’est un premier pas vers un algorithme qui étend le préfixeρ,
en lui rajoutant un nouveau sommet. Remarquons que tout ordre de parcours en largeur
commençant parρ respecte ce préfixe.

Le prochain lemme nous assure que, parmi les bonnes extensions deρ, il en existe une
dans laquelleρ est immédiatement suivi par son voisinage fort.

Lemme 5.27 Soientσ et σ′ deux ordres totaux sur les sommets deG ayant ρ comme
préfixe commun. Supposons queCIP(C, σ′) ⊆ CIP(C, σ). Si σ est un affinage deρ •
(NS(ρ),NW(ρ)∪N(ρ)), alorsσ′ est également un affinage deρ • (NS(ρ),NW(ρ)∪N(ρ)).

Preuve.Supposons que les deux ensemblesNS(ρ) etNW(ρ)∪N(ρ) sont non vides, sinon la
conclusion est vraie pour tousσ, σ′ commençant parρ. Notons parvf le sommetFirst(ρ).

Par absurde supposons qu’il existe deux sommetsa ∈ NS(ρ) et b ∈ NW(ρ) ∪ N(ρ)
tels quevf < b < a dans l’ordreσ′. Par conséquent,vf b est une arête deCIP(C, σ′). Cette
arête doit être également présente dansCIP(C, σ), il existent donc deux sommetsv′ et a′

adjacents dansG tels quev′ ≤ vf < b ≤ a′ dans l’ordreσ. Par définition devf = First(ρ)
nous devons avoirv′ = vf . Donca′ ∈ NS(ρ), contredisant le fait queNS(ρ) apparaît avant
b dansσ. ⋄

Lemme 5.28 Soientσ etσ′ deux ordres avec un préfixe communρ et tels queCIP(C, σ′) ⊆
CIP(C, σ). Supposons queσ respecteρ et soientu ∈ NW(ρ), w ∈ N(ρ). Alorsu apparaît
avantw dansσ′.

Preuve.Par absurde, supposons quew se trouve avantu dansσ′. Soitu′ ∈ V(ρ) un voisin
deu dansG. L’arêtewu′ existe dansCIP(C, σ′), puisquew est entreu′ etu dansσ′. D’un
autre côté,σ respecteρ, doncw apparaît dansσ aprèsρ • (NS(ρ),NW(ρ)). Aucun sommet
deρ n’est adjacent dansG à un sommet apparaissant aprèsw dansσ. Par construction de
CIP(C, σ), ce graphe ne contient pas l’arêtewu′. ⋄

Les lemmes 5.27 et 5.28 impliquent directement la proposition suivante, qui nous in-
dique que, siρ est un préfixe CIP-minimal, il existe une extension CIP-minimale qui res-
pecteρ.
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Proposition 5.29 Soientσ et σ′ deux ordres totaux sur les sommets deG, ayantρ comme
préfixe commun, et tels queCIP(C, σ′) ⊆ CIP(C, σ). Si σ respecteρ, alors σ′ respecteρ
également.

Le prochain résulta nous suggère que, pour choisir le prochain sommet dansNS(ρ), on
peut prendre un sommetu tel queNG(u) ∩ N(ρ) soit minimal par inclusion.

Lemme 5.30 Soientσ etσ′ deux ordres totaux sur les sommets deG, ayantρ comme préfixe
commun, et soient deux sommetsu,w ∈ NS(ρ). Supposons queCIP(C, σ′) ⊆ CIP(C, σ).
Siσ respecteρ • u etw apparaît avantu dansσ′, alorsN(w) ∩ N(ρ) ⊆ N(u) ∩ N(ρ).

Preuve.Par contradiction, soitw′ ∈ (N(w)∩N(ρ))\(N(u)∩N(ρ)). Siw′ est entreFirst(ρ)
et u dansσ′, alorsCIP(C, σ′) contient l’arêteu,w′. Sinon,u est entrew et w′ dansσ′ et
nous avons la même propriété.

Puisqueσ respecteρ • u, le sommetw′ apparaît aprèsρ • (u,NS(ρ • u),NW(ρ • u)).
Aucun sommet deρ • u n’est adjacent dansG à un sommet placé aprèsw′ dansσ. Les
sommetsu etw′ ne sont pas adjacents dansCIP(C, σ), contredisant notre hypothèse. ⋄

Les résultats précédents nous fournissent une condition suffisante pour qu’un ordreσ
soit CIP-minimal.

Théorème 5.31SoitG = (V,E) un graphe. Considérons un ordre totalσ = (v1, . . . , vn)
sur les sommets deG tel quev1 soit un sommet moplexien et, pour touti, 1 ≤ i < n, nous
ayons :

1. σ respecte le préfixeρ = (v1, . . . , vi),

2. vi+1 est tel queN(vi+1) ∩ N(ρ) soit minimal par inclusion parmi tous les sommets
deNS(ρ).

L’ordre σ est CIP-minimal.

Preuve.(éléments.)
Supposons queσ n’est pas CIP-minimal, il existe donc un ordreσ′ tel queCIP(C, σ′)

soit un sous-graphe stricte deCIP(C, σ). Prenonsσ′ avec cette propriété ayant le plus long
préfixe commun avecσ. Soitρ = (v1, . . . , vp) ce préfixe commun maximum.

Par construction deσ, les arêtes deCIP(C, σ) incidentes àv1 sont des arêtes deG, et
par la proposition Proposition 5.22,σ′ commence également parv1. Le préfixeρ n’est pas
vide.

On noteu = vp+1 le p + 1ème sommet deσ etw le p + 1ème sommetσ′. Nous allons
montrer que l’ordreσ′′, obtenu à partir deσ′ en permutantu et w, satisfaitCIP(C, σ′′) =
CIP(C, σ′). Le préfixe commun deσ′′ et σ étant plus long queρ, ceci mène à une contra-
diction.

Par la proposition 5.29,σ′ respecteρ. On montre facilement que les seules arêtes qui
diffèrent entreCIP(C, σ′′) et CIP(C, σ′) ont une extrémité située dans l’intervalle entreu
et w dansσ′ (u et w compris). SoitI cet intervalle. Puisqueσ′ respecteρ, nous avonsI ⊆
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NS(ρ). Par le lemme 5.30 et la condition 2 de notre théorème,N(x)∩N(ρ) = N(u)∩N(ρ)
pour toutx ∈ I. Pour tous les sommets deI, leur voisin dansG situé le plus à droite dans
l’ordre σ′ est le même. Le voisin le plus à gauche étantFirst(ρ), on vérifie que tous les
sommets deI ont le même voisinage dansCIP(C, σ′′) et CIP(C, σ′). Nous en concluons
queCIP(C, σ′′) = CIP(C, σ′) – contradiction. ⋄

L’algorithme calculant un ordre CIP-minimal est une traduction du théorème 5.31. Il
calculev1 par unLexBFS, puis lance un parcours en largeur à partir dev1. Affin de calculer
en temps constant un sommetv ∈ NS(ρ) tel queNG(v) ∩ N(ρ) soit minimal par inclusion,
on garde pour chaque sommetv le nombre de ses voisins dansN(ρ) (notédN(v)). Avec les
structures de données appropriées (les détails se trouventdans [113]), nous obtenons un al-
gorithme de complexité linéaire calculant un ordre CIP-minimal. A partir de cet ordreσ, on
peut calculer par des techniques standard un modèle d’intervalles propres de la complétion
d’intervalles propres minimaleCIP(C, σ).

Théorème 5.32Il existe un algorithme de complexité linéaire qui, étant donné un graphe
quelconqueG, calcule un modèle d’intervalles propres d’une complétiond’intervalles pro-
pres minimale deG.

Pour certains graphes, il existe des complétions d’intervalles propres minimales que
l’algorithme ne peut pas obtenir. Par exemple, pour le biparti completK1,4, notre algorithme
prend d’abord un sommet du stable (le sommet moplexien), puis complète les quatre autres
sommets en une clique (cf. figure 5.4).

Une autre complétion d’intervalles propres minimale deK1,4 est obtenue en rajoutant
stable de taille quatre deux arêtes formant un couplage. Nous pouvons obtenir ce type de
complétion si, au lieu de commencer par un sommet moplexien,nous découpons préalable-
ment le graphe avec un séparateur minimalS, et nous décidons quelles sont les composantes
deG − S qui vont à droite deS dans l’ordre CIP-minimal et quelles sont celles qui vont à
gauche. L’ordre CIP-minimal est alors calculé sur chacune des parties, commençant par les
sommets deS.

5.2.2 Ordre d’intervalles

En nous basant sur la caractérisation des graphes d’intervalles par des ordres d’inter-
valles, nous adaptons la technique ci-dessus au calcul d’une complétion d’intervalles mini-
male. Remarquons cependant que la situation plus complexe que précédemment.

Définition 5.33 (Ordre d’intervalles [107]) Un ordre d’intervallessur les sommets d’un
grapheH = (V, F ) est un ordre totalσ = (v1, v2, . . . , vn) deV tel que, pour tout1 ≤ i <
j ≤ k ≤ n, si vivk ∈ F alors vivj ∈ F .

En clair, sivi est adjacent àvk et k > i, alors vi est également adjacent à tous les
sommets se trouvant strictement entrevi etvk dans l’ordreσ.
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Algorithme OrdreCIP-minimal

Entree : un graphe quelconqueG = (V,E) ;
Sortie : un ordre CIP-minimal deG ;
Structures de données :

marque : chaque sommet est marqué non atteint, atteint ou traité
Q est la queue des sommets atteints.
ρ est le préfixe courant (un ordre total sur les sommets traités).
dN(v) est le nombre de voisins non atteints du sommetv.

Fonction ChoixSommetSuivant : choisit un sommetv dans la queueQ
tel quev ∈ NS(ρ) etdN(v) soit minimum pour cette propriété.

début
calculer un sommet moplexienv1 ; ρ := (v1)
marquer tous les sommets comme non atteints
initialiser Q avec les voisins dev1, les marquer comme

atteints, marquerv1 comme traité
calculerdN(x) pour chaque sommetx
pour i := 2 à n faire

vi := ChoixSommetSuivant ()
marquervi comme traité,ρ := ρ • vi

calculer l’ensembleNi de voisins non atteints devi

marquer les éléments deNi comme atteints et les enfiler dansQ
pour chaquey ∈ Ni pour chaquez ∈ N(y) faire dN(z) := dN(z) − 1

retourner ρ
fin

FIG. 5.3 – Algorithme de calcul d’un ordre CIP-minimal

FIG. 5.4 – Complétions d’intervalle propres minimales duK1,4.

Théorème 5.34 ([107])Un grapheH = (V, F ) est un graphe d’intervalles si et seulement
s’il existe un ordre d’intervalles sur l’ensemble ses sommets.
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Remarque 5.35Etant donné un ordre d’intervallesσ = (v1, v2 . . . , vn) d’un grapheH,
un modèle d’intervalles deH peut être obtenu en associant à chaque sommetvi l’intervalle
[i, j], où j > i est le plus grand indice tel quevi et vj sont adjacents dansH (ou j = i si
vj n’existe pas).

Réciproquement, à partir d’un modèle d’intervalles deH, il suffit de trier les sommets
par début croissant et l’on obtient un ordre d’intervalles.

Définition 5.36 SoitG = (V,E) un graphe quelconque et soitσ = (v1, . . . , vn) un ordre
total quelconque deV . Le grapheCI(G,σ) = (V, F ) est défini par

F = {vivj | il existek tel que1 ≤ i < j ≤ k ≤ n etvivk ∈ E}.

Par le théorème 5.34CI(G,σ) est un graphe d’intervalles. De la même manière que
pour le théorème 5.18, on déduit :

Théorème 5.37Soit G = (V,E) un graphe quelconque etH = (V, F ) une complé-
tions d’intervalles minimale deG. Il existe un ordreσ sur les sommets deG tel queH =
CI(G,σ).

Définition 5.38 Un ordre totalσ = (v1, . . . , vn) est appeléordre CI-minimalsi CI(G,σ)
est une complétion d’intervalles minimale deG. Tout préfixe(v1, . . . , vk), k ≤ n d’un ordre
CI-minimal est appelépréfixe CI-minimal.

Notre objectif est de calculer un ordre CI-minimal pour pourle grapheG.
La première difficulté est de choisir un premier sommet pour notre ordre CI-minimal.

Contrairement au cas des ordres CIP-minimaux, il ne suffit pas de prendre n’importe quel
sommet moplexien. Cependant, nous montrerons que l’on peutprendre un sommetLexBFS-
terminal. Nous avons besoin ici de propriétés plus fortes del’algorithmeLexBFS.

Lemme 5.39 ([11, 10])SoitM un moplexLexBFS-terminal et soitS = NG(M). Notons
par C1, C2, . . . , Ck, avecCk = M , les composantes connexes deG − S, dans l’ordre
dans lequel elles ont été rencontrées par l’exécution deLexBFS. Nous avons les propriétés
suivantes :

– N(C1) ⊆ N(C2) ⊆ · · · ⊆ N(Ck).
– Pour touti, j, 1 ≤ i < j ≤ k et pour toute paire de sommetsx ∈ N(Ci), y ∈

N [Cj ]\N(Ci), les deux sommetsx et y sont adjacents.

Lemme 5.40 Considérons un graphe non completG = (V,E). Soitv un sommet du moplex
LexBFS-terminalM et S = NG(M). Il existe une complétion d’intervalles minimaleH
deG telle queNG(v) = NH(v). Pour toutH avec cette propriété, il existe une chaîne de
cliques deH telle queM ∪ S soit l’une des cliques terminales.

Preuve.(éléments.) SoientC1, C2, . . . , Ck, avecCk = M , les composantes deG−S, dans
l’ordre donné par l’exécution deLexBFS qui termine surv. Elles satisfont le lemme 5.39.



5.2. Une approche par l’ordonnancement des sommets 79

Soit H ′ le graphe obtenu en transformantNG[Ci] en une clique, pour chaquei, 1 ≤
i ≤ k. Par la première propriété du lemme 5.39,(NG[C1], . . . ,NG[Ck]) est une chaîne
de cliques deH ′, en particulierH ′ est un graphe d’intervalles. Le grapheH ′ contient une
complétion d’intervalles minimaleH deG, et clairementNG(v) = NH(v).

Soit maintenantH une complétion d’intervalles minimale deG telle queNH(v) =
NG(v). On montre queS induit une clique dansH, en utilisant le fait queS est contenu
dans un séparateur minimal deH et que tous ces séparateurs sont des cliques (voir [126]
pour les détails). Par définition d’un moplex,M ∪ S induit également une clique dansH.

Pour chaquei, 1 ≤ i ≤ k notonsHi = H[NG[Ci]]. Soit H ′′ l’union de tous lesHi.
Par construction,G ⊆ H ′′ ⊆ H. Nous allons construire une chaîne de cliquesP deH ′′,
montrant que ce dernier est un graphe d’intervalles. Par minimalité deH, ceci implique que
H ′′ = H. De plus, notre chaîne de cliques auraM ∪S = NG[M ] comme clique terminale.

SoientSi = NG(Ci). Par la deuxième propriété du lemme 5.39, chaque sommet deSi−1

est adjacent à chaque sommet deNG[Ci]\Si−1 dans le grapheG – et par conséquent dans
Hi. Nous avons queSi−1 est contenu dans chaque clique maximale deHi. On construit
ensuite, pour chaqueHi, une chaîne de cliquesPi telle queSi est contenu dans la clique
la plus à droite dePi (voir [126] pour les détails). En concaténant les chaînes decliques
P1,P2, . . . ,Pk dans cet ordre, nous obtenons une chaîne de cliquesP deH. CommeHk

est le graphe complet ayantNG[M ] = S ∪ M comme ensemble de sommets, la chaîne de
cliquesP a comme extrémité droite la cliqueS ∪ M . ⋄

Théorème 5.41SoitG un graphe etv un sommetLexBFS-terminal deG. Pour toute com-
plétion d’intervalles minimaleH deG telle queNG(v) = NH(v), il existe un ordre d’in-
tervalles deH commençant parv.

Preuve.La propriété est triviale siG est un graphe complet. Sinon, par le lemme 5.40, il
existe une chaîne de cliquesP deH telle que son extrémité droite soitS∪M (avec les nota-
tions du lemme 5.40). Par construction,v apparaît uniquement dans cette clique. Renversons
P pour quev soit dans la clique la plus à gauche. Par construction d’un ordre d’intervalles
à partir d’un modèle d’intervalles (cf. remarque 5.35), il existe un ordre d’intervalles deH
commençant parv. ⋄

Comme dans le cas des ordres CIP-minimaux, nous allons voir qu’un ordre CI-minimal
peut être obtenu par un parcours en largeur, à partir du premier sommet, avec quelques
règles supplémentaires. L’une de ces règles nécessitera derelancer unLexBFS à chaque
nouveau choix de sommet, ce qui fait que la complexité de l’algorithme estO(nm). Le
résultat combinatoire qui donne une condition suffisante pour qu’un ordre soit CI-minimal
est cependant plus large ; il englobe des ordres qui ne sont pas nécessairement des ordres de
parcours en largeur.

Notation 5.42 Soit ρ = (v1, . . . , vk) un préfixe etR = V \ V(ρ). Soit Nxt un sous-
ensemble non vide deR, tel queNxt = NG(vi) ∩ R pour un certain dommetvi ∈ V(ρ) et
Nxt est minimal par inclusion pour cette propriété. L’ensembleR \ Nxt sera notéRst.
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Le lemme suivant indique que, siρ est un préfixe CI-minimal, les sommets deNxt
peuvent être mis de façon contiguë juste aprèsρ ; il restera à choisir leur ordre.

Lemme 5.43 Soit σ un ordre total sur les sommets deG, obtenu comme affinage deρ •
Nxt •Rst, et σ′ un ordre total, affinage deρ • R. Si CI(G,σ′) ⊆ CI(G,σ), alors σ′ est
aussi un affinage deρ • Nxt •Rst.

Preuve.Soitvi ∈ V(ρ) tel queNxt = R ∩ NG(vi). Supposons queσ′ n’est pas un affinage
deρ •Nxt •Rst, il y a donc un sommetu ∈ Rst et un sommetw ∈ Nxt tels queu apparaît
avantw dansσ′. Puisqueu apparaît dansσ après tous les sommets deNxt, vi et u de sont
pas adjacents dansCI(G,σ). Dansσ′, u est aprèsvi et avantw. PuisqueNxt ⊆ NG(vi), vi

etw sont adjacents dansG, doncvi etu sont adjacents dansCI(G,σ′) – contredisant notre
hypothèse. ⋄

Il faut maintenant choisir la meilleure permutationσNxt de Nxt, de façon à ce que
CI(G,σNxt) soit minimal. De plus il faut tenir compte des sommets deNxt qui ont des
voisins dansRst, et qui pour cette raison formeront une clique dansCI(G,σ). Au lieu
d’utiliser G[Nxt] nous construirons un grapheGNxt qui permet de prendre en compte cette
situation. Les sommets fictifs que nous avons ajoutés àG[Nxt] sont là pour représenter
l’ensembleRst.

Notation 5.44 Soitρ un préfixe. On noteT l’ensemble de sommets deNxt ayant un voisin
dansRst. Notons parGNxt le graphe obtenu à partir deG[Nxt] en ajoutant un sommet fictif
d1, adjacent à chaque sommet deT , et un deuxième sommet fictifd2 adjacent uniquement
à d1.

Théorème 5.45Soitσ un ordre total sur les sommets deG satisfaisant les propriétés sui-
vantes :

1. σ commence par un sommetLexBFS-terminalv1.

2. Pour chaque préfixeρ = (v1, . . . , vi) deσ,
– σ est un affinage deρ • Nxt •Rst,
– le sommet juste aprèsρ dansσ est un sommetLexBFS-terminal deGNxt, obtenu

en lançantLexBFS à partir ded2.

L’ordre σ est CI-minimal.

Preuve.(éléments.) La preuve de ce théorème est relativement similaire à celle du cas des
ordres CIP-minimaux (théorème 5.31). Cependant les chosessont plus compliquées à cause
de la réutilisation deLexBFS lors de chaque itération. Signalons simplement que, en relan-
çantLexBFS à partir du sommetd2, c’est comme si nous calculions un ordre CI-minimal
pour GNxt, tout en assurant que les sommetsd1, d2 sont les derniers de cet ordre. Ainsi,
Nxt est ordonné de façon optimale, tout en tenant compte du fait que les sommets deRst
apparaissent aprèsNxt dans l’ordreσ. La preuve complète se trouve dans [126]. ⋄
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Algorithme OrdreCI-minimal

Entrée : G = (V,E) connexe
Sortie : un ordreσ sur les sommets deG, CI-minimal
soit v1 le dernier sommet numéroté par une exécution deLexBFSsurG
ρ := (v1)
Nxt = NG(v1); Rst := V \NG[v1]
OP := v1 • Nxt •Rst
pour i := 2 à n faire

soitNxt la classe apparaissant juste aprèsρ dansOP
soit vi le dernier sommet numéroté parLexBFS

executé surGNxt à partir ded2 (cf le théorème 5.45)
ρ = ρ • vi

si |Nxt | ≥ 2 alors
remplacerNxt dansOP parvi • (Nxt \{vi})

soitC la dernière classe deOP telle queNG(vi) ∩ C 6= ∅
si C\NG(vi) 6= ∅ alors

remplacerC dansOP par(C ∩ NG(vi)) • (C\NG(vi))
σ := OP
retourner σ

FIG. 5.5 – AlgorithmeOrdreCI-minimal
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Théorème 5.46Il existe un algorithme de complexitéO(nm), calculant une complétion
d’intervalles minimale du graphe en entrée.

Preuve.(éléments.) L’algorithmeOrdreCI-minimal de la figure 5.5 calcule enO(nm)
un ordre sur les sommets deG satisfaisant les conditions du théorème 5.45.

Le sommetv1 est clairementLexBFS-terminal. L’initialisation assure queσ est un
affinage dev1 • NG(v1) • V \ NG[v1].

L’algorithme maintient une partition ordonnée des sommetsdeG. Montrons qu’à chaque
étapei, l’ensembleNxt correspond bien au préfixeρ = (v1, . . . , vi) conformément à la no-
tation 5.42. Par contradiction supposons qu’il existej < i tel queN(vj) est strictement
contenu dansNxt. A l’étapej, la classeC de la partition contenantNxt a été découpée dans
C ∩ NG(vj) etC\NG(vj) – contredisant le fait queNxt est une classe deOP a l’étapei.

Chaque itération de la bouclepour coûteO(m), à cause de l’utilisation deLexBFS,
ce qui fait un temps global deO(nm). Remarquons que la mise à jour de la partition (trois
dernières lignes de la boucle) se fait aisément enO(n). En utilisant des techniques d’affi-
nage de partition plus élaborées [71, 69], le coût global de cette partie serait linéaire. Pour
améliorer la complexité de l’algorithme, il suffirait de trouver une façon plus rapide pour
calculer le premier sommet à choisir dansNxt.

Le calcul d’un modèle d’intervalles deCI(G,σ) se fait en temps linéaire, comme dans
la remarque 5.35. ⋄

5.3 Conclusion et problèmes ouverts

L’algorithme incrémental pour le calcul d’une complétion d’intervalles minimales a été
le premier algorithme polynomial pour résoudre ce problème. Même si sa preuve est fas-
tidieuse, l’algorithme reste simple. J’ai également la conviction que la représentation des
chaînes de cliques par le préordre défini sur un ensembles de blocs du graphe est un outil
intéressant en soi. La complexité de l’algorithme peut êtreramenée à des valeurs raison-
nables (sûrementO(n4), vraisembleblementO(n3)) en utilisant des structures de données
plus complexes pour la représentation du préordre [124] ou en remplaçant le préordre par
des PQ-arbres. Nous avons vérifié que l’algorithme peut êtreadapté pour devenir une heu-
ristique gloutonne pour la largeur linéaire ou le profile (lenombre minimum d’arêtes qu’il
faut ajouter au graphe quelconque pour obtenir un graphe d’intervalles). En effet, avec de
légères modifications, on peut faire qu’à chaque étape incrémentale, le nombre d’arêtes
ajoutées ou la clique maximum du nouveau graphe soient minimisées. Par contre, l’ordre
d’arrivée des sommets a une grande importance pour les deux paramètres, et nous n’avons
pas à ce jour une technique pour choisir judicieusement cet ordre.

L’algorithme utilisant l’ordres d’intervalles est simpleet assez efficace. Il n’est pas ex-
clu que sa complexité puisse être améliorée. Plus que la complexité, le problème qui me
semble important serait de caractérisertous les ordres CI-minimaux (et CIP-minimaux)
d’un graphe. Il existe des ordres CI-minimaux qui ne satisfont pas les conditions du théo-
rème 5.45. Par exemple, si le graphe en entrée est un cycle, tous les ordres CI-minimaux
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obtenus par notre théorème correspond au fait de rajouter unensemble maximal de diago-
nales au cycle, sans les croiser et sans créer de triangle de diagonales. On obtient bien une
complétion d’intervalles minimale, et toute complétion dece type peut être obtenue par un
ordre satisfaisant le théorème. Malheureusement nous avons des exemples de complétions
minimales d’un cycle à huit sommets, qui ne sont pas de ce type.

Dans le chapitre qui suit, nous verrons une autre technique qui permet d’obtenir n’im-
porte quelle complétion d’intervalles minimale d’un graphe quelconque.
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Chapitre 6

Pliage de graphes : principes et
applications

Nos recherches sur les complétions minimales d’intervalles sont motivées par le cal-
cul des décompositions linéaires optimales (de largeur minimum). Pour avancer vers notre
objectif, il serait important decaractériserles complétions d’intervalles minimales, en par-
ticulier de donner un algorithme capable d’obtenir n’importe quelle complétion de ce type.
C’est ce que nous faisons dans ce chapitre, ou nous introduisons la notion depliage d’un
graphe. D’abord, nous répondrons à la question suivante : étant donnée une complétion
d’intervallesH deG, extraire une complétion minimaleH ′ ⊆ H. Nous utilisons ensuite la
notion de pliage pour calculer, en temps quadratique, la largeur linéaire des graphes d’inter-
valles circulaires.

Les résultats de ce chapitre sont basés sur deux rapports de recherche [127, 77], non
publiés à ce jour.

6.1 Pliage d’un graphe

Observons que si nous avons une décomposition linéaireP d’un grapheG, le graphe
H = RemplDecLin (P), obtenu en complétant en une clique chaque sac de la décom-
position, est un graphe d’intervalles. Une chaîne de cliques deH est obtenue à partir de la
décomposition linéaire en supprimant les sacs qui ne sont pas maximaux par inclusion.

Définition 6.1 SoitG un graphe quelconque etX = {X1, . . . ,Xp} un ensemble de cliques
deG, pas nécessairement maximales. Si chaque arête deG est présente dans au moins une
de ces cliques, nous dirons queX est unecouverture deG par des cliques.

Définition 6.2 SoitX une couverture du grapheG par des cliques. Considérons un ordre
total Q sur les cliques deX . Nous dirons que le couple(G,Q) est unpliagedu grapheG.
A chaque pliage on associe un graphe d’intervallesPliageCI(G,Q), défini par l’algo-
rithmePliageCI de la figure 6.1.
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Le graphePliageCI (G,Q) construit bien un graphe d’intervalles. Nous avons initia-
lisé une décomposition linéaire en utilisant pour les sacs les ensembles deQ, en respectant
cet ordre. Pour chaque sommetx deG nous l’avons forcé apparaître dans des sacs contigus,
en le rajoutant là où nécessaire. Enfin, nous avons rempli cette décomposition linéaire pour
obtenir un graphe d’intervalles. Remarquons que l’algorithme produit, en plus de la complé-
tion d’intervallesH, une décomposition linéaireP de ce graphe dont les sacs correspondent
à des cliques.

Algorithme PliageCI

Entrée : un pliage(G,Q) ;
Sortie : Une complétion d’intervallesH deG ;

// On initialise une décomposition linéaire par les sacs deQ,
// en respectant l’ordre

P := Q ;
pour chaquesommetx deG faire

s := min{i | x ∈ Q(i)} ;
//Q(i) est leième ensemble deQ

t := max{i | x ∈ Q(i)} ;
pour j := s + 1 à t − 1 faire

P(j) := P(j) ∪ {x} ;
fin_pour
H := RemplDecLin (P) ;
retournerH

FIG. 6.1 – L’algorithme de pliagePliageCI .

Théorème 6.3SoitG un graphe etX une couverture deG par des cliques. Pour toute com-
plétion d’intervallesH deG, il existe un ordre totalQ surX tel queH = PliageCI(G,Q).

Preuve.(éléments.) Chaque élément deX est contenu dans au moins une clique maximale
deH. Considérons une chaîne de cliquesP deH. On ordonne les éléments deX par l’ordre
de leur première apparition (comme sous-ensemble d’un sac)dansP, de gauche à droite.
Si plusieurs éléments deX apparaissent pour la première fois comme sous-ensembles d’un
même sac, on fixe un ordre total arbitraire entre ces éléments. On obtient de cette façon un
ordre totalQ surX . Il n’est pas difficile de vérifier queH ′ = PliageCI (G,Q) est un
sous-graphe deH. Par minimalité de ce dernier, nous avonsH = H ′. ⋄
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6.2 Extraction d’une complétion minimale

Supposons que nous ayons une complétion d’intervallesH = (V, F ) du graphe quel-
conqueG = (V,E). Nous voulons savoir siH est une complétion d’intervalles minimale
deG, et si ce n’est pas le cas de construire une complétion minimale H ′ ⊂ H.

Nous pouvons essayer de supprimer une arêtee ∈ F\E, vérifier si le nouveau graphe
H − e est encore un graphe d’intervalles, puis recommencer jusqu’à ce qu’aucune arête ne
puisse être supprimée. Ce processus s’arête après un nombred’étapes au plus quadratique en
|F\E|. Par contre, la nouvelle complétion obtenue n’est pas forcément minimale (il existe
des exemples simples pour montrer que cette situation peut arriver).

Définition 6.4 Une complétion d’intervallesH = (V, F ) du graphe quelconqueG =
(V,E) est appeléequasi-minimalesi, pour toute arêtee ∈ F\E, le grapheH − e n’est
pas un graphe d’intervalles.

Supposons dorénavant que la complétionH dont nous disposons en entrée soit quasi-
minimale, nous voulons décider si elle est vraiment minimale. Sinon, il existe une complé-
tion strictement contenue dansH. Donnons des noms différents à ces complétions. Nous
appelonsH2 la complétion quasi-minimale en entrée, et soitH0 une complétion mini-
male deG, contenue dansH (que nous ne connaissons pas ; remarquons cependant que
H2 est également une complétion d’intervalles quasi-minimale deH0). Avant d’atteindre
cette complétion minimaleH0, nous allons probablement découvrir d’autres complétions
d’intervallesH1, avecH0 ⊆ H1 ⊂ H2. Comment calculerH1 ? Le premier résultat im-
portant est que toute complétion quasi-minimaleH2 correspond à un pliage(H0,Q0) de
H0, oùQ0 est une permutation des cliques maximales deQ0. Il faudra ensuite “déplier” la
permutationQ0 pour obtenir, si ce n’est directementH0, au moins un graphe d’intervalles
H1 comme ci-dessus. Nous recommençons ensuite ce processus sur H1 à la place deH2,
et lorsque nous serons bloqués nous saurons que la complétion d’intervalles calculée est
minimale.

Théorème 6.5Soit H2 une complétion d’intervalles quasi-minimale du graphe d’inter-
vallesH0. Il existe un ordre totalQ sur les cliques maximales deH0 tel queH2 correspond
au pliage(G,Q), i.e.H2 = PliageCI(H0,Q).

Preuve.(éléments.) La preuve que nous avons donné dans [77] se fait en plusieurs étapes.
Clairement, chaque clique maximale deH0 est contenue dans au moins une clique maximale
deH2. Tout d’abord, nous montrons que pour chaque clique maximale Ω deH2, il existe
une clique maximaleK deH0 qui est contenueuniquementdansΩ ; nous dirons dans ce
cas queK est uneclique principalede H0 par rapport àH2. Comme dans la preuve du
théorème 6.3, nous considérons une chaîne de cliqueP2 de H2 et nous trions les cliques
principales deH0 par l’ordre de leur première apparition comme sous-ensemble d’un sac
deP2. SoitQ′ cet ordre total sur les cliques principales deH0. Nous montrons queH2 est
le graphe obtenu par l’algorithmePliageCI appliqué à(H0,Q′) (même siQ′ n’est pas
nécessairement une couverture par cliques deH0). Ensuite nous étendons cet ordreQ′ en
un ordre totalQ sur les cliques maximales deH0, avec la propriété désirée. ⋄
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DepliageUnPivot
=>

=>
DepliageDeuxPivots

FIG. 6.2 – Chaque cercle représente une clique maximale du graphe H0, et ces cliques sont
reliées selon la chaîne de cliquesP0. La permutationQ est obtenue en prenant l’ordre des
cliques, de gauche à droite sur l’abscisse. Les flèches indiquent l’opération que nous faisons
pour déplier un ou deux pivots. La partie haute montre le cas du 1-pliage, où le pivot est la
clique extrémale de la permutation. La partie en bas illustre le cas du 2-pliage, avec deux
pivots qui sont le plus à gauche, respectivement le plus à droite selon la permutationQ.

Soit doncH2 = PliageCI (H0,Q) une complétion quasi-minimale deG. L’objectif
est maintenant dedéplier H2 en H0, ou du moins en un graphe d’intervallesH1 tel que
H0 ⊆ H1 ⊂ H2. Fixons une chaîne de cliquesP0 de H0. Il est désormais préférable de
voire le pliage comme un triplet(H0,P0,Q), oùQ est comme précédemment un ordre total
sur les cliques maximales deH0. Ceci permet de prendre en compte la manière dont nous
avons plié la chaîne de cliquesP0.

Définition 6.6 Un pliagedu graphe d’intervallesH0 par rapport à une chaîne de cliques
P0 est un triplet(H0,P0,Q), oùQ est une permutation des cliques maximales deH0. Ce
pliage définit un graphe d’intervallesPliageCI(H0,Q).

Une clique maximaleK deH0 est unpivot pour le pliage(H0,P0,Q) si les deux voisins
deK dansP0 apparaissent du même côté deK dans l’ordreQ.

Rappelons que nous avons en entrée le grapheH2 et que nous souhaitons calculerH0.
Pour ce faire, nous voulons “déplier”H2. Un pliage(H0,P0,Q) peut à priori être com-
pliqué, au sens où la permutationQ mélange fortement les cliques deH0, par rapport à
la permutation donnée parP0. Pour nos fins algorithmiques, nous préférons les pliages
simples, avec un ou deux pivots.

Définition 6.7 Soit(H0,P0,Q) un pliage deH0. Si ce pliage contient un seul pivot, il sera
appelé un1-pliage. S’il contient exactement deux pivots, il sera appelé2-pliage.
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Le théorème suivant nous assure que toute complétion d’intervalles quasi-minimale,
mais non minimaleH2 deG provient d’un 1-pliage ou d’un 2-pliage d’une complétionH1

deG, avecH1 ⊂ H2. Notons queH1 n’est pas nécessairement la complétion minimaleH0.

Théorème 6.8Soit H2 une complétion d’intervalles quasi-minimale, mais non minimale
du graphe quelconqueG. Il existe une complétion d’intervallesH1 deG, strictement conte-
nue dansH2, et un 1-pliage ou un 2-pliage(H1,P1,Q1) deH1, satisfaisant la propriété
H2 = PliageCI(H1, Q1).

Nous allons déplier le grapheH2 en un sous-graphe d’intervalles. L’idée informelle de
l’algorithme est décrite dans la figure 6.2. Si nous disposions de la chaîne de cliquesP2 de
H2 produite par l’algorithmePliageCI appliqué à(H1, Q1), il suffirait pratiquement de
deviner la position des pivots et de les “ouvrir” comme sur ledessin. Bien entendu, nous
disposons uniquement du grapheH2 et non pas de la “bonne” chaîne de cliques. Rappelons
que le nombre de chaînes de cliques deH2 peut être exponentiel en sa taille, pas question
de tout essayer. Nous allons néanmoins pouvoir déplier le grapheH2 en un grapheH ′

1 (pas
forcément leH1 du théorème), en nous assurant que ce dépliage supprime au moins une
arêteuv.

Considérons d’abord le cas, plus simple, oùH2 provient d’un 1-pliage deH1. Nous al-
lons deviner le pivotΩ, qui dans ce cas est à la fois une clique maximale deH1 et deH2 (les
détails se trouvent dans [77]). Nous allons également deviner le sommetu, tel qu’une arête
uv soit supprimée pendant le dépliage. Nous allons ensuite déplier la composante connexe
Cu deG − Ω, découpant le grapheH2 enH2[NG[Cu]] et H2 − Cu. L’union de ces deux
graphes sera le grapheH ′

1 que nous recherchons. Ce sera bien un graphe d’intervalles,car
on peut coller une chaîne de cliques deH2[NG[Cu]] avec une chaîne de cliques deH2−Cu

en identifiant les sacs correspondant àΩ de chaque côté. L’algorithmeDeplierUnPivot
essaye chaque clique maximaleΩ et chaque sommetu. Si H2 provient d’un 1-pliage, l’al-
gorithme trouvera le grapheH ′

1, sous-graphe strict deH2. Sinon, il retournera simplement
H2 et il nous faudra passer au cas du 2-pliage.

Lemme 6.9 SoitG = (V,E) un graphe quelconque. Considérons deux complétions d’in-
tervallesH1 et H2 deG telles queH1 soit un sous-graphe strict deH2 et H2 soit quasi-
minimale. S’il existe un 1-pliage(H1,P1,Q1) deH1 tel queH2 = PliageCI(H1,Q1),
alors l’algorithmeDeplierUnPivot(H1,Q1) produit une complétion d’intervallesH ′

1

deG, avecH ′
1 ⊂ H2.

La construction qui permet de déplier simultanement deux pivots est sensiblement plus
longue que dans le cas précédent. Cependant, le principe reste le même : on devine (en
essayant toutes les possibilités) les cliques maximalesΩl et Ωr deH2 qui contiennent les
pivots, les sommetsu etv tels que l’arêteuv sera enlevée et quelques autres éléments qui ne
dépendent que des graphesG et H2. La preuve complète de l’algorithme est assez longue
et peut être consultée dans [77], ainsi que l’algorithmeDeplierDeuxPivots .

Nous avons le lemme suivant, similaire au cas du 1-pliage.
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Algorithme DeplierUnPivot

Entree : Un grapheG = (V,E), et une complétion d’intervallesH2 deG
Sortie : Une complétion d’intervallesH ′

1 deG telle que
H ′

1 ⊂ H2 si H2 est défini par un 1-pliage d’un grapheH1

H ′
1 = H2 sinon

pour chaque paire(Ω, u) oùΩ est une clique maximale deH etu ∈ V \ Ω
soitCu la composante connexe deG − Ω contenantu
H ′

1 = H2[NG[Cu]] ∪ (H2 − Cu)
si H ′

1 est un graphe d’intervalles etH ′
1 ⊂ H2 alors

returner H ′
1

fin_si
fin_pour
returner H2

FIG. 6.3 – Déplier un pivot.

Lemme 6.10 SoitG = (V,E) un graphe quelconque et soientH1 etH2 deux complétions
d’intervalles deG. Supposons queH1 ⊂ H2 et queH2 est une complétion quasi-minimale.
S’il existe un 2-pliage(H1,P1,Q1) de H1 tel queH2 = PliageCI(H1,Q1), alors le
grapheH ′

1 obtenu par l’algorithmeDeplierDeuxPivots(G,H2) est une complétion
d’intervalles deG, strictement contenue dansH2.

Les lemmes 6.9 et 6.10 impliquent le principal résultat de cette section.

Théorème 6.11Il existe un algorithme polynomial prenant en entrée un graphe quelconque
G et une complétion d’intervallesH2 deG, qui calcule une complétion d’intervalles mini-
maleH1 deG avecH1 ⊆ H2.

Preuve.(éléments.) L’algorithmeExtractionCIMinimale d’extraction d’une complé-
tion d’intervalles minimale est donné dans la figure 6.4. En partant de la complétion d’in-
tervalles couranteH2, on extrait des arêtes une à une jusqu’à l’obtention d’une complétion
quasi-minimale. On essaye ensuite les algorithmes de dépliage d’un, puis de deux pivots. Si
l’un de ces algorithmes obtient une complétion strictementplus petite, nous recommençons
avec la nouvelle complétion. Si les deux algorithmes ont étéincapables de supprimer des
arêtes, par le théorème 6.8 et les lemmes 6.9 et 6.10 c’est quela complétion actuelle est bien
minimale. ⋄

Notons que, si l’algorithme utilise comme complétion initiale deG = (V,E) le graphe
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Algorithme ExtractionCIMinimale

Entrée : Un grapheG = (V,E), et une complétion d’intervallesH2 deG.
Sortie : Une complétion d’intervalles minimalH1 deG, telle queH1 ⊆ H2.

H1 := H2

H0 := G
tantque H0 6= H1 faire

H0 := H1

pour chaquearêteuv deE(H1) \ E(G) faire
si H1 − uv est un graphe d’intervallesalors

H1 := H1 − uv
H1 := DeplierUnPivot (G,H1)
H1 := DeplierDeuxPivots (G,H1)

retourner H1

FIG. 6.4 – Extraction d’une complétion d’intervalles minimale.

completK(V ), n’importe quelle complétion d’intervalles minimale deG peut être obtenue
en sortie de l’algorithme [77].

6.3 Largeur linéaire des graphes d’intervalles circulaires

Rappelons qu’un graphe d’intervalle circulaire a comme modèle d’intersection une fa-
mille d’arcs de cercle d’un cercle. Cette classe généralisela classe des graphes d’intervalles.

Comme nous avons représenté les graphes d’intervalles par une chaîne de cliques, nous
pouvons également représenter un graphe d’intervalles circulaires par uncycle de cliques.

Définition 6.12 Un cycle de cliquesCC d’un graphe d’intervalles circulairesG est un cycle
dont les noeuds sont des cliques (pas nécessairement maximales) deG, de sorte que pour
tout sommetx deG, l’ensemble des sacs contenantx forme une chaîne connexe dansCC,
et chaque arête deG est couverte par un sac.

Etant donné un grapheG, il existe un algorithme de complexité linéaire qui permet
de décider siG est un graphe d’intervalles et de calculer un modèle d’intervalles circu-
laires [104]. A partir de ce dernier, nous pouvons construire le cycle de cliques en temps
linéaire. De plus le cycle a au plus2n nœuds.

Fixons désormais un cycle de cliquesCC du grapheG. Chaque arête deG apparaît dans
au moins un sac de ce cycle, les sacs forment donc une couverture par cliques deG. Consi-
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dérons une permutationQ de l’ensemble de sacsCC. Comme dans la section précédente,
nous allons étudier la permutationQ par rapport au cycle de cliques, c’est pourquoi le pliage
du grapheG sera vu comme le un triplet(G, CC,Q).

Définition 6.13 Un pliagedu graphe d’intervalles circulairesG par rapport à un cycle de
cliquesCC est un triplet(G, CC,Q), oùQ est une permutation des sacs deCC. Ce pliage
définit un graphe d’intervallesPliageCI(G,Q).

Le sacK deCC est unpivot pour le pliage(G, CC,Q) si les deux voisins deK dansCC
apparaissent du même côté deK dans l’ordreQ.

Un pliage ayant exactementk pivots est ditk-monotone.

Remarquons que tout pliage contient au moins deux pivots : lepremier et le dernier élé-
ment deQ sont toujours des pivots. Notre principal résultat combinatoire est qu’il existe une
complétion d’intervallesH de largeur minimum deG, obtenue par un pliage 2-monotone
(ayant exactement deux pivots).

L’intersection de deux cliquesQ,Q′, consécutives dans le cycle de cliques, n’est pas
forcément un séparateur deG. Nous dirons néanmoins queQ ∩ Q′ est un semi-séparateur :
l’union de deux semi-séparateurs est généralement un séparateur deG.

Regardons de plus près la complétion d’intervalles obtenuepar un pliage.

Remarque 6.14Soit (G, CC,Q) un pliage du graphe d’intervalles circulairesG. Consi-
dérons la chaîne de cliquesP produite par l’algorithmePliageCI(G,Q). Observer que
chaque sac deP est l’union d’une cliqueQ ∈ Q, correspondant à ce sac au moment de
l’initialisation, et les semi-séparateurs de la formeQ∩Q′, oùQ,Q′ sont des cliques consé-
cutives sur le cycle, mais séparées parQ dans la permutationQ. Nous dirons que la clique
S et ces semi-séparateurs ont étéfusionnéspar le pliage.

Un pliage(G, CC,Q) définit de façon naturelle une “partie haute” et une “partie basse”
sur le cycle de cliques. SoientQL etQR la première et respectivement la dernière clique de
Q. NotonsCCup (resp.CCdown) la suite de cliques rencontrées sur le cycle à partir deQL

et jusqu’àQR, en parcourant ce cycle dans le sens horaire (resp. dans le sens trigonomé-
trique). On noteQdown = (QL = Ql1 , Ql2 , . . . , Qlr = QR) la restriction deQ à CCdown.
Similairement,Qup = (QL = Qu1 , Qu2 , . . . , Qut = QR) est la restriction deQ àCCup.

Définition 6.15 Soit(G, CC,Q) un pliage 4-monotone deG. NotonsQL etQR le premier,
respectivement le dernier élément deQ et soientB1, P les deux autres pivots, de gauche à
droite dansQ. Supposons sans perdre en généralité queB1, P sont dansQup. La chaîne du
cycleCC qui commence parB1 et, dans le sens trigonométrique, traverseP et continue tant
qu’elle rencontre des sacs apparaissant aprèsB1 dansQ, est appeléeanomaliedu pliage
(voir aussi la partie haute de la figure 6.5).

L’un de nous outils principaux, le théorème 6.17, montre quesi (G, CC,Q) est un pliage
4-monotone auquel correspond une complétion d’intervalles H = PliageCI (G,Q), il
existe un pliage 2-monotone(G, CC,Q′) tel queH ′ = PliageCI (G,Q′), la complétion
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FIG. 6.5 – Anomalie (en haut) et transformation pour réduire cette anomalie
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d’intervalles correspondant à ce pliage, a une largeur au plus égale à celle deH. Voici
une ébauche informelle des principaux arguments la preuve.Considérons l’anomalieA du
pliage 4-monotone(G, CC,Q). Supposons qu’elle est dans la partie haute du cycle, comme
dans la figure 6.5.

Lorsque l’on restreintCC aux sacs qui ne sont pas dans l’anomalie (on enlève toutes les
cliquesX ∈ A, en ajoutant une arête entre ses voisins), nous obtenons un cycle de cliques
correspondant à un graphẽG, qui est un sous-graphe induit deG. De plus, nous obtenons
un pliage(G̃, C̃C, Q̃) de G̃, où Q̃ est la restriction de la suiteQ aux sacs qui ne sont pas
dansA. Ce pliage définit une complétion d’intervalles̃H = PliageCI (G̃, Q̃).

Définition 6.16 Soit (G, CC,Q) un pliage 4-monotone deG et soitA son anomalie. La
A-largeurde (G, CC,Q) est la largeur linéaire deH̃ = PliageCI(G̃, Q̃), où G̃ est le
graphe d’intervalles circulaires défini par le cycle de cliquesC̃C obtenu à partir deCC en
supprimant l’anomalie et̃Q est la restriction deQ aux sacs deC̃C.

Soit H = PliageCI (G,Q) une complétion d’intervalles optimale deG. Un pas de
la procédure consiste a légèrement modifier le pliage(G, CC,Q) afin d’obtenir un pliage
(G, CC,Q′), avec une anomalieA′ avec strictement moins de sacs queA, en assurant
que laA′-largeur de(G, CC,Q′) n’est pas supérieure à la largeur deH. Nous continuons
jusqu’à l’obtention d’une anomalie vide. Ce dernier pliage(G, CC,Q′′) est 2-monotone.
Son anomalieA′′ étant vide, laA′′-largeur du pliage est exactement la largeur linéaire de
H ′′ = PliageCI (G,Q′′), doncpw(H ′′) ≤ pw(H).

Donnons plus d’élements sur la construction de(G, CC,Q′) à partir de(G, CC,Q).
Considerons les pivotsB1 et P de (G, CC,Q), comme dans la définition 6.15. SoitBk+1

l’unique voisin deB1 sur le cycle qui appartient à l’anomalie. SoientB2, . . . , Bk les cliques,
n’appartenant pas à l’anomalie, qui sont aprèsB1 dans le cycle dans le sens horaires, mais
avantBk+1 dansQ. SoientS1, . . . , Sk+1 les semi-séparateurs correspondant aux arêtes de
la partie inférieure du cycle, tels queSi est fusionné avec le sac correspondantBi dans
PliageCI (G,Q). Nous choisissons un semi-séparateurSl = Q∩Q′ correspondant à une
arêteQQ′ en bas du cycle et nous modifionsQ afin de placer tous lesBk+1, B1, . . . , Bl−1

(dans cet ordre) entreQ et Q′. Le choix deSl fera que le nouveau pliage(G, CC,Q′) aura
les propriétés requises. La construction est illustrée parla figure 6.5. Informellement, les
sacsBk+1, B1, . . . , Bl−1 glissent (sans sauter) le long du cycle, dans le sens horaire, et
s’arrêtent au dessus de l’arête correspondant àSl. La preuve complète n’est pas très longue
mais reste assez technique ; elle se trouve dans [127].

Théorème 6.17Soit(G, CC,Q) un pliage 4-monotone deG etH = PliageCI(G,Q). Il
existe un pliage 2-monotone(G, CC,Q′′) tel queH ′′ = PliageCI(G,Q′′) ait une largeur
linéaire inférieure ou égale à celle deH.

Par un argument inductif, on montre que tout pliage deG peut être transformé en un
pliage 2-monotone, sans augmenter la largeur de la complétion d’intervalles associée.
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Théorème 6.18SoitG un graphe d’intervalles circulaire deCC un cycle de cliques deG.
Il existe un pliage 2-monotone(G, CC,Q) deG, tel queH = PliageCI(G,Q) soit une
complétion d’intervalles optimale (de largeur linéaire minimum) deG.

L’algorithme pour le calcul de la largeur linéaire des graphes d’intervalles circulaires
est très similaire à l’algorithme de [93] calculant le remplissage minimum pour cette même
classe (ce dernier peut également être adapté au calcul de lalargeur arborescente).

Considérons un cycle de cliquesCC de G, obtenu à partir d’un modèle d’intervalles.
Subdivisons chaque branche du cycle en lui rajoutant un nouveau sac, contenant le semi-
séparateur correspondant à la branche. Nous obtenons uncycle de cliques/semi-séparateurs
alternant les cliques des sacs originels et des sacs contenant des semi-séparateurs. Il est
également utile de représenter ce nouveau cycle comme unpolygône (convexe) de points
de contrôlePG (nous suivons la notion de “polygon of scanpoints” de [93]).Les points
de contrôle sont les sacs (cliques et semi-séparateurs) du cycle. On associe à chaque point
de contrôles le sac respectif, notéV (s). Pour chaque triangleT formé par trois points
s1, s2, s3 , définissons la largeurw(T ) du triangle comme étant la cardinalité de l’union
V (s1) ∪ V (s2) ∪ V (s3).

Définition 6.19 Une triangulation planaire linéaireLP du polygone de points de contrôle
PG est une triangulation planaire de ce polygone telle que chaque triangle de la triangula-
tion contient au plus deux diagonales. La largeurw(LT ) de la triangulation est la largeur
maximum de ses faces (triangles).

Une telle triangulation est illustrée par la figure 6.6. Premièrement, nous montrons que
la largeur linéaire deG est égale à la plus petite largeur d’une triangulation planaire li-
néaire dePG, moins un. Par les mêmes techniques que [93], nous obtenons un algorithme
quadratique de calcul da la largeur linéaire.

Théorème 6.20Pour tout graphe d’intervalles circulairesG, sa largeur linéaire est le mi-
nimum, parmi toutes les triangulations planaires linéaires LT dePG, dew(LT ) − 1.

Preuve.(éléments.) SoitLT une triangulation planaire linéaire dePG. Considérons un
graphe dont les sommets sont les triangles deLT , et deux sommets sont adjacents si et
seulement si les triangles respectifs partagent une diagonale. Il est facile de vérifier que ce
graphe est une chaîne. Pour chaque nœudT de cette chaîne soients1, s2, s3 les points de
contrôle qui forment le triangle. On associe àT le sacV (s1) ∪ V (s2) ∪ V (s3). On obtient
ainsi une décomposition linéaire deG (cf. [127] pour les détails), par conséquent la largeur
de cette décomposition estw(LT ) − 1.

Réciproquement, soitH = PliageCI (G,Q) une décomposition linéaire optimale de
G, où (G, CC,Q) est un pliage 2-monotone deG. Nous allons construire une triangulation
planaire linéaireLT dePG comme suit (voir également la figure 6.6). Pour chaque clique
Ω du cycle de cliquesCC, il existe au plus une brancheΩ′Ω′′ de ce cycle telle queΩ se
trouve entreΩ′ etΩ′′ dans l’ordreQ (cette propriété vient de la 2-monotonie du pliage). On
ajoute dansPG une diagonale entre le point de contrôle représentant la cliqueΩ et celui
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FIG. 6.6 – 2-pliage (haut) et la triangulation planaire linéaire associée (bas).

correspondant au semi-séparateur de la brancheΩ′Ω′′. De plus, on ajoute une diagonale
entre le semi-séparateurΩ′ ∩ Ω′′ et chacun des deux semi-séparateurs correspondant aux
branches incidentes àΩ dansCC. Nous obtenons ainsi une triangulation planaire linéaire
LT dePG, dont les triangles sont en bijection avec les sacs de la décomposition linéaire
produite par l’algorithmePliageCI (G,Q). En particulier, la largeur deLT estω(H) =
pw(H) + 1. ⋄

L’algorithme calculant une triangulation planaire linéaire dePG, de largeur minimum,
est décrit dans [127] et très similaire à celui de [93]. Nous obtenons :

Théorème 6.21Il existe un algorithme de complexitéO(n2), calculant la largeur linéaire
des graphes d’intervalles circulaires.

6.4 Conclusion et questions ouvertes

Nous avons donné un premier algorithme capable de produire n’importe quelle com-
plétion d’intervalles minimale du graphe en entrée. De pluscet algorithme extrait une com-
plétion minimale à partir d’une complétion non minimale. Ilpeut être utilisé en phase de
post-processage de toute heuristique de calcul d’une décomposition linéaire (cette technique
de post-processage est utilisée dans les problèmes de triangulations, cf. [18]). Il serait utile
et intéressant de simplifier et d’améliorer la complexité decet algorithme.
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La technique de pliage introduite initialement pour l’extraction d’une complétion d’in-
tervalles minimale nous a permis de calculer la largeur linéaire pour les graphes d’intervalles
circulaires. C’est le premier algorithme polynomial résolvant ce problème pour une classe
de graphes qui n’est pas de largeur arborescente linéaire bornée et qui ne satisfait pas la
propriété que la largeur linéaire est toujours égale à la largeur arborescente. La question qui
se pose tout naturellement est d’étendre ces résultats à d’autres classes de graphes et surtout
d’exhiber une technique générique pour le calcul de la largeur linéaire.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Nous avons étudié dans ce mémoire les décompositions arborescentes et les décompo-
sitions linéaires des graphes, avec les paramètres de largeur associés.

Pour mieux comprendre et mieux calculer la largeur arborescente, nous avons appro-
fondi la notion de clique maximale potentielle. Ceci nous a permis de restreindre et de maî-
triser l’ensemble des sacs qui sont utiles pour construire une décomposition arborescente
optimale. Nous avons ainsi prouvé que le calcul de la largeurarborescente peut se faire en
temps polynomial par rapport au nombre de séparateurs minimaux du graphe en entrée, uni-
fiant ainsi un grand nombre d’algorithmes qui traitaient ce problème au cas par cas. Nous
avons donné un algorithme exact de calcul de la largeur arborescente en tempsO(1.9601n),
et de nouveaux outils pour comprendre la largeur arborescente des graphes planaires. Enfin,
nous avons abordé la question de l’approximation de la largeur arborescente, en donnant
des algorithmes d’approximation à facteur constant pour certaines classes de graphes, ainsi
qu’un algorithme d’approximation à facteurO(log k) pour les graphes quelconques, oùk
est la largeur arborescente du graphe en entrée.

Contrairement à la largeur arborescente, la largeur linéaire des graphes reste un para-
mètre très difficile à comprendre et à calculer. Les travaux (pourtant nombreux !) dans ce
domaine n’ont abouti qu’à des résultats très partiels. Nousavons proposé une nouvelle fa-
çon d’aborder le problème, en passant par l’étude des complétions d’intervalles minimales
des graphes. Nous présentons plusieurs algorithmes calculant des complétions d’intervalles
minimales d’un graphe quelconque, convaincus du fait que lacompréhension de ces com-
plétions apportera les outils nécessaires à la maîtrise de la largeur linéaire. Cette approche
nous a permis de calculer, en temps quadratique, la largeur linéaire des graphes d’intervalles
circulaires.

Au cours de cette étude nous nous sommes posés un certain nombre de questions qui
nous semblent être des axes de recherche importants et prometteurs. Elles seront résumées
en quatre catégories :

– approximation de la largeur arborescente ;
– nouveaux paramètres de décompositions, modélisant plus finement les besoins des

applications basées sur les décompositions arborescentes;
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– complétions de graphes ;
– paramètres de largeur et leur lien avec les jeux de poursuite.

Approximation de la largeur arborescente. L’approximation de la largeur arborescente
à une constante multiplicative près reste un problème ouvert, sans doute le plus important
lié au calcul de ce paramètre. Rappelons que le meilleur algorithme actuel produit une
approximation de largeurO(k

√
log k) oùk est la largeur arborescente du graphe en entrée ;

malheureusement la constante cachée par leO est énorme.
Le principal frein que nous rencontrons dans la conception des algorithmes d’approxi-

mation provient de la complexité des outils qui montrent quela largeur arborescente d’un
graphe est grande. Comme dans tout algorithme d’approximation, nous aurions besoins de
bornes inférieures simples pour la largeur arborescente. Pour justifier qu’un graphe est de
largeur arborescente au plusk, il suffit d’exhiber une décomposition arborescente de lar-
geur au plusk ; de plus, cette décomposition occupe un espace mémoireO(n2), sa taille
ne dépend pas dek. Quel certificat utiliser pour prouver que la largeur arborescente d’un
graphe est strictement supérieure àk ? Il existe un certain nombre d’objets conçus à ce su-
jet, comme les enchevêtrements (brambles) ou les havres (havens), voir [17, 47, 115] pour
une synthèse. Ils sont à ma connaissance très peu utilisés depoint de vue algorithmique (à
quelques exceptions notables [122, 23]). La taille d’un telcertificat peut atteindre de l’ordre
denk.

Il serait essentiel de pouvoir utiliser dans nos travaux algorithmiques une plus grande
partie des puissants outils combinatoires développés dansla théorie des mineurs de graphes.
A titre d’exemple, rappelons le fameux théorème du mineur grille : tout graphe qui ne
contient pas la grille planairer × r comme mineur a une largeur arborescente au plusf(r).
Actuellement la fonctionf pour laquelle le théorème est prouvé est surexponentielle en r ;
il n’existe aucun exemple oùf(r) excèder2 log r. Si cette deuxième borne était prouvée, la
preuve fournirait sans doute un bon algorithme d’approximation de la largeur arborescente.

Paramètres de décomposition et programmation par contraintes. La programmation
par contraintes est l’un des domaines où les décompositionsarborescentes sont souvent
utilisées, qu’il s’agisse de résultats théoriques ou appliqués [67, 83, 96]. Ces applications
ont également mené à plusieurs généralisations des décompositions arborescentes et de la
largeur arborescente, notamment en les élargissant aux hypergraphes (voir [67] pour une
présentation synthétique de ces travaux).

L’analyse fine des algorithmes de résolution de contraintesbasés sur des décompositions
montrent que la largeur arborescente n’est pas le paramètrele plus pertinent pour étudier
leur complexité. La notion de largeur arborescente valuée (définie en mettant un poids pour
chaque sommet, et la largeur d’un sac devient le produit des poids de ses sommets) com-
mence tout juste à être étudiée [6].

Une variante encore plus originale est proposé par l’heuristique BTD, comme “back-
track with tree decompositions” [83]. Les techniques classiques de programmation dyna-
mique requièrent un espace mémoire de l’ordre2tw(G) même dans le cas des problèmes
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avec des variables binaires. Si l’on peut se permettre ce genre de complexité en temps, l’uti-
lisation d’une telle taille mémoire est prohibitive. L’heurisitique BTD est une heuristique
de backtrack classique, guidée par l’arbre de décomposition. Elle mémorise seulement les
instanciations des variables au niveau des séparateurs, etnon pas des cliques de la triangula-
tion. Ainsi l’espace mémoire est de l’ordre de2s, oùs est la taille du plus grand séparateur
utilisé dans la décomposition. La borne supérieure pour la complexité en temps reste2tw(G),
mais l’utilisation de techniques branch-and-bound rend cette heuristique beaucoup plus ra-
pide en moyenne. Clairement, ce nouveau paramètres peut être sensiblement plus petit que
la largeur arborescente, et les jeux de tests évoqués dans [83] confirment que cette situation
est courante dans les problèmes réels. Il serait donc très important de pouvoir calculer des
décompositions (triangulations) où l’on essaye de minimiser deux paramètres, en priorité la
taille du plus grand séparateur de la triangulation et seulement ensuite la clique maximum
de la triangulation. Notons que, dans ce cas, les bonnes triangulations ne se trouvent pas
forcément parmi les triangulations minimales. Par contre ce sont encore des triangulations
efficaces, comme pour les décompositions en branches optimales.

Complétions de graphes Dans notre étude sur les complétions minimales de graphes,
nous avons évoqué trois types de complétions d’un graphe quelconque : en graphes tri-
angulés, en graphes d’intervalles et en graphes d’intervalles propres. Notons que d’autres
chercheurs ont exploré la voie des complétions minimales vers d’autres classes de graphes,
comme les graphes split [73] ou les graphes de comparabilité[74]. En plus des paramètres
de largeur, il est également très classique de minimiser le nombre minimum d’arêtes ajou-
tées lors d’une telle complétion. Le tableau ci-dessous mentionne quelques paramètres clas-
siques liés aux complétions.

G = (V,E) → H = (V, F ) min ω(H) − 1 min |F\E|
H triangulé largeur arborescenteremplissage minimum
H d’intervalles largeur linéaire profile
H d’intervalles propres largeur de bande MPIC

Il reste beaucoup de questions ouvertes relativement à ces paramètres, par exemple on
ignore toujours si le calcul du profile est un problème de la classe FPT. En clair, étant donné
un graphe quelconqueG = (V,E) et un nombrek, peut-on décider s’il existe une complé-
tion d’intervallesH = (V, F ) deG telle que|F − E| ≤ k, en tempsO(f(k) Poly(n)) (le
polynôme enn ne doit pas dépentre dek) ?

De façon similaire se posent un grand nombre de questions surla distance de modi-
fication (edit distance) entre un graphe quelconqueG et une classe de graphes. Peut-on
transformer le grapheG en un graphe de la classeG en lui rajoutant/supprimant un petit
nombre d’arêtes/de sommets ? En quelque sorte on s’attend à ce que les graphes proches
d’une classe simple soient simples eux aussi. Cependant desrésultats récents dans ce do-
maine laissent penser que les choses pourraient être bien plus compliquées. Si l’on considère
la classe des graphes obtenus à partir des graphes de comparabilité en rajoutant au plus deux
arêtes, le problème de la coloration devientNP -difficile, alors qu’il est polynomial pour les
graphes de comparabilité [129].
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Largeur linéaire et jeux de poursuite Les jeux de poursuite(search games) dans un
graphe consistent à imaginer que des agents poursuivent un fugitif dans ce graphe. Les
agents et le fugitif sont toujours placés sur des sommets. Lefugitif et les agents se déplacent
arbitrairement vite dans le réseau, le fugitif prend soin dene pas passer par un sommet
occupé par des agents. Les agents gagnent s’ils arrivent à capturer le fugitif (en occupant le
même sommet), le fugitif gagne s’il arrive toujours à échapper. On étudie alors le nombre
minimum d’agents qu’il faut pour attraper le fugitif. Dans la version la plus classique, les
agents ne voient pas où se cache le fugitif ; dans ce cas lenombre de poursuitedu graphe
G, i.e. le nombre minimum d’agents nécessaires pour être certains de pouvoir attraper le
fugitif, est exactement la largeur linéaire du graphe, plusun. Pour se faire une intuition de
ce résultat, il suffit d’imaginer que l’on dispose d’une décomposition linéaire du graphe de
largeurk. Au début lesk + 1 agents se placent sur le sac le plus à gauche, en obligeant le
fugitif d’aller à droite. A chaque étape, les agents se déplacent d’un sac vers droite dans la
décomposition, en prenant soin de garder occupée l’intersection entre l’ancien et le nouveau
sac. Lesk + 1 agents finiront donc par attraper le fugitif. L’implicationinverse, prouvant
que l’on a besoin d’au moinspw(G) + 1 agents, est bien moins facile. Si les agents ont
la capacité de voir le fugitif, il faut à priori moins d’agents car ils savent vers quelle partie
du graphe ils doivent s’orienter. Dans ce cas, lenombre de poursuite avec fugitif visibleest
égal à la largeur arborescente, plus un. Récemment, Barrière et al. [7, 8], ainsi que Nisse et
Fraigniaud [62] ont introduit des versionsconnectéesde ceux jeux, dans lesquelles la partie
du graphe nettoyée par les agents doit rester connexe. Ces versions modélisent mieux la
situation ou le fugitif est un agent de type virus, et les agents ont besoin de communiquer
sur des canaux sûrs.

Il reste dans ce cadre énormément de questions ouvertes, surle calcul des nouveaux
types de nombres de poursuite [8, 61], ainsi que sur leur rapport avec les paramètres clas-
siques de largeur. Ainsi, Fraigniaud et Nisse montrent [62]que la version “connectée avec
fugitif visible” requiert parfois beaucoup plus d’agents que la largeur arborescente (version
non connectée, avec fugitif visible). Ce ratio peut atteindre log n. Dans le cas avec fugitif
invisible, il n’existe pas d’exemple où ce ratio soit supérieur à 2, ni de preuve montrant que
le ratio est toujours majoré par 2.
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