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Introduction

De nos jours, les communications numériques ont totalementintégré la société et influencent même

son comportement à différents niveaux : linguistique avec le terme de «baladodiffusion» par exemple, légal

avec le débat parlementaire sur les droits d’auteurs, pédagogique avec le «e-learning», ou commercial avec

le développement exponentiel des achats sur Internet. Ces applications diverses et variées ont toutes le

point commun de solliciter des débits1 de transmission de plus en plus importants. Cette demande n’a

cessé de croître depuis maintenant plus de 3 siècles et les grands scientifiques participant à l’évolution des

communications sont restés connus. Citons Chappe, Morse, Meucci, Marconni, Siemens ou Shannon qui

ont tous permis avec leurs inventions de franchir différentes difficultés. Historiquement, les transmissions

en espace libre et celles avec support (guide d’ondes ou conducteur) se sont développées en parallèle et voici

quelques étapes importantes :

– développement des transmissions hertziennes après la seconde guerre mondiale (téléphone, télex,

télévision. . .),

– mise en place de la liaison téléphonique transatlantique en 1956 (36 communications simultanées),

– apparition du satellite en 1962 avec la première transmission télévisuelle entre les États-unis, Andover,

et une petite ville en Bretagne, Pleumeur-Bodou,

– numérisation du téléphone avec la première liaison numérique MIC (Modulation par Impulsion et

Codage) en 1966 et permettra aux usagers de disposer d’un débit de 64 kbit/s,

– pose du premier câble transatlantique à fibres optiques, leTAT 8, en 1988 offrant une capacité de 40

000 voies téléphoniques simultanées.

Ce bref historique illustre l’accroissement du débit disponible et la rivalité ondes-câbles. Actuellement, cette

dualité existe encore et se retrouve dans deux technologiesphares du début du XXIe siècle inventées dans les

années 90 : l’ADSL (Asymmetric Digital Subscriber Line) et le Wi-Fi (Wireless Fidelity). Les connexions

internet se sont généralisées dans les habitats et offrent des débits de plus en plus importants : 6 à 8 Mbits

à l’origine et 28 Mbit/s de nos jours (débits théoriques de l’ADSL2+). Avec ces connexions, l’ordinateur

doit se relier physiquement au modem avec un câble. Pour offrir plus de souplesse, les fournisseurs d’accès

proposent tous des modems capable de réaliser une liaison Wi-Fi : plusieurs ordinateurs d’une maison

1le débit représente la quantité d’information transmise par seconde. L’information binaire est représentée par le «bit» (contrac-
tion de binary digit) et le débit binaire s’exprime en bit/s.
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peuvent se connecter sans pour autant installer de câbles.

Les débits assurés par le réseau local sans fil formé par le Wi-Fi doivent suivre ceux de l’ADSL pour

un fonctionnement optimal. Deux normes ont été définies par l’IEEE (Institute of Electrical and Electronics

Engineers) pour l’Europe : les normes 802.11b et 802.11g offrant théoriquement 11 et 54 Mbit/s respective-

ment. Toujours dans le but d’améliorer le débit, la prochaine version 802.11n intégrera la technologie MIMO

(Multipe Input-Multiple Ouput) dont le principe de base consiste à employer plusieurs antennes au niveau

du récepteur et de l’émetteur. Alors que dans les modes de transmission «traditionnels», les réflexions sont

considérées comme perturbatrices, elles sont mises ici à profit : la technique MIMO utilise les réflexions des

signaux sur les murs, le sol, le plafond, les meubles. . . Les systèmes multi-antennaires au cœur de l’étude de

cette thèse, sont bien adaptés à des environnements riches en échos comme les réseaux sans fil intérieurs.

L’enjeu de cette thèse est de participer à l’amélioration des performances des systèmes multi-antennaires

présentés ci-dessus en considérant une évolution possibledes systèmes MIMO : la connaissance du canal à

l’émission. Cette information supplémentaire permet d’anticiper les atténuations ou effets néfastes du canal.

Le contexte d’étude considère les solutions basées sur des précodeurs linéaires à l’émission dont le but est

d’optimiser des critères importants lors de la transmission. Nous allons étudier leurs performances en terme

de Taux d’Erreur binaire et le mémoire sera structuré comme suit.

Organisation du document

Le premier chapitre

Il présente rapidement les résultats importants d’une chaîne de communication numérique d’un système

mono-antennaire. Ils seront ensuite étendus aux systèmes multi-antennaires MIMO avec la présentation du

modèle équivalent en bande de base et les récepteurs couramment utilisés.

Le second chapitre

Les travaux max-dmin présentés dans ce mémoire portent principalement sur les précodeurs linéraires

avec la connaissane du canal à l’émission. Ce chapitre décrit les principaux précodeurs existants ainsi que

d’autres méthodes se différenciant par cette connaissancedu canal à l’émission.

Le troisième chapitre

Le précodeur max-dmin introduit dans le chapitre précédent optimise la distance minimale. Pour sim-

plifier sa description, il utilise un changement de variables ρ et γ qui déterminent entièrement le canal de

transmission diagonalisé. Le modèle de canal choisi est basé sur une loi de Rayleigh et ces deux variables
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sont aléatoires. Dans ce chapitre, nous calculerons les lois de ces deux variables pour différentes configura-

tions matérielles qui déterminent les performances du précodeurs.

Le quatrième chapitre

Les distributions définies dans le troisième chapitre vont nous permettre d’étudier qualitativement le

comportement du précodeur max-dmin puis de le comparer avec d’autres précodeurs. Nous donnerons ensuite

une approximation du taux d’erreur binaire permettant d’avoir une idée du comportement du précodeur pour

une configuration matérielle donnée.

Le cinquième chapitre

Ce chapitre s’intéresse plus particulièrement aux précodeurs diagonaux. Nous proposerons une amélio-

ration du précodeur TEBM minimisant le taux d’erreur (Taux d’Erreur Binaire minimal) afin d’utiliser des

modulations différentes sur chaque voie. Nous donnerons ensuite une borne supérieure de l’ordre de diver-

sité des précodeurs diagonaux qui ne peut être maximal ainsiqu’une condition suffisante de pleine diversité.

A partir de ce résultat, nous proposerons une amélioration simple permettant d’assurer l’ordre de diversité

maximum qui est égal au produit du nombre d’antennes à l’émission et à la réception.

Le sixième chapitre

Le précodeur max-dmin propose un nombre de solutions limité à deux flux de données pour deux sous-

canaux. Dans ce dernier chapitre, nous proposons une extension non-optimale du précodeur pour un nombre

pair de flux supérieur à deux. Nous verrons que la solution se distingue des précodeurs diagonaux avec une

structure en «croix». La solution à quatre voies est étudiéeet comparée avec les précodeurs diagonaux

qui ne présentent pas cette limitation. Afin de mettre en œuvre des systèmes MIMO plus important, nous

utiliserons de la diversité de polarisation permettant de diviser le nombre d’antennes par deux : un système

(1,1)2 physique est équivalent à un système (2,2). Le modèle de canal doit alors être révisé afin de prendre

en compte de la corrélation.

La conclusion et les perspectives clôtureront le document.

2un système comprenantnT antennes à l’émission etnR antennes à la réception est noté(nT ,nR).
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Chapitre 1

Les communications numériques et les

systèmes MIMO

1.1 Introduction

Cela fait maintenant plus de deux siècles que les communications évoluent pour répondre à un besoin de

plus en plus important en terme de distance entre l’émetteuret le récepteur, de performances ou de fiabilité.

Les communications étaient entièrement analogiques à l’époque de la TSF (Télégraphie sans fil) ou du

téléphone mais depuis quelques décennies maintenant, le numérique est apparu et a supplanté l’analogique

dans bien des domaines. Citons des exemples emblématiques déjà totalement intégrés dans la vie de tous les

jours : l’appareil photographique de type argentique est sur le déclin remplacé par son homologue numérique

et les cassettes vidéo appartiennent déjà à un autre monde cédant leurs places aux DVD. Cette numérisation

est aussi très importante dans les télécommunications : lestéléphones portables ont dépassé en nombre les

téléphones fixes et un nombre important de foyers est maintenant équipé d’un ordinateur et d’une connexion

internet ADSL. Tous ces modes de communications aussi variés que le Wi-Fi, l’ADSL, la télévision par

satellite ou la TNT (Télévision Numérique Terrestre), les téléphones portables et à plus petite échelle, les

baladeurs numériques MP3, Bluetooth, peuvent être représentés par un même schéma de principe. Le but est

de transmettre des données binaires en utilisant diverses techniques : c’est le rôle de l’émetteur. Celui-ci émet

des signaux en utilisant un support physique (fibre optique,espace libre, guide d’onde, paire torsadée. . .).

La dernière tâche revient au récepteur qui essaie de retrouver les données émises en exploitant les signaux

reçus.

Prenons l’exemple de l’ADSL. Il est possible de combiner unecommunication sur paire torsadée avec

la liaison ADSL classique avec une transmission sans fil Wi-Fi permettant de relier les ordinateurs entre

eux et avec le modem. Les débits ont tendance à augmenter significativement avec des propositions des

opérateurs passant de 512 Kbit/s à quelques 16 Mbit/s (en théorie) voire 50 Mbit/s en 2007. La configuration

présentée ci-dessus et en particulier la liaison sans fil doit pouvoir garantir de tels débits tout en assurant
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la couverture de toute une maison par exemple. Pour répondreà ces besoins, le Wi-Fi a évolué avec les

normes 802.11b et 802.11g mais certains constructeurs proposent d’ores-et-déjà une solution basée sur un

modem multi-antennaire. A ce jour, trois routeurs Wi-Fi équipés d’antennes multiples sont disponibles sur le

marché : Pre-N chez Belkin, SRX chez Linksys et MIMO chez Netgear. Seulement, chaque marque propose

sa technologie propriétaire et son appellation marketing.Dans un soucis de normalisation de l’utilisation, le

standard 802.11n permettra d’intégrer les systèmes multi-antennaires et les débits fournis dépasseront ceux

d’une connexion Ethernet tout en doublant la portée.

Notre étude met en avant les intérêts de ces systèmes multi-antennaires ou multiple-input multiple-

output (MIMO) et ce mémoire porte plus particulièrement surl’utilisation de précodeurs linéaires avec

la connaissance du canal à l’émission. Tous les domaines de l’électronique sont sollicités tout au long de

la transmission : hyperfréquence, propagation, conversion numérique-analogique et analogique-numérique,

traitement du signal. . . Vu le large spectre de connaissances, ce chapitre se limitera à recadrer l’étude avec

notamment l’introduction aux systèmes MIMO et à présenter des points nécessaires à la bonne compréhen-

sion du mémoire.

La prochaine partie de ce chapitre rappellera le principe etles caractéristiques d’une chaîne de communi-

cation numérique classique et le paragraphe 1.3 présenterale canal de transmission avec une seule antenne à

l’émission et à la réception. La partie suivante introduirala notion de diversité et les solutions envisageables

permettant de la créer. Le dernier paragraphe étendra tous ces principes aux systèmes multi-antennaires

(MIMO).

1.2 Chaîne de transmission numérique

Principe général

Le but d’une transmission numérique est de transmettre une information d’un point à un autre en utilisant

un canal de transmission. L’information à transmettre est numérique c’est-à-dire qu’elle est codée par des

séquences de 0 et de 1. L’analogique n’a cependant pas disparu car les signaux numériques n’existent pas

dans un sens physique. Ce paragraphe rappelle succinctement les bases des communications numériques et

plus de détails sont disponibles dans [1, 2]. Les différentséléments de base d’une chaine de transmission

sont rappelés dans la figure 1.1 :

– la source : l’information à transmettre est générée (trainde 0 et 1),

– le codage de source : les redondances du message sont supprimées,

– le codage de canal : la qualité de transmission est améliorée par des techniques basées sur des mani-

pulations d’éléments binaires (codage de Hamming [3], entrelaceur, turbo codes [4]. . .),

– le modulateur : permet de créer un signal pouvant être transmis,

– l’emission : c’est la création d’un signal physique qui pourra se propager,
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– le canal de transmission : support permettant la propagation du signal et perturbant le signal,

– la réception : permet de capter du signal utile,

– le démodulateur : retraduit le signal reçu en message binaire,

– le décodeur de canal : détecte et/ou corrige les erreurs de bit éventuelles grâce à des bits ajoutés,

– le décodeur de source : restitue le message d’origine avec des erreurs éventuelles.

Source
de source
Codeur

de canal
Codeur Modulateur

Démodulateur Réception
Décodeur
de canal

Décodeur
de sourceMessage

Emission

Canal de
Transmission

FIG. 1.1 – Synoptique d’une transmission numérique

L’émetteur et le récepteur

Dans ce chapitre puis tout au long du document, nous considérerons les données binaires à transmettre

en sortie du codeur de canal : les éléments binaires sont équiprobables et forment un train continu ou des

paquets. Le souci de la chaîne est de transmettre les bits au récepteur avant le décodage de canal avec le

moins d’erreurs possible. Les bits sont regroupés pour former les symboles d’une modulation.

Signal en bande de base

Après la modulation, les signaux émis ont leur énergie concentrée sur les basses fréquences. La mise sur

porteuse permet alors de centrer l’énergie du signal autourde la fréquence porteuse ou centrale. Cette tech-

nique est souvent utilisée pour adapter la bande utile du signal à la bande passante du canal de transmission.

Le signal en bande de base est un outil mathématique permettant de simplifier l’étude de la transmission

en restant sur le domaine fréquentiel de la modulation [5, chap.2]. Cependant, le canal dépend de cette

fréquence centrale et celui-ci doit subir une transformation afin de présenter un canal équivalent en bande

de base. De plus, nous considérons une synchronisation et unéchantillonnage parfaits. Ainsi, la chaîne de

transmission décrite plus haut est étudiée grâce à un signalen bande de base discret associé à un canal

équivalent en bande de base discret.
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Les modulations numériques

Il existe différentes modulations permettant de transmettre des informations numériques et citons en

quelques unes : modulation à déplacement d’amplitude (MDA), de phase (MDP) ou de fréquence (MDF),

et la modulation d’amplitude en quadrature (MAQ) . Nous utiliserons principalement la MAQ dans les

transmissions étudiées. La figure 1.2 représente les impacts de la modulation dans le plan complexe : les

points forment des carrés de côtés 2
√

βM et sont équirépartis sur le plan. Le désavantage de la MAQ est

que la puissance instantanée fluctue selon le symbole émis. Nous ne considérerons comme contrainte que la

puissance moyenne des symboles disponibles et celle-ci doit être unitaire :

E[|si |2] =
1
M

M

∑
i=1

|si |2 = 1 si ∈ C (1.1)

où E[.] est l’espérance mathématique,M représentent le nombre de symboles de la constellation,si est un

symbole etC est l’ensemble complexe des symboles disponibles. Par exemple, le termeβM est donné pour

une modulation MAQ-M par :

βM =
3

2(M−1)
pour M = 2n avec n = 2,3,4, . . . (1.2)

Le canal

L’émission utilise un élément transducteur qui permet de créer un signal physique adapté au support de

transmission : une onde électromagnétique pour une transmission en espace libre ou un signal lumineux pour

la fibre optique. Il est en général associé à un amplificateur de puissance et à d’autres traitements comme

le filtre de mise en forme, la mise sur porteuse, la conversionanalogique-numérique. Au sens des commu-

nications numériques, le canal correspond au milieu physique associé à quelques organes de l’émetteur et

du récepteur comme ceux évoqués précédement [6]. Nous ne traiterons pas tous ces problèmes et ils seront

englobés dans un modèle de canal qui sera présenté dans la suite.

1.3 Le canal d’un système mono-antennaire (SISO)

1.3.1 Le bruit radio-électrique

Le bruit [7] est l’élément perturbateur majeur d’une communication numérique. Rappelons que le but

d’une chaîne de transmission est de transmettre une information précise en utilisant un signal ayant traversé

un canal. Celui-ci peut subir diverses déformations et notamment des signaux qui se superposent au signal

initial. Ainsi, le bruit se définit comme tout signal ne contenant pas d’information utile pour retrouver le

message d’origine. Ce bruit possède une puissance et permetd’introduire un paramètre de référence : le rap-
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FIG. 1.2 – Principe de la modulation en quadrature : les impacts sont répartis dans le plan complexe et les
plus proches sont à distance égale

port signal sur bruit (RSB) défini comme le rapport de la puissance du signal utile sur la puissance du bruit.

Un des intérêts des communications numériques est de proposer une sensibilité au bruit inférieure à celle

des communications analogiques. Les sources de bruit sont multiples dont voici une liste non exhaustive :

– bruit interne des composants (bruit termique dû à l’activité des électrons dans les semi-conducteurs),

– le rayonnement cosmique,

– l’activité humaine comme l’émission d’autres signaux,

– etc..

Le bruit est donc une valeur stochastique que ni l’émetteur ni le récepteur ne peuvent contrôler. Il est né-

cessaire d’attribuer un modèle statistique au bruit et celui classiquement utilisé est de considérer un bruit

(notén) blanc additif gaussien (BBAG) de valeur moyenne nulle et devarianceσ2
n.

1.3.2 Atténuation du canal

Outre le bruit ajouté lors de la transmission, le canal atténue la puissance du signal émis. Les transmis-

sions sur le canal mobile dans des environnements urbains (présence de nombreux batiments) ou intérieurs

(murs, meubles,. . .) génèrent beaucoup d’échos que la modélisation du canal doit prendre en compte. Ce
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paragraphe propose une présentation rapide d’un modèle de canal plus élaboré que celui de Gauss.

Évanouissement à grande échelle

Cette atténuation correspond à une transmission en espace libre et apparaît classiquement dans le bilan

de liaison d’une transmission [8]. L’expression de la puissance reçue dépend de l’inverse de la distance au

carré :

Preçue= Pémise

(
λ

4πd

)2

GeGr (1.3)

où Preçue est la puissance reçue, Pémise est la puissance émise,λ est la longueur d’onde de la fréquence

porteuse,d est la distance entre les deux antennes etGe et Gr sont respectivement les gains des antennes

d’émission et de réception. Cet évanouissement à grande échelle impose la tendance générale et l’atténuation

peut être complétée par deux autres fluctuations : les évanouissements à moyenne et petite échelle.

Évanouissement à moyenne échelle

Les évanouissements à moyenne échelle influent sur la distribution de la puissance moyenne reçue et

sont surtout dus aux zones d’ombre. La distribution statistique de la puissance moyenne dépend de la hauteur

des antennes, de la fréquence de travail et de l’environnement (immeubles, relief...). Une étude empirique

[9] montre cependant que la distribution de la puissance dans une échelle logarithmique (en décibel) suit

une loi normale avec comme moyenne la valeur définie par (1.3)et un écart type expérimental de 8 dB.

Évanouissement à petite échelle

Ces dernières fluctuations déterminent les changements rapides du signal reçu en espace, temps et fré-

quence. Les principales sources d’évanouissement à petiteéchelle sont les diffuseurs situés entre l’émetteur

et le récepteur créant différentes intéractions sur l’onde[10] :

– la réflexion/réfraction,

– la diffraction,

– la diffusion.

Les antennes utilisées pour des transmissions radio-mobile sont peu directives tant à l’émission qu’à la

réception et le signal émis peut prendre différents cheminspermis par les phénomènes présentés : ce sont les

multi-trajets [11]. L’avantage de cette mise en œuvre est depermettre la couverture d’une zone géographique

et notament des zones d’ombres qui ne sont pas visibles directement par l’émetteur. Une distinction peut être

faite entre deux communications : une avec une visibilité directe (Line of Sight, LOS) et une sans visibilité

directe (Non Line of Sight, NLOS). Le première peut être moins sensible aux échos et est caractérisée par

le rapport de la puissance de la partie moyenne du canal sur celle de la partie aléatoire.
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FIG. 1.3 – Influence de la distance sur la puissance reçue du signal : influence des évanouissements aux
différentes échelles

Les contributions des différents évanouissements sont illustrées par la figure 1.3. La tendance gobale de

l’atténuation est fixée par la transmission en espace libre àlaquelle vient s’ajouter des fluctuations rapides

et, parfois, importantes.

Les multi-trajets

Le signal émis arrive sur l’antenne du récepteur par un nombre important de chemins différents. Les

temps de parcours et les atténuations sont propres à chaque trajet. La relation entre le signal émis et reçu

s’écrit :

r(t) =
N

∑
i=1

cis(t − τi)+n(t) (1.4)

où s(t) est le signal émis,n(t) est un bruit additif,r(t) est le signal reçu,ci et τi sont les gains complexes et

les retards du trajeti. L’étalement temporel est défini parTc = max
i

(τi)−min
i

(τi) et permet de caractériser

la dispersion temporelle avec notamment l’apparition d’interférence entre symboles (IES). De façon duale,

la bande de cohérenceBc correspond à la gamme de fréquences sur laquelle l’atténuation est considérée

constante et on peut estimer queBc ≃ 1
Tc

. Un canal est dit non sélectif en fréquence tant que la bande

passante du signal émisBs vérifie Bs≪ Bc.
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Emetteur

Récepteur

FIG. 1.4 – Exemple de système SISO urbain à multi-trajet

La figure 1.4 illustre les multi-trajets dans un contexte de transmission urbain où tous les immeubles

permettent des réflexions et diffractions multiples.

Canal bande étroite

Nous supposons que la transmission est dite bande étroite : le spectre du canal est considéré constant

sur la bande du signal transmis. De plus, la synchronisationet l’échantillonnage sont parfaits. L’échantillon

à l’instantk du signal reçu est :

rk = hsk +nk (1.5)

oùh est un gain complexe relatif au canal de transmission. Ce terme dépend desci etτi des multi-trajets et de

la fréquence porteuse. Il dépend étroitement de la configuration de la transmission comme l’environnement

géographique ou le matériel et il change donc pour chaque transmission. Le gainh est modélisé par une

variable aléatoire qu’il faut définir et nous allons présenter deux modèles deh les plus utilisés. Le premier
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est le modèle de Rayleigh défini par une phase uniforme sur[0,2π[ et un module dont la loi est :

f|h|(x) =
2x
Ω

e−
x2
Ω u(x) (1.6)

où Ω est la puissance moyenne reçue etu(x) est l’échelon d’Heaviside défini par :

u(x) =





0 si x < 0, x∈ R

1 si x≥ 0, x∈ R

. (1.7)

Le second est le modèle de Rice qui peut correspondre à un canal avec une ligne de vue (LOS). La phase est

également uniforme sur[0,2π[ et le module suit la loi :

f|h|(x) =
2x(K +1)

Ω
e
−
(

K+ (K−1)x2

Ω

)

I0

(
2x

√
K(K +1)

Ω

)
u(x) (1.8)

où K représente le rapport de la puissance moyenne du canal sur lapuisance des signaux réfléchis,Ω est la

puissance moyenne reçue etI0(x) est la fonction de Bessel d’ordre zéro modifiée.

Remarque

Le termeΩ intervient directement sur le rapport signal sur bruit en réception et se traduira par une

translation lors de la visualisation en décibels (échelle logarithmique). Pour simplifier le modèle lors de la

simulation, il est d’usage de prendre une atténuation unitaire c’est-à-direΩ = 1 pour le modèle de Rayleigh

et de Rice.

1.3.3 Quelques rappels sur la théorie de l’information

La capacité

La capacité en bit/s/Hz a été introduite par Shannon [12, 13,14] pour un canal de gainh corrompu

par un bruit blanc additif gaussien (BBAG). La puissance émise est égale àP0 et celle du bruit estσ2
n. La

transmission présente un rapport signal sur bruit (cf. paragraphe 1.3.1) noté :

RSB=
P0

σ2
n

(1.9)

et l’expression de la capacité est :

C = E[log2(1+RSB|h|2)] (1.10)

où RSB|h|2 représente le rapport signal sur bruit à la réception. Nous considérons un canal normalisé c’est-à-

direE[|h|2] = 1. Ce résultat représente la limite théorique exprimée par Shannon [12]. La figure 1.5 compare

la capacité moyenne d’un canal de Rayleigh (h suit une loi normaleNC(0,1)) avec la limite tracée en
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FIG. 1.5 – Capacité théorique ou borne de Shannon et capacité dans un canal de Rayleigh

pointillés pour|h| = 1. Nous pouvons observer que la capacité du canal de Rayleighest dégradée.

La probabilité d’erreur

La capacité permet de comparer différents systèmes de communications en terme de débit maximal que

le canal peut supporter mais il existe un autre critère : la probabilité d’erreur. En effet, une information est

transmise à travers un canal qui n’est pas maîtrisé et le récepteur ne pourra pas assurer l’intégrité du message

reçu. Il s’agit alors de prédire la probabilité que le symbole ou le bit émis soit faux. Plus cette probabilité est

faible et plus le système est bon. Pour obtenir les performances d’une technique, il existe deux solutions. La

première consiste à étudier et déterminer théoriquement laprobabilité d’erreur. Par exemple, la probabilité

d’erreur binaire (PEB) est donnée dans [15] pour un canal gaussien et une modulationM aires MAQ, PSK

ou MDA :

PEB= αM erfc
(√

βMRSB
)

(1.11)

oùαM etβM sont des constantes dépendantes de la modulation utilisée.La seconde solution est la simulation

à l’aide d’un ordinateur. Si le nombre de tirages est important, alors le taux d’erreur binaire (TEB) d’une

simulation de type Monte Carlo tend vers la PEB. Cette solution a l’avantage d’être simple à programmer

en comparaison aux calculs théoriques de la précédente qui peuvent s’avérer difficiles. En contre-partie, la

puissance de calcul nécessaire peut devenir très importante en fonction de la complexité du système et du
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FIG. 1.6 – Exemples de probabilités d’erreur binaire dans un canal gaussien pour différentes modulations :
MAQ-4, MAQ-16 et MAQ-64

nombre de tirages.

La figure 1.6 montre les performances d’un canal gaussien (gain unitaire et bruit BBAG) pour différentes

modulations d’amplitude en quadrature (MAQ-4, MAQ-16 et MAQ-64). La PEB est tracée dans un repère

semi-logarithmique en fonction du RSB. Cette représentation offre une lecture plus aisée.

1.4 Notion de diversité

Les canaux considérés dans la présentation précédente prennent en compte les multi-trajets engendrant

des évanouissements à faible échelle. Pour combattre ces fluctuations rapides d’un endroit à un autre et par

conséquent très gênantes pour une communication numérique, une solution possible est d’introduire de la

diversité. Plusieurs moyens sont disponibles pour créer cette diversité [16] qui améliorera les performances

en la rendant plus robuste au canal (diminution du TEB) ou en augmentant la couverture de la communica-

tion. Une transmission SISO classique utilise un seul canalpour transmettre une information et le principe de

la diversité est de transmettre des répliques de l’information en utilisant plusieurs signaux en même temps

sur différents trajets. Si ces derniers sont indépendants,même si un trajet atténue fortement le signal, les

autres trajets n’altéreront pas les autres signaux et le récepteur captera quand même du signal exploitable.

Les différentes solutions permettant d’obtenir de la diversité sont présentées ci-après.
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1.4.1 Diversité temporelle

La diversité temporelle est obtenue en émettant plusieurs fois le signal ou des versions redondantes de

durée symboleTs à des intervalles supérieurs ou égaux au temps de cohérence du canalTc (figure 1.7). Le

récepteur disposera de deux signaux sans interférences pour estimer l’information. Comme il doit attendre

le dernier envoi de signal, l’estimation de l’information initiale sera retardée.

Temps

Fréquence

s(t) s(t)

Tc

Bs

Ts

FIG. 1.7 – Principe de la diversité temporelle : répétition du signal avec un intervalle au moins égal àTc

1.4.2 Diversité fréquentielle

Lorsque le canal est sélectif en fréquence, la diversité fréquentielle s’adapte bien à ce problème. Le

principe est d’émettre le même signal ou des versions redondantes sur des porteuses dont les fréquences sont

différentes et écartées d’au moins la bande de cohérence du canal (figure 1.8). Les solutions sont multiples

et citons entre autres : utilisation d’une modulation multiporteuse conjointement avec un entrelaceur et un

codage [17], étalement de spectre par séquence directe [18]ou par saut de fréquence [19].

Fréquence

Temps

s(t)

s(t)

Bs

Bc

FIG. 1.8 – Principe de la diversité fréquentielle : répétition du signal sur des fréquences distantes au moins
deBc
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1.4.3 Diversité de polarisation

Le principe est similaire aux précédentes : un même signal ouune réplique redondante est émis en

utilisant des ondes polarisées différemment [20, 21, 22]. La solution la plus courante est l’utilisation de

deux polarisations orthogonales comme verticale et horizontale par exemple. Il faut néanmoins que les

caractérisiques de propagation des deux ondes soient différentes.

1.4.4 Diversité spatiale

Cette dernière diversité est obtenue en utilisant plusieurs antennes pour émettre un signal ou des ver-

sions redondantes ou/et plusieurs antennes pour recevoir les différents signaux. Il s’agit d’avoir des trajets à

évanouissement indépendants et, pour ce faire, les antennes ne doivent pas être trop proches pour que les si-

gnaux ne soient pas corrélés. Une distance appelée distancede cohérence est déterminée et permet d’assurer

la diversité spatiale. Celle-ci est liée à la hauteur de l’antenne d’une station de base par exemple [23]. Elle

dépend de la longueur d’onde et diffère entre les antennes émettrices (10λ) et réceptrices (0,4λ à 0,6λ). Les

systèmes MIMO associent ces deux solutions permettant de créer une diversité spatiale très importante.

1.4.5 Ordre de diversité et gain de codage

D’une façon très générale, la probabilité d’erreur peut être approximée pour les forts RSB par l’expres-

sion suivante :

Pe≃ G −1RSB−o pour RSB≫ 1 (1.12)

oùG est le gain de codage eto est l’ordre de diversité. Les courbes de PEB ou TEB sont représentées dans

un repère semi-logarithmique en fonction du RSB en décibels. L’approximation devient alors :

log10(Pe) ≃− log10(G )− o
10

RSB|dB pour RSB≫ 1. (1.13)

L’asymptote de la probabilité d’erreur est une droite dont la pente et le point à l’origine sont liés, respecti-

vement, à l’ordre de diversité et au gain de codage. Ainsi, plus l’ordre de diversité est grand et plus la pente

(en valeur absolue) est importante entraînant une chute de la probabilité d’erreur plus importante quand le

RSB augmente. De plus, un gain de codage important décale la courbe vers la gauche diminuant encore

la probabilité d’erreur. La figure 1.9 illustre ces relations pour différents ordres de diversité (1, 2 et 6). On

voit nettement que les probabilités d’erreur diminuent de façon importante quand l’ordreo augmente. Une

quatrième courbe permet de comparer deux probabilités d’erreur avec un même ordre de diversité mais avec

une différence de gain de codage de 3 dB. Cette différence de gain est visible à fort RSB : elle se traduit par

une différence de RSB de 3 dB pour obtenir la même valeur de probabilité d’erreur.
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FIG. 1.9 – Exemples de probabilités d’erreur binaire (arbitraire) dans un canal gaussien pour différents
ordres de diversité (1, 2 et 6) avec l’approximation (1.13) àfort RSB en pointillés

1.5 Extension aux systèmes multi-antennaires (MIMO)

1.5.1 Intérêt des systèmes MIMO

Les systèmes de communication utilisant le canal radio-mobile se sont développés rapidement ces der-

nières années. Le téléphone portable ou les réseaux Wi-Fi déjà cités voient leur débit et leur nombre d’utili-

sateurs augmenter régulièrement. D’autre part, nous avonsvu que de telles transmissions doivent faire face à

des canaux à évanouissement. Les systèmes MIMO permettent d’introduire de la diversité spatiale présentée

précédement [24]. L’idée d’utiliser plusieurs capteurs ouplusieurs émetteurs était déjà présente dans [9, 25]

(systèmes MISO et SIMO) et dans d’autres domaines comme la séparation de source [26]. La nouveauté

était d’utiliser les deux en même temps avec deux réseaux d’antennes coopératives à l’émission et à la récep-

tion. Les premiers travaux ont été menés dans les laboratoires Bell [27, 28] et depuis, les systèmes MIMO

ont suscité un intérêt particulier pour la communauté scientifique. En effet, ils permettent de lutter contre les

évanouissements du signal et d’atteindre des efficacités spectrales importantes. En utilisant un multiplexage

spatial, l’efficacité spectrale des systèmes MIMO peut augmenter tout en utilisant la même modulation pour

les symboles émis et la même bande de fréquence. Ainsi, la bande passante reste inchangée et l’efficacité

spectrale est augmentée. Le traitement des données tant à l’émission qu’à la réception est plus lourd à cause

de l’augmentation des dimensions mais cet obstacle devientplus facile à franchir grâce à l’avancée des tech-
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FIG. 1.10 – Schéma général d’une transmission sans fils multi-antennaires

nologies des composants (puissance de calcul embarquée, autonomie, fréquence d’utilisation, technologie

des antennes . . .).

La figure 1.10 résume le principe des systèmes MIMO. Dans la suite du mémoire, nous noteronsnT

le nombre d’antennes à l’émission etnR celui à la réception. La seule inconnue restante est le canalde

transmission auquel un modèle doit être associé.

1.5.2 Modèle du canal
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h1,nR

h1,1

hnT ,1

hnT ,nR
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FIG. 1.11 – Schéma d’un système MIMO à bande étroite

Le modèle de canal que nous utiliserons par la suite est une extension du modèle SISO présenté dans le

paragraphe 1.3. Il considère le cas d’un seul utilisateur associé à une transmission bande étroite (Ts ≫ Tc)

donc un canal non sélectif en fréquence. De plus, en considérant une synchronisation et un échantillonnage

parfaits, les trajets discrets multiples se traduisent parun gain complexe en bande de base. Celui-ci est noté

hi, j pour un trajet entre l’antenne d’émissioni et l’antenne de réceptionj. Ce modèle de canal est représenté

par la figure 1.11. Chaque antenne de réception reçoit la somme de toutes les contributions des antennes

d’émission ayant subi un gain complexe à laquelle s’ajoute un bruit. La linéarité du modèle considéré permet

d’écrire la relation d’entrée-sortie matriciellement :

y = Hx +n (1.14)

où H est la matrice de canal représentant les trajets à évanouissement,y est le vecteur d’échantillons reçus,

x est le signal émis sur lesnT antennes avec la contrainte de puissanceE[x∗x] = P0 et n est le vecteur de
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bruit. La matrice de canalH[nR×nT ] est définie par :

H =




h1,1 · · · h1,nT

...
. . .

...

h1,nR · · · hnR,nT


 . (1.15)

Tout comme le cas SISO, les éléments de la matrice de canal sont aléatoires et il convient de choisir un

modèle statistique [29, 30, 31] . Les plus connus sont ceux deRayleigh, Rice ou Nakagami [32]. D’autres

travaux portent sur des estimations empiriques [33, 34] ou en utilisant des simulations permettant de re-

prendre la propagation de l’onde et de ses multi-trajets [35]. Pour la suite de l’étude nous considérerons le

modèle de Rayleigh définissant les éléments deH comme des variables aléatoires indépendantes et identi-

quement distribuées (iid) de loi normale de valeur moyenne nulle et de variance unitaire notéeNC(0,1).

Notons également que les systèmes MIMO peuvent être associés à l’OFDM. Une première approche

permet de considérer plusieurs systèmes MIMO en parallèle dont les fréquences centrales sont différentes.

La bande est élargie et le canal devient un filtre dont le nombre de coefficients dépend de la largeur de la

bande considérée. Naturellement, la complexité du système(en particulier le récepteur) augmente [36, 37].

Ce sujet ne sera pas abordé dans ce mémoire.

1.5.3 Capacité des systèmes MIMO

Considèrons maintenant la capacité des systèmes MIMO et intéressons nous aux points-clés sans re-

prendre toute l’étude sur la capacité. La capacité des systèmes multi-antennaires est définie par [16, 38] :

C = E

[
log2

(
det(InR +

RSB
nT

HH ∗)

)]
(1.16)

où InR est la matrice identité de dimensionnR. Comme dans le cas SISO, la matrice de canal est considérée

normalisée c’est-à-dire que les éléments deH ont une variance unitaire. A fort RSB, la capacité d’un canal

de Rayleigh peut être approximée de la sorte :

C≃ min(nT ,nR) log2

(
RSB
nT

)
. (1.17)

Ainsi, la capacité est améliorée car le système MIMO est équivalent à min(nT ,nR) systèmes SISO. La

capacité augmente en fonction du nombre d’antennes. La figure 1.12 illustre les capacités de systèmes avec

un canal de Rayleigh pour différentes configurations matérielles. La capacité d’un système SISO et la borne

théorique de Shannon sont aussi présentes. Pour une même bande spectrale utilisée, les systèmes MIMO

permettent de dépasser la borne de Shannon. De plus, les configurations matérielles n’ont pas le même

comportement en fonction du RSB : le systèmes (1,3) est le meilleur à faible RSB mais se fait largement
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FIG. 1.12 – Capacités de différents systèmes MIMO comparées à celle d’un SISO et la borne théorique de
Shannon

dépasser par les systèmes (2,2) et (3,3) lorsque le RSB devient important (cf. Eq. 1.17).

1.5.4 Récepteurs

Si les multi-trajets ont été modélisés par un gain global, iln’en reste pas moins que chaque antenne de

réception récupère la contribution de tous les signaux émissur lesnT antennes d’émission. Le récepteur doit

trouver une méthode permettant de reconnaitre les symbolestransmis à l’aide de la somme des signaux.

Forçage à zéro (ZF)

Ce récepteur est le plus simple et il propose d’inverser la matrice de canalH pour annuler toutes les

contributions des émetteurs sur chaque symbole. Quand la matrice n’est pas inversible, la pseudo-inverse

est utilisée :

ŝ= (H∗H)−1H∗y. (1.18)

Cette solution reste cependant sensible au bruit car lorsque la matriceH est mal conditionnée, le bruit est

favorisé. Ainsi, les performances à faible RSB de ce récepteur sont fortement dégradées.
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Erreur Quadratique Moyenne Minimale (EQMM)

Le but de récepteur est de minimiser l’erreur quadratique moyenne due au bruit et aux interférences

entre symboles. La solution proposée est :

ŝ= (H∗H +
nT

RSB
)−1H∗y. (1.19)

Contrairement au ZF, le RSB intervient dans l’estimation des symboles. Grâce à la prise en compte de ce

paramètre, ce récepteur améliore les performances pour lesfaibles RSB. Cependant, le termenT
RSB tend vers

zéro à haut RSB et les récepteurs ZF et EQMM deviennent alors équivalents.

Maximum de Vraisemblance (MV)

Le codeur de canal a pour but principal de diminuer les erreurs mais son action permet également de

supposer que les bits fournis sont équiprobables et, par conséquent, que les symbolessi sont aussi équipro-

bables. Les meilleures performances en terme de TEB seront disponibles par le récepteur MV. L’estimation

des symboles est définie classiquement par :

ŝ= argmin
s

‖ y−Hs ‖2. (1.20)

La mise en place de cette solution demande un test de chaque vecteurspossible. Elle est par conséquent très

gourmande en calculs dont l’augmentation est exponentielle avec le nombre d’antenne à l’émission (MnT

vecteurs possibles). Pour pallier au coût calculatoire trop important, l’algorithme de décodage par sphère

permet d’obtenir des performances semblables en diminuantla charge de calculs [39, 40].

Annulations successives d’interférences ordonnées (V-BLAST)

Les trois récepteurs présentés jusqu’à présent présententdes avantages et des inconvénients : le MV

est performant mais demande des calculs, le ZF est simple mais est sensible au bruit, et l’EQMM simple

résiste mieux que le ZF au bruit mais n’élimine pas complètement les IES. C’est dans ce contexte que les

laboratoires Bell ont développé l’alogorithme Vertical-Bell Laboratories Layered Space-Time (V-BLAST)

[41, 42]. Ce récepteur contrairement aux précédents n’est pas linéaire. Il se base sur une égalisation (ZF ou

EQMM) associée à un retour de décision dont le principe général est le suivant. Le récepteur considère dans

un premier temps le symbole sur l’antenne émettrice ayant lemeilleur RSB puis procède à son estimation

selon le critère choisi (MV, EQMM. . .) : la probabilité de se tromper sur ce symbole est a priori la plus

faible. Sa contribution est ensuite estimée puis retranchée du vecteury : les RSB des symboles restants sont

alors améliorés. Cette manipulation est répétée jusqu’au dernier symbole. En résumé, voici les étapes de cet

algorithme aussi appelé Ordered Successive Interference Cancellation (OSIC) :
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1. Choix du symbole si possédant le meilleur RSB.

2. Estimation du symbole si pour obtenir ŝi .

3. Calcul de la contribution de si en utilisant la colonne i de H et ŝi .

4. Soustraction de la contribution estimée.

5. La contribution du symbole étant supposée annulée, la colon ne i de H est annulée.

6. Les étapes précédentes sont répétées jusqu’à ce que les nT symboles soient estimés.

Le point faible de cette solution est la propagation des erreurs. En effet, si l’estimation d’un symbole est

erronée alors celle de sa contribution est également fausse. Le prochain symbole ne voit pas son RSB

amélioré et risque d’être faux aussi : l’erreur se propage aux symboles suivants. Cependant, les performances

sont globalement améliorées sans nécessiter une charge importante de calculs.

1.6 Conclusion

Les communications numériques permettent de transmettre des informations se présentant en paquets

ou flux de données binaires (0 ou 1) d’un point vers un autre. Nous avons rappelé les élémentes importants

de la chaîne de communication avec l’émetteur, le canal et lerécepteur. Notre contexte d’étude considère les

données en sortie du codeur de canal et, grâce à son action, elles sont supposées équiprobables. Il s’agit alors

de restituer les bits en entrée du décodeur de canal avec le moins d’erreurs possible. Les erreurs sont générées

par le canal qui présente une partie aléatoire de la transmission. En effet, un bruit stochastique est ajouté

et le signal subit une déformation à cause de l’atténuation et des multi-trajets. Nous avons vu les modèles

de Rayleigh ou Rice permettant de considérer un canal à évanouissements pour des systèmes Single Input -

Single Output (SISO). Ce modèle est ensuite étendu aux systèmes multi-antennaires ou MIMO : chaque

trajet subit un gain complexe aléatoire puis chaque antennede réception récupère un mélange de tous ces

signaux avec un bruit BAG . Nous avons vu que le système échantillonné en bande de base possède une

écriture matricielle avec la matrice aléatoire de canal suivant un modèle précis. Les principaux récepteurs

ont ensuite été présentés.

Après avoir posé le modèle des systèmes MIMO, le prochain chapitre introduit les techniques exploitant

la diversité spatiale dont les précodeurs linéaires. Nous pouvons raisonnablement supposer que le récepteur

estime le canal et que cette information peut ensuite remonter à l’émetteur. Cette connaissance à l’émission

ou Channel State Information (CSI) permet aux précodeurs d’optimiser les signaux émis.
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Chapitre 2

Les techniques MIMO à diversité en

émission

Le chapitre précédent a introduit les systèmes MIMO avecnT antennes à l’émission etnR à la réception

dont le modèle considéré se résume à une matrice aléatoire représentant les gains de chaque trajet dans le

canal. Il existe des méthodes permettant d’estimer le canalà la réception avec plus ou moins de précision

[43, 44] mais nous écarterons le problème d’estimation en considérant une connaissance parfaite du canal ou

Channel State Information (CSI) à la réception (Rx-CSI) ou un modèle d’erreur d’estimation. Néanmoins,

la capacité du système à renvoyer l’information à l’émetteur (Tx-CSI) est une notion importante et constitue

les deux grandes familles de solutions présentées dans la suite de ce chapitre. La liste dressée ici n’est pas

complète et rapporte seulement les techniques qui seront étudiées dans ce mémoire. Rappelons également

que pour faciliter la comparaison, la puissance totale moyenne émise sur lesnT antennes est imposée àP0 et

que le rapport signal sur bruit est défini par RSB= P0
σ2

n
où σ2

n est la puissance moyenne du bruit sur chaque

antenne réceptrice.

Nous présenterons notamment les précodeurs linéaires et enparticulier le max-dmin qui est le précodeur

le plus récent. Lors de ce chapitre, nous verrons que le précodeur max-dmin propose des performances

intéressantes en comparaison aux autres techniques. Ce dernier est basé sur la maximisation de la distance

minimale dont la résolution n’est pas triviale limitant ainsi les solutions disponibles à deux voies de données.

Ce précodeur sera le sujet d’une partie importante de cette thèse avec l’étude de ses performances (chapitre

4) et l’extension à plus de deux voies (chapitre 6).

2.1 Les Codes Spatio-temporels ou Space-Time Block Code (STBC)

Cette première famille nécessite seulement la connaissance du canal à la réception (Rx-CSI) et l’émet-

teur ne connaît pas le canal. Nous allons voir différentes solutions utilisant le principe des codes spatio-

temporels en blocs ou Space-Time Block Code (STBC) [45] dontle plus connu est le code d’Alamouti pour
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deux antennes à l’émission.

2.1.1 Les codes en bloc orthogonaux

Le premier code proposé par Alamouti

Le code proposé par Alamouti [46] est basé sur une successiond’émission sur deux périodes symbole et

sur deux antennes : il apparaît alors les deux dimensions spatiale et temporelle. Les signaux émis sont basés

sur des symboles complexes issus d’une modulation (conjugués ou opposés). Le code est défini par :

C2 =


 s1 −s∗2

s2 s∗1


 (2.1)

où s1 et s2 sont les symboles à transmettre. Ce code a la particularité d’être orthogonal :

C2C∗
2 = C∗

2C2 = (|s1|2 + |s2|2)I2 (2.2)

et en moyenne :

E[C2C∗
2] = E[C∗

2C2] = 2I2 avec E[|si|2] = 1. (2.3)

Afin de respecter la contrainte de puissance totale moyenne émiseP0 sur toutes les antennes pendant un

temps symbole, il est nécessaire de multiplier le code par laconstante
√

P0/2. La relation d’entrée-sortie

sous forme matricielle est :

Y =

√
P0

2
HC2 +N (2.4)

où Y, [nR× 2], est la matrice des échantillons reçus etN, [nR× 2] est la matrice de bruit. Le récepteur

estime les éléments de la matrice de canal et recombine les échantillons reçus. Il forme alors deux signaux

particuliers définis par : 



ỹ1 =
∑nR

j=1h∗1, jy
j
1 +h2, j(y

j
2)

∗

||H||F

ỹ2 =
∑nR

j=1−h1, j(y
j
2)

∗ +h∗2, jy
j
1

||H||F

(2.5)

où hi, j représente le gain complexe entre l’antenne d’émissioni et l’antenne de réceptionj, y j
t est le signal

utile de l’antenne de réceptionj à la période symbolet. De plus,||H||F représente la norme de Frobenius de

la matriceH définie par :

||H||2F = trace(HH ∗) = trace(H∗H) =
nT

∑
i

nR

∑
j

|hi, j |2. (2.6)
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Le signal utile est défini par :





y j
1 =

√
P0
2 (h1, j s1 +h2, js2)+n j

1

y j
2 =

√
P0
2 (−h1, j s∗2 +h2, js∗1)+n j

2

. (2.7)

oùn j
t est le bruit additif de l’antenne de réceptionj à la période symbolet. Les expressions de (2.5) peuvent

être développées et donnent le résultat suivant :





ỹ1 =

√
P0

2

∑nR
j=1 ||h1, j ||2 + ||h2, j ||2

||H||F
s1 +

∑nR
j=1h∗1, j n

j
1 +h2, j(n

j
2)

∗

||H||F

ỹ2 =

√
P0

2

∑nR
j=1 ||h1, j ||2 + ||h2, j ||2

||H||F
s2 +

∑nR
j=1h∗2, j n

j
1−h1, j(n

j
2)

∗

||H||F

. (2.8)

Les deux signaux recombinés prennent une forme très simple :





ỹ1 =

√
P0

2
||H||F s1 + ñ1

ỹ2 =

√
P0

2
||H||F s2 + ñ2

(2.9)

où ñ1 et ñ2 sont des combinaisons du bruit additif et sont des BBAG siN est un BBAG : pour un bruit

iid NC(0,σ2
n) alors ñ1 et ñ2 sont indépendants et de loiNC(0,σ2

n). Chaque signal̃yi ne dépend que d’un

symbolesi et peut ainsi servir à son estimation. Le code d’Alamouti découple donc les symboles et permet

de diminuer les tests de décision. Le système peut être vu de façon équivalente comme deux systèmes

SISO en parallèle. De plus, sans connaître le canal a priori,le code assure un même gain
√

P0
2 ||H||F . Cette

particularité permet au code d’être robuste vis à vis du canal et d’assurer également un ordre de diversité

maximal égal au produit des antennes à l’émission et à la réception nT ×nR [47], ici 2×nR pour un canal de

Rayleigh.

D’autre part, le système peut utiliser une autre écriture matricielle :

ỹ = GH̃2s+Gn (2.10)

avec la nouvelle matrice de canal,

si H =
(

h1 h2

)
alors H̃2 =


 h1 h2

−conj(h2) conj(h1)


 (2.11)

où conj est l’opération de conjugaison des éléments de la matrice (conj(x) = (x∗)T = (xT)∗), et le bruit

défini par :

si N =
(

n1 n2

)
alors n =


 n1

−conj(n2)


 (2.12)



28 CHAPITRE 2. LES TECHNIQUES MIMO À DIVERSITÉ EN ÉMISSION

La nouvelle matrice de canal ainsi définie a alors la propriété suivante :

H̃∗
2H̃2 = ||H||2F I2 (2.13)

Il suffit alors de choisirG comme le filtre adapté :

G =
H̃∗

2

||H||F
. (2.14)

Le bruit ñ = Gn est un bruit gaussien de varianceσ2
n si le bruitN est aussi un bruit additif gaussien de même

variance.

En considérant soit une recombinaison linéaire des échantillons reçus, soit une nouvelle matrice de canal

associée à un filtrage adapté, le code d’Alamouti permet d’utiliser l’orthogonalité pour diagonaliser le canal.

Les deux symboles sont découplés et voient le même canal, c’est-à-dire, le même gain et un bruit de mêmes

statistiques.

Cependant, l’utilisation du code induit deux inconvénients majeurs. Le premier est la perte de débit. En

effet, un code d’Alamouti a le même débit qu’un système SISO mais deux fois moins qu’un multiplexage

spatial [27]. Nous noterons le rendement du codeR comme le nombre de symboles émis sur le nombre de

périodes symboles nécessaires pour la transmission. Nous avonsR = 1 pour le code d’Alamouti etR = nT

pour le multiplexage spatial.

De plus, si on veut contrôler la puissance d’émission, le coefficient
√

P0
2 est nécessaire. Par conséquent,

il apparaît un coefficient pénalisant de 1/2 ou -3dB sur la puissance reçue du schéma équivalent par rapport

à un système SISO [46].

Généralisation des codes

Le code d’Alamouti n’est adapté qu’aux systèmes possédant deux antennes à l’émission et Tarokh et

al. [47, 48] ont généralisé les STBC orthogonaux (OSTBC) et ce quel que soitnT . Le principe est de

considérer un train deNS symboles à transmettre que le code transmettra par salves successives surNp

périodes symboles. Le rendement du débit se note :

R =
NS

Np
. (2.15)

Les salves émises seront les symboles ou leurs conjugués pondérés par 1 ou−1 et les vecteurs émis doivent

être orthogonaux. Le code généré est une matrice dont les deux dimensions sont l’espace et le temps,[nT ×
Np]. Ensuite, le récepteur associé recombine les échantillonsreçus après estimation du canal et obtient des

signaux ne dépendant que d’un seul symbole émis. Ainsi, les estimations des symboles sont découplées. La

figure 2.1 représente le synopsis des OSTBC. Le principe proposé est simple et est très facile à mettre en
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FIG. 2.1 – Schéma de la transmissionMIMO utilisant desOSTBC. L’orthogonalité du code permet une
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FIG. 2.2 – Schéma équivalent SISO d’un système utilisant des OSTBC avec un même gain pour chaque voie

place : le compromis entre les performances (TEB et débit) etla complexité (CSI à la réception seulement)

est intéressant. Il s’agit, dans le meilleur des cas, d’obtenir un code avec un rendement le plus grand possible.

Par exemple,R = 1 pour le code d’Alamouti. Les solutions sont limitées et sont les suivantes :

- la solution proposée par Alamouti (2.1) qui est la seule à obtenirR = 1.

- OSTBC pour des modulations complexes et pour n’importe quelle valeur denT mais avec

R = 1
2 [48],

- solutions pournT = {3,4} mais avecR = 3/4,

C3 =




s1 −s∗2
s∗3√

2
s∗3√

2

s2 s∗1
s∗3√

2
− s∗3√

2
s3√

2
s3√

2
−s1−s∗1+s2−s∗2

2
s1−s∗1+s2+s∗2

2


 (2.16)

C4 =




s1 −s∗2
s∗3√

2
s∗3√

2

s2 s∗1
s∗3√

2
− s∗3√

2
s3√

2
s3√

2
−s1−s∗1+s2−s∗2

2
s1−s∗1+s2+s∗2

2

s3√
2

− s3√
2

s1−s∗1−s2−s∗2
2

−s1−s∗1−s2+s∗2
2




(2.17)

L’orthogonalité requise associée à une recombinaison adequa permet d’obtenir des signauxs̃i ne dépen-

dant que du symbolesi . Ce résultat peut être vu, à l’instar du code d’Alamouti, comme une diagonalisation

du canal. De plus, le coefficient
√

P0
nT

permet de contrôler la puissance émise. Un système utilisant des

OSTBC est équivalent àNS transmissions SISO indépendantes représentées par la figure 2.2. La force du

code est d’obtenir un gain constant proportionnel à‖H‖F sans connaissance a priori et d’assurer un ordre de
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diversité maximalnT ×nR. Le prix à payer est une baisse du débit avec un rendementR ≤ 1 correspondant

à une efficacité spectrale deR log2M.

2.1.2 Les codes en treillis

Les codes spatio-temporels en Treillis ou Space-Time Trellis Code (STTC) ont été introduits par Ta-

rokh et al. [47] et sont l’extension des codes en treillis classiques [49] aux systèmes MIMO. En effet, ils

combinent le codage de canal avec la modulation sur les antennes émettrices. Un code STTC bien construit

permet d’obtenir l’ordre de diversité maximal comme les OSTBC mais permet également d’améliorer le

gain de codage. Le principe des STTC est de créer des relations entre les signaux à la fois dans l’espace

(utilisation desnT antennes) et dans le temps (paquets de symboles).

Tout comme le cas des OSTBC, le récepteur estime la matrice decanalH puis applique une extension

de l’algorithme de Viterbi [50] permettant de prendre en compte la dépendance temporelle des éléments du

code. La structure orthogonale a laissé la place à une structure en treillis et ce changement ne permet plus

de simplifier la transmission : la complexité de décodage augmente alors très rapidement.

Les codes spatio-temporels proposés sont proches des codescorrecteurs d’erreur et c’est pourquoi Ste-

vanov et Dumen ont comparé les codes en treillis avec des turbo codes convolutifs [51][52, chap.5]. Les

gains étaient importants (de l’ordre de 6 dB). Cependant, nous verrons dans la suite de l’étude que les turbo-

codes peuvent être ajoutés à la fin de la chaîne dans le cas des précodeurs linéaires. La thèse [53] porte sur

la comparaison de récepteurs itératifs, etc..

2.1.3 Les codes quasi-orthogonaux

L’orthogonalité des codes en blocs n’est pas triviale à obtenir et c’est pourquoi certains travaux ont

porté sur un assouplissement de la propriété en quasi-orthogonalité. La matriceCC∗ n’est plus diagonale et

il s’agit alors de minimiser les termes non-diagonaux. Le rendement de ces codes est unitaire.

Codes orthogonaux avec variation du canal

Le premier exemple est tout simplement le code d’Alamouti dans un canal qui n’est pas constant sur les

deux périodes symbole. En effet, les termes qui doivent s’annuler lors de la recombinaison ne correspondent

plus au même gain du canal : le découplage n’est plus effectifse traduisant par de l’IES. Il est nécessaire

d’appliquer une matrice d’égalisationG selon un critère (ZF ou EQMM) ou un récepteur MV. Il s’agit, en

effet, de pallier la détérioration de l’orthogonalité qui ne peut être rétablie par un simple filtre adapté. Cette

évolution rapide du canal sur deux périodes symboles dégrade les performances du code.
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Code de Jafarkhani

Ce code et les suivants sont adaptés à des systèmes utilisantquatre antennes émettrices. Le code proposé

dans [54] suppose que le canal est constant sur quatre périodes symbole. Il permet de transmettre quatre

symboles et d’assurer un rendementR unitaire. Il utilise le code d’AlamoutiC2 comme brique de base :

CJafarkhani=


 C1

2 −conj(C2
2)

C2
2 conj(C1

2)


 (2.18)

avecC1
2 et C2

2 le codes d’Alamouti utilisant les symboless1 et s2 ou s3 et s4 respectivement. La matrice de

codage est alors :

CJafarkhani=




s1 −s∗2 −s∗3 s4

s2 s∗1 −s∗4 −s3

s3 −s∗4 s∗1 −s2

s4 s∗3 s∗2 s1




(2.19)

La réception effectue le filtrage adapté et le canal équivalent du code n’est plus orthogonal :

H∗
eqHeq =




a 0 0 b

0 a −b 0

0 −b a 0

b 0 0 a




(2.20)

où a = ‖H‖2
F et b est une constante réelle dépendante des éléments deH. La matriceHeq permet de faire

apparaitre le vecteur des symboles émis :

y =

√
P0

nT
H∗

eqHeqs+ ñ (2.21)

où ñ est un bruit équivalent.

Code de Tirkkonen

Le code proposé par Tirkonen [55] a un principe semblable au code de Jafarkhani dans le sens où il

utilise également le code d’Alamouti comme base :

CTirkkonen =


 C1

2 C2
2

C2
2 C1

2


 (2.22)
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avec lesC1
2 etC2

2 définis précédement. Le code en fonction des symboles à transmettre est :

CTirkkonen =




s1 −s∗2 s3 −s∗4

s2 s∗1 s4 s∗3

s3 −s∗4 s1 −s∗2

s4 s∗3 s2 s∗1




. (2.23)

La matrice équivalente de canal a alors la propriété suivante :

H∗
eqHeq =




a 0 b 0

0 a 0 b

b 0 a 0

0 b 0 a




(2.24)

où a = ‖H‖2
F etb est une constante réelle dépendante des éléments deH.

Il existe d’autres codes quasi-orthogonaux comme les codesde Damen [56] basés sur des matrices de

Hadamard. Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter à la thèse [57].

2.2 Les précodeurs linéraires

Cette seconde famille regroupe les précodeurs linéaires dont la différence avec les codes présentés jus-

qu’à présent est la nécessité de la connaissance du canal à l’émission.

2.2.1 Principe

À l’émission, un précodeur linéaire sous forme de matrice permet de combiner les symboles à émettre et

de répartir la puissance sur les antennes selon une stratégie bien précise. A la réception, un décodeur linéaire

traite les échantillons reçus. En général, le couple précodeur-décodeur optimise un critère pertinent comme

maximiser la capacité, maximiser le RSB post-traitement oumaximiser la distance euclidienne minimale.

Chaque optimisation donne un résultat qui lui est propre mais ces techniques possèdent toutes un point

commun qui est de diagonaliser le canal [58]. Rappelons l’équation matricielle du modèle :

y = GHFs+Gn (2.25)

avecs[b×1] le vecteur de symboles à émettre,F[nT ×b] la matrice de précodage, etG[b×nR] la matrice de

décodage. La première étape du raisonnement consiste à décomposer les matrices de précodage et décodage

sous la forme :

F = FvFd et G = GdGv. (2.26)
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n

HFd Fv

F Tx-CSI G

Gv Gd
b flux

︸ ︷︷ ︸
optimisation

s

de données

︸ ︷︷ ︸
Hv: blanchiment, diagonalisation et réduction

b≤ min(nT ,nR)

Rx-CSI

FIG. 2.3 – Schéma bloc des précodeurs linéaires dans le canal virtuel

Rappelons que les matricesF et G sont les solutions de l’optimisation selon un critère. Le problème se

découpe maintenant en deux : le couple(Fv, Gv) permet d’obtenir un canal virtuel diagonalHv pendant que

le couple (Fd, Gd) optimise le critère voulu mais en considérant un canal diagonal de dimension contrô-

lée correspondant àb voies avec un bruit blanc. Nous verrons dans la suite, que l’optimisation est alors

simplifiée. Cette approche est illustrée par le synoptique de la figure 2.3.

2.2.2 Transformation en canal virtuel

L’obtention du canal virtuel (ou diagonalisation du canal par abus de langage) se décompose en trois

étapes : traitement du bruit afin de le rendreiid (blanchiment) et de variance unitaire, diagonalisation pro-

prement dite de la matriceH, réduction de dimension àb correspondant au nombre de flux de symboles.

Ces opérations se traduisent par une nouvelle décomposition de la matriceFv en produit de trois matrices :

Fv = F1F2F3 et Gv = G3G2G1 (2.27)

où chaque couple(Fi,Gi) réalise une opération particulière. Ces méthodes vont maintenant être présentées

plus dans le détail.

Blanchiment du bruit

Considérons la décomposition en valeurs propres (DVP) de lamatrice de corrélation du bruit :

Rn = E[nn∗] = QΛQ∗ (2.28)

oùQ est une matrice unitaire etΛ est une matrice diagonale. Le but est d’obtenir une matrice de corrélation

Rv1 = E[G1nn∗G∗
1] = G1QΛQ∗G∗

1 égale à la matrice identité. Ce résultat est obtenu par la solution suivante :

F1 = InT et G1 = Λ− 1
2 Q∗. (2.29)
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De même, le canal intermédiaire résultant de cette opération est :

Hv1 = G1HF1. (2.30)

Diagonalisation du canal

La décomposition en valeurs singulières (DVS) de la matriceintermédiaireHv1 est un outil intéréssant

pour diagonaliser les matrices. Elle donne :

Hv1 = AΣB∗ (2.31)

où A et B sont des matrices unitaires, etΣ est une matrice diagonale dont les éléments sont les racines

carrées des valeurs propres de la matriceHv1Hv
∗
1. Cette dernière est une matrice hermitienne donnant des

valeurs propres réelles et positives. Le nombre de valeurs propres non-nullesk dépend du rang de la matrice

Hv1 avec :

k = rank(Hv1) ≤ min(nT ,nR). (2.32)

La matrice diagonaleΣ peut alors s’écrire en fonction des valeurs propres non nulles :

Σ =


 Σk 0

0 0


 (2.33)

avecΣk une matrice diagonale regroupant les valeurs propres non nulles.

Le but de cette seconde opération est de diagonaliser la matrice de canal intermédiaireHv1 et la solution

proposée est :

F2 = B et G2 = A∗. (2.34)

La seconde matrice de canal intermédaire est alors diagonale et est définie par :

Hv2 = G2Hv1F2 = Σ (2.35)

De plus, la matrice de corrélation du bruit reste égale à la matrice identité car les matricesF2 etG2 sont

unitaires :

Rv2 = G2Rv1G∗
2 = G2G∗

2 = InR. (2.36)

Réduction de dimension

La forme diagonale deHv2 correspond à plusieurs canaux indépendants avec des gains ou de façon

équivalente des RSB différents et rangés par ordre décroissant. Le nombre de sous canaux disponibles cor-

respond au nombre de valeurs propres non nullesk. Le but de cette dernière étape est d’obtenir la dimension
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1 Blanchiment
du bruit

DVP
Rn = QΛQ∗ F1 = InT G1 = Λ− 1

2 Q∗ Hv1 = G1HF1 Rv1 = G1RnG∗
1 = InR

2 Diagonalisation
du canal

DVS
Hv1 = AΣB∗ F2 = B G2 = A∗ Hv1 = G1HF1 Rv2 = G2Rv1G∗

2

3 Réduction
de dimensions

F3 =

(
Ib

0

)
G3 =

(
Ib 0

)
Hv = Σb Rnv = Ib

TAB . 2.1 – Résumé des étapes permettant d’obtenir le canal virtuel

correspondant au nombre de voiesb désirées. Les matrices correspondant à cette opération sont :

F3 =


 Ib

0


 et G3 =

(
Ib 0

)
. (2.37)

Cette écriture est vraie sib≤ k. Pour la suite nous considérerons que la matrice canal est derang plein et

queb≤ k = min(nT ,nR). La matrice résultante est notéeHv et est définie par :

Hv = G3Hv2F3 = Σb (2.38)

oùΣb représente lesb plus grandes valeurs singulières deRv1. La matrice de corrélation du bruit est toujours

l’identité mais de dimension différente :

Rnv = Ib. (2.39)

2.2.3 Notion de canal virtuel

Nous avons présenté une transformation basée sur trois opérations mathématiques simples permettant

d’obtenir des canaux indépendants (tableau 2.1). Dans la suite du mémoire, nous noterons cette matrice

résultanteHv comme la matrice de canal virtuel ou encore :

Hv = diag(σ1, . . . ,σb) (2.40)

où lesσi représentent les gains de chaque sous-canal. Le bruit additif résultant de la transformation est

blanc et de variance unitaire. Le RSB équivalent de la voiei est doncσ2
i . Il est à noter, cependant, que s’il

n’apparaît queb voies, lesnT antennes émettent toutes du signal.
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2.3 Les précodeurs diagonaux

2.3.1 Présentation

Les précodeurs diagonaux sont des précodeurs linéaires utilisant la connaissance du canal à l’émis-

sion pouvant appliquer la transformation en canal virtuel présentée précédement. En effet, les optimisations

comme dans [59] sont basées sur le canal réelH et donnent une solution globale équivalente reprenant les

transformations. C’est pour cela que les précodeurs sont présentés ici avec un raisonnement sur le canal

virtuel.

Les précodeurs diagonaux sont appelés ainsi car leur principe est de donner une solution du couple

Fd et Gd diagonales. La conséquence de ces matrices diagonales est de conserver une structure de voies

parallèles et indépendantes. Dans le cas d’un récepteur basé sur le maximum de vraisemblance (MV), le

décodeurGd n’influe pas sur la décision et la décision est prise par voie de données simplifiant les tests

(figure 2.4). Seul le précodeurFd = diag( f1, . . . , fb) est donné dans les solutions proposées. Le principe

général est présenté par la figure 2.4. Le problème revient à trouver la répartition de la puissance grâce

aux coefficientsf 2
i en optimisant un critère précis et pertinent. Nous présenterons les précodeurs optimisant

le rapport signal sur bruit en réception (max-SNR), la capacité globale du canal résultant de l’ajout de la

matrice de précodage (WF), l’erreur quadratique moyenne (EQMM), la qualité de service (QdS), l’erreur

égale (EE) ou la probabilité d’erreur binaire (PEBM). De plus la puissance totale doit être contrôlée et égale

àP0.

2.3.2 Les solutions existantes

Précodeur max-SNR ou beamforming

Le but de ce précodeur est de maximiser le RSB à la réception. La solution optimale consiste à n’uti-

liser que la voie la plus favorable correspondant au RSBσ2
1 [60, 61, 62]. Ce précodeur concentre toute la

puissance émise dans la direction la plus favorable représentée par les vecteurs singuliers deH, wT et wR,

associé à la plus forte valeur singulière
√

λ1 [63]. L’expression du signal reçu est alors :

y =
√

P0 w∗
R H wTs+w∗

Rn (2.41)

Ce précodeur est un cas particulier puisqu’il diagonalise le canal en un seul sous-canal mais sans blanchir

le bruit. Il est présenté dans le canal virtuel avec un bruit blanchi mais n’est pas la définition rigoureuse du

précodeur max-SNR. La solution est exacte si le bruitn est iid (E[nn∗] = σ2
nInT ). Ainsi, en tenant compte

de cette remarque, la solution du max-SNR est dans le cas BBAG:

b = 1 et f 2
1 = 1. (2.42)
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ŝ1

ŝb

FIG. 2.4 – Schéma équivalent des précodeurs diagonaux : découplage des décisions pour le maximum de
vraisemblance

Le signal reçu peut être réécrit dans le domaine virtuel :

y =
√

P0 λ1 s+n (2.43)

oùn= w∗
Rn est un bruit ayant les mêmes caractéristiques quen (E[nn∗] = σ2

n) carwR est un vecteur unitaire.

Il est à noter que ce précodeur est scalaire dans le sens où il ne transmet qu’un seul symboles. La structure

du précodeur est relativement simple mais présente un débitlimité à la modulation choisie. Son ordre de

diversité est maximal [64] et égal ànT ×nR dans un canal de Rayleigh.

Précodeur Water-Filing (WF)

Le critère optimisé par ce précodeur est la maximisation de la capacité du système MIMO. En utilisant

(1.16) et la diagonalisation du canal, la capacité s’écrit plus simplement :

C =
b

∑
i=1

log2

(
1+ f 2

i σi
i

)
avec

b

∑
i=1

f 2
i = P0. (2.44)
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La solution optimisant le critère (2.44) est donnée par :

f 2
i =





Ψ− 1
σ2

i
si Ψ > 1

σ2
i

0 sinon
avec i = 1, · · · ,b (2.45)

où le seuilΨ dépend du canal virtuel et est défini par :

Ψ =
P0 + γΨ

bΨ
avec γΨ =

bΨ

∑
i=1

1

σ2
i

(2.46)

où bΨ est le nombre de voies utilisées par le précodeur.

Ce précodeur dispose deb voies virtuelles avec des RSB différents obtenus par la transformation en

canal virtuel. La particularité de ce précodeur est de comparer les RSB, et notamment les plus faibles, afin

d’estimer si cette voie permet d’améliorer le critère ou de le dégrader. Ainsi, il peut sacrifier les voies qu’il

considère trop mauvaises et n’utiliser que lesbΨ meilleures. A ce moment, il existe deux points de vue.

Le premier consiste à garder les symboles dans l’état et à considérer définitivement perdus les symboles

sacrifiés. Le second compense le sacrifice en changeant la modulation des symboles émis afin de maintenir

le débit. Sauf précision, le second raisonnement est considéré dans la suite de ce mémoire et est appliqué à

tous les précodeurs présentant cette singularité. Cette structure particulière est plus compliquée à mettre en

œuvre que le max-SNR. En effet, il est nécessaire de déterminer le nombre de voiesbΨ utilisées et plusieurs

tests doivent être réalisés. L’algorithme est illustré parla figure 2.5.

Erreur Quadratique Moyenne Minimale (EQMM)

Ce précodeur minimise l’erreur quadratique moyenne [59] etl’équation de l’optimisation est définie

par :

min
Fd,Gd

E[||y− ŝ||2] avec ŝ∈ C b (2.47)

où C est l’ensemble des symboles définis par la modulation. En utilisant le schéma virtuel et plus précisé-

ment la structure diagonale du schéma global, l’optimisation peut être mise sous la forme suivante :

min
Fd,Gd

b

∑
i=1

E
[
|gi σi fi si +gi nvi − ŝi|2

]
sous la contrainte

b

∑
i=1

f 2
i = P0. (2.48)

L’optimisation donne un résultat de la même forme que (2.45)pour le WF :

f 2
i =





1
σi

(
ΨEQMM − 1

σi

)
si ΨEQMM > 1

σi

0 sinon
avec i = 1, · · · ,b (2.49)
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non

oui

Fin

Ψ >
(

1
σbΨ

)2

f 2
i = Ψ−

(
1
σi

)2

i = 1, . . . ,bΨ

bΨ = bΨ −1

bΨ = b f 2
i = 0

i = 1, . . . ,b

Ψ =
P0+∑

bΨ
i=1

1
σ2

i
bΨ

FIG. 2.5 – Algorithme d’implantation du précodeur Water-Filling
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oùbψEQMM est le nombre de voies utilisés respectantΨEQMM > 1/σi pouri = 1, · · · ,b avec comme définitions :

ΨEQMM =
P0+ γΨEQMM

bΨEQMM

∑
i=1

1
σi

et γΨEQMM a la même définition que dans (2.46). (2.50)

Le précodeur peut supprimer des voies comme le Water-Filling mais le critère de suppression n’est pas

le même. Ainsi, le nombre de voies utilisées par les deux précodeurs n’est pas nécessairement le même. Les

prochains précodeurs utiliseront, quand à eux, un nombre constant de voies quel que soit le canal.

Qualité de Service (QdS)

Le principe de ce précodeur est d’assurer (ou de fixer) les rapports des RSB reçus entre chaque voie [58].

Par exemple, un flux de données représente de la vidéo pendantque le second transmet de la musique : la

vidéo demande un débit plus important et le taux d’erreur ne doit pas descendre en dessous d’un seuil. Par

conséquence, le premier sous-canal nécessite 3 dB de mieux que le deuxième (valeur arbitraire). Pour la

présentation de ce précodeur dans le mémoire, le RSB de référence sera celui de la voieb. Ainsi, les RSB

de chaque voie sont notés :

f 2
i σ2

i = ωi f 2
b σ2

b avec i = 1, · · · ,b (2.51)

où ωi représente le rapport du RSB de la voiei par rapport à la voieb.

Les gains des sous-canaux sont ordonnés et il est plus intéressant que la voie 1 corresponde au RSB le

plus important. Dans le cas contraire, le précodeur dégraderait cette voie présentant un gain important au

profit d’une autre avec un gain inférieur. Par conséquent, les ωi sont ordonnés etωb est toujours égal à 1 :

ω1 ≥ ω2 ≥ ·· · ≥ 1. (2.52)

Les coefficients du précodeurs sont alors donnés par :

f 2
i =

P0 ωi

σ2
i ∑b

k=1
ωk
σ2

k

. (2.53)

Il est alors aisé de vérifier que les RSB à la réception ont les rapports désirés :

f 2
i σ2

i = ωi
P0

∑b
k=1

ωk
σ2

k

= ωi × cste. (2.54)

Le précodeur QdS utilise toujours le même nombre de voie touten assurant les rapports des RSB. Ceux-

ci restent à déterminer et nous verrons un exemple de critèrede choix desωi dans le chapitre 5.
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Précodeur Erreur Egale (EE)

Ce précodeur est un cas particulier du précédent QdS quand les rapports de RSB sont tous égaux et que

les modulations utilisées sur toutes les voies sont identiques. Il est également la solution qui maximise une

borne inférieure de la distance minimale [59, eq.(33)]. Le précodeur est alors défini par :

f 2
i =

P0

σ2
i ∑b

k=1
1

σ2
k

. (2.55)

Il en résulte bien que le RSB à la réception est le même sur toutes les voies :

f 2
i σ2

i =
P0

∑b
k=1

1
σ2

k

= cste ∀ i = 1, . . . ,b. (2.56)

Le taux d’erreur moyen de chaque voie est identique et, tout comme le QdS, le nombre de voies utilisées

est constant.

Précodeur Taux d’Erreur Binaire Minimal (TEBM)

Ce précodeur se propose de minimiser le critère final du TEB [65] sous réserve de quelques hypothèses :

– le bruitn est additif blanc gaussieniid et par conséquent le bruit virtuelnv est également gaussien,

– le précodeur est diagonal.

La probabilité d’erreur de la voiei connaissant le canalH peut être établie théoriquement pour un bruit BAG

par [15] :

Pei = αM erfc

(√
βM f 2

i σ2
i

)
(2.57)

avecαM et βM des constantes dépendantes de la modulation. Pour des modulations MAQ-M, les valeurs

sont :

αM =
2

log2M

(
1− 1√

M

)
et βM =

3
2(M−1)

. (2.58)

Le critère à minimiser est la probabilité totale du système définie comme la moyenne des PEB de chaque

voie :

Pe =
1
b

b

∑
i=1

Pei. (2.59)

Rappelons que le précodeur doit respecter la contrainte de puissance. Pour mener à bien l’optimisation, le

termeLTEB est défini et prend en compte la contrainte de puissance :

LTEB =
αM

b

b

∑
i=1

erfc

(√
βM f 2

i σ2
i

)
+µ

((
b

∑
i=1

f 2
i

)
−P0

)
(2.60)
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L’optimisation revient à annuler la dérivée partielle∂LT EB
∂ fi

. La solution est alors :

f 2
i =

1

2βMσ2
i

W0

(
2σ4

i α2
Mβ2

M

µ2πb2

)
(2.61)

où W0 est la fonction de Lambert d’index 0 [66]. Cette fonctionW0(y) est la fonction réciproque de la

fonction y = xex. Il reste cependant le paramètreµ à déterminer. Ce paramètre a pour but de respecter la

contrainte de puissance∑b
i=1 f 2

i = P0 et, connaissant à présent la forme desf 2
i , il est possible de déterminer

sa valeur avec une méthode d’optimisation.

D’autre part, une approximation de la fonction de Lambert est disponible [67] :

W0(x) ≃ ln(x)− ln(ln(x)) pour x≫ 1. (2.62)

Le précodeur utilisant cette approximation est noté TEB Minimal Approché (TEBMA) et est défini par :

f 2
i =

ai (1−∑k Ak)+Ai ∑k ak

∑k ak
(2.63)

où

ai =
1

βMσ2
i

(2.64)

Ai = ai (ln(bi)− ln(ln(bi))) avec bi =
2σ4

i α2
Mβ2

M

πb2 . (2.65)

La solution proposée n’est plus valable pour les faibles RSB. En effet, ln(bi) peut être négatif et le terme

Ai n’est pas défini. Dans ce cas, les sous-canaux concernés sontconsidérés trop défavorables et sont né-

gligés (f 2
i = 0). La solution TEBMA se comporte comme les précodeurs WF et EQMM. Elle présente,

néanmoins, l’avantage d’être plus rapide que la solution exacte car le termeµ n’apparaît plus et l’étape de la

détermination de sa valeur (méthode d’optimisation) n’estplus nécessaire.

2.4 Le précodeurmax-dmin

2.4.1 Présentation

Ce précodeur se différencie des précédents par sa structurequi n’est plus diagonale. Les autres pré-

codeurs sont basés sur la répartition de puissance : les coefficients f 2
i sont définis et correspondent à la

puissance émise sur les antennes. Le précodeur max-dmin n’est plus diagonal et c’est le signal complexe qui

est important et non plus le module. La non diagonalité donneun degré de liberté de plus au précodeur qui

peut désormais modifier les géométries des constellations de réception.

La distance euclidienne minimale a un rôle déterminant lorsque le récepteur est basé sur le MV [68]

agissant directement sur la probabilité d’erreur : plus deux impacts de la constellation de réception sont
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proches, plus la probabilité de se tromper entre eux est grande. Le principe de ce précodeur est de maximiser

la distance minimale de la constellation de réception [69, 70]. Cette valeur est notéedmin et est définie par :

dmin = min
s,x∈C b, x6=s

||HvFd(s−x)||. (2.66)

L’optimisation du précodeur est alors définie par :

Fd = argmax
F′

d

min
sk,sl∈C b, sk 6=sl

‖HvF′
d(sk−sl )‖2 avec ||Fd||2F = P0. (2.67)

L’optimisation prend en comptedmin dont l’expression est rigoureuse contrairement à d’autresétudes où des

approximations permettent des simplifications [59].

2.4.2 Changement de variables

L’optimisation d’un tel précodeur est difficile. En effet, l’expression de la distance est exacte et elle

dépend de plusieurs paramètres : la modulation utilisée, lenombre de voiesb et le canalH ou de façon

équivalentHv. Cette résolution difficile de (2.67) explique le nombre limité de solutions trouvées. Pour

l’instant, le nombre de voies est limité à 2 et aux modulations BPSK et MAQ-4. La solution proposée

dans [69] est obtenue à l’aide d’un changement de variables des deux valeurs propres du canal. Le principe

est analogue à un changement de coordonnées cartésiennes encoordonnées polaires. Les deux nouvelles

variables sont définies par : 



σ1 = ρcosγ

σ2 = ρsinγ
⇔





ρ =
√

σ2
1 + σ2

2

γ = arctanσ2
σ1

. (2.68)

Le canal virtuel peut alors s’écrire :

Hv =


 σ1 0

0 σ2


= ρ


 cosγ 0

0 sinγ


 (2.69)

où ρ ∈ R
+ et γ ∈ [0, π

4]. Le termeρ agit comme un gain sur toute la chaîne ou encoreρ2 représente le RSB

du canal virtuel car le bruit estiid de variance unitaire. L’angleγ est une image du rapport des RSB des

sous-canaux et permet de savoir si les sous-canaux sont équilibrés ou non. En effet, une valeur proche de 0

indique que la voie 1 est fortement privilégiée (la matrice est mal conditionnée) tandis qu’une valeur proche

deπ/4 signifie que les deux voies sont quasiment équivalentes (lamatrice est bien conditionnée).

D’autre part, cette notation fait apparaîtreρ comme un facteur d’échelle de la distance minimale et

n’intervient en rien dans l’optimisation (2.67). Cette dernière ne dépend alors que de l’unique paramètreγ

permettant une simplification notable dans la détermination de la solution.
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2.4.3 Solution pour une MAQ-4

La solution est disponible pour deux modulations : la BPSK etla MAQ-4. Seule la modulation d’am-

plitude en quadrature est présentée car elle propose le débit le plus grand. Cette solution est relativement

simple avec deux formes de précodeur :

Si 0≤ γ ≤ γ0, Fd = Fr1 =
√

ET



√

3+
√

3
6

√
3−

√
3

6 ei π
12

0 0


 (2.70a)

Si γ0 ≤ γ ≤ π/4, Fd = Focta =
√

ET
2


 cosψ 0

0 sinψ




 1 ei π

4

−1 ei π
4


 (2.70b)

où





ψ = arctan
√

2−1
cosγ

γ0 = arctan
√

3
√

3−2
√

6+2
√

2−3
3
√

3−2
√

6+1
≃ 17,28˚

. (2.70c)

Les constellations obtenues à la réception pour les deux formes de précodeurs méritent quelques com-

mentaires (figures 2.6, 2.7 et 2.8).

Le précodeur max-dmin prend la formeFr1 pour des valeurs deγ inférieures à 17,28˚. Le canal virtuel

voit sa première voie favorisée par rapport à la seconde. Le précodeur choisit alors de mélanger les deux

symboles et de les transmettre uniquement sur la meilleure voie. A l’instar des précodeurs WF et EQMM, le

précodeur max-dmin peut choisir de supprimer un sous-canal. La constellation obtenue sur cette voie (aucun

signal sur la seconde) est présente sur la figure 2.6. Elle ressemble à une MAQ-16 ayant subi une rotation

(au codage de Gray près).

Il y a trois grandes remarques à formuler :

– La distance minimale est optimisée mais cette solution maximise également le nombre des plus

proches voisins à cette distance. Or ce dernier a une influence non négligeable sur la probabilité

d’erreur pour des faibles RSB.

– Une seconde conséquence est l’absence de codage de Gray. Prenons par exemple l’impact G de la

figure 2.6. Celui-ci présente cinq voisins àdmin dont deux correspondent à des combinaisons de bits

dont au moins 2 sont différents du symbole G.

– La troisième remarque est que le précodeurFr1 appartient à la famille des précodeurs qui optimisent

le RSB en réception comme le max-SNR définie par :

Fd =
√

P0


 a b

0 0


 avec |a|2 + |b|2 = 1. (2.71)

Le précodeur max-SNR est le cas particulier où un seul symbole est transmis et la différence notoire

avec leFr1 est le nombre de symboles transmis se traduisant par une modulation différente.

Pour les valeurs plus importantes deγ (γ > γ0), les deux voies ont des RSB plus proches. Le précodeur
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FIG. 2.6 – Constellation obtenue sur le récepteur 1 correspondant au sous-canal 1 pour le précodeurFr1

max-dmin considère que la seconde voie peut être utile. Il prend la forme duFoctaet émet alors deux mélanges

des deux symboles sur chaque voie. Il y a deux constellationssur chaque récepteur (figures 2.7 et 2.8) dont

la forme ressemble à deux octogones concentriques. Les impacts proches sur une constellation sont éloignés

sur la seconde (exemple des points A et N). Le récepteur basé sur le maximum de vraisemblance peut alors

utiliser les deux constellations pour estimer le couple de symboles émis.

Remarque sur le maximum de vraisemblance

Le précodeur max-dmin optimise la distance minimale entre deux couples de symboles à la réception. Ce

critère est très important pour le récepteur basé sur le maximum de vraisemblance. Cependant, la décision

au sens du MV peut se prendre de manière équivalente avantGv (la matrice de décodage peut être omise).

En effet, l’optimisation dedmin conduit à mélanger les deux symboles et à «détruire» la diagonalisation

du canal. Le nombre de tests du MV estM2 au lieu de 2×M pour les précodeurs diagonaux ou le code

d’Alamouti. Cependant, le canal virtuel avec la prise en compte deGv propose une forme plus simple pour

l’optimisation et pour la compréhension du lecteur (visualisation des constellations).
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FIG. 2.7 – Constellation obtenue sur le récepteur 1 (sous-canal1) pour le précodeurFocta
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FIG. 2.8 – Constellation obtenue sur le récepteur 2 (sous-canal2) pour le précodeurFocta. Les
points (A,N) sont des voisins proches dans cette constellation alors qu’ils sont éloignés sur l’autre
constellation.
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2.5 Solutions des précodeurs diagonaux pour 2 voies

Les précodeurs diagonaux ont été présentés de manière générale dans les paragraphes précédents. Ce-

pendant, le précodeur max-dmin étant limité à deux voies, les solutions des précodeurs diagonaux peuvent

être données pour la même limitation [71]. Le but est de permettre une étude et une comparaison de tous les

précodeurs en utilisant les mêmes paramètresγ et ρ. Les solutions sont données par le tableau 2.2.

De par sa simplicité (2.42), le précodeur max-SNR ne dépend pas de ces paramètres et n’est donc plus

présent dans ce paragraphe. De plus, le précodeur TEBM a une solution difficile à étudier à cause de la

fonction de Lambert et ce précodeur est également absent du tableau.

Nous avons vu que le précodeur WF pouvait supprimer une voie en fonction des RSB équivalents de

chaque voie. Les possibilités sont maintenant limitées et le précodeur peut choisir d’utiliser soit une seule

voie, soit les deux. Ce choix se traduit par un seuilγWF défini par :

γWF(Φ) = arcsin

√
Φ+2−

√
Φ2 +4

2Φ
(2.72)

oùΦ = P0ρ2 est homogène à un RSB de réception. Cela signifie que le seuil évolue selon le canal et la puis-

sance émise contrairement au précodeur max-dmin où γ0 est fixe. Pour éviter d’avoir un seuil variable, nous

allons regarder le comportement du précodeur à fort RSB en réception (Φ → ∞). Tout d’abord, regardons la

limite de l’angleγWF(Φ) :

lim
Φ→∞

γWF(Φ) = 0. (2.73)

Le précodeur WF utilise donc toujours les deux voies à fort RSB et la solution est indiquée également dans

la colonne de droite du tableau 2.2. Les remarques portant sur le précodeur WF sont encore valables pour le

précodeur EQMM à la différence du seuilγEQMM(Φ) défini par :

γEQMM(Φ) = arctan(x0) avecx0 l’unique zéro réel de x3−x2+(1+ Φ)x−1. (2.74)

Nous avons également lim
Φ→∞

γEQMM(Φ) = 0 et la conclusion est la même que pour le précodeur WF à savoir

que le précodeur EQMM utilise toujours deux voies à fort RSB (remarque :f 2
2 > f 2

1 ). La limite du précodeur

quandΦ → ∞ apparaît également dans le tableau 2.2. Cependant, l’allocation de puissance est différente.

Le précodeur WF émet autant de puissance sur les deux voies sans discrimination. Au contraire, l’EQMM

privilégie la voie ayant le plus faible gain au risque de détériorer fortement la première voie : lorsqueγ → 0

c’est-à-dire que la seconde voie devient très mauvaise relativement à la première, toute la puissance est

émise sur cette plus mauvaise voie. La conséquence est une dégradation des performances du précodeur

EQMM. Cette remarque est également valable pour les précodeurs QdS et EE.
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MÉTHODE PRÉCODEURFd
lim

Φ→∞
Fd

max-SNR

{
f1 =

√
P0

f2 = 0

WF

{
f1 =

√
P0

f2 = 0
si γ ≤ γWF(Φ)





f 2
1 =

P0

Φ
Φ tan2 γ− (tan2γ−1)(1+ tan2γ)

2tan2 γ

f 2
2 =

P0

Φ
Φ tan2 γ+(tan2γ−1)(1+ tan2γ)

2tan2 γ

sinon





f 2
1 =

P0

2

f 2
2 =

P0

2

EQMM

{
f1 =

√
P0

f2 = 0
si γ ≤ γEQMM(Φ)





f 2
1 =

P0

Φ
Φ tan2γ− (tanγ−1)(1+ tan2γ)

tanγ(1+ tanγ)

f 2
2 =

P0

Φ
Φ tanγ+(tanγ−1)(1+ tan2 γ)

tanγ(1+ tanγ)

sinon





f 2
1 = P0

tanγ
1+ tanγ

f 2
2 = P0

1
1+ tanγ

QdS





f 2
1 =

ω1P0 tan2γ
ω1 tan2 γ+1

f 2
2 =

P0

ω1 tan2 γ+1

EE

{
f 2
1 = P0sin2γ

f 2
2 = P0cos2γ

TAB . 2.2 – Solutions des précodeurs diagonaux en fonction deρ et γ pour un système à deux sous-canaux,
b = 2

2.6 Comparaison des précodeurs linéaires

2.6.1 Systèmes avec deux sous-canaux

Les taux d’erreur des précodeurs sont présentés par les figures 2.9, 2.10 et 2.11 pour les systèmes MIMO

(2,2) et (4,4) dans un canal de Rayleigh avec seulement deux voies. L’efficacité spectrale est fixée à 4 bit/s/Hz

et les précodeurs ajustent les modulations MAQ-M :

- deux voies : le précodeur max-dmin, l’EE et le TEBM utilisent deux MAQ-4,

- une ou deux voies: le WF et l’EQMM basculent entre deux MAQ-4 (deux sous-canaux utilisés) et une

MAQ-16,

- une voie : le max-SNR emploie une MAQ-16,

- rendement SISO : le code d’Alamouti adopte une MAQ-16.
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FIG. 2.9 – Comparaison des précodeurs diagonaux pour un systèmeMIMO (2,2), b = 2 et 4 bit/s/Hz pour
105 matricesH suivant une loi de Rayleigh

MIMO (2,2) avec b = 2 (figures 2.9 et 2.10)

Les précodeurs diagonaux sont d’abord comparés entre eux puis les meilleurs seront comparés au

max-dmin, max-SNR (cas particulier des structures diagonales) et lecode d’Alamouti.

La figure figure 2.9 illustre les TEB moyens des précodeurs EQMM, WF, QdS 3dB, EE et TEBM avec

deux voies de données pour un système avec deux antennes émettrices et deux antennes réceptrices. A

faible RSB, le précodeur WF est plus performant que les autres et notamment que le TEBM sensé optimiser

ce critère. La différence réside dans le degré supplémentaire autorisé aux précodeurs WF et EQMM lors

du choix des modulations. Au contraire, le précodeur TEBM par définition est obligé d’utiliser les deux

voies même si la plus médiocre supprimée par les autres précodeurs détériore les performances. Ceci dit,

le précodeur TEBM présente les meilleures performances à fort RSB. Notons que toutes les courbes ont la

même pente asymptotique à fort RSB traduisant un ordre de diversité égal. Ce sont les précodeurs WF et

TEBM qui proposent les plus faibles TEB à faible et fort RSB, respectivement, pour un système MIMO

(2,2).

Comparons ces deux précodeurs diagonaux avec les autres techniques (max-dmin, max-SNR et le code

d’Alamouti) à l’aide de la figure 2.10. La première remarque concerne les ordres de diversité : les trois

nouvelles techniques ont un ordre de diversité maximal plusimportant que les précodeurs diagonaux. Cette

différence est nettement visible grâce aux pentes des TEB à fort RSB.
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FIG. 2.10 – Comparaison des précodeurs et du code d’Alamouti (MAQ-16) pour un système MIMO (2,2) et
b = 2

Le meilleur précodeur en terme de TEB est globalement le max-SNR bien que le max-dmin soit très

proche : si le max-SNR est légèrement meilleur à faible RSB, le max-dmin présente un TEB plus faible à

fort RSB avec un léger gain (0,2 dB). La différence entre les deux précodeurs est l’utilisation du second

sous-canal et les TEB permettent de conclure grossièrementqu’elle n’améliore pas les performances pour

un système (2,2).

Le code d’Alamouti assure également un ordre de diversité maximal mais accuse une perte de l’ordre

de 2 dB sur les deux précodeurs. Rappelons que le code d’Alamouti n’a pas la connaissance du canal à

l’émission contrairement aux précodeurs et si les deux précodeurs sus-cités sont meilleurs, le STBC reste

supérieur aux structures diagonales (WF et EQMM). A faible RSB, le manque d’information est ressenti et le

WF et le TEBM sont meilleurs que le code d’Alamouti. La force de ce dernier apparaît pour les fortes valeurs

de RSB : l’ordre de diversité est maximal et la courbe de TEB «plonge» en comparaison avec celles des

précodeurs diagonaux. Malgré l’ignorance du canal, le coded’Alamouti peut être plus performant en terme

de TEB que les précodeurs diagonaux. Cependant, d’autres précodeurs comme le max-dmin et max-SNR

semblent mieux exploiter la diversité spatiale. Nous allons maintenant augmenter le nombre d’antennes.
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MIMO (4,4) avec b = 2 (figure 2.11)

Nous avons vu que le seul STBC proposant un rendement unitaire était celui d’Alamouti. Ce dernier

n’est applicable que pour un système avecnT = 2. Le code adapté à la configuration (4,4) a un rendement de

3/4 que nous avons jugé trop pénalisant : les STBC ne sont pas comparés dans cette étude. De plus, comme

dans la figure 2.10, seuls les meilleurs précodeurs diagonaux sont représentés, sautant la première étape de

comparaison. Ainsi, la figure 2.11 présente les TEB des précodeurs max-dmin, max-SNR, EE et TEBM.

Les comportements des précodeurs ne sont pas les mêmes quandla configuration matérielle augmente et

le classement change. Si le TEBM offrait déjà de bonnes performances, l’EE s’améliore nettement. En effet,

ce dernier est la structure diagonale qui exploite le mieux l’augmentation denT etnR : pour un système (2,2),

il présente les plus mauvaises performances alors que pour un système (4,4), il propose le second plus faible

TEB des précodeurs diagonaux, talonnant de près le précodeur TEBM. Comparons maintenant les ordres

de diversité. La différence n’est plus aussi prononcée que dans la figure 2.10 et le gain de codage a un rôle

prépondérant. Le précodeur max-SNR illustre cette remarque : il est moins performant que les précodeurs

EE, EQMM et QdS malgré la différence d’ordre de diversité. Lemax-SNR reprendra l’avantage mais pour

des valeurs élevées du RSB. Le précodeur max-dmin assure le plus faible TEB avec un gain important sur

le TEBM (presque 1 dB à 10−6) et le max-SNR (plus de 2 dB). Contrairement à ce dernier, le max-dmin

conserve l’ordre de diversité maximal tout en améliorant legain de codage. Son gain sur le TEBM et l’EE

augmente avec le RSB.

Les meilleures performances sont proposées par les solutions utilisant toujours deux sous-canaux (max-dmin,

EE et TEBM) avec un gain important sur le max-SNR utilisant une seule voie : pour un système (4,4),

l’utilisation de la seconde voie est bénéfique. Toutefois, quatre sous-canaux sont disponibles pour cette

configuration matérielle et le nombre de voies utiliséesb a aussi une influence sur les performances.

2.6.2 Augmentation du nombre de voies : limitation dumax-dmin

Le précodeur max-dmin propose des performances intéressantes quand le système MIMO devient im-

portant. Cependant, nous avons vu que la solution optimale n’est disponible que pour deux voies (b = 2)

et pour deux modulations (BPSK et MAQ-4). Cette limitation n’existe pas pour les précodeurs diagonaux.

Si les performances changent pour deux voies et des configurations matérielles différentes, elles dépendent

également du nombre de voies utilisées. La figure 2.12 donne l’exemple des deux précodeurs diagonaux

TEBM et EE pour un système (4,4) avec 4 voies (b = 4). Le précodeur max-SNR est également présent

avec une efficacité spectrale égale (utilisation d’une MAQ-256 soient 8 bit/s/Hz). Les performances de ce

précodeur sont nettement plus mauvaises que celles des précodeurs diagonaux et confirment la tendance

décrite précédement. Le TEBM se détache de l’EE avec un gain de 1 dB. Dans les cas précédents, le TEBM

était trop proche des autres précodeurs pour visualiser la solution approchée TEBMA. L’apparition du gain

permet de tracer également les performances de TEBMA. Cettesolution plus simple est équivalente à l’opti-
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FIG. 2.11 – Comparaison des précodeurs pour un système MIMO (4,4), b = 2 et 4 bit/s/Hz

male pour les forts RSB et l’approximation est ressentie pour les faibles RSB. Il serait également intéressant

d’étudier le comportement du max-dmin et c’est pourquoi nous proposons une extension de ce précodeur

dans le chapitre 6.

2.7 Conclusion

Ce chapitre a présenté les techniques de base introduisant de la diversité à l’émission et à la réception

avec les systèmes MIMO. La liste n’est pas exhaustive et se limite aux techniques qui vont être étudiées dans

ce mémoire. Nous avons divisé les solutions en deux parties dont la différence est la connaissance ou non

du canal à l’émission. D’un côté, sans cette information, les codes spatio-temporels (STBC) offrent un bon

compromis complexité/performances avec notamment un ordre de diversité maximalnT × nR. Toutefois,

il existe un rendement 1/2 ≤ R ≤ 1 du débit et le nombre de codes proposant 1/2 ≤ R est limité. Par

exemple, le code d’Alamouti est valable pournT = 2 avecR = 1. De l’autre côté, les précodeurs linéaires

optimisent un critère particulier à l’aide de la connaissance du canal. Nous avons vu les solutions à structure

diagonale ou précodeurs diagonaux optimisant la capacité ou le taux d’erreur, le max-SNR qui est une

solution particulière des précodeurs diagonaux et le précodeur max-dmin optimisant la distance minimale.

En comparant les TEB pour des configurations matérielles représentatives(nT ,nR) utilisant un nombre

de voiesb, nous avons montré que les comportements des précodeurs évoluaient. Le lecteur intéressé trou-
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FIG. 2.12 – Comparaison des précodeurs TEBM, EE (b = 4 voies en MAQ-4) et max-SNR (b = 1 voie en
MAQ-256) pour un système MIMO (4,4) et 8 bit/s/Hz

vera des études plus approfondies dans [67, 69, 71]. Le précodeur max-dmin montrait des performances inté-

ressantes avec un gain non négligeable sur les autres précodeurs. Le chapitre 3 s’intéressera aux distributions

des deux paramètresρ et γ pour un canal de Rayleigh et permettra au chapitre 4 d’expliquer l’évolution du

TEB de ce précodeur. De plus, la comparaison était limitée àb = 2 et c’est pourquoi le chapitre 6 propose

une extension du précodeur max-dmin à plus de deux voies.
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Chapitre 3

Statistiques du canal virtuel en coordonnées

polaires

Nous avons vu que le canal virtuel pour deux voies est entièrement caractérisé par les variablesρ et γ

réprésentant, respectivement, le gain du canal et le rapport entre les deux plus grandes valeurs propres. Le

paramètreρ intervient comme un gain global sur la chaîne de transmission et certains précodeurs (EQMM,

WF et TEBM) le prennent en compte lors de l’allocation de puissance. Au contraire, l’angleγ a toujours

un rôle clé dans le comportement des précodeurs intervenantdans le choix du nombre de voies. C’est

notamment le cas pour le nouveau précodeur max-dmin : γ permet de choisir entre deux formes de précodeurs

permettant d’optimiser la distance minimale de la constellation de réception.

Nous avons choisi un modèle de canal aléatoire dont la loi estbien définie comme le canal de Rayleigh.

Ces deux paramètres, influant sur les comportements et les performances des précodeurs, sont également des

variables aléatoires dont les lois dépendent de celle du canal. Le but de ce chapitre est de s’intéresser aux lois

théoriques de ces deux variables aléatoires et plus particulièrementγ dont les densités de probabilités (ddp)

dépendent directement de la distribution deλ1 et λ2. Des travaux ont déjà été menés sur les statistiques

desλi et ont débouché sur certains résultats que nous allons rappeler. Les calculs étant fastidieux, nous

nous sommes limités aux casm = min(nT ,nR) ∈ {2,3}. Une fois lesddp déterminées, nous essaierons

de comparer différents paramètres comme la moyenne et la variance pour les deux cas de configurations

matérielles : systèmes(2,nS+2) et (3,nS+3) où nS est la coefficiet d’asymètrie défini par|nT −nR|.

3.1 Point de départ : le canal virtuel

3.1.1 Cas d’un bruit blanc gaussieniid

Tout au long de ce chapitre, nous considérerons que le bruit additif dans le canal réeln est blanc gaussien

indépendant et identiquement distribué de varianceσ2
n. Le termeσ2

i est alors égal àλi
σ2

n
. Si on reprend la
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transformation telle qu’elle est définie précédemment dansce cas particulier, la matrice du canal virtuel est :

Hv = diag

(√
λ1

σ2
n
, . . . ,

√
λb

σ2
n

)
(3.1)

avecλi les valeurs propres réelles deHH∗ rangées par ordre décroissant,λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λb. Le canal

virtuel est bruité par un bruit virtuelnv blanc et de variance unitaire. Le schéma équivalent peut être remanié

et être vu comme des sous-canaux indépendants de gain
√

λi corrompu par un bruit blanc additif gaussien

de varianceσ2
n. Le nouveau canal est alors :

Hv = diag
(√

λ1, . . . ,
√

λb

)
. (3.2)

avec un bruitnv blanc additif gaussieniid de varianceσ2
n.

3.1.2 Loi conjointe des valeurs propres

Le modèle du bruit étant précisé, il nous reste maintenant à définir celui du canal imposant les lois des

λi . Nous considérerons un canal de Rayleigh décorrélé et le canal virtuel équivalent se met sous la forme :

Hv =




√
λ1 0

0
√

λ2


= ρ


 cosγ 0

0 sinγ


 (3.3)

avecλ1 > λ2 les deux plus grandes valeurs propres deHH∗. Le schéma équivalent obtenu correspond à deux

voies SISO parallèles avec un bruit gaussieniid et des gains différents qui se trouvent être des variables

aléatoires dépendantes. En effet, elle sont au moins reliées par l’inégalitéλ1 ≥ λ2. Pour pouvoir déterminer

les performances des précodeurs, il est indispensable de connaître les lois de ces deux variables [71]. La loi

conjointe desmvaleurs propres est disponible dans la littérature est a fait l’objet de nombreuses recherches.

Pour la suite des calculs, nous définissons le coefficient d’asymétrienS caractérisant la différence entre les

nombres d’antennes à l’émission et à la réception :

nS = |nT −nR| = max(nT ,nR)−min(nT ,nR) . (3.4)

Rappelons que nous notons égalementm = min(nT ,nR) le minimum des antennes disponibles des deux

côtés. Cette valeur a son importance car elle définit le nombre de valeurs propres non nulles deHH∗. Dans

le cas d’un canal de Rayleigh, les éléments deH sont iid NC(0,1) et la matriceW = HH ∗ est dite de

Wishart [72]. La théorie des matrices aléatoires fournit laloi conjointe des valeurs propres non nulles et
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ordonnées d’une matrice de Wishart [73, 74, 75] :

f (m)
λ1,λ2,...,λm

(λ1,λ2, . . . ,λm) = κm

m

∏
i=1

e−λi λnS
i ∏

i< j

(λ j −λi)
2 (3.5)

où κm est le coefficient de normalisation défini par :

κm =
1

m

∏
i=1

(nT − i)!(nR− i)!
. (3.6)

3.1.3 Loi conjointe deλ1 et λ2

La loi conjointe (3.5) dépend de toutes les valeurs propres.Or le système virtuel ne dépend que des deux

plus fortes valeurs propres. Afin de pouvoir étudier le système, il est nécessaire d’obtenir la loi conjointe de

λ1 et λ2. Celle-ci est obtenue par intégrales sucessives de la loi conjointe de toutes les valeurs propres par

rapport aux valeurs propres inférieures àλ2 :

f (m)
λ1,λ2

(λ1,λ2) =

Z λ2

0

Z λ3

0
. . .

Z λm−1

0
fλ1,λ2,...,λm(λ1,λ2, . . . ,λm)dλ3dλ4 . . .λm (3.7)

où f (m)
x1,...,xN(x1, . . . ,xN) représente une loi conjointe ou marginale obtenue à partir de la loi de Wishart et qui

dépend de la variablem. Ainsi, (m−2) intégrales sont nécessaires pour obtenir la loi conjointe des deux plus

grandes valeurs propres : plus la configuration matérielle est importante se traduisant par une augmentation

de m, plus les calculs sont importants. De plus, en se remémorantla forme de la loi conjointe à intégrer

(3.5), nous pouvons supposer que les calculs sont fastidieux et le résultat difficile à généraliser.

3.1.4 Loi marginale

D’une manière analogue, le calcul de la loi marginale de chaque valeur propre est défini comme suit :

f (m)
λk

(λk) =

Z ∞

λk

dλk−1 . . .

Z ∞

λ3

dλ2

Z ∞

λ2

dλ1

Z λk

0
dλk+1 . . .

Z λm−1

0
dλm fλ1,λ2,...,λm

(λ1,λ2, . . . ,λm). (3.8)

Des travaux ont été menés pour des cas précis comme la plus grande valeur propre. En effet, le précodeur

max-SNR ou «beamforming» n’utilise queλ1 dans le canal virtuel. Ce précodeur est un des plus anciens

mais aussi un des plus simples. Les résultats concernant la loi marginale de la plus grande valeur propreλ1

ont tous la même forme [60] :

f (m)
λ1

(λ1) =
m

∑
k=1

ϕm
k (λ1)e

−kλ1 (3.9)

où lesϕm
k (λ1) sont des polynômes. Wenstrom [76] indique que ces polynômessont de degré maximum

nT + nR− 2 et quelques polynômes sont donnés pour l’exemple dans le tableau 3.1. Les coefficients des

polynômes n’ont pas d’expressions exactes en fonction dem et nS et doivent être calculés pour chaque cas.
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nS = 0 nS = 1

m = 2
ϕ2

1(x) = 2−2x+x2 ϕ2
1(x) = 3x−2x2 +x3/2

ϕ2
2(x) = −2 ϕ2

2(x) = −3x−x2

m = 3
ϕ3

1(x) = 3−6x+6x2−2x3 +x4/4 ϕ3
1(x) = 6x−8x2 +9/2x3−x4 +x5/12

ϕ3
3(x) = −6+6x−3x2−x3−x4/2 ϕ3

2(x) = −12x+4x2 +x3−x4−x5/12−x6/12
ϕ3

3(x) = 3 ϕ3
3(x) = 6x+4x2 +x3/2

TAB . 3.1 – Exemple de polynômes intervenant dans la loi conjointe deλ1

Les résultats semblent relativement simples mais les calculs sont compliqués et notamment la gestion de

simplifications importantes permettant d’annuler un grandnombre de coefficients des polynômes [71, 77].

La loi de la plus petite valeur propre est également étudiée dans [78]. C’est en effet cette valeur propre qui

impose le gain le plus faible et pénalise les précodeurs qui l’utilisent.

3.2 Étude des statistiques deγ et ρ pour min(nT ,nR) = 2

Les paramètresρ et γ sont définis en fonction deλ1 et λ2 par (2.68). Ce chapitre calcule les lois en

appliquant le changement de variables sur les distributions des valeurs propres.

3.2.1 La loi conjointe deρ et γ

Nous avons vu que la loi conjointe deλ1 et λ2 est disponible (3.5) et est déterminée pourm= 2 par :

f (2)
λ1,λ2

(λ1,λ2) =
1

nS!(nS+1)!
(λ1λ2)

nse−(λ1+λ2)(λ1−λ2)
2. (3.10)

Pour appliquer le changement de variable, le jacobien doit être calculé :





λ1 = ρ2cos2γ

λ2 = ρ2sin2 γ
⇔ J =




∂λ1

∂ρ
∂λ1

∂γ
∂λ2

∂ρ
∂λ1

∂γ


=


 2ρcos2γ −2ρ2sinγcosγ

2ρsin2 γ 2ρ2 sinγcosγ


 . (3.11)

La loi conjointe deρ et γ est donnée pour toutes les valeurs dem en fonction du déterminant du jacobien et

de la loi conjointe des deux plus grandes valeurs propres :

f (m)
ρ,γ (ρ,γ) = f (m)

λ1,λ2
(ρ2 cos2 γ,ρ2 sin2γ)|J|. (3.12)

Le déterminant du jacobien est toujours le même et est donné par :

|J| = 4ρ3 sinγcosγ(cos2γ+sin2γ) = 2ρ3 sin2γ. (3.13)
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Il ne reste plus qu’à remplacer tous les éléments de (3.12) pour m= 2 et à trouver la loi conjointe deγ et ρ :

f (2)
ρ,γ (ρ,γ) =

2−2nS+1

nS!(nS+1)!
cos2 2γ (sin2γ)2nS+1 ρ7+4nSe−ρ2

. (3.14)

Ce résultat permet d’obtenir les lois marginales deγ et ρ.

3.2.2 La densité de probabilité de l’angleγ

Loi marginale

La loi marginale deγ est obtenue en intégrant la loi conjointe sur le domaine deρ :

f (m)
γ (γ) =

Z +∞

0
f (m)
ρ,γ (ρ,γ) dρ (3.15)

Le résultat est obtenu en utilisant la fonction gamma. Celle-ci est définie par :

Γ(p) =

Z ∞

0
tp−1e−tdt. (3.16)

Lorsquep est un entier, nous avonsΓ(p) = (p−1)!. Nous pouvons en déduire le résultat suivant permettant

de calculer la loi marginale :

Z +∞

0
X2k+1e−X2

dX =
1
2

Z +∞

0
Yke−YdY = Γ(k+1) =

k!
2

, (3.17)

la loi marginale deγ est obtenue pourm= 2 :

f (2)
γ (γ) =

2−2nS(2nS+3)!
nS!(nS+1)!

cos22γ (sin2γ)2nS+1. (3.18)

La figure 3.1 illustre cette loi pourm= 2 avec différentes valeurs denS. On observe un déplacement de

la courbe vers la droite quand le nombre d’antennes augmente. La valeur moyenne s’accroît pour atteindre

asymptotiquement 45˚ pendant que sa variance diminue et se concentre autour de la valeur moyenne. Si

le raisonnement considèreλ1 et λ2, cela signifie que les deux variables prennent des valeurs deplus en

plus proches quandnS devient important. Notonsγmax l’angle permettant d’obtenir la valeur maximale de la

densité de probabilité. Son expression est obtenue en annulant la dérivée (autre valeur que 0 etπ/4) :

γmax =
1
2

arcsin

(√
2nS+1
2nS+3

)
, (3.19)

et par conséquent :

lim
nS→∞

γmax =
π
4
. (3.20)
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En outre,fγ(γ) présente une aire unitaire : la loi tend vers une impulsion deDirac quandnS tend vers l’infini.

Dans ce cas, les deux valeurs propres tendent à être égales.

La figure 3.2 donne les fonctions de répartitions deγ obtenues par intégration numérique de laddp

théorique. Ces courbes permettent de visualiser rapidement la probabilité que l’angle soit inférieur à une

valeur. Par exemple, les probabilités queγ < 30˚ sont respectivement 0,87, 0,6, 0,39, 0,24 et 0,20 pournS =

{0,2,4,6,8}. Cette probabilité P(γ < 30 )̊ évolue avec le nombre d’antennes. Rappelons que le précodeur

max-dmin base son choix de stratégie sur la valeur deγ. Ce résultat permettra d’étudier le comportement du

précodeur max-dmin avec la probabilité P(γ < γ0) (γ0 = 17,28˚).

Moyenne et variance

L’expression exacte de la distribution deγ n’a pas une forme facilitant le calcul de la moyenne et de la

variance. Cependant, voici le résultat de la valeur moyennedont l’expression n’est pas très conviviale :

mγ = E[γ] =
nS

∑
i=0

(−1)i Ci
nS

2i +3
(i +1)!

nS!

Γ(nS+2+ 1
2)

Γ(i +2+ 1
2)

(3.21)

oùCk
n est le coefficient binomial n!

k!(n−k)! et la fonction gamma définie pour les multiples de1
2 :

Γ(n+
1
2
) =

(2n)!
22nn!

√
π. (3.22)

Il est intéressant de noter que le résultat donnera un nombrerationnel.

3.2.3 La densité de probabilité du gainρ

Loi marginale

La méthode de calcul de la loi marginale deρ est la même que pourγ. Le point de départ est l’intégrale

suivante :

f (m)
ρ (ρ) =

Z π/4

0
f (m)
ρ,γ (ρ,γ) dγ. (3.23)

Reprenons le casm= 2 :

f (2)
ρ (ρ) =

Z π/4

0
f (2)
ρ,γ (ρ,γ) dγ

=
2−2nS+1

nS!(nS+1)!
ρ7+4nSe−ρ2

Z π/4

0
cos2 2γ (sin2γ)2nS+1dγ.
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FIG. 3.1 – Exemples de densités de probabilité de l’angleγ, systèmes(2,2+nS)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

γ en degres

n
S
 = 0

n
S
 = 2

n
S
 = 4

n
S
 = 6

n
S
 = 8

FIG. 3.2 – Exemples de fonctions de répartion de l’angleγ, systèmes(2,2+nS)
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L’intégrale par rapport àγ est connue sous le nom de fonctionβ et donne :

Z π/4

0
cos2 2γ (sin2γ)2nS+1dγ =

β(nS+1,3/2)

4
=

1
4

Γ(nS+1)Γ(3
2)

Γ(nS+2+ 1
2)

=
22nSnS!(nS+1)!

(2nS+3)!
. (3.24)

La ddpdeρ peut en être déduite :

f (2)
ρ (ρ) =

2
(2nS+3)!

ρ7+4nSe−ρ2
. (3.25)

La figure 3.3 montre plusieursddpde ρ pour des configurations matérielles différentes etm= 2. Tout

comme lesddpdeγ, les courbes se déplacent vers la droite c’est-à-dire vers des valeurs plus fortes. Cepen-

dant, la loi deρ est différente de celle deγ. En effet, elle ressemble à une impulsion dont la largeur liée à la

variance est constante et dont la valeur moyenne croît quandnS augmente.

De plus, la figure 3.4 représente les fonctions de répartition (intégration numérique de (3.25)) pour la

variableρ. Elle permettent d’obtenir rapidement les probabilités que ρ soit inférieur à une certaine valeur.

Les variations en fonction denS sont importantes. Par exemple, P(ρ < 4) = {1,0,99,0,88,0,56,0,21} pour

nS = {0,2,4,6,8}. Le termeρ intervient comme un gain sur la chaîne globale et cette probabilité permet de

donner une borne inférieure de la distance minimale et donc une borne inférieure de la probabilité d’erreur.

Moyenne et variance

L’expression littérale de la distribution deρ présente une forme mieux adaptée aux calculs des moments

de la variable en comparaison à celle de l’angleγ. En particulier, la valeur moyenne et la variance sont

relativement simples à calculer. Commençons par la valeur moyenne :

mρ = E[ρ] =
Z +∞

0
ρ f (2)

ρ (ρ)dρ =
2

(2nS+3)!
Γ(2nS+4+

1
2
).

La valeur moyenne deρ est alors :

mρ =
(nS+2)

√
π

24nS+7 C2nS+4
4nS+8. (3.26)

La formule de Stirling,Cn
2n = 22n√

πn
, permet d’approximer la moyenne :

mρ ≃
√

2nS+4. (3.27)

Rappelons queσ2
ρ = E[ρ2]−m2

ρ. La valeur moyenne quadratique deρ est rapidement obtenue en utilisant

le résultat (3.17) :

E[ρ2] =

Z ∞

0

2
(2nS+3)!

ρ4nS+9e−ρ2
dρ = 2nS+4 (3.28)
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FIG. 3.3 – Exemples de densités de probabilité du gainρ, systèmes(2,2+nS)
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Ce résultat permet d’établir la valeur exacte de la variancedeρ :

σ2
ρ = (2nS+4)

(
1− (nS+2)π

22nS+15

(
C2nS+4

4nS+8

)2
)

. (3.29)

La figure 3.5 permet de comparer les différents résultats obtenus pour la valeur moyenne deρ : la

valeur théorique (3.27), la valeur simulée et la valeur approximée . Les différentes valeurs sont exprimées en

fonction denS. Les valeurs théoriques et simulées concordent alors que l’approximation avec une expression

simple est une borne supérieure et accuse une erreur faible presque négligeable.

En outre, les observations de la figure 3.6 montre une quasi-constance de la variance deρ comprise entre

0,2417 et 0,2484. La valeur asymptotique de la variance est 0,25. Nous pouvons considérer que laddpde

ρ est une impulsion de même largeur qui se déplace autour de la valeur moyenne. En résumé, les résultats

approximés sont alors simples : 



mρ ≈
√

2nS+4

σ2
ρ ≈ 0,247

. (3.30)

3.2.4 Indépendance

Possédant maintenant lesddpdeρ et γ pourm= 2, nous pouvons nous intéresser à l’indépendance de

ces deux variables en comparant la loi conjointe et le produit des lois marginales. Le résultat est obtenu

immédiatement en reprenant (3.18) et (3.25) :

f (2)
ρ,γ (ρ,γ) = f (2)

ρ (ρ) f (2)
γ (γ). (3.31)

La loi conjointe deρ et γ est égale au produit des lois marginales démontrant que ces variables aléatoires

sont indépendantes. Cette propriété est intéressante et sera utilisée pour calculer une approximation de la

probabilité d’erreur dans la suite où l’indépendance permettra de séparer les calculs d’intégrales.

3.3 La loi marginale deγ pour min(nT ,nR) = 3

Cette partie présente seulement les calculs pour trouver laloi deγ pourm= min(nT ,nR) = 3. La matrice

de canal propose alors trois valeurs propres mais les précodeurs considérés n’utilisent que les deux plus

fortes. Il est nécessaire de déterminer la loi conjointe deλ1 et λ2 à partir de la loi de Wishart. Les calculs

sont alors fastidieux et n’ont été menés que pour l’angleγ. Lors des comparaisons du paragraphe suivant,

les lois du gainρ seront estimées par simulation avec 105 matricesH. Reprenons la loi conjointe des valeurs

propres (3.5) avec maintenant trois valeurs propres (m= 3) :

f (3)
λ1,λ2,λ3

(λ1,λ2,λ3) = κ3(λ1λ2λ3)
nSe−(λ1+λ2+λ3)(λ1−λ2)

2(λ1−λ3)
2(λ2−λ3)

2. (3.32)
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Il est intéressant de remarquer que cette loi peut se mettre en fonction de la loim= 2 :

f (3)
λ1,λ2,λ3

(λ1,λ2,λ3) =
κ3

κ2
f (2)
λ1,λ2

(λ1,λ2) × e−λ3λnS
3 (λ1−λ3)

2(λ2−λ3)
2 (3.33)

avecκ2 etκ3 les constantes de normalisation définies par (3.6). Pour obtenir la loi conjointe deλ1 etλ2, une

seule intégrale est nécessaire :

f (3)
λ1,λ2

(λ1,λ2) =
Z λ2

0
f (3)
λ1,λ2,λ3

(λ1,λ2,λ3)dλ3 (3.34)

ou encore en faisant apparaître la loi pourm= 2 :

f (3)
λ1,λ2

(λ1,λ2) =
κ3

κ2
f (2)
λ1,λ2

(λ1,λ2)

Z λ2

0
e−λ3λnS

3 (λ1−λ3)
2(λ2−λ3)

2dλ3. (3.35)

L’étape suivante consiste à appliquer le changement de variable vu précédement. La loi conjointe deρ et γ

devient :

f (3)
ρ,γ (ρ,γ) = f (3)

λ1,λ2
(ρ2 cos2γ,ρ2 sin2 γ)|J| = κ3

κ2
f (2)
ρ,γ (ρ,γ)I (ρ,γ) (3.36)

avec

I (ρ,γ) =

Z λ2

0
e−λ3λnS

3 (λ1−λ3)
2(λ2−λ3)

2dλ3

∣∣∣∣
λ1=ρ2 cos2 γ, λ2=ρ2 sin2 γ

. (3.37)

L’équation (3.36) permet de réutiliser les résultats précédents et limite les calculs àI (ρ,γ). Il s’agit alors de

calculer une intégrale et d’effectuer un changement de variables. Le résultat est composé de deux polynômes

correspondants aux deux bornes de l’intégrale. La loi deγ pour min(nT ,nR) = 3 est donnée par :

f (3)
γ (γ) =

f (2)
γ (γ)

2(nS+1)(nS+2)

(
2

∑
i=0

ai sin2i 2γ− (1−χ)2nS+4
nS+2

∑
j=0

b jχ j

)
(3.38)

où χ = sin2 γ
1+sin2 γ , ai et b j sont des coefficients dépendants denS. Les coefficientsai sont définis par :





a0 = (nS+1)(nS+2)(n2
S+5ns+8)

a1 = −(nS+1)(nS+2)(nS+4)(2nS+5)

a2 = (nS+2)(nS+3)(2nS+5)(2nS+7)/4

. (3.39)
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FIG. 3.7 – Vérification de la ddp deγ pourm= 3 en comparant les résultats théoriques avec ceux simulés
avec 105 matricesH. Les résultats simulés apparaîssent par points et laddp théorique est tracée en trait
plein.

Les coefficientsbi du polynôme enχ de degrénS+2 sont :





bnS+2 = 18(nS+1)(nS+2)CnS+2
3nS+5

bnS+1 = 2(nS+1)(9nS−12)CnS+1
3nS+4

bk = (k4−4(nS+5)k3 +(6n2
S+48nS+103)k2

−(4n3
S+36n2

S+110nS+124)k pour k = 0,1, . . . ,nS

+(nS+1)(nS+2)(n2
S+5nS+8))Ck

2nS+3+k

. (3.40)

Une intégration numérique def (3)
γ (γ) sur le domaine[0,π/4] permet de vérifier qu’elle est unitaire. De plus,

des tirages de canaux permettent de comparer le résultat théorique obtenu avec la pratique. La figure 3.7

illustre la comparaison desddp théoriques avec les simulations pour les systèmes (3,3), (3,4) et (3,5). La

figure montre bien une cohérence entre les simulations et lesrésultats théoriques. Comme dans le casm= 2,

la répartition de l’angle ressemble à une impulsion se déplaçant vers la droite lorsquenS augmente. Elle tend

vers une impulsion de Dirac centrée surπ/4. Une comparaison rapide entre les figures 3.1 et 3.7 montre que

pourm= 3, fγ(γ) tend plus vite vers l’impulsion (également visible sur la figure 3.8).
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nS pf p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11

0 2 280 -1610 3472 -3878 2872 -1358 372 -45
1 7 330 -2508 8052 -14916 18249 -15290 8734 -3266 723 -72
2 1 12012 -114114 482196 -1221363 2088944 -2538536 2234232 -1421693 639884 -193722 35460 -2970

TAB . 3.2 – Coefficients du polynôme permettant d’obtenir laddp de γ pour m = 3 à partir def (2)
γ (γ) en

fonction denS

Remarque : expression de laddp en fonction deχ

Le termeχ est une fonction de sin2 γ et le premier polynôme avec les coefficientsai peut être exprimé

non plus en utilisant sin2 γ maisχ :





sin22γ = 4(sinγcosγ)2 = 4sin2γ(1−sin2γ) = 4χ(1−2χ)
(1−χ)2

sin42γ = 16χ2(1−2χ)2

(1−χ)4

. (3.41)

Par conséquent, laddpde l’angleγ pourm= 3 peut s’exprimer en fonction d’une seule variable. En utilisant

ces résultats, la loi (3.38) peut se mettre sous la forme :

f (3)
γ (γ) = f (2)

γ (γ)∑3nS+10
i=0 ciχi

(1−χ)4 (3.42)

avecci des coefficients dépendant dens et dei. Il est possible de démontrer queci = 0 pour 5≤ i ≤ nS+2

en utilisant :
n

∑
i=0

(−1)i imCi
n = 0 avec m< n,

et de vérifier queci = 0 pour 0≤ i ≤ 4. Le termeχnS+3 peut alors être mis en facteur :

f (3)
γ (γ) = f (2)

γ (γ)
pf χnS+3

(1−χ)4

2nS+7

∑
i=0

piχi . (3.43)

Remarque : la fonction f (2)
γ (γ) dépend denS et doit être calculée pour chaque valeur.

Les expressions des coefficientspi restent à être déterminées mais les calculs sont fastidieux. Il est pos-

sible d’utiliser un logiciel de calculs symboliques pour obtenir les polynômes. Les résultats sont disponibles

dans le tableau 3.2 pour quelques valeurs denS.

La figure 3.8 trace lesddp théoriques de l’angle pourm = {2,3} et pournS = {0,1,2,3}. Comme

remarqué précédemment, les deuxddp se décalent vers la droite lorsquenS augmente. Cependant, le cas

m = 3 est toujours centré sur des plus fortes valeurs se situant le plus à droite : la pondération def (2)
γ (γ)

produit un décalage vers la droite. L’impact direct sur le précodeur max-dmin est l’utilisation d’une seule

voie ou des deux : la répartition d’usage des matricesFr1 et Focta n’est pas la même pourm= 2 que pour

m= 3.
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FIG. 3.8 – Comparaison desddpdeγ pourm= 3 (trait continu) etm= 2 (trait pointillé) : un décalage vers
la droite est visible pourm= 3.

3.4 Comparaison théorique pourmin(nT ,nR) = {2,3}

Les résultats obtenus précédemment vont nous permettre de comparer théoriquement les statistiques de

l’angle γ et du gainρ et d’estimer leurs impacts sur les performances en terme de TEB. La valeur moyenne

deρ pourm= 3 sera simulée avec une étude sur 105 matricesH.

3.4.1 Moyenne et variance deγ pour min(nT ,nR) = {2,3}

Les valeurs moyennes et écarts types sont obtenus par intégration numérique desddpdéterminées théo-

riquement lorsqu’ils ne sont pas exprimés directement en fonction denS, ρ ou γ.

Les figures 3.9 et 3.10 présentent la moyenne et la variance deγ pour les deux casm= 2 etm= 3 en

fonction de la variablenS. Il s’agit d’étudier l’influence de l’asymétrie correspondant à l’écart du nombre

d’antennes à l’émission et à la réception du système pourm= {2,3} : la moyenne et l’écart type sont tracés

en fonction denS pour des valeurs exagérément importantes afin de pouvoir observer les comportements

asymptotiques. Une troisième courbe en pointillés représente le casm= 2 mais pour un nombre d’antennes

total égal pour les deux configurations matérielles. En effet, nS étant défini par|nT − nR|, le casm = 3

présente deux antennes supplémentaires.
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Les valeurs moyennes sur la figure 3.9 sont croissantes pour les deux configurations matérielles et un

effet de saturation apparaît quandnS tend vers l’infini. Les deux valeurs tendent versπ/4 mais avec une

vitesse de convergence différente : le système avecm= 3 présente la plus grande valeur moyenne deγ. Si on

considère des configurations avec le même nombre d’antennes, l’écart diminue avec une baisse plus sensible

pour les faiblesnS. D’autre part, les écarts types des deux configurations matérielles illustrées par la figure

3.10 diminuent quand l’asymétrie est importante. Nous avons vu précédement que laddpdeγ ressemblait à

une impulsion et cette réduction de la variance indique que la répartition de l’angle se concentre autour de

la valeur moyenne. De la même façon que pour la moyenne, l’écart type tend vers la valeur limite 0 avec

une convergence plus rapide pourm = 3. Pour deux systèmes avec le même nombre d’antennes total, la

différence d’écart type est moins importante mais le casm= 3 présente l’écart type le plus faible donc la

ddp la plus étroite.

De façon analogue, la figure 3.11 présente la valeur moyenne deρ en fonction denS pourm= 2 etm= 3

avec également le cas où le nombre d’antennes total est égal.La variance de cette variable est constante pour

m= 2 (σ2
ρ ≃ 0,247) et une étude numérique indique qu’elle est aussi constante pourm= 3 (σ2

ρ ≃ 0,23) : la

ddpdeρ est une impulsion dont la caractéristique principale est lavaleur moyenne. Cette valeur moyenne

est plus importante pourm= 3 que pourm= 2 avec un écart qui semble constant. Cependant, en observant

la configuration à même nombre d’antennes, les deux courbes ont pratiquement le même point à l’origine

mais divergent quandnS augmente : la valeur moyenne deρ augmente plus vite pourm= 3 que pourm= 2.

Globalement, la configuration matérielle avecm= 3 offre les meilleures performances en fonction de

l’asymétrienS si le critère est le couple(λ1,λ2) : l’angle γ a une valeur moyenne plus importante et sa

variance diminue plus vite pendant que le gainρ augmente plus vite. Dans le casm= 3, la seconde valeur

propre est moins négligeable devant la première que dans le cas m = 2. La prochaine partie s’intéresse

aux TEB du précodeur max-dmin et permettra de visualiser l’impact des variations de la moyenne et de la

variance sur les TEB pour un cas concret.
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FIG. 3.9 – Moyenne deγ en fonction denS pour min(nT ,nR) = {2,3}. La courbe en pointillés
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FIG. 3.11 – Moyenne deρ en fonction du coefficient d’asymétrienS pour min(nT ,nR) = {2,3} et pour un
même nombre d’antennes total (pointillés)

3.4.2 Influence sur les performances : cas de 6 antennes

Le but de ce chapitre n’est pas une étude approfondie des performances du précodeurs max-dmin : celle-

ci sera menée dans le chapitre suivant. Il s’agit ici seulement d’établir un premier lien entre les statistiques

du canal virtuel établies précédemment et les performancesen terme de TEB. La comparaison considère les

deux systèmes MIMO (2,4) et (3,3) comprenant un nombre d’antennes total égal à 6 mais avecm= {2,3}.

La figure 3.12 regroupe les différentesddpdeγ et deρ ainsi que les TEB des deux configurations matérielles.

A première vue, les répartitions des deux variables sont très proches. En effet, les valeurs numériques des

moyennes sont (mγ = 27,9˚, mρ = 2,8) pourm= 2 et (mγ = 29,5˚, mρ = 2,9) pourm= 3. Celles-ci sont

proches. Pourtant, les TEB des deux systèmes MIMO sont différents et le casm= 3 présente des meilleures

performances avec un gain de 1 dB pour un TEB de 10−5. Ce gain augmente avec le RSB car une différence

d’ordre de diversité est présente. Cela se traduit par des pentes différentes des asymptotes à fort RSB et les

deux courbes divergent. Rappelons que les observations dessimulations laissent supposer que le précodeur

max-dmin assure l’ordre diversité maximalnT ×nR soit 8 pour le (2,4) et 9 pour le (3,3) (démonstration dans

le chapitre suivant).

Un début d’explication vient du principe du précodeur max-dmin : sa stratégie dépend directement de la

valeur deγ imposant le choix de la matriceFr1 ouFocta. Ainsi, le système (2,4) a la probabilité P(Fr1) = 6%

alors que le (3,3) a P(Fr1) = 2% (à titre de référence le système (2,2) soit 4 antennes a P(Fr1) = 44%). Cette



3.4. COMPARAISON THÉORIQUE POUR MIN(NT ,NR) = {2,3} 73

0 20 40
0

0.02

0.04

0.06

γ en degres

1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ρ
0 5 10

10
−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

RSB en dB

T
E

B

(3,3)
(2,4)
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pourm= 3 (continu) etm= 2 (pointillé). A droite, les TEB simulés du précodeur max-dmin pour les deux
systèmes.

différence de comportement associé à un gainρ légèrement plus important permet à la configuration (3,3)

d’obtenir un meilleur TEB que le (2,4).

3.4.3 Observations dans le repère(
√

λ1,
√

λ2)

Une représentation intéressante pour un canal virtuel avecdeux sous-canaux est l’impact caractérisé

par le point de coordonnées(
√

λ1,
√

λ2). Ce point est aléatoire et appartient à la surface définie par
√

λ1 ≥
√

λ2 ≥ 0. La droite
√

λ2 =
√

λ1 et l’axe des abscisses pour
√

λ1 ≥ 0 forment les frontières de cette surface.

Pourtant, la superposition d’un grand nombre de points auraplus de chance de se trouver dans une zone

plus restreinte et une application possible des résultats théoriques est de décrire cette zone d’impact avec

une probabilité importante (plus de 90% par exemple). Les points ayant pour coordonnées(
√

λ1,
√

λ2)

sont également caractérisés par les coordonnées polaires(ρ,γ). Ainsi, en utilisant les coordonnées(ρ,γ)

équivalentes aux(
√

λ1,
√

λ2) associées aux résultats théoriques pourm= 2, la zoneSa est définie :

Sa = ρcosγ avec





mρ −aσρ ≤ ρ ≤ mρ +aσρ

mγ −aσγ ≤ γ ≤ mγ +aσγ

(3.44)
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oùa est une constante,mρ etσρ sont les moyenne et variance deρ etmγ etσγ sont également les moyenne et

variance deγ. La zoneSa dont la définition utilise les moyennes et variances deγ et ρ, est une portion d’an-

neau permettant de couvrir une partie des impacts, avec par exemple :S1 représente 45%, P((
√

λ1,
√

λ2) ∈
S1) = 0,45, etS1 92%, P((

√
λ1,

√
λ2) ∈ S2) = 0,92. Cette valeur est une estimation obtenue par intégration

numérique des lois théoriques sur les domaines définis par (3.44).

Les figures 3.13 et 3.14 représentent les zonesS1 et S2 pour les casm= 2 etnS = 0,4 avec un millier

d’impacts tirés aléatoirement. Nous pouvons remarquer quela zone est de plus en plus concentrée et se

rapproche de la droite
√

λ2 =
√

λ1 lorsquenS augmente. En effet, la valeur moyenne deγ augmente pendant

que sa variance diminue : nous avons vu que laddpde l’angle tend vers une impulsion de Dirac centrée sur

π/4 et la portion d’anneau tend vers la droite. D’un autre côté,nous avons vu que les valeurs deρ se situent

autour de la valeur moyenne avec la même variance. La valeur moyennemρ ≃
√

2nS+4 tend vers l’infini

pour desnS importants et la variance devient de plus en plus petite devant la valeur moyenne. Ainsi, la zone

se concentre de plus en plus loin de l’origine et se rapprochede la droite frontière d’équation
√

λ2 =
√

λ1 :

les deux plus grandes valeurs propres deHH ∗ sont de plus en plus importantes et de plus en plus proches.

3.5 Conclusions

Ce chapitre a permis de déterminer les lois statistiques desparamètresγ et ρ pour m = 2 et partielle-

ment pourm= 3. Le casm= 2 présente des résultats ayant une forme simple et permettant de démontrer

l’indépendance des deux variables. Le casm= 3 est nettement plus compliqué et seule la loi deγ est dis-

ponible. Une généralisation des lois s’avère très difficile. Cependant, l’intérêt de ces lois et surtout celle de

γ est de permettre la comparaison dans un premier temps de quelques paramètres importants (moyenne et

variance) en fonction denS etm. Nous avons vu que le choix de répartition des antennes permet de modifier

ces paramètres du canal. Dans un second temps, nous avons regardé rapidement l’influence desddpsur le

TEB. Les variations ne sont pas importantes mais permettentau précodeur max-dmin d’offrir de meilleures

performances pourm= 3 avec notamment un ordre de diversité plus important. Nous avons alors évoqué

l’influence de l’angleγ sur le comportement de ce précodeur (utilisation ou non du second sous-canal). Le

prochain chapitre développe l’analyse des performances demax-dmin à l’aide des lois deγ.
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3.6 Résumé des formules

• La loi conjointe des valeurs propres d’une matrice de Wishart

fλ1,λ2,...,λm
(λ1,λ2, . . . ,λm) = κm ∏m

i=1eλi λnS
i ∏i< j(λ j −λi)

2

où lesλi sont les valeurs propres ordonnées deHH∗, m= min(nT ,nR), nS = |nT −nR| etκm est le coefficient

de normalisation défini par :

κm = 1
∏m

i=1(nT−i)!(nR−i)!

• La loi marginale deγ pourm= 2

f (2)
γ (γ) = 2−2nS(2nS+3)!

nS!(nS+1)! cos2 2γ (sin2γ)2nS+1

• La loi marginale deρ pourm= 2

f (2)
ρ (ρ) = 2

(2nS+3)! ρ
7+4nSe−ρ2

• La loi marginale deγ pourm= 3

f (3)
γ (γ) =

f (2)
γ (γ)

2(nS+1)(nS+2)

(
2

∑
i=0

ai sin2i 2γ− (1−χ)2nS+4
nS+2

∑
j=0

b jχ j

)

où χ = sin2 γ
1+sin2 γ , et





a0 = (nS+1)(nS+2)(n2
S+5ns+8)

a1 = −(nS+1)(nS+2)(nS+4)(2nS+5)

a2 = (nS+2)(nS+3)(2nS+5)(2nS+7)/4




bnS+2 = 18(nS+1)(nS+2)CnS+2
3nS+5

bnS+1 = 2(nS+1)(9nS−12)CnS+1
3nS+4

bk = (k4−4(nS+5)k3 +(6n2
S+48nS+103)k2− (4n3

S+36n2
S+110nS+124)k

+(nS+1)(nS+2)(n2
S+5nS+8))Ck

2nS+3+k
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Chapitre 4

Étude des performances du précodeur

max-dmin

Lors de la détermination de la solution maximisant la distance minimale, nous avons vu que la solution

n’était pas triviale et a été établie pourb = 2 voies et une MAQ-4. De plus, un changement de variables

définissantρ et γ permettait de simplifier la solution : selon la valeur de l’angle par rapport à un seuilγ0, le

précodeur utilise une ou deux voies. Ce chapitre a pour objectif principal d’étudier les performances du pré-

codeur max-dmin puis de le comparer avec les autres techniques de transmission limitées également à deux

flux de données et à une efficacité spectrale de 4 bit/s/Hz. Pour commencer, les expressions des deux critères

importants que sont la distance minimale et le rapport signal sur bruit (RSB) à la réception seront données

pour les différents précodeurs en fonction des deux variablesρ et γ. Ces résultats permettront de démontrer

que l’ordre de diversité du précodeur max-dmin est maximal et égal ànT ×nR comme le max-SNR. L’obser-

vation conjointe des deux critères et des densités de probabilité (ddp) obtenues dans le chapitre précédent

permettra de mener une étude qualitative des performances des différents précodeurs. Nous verrons que la

variableγ joue un rôle-clé dans les comportements des précodeurs. Ensuite, une approximation de la PEB

du précodeur max-dmin sera déterminée mais restera limitée aux cas min(nT ,nR) = 2.

4.1 Expressions de deux critères importants : le RSB post-traitement et la

distance minimale

4.1.1 Définitions des deux paramètres

Ce paragraphe précise les expressions de deux critères importants pour chaque précodeur. Ces deux cri-

tères sont le rapport signal sur bruit post-traitement et ladistance euclidienne minimale. Ces deux paramètres

sont d’ailleurs optimisés par les précodeurs max-SNR et max-dmin.
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Le rapport signal sur bruit post-traitement

Le RSB post-traitement est défini dans [59] par :

Θ = trace
(
GHFs(GHFs)∗(GRnG∗)−1) (4.1)

avecH la matrice de canal,s le vecteur de symboles émis,Rn la matrice d’autocorrélation du bruit,F et

G les matrices de précodage et décodage. Rappelons que nous avons posé comme hypothèse que l’énergie

des symboles est normalisée (E[ss∗] = Ib). De plus, la transformation en canal virtuel blanchit le bruit, ceci

se traduisant par une matrice de corrélation du bruit virtuel égale à l’identité. Cela permet de simplifier

l’expression (4.1) dans le canal virtuel :

Θ = trace
(
GdHvFd(GdHvFd)

∗(GdG∗
d)

−1) (4.2)

où toutes les matrices sont carrées de dimension 2× 2. La matriceGd est inversible et l’opérateur trace

vérifie trace(AB) = trace(BA). La matriceGd n’intervient plus dans l’expression (4.2) :

Θ = trace(HvFdF∗
dH∗

v) . (4.3)

Une dernière simplification est encore possible si on considère un précodeur diagonal. Le RSB post-traitement

devient alors :

Θ =
b

∑
i=1

σ2
i f 2

i (4.4)

avecFv = diag( f1, . . . , fb) et Hv = diag(σ1, . . . ,σb), σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σb les valeurs singulières ordonnées.

Dans la suite du chapitre, le bruit additif réel est supposéiid NC(0,σ2
n) et l’étape de blanchiment du bruit

(cf. paragraphe 2.2.2) n’est pas nécessaire. Le système virtuelpar voie peut être réécrit :

yi =
√

P0gi

√
λi fisi +gini (4.5)

où λ1 ≥ λ2 ≥ . . .λb sont les valeurs propres ordonnées deHH∗ et ni est BBAG iid de varianceσ2
n. Il est

possible de mettre le terme
√

PO en facteur en imposant une contrainte de puissance unitaireà Fd. La

nouvelle notation du RSB post-traitement est donnée par :

Θ =
b

∑
i=1

P0
λi

σ2
n

f 2
i = RSB

b

∑
i=1

λi f
2
i avec

b

∑
i=1

f 2
i = 1. (4.6)
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La distance minimale euclidienne

La distance minimale est définie précédement par (2.66) maisreste une expression générale. Tout comme

le RSB post-traitement, l’hypothèse de la structure particulière des précodeurs diagonaux permet de simpli-

fier cette expression. Reprenons la définition de la distanceminimale au carré :

d2
min = min

s,x∈C b, x6=s
||
√

P0HvFd(s−x)||2 = min
s,x∈C b, x6=s

P0

b

∑
i=1

λi f 2
i |si −xi|2 (4.7)

avecs= [s1,s2, . . . ,sb]
T , x = [x1,x2, . . . ,xb]

T et ||Fd||2F = 1. Le résultat est la somme des distances au carré

de chaque sous-canal. Cette somme est formée de termes positifs qui peuvent s’annuler mais qui ne sont

jamais nuls tous ensemble : la distance minimale correspondau cas où les vecteurss et x ne diffèrent que

d’un symbole. La distance minimale des précodeurs diagonaux avec la même modulation est :

d2
min = P0 min

i=1,...,b
λi f 2

i min
s,x∈C , s6=x

|si −xi|2 = 4P0βM min
i=1,...,b

λi f 2
i (4.8)

où 4βM est la distance minimale au carré de la constellation définieprécédemment pour la MAQ-M (cf.

équation 2.58).

Reprenons maintenant les différents précodeurs et déterminons les expressions dedmin et Θ. Le préco-

deur max-dmin limite le nombre de voies à deux et les deux critères seront exprimés pourb = 2 en fonction

deρ et γ.

4.1.2 Application aux précodeurs

Tous les précodeurs à l’exception du TEBM ont l’allocation de puissance définie par des fractions ra-

tionnelles de sinγ, cosγ ou tanγ (cf. le tableau 2.2). La détermination de la distance est alors tout à fait

possible. La solution proposée par le TEBM utilise la fonction de LambertW0 et présente une expression de

la distance minimale en fonction deρ et γ plus compliquée. Pour cette raison, ce précodeur n’apparaît pas

dans cette étude.

max-SNR

Le précodeur n’utilise que la voie ayant le plus grand gain
√

λ1. Il est alors équivalent à un système

SISO et la distance minimale est directement donnée par :

d2
min(max-SNR) = 4P0βMλ1 = 4P0βMρ2cos2γ. (4.9)
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Le RSB post-traitement est alors :

Θ(max-SNR) = RSBρ2cos2 γ = Φcos2γ (4.10)

où Φ = RSBρ2 est homogène à un RSB de réception. Les deux termes varient encos2 γ et nous pouvons

dire que ces deux fonctions sont décroissantes et non nullessur [0,π/4]. La constanteβM dépend de la

modulation et prend les valeurs 1/2 pour la MAQ-4 et 1/10 pour la MAQ-16.

Précodeur WF

Ce précodeur peut utiliser une ou deux voies avec un choix basé sur la valeur de l’angleγ par rapport

à un seuilγWF dépendant deΦ (cf. tableau 2.2). Lorsque la seconde voie est supprimée, le précodeur WF

est équivalent au max-SNR. Pour simplifier l’expression desdeux paramètres, nous considérons la limite du

précodeurFd quandΦ tend vers l’infini. Il utilise alors les deux voies et la distance est :

d2
min(WF) = 2P0βMρ2 sin2γ (4.11)

et le RSB post-traitement :

Θ(WF) =
Φ
2

. (4.12)

Les expressions des deux paramètres sont totalement différentes de celles du max-SNR : la distance mi-

nimale est croissante et s’annule pourγ0 alors que le RSB post-traitement est proportionnel àΦ. Ceci

s’explique par le fait que le précodeur émet la même puissance sur les deux voies. Lorsque le second gain

est mauvais (γ → 0), le signal reçu sur cette voie est très faible et la distance tend vers zéro. La puissance

totale reçue correspond alors à la première voie.

Erreur Quadratique Moyenne Minimale

Le cas de l’EQMM est semblable au WF dans le sens où il choisit d’utiliser une ou deux voies en fonction

de la valeur deγ. La valeur du seuilγEQMM(Φ) n’est pas la même et la figure 4.1 illustre cette différence. Le

précodeur EQMM a tendance à utiliser plus souvent les deux sous-canaux mis à disposition. De la même

façon que pour le WF, nous utiliserons la limite du précodeurquandΦ tend vers l’infini. Les deux critères

pour la limite du précodeur sont :

d2
min(EQMM) = 4P0βMρ2 sin2 γ

1+ tanγ
(4.13)

et

Θ(EQMM) = Φcosγsinγ =
Φ
2

sin2γ. (4.14)
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FIG. 4.1 – Nombre de voies utilisées par les précodeurs WF et EQMMen fonction de la variableΦ. La
frontière est définie par les anglesγWF et γEQMM.

Les deux résultats sont des fonctions croissantes s’annulant pourγ = 0. Nous avons vu que ce précodeur

tente de compenser la plus mauvaise voie allant même jusqu’àsupprimer la puissance émise sur la plus

forte. Cela se traduit par une distance qui s’annule lorsqueγ tend vers 0 et une puissance de signal reçu

nulle.

Qualité de Service

La solution privilégie la première voie en assurant le rapport des RSBω1 désiré. C’est donc la distance

de la seconde voie qui déterminedmin :

d2
min(QdS) = 4P0βMρ2 sin2γ

ω1 tan2γ+1
avec ω1 ≥ 1. (4.15)

Le RSB post-traitement est exprimé par :

Θ(QdS) = Φ
2sin2 γ

ω1 tan2 γ+1
. (4.16)

Les deux termes varient ensin2 γ
1+ω1 tan2 γ dont les variations sont une partie croissante puis décroissante (l’angle

donnant le maximum dépend deω1). Ils s’annulent lorsqueγ = 0.
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Erreur Egale

La distance minimale de ce précodeur peut être facilement généralisée en fonction du nombre de voies.

En effet, avoir le même gain global sur tous les sous-canaux apour conséquence de donner la même distance

minimale si toutes les modulations sont les mêmes :

d2
min(EE) =

4P0βM

∑b
k=1

1
λk

(4.17)

et

Θ(EE) = Φ
b

∑b
k=1

1
λk

. (4.18)

Ces expressions deviennent dans le cas de deux voies en fonction deγ et ρ :

d2
min(EE) = 4P0βMρ2cos2 γ sin2 γ = P0βMρ2sin2 2γ (4.19)

et

Θ(EE) = 2Φcos2 γsin2γ =
Φ
2

sin22γ. (4.20)

Les deux termes varient en sin2γ : ils s’annulent pourγ = 0 puis croît lorsqueγ augmente. Il est à noter que

les distances minimales des trois précodeurs EE, WF et EQMM sont égales pourγ = π/4.

Précodeurmax-dmin

Ce précodeur a une solution analogue aux précodeurs WF et EQMM : l’utilisation d’une ou deux voies

dépend de la valeur deγ. La différence notoire est la valeur du seuilγ0 qui reste constante quels que soient

le canal et le RSB. Siγ ≤ γ0, le précodeur max-dmin choisit la matriceFr1 qui n’utilise qu’une seule voie

et dans le cas contraireFocta qui mélange les deux symboles sur les deux voies. Ces deux matrices ne sont

pas diagonales. Seul l’angleγ est déterminant quelle que soit la valeur deΦ. L’expression de la distance

minimale doit prendre en compte les deux possibilités contrairement aux WF et EQMM lorsqueΦ tendait

vers l’infini. L’expression de la distance minimale pour dessymboles en MAQ-4 est [69] :

d2
min(max-dmin) =





(1− 1√
3
)Φcos2γ si 0< γ ≤ γ0 (utilisation duFr1)

(4−2
√

2)Φcos2γ sin2 γ
1+(2−2

√
2)cos2 γ

sinon (utilisation duFocta)
, (4.21)

Θ(max-dmin) =





Φcos2γ si 0< γ ≤ γ0

Φ
(3+2

√
2)cos4 γ+sin2γ

1+(3+2
√

2)cos2 γ
sinon

. (4.22)

Les paramètres ont deux comportements distincts. Pourγ ≤ γ0, la distance et le RSB post-traitement sont

semblables à ceux du max-SNR : c’est une fonction décroissante qui ne s’annule pas. Pourγ ≥ γ0, le
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FIG. 4.2 – Distance euclidienne minimale normalisée (4.23) pour les précodeurs diagonaux en fonction de
γ. La modulation est une MAQ-4 sur deux voies ou une MAQ-16 sur une voie.

max-dmin ressemble alors aux précodeurs diagonaux :dmin et Θ augmentent quandγ croît.

4.1.3 Comparaison graphique

Normalisation de la distance

La comparaison de toutes les distances minimales définies précédemment permet de mettre en évidence

le terme
√

P0ρ intervenant comme un même facteur d’échelle pour tous les précodeurs. Par conséquent, le

comportement des distances est qualitativement défini par l’angleγ et c’est pourquoi nous nous intéresserons

à la distance minimale normalisée définie par :

dmin =
dmin√
P0ρ

(4.23)

dont l’expression ne dépend que de l’angleγ.

Distance minimale normalisée des précodeurs diagonaux

La figure 4.2 représente les distances minimales pour les précodeurs diagonaux seuls dans un premier

temps. Lesdmin des précodeurs WF, EQMM et EE ont des comportements semblables : la distance est

nulle lorsqueγ = 0 puis augmente pour atteindre un maximum pourγ = π/4. Le précodeur QdS 3dB a



86 CHAPITRE 4. ÉTUDE DES PERFORMANCES DU PRÉCODEUR MAX-DMIN

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

γ en degres

D
is

ta
nc

e 
m

in
im

al
e 

no
rm

al
is

ee
EQMM, Φ = 3dB
EQMM limite
WF, Φ = 3dB
WF limite

FIG. 4.3 – Distance euclidienne minimale normalisée pour les précodeurs WF et EQMM en fonction deγ
pourΦ = 3dB etΦ → ∞. La modulation est une MAQ-4 sur deux voies ou une MAQ-16 sur une voie.

une distance minimale dont l’évolution se différencie lorsque γ est proche deπ/4. Ces observations des

distances montrent clairement que des valeurs faibles deγ ne sont pas favorables aux précodeurs cités.

Contrairement à eux, la distance minimale du max-SNR ne s’annule jamais et est décroissante lorsqueγ

augmente. Le précodeur max-SNR présente une exception et est l’opposé des précodeurs diagonaux dans le

sens où il présente une distance minimale maximale pour des faibles valeurs deγ. L’augmentation de l’angle

désavantage le max-SNR qui finit par présenter une des plus petites distances avec le QdS.

D’autre part, les distances présentées pour le WF et le EQMM sont valables pour de fortes valeurs deΦ

où les précodeurs utilisent les deux sous-canaux. LorsqueΦ est plus faible, ils suppriment la seconde voie

et se comportent alors comme le max-SNR. La figure 4.3 trace les distances des précodeurs WF et EQMM

pour un cas intermédiaireΦ = 3dB et pourΦ → ∞. Il apparaît une discontinuité dans la fonction avec d’un

côté le comportement du max-SNR avec une variation en cosγ et de l’autre côté une fonction croissante

qui démarre de 0. Comme nous l’avons vu avec la figure 4.1, le seuil de basculement d’une à deux voies

n’est pas le même pour les deux précodeurs : le WF utilise plussouvent un seul sous-canal. Les probabilités

d’utilisation d’une ou deux voies sont disponibles dans [71]. Par exemple, pour un système (2,2) suivant une

loi de Rayleigh, nous avons : 



PWF(1 voie)|RSB=12dB ≃ 0.11

PEQMM(1 voie)|RSB=12dB ≃ 0
. (4.24)
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Les précodeurs WF et EQMM utilisent une seule voie pour des faibles RSB mais la probabilité de ce cas

diminue rapidement lorsque le RSB augmente. Par conséquent, nous considérerons que ces précodeurs

utilisent les deux sous-canaux. De plus, la forme limite de ces précodeurs lorsqueΦ tend vers l’infini fournit

une borne supérieure de la distance. C’est pourquoi l’étudesuivante comparera les formes simplifiées du

précodeur.

Distance minimale normalisée dumax-dmin

Lors de la détermination de la distance minimale (4.21), nous avons évoqué la possibilité d’utiliser

deux formes de précodeurs,Fr1 ou Focta, avec deux comportements différents. La figure 4.4 représente les

distances minimales normalisées des précodeursFr1, Focta et max-dmin en fonction deγ. Dans un premier

temps, considérons les distances deFr1 etFocta. Leur obervation montre des comportements similaires avec

les précodeurs diagonaux et le max-SNR :

– le Fr1 ressemble au max-SNR avec une variation en cosγ. Celui-ci propose undmin élevé pour des

faiblesγ mais n’est plus aussi performant quand l’angle est important.

– Focta est semblable aux précodeurs diagonaux avec une distance nulle pour γ = 0 puis croîssante

quand l’angle augmente (avec une légère chute sur la fin).

Le choix du max-dmin revient à choisir le précodeur qui propose la plus grande distance. Pour plus de détails,

le lecteur peut consulter la thèse [69]. Cette sélection permet de garder les avantages de chacun : la distance

ne tend pas vers 0 lorsque l’angle s’annule et la distance augmente lorsqueγ est supérieur àγ0. Ce résultat

est visible sur la figure 4.5 qui permet la comparaison des distances normalisées du précodeur max-dmin

avec le EE présentant la plus grande distance des précodeursdiagonaux et le max-SNR. Comme prévu, la

distance minimaledmin du précodeur max-dmin est toujours la plus grande. Toutefois, deux zones peuvent

être séparées : lorsqueγ≤ γ0, les précodeurs max-dmin et max-SNR ont des distances très proches puis quand

γ > γ0, la distance du précodeur max-dmin augmente significativement grâce à sa structure non diagonale.

4.2 Démonstration de l’ordre de diversité maximal du précodeur max-dmin

Lors de la détermination du précodeur max-dmin dans [69], les simulations laissaient deviner que l’ordre

de diversité était maximal. Ce paragraphe démontre théoriquement que le précodeur obtient l’ordre de di-

versiténT ×nR avec la modulation MAQ-4. Cette démonstration est analogueà celle du max-SNR rapportée

dans [79, pp. 99–100]. En effet, l’ordre de diversité du max-SNR est théoriquement reconnu pour être maxi-

mal pour un canal de Rayleigh. Considérons d’abord l’approximation de la probabilité d’erreur symbole
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basée sur la méthode des plus proches voisins. L’expressionde l’approximation est :

PES≤ Ne

2
erfc



√

dmin
2(max-dmin)

4σ2
n


 (4.25)

où Ne est le nombre moyen des plus proches voisins par vecteur symbole [5]. À cause de l’optimisation

du critèredmin, les plus proches voisins sont tous à la même distance optimiséedmin(max-dmin). Alors, la

constanteNe correspond exactement au nombre moyen de vecteurs symbole àcette distance minimale, et

(4.25) peut être considérée comme une bonne approximation de la vraie PES. Les expressions des différentes

distances des précodeurFr1 et Focta (4.21) vont nous permettre d’encadrer la distance avec deuxbornes ne

dépendant que deλ1. Tout d’abord, il est aisé de vérifier que la distance minimale du précodeur max-dmin

est minorée par celle duFr1 (visible également sur la figure 4.4). Ensuite, considéronsl’inégalité suivante

permettant de trouver la borne supérieure :

(4−2
√

2)sin2γ
1+(2−2

√
2)cos2γ

≤ 1. (4.26)

Le résultat est l’encadrement dedmin du max-dmin :

P0(1−
1√
3
)ρ2 cos2γ ≤ d2

min(max-dmin) ≤ P0ρ2cos2 γ, (4.27)

et commeλ1 = ρ2cos2 γ :

P0ξλ1 ≤ d2
min(max-dmin) ≤ P0λ1 (4.28)

où ξ est une constante égale à 1− 1√
3
. En reprenant ensuite l’encadrement de la plus grande valeur propre

[79] en fonction de||H||2F :

||H||2F
m

≤ λ1 ≤ ||H||2F avec m= min(nT ,nR) (4.29)

nous avons :
P0ξ‖H‖2

F

m
≤ dmin

2(max-dmin) ≤ P0‖H‖2
F . (4.30)

La probabilité d’erreur symbole définie par (4.25) donne l’encadrement :

Ne

2
erfc



√

P0||H||2F
4σ2

n


≤ PES≤ Ne

2
erfc



√

P0ξ||H||2F
4mσ2

n


 . (4.31)

L’étape suivante de la démonstration est d’utiliser la borne de Chernoff définie par :

erfc(x) ≃ e−x2
pour x≫ 1. (4.32)
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Ce résultat donne une borne supérieure de la PES mais il peut être considéré comme une bonne approxima-

tion pour des forts RSB. Elle peut servir à étudier l’ordre dediversité puisque celui-ci est défini à fort RSB.

L’inégalité (4.30) reste donc vraie avec la borne de Chernoff et devient :

Ne

2
e
− P0||H||2F

4σ2
n ≤ PES≤ Ne

2
e
− P0ξ||H||2F

4mσ2
n . (4.33)

Il reste maintenant à moyenner la PES selon la loi du canalH en utilisant le résultat sur la loi de Rayleigh

[79] (les éléments deH sontNC(0,1) iid) :

E[e−x‖H‖2
F ] = (1+x)−nTnR. (4.34)

Pour les hauts RSB (avec RSB= P0/σ2
n), les bornes supérieures et inférieures de la PES sont :

Ne

2

(
RSB

4

)−nTnR

≤ PES≤ Ne

2

(
RSBξ

4m

)−nTnR

. (4.35)

La PES moyenne est encadrée par deux termes qui varient en RSB−nT×nR. L’ordre de diversité de max-dmin

est par conséquent égal ànT ×nR. Parmi les autres méthodes présentées dans ce mémoire, seuls le max-SNR

et les codes spatio-temporels vérifient cette propriété. Dans le chapitre 5, nous vérifierons que les précodeurs

diagonaux ont un ordre de diversité plus faible.

4.3 Étude qualitative des performances à l’aide dedmin et deγ

4.3.1 Introduction : outils de comparaison

Ce paragraphe propose d’étudier les performances du précodeur max-dmin avec pour but une compa-

raison qualitative et non quantitative du TEB [80]. Pour ce faire, les deux critères présentés précédemment

(dmin et Θ) seront normalisés par rapport à ceux du max-dmin. L’étude portera sur les différents rapports de

dmin et Θ définis par :

Rdmin
(Précodeur) =

dmin(Précodeur)

dmin(max-dmin)
=

dmin(Précodeur)

dmin(max-dmin)
, (4.36)

RΘ(Précodeur) =
Θ(Précodeur)

Θ(max-dmin)
. (4.37)

Le précodeur max-dmin est la solution optimale maximisantdmin et par conséquent Rdmin
(Précodeur)≤ 1. De

la même façon rappelons également que le précodeur max-SNR maximise le critèreΘ et nous avons donc

RΘ(max-SNR) ≥ 1. Il s’agit alors d’étudier les différences de comportement des précodeurs en fonction

du canal. Par exemple, nous avons déjà vu que certains canauxprésentant une matrice mal conditionnée

avantagent le max-SNR tandis qu’ils pénalisent les précodeurs diagonaux. Les deux paramètres que nous
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FIG. 4.6 – Distances minimales des précodeurs max-SNR, EQMM et EE normalisées par rapport à la dis-
tance minimale de max-dmin. Lesddpde l’angleγ pour les systèmes (2,2), (3,3) et (4,4) sont superposées.

venons de définir prennent le précodeur max-dmin comme référence et permettront ainsi une comparaison

plus facile. Cette comparaison est d’autant plus facile qu’elle ne dépend que d’un seul paramètre : les termes

Φ = RSBρ2 et POρ2 peuvent être mis en facteur soit dans la distance minimale (cf. dmin eq. (4.23)) ou le

RSB post-traitement. Ainsi, ces termes se simplifient dans les rapports et ces derniers ne dépendent plus que

de la modulation via la constanteβM (1/2 pour la MAQ-4 et 1/10 pour la MAQ-16) et de l’angleγ : l’étude

de Rdmin
(Précodeur) et RΘ(Précodeur) peut être menée à l’aide deγ.

4.3.2 Etude des rapports des distances minimales et des RSB post-traitement en fonction

des statistiques deγ

Les figures 4.6 et 4.7 représentent respectivement Rdmin
(Précodeur) et RΘ(Précodeur) pour les préco-

deurs max-SNR, EE et EQMM. De plus, les densités de probabilités de l’angleγ sont représentées pour

les systèmes (2,2), (3,3) et (4,4) (nS = 0 et m∈ {2,3,4}). Les résultats théoriques sont disponibles pour

m∈ {2,3} dans le chapitre 3 et laddp pour m= 4 est simulée avec un tirage de 105 matricesH. Comme

pour les courbes dedmin du précodeur max-dmin et pour les mêmes raisons, une discontinuité apparaît pour

γ = γ0 et nous distinguons trois zones.
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Zone 1 :0≤ γ ≤ γ0

Cette première zone correspond à la solutionFr1 du précodeur max-dmin qui n’utilise que le premier

sous-canal. Nous avons vu que le précodeur max-SNR maximisele RSB post-traitementΦ et revenons sur

cette optimisation. En effet, la solution générale qui maximise ce paramètre est :

Fd =
√

P0


 a b

0 0


 avec |a|2 + |b|2 = 1. (4.38)

La solution est un ensemble de matrices et le précodeur max-SNR est le cas particulier correspondant à la

transmission d’un seul symbole (a = 1 etb = 0). Il est alors intéressant de remarquer que le précodeurFr1

appartient à la famille de solutions définie par (4.38). Danscette zone, le RSB post-traitement des précodeurs

max-SNR et max-dmin sont égaux et optimaux : le rapport RΘ(max-SNR) est unitaire. D’autre part, les

distances minimales des deux précodeurs sont très proches :Rdmin
(max-SNR) ≃ 0.97. En conclusion, les

deux précodeurs sont équivalents sur la zone 1.

Les deux paramètresΦ et dmin des précodeurs diagonaux sont nettement moins performants. En effet,

les rapports RΘ(Précodeur) et Rdmin
(Précodeur) pour le EQMM et EE sont des fonctions croissantes passant

par l’origine : les deux rapports s’annulent pourγ = 0. Les précodeurs diagonaux ne sont pas performants
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sur cette zone 1.

Zone 2 : γ0 ≤ γ ≤ 31̊

Le passage de la zone 1 à la zone 2 est marqué par le changement de stratégie du max-dmin qui pré-

fère la matriceFocta auFr1. Ce changement affecte les rapports de distances et de RSB post-traitement du

max-SNR mais de deux manières différentes. Le précodeur max-dmin augmente sa distance contrairement

au max-SNR et le rapport Rdmin
(max-SNR) diminue. La figure 4.7 montre que cette optimisation se paye

par une diminution du RSB post-traitement : le rapport RΘ(max-SNR) subit un saut important, atteignant

1,17 pourγ0. Le précodeur max-dmin parvient ensuite à rectifier cette perte tout en continuant d’optimiser

la distance : les deux rapports sont décroissants. Pour des angles correspondant à la zone 2, le max-dmin

commence seulement à prendre l’ascendant sur le max-SNR en terme de distance mais au prix d’une perte

importante de RSB post-traitement : le précodeur max-dmin est désavantagé.

En parallèle, les précodeurs présentent toujours la même tendance que pour la zone 1 : les rapports

augmentent presque linéairement quandγ augmente et le changement du max-dmin se traduit par une pente

moins importante. Si leurs distances deviennent nettementplus grandes que dans la zone 1 (l’EE rattrape le

max-SNR), leurs faibles RSB post-traitement ne leurs permettent toujours pas de rivaliser avec le max-SNR

et le max-dmin.

Zone 3 :31̊ ≤ γ ≤ 45̊

Cette dernière zone est définie pour les fortes valeurs deγ. Le précodeur max-dmin est devenu prépondé-

rant sur le max-SNR : le rapport des distances est alors minimal (Rdmin
(max-SNR) ≃ 0,64) et le rapport des

RSB post-traitement devient proche de 1 (compris entre 1 et 1,12).

De leurs côtés les précodeurs diagonaux deviennent plus performants lorsque la valeur de l’angle devient

proche deπ
4 : le rapport des distances est maximal et est devenu supérieur à Rdmin

(max-SNR) pendant que

les rapports desΦ se rapprochent de 1.

Pondération avec la densité de probabilité

La probabilité d’erreur symbole pour un canalH donné a été définie par (4.25). Il reste à la moyenner sur

la loi du canal ou de façon équivalente, sur les lois deρ et γ. Seulement, l’influence deρ est la même pour

tous les systèmes comparés. Ainsi, une étude qualitative peut être menée à l’aide deγ seul et c’est pourquoi

lesddpdeγ pourm∈ {2,3,4} sont également disponibles sur les figures 4.6 et 4.7. Rappelons que lesddp

ont une forme d’impulsion. Ainsi, à l’instar d’une impulsion de Dirac, l’intégration de la PES pondérée par

cette fonction permet de favoriser une certaine zone et d’éliminer d’autres. Il s’agit maintenant de regarder

en fonction dem, quelles zones sont favorisées sur les trois décrites précédement (zone1 , zone 2 et zone
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m
ZONE 1

P(0≤ γ ≤ 17,24 )̊
ZONE 2

P(17,24˚≤ γ ≤ 31 )̊
ZONE 3

P(31˚≤ γ ≤ 45 )̊

2 44 44,7 10,3

3 2,7 54,9 42,4

4 0 26,2 74,8

TAB . 4.1 – Probabilité de se situer dans une zone en pourcentage

3). Le tableau 4.1 présente les probabilités de se situer dans une zone précise en fonction demqui serviront

pour les commentaires suivants :

– m= 2 : la ddpdeγ est presque centrée surγ0 donnant une quasi équiprobabilité d’être dans la zone 1

ou dans la zone 2. Les remarques précédentes concluaient quele max-dmin et le max-SNR sont équi-

valents dans la zone 1 et que le max-dmin accusait une perte de RSB post-traitement dans la zone 2 :

les performances des deux précodeurs seront semblables avec un avantage pour le max-SNR profitant

de sonΦ plus important. Dans les deux cas, les précodeurs diagonauxsont moins performants et donc

proposeront les moins bons TEB.

– m = 3 : la densité de probabilité se décale vers la droite. La probabilité de se situer dans la zone 1

diminue de façon importante jusqu’à négliger son influence.Les zones privilégiées sont les zones 2

et 3 avec une légère préférence pour la zone 2. Si le max-dmin pêche par sonΦ dans la zone 2, il

se distingue nettement dans la zone 3 : le rapport des distances est faible alors que le rapport des

Φ tend vers 1. Ainsi, le précodeur max-dmin se distingue plus du max-SNR. D’autre part, les préco-

deurs diagonaux rattrapent (zone 2) et dépassent (zone 3) leprécodeur max-SNR et, par conséquent,

proposeront des performances en terme de TEB qui seront meilleures.

– m= 4 : laddpdeγ se décale encore vers la droite privilégiant principalement la zone 3. Le précodeur

max-dmin devient franchement meilleur que le max-SNR. De plus, les précodeurs fournissent leurs

meilleures performances dans cette zone et les TEB seront meilleurs que celui du max-SNR.

Afin de vérifier les remarques précédentes, les figures 4.8 et 4.9 présentent les TEB des précodeurs

max-dmin, max-SNR et EQMM pour des systèmes MIMO (2,2) et (4,4). Pour le système (2,2), nous pou-

vons remarquer que le précodeur EQMM présente les plus mauvaises performances et que les précodeurs

max-dmin et max-SNR sont équivalents avec un léger avantage pour le max-SNR à faible RSB. Pour le

système (4,4), le précodeur max-dmin offre le plus faible TEB avec un gain de 2 et 2,5 dB à 10−7 sur le

EQMM et max-SNR respectivement. Il est à noter que le précodeur EQMM est meilleur que le max-SNR

sur la plage de RSB présentée malgré l’écart d’ordre de diversité se traduisant par des pentes de l’asymptote

différentes.
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4.4 Approximation du TEB du précodeur max-dmin

Cette partie propose une approximation du TEB du précodeur max-dmin pour le cas oùm= 2 et quel

que soitnS. Les calculs profitent de l’indépendance des deux variablesρ et γ avec la séparation de la loi

conjointe en produit des deux lois marginales.

4.4.1 Première approximation de la probabilité

Le point de départ de l’approximation est le résultat classique d’une probabilité d’erreur binaire avec un

BBAG. Elle utilise la fonction erfc() et la distance exprimée en fonction deρ et γ moyennée selon les deux

lois des variables aléatoires :

Pe=

Z π/4

0

Z +∞

0

N(γ)
2

erfc

(
dmin(γ)ρ

√
RSB

4

)
fρ(ρ) fγ(γ)dγ dρ (4.39)

où RSB= P0/σ2
n représente la puissance totale moyenne émise sur la puissance du bruit ajouté sur une

antenne,dmin(γ) est la distance minimale normalisée,N(γ) représente le nombre de voisins séparés de la

distancedmin(γ) ramené en éléments binaires. Ce dernier paramètreN(γ) dépend de la modulation et du

précodeur choisi. Or, le précodeur peut avoir un comportement dépendant de l’angleγ comme le max-dmin

ou le WF et la notationN(γ) reste générale englobant toutes les solutions présentées jusqu’à présent. Nous

décomposons la valeur deN(γ) en un produit de deux autres paramètres :

N(γ) =
Ne(γ) Nb(γ)
blog2(M)

(4.40)

où Ne(γ) représente le nombre moyen des plus proches voisins àdmin et Nb(γ) est le nombre moyen de bits

faux parmi lesb émis par symbole. Ces deux valeurs peuvent être obtenues à l’aide des constellations reçues

en réception (il s’agit alors de comptabiliser les deux quantités). Le tableau 4.2 présente les résultats dans

le cas particulier oùb = 2 et 4 bits sont transmis à l’aide de modulations MAQ-M. Les constantesNe et

Nb sont données pour le précodeur max-SNR et le précodeur max-dmin scindé enFr1 etFocta. Le précodeur

max-SNR conserve la structure carrée de la modulation MAQ-16 présentant 3 voisins proches en moyenne.

Dans ce cas, le termeN est directement lié àαM (N = αM
2 ). De plus, il préserve également le codage de

Gray : il ne peut se tromper que d’un seul bit (les symboles distants de plus dedmin sont négligés). De son

Fmax-SNR Fr1 Focta

1×MAQ-16 2×MAQ-4 2×MAQ-4

Ne 3 7/2 7

Nb 1 1.471 1.488

TAB . 4.2 – Nombres moyens des plus proches voisins et des bits faux sur les 4 émis
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côté, le précodeur max-dmin augmente le nombre de voisins proches en optimisantdmin. Ceci est visible sur

les constellations (figures 2.6, 2.7 et 2.8). La conséquenceest la disparition du codage de Gray : le nombre

moyen de bits faux augmente. Ces résultats montrent une dégradation lors de l’utilisation du précodeur

max-dmin. La première difficulté de l’intégrale est la présence de la fonction erfc() et le prochain paragraphe

expose une solution pour approximer l’intégrale.

4.4.2 Approximation de la fonction erfc

Dans [81], Chiani et al. proposent une approximation de la fonction erfc() basée sur une somme d’ex-

ponentielle du type :

erfc(x) ≃
N

∑
i=1

aie
−bix2

(4.41)

où N est le degré de développement de l’approximation,ai et bi sont des constantes. La méthode proposée

pour déterminer ces coefficients est la minimisation de l’erreur quadratique sur un intervalle donné dex. Par

exemple, pourN = 2, l’approximation ainsi obtenue est :

erfc(x) ≃ 1
6

e−x2
+

1
2

e−
4
3x2

. (4.42)

De plus, le casN = 1 correspond àa1 = b1 = 1 c’est à dire la borne de Chernoff. Nous allons dans un premier

temps nous intéresser à la précision de cette approximation. La figure 4.10 représente la fonction erfc() et

les approximations du premier et second ordre. Nous pouvonsconstater que l’augmentation de l’ordreN

(1 à 2) diminue considérablement l’erreur. Cette observation est confirmée par la figure 4.11 qui représente

l’erreur relative des deux approximations. Le choix deN = 2 permet d’obtenir une erreur relative inférieure

à 12%. De plus, les auteurs indique que la précision ne diminue plus aussi significativement quandN est

grand. Ainsi, pour le reste de l’étude, nous utiliserons l’approximation (4.42). Reprenons le calcul pour un

N quelconque :

Pe=

Z π/4

0

Z +∞

0

N(γ)
2

erfc

(√
η(γ)ρ2

)
fρ(ρ) fγ(γ)dγdρ (4.43)

en posantη(γ) = dmin
2
(γ)RSB/4. L’introduction de l’approximation de la fonction erfc() par une somme

d’exponentielles donne :

Pe =

Z π/4

0

Z +∞

0

N(γ)
2

N

∑
i=1

aie
−biη(γ)ρ2

fρ(ρ) fγ(γ)dγdρ (4.44)

=
N

∑
i=1

ai

Z π/4

0

N(γ)
2

fγ(γ)
Z +∞

0
e−biη(γ)ρ2

fρ(ρ)dρ dγ. (4.45)
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L’indépendance des deux variables aléatoiresρ et γ permet de séparer les deux intégrales. L’intégrale par

rapport àρ peut être calculée et donne un résultat simple dépendant deγ :

Pe=
N

∑
i=1

ai

Z π/4

0

N(γ)
2

fγ(γ)
(

1+bidmin
2
(γ)

RSB
4

)−(2nS+4)

dγ. (4.46)

La dernière intégrale est plus compliquée et nous ne présenterons pas de résultat analytique. Cependant, tous

les éléments de l’intégrale permettent d’affirmer que celle-ci est finie. Sa résolution est plus difficile que la

première et elle est obtenue numériquement pour les prochaines courbes. Sa résolution n’est pas nécessaire

pour vérifier l’ordre de diversité. Considérons quebidmin
2
(γ)RSB

4 ≫ 1 et l’expression (4.46) à fort RSB

prend la forme suivante :

Pe≃ SNR−(2nS+4)G −1
N (nS). (4.47)

Ce résultat a la même forme définissant l’ordre de diversité et le gain de codage (1.12). Il permet de vé-

rifier que l’ordre de diversité de max-dmin est égal à 2nS+ 4 = nT × nR (avec min(nT ,nR) = 2). Tous les

éléments sont connus et permettent de définir le gain de codage G −1
N (nS) dépendant denS et deN l’ordre

d’approximation de la fonction erfc() :

G −1
N (nS) =

N

∑
i=0

Z π/4

0

Ne

2
fγ(γ)

(
bi d

2
min(γ)
4

)−(2nS+4)

dγ. (4.48)

Le prochain paragraphe compare les performances et l’approximation obtenue afin d’en estimer la précision

et la validité.

4.4.3 Résultats

Le résultat de l’approximation (4.46) est facilement programmable à l’aide de Matlab et la dernière

intégrale par rapport àγ est approximée numériquement. De plus, les paramètresNe et dmin sont dispo-

nibles pour les précodeurs max-dmin et max-SNR. Les figures 4.12 et 4.13 comparent les approximations de

ces deux précodeurs avec les simulations de TEB pournS = {0,8}. Il est à noter que l’approximation du

max-SNR n’est pas intéressante en soi. En effet, les performances théoriques sont disponibles [77, 82]. Elle

permettra de servir de témoin quant à la précision de l’approximation.

La figure 4.12 permet de vérifier que l’approximation est correcte pour le précodeur max-SNR avec une

légère erreur de gain à fort RSB (de l’ordre de 0,3 dB). Les résultats pour le précodeur max-dmin sont plus

mitigés. En effet, si le comportement pour des valeurs de RSBsupérieures à 10 dB est bien représenté par

l’approximation (erreur de 0,5 dB), une erreur importante apparaît à faible RSB. Toutefois, la figure 4.13

montre que l’approximation est meilleure quandnS augmente : l’erreur à fort RSB est négligeable pour les

deux précodeurs et le comportement est bien illustré pour lemax-dmin à partir de 2 dB.
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FIG. 4.13 – Approximations et simulations des TEB du max-dmin et du max-SNR pournS = 8 et
N = 2
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Dans tous les cas, nous pouvons considérer que la PEB est bienapproximée par (4.46) à fort RSB

permettant d’estimer le gain de codage du précodeur max-dmin et de le comparer avec celui du max-SNR. Il

faut cependant se méfier des résultats de l’approximation à faible RSB.

4.4.4 Exploitation de cette approximation

L’approximation définie précédemment permet d’obtenir uneestimation du gain de codage des deux

précodeurs max-dmin et max-SNR avec (4.46) ou (4.48). Ainsi, la figure 4.14 représente la différence de

RSB entre les deux précodeurs permettant d’obtenir le même taux d’erreur binaire en fonction du paramètre

nS. Le précodeur max-dmin étant meilleur que le max-SNR, cette différence représentele gain de puissance

à l’émission. Le gain augmente fortement pour les faibles valeurs denS passant de 0,25 à 2,75 dB avec

l’ajout de 5 antennes. Le paramètrenS atteint des valeurs importantes et ne correspond pas à des systèmes

réalisables (nS = 20 correspond à un système MIMO (2,22) soient 24 antennes). Néanmoins, cette gamme

de valeur permet de visualiser la tendance du gain et il apparaît une saturation pour des valeurs importantes

de nS. Ainsi, en fonction du cahier des charges d’une communication MIMO, il peut être intéressant de

passerm= min(nT ,nR) de 2 à 3.

D’autre part, à l’instar du gain, l’ordre de diversité augmente avecnS et il est intéressant de visualiser

directement l’impact sur le TEB. La figure 4.15 trace le rapport des TEB des deux précodeurs défini par
TEB(max-SNR)
TEB(max-dmin)

pour différents RSB (8, 12 et 16 dB). Tout d’abord, le rapportdes TEB est comparé avec

les simulations pour 8 dB : les deux courbes correspondent avec une légère erreur pour les faiblesnS. Cette

erreur s’explique par les remarques précédentes. Nous avons vu que l’approximation devient plus précise

lorsque le RSB augmente et les bons résultats du rapports desTEB pour 8 dB (cas le plus défavorable

des trois RSB étudiés) nous permettent d’utiliser l’approximation pour 12 et 16 dB. Les TEB peuvent être

approximés par une fonction affine dans un repère semi-logarithmique en fonction denS et la pente des

droites dépend du RSB considéré. Ainsi, il est facile de prévoir l’amélioration du max-dmin par rapport au

max-SNR pour une configuration matérielle donnée. Le gain deTEB n’est pas bon pournS = 0,1 c’est-

à-dire qu’il est proche de 1 mais commence à être intéressantlorsque le nombre d’antennes augmente. Le

précodeur max-dmin utilise mieux la diversité spatiale mise à disposition que le max-SNR. Par exemple,

ajouter 3 antennes avec un système MIMO (2,5) permet de diminuer le nombre d’erreur par 10 pour un RSB

de 8 dB.
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4.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour but principal d’étudier les performances du précodeur max-dmin et de les comparer

à d’autres solutions que sont le max-SNR ou les précodeurs diagonaux. Tout d’abord, deux critères ont été

définis pour tous les précodeurs avec l’utilisation de deux sous-canaux : la distance minimale et le RSB post-

traitement. Ces deux paramètres sont exprimés en fonction de ρ et γ. Nous avons démontré que l’ordre de

diversité du max-dmin était maximal pour une MAQ-4 et égal ànT ×nR. Ensuite, en remarquant que le gain

ρ avait la même influence se traduisant par un gain global sur les chaînes de transmission des solutions, nous

avons étudié qualitativement les performances des précodeurs. En effet, à l’aide des densités de probabilité

deγ, nous avons expliqué le comportement des performances des précodeurs pour différentes configurations

matérielles. Nous avons ensuite déterminé une approximation du TEB du précodeur max-dmin pourm= 2

avec une précision correcte pour les moyens et forts RSB. Cette approximation est très rapide à obtenir et

nous a permis de comparer les précodeurs max-dmin et max-SNR en estimant la différence de RSB pour un

même TEB et les rapports des TEB en fonction denS pour des RSB donnés. Nous avons observé que le

précodeur max-SNR est efficace pour des systèmes (2,2) et (2,3) et que le max-dmin devient plus performant

quand le nombre d’antennes augmente.
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Chapitre 5

À propos des précodeurs diagonaux

Ce chapitre s’intéresse plus précisément aux précodeurs diagonaux et notamment au précodeur TEBM.

En effet, nous allons le modifier pour permettre d’utiliser des modulations différentes sur les voies. Le

précodeur obtenu sera comparé au précodeur QdS particulierqui compense les modulations afin d’obtenir

la même distance minimale sur toutes les voies. Lors du chapitre 4, nous avons démontré que le max-dmin

assurait l’ordre de diversité maximal comme le max-SNR. Unepartie de ce chapitre traitera l’ordre de

diversité des précodeurs diagonaux de manière générale. Nous verrons une démonstration simple et rapide

d’une borne supérieure de l’ordre de diversité permettant de vérifier que celui-ci n’est pas maximal. En nous

inspirant ensuite de la structure du précodeur max-dmin, nous proposerons une solution simple de précodeur

diagonal basé sur un ordre de diversité maximal.

5.1 Modulations différentes sur les voies

5.1.1 Amélioration du précodeur TEBM

Le précodeur TEBM présenté précédement minimisait le taux d’erreur binaire pour un système diagonal

avecb voies utilisant la même modulation. Cette modulation unique se traduisait dans l’expression de la so-

lution par les constantesαM etβM (cf. eq.(2.61)). L’amélioration proposée dans ce chapitre est la possibilité

de choisir différentes modulations sur chaque voie en employant des constantes différentes entre les voies

avecαMi et βMi. Les symboles des modulations considérées ont une énergie moyenne unitaire.

La première étape est d’attribuer les modulations sur les sous-canaux. L’augmentation du nombre d’états

M d’une modulation respectantE[|si |2] = 1 se traduit par une baisse deβM et une augmentation du TEB.

Le but de ce précodeur est d’obtenir la plus faible probabilité de se tromper et il serait malvenu d’associer

la modulation la plus importante en nombre d’états avec le sous-canal ayant le plus faible gain. A l’instar

des gains du canal virtuel qui sont rangés par ordre décroissant, les modulations serons rangées par ordre

décroissant du nombre d’états : la modulation ayant le plus de symboles sera émise sur le sous-canal avec le

plus grand gain.
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L’optimisation de la probabilité d’erreur doit alors être reprise. La probabilité d’erreur binaire totale peut

être écrite comme suit :

Pe =
b

∑
i=1

P(bit → voie i)Pei (5.1)

où P(bit → voie i) est la probabilité que le bit soit émis sur la voiei. Si la modulation est la même sur

toutes les voies, les événements sont équiprobables, P(bit → voie i) = 1/b, et l’expression de la PEB totale

est la moyenne de toutes les voies. Lorsque les modulations sont différentes, un bit a plus de chance de

prendre la voie qui utilise la plus grande modulation. Le bitconcerné est obligatoirement émis sur une des

voies et les événementsbit → voie i sont mutuellement exclusifs. Les probabilités P(bit → voie i) forment un

système complet. L’expression des probabilités dépend desmodulations choisies et du nombre de symboles

ou de bits qu’elles représentent. Le nombre d’états de la modulation de la voiei est notéMi . La probabilité

d’émettre le bit sur la voiei correspond au nombre de bits pris en charge par cette voie surle nombre total

de bits transmis :

P(bit → voie i) =
log2(Mi)

∑b
i=1 log2(Mi)

= τi . (5.2)

Dans le cas particulier oùMi = M ∀i, nous retrouvons bienτi = 1/b. La PEB totale donnée dans (5.1) peut

alors être développée en prenant en compte l’expression desprobabilités P(bit → voie i) et celle de laPei de

chaque voie :

Pe =
b

∑
i=1

τiαMi erfc

(√
βMi σ2

i f 2
i

)
(5.3)

où αMi et βMi sont les deux constantes habituelles qui dépendent de la modulation utilisée sur la voiei .

Reprenons le critère à minimiser [67] prenant en compte la nouvelle probabilité d’erreur binaire totale

et la contrainte de puissance :

LPEB =
b

∑
i=1

τiαMi erfc

(√
βMi σ2

i f 2
i

)
+µ

((
b

∑
i=1

f 2
i

)
−P0

)
. (5.4)

L’optimisation se résume à annuler les dérivées partielles∂LPEB
∂ fi

. La solution obtenue est :

f 2
i =

1

2βMi σ2
i

W0

(
2(τiαMi βMi σ2

i )
2

πµ2

)
(5.5)

où µ est choisi tel que∑b
i=1 f 2

i = P0 etW0 est la fonction de Lambert définie comme l’inverse dey = ex.

Cette solution est proche de l’originale donnée par (2.61) mais diffère par la prise en compte des modu-

lations(αMi ,βMi ) et la probabilitéτi d’utiliser la voiei. Les performances de notre nouveau précodeur seront

comparées au QdS dont les pondérations de RSB sont définies précisément dans le prochain paragraphe.
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5.1.2 Précodeur QdS utilisé pour obtenir une distance minimale égale

Nous avons vu que le précodeur QdS permettait de privilégiercertaines voies en assurant un gain entre

les RSB de chaque voie (cf. eq.(2.53)). Ces gains sont notésωi et sont référencés par rapport à la voieb. Ce

paragraphe présente la solution particulière où les différentsωi sont choisis afin d’obtenir la même distance

minimale sur toutes les voies. Rappelons que ces coefficients sont définis par

ωi =
f 2
i σ2

i

f 2
b σ2

b

≥ 1.

La distance minimale de chaque voie dépend de la modulation utilisée, du RSB et de la répartition de la

puissance :

d2
mini = 4βMi f 2

i σ2
i (5.6)

où βMi dépend de la modulation de la voiei. Il s’agit de déterminer les coefficients de façon à obtenir toutes

les distances égales. Afin de faire apparaître lesωi définis précédement, prenons la distanced2
mini normalisée

par rapport àd2
minb :

d2
mini

d2
minb

=
4βMi f 2

i σ2
i

4βMb f 2
b σ2

b

=
βMi

βMb

ωi = 1. (5.7)

La solution est facile à déterminer et ne dépend que des paramètresβMi :

ωi =
βMb

βMi

. (5.8)

Lorsque toutes les modulations sont identiques, lesωi sont tous égaux à un et on retrouve le précodeur EE. Il

est rapide de vérifier que lesωi sont ordonnés. Comme les modulations sont associées parMi décroissants,

lesβMi sont croissants :βMb ≥ ·· · ≥ βM1 et doncω1 ≥ ·· · ≥ ωb avecωb = 1.

5.1.3 Simulations

Les figures 5.1 et 5.2 présentent les taux d’erreurs binairesdes deux systèmes pour une configuration

matérielle (6,6) avec l’utilisation de 3 à 6 sous-canaux. Ledébit total est fixé à 14 bits/s/Hz et les modulations

adaptent le nombre de symboles parmi les MAQ-M. Les combinaisons présentées dans ces deux figures sont

celles qui proposent les meilleures performances pour un nombre donné de sous-canaux utilisés.

La notation du précodeur permettra de savoir combien de voies il utilise et comment il répartit les bits sur

chacune d’entre elles. Par exemple, «TEBM 4222» représenteun précodeur TEBM utilisant une MAQ-16

et trois MAQ-4 soient quatre voies au total. Le «QdS 4400» estun précodeur QdS utilisant deux MAQ-16

soient deux voies : le zéro, signifiant que la voie n’est pas utilisée, permet une comparaison avec une notation

à même nombre de voies.
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Le système MIMO considéré est relativement important avec 6antennes à l’émission et 6 antennes à

la réception. Le canal virtuel propose 6 sous-canaux avec des gains différents. Cependant, les trois plus

grandes valeurs propres deviennent importantes et statistiquement ne prennent pas des valeurs critiques qui

pourraient dégrader le TEB. Ainsi, la figure 5.1 montre les TEB des systèmes utilisant 3 ou 4 voies de

données correspondant à des sous-canaux performants. Les deux précodeurs sont alors équivalents voire

presque confondus (casb = 3).

Les deux plus faibles valeurs propres deHH ∗ correspondent aux sous-canaux qui présenteront des dif-

ficultés. Une disparité apparaît alors dans les RSB de chaquevoie. La figure 5.2 illustrent les performances

des précodeurs utilisant ces deux sous-canaux avecb = 5 etb = 6. Les performances des deux précodeurs

sont dégradées mais le TEBM gère mieux les différences des gainsλi des sous-canaux que le QdS. En effet,

le précodeur QdS essaie de compenser le sous-canal défaillant au détriment des autres. Si le gain pourb= 5

reste raisonnable (de l’ordre de 0,6 dB), celui pourb = 6 est important (presque 7 dB).

Nous pouvons conclure que le nouveau précodeur TEBM amélioré est surtout intéressant quand les gains

des sous-canaux sont disparates. C’est le cas lorsque le système utilise presque toutes les valeurs propres

ou queb est proche dem= min(nT ,nR). Dans le casb≪ m, les précodeurs TEBM et QdS sont équivalents

mais la qualité de service peut être préférée car ses éléments sont définis plus simplement.

5.2 Ordre de diversité des précodeurs diagonaux

5.2.1 Préliminaire : condition suffisante de pleine diversité

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une condition suffisante pour assurer l’ordre de diversité maximal.

Comme pour le précodeur max-dmin dans la partie (4.2), le point de départ est la démonstrationde l’ordre

de diversité maximal du précodeur max-SNR. En effet, nous avons noté que celui-ci assure la diversité

spatiale maximale se traduisant par un ordre de diversiténT ×nR [64]. Cette démonstration est disponible

dans l’ouvrage [79, pp. 99-100]. Le raisonnement est basé sur une approximation de la probabilité d’erreur

puis sur un encadrement de la distance minimale. Tout d’abord, rappelons l’expression de l’approximation

des plus proches voisins :

PES≤ Ne

2
erfc



√

dmin
2

4σ2
n


 (5.9)

oùdmin est la distance minimale entre deux impacts de la constellation de réception,Ne est le nombre moyen

de voisins proches [5]. Maintenant, considérons un canal deRayleigh et un bruit BBAG et supposons que la

distance minimale peut être encadrée par :

P0δλ1 ≤ dmin
2 ≤ P0∆λ1 (5.10)
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FIG. 5.1 – PARTIE 1 : Comparaison des TEB des précodeurs TEBM et QdS pour un système
MIMO (6,6) utilisant 3 ou 4 sous-canaux et différentes modulations transmettant un total de 14
b/s/Hz
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FIG. 5.2 – PARTIE 2 : Comparaison des TEB des précodeurs TEBM et QdS pour un système
MIMO (6,6) utilisant 5 ou 6 sous-canaux et différentes modulations transmettant un total de 14
b/s/Hz
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oùδ et∆ sont deux constantes réelles positives vérifiantδ ≤ ∆. Le raisonnement étant similaire à la démons-

tration de l’ordre de diversité de ce précodeur, le lecteur pourra y trouver plus de détails. Dans le cas du

précodeur max-dmin, nous avions les constantesδ = 1− 1√
3

et ∆ = 1 . L’encadrement (5.10) peut être élargi

en fonction de la norme de Frobenius de la matrice de canal :

P0 δ
||H||2F

m
≤ dmin

2 ≤ P0 ∆||H||2F . (5.11)

L’étape suivante est l’utilisation de la borne de Chernoff considérée comme une bonne approximation à

fort RSB (i.e. erfc(x) ≃ e−x2
). Cette approximation est alors moyennée selon la loi de Rayleigh. Le résultat

est un encadrement de la probabilité d’erreur symbole moyenne et les expressions à fort RSB donnent :

Ne

2

(
RSB∆

4

)−nTnR

≤ PES≤ Ne

2

(
RSBδ

4m

)−nTnR

. (5.12)

Cette dernière équation montre que l’ordre de diversité estmaximal si la distance minimale peut être enca-

drée (5.10). La constanteδ détermine la borne inférieure de la PES et∆ la supérieure. La condition suffisante

de l’ordre de diversité maximal est alors valable pour des constantes strictements positives (∆ ≥ δ > 0).

5.2.2 Borne supérieure de l’ordre de diversité

Lors des précédentes simulations, nous avons observé que les précodeurs diagonaux avaient un ordre de

diversité inférieur au maximumnT ×nR. Les auteurs dans [83] ont démontré que le gain de codage et l’ordre

de diversité sont antagonistes et doivent faire l’objet d’un compromis. Dans ce paragraphe, nous proposons

une démonstration simple d’une borne supérieure de l’ordrede diversité permettant de conclure que l’ordre

de diversité n’est pas maximal contrairement aux précodeurs max-dmin et max-SNR.

Considérons un précodeur diagonal utilisantb voies avec la répartion de puissancef 2
i . Les précodeurs

présentés dans ce mémoire (WF, EQMM, QdS, EE, TEBM) utilisent toutes lesb voies disponibles à fort

RSB. Chaque voie a sa probabilité d’erreur binaire moyenne qui peut être approximée à fort RSB par :

Pei ≃ G −1
i RSB−oi (5.13)

oùG i est le gain de codage etoi est l’ordre de diversité du sous-canali.

Le but de la démarche est de trouver un encadrement de la valeur propreλk et notamment une borne

supérieure. En effet, si cette borne supérieure entraîne unordre de diversité inférieur ànT × nR alors elle

limitera celui du précodeur diagonal. L’idée est d’utiliser des «matrices réduites» deH. Dans un premier

temps, définissons les vecteurs de la matrice de canal :

H = [h1,h2, . . . ,hm] (5.14)
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avec l’hypothèsem= nT ≤ nR. A partir de là, en considérant les matrices réduites der colonnesH(r) pour

0≤ r ≤ m−1, nous obtenons :

H(r) = [h1,h2, . . . ,hm−r ] . (5.15)

Les éléments deH étantiid NC(0,1) les vecteurshi sont statistiquement independants. Par conséquent, le

choix desr vecteurs à supprimer parmi lesm ne changera pas les statistiques de la matrice réduiteH(r) et

il peut être arbitraire. À présent, notonsλ(r)
i les valeurs propres non nulles deH(r)H(r)∗ rangées par ordre

décroissant aveci = 1, . . . ,m− r.

Remarques : quandnT > nR, commeHH∗ et H∗H ont les mêmes valeurs propres non nulles, la

démonstration suivante est valide en considérantH∗ à la place deH. Précisons également queH(0) est

identique à la matriceH et que lesλ(0)
i sont égaux auxλi et par soucis de simplification, cette notation ne

sera pas utilisée.

Le théorème dans [84, p 449] considère de telles matrices et permet d’ordonner les valeurs propresλ(r)
i

et, en particulier, d’écrire

λ(r)
i−1 ≥ λ(r+1)

i−1 ≥ λ(r)
i pour r = {0,1, . . . ,k − 2} et i = k− r. (5.16)

Cette première relation permet d’écrire un système d’inégalités de triplets de valeurs propres de matrices

réduites dont le point de départ estλk une valeur propre quelconque deHH ∗ :

λk−1 ≥ λ(1)
k−1 ≥ λk

λ(1)
k−2 ≥ λ(2)

k−2 ≥ λ(1)
k−1

... ...

λ(k−1)
1 ≥ λ(k−2)

2

(5.17)

Le point d’arrivée est une valeur propre maximale d’une matrice réduite dek− 1 colonnes et l’inégalité

suivante peut en être directement déduite :

λ(k−1)
1 ≥ λk , ∀ k∈ {1, . . . ,b}. (5.18)

Rappelons qu’un système MIMO utilisant un précodeur diagonal est équivalent à plusieurs systèmes SISO

indépendants et parallèles avec pour gain respectiffi
√

λi. De plus, la contrainte de puissance concernant le

précodeurFd permet d’écrire que :

0≤ f 2
i ≤ P0. (5.19)

Cela signifie avec l’inégalité (5.18) que le sous-canalk a un gainfk
√

λk inférieur àP0

√
λ(k−1)

1 . Par consé-

quent, les performances de ce sous-canalk en terme de TEB sont minorées par un système SISO de gain
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P0

√
λ(k−1)

1 . Or une telle solution correspond à l’utilisation d’un max-SNR avec un canal réduit dek− 1

antennes. L’ordre de diversité d’un tel système est égal au nombre de trajets multiples soit max(nT ,nR)×
(m− k+ 1). On peut donc dire que l’ordre de diversité du sous-canalk a un ordre de diversité inférieur ou

égal à :

max(nT ,nR)× (m−k+1). (5.20)

Pour déterminer l’ordre de diversité global du précodeur diagonal, reprenons l’expression de la proba-

bilité d’erreur binaire et utilisons l’approximation à fort RSB (5.13) avec le gain de codage et l’ordre de

diversité :

Pe =
b

∑
i=1

τiPei ≃
b

∑
i=1

τiG
−1
i RSB−oi (5.21)

De plus, nous venons de voir que lesoi sont ordonnéso1 ≥ o2 ≥ ·· · ≥ ob. Il vient alors :

Pe ≃ τbG
−1
b RSB−ob(1+

b−1

∑
i=1

τiG
−1
i

τbG
−1
b

RSB−(oi−ob)) ≃ τbG
−1
b RSB−ob. (5.22)

Le sous-canal présentant la plus mauvaise PEB pénalise la PEB globale. Ainsi, l’ordre de diversité global

du système a comme borne supérieure :

nT ×nR− (b−1)max(nT ,nR). (5.23)

Cette borne supérieure démontre que l’ordre de diversité d’un précodeur diagonal n’est pas maximal et

diminue avec le nombre de sous-canaux utilisés. L’inégalité devient égalité quandb = 1 et le précodeur cor-

respondant de la liste que nous avons dressée est le max-SNR.Un exemple de résultat est nettement visible

sur la figure 5.2 : les précodeurs TEBM et QdS utilisant 5 voiesont un ordre de diversité plus important que

lorsqu’ils en emploient 6. Cette démonstration a l’avantage d’être simple et rapide par rapport aux résultats

théoriques connus des lois des valeurs propres auxquelles il faut appliquer les stratégies d’allocation des

précodeurs, des STBC ou d’autres méthodes [77, 85].

D’autres méthodes permettent de déterminer exactement l’ordre de diversité et notamment celle présen-

tée dans [86]. Nous allons présenter cette méthode rapidement pour mettre en avant la simplicité de notre

borne supérieure pouvant s’appliquer à n’importe quelle configuration matérielle.

Considérons la chaîne équivalente SISO de chaque sous-canal. Le rapport signal sur bruit en réception

de la voie i est f 2
i

P0
σ2

n
= f 2

i RSB (le termeP0 a été mis en facteur modifiant la contrainte de puissance

en ∑b
i=1 f 2

i = 1). Zheng et al. dans [83] ont démontré que la probablité d’erreur binaire et que la «outage

capacity» ont le même ordre de diversité. Le problème revient donc à trouver l’ordre de diversité de cette

probabilité notée Pout et définie par :

Pout(R) = P(I ≤ R) (5.24)
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où I = log2(1+ f 2
i λiRSB) est l’information mutuelle du canal etR représente l’information binaire par

symbole (bit/symbole). A fort RSB, la probabilité Pout(R) devient :

Pout(R) ≃ P
(
log2( f 2

i λiRSB) ≤ R
)
≃ P

(
λi ≤ 2R 1

f 2
i RSB

)
. (5.25)

Les précodeurs diagonaux de la littérature que nous avons présentés précédemment émettent de la puissance

sur toutes les voies à fort RSB : le termef 2
i est non nul et inférieur à 1.

P

(
λi ≤ 2R 1

RSB

)
≤ P

(
λi ≤ 2R 1

f 2
i RSB

)
≤ P

(
λi ≤ 2R 1

υRSB

)
(5.26)

où υ représente un minorant non nul def 2
i . Les deux bornes de la «outage capacity» donne le même ordre

de diversité définissant ainsi l’ordre de diversité de la probabilité d’erreur de la voiei. Étudions la borne

inférieure en posantx = 2R 1
RSB. Lorsque le RSB devient important, le termex tend vers zéro. À partir de

ce résultat, la méthode propose de déterminer la fonction derépartion de la variableλi puis d’effectuer un

développement limité en zéro en considérant la variablex. Le résultat obtenu est un polynôme enx de forme

générale :

Pe ≤
∞

∑
k=0

akx
k. (5.27)

L’ordre de diversité est défini pour les forts RSB et comme la variablex varie en 1
RSB, les termes du polynôme

avec les puissances élevées seront négligeables. De plus, les coefficientsak peuvent être nuls et considérons

aN le premier terme non nul (ak = 0 pourk = 0, . . . ,N−1). Pour les hauts RSB, le polynôme se réduit à ce

terme :

Pe ≤ aNxN = αRSB−N. (5.28)

Ce dernier résultat définit l’ordre de diversité àN. Cette solution nécessite les lois marginales desλi et n’est

pas généralisée : elle s’applique à une configuration matérielle donnée. Appliquons cette méthode avec un

exemple simple correspondant à un système (2,2). La loi conjointe est définie par l’équation (3.5) et le cas

du système considéré a déjà été vu :

f (2)
λ1,λ2

(λ1,λ2) = e−(λ1+λ2)(λ1−λ2)
2. (5.29)

Les lois marginales ont été définies par (3.8) et peuvent êtrecalculées :





fλ1
(λ1) = e−λ1(λ1−2λ1 +2)−2e−2λ1

fλ2(λ2) = 2e−2λ2
. (5.30)
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Ces résultats permettent de déterminer les fonctions de répartition :





P(λ1 < x) = 1−e−x(x2 +2)+e−2x

P(λ2 < x) = 1−e−2x
(5.31)

Il reste maintenant à utiliser le développement limité des fonctions de répartition :





P(λ1 < x) ≃ x4

12
P(λ2 < x) ≃ 2x

si x≪ 1. (5.32)

L’ordre de diversité du sous-canal utilisantλ1 est égal à 4 et celui associé àλ2 est 1. Dans le cas d’un

précodeur diagonal utilisant ces deux sous-canaux, l’ordre de diversité sera 1 (5.22).

Les points difficiles de cette méthode sont les déterminations des lois marginales car comme nous l’avons

vu dans le chapitre 3 les expressions se compliquent rapidement. Cependant, une solution possible est l’utili-

sation d’un logiciel de calcul symbolique comme Mapple. L’algorithme de la méthode peut alors se résumer

par :

Détermination de l’ordre de diversité pour chaque sous-canaux des sytèmes diagonaux

1. détermination de la loi conjointe des valeurs propres de HH∗ en fonction de

nT et nR,

2. calculs des lois marginales fλi (λi),

3. détermination des fonctions de répartitions P (λi < x),

4. développement limité pour x≪ 1 pour obtenir un polynôme en x,

5. détermination de la puissance de x correspondant au premier coefficient non

nul .

La figure 5.3 donne les ordres de diversité de chaque voie pourun système (4, max(nT ,nR)) en fonction

de max(nT ,nR), Ceux-ci sont obtenus à l’aide de Mapple et la borne supérieure que nous avons définie est

aussi présente en pointillés. Les résultats sont des fonctions affines dont la pente change pour chaque voie

et les coefficients directeurs sont ordonnés de la même façonque lesλi . À l’exception de la voie 1, notre

borne supérieure commet une erreur se traduisant par un décalage mais donne néanmoins la bonne pente.

Cette borne ne donne pas la valeur de l’ordre de diversité mais permet de donner sa tendance en fonction de

la configuration matérielle (m−b+ 1) et de conclure que l’ordre de diversité n’est pas maximal.En outre,

notre résultat est défini pour n’importe quelle configuration matérielle (nT ,nR) alors que l’autre méthode

présentée est adaptée au cas pas cas.
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FIG. 5.3 – Comparaison des ordres de diversité pour un système min(nT ,nR) = 4 : méthode théorique
(Andersen) en trait plein et la borne supérieure en pointillés.

5.3 Solution simple des précodeurs diagonaux pour obtenir l’ordre de di-

versité maximal

5.3.1 Une solution mixte avec un ordre de diversité maximal

Principe

Après avoir démontré que l’ordre de diversité d’un précodeur diagonal n’est pas maximal, nous propo-

sons une solution simple basée sur l’association d’un précodeur diagonal et du max-SNR. Le but principal

est de choisir l’un ou l’autre précodeur afin d’obtenir l’ordre de diversité maximal. Pour y parvenir, une so-

lution rapide est de vérifier la condition (5.10). De plus, comme indiqué dans la paragraphe 5.2.1, la distance

minimale euclidienne est un critère important et servira decritère de choix : le nouveau précodeur choisira

la solution entre le max-SNR et le précodeur diagonal obtenant le plus granddmin. Cette définition est sem-

blable à la solution du max-dmin qui sélectionne la matriceFr1 (1 voie) ouFocta (2 voies) pour maximiser la

distance minimale. L’exemple étudié dans ce chapitre sera équivalent au précodeur max-dmin dont le cahier

des charges sera précisé plus loin. Nous avons vu que les distances des précodeurs avaient des expressions

différentes et certaines étaient plus compliquées que d’autres (par exemple le termeΦ = RSBρ2 intervenait

dans les solutions). Pour une raison de simplicité, le choixse porte sur le précodeur EE : le nombre de

sous-canaux utilisés est constant (indépendent du RSB). Enoutre, celui-ci permet de maximiser une borne
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inférieure du critère de choixdmin [59]. De façon générale, la distance minimale est alors :

dmin
2 = min

x
||HvFdx||2F =

4P0βM

∑b
i=1λ−1

i

(5.33)

où x représente tous les vecteurs différences possibles etβM est une constante dépendant de la modulation.

Le cahier des charges de l’exemple proposé est défini par :

– une efficacité spectrale de 4 bit/s/Hz,

– le précodeur max-SNR utilise une MAQ-16 (βM = 1/10),

– le précodeur EE avec 2 sous-canaux est associé à une MAQ-4 (βM = 1/2).

Le précodeur défini ainsi est nommé Erreur Egale avec Diversité Maximale (EEDM).

Règle de choix (exemple pourb = 2)

Nous avons vu précédément que le termeρ est un facteur d’échelle qui aura la même influence sur

les distances des deux précodeurs. Ainsi, nous pouvons utiliser la distance minimale normalisée (dmin =

dmin/(ρ
√

P0)) comme critère de choix. Nous avons vu que ce paramètre ne dépend plus que deγ et la figure

5.4 présente lesdmin des précodeurs max-SNR et EE en fonction de l’angle. Le choixest similaire à celui

du max-dmin dans le sens où un seuil fixe permet de choisir le précodeur avec la plus grande distance.

Parmi tous les précodeurs, seuls le max-SNR et le max-dmin assurent un ordre de diversité maximal avec

le point commun que leurs distances minimales ne s’annulentjamais. Au contraire, les précodeurs diagonaux

ont des distances qui s’annulent et nous avons vu que leur ordre de diversité est inférieur. Pourtant, certains

précodeurs, comme le EQMM, ont une structure semblable à celle du max-dmin : un seuil deγ permet de

choisir entre l’utilisation d’un ou deux sous-canaux. Seulement, ce basculement correspond à l’annulation

de la distance. La conséquence de cette distance nulle se traduit par une borne inférieure de l’encadrement

(5.10) qui est également nulle :δ = 0. Notre but est de respecter cette condition suffisante et lasolution

EEDM doit juste choisir le max-SNR quanddmin du EE s’annule pour obtenir l’ordre de diversiténT ×nR.

Le critère classique de maximiserdmin grâce à un basculement de précodeur [87] permet de répondre àcette

contrainte et de remplir la condition suffisante. Le précodeur EEDM est alors défini pour une matrice de

canalH donnée par :

FEEDM = argmax
F=FEE,Fmax-SNR

dmin(F), (5.34)

ou encore dans le domaine virtuel :

FdEEDM = argmax
Fd=FdEE,Fdmax-SNR

dmin(Fd). (5.35)

Attention, les changements de modulations n’apparaissentpas sous cette forme et sont implicites dans le

choix de la matrice de précodage. Pourb = 2, les distances normaliséesdmin sont des fonctions connues de
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FIG. 5.4 – Distance euclidienne minimale en fonction deγ pour les précodeurs max-SNR, EE, et EEDM.

γ et le résultat est visible sur la figure 5.4 : la distance minimale ne s’annule plus et il apparaît un seuil fixe

pourγ déterminant le choix entre les deux précodeurs. La solutionEEDM peut être réécrite comme suit :

FdEEDM =





Fdmax-SNR si 0≤ γ ≤ γEEDM

FdEE si γEEDM < γ ≤ π/4
(5.36)

avecγEEDM = arcsin
(√

5
5

)
≃ 26,56˚. Cette solution a une forme simple et l’amélioration de l’EE ne demande

pas une mise en œuvre plus compliquée.

5.3.2 Résultats des simulations

La figure 5.5 montre les simulations de TEB pour les précodeurs max-SNR, EE et EEDM pour un sys-

tème (3,3) avec le cahier des charges précisé. Les courbes des précodeurs max-SNR et EEDM deviennent

parallèles pour des forts RSB tandis que celle de l’EE diverge. Nous pouvons donc vérifier que les préco-

deurs EEDM et max-SNR ont le même ordre de diversité et est maximum, alors que l’ordre de diversité du

précodeur EE est inférieur. Le but de l’amélioration est atteint. De plus, le précodeur EEDM est le meilleur

précodeur assurant un gain de 1 dB sur le max-SNR. Le précodeur EEDM s’avère plus performant que

le max-SNR et l’EE mais il convient de relativiser les performances. D’une part, les simulations pour un

système (2,2) montrent que le max-SNR et l’EEDM sont équivalents. D’autre part, lorsque le système a des
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FIG. 5.5 – Le précodeur EEDM : association du max-SNR et de l’erreur égale maximisant la distance
minimale. Simulations des TEB pour un système (3,3) avec 4 bits/s/Hz.

dimensions spatiales importantes, la différence d’ordre de diversité de l’EE s’amenuise et le gain de codage

devient prépondérant. Cependant, la différence d’ordre dediversité apparaît pour les forts RSB et le EEDM

se distingue alors. La solution que nous proposons améliorela transmission pour des systèmes moyens,

comme celui présenté (3,3), sans augmenter la complexité dela transmission (retour d’information, calculs

du précodeur. . .).

5.4 Conclusion

Les précodeurs optimaux tels que le MMSE, l’EE, le TEBM, la QdS ou le WF, conduisent à une matrice

diagonaleFd . Nous avons vu qu’une telle structure est incapable d’assurer l’ordre de diversité maximum

nT × nR. En effet nous avons déterminé, avec une démonstration simple, une borne supérieure de l’ordre

de diversité de chaque sous-canal et alors déduit une borne supérieure de l’ordre de diversité global égale

à nT × nR− (b− 1)max(nT ,nR). A partir de ce résultat, nous avons donné une solution simple mais non

optimale pour améliorer le précodeur EE afin d’obtenir l’ordre de diversité maximal. Le nouveau précodeur

Erreur Egale avec Diversité Maximale (EEDM) choisit entre le max-SNR et le précodeur EE selon le critère

de la plus grande distance minimale. Nous avons vérifié que les TEB de ce nouveau précodeur étaient plus

faibles que le max-SNR et l’EE mais cette amélioration doit être relativisée : le max-SNR offre les mêmes
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performances pour un système (2,2) et pour des systèmes plusgrands, les TEB de l’EE et de l’EEDM restent

proches jusqu’à une valeur de RSB où la différence d’ordre dediversité sépare les deux courbes. Néanmoins,

le précodeur EEDM s’avère intéressant pour des systèmes moyens, comme celui présenté avecnT = nR = 3.

Il assure un gain de 1 dB pour une complexité équivalente : la CSI est déjà disponible, la détermination de la

matriceFd ne nécessite pas de calculs plus importants et le nombre de tests du maximum de vraisemblance

reste égal à 2M.
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Chapitre 6

Précodeur Edmin et diversité de polarisation

6.1 Introduction

Les systèmes MIMO permettent d’améliorer les performancesdes transmissions sans fil en diminuant

le taux d’erreur ou en limitant les évanouissements. Pour répondre à la demande de débit de plus en plus

importante, nous pourrions être tentés d’augmenter le nombre d’antennes à l’émission et à la réception. Il

apparaît alors un problème de mise en œuvre : l’encombrement. Les antennes possèdent un volume utile en

tant qu’objet lors de la mise en place de la transmission et ilest nécessaire de les espacer suffisament pour

éviter la corrélation spatiale. De plus, la multiplicationdu matériel associé avec notamment les amplifica-

teurs de puissance augmente le coût de l’installation. Une solution possible pour diminuer ces inconvénients

est de combiner la diversité spatiale avec la diversité de polarisation : l’onde se propage avec une pola-

risation selon deux axes orthogonaux [20, 21, 22]. Cette solution est déjà mise en place dans les liaisons

par satellite pour transmettre des données en parallèle. L’idée est maintenant d’utiliser la polarisation pour

créer de la diversité. Ainsi, le nombre d’antennes est diminué par deux : un système utilisant physiquement

une antenne à l’émission et une autre à la réception associées à une double polarisation est équivalent à un

système MIMO (2,2). De la même façon, un système (2,2) avec dela diversité de polarisation peut être vu

comme un système MIMO (4,4). Cette solution permet un gain deplace important et une diminution du

coût mais le modèle de canal MIMO doit tenir compte de l’apparition de corrélation. L’apparition de cette

corrélation se révéle être un défaut important car elle diminue la diversité spatiale et détériore le TEB [88].

D’autre part, si les systèmes MIMO possèdent des dimensionsspatiales importantes, il est dommage

que le précodeur max-dmin ne permette pas de transmettre plus de deux voies de données contrairement

aux précodeurs diagonaux. C’est pourquoi nous présentons une extension du précodeur max-dmin basée

sur la maximisation de la distance minimale mais non optimale. La solution est simple avec une forme

particulière en «croix» et nous allons voir qu’elle proposeun bon compromis entre les performances (TEB)

et la complexité.

La première partie de ce chapitre présente l’extension du précodeur max-dmin pour un nombre de voies
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de données pair et supérieur à deux. Nous présenterons le principe basé sur l’égalisation des distances (d’où

le nom «Equaldmin» ou Edmin) et les performances pour des systèmes MIMO (4,4), et (6,6) car nous avons

vu qu’une répartition symétrique propose les meilleures performances pour un nombre donné d’antennes.

La seconde partie introduira le modèle de canal MIMO utilisant de la diversité de polarisation aboutis-

sant à un canal de Rayleigh corrélé. Dans un premier temps, nous verrons l’impact de cette corrélation sur

les TEB des précodeurs permettant d’assurer un ordre de diversité maximal à savoir le max-dmin, max-SNR

et le code d’Alamouti. Nous nous intéresserons ensuite aux configurations matérielles physiques réelles

raisonnables à mettre en œuvre que sont les systèmes MIMO (2,2) et (3,3) mais permettant d’obtenir des

systèmes équivalents (4,4) et (6,6). Nous comparerons alors les performances de notre extension du préco-

deur max-dmin avec les précodeurs diagonaux de la littérature.

6.2 L’extension du précodeurmax-dmin

6.2.1 Rappel du problème

Le précodeur max-dmin présenté et étudié précédemment optimise la distance minimale de la constella-

tion de réception. L’expression exacte de ce critère dépendde plusieurs paramètres : du nombre de voiesb,

de la modulation utilisée avec un nombre de symbolesM, du canal virtuel et de la contrainte de puissanceP0.

L’optimisation est alors difficile et le nombre de solutionsest limité (cf. chapitre 2). Le résultat pourb = 2

flux de symboles utilisant une MAQ-4 est disponible : le précodeur linéaire mélange les deux symboles

émis et n’hésite pas à supprimer la voie la plus faible si nécessaire. La distancedmin et les performances sont

meilleures que les autres méthodes comme le code d’Alamoutiou les précodeurs diagonaux mais au prix

d’un nombre plus important de combinaisons à tester pour le maximum de vraisemblance (point développé

dans le paragraphe suivant). Les évolutions logiques du précodeur seraient d’augmenter les dimensions

comme le nombre d’états de la modulation ou le nombre de flux dedonnéesb. Dans un premier temps, la

modulation restera inchangée (MAQ-4) et le but principal est de pouvoir transmettre plus de deux symboles

par période. Nous avons vu que pourb = 2, le précodeur max-dmin mélange les symboles puis utilise un

seul ou les deux canaux. On peut supposer que la solution pourb > 2 reprend ce principe en utilisant de 1

à b sous-canaux pour émettre les symboles mélangés afin d’optimiser la distance minimale. Le nombre de

possibilités pour le récepteur augmente alors exponentiellement (Mb combinaisons). La solution que nous

proposons n’est pas optimale au sens dedmin mais la complexité du récepteur MV n’est plus une fonction

exponentielle deb.

6.2.2 Solution proposée : décomposition du canal virtuel ensous-systèmes2×2

Les précodeurs diagonaux sont basés sur une transformationd’un système MIMO en plusieurs sous-

systèmes indépendants SISO. Ils optimisent alors un critère qui leur est propre et répartissent la puissance sur
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les sous-systèmes. Certains chercheurs comme Belfiore les appellent d’ailleurs «les précodeurs à allocation

de puissance». L’idée est ici de décomposer un système MIMO en sous-systèmes de précodeurs max-dmin

puis de répartir la puissance sur chacun d’eux. Cette solution est valable pour des nombres pairs de flux.

Elle se déroule en deux étapes.

La première consiste à découper le canal virtuel en sous-systèmes de deux voies donnant des sous-

canauxH̃vi caractérisés par̃γi et ρ̃i . Prenons un exemple concret pour 4 voies de données et un canal avec

m≥ 4 etλ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4. Il s’agit alors d’effectuer le remaniement suivant par exemple :

Hv =




√
λ1 0 0 0

0
√

λ2 0 0

0 0
√

λ3 0

0 0 0
√

λ4




⇔





H̃v1 =




√
λ1 0

0
√

λ4




H̃v2 =




√
λ2 0

0
√

λ3




. (6.1)

La solution du max-dmin utilisant l’angleγi peut être appliquée pour obtenir le sous-précodeurF̃di optimisant

la distance minimale et transmettant deux symboles. La puissance imposée est alors unitaire (||F̃di||2F = 1).

La seconde étape consiste à pondérer chaque sous-précodeuravec un coefficientϒi . Chaque optimisation

d’un sous-canal donne une distance minimale différente et le rôle de la répartition de puissance est de

maximiser la distance minimale tout en respectant la contrainte de puissance. Cette seconde optimisation

revient à égaliser les distances minimales de chaque sous-système définissant la distance minimale globale :

ce précodeur est l’Equaldmin ou Edmin.

Ce principe exposé permet déjà de conclure que la complexitédu récepteur est limitée sans connaîtreF̃di

ni H̃vi. Tout d’abord, rappelons que le multiplexage spatial avec un symbole différent sur chaque antenne

[27, 38] donneMb vecteurs deb symboles que le récepteur basé sur le maximum de vraisemblance doit

tester. De leur côté, les précodeurs diagonaux utilisent lecanal virtuel et permettent de transmettre les sym-

boles en parallèle : le récepteur est formé deb MV indépendants donnantb×M tests (fig. 2.4). Les OSTBC

permettent également un découplage des symboles et un nombre égal de tests (fig. 2.2). Notre précodeur

est un cas intermédiaire : il utilise la diagonalisation pour transmettre non plus un mais deux symboles. Le

nombre de combinaisons à tester pour le MV devientb
2 ×M2. Le tableau 6.1 propose le nombre de combi-

naisons pour différentes valeurs deb pour une modulation MAQ-4. La complexité de notre extensionreste

limitée : la croissance du nombre de tests n’est pas exponentielle mais linéaire. La simplification due à la

diagonalisation du canal est utilisée mais n’est pas optimale comme celle des précodeurs diagonaux.
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méthode utilisée Nombre de tests b = 2 b = 4 b = 6 b = 8

Multiplexage spatial (sans précodeur) Mb vecteurs 16 256 4096 65536
Précodeur diagonal b×M 8 16 24 32

Extension du max-dmin
b
2 ×M2 16 32 48 64

TAB . 6.1 – Nombre de combinaisons à la réception en fonction du nombre de flux de donnéesb utilisant
chacune une MAQ-4

Nous pouvons faire deux remarques importantes à propos de lasolution proposée.

Remarque 1

De par sa structure, chaque sous-précodeur peut choisir de supprimer la voie la plus faible de son sous-

système (choix duFr1). Ainsi, le précodeur global adaptera le nombre de voies à utiliser pouvant aller deb2

(que desFr1) àb (que desFocta).

Remarque 2

La première étape consiste à définir des sous-canaux 2×2 et leur définition n’est pas précisée. Comment

optimiser la plus petite distance minimale globale avec pour degré de liberté le choix des combinaisons

de couples deλi ? En d’autres termes, quelle est la combinaison parmi cellespossibles (au nombre de

∏
b
2
i=0(b−2i +1)) qui permet de maximiserdmin ?

Ecriture matricielle des sous-systèmes

Après avoir décrit le principe, passons outre le choix d’association des couples dans un premier temps

et déterminons le précodeur avec la matriceFd. La relation matricielle d’entrée-sortie dans le canal virtuel

est :

y = HvFds+nv.

Notons d’une manière générale la matriceÃ après le choix des couplesλi puis le remaniement des éléments

de la matrice initialeA. La relation d’entrée-sortie devient alors :

ỹ = H̃vF̃ds̃+ ñv. (6.2)

Le sous-précodeur̃Fdi permet d’optimiser le sous-canalH̃vi au sens de la maximisation de la distance mi-

nimale puis les coefficientsϒi permettent de répartir la puissance sur chaque sous-système. Le précodeur
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associé au canal global remaniéH̃v peut être défini :

F̃d =
√

P0




ϒ1F̃d1 0 · · · 0

0 ϒ2F̃d2 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 0 · · · ϒ b
2
F̃d b

2




(6.3)

avec comme propriétés permettant de respecter la contrainte de puissance :

b
2

∑
i=1

ϒ2
i = 1 et ||F̃di||2F = 1. (6.4)

En effet, la puissance du précodeur s’exprime ainsi :

||F̃d||2F = ||Fd||2F = P0

b
2

∑
i=1

ϒ2
i ||F̃di||2 = P0. (6.5)

Allocation de puissance

L’allocation de puissance des coefficientsϒi est analogue au précodeur EE au critère près. En effet,

ce précodeur diagonal détermine lesf 2
i dans le but d’obtenir le même gain sur toutes les voies. Il s’agit

maintenant d’obtenir des distances égales sur toutes les voies et par analogie,σ2
i devientd2

min(F̃di) et f 2
i

devientϒ2
i dans la solution (2.55). La solution de la répartion de la puissance entre les différents sous-

systèmes est :

ϒ2
i =

1

d2
min(F̃di)

b
2

∑
k=1

1

d2
min(F̃dk)

=
1

ρ̃2
i d

2
min(̃γi)

b
2

∑
k=1

1

ρ̃2
kd

2
min(̃γk)

pour i = 1, . . . ,
b
2
. (6.6)

avecdmin(F̃dk) = ρ̃idmin(̃γi) la distance minimale obtenue avec le précodeurF̃dk sur le sous-systèmei ca-

ractérisé par̃γi et ρ̃i. La distance minimale globale du système étendu que nous proposons correspond à la

distance minimale d’un sous-système avec la prise en comptede l’allocation de puissance :

d2
min =

P0
b
2

∑
k=1

1

d2
min(F̃dk)

. (6.7)

Cette distance minimale dépend des inverses des carrés des distances minimales de chaque sous-système.

Remarque : si une distancedmin(F̃dk) est très petite devant les autres, son inverse devient prépondérant

dans l’expression (6.7) : la distance minimale global diminuedmin ≃ min
k

dmin(F̃dk).
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6.3 Association des couples de sous-canaux

6.3.1 Comparaison des distances de deux sous-systèmesmax-dmin

Considéronsλ ≤ λb ≤ λa et étudions le comportement des sous-précodeurs max-dmin associés aux

couples(λa,λ) et (λb,λ) dans le but de déterminer la plus grande distance minimale. Les couples(λa,λ) et

(λb,λ) n’ont pas les mêmes anglesγ définis par :

γa = arctan

√
λ
λa

et γb = arctan

√
λ
λb

. (6.8)

Les distances minimales dépendent du choix de la matriceFr1 ouFocta (cf. eq.4.21). Pour le premier couple

(λa,λ), cette distance sera égale à la plus grande des deux suivantes (respectivement pourλb) :





da
Fr1

=
√

(1−1/
√

3)λa si γa ≤ γ0

da
octa =

√
(3+2

√
2)

λaλ
λ+(3−2

√
2)λa

si γa > γ0

(6.9)

oùγ0 ≃ 17,28˚ et la contrainte de puissance moyenne émise est unitairepour chaque sous-précodeur. Comme

λa ≥ λb, les angles respectentγb ≥ γa. Cette inégalité signifie que si le sous-précodeur associé au couple

(λa,λ) utilise leFocta, celui associé à(λb,λ) emploie également leFocta (γb ≥ γa > γ0). La figure 6.1 illustre

la comparaison de ces deux distances. Nous devons alors comparer les distances pour trois cas :

– les deux sous-précodeurs utilisent leFr1,

– les deux appliquent leFocta,

– celui associé à(λa,λ) emploie leFr1 tandis que l’autre utilise leFocta.

Les deux premiers cas se règlent rapidement car il est alors possible de démontrer en regardant les rapports

que : 



da
Fr1

≥ db
Fr1

pourγa et γb ≤ γ0

da
Focta

≥ db
Focta

pourγa et γb < γ0

. (6.10)

Le troisième cas correspond à des comportements différentsdes sous-précodeurs (visible sur la figure

6.1). La valeurλe de λ permet d’obtenir l’égalité des distances :da
Fr1

= db
Focta

. Nous pouvons alors vérifier

que l’angleγe = arctan
√

λe
λa

est toujours plus grand queγ0 : le précodeur considérant le couple(λa,λ) aura

déjà basculé vers leFocta assurant une plus grande distance minimale. Nous avons donc:

da
Fr1

≥ db
Focta

pourγa < γ0 < γb. (6.11)

En conclusion, nous pouvons dire à l’aide de (6.10) et (6.11)que :

dmin(λa,λ) ≥ dmin(λb,λ) si λ ≤ λb ≤ λa (6.12)
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FIG. 6.1 – Comparaison des distances minimales en fonction de laplus petite valeur propre et pour diffé-
rentes valeurs associées.λa et λb sont deux constantes arbitraires respectantλa > λb (ici λa = 4 etλb = 2).
Le basculement entre les deux précodeursFr1 ouFocta est visible en pointillés.

avecdmin(λi,λ j) la distance minimale associée au système(λi ,λ j) avecλi ≥ λ j .

De façon analogue, nous pouvons démontrer que :

dmin(λ,λa) ≥ dmin(λ,λb) si λ ≥ λa ≥ λb. (6.13)

Ces deux propriétés sur les distances vont permettre de définir la combinaison des couples deλi qui maxi-

mise la distance minimale.

6.3.2 Détermination des couples deλi

Critère d’optimisation

L’optimisation que nous considérons est la maximisation dela distance minimaledmin (6.7) avec comme

degré de liberté la combinaison des couples :

max
M

d2
min = max

M

P0

∑
b
2
k=1

1
d2

min(F̃dk)

(6.14)
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Combinaison Couples
Propriétés pour déterminer

dmin de la combinaison
Distance minimale

Propriétés pour déterminer
dmin globale

Combi1 (λa,λb) (λc,λd) dmin(λa,λb) ≥ dmin(λc,λd) dmin(λc,λd)

Combi2 (λa,λc) (λb,λd) dmin(λa,λc) ≥ dmin(λb,λd) dmin(λb,λd) dmin(λb,λd) ≥ dmin(λc,λd)

Combi3 (λa,λd) (λb,λc) INDÉTERMINÉE INDÉTERMINÉE
dmin(λa,λd) ≥ dmin(λb,λd)

dmin(λb,λc) ≥ dmin(λb,λd)

TAB . 6.2 – Les trois combinaisons de couples possibles pourb = 4 avec la distance minimale des deux
sous-systèmes max-dmin. L’association Combi3 garantie la plus grande distance minimale.

oùM représente les combinaisons de couples possibles avec cardM = ∏
b
2
i=0(b−2i +1) =. En utilisant la

majoration suivante :
b
2

∑
k=1

1

d2
min(F̃dk)

≤ b
2

1

mini d2
min(F̃di)

, (6.15)

la distance minimale a comme borne inférieure :

d2
min ≥ P0

2
b

min
i

d2
min(F̃di). (6.16)

Nous utilisons la conjecture suivante : la solution de l’optimisation de (6.14) correspond à maximiser la

borne inférieure (6.16). Nous avons également vérifié numériquement que cette affirmation était vraie pour

des tirages aléatoires et pour des cas particuliers de canaux. Le problème revient à cette nouvelle optimisa-

tion :

max
M

min
i

d2
min(F̃di). (6.17)

Nous allons maintenant déterminer la combinaison qui optimise (6.17).

Raisonnement sur quatre valeurs

Ce paragraphe limite le problème en ne considèrant que quatre valeursλa ≥ λb ≥ λc ≥ λd. Dans ce

cas, trois combinaisons de couples sont possibles (notées Combi1, Combi2 et Combi3) et la résolution

de l’optimisation s’en trouve simplifiée. Le tableau 6.2 résume la démonstration en présentant les trois

combinaisons de couples possibles, la plus petite distancecorrespondante ainsi que les propriétés utiles sur

les distances. Le raisonnement consiste à prendre la plus petite distance de chaque combinaison puis de

déterminer la plus grande des trois. La comparaison des cas Combi1 et Combi2 découle directement des

propriètés (6.12) et (6.13) : dans tous les cas, Combi2 donnela plus grande distance minimale (cf. tableau

6.2). La comparaison avec Combi3 se complique par l’indétermination de la plus petite distance : nous

savons queλa ≥ λb maisλd ≤ λc. Les valeurs numériques sont alors nécessaires pour connaître la distance

minimale. Cependant, les deux cas possibles donnent la plusgrande distance et nous pouvons conclure que

cette combinaison est celle recherchée permettant d’optimiserdmin (cf. tableau 6.2).
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Etape Combinaisons Distance minimale Vérification que la distance est améliorée ou égale

Etape 0 (λ1,λ4)︸ ︷︷ ︸ (λ2,λ3) (λ5,λ6)︸ ︷︷ ︸ dmin(λ5,λ6) distance égale

Etape 1 (λ1,λ6) (λ2,λ3)︸ ︷︷ ︸ (λ4,λ5)︸ ︷︷ ︸
INDÉTERMINÉE

cas 1 :dmin(λ1,λ6)
cas 2 :dmin(λ4,λ5)

cas 1 :dmin(λ1,λ6) ≥ dmin(λ5,λ6)
cas 2 :dmin(λ4,λ5) ≥ dmin(λ5,λ6)

Etape 2 (fin) (λ1,λ6) (λ2,λ5) (λ3,λ4)

INDÉTERMINÉE

cas 1 :dmin(λ1,λ6)
cas 2 :dmin(λ2,λ5)
cas 3 :dmin(λ3,λ4)

cas 1 : si cas 1 dans l’étape 2
alors distance égale
si cas 2 dans l’étape 2
alorsdmin(λ1,λ6) ≥ dmin(λ4,λ5)

cas 2 : dans l’étape 2, seul le cas 2 est possible

alorsdmin(λ2,λ5) ≥ dmin(λ4,λ5)

cas 3 : dans l’étape 2, seul le cas 2 est possible
alorsdmin(λ3,λ4) ≥ dmin(λ4,λ5)

TAB . 6.3 – Exemple d’optimisation des combinaisons pourb = 6. Les deux couples sélectionnés par une
accolade à l’étapei sont optimisés à l’étapei +1. La dernière colonne permet de vérifier que la distance est
soit égale, soit améliorée.

En conclusion, si nous considérons quatre valeurs ordonnées, nous sommes capables de donner la com-

binaison qui maximise la distance minimale qui est(λa,λd) et (λb,λc). La plus grande valeur est associée

avec la plus petite.

Généralisation

Notre problème considèreb valeursλi rangées par ordre décroissant :λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λb. Ces variables

sont associées enb2 couples et la combinaison initiale n’est pas importante. Considérons le couple contenant

λ1 et n’importe quel autre couple :λ1 est associé avec le plus petit des autresλi pour maximiser la plus petite

distance. Appliquons ce principe à toutes les combinaisonspossibles et nous obtenons le couple(λ1,λb) :

l’associationλ1 et λb est optimale au sens de (6.17).

L’association de ces deux valeurs reste figée et l’algorithme précédent peut maintenant s’appliquer pour

λ2 mais en supprimantλ1 et λb des combinaisons possibles. Il est intéressant de noter quele plus faible

λi, donc celui qui pose problème, est associé à chaque itération. Ce raisonnement est appliqué jusqu’à la

détermination de tous les couples. La solution finale est toujours :

(
√

λ1,
√

λb), (
√

λ2,
√

λb−1), . . . , (
√

λi ,
√

λb−i+1), . . . ,
√

λ b
2
,
√

λ b
2+1). (6.18)

Prenons un exemple pourb = 6 avec le tableau 6.3 : la combinaison de couples est donnée avec la dis-

tance minimale associées. À l’étapei, la paire de couples pour l’optimisation est indiquée par des accolades.

À l’étape i + 1, la plus grande valeur a été associée avec la plus petite et nous vérifions que la distance est

améliorée ou reste inchangée. La combinaison finale est toujours l’association deλ1 et λ6 puis λ2 et λ5 et

λ3 et λ4 : nous pouvons vérifier que cette solution correspond à (6.18).
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Remarque

Nous avons donné une borne inférieure de la distance minimale avec (6.16) mais un encadrement basé

sur le même raisonnement était également possible :

P0
2
b

max
i

d2
min(F̃di) ≥ d2

min ≥ P0
2
b

min
i

d2
min(F̃di). (6.19)

Les expérimentations numériques nous ont permis d’observer que la solution optimale (6.18) maximisait

la borne inférieure mais minimisait également la borne supérieure : cette combinaison permet d’avoir le

moins d’écart entre max
i

d2
min(F̃di) et min

i
d2

min(F̃di).

Définition des sous-matrices

La combinaison des couples étant définie, nous pouvons écrire les sous-matrices de canal de taille 2×2 :

H̃vi = diag
(√

λi,
√

λb−i+1

)
avec i = 1, . . . ,

b
2
. (6.20)

Cette matrice correspond à un sous-système qui sera optimisé indépendemment des autres. Pour remonter à

la structre globale du précodeur Edmin, nous définissons la matrice de canal remaniée :

H̃v = diag
(√

λ1,
√

λb, . . . ,
√

λi,
√

λb−i+1, . . . ,
√

λ b
2
,
√

λ b
2+1

)
. (6.21)

Le synoptique de la chaîne de transmission recombinée est illustré par la figure 6.2.

6.3.3 Solution de l’extension

Développons le précodeur̃Fdi de taille 2×2 en notant ses éléments :

F̃di =


 f (i)

1 f (i)
2

f (i)
3 f (i)

4


 . (6.22)
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ñvH̃v ỹ
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FIG. 6.2 – Synoptique de l’«Equaldmin» ou Edmin avec les différents principes : création des sous-systèmes
2× 2 avec la combinaison des valeurs propres maximisant la distance minimale, l’optimisation des sous-
précodeurs̃Fdi avec la méthode max-dmin et l’allocation de puissance sur les sous-systèmes (ϒi).
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Le précodeur global peut s’écrire facilement dans le canal virtuel et ses éléments, à savoir les coefficientsϒi

et chaque précodeur̃Fdi est défini en fonction uniquement des angles de chaque sous-matrice du canal :

Fd =




ϒ1 f (1)
1

ϒ2 f (2)
1

0
ϒ1 f (1)

2

ϒ2 f (2)
2

. . . ...

0
ϒ b

2
f
( b

2)
1 ϒ b

2
f
( b

2)
2

ϒ b
2

f
( b

2)
3 ϒ b

2
f
( b

2)
4

0

..
. . ..

ϒ2 f (2)
3

ϒ1 f (1)
3

0
ϒ2 f (2)

4

ϒ1 f (1)
4




(6.23)

La forme du précodeur est singulière : seules la diagonale principale et l’antidiagonale principale pré-

sentent des termes non nuls laissant apparaître une forme encroix. Le précodeur n’est pas diagonal comme

ceux de la littérature étudiés dans ce mémoire. Nous pouvonsutiliser une notation plus compacte :

Fd = diag

(
ϒ1 f (1)

1 , . . . ,ϒ b
2

f
( b

2)
1 ,ϒ b

2
f
( b

2)
4 , . . . ,ϒ1 f (1)

4

)

+antidiag

(
ϒ1 f (1)

3 , . . . ,ϒ b
2

f
( b

2)
3 ,ϒ b

2
f
( b

2)
2 , . . . ,ϒ1 f (1)

2

) (6.24)

où antidiag(a,b, . . . ) représente une matrice dont tous les éléments sont nuls saufl’antidiagonale spécifiée

par les paramètres.

Cette solution proposée ressemble à un précodeur diagonal où chaque voie est renforcée par une seconde.

Le précodeur maximise la distance minimale mais peut toutefois considérer que l’apport de la seconde voie

n’est pas nécessaire, voire pénalisant, et il ne l’utilise pas : le précodeur ajuste automatiquement le nombre

de sous-canaux virtuels variant deb
2 à b. L’apport ponctuel de la voie supplémentaire permet d’obtenir

l’ordre de diversité correspondant au plus fortλi tout en transmettant deux symboles. En comparaison, un

précodeur diagonal aura son ordre de diversité imposé par leplus faibleλi .

6.4 Remarque sur les nombres de voisins

Nous avons vu que maximiser la distance minimale augmente lenombre de voisins proches. Ces deux

termes apparaissent dans l’expression de la probabilité d’erreur (4.25) : le premier intervient au travers de

la fonction erfc() tandis que le second est en facteur. Pour obtenir une PEB minimale, la distance doit être

maximisée et le nombre de voisins minimisé : un compromis apparaît. En ce sens, les précodeursFr1 et

max-SNR proposent deux compromis opposés : dans le premier cas,dmin est augmentée mais le nombre de

voisins aussi alors que dans le second cas, le nombre de voisins est diminué mais au prix d’une distance
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FIG. 6.3 – Simulations des précodeurs max-SNR etFr1 pour un système (2,2) pour un canal de Rayleigh et
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plus faible. La figure 6.3 permet de comparer les performances de ces deux précodeurs dans un canal de

Rayleigh pour un système MIMO (2,2). Le max-SNR propose des performances meilleures avec un léger

gain sur leFr1. Celui-ci est plus sensible pour les faibles RSB puis diminue lorsque le RSB augmente. Les

TEB du max-dmin peuvent être améliorés si leFr1 est remplacé par le max-SNR. Ainsi, le précodeur n’est

plus optimal au sens de la distance minimale mais le TEB est quand même meilleur.

Dans le reste du chapitre, les précodeurs max-dmin et Edmin modifieront la solutionFr1 pour la rendre

équivalente au max-SNR. L’appellationFr1 signifiera que le max-dmin utilise seulement le sous-canal avec

le plus grand gain mais sans optimiser la distance. L’amélioration des performances dépendra fortement de

la probabilité d’utilisation du précodeurFr1 c’est-à-dire P(γ ≤ γ0).

6.5 Applications : b = 4 pour différentes configurations matérielles

6.5.1 Présentation

Cette partie présente l’extension du précodeur pour quatreflux de données en MAQ-4 soit une efficacité

spectrale de 8 bit/s/Hz. L’étude comparera Edmin avec les précodeurs diagonaux étudiés lors du chapitre

précédent à savoir le TEBM, l’EE et le QdS. Ces derniers utiliseront quatre voies avec une modulation

MAQ-4 assurant les 8 bits/s/Hz désirés ou la version utilisant des modulations différentes sur trois voies avec

une MAQ-16 et 2 MAQ-4. Nous utiliserons la notation «EE 4220»par exemple pour préciser la répartition
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des bits sur les quatre voies. Rappelons que les sous-systèmes de l’extension du max-dmin que nous avons

choisis sont : 



sous-système 1H̃v1 =




√
λ1 0

0
√

λ4




sous-système 2H̃v2 =




√
λ2 0

0
√

λ3




(6.25)

Les angles et les gains de chaque sous-système sont alors :





γ̃1 = arctan

√
λ4

λ1

γ̃2 = arctan

√
λ3

λ2

et





ρ̃1 =
√

λ1 + λ4

ρ̃2 =
√

λ2 + λ3

. (6.26)

Ce choix permet de maximiser la distance minimale obtenue avant la répartition de puissanceϒi . Les deux

coefficientsϒ1 et ϒ2 permettent d’obtenir la même distance sur les deux sous-systèmes et sont définis par

(6.6) : 



ϒ2
1 =

d2
min(̃γ2)

d2
min(̃γ1)+d2

min(̃γ2)

ϒ2
2 =

d2
min(̃γ1)

d2
min(̃γ1)+d2

min(̃γ2)

(6.27)

avecϒ2
1+ϒ2

2 = 1. Rappelons que le terme
√

P0 est mis en facteur de la matrice de précodage (6.3) et permet

de contrôler la puissance totale moyenne émise.

Nous avons vu dans le chapitre 4 que les performances du précodeur dépendent étroitement de l’angleγ

et c’est pourquoi nous regarderons lesddpdes variables̃γ1 et γ̃2 (angles des deux sous-systèmes). Les TEB

seront ensuite simulés dans un canal de Rayleigh avec un bruit BBAG de varianceσ2
n.

6.5.2 Système (4,4)

Ce paragraphe s’intéresse à un système MIMO avec quatre antennes à l’émission et quatre antennes à

la réception correspondant à la configuration minimale pourtester l’extension de max-dmin (quatre valeurs

propres non nulles sont nécessaires).

Les densités de probabilité des angles

La figure 6.4 propose lesddpdes deux angles̃γ1 et γ̃2 obtenues par simulation sur 105 matrices suivant

une loi de Rayleigh décorrélée. Les deuxddp sont pratiquement opposées dans les positions. Le premier

angleγ̃1 correspond à l’association de la plus grande valeur propre avec la plus petite. Cela se traduit par

une différence importante et un angle faible :γ̃1 a une moyenne de 8˚ et un écart type de 4˚. Au contraire,

l’angle γ̃2 est une image du rapport des deux valeurs propres intermédiaires. Celles-ci sont plus proches et
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FIG. 6.4 – Densités de probabilité des anglesγ̃1 et γ̃2 pour une configuration matérielle (4,4) obtenues par
simulation de 105 H

se traduisent par uneddp de l’angle située dans les fortes valeurs :γ̃2 a une moyenne de 30˚ et un écart

type égal à 6˚. Ces deuxddp influent sur les comportements des deux sous-systèmes avec notamment le

choix entre les précodeursFr1 et Focta. La frontière entre les deux utilisations est aussi visiblesur la figure

avec le seuil fixeγ0 : si γ ≤ γ0 le Fr1 est utilisé et dans le cas contraire, leFocta est employé. Ainsi, le

premier sous-système a une probabilité de 97% d’utiliser leprécodeurFr1 avec une seule voie pendant que le

second sous-système l’emploie 2 fois sur cent. Autrement dit, l’extension du précodeur max-dmin supprime

souvent la plus mauvaise voie utilisant les trois meilleures. Les TEB présentés par les deux prochaines

figures comparent le Edmin avec les précodeurs TEBM et EE à quatre voies puis avec les TEBM et QdS à

trois voies.

Simulations des taux d’erreur binaire

En premier lieu, imposons nous le nombre de voies à quatre avec la figure 6.5 où sont visibles les TEB

du Edmin et des précodeurs EE et TEBM avec 4 MAQ-4. Le précodeur Edmin présente des performances

nettement meilleures que les deux autres précodeurs avec unordre de diversité plus important. Dans le cas

de notre extension, le max-dmin exploite au mieux les deux gains du sous-canal et l’ordre de diversité est

défini par la plus grande valeur propre. Dans le cas de quatre voies,λ1 impose l’ordre de diversité du sous-

système 1 etλ2 celui du sous-sytème 2 : l’ordre de diversité global est défini par le plus faible c’est-à-dire
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FIG. 6.5 – Comparaison des précodeurs Edmin avec les précodeurs QdS et TEBM pour un système (4,4).
Tous les précodeurs utilisent 4 voies avec une MAQ-4.

par λ2. Or nous avons vu que l’ordre de diversité des précodeurs diagonaux est imposé parλb et diminue

quandb augmente. Pour ce cas précis,b= 4 et l’ordre de diversité est imposé parλ4 contreλ2 pour le Edmin.

Le précodeur diagonal utilisant seulement deux voies assurerait le même ordre de diversité et c’est pourquoi

le précodeur EE 4400 est étudié dans la suite.

La figure 6.6 montre les précodeurs TEBM et QdS utilisant trois voies et également l’EE en deux voies

(deux MAQ-16). Comme nous avons vu dans le chapitre 5, les précodeurs diagonaux sont meilleurs lorsque

le nombre de voies est inférieur àm avec notamment un ordre de diversité plus élevé. Le TEBM et leQdS

sont alors quasi-équivalents. Ces deux remarques sont visibles en comparant les figures 6.5 et 6.6. La consé-

quence de ces comportements différents est que le Edmin ne présente plus un gain aussi spectaculaire que

dans le casb = 4 voies. Les précodeurs sont équivalents à faible RSB mais une différence s’accentue quand

le RSB augmente : l’ordre de diversité de notre extension estplus grand. En effet, l’ordre des précodeurs

diagonaux à trois voies est imposé parλ3 contreλ2 pour le Edmin.

6.5.3 Système (6,6)

Nous considérons maintenant un système plus important avecsix antennes à l’émission et autant à la

réception. Comme précédemment, commençons par observer les deuxddp des angles des sous-systèmes.

La figure 6.7 représente les distributions deγ̃1 et γ̃2. Une observation rapide montre un décalage à droite des
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FIG. 6.6 – Comparaison des précodeurs Edmin avec les précodeurs QdS et TEBM pour un système (4,4). Le
Edmin utilise 4 voies alors que les QdS et TEBM n’employent que trois voies (1×MAQ-16 et 2×MAQ-4).

deux courbes en comparaison au cas (4,4). L’angle du sous-système 1 subit le déplacement le plus important.

La valeur moyenne dẽγ1 est maintenant 22˚ pour un écart type de 4˚. La distribution de γ̃2 se concentre

autour d’une valeur moyenne plus importante égale à 37˚ et unécart type de 3˚. Ces nouvelles densités ont

pour conséquence de changer le comportement des précodeurs. Le sous-système 2 utilise toujours la forme

Focta et les deux voies mises à disposition. De son côté, le sous-système 1 n’utilise plus que 9 fois sur cent

le précodeurFr1 avec la suppression de la voieλ4. Ainsi, la probabilité que les quatre sous-canaux soient

utilisés est de 91%.

La figure 6.8 présente les TEB du Edmin et des systèmes diagonaux avec 4 voies. Comme pour le cas

(4,4), les performances de l’extension sont meilleures se distinguant nettement a fort RSB : l’ordre de

diversité est plus important pour le Edmin. Le précodeur TEBM a perdu du gain sur l’EE en présentant

un gain de 0,3 dB contre 5 dB précédemment. Le gain de notre extension est de 2 dB pour un TEB de 10−5.

La comparaison avec les précodeurs diagonaux utilisant trois voies est possible avec la figure 6.9. Le

Edmin présente l’ordre de diversité le plus important et par conséquent est meilleur que le TEBM et le QdS

à fort RSB. Le gain n’est plus aussi important mais grâce à l’ordre de diversité élevé, le rapport des TEB est

conséquent (presque 10 fois moins d’erreur à 12 dB). Il apparaît un point faible quand le RSB diminue : les

précodeurs diagonaux deviennent meilleurs que le Edmin. La non-optimalité de la solution Edmin accuse une

légère perte de gain lorsque le RSB est inférieur à 4 dB.
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FIG. 6.7 – Densités de probabilité des anglesγ̃1 et γ̃2 pour une configuration matérielle (6,6)

6.6 Utilisation de la diversité de polarisation

Nous avons étudiés les performances pour des systèmes relativement important. Nous allons maintenant

voir l’influence d’une mise en œuvre utilisant de la diversité de polarisation. Ce paragraphe présente le

nouveau modèle de canal.

6.6.1 Modèle du canal

Les antennes polarisées utilisées le plus couramment sont deux polarisations orthogonales(0 ,̊90 )̊ ou

(45 ,̊−45 )̊ permettant de transmettre deux signaux simultanément. Dans un cas théorique, un découplage

total des signaux est possible. Seulement, les antennes ne sont pas parfaites et possèdent un pouvoir discrimi-

nant plus ou moins important. Cela se traduit par une corrélation des deux signaux. De plus, les intéractions

lors de la propagation modifient la polarisation et provoquent un mélange des deux signaux.

Si une telle solution permet de gagner de la place, elle introduit de la corrélation et le modèle de canal

nécessite une évolution pour la prendre en compte. Définissons un SISO avec la double polarisation comme

système de base. Celui-ci utilise physiquement une antenneémettrice et une antenne réceptrice mais est

équivalent à un système MIMO (2,2). Nous proposerons ensuite une extension rapide à des systèmes MIMO
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FIG. 6.8 – Comparaison des précodeurs Edmin avec les précodeurs QdS et TEBM pour un système
(6,6). Tous les préocdeurs utilisent 4 voies avec une MAQ-4.
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FIG. 6.9 – Comparaison des précodeurs Edmin avec les précodeurs QdS et TEBM pour un système
(6,6). Le Edmin utilise 4 voies alors que les QdS et TEBM n’employent que trois voies (1×MAQ-
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plus importants. La notation(nT ,nR) définit le système équivalent avec de la corrélation et correspond à un

système physique(nT/2,nR/2).

Système de base

Le système de base est illustré par la figure 6.10 et a été introduit dans [89]. Le modèle utilisé est un

canal de Rayleigh et prend en compte les couplages introduits par les antennes et le canal. Les éléments de

la matrice du canal de base notée :

H2×2 =


 h1,1 h1,2

h2,1 h2,2


 (6.28)

sont des variables aléatoires gaussiennes complexes corrélées avec les propriétés suivantes :

E{|h1,1|2} = E{|h2,2|2} = 1

E{|h1,2|2} = E{|h2,1|2} = α
(6.29)

où 0≤ α ≤ 1 dépend de la discrimination de polarisation des antennes et du couplage entre les polarisations

induit par les réflexions. Quandα tend vers 0, la discrimination entre les polarisations devient parfaite et le

système peut être vu comme deux systèmes SISO (Single Input Single Ouput). La corrélation des éléments

deH2×2 est définie comme suit :

t =
E{h1,1h∗1,2}√

α =
E{h2,1h∗2,2}√

α

r =
E{h1,1h∗2,1}√

α =
E{h1,2h∗2,2}√

α

(6.30)

où t est le coefficient de corrélation induit lors de la transmission et r celui de la réception. Le modèle

suppose queE{h1,1h∗2,2} = E{h2,1h∗1,2} = 0. La matrice de corrélation du système de base est définie par

RH2×2 = E{vect{H2×2}vect{H2×2}∗} (6.31)

︸ ︷︷ ︸
Système MIMO équivalent (2,2)

︸ ︷︷ ︸
antennes à double polarisation, système (1,1)

FIG. 6.10 – Schéma MIMO équivalent à un système réel avec des antennes à double polarisation orthogonale
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où l’opération vect() correspond à :

H2×2 =


 h11 h12

h21 h22


⇔ vect(H2×2) =




h11

h21

h12

h22




. (6.32)

En considérant toutes ces hypothèses, elle peut être exprimée comme :

RH2×2 =




1 r
√

α t
√

α 0

r
√

α α 0 t
√

α

t
√

α 0 α r
√

α

0 t
√

α r
√

α 1




. (6.33)

Extension à plusieurs antennes

Par la suite, nous augmentons le nombre d’antennes d’émission et de réception et nous considérons que

les antennes à double polarisation sont indépendantes. Ainsi, chaque couple d’antennes physiques forme un

système MIMO de baseH2×2. Les éléments de ces matrices ne sont pas les mêmes et correspondent à des

tirages indépendants ayant les caractéristiques (α, t et r) décrites précédemment (6.33). La matrice de canal

est alors définie par :

H =




H(1,1)
2×2 . . . H

(1,
nT
2 )

2×2
...

. . .
...

H
(

nR
2 ,1)

2×2 . . . H
(

nT
2 ,

nR
2 )

2×2


 (6.34)

oùH(i, j)
2×2 est un tirage d’un système de base défini. Ces tirages sont indépendants.

6.6.2 Comparaison dumax-dmin avec lemax-SNR et le code d’Alamouti

Après avoir défini le modèle de canal corrélé, nous allons regarder les comportements des trois méthodes

permettant d’obtenir l’ordre de diversité maximumnT ×nR dans un canal décorrélé.

Paramètres de simulation

L’utilisation du code d’Alamouti ne s’applique qu’à des systèmes MIMO avec deux antennes à l’émis-

sion soit dans notre cas à une seule antenne physique à doublepolarisation. Les TEB seront simulés pour

des systèmes physiques (1,1) et (1,3) ou des configurations équivalentes (2,2) et (2,6) respectivement. Pour

ce faire, nous utiliserons les caractéristiques statistiques d’un canal réaliste donné dans [89]. Celles-ci sont
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FIG. 6.11 – Lois marginales deγ et ρ pour un système SISO à diversité de polarisation équivalentà un
MIMO (2,2) avect = 0,5, r = 0.3 etα = 0,4 (trait continu). Lesddp théoriques pour un canal de Rayliegh
décorrélé sont tracées en pointillés.

issues d’une campagne de mesures à 2,5GHz. Les valeurs des paramètres définis précédemment sont :





t = 0,5

r = 0,3

α = 0,4

. (6.35)

L’efficacité spectrale est la même pour les trois méthodes etégale à 4bit/s/Hz : le précodeur max-SNR

et le code d’Alamouti utilisent une MAQ-16 (1 et 2 symboles respectivement) et le précodeur max-dmin est

associé à deux MAQ-4. Rappelons également que le précodeurFr1 n’a plus sa définition originale permettant

de maximiser la distance et est remplacé par le max-SNR MAQ-16.

Influence de la polarisation sur les lois deρ et γ

Nous considérons un canal réaliste formé physiquement par une antenne à l’émission et une antenne

à la réception utilisant de la diversité de polarisation ou de façon équivalente à un système MIMO (2,2)

avect = 0,5, r = 0.3 et α = 0,4. La figure 6.11 illustre l’influence de la polarisation d’uncanal réaliste

sur les distributions deγ et ρ. Lesddp (en trait continu) sont obtenues par simulation de 105 matrices. Les

résultats théoriques d’un canal décorrélé sont également présents en pointillés. L’influence de la polarisation
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FIG. 6.12 – Simulation d’un système SISO à diversité de polarisation équivalent à un système (2,2) avec
t = 0,5, r = 0.3 etα = 0,4.

s’observe par un décalage des courbes vers la gauche : l’angleγ diminue (mγ = 18˚ etσγ = 8˚ contremγ = 19˚

et σγ = 9˚) entraînant une différence plus importante entre les valeurs propres rendant la matriceH moins

bien conditionnée. La polarisation ne modifie que légèrement les moyenne et variance de l’angle mais sa

présence se ressent plus sur les probabilités d’utiliser une ou deux voies : la probabilité d’utiliser leFr1

P(γ ≤ γ0) = 51% contre P(γ ≤ γ0) = 44% sans corrélation.

En parallèle,ρ subit un décalage important :mρ = 1,6 et σρ = 0,48 contremρ = 2 et σρ = 0,25. La

conséquence directe est la baisse des valeurs deλ1 et λ2 et donc du RSB post-traitement. Comme le gainρ

est mis en facteur sur la chaîne globale, cette diminution pénalise les trois méthodes étudiées.

Simulations des TEB

Nous allons comparer les trois méthodes permettant d’obtenir l’ordre de diversité maximal dans un

canal corrélé [90, 91, 92]. La figure 6.12 donne les résultatsdes TEB des trois systèmes pournT = 2 et

nR = 2 correspondant à une configuration physique ne comportant qu’une seule antenne à l’émission et à

la réception. Le précodeurdmin et max-SNR présentent tour à tour les TEB les plus faibles : lemax-SNR

est meilleur à faible RSB puis le max-dmin prend l’avantage pour des RSB plus grands. La différence entre

les précodeurs est l’utilisation duFocta : celui-ci maximise la distance minimale mais aussi le nombre de

voisins proches (cf. 6.4). Ces deux termes sont antagonistes : le nombre de voisins important détériore le
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FIG. 6.13 – Simulation d’un système SIMO (1,3) à diversité de polarisation équivalent à un système (2,6)
avect = 0,5, r = 0.3 etα = 0,4.

TEB à faible RSB et la distance maximisée l’améliore plus fortement à RSB élevé. Le code d’Alamouti

accuse une perte de gain de 2,5 dB pour un fort RSB.

Rappelons que lorsqueα = 0, les signaux émis sur les deux polarisations peuvent être totalement dé-

couplés : la matrice de canal est diagonale. Les termes croisés sont nuls or ils permettaient d’introduire de

la diversité spatiale (redondance de l’information). Dansle casα = 1, la diversité est maximale et le canal

suit une loi de Rayleigh corrélée classique de type «produitde Kronecker» [93]. Malgré la faible valeur de

α (α = 0.4), les systèmes peuvent exploiter la diversité de polarisation offerte (une estimation numérique de

l’ordre de diversité montre des valeurs proches de 4 correspondant ànT ×nR).

La valeur denT est fixée à deux mais celle denR peut être changée. Cette dernière est augmentée à 6

correspondant à 3 antennes physiques de réception. Les résultats des TEB sont donnés sur la figure 6.13.

Le précodeur max-dmin se distingue nettement du précodeur max-SNR avec un gain de presque 3 dB pour

un fort RSB. Ce gain s’explique par l’utilisation de la voie 2avec le gainλ2 qui prend des valeurs plus

importantes que dans le cas précédent. En effet, le précodeur Fr1 est employé seulement 5 fois sur cent pour

un système (2,6) contre 44 fois pour un (2,2). La corrélationa également une influence sur cette utilisation :

P(γ ≤ γ0) < 1% pour un canal décorrélé.

En supprimantλ2, le précodeur max-SNR montre alors ses limites et n’utilisepas toute les possibilités

du canal. De plus, son gain par rapport au code d’alamouti diminue de 2,5 dB pournR = 2 à 1,6 dB pour
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nR = 6. Le code d’Alamouti utilise aussi la valeur propreλ2 au travers du gain sur le RSB||H||2F/2 =

(λ1 + λ2)/2. Les méthodes utilisant les deux voies sont avantagées pour le système(2,6). Cependant, le

précodeur max-dmin possédant la connaissance parfaite du canal (CSI) exploitemieux les nouvelles antennes

disponibles et obtient logiquement les meilleures performances.

6.7 Extension du précodeurmax-dmin avec de la diversité de polarisation

Nous allons maintenant augmenter le nombre de flux de donnéesà b = 4 symboles émis par périodes.

Le nombre d’antennes doit également augmenter et nous considérons les systèmes symétriques réels (2,2)

et (3,3) correspondants à des systèmes équivalents (4,4) et(6,6). Le code d’Alamouti n’est plus utilisé ici

car il est limité ànT = 2. De plus, nous avons vu dans la partie 2.6.2 que le précodeurmax-SNR n’est

plus compétitif et il ne sera pas étudié non plus. Comme dans le paragraphe précédent pour les systèmes

(2,2) et (2,6), nous regarderons l’influence de la polarisation sur les statistiques du paramètreγ et sur le

comportement du Edmin puis nous verrons les TEB dans les deux configurations matérielles.

6.7.1 Influence de la polarisation sur les statistiques du canal

Nous avons vu que pour le système de base (2,2), la prise en compte de la polarisation avec l’introduction

de la corrélation décalait lesddpdeγ etρ vers la gauche caractérisant une matrice moins bien conditionnée.

La figure 6.14 présente les répartitions des angles des deux sous-systèmes̃γ1 et γ̃2 pour les configurations

matérielles (4,4) et (6,6). Lesddp sont égalements disponibles pour des canaux décorrélés (enpointillés).

Globalement, l’influence de la polarisation reste la même pour les systèmes (4,4) et (6,6) : l’écart entre les

valeurs propres des sous-sytèmes est plus important avec lacorrélation que sans, évoquant des matrices

moins bien conditionnées. La conséquence visible sur la figure 6.14 est le placement des répartitions des

angles par rapport à la frontière définie parγ0 : les probabilités d’utiliser une ou deux voies sont modifiées.

Le tableau 6.4 résume les probabilités d’utiliser le précodeurFr1 ainsi que le nombre total de voies que

le précodeur Edmin utilise pour différentes configurations matérielles en présence de corrélation ou non. Ce

tableau est étroitement lié à la figure 6.14. Pour les deux systèmes considérés, la corrélation ne donne pas

les mêmes résultats. Ainsi, pour le système MIMO (4,4) corrélé ou non, le Edmin se comporte pratiquement

comme un précodeur à trois voies (95% dans les deux cas).

Pour le système (6,6), le canal décorrélé ou corrélé modifie le comportement de l’extension du max-dmin.

Si le sous-système 2 reste inchangé (il utilise toujours leFocta), l’influence de la corrélation est plus forte

pour le sous-système 1 : l’utilisation duFr1 passe de 9% à 33%. Le comportement global du précodeur s’en

trouve affecté. Pour un canal décorrélé, le précodeur utilise le plus souvent les quatre voies (91%) et avec de

la corrélation, le précodeur a tendance à supprimer plus souvent la quatrième voie : la probabilité d’utiliser

trois voies est de 33% contre 67% pour l’utilisation de quatre.
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FIG. 6.14 – Densités de probabilités simulées deγ pour chaque sous-système de l’Edmin pour des systèmes
(2,2) et (3,3) à diversité de polarisation soient des systèmes MIMO équivalents (4,4) et (6,6). Lesddp des
sous-systèmes pour un canal de Rayleigh décorrélé sont également disponibles (en pointillés). Les diffé-
rences de probabilités pour les deux cas sont visibles dans le tableau ci-dessous.

Précodeur Edmin (4,4) (6,6) (4,4) équivalent (6,6) équivalent
4 voies Rayleigh Rayleigh diversité de diversité de

décorrélé décorrélé polarisation polarisation

Fr1 P(γ ≤ γ0)
Sous-système 1 97% 9% 99% 33%
Sous-système 2 2% 0% 4% 0%

2 Fr1 P(2 voies) 2% 0% 4% 0%
Fr1 etFocta P(3 voies) 95% 9% 95% 33%

2 Focta P(4 voies) 3% 91% 1% 67%

TAB . 6.4 – Probabilité d’utilisation du précodeurFr1 (P(γ ≤ γ0)) pour les deux sous-systèmes de l’Edmin.
Les probabilités d’utilisation du nombre de voies sont également disponibles. Ces résultats sont obtenus par
simulation sur 105 matrices.
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FIG. 6.15 – Simulations des TEB pour un système (2,2) à diversitéde polarisation ou un système réaliste
(4,4) corrélé avect = 0,5, r = 0,3 etα = 0,4.

6.7.2 Les performances des précodeurs diagonaux et Edmin

La figure 6.15 présente les TEB de l’Edmin et des précodeurs à trois et quatre voies pour un système

(4,4) avec des paramètres réalistes (t = 0,5, r = 0,3 etα = 0,4). Pour cette configuration matérielle, l’Edmin

supprime souventλ4 contrairement aux TEBM 2222 et EE 2222 : le gainλ4 est mauvais et donne un TEB

élevé. Cela se traduit par une grosse différence de TEB. L’écart important est dû à une différence d’ordre de

diversité et les courbes divergent lors de l’augmentation du RSB.

Lorsque les précodeurs diagonaux suppriment la voie la pluspénalisante correspondant àλ4 tout en

compensant l’efficacité spectrale avec la modulation, l’écart de TEB entre les TEBM 4220 et QdS 4220

diminue. Cependant l’Edmin conserve un ordre de diversité plus important et se distingue lorsque le RSB

croît. Pour un système (2,2) physique équivalent à un système (4,4) corrélé, notre précodeur Edmin permet

d’obtenir des plus faibles TEB.

La figure 6.16 montre les TEB pour les mêmes précodeurs mais laconfiguration matérielle est main-

tenant (6,6) dans un canal réaliste de mêmes statistiques (t = 0,5, r = 0,3 et t = 0,4). Nous avons vu que

les précodeurs TEBM et QdS ont des performances semblables lorsque le nombre de voies est inférieur au

nombre de valeurs propres non nulles (b < m). La valeur deλ4 est plus grande (l’Edmin l’utilise 67 fois sur

cent) mais les précodeurs diagonaux qui l’emploient (TEBM 2222 et EE 2222) sont encore pénalisés : ils

présentent les plus forts TEB. Le gain de notre précodeur estmoins conséquent en terme de RSB mais reste
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FIG. 6.16 – Simulations des TEB pour un système (3,3) à diveristéde polarisation ou un système réaliste
(6,6) corrélé avect = 0,5, r = 0,3 etα = 0,4.

important pour le TEB (presque 30 fois moins d’erreurs à 12 dB).

L’écart entre l’Edmin et les précodeurs à trois voies (TEBM 4220 et QdS 4220) diminue encore. Les

différences d’ordres de diversité du précodeur Edmin lui permettent de sortir du lot à fort RSB avec un gain

de 0,6 dB. Cependant, il présente des difficultés à faible RSB: le TEBM et le QdS deviennent meilleurs

avec un gain léger. Le compromis nombre de voisins proches/distance minimale apparaît de nouveau en

pénalisant notre précodeur par rapport aux précodeurs diagonaux.

6.8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce dernier chapitre une extension non-optimale du précodeur max-dmin. Son

principe est basé sur un découpage du canal virtuel àb sous-canaux enb2 sous-systèmes 2× 2. Chaque

sous-système caractérisé par un angleγ̃i et un gaiñρi est optimisé selon le critère de la distance minimale

à l’aide d’un sous-précodeur̃Fdi. Une allocation de puissance entre chaque sous-système permet d’égaliser

toutes les distances minimales. L’analogie avec le précodeur Erreur Égale a donné le nom de «Equaldmin»

à notre extension. Nous avons ensuite réfléchi sur la répartition des gainsλi en sous-canaux : quelle est

la meilleure combinaison permettant de maximiser la distance minimale de notre précodeur ? La solution

est d’associer une petite valeur avec une grande :λ1 avecλb, . . ., λi avecλb−i+1, . . ., λ b
2

avecλ b
2+1. Notre

précodeur non optimal étendant le max-dmin à b > 2 est alors entièrement défini. La forme de la matrice de
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précodageFd est non diagonale et a la forme particulière de «croix» : les termes de la diagonale principale

et de l’antidiagonale principale sont non nuls. Il présentealors un compromis entre l’optimisation de la

distance et la complexité du récepteur (nombre de tests du MVégal àb
2M2).

D’autre part, nous avons mis en avant l’influence du compromis nombre de voisins proches/distance

minimale avec la comparaison du max-SNR et duFr1. En constatant que le max-SNR présentait un léger

gain, nous avons modifié le précodeur max-dmin en changeant la définition duFr1 : celui-ci sera équivalent

au max-SNR (par soucis de simplification de notation, le terme Fr1 est conservé mais signifie l’utilisation

d’une seule voie sans être optimal au sens dedmin).

Nous avons ensuite comparé les performances du Edmin à même efficacité spectrale avec les précodeurs

diagonaux utilisant quatre voies (TEBM 2222 et EE 2222) ou trois (TEBM 4220 et QdS 4220). Les confi-

gurations matérielles sont des systèmes MIMO (4,4) et (6,6). Le Edmin propose un ordre de diversité plus

élevé que les autres précodeurs. Les performances obtenuesavec notre précodeur sont meilleures que les

précodeurs diagonaux disponibles dans la littérature.

D’autres travaux sont disponibles dans la littérature comme la diversité de polarisation permettant d’aug-

menter virtuellement le nombre d’antennes : un système comportant une antenne à l’émission et à la récep-

tion est équivalent à un système MIMO (2,2). Le nombre d’antennes est divisé par deux. Le gain de place

se paye par l’introduction de corrélation que le modèle de canal doit prendre en compte. Une campagne

de mesures permet d’obtenir des paramètres réalistes. Après avoir étendu le modèle à des systèmes plus

importants comme les systèmes polarisés (2,2) et (3,3) correspondant à des systèmes MIMO corrélés (4,4)

et (6,6), nous avons comparé l’extension max-dmin avec les précodeurs diagonaux TEBM et QdS précédents

dans un canal corrélé réaliste. L’extension non-optimale du précodeur max-dmin proposée dans ce chapitre

a la particularité d’assurer un ordre de diversité plus important que les précodeurs diagonaux à trois ou

quatre voies. De plus, le compromis complexité/optimisation dedmin et l’amélioration du TEB font de notre

précodeur une solution intéressante.
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Conclusion

Les systèmes MIMO sont, depuis quelques années maintenant,le sujet de nombreuses études car ils

présentent une solution intéressante pour répondre aux besoins des communications sans fil dans un en-

vironnement riche en échos. Ils proposent des améliorations notables dans les transmissions en terme de

débit et de robustesse aux évanouissements. L’étude menée lors de cette thèse portait sur les systèmes où la

connaissance du canal (CSI) est disponible à l’émission permettant l’utilisation de précodeurs linéaires et

en particulier le précodeur maximisant la distance minimale euclidienne max-dmin. Nous avons étudié ses

performances en terme de taux d’erreur binaire (TEB) pour différentes configurations matérielles et proposé

une approximation du TEB permettant une étude rapide. Nous avons ensuite tenté de pallier les solutions

limitées de ce précodeur en proposant une extension non-optimale pour un nombre de voies pair et supérieur

à deux.

Après une introduction sur les systèmes multi-antennaires, nous avons présenté les différentes solutions

permettant d’exploiter la diversité spatiale à l’émissionet à la réception séparées. Celles-ci se divisent en

deux catégories se distinguant par la connaissance ou non ducanal. D’un côté les codes spatio-temporels

(STBC) offrent un bon compromis complexité/performances sans connaître le canal avec notamment un

ordre de diversité maximal. L’inconvénient est l’apparition d’un rendementR du débit (1/2≤ R ≤ 1). Seul

le code d’Alamouti valable pour deux antennes à l’émission assureR = 1. De l’autre côté, les précodeurs

linéaires disposent de l’information du canal offrant un degré de liberté supplémentaire permettant l’optimi-

sation d’un critère important lors de la transmission. Une famille particulière disponible dans la littérature

regroupe les solutions à structure diagonale ou précodeursdiagonaux (WF, EQMM, TEBM, max-SNR).

Seul le max-SNR a l’ordre de diversité maximal comme les OSTBC. Il existe également un précodeur non

diagonal maximisant la distance minimale euclidienne (max-dmin). Ce dernier montre des performances

intéressantes avec un gain pouvant être important sur les autres précodeurs lorsque le nombre d’antennes

augmente. Son utilisation est limitée àb = 2 voies.

Les précodeurs linéaires permettent de diagonaliser la matrice de canal aboutissant à un schéma équi-

valent plus simple (canal virtuel). En plus de cette simplification, l’utilisation de nouvelles variables aléa-

toiresγ et ρ caractérisant le canal virtuel permet de faciliter la détermination de la solution du précodeur

max-dmin. Celle-ci dépend directement de la valeur de l’angleγ par rapport à un angle seuilγ0. Nous avons
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alors déterminé théoriquement les densités de probabilités (ddp) des paramètresγ et ρ pour m= 2 et par-

tiellement pourm= 3. Ces lois statistiques sont essentielles à l’étude des performances. Les résultats nous

ont permis de comparer quelques paramètres importants comme les moyennes et les écarts types deρ et γ

en fonction denS et m. Le termeρ intervient comme un gain global sur la chaîne mais la variable γ influe

directement sur le comportement du précodeur. Les observations statistiques nous ont permis d’étudier le

comportement du max-dmin avec notamment l’utilisation ou non du second sous-canal.

Les précodeurs max-dmin et max-SNR maximisent tous deux des critères importants. Ainsi, nous avons

comparé la distance minimale euclidienne (dmin) et le rapport signal sur bruit (RSB) post-traitement de ces

différents précodeurs en fonction deρ et γ. Dans un premier temps, nous avons démontré que le max-dmin

assurait un ordre de diversité maximal pour une MAQ-4 (commele max-SNR et les OSTBC). Ensuite,

nous avons remarqué que le changement de variables utilisant ρ et γ permettait une étude qualitative des

deux critères (dmin et le RSB post-traitement) en fonction de la seule variableγ. Les lois définies dans le

chapitre 3 permettent de déterminer si les précodeurs présentent une distance minimale importante ou un

RSB post-traitement élevé pour une configuration matérielle d’un canal. Nous avons conclu que le max-dmin

est le précodeur qui profite le mieux de la configuration matérielle offrant les meilleures performances. Au

contraire, le max-SNR est le plus pénalisé offrant des TEB moins bons que les précodeurs diagonaux. Nous

avons également appliqué ces résultats théoriques à l’approximation du TEB pourm= 2. Les performances

du max-dmin pour les moyens et forts RSB sont rapidement obtenues. Cela apermis de mettre en évidence

la supériorité du max-dmin par rapport au max-SNR.

Nous avons poursuivi notre étude en nous intéressant plus particulièrement aux précodeurs diagonaux

avec tout d’abord une amélioration du TEBM. Ce dernier étaitlimité à une modulation identique sur les voies

et nous avons modifié la solution pour prendre en compte différentes modulations. Nous avons comparé ce

précodeur modifié avec la QdS dont les coefficients permettent d’obtenir la même distance sur toutes les

voies. Les simulations nous ont permis de conclure que le TEBM est plus efficace que le QdS lorsque les

sous-canaux ont des gains disparates (par exemple lorsqueb = m impliquant une valeur faible de la plus

petite valeur propre). Dans le cas contraire, les deux précodeurs sont quasi-équivalents. Nous avons ensuite

déterminé une borne supérieure de l’ordre de diversité des précodeurs diagonaux permettant de conclure que

l’ordre de diversité n’est pas maximum et diminue quand le nombre de voies utilisées augmente. Ensuite,

en nous inspirant de la démonstration de l’ordre de diversité du précodeur max-dmin, nous avons donné

une condition suffisante pour assurer l’ordre de diversité maximal. Nous avons alors proposé un précodeur

diagonal avec pour but le respect de cette condition : le nouveau précodeur Erreur Egale avec Diversité

Maximale (EEDM) choisit entre le max-SNR et le précodeur EE selon le critère de la plus grande distance

minimale. Ce précodeur EEDM propose des performances intéressantes pour des systèmes moyens (par

exemple trois antennes à l’émission et à la réception (3,3)).
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Le précodeur max-dmin offre de bonnes performances mais le nombre de voies est limité. Dans le dernier

chapitre, nous avons présenté une extension non-optimale de ce précodeur pour un nombre de voie pair et

supérieur à deux. Son principe est basé sur des sous-systèmes 2×2 caractérisés par des anglesγ̃i et des gains

ρ̃i que chaque sous-précodeur̃Fdi optimise selon le critère de la distance minimale (solutionmax-dmin). Une

allocation de puissance permet d’égaliser toutes les distances. Par analogie avec l’Erreur Egale, nous avons

nommé ce précodeur «Equaldmin» ou Edmin. Nous avons donné la solution de l’extension pour un nombre

pair quelconque et le précodeur présente une forme tout à fait particulière : il est en «croix». Notre précodeur

est caractérisé par les éléments de la diagonale principaleet de l’antidiagonale principale qui sont non nuls.

Il se différencie ainsi des précodeurs diagonaux. Les simulations ont montré que notre précodeur offrait de

bonnes prestations avec notamment un ordre de diversité plus élevé que les précodeurs diagonaux . D’autre

part, nous avons considéré un système utilisant de la diversité de polarisation divisant le nombre d’antennes

par deux mais introduisant de la corrélation. Le modèle réaliste disponible dans la littérature a été étendu

à des systèmes plus importants comme les systèmes physiques(2,2) et (3,3) correspondant à des systèmes

MIMO corrélés (4,4) et (6,6). Nous avons comparé les performances du Edmin pour quatre voies avec les

précodeurs diagonaux TEBM et QdS sur quatre ou trois voies avec une efficacité spectrale de 8 bit/s/Hz

pour des configurations (4,4) et (6,6). L’extension non-optimale du précodeur max-dmin proposée dans ce

chapitre a la particularité d’assurer un ordre de diversitéplus important que les précodeurs diagonaux à trois

ou quatre voies tout en respectant un compromis complexité(nombre de tests du récepteur MV)/optimisation

dedmin. Les gains peuvent être élevés à fort RSB.

A court terme, le travail envisagé se scinde en deux parties.

La première serait la poursuite de l’extension du max-dmin avec les simulations des TEB pour plus de six

voies. Il serait intéressant d’observer le comportement à fort RSB où ce précodeur se démarque. Il faudrait

également regarder son point faible qui se situe à faible RSB. Si la différence se fait de plus en plus sensible,

une amélioration de l’extension devra être envisagée. Rappelons que la solution proposée n’est pas optimale

mais un compromis entre la complexité et l’optimisation de la distance minimale. La solution max-dmin est

basée sur un nombre pair de voies et elle devra être étudiée pour un nombre impair. Une solution possible

est de séparer le système en un Edmin avecb−1 voies et une voie seule. La puissance est alors répartie entre

chaque sous-système de façon à égaliser les distances. Toutle travail d’optimisation de la distance minimale

concernant le choix des couples de valeurs propres doit alors être repris. Les nouvelles expressions des

distances et en particulier celle du symbole seul compliquent le problème et l’optimisation n’est pas triviale.

Cette solution a également l’avantage d’assouplir l’efficacité spectrale du Edmin. En effet, jusqu’à présent la

modulation est limitée à la MAQ-4 imposant l’efficacité spectrale à 2b bit/s/Hz. La modulation du symbole

isolé est facilement changeable et permet de nouvelles valeurs du débit.
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La seconde partie porte sur la connaissance du canal à l’émission et plus particulièrement sur le re-

tour d’information. Il serait intéressant de combiner le précodeur max-dmin avec une méthode d’estimation

de canal. Cette dernière n’est pas parfaite avec un temps de convergence et des erreurs d’estimation. Le

comportement du TEB devra être évalué avec ce maillon supplémentaire de la chaîne. De plus, le débit de

l’information retournée à l’émetteur peut être limité facilitant la mise en place de la CSI. Outre le problème

d’estimation du canal par le récepteur, il s’agit de contrôler et minimiser les erreurs provoquées par la quan-

tification de l’information retournée [94, 95, 96]. Une première idée est d’utiliser un alphabet de matrices

permettant de diagonaliser le canal. L’information retournée correspond à l’indice de la matrice et à la valeur

de l’angleγ codée sur un certain nombre de bits [97].

A moyen terme, une simulation de la chaîne complète utilisant le Edmin pourrait être réalisée. Cette

mise en œuvre permettrait d’évaluer les différentes difficultés et avantages de ce précodeur. La sensibilité du

précodeur aux différentes imperfections (erreurs d’estimations, information quantifiée, variation du canal. . .)

et l’apport de nouveaux éléments (codage de canal, codage spatio-temporel, turbo-codes. . .) pourra être

étudié. Le précodeur max-dmin résistait bien aux erreurs d’estimation du canal et nous avons bon espoir que

notre extension résiste également à ces imperfections. De plus, si l’effort d’optimisation est réalisé pour

deux voies, l’application de l’extension du max-dmin sera simplifiée. Les performances du Edmin pourront

également être évaluées pour une chaîne de communication plus complète.
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Résumé

Mots-clés : MIMO, précodeurs linéaires (EQMM, WF, QdS, EE, max-SNR ou max-dmin ), canal de Rayleigh, diagona-

lisation du canal (DVS), performances théoriques, analysestatistique, diversité de polarisation.

Les systèmes multi-antennaires (Multiple-Input Multiple-Ouput ou MIMO) dans le domaine des communications numériques

permettent d’améliorer la transmission des données selon deux principaux paramètres souvent antagonistes : le débit d’informa-

tion et la fiabilité de transmission estimée en terme de probabilité d’erreurs binaire moyenne (PEB). Avec de tels systèmes, la

connaissance du canal à l’émission (Channel State Information ou CSI) est un point-clé pour diminuer la PEB grâce à différentes

stratégies d’allocations de puissance. Ainsi, un précodeur linéaire à l’émission associé à un décodeur linéaire à la réception peuvent

optimiser un critère particulier grâce à cette information. Il en résulte une famille importante de précodeurs dénommée «précodeurs

diagonaux» : le système MIMO est équivalent à des sous-canaux SISO indépendants. Les critères optimisés sont par exemple la

minimisation de l’erreur quadratique moyenne (EQMM), la maximisation de la capacité (WF), obtenir des PEB égales pour tous

les flux de données (EE), la maximisation du RSB post-traitement (max-SNR) ou la qualité de service (QdS). L’équipe TST a

récemment élaboré un nouveau précodeur non diagonal basé sur la maximisation de la distance minimale entre symboles de la

constellation de réception (max-dmin). L’enjeu de cette thèse est d’estimer les performances en terme de PEB de ce nouveau préco-

deur et de les comparer avec les méthodes existantes à savoirle code d’Alamouti et les précodeurs diagonaux. Nous nous sommes

intéressés en particulier à la démonstration de l’ordre de diversité maximal du max-dmin puis à la détermination d’une bonne ap-

proximation de sa PEB. Le précodeur max-dmin est ensuite associé à de la diversité de polarisation permettant de réduire le coût

et l’occupation spatiale d’un système MIMO. Malgré l’introduction de corrélation, les performances proposées par le max-dmin

demeurent intéressantes. Nous avons ensuite proposé une extension du précodeur max-dmin permettant de supprimer la limitation à

deux sous-canaux : les grands systèmes MIMO sont mieux exploités avec plus de deux sous-canaux.

Abstract

Keywords : MIMO, linear precoders (MMSE, WF, QoS, EE, max-SNR or max-dmin ), Rayleigh channel fading, channel

diagonalization (SVD), theoretical performances, statistical analysis, polarisation diversity.

In wireless communications, the Multiple-Input Multiple-Ouput (MIMO) systems constitute an efficient way to significantly

enhance data transmission according to two main, though antagonistic, parameters : the spectral efficiency and reliability assessed

from the average binary error probability (BEP). With such systems the knowledge of the channel state information (CSI)at the

transmitter side is paramount to lower reduce the BEP through different strategies of power allocation. Indeed, once the CSI has

been fully (or perfectly) known, a linear precoder at the transmit side and a linear decoder at the receive side can be designed for

subsequent association by optimising one among the following criteria : minimum mean square error (MMSE), equal error (EE),

post-processing signal-to-noise ratio maximization (max-SNR) or quality of service (QoS). Their respective optimisations have led

to a family of diagonal precoders : the MIMO system is equivalent to independant SISO subchannels. Recently, a new no-diagonal

precoder designed within our laboratory optimizes the minimal Euclidean distance between receive symbols. This thesis work

was aimed at estimating the BEP of this precoder for comparison with other methods (Alamouti’s code and diagonal precoders).

We demonstrated the maximal diversity order of the max-dmin, and then gave a tight BEP approximation. Moreover, the spatial

dimensions and the final cost of a MIMO device were reduced by associating of the precoder max-dmin with polarity diversity.

Despite the correlation induced by this system, the max-dmin performances are still worth being considered. We also proposed an

extension of the max-dmin to more than two sub-channels in order to exploit larger MIMO systems.


