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Notations et abréviations

Liste des notations et abréviations utilisées dans le manuscrit :

Abréviations

SIG

SLAM Simultaneously Localisation And Mapping

BCR Borne de Cramér-Rao

FIM Fisher Information Matrix

BCRB Borne de Crameér-Rao Bayésienne

BCRP Borne de Cramér-Rao a Posteriori

CE Cross-Entropie (méthode de cross-entropie)

EKF Extended Kalman Filter

UKF Unscented Kalman Filter

UuT Unscented Tranformation

KKT  Karush-Khun-Tucker

TVE Théorie des Valeurs Extrémes

GPD Generalized Pareto Density
Notations
Général

D zone 2D d’¢volution du systéme (C R?) munie du repére R,

Ry repére global orthonormé (O, €1, €3)

N (A, B) loi normale de vecteur moyen M et de matrice de covariance B

A* transposée de A si A est une matrice

tE nombre d’éléments de ’ensemble F

Ro matrice de rotation 2D d’angle 6
Cartographie

Systéme d’Information Géographique

C carte composée d’objets ou d’amers
ne nombre d’objets ou d’amers de C

O; objet d’indice [ de C

fi  amer d’indice [ défini par (2!,y') € R,
Z; partie de D de qualité homogéne g =i



10 Notations et abbréviations

Formalismes des relations

R relation simple

R, relation étendue

¢(R) cardinal de la relation R

¢(R,C) cardinal de la relation R appliquée a la carte C
V(R,C) voisinage de la relation R

V(0;,R,C) voisinage de l'objet O;
ny(R,C) cardinal de V(R,C)

Ugr(C) paramétre de qualité pour la relation R

Dr(C) paramétre de diffusion pour la relation R

Ir(C) parametre d’intensité pour la relation R

Rg relation de proximité en termes de localiation géographique
Rp relation de proximité en termes de forme

R, relation d’alignement

A(Oy) aire de l'objet O;

Modélisation mobile et localisation

th variable temporelle indicée (€ RT)

Tk coordonnée du mobile selon €] & ¢y,

Yk coordonnée du mobile suivant €5 & tj

Ok orientation du mobile dans R, défini sur | — 7, 7]

X état du mobile & l'instant t;, défini par le vecteur (zx, yi, Ok)"
D vecteur de position du mobile dans R, défini par (zy,y;)" € D
Vg vitesse de déplacement du mobile appliquée a l'instant ¢

Dk variation d’orientation appliquée a l’instant ¢

ug:= (vk, ¢r) vecteur de commande a l'instant ¢y

fre (X, ur) modéle de prédiction du systéme

Qr covariance sur la dynamique & t

Ry covariance sur les mesures & ¢y

Ry covariance sur les mesures & t; provenant de 'amer f;

Wik bruit de dynamique

wy, bruit de dynamique di au bruit sur les commandes

wit bruit de dynamique lié & la limitation du modéle.

Dérivation de la Borne de Cramér-Rao a posteriori

Jr Matrice d’information de Fisher
D}f, D}Cl, Dil matrices d’information pour le calcul récursif de Ji
Ji(fr) matrice d’information die & ’observation de f;
Yiu matrice de correction de J; (f;) pour des erreurs sur les mesures issus de f; variables
é1(.) critére de performance moyenne sur une trajectoire
¢2(.) critére de performance finale sur une trajectoire
¢s3(.) critére de performance « maxmin » sur une trajectoire
]Tfl> vecteur « position du mobile - amer f; » & t
oy norme du vecteur ]Tfl>
LI
lk argument du vecteur Py f;
Planification

g graphe pour le probléme de planification
Vv Ensemble des noeuds de G
E ensemble des arcs de G

V(p) voisinage du noeud p
epq  arc reliant les noeuds p et ¢
ek arc utilisé & 'instant &



Chapitre 1

Introduction

Le développement récent des systémes robotisés terrestres et aériens (drones, minidrones...) et
I’engouement qu’ils suscitent dans le monde militaire, mais aussi pour de nombreuses applications
civiles, pour lesquelles ils peuvent jouer un role primordial, montrent I'importance de leur fournir
un niveau suffisant d’autonomie en termes de décision. Qu’il s’agisse de taches de surveillance, de
planification de mouvements, d’optimisation de placement pour ’acquisition d’informations, etc ...,
I’autonomie décisionnelle nécessite de disposer d’une connaissance de ’environnement dans lequel
évolue le systéme. Conjointement exploitée avec des informations recueillies au niveau des capteurs
embarqués, elle permet alors d’obtenir, via des traitements, une estimation de 1’état du systéme
a chaque instant. L’analyse de la performance de ces traitements peut s’avérer trés utile, afin de
proposer des stratégies de comportements qui garantissent la meilleure localisation a priori lors de
I’exécution des missions.

1.1 Cartographie et localisation pour les systémes dits auto-
nomes

La représentation cartographique disponible pour la localisation d’un systéme autonome peut
varier en fonction des applications. Elle peut étre construite en amont, & partir d’un processus de
production de données cartographiques, qui utilise des sources d’informations diverses et avec des
contraintes propres. Par exemple, des données géographiques sous la forme de grilles d’altitudes ou
de données vectorielles, qui répertorient des structures de ’environnement, peuvent étre obtenues
a partir d’images prises de satellites. La production de ces données fait aussi intervenir des opéra-
teurs humains relativement expérimentés pour I’extraction des informations lorsque des approches
automatiques ne sont pas suffisamment performantes. Ces informations peuvent aussi étre obtenues
par des systémes, eux-mémes munis d’un certain niveau d’autonomie, qui, grace a des traitements
embarqués, agrégent des informations locales acquises par des capteurs (laser, vision...). La qualité
des données sources et des ressources utilisées permet de produire des représentations plus ou moins
fidéles.

Lors de I’exécution d’une mission, le systéme s’appuie sur cette connaissance de ’environnement,
pour se localiser a partir d’informations recueillies au niveau de ses capteurs. Ces informations sont
traitées pour extraire des primitives géométriques qui seront corrélées & la représentation cartogra-
phique. Ces traitements permettent d’extraire des caractéristiques relatives du mobile par rapport
au contenu de la carte, comme la distance ou la mesure de ’angle aux objets dans un repére attaché
a la zone d’évolution. Grace a la définition de modéles d’évolution temporelle du systéme et du
processus d’acquisition des mesures, il est alors possible de déduire une estimation de son état &
chaque instant. Pour cela, il est nécessaire de mettre en oeuvre des techniques fusion. Les modéles
ne sont, en général, pas parfaits et le choix des techniques pour I'estimation dépend des hypothéses
faites sur la structure des erreurs. Pour des modéles d’erreurs stochastiques, ou les processus de
bruits correspondent & des vecteurs aléatoires de lois connues, les techniques de filtrage bayésien
sont, utilisées. L’estimation revient & déterminer un estimateur de I’état a partir d’une densité de
probabilité basée sur les mesures. C’est le cas du maximum de vraisemblance (MV) et a posteriori
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12 chapitrel

(MAP) déduit de la fonction de vraisemblance et de la densité a posteriori de ’état sachant les
mesures. Lorsque les erreurs sont de structures inconnues mais avec des bornes connues, il convient,
de s’appuyer sur les approches ensemblistes, comme les techniques ellipsoidales, ou ensore polygo-
nales. Le challenge est d’estimer ’ensemble, dans une famille prédéfinie (ellipsoides, polygones...),
ol est situé le mobile. Un estimateur est, par exemple, le centroide de ’ensemble ainsi déterminé.
La qualité de I'estimateur est fonction des capacités des moyens d’acquisition des mesures, des
modeles, des algorithmes de traitements (extraction, association...) et aussi de la qualité des infor-
mations (localisation géographiques, types...) sur les objets présents dans la carte.

Pour l'estimation dans un cadre probabiliste, il est possible de définir un critére de performance
sur le processus de localisation en s’intéressant & ’erreur d’estimation. On peut, en effet, définir
des bornes sur cette erreur, comme la Borne de Cramér-Rao. Pour les problémes de localisation, ce
sont, I’extension de cette borne au processus d’estimation de systémes dynamiques et la déclinaison
de formulations récursives de calcul qui sont importantes.

Pour les problémes de planification de trajectoires, cette borne est un outil trés utile qui peut
permettre de choisir les stratégies de déplacement les plus informatives au sens du probléme de
localisation.

1.2 Objectifs de la thése

Dans cette thése, I’objectif est de proposer une démarche qui permette de prendre en compte
dans la planification d’un systéme robotisé la connaissance de I’incertitude d’une carte vectorielle a
P’origine des primitives utilisées dans le processus servant & le localiser. Le critére de décision pour
le choix des trajectoires sera la performance a priori du processus d’estimation. Ainsi, la démarche
doit comprendre trois étapes :

— une qui permet de construire une représentation incertaine de I’environnement & plusieurs
entrées a partir d’une carte vectorielle connue avec des incertitudes. L'une de ces entrées est
une carte de primitives, des amers ponctuels, utilisables par le systéme pour sa localisation,

— une autre qui vise & définir une mesure de performance de la tache de localisation, qui intégre
I'incertitude sur les amers.,

— une derniére orientée vers la proposition d’approches de planification de trajectoires permet-
tant de garantir un bon niveau de performance a priori du processus de localisation.

1.3 Plan et apports de la thése

La thése se compose de trois parties permettant chacune d’apporter une réponse aux étapes
précédentes. Dans la premiére partie, nous abordons les modalités de production de cartes et la
représentation des erreurs qui peuvent apparaitre. La carte est une vue de la réalité, au travers
de capteurs, de traitements et parfois de 1’oeil de ’humain. L’analyse d’une zone urbaine ou péri-
urbaine montre que l'organisation des entités est relativement structurée. En partant de ce constat,
nous proposons une démarche pour garantir la génération d’un échantillon de cartes vectorielles,
qui respecte la structure spatiale et qui soit représentatif de 'incertitude sur la géométrie des ob-
jets. Nous nous appuyons sur la notion de processus ponctuels et le formalisme de relations entre
les objets. Des paramétres sont introduits afin de capturer cette information de structure et de
raisonner conjointement sur l'incertitude. A partir de cette génération controlée d’un échantillon
de cartes vectorielles, nous pouvons construire une carte avec plusieurs niveaux d’information : la
carte des amers ponctuels, des grilles indiquant la présence des obstacles, avec ’incertitude initiale
propagée. Ces éléments sont les principaux apports des chapitres 2 et 4 de cette thése.

La seconde partie aborde les éléments utiles pour le processus de localisation du systéme &
partir de la carte d’amers. Le modéle du systéme est basé sur des équations d’évolution et d’obser-
vation non-linéaires et discrétes. Nous considérons des mesures de distances et des mesures d’angles
relatives aux amers pergus par le systéme lors de ses mouvements. Ces mesures sont issues de la
mise en oeuvre d’une suite de traitements (alignement des données brutes, association...) que nous
supposerons maitrisés. Nous déclinons ensuite, pour cette modélisation, la mesure de performance
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pour le processus de localisation. La métrique est déduite de la borne de Cramér-Rao a posteriori
qui est minorant de la matrice covariance de 'erreur d’estimation de I’état du systéme sur la base
des mesures qui seraient obtenues et de sa loi d’évolution a priori. Nous utilisons les résultats
de la littérature pour proposer des procédures de calcul récursif de cette borne a chaque instant.
Trois approches pour les calculs sont analysées aux chapitres 6 et 7. Nous proposons également
une approche pour prendre en compte les caractéristiques de 'erreur (amplitudes et orientations)
sur les amers en étendant les résultats pour une carte parfaite au chapitre 8.

Nous étudions, en outre, une modélisation continue du systéme et abordons la mesure de perfor-
mance i partir de 'information uniquement apportée par ’équation d’observation. Cela aboutit
& des raisonnements géométriques permettant d’illustrer 'impact du positionnement relatif des
amers par rapport a la position et au déplacement du mobile sur la performance de localisation.
Ces éléments sont, en partie, présentés au chapitre 10.

Dans la troisiéme partie, nous traitons les problémes de planification afin de choisir des trajec-
toires optimales au sens des critéres proposées. Des algorithmes de résolution sont définis pour la
résolution utilisant la méthode de cross-entropie [RK04]. Elle nécessite une phase de simulation et
d’apprentissage de parameétres. Deux méthodes de génération de trajectoires admissibles, au sens
de notre modéle, sont présentées. La seconde comprend notamment deux niveaux d’optimisation
imbriqués. Nous analysons le comportement de convergence & partir de résultats issus de la théorie
des valeurs extrémes. Le chapitre 9 présente ces éléments pour le modéle dynamique discret.

Au chapitre 10 et 11, nous ramenons le probléme de planification, pour le modéle continu, & un
probléme de recherche d’un chemin optimal dans un graphe. Nous associons a chaque arc de ce
graphe un cotit élémentaire qui dépend des conditions de déplacement (vitesse et orientation) sur
I’arc et des amers percus. Nous montrons qu’il est possible d’obtenir une formulation explicite.
L’incertitude sur la position des amers est ensuite propagée sur ces cotlts élémentaires et permet
de définir une fonction de risque. Elle traduit un compromis entre les configurations géométriques
« amers - mobile » intéressantes en moyenne et l'incertitude sur la performance atteignable due &
lerreur de carte. Nous définissons aussi des méthodes de résolution pour le choix de la séquence
optimale de déplacements sur ce graphe.

Enfin, dans le chapitre 12, nous proposons quelques perspectives et apportons, notamment, quelques
pistes pour l'optimisation conjointe de la vitesse et de l’orientation et pour ’amélioration de la qua-
lité de la carte d’amers sous contraintes de ressources pour un choix de trajectoire donné.
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Chapitre 2

Modélisation de la carte

Dans ce chapitre, nous présentons le modéle de carte utilisé dans le cadre de cette thése. On
s’intéresse & des modéles dits métriques de I’environnement qui constituent une représentation d’une
zone urbaine ou péri-urbaine sous une forme vectorielle, comme on peut en trouver dans les systémes
d’Information Géographiques. On fait ’hypothése que cette connaissance sur I’environnement est
une donnée incertaine ou imprécise. Ainsi, par la suite, la notion de modéle de carte inclut & la
fois les entités qui composent la carte et les paramétres caractéristiques de ’incertitude associée.
Nous proposons aussi d’intégrer un niveau de modélisation « supérieure », afin de représenter la
structure topologique induite par ’organisation spatiale des objets. L’introduction de ce niveau
topologique sera primordiale pour garantir que le processus de génération d’échantillon de cartes
(que nous proposons au chapitre suivant) respecte globalement la structure spatiale des objets de
la zone cartographiée.

2.1 Une représentation métrique

Nous supposons que les applications abordées dans cette thése exploitent un modéle d’environ-
nement composé d’éléments - des objets - dans un espace a trois dimensions. Cette information est
produite selon un processus de cartographie ad hoc qui peut faire intervenir différents acteurs et
moyens d’acquisition. D’un point de vue technique, aux objets sont attachés des primitives géomé-
triques qui caractérisent leur localisation dans I’espace et leur forme et des attributs sémantiques
qui permettent de coder les autres types de connaissances. La classe d’appartenance de I'objet ou
son type est un exemple. Ces objets sont la résultante d’'une abstraction d’infrastructures géogra-
phiques naturelles et artificielles présentes dans la zone d’intérét comme des batiments, des zones
de végétations, des arbres isolés, des zones hydrographiques... Dans le domaine de la géographie
numérique, ces données sont en général normalisées, connues sous la dénomination de données vec-
teurs et structurées dans des bases de données géographiques. Ces derniéres alimentent souvent
des Systémes d’Informations Géographiques (S.I.G) utilisés pour diverses applications. Les régles
de construction de ces bases de données et les formats d’échanges pour leur diffusion dépendent
fortement du mode de production (interprétation d’images de télédétection par des opérateurs hu-
mains, acquisition par des systémes autonomes comme des robots terrestres...) et de I'usage qui en
est fait. Nous ne détaillerons pas ces aspects dans le manuscrit et nous invitons le lecteur intéressé
par ces problématiques & consulter des ouvrages de référence [BP03].

En pratique, les objets d’une représentation métrique sont modélisés a partir de trois types de
primitives géométriques élémentaires : le point, la ligne et le polygone ou sa généralisation en 3D.
En ce qui nous concerne, nous utiliserons un modéle de carte noté C, qui sera plus précisément une
liste d’objets appartenant & des classes prédéfinies. C et les objets le composant seront définis sur
une partie D de de I'espace R3. En outre, les objets sont répartis selon une organisation spatiale
remarquable. Cette représentation permet de transporter des informations de nature géométrique,
sémantique et méme topologique.

Par la suite, les n¢ objets qui contenus de la carte C seront notés O;, j =1,--- ,nc.
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16 chapitre 2

C:={01, + ,Onc}. (2.1)

Nous considérons plus particuliérement des objets avec des formes géométriques relativement
simples comme des polyhédres fermés et des cylindres. Cette représentation est le résultat d’une
interprétation du monde réel au travers d’un instrument de mesure, de traitements algorithmiques
et parfois d’analyse humaine ; elle est a fortiori imparfaite et imprécise. Cette information carto-
graphique est utilisée pour aider & la prise de décision dans des systémes qui peuvent avoir des
conséquences importantes sur ceux-ci ou leur environnement.

Il faut également noter que dans bien des situations, l'utilisateur (et donc le décideur) n’intervient
pas forcément dans le processus de production de cette donnée cartographique. C’est le cas dans les
S.I.G. ou les utilisateurs finaux ne sont pas des experts géographes, ou dans le cadre d’application
multi-robots ou les systémes robotisés peuvent s’échanger des représentations de fagon transpa-
rente via des formats d’échanges standardisés. Par conséquent, les hypothéses faites en phase de
production, et donc la qualité des données, ont un impact non négligeable sur la prise de décision.
De plus en plus, les processus de construction tentent de fournir des indicateurs dits de qualité
sur les données qu’ils fournissent. En pratique, on peut trouver deux types d’indicateurs. Les in-
dicateurs de qualité a priori qui sont déduits d’une analyse de la chaine de production et obtenus
par propagation de 'incertitude, généralement par des approximations au second ordre. Ce type de
paramétre nécessite souvent une modélisation relativement fine de I’ensemble des étapes du proces-
sus. C’est le cas par exemple dans les chaines de traitement des systémes de production de Modéle
Numérique de Surface par vision stéréoscopique, ot une mesure de qualité peut étre construite a
partir des incertitudes sur les paramétres intrinséques et, extrinséques du systéme de prise de vues
et des nappes de disparité des algorithmes de correlation [Sen04],[Bel93|,[KEQT].

Des mesures a posteriori peuvent étre aussi déterminées a partir de campagne d’évaluation ou de
sondages qui ont pour but de réaliser des comparaisons par rapport & des données qualifiées de
référence plus « précises », mais plus éparses. Des analyses statistiques des erreurs peuvent alors
étre menées a partir des écarts souvent trés localisés, puis étendues & ’ensemble de la base de don-
nées en faisant hypotheése que les erreurs sont stationnaires [ZG02|,[GI98|. En général, la qualité
cartographique n’est pas un critére homogéne sur l’ensemble de la zone : les indicateurs fournis
sont souvent régionalisés et tiennent compte des spécificités du terrain.

Dans notre modéle, on suppose donc que la carte C peut étre découpée en zones de qualité homo-
gene {Z;}, <i<n, (cf. figure ). Les objets communs & une zone de qualité partageront les mémes
attributs de qualité qui seront présentées dans les sections suivantes. Nous allons maintenant pré-
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Fia. 2.1 — Vue 2D d’une cartographie avec plusieurs zones de qualité polygonales.
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ciser les caractéristiques des objets qui seront utilisés dans nos raisonnements. Les travaux de cette
theése n’étant pas uniquement centrés sur les problématiques de cartographie, nous nous restrei-
gnons & deux catégories d’objets. Elles nous semblent suffisantes pour illustrer notre démarche, qui
peut étre généralisée sans difficulté majeure & une base d’objets cartographiques plus riche.

2.2 Les classes d’objets considérées

Les cartes sont composées de deux classes d’objets qui sont des représentations des infrastruc-
tures de types bdatiments et arbres. Ces deux classes ont des modéles géométriques trés distincts.

2.2.1 Les objets de la classe batiment

La premiére catégorie d’objets est la classe représentative du bati d’une zone habitée. Un objet
de cette classe est caractérisé par un polyédre dont 'emprise au sol est un polygone fermé. La
troisiéme dimension est donnée par la hauteur que nous supposerons constante sur ’ensemble du
toit. Un batiment peut également disposer d’une surélévation sur une partie de son toit. On peut
donc décrire un objet O;,1 < j < n¢ de cette classe par les paramétres

— ¢; = 1, lattribut définissant la classe batiment,

- qgj=14,1€{l,---,ng}, Uindice de la zone de qualité dans laquelle est situé l’objet,

- Cj, = (B,...,By), la suite des N sommets du polygone délimitqnt 1’.emprise au sol de

I’ijet. Chacun des sommets est caractérisé par sa position p; = (23, yp, ) dans Ry,
- hj € R*, la hauteur de la structure principale,
- Cps =(57,..., Sé?), la suite des ) sommets du polygone délimitant la surélévation éventuelle,

les coordonnées des sommets étant de la forme pgi = (,ngl,yfgl)
— et h! € RT, la hauteur de la surélévation.
Des modéles de batiments plus complexes peuvent étre définis en particulier pour la forme des
toits [Gb03]. Nous nous limitons cependant & cette modélisation pour nos travaux, qui peuvent
étre généralisés a d’autres hypothéses de modélisation.

2.2.2 Les objets de la classe arbre isolé

La seconde catégorie que nous considérons permet de représenter des objets arbres supposés
isolés. Un arbre est défini par la localisation au sol de son tronc, sa hauteur et une zone d’influence,
supposée circulaire, décrivant I’envergure de ses branches. Soit O;,1 < j < n¢ un objet représentant
un arbre de la zone cartographiée, on introduit :

— ¢; = 2, Pattribut associé a la classe arbre,

- qj=14,1€{l,---,ng}, Uindice de la zone de qualité ou se situe l’arbre,

— pl = (2),y)) € R? sa position planimétrique,

~ h} € RT sa hauteur,

— rJ € R* le rayon de sa zone d’influence défini par le disque C(p’, 7).

D’un point de vue géométrique, ’objet arbre est donc un cylindre avec une base circulaire. Cette
modélisation de ’objet arbre est relativement simple mais elle pourrait étre enrichie pour satisfaire
les besoins d’applications spécifiques. A titre d’exemple, des attributs sémantiques décrivant la
nature du feuillage peuvent étre pertinents dans des processus de localisation o1 1a réponse spectrale
des capteurs peut contribuer & améliorer les performances des traitements d’association entre les
mesures et les objets de la carte.

2.3 Un modéle de carte incertaine
Comme indiqué dans les sections précédentes, une donnée cartographique n’est jamais parfaite.

Des informations de qualité sont également fournies aux utilisateurs pour qu’ils puissent en tenir
compte dans leurs applications. La représentation cartographique disponible peut étre considérée
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comme une observation d’une cartographie supposée parfaite. D’un point de vue formel, on peut
exprimer la relation entre ces deux représentations sous la forme d’une équation paramétrique

¢, = H(C,O¢)

ou Cy est la carte disponible dite observée et ©¢ un vecteur de parametres censé caractériser
I'incertitude associée a la connaissance sur C. Différents modéles peuvent étre utilisés pour décrire
cette incertitude. Nous choisissons un modeéle stochastique pour décrire les incertitudes sur les
objets représentés dans C.

2.3.1 Définition de H

La nature des erreurs de cartographie dépend des moyens capteurs pour ’acquisition des infor-
mations (camera, laser 2D, LADAR....) et des moyens mis en oeuvre lors de la phase de traitement.
Par exemple, en télédétection, & partir d’images acquises & bord de satellites d’observation, la fi-
nesse de restitution et les précisions de localisation des objets dépendent fortement de la résolution
des capteurs et de la connaissance que 1’on a des conditions de prise de vue et de I’expérience
des analystes d’images. De méme, en robotique, les processus de localisation et de cartographie
simultanées utilisant des capteurs actifs [TBF05] ne fournissent pas des cartes de méme qualité que
celles construites & partir de capteurs de stéréovision [Duf05]. Les sources d’erreurs sont en pra-
tique multiples et imposent de définir plusieurs indicateurs de qualité pouvant étre géométriques,
sémantiques, voire topologiques. De nombreux travaux se sont intéressés a la formalisation de ces
erreurs dans les bases de données géographiques comme celles produites et entretenues par 1’Ins-
titut Géographique National (IGN) [BHAQT|. Nous retenons pour nos travaux deux composantes
de la qualité :

— la composante géométrique qui tient compte de 'incertitude sur la position, dans un référentiel

donné, et sur la géométrie des objets de la carte,

— la composante sémantique et erhaustivité. La qualité sémantique correspond & ’analyse des
erreurs sur les attributs sémantiques. Sur ce point, on peut citer les travaux de [Bon02| sur
la modélisation des erreurs d’attributs dans une base de données géographiques et sa prise
en compte dans ’analyse de sensibilité pour une application de calcul d’itinéraires, grace a
I'utilisation des développements de grandes déviations. L’exhaustivité s’attache & analyser
la présence ou ’absence d’objets dans la représentation par rapport a ’environnement réel.
Le temps de construction de la carte et de son exploitation étant souvent trés différents, ce
critére est souvent trés important en pratique.

2.3.1.1 Qualité géométrique

Cette composante de la qualité est la plus importante et englobe souvent la notion de qualité
dans de nombreux contextes. Ceci s’explique par la grande difficulté et parfois le cotlit important
de la réalisation d’une cartographie suffisamment fidéle au monde observé. Cette composante de la
qualité est primordiale dans le cadre de ’application de localisation en environnement connu, qui
est 'objet de notre travail. En général, cet indicateur de qualité permet de caractériser deux types
d’incertitudes :

1. L’incertitude sur le positionnement, la hauteur et l'orientation globale des objets dans D.
Elle affecte ’ensemble des objets d’une zone de la carte homogéne sur le plan de la qualité.
Plusieurs causes peuvent étre & l'origine de ce type de phénoméne, comme la mauvaise ca-
libration des instruments de mesure ou la prise en compte d’informations fausses dans les
processus d’estimation lors de la réalisation de la carte [ZG02).

2. L’incertitude sur la description de la forme des objets, qui affecte individuellement chacun des
objets et qui peut étre notamment due & ['utilisation de capteurs non suffisamment résolus
par rapport aux objets d’intérét ou encore des hypothéses de modélisation grossiére retenues
lors de la cartographie.
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2.3.1.2 Incertitude associée a ’exhaustivité

On cherchera & modéliser le fait de disposer d’objets dans la carte qui ne sont plus présents

dans le monde réel lors de son utilisation dans une application. Cette source d’incertitude est trés
importante dans des applications sensibles, ou il est nécessaire de mettre en oeuvre des moyens,
souvent cotiteux, de détection de changement entre le moment de construction de la carte et de
son utilisation. Il convient donc de disposer de systémes robustes & ce type de changement, ou au
d’étre capable de mener des analyses de sensibilité, pour en mesurer 'impact et aider & une prise
de décision en connaissance de cause. On ne tient pas compte de 'autre aspect de I'exhaustivité,
tout aussi déterminant, qui mesure ’absence dans la carte disponible d’objets réellement présents
dans ’environnement. En effet, bien qu’il soit possible de générer des échantillons de cartes simu-
lant ce phénomeéne, cela reste en pratique difficile lorsqu’il existe une forte variété au niveau des
infrastructures de la zone d’intérét.
Par conséquent, I’exhaustivité est modélisée par une mesure de probabilité pour un objet d’étre
présent dans la carte de fagon erronée. Cette probabilité peut en pratique dépendre de plusieurs
facteurs : les caractéristiques géométriques de ’objet, les critéres de production (rapidité des opéra-
teurs, contraintes de délai...), rapidité d’évolution de la structure géographique de la zone d’intérét.
On supposera par la suite que cette information est connue et fixée pour une région de qualité et
une classe d’objets données :

Vji=1,---,nc,p(0O; € D) =pc,q €0, 1]. (2.2)

2.3.1.3 Modéle probabiliste des erreurs géométriques

Nous détaillons pour les deux classes d’objets les modéles probabilistes des erreurs pour le
critére de qualité géométrique, en précisant les hypothéses statistiques des erreurs associées aux
parameétres qui définissent la localisation et la forme des objets. On considére O;,j5 =1,--- ,n¢ un
objet de la carte moyenne disponible et son homologue O;’ de la carte observée C, tenant compte
des incertitudes géométriques.

Les objets de la classe batiment

On associe donc aux objets O; et O;’ respectivement l’ensemble des caractéristiques géomé-
triques et sémantiques (c/,¢’, Cy ,, hi, Cj ,hl) et (¢7,¢7, CPY Y, CPY, hlY) introduites dans la
section On suppose que ces deux ensembles sont liés par les relations suivantes :

vie{l,- N}y, (B,BJY)eCl,xCiY, BiY=Bi+a,
vie{l,---,Q), (S{,S{’y) €C] XY, SV =5 +e; (2.3)
hi’y = hg, + €, hg’y = h; + €n,,j-

Les processus modélisant les erreurs sur les sommets ou sur les hauteurs sont des vecteurs ou
variables aléatoires de structures gaussiennes.

€b,j ™~ N(Oﬂ E(b, QJ'))ﬂ €s,i ™ N(O,Z(S,qj‘))

2.4
€hp,j ™ N(Oa U}2L et ep, j ~ N(Oa U}2L ( )

p7Qj) 57Qj)

ou les matrices de covariances X(b, g;) et X(s, ¢;) de tailles 2 x 2 caractérisent I'incertitude sur les
parametres de position des sommets de la base principale et de la surélévation dans le repére R,.
Cette modélisation est relativement simple et peut conduire & des formes polygones incohérentes.
Des approches tenant compte de la corrélation entre les sommets et qui impose des déformations
globales de type affine, auraient pu étre utilisées. Il est donc possible de définir la probabilité de
chaque batiment observée en fonction de son homologue dans la carte moyenne, en faisant I’hypo-
these d’indépendance entre les erreurs sur les différents attributs. En particulier, dans I’hypothése
d’incertitudes gaussiennes :
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1 . e ) )
£(0710;) < exp{—5[Cy, — Gy 7] 204 Cly — GV}

(i — hiv)? (hi — hiv)?
x exp{———————}exp{————""—} (2.5)
20}21171‘11' 20-]2745#11'

1 . . ) .
x exp{—5[Cf., — GRS (01 - ci)

5,95

Les matrices X 4, et X, 4, sont les matrices de covariance associées au vecteur de sommets
de la base et de la surélévation éventuelle. Cette matrice peut dans certains cas contenir des
éléments traduisant la corrélation entre les erreurs au niveau de chacun des sommets. Dans notre
cas, I’hypothése d’indépendance impose la relation suivante :

Eb,qj :D’Lag E(b)qj)a ,Z(b, q]) et Es,qj :Dla’g E(S’q])a ,E(S,q])

Nfois Q fois

Les objets de la classe arbre isolé

Soit un objet O;’ € C, de la classe arbre auquel sont attachées les caractéristiques (pf;y, Ty, h{ly) €
R? x RT x RT, situé dans la zone de qualité d’indice ¢7. On considére son homologue O, dans la
carte C de composantes (p, 73, hi). On fait I'hypothése de modélisation suivante :

a’’ a’

Py o= Pl 4 i €t YN0, Ep, q))%

Pl
3y —  d ) ) 2
Ty = r,+ 6,,%, e'rg ~ N(07 O-Ta,q]')
VR — J ) ) 2
ha = hd+€hé’ ehé NN(O’O’ha,q]')'

avec Epj la matrice de covariance sur les coordonnées du point pJ dans le repére R,. En supposant
a

I'indépendance entre les différents processus, on peut en déduire la loi de 034 sachant O; donnée

par ’équation suivante

1. . s . .
L£(07105) o< exp{=5ph — PLI",, 0, IPh — P21} (2.6)
(B2 ()
xexp{fm}exp{fw}. (27)

2.3.2 Loi de la carte bruitée

Pour tenir compte de ’hétérogénéité de la qualité définie par la présence de n, zones Z;, i =
1---,n4 de niveaux de qualité différents, on fait I’hypothése que le vecteur de paramétres Oc¢ est
la concaténation de vecteurs de parametres ©;, 7 =1---,n4. Le vecteur ©;, 7 =1--- ,n4 contient
I’ensemble des parameétres des modéles d’incertitude des objets présents dans la zone Z;. A partir
des hypothéses de la section précédente et en supposant que les processus d’erreur associés aux
objets sont indépendants, la loi de probabilité de la carte globale de C, sachant C peut s’écrire :

cn@e) ] TI pes£(0V105). (2.8

i=10;€Z;,1<jnc

ot les densités E(O?|Oj) sont fournies par les équations () pour les objets de type batiment et
Z38) pour les objets de la classe arbre.
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2.4 Modéle sur la structure spatiale de C

Lorsque ’on observe un environnement de type urbain ou péri-urbain, on peut remarquer 1’or-
ganisation spatiale des infractructures. Cette organisation peut étre traduite par des relations entre
les objets. Cette analyse sera importante pour notre processus de génération de carte car ’appli-
cation stricte du modéle d’incertitude présentée dans la section précédente, via 'utilisation d’une
approche simple de Monte Carlo, peut conduire & des réalisations de cartes trop éloignées de la
réalité percue lors de la phase de production de la carte. Plusieurs travaux de recherche ont été
proposés pour tenter de modéliser la structure spatiale en environnement urbain. On peut citer
notamment les approches visant & développer des méthodes automatiques pour la généralisation
automatique de cartes a différentes échelles [Reg98| [ADD04]. On peut également retenir les ap-
proches statistiques basées sur les processus ponctuels [Ort04] [LDZPDO0S]]. Nous introduisons tout
d’abord le formalisme général des relations, avant de préciser celles qui seront retenues et adaptées
a notre contexte.

2.4.1 Formalisme des relations

Le formalisme des relations est un moyen permettant de capturer les interactions entre les objets
observés, qui contribuent ainsi & modéliser la structure spatiale inhérente & la zone cartographiée.
C’est donc une composante de plus haut niveau qui autorise des raisonnements sur des groupes
d’objets. Nous commencons par présenter quelques définitions de base sur les relations.

2.4.1.1 Définitions

Définition 1 Une relation simple sur une C est une application Rs de C dans l’ensemble des
parties P(C) de C qui permet d’identifier l'ensemble des liens entre des objets de la carte au sens
d’un critére donné :

R : C — P(C)
{01,...,Onc} —>R5(C)

telle que : Vr € Rs(C), rCC

Une relation simple caractérise donc les groupes d’objets de la carte similaires dans une certaine
mesure. Les groupes d’objets € R,(C) ainsi constitués sont appelés des composantes ou des
cliques si on se place dans un cadre de modélisation équivalent & celui des champs de Markov. Le
fait qu’une relation soit simple n’implique pas que les composantes soient complétement disjointes.
A titre d’exemple, deux objets peuvent étre considérés en relation s’ils sont suffisamment proches
dans l'espace. Intéressons nous & I’exemple de carte de la figure 22 ou les objets sont modélisés par
des cercles. Si les composantes sont obtenues & partir des couples d’objets distincts spatialement
proches, la relation simple et symétrique R, correspondante est I’ensemble des couples d’objets :

RP(C) = {(017 02) ) (Ola 04) ) (027 04) ) (047 05) ) (O5a 06) ) (OGa 07) ) (077 08) ) (OGa 08)} (29)

On peut également construire des relations plus complexes a partir de plusieurs relations simples
différentes faisant intervenir des ensembles d’objets distincts et modéliser des structures spatiales
plus complexes avec une notion de hiérarchie. Nous utiliserons en particulier cette notion pour
modéliser I’alignement de triplets d’objets de la carte en vérifiant d’abord qu’ils sont proches, puis
que la différence entre les orientations formées par les objets pris deux a deux sont peu différentes.

Définition 2 Une relation étendue R, est une application de C dans P((C)') ou | est un entier
positif définissant le nombre de relations simples impliquées dans la réalisation de R..

R, : C — P((C)
C= {01, ,On(c)} — RG(C)

telle que : Vr € R.(C), r=(ry,..,r) awecV1<i<l,r, CC
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Os

Fia. 2.2 — Exemple de carte avec 8 objets.

Reprenons notre exemple de la figure £ et considérons les triplets de cercles alignés. Les objets
doivent d’abord vérifier la relation de proximité. Les paires & considérées sont fournies par I’équation
23 La carte fait apparaitre uniquement deux relations d’alignement R,

R4(C) = {(01,04,05) ,(05,06,07)} . (2.10)

On peut noter que contrairement & une relation simple, les objets ne jouent pas le méme role.
En effet, I’objet central joue un role tout a fait particulier pour ’alignement.

2.4.1.2 Propriétés sur les relations

La notion de relation étant définie, nous précisons maintenant certaines propriétés associées
aux relations qui seront utiles par la suite. On note R ’ensemble des relations simples et étendues
définies sur une carte C donnée.

Définition 3 Soit R € R. Le cardinal de R pour C est défini par :
c(R,C) = tR(C)

Il correspond donc au nombre de composantes construites a partir des objets de la carte C au
sens de la relation R. Nous considérons des relations particuliéres qui impliquent un nombre fixe
d’objets. Ainsi, nous supposerons que toutes les composantes de la carte au sens d’une relation R
sont constituées d’un nombre ¢(R) d’objets. A ce stade, il est essentiel de ne pas confondre les deux
quantités c¢(R) et ¢(R,C). Dans 'exemple précédent, les composantes de la relation R, comportent
deux objets. On a donc ¢(R,) = 2. Pour la relation d’alignement, on a par contre ¢(R,) = 3. Pour
la carte présentée a la figure L2, on a ¢(R,,C) = 8 et ¢(Rq,C) = 2.

Définition 4 On peut également définir le voisinage de C au sens de la relation R qui est [’ensemble
des objets de la carte qui sont impliqués dans au moins une composante :

V(R,C) ={0O € C,3r € R(C) impliqguant O}

La notion de voisinage permet de définir une segmentation entre les objets participant & une
composante associée a la relation R et les autres. On note ny(R,C) le cardinal de V(R,C).



Modeéle sur la structure spatiale de C 23

Cette grandeur associée au paramétre ¢(R,C) permet de distinguer des structures de cartes dif-
férentes au sens de la relation R. En effet, on peut avoir deux cartes avec un nombre iden-
tique d’objets et de composantes pour une relation R. Cependant, plus ny(R,C) est impor-
tante, plus les composantes sont isolées et partagent peu d’objets. Pour notre exemple introduc-
tif, nous avons V(R,,C) = {01,02,04,05,06,07,0s} et ny(R,,C) = 7 alors que V(R,,C) =
{01,04,05,06,07} et nv(Rp, C) =5.

Enfin, il semble intéressant d’introduire un critére qui lie un objet particulier de la carte & une
relation R.

Définition 5 Le voisinage d’un objet O; de C au sens de la relation R apporte une information
sur le degré d’implication de cet objet dans la structure de la carte :

V(R,C,0;) ={0; € C —{0,},3r € R(C) impliquant O; et O;} .

La taille de cet ensemble permet notamment d’analyser si un objet est plus ou moins en interaction
avec un nombre plus ou moins important d’objets de la carte. On peut également en déduire une
information sur la structure des cartes et ’exploiter pour comparer plusieurs instances bruitées
d’une méme carte. Revenons & notre exemple de carte composée des disques O;,i = 1,---,8. Si
I’on s’intéresse aux objets O4 et Og, le cardinal de leur voisinage est 3 car ils sont en relation avec
trois objets, contrairement aux objets O1,Os, O5, O7, et Os.

2.4.1.3 Parameétres d’une relation

La notion de relation est basée sur la mise en oeuvre de régles permettant d’associer des objets
entre eux. Nous avons présenté dans le paragraphe précédent un ensemble de critéres associés
4 une relation donnée en nous appuyant sur une analyse de ses composantes déduites de son
application sur une carte. Nous complétons ces éléments par un jeu de paramétres plus global.
Les régles qui permettent de définir une composante d’une relation sont en général déterministes,
comme la proximité caractérisée par un seuil sur la distance entre objets. Dans certains cas, il
peut étre important de pouvoir relacher les contraintes associés a ces critéres. Cet aspect est
primordial lorsque 'on fait évoluer "agencement des objets, tout en cherchant & maintenir une
certaine cohérence spatiale. De fagon similaire & 'approche proposée dans [Orf01], on définit des
paramétres sur les relations qui permettront notamment de les comparer.

Définition 6 La précision d’une composante v d’une relation R construite & partir d’objets de
la carte C est une application de R(C) a valeurs dans [0, 1].

u: R(C) —10,1]
r — ur(C)(r).

En pratique, on cherchera & disposer de composantes de relations suffisamment précises. Si nous
revenons & notre exemple, une paire de cercles en relation, selon le critére de proximité peut étre
considérée de précision maximale tant qu’il n’y a pas de chevauchement. La précision peut alors
étre décroissante en fonction du taux de recouvrement. A partir des précisions individuelles de
chaque composante présente dans C au sens de R, on peut élargir cette notion de précision & la
carte dans sa globalité.

Définition 7 La précision d’une relation R pour une carte C se définit par :

UR(C) = {(R—c) e unl€)r) i o(R,C)#0,
0 sinon.
Grace a ce paramétre, il est possible de comparer deux cartes identiques en termes de nombre
d’objets et de composantes pour une méme relation mais différentes. Ceci autorise également une
certaine particularisation des composantes dans une carte. En plus du paramétre de précision d’une
carte pour une relation, on considére deux autres grandeurs qui sont I'intensité et la diffusion.



24 chapitre 2
Définition 8 L’intensité d’une relation R pour une configuration C est le nombre défini par :

o - (5481 en o
0 Sinon.
Cette grandeur apporte une mesure du nombre moyen de composantes aux sens de la relation R
auxquelles appartient un objet de la carte, sachant qu’il appartient & au moins une composante.
Une valeur importante de ce paramétre montre que les composantes de la carte pour la relation
considérée partagent un nombre important d’objets. En particulier, lorsque les composantes sont
disjointes deux & deux, on a forcément Ir(C) = 1. Le paramétre de diffusion d’une relation fournit
une mesure du pourcentage d’objets participant & une composante.

Définition 9 La diffusion d’une relation R se définit par :

. nv(R,C)
dr(C) = =5 =

On peut noter que dans le cas de configurations de carte avec un nombre fini et fixé d’objets (i.e. n¢
est une constante), le taux de diffusion est directement lié au nombre d’objets de la carte impliqués
dans une relation R. La valeur maximale atteignable est 1 et correspond au cas ou tous les objets
de la carte participent & au moins une composante de la relation R. Un taux de diffusion faible
indique donc une configuration de carte avec un nombre important d’objets « isolés » dans la carte
au sens de la relation R.

Nous avons introduits les éléments généraux sur les relations d’une carte. Nous proposons dans
la suite d’appliquer cette modélisation & notre cartographie pour définir une méthode permettant
de caractériser la structure spatiale des objets qui la composent. Nous présentons donc un ensemble
de relations sur les objets batiments et arbres.

2.5 Formalisme des relations appliqué a une carte vectorielle

Nous considérons plusieurs types de relations sur notre modéle de carte. On rappelle que la
carte contient deux classes d’objets, batiments et arbres, avec des caractéristiques géométriques
spécifiques a chaque classe. Les relations proposées visent & décrire la proximité en termes de locali-
sation (relation géographique) et de ressemblance géométrique (relation de forme), et I’agencement
relatif (relation d’alignement) des objets dans I’espace.

2.5.1 Proximité géographique

On peut définir la relation de proximité géographique Rs en considérant une distance calculée
A partir des projections au sol des objets. Plusieurs distances peuvent étre utilisées, classiquement,
la distance euclidienne ou encore la distance de Haussdorf qui mesure la distance minimale entre
deux contours. Notons, dg la distance choisie.

Définition 10 Soient (O;,0;) € C x C un couple d’objets de la carte. Ils forment une composante
au sens de la relation simple Rg lorsque

dg(Oi,Oj) < dg
ol dg est le seuil sur la distance fizé. On utilise alors la notation O; Rg O;.

Nous détaillons le mode de calcul de cette relation pour les différentes classes d’objets de la carte,
ainsi que les parameétres associés présentées en
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d(0;, 0;5)

F1G. 2.3 — Distance entre un arbre et un batiment.

Entre des objets de la classe bdtiment. On considére la distance euclidienne entre les poly-
gones décrivant I’emprise au sol des objets. Un tel calcul peut étre réalisé en utilisant des algorithmes
classiques de géométrie [Rou9g|

dc(0s, OJ) = d(Cli),bﬂ Ci,b) (2.11)

ou Cj , et CJ, sont des vecteurs construits & partir des coordonnées des sommets des polygones
modélisant l’émprise au sol des objets. On peut noter que ¢(R¢g) est invariant et vaut 2. Pour
définir le paramétre de précision de cette relation, on congoit bien que des configurations de cartes
contenant des intersections non vides de batiments ne sont pas acceptables dans un monde réel.
La mesure de précision d’une composante de batiments associée & Rg doit donc tenir compte de
cette contrainte. Soit A(O; N O;) laire de la partie commune aux emprises au sol des deux objets.
On définit la précision de la composante r = (O;, 0;) de la facon suivante :

0 si A(OlﬁOj)%O

. (2.12)
1 sinon.

ure(C)(r) = {

Entre un objet arbre isolé et un bdtiment. La distance est obtenue & partir de la distance
entre le rayon du disque caractérisant I’emprise au sol de ’arbre et le polygone définissant ’emprise
au sol du batiment (cf. figureZ3)). Si O; est de la classe arbre et O; de la classe batiment, la distance
est calculée de la facon suivante :

d(pt, Ci,b) —ri sid(p, Ci,b) > rl (2.13)
0 sinon. ' )

da(0;, 0;5) = {

Une intersection non nulle entre un batiment et un arbre est admissible dans une certaine

mesure. La précision de la composante r = (O;, O;) pour R doit tenir compte de cette intersection

éventuelle, tout en garantissant qu’elle reste modérée selon un critére donné. On propose donc

de définir une mesure qui tienne compte de la surface d’intersection relativement aux surfaces

élémentaires des emprises au sol des objets. Notons A, = min(A4(0;), A(O;)) le minimum des
aires des emprises au sol et €., = A(O; N O;)/Amin, qui mesure la surface relative intersectée.

0 siew>e€,
Yo (C)(T) B {1 sinon '
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e;rb est la surface relative maximale admissible qui est une donnée fixée a priori.

Entre des objets de la classe arbre. En ce qui concerne les objets de la classe arbre, le calcul
de distance est réalisé & partir des centres et des rayons des zones d’influence respectives des objets
en relation :

d(pfzap?z) - T.; - lez si d(pfzap?z) > (Tllz + r't]z)

. (2.14)
0 sinon.

da(0;, 0;5) = {

Lorsque la distance entre deux objets de la classe arbre est nulle, les objets s’intersectent. L’in-
tersection est admissible dans une certaine mesure. En considérant les caractéristiques des disques
d’influence respectifs, on peut traduire cette contrainte d’interaction partielle et définir un critére
de précision adapté.

— L’intersection est nulle, la précision d’une composante «(C, Rg)(r) est maximale et vaut 1.

— Lorsque l'intersection est non vide,

0 sid(pd,pl) <max(ri,ri), (a),

a’’a

ur(C)(r)=<¢1 si d(ph pj)—max(ri,rl) <ot (b).

min(ri,ry) aa’

0 sinon.

avec €}, € RT un seuil fixé. Le cas (a) correspond & une situation ot I'un des deux arbres (en
Poccurence celui de diamétre inférieur) est inclus dans l'autre. Le critére (b), qui dépend de la
distance entre les centres respectifs et des rayons est équivalent & une mesure de surface relative
de intersection entre les objets (Cf. Figure Z4).

O; i

(a) (0)

F1a. 2.4 — Mesure de précisions de R pour deux arbres (cas (a) et (b)).

2.5.2 Proximité de forme

Dans certaines zones géographiques, les régles de construction imposées se traduisent parfois par
une forme d’homogénéité des infrastructures. Ainsi, dans certains cas, il n’est possible de construire
des batiments que dans une gamme prédéfinie. De méme, dans les espaces urbains ou les foréts, on
ne peut implanter que des arbres respectant un certain gabarit. On peut alors définir une relation
de proximité en termes de ressemblance Rp qui concerne des objets de méme nature. On notera
Rp ce type de relation que nous précisons pour nos deux familles d’objets. Cette relation peut
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étre caractérisée par des métriques qui permettent de caractériser la forme de certaines parties des
objets et leur hauteur.

Définition 11 Soit (O;,0;) € C x C un couple d’objets de la carte C qui appartiennent a la méme
classe. Ils forment une composante au sens de la relation Rp si

dr(0;,05) :=dp(F(0:), F(0y)) < df.

ot cf} est un vecteur de seuils fixés dont la dimension dépend de la nature de 'objet et d(F(0;), F(0y))
est un vecteur de paramétres mesurant la distance en termes de forme des objets. On wutilise alors
la notation O; Rr O;.

Précisions les vecteurs de distances et les paramétres de précision des composantes pour les deux
configurations possibles (arbre-arbre et batiment-batiment).

Entre objets de la classe arbre. La forme d’un objet arbre est caractérisée par sa hauteur et
le rayon de son emprise au sol. La proximité selon Ry entre deux arbres est déterminée & partir de

-

ces deux paramétres. Le vecteur d(F(O;), F(O;)) est de dimension 2 avec

d(F(0:), F(0;))= (Iri, = ri| ki — hE])" (2.15)
La précision de la relation est obtenue en considérant la norme du vecteur d(F(O;), F(0j)). On
estime que cette précision est décroissante en partant de la valeur 1 pour une ressemblance stricte,
pour atteindre une valeur minimale w,,;, > 0 associée & une mesure calculée & partir des compo-
santes du vecteur des seuils J;C On peut considérer une décroissance linéaire ou plus lisse pour la
fonctionnelle f, définie. Dans notre application, nous retiendrons ’hypothése suivante pour f, :

ur, (C)(r) = fa(lld(0:,0,)]])
avec f,(0) =1 et fu(|ldf|]) = ug, > 0.

Entre objets de la classe bdtiment. Pour les objets de la classe batiment, la mesure de
ressemblance considérée est basée sur des paramétres caractérisant la forme de ’emprise au sol et
la hauteur de la partie principale. Les paramétres décrivant la forme de 'emprise sont déduits de
représentations appropriées du contour polygonal ou de la surface associée [SS95]. Nous retenons
la représentation angulaire pour sa simplicité de mise en oeuvre mais d’autres descripteurs, bien
connus dans le domaine de Reconnaissance des Formes (descripteurs de Fourier...), peuvent étre
exploités.

Définition 12 Considérons un polygone simple, donc sans intersection entre ses segments. La
fonction angulaire associée o(s) est une application de [0,1] dans R qui décrit lorientation des
segments du polygone normalisés par leurs longueurs. Cette orientation est prise par rapport d un
azxe de référence.

La figure B illustre le calcul de cette fonction sur un exemple de polygone & quatre segments avec
un point d’origine en A et I'axe de référence donné par le segment d’indice 1. L’inconvénient de
cette fonction est sa dépendance par rapport a origine et le fait qu’elle ne satisfait pas la propriété
d’invariance par rapport & une rotation élémentaire. Le calcul de la distance de forme entre deux
objets doit donc en tenir compte. En effet, une différence de choix du point d’origine introduit
un décalage circulaire de la fonction angulaire, et une rotation introduit un décalage constant en
ordonnée. L’expression de la distance finalement retenue est donnée par :

. 1
minse(o,1],acr fo |oz(s +_t) —0;(s)+alds

d(F(0;), F(0;)):= ki, — hi| (2.16)
s — b

Elle mesure donc la différence en valeur absolue des surfaces formées par les fonctions angulaires
des deux objets. La mesure de précision associée est définie en considérant une combinaison linéaire
des composantes du vecteur précédent et, comme pour les objets arbres, définie comme suit :
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2

0

FiG. 2.5 — Calcul de la fonction angulaire pour un polygone.

ur (C)(r) = fo(d(F(0:), F(0;)))

avec f,(0) = 1 et fy(d}) = ub, > 0.

2.5.3 Relations d’agencement

La derniére relation considérée dans le cadre de notre étude s’intéresse a ’agencement au sens
de l'alignement d’objets de méme nature suffisamment proches en termes de localisation. Contrai-
rement aux relations définies précédemment, qui étaient des relations simples et symétriques, la
relation d’alignement peut étre étendue et asymétrique. On considére des alignements

— entre des paires de batiments,

— entre des triplets d’arbres isolés.

On note respectivement R} et R2 la relation d’alignement entre des batiments et entre des arbres.
R} est encore une relation simple, alors que R? est étendue.

2.5.3.1 Définition de R..

La définition de la relation d’alignement R. nécessite au préalable de caractériser I’ orientation
d’un objet batiment. On suppose que cette orientation coincide avec celle du polygone représentant
I’emprise au sol. La forme du polygone pouvant étre complexe, on peut étre amené & considérer
plusieurs méthodes de calcul de cette caractéristique. On peut en effet s’intéresser & 'orientation
globale ou & l'orientation imposée par les facades. L’orientation globale est obtenue par le calcul
des axes principaux de la forme de la base. Pour caractériser ’alignement entre deux batiments,
elle s’avére moins pertinente. Il existe plusieurs méthodes pour déterminer ’orientation des murs
[Reg98][DBB*01]. Celle retenue dans nos travaux consiste a prendre pour un batiment orientation
du plus long segment de son emprise au sol. Soient (O;,0,) deux objets batiments vérifiant la
relation d’alignement. On introduit ¢; et ¢; les orientations calculées & partir du plus long segment
de leurs bases respectives. Les angles ¢; et ¢; sont choisis dans [—F, Z]. Sur 'exemple de la figure
.0, l'orientation de l'objet O; est donnée par le segment 4 et celle de O; par 1 :

La condition d’interaction est la suivante

0i R O,

0; R O; ssi
G { |6 — 651 < 36
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F1G. 2.6 — Alignement, de deux batiments.

Nous avons défini un critére de précision pour la relation simple Rg, qui permet de pénaliser
les intersections de batiments. Pour la relation d’alignement, la précision doit également tenir
compte de cette contrainte. Un autre critére doit étre ajouté pour tenire compte de I’écart entre
les orientations définies par ¢; et ¢;. Pour une composante r = (O;,0;) au sens de R}, on définit
la précision en utilisant les régles suivantes :

0 si A(O;NO;) #0
up (C)(r) = .
Ra( )(r) {f;(w% — ¢;|) sinon. =10

ot fl est une fonction décroissante définie sur [0, 1] vérifiant f1(0) = 1 et f1(5¢) = u2! > 0.

2.5.3.2 Définition de R?

Soient (O;, O;, O) trois objets de la classe arbre vérifiant la relation d’alignement. On introduit
¢ €] — m,7),l = i,7,k les angles du triangle formé par les sommets (pi,p, p¥). La condition
d’interaction pour la relation d’alignement est réalisée lorsqu’au moins 1'un des trois objets est en
interaction selon Rg avec les deux autres et que ’angle au sommet associé est proche de la valeur
7. Sans perte de généralité, supposons que O; est 'objet central (cf. figure EZ7), on en déduit que
le triplet (O;, O;,Oy) est une composante de la relation d’alignement R?2 si et seulment si

0:iRc0; & O,ReO;
T— 002 < ¢ < T+ P2

On utilise alors la notation O; RZ O; R% Oy,. La précision d'une composante de cette relation est
déterminée & partir de la précision d’une composante de la relation R et en considérant la qualité
de l’alignement définie par le seuil §¢2. Soit r = (0;,0;,0y) la composante associée au sens de
R% on a

0 si urg (C)((05,05)) = 0 ou ure (C)((O5,O0)) =0

I2(|¢; — w|)  sinon. (2.18)

urz (C)(r) = {

ot f2 est encore une fonction décroissante définie sur [0, 1] vérifiant f2(0) = 1 et f2(5¢) = u22 > 0.
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Oy

F1G. 2.7 — Alignement des arbres.

2.6 Conclusions du chapitre

Nous avons introduit dans ce chapitre le modéle de carte qui sera utilisé dans la suite de ce
manuscrit. Il permettra de proposer une approche permettant d’analyser I’impact des incertitudes a
priori sur I'information cartographique sur certaines missions d’un systéme mobile robotisé, comme
la navigation & partir d’une carte de référence de I’environnement d’évolution. Le modéle présenté
considére une base cartographique composée pricipalement de deux familles d’objets. La premiére
représente des infrastructures de type batiments alors que la seconde s’intéresse aux arbres. Bien que
cela puisse sembler restrictif, les éléments géométriques manipulés sont suffisament représentatifs
pour présenter nos développements qui doivent sans grande difficulté se généraliser & une base
d’objets plus riche. En outre, nous avons explicité la notion d’incertitude, en considérant les erreurs
géométriques et d’exhaustivité associées aux objets. La modélisation retenue est stochastique, avec
des notions de bruits sur les paramétres de localisation et de forme des objets. La densité de
probabilité d’une carte bruitée reflétant cette incertitude & partir d’une carte moyenne donnée a
donc pu étre déduite. Dans un second temps, nous avons proposé un mécanisme de haut niveau qui
s’applique sur I’ensemble constitué par les objets, afin de disposer d’une capacité de modélisation
des interactions éventuelles entre objets. Ce formalisme s’appuie sur la définition de la notion de
relations simples ou étendues sur la carte. En particulier, pour notre modéle, nous avons présenté
trois types de relations - proximité géographique, proximité de forme et alignement - pour lesquelles
nous avons précisé les parameétres caractéristiques de précision. Les critéres de précision, d’intensité
et de diffusion pour une relation définis dans ce chapitre seront trés utiles. En effet, sur la base
de ces éléments de modélisation et en s’appuyant sur des résultats théoriques sur les processus
aléatoires que sont les processus ponctuels marqués, qui seront plus largement présentés dans le
chapitre suivant, nous allons proposer une démarche permettant de générer de fagon contrélée un
échantillon de cartes représentatif de 'incertitude a priori et de la structure spatiale.



Chapitre 3

(zénération controlée de cartes
Incertaines

Ce chapitre aborde la problématique de génération d’un échantillon de cartes représentatif de
lincertitude sur les objets d’une carte fournie a priori. L’approche que nous proproseront vise
& garantir autant que possible le maintien de la structure spatiale de la carte initiale lors du
processus de simulation. Nous nous plagons dans le cadre formel des processus de points marqués
(ou ponctuels marqués), que nous introduisons briévement dans un premier temps. Enfin, nous
définissons le mode de représentations cartographiques, en sortie de la méthode de simulation, qui
sera au final exploité dans la suite des travaux.

3.1 Quelques résultats sur les processus ponctuels

Un processus ponctuel est associé & une variable aléatoire dont les réalisations sont des confi-
gurations de points d’un espace K donné. Dans certaines situations, il peut étre important de
considérer une notion plus étendue de points de K en y ajoutant des caractéristiques & valeurs
dans un espace prédéfini M. Ceci permet d’introduire une classe particuliére de processus ponc-
tuels que sont les processus ponctuels marqués, définis sur K x M. Pour illustrer notre propos,
reprenons ’exemple du chapitre précédent avec les disques dans le plan. L’espace K est dans ce cas
assimilable & R?, les centres des disques sont les points d’un processus ponctuel représentatif de
configurations de N € N disques dans le plan. Ce processus devient un processus ponctuel marqué
lorsque I'on attache, par exemple, & chacun des points le rayon du disque associé. Dans ce cas,
I’ensemble des marques M est équivalent & Rt.

Le processus ponctuel le plus simple est le processus ponctuel de Poisson, qui considére la généra-
tion de configurations de points uniformément répartis dans K, et dont le nombre N suit une loi
de Poisson

v(K)™
p(N =n) = e*V<K>(—'). (3.1)
n!
ou v(K) est une mesure adaptée sur K supposée probabilisable. Nous ne détaillerons pas les
bases théoriques des processus ponctuels, mais uniquement les résultats qui seront utiles & notre
besoin de génération de cartes. Les ouvrages [SS95], [VL95] et la synthése proposée par le mémoire
de these [Ort04] constituent d’excellentes références pour aborder le sujet.

Densité d’un processus ponctuel.

Nous allons maintenant introduire plus précisément la notion de processus ponctuel sur un espace
K donné, qui, dans bien des cas, est de la forme R? d > 0. Pour tout n € NT, on considére K, 1es-
pace composé de toutes les configurations de points de taille n. On notera x = {x1,--- ,x,} € K™
une configuration de K,,. La configuration vide, qui ne contient aucun point est notée Ko = {0}.
Le processus ponctuel fini X est une mesure de probabilité définie sur un espace de probabilité

31
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qui prend ses valeurs dans (K = U2 (K, K), ou K est une tribu sur K adaptée. La densité du
processus ponctuel X se définit alors par rapport au processus ponctuel de Poisson qui constitue la
mesure de référence. Si on note f(x) la densité non normalisée de X définie de 'espace des confi-
gurations de X dans RT, on peut montrer qu’il est possible sous certaines conditions de définir
une chaine de Markov (X.)e>o & valeurs dans K convergente vers la loi de X [GMO94][VL95]. Ce
résultat est intéressant car il indique qu’il est possible d’approcher la loi de X par échantillonnage,
en s’appuyant sur une chaine de Markov suffisamment bien construite. Notre objectif est de propo-
ser une méthode permettant de simuler des configurations de cartes & partir d’une représentation
observée bruitée, tout en respectant les contraintes imposée par la structure spatiale des objets.
Pour cela,

1. nous montrons qu’il est possible de considérer une carte comme la réalisation d’un processus
ponctuel dont la loi densité est connue a une constante de normalisation prés,

2. nous adaptons algorithme de Metropolis-Hasting Green (MHG), proposée dans [GM94],
pour échantillonner la loi associée par une approche de type MCMC (Monte Carlo Markov
Chain).

Nous présentons d’abord, sous sa forme générique, ’algorithme proposé par Geyer et Moller
[GM94] pour I’échantillonnage de la loi non normalisée d’un processus ponctuel. On cherche donc
a construire une chaine de Markov {X.} dont I’espace d’états est ’ensemble des configurations
de X, X = {x € Q|f(z) > 0} et de loi w(.) convergente vers f(z). L’idée principale est de définir
des opérateurs sur l’espace des points permettant de modifier & chaque étape de ’algorithme la
configuration de points courante. La forme des opérateurs dépend des caractéristiques du processus
ponctuel et de la performance recherchée en termes d’échantillonnage. Pour un processus avec des
configurations d’objets de taille fixée et égale & n, ’algorithme de MHG dans sa version la plus
simple est ’algorithme [l présenté en page

Algorithme 1 Algorithme générique de simulation d’un processus ponctuel

Supposons X, =z € X la configuration courante a I’étape e.

1) On effectue la transition vers I’état X.11 = (z U () \ n de méme dimension en remplacant le
point 1 choisi de facon aléatoire dans = par le point  suivant un opérateur de proposition
Q(.) défini sur K x M.

2) On accepte la proposition de changement d’état avec une probabilité o = min(1, R) en consi-

dérant le rapport,
_ I(@U9A\m)
fl)

3) on retourne a ’étape 1) puis on incrémente e jusqu’a convergence aprés un nombre d’itérations
suffisants.

(3.2)

Aprés convergence, il est alors possible d’obtenir un jeu de configurations simulant le processus
ponctuel cible. Pour garantir la convergence de la chaine ainsi construite les opérateurs de proposi-
tion de modifications des objets doivent vérifiés certaines propriétés [VLI5| [Ort04]. Nous proposons
une méthode de génération controlée de cartes qui sera basée sur cet algorithme, en définissant la
loi du processus ponctuel reflétant les spécificités de notre carte et en proposant des opérateurs de
proposition appropriés a la structure de notre probléme.

3.2 Utilisation du formalisme des processus ponctuels

Nous allons utiliser le formalisme de processus ponctuel pour représenter la carte métrique que
nous avons introduite au chapitre précédent. Une réalisation de carte bruitée sera considérée comme
une configuration d’un processus ponctuel, aussi noté C et défini sur D, une partie de R2. D est,
par exemple, un pavé de la forme [x_, 4] X [y—, y+] qui délimite la zone d’intérét. Un objet de la
carte est un point marqué de D dont les marques sont les attributs qui le caractérisent. Pour notre
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hypothése de modélisation, un objet de la carte est un point marqué de R? auquel sont associées
les caractéristiques définissant notamment

— sa classe d’appartenance et sa zone de qualité,

— sa géométrie.
Ainsi, pour les objets de type bdtiment, on choisira pour point représentatif le barycentre des
sommets de I’emprise au sol. L’espace des marques associé est alors de la forme surivante

N
My:={ 1 }x{ 1,---,n, }x D X RT X DY X RT.
~—~ . , ~—~ ~—~
classe zone de qualité sommets base  hauteur principale sommets surélévation  hauteur principale

Pour les objets de la classe arbre isolé, le point est le centre du disque et I’espace des marques
est donné par

My={ 2 }x{ 1,---,n, } x R" x R"
~—~ ~— ~—
classe rayon hauteur

zone de qualité

On peut remarquer que ’espace M, est un sous espace de M. On peut donc supposer que
I’espace des marques pour l’ensemble des objets de la carte est en réalité équivalent & M. Le
processus ponctuel étant précisé, nous devons maintenant déduire I’expression de sa densité.

3.3 Loi d’une configuration £(C|C,)

Dans le chapitreBl, nous avons précisé les modéles d’incertitude associés aux objets présents dans
la carte. Nous avons également introduit un formalisme basé sur la définition de relations traduisant
différentes formes d’interaction entre les objets, afin de représenter ’organisation spatiale des objets.
Nous allons définir un équivalent d’une densité a posteriori £(C|C,) pour les cartes bruitées carte
a partir de la connaissance de la carte observée C, disponible. Cette densité est construite & partir
de la loi £(Cy|C) qui tient compte de 'incertitude de la carte observée et d’une loi dite a priori
L(C), construite a partir des relations et liée a la structure spatiale de la carte.

3.3.1 Loi a priori £(C) sur la base des relations

L’approche présentée ici s’inspire des travaux de [Ort04] sur 'extraction de batiments a partir
d’un modéle numérique d’élévation repésentant sur une grille ’altitude d’une zone géographique.
On définit la loi a priori d’une configuration & partir des relations. Dans le chapitre Bl nous avons
introduit des relations de proximité géographique Rg, de proximité de forme Rp et d’alignement
R} et R2. Pour une relation, nous avons également, vu qu'il était possible de la caractériser pour
une carte donnée par trois critéres principaux : la précision U, l'intensité [ et la diffusion D.
En particulier, sur quelques exemples, nous avons montré que les valeurs de ces trois critéres
renseignaient sur la structure spatiale de la carte au sens des relations considérées. L’idée consiste
donc & spécifier la loi a priori de la carte, en attachant un modéle probabiliste & ces grandeurs. Soit
(Ur, Ir, DR) le vecteur de paramétres de la relation R, qui correspond & la structure de la carte
moyenne autour de laquelle on souhaite simuler des réalisations de cartes bruitées. On considére la
loi de probabilité suivante pour la relation R :

fr(C) < f1(C,R)fp(C, R)fu(C, R) (3.3)
ou les lois sur les paramétres sont supposées gaussiennes
f1(C,R) ~ NI, 07 )
fu(C,R) ~ N (Ug, o, ) (3.4)
fp(C,R) ~ N(Dg, 0%13).
Les paramétres ip € R, i € {I, D,U} permettent de placer le mode principal de la loi et o7 €

R*, i € {I,D,U} caractérisent la dispersion autour de ce mode. Lorsque plusieurs relations sont
impliquées, on généralise cette densité de la maniére suivante :
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£(C) o [] £r(©). (3.5)
R

En pratique, on est confronté aux choix des parameétres de la loi (ir, 07 ;) pour chacune des
relations pour disposer d’une connaissance compléte de la loi. Dans notre cas, nous souhaitons
obtenir des représentations de carte autour de la carte observée. Les paramétres ip peuvent étre
fixés en analysant la structure spatiale de la cartographie disponible C,. Le choix des valeurs des
parameétres de dispersion o} est réalisé par l'utilisateur en fonction du niveau de souplesse qu’il
souhaite se donner lors de la génération des cartes bruitées par rapport & la structure de la carte
observée. Si on s’autorise des réalisations bruitées de carte avec une organisation spatiale trés
différente de la carte C,, il faudra imposer des paramétres de dispersion importants. Inversement,
une rigidité sera assurée en fixant des variances faibles.

Sur la figure Bl nous avons représenté les composantes de la relation de proximité Rg pour un
exemple de carte C composée de 53 objets de types batiments arbres, et pour trois seuils fixés sur
les distances « bati-bati » (bleu foncé), « bati-arbre » (rouge) et « arbre-arbre » (cyan). Dans
cette configuration, tous les objets sont en relation avec au moins un voisin et sans intersection.
La diffusion Dp,, (C) est donc maximale et vaut 1, de méme que la qualité de la relation Ug, (C).
On dénombre 122 composantes pour Rg. La cardinalité de cette relation valant 2, on en déduit
une intensité Ip, (C) = 4.61. On peut noter la segmentation de la carte due a 'applicationdes des
différentes relations. En effet, on peut identifier environ cinq groupes d’objets. On comprend bien
que des modifications aléatoires qui ne tiendraient pas compte de cette structure modifieraient la
perception de ces groupes d’objets.

Par exemple, si ’'on modifie globalement le groupe d’objet en haut & gauche sans casser les liens, la
segmentation n’est pas modifiée, mais toute modification d’une sous-partie de ce groupe entrainerait
P’apparition d’un groupe supplémentaire. Un déplacement important du batiment numéro 25 va
causer la suppression des liens avec les objets 53 et 26, donc deux relations en moins et un objet
isolé. Ceci impacte directement la valeur de paramétres I, (C) et Dg.(C) pour la relation R¢.
Notre processus de génération des cartes va donc utiliser ces propriétés en contraignant 1’évolution
probable de ces paramétres la proximité avec la carte moyenne fournie.

3.3.2 Définition de L(C|C,)

A partir de la loi a priori £(C) définie précédemment et de Pexpression de la vraisemblance
L(Cy|C) donnée par I’équation Z8, on peut déduire la loi a posteriori non normalisée pour la
génération des cartes C|C, en utilisant la régle de Bayes

Lcle,) « L(c,|C) ) (3.6)

incertitudes de cartographie structure spatiale

C’est cette loi qui servira de base & la génération de maniére controlée de cartes, par un choix
adapté des coefficients de dispersion sur les paramétres caractéristiques des relations, en s’appuyant
sur les résultats des processus ponctuels et en utilisant une version adaptée de ’algorithme [l
présenté en page

3.4 Processus de génération des cartes

Nous avons montré qu’il était possible de formaliser le processus de génération de carte comme
la simulation d’un processus ponctuel dont la loi L(C|C,) est fournie par ’équation (B.6). Nous
présentons une adaptation de I’algorithme [ présenté en page B2 pour échantillonner cette distri-
bution et ainsi générer des cartes représentatives de 'incertitude sur les objets tout en respectant,
dans une certaine mesure, la stucture spatiale de la carte initiale. Pour appliquer ’algorithme, il
est d’abord nécessaire de définir les opérateurs de proposition qui permettront de faire évoluer les
objets d’une configuration a I'autre entre deux itérations.
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Fia. 3.1 — Exemple de carte et relation Rg.

3.4.1 Opérateurs de proposition pour la modification des objets

Nous considérons des opérateurs qui agissent sur un objet a la fois. Ces opérateurs permettent
de modifier la configuration courante en influant sur le positionnement global et sur la forme des
objets par des transformations géométriques simples. L’objet (ou le point dans le formalisme des
processus ponctuels) ainsi que I'opérateur & appliquer seront choisis de fagon aléatoire et uniforme
a chaque étape de ’algorithme.

Translation rigide Q1

Le premier opérateur agit sur un objet de la carte en lui appliquant une translation définie par
le vecteur t1:=(t,t{) dans le repére R,.

Q1: &(C) —&(C)
{01, vy ONC} — {Ol, --->O~Nc}

ot 31 < 79 < Ng¢ choisi de fagon aléatoire,
OiU :Fl(Olo)a Oi:Oi, 'L#ZO

L’application de cet opérateur sur un objet batiment consiste & translater tous les sommets d’un
déplacement défini par ¢;. Pour un objet arbre, objet obtenu est de méme rayon et de me hauteur
mais le centre est déplacé de t;. On peut remarquer que si 'objet sélectionné pour la modification
n’intervient initialement pas dans une interaction et que si c’est toujours le cas aprés translation,
alors la structure spatiale globale de la carte courante n’est pas impactée. Par conséquent le rapport
de Métropolis Hasting r se restreint alors au rapport des vraisemblances L(C,|C) avant et apres
modification.

Rotation 2D d’un objet (2
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Fia. 3.2 — Opérateur de rotation d’un batiment.

Cet opérateur effectue une rotation d’angle ao €] — 7, 7[ par rapport & un axe de référence. La
valeur as est choisie de fagon aléatoire, et ’axe de cette rotation est celui passant par le centre
de gravité des objets et orthogonal au plan 2D. Pour un objet batiment, le centre de gravité est
calculé & partir des sommets de ’emprise au sol et 'axe de référence est donné par l'orientation
principale équivalente a celle du coté de plus grande longueur (cf. figure B2). Pour un objet arbre,
compte tenu des hypothéses de modélisation, cet opérateur ne modifie pas I'objet.

Q2 : &(C) —&(C)
{01, ...,ONC} - {O~1, --')ONC}

ou J1 < ig < N¢ choisi de facon aléatoire,

Oy = r(2)(0i,), 05 = Oy, i # o,

Homothétie 2D d’un objet Q3

L’opérateur homothétie permet de modifier la forme de ’objet de fagon globale. On la définit &
partir d’un facteur d’homothétie 3. Pour les objets batiments, elle consiste & déplacer les sommets
des deux polygones décrivant la base et la surélévation & partir de leurs centres de gravité respectifs
par application du facteur d’échelle a3. Pour un arbre, il suffit de modifier le rayon du disque en
conséquence.

Qs £(C) —£(C)
{01, ceey ONC} — {01, ...,ONC}

ou 31 < iy < N¢ choisi de facon aléatoire,

Oio == s(a3)(Oi0), Oi = Oi, ) 75 io.
Déformation 2D d’un objet Q4

L’intérét de 'opérateur Q)4 est d’autoriser la déformation de facon plus élastique des objets.
Pour un objet arbre, cet opérateur est équivalent, en termes de résultat, a I'opérateur Q3. On
s’'intéresse donc plus spécifiquement aux objets de la classe batiment : on applique & chacun des
sommets du polygone de ’emprise au sol une translation élémentaire de fagon différenciée.

Qa: £(C) —£(C)
{01, ceey ONC} — {01, ...,ONC}
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Fia. 3.3 — Opérateur @4 appliqué & un polygone vu de dessus.

ou 31 < iy < N¢ choisi de facon aléatoire,

Oiy = t4(04,), Oi =0y, i # ip.

avec t4 un vecteur de dimension égale 4 deux fois le nombre de sommets de I’emprise au sol et de
la surélévation de 'objet Oy, .

Modification de la troisiéme dimension Qs

Enfin, le dernier opérateur considéré permet de modifier la troisiéme dimension des objets en
proposant, des objets de hauteur différente a partir de la configuration courante.

@s(.) : £(C) —£(C)
{01, ceey ONC} — {01, ...,ONC}

ou 31 < iy < N¢ choisi de facon aléatoire,
0; = O;, i # i et Oio est un objet de mémes caractéristiques que O;, hormis sa hauteur.

La nouvelle hauteur de 'objet modifié est obtenue par incrémentation d’une variation relative de
hauteur choisie de fagon aléatoire.

3.4.2 Algorithme de génération controlée

Les opérateurs de modification d’une configuration de carte ont été définis. Nous détaillons les
étapes de l'algorithme de génération controlée d’un échantillon de cartes, basé sur l'algorithme
MCMC. On obtient au final 'algorithme B présenté en page

3.4.3 Exemple

Nous reprenons ’exemple de la carte présentée & la figure Bl Nous considérons uniquement
les objets de la classe batiment. Les relations de proximité géographique Rg et d’alignements
R} entre deux batiments sont prises en compte dans le processus de génération de cartes. La
qualité géométrique est supposée homogeéne sur toute la carte et caractérisée par une précision de
localisation des sommets de ’emprise au sol des batiments. Sur la figure B4l nous montrons les
résultats de Iapplication des relations Rg et R. pour un ensemble de paramétres sur la distance
et ’écart d’orientation entre deux batiments. Le seuil sur la distance est fixé & 6 métres et pour
Porientation, on autorise un défaut d’alignement entre les plus grands axes des batiments de 5
degrés. La qualité d’'une composante de R est toujours égale & 1 tant qu’il n’y a pas d’intersection.
Pour une composante d’orientation, la qualité est linéairement décroissante en fonction de I’écart
d’orientation entre 1 et 0.5 pour le seuil de 5 degrés. Les composantes de R. sont présentées
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Algorithme 2 Génération controlée d’un échantillon de cartes.

Initialisation : Pour chacune des relations R € {Rq, Rr, R,, R}, on détermine la valeur des

paramétres I', D et Up & partir de la carte disponible C, en entrée du processus. On fixe les

valeurs des paramétres de dispersion o7 p, 07 » et 07, . La configuration de carte a I'étape e = 0

est Co = Cy.

Avant convergence : supposons disponible une configuration de carte C. a I’étape e. On modifie

la configuration comme suit :

(1) Choisir Popérateur @, 1 <1 <5 avec une probabilité p; telle que 2?21 p =1,

(2) géneérer des caractéristiques de 'opérateur @,

(8) choisir un objet O de C. de fagon uniforme et appliquer 'opérateur @; pour obtenir Ofo. 1l
est alors possible de déterminer la vraisemblance £(C,|C; \ {Of } U{O5, }),

(4) déterminer les interactions entre les objets de la carte C;\ {Of, } Uéfo et calculer les paramétres
I, D et U pour chaque relation R et déterminer £(C.{Of } U Oﬁo) a partir du modeéle de
léquation (BH),

(5) calculer le rapport de Metropolis-Hasting

_ L€\ {05} V05, [Cy)
N L(ClCy)

: (3.7)

(5) accepter le changement d’état Coq1 = Ce \ {Of, } U Ofo avec une probabilité min(1,r), sinon
CeJrl - Ce;

(6) continuer en (1).

Aprés convergence : Enregistrement d’une séquence de P cartes C1.p:={C1, -+ ,Cp} avec une
période de AP itérations.
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Fic. 3.4 — Composantes des relations de proximité Rg (bleu et rouge) et d’alignement R’ (bleu).

en couleur rouge. Une composante d’alignement nécessite d’abord une relation de proximité. Les
composantes de Rg sont donc représentées par ’ensemble des liens de couleurs bleu et rouge.

Le tableau Bl contient les valeurs des différents paramétres de ces deux relations pour la carte
donnée a priori. On peut noter que la diffusion de R} n’est pas maximale, car I'objet numéro 6 n’a
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Relation R | ny(R,C) | nb relations | intensité | diffusion | qualité
Ra 26 38 2.92 1 1
R} 25 25 2 0.96 0.98

TAB. 3.1 — Paramétres des relations pour la carte de la figure B4l

pas de voisin au sens de la définition de cette relation. La baisse de qualité est due & la composante
obtenue & partir des objets 13 et 14. Nous avons appliqué 1’algorithme de génération de cartes en
supposant une unique région de qualité homogéne. Les niveaux d’incertitudes sur les paramétres des
relations sont fournis dans le tableau L’incertitude de position sur les sommets des batiments
étant fixés & o, = 0, = 1 métre pour I’évaluation de la vraisemblance. La contrainte sur I’évolution
de la qualité des composantes de la relation de proximité est plus sévére, pour limiter au maximum
les éventuelles intersections. Sur la figure B3, nous avons tracé une réalisation de la carte bruitée

Relation | Ir orr | Dr | op gdiffusion | Ug OuR
R¢ 292 1029 |1 0.1 1 0.01
R! 2 0.2 0.96 | 0.096 0.98 | 0.1

TAB. 3.2 — Niveaux d’incertitudes sur les paramétres des relations.

pour les paramétres de modélisation précédents sur la loi données & ’équation B@l aprés plusieurs
itérations de l'algorithme. Les opérateurs de proposition utilisés sont des translation homogénes,
des déformations obtenues par translation des sommets, des rotations et des homothéties. On peut
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F1G. 3.5 — Reéalisation bruitée de la carte et relations maintenues.

noter ’évolution du nombre de relations notamment d’alignements. Pour cette réalisation de carte,
les paramétres (Ig, Dr,Ug) des relations sont respectivement (2.92,1,1) et (1.46,0.58,0.81) pour
la proximité géographique et I’alignement.

3.5 Déduction d’une carte multi-niveau pour la navigation

Pour les besoins des tiches de navigation de systémes robotisés, il est souvent nécessaire de pou-
voir disposer d’une représentation de ’environnement & plusieurs niveaux. Nous montrons comment,
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il est possible de définir une telle représentation & partir d’un échantillon de cartes C1.p générées
selon le processus proposé dans la section précédente. Le premier niveau de cette représentation
est métrique et comprend des entités ponctuelles, qui seront exploitées dans des algorithmes de
localisation, par corrélation avec des mesures acquises par des capteurs de perception. Ces éléments
ponctuels sont caractéristiques (angles de batiments par exemple...) et extraites a partir de régles
déduites des spécificités des applications. Par exemple, pour des algorithmes de localisation basés
sur 'extraction de coins dans des images ou des scans laser, une régle possible est celle qui consiste
& définir des angles de batiments dont la valeur sera suffisamment grande pour limiter le taux de
fausses alarmes des algorithmes de détection et faciliter les appariements entre les mesures et la
carte embarquée. La représentation que nous déduirons est a fortiori incertaine et les incertitudes
sur les points retenus peuvent étre définies par une matrice de covariance sur les coordonnées 3D.
Etant données les contraintes imposées par la structure spatiale, il est possible d’avoir des modéles
d’incertitudes sur les points qui soient corrélées. Le second niveau de la représentation est une
grille permettant d’apporter une information plus au moins incertaine sur l'occupation des lieux
par un objet cartographique. Nous proposons de décrire cette grille d’occupation soit sous une
forme probabiliste, soit par des ensembles flous.

3.5.1 Une carte d’amers représentative de ’incertitude

On introduit 'opérateur T, qui, appliquer & une carte C composée d’objets, permet d’extraire
une famille de points f:=(x;,y1,2), 1 =1,--- , N}, selon des régles prédéfinies. On note C" la carte
ainsi obtenue. Cette carte prend la forme d’une carte dite moyenne C" = {fi}, ., ~,, & laquelle est
associée une matrice de covariance ¥(C") de dimension 3 N}, x 3 Nj,. Ces quantités sont déduites
des cartes Cq.p par les opérations

¢ = pzzT(cp) (3.8)
et )
2(Ch) = BIT(Cy) = CIIT(Cy) - CT" (3.9)

Ces écritures sont une forme condensée pour désigner le calcul des estimés du vecteur moyen
et de la covariance des nuages de points, générés par 1’échantillon de cartes bruitées suivies de
’application des critéres d’extraction. Par la suite, on notera aussi C la carte moyenne C" et
Y(C™):=%(C) lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité. On fera également I’hypothése d’indépendance
entre les points f; et on supposera donc que la matrice X(C) est diagonale par blocs de taille 2 x 2
correspondant & la matrice de covariance de ’erreur sur les coordonnées des projections des points
fi au sol.

3.5.2 Une carte d’occupation incertaine pour les obstacles

Nous avons montré dans les sections précédentes comment générer des cartes métriques repré-
sentatives des incertitudes connues sur une carte donnée. Cela nous a permis d’extraire une carte
de points avec une estimation de 'incertitude sur leurs positions. Nous allons maintenant définir
une couche d’information supplémentaire & partir de I’échantillon de cartes qui peut se révéler utile
dans certains problémes de planification de trajectoires. Elle constituera, par exemple, une entrée
pour la définition de fontionnelle de risque associée & la présence d’obstacles. On présente deux
modes de représentation de cette couche qui est tient compte de 'incertitude initiale de la carte
vectorielle. Tout d’abord, on considére une discrétisation de ’espace d’intérét qui permet d’obtenir
une grille 3D G(i,5,k), 1 <i < N, 1 < j < Ny, 1 < j < Ni. On note ¢;;i la cellule (on peut
également utiliser le terme voxel) d’indice (4, j, k) de coté dz, dy, dz.

3.5.2.1 Une grille d’occupation probabiliste

Considérons Cy.p, ’échantillon de cartes générées selon l'algorithme [l A chaque cellule ¢;;;, de
la grille on associe une variable binaire m«; ;x> dans {0,1} telle que
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(3.10)

1 sila cellule est occupée par un objet de la carte,
M<igk> = 0 sinon

Dans un cadre probabiliste, on cherche & déterminer pour chaque cellule la quantité P(m<; j x> =
1|C1.p) avec la contrainte

P(m<ijk> = 1Ci:p) + P(meijrs = 0[Crp) = 1. (3.11)

On fait ’hypothése d’indépendance entre les cellules de la grille et qu’il est possible d’obtenir
une estimation de cette probabilité par un simple comptage de I’événement « l’'intersection de la
cellule avec au moins un objet des cartes C, est non vide ». Considérons la quantité n;;x, qui est le
nombre de cartes de Ci.p qui disposent d’objets dont I'intersection avec la cellule ¢;;;, est non vide.
On en déduit

Nijk

P(mcijr> = 1|C1.p) = P (3.12)
et donc P
—ng
P(m<ijk> =0[C1.p) = Tjk (3.13)

On peut exploiter une telle carte dans un algorithme de planification en définissant, par exemple,
une carte de zone interdite & éviter en sélectionnant les cellules dont la probabilité d’occupation
est supérieure a un seuil fixé.

3.5.2.2 Une représentation floue pour occupation

Dans cette section, on décrit la démarche permettant d’aboutir & une représentation floue de
I’occupation du sol par les objets de la carte. Comme pour la grille d’occupation probabiliste, elle
est déduite de ’analyse de l'intersection des objets des cartes C1 : P avec les cellules élémentaires
de la grille. On considére les ensembles des cellules vides et occupées comme des ensembles flous
inclus dans R3. On les note respectivement V et R. On leur associe les fonctions d’appartenance
py et ugr définies respectivement de V et R a valeurs dans [0, 1]. Il nous faut donc déterminer
pour chaque cellule ¢;;i, les valeurs pg (ciji) et py(cijr) qui expriment son degré d’appartenance a
I’ensemble des cellules occupées et vides. Notons ur, et uy, les fonctions d’appartenance déduites
de 'observation de la carte Cp,. Une facon de définir ces deux quantités est de considérer le taux
d’intersection de la carte avec la cellule élémentaire. Ainsi, on calcule

Volume(C«; x> NCp)
Volume(C<i jk>)

BR, (Cijk) = (3.14)

ou Volume(Cc; j k> NCp) est le volume de I'intersection entre le cube C; j x> associé & ¢;jx et la
Cp. Par ailleurs, on pose aussi

B Volume(Cs; j x> NCp)
Volume(Ccijr>)

,U'Vp (Cijk) =1 (315)

Cet opérateur est aussi utilisé dans [Fon06], mais dans une version en deux dimensions pour conver-
tir des données d’environnement, d’une représentation cartographique vectorielle & une représenta-
tion discréte sous forme de grille.

Pour déterminer i (c;ijx) et py(cijr), on utilise un opérateur d’union pour agréger les informations
élémentaires issues de chacune des cartes C,

pr(cijk) = por_ w, (Cijk) (3.16)

et
v (cije) = por_ v, (Cijk)- (3.17)

L’application de ’opération d’union peut étre réalisée de fagon itérative. Ainsi, pourp =1,--- , P—1
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HR1.pia (Cijk) = UR1.p,URp41 (Cijk:);

(3.18)
Hvrpia (Cijk) = HV1.UVp 11 (Cijk)-

Plusieurs opérateurs peuvent étre considérés tels que 'opérateur max,

pauB(cijr) = max(pa(cijr), pB(cijr),

ou encore un opérateur de la classe de Dombi ?? caractérisé par un paramétre n € RT et defini
pour deux ensembles flous &; et & par la fonction d’appartenance

1

e {(ﬁ 1)~ (e - 1)_77}

Le choix de 'opérateur et de ses caractéristiques dépend de 1’application et du comportement,
en termes de risque, que ’on souhaite adopter par rapport a "imprécision sur 'information carto-
graphique.

A partir des informations agrégées sur 'occupation des cellules fournies par les fonctions d’appar-
tenance pr(.) et py(.), il est possible de définir plusieurs types d’information sur ’environnement
utilisables pour la navigation [H.I06|, [OUV97]. Ainsi, on peut définir

W8y UB, (Cijk) = (3.19)

1
n

e L’ensemble A =R NV des cellules ambigues (contradiction).
e L’ensemble Z = R NV des cellules indéterminées (occupées ou vides).

e L’ensemble S = V2NV N ANZ, dit des cellules sans risque. L’indice deux dans 'opération sur
les ensembles, permet de mieux discriminer les cellules avec une valeur d’appartenance a V
basse de celles avec une valeur importante.

La grille floue des cellules & risque est alors donnée par i/ = S. En logique floue, 'opérateur
complémentaire est définie par pg(.) = 1 — pp(.). Pour 'opération d’intersection, on dispose de
plusieurs possibilités, comme le min.

3.6 Conclusions du chapitre

Le résultat principal de ce chapitre est la proposition d’'une méthode permettant de générer de
facon controlée des exemplaires de carte représentatifs a la fois des incertitudes et de la structure
spatiale de la zone d’intérét. La figure B0 présente les grandes étapes de ce processus. Notre dé-
marche s’appuie sur la notion de processus ponctuel et utilise une méthode d’échantillonnage basée
sur un algorithme de type Métropolis-Hasting et la mise en oeuvre d’opérateurs de proposition sur
les objets. Ce générateur de cartes est alors exploité pour définir une représentation a plusieurs
entrées plus adaptées & des applications robotiques, comme la navigation ou la planification avec
évitement d’obstacles. Nous considérons dans la suite la problématique de navigation ou de locali-
sation globale d’un robot terrestre & partir d’une carte d’amers ponctuels, mais incertaine, comme
celle qui a pu étre déduite ici. L'un des enjeux des travaux qui suivent est d’analyser l'impact
de cette incertitude sur cette tiche de navigation, et d’imaginer des méthodes de planification de
trajectoires avant mission permettant d’en tenir compte.
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F1c. 3.6 — Synopsis du processus de construction de représentations incertaines.
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Chapitre 4

Localisation a partir d’une carte
d’amers

Dans les chapitres précédents, nous avons proposé une méthode permettant de générer des ins-
tances probables de cartes d’environnement tenant compte d’une connaissance a priori du bruit
accompagnant leur construction. De ce processus de génération, il a été possible de déduire une
représentation cartographique a plusieurs niveaux, que nous proposons d’exploiter dans des taches
réalisées par un systéme dit robotisé. Nous nous intéressons essentiellement & l'utilisation de la
couche d’information constituée d’éléments ponctuels, les « amers », par un processus de loca-
lisation, afin d’obtenir une estimation de 1’état courant d’un mobile, sur la base de mesures de
distances et d’angles relatives obtenues & partir d’un capteur embarqué.

4.1 Formalisation du probléme de localisation

Dans ce paragraphe, on introduit le modéle de dynamique et d’observation retenus pour le pro-
bléme de localisation qui nous intéresse. Nous avons vu que la carte d’amers est le résultat d’une
étape de sélection, qui consiste & extraire dans un modéle d’environnement, composé d’objets 3D,
des éléments caractéristiques, selon des critéres en cohérence avec les capacités des capteurs de
mesures et des algorithmes de corrélation qui seront mis en oeuvre dans le processus de localisa-
tion. A titre d’exemple, pour des méthodes basées sur des techniques de vision en environnement
intérieur, des coins ou des angles de batiments extraits d’images & partir d’opérateurs d’extraction
de points caractéristiques (points de Harris, SIFT, SURF...) [Low04| seront utilement corrélés a
leur représentation dans la carte disponible a priori. Les différents types de capteurs, ainsi que
les stratégies d’extraction et de corrélation utilisables ne seront pas détaillés ici. On se place & un
niveau ou cette étape, qui correspond & un axe de recherche important de la vision par ordinateur
pour la robotique mobile ou les petits drones, est vue comme un pré-traitement pour les problé-
matiques étudiées dans ce chapitre. Cependant, il faut noter que la nature et la performance de ce
module de traitement influencent fortement le choix des techniques de localisation.

4.1.1 Dynamique du mobile

On considére un mobile dont 1’état X, se compose de sa position dans le plan (xy,yr) dans
D C R? et de son orientation ), € (—m, 7] dans un repére global R,. Par ailleurs, on suppose qu’il

est possible de controler le déplacement du mobile & partir d’une loi de commande uy, 2 (v, dx)" ot
v € Vi, C RT est la vitesse de déplacement sur I'intervalle temporel (¢, tx+1] et ¢p € @ C |—7, 7]

la variation d’angle appliquée a I'orientation & I'instant ¢;. L’état du mobile X}, = [k yx O] évolue
donc selon 1’équation

X1 = fo (Xp, up) (4.1)

ot fi est une fonctionnelle de R? x |—, 7] & valeur dans R? x |—m, ] définie par (cf. figure EZT])
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Tk + Uk COS(@]c + ¢k)5tk
Jr (X, ur) = | Yk + v sin(Or + ¢r)0ts (4.2)
Ok + &

avec 6ty = tpy1 — tix. L’application de la commande introduit & chaque instant un bruit sur la

Yk+

Yk

F1G. 4.1 — Evolution de I’état entre deux instants consécutifs.

position et lorientation du systéme. Ce processus de bruit noté wy € R? est supposé additif et
modélise les incertitudes liées a 'application des commandes w,* et les limites de modélisation sur
la dynamique w*

W = wy, +wy'.

L’équation d’évolution compléte qui tient compte de l'incertitude s’écrit donc
Xit1 = fr (Xk, ug) + Wi (4.3)

Il est possible d’adopter différentes structures pour le bruit wy (k > 1) et celui de ’équation d’ob-
servation que nous présenterons plus loin. En effet, les vecteurs de bruit peuvent avoir une structure
stochastique ou déterministe. Dans le second cas, la valeur du vecteur est inconnue, mais on dispose
de la connaissance d’une borne sur une norme donnée. Le choix de la méthode d’estimation ou de
localisation mise en oeuvre dépend de ces hypothéses de modélisation. Pour les approches probabi-
listes, on s’appuie sur les méthodes de filtrage Bayesien classiques comme le filtre de Kalman et ses
dérivées ou les filtres de type particulaires. Dans le cadre ensembliste, on dispose également de plu-
sieurs méthodes qui dépendent essentiellement de la famille d’ensembles utilisés pour définir ’espace
d’état possible pour le systéme. On distingue notamment les approches ellipsoidales, polygonales ou
encore des méthodes utilisant le calcul par intervalles [IKDEQT]| [CGVZIg|[PWO4|[DM.JAMI6]. On
suppose également que la connaissance sur 1’état initial du systéme X est incertaine, c’est-a-dire
que

Xo = Xo + wo (4.4)
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avec wg adaptée en fonction de la structure du probléme d’estimation considérée. Dans la suite
nous considérons uniquement des problémes de localisation & partir de modéles probabilistes.

Modéle d’incertitude probabiliste

Dans ’approche probabiliste, on considére que les incertitudes sont modélisées par des processus
de loi de probabilité. Nous supposerons pour notre modéle que les erreurs sont gaussiennes. Ainsi,
on suppose qu’a 'instant initial £ = 0, le bruit du systéme wg est un processus aléatoire gaussien
de vecteur moyen nul sur R? x ]—7, 7] et de matrice de covariance Q. L’estimation de I’état initial
X, étant connue, on a donc

Xo~N (XO;QO) ;o Qo0 (4.5)
La matrice de covariance Py est de plus de forme diagonale
030 0 0
Q=0 o O avec 0o = 0, = 0y (4.6)
0 0 O'go

La densité de probabilité de I’état & I'instant initial s’exprime donc de la fagon suivante :

1 N B N
§(XO - XO)*QO 1(X0 - XO)H—W<90SW- (4-7)

1
PXo) = T ian

ou 1 est la fonction indicatrice. Les composantes de 1’état initial pouvant étre découplées, cette
densité s’écrit encore sous la forme p(Xo) = p(z0)p(yo)p(fo] — 7 < Oy < ) avec

_ 1 (zo — #0)?
p(l‘o) - \/%U eXp — 202 ’
0 0
1 (o — 9o)?
plyo) = V27o P 202
0 0

p(bo] —m< by <m) = (4.8)

Ga(z) est I'évaluation au point x de la fonction de répartion de la densité gaussienne. La derniére
densité est tronquée pour tenir compte de la restriction de l'orientation a l'intervalle |—, 7].

A chaque instant & > 1, le bruit de dynamique est également un processus gaussien avec deux
composantes indépendantes

wp ~ N (O3x1,Qk), Qr>0

avec Qr = Q) + Q7' Q}. est la matrice de covariance du processus traduisant l'incertitude sur la
connaissance des commandes appliquées. Elle est donnée par la relation (cf. annexe [A])

QZ = G(Gk,uk) Cy G(@k,uk)* (4.9)
ou C, est la matrice de covariance sur le bruit associé aux composantes de la commande
o2 0 (308(91€ + ¢)o0tr  —ug Sin(@k + Qﬁk)(stk
Cy = ( OU Ui) et G(@k, uk) = sin(@k + Qﬁk)(stk Vi (308(91€ + or )otk
0 1

o2 et ai sont respectivement la variance sur la vitesse de déplacement et la variance sur la variation
d’orientation & chaque instant. On peut encore adopter ’écriture (cf. annexe [A)

Q= ( K %bkcek)
k o ,bkCy, 0'3)

Q' = Ryt Diag (5tios, , 560k 035, )R, 4o (4.10)

avec
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R étant la matrice de rotation d’angle a.. Le vecteur Cp, € R? est un vecteur unitaire qui dépend
de l’orientation 6 et de la composante de la commande ¢y

*

Co, = 0t (—sin(Ox + i) cos(Ok + dr))" = (—S0,400  Conton) -

avec les notations suivantes :
ay = 0,0t et by = Uk0¢(5tk.

La seconde composante de ’erreur de prédiction a pour ma matrice de covariance

o2 0 0
Q' = 8 0073 02 §ti avec os =0, =0 (4.11)
%9

On peut en déduire 'expression de la densité de probabilité associée a la prédiction p(Xj41| Xk, uk)

1
p(Xk+1|Xk, uk) = T =

vV (27m)3/1Qk| (4.12)

exp { =5 (Xt = (X0 0))" Qo = F(Xi ) s

4.1.2 Equation d’observation

Le systéme dispose de moyens capteurs permettant d’acquérir des mesures provenant des objets
détectés dans ’environnement. Des modules de traitements permettent de les associer aux amers
représentés dans la carte disponible. Ce processus d’association ou de corrélation peut étre plus
ou moins complexe et fiable. En effet, de fausses détections ou de mauvaises associations peuvent
apparaitre en fonction des caractéristiques des capteurs ou de la configuration de I’environnement.
Soit C la carte embarquée contenant I’ensemble des amers disponibles pour la localisation

C={f},iel, - ne (4.13)

En fonction des caractéristiques du capteur et des modules de traitements (champs de vision,
capacité de détection, qualité d’appariement...), seul un sous-ensemble des amers de C est exploité
4 un instant t;. Par conséquent, on introduit I’opérateur suivant :

i {1 si f; intervient dans le processus de localisation a tg,
L=

0 sinon

A . R
et on note Cp = {f“, ceey fz'mk_ }, la sous-carte composées des my amers utilisés dans le processus

d’estimation. A chacun de ces amers correspond un vecteur de mesures élémentaires zfl qui corres-
pondent dans le cas le plus général a des mesures bruitées de la distance et de I’angle relatif entre

*
le mobile dans I’état X, et 'amer f;,. Le vecteur global de mesures z; = {zfl, . ,zfmk} est alors
obtenu par concaténation des mesures élémentaires. Pour tout [ € {1,--- ,my}, zzkl vérifie donc
v [ d(Xk, fi) + V5, 414
i X R ! ( 1 )
(10( ks fu) + Vgp,k
ou
A Xk, fi) = V(e —2i)?+ (yr — i)
o(Xk, fi;) = arctang (u> — Ok.
zil — Tk

Par la suite, on adoptera la notation suivante :

d
zikl:: ((plgl> = H (X, fi,) + V]i.
k
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F1G. 4.2 — Processus de mesures.

L’équation d’observation compléte est obtenue par concaténation des équations d’observations
relatives & chaque amer élémentaire observé

zx = H(Xk,Cr) + vk (4.15)
avec
H(X) = [H(Xk, Fi)s--  H(X, fz-mk)r (4.16)
vy, = [yé,...,yztk}*.

On considére aussi deux types de modélisation pour l'incertitude sur les mesures en fonction des
hypothéses sur le vecteur d’incertitude.

Modéle probabiliste des erreurs de mesure

- . s . A
Dans le cadre probabiliste, le vecteur de bruit pour chaque mesure élémentaire I/]lc = |:l/£l & v

est supposé gaussien et centré de matrice de covariance

_ [N Xk f1) 0
i = Ok l (X, f)|°

Les fonctions f4(Xy, 1) et f¢(X&, 1) sont utilisées pour exprimer la dépendance éventuelle des in-
certitudes du capteur en fonction de la position relative entre le capteur et I’amer. Leur formulation
sera dépendante des caractéristiques des moyens capteurs disponibles, mais aussi des algorithmes
de traitement utilisés pour l'extraction des primitives des données brutes fournies par ces capteurs
et pour ’étape d’appariement des amers & ces primitives. On considére trois modéles d’incertitude
sur les mesures de distances. Le premier modéle est supposé indépendant de I’état du systéme et des
amers lors de I'acquisition des mesures. Le second fait intervenir la distance du vecteur formé par



50 chapitre 4

la position du mobile lors de ’acquisition et la position de 'amer. Enfin, le troisiéme modéle tient
compte également de 'argument de ce vecteur. Ces modéles sont caractéristiques du comportement,
de Perreur de mesure de capteurs de type 3D [MG82].

(Mo)  fYXk, 1) = o} (4.17)
(M) [UXkf) = oid(X, f)Y, =1

_ dQ(Xkafl)
(M>) fUXe, /) = Uﬁm,

4.2 Résolution du probléme de localisation selon I’approche
probabiliste

Le probléme de localisation & partir d’une carte d’amers disponible a priori et sur la base de

mesures de distances et/ou d’angles est un probléme de pistage (ou tracking), non linéaire. On
parle de pistage car on suppose disponible une estimation de I’état initial du mobile. En fonction
de la nature du probléme et de I’approche retenue, cette phase d’initialisation du filtre de pistage
peut se révéler relativement complexe [BLC04| [Bai03].
L’obtention d’une estimation du probléme de filtrage bayésien nécessite de propager a chaque
instant une description de la densité de probabilité de la trajectoire Xg., de l'instant initial &
I'instant k, sachant les mesures accumulées z1.,:={z1, - - , zx }. Cette loi est la loi a posteriori de la
trajectoire sachant les mesures et sera notée p(Xo.r|21:x). Dans le cadre du filtrage, nous sommes
davantage intéressés par l'estimation de ’état courant et donc par la loi marginale p(Xg|z1.x).
Cependant, cette densité n’est en général pas caractérisable & partir d’'un nombre fini de paramétres.
De fait, le but est d’obtenir une approximation suffisamment précise pour les besoins de I’application
considérée. Nous présentons ici les principales méthodes utilisées classiquement pour le filtrage en
pratique.

4.2.1 Algorithme de Kalman et EKF

Comme tout probléme de filtrage, 'approche la plus simple pour résoudre le probléme de
localisation consiste & se placer dans un cadre permettant de mettre en oeuvre un algorithme
de fusion classique de type Kalman, ou sa forme duale, le filtre d’information. L’algorithme de
Kalman [BS93] est une méthode d’estimation récursive adaptée lorsque les modéles des processus
sont linéaires et les modeéles d’incertitudes gaussiens. Sous ces hypothéses, les lois de probabilité
sous-jacentes sont des densités gaussiennes et il suffit d’estimer les deux premiers moments (vecteur
moyen et matrice de covariance) pour complétement les définir. Les équations du filtre de Kalman
permettent de déterminer de facon itérative ces deux moments. Cependant, comme nous ’avons
montré dans les sections précédentes, notre probléme est fortement non-linéaire, ce qui impose de
passer par une étape préalable de linéarisation, et de considérer le filtre de Kalman sous sa forme
étendue (Ezxtended Kalman Filter). L’EKF propose une linéarisation au premier ordre des équations
de prédiction et d’observation autour de l'estimateur de la moyenne. L’algorithme B présente les
grandes étapes du processus de localisation par une approche de type EKF.

Pour les modéles de dynamique et d’observation de notre systéme que nous avons introduits
dans la section précédente, les expressions des approximations linéaires sont les suivantes :

1 0 —wvg sin(Aék\k + br )0t
F.=(0 1 w COS(9k|k + oK)tk | - (4.18)
0 0 1

La matrice de covariance Q) est aussi dépendante de 'orientation et de la commande appliquée.
Elle est approximée & ’étape k en utilisant ’équation () par

Qi = GO ur) Cu GO, ur)™ + Q.
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Algorithme 3 Algorithme EKF pour la localisation

e Initialisation : X4 = Xo, Fyo = Po connus ou estimés a partir d’une stratégie d’initialisation.

Pour k£ > 0, on suppose disponible & l'instant k les estimées de I’état moyen Xk|k et de la matrice
de covariance Py,. On applique au systéme la commande uy,

o Prédiction :

Fk = Vkak(Xkauk”Xk‘k
Xk+1|k = fk (Xk|kauk)
Pk+1|k = FkPk\kFI:+Qk

e Correction : & partir des mesures regues zy41

Hepr = Vi H(Xe1,O)lg,

Kit1 = PopipHip (Hep1 Posr e Hyy + Rigr) ™
Xitipt1 = Xpspp + Kg1 (ZkJrl - H(Xk+1|kac))
Poyiperr = (Zs — K1 Hit1) Prjp—

k+

Pour chacune des mesures élémentaires z;

Hj+1 est déduit des blocs

! recues et associées a 'amer f;,, le calcul de la matrice

7(ik+1\k_mil) 7(@k+l\k_yil) 0
. k1K k+1|k
2 — i i
Hk-i-l - (l}k#»l\ic_yil) _(ik+ll\k_lil) 1
(1,712 (1,712
1 *
ﬁfl+1|k est la distance entre I'amer et 1’état prédit du mobile. Il est possible d’adopter une autre

formulation faisant intervenir I'argument, dans la repére R, du vecteur formé par le mobile dans
sa position prédite (cf. figure EL3).

cos(BZH) sin(3Fh) 0

U

Hiyy = | smGi™ —eos@it (4.19)
ﬁicl+1\k ﬁfl+1\k
et donc Hpyq = (H}vl+1 H}Z’_’;ﬁ) .

L’étape de correction dépend de la matrice de covariance sur les mesures Ry41. Nous avons
supposé trois types de modélisations, (M;), ¢ = 0, 1,2, pour la variance sur la distance, données
par |’ équation ([EIT). La matrice Py41 est diagonale avec des variances sur la distance estimée
a partir des mesures de distances et d’angles recues. L’approche EKF est fréquemment utilisée
pour les problémes de localisation en robotique, tant pour la localisation en environnement connu
que dans des algorithmes de localisation et de cartographie simultanée et ce indépendamment
des capteurs d’acquisition des informations sur le mobile (odométrie, centrale inertielle...) ou des
mesures (vision, laser...).

4.2.2 L’approche UKF (Unscented Kalman Filter)

La localisation exploitant le filtre de Kalman étendu nécessite de vérifier la validité de 'ap-
proximation au premier ordre des applications des équations de prédiction et d’observation, ainsi
que le caractére gaussien des lois de probabilité. Cette hypothése peut s’avérer trop forte dans
certaines situations. L’approche basée sur 'UKF permet une approximation des moments 1 et 2
sans passer par une linéarisation des équations. L’idée sous-jacente consiste a dire qu’il est plus
facile d’approximer une densité de probabilité qu'une application non-linéaire. Elle s’appuie sur
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F1G. 4.3 — Vecteur « amer-mobile »

une famille de points pondérés de ’espace d’état, les sigma-points, qui permettent de représenter la
densité et ses caractéristiques principales. Ces points et leurs poids respectifs sont choisis selon une
démarche déterministe de fagon & traduire certaines propriétés (symétrie...) de la loi recherchée.
Le processus d’estimation dans le cadre dynamique consiste alors & propager ces sigma-points, a
déterminer leurs poids et a construire les estimations des moments de la densité a posteriori de
I’état & partir de cet échantillon pondéré.

La transformée unscented (inodore)

Soit X un vecteur de parametres propabiliste de dimension n, pour lequel on dispose de la connais-
sance du vecteur moyen X et de la matrice de covariance P,. Supposons définie une famille de p
sigma-points {X(l), w® }O<l<p de moyenne X et de matrice de covariance P,. Considérons le pro-
bléme d’estimation du vecteur aléatoire Y de taille n, déduit de X par une application non-linéaire
g de R™ dans R"v. On obtient une approximation de Y et P, en suivant les étapes suivantes [TU04] :

1. Transfert de chaque sigma-point via la fonction non-linéaire

p
y® = g(X(l)), 0<1<pavec ZW(” =1
1=0

2. estimation des moments
. p p R R %
V=3 wOy0 e x, =3 w0 (Y oy0) (Y -y®)
=0 =0

En fonction du probléme et de la connaissance disponible sur la densité du processus aléatoire,
I’objectif est de déterminer la famille de sigma-points la plus adaptée. Une famille relativement
simple permettant de décrire le contour de I’ellipsoide associé & P, et pour des densités symétriques
a été proposée dans [[JU04]. Elle se compose de 2n, + 1 points tels que

XO =X

x® :X+7(‘/E””)l I=1,-,n.

X(l):X—'y(\/Zm) l l=nz+1,---,2n, +1
2Ny +1—
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avec v = /ng et (\/P_z)l, est le vecteur ligne en position ! de la matrice racine carrée de la
matrice de covariance P,. En pratique cette matrice est obtenue & partir d’'une décomposition de
Cholesky. Plusieurs familles ont été proposées pour prendre en compte des particularités de la
densité & estimer et réduire 'erreur d’approximation [TU02| [IU04]. Elles considérent des poids
différents Wﬁ) et Wc(l) pour les moments d’ordre 1 et d’ordre 2. La famille de paramétres suivante
est proposée dans [[TU02] pour tenir compte notamment de variation d’échelle au niveau de la loi.

W= M(na+ ), WO =W+ (1-a®+p) (4.20)
wh = /{2(Ne + N} l=mng+1,-- 20,

avec v = /ng + M. a, A = a?(n, +k) —n, et 3 des parameétres permettant d’imposer une structure
a la densité P,. Pour les densités gaussiennes, on choisit en général k = n, — 3. Le paramétre §
peut étre ajusté pour réduire les erreurs d’ordre supérieure & 3. Dans [[IU03], il est montré que le
nombre minimal possible de points permettant une approximation des moments 1 et 2 est égal a
ng + 1.

Implémentation.

L’implémentation générique de la version du filtre exploitant la transformée unscented construit
d’abord un état augmenté a partir de I’état du systéme et des vecteurs de bruits des équations
de prédiction et d’observation. Les équations du systéme pour cet état de plus grande dimenseion
sont adaptées en conséquence. Pour la modélisation que nous avons retenue, ’état augmenté X}
est de dimension 3 + 3 + 2 X my ot my < ne¢ est le nombre de mesures & 'instant k. Le champ de
perception étant limité, la taille du vecteur de mesures varie au cours du temps et, par conséquent,
la dimension de X} également. L’algorithme UKF pour notre probleme est composé des algorithmes
A présenté en page B4l et B présenté en page L’implémentation présentée ici est relativement
générique et doit étre adaptée aux modeles de prédiction et de mesure. Ainsi, dans le cas de bruits
additifs, le passage par le vecteur augmenté n’est pas pas forcément justifié.

La section suivante présente, les méthodes a base de particules, également définies & partir d’un
échantillon de points de ’espace d’état pour ’estimation de la densité a posteriori.

4.2.3 Filtrage particulaire

Le filtrage particulaire est une approche de type Monte-Carlo. L’idée consiste & approcher
directement la loi a posteriori p(xo.x|z1.x) ou tout estimateur El(xo.x|21.x) par un échantillonnage
adapteé de I’espace d’état. Contrairement aux approches de type Kalman, on ne fait pas d’hypothése
sur la densité et on ne se restreint pas aux deux premiers moments. Par définition

E{l(zoul214)} = / (o1 (o | 215 ) Ao

Cette intégrale ne peut étre approchée directement par Monte-Carlo, car la densité p(xo.k|21.k)
est en pratique inconnue. Une solution consiste & procéder via une distribution intermédiaire, dite
densité d’importance 7(xo.x|21.). Pour étre acceptable, une telle distribution doit « dominer! » la
loi p(xo.x|21:1) et permettre de générer facilement des échantillons. Dans ce cas, on se raméne au
calcul de 'intégrale équivalente

xo-1lz1.
E{l(zo:x|z1:6)} = /l($0:k|z1:k) % 7(20:k|21:6 ) dX0:k-
k|21

W

qu’il est alors possible d’approximer & partir d’un échantillon de taille N représentatif de 7(zo.x|21.%)

N
E{l(zoxlo1k)} = > wh (zhs) (4.28)

i=1

Isoient f et g deux densités d’une variable z, f domine g si f(z) > g(z) presque partout sur le support de x.
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Algorithme 4 Algorithme UKF pour la localisation (partie 1)

e Initialisation : X¢|g = Xo, Pyjo = Po connus ou estimés & partir d’une stratégie d’initialisation.

Pour k£ > 1, on suppose disponibles a l'instant k les estimées )A(k‘k, Py, et les commandes &
appliquer ug. On a également le vecteur de mesures zx41 de dimension 2 X my41. La matrice de
covariance Rj41 du bruit d’observation est diagonale par blocs et construite a partir des matrices
de covariance de taille 2 x 2 des mesures élémentaires associées aux my41 amers exploitables. Ces
matrices peuvent dépendre des mesures de distances selon le modéle (M;), i = 0,1, 2 retenu.

e Etat augmenté et covariance associée

K= (%54 Oixa Ovcon)
P¢ = Diag(Pyjk, Qk, Rit1)

(4.21)

e Génération des sigma-points :
En utilisant une écriture condensée pour les Ny, = 2 (3 + 3+ 2n;) + 1 sigma-points représen-
tatifs de I’état a I'instant k, de 'incertitude de prédiction et d’observation. la colonne [ de la
matrice suivante correspond au sigma-point X Z’l pour I’état augmenté :

Xp=(Xp Xp+yyPF Xp—vP7). (4.22)
Les poids associés sont fournis par la méthode d’approximation retenue.
e Prédiction a partir des sigma-points
k—i-lifk( k ,’U,k) ,ZZO,“',NSP (423)

En pratique, on applique fi(.,ur) aux composantes du sigma-point associées a l'état du
systéme et au bruit de prédiction. On obtient donc un état moyen et une covariance prédits

l
Xk+1|k - Z 4 l)Xng)ﬂ
=1 (4.24)

. . . .
k+1\k ZW k+1 Xk+1\k>(X1£J)rl*Xk+1\k)

ot wi = % Dans la littérature, les vecteurs x{ , sont appelés particules et w}, est le poids

associé a l'instant k. Cette écriture, bien que ne faisant plus apparaitre la loi inconnue, ne régle
pour autant pas le probléme d’estimation, car elle intervient encore dans le calcul des poids. 11
convient donc de choisir une densité d’importance permettant de contourner cette difficulté. Il
suffit de respecter la condition

(20| 21:) = T(Tk|To:k—1, 21:8) T (To:k—1]21:8-1)- (4.29)
On peut alors montrer [DDFGOT] la relation permettant de déterminer de fagon récursive les poids

2|2 )p(2 |2} ;
p( 1c|Z k)ip( A k—l)w;_l. (4.30)
(0} 20— 15 21:)

Cette relation est valable lorsque le processus (z)ken est markovien. Elle fait intervenir la densité
m(zh |zl 1, z1:), qu'il est nécessaire de préciser. Des éléments sont fournis dans [DDEGOT] sur le
choix de cette densité de proposition. Dans le cas le plus simple, il convient de prendre la densité
associée de I’équation de prédiction p(zx|xg—1). Le filtre ainsi obtenu est le filtre Bootstrap proposé
par [GSS93].

L’algorithme de filtrage particulaire comprend au final trois étapes :
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Algorithme 5 Algorithme UKF pour la localisation (partie 2)

e Prédiction des mesures a partir des sigma -points. L’application Hk+1( C) est alors

appliquée aux vecteurs X ,g 11 auquels on ajoute les composantes de X correspondant aux
bruits sur zy "
l
ZkJrl = H(XI?Jrl’C)a al = 0; aNsp (425)

On obtient donc un vecteur de mesures prédit et les matrices de covariance

Zitik = ZW 2 §cl+1
Skt1 = Z Wc(l)(zgjﬂ - ikJrl\k)(Zl(clJ)rl - ik+1|k)* (4.26)

0 N ! X .
k+1 ZW(Z) X( - Xk+1|k)(Z§cJ)rl — Zht1|k)

e Correction :

Ky = k+1 Sk_+1
Xip1jb41 = Xeg1ph + Kea1 (Zh41 — Zigan) (4.27)

ES
Pyiijk+1 = Proprpe — K1 Ser1 Ky

1. une étape de diffusion des particules équivalente & ’étape classique de prédiction,
2. une étape de mise & jour des poids associés aux particules équivalente & ’étape de correction,

3. une étape de rééchantillonnage, davantage technique, afin de garantir que les particules soient
suffisamment représentatives de la loi sous-jacente et éviter la divergence de 1’algorithme.

La derniére est une étape essentiellement technique qui vise & réduire le phénoméne de dégéné-
rescence des particules que 1'on observe en pratique. Cette dégénérescence correspond a un ap-
pauvrissement de I’échantillon de particules, qui se traduit par une forte disparité des valeurs
des poids, et par conséquent ameéne & un nombre réduit de particules participant réellement au
processus d’estimation de la densité. Différents critéres (variance ou entropie des poids) ont été
proposés dans la littérature pour mesurer le niveau de dégénérescence et permettent de procéder
a un rééchantillonnage de facon adaptative. Plusieurs travaux ont été menés pour améliorer les
performances du filtre particulaire en termes de réduction du nombre de particules et de réduction
de la dégénérescence. On peut citer les techniques de régularisation [Ond00] ou encore de décompo-
sition intelligente de ’état lorsque cela est possible (filtre particulaire rao-blackwellisé ou équivalent
JIMTKWO3|[Dah07]. Dans le domaine de la robotique, les travaux de [IBEOS| sont une référence
pour les techniques de localisation et cartographie simultanée, basées sur des approches particu-
laires. Nous décrivons dans I’algorithme B présenté en page Bl ’application du filtrage particulaire
dans sa formulation la plus simple & notre probléme de localisation par amers en prenant comme
densité d’importance la densité de prédiction.

4.2.4 La problématique d’association mesures/amers

Dans les approches algorithmiques pour la résolution du probléme de localisation & partir d’une
carte d’amers que nous avons introduites dans les paragraphes précédents, nous avons supposé que
I’association des mesures aux amers est connue & chaque instant t;. La résolution du probléme
d’association, qui consiste & identifier pour chaque mesure regue, ’amer qui en est la cause, est une
étape souvent cruciale dans le processus de filtrage. La performance de ’étape de correction est
directement affectée par l'efficacité des méthodes employées. En fait, ’association est un probléme
de décision qui peut étre résolu en s’appuyant sur une phase d’optimisation, en général cotiteuse
en temps calcul. De nombreux travaux se sont intéressés & la performance de cette phase qui,
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Algorithme 6 Algorithme de localisation exploitant ’approche particulaire

e Initialisation : On se donne N particules X§, i = 1,--- , N obtenues par échantillonnage de la
densité associée a 1’état initial p(Xo) et les poids w) =1/N,i=1,--- N.
Pour k > 1, on suppose disponibles a linstant k, les particules pondérées (X;, wi)i=1,---,N
permettant d’approximer p(Xk|z1.x) et la commande wuy. Un estimateur de I’état construit a partir
de ces point est noté Xp .

e Prédiction : On considére la densité donnée a I'équation EIZ) en utilisant la matrice de
covariance en utilisant ’estimateur

Qr = G(ék\kauk) Cu G(ék\kauk)* + QL
Xip ~p(Xpa]Xp),i=1,--- N (4.31)

e Correction : & partir des mesures regues zj1, on déduit d’abord une approximation de Ryy1,
puis on effectue
— une mise 4 jour des poids

UN}lic+l X p(Zk+1|X]i+1) w;.c? 1= 17 e aN (432)
— une normalisation .
) w?
Wiy = oy i=1,---,N (4.33)
Zj:l W41

o Estimation Monte Carlo :

N

p(Xk-‘rl'Zl:k-l-l) ~ Zwlk(sxk+1zx,i+1
i=1
N

E{l(Xkt+1)|21:641} = Z W XF1) Wi

=1

(4.34)

e Adaptation des poids (réduction de la dégénérescence) :
— Evaluation de Nejf = =523
iz (wy)

—si Nepp < Ng, N étant un seuil fixé, on effectue un tirage avec remise des X,iﬂ, 1=
1,---, N parmi (X} )i=1,....~ selon les poids (w}_ )i=1,..., v et wj , = 1/N, puis X, =

\ i
Xk+1

bien que la mise en oeuvre pratique soit propre & chaque application, s’appuyent sur une base de
techniques communes. Ces techniques ont d’ailleurs directement inspirées le nom de filtres d’es-
timation bien connus comme le JPDAF, PDAF, PMHT [Dez03]. A noter, les travaux de [Bav05]
qui présente une analyse fine des performances des associations de type plots-plots ou plots-pistes
pour des problémes de pistage multi-cibles pour différents modéles de trajectographie. Certaines
approches récentes pour ’association, comme le SD-assignment [DPBS97| visent & améliorer la
robustesse, en considérant une association sur plusieurs pas de temps. Dans le contexte de la loca-
lisation d’un mobile & partir d’'une carte d’amers, la recherche de la meilleure (ou des meilleures)
association(s) est un probléme d’optimisation qui s’appuie sur des critéres (géométriques, séman-
tiques...) et contraintes spécifiques & la nature des amers et aussi du capteur d’acquisition des
mesures (caméra, laser..)[TBEOS][CT05).

4.3 Conclusions du chapitre
Ce chapitre a permis de poser les bases du probléme de localisation & partir d’une carte d’amers

disponible. La présentation du probléme a été relativement générique. Nous avons considéré un
modéle d’évolution du systéme qui tient compte d’erreurs sur les commandes appliquées & chaque
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instant et sur la précision du modéle de dynamique. De méme, plusieurs hypothéses sur la structure
du bruit des mesures ont été faites. Nous verrons dans les chapitres qui suivent que bien que simple,
la dérivation d’une mesure de performances a priori du processus de localisation nécessitera, néan-
moins, des développements relativement importants. Nous montrerons également qu’il est possible
de mener suffisamment loin les calculs théoriques pour analyser les impacts des sources d’erreurs
dues au modéle et & la cartographie.

Sur le plan de la résolution du probléme de filtrage, nous avons présenté les approches classiques
du domaine appliquées au probléme qui nous concerne : L'EKF, 'UKF et les méthodes particu-
laires. Dans le cadre de la robotique mobile, et plus généralement des systémes autonomes, on
porte actuellement davantage d’intérét aux problématiques de localisation, mais & partir d’une
carte construite simultanément (SLAM). L’état du systéme inclut donc a la fois I’état du mobile,
mais aussi I’état de la carte. Dans ce cadre, les implémentations sont aussi nombreuses que les
configurations systémes, capteurs et modeéles de représentation cartographique possibles.

Partant de cette formulation du probléme de localisation, nous abordons par la suite la probléma-
tique de la mesure de sa performance a priori, au travers d’'une borne sur I’erreur d’estimation.
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Chapitre 5

Mesures de performance pour le
processus de localisation probabiliste

Dans le chapitre [, nous nous attachons & définir une mesure de performance du processus de
localisation & partir d’une carte constituée d’amers, supposés ponctuels, dans un cadre probabiliste.
Cette mesure vise & analyser le « niveau de précision » atteignable pour le probléme de filtrage
ou d’estimation probabiliste sous-jacent au processus de localisation basé sur les hypothéses de
modélisation introduites dans les sections précédentes. Les métriques que nous proposerons s’ap-
puient sur la Borne de Crameér-Rao a posteriori ou Bayésienne (BCRB)[VT68| pour un systéme
dynamique discret. Nous détaillons le calcul de ces grandeurs pour le probléme d’estimation & par-
tir de mesures de distances et d’angles qui nous intéressent en utilisant les résultats des travaux
de Tichavsky et al. [TMNO]]. Nous ferons également dans ce chapitre I’hypothése que la carte
d’environnement embarquée est parfaite en termes de qualité géométrique.

5.1 Mesures de performance pour I’estimation

Dans le cadre d’un processus d’estimation, l'objectif est d’obtenir une estimée de 1’état d’un
systéme & partir de mesures. La performance de la méthode employée peut étre évaluée en consi-
dérant l'erreur d’estimation. En pratique, ’état réel du systéme n’étant pas connu, accéder & une
mesure de 'erreur d’estimation est impossible. D’un point de vue théorique, on peut au mieux
accéder & une quantité qui « minore » (on parlera de borne,) cette erreur. Il existe plusieurs bornes
qui peuvent étre utilisées pour ’estimation & partir de mesures aléatoires. Néanmoins, en fonc-
tion des hypotheéses sur le processus (linéarité, régularité, propriétés du processus de bruit), il est
souvent difficile, voire impossible, d’obtenir une expression analytique. La borne de Cramér-Rao
(BCR) pour l'estimation d’un vecteur de paramétres déterministe et sa version Bayesienne (BCRB)
dans le cas aléatoire sont les plus utilisées dans la littérature car souvent plus simple & détermi-
ner. Pour ’estimation de 1’état dont ’évolution temporelle est régie par un systéme dynamique
discret, on montre qu’il est possible d’évaluer de fagon récursive la BCRB pour ’état a chaque
instant. Si la borne de Cramér-Rao est la plus usitée, d’autres bornes minorant I'erreur quadra-
tique moyenne (EQM) sont utilisables et plus adaptées a des systémes ayant des caractéristiques
particuliéres. Ainsi, on trouve également les bornes de Battacharyya, Bobrovsky-Zakai et Weiss-
Weinstein [RN05]. Par exemple, on peut citer les travaux [Rap05] sur Papplication de la borne
de Weiss-Weinstein pour le probléme de ’estimation d’un état dont I’évolution est régie par un
systéeme dynamique hybride, pour lequel les contraintes théoriques d’utilisation de la BCRB ne
sont pas satisfaites.

5.1.1 La borne de Cramér-Rao (BCR)

La BCR est une borne inférieure pour la matrice de covariance de ’erreur d’estimation. Sa
structure et ses propriétés dépendent uniquement des hypothéses de modélisation sur les paramétres
que l'on cherche a estimer. La formulation et I’expression théorique de cette borne different selon

59
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que ’état est une quantité déterministe ou aléatoire. Les premiers travaux sur la BCR dans le cadre
aléatoire ou Bayésien sont dus & Van Trees [VT68|. Pour les systémes dynamiques non linéaires,
une formulation récursive, trés intéressante, notamment pour une exploitation dans des problémes
d’emplois optimaux de capteurs, a été proposée dans [TMNOg]|. Plusieurs adaptations de ce résultat
important ont été proposées pour tenir compte des spécificités de certains problémes. Ainsi, Farina
& al. [FRITO2| proposent une borne adaptée pour tenir compte de processus d’observation dont
la probabilité de détection est inférieure & 1, en introduisant la notion de facteur de réduction
calculé & partir des données sur les probabilités de détection et de fausse-alarme du systéme. Cette
formule est notamment exploitée pour ’analyse de performance du probléme de filtrage & partir
de mesures d’angles dans [FRIT03|. Hue et Le Cadre développent dans [HLCPO6| une formulation
de la borne pour les problémes de pistage multi-cibles. Notons également la formulation générique
de la relation de [TMNOI8| pour des modeles de prédiction pas forcément réguliére fournie par
[Ber99] et ’ensemble des travaux de Bar Shalom sur les bornes énumératives. Enfin, citons le
travail théorique de Rapoport [RO04], visant & étendre lapplicabilité du calcul de la borne a
des problémes de filtrage optimal avec fautes modélisées par un processus hybride en régularisant
astucieusement les paramétres discrets du systéme.

Nous présentons quelques résultats théoriques issus de [VT68] et [WWS8S| permettant de bien
comprendre les propriétés et conditions d’emploi de la BCR.

Considérons le probléme d’estimation d’un vecteur de paramétres z € X de dimension n, & partir
d’un vecteur de mesures disponibles z € Z de dimension n., qui est une réalisation d’un processus
aléatoire également noté z. En outre, on introduit Z(z) l’estimateur obtenu. Les processus pouvant
étre aléatoires, on considére également les densités de probabilité

1. p(z) laloi a priori de x si il est également aléatoire,

2. p(z|z) de la mesure sachant 1’état ou la vraisemblance,

3. p(z, z) la loi conjointe du couple (z, z) si x est également aléatoire.

On suppose par ailleurs que ces densités de probabilité vérifient certaines conditions de régularité
et d’intégrabilité
a) p(z,z) et p(z|z) sont de classes C!, voire C*
b) V.p(z,z) et V,p(z|x) sont intégrables par rapport & z et z.

On consideére également une fonction vectorielle g(x, z) := (g1(x, 2),- -+ , gn, (z,2)) 00 g; (2, 2), 1 <
1 < n, est i valeurs dans R et définie sur X x Z. On suppose de plus que cette fonctionelle vérifie
la condition

/gj(:c,z)p(z,z)d:c = 07 S Za .7 = 172; oy Ny, (51)
X

la condition étant & comprendre comme presque partout sur Z. Pour toute fonctionnelle g suffisam-
ment réguliére et respectant ces conditions, on a la propriété suivante sur ’erreur d’estimation :

Proposition 1 Quel que soit l’estimateur (z), on a la relation suivante sur la matrice de cova-
riance de l’erreur d’estimation :

E.. [(8(2) — z) (&(2) —2)"] = CG~'C* (5.2)
ot C et G sont des matrices de taille n, X n, construites a partir de g(x,y) comme suit :
C(Zaj) = Em,z [xz gj (ZL', Z)] et G(Z7]) = Em,z [gz(z? Z) gj (:L', Z)] . (53)

Cette propriété suppose évidemment que la matrice G est non singuliére, hypothése qui sera faite
par la suite. Une preuve de cette propriété peut étre trouvée dans [WWRS]. Elle s’appuie sur les
inégalités classiques de Minkowsky et Holder et exploite la condition Bl Elle peut également é&tre
obtenue en considérant le lemme matriciel suivant

Lemme 1 Si S est une matrice par blocs symétrique définie comme suit :

_ (51 52
s=(s )
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avec Sy réelle semi-définie positive, So réelle et Ss symétrique réelle semi-définie positive, alors
S =0= S = 88555

Il suffit d’appliquer ce lemme en remplacant respectivement S1, S et Ss par E, ,[(Z(2) —2)(Z(2) —
x)*], C et G.
Notons que la relation ne dépend ni de la méthode de calcul de P'estimateur de z, ni de la
spécificité de la fonctionelle g(z, z). Le choix de la fonctionnelle g(z, z) permet de définir une famille
de bornes pour la matrice de covariance de 'erreur d’estimation. Nous nous intéressons uniquement
au cas de la borne de Cramér-Rao a posteriori, les caractéristiques des fonctions g(x, z) permettant
de dériver les bornes de Bhattacharyya, Bobrovsky-Zakai et Weiss-Weinstein pouvant étre trouvées
dans [WWSS].
La dérivation de la borne de Cramér-Rao est obtenue en considérant la fonctionnelle g(z, z) définie
par

onpr) g e X,

Vi = 13 y N gl(.’I],Z) = { O . (54)
0 sinon.

o X 2 {z|p(zx, z) > 0, pour presque tout z € Z}. On en déduit ainsi I’expression des matrices C

et G

d1n (p(x,z))} et GG.j) = B.. [éﬂn (p(z,2)) Oln (p(z, 2))
G:I:j ’ 8951 G:I:j

La matrice G exprimée sous cette forme est plus communément appelée Matrice d’Information de
Fisher (FIM) et sera dorénavant notée J. On peut également remarquer que la borne est équiva-
lente & l'inverse de la FIM et indépendante de ’estimateur uniquement lorsque la matrice C est
exactement la matrice identité Z,_ sur R"=.

C(i,j) =Egz, [:m (5.5)

5.1.2 Hypothése de biais asymptotique nul

Nous venons de voir que ’égalité entre la borne de Cramér-Rao et 'inverse de la matrice
d’information de Fisher J est assurée lorsque C' équivaut & la matrice identité. Cette condition
est satisfaite lorsque le biais d’estimation respecte une propriété souvent admise et formulée sous
la forme d’une hypothése. Remarquons, tout d’abord, que la condition Bl implique la propriété
suivante entre l’estimateur %(z) et la fonctionnelle g(z, z) :

E. . [%i(2)gj(z,2)] =0,Vi,j=1,--- ,ng (5.6)

Preuve: Il suffit d’appliquer la définition de ’espérance sous forme d’intégrale, d’appliquer le
théoréme de Fubini et d’utiliser la condition BI:

E..[%i(2)g(z,2)] = /X/Z:f:i(z)gj(x,z)p(x,z)dzdx
= /iji(Z)/ng(fE,Z)p(fL',Z)d(EdZ

0

= 0

On en déduit donc une nouvelle formulation de la matrice C

C= // —2)Vip(z, z)dadz (5.7)

En effet, en utilisant B28, on a Vi,j =1, -

C(i,j) = // — mn(&; Mm@ 2) ) gz

/ / 2 8”;]2)@;9(1,,2)@12
// s 3pa(i]z)d adz (5.8)
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Nous allons pouvoir préciser la propriété de biais asymptotique nul en analysant la condition
pour laquelle C' = Z,,,. Considérons les termes C(i,5) et intégrons par parties par rapport a la
composante x; du vecteur z, en admettant que cette variable est définie sur Dintervalle [X X ;r ]

Cli,j) = /X 3 /Z [(:Ei(z)f:ci)p(z,z)]f(ji deda™ + /X 3 /Z / X+ 5ij p(, z)dzdz

o Cj) = /X . /Z [(34(2) — 1) p(x,z)]jg dedz + 6,

/X—j [/Z(:%i(z) — ;) p(z|z) dzp(x)] o + 6

X5

& C(,4)

ott x77 est le vecteur de taille n, — 1 composé des composantes de = sauf z;. On peut définir la
notion de biais d’estimation B(z) & partir de la mesure z par

A .
B2 [ (5(:) ) plele)dz, (59)
z
et introduire ’hypothése de biais asymptotique nul.

Proposition 2 (Hypothése de biais asymptotique nul) Soit x un vecteur aléatoire défini sur
X C R"™ g estimer a partir de mesures stochastiques z € Z C R"= et B(x) le biais d’estimation
défini selon [ L’hypothése de biais asymptotique nul est donnée par la condition auz frontiéres

Vi=1,---,ng lim B(z)p(z)= lim B(x)p(z) (5.10)

- +
Ij—>Xj zj—>Xj

En conclusion, si cette hypothése est vérifiée la borne sur la matrice de covariance de l'erreur
d’estimation est directement donnée par la matrice d’information de Fisher supposée non singuliére.

5.1.3 Cas de l’estimation d’un vecteur aléatoire

Lorsque l'estimation concerne un vecteur de paramétres aléatoires, la matrice d’information de
Fisher peut étre décomposée en deux composantes, en utilisant la relation de Bayes. La premiére
est associée & la connaissance a priori sur le vecteur de paramétres, la seconde traduit ’apport de
I'information du processus de mesure. En effet,

J(x) = Eq,2 [Vo logp(z, 2) V3 log p(a, 2)] -
En appliquant la relation de Bayes, p(z, z) = p(z|z)p(x), on en déduit donc que
J = Jo + Jup

ou
Jop = Ea: [V logp(a)Vilogp(a)] et Jp = Eqx [Va log p(]2) Vi log p(z]2)]

On peut également écrire J,,, comme l’espérance de la matrice d’information F'(x) définie & partir
de la densité de mesure, i.e

Im = Eg.[Vslogp(z|x)V}logp(z|x)]
E, [F(2)]

avec
F(‘T) = Ez\z [vw Ing(ZLT)v; 1ng(2:|$)]

Cette nouvelle formulation, qui permet de dériver la matrice d’information pour ’état joint (z,y)
en deux temps, sera trés utile dans les développements dans notre cadre applicatif.

Nous introduisons ici un autre résultat qui sera aussi d’une grande utilité pour les calculs de
détermination du critére de performance associé a notre probléme de localisation.
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Proposition 3 Considérons le processus x1 € R™ de densité de probabilité gaussienne dont les
parameétres moyenne et covariance dépendent d’un vecteur de parameétres xo € R™ comme suit

1 1 1
o = m —=(z1 — h(x2))* T, (x1 — h 5.11
) = s TR O 5 hE) T ke | G
avec h(xza) une fonction vectorielle de R"=2 dans R™=1. Les composantes (i,7), 1,7 =1, ,ng
de la matrice By, |, {A22 —In (pg,(x1))} que 'on notera V., vérifient
. 1 _dl,, . _,dl, dh(z2)\" ., [ dh(z2)
T, = —trrl—f2pot 2 _ o —== 5.12
Z(Zaj) 2 I'{ To dﬁCQl o dﬁCQ‘j } + ( dﬁCQl To dZL'QJ ( )

ol o7 est la composante en position j de x4 et Iz (21) est le logarithme de la densité de probabilité
Pxs (ml)

Ce résultat est aussi connu dans la littérature comme la formule de Slepian-Bang. Une démons-
tration de ce résultat est proposée & la section [Bl de I’annexe

5.2 Cas d’un processus d’estimation dynamique

Lorsque que l'on s’intéresse a ’estimation de I’état d’un systéme dynamique défini par son
équation d’évolution et d’observation, la mesure de performance est liée & la trajectoire de 1’état
Xo:k 2 {Xo, -+, Xk} & partir des mesures accumulées z.j 2 {z1, -+, 2} jusqu’a linstant t;. Le
but de la méthode d’estimation employée est de fournir un estimateur de cette trajectoire Xo.x. En
fonction des propriétés du modeéle et de ’algorithme de filtrage retenu, cet estimateur est déduit
d’une estimation (souvent une approximation en pratique) de la loi a posteriori compléte de I’état
ou de certains de ses moments. On considére le cadre général ou le systéme dynamique d’intérét
est donné par le modéle :

Xit1 = fulXp,up,wr), k>0
Zk = hk(Xk,l/k) (513)

ol wy € R™ et v, € R™ sont des processus de lois connues p(wy) et p(vy). L’état initial X, est
également une variable aléatoire de loi p(Xj). Le modéle retenu pour notre probléme de localisation
exploitant une carte de ’environnement est directement formalisé sous une telle forme.

L’erreur quadratique moyenne de ’estimateur de la trajectoire est alors définie par

e(Roa(210)) = Exon v |(Ko(21:0) = Xow) (Koa(re) = Xow)'|

et la matrice d’information de Fisher & I'instant t; est alors obtenue a partir de la loi de I’état joint
(Xo:ks 21:k)
Jok = Exo 2 [Vixes 10gp(Xow, 21:6) Vi, 108 p(Xowk, 21:1)] -

Nous avons montré dans les sections précédentes que la matrice de covariance de 'EQM était
bornée par une matrice calculée a partir de I'inverse de la matrice d’information de Fisher Jg. si
elle est non-singuliére R

e(Xok(21:%)) = Cor o Con (5.14)

ou la matrice Cy.; est donnée par

Cok = Exy 210 KXO:k(ZLk) - Xk) Vo P(Xo:ks 21:5) (5.15)

De plus, on sait que sous ’hypothése de « non-biais asymptotique », la matrice Cy.;, est égale a
la matrice identité, et que la borne se réduit a l'inverse de la matrice de Fisher. Dans le cadre
du probléme d’estimation sur la base du systéme B.I3, le biais sur ’estimation de la trajectoire
B(Xo.x) de 'estimateur Xo. est un vecteur de taille nx x (k+1) et cette hypothése s’exprime de
la fagon suivante.
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Proposition 4 (Hypothése de non-biais asymptotique) L’hypothése de non biais asympto-
tique s’intéresse au comportement en limite de B(X.) au niveau des bords du domaine admissible
de l’état. Elle est définie comme suit :

Vi=0,-,nx,VI=0,---k, hm ) B(XOk)p(XOk) = hIIl ) B(XOk)p(XOk)
X{—X—i X)X +i

En toute rigueur, l'utilisation pour une application donnée de l'inverse de la FIM comme mino-
rant de la matrice de covariance de 'EQM nécessite au préalable la vérification de cette hypothése.
Nous rappelons que montrer la validité de cette hypothése revient & montrer 1’égalité entre matrice
Co.i et la matrice identité sur R *(*+1)_ Pour notre probléme de localisation, nous supposerons
que cette condition est réalisée. Il est possible de fournir une démonstration en utilisant la méme
approche que celle proposée dans [Bré05| pour le probléme de suivi de cibles & partir uniquement
de mesures d’angles. Il est montré en particulier que cette hypothése est valable lorque les mesures
d’angles sont « suffisamment » éloignées de 7.

5.2.1 Formule de Tychavsky

Dans le cadre du filtrage bayésien, c’est le comportement de 'erreur d’estimation de ’état a
posteriori Xy|z1.; qu’il est pertinent d’analyser, plus que la trajectoire compléte Xg.;. C’est donc le
bloc inférieur droit de la matrice .J;, ,i qu'’il convient de considérer. On notera par la suite J, Lou P,
cette matrice de taille nx x ny. Ji correspond donc & la matrice d’information de Fisher associée
au processus d’estimation de 1’état a posteriori sur la base des mesures accumulées jusqu’a l'instant
k, Xi|z1.- Dans [TMNO8] Tychavsky et al. ont proposé une formule de calcul de Jj récursif pour
les systémes de la forme ET3 Nous la présentons au travers de la proposition B

Proposition 5 Pour le probleme d’estimation d’un processus dynamique vérifiant les équations
(Z13), le calcul de la matrice d’information de Fisher Ji a posteriori est obtenue de fagon récursive
par la relation :

—1
Jes1 = Di? — D' (Ju + DY) D2 (5.16)

Les matrices D,Qf, D,%l, D}C2 et D}Cl dépendent des lois associées a l’équation de prédiction et d’ob-
servation.

Dyt = Exeup [*A?,:logpxk+1|xk(Xk+1|Xk)} (5.17)
D = Exps |[~AX 10gPx, 1, (Xiesr | X0)| (5.18)
D = D* (5.19)
DP = Exy,, [~AN g, x, (Xke X)) (5.20)

X1
+EXU:I€+1721:1€+1 [*AXHI logpzk+1|xk+1 (Zk+1|Xk+1)}

Cette relation est démontrée par Tychavsky et al., qui utilisent des résultats d’algebre linéaire
sur les matrices et ’hypothése de markovianité de ’état Xj. Bergman se base sur cette approche
dans [Ber99| pour étendre le calcul de la borne au cas de processus de prédiction et de lissage,
et propose une adaptation pour tenir compte des modeéles de prédiction pour lesquels la loi de
probabilité est singuliére. C’est en particulier le cas lorsque le bruit de dynamique affecte unique-
ment un sous-ensemble du vecteur d’état. Elle a été étendue aux autres bornes de la méme famille
(Ziv, WW...) dans [RNO5]. Elle a également été adaptée au probléme de filtrage avec probabilité
de détection inférieure & 1 [NWBSOT]|. 1l est en particulier montré que la borne obtenue s’obtient
par l'introduction d’un coefficient de pondération, le facteur de réduction de l’information (IRQ en
anglais), a la borne obtenue pour un systéme disposant d’une capacité de détection parfaite. Une
expression a également été proposée pour les prolémes de filtrage multi-cibles par [HLCP06|. Enfin,
soulignons 'utilisation qui en est faite de Rapoport et al. [RO04| pour traiter le cas des systémes
avec fautes, en utilisant une régularisation de processus discrets de Bernouilli servant de modéle
du phénoméne d’apparition de fautes. Les processus hybrides comme ceux traités par Rapoport
permettent de prendre en compte des systémes ou la présence par intermittence de biais sur les
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parameétres & estimer ne peut étre négligée.

Remarques : Notons dans cette formulation du calcul récursif de la borne la présence de deux
composantes principales. L’une est liée & la perte d’information elle-méme liée & la prédiction,
lautre est liée au gain d’information apporté par les mesures. On congoit alors qu’une modification
du systéme, donc des équations qui régissent son évolution et son interaction avec I’environnement,
va impacter cette mesure de performance. Dans notre contexte, une facon de modifier le systéme est
d’imposer des commandes ug, la durée 4t d’application de celles-ci qui vont directement impactés
la phase de prédiction (matrice Q) et le processus de mesure (nombre de mesures my et précision
des mesures (Ry)). Ce sera l'objet des approches qui seront développées dans la troisiéme partie
de nos travaux. Nous chercherons & déterminer les meilleures stratégies de déplacements en regard
d’une mesure de performance déduite des matrices d’information de Fisher.

Nous avons présenté les base théoriques qui vont nous permettrent de définir une mesure de perfor-
mance pour notre probléme particulier de localisation & partir d’une carte d’amers. Dans la suite
de ce chapitre nous déclinons ’expression de la matrice d’information de fisher en supposant que
la carte disponible pour la localisation est exempte d’erreur.

5.3 Application au probléme de localisation & partir d’une
carte d’amers parfaite

Nous détaillons les éléments permettant le calcul de la BCRB pour le systéme mobile décrit
par les équations et EET0 et en supposant les positions des amers connues de facon précise.
Les équations de dynamique et d’observation sont non-linéaires et font intervenir des processus de
bruits gaussiens. Comme nous le montrons plus loin, la non-linéarité rend impossible ’obtention
d’une formulation analytique de la borne. Nous rappelons tout d’abord la relation de récurrence
pour la détermination de la BCRB & partir de I'inverse de la matrice d’information de Fisher .J
[TMNOg] :

Vk >0, Jup1 = D — D(J, + DY) "ID}? (5.21)

Les hypothéses de régularité et d’intégrabilité par rapport & I’état des différentes densités de proba-
bilité déduites des modeéles de notre systéme [E3),(LTIH) sont vérifiées. Les espérances intervenant
dans le calcul des différents termes D!, D2, D}? et D?? de (EZI)) doivent étre considérées par
rapport a la densité de probabilité jointe p(Xo.k+1, 21:k+1,C) ou C est la cartographie disponible en
entrée du systéme pour le processus de localisation. La structure markovienne du modéle permet
la décomposition de cette densité sous la forme

k+1 k+1
P(Xokt1, 21611, C) = p(Xo) [ [ p(251%5,€) T p(X;51X5-1)p(C). (5.22)
j=1 1=1

La carte étant supposée connue et parfaite, la densité p(C) se réduit pour l'instant a la distribution
ponctuelle 1¢ et peut étre omise pour linstant. L’application de l’équation de récurrence (BZII)
nécessite de préciser au préalable les différents termes pour notre probléme de localisation. Ce sont
des matrices de taille nx X nx avec nx = 3 pour la position et 'orientation du mobile dans R,.
Pour ce faire, nous considérons dans la suite une trajectoire particuliére du mobile composée de
K étapes et construite en imposant & partir d’une position initiale Xg autour de X, une suite de
commandes en déplacement et orientation

Uo:K—1 = {UO,"' y Uk " - ,UK—1} (5.23)
- {(U05¢0) y T (Uka¢k) s Ty (UK—la(bK—l)}
ou (vk, ¢x) sont appliqués a l'instant ¢y, k = 0,--- , K — 1. On peut associer & cette séquence de

commandes Xg.x la trajectoire dans ’espace d’état construite en partant de X, et en appliquant
successivement cette suite de commandes selon le modéle de dynamique parfait et sans bruit wy.
On s’intéresse donc a la borne sur 'erreur d’estimation de Xy, k = 0,--- , K a partir de z1.x, k =
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1,---, K séquence de mesures qui seraient acquises lors de ’exécution de la mission. Dans la section
suivante, nous rappelons des résultats détaillés en annexe [Bl et qui seront utiles dans nos calculs.

5.4 Rappels et calculs utiles pour les développement du cha-
pitre.

Les éléments rappelés dans cette section seront exploités dans les différents calculs pour la
dérivation des matrices permettant la mise en oeuvre de la formule de récurrence de Tichavsky
pour la détermination de la matrice d’information de Fisher a posteriori Jj.

e Les paramétres
ai = o268t by = viai&i, of = 0?8t} et of = 050t3. (5.24)

e Les vecteurs orthogonaux et de norme unitaire

Cy, = (S"H%) et Gy = — (C"k+¢k) . (5.25)

COr+odr S0k +on

On a en particulier

dG
k= ng et i =—-Cy

T e g (5.26)

e Le vecteur position Py a 'instant ¢;. Avec les notations précédentes, I’équation de prédiction sans
prise en compte du bruit peut encore s’écrire

Pr — V6t G
X, ug) = k). 5.27
o) = (P, 0 ) (.27
e L’inverse de la matrice de prédiction avec une décomposition par blocs
L, H
-1 _ k k
ou la matrice Lg, le vecteur Hy et oy vérifient
Ly = T+ ol Cy, C5 + P GrGy, Hy = -V Cy,
ap = —— T+ b) RO 7
(o} +b3)ag, +oRoy’ b (g + o) (b +op)
2 2
NO aj n bk (5.29)
@+ oD T o]) | (02 + B@E + b3, 722
o = s . E—
(af + o) (% + o7) (o +b3)og, +oio}

Nous avons aussi défini plusieurs relations entre ces paramétres. En posant g, = b2 — a3, on

a
o, @_ 1
R 2T
al? + ot = L 7gbr ol (5.30)
b Mool 4b i+ bt ‘

k bk 3
(of +0p)(of +a3) o +0; "

oz,(f) + oz,(cl) =
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e La dérivée par rapport a lorientation 0 de la matrice de covariance du modéle de prédiction
Q- Par hypothése de modélisation, seule la matrice @} dépend de I'orientation, on a donc

dQr _ dQ"  dQy' _ dQy

d@k N d@k dek N dek.

Nous avons montré dans ’annexe [B] que cette matrice dérivée était décomposable par blocs

avec
dQr Nk 0,biGo,
<k _ i - 5.31
dby, (%ka@k 0 ( )
et
Ny = CngZk + Gek Cgk (5.32)

A partir de ces éléments, il est possible de déduire les relations suivantes qui seront utiles pour la
détermination des matrices employées pour la mise en oeuvre de la formule de récurrence pour le
calcul de la borne.

. 4Gy *
Go, L = (o) + a,(f))G(,k ot 9; L =—(a)) + 041(61))09,67
de 1) 2) * * de 1) 2)
dek = (Oé](g - 041(g ) (Gekce‘ + Cengk) et G9 d@ = (al(c ( )09 (533)
dGy, ) , (1) dLy o @
Lk; dekk — ( + Oék )Cgk et WGO = (ak — O‘k )Cek

5.4.1 Expression de D;!

La matrice Di! est obtenue & partir du laplacien du logarithme de la densité de probabilité
associée a l’étape de prédiction p(Xgy1|Xk)-

DYt = Exyyy { =A% In (p(Xis1] Xi) } (5.34)

p(Xk+1]|Xk) est une densité gaussienne dont ’expression est fournie par ’équation 11 nous
faut déterminer le laplacien A§Z de la quantité

1
I =c1— B In (|Qx|)

Xit1
X W (5.35)
~3 (Xht1 — fo(Xesur)]” Q' [Xngr — Fro( X, we)] -

(2)
Nous allons déterminer la matrice D}! en deux étapes utilisant 1’écriture

D' =Ex,, {¥i%i1}

avec U3l 1 = Ex, 1 |xo. kAf(: l§:+ Chaque élément (i, ), 1 < 4,5 < 3 de la matrice W;}, | vérifie
selon la propriété

dQu ;) 1dQu | (A (X un)\ 1 ((dfeXn, i)
Wik (i) = {ledXszlﬁ}+<kTy)le<W>' (5.36)

() ()
Pour le modéle de dynamique considéré, selon ’équation ([EH), la matrice de covariance Qy

dépend de fagon explicite de orientation du mobile,. Le terme (%) de (B33) ne peut donc étre
négligé dans les calculs. On peut alors adopter ’écriture formelle équivalente pour D}Cl

D11 _ Du,a JrDu,b

ou D,lcl’a et D11 b correspondent respectivement & l’espérance par rapport & Xo.x, 21.5+1 des
termes (*) et (**) de Péquation (E36).
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5.4.1.1 Expression de D,lcl’a

Par hypothése sur le modéle et comme nous ’avons démontré dans Pannexe[B] les coefficients des
matrices @ et de son inverse ne dépendent que de la composante de ’état associée a l'orientation
du mobile ;. Par conséquent, les dérivées par rapport aux parameétres de position de la quantité
(%) sont nulles. I reste donc a évaluer le terme en position (3,3) de la matrice Dil’a. Ce coefficient
correspond & %g(@k) en posant

doy; doy,
Nous avons également vu en annexe[Bl que g(6x) ne dépendait pas explicitement de I’orientation
4 l'instant t;. Ce terme est une constante qui ne dépend que des paramétres du modéle de prédiction
et des erreurs. Par conséquent, nous utiliserons la notation gi':=g(6y) par la suite. Ce résultat est
démontré en annexe et son expression est donnée par 'équation (BTl que nous reprenons dans
I’équation suivante :

g(Or) = tr <Qk1@le@). (5.37)

2
_ B -} + (of + a})” oy buc”
(o7 +aR)(oF + B})

11
9k

ou le paramétre oz,(€ ) s’exprime en fonction des parameétres du modéle d’erreur sur le modeéle de
2

; 5 2 72 2 2 S
dynamique au travers des parametres a, by, oy, o, et oy et des commandes appliquées a I'instant
tx- Les expressions de ces différents paramétres sont également rappelées dans la section B4l Sur
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F1c. 5.1 — Evolution de g;! en fonction du niveau d’incertitude sur les commandes.

la figure Bl nous avons représenté I’allure de cette fonctionnelle en fonction de la variation des
paramétres d’erreur sur les commandes en vitesse et rotation (,,0,). L’ecart-type de I’erreur en
vitesse varie entre 0 m/s et 1 métre par secondes et 'orientation entre 0 et 9 degrés. On constate
donc un accroissement de cette fonction pour les valeurs importantes des erreurs.
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5.4.1.2 Expression de D,lcl’b

Pour le calcul de ’espérance associée au terme (**) de ’équation (B36), Nous devons déterminer
le gradient de la fonction de transfert fi(Xg,ur) par rapport a 'état Xj. Les dérivées du vecteur
f&(Xk, ur) par rapport aux trois composantes de I’état sont données respectivement par

d fre( Xk, ur)

=(1 0 0)
dxk ( ) ’
d fr (X, ur) *
R (0 1 0)7, 5.38
I ( ) (5.38)
d fr(X *
%]:UJC) = (*UkatkSGkJrqbk Uk(StkCGkJrqbk 1) .

Nous pouvons en déduire une écriture équivalente la dérivée par rapport & ’orientation & partir du
vecteur unitaire Cgk

d fr (X, ur) . *
T = (vkatkc(,k 1) . (5.39)
La matrice Dil’b est donc déduite de ’espérance par rapport a Xg.x du produit
1o Oax1 1 I 0t Co
(vk(StkC’g,‘k 1 ) Q4 O1xo 1 k (5.40)

avec une décomposition par blocs de l'inverse de la matrice de covariance Q;l définie par

-1 _ (Ly Hyg
O <H;z ak)

ou Ly et Hy dépendent des coefficients oz,(:), 1 =20,---,3 et des vecteurs orthogonaux et unitaires

Cy, et Go, qui ont été introduits dans la section B4l En particulier, on a

Li=al Ty +a{'Cy Cs + 007G Gy . Hy=—a} Cy,.

k

La matrice résultant du produit matriciel exprimé & ’équation (E40) a pour expression

Lk Hk 12 vkétkC’gk
vkétkCgkLk + H; vkétkC’;ka + o O1x2 1

Ly, ’Uk(StkLkCQk + Hp
vkétkCgkLk + H]: v,%étiC’;kLkC(gk + 2vk5tkH]:C€k + o
Ly Hy Oaxa 06ty LCo,
H g vkétkcgkLk U,%(sticgkLkCQk + 2Uk5tkH;CQk

On reconnait 'expression par blocs de l'inverse de la matrice de covariance ). Déterminons
maintenant les expressions des blocs de la seconde matrice en utilisant la définition de la matrice
Ly, en fonction des vecteurs orthonormés Cgk et ng. Nous avons notamment, la relation LkC’gk =

(0‘1(60) + al(cl))Cek, ce qui implique

’Uk(stkLkCgk = vkétk(aéo) + Oég))c‘gk = vkétk(a,(co) + CY,(CQ))CQIc

(5.41)
v,%(StiC’;kLkCgk + 26t HpCp, = viéti(a,&o) + oz,(cl)) -2 vkétka,(f)

En reprenant les résultats précédents, la matrice Dil’b peut étre exprimée sous la forme

11,6 - ~11,b
Dy =Ex,, {Qr '} + Dy,
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11,b

ou la matrice D est donnée par

11,
~11,b Oaxa B~
Dk = Ex., { <B11Tb* blkl,b> } :
k k

; 11,b
et le paramétre b,

11
et le vecteur B, b

B;l’b = v Otk (Oégco) + aél)) Cgk,

bllcl’b = Uk5tk (Uk5tk ( (0) + 04(1))

2a).

Nous pouvons synthétiser I’expression de la matrice D,il dans le tableau Bl

11 _ nlla 11,
Dy =D, + Dy

B = .ty ( Ot al ) Cy

bllcl’b = v 0ty (Uk5tk (Oz](;))

avec D11 b =Ex,, {le} + Dil,b ot
2 3
pile _ (Og o ) s (82 — a2)? + (02 + a2)? o b’
’“ 0 a') " R R R
11,b
AH11,b 02y By
Dk - EXo;k { ( 11><b* bll b) }

+ a,il)) — 204,(5)) .

TAB. 5.1 — Eléments pour le calcul de la matrice D'

Remarque : Cette expression de D,il’b dépend du vecteur Cp, . La commande appliquée & I'instant
ti sur lorientation influe donc sur la performance. De méme, les parameétres d’incertitudes sur les
commandes et sur le modéle interviennent au travers des termes ag)
sur le niveau de performance.

et ont naturellement un impact

5.4.2 Calcul des matrices D;?

Le calcul de D,iQ s’obtient également & partir de la densité de probabilité associée & 1’équation
de prédiction p(Xpt1|Xk)

et D?!

DE = Exyps { =A%, I (X1l X }

En décomposant par rapport aux composantes de position pj et orientation 6y, on souhaite donc
déterminer I'espérance par rapport a Ex,,, de la matrice

V5, V5 Xk
12 1" Xp41
\IlkJH-l = EXIchl\Xk { <v9 vkar l Z+
k

Pr+1" X1

RV Xk
Vpk V9k+ll§k+1
. .
V9k v9k+lle+1

On considére uniquement la composante (2) de I’expression I5*  donnée par I’équation car
Xkt1 ’

le premier terme ne dépend pas de ’état & l'instant ¢;y;. En utilisant 'expression de Q,;l, dont
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la décomposition par blocs est rappelée a la section B4l on s’intéresse de nouveau au calcul du
gradient de T} par rapport a ’état

Ty = Apr" LAy + 2016t1.Go L Apy, + vidt; Gy, *LyGo,
+ 2ApL Hi[AO, — o] + 2 vkéthZ}ka [AO — &)
+ ay [Af), — ¢i]*.
Tout d’abord, nous procédons & des simplifications, en tenant compte des spécificités de notre
modéle. En premier lieu, le vecteur Hj est colinéaire a C@k. Il est donc aussi orthogonal & ng. En
utilisant ensuite 1’expression de G ‘Lk donnée & ’équation ([E33), on obtient
T = A" LiApy + 2060t (o) + o) Gy Ay + 0013 (o) + oY) Gy Go,
+ 2 Apy " Hi[AO, — é1] + o [A9k — ¢]?
= Apk" LiApr + 20kt () + af2)Gy Apy + vZoti (ol + af?)G G,
+ 2 A" Hi [AO), — ¢i] + ap [Abx — ¢1]?

soit, étant donné que [|Gy ||> =1,

T = Ay LiAApy + 200t (o) + a2 )Gy A + 0013 (o) + o)

5.42
+ 2 APy  Hi[AO), — ¢i] + a [AOk — di]°. >4

Nous devons donc calculer Vx, (V}Hl Tk) . Ce calcul de gradient V}HlTk peut étre décomposé
en considérant les gradients par rapport au vecteur position pyy1 et a orientation 0y 1.

Vi Tk
VXk+1Tk = (VZ:LTk)

Dérivation des termes Vi, Ty et Vg, Tk

Pk+1

En appliquant les propriétés de calcul différentiel d’une fonction et en utilisant la symétrie de
la matrice L, on a

vﬁk+1Tk =21 [Apk] + 2vk(5tk(ak + a )G@ + 2 Hy, [A@k — ¢k]

(5.43)
Vo Tk = 2Apr" Hi + 2 oy 1 [Aby, — di).

Nous pouvons maintenant aborder le calcul des matrices blocs du laplacien Vx, (V}HlTk).

Dérivation des termes Vi, (V;HlTk) et V5, Vo, Tk

On déduit directement des expressions précédentes les résultats

v (v;k+1 ) = _2Lk et vﬁk v9k+1Tk = - 2Hk (544)

Dérivation des termes Vg, (V;;k+1Tk) et Vg, Vo, Tk

Pour ces deux composantes, les développements sont un peu plus compliqués car il convient de
prendre en compte la dépendance par rapport & l'orientation 6y de la matrice Ly et des vecteurs
Co, et Gy, . Ainsi, on a

i} LdLy d Gy
VouVi Th = 205" G50 + 2uidti(o” + ai) gt
k (5.45)
, 4Hf
+2 [AOy — ¢x] — 2 Hy.

d 0y
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Pour préciser cette expression, nous exploitons ’expression de la dérivée de la matrice L en
fonction des vecteurs Gy, et Cp, . Ces relations sont données par 'équation ([B33). On obtient
aprés substitution

Pr+1

Vo, Vi Tp=2 (oz,(:) - a,(f)) Apr* (ngcgk n C’ng;k) —206ti(0f)) + a?)Cy,
— 20 [AO, — p1)Gy, — 2 Hf,
ce qui est équivalent &

Vo, Vi Tk = 2 Hi +2 (of — o) Ap* (G, G5, + 05, G5

L \ . (5.46)
— 20p0ti (0 +oi?)Cs — 20 A0, — 611G

Nous pouvons maintenant évaluer I’espérance de ce vecteur relativement au vecteur de parameétres
X1/ Xk

* * 1 2 ~ % * *
Ex, o {0, V5, Tk = 2H; 42 (o) — o) Ex, ., {860 (G0, G5 +Co,G5, )}
— 200t (a)) + ?)C5 — 2007 B, , {[A0k — 6]} G

Etant donné le modéle de dynamique, lorsque Xj est fixé, le vecteur Xj11 — Xj suit une loi
gaussienne de moyenne [—vkéthZk ¢r]*. On al donc

Exoe { A0 (Go, G5, + Co, G, ) } = —wndtaGi, (Go,Cj, +Co, Gy,
EXk+1\k {[Aek - ¢k]} =0.

Nous pouvons, de nouveau, exploiter la relation d’orthogonalité entre les vecteurs unitaires Cp, et
Gy, pour simplifier 'espérance précédente

Ex, e {856 (Go,Cs, +Co, G ) } = —usotaCi,.
En substituant ce résultat et en simplifiant, nous obtenons

Pr+1

By { Vo Vi, Tk f = —2 Hf — 2oty (o + i) G (5.47)

Enfin, considérons le dernier terme Vg, Vg, 1Tk En reprenant I'expression de la dérivée de Ty,
par rapport & lorientation précisée a I’équation 43l on a

_ +dH,
ngV9k+1Tk =2 Apg 20k 20vy,
d oy,

ou encore, apres substitution de Hj, par son expression en fonction de Cy,

Vo Vo Te = —2a) Apy* Gy, — 2041 (5.48)

De cette expression, nous pouvons déduire I’espérance suivante :

INous utilisons la propriété E(A.X) = AE(X)
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EXk+1\k {v9kv9k+1Tk} 720‘123)EX1€+1\1€ {Aﬁk*G%} — 20y

= —2@,&3)(—vk5th;kG9k) - 204k

= _2al(c3)(_vk6th;kG9k) — 2ay,
soit, étant donné que ||Gy, || =1,
Ex, .\ (Vo Vor, T} = —2a + 207 vyt (5.49)

En concaténant les résultats des équations (2d)), A7) et (EAD), lexpression de D}? est
obtenue en considérant ’espérance par rapport a Xo.; de la matrice

Ly Hy .
-l )0

ot la matrice D}? est définie par I'équation suivante :

D12 ) O2><2 (92><1 5.50
ko= Xow vty (aéo) + ag)) Cgk —vkétka,(f) ’ (5.50)

On peut remarquer les similitudes avec la matrice bil’b sur deux points. Le vecteur B,il’b est
opposé au vecteur correspondant & la derniére ligne et aux deux premiéres colonnes de —b,?. En
outre, le terme vkétka,(f) intervient également dans les deux expressions au niveau du coefficient
en position (3,3) des matrices. En considérant la décomposition par bloc de 'inverse de la matrice

de covariance @i, on a ’expression

D}? = -Ex,,... 1Q;'} — Di*. (5.51)

Nous pouvons synthétiser I'expression de la matrice D}? dans le tableau

DliQ = 7EX0:1€+1 {lel} - DllcQ

~ 02><2 (@]
DliQ = IEX{< 11,b* >}7
0:k Bk s b]1€2

Blil’b = ’Uk(Stk (041(60) + Oé](cl)) C’ek_, bllcQ = 720[123)1)19515]“'

avec

TAB. 5.2 — Eléments pour le calcul de la matrice D;? et D'

Remarque : Comme pour la matrice Dil, cette matrice dépend explicitement des commandes
appliquées au mobile a chaque instant ¢ et de la distance parcourue entre les instants t; et tx11.
Le choix des commandes et l'intensité des bruits associés vont avoir une influence sur la matrice
D}?, et sur la perte d’information lors du déplacement qui se traduit dans la formule de Tichavsky
par le produit D}2(Jy + D)7t D2!. Le terme D! se déduit de D}? par une simple application de
I’opérateur de transposition.



74 chapitred

5.4.3 Calcul de D??

La matrice DiQ est composée de deux termes principaux D,?’“ et J; (C) obtenus respectivement
a partir de la loi de prédiction p(Xj11]|X)) et de la densité de probabilité associée au processus
d’observation p(zg4+1|Xk+1,C).

5.4.3.1 Expression de Diz’a

La matrice DiQ’“ est déterminée & partir de la relation

DiZa = ]EXU:k+1 {7AXH1 In (p(Xk+1|Xk)} '

Xk

De fagon évidente, on peut noter que le logarithme de la densité de la prédiction (BE33) est une
forme bilinéaire en Xj41 et que le laplacien équivaut a la matrice de covariance Q;l car la matrice
de covariance @i ne dépend que de l'orientation & l'instant £;. On en déduit de fagon immédiate
que

D" =Ex,, {Q:'} (5.52)

5.4.3.2 Expression de J;(C)

Pour le terme J;(C), qui dépend de I’équation de mesure et de I’information cartographique
disponible C, on a

z X
3 (C) = Expir 20 {*AX:ﬁ In (p(zk+1|Xk+1;C))} :
Il est encore possible de ’écrire sous la forme
JE(€) = Exg, {920}

ou la matrice \I/iQ,;il est obtenue en prenant ’espérance conditionnelle z1.541|Xo.x+1 de

Xt = —n (p(zs1 [ X1, C)). (5.53)

Zk+1

Nous avons supposé que le processus de localisation s’appuie sur un algorithme d’association qui
permet une mise en correspondance des amers et des mesures potentielles dont la performance est
maitrisée et n’introduit pas de corrélation entre les mesures élémentaires. La matrice de covariance
des mesures Ry est de dimension 2ng1 et diagonale par blocs de taille 2 x 2 ot ng1 < ne est le
nombre d’amers de la carte C qui seraient exploités dans le processus de localisation & 'instant ¢ 1.
Considérons le sous-ensemble des ny41 amers de la carte qui seraient utilisés & 'instant 5,1 dans
le processus de correction du filtre. On le notera C41 par la suite et {i;}, I =1,--- ,ngy1 sont les
indices des amers associés. La mesure provenant de ’amer f;, est incertaine, ce qui se traduit par
la matrice de covariance élémentaire Ry, diagonale. Selon le modéle considéré parmi les trois
introduits a I’équation ([EI7) du chapitreHl I'incertitude sur la distance peut dépendre explicitement
de I’état courant du mobile lors de ’acquisition des mesures. Ainsi, on a

2 ) 0
Vi=1,- ,npq1, Riyr4 = <0d’“61’” 02) - (5.54)
1)

Nous développerons les calculs pour les modéles (Mp) et (M7). Dans le modéle (M), 'incerti-
tude est modélisée par une loi gaussienne de variances constantes au cours du temps. Pour (M),
la variance sur la mesure de distance est une fonction de cette distance, donc du vecteur formé par
la position du mobile et I’amer observé dans R,. On rappelle ici la définition de la variance pour
M,y

(M) 04 = 04d(Xi, f1)7, y=1
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En outre, les mesures étant indépendantes, I’expression de lzk"jll proposée & I’équation ([EEJ) est

équivalente a

MNk+1

X _ X

g o= LN, (5:55)
=1

avec pour chaque amer élémentaire

[ —1In (p(z} 1 | Xet1s fi))- (5.56)

Zegr,fip

Nous allons nous attacher & préciser ’expression de I’espérance £ du laplacien par rapport

241 | Xkt1

l k+1

a l'état du mobile de chacune des fonctions I **" ., [ =1,--- ,njy1, afin de déterminer \I/ilefH
l

Par commodité, nous utiliserons la notation sulvante
gb =R AN I (2t [ X g, fa)) (5.57)
kk+1,4 — 21| Xkt Xit1 E+11Vk+15 J4 . .

Les densités de mesures élémentaires étant des densités gaussiennes, par application de la propriété
??, nous savons que le terme en position (i,7), 1 < i,j < 3 de cette matrice est donnée par
I’expression

k,k+1,7; k+1,4; dXz k+1,1; dXJ

1 .
\1122 b (Z ]) Z¢r (R—l de-i—l 7 R 1 de—i—l ALk +1 4, )
2 k+1

()

i dH*(Xk-‘,-l;fil) R,1 dH(Xk-‘rlafil)
dX;} R L dXj '

k+1 k+1

(5.58)

(%)

Pour le terme (xx), il est donc nécessaire de préciser les gradients de la fonctionnelle d’obser-
vation H(Xy+1, fi,)- Elle comporte deux composantes correspondant respectivement a la distance
d(Xk+1, fi,) et & la mesure d’angle relative a 'orientation du mobile (X1, fi,). Nous avons

d(ka flz) = \/(xk - xiz)z + (yk - yiz)2
o(Xk, fi;) = arctany (y“ yk) — 0.
:C” T

Avant d’exprimer les gradients par rapport a I’état Xy, 1 de ces deux fonctions, nous introduisons
des notations qui nous permettrons d’obtenir des formulations structurées de la matrice d’informa-
tion. Ces notations traduisent la configuration géométrique associée & ’acquisition d’une mesure
élémentaire.

Pour un amer f;, donné parmi les nj; amers qui seraient utilisés dans le processus de locali-
sation, nous considérons les notations suivantes illustrées sur la figure B2

: ey
- Az} 41 €t Ay, les coordonnées du vecteur « amer-mobile » Pyi1f;, dans le repére global

Ry,

k+1 k+1 -
— sanorme p;" = HPkJrlfiz et son argument ;" =4 Pyt1 fiy,

~ le cosinus et le sinus de argument ¢ ™:=cos(8: ™) et s :=sin(B ).

Pour la fonction de distance, ’expression du gradient, est donnée par la formule suivante :
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i

k+1
Pi,

k+1
i

chapitreb

F1G. 5.2 — Notations pour une configuration « amer-mobile ».

(1k+lfxil) AleJrl
E+1 k+1
Py Piy
_u, ;
VXk+1d(Xk+1v le> = w Azkltl
i pil+
0 0
—_—
En utilisant 'argument BZH du vecteur P41 f;,, on en déduit la formulation équivalente
k1
i
_ E+1
Vi d( Xy, fiy) = — Sil+ . (5.59)
0

De méme, pour la fonction de mesure d’angle nous obtenons

_ (Ye+1—¥i;) Azl

kt1
k+12 k+12
(zrir) Nl
— Tl —XT;
VXX, fi) = | Ear=2i) _ Az,
k41 E+12
i pil

——
En utilisant de nouveau ’argument BZH du vecteur Pyy1f;,, on en déduit

skt
1
vXk+1 (P(Xk-i-l, fiz) =1 _ CZ+1 . (560)
pil
—1

A partir de D'expression de ces gradients, nous pouvons détailller ’expression de la matrice
d’information, dont les coefficients sont obtenues & partir des termes (xx) de ’équation (ZId). Les
opérations sont identiques quel que soit le modéle d’erreur considéré.

Dérivation du terme (**). Sinous reprenons I’expression de ce terme, nous avons pour chaque
composante (i,j), i,j = 1,2,3 de la matrice résultante,

(4Gt s (108t

3 k+1,4 J
kaJr1 ka+1

soit, en utilisant la définition de la fonctionnelle H (X1, fi,)

dd(Xeq1,fi)\ * dd(Xgq1,fi;)

dX;iJrl -1 deeJrl
do(Xkt1:f4;) ktlin | de(Xeqr:fi)
dXj dXj
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A partir des propriétés de calcul matriciel, il est possible d’obtenir une formulation condensée
pour la matrice résultante, que nous noterons DZH

D’_H-l _ (VXk+1d*(Xk+17fiz)>*R—1 . (vXk+1d*(Xk+17fiz)> )
" vXk+1(p*(Xk+1afiz) kt+li vXk+1(P*(Xk+1,fil)

Nous pouvons substituer les gradients dans la formule précédente par leurs expressions calculées
a partir de la configuration géométrique de ’acquisition de la mesure présentées au niveau des
équations (BRY) et (EBM). Cela nous améne & introduire la matrice suivante :

(Trt1—21) (Yr+1—y1) 0
k41 . T
GXl - _(yk+1_yl) (Ik+1—11) -1 (561)
pk+12 pk+12
l 1

Cette matrice peut encore s’écrire sous la forme équivalente, en utilisant la norme et ’argument
=
ﬁfl“ du vecteur « amer-mobile » P41 fi,,

k+1 k+1

k+1 _iill _Sil 1 0

Gt = ot ot (5.62)
k+1 T kFT -1
Py Py

Les vecteurs lignes correspondent aux gradients des fonctions de mesure par rapport & ’état a
linstant ¢x41. Par conséquent, on a pour tout amer f;

k+1 k41 p—1 k41
Dil+ :GXJ; Rk-{-l,ilGXng' (5.63)

Dérivation du terme (*). Nous devons tenir compte du modeéle d’erreur considérée.

Cas du modéle My. Pour le modéle (M), la matrice de covariance R/Z-h i =1 nkp
ne dépend pas de I’état du mobile & l'instant de mesure. Le terme () est donc nul pour tout
(4,4), 4,5 =1,2,3.

Cas du modéle M;. A linverse du modéle My, le terme (x) n’est pas nul. La variance de 'erreur
sur la mesure de distance dépend de cette méme distance. Pour (i,5), 1 < 4,5 < 3, nous devons
préciser ’expression

. 1 ARkt o1 dARpy1
Yiep,3, (4, J) = tr (Rkil,il axXi "Rty ax7 ok (5.64)
k+1 k+1
avec la matrice de covariance de la forme
o2 X 0
Rit1,, = < dkal’” 02) : (5.65)
%)

et
Ogu = 0qd(Xp, 1), v > 1

Pour ce modéle, seuls les paramétres du vecteur de position de ’état du mobile interviennent donc
au niveau de l'incertitude sur la mesure de distance. La matrice résultante est donc une matrice
avec une décomposition par blocs, ou seul le bloc supérieur gauche de taille 2 x 2 est non nul. Nous
devons déterminer la dérivée de la matrice de covariance par rapport aux composantes du vecteur
position py41. Les dérivées de la variance de ’erreur sur I'information de distance par rapport a
Zk+1 et yr+1 sont données par ’expression suivante (le détail de ces calculs est présenté en annexe

2 i 2 i

80dk+1,lz _ A‘Tchrl o2 ) 8O—dk+17iz _ AykJrl o2 )

O0Tk41 k412 Dl OYk+1 T2 Tdegasi
Pi, Pi,
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ou les paramétres A:EQ 11 et Ayg 1 sont les coordonnées dans R, du vecteur Py f;,. Pour les
dérivées par rapport aux composantes de position, seul le coefficient en (1,1) est non nul. De plus,
la matrice Ry41,4, étant diagonale, on en déduit que les matrices des produits matriciels impliqués
au niveau de 'opérateur trace dans I’équation (ZZ4) pour le calcul de Yiy1 4, (¢, 7) ont des termes
tous nuls, hormis en position (1, 1). Ainsi

2

N
442 =2k4L sii=j=1
il‘[ )
Ay, .. .
el BT de-_i-l,iz -1 defl,il _ 4’)/2 Zitﬁ sit=75=2 (5 66)
k41,4 dX]zle k+1,4 Xmjc+1 2 A;l)'il+lAy;l+1 S (i) =1,2 et i %]
YV gz S1(L,J) =1, el
i
0 sit=3ouj=3.
k+1

P—
En utilisant 'argument 3" du vecteur Ppi1f;,, on peut réécrire les termes précédents sous la

forme équivalente

1

2 . . .
% cos?( ZH) sii=75=1
i 5
L. % SiHQ(ﬁikL+1) Sll:j:Q
Yiep1,6,(4,5) = s, TR o (5.67)
pkzﬂ COS(ﬂil ) Sln(ﬂil ) s (Zaj) = 172 et ¢ # J
i
0 sii=3ouj=3.

On en déduit donc 'expression définitive de la matrice Y1,

42 cos?(BFTY)  sin(28/11)/2 0
Yitri = =72 sin(28;) /2 sin? (37T 0. (5.68)
Pi, 0 0 0

Remarque : A partir de cette expression, on illustre bien I'impact du modéle d’erreur (M7) sur
I'information de localisation, en particulier sur la performance de ’estimation des composantes
duvecteur position. Le gain d’information dépend & la fois de l'inverse de la distance & I’amer et de

la valeur du paramétre . En effet, si I’on considére la trace de la projection de cette matrice sur le
2

—ﬁﬁ. Ce résultat est en accord

@
avec le modéle (M;) ou la variance, sur la mesure de distance, est d’autant plus importante que la
distance a 'amer et le paramétre d’échelle v sont grands. Pour le modéle (Ms), il est possible de
dériver également la matrice Y1 ;. Dans ce cas, la variance dépend de la mesure d’angle, le gain

d’information sur I’état complet (position et orientation) est impacté.

sous-espace défini par les paramétres de position, elle est égale a

Synthése pour I’expression de J; ,(C). Nous avons décliné dans les paragraphes précédents

. . 22.b .1e .
Pexpression des matrices W;%" | . pour chaque amer f; utilisable dans le processus de correction
du filtrage. Nous avons vu que cette matrice était composée de deux parties variables selon le
modéle d’erreur considéré. Dans le cadre le plus général, nous pouvons exprimer J;_, ,(C) comme
suit :

; 1 ne nc .
Jk+1(c) = 9 ZEXU:k+1 {6lk+1yk+1,l} + ZEXO:k+1 {(SlkJrlGl)c(Jg1 Rkil,lGl)c(ng} ) (5.69)
=1 =1

ot la matrice Yj41,, est équivalente & la matrice nulle pour le modéle My et donnée par 1’équation
([EER) pour le modéle M. La matrice G5! est fournie a 'équation (E70), étant structurée selon
la configuration géométrique définie par I’état du mobile et les amers de la carte.

Le tableau suivant récapitule les principaux éléments pour le calcul de la matrice
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22,a z
DiQ = Dk + Jk+1(C)
avee D" — Ex,, {Q;'} et
1 ne nce
Jr1(C) = 92 ZEXO:k+1 {5lk+1yk+1al} + ZEXO:k+1 {55HG'§51*R£+11JG’§51}’
=1 =1

ouVl=1,--,nc,

1. si le modeéle d’erreur est (Mp)
Riy1, = Diag (o3, Ui) et Yi41, = Osxs,

2. si le modéle d’erreur est (M)

, 42 cos?(By)  sin(28FT)/2 0
. v . .
Riy1.= Dzag(oﬁ pr U?p) et Yiy1, = e sin(28Ft1) /2 sin?(BFTY) 0,
Py 0 0 0
et
i1 —cf"'l fs;”'l 0
Gat=| o0 a1 (5.70)
T T RT T
P Py

TAB. 5.3 — Eléments pour le calcul de la matrice D72

5.4.4 Conclusions de la section

Nous avons précisé dans cette section la formulation des matrices permettant de calculer de
fagon récursive la borne sur la matrice de covariance de ’estimateur a posteriori pour notre pro-
bléme de localisation & partir d’une carte d’amers. Pour cela, nous avons supposé d’une part que
la position des amers est parfaitement connue, et d’autre part que 'algorithme d’association est
suffisamment performant pour que les mesures qui seraient regues soient correctement affectées aux
amers contenus dans la zone de perception du mobile. Nous verrons, dans un autre chapitre, com-
ment ’hypothése sur la connaissance de la carte peut étre relachée pour tenir compte d’incertitude
sur leurs positions dans le plan. La suite de ce chapitre aborde ’estimation pratique des bornes,
notamment au travers de I'approximation des espérances qui interviennent dans ’expression des
matrices.

5.5 Algorithmes d’estimation de la BCRB

Nous avons obtenu dans la section précédente ’expression des différents termes permettant, a
partir de la relation de récurrence de Tychavsky, de dériver la matrice d’information de Fisher a
posteriori Ji & chaque instant. Néanmoins, en pratique, on est confronté au probléme du calcul
des espérances, donc des intégrales, par rapport a la trajectoire et aux mesures (Xo.x, 21.5) jusqu’a
I'instant t. En effet, on ne peut obtenir une formulation explicite des matrices que dans des cas
particuliers. Par exemple, lorsque les équations du systéme sont linéaires et les bruits gaussiens
avec des matrices de covariances invariantes, on se raméne a une équation de mise & jour similaire
a celui du filtre de Kalman ou de sa formulation duale, le «filtre d’informations [Dod03]. Pour cer-
tains problémes, les inconvénients de la non-linéarité peuvent étre contournés en se placant dans
un espace de représentation de I’état plus adapté. Ainsi, dans [Bré(3], une représentation logarith-
mique polaire (LPC) est préconisée pour le probléme de pistage de cibles par mesures d’angles et
permet d’obtenir des formulations explicites des matrices d’information. Cependant, dans la ma-
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jorité des situations rencontrées, il est nécessaire d’approcher ces quantités par simulation Monte
Carlo a partir de la connaissance des densités de probabilité de prédiction et d’observation. Dans
la littérature, cette difficulté est parfois omise en considérant notamment que "impact du bruit
d’évolution est faible. On se raméne donc bien souvent & une approximation autour de la tra-
jectoire nominale et on ne s’intéresse qu’au terme dépendant du processus d’observation supposé
prépondérant. Cette approche est utilisée dans [KGO6] pour déterminer un critére local pour la
planification des trajectoires d’'une engin sous-marin se localisant & ’aide d’une carte bathymé-
trique. Une telle approximation est sur le plan théorique valable en limite (« régime permanent »)
lorsque I’on s’intéresse & ’analyse des performances du filtre en temps long et pour des modéles de
dynamique de structures bien spécifiques.

Pour une carte donnée C et un mobile disposant d’'un domaine de perception P défini par les
capacités de ses capteurs (laser, caméra...), on s’intéresse & 'approximation des intégrales de la
forme

Dyl = /\Illlc,lk-l-lp(XO:k;)dXO:k

D2 = /\Illlc,?k-i-lp(XO:k)dXO:k
P =[x
Jie) = /‘I’i,?léi1p(X0:k+1)dX0:k+1,

ok ok

ol les matrices ¥ kht1 SODE celles précisées dans la section précédente. Nous présentons trois mé-
thodes permettant d’accéder & une approximation de ces grandeurs. Elles se distinguent par le
colit calculatoire et la précision des approximations produites. Nous considérons une trajectoire du
mobile composée de K étapes, et construite en imposant a partir d’une position initiale Xq autour
de X, une suite de commandes en déplacement et orientation

U rc—1 = {Uo, " Uk, UK-1) (5.71)
:{(U05¢0)a"' a(Uka¢k)a"' a(UK—17¢K—1)}a
ot (vk, @) sont appliqués a linstant ¢, k = 0,---, K — 1. La trajectoire ainsi construite par

application de la séquence de commande et sans prise en compte du bruit est notée Xo-k-

F1G. 5.3 — Trajectoire nominale (rouge) et bruitées (bleues).

5.5.1 Approximation autour de la trajectoire nominale

Pour éviter les cotits de calcul importants nécessaires & I’évaluation des intégrales, une premiére
stratégie consiste & approximer les espérances des matrices par les matrices calculées au niveau
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de la trajectoire nominale Xo.x. On obtient une expression de la formule récursive de Tichavsky
équivalente & celle qui serait obtenue pour un probléme d’estimation pour le systéme dont le modéle
de dynamique est celui déduit de la linéarisation des équations de prédiction et d’observation,
autour de cette trajectoire. Cette approche se traduit par I'algorithme [[ présenté en page

Algorithme 7 Calcul récursif de la BCRB a partir de la trajectoire nominale.
On considére les entrées :

o Xo= (;i:o Yo éo)* I’état supposé du mobile & 'instant initial,

e (ug, - ,ur—1) la suite des commandes en vitesse et rotation,

e (8ty,---,0tk) les durées de chaque déplacement élémentaire,

e les paramétres du modéle de dynamique o,0,,0,,0

Initialisation :
JO =P ltetk=0, (5.72)

Itération :

Pour K — 1>k >0,
— prédiction de Xk+1 a partir de X = (ﬁ:k Uk ék)* et uy, & partir du modéle de dynamique EE2
sans erreur,

— calcul de ay, by, Cortin € S0, 100 puis les approximations des vecteurs Cy, et Gy, , pour l'orien-

tation égale & 9k Ces vecteurs sont notés C’g et Ge

— calcul des coefficients oy, et oz,(c), i=0,1,2,3 a partir de I’équation (B29).

— approximation de l'inverse de Q,;l ~ Q;l a partir de la décomposition par blocs définie a
Péquation (B2X]).

— calcul des termes D', D}2, D' et D;>" & partir des équations présentées dans les tableaux B
et A ce stade, on obtient les approximations

11 12 12 21 N22,a
D', D2, D2 =D et D

Elles utilisent notamment ’approximation du vecteur C’gk.

— identification des amers {f;} visibles de X k+1 selon les caractéristiques du capteur de mesure,
donc 67 = 1.

— approximation du terme associé au processus de mesure j,f +1(C) de D,Qf, A partir des éléments
donnés au tableau :

ket k“) a partir de Xpy1.

e pour tout f; avec 67" =1 déterminer le couple (p;
e Selon le modéle, déterminer les matrices Ryy1,1, Yit1, et GkH.

— calcul de Ji41 par application de la formule de récurrence (21
Jes1 = JE(C) + D?" — D3 (Jy + DY) 1D}? (5.73)

— faire k =k + 1.

5.5.2 Approximation par simulation de trajectoires bruitées

L’approche la plus naturelle pour 'estimation des espérances consiste & employer des tirages de
trajectoires, autour de la trajectoire nominale, en utilisant la densité de probabilité déduite du mo-
dele d’évolution (cf. figure B3)). La précision de ’approximation est en théorie directement associée
a la taille de ’échantillon de trajectoires employé. Pour réduire, la charge de calcul, nous proposons
de considérer une approche intermédiaire basée sur la transformée unscented qui permet un choix
déterministe de I’échantillon. Nous présentons deux approches par simulation qui correspondent &
deux algorithmes d’approximation des matrices de la formule de Tichavsky.
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5.5.2.1 Simulation de de type Monte Carlo

On peut générer un échantillon de ny,. trajectoires bruitées X,y o= {X{ b, i =1, ,nme
en procédant selon le schéma présenté au niveau de lalgorithme B en page L’échantillon de

Algorithme 8 Trajectoires simulées par tirage de Monte Carlo.

(1) Initialisation : pour i =1,--- , npe Xi ~ p(Xo) = N'(Xo, Py)

(2) Approximation de la densité prédite : pour k > 0, .
—Vi=1,--+,Nme, déterminer la matrice de covariance du bruit sur les commandes Q" =
— Approximer la matrice de covariance de prédiction

Nme

1 )
~— Pl . .74
Qw m;@k +Qj (5.74)

— Générer un échantillon de bruits pour la prédiction w}; ~ N(O3x1,Qr).
— Obtenir X}, en appliquant le modéle de dynamique de I’équation (EE2)

Xiy = fro(Xue) + wi.

On obtient ainsi & 'instant k 4+ 1 un échantillon permettant une approximation de la densité
P(Xpt1 | Xis ug)-

trajectoires obtenus permet d’approximer des espérances pour les termes de la formule récursive
pour la détermination de la matrice d’information de Fisher. Les différentes étapes de cette approche
sont présentées au niveau de 'algorithme [ présenté en page

5.5.2.2 Utilisation d’un échantillon déterministe

Nous avons déja introduit la transformation unscented au chapitre @l pour la dérivation du filtre
UKF. Elle fournit une approximation des deux premiers moments d’un vecteur aléatoire déduit d’un
autre vecteur aléatoire au travers d’une application non-linéaire. Cette approximation s’appuie sur
un échantillonnage déterministe de 1’espace d’état. Nous proposons d’utiliser cette méthode pour
obtenir des estimations des espérances intervenant dans la formule récursive du calcul de la borne.
Nous présentons d’abord comment propager les sigma-points entre deux instants consécutifs, pour
obtenir un échantillon de trajectoires représentatif Xéj}?‘f, ny: étant le nombre de sigma-points.
Cette phase de propagation est quasiment identique & I’algorithme [ présenté en page Cette
approche permet de limiter la taille de ’échantillon de trajectoires utilisées pour ’estimation des
expérances. Le calcul de 'approximation est décrit par ’algorithme [l présenté en page

5.6 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons introduit les éléments pour ’analyse de la performance du filtre
de localisation & partir d’amers en utilisant la borne de Cramér-Rao a posteriori (BCRB). Les
résultats démontrés par Tychavsky ont été exploités pour le calcul sur une trajectoire compléte
A partir d’une relation de récurrence. Les expressions des matrices qui inteviennent dans la mise
en oeuvre de cette formule nous ont permis d’illustrer 'importance des différents paramétres du
modéles dans le processus de localisation.

Cependant, les caractéristiques intrinséques du modéle ne permettent pas de définir une expression
analytique des différents termes nécessaires au calcul de la séquence de matrice d’information de
Fisher. Nous avons donc présenté trois approches permettant d’obtenir & une approximation en
pratique. Des critéres de performances seront dérivés de cette matrice pour apprécier la qualité d’un
choix de trajectoire en fonction d’une répartition d’amers dans ’environnement. Par contre, il n’a
pas été tenu compte de 'incertitude sur la cartographie dans les développements précédents. Nous
verrons plus loin comment cette notion d’incertitude peut étre intégrée dans le calcul de la BCRB,
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Algorithme 9 Calcul de la BCRB par simulation Monte Carlo
On considére les entrées :
X l’état initial moyen du mobile,

e (ug, -+ ,ux—1), la suite des commandes en vitesse et rotation,
o (0t1,---,0tk) les durées de chaque déplacement élémentaire,
o Les caractéristiques du modele o,04,0,,0

Initialisation :

~ Génération d’un échantillon X, avec X§ = (z§ i 08) ,i=1,--- ,nm. & partir de p(X)
Jo= P let k=0 (5.75)

Itération :

Pour K — 1>k >0,
— génération de 1’échantillon X} me:= {X}H_l} a partir de X,iff”‘ et uy en utilisant 1’algorithme

k+1
B

— calcul de ay, by, Coi 4 € Spi 4o puis des vecteurs Ce; et Ge; pour l'orientation égale a 0},
— calcul de linverse de la matrice de covariance Q,;% pour I’hypothése d’orientation 9};, i =

1, Nne selon (BZR),

e 22
~ approximation des termes D', D;?, D! et D"

Nme Nme

ALL 12
Dk —_—

Nme

- = 22 ,a 22 N
D12 — D21* —
k k .

Les matrice Dk Z* sont obtenues en utilisant les éléments présentés dans les tableaux Bl et
] Elles utilisent notamment le vecteur Coi -

Pour tout 1 < i < ngy,,, identification des amers visibles de X 13 41 €t calcul du terme associé au

processus de mesure J77 (C) selon le modele d’erreur, selon les étapes présentées dans 1’algo-

k+1
rithme [ pour I’état X/ . On obtient donc JkH(C) a partir de I’équation (BBY) pour l'état
Xiga-

~ Approximation de J7(C)

Nme

=10, (5.76)

— calcul de Ji41 par application de la formule de récurrence (21
Jie1 = Ji(C) + D" = D (Jy + D} ' D2, (5.77)

faire k=k+1

par une approximation autour de la carte moyenne et en adaptant 1’équation d’observation du
systéme. Nous présentons tout d’abord dans le chapitre qui suit quelques résultats d’approximation
de la borne sur quelques scenarii.
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Algorithme 10 Trajectoires simulées par la tranformée unscented.
(@)

m,0’

un échantillon de sigma-points de bruits déduit de Py avec W les

(1) Initialisation : soit w 'm0
poids. On obtient un échantillon de sigma-points pour I’état initial X, Wﬁ?o, T=1,- Ny
en ajoutant & X, cet échantillon de bruits.

(2) Approximation de la densité prédite : pour k > 0, _
- Vi=1,---,ny, déterminer la matrice de covariance du bruit sur les commandes Qz’z =
G(e;w uk) Cu G(e;m uk)*a
— approximer la matrice de covariance de prédiction

Nut
QY WP +Qp, (5.78)
i=1
— générer un échantillon de bruits pour la prédiction wi, i = 1,- -+, n,: représentatif de Qy.
— obtenir X/, Wg)k 41 en appliquant le modéle de dynamique de Iéquation (E2)

Xipr = feXfow) +wl, W =W (5.79)

On obtient ainsi & l'instant k& + 1, un échantillon permettant une approximation de la densité
P(Xbot1 [ X, up).-
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Algorithme 11 Calcul de la BCRB par la transformée unscented.
On considére les entrées :

e X, l'état initial moyen du mobile,

e (ug, -+ ,ux—1) la suite des commandes en vitesse et rotation,

e (Oty,---,0tk) les durées de chaque déplacement élémentaire,

e les caractéristiques du modéle o,,0,4,0,,0

Initialisation : _
— Génération d’un échantillon pondéré Xé:"SP,Wg?O avec X = (:C%J o 93)* s =1, ng a
partir de p(Xo)
Jo=P et k=0. (5.80)

Itération :

Pour K —1>k >0,
— génération de I’échantillon pondéré kaf”.: {X}H_l} A partir de X,i'n“’ et ug en utilisant 1’al-
gorithme [0,

— calcul de ay, by, Coi 4 € Soi 4o puis les vecteurs C"i et G(’i pour 'orientation égale a 6.

- approximation de l'inverse de la matrice de covariance Q,;% pour ’hypothése d’orientation 9};,

i=1, N selon (E2H).

22
- approxnnatlon des termes D}, D}?, D3t et D™

DIt = YWLDL, D=y Wb
=1

Nut

21 22a l) N22,a
D™, E mokPri -

12
Dk

ok ok

Les matrice D sont obtenues en utilisant les éléments présentés dans les tableaux Bl et
1 Elles utlhsent notamment le vecteur C; .

— Pour tout 1 < i < ny,, identification des amers visibles de X,i 41 €t calcul du terme associé au
processus de mesure J;’ )4 (C) selon le modéle d’erreur, selon les étapes présentées dans 1’algo-

k+1 :
rithme [ pour létat X}, ;. On obtient donc .J;';(C) a partir de équation (EBJ) pour I'état
Xiga-

~ Approximation de J7(C)

Nt

Jie) =S wl e (5.81)

=1

— calcul de Ji41 par application de la formule de récurrence (21
Jes1 = JE(C) + D2 — D2 (Jy, + DI TID2, (5.82)

— faire k=& + 1.
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Chapitre 6

Quelques exemples en simulation

Nous avons introduit la borne de Cramér-Rao a posteriori comme mesure de performance de
notre probléme de localisation, dans le sens ou elle constitue une borne inférieure de ’erreur d’es-
timation en I’absence de biais. Plus précisément, nous avons fait apparaitre le lien entre la matrice
d’information de Fisher et la borne. Par ailleurs, nous avons exploité les travaux de Tichavsky et
al. pour calculer, de facon récursive, le bloc inférieur droit de la matrice d’information de Fisher
associée a la trajectoire de 1’état. Cette matrice correspond a la borne a posteriori sur I'erreur
d’estimation dans un cadre bayésien. Plusieurs stratégies ont été proposées pour contourner la
difficulté liée & 'approximation des intégrales pour la détermination des espérances. L’objectif de
ce chapitre est d’analyser le comportement de la borne sur quelques scénarii en simulation. On
étudiera en particulier les parameétres géométriques de 1’ellipsoide associée a ’inverse de la matrice
de Fisher Jg.

6.1 Paramétres pour analyse

Nous introduisons dans cette section les paramétres qui peuvent servir pour caractériser la
borne. Une partie d’entre eux sera exploitée dans I’analyse qui sera menée sur les scenarii considérés
dans ce chapitre. Certains paramétres permettent d’étudier une composante du vecteur d’état prise
indépendamment des deux autres. D’autres offrent la possibilité de découpler les effets sur les sous-
espaces correspondant respectivement & la position et & 'orientation. Nous nous focaliserons & la
fois sur le comportement local en un point de la trajectoire et sur le comportement cumulé sur
une trajectoire compléte. Dans la suite, on se donne une trajectoire Xg.x construite & partie d’une
séquence de commandes et de vitesses et on note Jy.x la suite des matrices d’information de Fisher
Ji pour l'estimation de ’état X & chaque instant £ =0,--- , K.

Définition 13 Pour tout k =0,--- , K, on définit lellipsoide E(k,a) (o € R fizé) associée a la
matrice d’information Ji comme l’ensemble

E(k,a) = {X e R*x] —m,7] : (X — Xg)" (W* W) (X — Xy) < o}, (6.1)

ot W est une matrice de pondération' particuliére permettant de réduire les effets de la différence
d’ordre de grandeur entre les composantes de position et l’orientation. Le choix du paramétre o
permet de considérer différents niveaux de confiance.

De méme, si 'on s’intéresse & la performance sur ’estimation de la position dans le plan 2D
indépendamment de ’orientation, on peut introduit ’ensemble E? (k, o), délimité par la projection
sur ’espace des positions de ’ellipsoide.

Définition 14 L’ensemble EP (k, ) est défini de fagon formelle par

EP(k,a) = {p € R*: (p — pi)" (B*JkB) (b — pr) < a} (6.2)

LEn effet, I'unité des coefficients de J;, correspondant aux composantes de position est le m2, alors que pour
Porientation I’unité est le rad?.

87
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B étant la matrice de projection sur les composantes de position
1 0
B=10 1]. (6.3)
0 0

L’analyse de chacune des composantes est réalisée a partir des parameétres suivants qui peuvent
étre associés aux caractéristiques de la forme géométrique de ’ellipsoide.

Définition 15 La borne inférieure du carré de I’erreur quadratique sur les composantes xy, yi, O
est donnée respectivement par

by = /I (1, 1) (m), by =+/J; ' (2,2) (m.) et by =+/J;"(3,3) (rad.). (6.4)

Enfin, on considére des parameétres permettant de caractériser la forme de ’ellipse associée aux
paramétres de position, ainsi que son orientation. Ces caractéristiques sont obtenues en considérant
Popérateur déterminant et par analyse spectrale de la matrice de Cramér-Rao projetée.

Définition 16 Le volume et la somme des longueurs des axes de ’ellipse pour la borne projetée
sur ’espace des positions sont fournies par

2
dp(k) = \J|(B*JB) | et (k) =5 D \/(B-IB)™" (ivi). (6.5)
i=1
Définition 17 L’orientation de l’ellipse est définie a partir de l’argument des vecteurs propres.
Soit (€1,€2) la paire de vecteurs propres de (l’)’*Jkl’)’)*1 de norme unité, l'orientation est fournie
par
®y = min(Zeh, Lek). (6.6)

6.2 Analyse de la BCRB sur quelques scénarii

Dans cette section, nous analysons, sur différents scénarii, les différentes composantes de la
borne. Nous regardons d’abord le comportement de la borne en ’absence de mesures disponibles,
I’objectif étant d’illustrer ’effet du modéle de dynamique adopté et de comparer les différentes stra-
tégies d’approximation des espérances. Ensuite, nous nous intéresserons & ’estimation des bornes
pour une carte donnée et différentes hypothéses de trajectoires afin d’illustrer ’apport de 'infor-
mation cartographiques.

6.2.1 Analyse de ’effet du modéle de prédiction

Pour illustrer I’effet des erreurs du modéle de prédiction, nous nous placons dans une configura-
tion ou le mobile ne percgoit aucun amer lors de son déplacement. Le systéme dynamique considéré
dispose des caractéristiques données dans le tableau Nous supposons que la trajectoire est
composée de déplacements élémentaires a vitesse constante vy = bm.s~! sur des durées 6ty = 5s.
Le mobile effectue une manoeuvre avec deux séquences successives de rotations, respectivement de
+5 degrés et —5 degrés, suivies d’un déplacement en ligne droite. Nous montrons sur la figure BT
I’évolution de 'ellipse représentative de la borne sur ’erreur de position. Les ellipses sont obtenues
& partir des trois algorithmes proposés au chapitre précédent. L’approche par Monte carlo est ob-
tenue avec un échantillon de 20000 trajectoires et constitue la référence pour notre analyse. Nous
pouvons noter que ’approximation qui utilise ’application des formules de récurrence uniquement
& partir de la trajectoire nominale est dégradée par rapport & cette référence. L’estimation de la
borne est « supérieure ». A 'inverse, pour ’approximation par ’approche unscented, I’estimation
de la borne est plus optimiste que la borne de référence, I’écart avec la référence s’accentuant dans le
temps, tant qu’il y a manoeuvre du mobile. Par contre, on peut aussi remarquer qu’en mouvement
quasi-rectiligne, cet écart se stabilise. Ce comportement de ’approche basée sur la transformée
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Bruits sur 1’état initial

O 1m

Tyo 1m

T4, 1 deg
Bruits de dynamique et commandes

Oy 1m

Ty 1m

Oy, 1 deg

o, 0.5m.s~ !
o, 0.1 deg

TAB. 6.1 — Erreurs initiale et de modélisation.
3007
2507 ——

200

100

_50 T T T T T T T T T
-100 0 100 200 300

\ ™
400 500

Fia. 6.1 — Evolution de l’ellipse associée a la borne sur ’erreur de position.

unscented pourrait s’expliquer par les limites de cette transformée pour ’approximation des fonc-
tions trigonométriques intervenant dans les vecteurs C@k et ng. Les trois ellipses sont cohérentes
au niveau de leur orientation (paramétre @), mais leurs envergures varient. Sur la figure B2, nous
avons tracé également les paramétres homogénes aux bornes des erreurs sur les composantes de
position b, et by pour les deux algorithmes basés sur la méthode par simulation. L’évolution de ces
deux grandeurs est fournie relativement a la distance par rapport au point de départ situé en (0, 0).
L’allure des deux courbes confirme les remarques précédentes. Pour le paramétre d’orientation, on
peut faire le méme constat en s’appuyant sur la figure B3 qui présente I’allure de la borne sur
P’orientation pour chacune des méthodes. En termes de comportement global de la borne, on note
comme attendu une dégradation de la performance en I’absence de mesures. En outre, on peut
aussi noter que cette dégradation est amplifiée dans la direction orthogonale au déplacement qui
traduit une combinaison de I’erreur sur le déplacement et sur la commande en orientation.

Enfin, pour compléter la comparaison des deux approches par simulation, nous considérons
un déplacement rectiligne uniforme et représentons graphiquement 1’évolution des estimations des
bornes sur l'erreur d’estimation en position et orientation sur les figures et L’approche par
unscented est toujours plus optimiste mais ’écart avec ’estimation par Monte Carlo est faible et
n’apparait qu’au bout d’un temps suffisamment long, fonction du niveau de I'erreur de la commande
et du modéle en orientation.
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F1G. 6.2 — Paramétres caractéristiques de la borne sur ’erreur en position.

borne sur 'erreur d’orientation
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F1G. 6.3 — Evolution de la borne sur ’erreur en orientation.

6.2.2 Analyse de ’effet de la cartographie

chapitre 6

Nous considérons maintenant, des scénarii dans lesquels le mobile dispose d’une carte composée
d’amers et de moyens lui permettant d’acquérir des mesures de distances et d’angles relatives et
bruitées par rapport a son état courant. Les amers sont répartis dans ’espace comme indiqué sur

N

la figure B0 et la trajectoire est identique & celle avec manoeuvres utilisée dans le scénario de
la section précédente. Les trois scénarii présentés se distinguent par les capacités des capteurs de
perception, en faisant varier les limites en distance et 'ouverture angulaire. Les caractéristiques
des bruits du modeéle d’observation, indépendantes des mesures, sont fournies dans le tableau

Cas 1 : Dans ce scénario, on suppose que le capteur est omnidirectionnel et qu’il percoit tous les
amers présents dans I’environnement. Ainsi, lors du déplacement sur la trajectoire, tous les amers
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borne sur I'erreur de position
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F1G. 6.4 — Bornes sur 'erreur en position pour un mouvement rectiligne.

borne sur I'erreur d’orientation
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FiG. 6.5 — Bornes sur 'erreur en orientation pour un mouvement, rectiligne.

Bruits et capacités du capteur
erreur en distance o, 1m
erreur en angle o, 1 deg

TAB. 6.2 — Caractéristiques du capteur de perception

participent au processus de localisation. Nous présentons, respectivement sur les figures 6.1 et [£8,
lallure des parameétres b, b, et b, pour l'erreur d’estimation sur la position et sur 'orientation.
On constate une amélioration de la performance de localisation sur I’ensemble de la trajectoire.
Par contre, en fin de trajectoire, apparait une légére dégradation sur I’axe des y autour de 400 m
du point de départ. Cette position correspond & l'instant ou le mobile ne pergoit qu’un seul amer
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F1G. 6.6 — Répartition des amers dans I’environnement et trajectoire du mobile.
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Fia. 6.7 — Paramétres de la borne sur 'erreur de position pour le cas 1.
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situé en avant, les autres amers étant placés en arriére, avec des mesures de distances relative-
ment importantes et des mesures d’angles plus proches de +7. La performance sur I’estimation de
lorientation est par contre stabilisée. Cette remarque illustre aussi I'importance de la configura-
tion géométrique déduite de la position relative des amers et du mobile dans la performance de

localisation.

Cas 2 :

Pour ce second scénario, nous réduisons les capacités de perception en distance du

mobile. Le capteur est toujours omnidirectionnel et il percoit des mesures des amers situés jusqu’a
une distance de 40 métres de sa position courante. Ainsi, lors du déplacement sur la trajectoire,
le gain en information est majoritairement apporté par les trois amers f1, fa, f3 les plus proches
de la trajectoire. Au début de I’évolution et entre les trois amers, I’acquisition de mesures est
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Fi1Gc. 6.8 — Paramétres de la borne sur 'erreur d’orientation pour le cas 1.
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Fi1G. 6.9 — Ellipses de la borne en positio - capteur ominidirectionnel avec d,,,q, = 40 m.

peu probable. On assiste donc & une dégradation de la performance a priori de localisation. Ce
comportement est décrit sur les figures et

On constate bien une dégradation de la borne tant que le mobile reste suffisamment éloigné des
amers relativement 4 la limite de perception du capteur. Le niveau de la borne décline fortement
& proximité du premier amer contributif, pour augmenter 1légérement jusqu’au prochain.

Cas 3 : Contrairement au scénario précédent, nous supposons que l'ouverture du capteur est
restreinte et définie par l'angle A = 180 degrés. Le mobile ne pergoit donc que les amers situés
en avant de son déplacement. La distance maximale de perception est toujours limitée et fixée
a 40 métres de sa position courante. Ainsi, lors du déplacement sur la trajectoire, le gain en
information est toujoures majoritairement apporté par les trois amers f1, fo, f3 les plus proches
de la trajectoire. Cependant, par rapport au cas précédent, l'intervalle temporel pendant lequel
la perception est possible est modifié et le nombre d’amers visibles est diminué. Au début de
I’évolution et entre les trois amers, ’acquisition de mesures est peu probable, on assiste donc &
une dégradation de la performance a priori de localisation avant une amélioration apportée par la

perception des amers. Ce comportement est décrit sur les figures et
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F1G. 6.10 — Borne sur ’erreur en position - capteur omnidirectionnel et d,,q, = 40 m.

T
300 350 400 450 500

0 T T T T T T
0 50 100 150 200 250

distance au depart.

F1G. 6.11 — Borne sur ’erreur en orientation - capteur omnidirectionnel et d,q, = 40 m.

On constate bien une dégradation de la borne tant que le mobile reste suffisamment éloigné des
amers relativement a la limite de perception du capteur. Le niveau de la borne décline fortement &
proximité du premier amer contributif, pour augmenter légérement jusqu’au prochain amer d’inté-
rét. Néanmoins, ’amélioration est retardée et moins importante que pour le scénario précédent, a
cause de la différence en termes de perception. Par exemple, & la distance proche des deux amers
d’intérét pour la localisation (autour de 200 métres & parti du point de départ), on peut noter pour
un écart de l’ordre d’un degré par rapport au capteur omnidirectionnel.
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F1G. 6.12 — Borne sur 'erreur d’estimation en position - cas 3.
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6.3 Conclusions
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F1G. 6.13 — Borne sur 'erreur d’estimation en orientation - cas 3.
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Nous avons analysé, au travers de quelques scénarii, le comportement des approches proposées
pour estimation de la Borne de Crameér-Rao a posteriori pour le probléme de localisation & partir
d’amers. Sur les quelques exemples présentés, nous avons pu notamment préciser le comportement
des différentes approches proposées pour le calcul des espérances nécessaires au calcul des matrices
d’information de Fisher. En particulier,

— la premiére approche, qui consiste & appliquer la formule de Tichavsky sur la trajectoire

nominale est peu précise. Elle s’est révélée « supérieure » a l’estimation de la borne par
Monte-Carlo. On n’est donc pas certain qu’elle minore réellement I'erreur d’estimation. Son

utilisation dans un processus de décision peut étre par conséquent problématique.
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— L’approche basée sur la simulation déterministe, utilisant la transformée inodore (unscented)
pour générer des hypothéses de trajectoires est par contre plus optimiste que l’estimation
par Monte- Carlo, notamment pour des trajectoires longues et peu informatives. Le calcul
du critére semble d’autant plus dégradé que l’erreur sur les variations sur 'orientation du
mobile et que les manoeuvres sont importantes.

Nous avons aussi illustré, I'impact de la répartition géographique des amers dans ’environnement
relativement & ’état du mobile. L’apport de 'information liée au processus de mesure et donc a la
disponibilité des amers dans la zone d’évolution du mobile dépend fortement de la configuration
géométrique de ’ensemble « mobile et cartes » ,et aussi des capacités du capteurs de mesures.

Les développements abordés dans ce chapitre se sont focalisés sur 'analyse de la mesure de

performance vis-a-vis du modéle de dynamique et d’une carte parfaite. Dans le chapitre suivant,
nous étendons les résultats & une carte d’amers avec des positions incertaines, issues par exemple
du processus de génération controlée proposé dans la premiére partie de ce manuscrit.



Chapitre 7

Prise en compte de 'incertitude de
carte

Nous avons introduit dans le chapitre Bl des mesures de performance du processus de localisation
dans le cadre probabiliste. Les mesures sont déduites de la BCRB, que nous pouvons calculer a
partir d’une procédure récursive. Cette procédure faisait ’hypothése d’une carte a priori exempte
d’incertitude. Nous présentons une approche permettant de tenir compte de la connaissance im-
parfaite sur les amers dans la dérivation de la BCRB. L’information de cartographie intervient au
travers de 1’équation d’observation du systéme. Pour en tenir compte, nous faisons apparaitre la
contribution de l’incertitude sur les positions des amers, en effectuant une approximation autour
de leur position moyenne. Ceci induit une modification de la structure de erreur sur les mesures,
de méme que la matrice d’information de Fisher déduite de la loi de vraisemblance. La loi de ’er-
reur d’observation comporte ainsi deux composantes : 'une liée a I'instrument de mesure, autre
a la cartographie. Nous verrons que la structure de la seconde composante est directement liée
a la méthode utilisée pour ’approximation. Par voie de conséquence, ’application de la formule
de récurrence de Tichavsky permet alors de définir une borne sur l'erreur d’estimation pour la
localisation & partir des amers bruités.

7.1 Adaptation de I’équation d’observation

Une démarche naturelle pour introduire la connaissance sur l'incertitude de la cartographie
consiste & adapter le modeéle du systéme dynamique défini par les équations et ET3 L’infor-
mation cartographique intervenant au travers de ’étape d’acquisition des mesures au niveau de
I’équation d’observation, c’est cette composante du systéme qu’il convient de modifier. A titre de
rappel, ’équation d’évolution du systéme est toujours de la forme

Xpy1 = fo (Xp, ug) + wr, (7.1)

avec les conditions initiales

Xo~ N (XO, PO) . Py=0, (7.2)

et I’équation d’observation donnée par
zi, = Hi (X, C) + vy (7.3)

Hy (sz] — 71',7r]) xRN R27

(Xk,C) —  Hp(Xy,C). (7.4)

La carte est définie a partir des coordonnées dans le repére R, des amers

C — (xl yl ... ghe ync)* ,

97
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et n est le nombre d’amers qui seraient utilisés dans le processus de localisation & l'instant tg.
Nous ferons I’hypothése que le processus de bruit sur les mesures fournies par le capteur suit le
modeéle (My) et donc

v ~ N(Ozxn,, In, @ R), avec R = Diag (o}, O’i).

On utilisera par la suite la notation Ry:=Z,, ® R. Pour simplifier les écritures, on fait dans les
raisonnements qui suivent I’hypothése que nyp = n¢, sans que cela soit restrictif. Dans le cas le
plus général, il suffit de ne considérer que la sous-carte construite & partir des amers qui seraient
impliqués dans le processus d’observation. On sait par ailleurs que les erreurs sur les amers sont
supposées indépendantes. La matrice de covariance de ’incertitude sur la carte est donc une matrice
diagonale par blocs de taille 2 x 2.

de = D’Lag(z(fl)a e 5E(fnc))

Cette hypothése n’est pas forcément réaliste, notamment si 'on se référe & notre approche de
génération de cartes, ou le respect de la structure spatiale introduit forcément un lien entre les
erreurs sur les réalisations de cartes. Néanmoins, cette hypothése d’indépendance ne constitue pas
une contrainte pour la définition de la mesure de performance, méme si elle facilite, comme nous
le verrons plus loin, les calculs. La matrice de covariance X(f;), l = 1,--- ,n¢ est définie positive
et symétrique, et diagonalisable dans une base orthonormée. On peut la définir & partir de trois
parametres :
- a%l, la plus grande valeur propre équivalant & la longueur du plus grand axe de Dellipse
d’incertitude associée.
— 03, la plus petite valeur propre équivalente & la longueur de I'autre axe de 'ellipse.
- M 76] — %, %], I'angle de la matrice de rotation, qui est également I'orientation du plus grand
axe par rapport ’axe des abscisses €1 de Ry.

Fia. 7.1 — Paramétres de la matrice de covariance X(f;) sur amer f;

Nous avons la relation

(=R, (700 9 ) R (7.5)
)= Yl 0 0.37[ 7R -
o1 R,, est la matrice de rotation d’angle ;.

Considérons 'amer f; en positionl = 1,--- , n¢ et les deux composantes de mesures correspondantes
a 'instant t
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g1( Xk, fi) = \/(xk — )2 + (yr — y')?
Yo — ' (7.6)
>) O

x —

82(Xk, fi) = arctany (

Nous allons maintenant considérer une approximation des fonctionnelles g; (Xk,.), j =1,2 par

rapport aux variables de position des amers. On note f;:= (fl, gl) le vecteur moyen de position de
Pamer f;. Il est possible d’utiliser différentes approches pour dériver une telle approximation. Nous
proposons d’utiliser un développement de Taylor.

7.1.1 Approximation par développement de Taylor (APT1)

La facon la plus simple d’intégrer 'erreur sur la connaissance de la localisation d’'un amer
consiste & approcher les fonctionnelles de distance et d’angle par un développement limité autour
de f;. Tl est évident que I’approximation ainsi construite dépend de I’ordre choisi pour ce dévelop-
pement limité. Il est possible d’effectuer une approximation au moins jusqu’au second ordre, car
le gradient et la matrice hessienne par rapport aux coordonnées des amers sont calculables. Nous
nous restreignons au premier ordre.

Pour j = 1,2, nous avons donc la relation suivante :

g;(Xn, fir) ~ g;( X, i) + &5 (Xn, 1) (fi = Ji) + % (fi—F) g (Xi, fO) (i = 1) (7.7)

ol g}(Xk,ﬁ) et g7 (X, fi) sont respectivement le gradient et le Hessien de g;(Xk,.) calculés au
point f;. Si I’on se restreint & approximation au premier ordre, on en déduit donc

g;( Xk, fi) ~ g; (X, i) + &(Xx, ). (i = ) -

Le vecteur f; étant de loi gaussienne, la variable g;( Xk, fi) est également de densité gaussienne
de moyenne et de variance données par

15 (Xs J1) = 8;( X, fi) et 03 (X, fi) = (X f1)2(f0) (85 (X, 1) (7.8)

En utilisant expression de la matrice de covariance 3(f;), on en déduit que la variance est
équivalente a

UJQ(XkaE) = g; (Xkaﬁ)szDlag(oila US,I)R:/Z (g; (Xkaﬁ))*
= (R%,85(Xy, 1)) Diag (o7 ,,05,)R%,85 (X, f1)*

ou de fagon équivalente

03 (Xk, fi) = [|Diag(01,1,04,) R%, 85(Xk, fi)*|I*. (7.9)

Nous allons préciser I'expression de ces moments pour les fonctionnelles liées aux mesures de
distance et d’angle rappelées a ’équation ([ZH). Les résultats feront apparaitre les caractéristiques

—
(norme p¥ et argument 3F ) du vecteur « mobile - amer moyen » Py f; dans le repére global R,.

Pour une mesure de distance

Selon I’équation ([ZF), la moyenne de l’erreur due & I'incertitude sur la position de ’amer est la
distance entre sa position moyenne et celle du mobile

1 (Xx, i) = &1 (Xe, fi) = ol (7.10)
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Pour la détermination de la variance, considérons d’abord le gradient de la fonction distance
g1 (X, f1) par rapport au vecteur composé des coordonnées de I'amer f;. Nous avons

*

7 (z'—z) AN

’ _ (#! —wpy1)?+(y —yx)? — ot

gl(Xk’fl) = (y'—yr) o A—Lk
V(@ —z1)2+(y —yr)? ot

—
En utilisant I’argument 8¢ du vecteur Py fi, on en déduit la formulation équivalente en fonction du
cosinus et du sinus de 37

g1 (Xk, f1) = (cos(BF) sin(Bf)).

*

Nous pouvons appliquer la matrice de rotation R,

UJ

. On a donc
. ~ (cos(v) —sin(y)\ (cos(BF)
R gl(lefl) - < ln(’wl) cos(’yl)l ) (Sln(ﬁ%))
( os(7) cos(Bf —Sin(%)sin(ﬁz ))
sin(7;) cos(BF) + sin(BF) cos(v)

Q

En utilisant les propriétés trigonométriques remarquables, on obtient la formulation équivalente
RE 8 (Xn, 1) = (cos(BF + )  sin(BF + )"

Au final, la variance sur la mesure de distance due & P’erreur sur la connaissance de la position de
Pamer f; est donnée selon I’équation ([Z3) par la relation

o (Xx, fi) = o1y cos® (B + ) + o3, st (B + ).

ou sous une forme équivalente,

o} (X, f1) = 03, + (07, — 03 ;) cos®(BF + ). (7.11)

Pour une mesure d’angle

De fagon similaire, la moyenne de 'erreur sur la mesure d’angle est la mesure d’angle fournie
par la position moyenne de ’amer

pi2 (X, J1) = 82(Xk, Ji) = B — On. (7.12)

Le gradient de g, (X}, fi) par rapport aux composantes du vecteur f; s’exprime comme suit :

(W' —yx) . Ay T
/ _ | @—zet1)?+ (W —yr)? — Pk2
gQ(Xk)fl) - (ml_mk) - AzLL
(a'—zk)2+(y —yw)? oF?

P—
En utilisant de nouveau ’argument Blk du vecteur Py f;, on en déduit la formulation équivalente en
fonction du cosinus et du sinus de 3

e (Xp Ji) = —pl—k (sin(BF) — cos(})) - (7.13)

l

Nous pouvons appliquer a ce vecteur la matrice de rotation R, ce qui donne :
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R, 80( Xy, i) = (COS(%; Sm(“ﬂ)) ( Sln(ﬂl?c )

sin(y;)  cos() —cos(8y)
_ (cos(m m(ﬁl ) + sin(y )cos(ﬁl ))
)

)
sin(y;) sin(G; )fcos( *) cos(y

soit
. 1. .
R, 80Xk, f1)" = o (sin(BF +v) —cos(BF +))
!
L’utilisation de la relation () améne

_ 1 '
o3 ( X, f1) = —3 (o7, sin?(BF + 1) + o3, cos® (B + 7)) -
P

Comme pour la composante de mesure de distance, on a I’écriture

_ 1 '
o3 ( Xk, f1) = 2 (U%z =+ (Uil - U%,Z)SIHQ(@]C JFW)) . (7.14)
P

Remarques : L’analyse des expressions des variances o7 2(Xk, f1), j = 1,2 obtenues permet de
comprendre l'impact des erreurs sur la position des amers dans le processus de localisation. Tout
d’abord, 'incertitude complémentaire sur la mesure de distance n’est pas affectée par la proximité
du mobile par rapport a I’amer, contrairement & l'orientation du vecteur formé par la position
du mobile et de 'amer moyen relativement & ’orientation de ’ellipse de ’erreur sur ’amer. Pour
la mesure d’angle, les deux paramétres influent. De plus, le niveau de l'incertitude sur 'amer et
Iorientation des axes principaux des erreurs, qui se traduisent par les paramétres de la matrice
Y(f1), ont une influence directe sur cette erreur complémentaire sur les mesures, I'impact étant
variable sur ’erreur d’angle en fonction de la proximité & I’amer. Plus précisément, on peut noter
plusieurs points que nous illustrons par quelques figures pour un mobile dans I’état (0,0,0) et un
amer dont la position moyenne est (15,0).

1. Lorsque Derreur sur la position de I'amer est homogene sur les deux axes (07, = 03 :=0?),

Perreur induite est du « méme ordre » et vérifie (cf. tracé en pointillé sur la figure (a)) :

_ 52
ot (Xi, 1) =0f et o5(Xy, fi) = Tl (7.15)
Pi

2. Pour une position donnée du mobile, lorsque 'on applique un facteur d’échelle & 3(f;), la
variance des erreurs induites est aussi impactée, avec le méme facteur d’échelle (cf. tracé en
trait plein sur la figure (a)).

2
3. La variance varie entre o3, et o7, pour la mesure de distance et entre % et 71 pour la
, , ’

mesure d’angle en fonction de l'angle 3/ + ;. Les maxima pour la variance sur la mesure
de distance correspondent au minima de la variance sur la mesure d’angle. Il s’agit des
configurations ot 'axe « mobile - amer » est orthogonal (3F = —v, & 7/2) ou colinéaire
(BF = —7; & 7) au grand axe de l'ellipse d’erreur sur 'amer (cf. tracé de la figure [Z2 (b)).

Les caractéristiques de ’erreur due a l'incertitude des amers ont été introduites. L’équation d’ob-
servation du systéme avec prise en compte de l'incertitude sur la carte a priori disponible est donc
modifiée.
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Evolution de la variance sur les mesures due aux erreurs amer Evolution variance selon l'orientation de I'erreur sur I'amer

2/
80 0 2
o ] —
i 18 2
70 O’% | 03

Ay

= — ——
0 10 2 2 © 50 0 0 " 0 50 00 150 200 250 300 350 400
variance erreur de carte suivant le grand axe. Orientation de l'erreur sur 'amer (deg.)

(a) (b)

F1a. 7.2 — Effet niveau (a) et orientation (b) de l'erreur sur ’amer.

7.1.2 Equation d’observation modifiée

L’approximation proposée précédemment entraine une modification de I’équation d’observation
du systéme. Supposons le mobile dans I’état X} a 'instant ¢; et une mesure de distance et d’angle
z:,lC provenant de l'amer f;. La loi de la mesure z:,lC sachant ’état Xj est une densité gaussienne
vérifiant

p (25| Xks £1) ~ N (e, Rit), (7.16)

ou le vecteur iy € R? et la matrice de covariance Ry, de taille de frm—e x 2 sont données par
I’équation

Wi = (Z;E?::%g) et Ry, = Diag(c] + a%(Xk,ﬁ),oi +05(Xi, f1)). (7.17)

Pour obtenir ce résultat, nous avons fait ’hypothése que l'erreur due & l'incertitude de carte est
indépendante de ’erreur intrinséque du capteur de mesure. Nous pouvons maintenant définir les
versions de la borne qui tiennent compte de l'incertitude sur les amers.

7.2 Modification de la BCRB avec carte parfaite

La prise en compte de 'incertitude se traduit essentiellement par une modification de la matrice
d’information J;_,(C) associée aux observations et impliquée dans la formule de Tichavsky et al
pour la mise & jour de la matrice d’information de Fisher J sur létat estimé Xj|z1.,. Nous
rappellons la formule de calcul de cette matrice & partir de la loi de vraisemblance des mesures :

Ji (€)= Exy iy { =A% m (p(a4] X2,C))

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est décomposable en n¢ logarithmes de vraisem-
blances des mesures élémentaires issues des amers.

ne
Xk — Xk
lzk - lzk-yfz
=1

avec pour chaque amer élémentaire lik = In (p(z,lc|Xk, fl). Comme dans le chapitre B le calcul
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de J;(C) se fait en deux étapes, en considérant d’abord ’espérance conditionnelle sur les mesures
2| X pour chaque amer élémentaire, puis I'espérance sur I’état Xj. On s’intéresse dans 'immeédiat
aux termes

qji%li’k’l = 7Ezk|Xk {A§: In p (Z]lc|Xk7fl)}7 l= 17 e, ne. (718)

Les densités de mesures élémentaires étant des densités gaussiennes définies par I'équation (ZI6l),
par application de la propriété Bl nous savons que le terme en position (i,7), 1 < 1,5 < 3 de cette
matrice est donnée par 'expression

! 1 dRy; - dRy, dpga\ o1 [ dpwg
W22 (G f) = —tr [ Ryl g 2 +( ~) R} = .
kfl,k,l( -7) 2 k,l dX]’i k,l dX]i dX]’i k,l dX]i (719)

() (%)

Nous allons préciser 'expression des matrices basées sur les termes () et (xx) & partir de la nouvelle
définition de ’équation d’observation. Pour cela, nous seront amenés a détailler les dérivées des
moyennes p;(Xg, fi) et des variances ojz (Xk, f1), 7 = 1,2 par rapport aux composantes de ’état

(Tk Yk, Ok )-
Pour approximation APT1, nous avons les expressions suivantes

Ml(kaﬁ) :d(kaﬁ)'
2 (X, fi) = o(Xk, f1)-

Le calcul des gradients a été effectué lors de la dérivation de la matrice d’information pour une carte
parfaite. Ils correspondent aux équations (BAd) et (BB0). Nous avons, de nouveau, des expressions
qui dépendent des caractéristiques du vecteur formé par la position du mobile et la position moyenne
de 'amer f;

k

£

_ o _ ER

Vxphi (Xe, fr) = = | 7| et Vxopa(Xe, i) = | —<r
0 AL

-1

On en déduit donc que Pexpression de (xx) peut étre formalisée comme dans le cas de la carte
parfaite avec une simple modification au niveau de la matrice de covariance Ry, par I'ajout des
variances o7 (Xg, fi) et 02(Xg, fi) précisées au niveau des équations (ZII)) et (ZId). On peut
également reprendre la matrice G';G introduite dans le chapitre @

i —cF —sF 0

Gxi=| s o 1) (7.20)
oF P

et déduire que la matrice de associée au terme (xx) se calcule par la formule suivante :

Df = GY Ry Gk (7.21)

Il reste & déterminer la matrice dont les coefficients sont fournis par les termes (k). Ils nécessitent le
calcul de la dérivée de la matrice de covariance des mesures par rapport aux composantes de 1’état.
Cette matrice Ry ; est diagonale et ses coefficients dépendent des variances o3 (X, f1) et 03 (Xx, fi)
données par les équations (ZII) et (ZId). On peut noter que ces variances ne dépendent pas
explicitement de la composante orientation du mobile, ce qui implique que les coefficients sur la
troisiéme ligne et la troisiéme colonne sont nuls. Nous considérons uniquement les dérivées par
rapport aux composantes de position. Rappelons I’expression des variances en fonction de ces
parametres :
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o1 (X, fi) = Ug,l + (Uiz - Ug,l)COSQ(ﬂlk + )

_ 1 '
o2 (Xp, fi) = —3 (Jg,l + (O’il — 0571)81112(6;“ +)).
P

Par ailleurs, nous avons les relations des dérivées de la norme p et de Pargument 3/ du vecteur
—
Py fu

3/’? _ k 3Pf _ : k
axk - 7COS(5Z ) ayk - 78111(6[ )
ook _ sin(3) o8 _cos(h)
Oz, pi - Ok i

Dérivées de 07(Xy, fi). En appliquant les régles de dérivation, nous pouvons écrire

ax ot ( Xk, f1) (011 )a ( 2sin(Bf + i) cos(BF + 1))
(011 % ) m(ﬁl sin(2(6f +))-

De méme, on a pour la dérivée par rapport & la coordonnée yy

%U%(kaﬁ) = (0}, — 03, )ay (—2sin(BF + ) cos(B + 1))
= (Uil - Ug,l)%_ sin(2(8F + 1)),
soit au final , ,

d — (01, —03,) . .

8—U%(Xka fi) = —# sin(3)) sin(2(8f + 1))
T pl

—0? (X, f1) = L T2 cos(ﬂk)sin(Q(ﬂk +%))-

) 1 ky J1 k l 1 "
Yk 2

Dérivées de 02(Xy, fi). L’expression des dérivées pour la variance sur la mesure d’angle est plus
complexe. Nous avons

5203 (Xk, i) = %ng (O'g,l + (0%, — 03,) sin®(f +fyl))
+p% ((ail — 03 ﬂaﬁ; sin(BF + ) cos(BF + 'yl))
= 2 o (03, + (03, — o3 ) sin®(BF + )
ot (0, — 03 )20 sinaf + ) cos(B + ).

L et 651

Substituons g par leurs expressions fonction de pf et 3. On obtient

52 03(Xe, ) = 2cos(8) ks (03, + (03, — o3 ) sin® (5 + )
+h (<o%l — 03,2228 sin (B + ) cos(3 + 1))
= kd{cos(ﬂl ) (‘721 (U%z - 0271)5111 (Bf +7l))

JF(Ull ‘721>Sm(51 ) sin(BF + ) cos(BF + )}
= kS{COS(ﬂl )021+(U1l ‘721)3111(51 + )

(COS(ﬁl )Sm(ﬁl + %) + sin(Gf )COS(BI + )}
= pfs {cos(Bf )os, + (07, —03,) sin(BF 4 1) sin(26F + )}
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De fagon analogue, dérivons I'expression de la dérivée par rapport & la composante y;, en substituant

s 9pr Bk . . Kk k
a - et 5o leurs expressions fonction de p; et G,

et T) =2 (o + ok )
+p712 ( (Ull — 03 1)2 COS(Bz sm(ﬁl + ) cos(ﬁl + %))

= kS{SIH(ﬂl ) (‘721 (01,1 —021l)sm (BF +’Yl))

(U%l ‘721)‘305(51 )Sin(ﬂl +'YI)COS(51 +v)}
= ka{Sln(Bl )‘721 + (011 b l)Sm(ﬁz + )

(sm(ﬁl )sm(ﬁl +v) — cos(ﬁl )cos(ﬁl +v))}
= pfs{sm(ﬂl )‘72,1 (‘71,1 Uz,l)sm(ﬂz + ) cos(26f +m)}-

En synthése, on obtient donc

0 — 2 . .
8—%03()@, f)=—3 {cos(BF)o3, + (07, — 03 ,) sin(Bf + ) sin(26] + )}
5 p; (7.23)
a—ka%(Xk, fi) = F {sin(BF)o3, — (07, — 03 ;) sin(B + ) cos(26 + )} -
h

Nous pouvons maintenant déterminer les coefficients des termes donnés par (x). La matrice de
covariance Ry ; étant diagonale, on en déduit que

1 ARy 1 dR _
(e ) s

_ de,l _ de,l _ de,l _ de,l
tr <Rk,l1d—kak,ll dyk ) =tr (Rk,llWRk,ll dl‘k ) = aq 2b101 +(12 b2c2 (724)

1 ARk 1 dRy; —2 2 2 2
R 1 R 5
( B g R Ty, ) M €1 +ay"cp,

oit les coefficients (a;,b;, c;) sont déduits des variances o3, o3 (X, f1), o et o3 (X1, f1) et de leurs
dérivées par rapport aux composantes de position de 1’état.

90} ( Xy, f1) o — 903 ( Xy, f1)

ar = U%(kaﬁ)+03 by = Or 1= o
__ O 2 X ,_ ) 2 X ’_
@ = oR(XpT)+o? b, = 22X ) 003Xk, i) (7.25)
al'k 8yk

On introduit la matrice Y ; de taille 3 x 3 dont les coefficients du bloc 2 x 2 supérieur gauche sont
égaux aux valeurs données par ’équation [C24) et dont les autres coefficients sont nuls. On en
conclut que la matrice d’information fournie par le processus d’observation J; (C) tenant compte
des erreurs sur la carte est composée de deux parties :

1 ne nce
= 32 Exp {0 Yia} + Y Ex, {6{“G’§Q‘ZR,;}G’§Q} . (7.26)
=1 =1

Dans cette expression, nous avons introduit les parameétres permettant de tenir compte des amers
exploitables & partir de I’état X compte tenu des caractéristiques du capteur de mesure, de I’'incer-
titude sur les amers et des régles qui seraient utilisées dans le processus de mise en correspondance
entre les amers et les mesures.
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Algorithme 12 Calcul récursif de la BCRB avec erreur de carte.

Soit la carte C composée des ne amers f; bruités et oil, U%,l’ v; les paramétres caractéristiques de
X(fi) pourl=1,--- ,nc.

Initialisation :

~ initialisation de Jo = Py ' et k = 0.

Itération :
~ approximation des termes des termes D', D}2, D' et D;>* comme dans les algorithmes [,

ou [T

— identification des amers f;, | = 1,--- ,n¢, 7 = 1,2 utilisables & partir de ’état X}i+1 selon
les caractéristiques du capteur de mesures. On note 5§€+17i = 1, lorsque f;,l = 1,--- ,n¢ est
exploitable.

— calcul du terme associé¢ au processus de mesure J;_ ,(C) :

e pour tout f;, déterminer la distance et la mesure d’angle (plk+1’i, ﬂlkﬂ’i) de f; par rapport a

i
Xiy1s
) . . k+1,i -1 . k+1 -1 _ vi
e déterminer les matrices Gy, et R,/ qui sont les termes G~ et R, pour X = X}
et fi=fi,

e calcul du terme Yj11,; selon I'équation (ZZ4)). On a donc
nx ne 1
> ; 1 k+1,ix p—1 k+1,i
Jlirl(c) = Z le+1 Z(skﬂ,i {§Yk+1,l,i + GXl ' Rk+1,l,iGXl l} :
i=1 =1

— calcul de Jy41 par application de la formule de récurrence (21

Jers = JE(€) + D2~ DBy + DI D (7.27)

7.2.1 Adaptation des algorithmes avec une carte parfaite

La base des algorithmes pour la détermination de Jj, reste inchangée. Les trois approches que
nous avons présentées pour le calcul de la borne sans prise en compte de l'incertitude de carte se
distinguent essentiellement par la méthode de génération des réalisations de trajectoires du mobile
& partir de la trajectoire nominale imposée. Les hypothéses de trajectoires bruitées se composent
de points ponderés de I'espace d’état a l'instant 41 de la forme (Xj, ,,Wi,,), , . dans

R2x] — 7, 7]. En particulier, lorsque le bruit de dynamique est faible, I'utilisation de la trajectoire
nominale permet d’obtenir une premiére approximation et nx =1 et VVk1 1 = 1. Dans le cadre de
la simulation par tirage Monte-Carlo et de la génération basée sur la transformée unscented, nous
avons nx > 1 et Wy, , < 1. La modification des algorithmes du chapitre Bl intervient au niveau de

I’estimation de la matrice J +(C) : une étape supplémentaire est intégrée pour le calcul des matrices
Yi1,l=1,--- ,nc. On obtient donc trois versions pour le calcul de la BCRP avec prise en compte
de l’incertitude sur la carte que nous présentons a ’algorithme

7.3 Analyse sur quelques scénarios

Afin d’analyser le comportement, de la borne avec la prise en compte de I’erreur de carte, nous
considérons quelques scénarios génériques en faisant varier le niveau d’incertitude sur les amers,
Porientation de la matrice de ’erreur sur ’amer et la trajectoire suivie par le mobile. Cette analyse
s’appuie sur les paramétres déduits de la matrice de la borne. Notammement ’estimation de la
borne sur ’erreur sur les paramétres de position et d’angle. Les caractéristiques du mobile sont
précisées dans le tableau [1]
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Bruits sur 1’état initial

O 1m
Tyo 1m
T4, 1 deg
Bruits de dynamique et commandes

Oy 1m
Ty 1m
Oy, 1 deg
o, 0.5m.s~ !
o, 0.1 deg
Bruits observations

o4 1m
o, 1 deg

TAB. 7.1 — Caractéristiques du modéle de dynamique.

Scénario 1. Dans ce scénario, on suppose que la carte est composée d’un unique amer en position
(40,15) avec une incertitude homogene en x et en y qui se traduit par une variance of. Nous
considérons tout d’abord une trajectoire 71, avec un déplacement qui consiste & s’approcher de
I’amer, puis & s’en éloigner. Nous avons calculé la séquence de bornes pour les points successifs
de cette trajectoire avec une connaissance parfaite sur la position de I’amer, puis pour des erreurs
0, = 1,2,3 m. Les caractéristiques du capteur permettent d’observer ’amer tout au long du trajet.
L’allure des ellipses représentatives de la borne sur les composantes de position du mobile & chaque
position, pour chaque niveau d’erreur, est fournie sur la figure Nous avons aussi tracé les
ellipses associées & l'erreur sur la position avec des couleurs identiques sur cette méme figure. On
constate une dégradation de la borne sur ’erreur d’estimation lorsque I’erreur de carte augmente. Ce
comportement est également illustré par le tracé des approximations de la borne sur les différentes
composantes de ’état sur les figures [ et en fonction de la distance au départ.

307

57 Im

@
&P
D
D
D

20

3m

15 0

Fia. 7.3 — Allure des ellipses associées a la BCRP en position.

Scénario 2. Dans ce scénario, nous gardons la méme trajectoire 71 et le méme amer, mais avec
une structure de Perreur sur sa position qui n’est plus homogéne quelle que soit 'orientation. On
fait en plus ’hypothése que 0y =20y, =2. On considére quatre orientations pour I’axe principal
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05 057

4 im \\ 4

3m

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
distance au depart distance au depart.

(a) Borne erreur en x (b) Borne erreur en y

F1G. 7.4 — Bornes sur la position en fonction du niveau de l'erreur de carte.

08"
067"
0.4

027

0.0 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80

distance au depart

F1G. 7.5 — Borne sur 'orientation en fonction du niveau de erreur de carte.

T

de I'llipse d’erreur sur la posion de I'amer v; = 0,47, 5. Nous avons calculé la séquence de bornes
pour les points successifs de cette trajectoire avec une connaissance parfaite sur la position de
I’amer, puis pour les quatres orientations sur ’erreur de localisation de I’amer ;. Nous avons aussi
tracé, les ellipses associées & ’erreur de carte avec des couleurs identiques. Les ellipses associées
aux bornes de l’erreur sur le position du mobile sont présentées sur la figure [l La performance de
localisation est impactée par 'orientation de I’erreur sur 'amer. Cela se traduit différemment sur
la composante en x et en y en fonction de l'orientation du déplacement du mobile. Les orientations
favorables pour 'estimation de xj, sont globalement défavorables pour y;. Ceci est cohérent avec la
structure de bruit déduite de la propagation de ’erreur de carte sur les mesures. Pour l'orientation,
on constate une accentuation de la dégradation de la borne & proximité de I’amer, due & la présence
de la quantité 1/ pf au carré dans la variance de I’erreur complémentaire sur la mesure d’angle. Ces
éléments sont présentés sur les figures [ et

7.4 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons adapté les algorithmes de calcul de la matrice d’information
de Fisher proposés au chapitre B, afin de prendre en compte 'incertitude sur la connaissance de
I'information cartographique. La méthode a consisté & apporter certaines modifications a I’équation
d’observation du systéme au travers d’une approximation de Taylor des fonctions de distance et
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Fia. 7.6 — Ellipses associées & la BCRP en position fonction de ’orientation ;.

105

o
©
L

borne x (m)
o
>
T B
Borne en y (m)

0.4
] 0.4+

0.2

027

0.0

T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0
distance au depart

(a) Borne erreur en x

Fia. 7.7 — Borne en position du mobile fonction

10 20 30 40 50 60 70 80
distance au depart

(b) Borne erreur en y

de Dorientation de 'erreur de carte.

d’angle. La propagation de ’erreur de carte s’est traduite par I’ajout d’un bruit supplémentaire
sur les mesures directement lié & la structure du bruit de la carte. Ainsi, nous avons vu que

— le niveau de bruit sur la position des amers avait une influence directe sur le niveau de bruit
ajouté,

— la proximité du mobile & I'amer et ’orientation du vecteur formé par la position du mobile
et la position moyenne de ’amer par rapport a celle du grand axe de ’ellipse d’erreur des
amers avaient également un impact important.

On comprend donc qu’il sera nécessaire de trouver un compromis entre le positionnement relatif
du mobile par rapport a la configuration géométrique des amers et le niveau et les orientations de
ces erreurs sur la carte pour atteindre la meilleure performance de localisation a priori.

La formule de récurrence de Tichavsky a été adaptée en conséquence, méme si les étapes de calcul
restent identiques par rapport a une carte parfaite. Le résultat principal est une modification de la
matrice d’information liée au processus d’observation, qui nécessite une correction au niveau de la
matrice de covariance et la prise en compte d’un terme dépendant de la dérivée et de ’inverse de
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1 —-__ parfait

Borne sur heta (deg.)

distance au depart

F1G. 7.8 — Borne en orientation du mobile fonction de ’orientation de 'erreur de carte.

cette matrice de covariance.

Les travaux présentés dans ce chapitre peuvent étre prolongés en s’intéressant a différentes
formes d’approximation des fonctions de mesures. Tout d’abord, ’approximation de Taylor pourrait
étre poussée a un ordre supérieur. Chaque ordre supplémentaire permettrait d’inclure des contri-
butions des statistiques d’ordre supérieur sur 'erreur de carte. Il n’y a pas de limite théorique aux
calculs. Par contre, la dérivation de la matrice d’information J;(C) sera de plus en plus complexe.
Une autre alternative pourrait consister a s’appuyer sur la transformée unscented, qui permet, une
approximation au second ordre. La borne ainsi construite pourrait alors étre comparée au résultat
obtenu & partir d’un développement de Taylor du méme ordre. Il faut noter, 'intérét d’une telle
approximation, qui permet de prendre en compte de facon naturelle les limites de perception du
capteur. En effet, les statistiques étant construites a partir de I’échantillon des sigma-points, dans
ce cas équivalent & des amers, ceux qui ne seraient pas visibles seraient automatiquement rejetés,
comme le montre la figure [9

F1G. 7.9 - jlj+1 par la méthode unscented (échantillons mobile (vert),sigma-points amers (bleu)).

Enfin, la dérivation de la borne pourrait se faire en considérant un état augmenté, construit a partir
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de I’état du systéme X et de la carte Cx en adaptant ’équation d’évolution de la fagon suivante

Xi+1 = fro (Xp, up) + wi.

7.28
Cr+1 = Cy, (7.28)

avec Cppr = (z' y' -z y"e)", Vk et les conditions initiales
Xo~ N (XO,PO) , Py=0et Co~N(C ). (7.29)

Le calcul de la matrice d’information de Fisher pour ’estimation de ’état augmenté n’est cependant
pas directement réalisable car il nécessite de disposer d’une loi de prédiction réguliére, ce qui n’est
pas le cas pour les composantes liées & la cartographie qui n’évoluent pas au cours du temps.
Néanmoins, des formules récursives similaires & celle utilisée dans nos développements ont été
proposées dans [TMNOg|, [SKTOT| pour les systémes partiellement linéaires et bruités comme le
notre. Une autre maniére de procéder consiterait & régulariser le systéme en ajoutant un bruit
artificiel de variance ¢ > 0 pour le modéle d’évolution de la carte, puis d’effectuer un passage
4 la limite aprés application de la formule de mise jour de la matrice Jg. Cette démarche se
rapproche de celle utilisée dans pour s’affranchir du caractére discret des composantes des
systémes hybrides. En utilisant un état augmenté, on commence également & aborder 1’étude de
la performance de problémes de localisation et de cartographie simultanée ou la carte fait partie
intégrante de I’état du systéme.
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Chapitre 8

Planification pour la localisation

Nous avons défini une mesure de performance pour le processus de localisation d’'un mobile
basée sur 'acquisition d’information de distances et d’angles par rapport & des amers représentés
dans une carte embarquée. Pour des missions qui consistent & atteindre un lieu donné de I’environ-
nement d’évolution du systéme, étant donné un état initial, il est important de choisir la trajectoire
permettant de garantir a priori et compte tenu de la connaissance sur le modeéle du systéme la
meilleure performance de localisation. Ce choix de trajectoire doit évidemment limiter les risques
associés aux contextes et contraintes du systéme. Nous présentons dans ce chapitre une méthode
permettant de proposer des trajectoires « optimales » au sens de critéres de performance formulés
a partir de la Borne de Cramér-Rao a posteriori.

8.1 Présentation du probléme de planification de trajectoires

Dans le cadre le plus général, le concept de planification ou mission correspond & la réalisation
d’actions spécifiques (mouvements, collectes d’informations...). La tache considérée ici consiste a
rallier une destination en exploitant la représentation a priori de I’environnement dans le processus
d’estimation de ’état du mobile & partir de mesures fournies par ses capteurs embarqués. En phase
de planification, I'objectif est de déplacer le mobile dans I’environnement, par des commandes
appropriées, ou d’adapter ses capacités d’acquisition de I'information compte tenu du contexte de
la mission (durée maximale, incertitude a priori sur la carte, capacité des algorithmes impliqués dans
le processus de mesure). Plus précisément, nous nous intéressons  la planification des commandes
qui influent sur le déplacement du mobile. Le but est de définir une ou plusieurs trajectoires dans un
espace de recherche (I’espace des trajectoires), a partir d’un état de départ et pour se rendre dans
un ensemble d’arrivée, en respectant des contraintes et en maximisant une fonctionnelle. Le besoin
principal étant de garantir la performance a priori de localisation, nous avons vu qu’elle pouvait étre
caractérisée par la séquence des matrices d’information de Fisher liée & la trajectoire considérée.
Nous introduisons les différents éléments permettant la formulation du probléme de planification.
Tout d’abord, nous introduisons la famille de trajectoires sur laquelle nous nous appuyerons dans
ce chapitre, ainsi que ’expression des objectifs pour "optimisation.

8.1.1 Définition de ’espace des trajectoires

Pour traiter notre probléme de trajectoires, on suppose disponible une discrétisation de I’espace
2D permettant de définir un graphe de points de passage souhaités pour le mobile. Ce graphe
G(V, E) définis a partir des ensembles V et E est composé de

— |V noeuds (sq, 1 < g < |V]),

— et |E| arcs {epq, = (sp,84) € VZ, g € V(p)}, V(p) étant 'ensemble des noeuds voisins du

noeud gq.

Chaque noeud p € V est associé a une position 2D, p,:=(zs,,¥s,) € D. Le mouvement du mobile

sur un arc ey, est effectué a vitesse ve,, constante et avec 'orientation fixe fe,, correspondant a
Porientation entre —m et m de I’arc e, dans le repére global R,. Dans ce chapitre, les résultats qui

113
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seront, présentés feront ’hypothése d’un graphe sous la forme d’une grille réguliére, mais ils sont
généralisables & une discrétisation quelconque. On suppose en outre qu’il existe un étage algorith-
mique permettant de passer de ces points de passage sur le graphe & une trajectoire cohérente de
la dynamique par la mise en oeuvre des actionneurs du systéme.

Une grille réguliére. On dispose donc d’une discrétisation réguliére de 'espace d’état Dx|—m, 7]
et de l'espace des commandes en orientation et en vitesse. Le graphe G est donc une grille de pas
d, et d, selon respectivement ’axe des abscisses et des ordonnées de R4. On note ng = n,ny le
nombre de points de la grille. Chaque point de la grille est par conséquent associé au point de
Pespace 2D p; 5y = (i), ¥(,5))> auquel on peut affecter un indice s:=g(i, j) dans S:={1,--- ,ng},
V(i,7) € {1,--- ,nz} x {1,--- ,ny}, ou g est 'application

9(i,§) =i+ (j = na. (8.1)

On introduit également une variable auxiliaire s;, € S, qui correspond & ’état s associé & la position
Pr en 2D imposée au mobile & 'instant £ > 0.

Discrétisation des commandes. D’un point de la grille, il est possible d’atteindre au plus
les plus proches définis & partir d’une dicrétisation de 'orientation 8 en n, valeurs. Dans les
exemples que nous traiterons, nous faisons I’hypothése de déplacements permettant d’atteindre
uniquement les 8 plus proches voisins. On a donc n, < 8. On peut introduire la variable d’action
ar € A={1,--- ,n,} définissant I'orientation choisie a I'instant k & partir de la position pj. On
adoptera une régle permettant d’identifer les orientations dans le sens négatif avec a = 1 pour un
déplacement « & droite vers le haut » et a = 8 pour un « déplacement vers la droite ».

Les trajectoires. A partir de cette formalisation, on s’intéresse & des trajectoires composées de
déplacements consécutifs & vitesse et orientation constantes & chaque instant k :

o v, = [vf, v}] étant & valeurs dans {—v,0,v} x {—v,0,v} \ {0} x {0} avec v € RT,

e lorientation 6, étant directement liée & D'action a; sélectionnée. L’action a; est donc liée a la
commande en orientation ¢.

Ainsi, une trajectoire définie entre les instants tg et t; & partir des points 2D de passage Po.r =
{Po, -+ ,Pr} est équivalente aux séquences d’états so.x = {so, - , s} € S¥*! et d’actions ag.x_1 =
{ag, -+ ,ak—1} € AFHL ou1 s, est I’indice associée & la position py, et ay, 'action exécutée en py,. Notre
probléme de planification de trajectoire est en définitive un probléme d’optimisation de séquences
de décisions [LaN06].

On s’intéresse a des trajectoires caractérisées par une position initiale p; et un ensemble de positions
d’arrivée X ¢. On suppose également que la position initiale est située sur la grille avec I'indice s; et
que Xy contient un nombre fini ny de points de la grille repérés par les états Sy = {s}, e ,s}lf}.
En outre, certaines actions peuvent ne pas étre admissibles & un instant donné, pour tenir compte
de contraintes liées & I’environnement (bord de la zone d’évolution, obstacles, zones interdites...).
La figure présente un exemple de discrétisation avec une grille obtenue pour n, = n, = 5.
L’ensemble S est composé de 25 états. On peut noter que dans I'état s = 13, le déplacement
associé & ’action a = 5 provoque un déplacement vers ’état s = 7 appartenant & un obstacle.
Cette action est donc non admissible.

Prise en compte de contraintes sur le mouvement. L’évolution instantanée du mobile est
en général contrainte par les capacités de ses actionneurs. Nous tenons compte dans le probléme
de planification de contraintes sur la variation instantanée de la commande wug. La conséquence
directe est une réduction du nombre d’états admissibles & chaque instant. On suppose donc que la
variation de 'orientation entre deux instants consécutifs est bornée. Ainsi, ’espace des décisions
a linstant k, noté Ay, dépend de la décision choisie & I'instant k& — 1, de sorte que A C A. On
introduit pour cela une matrice de transition invariante dans le temps §(ag,ax—1), qui précise
les actions possibles & t; sachant les décisions prises t;_1. Par exemple, si I’on suppose que la
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Fic. 8.1 — Grille pour n, = ny = 5 et définition des actions dans I’état s = 13.

variation d’orientation instantanée est inférieure a §, c’est-a-dire |¢x| < 7, la matrice de transition
est donnée par I’équation (BZ).

0(ag,ar—1) = (8.2)
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On en déduit en particulier que seules les actions a = 1,2 et 8 peuvent étre sélectionnées au temps
k si ax—1 = 1. La figure présente deux exemples de trajectoires ou la contrainte d’orientation
de 7 est satisfaite uniquement lors de la réalisation de la premiere.

8.1.2 Fonctionnelles pour la performance de localisation

Aprés avoir défini I'espace des trajectoires pour le probléme de planification, nous abordons
dans ce paragaphe les critéres d’optimisation. Nous nous intéressons uniquement au critére associé
& la performance de localisation du systéme, et donc du filtre envisagé lors de ’exécution de la
mission. Cette performance est caractérisée par la borne de Cramér-Rao a posteriori sur Ierreur
d’estimation de la trajectoire. Considérons une trajectoire X5 entre 'instant initial et k réalisée
a partir de la suite de commandes ug.;—1, et ’estimation Xotk(uo;k_l, z1:) fournie par le filtrage
& partir d’une séquence de mesures zj.;. Dans le cadre du filtrage, on s’intéresse a l'estimation
courante de I’état X;. On sait que la matrice de covariance de erreur d’estimation de 1’état a
chaque instant k est bornée par inverse de la matrice d’information de Fisher!.

1Sous certaines conditions sur le modéle de dynamique discutées au chapitre [l
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FI1G. 8.2 — trajectoire avec (ligne continue) et sans (pointillé) contraintes 7.

E { (Xk(UO:kfly 21:k) — Xk) (Xk(UO:kq, 21:k) — Xk)*} = T (ugk—1) (8.3)

ott J; ! (ug:x—1) est le bloc inférieur droit de taille dim(Xy) x dim(Xj) de la matrice d’information
de Fisher Fy(Xo.x, uo:k—1, 21.1) de la trajectoire compléte

Fr(Xo:k, wo:k—1, 21:1):=E [—Aﬁg;: log (p(Xo;k,Uo:k—th;k))} :

Nous avons proposé plusieurs méthodes de calcul d’une estimation de la matrice Ji(ug.x—1) pour
notre probléme de filtrage au chapitre B en se basant sur la relation de récurrence de Tichavsky &
al. [E'MNO98]|. En fonction des objectifs de la mission et du contexte d’évolution du mobile, il peut
étre intéressant de considérer différents objectifs.

Objectif 1 (performance terminale)

Trouver la séquence optimale de commandes de haut niveau u} ;_, de longueur K telle que :
— u} est la commande exécutée en l'état initial,
— ul,_, permet d’atteindre la zone finale imposée,
— les contraintes sur les commandes consécutives sont satisfaites V1 < k < K —1

qui mazximise l’espérance de la précision de localisation en bout de trajectoire (bl(JI_(l(uO;K_l)).

Objectif 2 (performance moyenne)
Trouver la séquence optimale de commandes de haut niveau uZ ., de longueur K telle que :
~ ug est la commande exécutée en l’état initial,
~ u2-_, permet d’atteindre la zone finale imposée,
— les contraintes sur les commandes consécutives sont satisfaites V1 < k < K —1
qui mazimise ’espérance de la précision de localisation sur lensemble de la trajectoire ¢o(J5, e (ud. fe_1))

avec JO_:Il((u01K—1) = {JO_I’ T aJk_I(ug:kfl)a T aJI_(l( (2J:K—1)}'

Objectif 3 (performance de type minmaz)

Trouver la séquence optimale de commandes de haut niveau u} ., de longueur K telle que :
~ u} est la commande exécutée en l’état initial,
~ u3._, permet d’atteindre la zone finale imposée,
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— les contraintes sur les commandes consécutives sont satisfaites V1 < k < K —1
qui mazimise le minimum de Uespérance de la précision de localisation sur la trajectoire ¢3(J5, i (vo.x—1))

avec JO_:Il((ug:K—l) = {Jo_lv T vjk_l(ug:kﬂ), T ’JI_(l(ug:K—l)}'

Par la suite, nous adopterons la notation Ji pour Ji(ug.k—1) et Jo.x pour Jo.x(up.k—1) lorsqu’il

n’y aura pas d’ambiguité. Nous considérons des fonctions cotits ¢;, i« = 1,2,3 & maximiser qui

sont, obtenues a partir du déterminant d’une matrice dépendante de "approximation de la matrice

d’information de Fisher. Le déterminant peut étre comparé au volume de 1’ellipsoide d’incertitude

construite & partir de la matrice de covariance de I’estimation. Nous nous focaliserons sur la perfor-

mance de I'estimation de la position en 2D du mobile en abordant I'optimisation des fonctionnelles
— minimisation de l’ellipse d’incertitude & I’'instant final

61 (Jox (uo.rc—1)) = — det(B* Tt (uo.rc—1)B), (8.4)

— minimisation d’une moyenne pondérée des ellipses d’incertitude le long de la trajectoire

K

b2(Jo:x (uo:k—1)) = — Z wy, det(B*J;  (uo—1)B) (8.5)
k=0

ot wy € R sont des poids,
— minimisation de l’ellipse d’incertitude de plus grand volume le long de la trajectoire

Qﬁg(JO:K(UO:K_l)) = — OI<I}CB,§XK det(B*Jk_l(u():k_l)B) (86)

et B la matrice de projection de I’état sur le sous-espace des positions 2D
10
B=10 1
00

Ce probléme d’optimisation pourrait étre complété par des contraintes sur I'orientation, en consi-
dérant le terme (3, 3) des matrices J,;l, k=0,---,K.

L’espace des trajectoires admissibles et le critére d’optimisation étant définis, nous présentons
dans la section suivante la démarche adoptée pour la résolution du probléme d’optimisation.

8.2 Résolution du probléme d’optimisation

Une premiére facon d’aborder le probléme de planification de trajectoires est d’essayer de
le formaliser comme un Processus de Décision Markovien (PDM). Pour cela, on considére que
I’état si € S constitue une chaine de Markov et que 'objectif est de rechercher la séquence d’ac-
tions/décisions {a}(s1,- -, Sp+1) o<k<rx—1 équivalente & la suite de commandes ug.x—1, qui maxi-
mise ’'une des fonctions de cotits définie sur I'espace des trajectoires au paragraphe précédent. Pour
compléter la définition du PDM, on doit également définir

o TF,(a) & Pr(sgs1 = 8'|sk = s,ar = a), ¥(s,5',a) € S? x A, la fonction de transition & I'instant
k permettant de définir I’évolution de I’état & partir de la commande appliquée,

o c.o(a), V(s,s',a) € 8? x A, le gain élémentaire associé a la transition de I’état s a 1’état s’ pour
le choix de 'action a.

Dans le cadre des PDM, la fonction de transition et le gain élémentaire est complétement connu
et la politique optimale aj,,_; peut étre obtenue en utilisant un algorithme de programmation
dynamique ou des approches par apprentissage par renforcement [SBO0]. Toutes ces approches
s’appuient sur le principe d’optimalité de Bellman [Ber68] et le chemin optimal peut étre déduit
de la relation de récurrence
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Vo(s) = c¢s(initialisation) (8.7)
Vi(s) = max | {es(a) + Viea(s)} T (a)
a€A,_1(s) es

ar-1(s) = argmax [Z {cosr(a) + Vi_1(s)} TE, (a)

a€Ay_1(s) s'€S

k=1,---,K,s €S.Laséquence {ay(s), -+ ,dx—-1(s)}, s € S est le plan de décisions définissant
la décision optimale en chaque état s € S a chaque instant k. Ainsi, do(s) correspond au vecteur
des décisions indexés par les états s . Ax_1(s) C A est ’ensemble des actions admissibles a 'instant
k — 1 a partir de I’état s. Dans le cas le plus simple, Ax_1(s) = A, Vse€ S, k=2,--- K —1.
La séquence optimale de décisions af. -, = {aj,--- ,aj_, } et laséquence d’états associée 7., =
{s%, -+ ,8%_,} sont alors obtenues & partir du plan de décisions, en utilisant, par exemeple, une
procédure de type back-tracking. Pour tenir compte des contraintes de mouvements sur l'orientation
liées & notre probléme, il convient d’adapter la relation de récurrence pour les PDM comme proposée
dans [PL02|, en précisant & chaque étape I'ensemble des actions admissibles. Les contraintes sont
caractérisées par la matrice §(., .) introduite au paragraphe BTl L’équation [B7) doit étre modifiée
comme suit :

Vo(s) = cs(initialisation) (8.8)
Vi = o (a)0(a,a’) + Vie_1 (s} TF,
o) = e [ZS{ (@)6(0.) + Vs ()} T a)
ap—1(s) = argmax [Z {cser(a)d(a,a’) + Vi_1(s")} TE, (a)
a€Ar-1(s) |ges

ot a’ est I'action optimale choisie & I’étape k — 2 pour atteindre I’état s’. Quelques régles pratiques
pour 'implémentation de cette version modifiée de I’algorithme de programmation dynamique sont
proposées dans [PLO2].

Etant donné ’ensemble des états atteignables S, I’ensemble des actions 4, la matrice des contraintes
de mouvement et la matrice de cotits T = (css(a)), une séquence optimale (si elle existe) peut
étre calculée & partir d’un algorithme capable de résoudre ’équation ([BX). Cependant, la mise en
oeuvre de cette approche nécessite de vérifier 'applicabilité du principe de Bellman, qui impose
certaines propriétés algébriques sur la fonctionnelle de cott. Comme démontré dans [LT97], la plu-
part des fonctionnelles objectif basées sur le déterminant de la BCRB, ne respecte pas la propriété
permettant de garantir l’applicabilité du principe d’optimalité.

Proposition 6 [LT97] si ¢ est une fonctionnelle de la BORP satisfaisant la propriété garantissant
le principe d’optimalité (ou Matriz Dynamic Programming Property) alors elle est forcément de la
forme

¢M) = F(ir(MR)) VM € Mpxn

ot F est une fonction monotone croissante et R une matrice fizée.

En particulier, ce n’est pas le cas des fonctionnelles retenues pour notre probléme de planification,
qui dépendent du déterminant et de la trajectoire compléte. En effet, le coit d’une trajectoire
dépend de la totalité de la trajectoire. Pour contourner cette difficulté, nous proposons de résoudre
le probléme en utilisant une approche heuristique basée sur la méthode de Cross-Entropie (CE)

introduite par Rubinstein & al [RK04|[DBKMRO3].
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8.2.1 Introduction de la méthode de cross-entropie

La méthode de cross-entropie (CE), développée par Reuven Rubinstein [RK04], a été congue

dans un premier temps comme un outil d’évaluation des probabilités d’événements rares. Un événe-
ment rare est un événement de probabilité trés faible. L’étude de telles probabilités est fondamentale
dans une analyse de fiabilité, par exemple, lorsque 1’on se pose la question de la probabilité d’occu-
rence d’'une panne. Un calcul mathématique ou analytique de cette probabilité n’est pas toujours
possible. Dans les cas les plus défavorables, le seul recours est d’évaluer la probabilité de I’événement
rare par la simulation. Or, si la loi & évaluer est utilisée directement pour générer des réalisations
de I’événement rare, le nombre de tirages nécessaire devient largement prohibitif. L’échantillon-
nage préférentiel (Importance Sampling) est une méthode classiquement mise en oeuvre, qui a été
discutée dans la présentation du filtre particulaire. L’idée est de procéder & un changement de
loi de maniére & favoriser ’échantillonnage de I’événement rare. Toutefois, le paramétrage de ce
changement de loi est en général difficile. La CE est une méthode itérative pour réaliser cette tache
en s’appuyant sur une famille de lois paramétriques dédiées.
Aprés une introduction de la méthode de cross-entropie pour le tirage d’événements rares, nous
expliquerons comment cette méthode a été adaptée pour 'optimisation. Cette utilisation parti-
culiére de la CE se justifie par le fait que le tirage de I'optimum d’une fonction correspond, en
général, & un événement rare. Ce paragaphe du chapitre est volontairement succinct. Une lecture
de Pouvrage introductif [RK04] ou du tutorial [DBKMRO3|, qui en ont été la source d’inspiration,
peuvent constituer un excellent complément. Par ailleurs, une documentation importante, avec de
nombreux cas d’application, est disponible & ’adresse http ://www.cemethod.org. Pour la pré-
sentation des éléments qui suivent, nous introduisons les notations suivantes :

— [Kronecker] Etant donnée une proposition logique A, la quantité §[A] vaut 1 si A est vraie,
et vaut 0 dans le cas contraire

— La quantité E, f(z fX x) dz désigne 'espérance de la valeur f(z) pour la densité
de probabilité p associée a la varlable rzeX.

— Etant donné un sous-ensemble mesurable Y C X et une densité de probabilité p sur X, la
quantité P,(Y) = Py(z € Y) = E 0z € Y] = [, p(z)dx est la probabilité de I'événement
zeY.

8.2.1.1 Probabilité d’un événement rare

Nous supposerons donnés un espace mesurable X et une densité de probabilité p sur celui-ci.
Sur l’espace X est définie une fonction mesurable f a valeurs réelles. Nous souhaitons évaluer la
probabilité pour que la fonction f dépasse un certain seuil v € IR. Lorsque cette probabilité est
trés faible, typiquement si f évalue le dysfonctionnement d’un systéme, F., = {z € X/f(z) > ~}
est un événement rare.

Méthodes d’échantillonnage

Monte-Carlo. Soient x1,--- ,zy des tirages de la variable z selon la loi p. La probabilité P, =
P,(f(z) > v) = P,(F,) peut s’estimer par la moyenne empirique

P’Y NZ(S Tn) 2 7).

La variance de cet estimateur non biaisé est alors donnée par
- 2 1
E, (P - Py) :va(l_Pv)-

Puisque nous souhaitons estimer des probabilités P, trés faibles, la variance n’est pas un bon critére
d’évaluation de l'estimateur. L’écart-type relatif est plus approprié

op 1-P,

Y
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Nous constatons qu’il est inversement proportionnel & /N P,. Ainsi, la moyenne empirique n’est
pas un estimateur envisageable lorsque F’, est un événement rare.

Echantillonnage préférentiel. Dans la mesure ou la loi p ne permet pas d’estimer convena-
blement P,, une alternative est d’utiliser une loi de tirage auxiliaire (notons la ¢) permettant un
échantillonnage préférentiel autour de I’événement rare. Considérons alors x1, - - - , xy des tirages de
la variable x selon la loi ¢. La probabilité P, peut étre estimée par la moyenne empirique pondérée

PR o P
’YiN —~ In) =7

~—

~—

(mn

=)

La variance pour cet estimateur est donnée par

E, (0[f(z) = ~lp(x)q(z)~*) — P2
~ .

E, (P, —P,)° =

Cette variance est nulle pour la densité optimale ¢*(x) = 6[f(z) > ]p(x)P; ' . Malheureusement,
la loi ¢* n’est pas accessible, car la probabilité P, est inconnue. De maniére générale, la définition
d’une loi d’échantillonnage ¢ intéressante n’est pas aisée. La méthode proposée ci-dessous consiste
a choisir la loi d’échantillonnage au sein d’une famille de lois 7(-; A)|A € A. L’idée est d’optimiser
le parameétre A, de maniére 4 minimiser la distance D(¢*,7(-;A)) avec la loi de tirage optimale.
Nous choisirons comme critére de distance entre deux probabilités la divergence de Kullback-Leibler.
Cette pseudo-distance est en fait une mesure de ’entropie croisée entre les deux lois

= HM: xr)maqlxr X — X)Inp\x X
Dla.p) = By 5 = [ a(@)mo@)do— [ a(o)tap(e) de

Echantillonnage & partir d’une famille de lois. Nous souhaitons donc définir une loi de tirage
optimale au sein de la famille de lois 7(-; A)|A € A. La minimisation de la distance D(g*,w(-; \))
se traduit par la maximisation de [ ¢*(x)In7(z; \) dz. En prenant en compte la définition de ¢*,
nous aboutissons & ’optimisation

As € arggleai(Eq (O[f(x) > ] Inm(z; N)) .

A ce stade, nous sommes confrontés au calcul d’une espérance associée a un événement rare. Le
calcul du paramétre optimal A, nécessite un échantillonnage préférentiel, de loi ¢ :

As € argr/{leaqu ((5[f(m) > v]%lnﬂ'(a};)\)) .

Considérons alors z1,--- ,zy des tirages de z selon la loi g. Le paramétre optimal A, est approché
par l'estimateur \, ainsi défini :

A, € argrilgzl (5[]‘(:5") > ﬂzgﬁ In 7(2; )\)) . (8.9)

La famille 7(-; A\)|A € A est choisie de maniére & garantir une solution & cette maximisation. Nous
verrons que, dans de nombreux cas, cela ne pose aucun probléme dans la pratique. En particulier,
la famille des lois dites exponentielles naturelles est intéressante a ce titre [RK04].

Toutefois, I'estimation de A, par (B3 n’est toujours pas satisfaisante. Elle repose sur un échan-
tillonnage préférentiel, dont la loi ¢ nous est inconnue. Or I'estimation de A, a justement pour but
de construire une telle loi. Il s’agit en quelque sorte d’un probléme de point fixe que la méthode de
cross-entropie résout de fagon itérative.

Méthode d’échantillonnage par cross-entropie Au paragraphe précédent, il a été montré
comment, optimiser le paramétre d’une famille de lois afin de définir un échantillonnage préfé-
rentiel. Toutefois, ’estimation de ce paramétre par (BY) repose lui-méme sur un échantillonnage
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préférentiel. Pour contourner cette difficulté, Rubinstein propose une méthode itérative basée sur
une relaxation dégressive de ’événement rare.

Afin de simplifier notre présentation, nous supposerons l’existence d’un parameétre A\g € A tel que
(5 M) = p.
Principe de base. Considérons une suite (7|t > 1) telle que

— Pévénement f(x) > 1 n’est pas rare,

— Pévénement f(x) > 41 n’est pas rare pour la loi 7(+; A),

= limy ooyt =7
Alors, une suite de paramétres (A|t € IN), avec w(-; A\g) = p, peut étre construite en se basant sur
une itération de I’équation d’estimation (&9 :

— générer x1,--- ,xy selon la loi 7(; ),
N
T
— poser A\gy1 € argl}g[{(ng:l <5[f(zn) > ')/tJrl]% In7(z,; /\)) .

L’algorithme proposé par Rubinstein construit la suite (y¢|t > 1) de fagon adaptative.

Construction adaptative des bornes. En vue d’une construction adaptative de la suite (|t >
1), un parameétre de sélection p €]0, 1] est utilisé pour décrire la vitesse de convergence. La borne
~; est alors définie comme le (1 — p)-quantile de f(x) pour laloi w(-; A1) . Plus précisément, soient
x1,- - ,xyN les échantillons générés par 7(-; \;—1) . Supposons ces échantillons ordonnés de maniére
aavoir f(z,) < f(xp41) pour 1 < n < N. Alors v; est définie par v, = min{'y, f(:c[(l_p)N)])}. Bien
entendu, le paramétre p doit étre choisi suffisamment grand, car il est une approximation de la
probabilité de I’événement f(x) >~ pour la loi w(-; As—1) . Enfin, la suite (|t > 1) est croissante
a un bruit prés. En combinant les constructions de (M|t € IN) et de (|t > 1), nous aboutissons a
Palgorithme de cross-entropie exposé dans [DBKMRO3].

Algorithme intégré. Posons p €]0,1[. L’algorithme de cross-entropie pour la simulation d’éve-
nements rares s’énonce ainsi
1. choisir A\g € A tel que 7(-;Ao) =p. Poser t =1,
2. générer N échantillons x1, -+ , 2y pour laloi w(-; A;—1) . Ordonner ces échantillons de maniére
croissante selon f. Calculer le (1 — p)-quantile ; :

ve = min{~, f(zra—pn))} (8.10)
3. calculer \; par la maximisation :
S ()
At € argrilezﬁ(; (6[f(:cn) > %]m In 7 (zn; /\)) , (8.11)

4. siy <, réitérer depuis ’étape B) en posant ¢ «+ ¢ + 1,

5. estimer la probabilité P, de I’événement rare par :

By LS bl () > 2L (8.12)
K N &~ R TP ’

Remarque. 1l existe différentes évolutions de 'algorithme de CE. En particulier, le paramétre de
sélection p peut étre défini dynamiquement. Dans le cadre des méthodes d’optimisation par CE
présentées ci-dessous, des résultats théoriques sur la convergence [DMRO4, [Mar] ont été établis sur
la base de certaines hypothéses d’évolution du paramétre p.

8.2.1.2 Meéthode d’optimisation par cross-entropie

La communauté s’est vite apercue que la méthode de tirage par CE pouvait étre adaptée et ap-
pliquée a 'optimisation. Cela se comprend parfaitement, puisque les paramétres qui optimisent un
objectif sont rares et difficiles & trouver en général. Considérons plus précisément I’algorithme pré-
senté en section Cet algorithme repose sur la construction d’une suite de bornes (y|t > 1),
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qui peut étre considérée comme croissante a un bruit prés. Ces bornes servent a définir des événe-
ments F,, = {x € X/f(z) > v} de plus en plus raréfiés. Au cours du processus, la construction
de (|t > 1) est tronquée par v, le paramétre de I’événement rare & évaluer. Toutefois, il est pos-
sible de laisser le processus se poursuivre. Cela revient & raréfier la suite des événements afin de
converger vers I’événement F, = {z € X/f(z) > maxyex f(y)}. Cet événement est presque vide
en général. En définitive, si le processus est itéré suffisamment longtemps, nous aboutissons a la
construction d’un parameétre de loi A tel que la loi 7(-; \) soit trés resserrée autour de F,__. Il s’agit
14 d’une maniére probabiliste d’approcher 'optimum de f.

Cette description du principe de 'algorithme d’optimisation ne doit pas nous cacher certaines
difficultés qui conditionnent la convergence de la méthode :

— le choix du paramétre de sélection p, ou de son évolution au cours du processus, qui condi-
tionne le compromis entre vitesse de convergence et niveau d’exploration de l’espace du
paramétres a optimiser,

— la définition d’un critére d’arrét pour la convergence,

— le choiz d’une famille de lois © adaptée au probléme a optimiser.

Comme nous 'avons évoqué précédemment, quelques résultats théoriques répondent aux deux
premiers points [DMRO4]. Nous ne les aborderons pas et nous nous contenterons de critéres appro-
chés simples, mais fonctionnels. Le dernier point est assez délicat & formaliser et doit étre abordé
au cas par cas. Toutefois, nous verrons que pour notre probléme de planification de trajectoires,
les lois utilisées se déduisent naturellement du probléme posé.

La section suivante présente 1'algorithme de CE pour "optimisation dans sa version initiale et dans
sa version dite lissée.

8.2.1.3 Algorithmes

Considérons f une fonction de variable z € X et & valeur réelle. Nous souhaitons optimiser la
variable z de maniére & maximiser f(z). Dans ce but, une famille de lois (7(-; \) ’)\ € A) est définie.

Algorithme original. Donnons nous un paramétre de sélection p €]0, 1]. L’algorithme de cross-
entropie pour 'optimisation s’énonce ainsi :
1. initialiser A9 € A ; typiquement ce paramétre est choisi de telle fagon que 7 (+; Ag) soit proche
d’une loi uniforme. Poser t = 1,
2. générer un ensemble E; de N échantillons pour la loi 7(-; Adi—1). Sélectionner les |pN |
meilleurs échantillons pour la fonctionnelle f. Notons Sy C F; ’ensemble de ces échantillons.

On a ainsi :
§S: = [pN] et Vo€ S, Yy E\ S, flz) > f(y).

3. Calculer \; par la maximisation :

At € arg max ZS Inm(z; ). (8.13)
TES

4. Si le critére d’arrét n’est pas atteint, réitérer depuis Bl) en posant ¢ « ¢ + 1.

5. Supposons que ’étape finale est ¢t = ¢t7. Alors, une valeur optimale pour f peut étre estimée
par le tirage d'un échantillon au moyen de la loi 7(-; A¢, ) -

Un critére d’arrét simple est la stationnarité de la borne v; = inf,cg, f(2).

Remarques. Comme nous ne cherchons plus & évaluer une probabilité, certaines simplifications
apparaissent par rapport a ’algorithme d’échantillonnage. En particulier, I’équation de réactuali-

sation (BTI3) ne contient plus le terme de correction % .

Lorsque la variable x est discréte, la réactualisation ([BI3) peut rendre certains échantillons pré-

maturément inaccessibles (notamment par I’annulation de la probabilité de certains états). L’uti-
lisation d’un lissage dans la réactualisation permet d’éviter cela.

Algorithme lissé. En plus du paramétre de sélection p €]0, 1[, nous définissons un parameétre de
lissage « . Il est supposé que ’ensemble des paramétres de loi A est convexe. L’algorithme lissé ne
différe du précédent que par son étape de réactualisation :
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3) Calculer k; par la maximisation :

K¢ € argmax g Inn(z; k),
KEA
€S

[Réactualisation lissée] Poser A\; = aky + (1 — @) A—1.

8.2.2 Application au probléme de planification de trajectoires

L’application de la méthode de cross-entropie & notre probléme de planification nécessite de
définir une famille de densités (mw(.,\)|]A € A) de probabilité paramétriques adaptée. Ce qui nous
importe est la définition de trajectoires admissibles, au sens ou elles partent de la position initiale
pour arriver dans la zone cible, en un temps maximal borné, tout en respectant les contraintes
sur le mouvement. Nous proposons deux méthodes pour définir les échantillons de trajectoires
qui conduisent & deux versions de 'algorithme de résolution du probléme de planification. Plus
précisément, on cherche & générer des séquences d’états ou d’actions de longueur K

— vérifiant sg = s; (contrainte initiale) et sx € {s}, e ,s’}f} (contrainte finale),

— respectant la matrice de contraintes de mouvement 6(ag—1,ax), Vk=1,--- | K — 1,

— composées au maximum de K < K,,,, actions élémentaires.

Une fois que nous aurons précisé la loi paramétrique qui servira de moteur de proposition de
trajectoires candidates, la fonctionnelle objectif ¢;, i = 1,2, 3 sera appliquée aprés estimation de
la suite des matrices d’information Ji. A chaque itération de I’algorithme de cross-entropie et a
partir des meilleures trajectoires, nous déterminerons les nouvelles valeurs des parameétres de la loi
paramétrique, en résolvant le probléme d’optimisation de I’étape d’actualisation.

8.2.2.1 Algorithme d’optimisation V1

La premiére méthode permettant de générer des trajectoires consiste a se doter d’une famille
de matrices de densités de probabilité discrétes définie par Psa = (psq), avec s € {1,...,ns} et
a € {1,...,nq} qui modélisent la probabilité de choisir 'action a dans 1’état s. Ps, est donc une
matrice de taille ny x n, avec dans notre cas n, = 8.

P.. — : : : : : (8.14)
Pns1 Png2 " Pn,7  Png8

ott la 5'™¢ ligne P,(.) est une densité de probabilité discréte vérifiant :

8
Py(i) = psi,i=1,---,8 avec ZPSi =1.
i=1

ps; est donc la probabilité de choisir ’action 7 lorsque ’on est dans 1’état s. Il est possible d’imposer
la nullité de certains éléments de cette matrice pour tenir compte de configurations particuliéres de
la carte (obstacles, zones interdites...). Par ce biais, on pourrait notamment prendre en compte une
information de type grille d’occupation, comme proposée dans le chapitre sur la génération controlée
d’un échantillon de cartes & plusieurs niveaux. Pour résoudre notre probléme de planification, on
est donc amené a optimiser les ns; x n, (ou plus) paramétres (ps,) en utilisant I’algorithme de
cross-entropie.

Génération des trajectoires. A chaque itération ¢ de I'algorithme de cross-entropie, il est

nécessaire de générer un échantillon de NV, trajectoires ('rt» a partir de Pt, de longueurs

J)lgsm
K; < Kaz en repectant les conditions imposées par la matrice (., .). Introduisons les notations
suivantes
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Algorithme 13 Principe de génération des trajectoires
J=0
Tant que (j < N¢)

(1) k=0, faire s = s; _
e Générer une action af a partir de la loi de probabilité Py, (.) et 'appliquer pour atteindre
S = Sk+1-
e Fairek=k+1let K =1.
(2) Tant que s, ¢ Sy faire
e calculer A(5,a)y,
o i A(3,a), # 2,
— générer une action ar € A(S,a); selon la densité lask(.) et 'appliquer pour atteindre
§ = Sk+1,
—fairek=k+1let K=K +1.
+ si K > K4, faire j = j si la stratégie est le rejet et retour en (1), sinon aller en (3),
+ sinon retour en (2),
e sinon faire j = j si la stratégie est le rejet et retour en (1), sinon aller en (3).

(3) Sauvegarder 7} = (si,al), st al, ..., sh_ | al_|,sp) et Ki=K.
(4) j=j+1

° A(g’ d)k = {alsk =3, 5(6% =a,qp—1 = d) = 1},
e le vecteur ligne P;(.) tel que

S Pia 3 F
{ps“ T Yaea,a)k Psa Va € A(S’ a)k (8.15)

Dsa =0 sinon.

A(8,a)y correspond aux actions admissibles a l'instant k dans I’état s = §, sachant que a a été
choisi a k — 1 pour atteindre s, et que P;(.) est la densité normalisée de P;(.) en se restreignant a
A(8,a),. Lors de la phase de tirage des trajectoires, a cause des contraintes de mouvements et la
présence des bords, I’ensemble A(3, @), peut étre vide ou I’ensemble des états finaux inatteignable.
Dans ce cas, nous adopterons deux stratégies, I'une qui consiste a rejeter la trajectoire en question,
Pautre qui consiste & lui affecter un cout défavorable vis-a-vis du probléme d’optimisation (cott
égal & —o0). L’algorithme [[3 présenté en page décrit le schéma de génération de 1’échantillon
de trajectoires & chaque itération.

Remarque. Si la stratégie retenue n’est pas le rejet des trajectoires non admissibles, on risque
de générer essentiellement des trajectoires non informatives au sens ou le coit associé sera placé a
—oo pour le probléme de maximisation. Dans ce cas, il convient d’inclure une étape permettant de
garantir un nombre de trajectoires admissibles soit suffisamment important.

Une fois obtenu I’échantillon de trajectoires, ’évaluation du cotit de la trajectoire est réalisée en
trois étapes

1) déterminer la séquence équivalente de commandes en orientation ué: K;—1 & partir de 75, j =
15 ) Nt7

2) calculer la séquence des matrices Jo. K; (ué: Kjf1) & partir de I'un des algorithmes d’estimation
proposés au chapitre Bl

3) calculer le cott en utilisant la fonctionnelle ¢;(7;), ¢ = 1,2,3,j = 1,---, Ny en fonction de
I’objectif recherché. Pour des trajectoires non admissibles, le cotit est automatiquement po-
sitionné —oo.

Etape de mise a jour de la loi. La mise en oeuvre de ’algorithme de cross-entropie comprend
la phase de mise & jour des paramétres de la loi & partir de laquelle les trajectoires ont été générées.
Cette étape est réalisée en résolvant un probléme de minimisation RI3let en utilisant les trajectoires
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extrémes. A partir des N, trajectoires, une estimation du quantile 7, est obtenue en prenant les
meilleures trajectoires selon le seuil p spécifié.
Soit 7; = (84, ay, 81,1, ..., Sj_1,0p,_1, ---, Sk,;) UNe trajectoire générée, on a

1117T(7‘j, Psa) = Z ﬁ [Tj S Xsa] In psq, (816)
(87(7/)

oll Tj € Xsa signifie que la trajectoire 7; contient une visite dans I’état s ou I’action a est choisie.
Puisque pour chaque état s, la ligne Ps(.) de Pg, est une densité de probabilité, le probléme
d’optimisation de I’équation (BI3)) doit étre résolu en respectant la contrainte suivante : la somme
de chacune des lignes de Pgs, vaut 1. On a donc un probléme d’optimisation sous contraintes, que
I’on peut résoudre en utilisant le lagrangien associé et les multiplicateurs de Lagrange (i1s){1<s<n,}

g

N n a=8
. 1 .
nggax,uhI'nln N ; d [¢Z(TJ) > ’Yt] 1H7T(Tj, Psa) + ézzl (MS <I;psa - 1)) ) (817)

Le quantile 7, est estimé par analyse des cotits des trajectoires de I’échantillon. Aprés différentiation
par rapport aux parameétres recherchés ps, (s € {1, -+ ,ns}, a € {1,---,8}), on déduit le systéme
d’équations suivant :

1 X

Nza [¢z(TJ) > ’Yt] ﬁ [Tj € XSG] = —lis Psa, VS.

j=1
En sommant, relativement & I’indice a et en appliquant la condition 2221 Psa = 1, on obtient donc

o = = 20 8164(1) = w2y € Xl (5.15)

Jj=1

et la formule de mise & jour des densités

Yo 016i(m5) = - 4175 € Xsa)
Yoy 8 1i(r) =l -l € xa]

Psa = (819)

ol 7; € X, signifie que la trajectoire 7; passe par ’état s. Ce résultat est intuitivement correct car
il indique que la mise & jour des probabilités est obtenue par la mesure de la fréquence du choix
d’une action dans un état parmi les meilleures trajectoires de 1’échantillon.

8.2.2.2 Algorithme d’optimisation V2

L’algorithme précédent s’avére simple, du fait de la famille de loi paramétrique utilisée pour
la génération des hypotheéses de trajectoires. En effet, elle découle directement de la structure du
modéle des trajectoires employé. Néanmoins, elle peut avoir 'inconvénient de générer de nombreuses
trajectoires qui sont rejetées parce qu’elles ne respectent pas les différentes contraintes du modéle.
Dans cette seconde version de 'algorithme de planification de trajectoires, nous proposons une
approche & deux niveaux d’optimisation, permettant d’appliquer directement la méthode de cross-
entropie sur des trajectoires « réellement » admissibles, donc sans rejet.

Une famille de densités mieux adaptée. Pour générer des trajectoires réellement admissibles
nous profitons du fait que notre probléme est quasiment structuré comme un Processus de Décision
Markovien. A cet effet, nous introduisons des matrices de cotits T = (c¢ss(a)) de passage d’un état
a un état voisin de fagon probabiliste. On considére donc une famille (7(., A\)|A € A) construite en
appliquant un modéle probabiliste & chaque coit css (a) de déplacement entre deux noeuds de la
grille. La loi de probabilité sur css (a) est pris gaussien et est donc déterminée par deux parameétres
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Algorithme 14 Principe de génération des trajectoires version 2.

Soit 7}, (s, a) et w,~! (s, a) obtenus par 'algorithme de cross-entropie a litération t — 1
J=0
Tant que (j < V),

t—1

(1) générer Y7 = {ci(s,a)} {7 (s,a) et w71 (s,a),

a partir de 7 i

NsXMNg

(2) résoudre le probléme d’optimisation de trajectoire & partir de Y7. On cherche la trajectoire
T = {s0,-++, sk, } vérifiant s = s;, sx. € S¥, K; < Kaz, les contraintes de mouvement,
entre deux instants et qui maximise

K.—1
> st ). (8.21)
1=0
(8) sauvegarder 7; = (si,a%,s{,a{, _,_’Siil’aiilj L SK)
(4) j=7+1
Css’ (a) ~ N(Msav Ufa)- (820)

Le vecteur de paramétres \ est par conséquent de taille 2 X ng X n, et se compose des moyennes et
écarts-types des cotits associés a chaque hypothése de déplacement. On doit tenir compte de deux
matrices

e 7,(s,a) la matrice des moyennes sur les cotts. L’élément en position (s, a) correspond & psq.

e 7,(s,a) la matrice des ecarts-types sur les coits. L’élément en position (s,a) correspond a

Osq-

A chaque itération, il est possible de tirer plusieurs réalisations de matrices de coiits (Y7)1<j<n,
a partir de ces deux matrices. Chaque matrice de cotits est alors utilisée en entrée d’une procédure
d’optimisation de type programmation dynamique pour proposer un chemin (7;)1<;<n, respectant
les contraintes de mouvements et les conditions aux limites. Il faut noter que nous avons présenté un
algorithme de programmation dynamique adapté a notre probléme dans les sections précédentes.
Cependant, d’autres critéres construits & partir des matrices de coits et algorithmes peuvent étre
utilisés. Par exemple, des algorithmes de type A* sont possibles. En fait, seule obtention d’une
trajectoire admissible est importante & ce stade, le but étant de définir une méthode d’exploration
de I'espace des trajectoires admissibles. Pour chaque trajectoire admissible 7; ainsi déduite, on
détermine, comme dans le cas de ’algorithme précédent, le cott issu de la BCRB. L’algorithme de
génération est décrit dans [ présenté en page et illustré par le schéma de la figure

A chaque itération de l'algorithme de cross-entropie, on générére des trajectoires selon cette ap-
proche. Nous devons maintenant analyser comment mettre & jour les matrices m,(s,a) et 7, (s, a).

Etape de mise a jour de la loi. On a de nouveau un probléme d’optimisation a résoudre pour
l'étape de mise a jour. Soit de nouveau 7; = (s;,a{),s7,ai, ..., 5),_1,05_1, .-, Sk,) une trajectoire
générée selon la procédure précédente. Elle est associée & la matrice de coit Y7, On a

lnﬂ-(Tj’ 7TM(S, a)’ WU(Sa a)) = lnﬂ‘(Tj, WH(Sa a)’ 7TG(S, a)) Z 1DN(Cj (S, a), fhsas Usa)a (8.22)
(s,a)

ott N'(¢? (s, a), fisa, 0sa) est la valeur de la densité gaussienne de moyenne s, et de variance o2, au

sa

point ¢/ (s, a). On doit donc maximiser par rapport aux composantes de (7, (s, a), (s, a))
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Fia. 8.3 — Schéma de génération de trajectoires & deux niveaux.

N
max %zﬂmmZszmw%mMm%»
j=1

T (s,a),70(s,a) (5m)

En considérant la condition de nullité du premier ordre relativement aux variables i, et o2,, on
obtient les équations
N .
1 (C] (Sa a) — Msa)
— 5 2L 818i(ry) 2] " =0
j=1 sa
N _ (8.23)
1 1 (¢ (s,a) = p1sa)®
- Ll 20 (o~ R —0
On en déduit les équations de mise a jour
L 8 1ei(r) = ] d(s,a)
sa — N
10 [0i(m5) >
2j=10[0i(75) = ] (8.24)

o SN 8 Lbi(r) = ] (¢ (s,a) — o)

. Z;V:I 6 [¢i(15) = 7]

On obtient de nouveau un résultat logique : la mise & jour revient & proposer les expressions
empiriques des parameétres des lois normales associées a chaque coefficient de la matrice de cofits
en se restreignant aux trajectoires extrémes.

8.3 Analyse du comportement sur un probléme simple

Dans cette section, nous analysons le comportement de l'algorithme V1, qui a été implémenté.
On considére un probléme de plus court chemin sur un graphe de taille N, = N, = 27. Nous
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recherchons la trajectoire de longueur minimale partant du point (30,130) et arrivant au point
(30,130) parmi les trajectoires de longueur au plus égale & K = 60 déplacements élémentaires.
Nous présentons le résultat obtenu avec le jeu de paramétres :
— Echantillons de 1000 trajectoires dont 200 sont utilisées pour ’apprentissage des parameétres
de la loi (p = 0.2).
— 20 itérations de ’algorithme,
— un paramétre de lissage @ = 0.4 pour la mise & jour des paramétres de la loi & chaque
itération.
A Tinitialisation, le choix d’une action est équiprobable en chacun des noeuds de la grille. A partir
de la matrice des probabilités équiprobables, la meilleure trajectoire tirée est représentée en noire
sur la figure (a). Apres 20 itérations de l’algorithme, la meilleure trajectoire choisie a partir de
la matrice des probabilités optimisée est tracée en vert et correspond & la trajectoire optimale au
sens du plus court chemin. Pour illustrer la convergence, nous avons présenté sur la figure B4l (b),
I’allure de ’estimateur du quantile 7, et le cotut de la meilleure trajectoire parmi les 1000 générées.
On constate donc une convergence de ces deux paramétres autour de la valeur optimale.
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FiG. 8.4 — Comportement de I'algorithme V1 pour le plus court chemin.

8.4 Quelques exemples

8.4.1 Des exemples génériques

Nous considérons tout d’abord quelques scénarios génériques pour lesquels la carte embarquée
contient un amer. Nous faisons aussi varier les paramétres de modélisation et de planification,
comme les caractéristiques du capteur de perception, la longueur du chemin maximum admissible
Kinaz, le niveau et l'orientation de l'erreur sur les amers. Pour ’ensemble des scénarios, nous
avons une zone d’évolution carrée définie & partir des limites [1 260] x [1260] et discrétisée par pas
élémentaires en x et y de 6, = J, = 10. Nous avons donc 279 états. L’objectif est de relier les
points A = (30, 130) et B = (230, 130) en minimisant une des fonctionnelles ¢, calculées a partir
d’une approximation de la borne sur ’erreur d’estimation de X, en chaque point d’aquisition de
mesures. Pour I'optimisation basée sur la méthode de cross-entropie, nous utilisons une population
de 3000 trajectoires dont 30% servent & la mise & jour des paramétres de la famille de proposition
de trajectoires.

scenario 1. Dans ce scénario, nous avons un amer dont la position est supposée parfaitement

connue et placé au centre de la carte et au dessus de la ligne droite reliant les points de départ

et d’arrivée. Nous disposons d’au plus K4, = 60 mouvements élémentaires possibles et les va-
s

riation d’orientation entre deux instants consécutifs sont bornées en absolu par 7. Le capteur est
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omnidirectionnel, avec une distance maximale de détection d; = 50 m soit 5 pas élémentaires de
la grille. Sur la figure B3 nous présentons les trajectoires proposées par 1’algorithme V1 pour les
trois fonctionnelles :

— meilleure performance finale (courbe en bleu cyan),

— meilleure performance moyenne (courbe en bleu foncé),

— meilleure performance au sens min max (courbe en rouge).
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Fia. 8.5 — Trajectoires optimales pour le scenario 1.

Le compotement de ’algorithme semble cohérent. Les trajectoires suggérées comportent des
manoeuvres permettant de s’orienter vers 'amer afin d’améliorer la performance de localisation.
On peut noter que les fonctionnelles associées & la performance finale et minmaz imposent des
déplacements qui aménent & se rapprocher au plus prés de ’amer contrairement au critére basé
sur la performance moyenne. Pour illustrer la convergence de 1’algorithme, le tracé de 1’évolution
du paramétre y; et du coiit de la meilleure trajectoire Ci,y,,: sont représentés sur les figures
(a) et (b). On peut aussi noter que les trajectoires proposées ont des longueurs relativement
inférieures & la longueur maximale autorisée K,,,, = 60. Une explication possible est la limite
de perception du capteur. Plus la trajectoire est longue, plus il est problable que le mobile soit
situé dans des zones peu informatives sauf si on s’appuie sur des comportements atypiques, si la
contrainte sur l'orientation n’est pas violées, permettant de rester & proximité de ’amer (effet bang-
bang, rotation...) le plus longtemps possible. Enfin, nous avons reporté sur les figures uniquement
la meilleure trajectoire proposée a la derniére itération de ’algorithme. Cependant, nous avons
remarqué en analysant les derniéres itérations que plusieurs trajectoires avec le méme niveau de
performance mais des longueurs différentes ont été tirées. En d’autres termes, 'approche proposée
offre la possibilité de choisir parmi un ensemble de solutions, donc une faible prédictibilité. Cette
propriété peut avoir un intérét opérationnel dans certains contextes.
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Fia. 8.6 — Illustration de la convergence pour le scenario 1.

scenario 2. Nous avons toujours un amer disponible pour la localisation mais avec une position
incertaine avec une erreur homogéne en x et y caractérisée par une variance o2 = 16 m2. Nous
réalisons l'optimisation avec les trois fonctionnelles avec K,,,, = 100. Les meilleures trajectoires
proposées aprés convergence de I’algorithme sont présentées sur la figure B (a) (b) et (¢). Comme
attendu, on note une modification des trajectoires optimales due & la prise en compte de l'erreur
de carte.

scenario 3. Contrairement au scenario précédent, nous considérons un modéle de capteur per-
mettant une perception de I’amer en tout point de I’espace. Le paramétre d; est pris suffisamment
grand. Nous conservons d’abord I’amer avec une erreur sur sa position homogeéne de 'ordre de
o = 4, puis modifions la structure de 'erreur de 'amer avec une ellipse d’incertitudes sur le grand
axe de 0; =4 et 0, = 2 sur le petit axe. On suppose que le grand axe de lellipse d’erreur fait un
angle de 45 deg. avec la direction horizontal. Nous réalisons ’'optimisation pour le critére basé sur
la performance moyenne sur la trajectoire. Les meilleures trajectoires proposées aprés convergence
de l'algorithme sont présentées sur la figure (a) et (b).

Une erreur non homogeéne sur la position du mobile impacte le choix de la trajectoire. Sur cet
exemple, cela se traduit par une manoeuvre en début de trajectoire a I’opposé des cas précédents.
Le mobile s’éloigne afin de réduire ’effet de l'incertitude rajoutée par l’erreur de carte. Comme
nous ’avons montré lors du développement de la borne, cet effet dépend de la distance a I’amer et
de la différence d’orientation entre le vecteur formé avec 'amer et le grand axe de lellipse d’erreur
sur ’amer.

8.4.2 Un scénario plus complexe

Dans les exemples précédents, nous avons analysé le comportement de ’algorithme d’optimisa-
tion avec une carte composée d’un unique amer. Nous considérons maintenant une configuration
avec plusieurs amers. La qualité géométrique des amers varie en fonction de leur positionnement
dans le plan. Sur la figure B9 nous représentons les amers et les ellipses représentatifs de Ierreur
sur leurs positions. Les amers situés sur les bords de la carte (en haut et en bas) sont de meilleures
qualités que ceux au centre et proche du point & atteindre.

Nous recherchons la trajectoire permettent de rejoindre les points (40, 140) et (220,140) en
utilisant une grille de résolution §, = §, = 20 pour la zone définie par les limites [1260] x [1260].
Le capteur est toujour omnidirectionnel et dispose d’une distance de détection maximale de dy = 60
(3 fois la résolution de la grille). Nous considérons une optimisation, & partir de l’algorithme V1,
avec une population de trajectoires de taille 10000. Les 40% meilleures trajectoires sont utilisées
pour 'apprentissage de la loi de tirage. Les trajectoires recherchées sont composées d’au plus 25
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déplacements élémentaires sur la grille et la variation de déplacement entre deux instants consécutifs

est inférieure & 7. Le cotit d’une trajectoire est obtenu & partir du critére moyen ¢; sur l'erreur

de position. Les solutions proposées par l’algorithme sont présentées sur les figures ((a) et
(b)), pour la carte parfaite et ((a) et (b)), pour la carte avec erreurs sur les amers. Lorsque
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Fic. 8.10 — Trajectoires optimales sans erreurs.

Iincertitude de la carte n’est pas prise en compte dans la mesure de performance, ’algorithme
propose une trajectoire qui permet d’acquérir un maximum d’information en utilisant le plus grand
nombre de déplacements élémentaires possibles et en effectuant des manoeuvres pour obtenir des
configurations de triangulation intéressantes. On peut noter que ces manoeuvres sont réalisées
autour des amers centraux et proches du but & atteindre. Quand on considére 'incertitude sur les
amers, le comportement est différent. D’abord, les déplacements sont effectués dés le départ vers
les zones ou les amers sont de bonnes qualités (en haut & gauche). L’autre point est le nombre
relativement restreint de déplacements élémentaires utilisés. La stratégie consiste donc & atteindre
le plus rapidement possible le but final en s’appuyant sur des mesures provenant des amers les plus
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Fia. 8.11 — Trajectoires optimales avec erreurs.
précis.

8.5 Analyse de la convergence par la théorie des Valeurs Ex-
trémes

Nous avons proposé une méthode pour la planification de trajectoires pour la fonctionnelle
déduite de la borne de Cramér-Rao a posteriori en utilisant la méthode de cross-entropie. Si les
solutions proposées pour les différents exemples considérés semblent « bonnes » pour la fonctionnelle
considérée, nous souhaitons définir une approche permettant de mieux appréhender la « qualité »
des solutions. Pour cela, on propose de s’appuyer sur la théorie des valeurs extrémes pour analyser
le comportement de 1’algorithme précédent lorsque 1’on s’approche de la valeur optimale. Nous
donnons tout d’abord un apercu des principaux résultats de la théorie des valeurs extrémes, puis
nous montrons comment ils peuvent étre appliqués pour la caractérisation de la performance de
notre algorithme d’optimisation.

8.5.1 Introduction a la théorie des valeurs extrémes (TVE)

Les résultats de la théorie des valeurs extrémes sont trés utilisés dans la plupart des problémes
traitant de la gestion de risques. En effet, dans ces situations, on est amené & étudier les propriétés
probabilistes des valeurs extrémes d’une suite de variables aléatoires pour aider & la prise de dé-
cision. On s’intéresse alors a ’estimation de la queue de la distribution de ces variables aléatoires
[Col99] [Gar(2], dont I’échantillon observé disponible est souvent de trop petite taille pour mettre en
oeuvre les techniques statistiques classiques. Nous avons abordé ces problématiques d’événements
rares lors de 'introduction de I'algorithme de cross-entropie. En effet, contrairement au cadre tra-
ditionnel de la statistique, qui s’intéresse & 1’analyse des comportements moyens d’un phénoméne,
la TVE tente d’apporter des outils pour la compréhension des réalisations extrémes, et souvent
plus rares. Elle permet d’extrapoler le comportement de la queue de distribution & partir des plus
grandes données observées. Cette théorie est encore récente et la plupart des résultats développés
portent sur des phénomeénes aléatoires caractérisés par des variables 4 une dimension et faiblement
corrélées. Les cas a forte corrélation et multidimensionnel constituent des axes de recherche actuels.

Quelques notions introductives. Considérons X1, Xs, -+, X,,, n € N, un échantillon repré-
sentatif d’une variable aléatoire X de fonction de répartition inconnue F(z). On suppose de plus
que F(z) est de support fini et de limite droite

w(F)=sup{z: F(x) < 1}.
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La TVE s’intéresse a ce qui se passe au-dela de I’échantillon observé. Il existe deux approches pour
I’analyse du comportement extréme de X. La premiére cherche & caractériser la loi du maximum
M, = max(Xi, X2, -+, X,), qui n’est autre que®> F"(x). On définit un équivalent du théoréme
central limite pour la moyenne pour M, qui décrit les limites possibles pour la la loi du maximum.
On suppose que la loi de X est dans le « domaine d’attraction » d’une loi des extrémes [EK97].
En d’autres termes, il existe £ € R, et des suites (a,,)nen dans R et (b, )neny dans R tels que

VeeR lim F"(a,z+by) = He(z)

n—oo

ot H¢ est la fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes :

He(z) = {exp (7(1 +§x)_%) pour x > %,‘si E#£0
exp (—exp (—x)) pour x € R, si £ = 0.

On peut déduire de cette hypothése que le comportement de la queue de distribution dépend du
paramétre &, l'indice des valeurs extrémes. On dit que la fonction F' est dans le domaine d’attraction
de Fréchet, de Gumbel ou de Weibull pour respectivement £ > 0, £ = 0 et £ < 0. L’estimation des
parameétres de la loi limite est en pratique difficile, car on ne dispose en général que d’un échantillon,
et donc d’une unique observation du maximum. Une maniére de faire est de scinder 1’échantillon
par blocs et de créer ainsi de fagon superficielle des observations du maximum. La seconde méthode
employée pour I'estimation de la queue de distribution utilise une part plus importante des données
observées, en considérant la notion d’exces de la variable X par rapport & un réel suffisamment
« grand » [EK97]. Soit u un seuil fixé suffisamment grand (u < w(F)), on note F, la fonction de
répartition des excés au dessus du seuil u définie par

PX —u<ylX >u), 0<y<w(F)—u
Fum:{o y <0

On peut noter la relation avec la fonction de répartition F'
Flu+y) — F(u)

1—F(u) (8.25)
=Plu<z<u+y).

Fu(y) =

L’objectif est d’obtenir une estimation relativement précise de F,, pour mener une analyse sur le
comportement de la variable X lorsqu’elle prend des valeurs importantes. Une grande partie des
résultats de la TVE est basée sur le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 1 Pickands, Balkema et Haan
Si F' appartient a l'un des trois domaines d’attraction de la loi des valeurs extrémes, alors il existe
o(u) >0 et €R tel que

lim sup |Fu(y) - Gg,a(y)| =0,
u—w(F) 0<y<w(F)—u

0t Ge o est la distribution de Pareto Généralisée (GPD : Generalised Pareto Distribution) définie
par :

1-(1+5y)7F sic#0
Geoly) = {1 B iy; wv) Z 2 i . (8.26)

pour 0 <y < w(F) — u.

Ce théoréme permet d’obtenir, sous certaines conditions sur F', une approximation de la distribution
(et donc de la loi) des excés F, par un modéle paramétrique caractérisé par deux paramétres
principaux (£, o) pour toute valeur du seuil u fixée

Fu(y)zGE,a(y)ﬂ UHW(F)

2Pr(Mp <z)=Pr(X; <z -, X, <z)=Pr(X1 <2), - ,Pr(Xn < z) = F*(x)
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8.5.1.1 Estimation des paramétres de la loi des excés et des quantiles extrémes

On est confronté & I’estimation du couple de paramétres (£, 0) a partir de 1’échantillon observé
x1, T, -+ ,Ty. On considére 'estimateur é = (é, &) au sens du maximum de vraisemblance. Notons,
N, le nombre de données observées supérieures au seuil u indicées de la fagon suivante (z;,);,er
avec card(L) = N, < n et les excés associés (yi,)i,eL

Yi, =Ty, — U, 1 € L.

Plusieurs méthodes statistiques sont possibles pour I’estimation paramétrique, comme des méthodes
graphiques, celles des moments, ou encore ’exploitation de la vraisemblance. Nous détaillons le cas
d’une estimation & partir du maximum de vraisemblance. En supposant I'indépendance entre les
observations, I’expression de la log-vraisemblance pour le modéle GPD est la suivante :

0G¢ »
L(&0) = > log =5 (i):

©WEL

On doit donc résoudre les problémes de maximisation des fonctions non linéaires

—N,logo — (% + 1)Zil€Llog [1—}— % (x4 —u)} si&#£0
fNulong%ZileL(zilfu) si&=0.

La résolution peut étre réalisée & partir de méthodes numériques classiques d’optimisation non
linéaire. Une fois déterminé 'estimateur f , ’adéquation du modéle aux données peut étre mesurée
en utilisant des outils d’exploration permettant une visualisation du comportement asymptotique
de la loi. A ce stade, il est important de faire plusieurs remarques sur le choix du seuil u, qui reste
une étape délicate.

L&, o) = { (8.27)

1. Plus u est grand, plus le nombre N, d’observations situées au dessus du seuil est petit, et
plus l'extrapolation et la précision de I’estimation se dégradent.

2. Le choix d'un u trop petit peut invalider le résultat de convergence vers la loi de Pareto
et fournir une extrapolation de la queue de distribution trés éloignée du comportement du
phénomeéne observé.

Cette étape d’estimation des paramétres de la loi de GPD, qui permet d’extrapoler la queue de la
distribution, est un préalable pour la détermination de critéres d’intérét pour ’analyse de risque.
En fonction de la nature du probléme, I'un des objectifs est I’estimation de quantiles extrémes
qui correspondent & des valeurs de la variable qu’il est possible de dépasser avec une trés faible
probabilité. Soit p > 0 petit, le quantile associé est noté x,, (encore appelé Value at Risk (VaR),))
correspond a la valeur de x vérifiant

1—p=F(zp). (8.28)

On peut noter qu’en général, plus p est petite, plus z, est grand. Pour les problémes d’optimi-
sation utilisant des approches par simulation, on peut souhaiter par connaitre le comportement,
de I'algorithme autour de la valeur optimale au sens d’une fonctionnelle objectif considérée. Le
processus stochastique lié au probléme d’optimisation peut étre vu comme un moyen de générer
des observations de la fonctionnelle objectif. En utilisant les valeurs importantes fournies par le
simulateur, il est possible d’extrapoler le comportement de 1’algorithme lorsque 1’on s’approche de
la solution maximale. Les quantiles extrémes peuvent donc étre considérés comme des estimateurs
(pour une probabilité donnée) de la valeur optimale & atteindre. L’estimation de cette grandeur et
son intervalle de confiance obtenus sur la base d’un échantillon fourni par le moteur de simulation
apporte des éléments sur la performance du processus stochastique pour le probléme d’optimisa-
tion.

Pour un comportement conforme & la théorie des valeurs extrémes, ’expression du quantile extréme
d’ordre p se déduit des équations (B2ZH) et [B20) pour un seuil fixé u (cf. annexe [H pour les détails
de ce calcul) :
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=g(Q) =ut g

(Z\% )_f - 1] , (8.29)

et un estimateur peut étre directement obtenu & partir de f = (é ,0) estimé par le maximum de

vraisemblance
-£
n
— — 1. .
() ] =

8.5.1.2 Intervalles de confiance pour les paramétres estimés

N +U
ZL'p:U =
£

Comme dans tout probléme d’estimation en statistique, il est intéressant de disposer d’un
intervalle de confiance pour ces différents estimateurs. Une premiére approche consiste & considérer
que la distribution des estimateurs é et g(é) est une densité normale. L’intervalle de confiance
peut alors étre calculée a partir d’une approximation de la matrice de covariance de f donnée par
l'inverse de matrice d’information de Fisher ou la borne de Cramer-Rao [Sap90]

ot H est la matrice Hessienne de la fonctionnelle donnée par la log-vraisemblance L(¢) (cf. équa-
tion (BZD)). Ainsi, I'intervalle théorique de confiance de probabilité 1 — a (0 < a < 1) pour les
composantes (; (i € 1,2) de l’estimée est donné par

CIY(G) = |:Cz — 210y \/ V(Qiis G + 21_ayo V(Ci)ii] : (8.31)

ofl 21_q/2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi normale centrée et réduite N(0,1).

L’intervalle de confiance pour &, est obtenu & partir de la différentielle par rapport & la fonc-
tion ¢ et la matrice de covariance de ¢

C1 i) = [~ 210072 Tea QT VIOTeo sy + 21002 TeoOTVOVeo@)] . (832

Remarque. Les résultats d’estimation, ainsi que les intervalles de confiance précédents, basés
sur le maximum de vraisemblance font I’hypothése d’une fonction de vraisemblance symétrique
(densité normale). En pratique, le tracé de cette fonctionnelle pour une des deux composantes de
¢ fixé montre une forte asymétrie lorsque 'autre varie. On risque, par cette méthode, d’obtenir
des estimations relativement faussées des intervalles de confiance. Pour contourner cette difficulté,
on utilise plutot une méthode plus robuste a ’asymétrie du profil de vraisemblance [VM88, [KGO({,
GCLT05], qui permet, grace & un algorithme itératif, de déterminer par dichotomie les bornes des
intervalles de confiance. Une présentation des grands principes de la méthode est proposée en annexe
[El Elle consiste & analyser des coupes de la surface L(£, o) obtenue en prenant la différence des
log-vraisemblances (donc des rapports de vraisemblances) en un point ¢ quelconque et ’estimateur
Ca L(&,O’) - L(&,&)

Considérons le paramétre £ de ¢. Le profil de vraisemblance est la fonction max, L({,0) de la
variable £. L’intervalle de confiance pour une probabilité 1 — « est donné pour & par

1) = {6 -2 (maxL(&.0) ~ L(E8) <xia ).

ol X%a est le 1 — o quantile pour la distribution du x? & un degré de liberté. De méme, pour o

c12(6) = {al -2 (max L(e.0) - L6, ) <}
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En ce qui concerne le quantile extréme, il est tout d’abord nécessaire de faire apparaitre de facon
explicite z,, dans ’expression de la vraisemblance afin d’appliquer cette technique. A cet effet,
léquation [B29) est exploitée pour écrire le paramétre o en fonction de £ et z,. Cette nouvelle
expression de o peut étre ainsi reportée dans I’expression de la loi GPD (cf. équation (E33))

()] \TF
Gewyw) =" (1 + Tp—u y) if&#0 (8.33)
1—e mv if £ = 0.

De cette nouvelle expression de la loi GPD, on peut définir une expression de la log-vraisemblance
sous la forme L(&, x,), et déduire par la méthode du profil un intervalle de confiance pour &,

CP (i) = ] =2 [max 216, ) ~ L) < Fa -

La figure présente un exemple de profil de vraisemblance pour x, et l'intervalle de confiance
pour une probablité p = 107°.

3004

3003 J

3002 1

3001 1

PL,(EX,)

3000 b

2999 ]

2998 J

2997 I I I I I I I I
0.878 0.879 0.88 0.881 0.882 0.883 0.884 0.885 0.886 0.887

X
p

F1G. 8.12 — Un exemple de profil de vraisemblance pour z, et intervalle de confiance.

8.5.2 Application au probléme de planification de trajectoires

Les deux versions de 'algorithme de planification de trajectoires proposé incluent une étape
de génération aléatoire de trajectoires avant I’estimation cott lié & la performance de localisation.
La premiére s’appuie sur un algorithme d’acceptation/rejet permettant de garder des trajectoires
respectant les contraintes d’orientations entre deux instants, la seconde comprend un algorithme de
type progammation dynamique permettant en plus, & partir d’une matrice de cofits, de définir des
trajectoires directement admissibles au sens de notre probléme. Pour obtenir une évaluation de la
qualité de 'optimum fourni par la méthode de cross-entropie, on utilise les méthodes de génération
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pour obtenir un échantillon de trajectoires & partir duquel on méne une analyse par la théorie des
valeurs extrémes sur les meilleures d’entre elles.
Considérons un contexte donné (cartographie, contraintes sur le mouvement, conditions aux li-
mites...) pour Poptimisation. On se donne Npy g trajectoires 7, j = 1,---, Npy g générées par le
processus de simulation et, pour chacune d’entre-elles, le cott de la fonction objectif ¢(7;), j =
1,-++, Npyg. Pour un seuil fixé u suffisamment grand, on extrapole la queue de la distribution de
la variable aléatoire associée a la fonction objectif a partir des N, valeurs ¢(7;,),- -+, ¢(7j,, ) au
dessus du seuil. A partir de la loi paramétrique GPD obtenue, il est alors possible d’estimer des
quantiles extrémes xz, pour différentes probabilités p relativement petites, avec leur intervalle de
confiance, par la méthode du profil de vraisemblance. Notons £, I’estimateur du quantile extréme
et CI?*(Zp, a):=[x), — 0z, &p 4+ 6] son intervalle de confiance pour un seuil de confiance a.
On obtient donc une information sur la meilleure solution atteignable avec la probabilité 1 — p. En
effet, on peut déduire une estimation
— de la borne qu'’il est raisonnablement possible d’atteindre, dont une approximation est donnée
par i), + oz,
— du nombre ny; de tirages complémentaires qu’il est nécessaire de produire pour atteindre cette
borne.

De fagon approximative, ce nombre 7 est donné par le nombre moyen de trajectoires observées
dont le cott peut étre associé a £,. Une fagon de déterminer cette quantité est de retenir les
trajectoires dont le cofit se situe dans I'intervalle de confiance CI?(&,, )
ny = Pr(zeCI%Zp)) Ny (8.34)
= (Fu(&p+0x)*) — Fy (&p — 62,°*)) Nu.

En outre, on peut chercher & déterminer la taille minimale de ’échantillon de trajectoires au dessus
du seuil permettant de tirer au moins une trajectoire associée au quantile extréme considéré. Il
suffit de vérifier la condition ny > 1, soit

1

F, (& + 623"7) — F, (;f:p — ozt )

La présence d’une trajectoire de cotit dans ’intervalle de confiance de &, permet de disposer d’une
approximation de la trajectoire optimale. Il est possible d’effectuer cette analyse pour chaque
itération de l’algorithme basé sur la cross-entropie et de comparer la meilleure trajectoire avec
I’estimation des quantiles de plus en plus extrémes pour évaluer la convergence. Une autre démarche
consiste & générer un nombre trés important de trajectoires en une fois, & réaliser ’estimation de
la queue de la distribution et & comparer le positionnement du coit de la trajectoire optimale
fournie par ’algorithme pour mesurer sa performance. Un placement dans l'intervalle de confiance,
voire au dela, donne une certaine confiance dans le comportement de ’algorithme. C’est cette
seconde démarche que nous avons retenue compte tenu de la spécificité des méthodes basées sur la
cross-entropie, qui cherche & approcher le plus possible le point extrémal.

8.5.3 Application sur un scenario

Pour illustrer la méthode proposée, nous considérons deux scénarios. On considére une carte
définie sur [—4, 54] x [—4, 54]. Nous supposons que la grille est de résolution d, = d, = 4, l'en-
semble des états S est de cardinal N, = 225. Dans les scenarios, l’environnement ne contient pas
d’obstacles.

Scenario 1 Dans ce scenario, il y a 4 amers dans ’environnement. Leurs positions sont données
dans le tableau Trois des amers sont localisés en haut & gauche, le dernier est au centre.
Pour la dynamique du mobile, on suppose qu’il n’y a pas d’erreur sur les commandes et que la
matrice de covariance pour la dynamique est identique & celle sur 'erreur de modélisation. On a
respectivement pour le modéle d’évolution et d’observation
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fo f1 f2 f3
X 7.2 7.8 22.8 | 43.1
y | 204 | 35.2 | 42.8 | 25.8

TAB. 8.1 — Coordonnées des amers scénario 1.

1 0 0 1 0
Ph=Qr=10 1 0|, Rp= <0 0 5> Vk pour tous les amers,
0 0 0.5 '

ou les variances sur la composant orientation et les mesures d’angles sont exprimés en degrés. Le
systéme se dépace & vitesse constante égale & 4m.s~! et les commandes en orienation & chaque
instant sont & choisir dans {—7,0, 7}

Le capteur disponible permet d’acquérir des mesures & partir d’'un amer f; a 'instant ¢ si

{ ro < zF(j) <ry

avec r— = 0.01 m., r; = 12 m. (3 fois la grille de résolution).

Pour le probléme de planification, nous considérons des trajectoires composées de moins de Ty,q, =
30 déplacements élémentaires. La position initiale et finale est respectivement Xy = (6;2;45) and
Xt = (46;46). On utilise un échantillon de trajectoires Ny, = 800 bruitées pour l'estimation de
la BCRP. Pour I'analyse des valeurs extrémes, nous générons 40000 trajectoires admissibles et
déterminons le cotit associé pour la fonctionnelle moyenne ¢o. 2% de ’échantillon est alors utilisées
pour l'inférence et I’estimation des paramétres (f ,0) de la loi, c’est-a-dire les 800 meilleures. Nous

normalisons d’abord I’échantillon de cotts {¢3}, 7 € {1,---,40000} et étudions la variable aléatoire
équivalente ‘
_ ¢y —m[é]
? ol¢2]

m[p2] et o[p2] sont les moyennes et les variances estimées a parir de I’échantillon de cotits. La figure
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50+ s S e e S S S S + o+ A

o oF o+t »—>o—>\+ + g+ +
oF o+ o+ o+ &4 4 + R
s 1

30f + o+ o+t / +

+ o+ o+ / + o+ + o+

+ 0+ + o+ o+ + 0+
(] N i

+ o+ o+ + o+

+ ( o+ o+ o+ o+ + o+
10 + + + + + + + A+ + + + K+ q

sensor field of view
+ 0+ A
A
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-10 I I I I I I
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Fia. 8.13 — Meilleure trajectoire parmi les 40000.

] montre la meilleure trajectoire obtenue. Le cott normalisé pour cette trajectoire est égal a

g ~ 0.8815. Nous avons également tracé ’histogramme des 800 valeurs extrémes de cz sur la
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120

0
0.845 0.85 0.855 0.86 0.865 0.87 0.875 0.88 0.885 0.89

F1aG. 8.14 — histogrammme des 800 valeurs extrémes de c;.

figure Le seuil correspondant au 2% de I’échantillon est v = 0.8479. Nous avons procédé a
Pestimation du extréme x, et de son intervalle de confiance & 95% pour la probabilité p = 2.1075.
Nous avons 2, = 0.8804 et les intervalles de confiance par la méthode du profil de vraisemblance
et par propagation sonts respectivement [0.879;0.8829] et [0.8758;0.8849]. Nous avons représenté
la fonction 1 — F,(x) sur la figure avec &, et les deux intervalles de confiances (profil de
vraisemblance en vert et méthode de propagation en bleu). On peut remarquer que l'intervalle de
confiance basé sur la méthode de propagation est plus large et moins précise que celui fourni par
la méthode du profil. La fonction du profil de vraisemblance pour le quantile z,, en utilisant la loi
GPD exprimée en fonction de for the (£, z,) (cf. 'équation B33), ainsi que l'intervalle de confiance
sont présentés a la figure (BI6).

A partir de ’estimation de F(u), nous avons pu calculer une valeur approximative gy ~ 2.0325.
Cette valeur est cohérente des observations. En effet, nous avons 2 trajectoires parmi les trajectoires
extrémes qui ont un cott normilasé dans l'intervalle de confiance (cf. figure BTH).

Nous considérons maintenant la solution obtenue par application de la méthode de cross-entropie.
A chaque itération de l’algorithme, on considére ’approximation du quantile (¢) et le coit de la
meilleure trajectoire ¢5'*(t). Pour comparer avec les résultats de ’analyse par valeurs extrémes,
on normalise ce colt par la moyenne m|cs] et Pécart-type o[cz]. Nous utilisons 1'algorithme V1
avec 4000 trajectoires a chaque itération. Nous sélectionnons 10% des trajectoires pour mettre a
jour la loi Pg,. La figure montre I’évolution des paramétres «v(t) (en rouge) and c¢§***(¢) (en
vert). Le meilleur cotit parmi les 40000 trajectoires utilisées pour ’analyse des valeurs extrémes est
représenté en bleu sur cette figure. La convergencce de I’algorithme est rapide. En effet, les courbes
~(t) et ¢2*(t) se stabilisent autour de la vingtiéme itération. La méthode de cross-entropie propose
pour cet exemple des hypothéses de trajectoires avec une meilleure performance que 1’échantillon
utilisé pour ’analyse en valeurs extrémes. Nous avons représenté la meilleure trajectoire proposée
par la méthode de cross-entropie lors de la derniére itération (cf figure BIS). Le cott normalisé
de cette trajectoire est 0.8903 qui est supérieure & la borne supérieure de l'intervalle de confiance
pour la probabilité p = 27° qui est 0.8804.

8.6 Conclusions

Nous avons précisé dans ce chapitre notre probléme de planification, I’objectif étant de proposer
des hypotheéses de trajectoires susceptibles de fournir des performances de localisation suffisantes
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0.87582
0.87903
0.88036

0.1

0.88294
tttJ0.88491

0.01

0.001

1-F(x) on log scale

0.0001

1e-005 —‘o o7 —‘o 06
10 10

x on log scale

F1c. 8.15 — Courbe 1 — G; , estimée. &, (rouge) et intervalles de confiance.

£o

3004

3003 b

3002 b

3001 ]
h

)

PL,(&,x

3000 b

2999 B

2998 B

2997 I I I I I I I I
0878  0.879 0.88 0881 0882 0883 0884 0885  0.886  0.887

X
p

F1c. 8.16 — Profil de vraisemblance pour x, (vert). CI%(&,), a = 0.05 (rouge).
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Fia. 8.17 — Paramétres de ’algorithme de CE.
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Fic. 8.18 — Meilleure trajectoire fournie par ’algorithme V1.

chapitre 8

lors de l’exécution des mouvements. Le probléme de planification a été ramené & un probléme
d’optimisation sur un graphe avec une prise en compte de contraintes sur les branches entre deux
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instants données par la borne sur la variation d’orientation instantanée. Nous avons vu que les
différents critéres d’optimisation retenus ne permettaient pas de mettre en oeuvre des méthodes
d’optimisation pour les Processus de Décision Markovien. Nous avons donc proposé une démarche
basée sur la méthode de cross-entropie pour approcher I’ensemble des solutions. Deux versions de
I’algorithme ont été présentées. Elles se distinguent essentiellement par la méthode de génération
des trajectoires candidates pour ’apprentissage des paramétres de la loi paramétrique utilisée pour
approcher les solutions. Il faut noter que la seconde intégre deux niveaux d’optimisation imbriqués,
dont le niveau le plus bas est adaptable & volonté dés lors qu’il ou il permet d’obtenir un chemin
connexe dans un graphe avec les contraintes imposées. Enfin, nous avons également cherché a
analyser le niveau de performance de notre approche en utilisant la théorie des valeurs extrémes,
qui nous a permis d’extraire des critéres instructifs sur le comportement des trajectoires.
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Chapitre 9

Cadre continu

A Topposé du probléme de planification abordé dans les chapitres précédents, on s’intéresse
dorénavant uniquement & 'apport de la composante de la matrice d’information de Fisher associée
au processus d’observation. En d’autres termes, on fait ’hypothése que la performance du filtrage
est donnée principalement par le niveau de vraisemblance des mesures acquises localement. Par
ailleurs, on aborde la problématique d’optimisation de la performance & partir d’'une modélisation
continue de la trajectoire de I’état. Ainsi, le gain d’information sera calculé sur une trajectoire
continue, et non en des positions discrétes de I’espace d’état. Cette hypothése est forte et a évi-
demment quelques limites physiques, car l'acquisition de mesures est effectuée en pratique avec
une fréquence d’échantillonnage donnée. Néanmoins, on suppose que la fréquence est suffisamment
élevée pour rendre valide 'approche que nous présentons. En outre, cela permet de mener les cal-
culs suffisamment loin et de disposer d’interprétations géométriques trés intéressantes. Le probléme
de planification qui en découle se formalise naturellement comme un probléme de commande op-
timale avec des conditions aux limites. Comme souvent, il n’est cependant pas possible d’obtenir
une solution analytique en appliquant le principe du maximum pour déterminer les trajectoires
optimales quelconques. On propose par conséquent une simplification en se placant dans un espace
de trajectoires linéaires par morceaux. Cette approximation conduit a la résolution de problémes
de choix de chemins dans un graphe sous contraintes.

9.1 Hypothéses sur le mobile et les mesures

On rappelle les principales hypothéses et notations de modélisation retenues. Certains des élé-
ments de ce paragraphe ont été en partie présentés dans le chapitre Bl On considére un mobile
évoluant dans un environnement disposant d’objets cartographiques & partir desquels une repré-
sentation & base d’amers a priori est construite. Une phase de pré-traitement permet, & partir de
cette représentation, d’extraire des éléments ponctuels, « les amers », qui seront exploités dans un
algorithme de localisation. Le modéle de dynamique d’évolution de 1’état X; est supposé décrit
par une équation différentielle stochastique. L’état X; comprend les composantes de position 2D
et 'orientation & 'instant ¢ dans un repére global R,. La commande est composée de la vitesse de
déplacement et de la vitesse de rotation instantanées u; = [vt qbt]*. La dynamique en ’absence
de bruits modélisés par un processus de diffusion est donnée par I’équation suivante :

Z:t = 7Vt COS 9,5,
Yyr = wvpsinby,
b = o1

Le bruit du modéle est un bruit gaussien centré et additif. On suppose également que l’espace
admissible pour les commandes est caractérisé par un ensemble de la forme

UL {(0,w),v- <v<vp & Gmin <O < bmas}-

145
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Le mobile dispose de capteurs de mesures et de modules de traitements embarqués. A partir des
informations brutes issues de ses capteurs et des traitements, il déduit un ensemble de mesures
de distance et/ou d’angle relatives par rapport & une partie des N¢ amers identifiés dans la carte
disponible
h
"= {flvf?ﬂ' o 7ch}-

Comme introduit au chapitre @l & I'instant ¢, on se donne les m; mesures relatives de distance et/ou
d’angle par rapport aux amers visibles et sélectionnés par le module d’association du processus de
localisation. Pour un amer f; associé & 'une de ces mesures, on introduit I'opérateur

5 1 si f; est utilisé pour la localisation a t,
* 710 sinon.

La sous-carte composée des amers utilisés & 'instant ¢ est donc définie par

my
Cf = {fiufiw"' 7fimt7{i17i25"' 7imt} - {1ﬂ27 7Nca7‘t€} : H5zl = 1}
=1

L’équation d’observation est alors donnée par

Zy = Ht(Xtact) +Wt5

ou les éléments en position 21 et 20 + 1 de Hy (X}, C:) sont les composantes du vecteur de mesures
élémentaires associées & ’amer f;,

2 = h(Xy, fi,) +wl,

avec

V(@ =22 + (g — y")?
atang(gii :zi) — 0.

h/(Xta fu) = {

Nous supposons des processus de bruits w! indépendants et identiquement distribués selon une
densité gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance invariantes (wl ~ A(0,X})) en
fonction de la position et de 'instant d’acquisition des mesures, c¢’est-a-dire

g

o2 0
Vt,We{L...,mt},zg:(O 2).
%2}

Au vu de ces hypothéses, la densité de probabilité de I’observation sachant I’état ou la vraisemblance
s’exprime donc comme suit :

1 &
p (2| X¢) x exp (—5 Z sztz — h(Xt’fil)H221t> , (9.1)

=1

ou |B|}, = B*Y'B, B € R2.

9.2 Borne de Cramér-Rao associée

On peut déduire de I’équation (@] I’expression de la matrice d’information de Fisher per-
mettant de définir la borne inférieure sur la matrice de covariance de lerreur d’estimation [V 68|
pour un estimateur déduit uniquement de I'information apportée par le processus de mesures. Par
exemple, un estimateur possible est celui qui maximise la vraisemblance pour une mesure obtenue

{Xt . Xt} {Xt - Xt}* = FL(p),

ou F est donnée par
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F— 8Ht(Xt,Ct) *2_1 aHt(XtaCt)
8Xt aXt ’

ce qui est équivalent, pour le probléme d’estimation considéré, a

o Z (ah X, fi) ) 51 (ah(;(;(,fn))

Des calculs similaires a ceux developpes au chapltre permettent de déduire les gradients élémen-

taires
ah(Xtvfil) I s T 0
= Siy _ %y >
0Xy Piy Piy 1
qui dépendent de l'argument et du module du vecteur défini par le mobile et 'amer f;,. On en
déduit donc I’expression de F(t)

—2 51 o2 s g2
o, C g, o, C S g

) d ™l + » p? d “sl @ Pl Pl T Pl
t) — E o - —2 ¢ sy —2 Cl —2¢
g C S — O - — o, S ag —0 —
1% as Y puop a5t o7 Y p

—2 5 —2c¢ —2

g —0 g
¥ P ¥ p P

En utilisant de nouveau les vecteurs de R¥¢ définis par

A 1 N, * LA 1 N, *
- Cc= (5 c1-- 0y Cch) §= 5 S1 e 6 CSNC) ,
*
_ len . Nc Ne 1si ... gNesNe
Cp = (6t p1 0 (6t p1 0 PNC) )

on obtient une écriture condensée tenant compte de la norme euclidienne sur R™ de Cet §

— 2 — — 12 — — —
2||51| +o 2”5/1” oy <C§>*0 <Cp75p> U«p2<5p71 o
F(t) = <C §> 22 (C,5,) oy ||_’||2+0_2 ||Cp|| Uéo 2 (Cos Lm,)
Ucp <SP71 > —0y <CP71 > o <1mt71mt>

Comme au chapitre [, on peut obtenir une expression équivalente pour la matrice F(t) en utilisant
les régles de calcul matriciel. Nous supposons pour simplifier les écritures du détail des calculs que
o4 =0, =1 degrés. On peut également réécrire la matrice I’ en fonction d’une matrice G(t)

F(t) = G(t) G(t)". (9.2)
La matrice G(t) est construite & partir des vecteurs lignes des gradients (@Z). Elle est de taille
3 X 2N¢

G1()  G2()

N N
o — *
o= (7 5
—S —Cp
0, 1.,

Les ensembles disjoints Gi(t) et Go(t) sont donc définis par

1>

Gi(t) {Gl:*(si(cz st 0)", l:L"',Nc}7 (9:3)
Ga(1) {Gi=d(2 -2 -1 1=1 N}

Ces deux ensembles correspondent & "apport de 'information de distance et d’angle. Les résultats
d’un processus de filtrage basé uniquement sur 'une de ces informations pourront aisément étre
déduits des éléments qui seront développés par la suite, en omettant les contributions des vecteurs de
I’'un des deux ensembles. On exploitera cette écriture pour déduire une expression de la fonctionnelle
qui nous servira de critére pour I'optimisation des trajectoires.

1>
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Fic. 9.1 — Jr(t,C") pour une carte composée de 2 amers et un capteur omnidirectionnel.

9.3 Performance instantanée de localisation

Nous allons définir et déterminer une mesure de performance instantanée pour le processus de
localisation en utilisant une fonctionnelle de la matrice d’information de Fisher F(¢). Plusieurs opé-
rateurs peuvent étre utilisés, comme la trace ou le déterminant. La matrice F'(t), et plus précisément
son inverse, permettent d’obtenir une borne inférieure pour la variance de ’erreur d’estimation.
Si on fait 'hypothése d’une structure gaussienne pour cette erreur, on peut s’intéresser au volume
de T'ellipsoide de confiance pour 1’état défini & partir de la matrice F(¢)~!. L’analyse spectrale
(valeurs et vecteurs propres) de cette matrice fournit également des indications sur la géométrie de
cet ellipsoide. Sans faire le calcul de I'inverse! de F(t), on peut accéder & son déterminant. A titre
indicatif, intéressons-nous d’abord & la fonctionnelle obtenue & partir de la trace.

9.3.1 Trace de la FIM

Considérons la trace de F' obtenue a partir de I’écriture @2 elle est directement donnée par

] il

Ne 2 2
S lon
Jr(t,C") = w(F(t) =) 6 {ad—Q ¢ +o,? p—g +o;%s] +o,? p—;l - %2}
=1
Nc NC 1
= Jr(t,C") = Y 802+t 0,7 5,{?.
=1 =1 l

On constate donc que cette mesure d’information dépend uniquement du nombre d’amers vus
et de I'inverse des distances par rapport au mobile. Par contre, elle est « sous-informative », dans la
mesure o elle ne fait pas intervenir de facon explicite 'information de mesures d’angles. La figure
(@) présente l'allure de cette fonctionnelle en fonction de la position du mobile dans I’espace 2D
pour une carte composée de 2 amers. Le capteur est supposé omnidirectionnel avec une distance
de perception suffisamment grande pour que les amers puissent étre utilisables quelle que soit la
position d’observation. On constate effectivement un accroissement de la fonctionnelle lorsque 1’on
se rapproche des amers.

ldet(A™1) = det™1(A)
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9.3.2 Déterminant de la FIM

Nous allons exploiter ’écriture (Z2) pour obtenir une formulation du déterminant de F(¢). On
s’intéresse a la fonction J(t)

J(t,CM) = det (G()G(t)*). (9.4)

L’expression de [J(t,C") peut étre obtenue en appliquant le résultat d’algébre suivant, :

Proposition 7 (Formule de Binet-Cauchy) Soit A € Mg(m,n) et B € Mg(n,m), le déter-
minant
det(AB) Zdet ) det(Bs).

Dans cette expression, S décrit les différents sous-ensembles o m éléments de {1,--- ,n}. Pour
chaque S, As désigne la matrice de taille m x m dont les colonnes sont celles de A dont les indices
appartiennemt a S. De fagon similaire, By est la matrice obtenue a4 partir des lignes de B dont les
indices sont donnés par S.

Appliquons cette propriété au produit matriciel G(¢t)G(t)* en considérant A = B* = G. G est une
matrice de taille 3 x 2N, le déterminant de F' peut donc étre calculé en & partir de matrices de
taille 3 x 3 construites & partir des colonnes de G. On en déduit I'expression suivante :

JtCh = Y {det(Gi(t), G5 (1), Gr (1))} (9-5)

1<i<j<r<2Ne

Chaque déterminant élémentaire peut étre obtenu en considérant I’ensemble d’appartenance des
vecteurs colonnes G;(t), G;(t), G,(t) parmi Gy () et Go2(¢) (@3). En énumérant les différentes confi-
gurations, on tire la proposition B

Proposition 8 J(t,C") comprend trois termes faisant intervenir les mesures de distances et
d’angles de pairs ou triplets d’amers simultanément visibles

j(t,Ch) =a1 N1 (t,Ch) + as jg(t, Ch) + as jg(t,ch) (96)

avec ay = 0,032, as = 0520;4, as = 0;6 et

2
w7

N¢e N¢e Ne
qieety = SN sislerel ),
lNc J]\?clTNc
Jo(t,C") = Zzzézéjéfgfﬁ
T = z‘:z‘:z‘:m: 9,
o Vi, j, T,
gd)(t) = sin®(B;(t) - B;(1))
@) _ COS(ﬁi(t)_ﬁr(t))_Cos(ﬂi(t)*ﬂj(t)) ’
gir®) = ( X0 PO )
@) (sin(Bi@) = B,.(t) | sin(Bi(t) —B;(t) | sin(B;(t) — B, (1)) ’
9ur(t) = ( P a0 g e

La preuve de cette proposition est obtenue par calcul des déterminants d’ordre 3 des configurations
Gi(t),G;j(t), G, (t) et en utilisant des propriétés remarquables classiques de trigonométrie.
Preuve: Considérons les différents déterminants élémentaires
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cas 1 G;, Gj et G, € G1, on a de fagon évidente
det(Gi(t), G;(t), Gr(t)) = 0

cas 2 G;, Gj € Gy et G, € G, on a donc

—c; —¢j
det(Gi(t), G;(t),Gr(t)) = |—si —s;
0 0

En développant par rapport & la derniére ligne, on trouve

chapitre 9

det(Gz(t), Gj(t), Gr(t)) = CiSj — SiCj = sin(ﬂi — ﬂ]>

cas 3 G; € Gy et G, Gy € Ga,

55

Sr.

pj  pr
det(Gi(t), G;(t), Gr(t) = |=si —5& —o=
0 -1 -1

On développe de nouveau par rapport & la derniére ligne, ce qui donne

e

& det(Gi(t), G5 (1), G (1) = . -
Pr Pj
cas 4 G;, G et G, € Gy,
si S5 S
P:: P{:_ pz
. — Lq — =7 —tr
det(Gi(t), G (1), G (1)) = |=5- —5& —
1 1 1
_ (ﬁc_r . &ﬂ) _ <S_C_ N C_S_>
Pj Pr Pr Py Pi Pr  PiPr
Pi Pr pz pr
_ sin(B; - 6,) sm ( j) sin (ﬁ] - Br)
Pipr Pipj PjPr

Remarque : on peut noter la différence de grandeurs entre les coefficients a;,7 = 1,2, 3 des trois
termes dans ’expression (@d)). Il conviendra de pondérer ces coefficients lors de leur utilisation
dans les problémes de planification, afin de tenir compte a la fois des informations de distances et
d’angles. Cependant, le choix des coefficients de pondération reste un point dur car il n’existe pas
de régles a priori. La sélection devra certainement étre orientée par les besoins des applications ou

I’analyse de cas.

9.3.3 Analyse et interprétation des composantes

Il est possible d’interpréter les différentes composantes de la mesure de performance instantanée
J(t,C"). En effet, elles font intervenir des interactions entre des couples ou des triplets d’amers. En
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outre, la premiére et la derniére composantes traduisent ’apport de I'information respectivement
des mesures de distances et d’angles. A 'opposé, le terme central tient compte du couplage des
deux types de mesure.

Ji(paires ou triplets d’amers) <= information de distance
J2(paires ou triplets d’amers) <= information de distance et d’angle
Js(triplets d’amers) <= information d’angle

Sur les figures (@2), (@3), (@), on illustre le comportement de ces trois composantes en fonction
de la répartition des amers dans ’environnement et de la position du mobile. Le capteur est toujours
omnidirectionnel avec des capacités de détection en distance illimitées. On obtient trois surfaces
correspondant, respectivement aux fonctionnelles J;(¢,C"), i = 1,2, 3 & partir d’une discrétisation
réguliére du plan 2D. On peut noter, pour la fonctionnelle 7, (¢,C"), les courbes & gain constant

’ -
40

30

2.6

2.4

20

10

-50
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

F1G. 9.2 — Surface de J; (en logarithme) avec une carte de 4 amers (bleus).

matérialisées par des arcs formés & partir des amers pris deux & deux avec un maximum sur les
cercles. Ce comportement démontre I'importance d’un déplacement sur ces cercles garantissant un
angle proche de 90 degrés entre les segments formés par les amers et la position du mobile. Ceci est
cohérent d’un point de vue géométrique, pour une estimation basée uniquement sur I'information
de distance. Pour les deux autres composantes, le comportement est plus complexe, méme si un
rapprochement vers les amers semble étre la solution permettant d’améliorer la performance de
localisation. En outre, on peut noter la différence de poids entre les composantes J; et J3, et Jo.
Dans le cas d’un capteur fournissant des mesures de distances et d’angles avec une précision o, =
0.05m et o, =1° (caractéristiques constructeur typique d’un capteur laser en robotique mobile)
et o, = 5°, on obtient respectivement une surface pour le gain global présentée sur les figures ()
et (@H). On peut noter le comportement plus lisse dans le cas ou la précision des mesures d’angles
est dégradée, avec une plus grande contribution de la métrique associée & l'information de distance.

9.4 Configuration géométrique optimale « mobile-amers »

Nous proposons dans ce paragraphe d’analyser la configuration « mobile-amers » permettant
d’atteindre le maximum de la fonctionnelle. Le raisonnement est uniquement statique et se restreint
a la composante J; (t,C"). La prise en compte de I'ensemble des composantes de la fonctionnelle
semble difficile, voire impossible pour une telle analyse. Il faut noter que ceci équivaut a se placer

dans des configurations ou la condition % < o, est vérifice. Par exemple, lorsque I'on exploite
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Fia. 9.3 — Surface de J> (en logarithme) avec une carte de 4 amers (bleus).
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F1a. 9.4 — Surface de J5 (en logarithme) avec une carte de 4 amers (bleus).
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F16. 9.5 — Surface de J (en logarithme) pour o, = 0.05m et o, = 1°.
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F1G. 9.6 — Surface de J (en logarithme) pour o, = 0.05m et o, = 5°.
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uniquement des amers situés suffisamment loin du mobile ou des capteurs de distance. On fixe pour
ce raisonnement les hypothéses suivantes :

1.
2.

le mobile est placé en une position P = (T,%) avec une orientation 0,

la zone de perception du capteur est un secteur défini par une ouverture angulaire A,,, et des
distances de détection maximale dy et minimale d_,

. on note v_ et v les vecteurs unitaires d’origine P et orientés selon les directions des bords

du cone de perception,

on dispose de n amers (f1,--- , f) visibles de I'état (Z,7,0),

. pour obtenir le positionnement mobile-amers optimal, on suppose qu’il est possible de dépla-

cer les amers dans la zone de perception,
—

. on note a;, i = 1,--- ,n les angles formés par v_ et Pf; et donc

Am
>

Vi=1,-,n o, =p—0+

K2

9.7)

Fi1a. 9.7 — Notations pour ’analyse du positionnement, relatif mobile-amers.

On g’intéresse donc au probléme d’optimisation suivant.

Probléme 9.4.1

arg max i i sin?(3; — B;)

Brosbn 521 5>

En considérant les relations [, il est équivalent de résoudre

Probléme 9.4.2

avec les contraintes

Vi=1,-,n 0<q, <Ap.

Nous montrons d’abord que ce probléme d’optimisation sous contraintes est équivalent a un pro-
bléme géométrique de placement de vecteurs obtenus & partir des vecteurs mobile-amers. En effet,
on a la propriété
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Proposition 9 Résoudre le probléeme[J.4.9 équivaut a déterminer le placement optimal des vecteurs

- g .. 5 .. - L . — g . N

(Vl, .. .,Vn) unitaires d’origine P dans le secteur défini par v_ et Vi qui minimise la norme
-5 n 7 . . g ) .. - L . —>_>

du vecteur Vo = > | Vi. Le vecteur unitaire Vi et d’origine P vérifie argv_Vy = 2A,, et

Vi, arg v’:VZ = 2q; (cf. figure[@73).

Preuve: La démonstration de cette proposition est basée sur les propriétés trigonométriques

remarquables sin® @ = (1 — cos2a) et cos(a — b) = cosacosb + sinasinb. En effet,

Ait,Ch) = %ZZSiDQ(aZ——aJ—), 9.8)

i=1 j=1
= —ZZ — cos(2a; — 2a;)),
i=1 j=1
/]’LQ n n
= 11 ZZ (cosQaZ— cos 2ay; + sin 2qy sin2aj) ,
i=1 j=1
= 71 cos 2q; Zcos 2a; + sin 2q Zsin 205 |,
i=1 j=1 j=1
n? 1<
= T1 ZcosQa ZcosZa +Zs1n2a Zs1n2oz ,
i=1
2 1 n
= %_Z (cos 2av;) —I—Z (sin2q;)” |,
i=1

= @ =1V (9.9)

On déduit de cette formulation le résultat annoncé. Nous investiguons dans la suite les configura-
— — —
tions de vecteurs (Vl, ey Vn) qui permettent d’obtenir un vecteur somme V7 de norme minimale.

La solution recherchée dépend des capacités de perception du capteur, a savoir la valeur de 1’ou-
verture angulaire A, du cone d’observation.

9.4.1 Zone de perception avec A, < 3

Lorsque A,, < 7, on peut déduire la propriété suivante.

Proposition 10 Dans une configuration optimale, les amers sont situés sur les bords du cone de
. . 7 L . — s
perception. i.e, les vecteurs V; sont colinéaires a v_ ou V.

Ce résultat est relativement intuitif car il indique que les configurations qui maximisent en moyenne
la performance de localisation sont celles qui favorisent I'effet de triangulation entre les faisceaux
formés par le mobile et les paires d’amers visibles.

Preuve: Soit Vm, io € {1,---,n},. On introduit le vecteur IZ'—Z#Z V; et la mesure d’angle
a, = Lo” V L’ouverture angulalre étant inférieure & 7, la différence d’angle entre V et V ,Vi#j

o

est, inférieure & 7 et le vecteur VT est forcément de norme non nulle. On a par ailleurs

e — — — .
1Vio + VoI = [1ViolI? + 2(Vio Vi) + [[Vi, II?
L4 |V |17 + 21| Vig || cos iz, — vy, ).

_
V|2

— —
On en déduit donc que pour un placement donné des vecteurs {V;, # ig}, la norme du vecteur Vi
— —
est minimale pour V;, qui minimise la quantité cos(aio — aio). Le vecteur V;, se situe forcément
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N
entre les vecteurs v_ et V.. On en déduit donc que —7 < —2A,, < a;, —a,; < 2A,, < 7. L’analyse
de la fonction cos sur [—2A,,,2A,,] C [-m, 7] permet de dire

cos(a, —20,,),  si oy, — 28] > ay,

Igll;l COS(OCZ;O - aig) = { COS(OZ;)7 si |OA; - 2Am| < a;

c’est-a-dire

;=

. 28 st oy, = 200 > gy
0 s |ay, — 20| < oy,
. =5 . R N , —
ce qui montre que V;,, est situé sur I'un des bords du cone formé par v_ et V., et donc que les amers

sont situés sur les bords de la zone de perception. Partant de cette assertion, il faut maintenant
déterminer leur répartition sur chacun des bords.

Proposition 11 Les configurations ot les amers sont « équirépartis » sur chacun des bords de la
zone de perception sont optimales.

— —
Preuve: Soint n_ et ny les nombres de vecteurs V; colinéaires 4 v_ et V. On a donc n +n_ = n.
—
La norme du vecteur Vr est alors

||‘7T||2 = n? + ni +2n_n4 cos(lzT_’I‘/:)

IVrl2 = n?+ n% 4 2n_ny cos(2A,,)

Vol = n% 4 —n_)%+2n_(n—n_)cos(2A,,)

IVrl? = 2(1—a)n® —2(1 — a)nn_ +n? (9.10)

en posant a = cos(24,,). La norme est donc une fonction quadratique convexe car a < 1. Elle
admet un minimum en n_ vérifiant

of B

I =4(1—ajn_ —2(1—an =0
L,

n- =g

On doit cependant raisonner selon la parité du nombre d’amers n.

n pair.
Dans ce cas ,onan_ =ny = 5 et V2 = %2(1 + cos(2A,,)). Le maximum de la fonctionnelle
vaut
h 1, n
Tt €)= (07 = (14 cos(2Am)))
n?1 —cos(2A,,)
t,c") = —————
jl( 7C ) 4 9
n2
Ji(t,CM) = T sin?(A,,). (9.11)
n impair. .
On suppose que n— = 251 et ny = 2L, On en déduit la valeur de la norme [|[Vr|[? = 1+ (n? —

1) cos?(A,). La valeur maximale de la fonctionnelle est alors
1
Ji(t,Cch) = Z(n2 —1—(n*—=1)cos*(An))

Tt,CY) = 3 = 1)1~ o (Am)
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n?—1

j1(t,Ch) = sinQ(Am). (9.12)

On peut généraliser cette propriété pour une valeur de A,, égale a 7.

s

9.4.2 Zone de perception a ouverture angulaire supérieure a 7

Pour des valeurs de A,, supérieures & 7, le raisonnement est différent et d’un niveau de com-
plexité différent selon la parité de n. Lorsque n est pair, on peut effectivement trouver des confi-
—
gurations de placement qui fournissent un vecteur total V de norme nulle. Il suffit de positionner
— —
les amers pour obtenir une triangulation de § pour chaque paire. Les configurations {Vl, e Vn}
suivantes permettent d’atteindre cet objectif
— a, =a €[0,2A,, — 7] siie{l,---,2
LoV =4 " [ " ] o { ’2}’ (9.13)
a; + 7€ [m,2A,)] 5116{%,--',71}.

Lorsque n est impair, ’analyse doit étre différente et il semble plus difficile de définir les configura-
—

tions qui annulent la norme de Vp. Cependant, on peut s’intéresser i une famille de configurations

particuliéres. Elle correspond & des placements des vecteurs permettant de compenser la somme

—
d’un sous-ensemble des vecteurs par les autres situés de part et d’autre de la bissectrice de v_ V.
(cf. figure @R). On considére donc la répartition des vecteurs en deux ensembles :

N
Vi
=T~
7 \\\ 2Am
4 \
! \
( ! .
! +
\ 7 Vj,z’
M ’
Vi b <
J,t
—
—
Vi T

F1G. 9.8 — Famille de vecteurs considérée.

N
— les vecteurs V;,7 € I & compenser

Vi €1,V = cos(a;)o2 + sin(a; ) o2+ (9.14)
— —
— les vecteurs V; ;Y et V;,; 7, j =1, ,n;,i €1
A, > 0; > g, \?* = cos(a; + 0;)v_ +sin(a; + 6;)o_+
—

—

Vi~ = cos(a; — 0;)v_ +sin(a; — 0;)v_ L. (9.15)
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.
On en déduit donc 'expression du vecteur Vi

W= YA T+

el | j=1
Vi = Zni {(cos(a; + ;) + cos(e; — 0;)) 0= + (sin(q; + 0;) + sin(ey; — 6;)) ="}
iel

+ cos(a;) v + sin(a; )t

En utilisant les relations trigonométriques remarquables cos(p) + cos(q) = 2 cos(252) cos(E52) et
sin(p) + sin(q) = 2sin(ZE?) cos(252), on aboutit & I'expression finale

{7T> = Z(l + 2n; cos(6;)) {cos(a;)v= + sin(a;)o2t} .
iel
Une condition suffisante pour annuler le vecteur ‘7T> est de choisir un placement de facon & imposer
Vi, 1+ 2n; cos(6;) = 0,

ce qui équivaut & déterminer

Vi, §; = — arccos (9.16)
g
On doit cependant tenir compte de la zone de perception limitée
.
Vi, 5 <0; <A (9.17)

s

La relation montre que plus n; est grand, plus 'angle 6; est proche de 7. On en déduit que

s’il existe n; tel que 6; respecte la contrainte @17 (— arccos ﬁ < A,,), alors on peut trouver

—,
une configuration optimale qui rend le vecteur Vr équivalent au vecteur nul. En effet, n étant

T
impair, il suffit de choisir le vecteur V- et les 2n; vecteurs VJ it et Vj i~ avec §; = — arccos 2— et

de composer des paires de vecteurs opposés avec les autres vecteurs, dont le nombre est forcément
pair. Par exemple si A, > 2= il suffit de considérer n; = 1 et de choisir un triplet de vecteurs
espacés de 2 5. Sila contralnte n’est pas satisfaite, les meilleures configurations dans cette famille
sont celles vérifiant

1
card(I) =1, ny = = S et 61 = A (9.18)

La stratégie consiste donc & placer un amer sur la bissectrice de la zone de perception et & équiré-
partir les autres sur chacun des bords.

9.5 Prise en compte d’un cott intégral

L’analyse précédente a permis de mieux comprendre 'impact du positionnement relatif entre
les amers et la plateforme sur la premiére composante de la mesure d’information liée au processus
d’estimation & partir de mesures de distance et d’angle. Nous abordons maintenant le probléme
d’optimisation de trajectoires sur un horizon temporel fini pour une fonction objectif construite a
partir de l'intégrale du déterminant de la matrice d’information de Fisher.

Probléme 9.5.1 Soit le mobile dont le mouvement est défini par I’équation différentielle [l On
cherche & déterminer la trajectoire optimale sur [to,tf] avec to < ty < T permettant de passer de
létat initial X; € D a Uensemble cible V(Xy) C D qui mazimise

U(ltots]) = [ THCMAL + Ty (V(y), Xo,). (9.19)

to
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U (V(py), Xt,) est un cott terminal qui correspond & une application fonction de la distance entre
la zone cible et la position finale atteinte. Par exemple, son expression pourrait étre donné par

~ 2 . ~
exp (—Ilr = Xi,II*) st llpr = Xi, || < Cp, Cr € RY

0 sinon.

y(V(Dr), Xiy) ox { (9.20)

9.6 Formalisation du probléme de planification

On aborde la résolution de ce probléme en considérant ’espace des trajectoires constituées
d’une suite de déplacements élémentaires & orientation et vitesse constantes. Par conséquent, on
considére de nouveau un graphe G(V, E) composé de |V| noeuds (sq, 1 < ¢ < |V]) et |E| arcs
{epg = (sp,sq) € V2, ¢ € V(p)}. Chaque noeuds est associé & une position 2D (zs,,ys,) € D. Le
mouvement du mobile sur un arc e,q est effectué a vitesse ve,, constante et avec ’orientation fixe
fec,,- On fait également ’hypothese suivante sur la vitesse.

Hypothése 1 La vitesse ve,, € RT le long de larc ey, est constante et bornée :
Um < Ve, < UM

La durée du trajet entre les noeuds s, et s, est notée AZZ et la longueur de I'arc associé . On a
donc

Sous ces hypothéses, une trajectoire admissible 7 est équivalente & une liste ordonnée de noeuds &
suivre pour aller du noeud de départ sg correspondant & ’état initial X; & un noeud appartenant
I’ensemble des noeuds Sy inclus dans V(X ). Si on note n-+1 le nombre de noeuds de 7, on introduit

- (54, )k=0,--- m, les noeuds décrivant la trajectoire 7 avec s;, = sg et s;, . € V(py),

- (vo,* " ,Un,—1), la séquence de vitesses de déplacement du mobile.

On note tg, k =0,--- ,n, le temps de passage au noeud s;,. La durée totale du déplacement sur

la trajectoire est donc
Sippyr _
Z NS
k=0

l:

Tklk41

Uk

La fonction objectif pour une trajectoire est alors donnée par la somme des coiits élémentaires de
chacune des portions de déplacement

nr—1l ot
U([to, tn, | Z J(6,C")dt + Uy (V(py), Xu,, ). (9.21)
avec la contrainte de durée
N+ l .
111
A= Z % <T—t
k=0
et les contraintes sur les vitesses
VE=0,-- ,n, — 1, vy <vp < vypyg.

En substituant la fonctionnelle 7 (¢,C") par son expression (), on obtient 1’écriture suivante de la
fonction objectif 211



160 chapitre 9

nr—1 3 thtt
U([to, tn, 1)) = Y Y ac/ T(t,CM) dt + T (V (pg), Xe, ) (9.22)
k=0 c=1 23

re (k)

Pour évaluer la fonction objectif pour une trajectoire donnée, il convient donc de déterminer 1’ex-
pression des grandeurs I'“)(k), ¢ = 1,2,3,k = 0,--- ,n, — 1. Nous montrons dans les sections
suivantes qu’il est possible, pour le modéle de zone de perception considéré, de proposer une for-
mulation explicite de ces grandeurs.

9.6.1 Segments de visibilité le long d’un arc

Le calcul des termes T'(°)(k), ¢ = 1,2,3, k = 0,--- ,n, dépend des amers visibles lors du dé-
placement sur les arcs empruntés par le mobile. 11 faut donc déterminer les portions de ’arc sur
lesquelles un amer est visible. La nature et le nombre de ces portions sont variables selon le mo-
déle de perception du capteur d’acquisition. On considére un arc de déplacement délimité par
Ps (zs,ys) et Py (24,Ya) o0 le mobile évolue de Ps vers P,. Nous supposerons que les capacités
de perception du capteur se traduisent par la définition d’une zone de couverture caractérisée par
le triplet (d_,d;,A) représentant respectivement la distance minimale et maximale de détection
et la moitié de 'angle de perception. En fonction des hypothéses retenues pour ces paramétres,
la surface couverte durant 1’évolution se décompose en plusieurs régions. On introduit le repére
local orthonormé R;:=(Ps, 4, ;) associé & I’arc. Le vecteur #; est colinéaire au vecteur ITP; et
de méme direction et 7; est obtenu par une rotation d’angle 7/2 de ;. Soit f; un amer visible au
cours du mouvement, il est percu entre deux points P’ (z*,y" ) et Pi (2 ,y%). Les coordonnées
de ces points limites dépendent des paramétres du modéle de perception mais également du po-
sitionnement relatif de 'amer par rapport au segment de déplacement. Les paragraphes suivants
apportent quelques éléments géométriques permettant de dériver ces coordonnées en fonction du
capteur considéré.

9.6.1.1 Capteur omnidirectionnel

Si I’on suppose que le mobile dispose d’un capteur de perception offrant la capacité de voir
dans toutes les directions (on a donc A = 180°), seul I’éloignement, des amers est & prendre en
compte pour le calcul de P? et Pfr. Nous distinguons deux situations selon le modéle de détection
en distance.

Le capteur n’a pas de limites en distance (d_ =0, d; = +00). Dans cette configuration, la
zone de perception est ’espace 2D tout entier et le segment de visibilité est équivalent au segment
de déplacement [Ps P,] en ’absence d’obstacles dans ’environnement.

La distance de détection maximale est bornée (d_ = 0, dy € RT{oo}). La zone vue par
le mobile est alors composée de trois régions, qui sont respectivement (cf. figure [L3) :
— le rectangle Z; formé par les points Sq, Sa, S3 et Sy dont les coordonnées dans le repére R;
sont
S1 = (OadJr)v Sy = (lvdJr)ﬂ S3 = (07 7d+)7 Sy = (lv 7d+)5

— le demi-disque Z; de centre P; et de rayon d formé par les points
S1, Sset Sy =(—dy,0),

— le demi-disque Z5 de centre P, et de rayon d; formé par les points
Sy, Sy et S5 = (d4,0).

Toujours en ’absence d’obstacles, la portion du segment oit I’amer est visible dépend de sa zone
d’appartenance parmi 2y, Z; et Z,. Les coordonnées des points limites seront obtenus & partir de
{P1, P2} = C(fi,d+) N (Ps P,) ou C(f;,d+) est le cercle de centre f; et de rayon dy. On suppose
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Sa Ss

Sy

S3
So

F1G. 9.9 — Zone pergue pour un capteur omnidirectionnel et dy < +o0.

que P; est situé avant P, lorsque 'on parcourt la droite (Ps P,) dans le sens du déplacement.
Considérons alors les différentes possibilités pour la position de 'amer.

1. fi € Zy. Dans ce cas, P; est forcément situé avant le point Ps et donc

i i P, siP,e[PsP,
Po=F e F= {Pa sinon.

2. fi € Z1. On a le résultat suivant :

(P, siP €lP,P, (P, siP,elP.P,
PZ:{ L si Py €] ] ot Pjr:{2 siP e [

P, sinon. P, sinon.

3. fi; € Z3. Dans ce cas, P est forcément situé aprés le point P, et

Pl =

{P1 siPLEP P Pi=p,

P, sinon.

9.6.1.2 Capteur a champ limité

Dans cette configuration capteur, les zones visibles au cours du déplacement sont représentées
par des régions présentées sur la figure @10 :

— les parallélogrammes extérieurs 21 = (51, 52,55, 5]) et Z5 = (53,54, 57, 5%),

— les parallélogrammes intérieurs 2, = (54, 5%, P, Ps) et Z5 = (5%, 5}, Py, Ps) privés respecti-

vement des portions de disques Z; et Z, de centre Py et de rayon d_,

— la portion de disque Z, de centre P, et de rayon d_,

— la portion de couronne Z3 de centre P, et de rayons d_ et d.

On suppose encore ’absence d’obstacles dans la zone de perception au cours du déplacement.
Dans le repére local, les points définissant la zone visible ont pour coordonnées :

PS:(O, 0), Pa:(lﬂ 0)

Sli(d+CA,d+ SA), S2 l+d+CA, d+ SA)
Si = (d_ ca, d— sa), Sé l+d_ca, d_ SA)
Sa
!

S3 = (d+ CA, _d+ SA)a I+ d+ CA, _d+ SA)
Sy = (d-ca, —d—sa), Si=(l+d-ca, —d-sa)

(
(
(
(
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Ss

F1G. 9.10 — Région de détection lors d’un déplacement sur un arc.

avec ca = cos(A) et sa = sin(A). Raisonnons par rapport & la position de ’amer.

1. fiezl OufiEZQ
Le point P’ est obtenu en analysant de nouveau 'intersection de C(f;,dy) avec (Ps P,). Il
existe deux points d’intersection notés P; et P». On considére également le point d’intersection

entre (Di//fi) et [Py P,] (cf. figure @1I)). On a alors
— P! = P, si la distance entre f; et P est plus petite que d,, sinon P! = P,
~ Pi =D/ n[P,P.].

2. fZ S §1/§1 ou fZ c §1/§1

Le raisonnement pour la détermination des coordonnées de P! est identique au cas précédent.
Les coordonnées de P} se déduisent de celles de P’ . Dans le repére R;, on a

2l =2t +(dy — do).

Si 'z’ >l alors Pi = P,.

3. fl € Z3
P? est déterminé comme précédemment et de facon évidente on a Pi = P,.

4. fl € Z3
P est déterminé comme précédemment et PL est obtenu & partir de I'intersection de C(f;, d_)
avec (Ps P,).

A partir de la connaissance de P’ et P}'r, pour tout amer f;, on peut déterminer les portions de
'arc de déplacements ot deux ou trois amers sont simultanément visibles. On note P}/ et P les

positions pour une paire d’amers (f;, f;), et Pfr et PY" pour un triplet (fis fj, fr). Dans le repére
local R;, les coordonnées sont obtenues simplement en appliquant les opérations suivantes.

=max('z" 27 [2" ) et 2" = min(‘z’ 2

— — —

1 _ajr r
T~ SC+),

avec de facon évidente I'ordonnée 'y”" = 0. Les coordonnées peuvent ensuite étre exprimées

dans le repére global R, par changement de repére.
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S3

F1G. 9.11 — Région de détection lors d’un déplacement sur un arc.

9.6.2 Calcul du cofiit pour un arc

Soit I‘(C)(kz), ¢ = 1,2,3 le cotut pour chacune des composantes de la fonctionnelle pour un
déplacement élémentaire entre les noeuds s;, et s;,, . Sur l'intervalle temporel [tg, tx41], le mobile
évolue avec une orientation 6, et une vitesse vy invariantes. Dans ces conditions, en fonction de
la valeur de ’orientation 6y, il existe une bijection entre les coordonnées du mobile et la variable
temporelle. Plus précisément, on peut définir la relation suivante entre une variation élémentaire
d’une des composantes dx ou dy de position et une durée élémentaire dt :

dx : s ™
— v 5 6 Slok#{g’ig}
= {%k sinon, (9.23)

ol €(dy) = signe(dy). Les noeuds s;, et s;,,, correspondent aux points de coordonnées (zs, ,ys, )
et (:ES%+1 P Ysip i ). Le long de l’arc, on a donc également la relation linéaire entre les coordonnées
du mobile :

y =0t e, Vo e [xsik’xsik+1} Siek#{g’_g}a

T =T, = Ysi, SY< Ysip s sinon.

'Tsik+1’

v, et Or dépendent des coordonnées des positions des noeuds et de l'orientation du déplacement.
Plus précisément,

Ys,; - ySi
Ve = ———" =tan (0x) et B = ys, — 7 Ts,, -

Tsifpn — Tsiy

Compte tenu de ces hypothéses, on se propose de montrer que la détermination des termes
I (k), c = 1,2,3 est équivalente au calcul d’intégrales de fractions rationnelles. En effet, considé-
rons un amer f, visible & partir d’une position P(z,y) donnée sur 'arc. On a

pg = py(u):=a,u® + byu + cq. (9.24)

. P ) .

pq(u) est un polynéme défini sur [z, , x| ou sur [ys, . ys, | selon que l'on considére
une paramétrisation suivant P’abscisse « (0 # {7/2, —7/2} ou lordonnée y. L’expression de ces
coefficients pour chacun des changement de variables considéré est donnée dans le tableau suivant.
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variable g by Cq
X '7]% +1 | 29%(Br — yq) — 24 -Ti + (Br — yq)2
y 1 —2yq Yz + (@s;, —74)°

Par ailleurs, on peut aussi écrire pour un couple d’amers (f,, fm) vus & partir d’une position
sur I’arc & 'instant ¢ avec les angles (3,,(¢) et 3, (%)

DPnm (u)
VvV Pn (u)pm (u) ’

avec Prm (u):=Anmu? + Bpmt + Cpm un polynome dont les coefficients vérifient respectivement
pour les déplacements non verticaux et verticaux

cos(3,,(t) = B,, (1)) = (9.25)

Bym = 'Yk(26k — Yn — ym> - (zn + xm)
Com = ZTnTm+ YnYm — Bk (yn + ym) + ﬁ]%a
et
Avm = 1
Bnm = 7(ym + yn)
Com = (zsik - zn)(zsz'k - zm) + YnYm-
De méme, on a
. pnm u
sin(8,(t) - B, (1)) = —2eml__ (9.26)
Pn(w)pm(u)
avec Ppm (u):=Bpmu + Cppy, vérifiant si 0y, # {r/2, —7/2}
Bpm = Yn — Ym — Vk(xn - -Tm)
Cpm = _ﬁk (:Cn - -Tm) + TnYm — TmYn
et
Bnm = (-Tm - -Tn)
Com = Zs;, (Yn — Ym) + TnlYm — TmYn sinon.

Partant de ces expressions sous la forme de fractions rationnelles, on montre dans les sections
suivantes qu’il est possible de dériver une formulation explicite des composantes de la fonction cofit
,basée sur la matrice d’information de Fisher, pour chaque déplacement sur un segment élémentaire
de la trajectoire. Plus précisément, on a la propriété

Proposition 12 Les termes I'©)(k), ¢ = 1,2,3 se déduisent des primitives de la forme

U
H<">(z,e,f,s,u,,u+):/ curt Lax. n=1,.. 4 (9.27)
uU_ pl (u)
avec (e, f,u_,uy) €R* etl=1,---, Ne, | étant l'indice de I’amer f; de la carte.

Les détails des calculs de ces intégrales peuvent étre trouvés en annexe [Cl Ainsi, on démontre les
résultats suivants

HO( e, huuy) = v In (M)
pi(u_)

(1) 2aiu4 + by 2aiu_ + by )
+u (arctan ————) —arctan(———
l ( Dl ) ( \/Fl )

1 (Vl(Z,l)u++Vl(2,2) l/l(271)u, +Vl(2,2)>

H (1, e, h,u_ = — —
(,6, y U ’u"r) Dl pl(U+> pl(uf)

(2) 2qpuy + b; 2aiu_ + by
+ arctan(———) — arctan(————
? (arctan( ) — anctan 2
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(2,1) (2,2) (2 1) (2,2)
H(B)(l7e7h,u7,u+) _ 1 <Vl U4 +Vl — +l/ >

2D, pP(uy) p(u-)
(2,1)
+3I/l (2alu++bl_2au_+bl)
2 D7 pi(ug) pi(u-)

(2)
3 2 b
LBam” (arcta i S——

Dy VD
] <<271>u YR O +V<22>>

2aqiu_ + by ))
VD

H(4)(l,e,h,u,,u+) =

3D, P} (us) p}(u-)
5 (21) 2alu+—|—bl 2au_ + b
Y607 ( pRus)  pluo) )
5““’1( b 2aius +b; 2au_+1U
( puy) (o) >
2
720%; (a t n(72alu\/+_D;L bl)farctan(72(1lu\/7_DJlr bl)),

avec D; = 4da;c; — bZQ, I/l(l) =e/(2a), v (2 R = (2a1h —be), v (2 Q- = (bih —2eq), ,Ul(l) =
2aih — be)/(a VD) et pt? =252 /Df.

Nous considérons maintenant chacune des composantes F(C)(k) et précisons son expression en fonc-
tion des intégrales de la forme H™ (1, e, h,u_,uy).

9.6.2.1 Expression de I'V)(k)

On considére 'ensemble des triplets d’amers (f;, f;, f-) simultanément visibles lors du déplace-
ment sur un un arc élémentaire. Il faut noter qu’il est possible d’avoir f; = f.. On s’intéresse au
calcul de 'intégrale

Ne¢ Ne Ne Nc¢ Nc ¢
T 5 9 NHICED 9 99 [ aasaoa (9.29)
i=1 j>i r=1 i=1 j>i r=1

avec 7" et tijr sont les temps de passage en P7" et Pjrjr et
1 .
gi3(8) = sin® (B;(1) = B;(1))-

On fait pour l'instant I’hypotheése qu’il n’existe pas d’ obstacles? et que les trois amers sont vus
entre P" et P sans discontinuités et donc 6} = 6] = 87 = 1,Vt € [t7"¢7"]. En utilisant les
hypothéses de changement de variables et les notations precedentes (cf. équations (TZ3) et (@ZH)),
on doit déterminer des intégrales de la forme

ijr 2
1 Ty P, (%) : T T
(1) v cos(0y) f 297 pi(x)p;(z) dx si O, # {2’ 2 }’
F”’“(k) e =y v pL() d sinon
Vg, T pi(y)p;(y) Y ’

Le calcul de ces intégrales est obtenu en effectuant au préalable une décomposition en éléments
simples de la fraction rationnelle. Une attention particuliére doit étre portée a la forme de cette
décomposition en fonction du positionnement relatif de I'arc de déplacement et du segment formé
par le couple d’amers (f;, f;). En effet, on distingue deux situations possibles.

2T,a présence d’obstacles va entrainer un découpage du segment visibilité en sous segments mais on reste confronté
au méme type de calcul.
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Déplacement le long de la médiatrice de [f;, f;]. On a donc la relation p;(u) = p;(u), Vu et
la décomposition est de la forme

pyw)  etuthy | &2 + ho
pi(wp;(u)  pi(u) pi(u)

Par identification, on montre que le vecteur composé des coefficients de la décomposition est

solution d’un systéme linéaire d’ordre 4. On note y = (61 h1 eo hg)* ce vecteur et Mi(jl) la
matrice du systéme.

1
M XY = By,

avec
a; 0 0 O 0
(1) b; a; 0 O o ij
e R R Py (9.29)
0 ¢ 0 1 2

)

On peut remarquer que le paramétre e; est nul dans cette configuration.

Déplacement en dehors de la médiatrice de [f;, f;]. La décomposition de la fraction ration-

nelle est alors de la forme
P?j(“) et +hy  eau+ho

pp () pw) ()

Le systéme linéaire permettant de déduire les paramétres de (1) est identique avec cependant une
modification de la matrice

aj 0 a; 0
bj aj bi a;
Cj bj C; bi
0 Cj 0 C;

Mi(jl) = et B;; est identique au cas précédent. (9.30)

En conclusion, on obtient donc la propriété suivante :

Proposition 13 Soit (f;, f;, fr) un triplet d’amers simultanément visibles lors du déplacement sur
Uarc e a létape k.

a) Sile mobile se déplace sur la médiatrice de [f;, f;],

F(l)(k) — C(l) H(l)(el ’hzlj’ 'z'r" Zj’l‘) +H(2)(€2 ’h12]5 'z'r" ’Lj’l‘) ek 7& {23 _}a
ijr k H(l)( levhzlj’yijrvyzjr) + H(z)(62 ahéjvyijrvyz]r) 0, =

b) Sile déplacement est en dehors de la médiatrice de [f;, f;],

(1)(1{3) c(l) H(l)(el 7h11jﬂ ;T’z;rjr) +H(1)(62 7h12j’ ;T’z;ro)’ Ok # {%7 _Tﬂ-}’
”T k H(l)(el ,hzlj,yijr,y;';r) +H(1)(€2 ﬂhgjvyijray;j_'r)’ 9]6 =2 .

Les coefficients eij, hij,l = 1,2 sont obtenus a partir des systémes linéaires dont les matrices
sont données par les équations(@29) et (@30) selon la configuration considérée. Le coefficient c(l)
est a valeurs dans {1/(vy cos(0y), 1/vk, —1/vi} pour respectivement 0y, # w/2,—7/2, 0 = w/2 et
Op = —m/2.
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Remarques Ce résultat améne plusieurs commentaires. Tout d’abord, le gain d’information est
d’autant plus important que la durée d’intégration est grande. Plus le triplet d’amers est visible
au cours du déplacement, meilleure sera donc la performance de localisation a priori. Ce premier
résultat semble logique. L’autre enseignement concerne 'impact du positionnement relatif du dé-
placement par rapport au couple formé par les deux amers dont 'information utile est la mesure de
distance. Les configurations, avec un déplacement proche de I'orientation de la médiatrice, semblent,
étre particuliérement singuliéres. Pour une telle configuration, la mesure de distance est aussi plus

impactante car elle intervient en 1/r? dans le terme H(?). Sur le graphique de la figure LT nous

présentons ’allure de I’évolution de la composante 1"5]2(/@) pour une variation de l'orientation du

segment. Nous avons choisi trois amers, dont deux sont psotionnés en symétrie par rapport & ’axe
des abscisses. On suppose toujours un capteur omnidirectionnel avec une distance de détection
suffisamment grande. Le segment de visibilité est donc le segment en entier. La figure montre

50
401
30
20

10F 2

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

F1a. 9.12 — Configuration a trois amers et 20 segments d’orientation 6 € [0, 27].

I’évolution de ngli (k) en fonction de l'orientation et pour différentes configurations (7, j,r). On peut
tout d’abord noter le comportement symétrique de la courbe lorsque les deux amers en symétrie
participent au calcul de la fonctionnelle ((i,7,7) = (2,3,1)). Pour les trois cas considérés, le cott
associé & un triplet augmente lorsqu’on se rapproche des amers et lorsque ’axe de déplacement a
une orientation voisinede celle des médiatrices.

9.6.2.2 Expression de I'? (k)

Le calcul de 12 (k) fait intervenir des triplets d’amers de la forme (f;, f;, f») avec éventuellement
fi = f;- Plus précisément,

Nc Nc¢ Ne Nc Nc

SCCES 3 3 SR 95 3) o MR L LAILL!

1=1j=11r>j =1 j=11r>j
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35 T

\ '*,/*/'/*/*/

0 I B

1 1
4 5 6

3
0, 0021

Fic. 9.13 - T

ijr

(k) ((4,4,7) = (1,2,1)-rouge, (4,4,7) = (1,3,1)-bleu et (,4,7) = (2,3,1)).

avec t79 et tfiq les temps de passage en P"" et Pj_jr, qui délimitent la portion de I’arc oii les trois
amers sont simultanément visibles et

(2)(1&) _ (COS(ﬁi(t) —B.(t)) cos(B;(t) — B; (t))) |

Gugr (D) - p; (1)

En développant cette expression, on est amené & considérer ’'intégration des termes

cos®(3;(t) — B,(t))

Tl(t) = pﬁ(t) yq=17,1
 cos(Bi(t) — B, (1)) cos(Bi(1) — B, (1))
B = PGP0 ‘

En exploitant la relation (@ZH), on se rameéne & des fractions rationnelles de la forme

Ti(y) = #ﬁg)u)’q:j’r
iy Pir(Wpig(u)
L) = pi(w)p;(w)pr(u)

oll piq, ¢ = j,r est un polynéme du second degré. On souhaite maintenant intégrer ces expressions.
Il est donc nécessaire de faire apparaitre des fonctions de primitives connues en s’appuyant de
nouveau sur une décomposition en éléments simples. Cette derniére sera encore dépendante de la
position relative de ’arc de déplacement du mobile par rapport aux segments formés par les paires
d’amers pris deux & deux. Enumeérons les différentes configurations possibles.

Les amers f; et f; sont identiques. On a donc deux situations possibles.

C1.1) Le déplacement se fait le long de la médiatrice de [f;, f.], on est dans la configuration
ol p;(u) = p;(u) = pr(u).
C1.2) Le déplacement se fait en dehors de la médiatrice de [f;, f;] et donc p;(u) = p;(u) # pr(u).
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Les amers f; et f; sont distincts. Dans ce cas,on a i < joui > j.

C2) Sii < j, on a forcément r > j > i, et les trois amers sont distincts avec quatre possibilités :
C2.1) le déplacement n’est sur aucune des trois médiatrices des segments formés par les amers
pris deux & deux et donc p;(u) # p;(u) # pr(u),
C2.2) le déplacement est sur la médiatrice de [f;, f;] et p;(u) = p;(u) # pr(u),
C2.3) le déplacement est sur la médiatrice de [f;, f] et p;(u) = pr(u) # pj(u),
C2.4) le déplacement est sur la médiatrice de [f;, fr] et p;(u) # p;j(u) = pr(u).

C3) Sii > j, on peut avoir r =i et donc les configurations suivantes :
C3.1) fi = f» et le déplacement est sur la médiatrice de [f;, f,] donc p;(u) = p;(u) = pr(u),

C3.2) f; = fr et le déplacement n’est pas sur la médiatrice de [f;, fr] donc p;(u) = ( *
pj(u),
3.3 ”]

fi # fr et le déplacement n’est sur aucune des trois meédiatrices donc p;(u) # pr(u)
p;(u)

C3 4 fi # fr et le déplacement est sur la médiatrice de [f;, f,] donc p;(u) = pr(u) # pi(u),
C3.5) fi # fr et le déplacement est sur la médiatrice de [f;, fr] donc p;(u) = pr(u) # pj(u),

C3.6) fi # fr et le déplacement est sur la médiatrice de [f;, f;] donc p;(u) = p;(u) # pr(u).
En termes de décomposition, on peut regrouper les cas en ensembles Fy = {C1.1,C3.1}, B, =
{C1.2,C2.2,C3.6}, E» = {C2.3,C3.2,C3.5}, E5 = {C2.1,C3.3}, B, = {C2.4,C3.4} associés a
une unique forme de décomposition. Par ailleurs, les décompositions des ensembles E;, ¢ =1,2,4
différent par permutation des coefficients 4, j et r.

\_/\/\//—\\_//—\\_/

Primitives pour des composantes du type Ti(u). On s’intéresse & la décomposition de la
fraction rationnelle du type

i, () o=
pi(w)py(u)’ ’
En fonction de I’égalité ou I'inégalité des polyndomes p; et p,, on obtient des décompositions diffé-

rentes.
— Si pi(u) = pg(u), elle est de la forme

T (u) =

e1u + hl el + hg esu + hg

=" " rw t iw

Par identification, on montre que le vecteur X(Q) = (61 hi e ho e3 h3)* est solution
du systéme linéaire d’ordre 6 :

), (2 _
M x® =B (9.31)
avec
2 0
a? 0 0 000 )
2a4bq al 0 000 Aiq
(2) 2aqcq+b2  2agbg ag 0 00 24i4Biq
Miq = % 2a.cotb? b oo | €t Big = 9A. C B2 (9.32)
qch AqCqT0g Oq Aq iqUiq + iq
ch 2bq2cq coq by ;(1) 2Biqciq
c c 2
q a Ciq
~ Si pi(u) # pq(u)
iq - e1u + hl eol + h,2 €esu + hg
Tl (U) - + + 2
pi(u) Pq(w) p2(u)
et la matrice du systéme a résoudre pour déterminer y(2) est cette fois
a’ 0 ajaq 0 00
2a4bg a3 ajbg+biag a;aq 0 0
(2) 2ach+bg 2a4by  ajcqtbibgtagc; a;bg+biag a; O (9 33)
“1 - 2bgcq 2ach+b3 bicqg+bgc; aicq+bibgtagci by a; ’ :
c(zl 2bgcq cicq bicq+bgci ci b;

0 ci 0 ciCq 0 ¢;
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Primitives pour les composantes du type Téjr(u). Comme précédemment, nous devons
prendre en compte le positionnement relatif des amers par rapport au segment de déplacement
pour déterminer la nature de la décomposition en éléments simples.

— Pour les configurations de ’ensemble E3 ou p;(u) # pj(u) # pr(u), la décomposition est

e1r + hl eol + h,2 €3u + hg
pi(w) pj(u) pr(w)

Ty (w) =

Le vecteur x(z) = (61 hi1 e ha e3 hg)* est solution du systéme linéaire

MNP = By, (9.34)
avec une expression de la matrice du systéme
2
ME) = (Mj. M M) (9.35)

oil les sous-matrices My, l,p = i, j, 7 sont de taille 6 x 2 et valent

ajap 0

aiby + biag aja,

| aep +biby 4 apa aiby, + bray,
My = bicy + bpc aicp + biby + apc (9-36)

cicp bicp + bpey

0 cicp

et
0
Aij Ay

AijBir + Ay Bij
A;jCir + BijBir + AirCij
B;jCir + BirCij
CijCir

- Si pi(u) = pj(u) = pr(u), pour Pensemble des cas Ey, on obtient une décomposition

Bijr =

e1u + hl eol + h,2 €3u + h3

LU == T Rw W

La matrice du systéme linéaire (31) permettant le calcul des éléments du vecteur x(?) est
alors donnée par ’expression

a? 0 0000

2ab; a? 0 000

(2) | 2aici+b? 2a;b; a; 000
Mijr - 2b;c;  2aici+b? by a; 00 | ° (9.37)

C? Qbici Ci bi 10

0 c? 0 ¢ 01

i

— Pour les configurations des ensembles de cas E1, Fs et E4, on a une relation de la forme
pi(u) = pg(u) # py(u) avec l,q,v = 1, j,r. La décomposition de la fraction est de la forme

e1u + hy estt + ho esu + hs

ijr _
T2 (u) - 2
pi(u) pi(u) pu(u)
Le systéme linéaire associé est
(2),(2) _
Mo x = Bijr, (9.38)
dont la matrice est
aja, 0 00 ai 0
arby+aL,b; a;ay, 00 2a;b; alZ
(2) _ | aicotavcotbiby  aibutash;  ay 0 2aic+b;  2aib
Mlqv - bicy+bycy ajcytayc;+biby by a,  2bjc Qtzlcl—i-bl2 ' (939)
CciCy bicy+bycy Cy by cl2 2b;¢;

2
0 ciCy 0 ¢y 0 c
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A partir de ces résultats, on peut déduire ’expression de Fgﬁ (k) pour les différentes configurations
listées précédemment. Ainsi, on déduit les propriétés suivantes.

Proposition 14 Soit (f;, f;, fr) un triplet d’amers avec f; = f;, simultanément visibles entre P,
et P;JFT lors du déplacement du mobile le long de I’arc, on a

S1.1) pour un déplacement sur la médiatrice de [f;, f.] (configuration de l’ensemble Ey)

3
(00 = ] 5 S HO ) -2 3 B ) )
l n=1

=j,rn=1

. ™ —T
si Oy # {5, 7}

3
2 2 n n -
k) = Ci){ SO HM WL By, i) —2ZH( i, n,hQ,yz-j,«,y;;T)}

l=j,r n=1 n=1

. +7
St ok = 7,

avec (ebt hbY) n=1,2,3, 1 =r,j obtenus a partir du systéme linéaire (I31) avec ’expression de
la matrice donnée par (Z33). Les parameétres (e2,h2), n =1,2,3 sont solutions du systéme (U-34)
dont la matrice est fournie par (ZF4). On a également utilisé la notation cgf) = 1/(v cos(Ox)) si

Or #£{n/2, —/2} et c,(f) = signe(@k)i pour Oy € {n/2, —mw/2}.
S1.2) pour un déplacement hors de la médiatrice de [f;, f.](configuration de l’ensemble ;)

igjr

r<2><k>c,§2>{H“><, et B e af) + HO eyt byt g o)
r,1 — n 5 ’ _
+H(2)(7’ 63 ’h3 ’ l]’l" 1]7" ZH( ) ] 6] hj ZJT’z;LjT)

n g, g, — i"r‘,2 igr,2 —
72{ZH( ) Z eJ ? hj 2 1_77‘7 l]’l‘) H(l)( j ’h3J 7:Cijr7xzrj7‘)}}}

n=1

si O £ A{mw/2, —m/2}

T2 (k) = <2>{H<1><z et m y sy + HO (e iyt yr i)

T

+H(2)( T, glvh’S ’yZ]T7yl]7‘ +ZH(n) ] en 7]?’], ’yi;’ﬂy;ET)

2
20> H™ (G, e hI2 g, uh) + HO (e 0y yi})}}}

n=1

si O = /2.

Les coefficients (ebt hbY), n=1,2,3, 1 = j,r sont les solutions des systémes linéaires de la forme
(ZZD) dont la matrice est donnée respectivement pour | = j et | = r par les équations (Z32) et
[@FZ3). Les coefficients (€72, hi™2), n = 1,2,3 sont solutions du systéme [I-37) de matrice (T-29)
en posant (I, q,v) = (i,7,71).

Proposition 15 Soit (f;, f;, fr), avec f; # f; et i < j, simultanément visibles entre Py, et PZ‘;T
lors du déplacement du mobile le long de ’arc. On a

S2.1) le déplacement est hors des médiatrices des segments formés par les amers
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2 2 1 — L1 —
5]7)‘ - C( ){ Z {H(l Z 61 7h1 ) ’Lj’l" zj'r‘)+H(1)(l 62 7h2 ) zj'r"'r;;r)
—J’l‘
L1 —
+H(2)(l 63 ’h3 ’ z]r"r;rjr)}
ijr,2 34 7‘2 — igyr,2 pigr,2  —
Q{H(l) ’L 6] hJ z]r’ z] ) H(l)( J h] xijr’xjjr)

gr,2 pair,2 —
+HW (ry e by xijraxzr' )}}

woh {3.5)

2 2 l
1(]7)" - C( ){ Z {H 1) i e1 7h1 ’y1]r7yl]r)+H(1)(l 6217h’2 ’ywr’ywr)

l=j,r

1,1
+H(2)(l 63 ’hS ’yle’leT)}
2 2 2 g igr2  —
Q{H(l) (i ezljr hzljr ’yijr’yijr) —i—H(l)(j e;JT R ,yijr’y;;r)
2 Lijr2
+ H(l) (T‘ €;’JT héj’,‘ ayzjr’y:‘;r)}}
si 0 = iﬂ'/Q
Les coefficients (ebt hbY), n = 1,2,3, | = j,r sont les solutions des systéemes linéaires de la
forme [@F1) dont la matrice est définie selon (T-23). Les coefficients (™2 hi"™2) n =1,2,3 sont

solutions du systéme (9.34) de matrice (T33).
S2.2) le déplacement est effectué le long de la médiatrice de [f;, f;]

On est dans une configuration identique au cas C1.2). L’expression de Fgﬁ(k) est identique a celle
proposée pour le cas S1.2).
S2.3) le déplacement est le long de la médiatrice de [f;, fr]

Les amers f; et f. jouent un role symétrique dans le calcul de la fonctionnelle. L’expression de
ng (k) se déduit du cas précédent par permutation des indices j et r.

S2.4) le déplacement est le long de la médiatrice de [f;, f]

; ’ L1 phl g 1
ng)“(k/’):cl(c){ Z {H(l ’L ell,hll’xijr, wr)"i_H(l)(l ek ,h21, wr’x;;r)

l=j,r

H<2>(l, st hyt an at )}

1_77‘7 Qr

_Q{ZH('@) 7, ezgrQ hzgrQ

n=1
ot {5 5)

2 2 R T K l
Z(JZ (k) = C](c){ Z {H(l)(z,ell,hll,yijT,y;;T)JrH(l)(l 621,h2 ;yz]mywr)

l=j,r

’Lj’l" ’LJT) ijro igr

+H(1)(z egjﬂ h?T’2,x-—- x5 )}}

1
+H(2)(l 63 ’h3 ’leT’leT)}

—2{ Z H™ (j,ed™2 b2y oyt )+ HO (i ed™ by yz-})}}
n=1

si O = +7/2

Les coefficients (ebt hb1), n = 1,2,3, 1 = r,j sont obtenus a partir du systéeme linéaire (I221),
dont les matrices sont données par l'équation (ZZ3) et (eX™2 hi™2) 4 partir du systeme (I33)
avec | =j, g =1 et v =1 et de matrice exprimée selon (T3Z9).

Proposition 16 Soit (f;, f;, fr), avec f; # f; et i > j, simultanément visibles entre P, et PJT
lors du déplacement du mobile le long de [’arc, on a
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S3.1) les amers f; et f. sont confondus et le déplacement est sur la médiatrice de [f;, fr]

On est dans une configuration équivalente aw cas C1.1) sur le plan de la décomposition des fractions
rationnelles. L’expression du codt pour le triplet d’amers est identique & celle dérivée en S1.1) de
la proposition [T3}

S3.2) les amers f; et f. sont confondus et le déplacement est hors de la médiatrice de [f;, fr]

Cette configuration est équivalente au cas C1.2) en termes de décomposition des fractions ration-
nelles en effectuant une permutation entre les indices j et r. L’expression du codt pour le triplet
d’amers est identique & celle dérivée en S1.2) de la proposition[I) avec une permutation des indices
jetr.

S3.3) les amers f; et f. sont distincts et 'arc de déplacement n’est colinéaire o aucune des trois
médiatrices possibles,

On est dans une configuration équivalente au C2.1) et 'expression du coit est identique a celle
proposée en S2.1) de la proposition 3.

S3.4) les amers f; et f. sont distincts et le mobile se déplace sur la médiatrice de [f;, fr]

On est dans une configuration équivalente au C2.4) et l'expression du coit est identique & celle
proposée en S2.4) de la proposition 3.

S3.5) les amers f; et f. sont distincts et le mobile se déplace sur la médiatrice de [f;, fr]

On est dans une configuration équivalente au C2.3) et 'expression du coit est identique a celle
proposée en S52.3) de la proposition [[4

S3.6) les amers f; et f. sont distincts et le mobile se déplace sur la médiatrice de [f;, f;].

On est dans une configuration équivalente au C2.2) et l’expression du coit est identique & celle
proposée en S2.2) de la proposition 3.

Remarque. Comme pour la composante '™ (k), les déplacements avec des orientations proches
des médiatrices des segments formés par des amers sont aussi singuliéres. De méme que les configu-
rations de triplets composées d’amers identiques (indices i et r). Contrairement au cas précédent,
certaines configurations font intervenir l'inverse du cube de la distance entre les extrémités du
sous-segment de visibilité et les amers.

9.6.2.3 Calcul de I'®) (k)

Contrairement, aux deux composantes précédentes, le calcul de F(3)(k) fait intervenir unique-
ment des triplets d’amers strictement distincts. En reprenant I’expression (@), on a plus précisé-
ment

Ne Ne Ne Nc¢ Nc m
MO =35 S e =23 [ a0 (0.0
=1 3>i r>j =1 3>1i r>j

avec t7" et tfir les temps de passage en P"" et Pj_jr les positions délimitant la portion de I’arc ot

les trois amers sont simultanément visibles, et

gfj’z(t) _ (Sin(ﬂi — ﬂr) n Sin(ﬁi — ﬁ]) . Sin(ﬁj _ BT)>2
PrpPi PiPi PrpPj

En développant, on se raméne A 'intégration de six termes qui, mis sous forme de fractions ration-
nelles en utilisant ([I2H), s’expriment comme suit :

htw = e M= e ™ = 2o
~ pir(u)piz(u) ) = _Pri@pes(u) ) = _Pii(@pjr(u)
LW = Eepn@ BT nwp @@’ o T @

et donc
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3
gz(ggr)(t) x ZTI(U) + 2Ty(u) +2T5(u) — 2Ts(u).
=1

On peut traiter de fagon identique les trois premiers termes, ainsi que les trois derniers, qui
difféerent uniquement par la permutation des indices 7, 7,7. D’un point de vue géométrique, on
trouve quatre configurations possibles pour le positionnement des amers par rapport au support
de ’arc de déplacement.

C1) Le déplacement se fait le long de la médiatrice de [f;, f;]. On est a fortiori dans une

configuration ot p;(u) = p;(u) # pr(u).

C2) Le déplacement se fait le long de la médiatrice de [f;, fr] et alors p;(u) = pr(u) # p;(w).

C3) Le déplacement se fait le long de la médiatrice de [f;, f], ce qui équivaut & p;(u) # p;(u) =

pr(u).

C4) Le déplacement n’est effectué sur aucune des trois médiatrices, ce qui implique p;(u) #

Py (u) # pi ().

On peut encore noter que le traitement des trois premiers cas C1),C2) et C3) est identique &

une permutation des indices prés.

Détermination de T4 (u), T>(u), T3(u). On s’intéresse donc & l'intégration des termes de la
forme

_ pp(u)
T = 5 2. ()

On rappelle que p,;, est un polyndéme de degré 1 de la forme B, u~+ Chp,. Deux cas sont & prendre
en compte pour la décomposition de cette fraction rationnelle :
— pn(u) = pm(u) et

4
Ty = S 9t (9.41)
; Ph(u)

eru + hy es + ho esu + hs esu + hy
Pn(u) i (u) Pm (1) P (1)

(9.42)

Les éléments (e;, hy), i = 1,- -+ , 4 sont obtenus par identification des numérateurs des deux fractions
rationnelles, ce qui est équivalent & la résolution d’un systéme d’ordre 8 de vecteur inconnu x®) =
(e1 hy e hy es hy ey h4)*. Les systémes linéaires & résoudre s’écrivent

M'r(gr)LX(g) = Bum, (943)

avec
Bun=(0 0 0 0 B2, 2BumCpnm C2,)".

. . . . 3
Pour les deux cas précédents, on a respectivement ’expression de la matrice M,(W)l

a® 0 0 0 0 000

3aZby, ad 0 0 0 000

3aZcn+3a,b2 3aZby, a2 0 0 000

MB) — 6anbncn+b> 3aZcn+3anb?  2anb, a2 0 000 (9.44)
n 3anci+3bicn Ganbncn—i-bi 20,ncn—i-bfL 2an,by, an 0 00 :

3bnci 3anci’+3bicn 2bnCn 2ancn+bi b, a, 00

ci 3bnci ci 2by Cn Cn by 10

0 c3 0 c2 0 cn01

et
M) = (Lh, L2, L, L32) (9.45)

m m mn n



Formalisation du probléme de planification 175
ott les matrices L., L2, sont de taille 8 x 2 et valent respectivement
anafn 0
Qanambm—i-afnbn anafn
201, @ Cm+a2, cntanb? +2ambnbm 20y, @mbm+a by
L1 _ (2anbm+2ambn)cm+2ambmcn+bnbfn 2anamcm+a?ncn+anbfn+2ambnbm
nm anc +(2amcn+2bnbm)cm+b2 cn (2anbm+2ambn)Cm+20m bm cn+bnb2,
bnciL+2bmcncm anc?n+(2amcn+2bnbm)cm+bfncn
cncfn bncfn+2b7ncnc7n
0 cnch,
et
9.46
0 0 (9.46)
0 0
a?, 0
2
12 _ 2G.:7,bm, ax,
m 20 Cm + bfn 2G.:7,bm
2b,.Cm, 20 Cm + bfn
cfn 2b,.Cm,
2
0 Con

Détermination des termes liés a Ty(u), T5(u), Ts(u). On considére l'intégration des termes

faisant intervenir les informations sur les trois amers

T(u) = _Prm(Wprr(w) (9.47)

P (w)pm (w)pi(u)
avec (I,n,m) € (i,7,7). La décomposition en éléments simples dépend une fois de plus de la
configuration des amers par rapport au support de 'arc de déplacement. Par ailleurs, on peut
constater que les indices [ et m jouent le méme role dans ’expression de T4(u). On étudie donc
uniquement les trois cas suivants avec les décompositions associées :

= pn(u) = pm(u) # pi(u).

. 3 e;u+ h; esu+ hy
T =2 " "
— pm(u) = pr(u) # pn(u).
B e;u+h; esu-+hgy equ+ hg
T =2 " " oW
— pm(u) # pi(u) # pn(u).
B 2 e;u+h; esu-+hsg egu+ hy
TW=2 0w @ T o

Nous précisons les composantes respectives des systémes linéaires d’ordre 8 permettant le calcul
des coefficients (e;, h;), i = 1,--- ,4 pour les trois hypothéses de décomposition.

M) X = By, (9.48)

avec

Pour le second cas, on dispose de la méme décomposition que pour la détermination de T4 (u)
présentée en ([IZ2). La matrice ijy)ﬂ se déduit donc de ’équation ([@4H) en substituant m par [,
ie.

M®

nml —

(9.49)
ot les matrices L, , L? sont données par 'équation ([@ZH). Pour les deux autres cas, en procédant

par identification, on obtient respectivement les expressions pour la matrice du systéme,
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B3 _ (713 4 5
Mnml - (Lnl Lnl Lln) (950)
N . 3 4 5 ~
ou les matrices L;,, L, et L), correspondent &
(aibl+2analbn) aial
(aicl+2analcn+2an,bn,bl+albi) (aibl+2analbn,)
13, — | 2enbncitQanbit2aiba)entbibe ajeit2anaicnt2anbnbitaiby,
nl (2an,cn+bi)cl+alci+2bn,blcn Qanbncl+(2anbl+2albn)cn,+bibl ’
2bncncl+blci (2ancn+bi)cl+alci+2bnblcn
cnel 2bpcncrtbicl
3
00 i (9.51)
0 0 00 3a;, by a;
0 0 0 0 3aZcn+3anb? 3aZby,
o 1 0 0 0 Ganbpen+b® 3a2cn+3an,b2
LY = anby+aibn ana L5, = anOnCn A by, 307, entdanb,
nl anCl+a;cn,+bnb; anbitarb, ’ nl a; 0 3anc2+3b2c, 6anbpc,+bd
bneitbicn  ancitaicn+bnb b a; 3b,c2 3anc2+3b2cy,
¢ l c b ci 3bnci
0 ¢ 0 Ci
Et
3 _ (76 7 8 9 9
avec
Ana1am

anarbm+anambi+ajamby
O @1 Con+ G U €1 +01 Qo €+ (A by a1 b )by +am b by
LG _ (anbi+aibn)cm+(anbm+ambn)ci+(aibm+amby)cn+bnbibn,
nml (ancitaicn+bnbr)cm+(amen+bnbm)ci+bibmen
(bnci+bicn)em+bmenc

CnClCm

0
A Q) A,
anarbm+anambi+a;ambsy
7 - UnG1Cm~+0nGmCl+a1amCn+(anbi+a1bn )b +ambnb;
nml — | (anbi+aibn)cm+(anbm+ambn)ci+(arbm+ambr)cn+bnbiby,
(ancitaicn+bnby)cm~+(amen+bnbm)ci+bibmen
(bncitbicn)cm+bmenc

CnClCm
0 0
0 0
a;Qm 0
8 — arbm+amby ajam
ml — | aicmtamci+bibm arbm+amb;
brcm+bmey ajcm~+amc;+bibm
ClCm bicm+bmey
CiCm
aial 0
2 2
ay, bi+2ana;by a, a
aicl+2analcn,+2an,bnbl+albi aibl+2analbn
19, — | 2anbncit(anbi+2aiba)entbibe agcit2anaicnt2anbnbitaiby (9.53)
nl = (2an,cn+bi)cl+alci+2bn,blcn 2anbncl+(2anbl+2albn,)cn+bibl .
2bnencitbicy, (2ancn+b3)ci+aicl+2bnbicn
cicl 2bn,cncl+blci
0 cicl
(3)

Il est maintenant possible de déduire ’expression de Fijr(k:) pour les différentes configurations
géométriques « amers-arc de déplacement » possibles. Les résultats sont synthétisés dans les pro-
positions [[7 etTS .

Proposition 17 Soit (f;, f;, fr) un triplet d’amers avec r > i > j, (i,j,7) € {1,---,N¢}, simul-
tanément visibles entre P et PJT lors du déplacement du mobile le long de l’arc e entre t; et
tk+1, On a

S1) pour un déplacement sur la médiatrice de [f;, f;]
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2 2
3 3 n)(; _ir ir — n i, 1 ir,1 —
Fsz(k) = cgc ){ Z H )(z,en’l,hn’l,uijT,u;LjT) + ZH( )(T, € 2s hn+2,uijT,qujr)

n=1 n=1

4 2
E n)(: _t5,2 15,2 , — + § n)( . _jr,l jr,1 — +
+ H( )(Zveri] ﬂhri] 7vijr7uijr) + H( )(]56'771 7h'7]z 7uijraui_jr)

n=1 n=1
2 3
(n) jr,3 1473 — + (n)(; Jijrd gijrd , — +
+ E H™ (7, €nt2 hn+2’uijr’uijr) + 2{ HY™ (i, e;]"%, hy] 7uijr’uijr)
n=1 n=1
2
(1) ijrd pijrd — + (n) ijr,5 pijr,5 , — +
+H (ref"", by 5ui_jr7uijr)+ HY™ (1, e, hy] 7uijr’uij7‘)
n=1
2 3
2 : (n)(; ,ijr,5 pijr,d  — + 0y (n)/; ,igr,6 3ijr,6 , — +
+ H (]5 en+2 ) hn+2 ) ui_jrv uijr) H (]5 €y ’ hn ’ ui_jrv uijr)
n=1 n=1

() ijr,6 pijr6  — 4
HY (1, e by 5uijr7uijr)}
avec u = x si Op # {5, 5} et u = y sinon. Les différents coefficients des décompositions en
éléments simples sont obtenus en résolvant les systémes linéaires d’ordre 8 donnés aux équations

(T73) et (973) avec :
- pour (et RIMY) n=1,--- 4, la matrice définie par I'équation (TZI) en effectuant les sub-
stitutions n = i,m =r,
= pour (€2 B2 n=1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (944) en effectuant les sub-
stitutions n = i,m = j,
— pour (ei™3 hir3)n = 1,--- 4, la matrice définie par Uéquation ([JZ3) en effectuant les
substitutions n = j,m =r,
— pour (e¥m4 RUTA) n = 1,--- 4, la matrice définie par I'équation (TH0) en effectuant les
substitutions n = i,m = j,l =r,
— pour (e¥™5 RUTS) n =1, 4, la matrice M définie par léquation [IZY) en effectuant les
substitutions n =r,m =1i,l = j,
— pour (e4™6 hYTC) n =1,--. 4, la matrice M définie par Uéquation (Z30) en effectuant les
substitutions n = j,m =1,l =r.
On a également utilisé c,(cg) =1/(vg cos(0r)) si O # £7/2 et c,(cg) = €(0k) /v pour Oy € £m/2.

S2) pour un déplacement sur la médiatrice de [f;, fr]

4 2
3 3 il pind - o ij2 g2 —
ngz(k) = C;c ){ Z H™ (i et by Ui Ua) + Z H™ (i, ei2, b Ui Uy

n=1 n=1

2 2
2 2 - i3 i3

+ ZH(”)(],@ZJJFQ,h;JJrQ,uijT,u;ro) + ZH(”)(],@LJ hy? ,.TijT,$;ro)

n=1 n=1

2 3
(n) 7,3 5,3 - + (n)(; ,igr,d pijrd , — +
+ E H™ (r, en+2’hn+2’uijr’uijr) +2{ H™ (i, ;)" byl ’uijr’uijr)
n=1 n=1
3
(1) (s ,igrd pijrd | — + (n) ijr,5 pijr,5 , — +
+H (.7’ €4 ah4 auijra uijr) + H (’I“, €n ’hn ’uijr’uijr)
n=1
2
(1) (s ,igrd pijr,d | — + 0\ (n)( s ,ijr6 pijr.6 , — +
+H (.7’ €4 ) h4 auijra uijr) H (.7’ €n hn ’uijr’ uijr)
n=1

2
_E : (n) ijr,6 pijr,6  — +
H (Ta en+2 ) hn+2 ’ uijr’ uijT)} .
n=1

avec u = x si O # {5, FL} et u =y sinon. Les parametres sont obtenus en résolvant les systemes
linéaires introduits plus haut avec de facon plus précise :
- pour (e RINY) n=1,--- 4, la matrice définie par I'équation (JZJ) en effectuant les sub-
stitutions n = i,m =r,
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- pour (e92 hi2) n =1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (JZ3) en effectuant les sub-
stitutions n =i, m = j,

— pour (ei™3 hir3)n = 1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (IZ3) en effectuant les
substitutions n = j,m =r,

— pour (e¥m4 RUTA) n = 1,--- .4, la matrice définie par I'équation (T20) en effectuant les
substitutions n = i,m = j,l =r,

— pour (€475 RUTS) n =1,--- 4, la matrice M définie par équation (T50) en effectuant les
substitutions n =r,m =1i,l = j,

— pour (e¥™6, hYT8) n =1,--- 4, la matrice M définie par l'équation [TZY) en effectuant les
substitutions n = j,m =i, =r.

Proposition 18 Soit (fi, fj, fr), avec f; # f;, simultanément visibles entre les positions P, et

W lors du déplacement du mobile le long de [’arc, on a

S3) pour un déplacement sur la médiatrice de [f;, fr]

3 3 n ir, ir, — n ir,1 r,1 —
FE_N)‘(I{;) =C ){ZH( ) Z €n ! h 1 l_]’l" l_]’l‘ ZH( ) T, n+2’hn+2’uij’r’uz+jr)

n=1

2 2 — 2 2 — +
+ ZH(H) ’L 6” h” zgr’ 1]7" + ZH(H) j’ :zj+2’h:zj+2’ z]r’uijr)

n=1 n=1

E (n) ir,3 pir, 3 - (n) igr,d pigr, 4 — +
H ’L €n h zgr’ 1]7" + 2{ H Z €n h zgr’ uijr)

n=1 n=1

(n) 137‘4 igr,d  — (n) ijr,5 1]7"5 — +
+ E H 7, n+2 ’ hn+2’u1]7"’ 1]7" + H T €n h l]’l" uijr)

n=1
(1)(; ,igr,5 pigr,db | — (n) ijr,6 1]7"6 - +
+ HY (i, b s Uiy U wr H"™ (j,ed™°, hY Ur,uijr)
n=1
(1) igr,6 pijr,6 ,, — +
+ HY (i,e"° hy) uijr,uijr)}

avec u = x si Oy ¢ {5, 5} et u =y sinon. Les parameétres sont obtenus en résolvant les systémes
linéaires introduits plus haut avec de facon plus précise :

- pour (et RinY) n=1,--- 4, la matrice définie par I'équation (IZ3) en effectuant les sub-
stitutions n =1, m=r,

- pour (e92 hi92) n =1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (IZ3) en effectuant les sub-
stitutions n =i, m = j,

~ pour (eJ"3,hi"3),n = 1,---,4, la matrice définie par Uéquation [IZ4) en effectuant les
substitutions n = j,m =r,

— pour (e¥m4 U™ n = 1,--- .4, la matrice définie par l'équation (TZY) en effectuant les
substitutions n =i,m = j,l =r,

— pour (e¥™5 RUTS) n =1,--- 4, la matrice M définie par équation (Z50) en effectuant les
substitutions n =r,m = j,l =1,

— pour (€m0 pHT0) n =1,... 4, la matrice M définie par Uéquation (Z30) en effectuant les
substitutions n = j,m =r,l = 1.

S4) pour un déplacement effectué hors des trois médiatrices des segments formés par les amers,
on a
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2 2
3 3 n)(; ,ir, ar, — n ir,1 ir,1 -
Fl(.ji(k)c,(v){ZH( )(z,en l,hn 1,uijr,u;LjT)+ZH( ) T, n+2,hn+2,uijT,qujT)

n=1 n=1

E (") ij,2 pif2 = (n) ’Lj 2 114j,2 — +
+ H Z €n h 1]7"7 1]7" + H ]’ n+27h’n+27 z]r7uijr)
n=1

n=1

E n) Jr,3 1 gr, 3 — 2 (n j’l‘ 2 3jr3 - +
+ H( » €n h 1]7"7 1]7" + H ) Ty n+2’ hn+2’ uijr’ uijr)

= n=1

+2{ZH(71) ’L el]’l‘4 hl]’l‘4

n=1

(1) ijr,4 ijrd o — +
l_]’l" zgr) +H ( ’ h3 7uijr’ uijr)

2
+H(1)(T7 €ZJT’4,hZJT’4,ui ul) } :H(") (r, €975 RIS g ot )

wyr? gr + wrr gr
n=1
(1)(; ,igr,5 pigr,db  — (1) igr,5 pijr,5  — +
+ H WY (e 0y gl ) + HY (G, e 1y ug, i)

7ZH(n) 7, el]’l‘6 hzgrﬁ

n=1

H(l)( 1]7’6 hzj'r‘G UZ]T;U:—JT)}}

— (1) ijr,G ijr,6  — +
l]’l" l]’l‘) H ( 7h3 ’uijr7uijr)

avec u = x si O # {5, S} et u =y sinon. Les parametres sont obtenus en résolvant les systémes
linéaires introduits plus haut avec de fagon plus précise :
= pour (et RiY) n =1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (IZ3) en effectuant les sub-
stitutions n =1, m=r,
— pour (e¥? hid? ) n=1,---,4, la matrice définie par I’équation [9Z2) en effectuant les sub-
stitutions n = i,m = j,
— pour (ei™3 hir3) n = 1,--- 4, la matrice définie par équation (IZ3) en effectuant les
substitutions n = j,m =r,

— pour (™4 pETA) n = 1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (T32) en effectuant les
substitutions n =i,m = j,l =r,

~ pour (€d™5 hUTP) n = 1,--- 4, la matrice définie par Uéquation (T32) en effectuant les
substitutions n =r,m = j,l =1,

— pour (e¥™6 RUTO) n = 1,... 4, la matrice définie par l'équation [ZZ5D) en effectuant les
substitutions n = j,m =r,l = 1.

tc, = v cos(0r)) st 0y, w/2 et ¢ = €(lk)/vr pour O € £m/2.
Bt ¢ = 1/(vy, cos(6y)) si 01, # +7/2 et ¢ = e(0y)/ 0, € +m/2

Remarques générales sur la fonction de performance. Les résultats obtenus & partir de
I'intégration des composantes de la fonction de performance sur un arc élémentaire montrent que

1. lorientation du mouvement intervient :
— comme un facteur d’échelle par la multiplication par le rapport 1/ cos(f) pour les dépla-
cements non verticaux,
— au niveau des coefficients des primitives,
— au niveau du positionnement par rapport a la médiatrice des segments formés par les amers.

2. la longueur de la portion du segment ot les amers sont visibles & un impact sur l'intervalle
d’intégration et donc sur la mesure de performance,

3. la vitesse intervient comme un élément facteur d’échelle en 1/vy

Nous avons précisé les modes de calculs des coiits associés & chaque arc de déplacement du
graphe. Nous montrons maintenant que déterminer le chemin optimal et la séquence de vitesses
utilisées sur chaque arc de ce chemin est en réalité un probléme d’optimisation quadratique &
variables continues et discrétes (probléme mixte) sous contraintes. Nous supposerons ensuite que
les vitesses sont constantes et fixées a priori et nous nous intéresserons uniquement aux choix du
chemin optimal. Des éléments pour la résolution du probléme complet seront présentés au chapitre

i}
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9.7 Un probléme quadratique entier mixte

Nous disposons d’un graphe G(V, E) orienté avec des cotlts pour chaque arc, calculé précédem-
ment. A partirde ces éléments, il convient de trouver les chemins maximaux tout en respectant des
contraintes sur la vitesse et sur l'orientation. Le choix d’un chemin du graphe impose de facto le
choix de la séquence d’orientations. Nous avons vu que la vitesse intervient dans le cott d’un arc
en 1/v, le probléme peut étre formellement écrit de la fagon suivante :

1
max > —c(e), 9.54
TGP(Sme)V(U‘i)OSiSanl = Ve ( ) ( )

ou c(e) est le cott de I’arc normalisé sans prise en compte de la vitesse, P(sq, By) est 'ensemble
des chemins connexes du graphe partant du noeud sq et arrivant dans I’ensemble des noeuds By,
et qui satisfont les contraintes

UGN (9.55)

ecT e
Ve, f(e,succ(e)) = 1 (9.56)
Ve, v_ < wve < vg. (9.57)

La contrainte de ’équation est une contrainte sur la variation d’orientation entre deux instants
consécutifs

On peut également déduire une formulation sous la forme d’un probléme d’optimisation d’un vec-
teur de paramétres mixtes (composantes binaires et réelles) avec une fonction objectif quadratique
et des contraintes d’égalité linéaires et d’inégalité quadratique ou linéaires. En effet, fixons NV, un
nombre maximum de segments possibles suffisamment grand. Nous introduisons

1. les N,, x |E| variables discrétes

1 sil’arc e est emprunté & I'étape k,
V(e,k) € Ex{0,---, Ny — 1}, zeﬁk{ . p p
0 sinon,

2. les N,,, x |E| variables réelles
Y(e,k) € E x [0, N, — 1], A’;;:l—e.
Uk
La contrainte sur la vitesse est ramenée & une condition sur les variables de durée
Y(e,k) € Ex [0, N,y — 1], A7 < AF < AT (9.58)
avec AT =1./v_, A7 =l./v, et le critére sur la longueur maximale de la trajectoire devient

Ny —1

> Ak <A, (9.59)

k=0 ecE

3. La fonctionnelle & maximiser pour le vecteur de paramétres composé de (. i, A¥) devient

donc
Np—1 o(e) Npp—1 .
Z Z ze’km:: Z Z Alxe pc(e). (9.60)
k=0 e€E k=0 ecE

en prenant ¢(e) le colit normalisé par la longueur de arc.
4. Pour chaque noeud s € V, les ensembles

In(s):={e = (s',s):s € V}, les arcs arrivant en s,
Out(s):={e = (s',s) : s € V}, les arcs partant en s.

On a alors les contraintes

Vs, Vk Z Tefp = Z Te k (9.61)

e€ln(s) e€Out(s)
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5. Les contraintes aux limites,

Z ZTeo = 1(un arc partant de la position initiale) (9.62)
e€Out(so)
Z Ze N,—1 = 1, (un arc arrivant en la position finale). (9.63)
e€In(sy)

6. Les contraintes sur le mouvement. On considére ’ensemble

Ve, II(e):={e’ € E dont le noeud de départ s est le noeud d’arrivée de e (9.64)
et respectant la contrainte de variation d’orientation}. ’

La contrainte du mouvement entre deux instants consécutifs est donc exprimée par la condi-
tion
Vk € [0,N,, — 1], Ve, Ve' € ll(e), ze  + Te g1 < 1. (9.65)
En définitive, le vecteur de paramétres pour le probléme d’optimisation peut étre noté Y =
(Yl* }/2*)* c {071}Nm><|E| X RNleEl avec
Yl = (‘TLO :L'LN—I $|E|70 .,L.‘E"Nil)*
* 9.66)
_ |E] E (
Vo= (A) . A%, oAl aAf)

La fonctionnelle de cofit est quadratique de la forme f(Y) = 1Y*AY avec

On,. 1 In, ®C
A= m | Bl m ) 9.67
<1Nm ®C  On, g 967

et C = Diag(&(1),---,&(|E])). Formalisons également les différentes contraintes en fonction du
vecteur Y :

e La contrainte sur les vitesses de I’équation ([@58) devient
B1Y —C; <0, |E| (9.68)

ot By est une matrice creuse de taille 2|E| x (N,, |E|) et C; € R?IFl de 1a forme

-1 0 --- 0
1 o --- 0
0 -1 0
B1=|0Osgxn, gy 0 1 (9-69)
-1
1
et Ch = (Al_ ~AT A‘_E‘ _AIJ;EI) .
e La contrainte de I’équation ([@HY) est une forme quadratique
1
§Y* A1Y —-A,, <0 (9.70)

avec pour atrice

ON B IN E
A =2 m | E| m | E| .
! <INm 2 On,. |z

e La contrainte de connexité de la trajectoire donnée par les équations de la forme (@G une
égalité linéaire de la forme

BoY = Oy, Ba de taille [V] x (N, | E]). (9.71)
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e La contrainte aux limites
B3 Y — 03 = 02, Bg de taille 2 x (Nm |E|) (972)
e La contrainte sur le mouvement entre deux instants

BiY — Cy < Oy nm, B de taille (V| Ny) x (N, |E)). (9.73)

La matrice By est une matrice diagonale composés de |V blocs.

Il est possible de résoudre ce probléme par des méthodes de résolution de type séparation et
évaluation (comme les approches Branch and Bound). Il est aussi possible de réutiliser une méthode
basée sur la cross-entropie pour obtenir une solution approchée. Nous fournirons les bases pour
un algorithme de résolution dans les perspectives de cette thése. Nous faisons abstraction de la
contrainte sur la séquence de vitesses. L’information est maximale, sur un arc de déplacement,
lorsque la vitesse est minimale. Cela revient & observer les amers aussi longtemps que possible.
Le probléme devient donc un probléme de recherche de chemin maximal dans un graphe avec
une contrainte sur la longueur. Nous pouvons trouver une solution, & partir d’'un algorithme de
programmation dynamique. Nous reprenons, la formulation proposée dans [PL02] qui permet de
prendre en compte des contraintes sur la variation instantanée de I’orientation.

9.7.1 Application sur un exemple.

Dans cet exemple, nous nous intéressons uniquement a la composante I'V) qui tient compte de
I'information de distance donnée par les paires d’amers. Le scenario comprend une dizaine d’amers
répartis sur une zone d’évolution rectangulaire de limites [0 200 0200]. Nous supposerons le graphe
construit & partir d’une grille de pas dx = dy = 20. Le graphe admet donc 121 noeuds. Le voisinage
d’un noeud est constitué des 8 plus proches voisins. Nous recherchons des chemins reliant les points
de la grille situés en (20, 20) et (160, 100). Le scénario est représenté sur la figure @14

carte

.
N
+ @+ + + o+ o+ + o+
-
o S
o
o o
T S i s
e A e i
T
T
N

50 250 550 850 1150 1450 1750 2050
F1G. 9.14 — Scénario pour 'optimisation de I'*).

Nous allons considérons deux situations en faisant varier les contraintes sur la commande en
orientation. Dans un cas, nous supposons que seules des variations d’orientation d’une amplitude
de 4 sont admissibles. Dans ’autre, ’amplitude est plus importante et peut atteindre 7. Les
trajectoires admissibles sont composées de 20 sommets au maximum. Le capteur disponible pour
I’acquisition des mesures est omnidirectionnel avec une distance maximale de détection de 80m,
soit 1’équivalent de quatre fois la résolution de la grille. Les trajectoires optimales obtenues sont
tracées sur les figures (a) et (b). Les chemins optimaux ont tendance & imposer des mouve-
ments proches des médiatrices formées par les paires d’amers. Ce comportement est visible dans

le cas (a) en début et en fin de trajectoires. On peut remarquer la portion de trajectoire en forme
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FIG. 9.15 — Chemin optimal pour I'*),

d’hippodrome autour des amers situés en haut a gauche avant le ralliement du point final. Lorsque
la contrainte la vitesse de rotation est plus souple, 'optimum consiste & effectuer des plusieurs «
cercles » successifs (trois dans cet exemple) au centre de la zone.

9.8 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons considéré que le modéle de dynamique du mobile était continu.
Dans ce cadre, une mesure de performance instantanée 7 (t,C") basée sur le déterminant de la borne
de Crameér-Rao a été déduite. Elle a fait apparaitre trois composantes principales permettant de
comprendre I’apport de chacune des sources d’information (distance et angle). Nous avons ensuite
abordé le probléme de 'optimisation de la trajectoire pour un critére intégral de cette mesure de
performance. Plus particuliérement, nous avons supposé que les trajectoires étaient construites a
partir de portions de déplacement & vitesse et orientation constantes. Pour chaque déplacement
élémentaire, il a été possible pour une configuration d’amers donnée de calculer un cofit associé a
la performance de localisation en se basant sur I'information apportée par le processus de mesure.
Grace a des changements de variables adaptés, nous avons montré que le cotut sur les déplacements
élémentaires pouvait étre déduit par le calcul de primitives de fractions rationnelles. Les coefficients
de ces fractions étant définis & partir des positions des amers et des points délimitant les parties de
I’arc ol les amers sont vus simultanément. Pour chacune des trois composantes de la fonctionnelle,
une formulation explicite de ces intégrales a été proposée. On a notamment noté que le résultat
obtenu est inversement, proportionnel & la vitesse de déplacement adoptée sur 'arc et dépend de
Porientation de I'arc de déplacement par rapport & la médiatrice des segments formés par les paires
d’amers.

Ensuite, nous avons vu que le probléme d’optimisation conjointe de la vitesse et de ’orientation était
en réalité un probléme d’optimisation & variables mixtes entiéres et continues avec une fonctionnelle
quadratique. La résolution des problémes avec des variables entiéres est, en général, difficile. Nous
avons uniquement traité le probléme du choix de la séquence d’orientations. Une approche basée
sur la méthode de cross-entropie pour résoudre ce probléme hiérarchique sera esquissée dans le
chapitre sur les conclusions et perspectives.

Dans le chapitre suivant, nous étendons les résultats au cas ou la connaissance de la position des
amers est incertaine. Cela nous permettra alors d’intégrer la planification une notion de risque liée
a cette incertitude.
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Chapitre 10

Cadre continu et incertitude sur les
amers

Dans le chapitre précédent, nous avons formalisé un probléme de planification de trajectoire en
vue de maximiser les capacités de localisation du mobile sur la base d’une mesure d’information
construite & partir du processus d’observation du systéme. Au final, nous nous sommes ramenés
& un probléme de recherche de chemins sur un graphe. Les coiits associés aux arcs de ce graphe
dépendent notamment des configurations des amers visibles lors du déplacement sur cet arc. Nous
n’avons pas tenu compte de I’éventualité d’une incertitude sur la position des amers dans les
calculs. La prise en compte de l'erreur de carte impose de considérer le colit d’un déplacement
élémentaire comme une variable aléatoire. L’objectif de ce chapitre est de répondre principalement
& deux questions. Tout d’abord, comment propager cette incertitude en respectant les contraintes
de perception du capteur ? Ensuite, une fois formalisée cette notion d’incertitude, comment intégrer
cette information complémentaire dans le processus de décision que constitue ’optimisation des
trajectoires ?

10.1 Incertitude sur le cotlit de déplacement
Pour préciser notre approche pour répondre & la premiére question, nous considérons dans cette
section un arc particulier e,, du graphe G(V, E). On fait les hypothéses suivantes.

e L’arc ey, est défini a partir des points 2D de coordonnées (zs,,¥s,) et (zs,,¥s,),
e le déplacement est effectué avec la vitesse constante ve,_,

e le déplacement est effectué entre les instants ¢y et tx41.

Dans le cadre le plus général, nous avons montré que le coit associé & l’arc comporte trois
composantes calculées en considérant les paires et triplets d’amers visibles au cours du déplacement,

(epq) Zacf( ) epq), (10.1)
avec plus précisément ¢ = 1,2, 3,

nc nc nc

epq 21 Z Zl Fiﬁ (epq),
2 j>ir

nc nc nc

epq Z Z Zl—‘lj’r €pq); (10.2)
=1 j=1r>j

nc nc nc

F(3) (epq) ZZZFW €pq);

i=1 j>1 r>j

185
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ou les termes FE;Z dépendent de ’ensemble (f;, f;, fr), des propriétés géométriques de l’arc, de

la vitesse et des conditions de perception (cf. chapitre @). En particulier, nous avons vu que tous
les termes I‘f;z

noter que le calcul de chacun des termes ngcz revient au calcul d’éléments d’une grille en trois

sont inversement proportionnels & la vitesse de déplacement. Par ailleurs, on peut

dimensions ou chaque point d’indice (4, j,7) correspond a la valeur de FZ(]CZ Ainsi, pour ¢ = 1,2, on
an2 (n¢ —1)/2 éléments a évaluer. On peut adopter I'écriture suivante

L Fe,n.0), (10.3)

€pq

Ve=1,2,3, T (e,) =

ot F(epq,C) est une fonctionnelle relativement complexe qui dépend des caractéristiques géomé-
triques de I’arc, du capteur et de la carte.

Rappelons les hypothéses sur la cartographie. La carte C est composée de n¢ amers caractérisés
par leurs positions dans D

C:{flana"' afnc}'

La position de chaque amer f;, j = 1,--- ,n¢ est supposée incertaine avec une matrice de covariance
¥ (f;) sur ses coordonnées (z!,y'). Il y a indépendance entre les erreurs sur les positions des amers,
la matrice d’incertitude de la carte C est diagonale avec ¢ = Diag(X(f1), -+, 2(fne))- Afin de
propager 'incertitude des amers sur I‘(C)(epq), donc sur la performance de localisation, on propose
d’exploiter la transformée inodore ou unscented introduite dans le chapitre Bl sur les techniques de
filtrage utilisables pour la localisation. Par ce biais, il est possible de déterminer une approximation
de la variance sur le cofit pour un déplacement sur e,q, que nous noterons 01%(6) (epq). La carte étant
un vecteur de dimension 2 n¢, la transformée unscented nécessite de définir 2 (2n¢)+1 sigma-points
équivalents a des vecteurs carte CV). La carte C s’écrit sous forme vectorielle

*

C — (xl yl e .Tl yl ... ghe ync)

Les sigma-points C(*) sont donnés par les relations suivantes :

cO = ¢, WO =)(2nc+N), wO=w®+(1-a+p),
¢V = cO+/@ne+Na, WP =1/{2@nc+N} I=1,--2nc,
¢V = ¢ —\/@2nc+N)Cone, 0wV =1/{22nc+ N} 1=2nc+1, -, 4ne,

avec a, A\ = o?(2nc + k) — 2nc, B et k les paramétres permettant d’imposer une structure a la
densité a priori sur C, et C; est le [°*™® vecteur colonne de la matrice racine carrée de ¥¢ obtenue,
par exemple, & partir d’une factorisation de Cholesky [[TU02] [[TU04].

On déduit alors une approximation de la moyenne et de la variance sur le coiit en appliquant
les procédures de calcul F(e,,,C) & chaque exemplaire de carte C(1).

4ne
=(c) 1
I (epg) = o <w7(78)~7:(epqac(0)) +Zw(l) f(epqac(l))> (10.4)
€va =1
1 —(©) 2 —(©) 2
612“(@ (epg) = - <w£0) (f(epq,C(O)) -T (epq)) +Zw(l) (f(epq,C(l)) -I (epq)) )
€pq =1

Remarque 1 : La structure diagonale de la matrice ¥¢ simplifie le calcul des moments déduits
al’équation ([IL4). En effet, chaque terme F(epq, C®), 1> 0 se calcule & partir des calculs réalisés
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pour la détermination de F(epq, C(O)). En effet, la matrice racine carrée de Y est aussi diagonale
et vérifie

S (T - T

Par conséquent, chaque élément CV, [ > 0 se déduit de C par une simple modification des
coordonnées de la position moyenne d’un unique amer. Plus précisément, C¥) est distinct de C
pour 'amer d’indice j = 1, -+ ,n¢ tel que l € {24,275 —1}. Le calcul des cotits étant réalisé a partir
des couples et triplets d’amers percus, il convient de modifier uniquement les couples ou triplets
faisant intervenir I’amer f; impacté par la transformée inodore. La structure de grille 3D pour le
calcul du cotit évoqué plus haut est alors intéressante pour une mise en oeuvre pratique.

Remarque 2 : Nous pouvons aussi noter que la vitesse intervient comme un élément multipli-
cateur au niveau de la moyenne et de la variance. On peut donc adopter une écriture équivalente

=(c) —
pour I (ep) et U%(c) (epq)
=(c) 1 _ 1
r (epq)5:v—c(epq) U%(c) (epq)5:vg—ag‘(€pq)-

10.2 Définition d’une fonction de risque

Nous avons montré comment il était possible de propager ’erreur sur la connaissance de la
carte sur le colt pour un déplacement élémentaire d’une trajectoire. La variance ainsi construite
peut étre considérée comme un parameétre de qualité sur le coit moyen. Pour tout arc e du graphe

G(V, E), nous disposons du couple (T(C)(e),E%(c) (e)). Nous avons vu que ces deux quantités font
intervenir la vitesse de déplacement et 'orientation de I'arc. Du point de vue de 'optimisation,
nous avons :

— le choix de ’orientation en un noeud est lié¢ au choix de I’arc correspondant,
— le choix de la vitesse impacte les cotits de ’arc.

Considérons une trajectoire 7 composée de n, arcs (e1,-- - , e,, ). L’estimation du colit moyen pour
cette trajectoire pour la performance de localisation est alors donnée par

n,

Ee {U(r,C)} = ZULC(@,,).

p=1 °r

Sous I’hypothése d’indépendance entre les cofits des déplacements élémentaires, on déduit éga-
lement une estimation de la variance pour ¥(r,C)

n,

Ve {U(r.C)} = Y 5 o(ey). (10.5)

p=1 ¢€p

Le cotit d’une trajectoire ¥(r,C) étant une variable aléatoire, lorsque nous cherchons & détermi-
ner la meilleure trajectoire reliant deux lieux, nous devons, en toute rigueur, résoudre un probléme
d’optimisation stochastique. Une maniére d’aborder le sujet est donc d’intégrer l'incertitude au
travers de I’équivalent d’une fonction de risque r(¥(r,C)) [RS06] sous la forme

r(U(r,C)) =Ec {¥(r,C)} — A\ D {¥(7,C)}, (10.6)

ot Ay > 0 et De{U(7,C)} est une fonction de dispersion sur le cott. L’idée sous-jacente est de
sélectionner les trajectoires qui permettent d’atteindre un bon niveau de performance moyen tout
en s’assurant d’une faible probabilité de variation autour de cette valeur. Le réglage du paramétre A,
permet de trouver un compromis entre ces deux objectifs qui peuvent, pour certaines configuration
de cartes, étre contradictoires. En effet, le positionnement géométrique relatif des amers influe sur
la performance du filtre de localisation. Cependant, si on ne tient pas compte de 'incertitude sur
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la connaissance de leurs positions, on peut privilégier des mouvements dans des zones oil en réalité
les structures géométriques intéressantes ne sont pas respectées.

(a) cott moyen important et forte incertitude (b) coiit moyen faible et faible incertitude

Fic. 10.1 — Compromis entre performance moyenne et incertitude due aux amers.

Sur le plan théorique, le choix de D¢ est important afin de garantir que le probléme d’optimisa-
tion stochastique ait de bonnes propriétés pour sa résolution [RS06],[ADEH99]. Dans notre cas, il
semble naturel d’exploiter une fonction de dispersion construite & partir de la variance V¢ estimée
comme a l’équation ([IIH). En définitive, on abordera les problémes d’optimisation de trajectoires
pour les fonctions de risque

n(ne) =3 2Ce) = A 3~ ok (e) (10.7)

et

(10.8)

Les difficultés de résolution des deux problémes ne sont pas les mémes. En effet, si nous supposons
I’absence de contraintes sur la séquence de vitesse, la résolution du probléme de planification
utilisant la fonction 1 (¥(7,C)) est possible a partir d’un algorithme de programmation dynamique
ou équivalent. Ce n’est pas le cas pour r1(¥(7,C)) & cause de la nonlinéairité due a la racine carrée.
Lorsque 'on envisage d’optimiser également la vitesse, on est face & un probléme d’optimisation
hiérarchique o1, une fois sélectionnée une hypothése de trajectoire, il convient de choisir la suite
des vitesses par un algorithme de résolution de probléme non-linéaire. Les conditions d’optimalité
(conditions de Karush-Khun-Tucker (KKT)) pour les deux fonctions ne sont pas du méme ordre
en termes de complexité [BSS06].

10.2.1 Recherche du chemin optimal sans contraintes de vitesse

Dans le cadre le plus général, on s’intéresse a I'optimisation de la séquence de commandes &
appliquer et donc au choix des orientations et des vitesses. Nous traitons uniquement le choix de la
séquence d’orientations. Des éléments de réflexion pour I'optimisation des vitesses seront présentés
dans le chapitre[l On supposera donc que la vitesse de déplacement sur un arc est connue et qu’il
n’existe pas de contraintes globales sur la séquence des vitesses sur une trajectoire. Comme nous
I’avons indiqué précédemment, la structure de graphe adoptée pour formaliser le probléme d’opti-
misation de la séquence d’orientations revient & déterminer un chemin dans le graphe vérifiant les
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contraintes sur les positions initiale et finale, ainsi que sur les variations instantanées d’orientation.
De facon plus formelle, notre probléme est toujours de la forme

maXTEP(So,Bf) Tj(\IJ(T,C)), .7 = 172

5.c. Yeer 1 <A, (10.9)
Ve, fori(e,succ(e)) =1, (10.10)

ou P(sg, By) est ensemble des chemins connexes du graphe partant du noeud sg et arrivant
dans I'ensemble des noeuds de la zone d’arrivée By. succ(e) est I’ensemble des successeurs de l'arc
e, l(e) sa longueur et f,.;(e, succ(e)) est la fonction permettant de définir les contraintes sur la
variation d’orientation entre deux instants.
Les vitesses étant connues, les cotlits moyens et les variances associées sont, entiérement, déterminés
pour chacun des arcs du graphe. Lorsque le paramétre de décision A, est fixé, la fonction de risque
r1(¥(7,C)) évaluée sur 7 est décomposable en risques élémentaires associés & chaque arc :

1 1
ri(e,C):=—=C(e) — Ay —20'%(6). (10.11)

Ve v2
Il est donc possible de résoudre le probléme pour 1 (¥ (7,C)) par une approche de type pro-
grammation dynamique, comme pour 'optimisation sans prise en compte de I’erreur sur les amers.

Pour la fonction de risque r2(¥(7,C)), cette décomposition n’est plus possible. Pour résoudre le
probléme de planification, nous utilisons I’approche basée sur la méthode de cross-entropie [RK04]
proposée dans le chapitre B Nous considérons un seuil de risque A, fixé et la vitesse constante &
ve = v, Ve. On rappelle la méthode de génération de trajectoires admissibles. On se donne une
famille de matrices de densités de probabilité discrétes définie par Psg = (pss/) (comme dans
la section RZZZ) pour chaque déplacement entre les noeuds (s,s’) € V x V qui modélisent la
probabilité de choisir larc e;s . Pss est, par conséquent, une matrice de taille |[V| x |V| avec un
certain nombre de coefficients nuls pour tenir compte de la notion de voisinage des noeuds et des
contraintes du cadre d’évolution (zones interdites, obstacles...). On a en particulier

Psysy Psyso T psls‘v‘,l psls‘v‘
P = : : : : ; (10.12)
sivisi Psjyise 00 Psjvisivi—r Psjvisvg
et Vs, la ligne notée P (.) est une densité de probabilité discréte vérifiant
psst =0, s’ g V(S) et Z Dsst = 1.
s'eV(s)

Pour résoudre notre probléme de planification on est donc amené & optimiser les |[V|x |V] (au plus)
paramétres (pss ) en utilisant P’algorithme de Cross-entropie. La génération d’une trajectoire de
P(so, By) respectant les conditions décrites par les équations [[ILY) et (IILI0) se fait en considérant
les étapes :

soit s;, le noeud atteint & ’instant k et ex—; 'arc utilisé pour l’atteindre.

— On note Ej ;1 'ensemble des déplacements e possibles & I'instant k respectant la contrainte
sur les orientations successives fo;(e, succ(eg—1)).

— On construit la densité de probabilité discréte psik (.) en restreignant aux noeuds atteignables
a partir des arcs de Ej, ;—1, la ligne s;, de Psg/, puis en normalisant.

— On effectue un tirage selon 138% (.) et on pose s;, ., le noeuds correspondant au tirage. Lorsque

Ey 11 est vide, on procéde par rejet ou bien on affecte un coiit égal & —oo & la trajectoire.

Considérons une trajectoire 7; ainsi générée et respectant I’ensemble des contraintes. Il est alors
possible de déterminer la valeur de la fonction de risque ro(¥(7;,C)),¢ = 1,--- , N & partir de
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I’estimation et de la moyenne de la fonction de performance pour le probléme de localisation. A
chaque étape de l'algorithme de cross-entropie, étant données les NV trajectoires 7, ¢ = 1,--- | N,
il est alors possible d’estimer les paramétres du modéle de probabilité pour l'itération suivante sur
la base des meilleures trajectoires caractérisées par le quantile -

N
21 02 (¥(7,0) 2] B [T € Xso] (10.13)
el

SN (U C) = ] 27 € i) |

oll [Ti S Xss’] indique que la trajectoire 7; contient I’arc formé par les sommets s et s’ et [ﬁ- € Xss’}
que la trajectoire 7; passe par le sommet s.

10.3 Applications sur un exemple

Dans cette section, nous présentons un exemple de résolution sur un scénario, en ne tenant
compte que de I’information apportée par I'information de distance au travers des coits I'"). Nous
reprenons ’environnement introduit au chapitre précédent et défini sur [0200] x [0200]. Il contient
une dizaine d’amers avec des incertitudes sur leurs positions variables. Trois zones de qualité sont
considérées. La zone la plus dégradée est localisée en haut & droite. Les amers situés en bas a
droite sont les plus précis. Nous avons représenté les ellipses d’incertitude sur la figure [0 On
recherche toujours des trajectoires, qui permettent de rejoindre le point (160, 100) en partant du
point (20,20). Le graphe est obtenu & partir d’une discrétisation de ’espace avec une résolution
dr = dy = 20. Le capteur est omnidirectionnel et de distance de détection maximale égale & 80
(quatre fois la résolution de la grille). Nous imposons des variations successives d’angle inférieures
a 7 et la longueur maximale admissible correspond & 20 sommets.
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Fia. 10.2 — Ellipses d’erreur sur les amers.

Nous recherchons la trajectoire optimale pour les valeurs de A, égales &4 0, 0.01, 1 et 10 pour les
fonctions de risque r1. Elles sont obtenues respectivement par la mise en oeuvre de ’algorithme de
programmation dynamique. Les trajectoires optimales sont présentées sur les figures (a), (b),
(c) et (d).

La trajectoire obtenue pour \. = 0 est identique & celle calculée pour la carte supposée parfaite
(cf. chapitre précédent). Lorsque l'on fait croitre le paramétre )., on constate que les stratégies
de mouvement consistent & se rapprocher de la zone ou les amers sont les plus précis. On peut
également noter, que pour A\, = 0.01, la variation par rapport a la trajectoire, sans prise en compte
des erreurs sur les amers, se traduit par un léger mouvement vers la zone de qualité intermédiaire
(en haut & gauche).
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Fi1aG. 10.3 — Chemin optimal pour la fonction de risque ry.

10.3.1 Interprétation du paramétre de risque

le paramétre A, est un critére de décision choisi par I'utilisateur. Il est possible de lier le choix du
paramétre A\, & une hypothése de comportement adapté & un contexte donné. En effet, en fonction
de ’environnement et des conditions d’exécution de la mission, on peut étre plus ou moins prét a
prendre un risque sur l'incertitude sur la performance de localisation. Par exemple, dans certaines
conditions, si I’on veut limiter le risque, une performance moyenne faible avec une variance faible
sera préférée & une performance moyenne importante mais avec une incertitude plus élevée. Cette
différence de comportement peut se traduire par la définition d’une fonction d’utilité paramétrée
par un paramétre caractéristique du comportement recherché. On peut montrer, dans le cas de r;
et sous I’hypothése que la fonction de cotit d’une trajectoire soit distribuée selon une loi gaussienne,
que le parameétre A, est directement lié aux caractéristiques de cette fonction d’utilité [BSS06].

10.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une démarche permettant de prendre en compte l'incer-
titude de carte dans la mesure de performance pour la localisation dans le cadre continu. Notre
approche utilise la transformation unscented pour propager l'incertitude de carte sur les corits
associés a chaque déplacement élémentaire du graphe. Le probléme de planification est identique
au cas sans erreurs sur les amers, mais avec une adaptation de la fonction & optimiser. En effet,
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nous avons introduit des fonctions de risques construites & partir de la performance moyenne, de
Iincertitude sur celle-ci et d’un parameétre de décision. La nature de la fonction de risque a un
impact direct sur la méthode de résolution du probléme de planification. Le choix du paramétre de
risque permet de définir des stratégies de déplacement & partir d’un compromis entre performance
moyenne et niveau d’incertitude.



Chapitre 11

Conclusions et Perspectives

11.1 Synthése des travaux

11.1.1 D’une carte de géographe a une représentation pour la navigation

Dans le cadre de cette thése sur la problématique de la performance de la localisation d’un
systéme autonome muni d’une carte d’amers avec des erreurs, nous avons commencé par une ana-
lyse des sources d’erreurs possibles lors de la construction d’une carte vectorielle & la base de la
construction des amers. A partir de cette analyse, nous avons proposé une démarche qui permet,
A partir de la carte vectorielle et en fonction de I'application visée, de construire une information
cartographique & plusieurs couches intégrant ’incertitude initiale. Pour ce faire, nous nous sommes
appuyés sur des résultats de la théorie des processus ponctuels pour modéliser ’organisation spa-
tiale des objets de la carte. L’idée principale repose sur la définition de relations qui reflétent les
propriétés de proximité, en termes de forme ou de positionnement, et d’alignement entre les objets.
Ces relations ont notamment été précisées pour les objets batiments et arbres traités dans nos
exemples. A partir de ce formalisme des relations, nous avons introduit des paramétres permettant
de synthétiser la connaissance sur les relations appliquées & une carte. Ces paramétres ont été
rendus aléatoires afin de construire une loi a priori permettant de représenter des cartes autour de
la méme structure spatiale moyenne. A partir de cette a priori et de la densité déduite du modéle
de bruit sur la carte vectorielle, nous avons proposé un algorithme pour générer un échantillon de
cartes repésentatif de la structure spatiale et de l'erreur de la carte fournie. Cet algorithme uti-
lise une approche MCMC pour échantillonner la loi a posteriori. Les réalisations de la carte ainsi
obtenues sont & la base de la construction des différentes couches d’information cartographiques
utiles pour les besoins d’un systéme autonome. Les amers et leurs erreurs formalisées sous la forme
d’une matrice de covariance sur leurs parameétres de position dans I’environnement constituent le
premier niveau d’information. Des grilles d’occupation probabilistes et floues qui formalisent la pré-
sence d’obstacles dans la zone d’évolution, ont également pu étre déduites des exemples de cartes
bruitées.

11.1.2 Localisation et mesures de performance

Aprés avoir précisé une approche possible pour la construction d’une carte d’amers sur la base
d’une cartographie vectorielle bruitée, nous avons présenté le probléme de localisation d’un engin
autonome & partir de mesures fournies par ses capteurs et de la carte. L’état du systéme est com-
posé de sa position dans ’espace 2D et de son orientation, et les informations observées prises en
compte sont les distances et les mesures d’angles par rapport aux amers présents dans son champ
de perception. Nous avons rappelé les principales techniques de filtrage qui peuvent étre employées
pour résoudre le probléme de localisation, qui est un probléme d’estimation de 1’état du systéme
sur la base des mesures regues et « corrélées » & la carte. Nous tenons a signaler que ’objet de cette
theése n’était pas de produire un nouvel algorithme de localisation, problématique déja bien traitée
dans la littérature, mais de définir des mesures de performance a priori. Nous avons ensuite abordé
les mesures de performance a priori et tout naturellement, compte tenu de notre modéle, nous

193



194 chapitrell

nous sommes focalisés sur la borne de Cramér-Rao. Les fondements théoriques ont été rappelés et
I’application aux systémes dynamiques non-linéaires discrets détaillée. En particulier, nous avons
présenté la formule récursive, démontrée dans [TMNOS8], qui est un résultat essentiel pour le calcul
récursif de la borne de Cramér-Rao a posteriori.

Nous avons pu alors dériver la borne pour le modéle retenu pour notre systéme en considérant de
primabord que la carte disponible était parfaite. Trois méthodes, qui se distinguent par la maniére
d’approximer les espérances, ont, été proposées pour le calcul en pratique. L’une utilise la trajectoire
nominale imposée, les autres impliquent un échantillonnage autour de cette trajectoire nominale
par tirage de Monte-Carlo ou en utilisant la tranformée inodore, ou unscented en anglais. Nous
avons analysé le comportement de ces approches et remarqué que la borne basée sur la transformée
inodore était trop optimiste.

Pour tenir compte de I'erreur de carte, nous avons étendu la borne initiale en adaptant le modéle
d’observation initial du systéme grace & un développement limité des fonctionnelles de mesures
autour de la position moyenne des amers. Cette adaptation du modéle s’est traduite par une mo-
dification de la structure de l’erreur sur les mesures de distances et d’angles. Les algorithmes de
calcul de la borne avec erreur sur la carte sont donc similaires au cas sans erreur mais avec une
prise en compte de cette erreur supplémentaire, due a la propagation des erreurs sur la position des
amers. Nous avons pu montrer que le niveau et I’orientation, relativement & la position du mobile,
des erreurs sur les amers avaient une influence sur la mesure de performance.

A partir de ces éléments, nous avons proposé différents critéres de performance basés sur le dé-
terminant de la projection de la borne sur les paramétres de position du mobile : La performance
finale qui permet de mesurer la performance atteignable en bout de trajectoire, la performance
moyenne et la performance de type minmaz.

Le probléme de la définition d’une mesure de performance a également été abordée pour un mo-
dele d’évolution supposé continu. La performance instantanée pour 1’état complet du systéme a été
déduite de la matrice d’information de Fisher liée au processus d’observation. Nous avons obtenu,
& partir d’'une propriété d’algébre linéaire classique, une formulation intéressante du déterminant
de cette matrice. Grace a ce résultat, nous avons pu comprendre l'influence du positionnement
relatif des amers par rapport au déplacement dans la performance globale de localisation. Dans ce
cas, la prise en compte de l'incertitude sur la position des amers a été possible grace a 'utilisation
de la transformée inodore appliquée au vecteur aléatoire composé des coordonnées des amers. Une
notion d’incertitude sur la mesure de performance a pu alors étre calculée & partir des sigma-points
homogénes & des réalisations de cartes représentatives du bruit. Enfin, nous avons construit a partir
de ces éléments une fonction de risque qui tient compte a la fois du niveau de performance moyen
atteignable et de incertitude sur celui-ci. L’objectif est de finir un compromis entre la recherche
de configurations géométriques amers-mobile optimales et le niveau d’incertitude sur les amers
utilisés.

11.1.3 Des approches pour 'optimisation des trajectoires

A partir des fonctions de cotits construites sur la base de la borne de Cramér-Rao, nous nous
sommes intéressés au probléme d’optimisation de trajectoires entre deux zones prédéfinies.
Pour la modélisation discréte, nous avons vu qu’il n’était pas possible de résoudre le probléme par
des algorithmes de type programmation dynamique. Nous avons donc proposé une approche pour
la résolution qui utilise la méthode de cross-entropie développée par Rubinstein et al. [RK04]. La
philosophie des algorithmes consiste & faire converger une famille paramétrique de densités de pro-
babilité permettant de générer des trajectoires admissibles autour de la trajectoire optimale au sens
de notre fonctionnelle de performance. Deux algorithmes ont été déclinés. Le premier s’appuie sur
un mécanisme de rejet des trajectoires qui violent les contraintes du probléme alors que le second,
grace & deux niveaux d’optimisation, permet de générer directement de « bonnes » trajectoires.
Nous avons essentiellement analysé le comportement de la premiére méthode. Afin d’apprécier la
convergence de notre méthode de planification, nous avons utilisé les résultats de la théorie des
valeurs extrémes, qui permettent d’extrapoler le comportements de la queue d’une densité sous
certaines conditions. Sur la base d’'un échantillon de trajectoires suffisamment grand, nous avons
obtenu des estimateurs des quantiles extrémes, avec leurs intervalles de confiance, dans le but de
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les comparer au cotlt des trajectoires optimales trouvées par notre algorithme.

Pour le cadre continu, les cotits des trajectoires ont été définis & partir des cotits des déplace-
ment élémentaires entre deux noeuds d’un graphe. Nous avons vu que la performance était liée a
I’arc de déplacement choisi mais aussi & la vitesse utilisée sur cet arc. Lorsque I'on s’intéresse uni-
quement & l'optimisation de la séquence d’orientation sans contrainte sur les vitesses, le probléme
peut étre résolu par une approche de type programmation dynamique pour la fonction de risque
basée sur la variance. Pour la fonction de risque avec I’écart-type sur le cott d’une trajectoire, nous
avons dus exploiter une approche basée sur la cross-entropie pour obtenir des trajectoires proches
de Poptimum.

11.2 Pour aller plus loin

11.2.1 Une mesure de performance plus compléte

Le probléme de localisation considéré dans cette thése faisait I’hypothése d’une mise en corres-
pondance ou association parfaite entre les mesures acquises par le capteur et les amers disponibles.
En pratique, les conditions de perception peuvent étre a Iorigine de difficultés sur ce point. Par
exemple, lorsque des amers sont vus sous des angles trés proches, des ambiguités peuvent appa-
raitre. Sur la base d’'une modélisation de la performance du processus d’association, il est alors
possible de définir une borne de Cramér-Rao qui intégre ce phénomeéne. Une premiére piste consis-
terait & définir un modeéle de mauvaise association entre deux amers en fonction de leur proximité
relativement a la position du mobile. La dérivation de la borne sur I’erreur d’estimation se rappro-
cherait des développements réalisés pour les problémes de pistage multi-cibles. Une autre voie serait
de définir une loi de probabilité sur les matrices d’association modélisant la mise en correspondance
des mesures et des amers. Une telle matrice n’est composée que de 1 et de 0. Il n’est donc pas
possible de calculer directement la borne de Cramér-Rao qui nécessite des densités réguliéres. Une
fagon de contourner cette difficulté est de régulariser la densité en introduisant une variable e > 0,
puis d’effectuer un passage a la limite en supposant les conditions de continuité vérifiées. Une autre
approche serait de considérer non plus la borne de Cramér-Rao mais la borne de Weiss-Weinstein,
par exemple, qui est moins contraignante sur les propriétés & vérifier par les densités de probabilité.

11.2.2 Vers des mesures de performance pour la cartographie en ligne

Dans nos travaux, nous avons fait ’hypothése que la cartographie était disponible a priori et
qu’elle n’évoluait pas au cours du temps. En robotique, on est souvent placé dans le cas inverse oil
la carte est construite ou enrichie en ligne. On parle de problémes de localisation et cartographie
simultanée, ou SLAM en anglais. L’état du systéme n’est plus restreint & celui du mobile, mais
augmenté des paramétres modélisant la cartographie. En outre, la construction se faisant en méme
temps que la découverte du lieu, la dimension de ’état évolue au cours du temps. Nous ne voyons
pas de limites majeures des calculs de bornes présentés pour tenir compte de I’évolution de la
cartographie. La différence essentielle sera la définition d’une borne de dimension variable.

11.2.3 Optimisation conjointe de ’orientation et de la vitesse

Pour les raisonnements dans le cadre continu, nous avons résolu le probléme de planification en
se restreignant a l'optimisation de la commande en orientation. Lorsque I’on s’intéresse aussi a la
définition de la séquence des vitesses sous contraintes, le probléme est plus complexe. En effet, il
est nécessaire de découpler le probléme en deux phases

1. une pour le choix d’une trajectoire admissible,
2. une autre pour le choix de la suite de vitesses.

On est donc face & un probléme d’optimisation par nature hiérarchique. Nous suggérons quelques
piste pour une solution basée sur la méthode de cross-entropie.

Le premier étage de sélection d’une trajectoire est réalisée, en supposant la vitesse constante et
connue, a partir des algorithmes V1 et V2 proposés pour la génération de trajectoire. Une fois
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déterminée la trajectoire, il convient dans un second temps de choisir la séquence de vitesses opti-
male. L’optimisation de la séquence de vitesses est un probléme non-linéaire sous contraintes pour
la fonction de risque rq, et en particulier quadratique pour ry. Il faut noter qu’il n’est pas exclu de
se trouver sur une proposition de trajectoire oul la contrainte de vitesse est violée. On lui affecte
alors directement une valeur de cott pénalisante. Dans le cas contraire, on détermine la valeur de
la fonction de risque en considérant la séquence optimale de vitesses fournie par un algorithme de
résolution de probléme d’optimisation non-linéaire sous contraintes.

Précisions comment cette résolution est réalisée en pratique pour une trajectoire donnée, en res-
pectant les contraintes de temps maximal et de vitesse bornée. Soit une trajectoire 7 définie par la

séquence d’arcs (e, - , e, ), on doit résoudre les problémes d’optimisation
max fj(ve17"'5v€n7)j:172
(Vep)o<psn,
o Lep)
s.c. Z S <A (11.1)
Ve
p=1 "7

vPaU— S Ve, S U,

avec

fl(velv"';venT) =

fQ(Uelv"' 5ven7) =

Il est possible de résoudre le probléme équivalent en considérant comme variable 'inverse des
vitesses. On peut remarquer que 1’ensemble admissible pour les vitesses défini par les contraintes
(pavé de R"" et contrainte linéaire) est un ensemble convexe. La fonctionnelle fi(ve,, -+ ,ve, )
est concave car on s’intéresse & des trajectoires ol au moins un des arcs & un codt non nul. Un
optimum local est donc un optimum global. La fonctionnelle fa(ve,, - ,ve, ) est non-linéaire. Pour
résoudre, il convient de s’intéresser aux solutions des systémes d’équations issues de la formulation
des conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [BSS06].

11.2.4 Amélioration sur mesure de la qualité de la carte

Dans les différents développements, nous avons considéré le choix de la stratégie de déplacement,
comme le paramétre de décision. Dans le cas du modéle discret, la trajectoire est choisie en fonction
de la performance qui intégre la connaissance sur le modéle du mobile, les erreurs du capteur et
I'incertitude sur la connaissance des amers. Pour le modéle continue, un critére de risque a été
introduit et a permis une sélection traduisant un compromis entre performance de localisation
et incertitude sur le niveau de performance. Maintenant, nous pouvons supposer que le décideur
dispose d’une liberté supplémentaire qui consiste, une fois la trajectoire optimale obtenue par les
approches précédentes et pour une qualité de carte donnée, & améliorer la précision d’un nombre fini
d’amers de la carte. Une conséquence possible est la possibilité de réduire le temps de parcours de
la trajectoire, en adaptant les vitesses, qui peut avoir un intérét (discrétion...). On s’intéresse donc
a la problématique qui consiste & optimiser sous contraintes des moyens permettant d’améliorer
une sous-partie de la carte. A titre d’exemple, cette amélioration peut-étre réalisée en employant un
moyen de mesure complémentaire d’un niveau de précision supérieur disponible sur la plate-forme
ou des moyens d’autres plates-formes déployés sur zone avant ou pendant la mission. On peut
envisager par exemple des moyens actifs, souvent consommateurs en ressources et qui imposent
des stratégies d’emploi parcimonieuses. L’objectif est donc de définir une carte « sur mesure »
pour une hypothése de trajectoire. Nous présentons quelques éléments pour la formalisation et la
résolution de ce probléme pour la modélisation dans le cadre continu. Une approche similaire est
possible pour la mesure de performance définie dans le cadre discret.
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Les capacités d’amélioration. Le niveau d’incertitude sur la carte est modélisé par la donnée
de la matrice de covariance sur les positions des amers. La capacité d’amélioration peut consister
& contracter les matrices de covariances initiales des amers. Pour chaque amer f;, j =1,--- ,nc,
on note X0(f;) et X%(f;) la matrice de covariance avant et aprés amélioration. On introduit la
variable discréte 5;-’ € {0,1} qui modélise ’action d’ameélioration de ’amer j. A I'issue du processus
de décision pour I’amélioration de la carte, on a donc

qX°(fj), avec0<g<1 sidf =1,

0(f5) si 0% =0 (112)

24f) = {

On peut également faire les hypothéses suivantes :

1. le coefficient de contraction g prend des valeurs discrétes. On note () I’ensemble des ng valeurs
possibles. On notera de fagon formelle ¢ = 0 lorsqu’il n’y a pas d’amélioration.

2. L’amélioration est localement homogéne. On introduit donc une segmentation de la zone
d’évolution D et n, zones D, susceptibles d’étre améliorées. Tous les amers contenus dans
une méme zone D, recoivent le méme niveau d’amélioration.

3. Le cotlt d’'une amélioration est fonction de la zone D, et du taux de contraction appliquée.
On note P(D,,q) € RT le cotit en ressources associé avec P(D,,q) = 0 lorsque la zone ne
fait pas ’objet d’une amélioration.

4. Les ressources employées pour ’amélioration sont limitées. On introduit donc le cotit maximal
P, disponible et pour une stratégie d’amélioration (Dy,q.), a =1, ng.

Ta

ZP(DM‘Ia) < P (113)

j=1

Impacts de ’amélioration de la carte. Considérons une trajectoire 7 composée de n, dépla-
cements élémentaires réalisés & vitesse et orientation constantes. La mesure de risque associée a
cette trajectoire est obtenue a partir de la moyenne et de la variance du cotit élémentaire basé sur la
matrice d’information de Fisher sur les morceaux de trajectoires. Ces deux moments ont été estimés
en considérant une transformation inodore sur le vecteur de position des amers. L’amélioration de
I’incertitude sur la donnée cartographique modifie I’estimation de ces deux paramétres.

Proposition d’une solution. La méthode de cross-entropie fournit un cadre pour la résolution
de ce probléme. Il suffit de définir une famille de probabilités permettant de tirer n, zones parmi
les ng. L’approche la plus simple consiste & associer & chaque parameétre de décision 5;-1 une densité
de probabilité permettant de modéliser la probabilité d’étre dans I’état 1 ou 0. Sur la base de cette
famille de lois, il est alors possible de proposer des configurations de zones améliorées. Les corits
élémentaires sur la trajectoire peuvent donc étre de nouveau calculés et la séquence de vitesses
optimisée pour définir le cott de performance global pour la trajectoire et donc de la configuration
améliorée sous-jacente. Par itération de ’algorithme, il est alors possible de tendre vers une affection
des efforts d’amélioration de la carte.

11.2.5 Vers la replanification en ligne

Pour le modéle discret, nous avons abordé le probléme de planification de la trajectoire hors-
ligne de la position initiale & la zone cible. La trajectoire ainsi construite peut étre vue comme
une planification avant mission. En cours de mission, il est possible de définir une approche de
planification en ligne sur un horizon temporel fixé T' en utilisant les mémes algorithmes. Il convient
néanmoins de prendre en compte, & chaque phase de replanification a t;, les modifications suivantes

— Détat initial & considérer est I'état estimé X par le filtre embarqué,

— la matrice d’information de Fisher Ji est égale & I'inverse de matrice de covariance sur I’erreur

d’estimation P, également fournie par le processus de filtrage.
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Annexe A

Modéles associés a la dynamique du
systéme

A.1 Modéle d’incertitude sur les commandes appliquées

L’application de la commande & chaque instant introduit un bruit de déplacement et de rotation.
On suppose que la commande réellement exécutée est une version bruitée de la commande imposée
uy,

v = vp +wy, (A.1)
O = Of + Wy (A.2)
Les parametres wy et w,f constituent les bruits sur les entrées qui peuvent étre probabilistes de loi
connue ou déterministes et inconnues mais bornées d’amplitudes connues. La méthode d’estima-
tion utilisée pour la localisation est fortement dépendante de la nature et de la structure de ces
grandeurs. Si 'on fait I’hypothése d’incertitude de faibles amplitudes, on peut effectuer un déve-
loppement limité au premier ordre au voisinage de la commande uj,. En développant les calculs sur
chacune des composantes de ’état X, il vient
Tp+1 = x + (v + wp) cos(Or + P7 + w}f)étk (A.3)
Yrr1 = Uk + (0] + wp) sin(By + 6% + wl)dty, (A.4)
Si les bruits sont relativement faibles, les approximations suivantes peuvent étre utilisées

cos(wp) =1 et sin(w,‘f) ~ w,f (A.5)

et en utilisant les relations trigonométriques remarquables
cos(Ok + @3 + w?) ~ cos(O + %) — sin(0y + ¢L)ws (A.6)
sin(0 + 6% + w?) ~ cos(fy, + ¢2)w? + sin(fy, + ¢2) (A7)

En introduisant les relations [(AZf)) et ([(AT) dans I’équation de dynamique et en simplifiant les
termes d’ordre supérieur, on obtient pour les paramétres de position

Tpt+1 = Tk + vj cos(0k + Pp)dts + cos(0 + Pf)dtrwy — v sin(O + ¢Z)5tkwlf
Ykt1 = Yr + vp sin(Ox + ¢7) 0tk + sin(Bx + ¢7)dtkwh + vi cos(Ok + ¢f)dtrwy

L’équation de prédiction peut s’écrire au final comme suit
XkJrl =X+ B(@k, uz) + G(Qk, uz)wk

avec
vQ cos(0 + ¢7)dtx
B0k, uy)) = | v sin(0r + ¢2)dty |,
s
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et
cos(0y + (ﬁ%)&fk —vy sin(fy, + gbg)étk H]i
GOk, uy) = | sin(Ok + ¢7)0tr, vy sin(0y + ¢7)0t, | =
0 1 ex
ol

gt — ((€08(0k + @R)0tk —vi sin(Bk + &F)otk e (0
L sin(fy + ¢Z)5tk vy sin(fy + ¢Z)5tk T\l

Dans le cas probabiliste, ’équation de dynamique fait donc apparaitre un vecteur de bruit gaussien
additif de matrice de covariance donnée par

Q" = Eu {G(Ok, up) Wi Wi." G(0k, ug)"} - (A.8)

avec Wy, est le vecteur dont les composantes sont les bruits sur les commandes [w}, w,f]* En notant
o2 et O’i les variances respectives sur la composante en vitesse de déplacement et orientation,
I’expression de Q) peut étre déduite. De facon plus précise, on a

1
Hk
ex

Q" = G0k B (W} G011 = (

g2 0
Cu: < v 2>.
0 o

Les régles de calcul matriciel permettent d’écrire

Qu = HIC,H}* H}Cy,ex
—\ eC H} eC, ex

) C (o) (A.9)

ou

ce qui est équivalent &
zy
o= (% )
Dek T
ot la matrice @Y projection de I'incertitude sur le sous espace définie par les composantes du vec-

teur associée & la position et le vecteur colonne Dy, traduisant la corrélation entre ces composantes
et Uorientation. On peut montrer que

Stio? 0
TY _ Jo* kY v
Q)" = Royvey ( 0 &%0220;) R+ - (A.10)

Ro,+¢p est la matrice de rotation d’angle 0 + ¢7 et

—sin(6), + ¢7)

Dy, = Uiv,‘;(;tk < cos(Or + 62) ) = JivzétkCGk (A.11)



Annexe B

Quelques éléments de calcul pour la
BCRB

B.1 Dérivation de la formule de Slepian-Bang

Nous nous intéressons a la dérivation de la matrice d’information de Fisher dans la cadre
Pestimation d’un vecteur aléatoire de paramétres de loi gaussienne. Pour ce faire nous sommes
amenés a considérer les propriétés du déterminant et de sa différentielle. Nous supponsons donc
donnée un vecteur aléatoire X sur un espace probabilisé & valeur dans R™ de densité de la forme :

1 1
(2m)% \/det(Ty)

1 e
po(x) = exp{—§(ac—h(9)) Fel(x—h(H))} (B.1)
ol 0 est un vecteur de R™ et h(f) une fonction vectorielle de R™ dans R™. On s’intéresse
au calcul de la matrice d’information de Fisher définie & partir de ’espérance du laplacien du
logarithme de la densité de probabilité de la quantité

@@%:%mm@»:q+%m@ﬁ@m+%@—h@ﬁmﬂx—M®% (B.2)

1) (2)

c’est-a-dire Ex|gAYlg(z). Notons la fonctionnelle f4(M) = In(det(M)) de ST sur R*. Sa dérivée
en M d’ordre 1 et 2, le long de la direction définie par B € S est donnée par

fyM;B) = —tr(M~'B) (B.3)
!(M;B) = tr(M'BM™!) (B.4)

et le gradient en M, f;(M) = —M~'. Par ailleurs, on a pour toute matrice A(n) et B(n) dont
les coefficients sont des fonctions du paramétre réel 7, et pour toute application f

of(Am) _ 4 .0A(m) Otr(A(m) _ . (9Am)
D an80), L (4) s
SADE 2 ) + 4 (B
et si A(n) est en plus non singuliére
OA ) _ 1, OAM) , 1
an =-4 (77)6—7714 (n)
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dans le cadre le plus général la matrice 'y a ses coefficients qui dépendent des composantes du
vecteurs 6, on déduit pour le terme (1) de I’équation (B2) et des propriétés précédentes :

Vi=1,--.m 3fd(1“9):_tr(r0_1%)

’ 00; 00;

et donc

\fiaj = 1)' N

2 -1 2
0 fd(rg) — _r 8F9 dl'y + 1_‘0,1 07T
96,00, 96; 00; 96,00;

_10Tg 10T _. 0%Ty
e (Fe 10—9jF9 6, 181%-891-

10Ty 0T _, 0%Ty
tr< ela—ejrelaei)tI‘(FGlaejaei)

Considérons le terme (2) de et déterminons Eww%zei(x — h(0)) T, (x — h(h)). On a

3237~ O Ty @ =) = - {to- oy G- nop} - 2 {agg” 7w no)}

— (o = W) Gy = 1(0) — 2 550 o)

()

L on@)orgt Oh(0) _._, Oh(0)
290, o0, Lo @ hO) 25" 5
(+)
Oh() or,*
EPLLULYRPO)

(skkok)
(B.7)

En considérant l’espérance, les termes (), (x*) et (x * *) ont une contribution nulle car on obtient
des quantiteés liées a la moyenne du vecteur aléatoire X — h(6) qui, par hypothése de modélisation,
est nulle. Pour obtenir la relation recherchée, il convient de montrer que

L0t _, 0T
Emg{(xh(e)) ae‘gel(xh(Q))}tr (Felae‘aw
J T ] 7

On s’intéresse donc au calcul de I’expérance d’une forme quadratique d’un vecteur gaussien. Nous
utilisons le lemme démontré dans [Mag86].

Lemme 2 Soit X un vecteur de dimension n distribué selon la loi normale N'(ux,Y). On suppose
disponible une matrice T inversible telle que > = T'T*. Soit A une matrice symétrique de taille
n X n. Alors les cumulants k1, Ko, -+ de la variable quadratique x*Ax s’expriment de la fagon
suivante

Ky =E{(X"AX)} =271(j - 1)! (tr(T*AT)j +jM;<T**1(T*AT)J'T*1MX) (B.8)

En particulier pour j = 1, nous avons le résultat E {(X*AX)} = tr(T*AT') + p% Apx . La démons-
tration de ce lemme s’appuie sur une transformation linéaire dite de Mahalanobis de la variable X
en utilisant la matrice ©=2. Cette transformation permet d’obtenir un vecteur gaussien centré et
réduit. Le résultat final est alors obtenu en utilisant le lien entre la fonction caractéristique et les
moments d’une variable aléatoire.
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B.2 Eléments pour la détermination de D}!

Le calcul de D}! fait intervenir la formule de Slepian — Bang avec un calcul de la dérivée de
la matrice de covariance Qi par rapport & chacune des composantes de 1’état du systéme. Cette
derniére ne dépend que de la composante 65 décrivant son orientation, on s’intéresse au terme

tr Q—lko Q—lko‘ )
kode, CF dey,

Nous allons tout d’abord déterminer les matrices qui interviennent dans cette relation, en particulier

la dérivée par rapport & I'orientation de la matrice de covariance

dQr _ dQ™  dQy"  dQ™*

d@k N d@k d@k N dek .

En utilisant ’expression de Q%+

do
O 40k g 0

Qv dc
Q™ _ < T oy )
avec dCy, /dOy, = — (CGker- 89k+¢k)* et

dQy?
dbO

d * .
= . {R9k+¢szag(a%, b%)Rf)Hm}

dRyg , ) .
= ﬂDzag(ai, b7)Ro,+n + R, 1+, Diag(ai, b7)

dRo,+¢s (B'g)
dby, '

dey,

(1) (2)

Les dérivées des matrices de la relation précédente s’obtiennent en considérant les dérivées des
fonctions trigonométriques

ARy v _ (59k+¢k Cewm) (B.10)
doy, Copt+én  —SOk+o

On peut alors déterminer Iexpression de la matrice (1)

dR;.Jr . —Sp —Cq . Co S
K+ Pk Dwg(ai,bi)Reﬁqsk _ < Ktk k+¢k> Dzag(ai,bi) < Ktk k+¢k>

dfy, Coptén  —SOu+or —S805+dr  COutodn
B2 _ g2 (2.2 b2 2
_ (( k2 2ak)cek+§k§0k+¢k (a’QkSGk-Eqﬁk + kcek+¢k>)
(akCOker)k + kaGker)k) —(bi — ai) Cop+¢1, S0r+on

et de méme on a pour (2)

R Diaa(a p2) TRotor _ (0% — a}) Cor o 500+0r  (ARCH 4o, T VRSt 10)
Otk ’Lag(ak’ k) do - 7( 2.2 + b2¢2 ) 7([)2 - 2) .
k AkS014¢1, T O%kCor+on k — Ok ) CoktéiS0u+or

Ce qui entraine au final

@y’ _ ( 22@ —QGi)chwmsek;m — (b, —QGi)(gﬁkm - S§k+¢k))
doy, —(by, — ak>(09k+¢k - 59k+¢k> —2(by, — a§)Co,+¢x S0,+on
— ( S2(05+61) —Cz<ek+¢k>> (B.11)
TC205+¢r) T S2(0k+0k)
= @i Nk
. ac *
en posant g, = (b7 — a3). Introduisons le vecteur Gy, = Wi-k = — (Cou+¢r  Sou+ey) - €D OUtTE, ON

peut noter que les vecteurs Gy, et Cp, sont de norme unitaire et orthogonaux.
On peut obtenir une écriture remarquable pour la matrice Ny, a partir des vecteurs Cp,_ et Gy, .
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Ny, = CngZk + Gek Cgk (B.12)

Remarque : De cette nouvelle expression de Ny et de la propriété d’orthogonalité, nous pou-
vons déduire les relations suivantes impliquant la matrice Ny et les vecteurs Cy, etGy, .

NkGGk = (CekGZk + ngcgk)ng
= Co, [|Go, |I”

On en déduit donc que
NGy, = Cy, . (B.13)

De méme, on a
NkCGk = (Cengk + ng_C;‘k)Cg
=G, ||Co, |7

k

Ce qui équivaut a
NyCy, = Gy, . (B.14)

Enfin, considérons le produit de la matrice Ny par elle méme. On a

NNy = (CekG;k + GekCgk).(CekGZk + GekC;‘k)
= Co,||Go, |I*C_+ G, [|Co, 117G,
=Cy,Cj +Go, G,
- ( SCo-+1) C(ek§¢k>5(ek+¢k>> i < ot o) C<9k+gk>5<9k+¢k>>

C(Ok+¢1) S0k +¢1) COr+or) C(Or+¢r) S (Or+or) S(0k+¢r)
(B.15)

Cela équivaut a la relation
Ny Ny, = Io. (B.16)

Ces trois propriétés seront utiles dans les calculs qui vont suivre et qui serviront & la détermination
de la borne de Cramér-Rao a posteriori pour notre probléme de localisation.

B.2.1 Calcul de Q;l

Nous aurons besoin également du calcul de I'inverse de la matrice de covariance de l'erreur
de prédiction Q. Pour la déterminer, on exploite le lemme d’inversion matricielle relativement
classique et aussi appelé lemme de Schur :

Lemme 3 Soient A une matrice inversible de taille m x m et les matrices B, C et D de tailles
respectives n —m xXn—m, n—mxm etm xXn—m, n>m, alors

A D\' [A'4+A'DATICA"! —A-1DA?
c B) ~ ~A"1CA7! A1
ot A=B—CA~'D.

Appliquons ce lemme & notre matrice qui se décompose par blocs de la fagon suivante

2 Ty
_ O'kIQ+Qk. U¢bk00
Qr = ( o¢bkcgk ng + 02 ) (B.17)

Dans I'expression précédente, on a posé o, = odty et oy, = 0,6t;. Déterminons tout d’abord
I'inverse du bloc supérieur gauche de taille 2 x 2.
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Inverse de 037> + Q}”

2 2 2 2.2 2 2
A = 527 oy _ (O T 0k Copvgn T US040, (@ — bR) Corron 0,41
=0l + Q7 = (a2 — b?) 2 4 g2 g2 + b2c2 .
g k) COk+d1 S0k +0r Of T O 59+ ¢, ko5, + ¢,

Le déterminant de cette matrice est donnée par I’expression suivante.
2 2 2.2 2\ 2.2 2 2 2 2 12y2 2 2
d; = (aj;Ch, 4 g, + iS40, T Ok)(A05G, 46, + 0kCoy v o, + %) — (ak = bL) Coy 10,55, 101

2,2/ 4 4 2 2 2, 2 | 32y/.2 2 4

= kb (S, 16 T Copton + 200,100 Shitan) T Ok T V5)(Co 19, T S5,10,) T 0k
2,2/ 2 2 2 2, 2 | 52 4

= apbi (S5, 16, T Coptorn)” T 0k(aj +05) + oy

= aibi + op(ai +b3) + oy,

soit

dy = (ai + o?)(b; + o}). (B.18)

On en déduit 'expression de l'inverse de A

2, 2.2 2,2 2 72
-1 1 <O’ + @i Sg, 1, VRCE, 160 —(ai = b7) Coptr SOx+dn >

B dk _(ai - bi) COr+¢rS0k+ox o°+ a% Cszrd)k + b%83k+¢k (B 19)
1 .

= —{oiZs + My} .
dy,

en posant
2 .2 2 2 2 2
M, = ( ak259k+ k + bkcék-i-(bk 7(‘;k ; bk) 09k4r2¢1€259k+¢k) ) (B.QO)
—(a§ = b3) Copt i S04+ i ay Cy, 4, T bk56k+¢k

On peut adopter plusieurs écritures pour la matrice My. Tout d’abord, elle s’exprime en fonction
de la matrice de rotation d’angle 0y + ¢ + 5

* . 2 2
My = R9k+¢k+%Dzag(ak, bk)RGk—i-m-i-%-

Une autre formulation peut étre obtenue en considérant les vecteurs orthogonaux ng et C@k :

2 2
M, = a2 S0 +bi TCOs+¢r SOk +r B2 COp+b COr+p1 SO0r+di
E=ag| 2 =+ 0, 2
COp+p1 S0k +di 7 COp+p1 S0k +di 505+
Les vecteurs Gg, et Cp, sont unitaires, ce qui donne
2 2
M, = ay, Cgk Cgk + bk GQkGZk. (B.Ql)

De cette écriture et de la relation d’orthogonalité entre Gy, et Cp, , on déduit de fagon immédiate
les propriétés suivantes

M;.Cy, = a;Cs,Cy, Co, = a;||Co, || Co,
soit
MCy, = aiCek. (B.22)

De méme, on montre directement,
MGy, = bj, Go, (B.23)

et M]: = Mk.
Considérons les autres composantes matricielles impliquées dans ’application du lemme d’inver-

sion. Dans notre cas, la matrice B est une constante et vaut B = oi + ng et les matrices C' et D
sont, des vecteurs vérifiant D = C* = O’¢bk09k.
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La matrice A. Dans le cas considéré ici A est un nombre réel. Nous allons le préciser en utili-
sant ’expression de A~! en fonction de la matrice My, que le vecteur Cp, est unitaire et la relation
dérivée précédemment & I'équation (B:22). On a donc

b

A= (03) + ng) Cp

2 2b2
k * *
2 AT+ My} G, = (0], +07,) — 2’ (07C;, Co, + C5, My.Cy,)
2 2 ibi 2 2 2 ib% 2 2 2 2
= (0, +0p,) — dr (0k||09k|| + Ceka’k‘cek) = (05 +0y,) — dr (o2 l|Co,|I* + afl|Ca, |I)

2 2 10’3>b% 2 2 _ 3) i 2 2

272
(2, 2y o0k o
= (o5 +03,) dr (0% +az)

En substituant dj, par son expression (a7 + 02)(bi + o7) obtenue & I'équation (BI), on arrive a
la relation

2 p2y,2 2 2

_ (g +b%)op, + 0305

o+ ) -

Remarque. La valeur obtenue est cohérente avec ’analyse du comportement du systéme lorsque
I’on considére que les erreurs sur ’application des commandes sont nulles. En efft, dans cette confi-
guration, by = o, = 0, et donc A= ogk qui se restreint uniquement & l'incertitude sur induite sur
P’orientation par la modélisation adoptée.

La matrice A~ + A~'DA"1CA~!. De méme, nous utilisons les résultats démontrés précédem-
ment. A étant une constante, en substituant les matrices par leurs expressions respectives, on
obtient

1 2b2
AL ATIDATICATY = o {03y + My} + A7} Z M {02, + My} Co, Cy,

1
o {oRT> + My}

2 2
Ad}
ook + ai)
Ad?
oY (0% + ai)
Ad?
oY (0% + ai)
Ad?
0ok + ap)?
Ad?

= —{UkIQ+Mk}+ {UkCQkCGk +Mk—09k09k}{0'kz-2+Mk}

_ é (02T, + My} + Co.Cy, {0k T2 + M.}
- % {025 + My} + {0%Co, G, + Co, Cg, My}
_ i {o¥Ts + My} + {03C0,C5, + Co, (MiCs,)"}
= % {03 + My} + Co,Co,

—i{ T +M}+%C C;
T R TR TR (02 1)z

en utilisant I'expression du déterminant donnée & I'équation (BIR). En outre, on a A(o} +b7)? =
(o +03) (0} + bj)og, + 0roy). I est alors possible d’écrire cette matrice en fonction des vecteurs
orthogonaux Cy, et ng a partir de I’équation (B21l) précisant Mj.

AT+ ATIDATICAT = oI, + 0 Co, G, + 0} Gy, G, (B.25)
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Dans la suite, nous utiliserons la notation Ly pour cette matrice. Les coefficients a,(j), 1=20,1,2
sont définis au niveau de I’aquation

NN oi
Pode o (@R o) +o})
ag b202
al(cl): 2 2 kbz n T3 b2 (o2 : bd)z 2 2.2)’ (B.26)
(af +op)(0f +03)  (of +b5)((0f +b{)og, +0ios)
NOR: i

“de (af +oD)OF +o7)

Remarque : A nouveau, si nous supposons 'application des commandes exemptes d’erreur, c’est-
< 1 1 2 0

a-~dire que ag = by = o, =0,0na oz,(€ ) = oz,(C ) =0 et a( ) = o ~2. On retrouve bien l'inverse de la
matrice covariance sur le modéle mais restreinte aux composantes de position.

La matrice —A~1 DAL,

g
—ATIDAT = 2 i = {ofTo + M} Cp, 7

U¢ k

{U%C@k + MkCQk }

— U¢ b {U%Cgk JrakCgk}

U¢bk(0k + a?)

=TT A O

En substituant les différentes quantités A et dj par leur expression respective, on déduit
U¢bk

—AIDAT = = Cyi=— P B.27
(02 + b%)agk + U,%Ui 0= = A Oy ( )

La matrice —A~"!CA~!. Elle est obtenue par transposition de —A~'DA™!

—A~tcat =~V (B.28)

B.2.2 Calcul de tr(Q; 'dQ:/d6xQ; dQy/dby,)

Dans la section précédente, nous avons montré que l'inverse de la matrice de covaraince de
I’équation de prédiction avait une écriture équivalente &

Q' = <fl’; H’“) (B.29)

€73

avec l'expression des matrices blocs

Li=al Ty + oV Cy,C5, + 07 Go Gy . Hy=—ay)Cy,,
oy = —— TR+ b)) NONS 7
(0% +0R)og, + ofio} b (@R + o) (b +ap)’
O‘I(cl) =73 zai 2 n T T e 2bi0i2 P) 3 2y’ (B30
(az + o) (b; +o3) (o7 + ) ((oF +bk)06k +0k0¢)
o = i 7 a® _ 70k _
(a3 + o) (0} + 0F) £ (R bR)og, + ooy
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On peut déduire plusieurs relation entre ces coefficients qui seront utilement exploitées par la suite.

a® 4o = 1
oy 0‘]% + a3
o® 1 o) — 1 Tybk  (3)
+ « o
of +b;  op+bi " (B.31)
o.b
NOFINCI ar % 0@

(02 +b2)(0} +a?) a o+ b2

ogbrar = (op + b3y, (3)

On rappelle également que

dQr _ ( axNk  o4biG,
do, %ka;‘k 0

En appliquant les propriétés de calcul matriciel par blocs, l’expression de la trace devient
tr<Qk 1 dQi O o 1@) - tr((quka + %kakG;k)Q + (0,0 LeGa, ) (HianNe + O‘k%ka;k))
+ (H;;qkzvk + ako biGy, ) (05t LiGo,) + o307 (Hi G, )’
- tr((quka o b HLG), )2) +tr( (oo brLiGo, ) (ae Ny + oG, ) )
(o Hi N + aroybi Gy ) (o,0eLiGa, ) + 0303 (H;Go,)?

Nous avons montré que le vecteur Hy, est colinéaire a Cp, , il est donc orthogonal & Gy, . De plus,
en développant les produits, ’équation précédente est équivalente &

d d 2
tr (Qk 1dQk Qk 1 Qk> = tr<(quka + J¢kakG;k) > + QkUd)bktr(LkGGkH]:Nk)

+ akaibitr(LkGBkG;k) (B.32)
+ Qko'qska]:NkLkGek
+ arogbiGy LG,

Détaillons le calcul des termes impliqués dans cette relation.

La matrice LGy, .

Reprenons la formulation de Ly en fonction des vecteurs Cp, et Gg, . On a, en utilisant I'or-
thogonalité de ces deux vecteurs.

LyGy, = ( (O)Iz +Ock ngcgk —|—ak )Gg Gy )G
=alVGy, +a” Gy |Gy, |-

or [|Gy, |I* =1, ce qui améne
LkGQk ( (© )+ CY( ))ng

De méme, on peut décliner la relation chek = (ay, (0) + a(l))Cgk. On peut déduire de ce résultat
que

* 0 2 * 0 2 0 2
tr(LngkGek) = (al(c ) —l—al(c ))tr(GQngk) = (aé) ( ))HG || ( ( )—i—a( ))

et que
Gy LiGo, = (o + 0i)G; Go, = () +a)||Go, P = (0 + ).
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Avec en plus la relation NyGy, = Cp,, il est alors possible de déduire I'expression du terme
HiNpLyGo,
H}NxLiGo, = (o) + a”)\H; NiG,
= (o)) + P Hi Co,
3), (0 2
=~ (o + a)|Co, I
3), (0 2
— —oPal? +f?)

Ce qui donne en définitive

HiNyLiGo, = -l (0l + o?). (B.33)

Le terme tr(LngkH,ij) équivaut 3 (aéo) + agf))tr(ngH;Nk). En utilisant les propriétés de
I’opérateur trace, il vient

tr(Go, Hy Ni,) = tr(NyGo, Hy) = tr(Cy _H}) = H;Cy = —a)Cj Co,.

On se raméne au calcul du terme B33 et donc

tr(LiGo, HiNy) = —al (0 + o). (B.34)

2
Il reste a déterminer le terme tr((quka + O’¢kakG;k) ) qui se décompose en trois parties

2 2 * 212 * * IBN
qktr((Lka) ), qu%bktr(LkaHkGek) et %bktr(HkG@kaGek). La derniére composante pro-

portionnelle 4 tr(HkGZkaG;k) fait apparaitre le produit scalaire H;ng. Or Hy et G@k sont

orthogonaux, on en déduit donc

tr (Hszkasz) =0. (B.35)

Pour le terme intermédiaire, en utilisant ’expression de Hj et la relation NkC.gk = ng, il peut
étre décliné comme suit

tr(LkaHkGZk) = —agf’)tr(LkaC@k sz)

= —atr(L4Go, Gy, ).

En utilisant le calcul de tr (Gek sz) présenté plus haut, on a

= tr(LkaHszk) = a0 +a®). (B.36)

Enfin, intéressons-nous au terme tr(Ly Ny Ly Nj) = tr(NiLiNiLg). On utilise ici la propriété de
commutativité de la trace et ’expression de L fonction des vecteurs Cpy, , ng et de la matrice
identité Zs. On a d’abord

NeLi = Ni (0T + 0 Co, G5, + G, Gy )
= o) Ny + af Nk Co, G5, + o NiGo, Gy (B.37)
= o) Ny, + )Gy, G5, + 0tV Cy, G,

0 1 * 0 2 *
= (o) + a{)Go, G5, + (o)) +a)Co, G5,
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d’on

NiLyNiLy =

k

)Go, G, + (o) + i)y, G )

)2Go, Cy G, Cy + (0 + o) (ol + al?)(Gy, C; Co, Gy,

( "Gy Co, + (a )+ )C, Ge)
= (a}
+ CngengkCek) + (0 + oz,(f))QngC;‘kC(ng;k

En utilisant le fait que les vecteurs Go,_sont unitaires et orthogonaux, cela permet de déduire

NeLeNeLi = (o) + af”)2Go, 005+ (af) + o) () + af?)(Go, 1G5 + Co, 1C5)
(0) (2)y2 *
+ (0, + oy )GOkOGGk
= (« (O)+a(1))(al(60)+a§c2))(G9kG;k+C‘9kC;k)'

On en déduite donc

tr(Ne L Nk Li) = (0 + o) (af” + a?)er(Go, G+ Co, ;)
= (0! + ") (2 +a(2))tr(G9 Gj) +tx(Co, Cj ) (B.38)
= (@ + o) (e + o) (1Ga, I + 11C, II?)

On obtient donc ’expression suivante

tr(Ne L Np L) = 2(a” + o) (0!” + o). (B.39)

Au final, ’expression de la trace recherchée est une fonctionnelle qui dépend des paramétres d’in-
certitudes sur les commandes et sur le modéle de dynamique et aussi des commandes appliquées a
I'instant k.

d d
tr(le Qkal Qk) — 22 + )@ + o)
2 ( (0) + a( )) 0¢bk (aka¢bk — quaf))

Nous pouvons encore simplifier cette expression en remarquant & partir des relations précisées a

I’équation (B3I
o sby — 2‘1k0‘§c ) = = (07 + b))y, 3 _ 2qko¢§C ) = = (0} 4+ b — qu)ozég).

On en déduite donc 'expression en fonction des paramétres by, oy, o, et a,(co)z‘ =0,1,2,3

dQ dQ
ot = (@i G G0 ) =2 (ol + oY) (el + o) + o, iutot + 0 — 20)a”)

(B.40)

On peut obtenir une expression qui ne dépend que des paramétres ay, bi, oy, o, et ak) En

effet, reprenons les relations déduites & 1’équation (B31)) et subtituons les termes oz,(c) + oz,(f)

(O) + oz,(cl) dans I’équation précédente. On a,
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Ud)bk
=2
Ik 0% + a3 (q 0'k+b2 k+b2

: PR =2
o} + a; (0 +b2+ o2 + b2 ogbroy,
1
( +a3) (o} +b3) (Qk + (Qk + (ok + bk)(ak + bk — qu))g¢bka( ))
1 3
(O’k +a}) (o} +b3) (Qk + (g 4 (07 + b3)* — 2q1(0} + bk))0¢bka( ))
1

<%+%x%+mﬂ (0 = (0 + B bua”)

En remplagant g; par son expression b7 — af, on arrive a I'expression suivante

2
O+ (vt ) o) )
9 =2 2 a2V (02 - 12 (B.A41)

(0% + ai) (o} + )

B.3 Eléments pour le calcul de D7

Considérons un amer f; et supposons le mobile dans I’état X1 a l'instant ¢;41. La variance
sur la mesure de distance associée issue de f; dans le cas du modéle M; est

Ot = 0ad (X1, f1)T s v > 1

Nous devons préciser les dérivées de I’écart-type et de la variance par rapport aux variables de
position et d’angle.

Dérivées de 0,
k+1,

2

94,1 5.0 ((xrg1 — @)% + (w1 — 21)?)
- d

O0Tpy1 O0T11

7.1

= Y (@r1 — 1) 0g ((Tes1 — 20)° + (Tpy1 — 1))

- (@41 _(;I;;r:__(:il - :Cl)Q)Ud (@rs1 — )* + (Tpg1 — 1)?)

2

On reconnait la composante suivant ’axe des abscisses du vecteur formé par le mobile et ’amer.
En utilisant la notation Agcﬁ€ 41 = T — Tk41, on en déduit par substitution

ECd l Axl

k+1, k 9 )
_O%k+15t . +1 B

0%k41 v PZ 12 04 (($k+1 1) + (Tr41 — 1) )

AmkH

k412 Odpi1,l
Pi,

w2

De méme, on a pour la composante yx41

l
ao-dk+11l _ AykJrl

—5 0 .
2 Ydiiq,l
ayk-{-l Z+1 k+1

On peut maintenant déduire les dérivées partielles du second ordre. On a, pour la composante
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Th41,
2 l ! l !
oy, 1 Azy Az Azy Az
— GR+1, — | = b S h — kL o
82$k+1 k12 drtsl k14 di41,l or12 k12 Cdisnnl
2 i i1 i1
1 2
_ v Azy iy
e | BT (V=27 ) T
Pi, Pi,
et de méme
2 1 2
9 i1, o v 1+ (’Y _ 2) Ayk-ﬁ-l o
0*Yrt1 k412 k+12 det1,l
U 1

Pour la dérivée croisée, on a

2 ! ! ! !
04,11 . 2A‘Tk+1Ayk+1 7A$k+1 Ayyiq o
8yk+1azk+1 ]_c+14 djt1,1 I.C+12 I.C+12 dt1,l
le 1 1
l l
S B e T eSS
12 T k12 k12 desnl
i pil [
Dérivées de o2
digy1,l
o> O (w1 — 20)% + (w1 — 21)?)
deril 9 k+1 1 k+1 1
0Tp41 OTpi1
2 2 2\7—1
= 2y (zhy1 — 21)0g ((Trg1r — 21)° + (Thg1 — 21)?)
Te+1 — 21
) (@xs1 — 1)

K (41 — 21)? + (g1 — xl)z)"d ((szrl —2)* + (21 — 1) )

En utilisant la notation Az}, = z; — 211, on en déduit

80'3 1 AZE
ML = 2y k+21 o7 (Tr1 — 1)° + (Tpg1 — m1)°)
aZCkJ,_l pZ+1
l
_ Ay 2
- v k412 Akl
Pi,

De méme, on a pour la composante yx41



Annexe C

Détails du calcul de 71, Jo et 3

La détermination des coits J1, Jo et J3 nécessite de déterminer les primitives de fractions
rationnelles de la forme Le calcul des différents termes nécessite donc la détermination d’intégrales
de la forme : (n € {1,2,3},1 € {4,4,k}) :

n i ux + v
H™ (L u,v,2_, 2+) :/L (alz2+b1x+cl)”dx (C.1)

C.1 Intégration

Pour déterminer ces grandeurs, on exploite la propriété d’intégration par parties et les primitives

suivantes :
/z+ dx 2 (a cta <2ax++b) arcta <2ax+b>)
———F—— = — |arctan | ——=—— | — arctan | ———
. ar’+br+c /D VD VD

C.2
2 arcta 2V Da(x, —x_) (©2)
= —— arctan
VD D + (2azx4 + b)(2az— + b))
en utilisant la propriété remarquable arctan o — arctan 8 = arctan 10:0?5
i /C”+ dx _ 1 2a1 +0b B 20— +b
"Joo (az?+bz+c)"tt D \(az? +bay + o) (az? +ba_ + o) 3
+2(2”*1)a/z+ dx (C-3)
nD e (ax?+bx+c)"
/z+ zdx :iln ax§_+bx++c 7i/r+ dx (C.4)
. ar?+br+c  2a ar® +bx_ +c¢ 2a J, ax?+br+c
et
v /I+ xdx -1 2¢ + bxy 2¢ + bx_
" o (az? +bz+c)"t1  nD \ (a2l + by +c)"  (ax® +br_ +c)" ©5)

Cb(2n-1) /”ﬂ+ dx
nD - (ax? 4+ bx +c)”

avec D = 4dac — b°.

213
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Pour n=1 On obtient en s’appuyant sur les propriétés précédentes, en notant D; = 4a;¢; — b7

T4 d T4 1
H(l)(l,u,v,x,,:er):u/ LJrv/

» ax?+ b+ ax? + b+ ¢ *
U wz? + by + ¢ b u /I+ dx
=—1In +(v—— -
2q; ax? + b + ¢ 2a; ) J, ax+bx+q

u (pl(z+)> 2 ( blu> 2v/Diay(ry —x_)

— In + —— (v — — | arctan

2aq pi(z_) VD 2aq D+ Qajzy + by)(2a12— + b))
u p

- " 1(24)
a 21111 (Pl(x))
2a;v — bu 2v/Djay(xy — )

arctan

aiv/'Dy Dy + 21z 4 + b)) (2010 +by))

+

Ce qui équivaut &

2vDjay(zy —x_)
HY (L u, v, o_,o+) = v n (pl($+)) 1 1Y arctan + . C.7
( ) ! pl(xf) ol D+ (2alz+ =+ bl)(2al:c, =+ bl) ( )

(”._L 1) ._2av—bu
avec v =g - et 1y = D

Pour n=2 Ona
X+ dX T+ 1
H®(1 _ = / - / d
b v,ooah) =u o (@b tar ), (et ar

—u (2¢ +bxy  2¢ + b ub; /I+ dx
Dy D J, (alx2 + b + Cl)

p(r4) p(r-)
+U/L (az? + b + ¢;)? x

—u (2cl +bhxy 2¢ —l—blac_)

- D\ pilay) pi(x-)
2u by 2vDiay(zxy —x_) + /IJr 1

— s— arctan X
Dl% D; + (2alac+ + bl)(2alac_ + bl) (alacQ + bix + 61)2
(C.8)

or

/z+ dx 1 2a; 1y + by 2az_ +
e (qz2+bx+c¢)? Dy (al:ci +bhzy +c)  (wzr +br_ +a)

2a; [*t dx
Dy /L (z? + b + ¢)
1 2ai 24 + b 2ax_ 4+ b
- D, ((al:ci +bhxy +a) B (x® + o + cl))
4a 2v/Diay(z4 — ) (C.9)

+ —5 arctan
Dl% D, + (2alz+ + bl)(2alx, + bl)

N 1 (20,1I++bl 20,I+bl)

T D\ pley) pi(ao)
4 2v/D —x_
+ —a;arctan (zy —z-)
D? D;+ Qazy + b)) 2ayz— + by)
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on en déduit donc

H(z)(LU,U,ZEﬂ:EJr) B <2q +bhxy  2¢ +blz>

D\ pilzy) pi(z-)
2ub 2vDay(xy —x_)
- — arctan
DZE D; + (2alz+ + bl)(2alx, + bl)
1 <2alx++bl 20,I+bl>
+v— -
D, () pi(z-)
4 2D —x_

+v —a; arctan iz — )

D} Dy + Qaizy + b)) 2az— + by)

1 ((Qalv —bu)zy + (v — 2uc) 3 (2a;v — byu)z— + (bv — 2ucl))
Dy pi(zy) p(r-)
2(2 —b 2D, —x_

+ 7( alvs lu) arctan lal(h z )

D? D+ Qajzy + b)) (2aiz— + by)

D

1 Vl(271)$++yl(272) Vl(2,1)$_+yl(2,2)
pi(z) ()

2vDiai(xy —xz_)
D; + (2a1$+ + bl)(2alac_ + bl)

+ “1(2) arctan
(C.10)

JCEY)
avec Vl(z’l) =2aqv—>0bu), Vl(2’2) =(bv—2uq) et ,ul(z) =2
D2

Pour n=3 Ona

HO( +) /9”+ rdx N /””+ dx c1l
u, v, T, T+) = u
e o (a2 +bz+c)d v o (az?+ b+ ) (C.11)

Le premier terme se décompose comme suit en utilisant également :
T+ rdx -1 (2¢ +bxy  2¢ +ba_
/m, (@2 + b +a)® 2D, ( piley)  pian) )
3b [*+ dx
2D, /L (az? + b + ¢;)?
=1 (2 +by 20 bz
2D ( pi(ey)  pi(en) )
3b; [2a;x4++b 2ax_+1
2D} ( p(ey)  pileo) )
_ 3b <4al 2v/Diay (x4 — ) ) (C.12)

arctan
Dlg D+ (2alz+ + bl)(2alx, + bl)

=1 (2 +bry 2¢ +ba
2D, ( pixy)  pRa) )

3b (2a124 + b 2ax_ + b
- 2D12 ( ni(z4) - pi(z-) )

6 bray 2v/Diay (x4 — )

— arctan
DF D; + (2alac+ + bl)(2alx_ + bl)
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Le second terme se déduit également a partir de

/z+ dx - 1 <2alx++b12ax+bl>+%/r+ dx
e (qp2+bz+e)d 2Dl pi(zy) p?(z_) Dy J, (aqz?®+bax+¢)?

(2a1x++bl 2a$_+bl) ﬂ(2a1m++bl 2a$_+bl)
2Dl P} (z+) pi(x-) D} \ piley) pi(z_)
+ l2 arctan 2vDia(zs —z-)
Dl D+ Qazy + b)) ayz— + by)
(C.13)
Ce qui donne au final
(2,1) (2,2) (2,1) (2,2)
H(3)(luvx_ a+) = 1 vy oy ety
2D p%(er) pl( 7)
+3yl(2a) <2alx++b12ax+bl) (C.14)
2d2 pi(z) pi(z-)
(2)
2V D, —x_
+ ainy arctan (s — )
Dy Dy + (2a124 + by)(2a0— + by)

Pour n=4 Ona

T+ dx £+ dx
H@®( _ — / ad /
(lu,v,2_,2+) =u e thata) +v ettty (C.15)

par intégration par partie et en utilisant

T+ rdx =1 (2¢c + by 201 —l—blac 5bl dx
/m (a2 +bx +c)* 3 Dl ( p}(zy) a x_) ) 3 Dl (ale + bz +¢)?
2¢ + bl$+ 261 + bl:L'
T 3D < pixy) >
5b; 2alx++bl 2aa?_+bl
6D2 pi(zy) B )
5blal (2a1x++bl an_—i—bl)
pi(x-)
20 bia? 2v Dy (x4 —x)
- — arctan
D} D, + Qajzy + b)) (2aiz— + by)

(C.16)

de méme,

/m+ dx 1 <2alx++b12ax+bl>+10al /I+ dx
. (x2+bx+c)t 3D pi(zy) p3(z_) 3D, J, (qz?+bz+¢)d

1 (2alx++bl 2ax+bl) 5ay (2alx++bl 2aI+bl)

C 3D\ pi(ay)  pilao) 3D\ pizy)  pizo)
10 a} <2alx++bl B 2aa:_+bl)
D} \ pi(zy) piz-)
40 a? 2vD —x_
+ 0‘7” arctan iz — )
D7 D+ Qajzy + b)) (2a1z— + by)

(C.17)
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Ce qui donne

2,1 2,2 2,1 2,2
HY (1 u,v, 0, a+) = L <Vl( oy £ e 4y )>

“3h\ ) A
+51/l(2’1) <2alx++bl 2ax+bl)
2 2 - 2
6Dl D (.Z‘+) Py (‘T—) (018)
5a l/l(2’1) (2@1 ++b 2az- +bl)
D} pi(zy) pi(z-)
20 a? p\? 2vDia(zy —x_)

arctan
D? D+ Qajzy + b)) (2a1z— + by)
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Annexe D

Dérivation laplacien

D.1 Eléments introductifs

Considérons la fonctionnelle fq(M) = In(det(M)) définie sur ST et a valeurs dans RT. La
dérivée en M d’ordre 1 et 2, le long de la direction définie par une matrice B € S est donnée par

fi(M;B) = —te(M~'B) (D.1)
!(M;B) = tr(M'BM™!) (D.2)

et le gradient en M, f;(M)=—M"1.
Etant données des matrice A(n) et B(n) dont les coefficients sont des fonctions du paramétre réel
7, et pour toute application f définie sur I’espace des matrices associée, on a

U _ (4 240) 20D _, (2400 03)
B S )+ A (D.4)

et si A(n) est en plus non singuliére
P - a5 A ) (0.5)

Intéressons nous aux dérivées par rapport & un paramétre  de 'application f; appliquée & une
matrice A(X. En utilisant les propriétés précédentes,

Ofa(Am) _ (A(n)—l aA(n))

on on
et donc
Pfa(Am) _ (M(n)l 0A() 410 A(n))
*n B on on N 9%
= (4007 250 ) 250 g2 2200 (0.6)
= (40 252 a0 250 ) < (a0 T2 )
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Lorsque la matrice A dépend de deux paramétres 1:=(11,132), on a

8771 8772

O falAm) _ (aAgzrl a;;m A )gnA{gz))

— tr <A(77>1 aA(U) A(T})il 814(77) - A(T})il gj?‘ja(zl)) (D7)

o <A(77)1 8217;;7)/1(77)1 3A(77)> —tr <A(77)1 2727?55:773)

Quelques rappels sur les dérivées vectorielles

Soit € R™ et f une application de R™ dans R. Le gradient de f(z) par rapport & = est dé-
fini par le vecteur de dimention n vérifiant

Ve f(z):= : (D.8)
of(z)

Oy

De méme, pour une fonction g(z,y) de R™ x RP dans R, on définit le Laplacien comme la matrice
de taille n x p suivante :

Pf=@ . Pf=)
0y10z1 0y10z,

A=V, (Vig(r,y)) = : (D.9)
Pf= . Pf=)

Oypox, 0YypOxyp



Annexe E

Intervalles de confiance par la
méthode du profil de Vraisemblance

Ce chapitre en anglais est extrait de l’article :

F. Celeste, F. Dambreville, J. P. Le Cadre. Evaluation of a robot learning and planning via Extreme
Value Theory, dans les actes de 10" International Conference on Information Fusion, 9-12 Juillet
2007.

E.1 Derivation of the Value-at-Risk expression

Let X the random random variable of CDF F(z) and Xi,---, Xy a sample drawn from F.
From equation (B2ZH) F(x) can be written as a function of F,(y)

F(z) = (1 = F(u)Fu(x —u) + F(u)

From the Pickands theorem, F, can be replaced by the GPD distribution for u enough large.
Moreover F(u) can be estimated by (JV;V*N“)
the threshold u. We can deduce that

where N, is the number of observation which exceed

which finally gives

=

F(x)l%(leg(xu))

g

As z,, is defined as 1 — p = F(x,), it can be easily derived from the above equation

_ o N \¢ 1

E.2 Profile likelihood Confidence intervals

The profile-likelihood approach for confidence intervals calculation is as follows. Let 4 be the
Maximum Likelihood Estimate (MLE) of a parameter vector v = (y1,---,74) € I' € R% and L(.)
the log-likelihood function, it means :

- I
¥ = arg max ()
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To determine confidence interval for %, the log-likelihood function is considered as a function of
each component u = ~; by assuming the others as nuisance parameters and maximizing over
Li(u) ={y €Ty = uj :

filu) = max L(v)

fi is called the profile likelihood function related to component ;. It can be shown [CHZ74] that a
1 — « confidence interval of ; is given by :

CI(vi) = {ul = 2[fi(u) = L)) < xi.a}

where )(%a is 1 — a quantile of the x? distribution with 1 degree of freedom. Practically, the bounds
of the confidence interval is given by finding the root of the (nonlinear) function [VMS&S] :

Fiw) = fi(w) — (L(3) — 5x})



Liste des publications

Ce chapitre liste les différentes publications produites dans le cadre de la thése.

Chapitre d’ouvrage

F. Dambreville, F. Celeste et C. Simonin, Modélisation probabiliste de politiques et leurs opti-
misations pour la planification de capteurs. Chapitre de 'ouvrage Optimisation en traitement du
signal et de l'image, du Traité Information Commande, Communication (IC2) sous la direction
de P. Siarry - Hermes Science.- Février 2007

Version anglaise: Optimization in Signal and Image Processing — ISTE/J. Wiley.

F. Dambreville, F. Celeste, J. Dezert, F. Smarandache, Chapitre dans Advances and Applica-
tions of DSmT for Information Fusion Nro 3 : Probabilistic PCR6 fusion rule, Dr Jean Dezert and
Pr Florentin Smarandache editors, American Research Press, Rehoboth, 2009 (& paraitre).

Conférences internationales avec comité de relecture
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Résumé : Des avancées importantes ont été réalisées dans le domaine de la robotique mobile.
L’usage croissant des robots terrestres et des drones de petite taille, n’est possible que par l’apport
de capacités d’autonomie de mouvement dans I’environnement d’évolution. La problématique de la
localisation du systéme, par la mise en correspondance de mesures issues des capteurs embarqués
avec des primitives contenues dans une carte, est primordiale. Ce processus, qui s’appuie sur la
mise en oeuvre de techniques de fusion, a été trés étudié. Dans cette thése, nous proposons de
définir des méthodes de planification du mouvement d’un mobile, avec pour objectif de garantir une
performance de localisation & partir d’une carte incertaine donnée a priori, et ce lors de ’exécution.
Une méthode de génération controlée de réalisations de cartes bruitées, exploitant la théorie des
processus ponctuels, est d’abord présentée. Cette base de cartes permet de construire des cartes
multiniveaux pour la localisation. Le critére d’optimisation est défini & partir de fonctionnelles
de la borne de Cramér-Rao a posteriori, qui tient compte de l'incertitude sur la dynamique du
mobile et sur la cartographie. Nous proposons différentes approches, basées sur la méthode de
Cross-Entropie pour obtenir des stratégies de déplacement avec des modéles de dynamique discret
et continu. La qualité des solutions optimales fournies par ces approches heuristiques est analysée
en utilisant des résultats de la Théorie des Valeurs Extrémes. Enfin, nous esquissons une démarche
pour "amélioration ciblée des cartes sous contrainte de ressources afin d’améliorer la performance
de localisation.

Mots clefs : robotique, localisation, processus ponctuel, Borne de Cramér-Rao a Posteriori,
planification, méthode de Cross-Entropie, Théorie des Valeurs Extrémes.

Abstract : Important improvements have been done in robotics. More and more mobile robots
and small unmanned aerial vehicles are planned to be used in different applications due to their
ability to move autonomously in their environment. The localisation task through the matching
between measurements provided from embedded sensors and features given in a map is essential.
This process which is based on data fusion techniques has been well studied. In this thesis, our
main goal is to define a methodology for off-line path planning, in order to guarantee the best
performance of localization of the robot during motion execution. This performance takes into
account the uncertainty of the system dynamic and the uncertainty of the given environment map
representation. First of all, we introduce a way to generate random outcomes of the uncertain map
from a model of errors using the point process theory and produce a multi-level uncertain map for
localization. Then, the criterion for the planning is built from the Posterior Cramér-Rao Bound
for the estimation of the system dynamic and the map uncertainty. Both discrete and continuous
system dynamic models are considered. The planning problem is solved via heuristic approaches
based on the cross-entropy method. The analysis of the performance of the derived paths solution
is then made using the results of the extreme value theory. At the end, some ideas are introduced
to demonstrate that the map quality can be improved under resources constraints regarding the
localization performance criterion.

Keywords : Robotics, Localization, point process, Posterior Cramér-Rao Bound, planning, The
Cross Entropy method, Extreme Values Theory
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