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Résumé

La recherche du ou des services de calcul scientifique digipsrsur une grille qui
répondent aux besoins d’un utilisateur, aussi appelédagride services, est une activité
complexe. En effet, les services disponibles sont souvargus pour répondre de maniére
efficace a de nombreux besoins différents. Ceux-ci compiodttnc en général de nombreux
parametres et la simple signature du service ne suffit pas queal'utilisateur puisse le
trouver.

La solution proposée dans ces travaux consiste a utilisedescription formelle du
domaine d'application comportant 'ensemble des donnéele® opérateurs du domaine
ainsi que les propriétés des opérateurs. Dans le cadre taetloese, cette description est
effectuée sous la forme d’'une spécification algébrique.ddvice ou une requéte sont alors
des termes de l'algebre associée. En ce qui concerne lestigs, nous combinons le
sous-typage des sortes et la surcharge des opérateurdessiméme de type proposé par
G. Castagna pour la&-calcul. Le courtage consiste alors a effectuer un filtragedulo
la théorie équationnelle associée a la spécification, datterme représentant le service
souhaité et les termes représentant les services dispsnibl

Nous proposons et avons implanté deux algorithmes difféiaapirés d'un parcours
de l'arbre de recherche des solutions contraint par unetigg@iaénergie (hombre d’équa-
tions et/ou de compositions applicables). Le premier élyoe est directement dérivé des
travaux de Gallier et Snyder sur l'unification équationmeNous avons montré sa correc-
tion et argumenté sa complétude (ou exhaustivité). Le skatgorithme découle d'une
définition constructive de I'ensemble des services qui ppuvépondre a la requéte d'un
utilisateur. L'algorithme consiste alors en un parcoumdigalier de I'arbre construit pour
engendrer le service requis. Nous avons également montd@rigsction, et sa complétude
pour certaines formes d’équations.

Nous illustrons notre approche dans les domaines apfdicativants : algebre Ii-
néaire et optimisation, et nous nous intéressons au traitede la combinaison de domaines
applicatifs.

Mots clés Courtage de services, Filtrage équationnel, Spécificatigébriques, Grille.

Abstract The search for a computing service available on a grid whichesponds to an
user’'s needs, also called trading services, is a compléxtgctndeed available services
are often implemented to fulfill efficiently different regeiments.These services offer many
parameters and their signature is often not enough for asereescription.

The object of this work consists in using a formal descriptid the dedicated do-
main : the data, the operators and their properties. Thizigéien is carried out as an alge-
braic specification. Services and requests are then tertie afssociated algebra. For the
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sighatures, we combine sub-sorting and overloading ofatpes by using the type system
proposed by G. Castagna for th&-calculus. Trading is then implemented as an equational
matching modulo the theory associated to the specificatietween the term representing
the required service and the terms representing the ala#abvices.

We propose two algorithms inspired from a traversal of thieitem search tree
constrained by an amount of energy. The first one is direapired from the work of
Gallier and Snyder on equational unification. We have pratgedorrectness and argued its
completeness. The second one is derived from a construigifieition of the set of ser-
vices which answer the user request. We have proved itsatoess and its completeness
for some kind of equations.

We illustrate our approach with applications to linear hlgeand optimization and
an interaction between these two domains.

Keywords Trading, Equational matching, Algebraic specificationidGr
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Laproblématique

Nous assistons depuis une dizaine d’années a une évol@stechniques informa-
tigues qui conduit a une globalisation des ressources gré@mar mise a disposition sur le
réseau mondial. L'accés aux ressources devient ainsi ablaldux réseaux d’électricité ou
d’eau, avec les notions de « Computational Grid », « Data@age Grid » ou « Service
Grid » (grille de calcul, de stockage ou de service). Ceotgses peuvent aussi bien étre
des données, des services (sous forme de composants Ingieidonctions dans une bi-
bliothéque téléchargeable ou de services exécutablesaacksavec échange des données
et des résultats, ...), des machines, voire des équipememegesures (microscope électro-
nique, ...) ou d'interactions (réalité augmentée, ...}t€adisponibilité de ressources diverses
introduit le besoin de mécanismes permettant de trouvaegsources répondant le mieux
aux besoins d’'un client. Ces mécanismes sont appelés geudtaressources.

Deux types de préoccupations peuvent étre pris en comptae @art les aspects
fonctionnels et d’autre part les performances ou aspectdarxctionnels. Dans le cas des
aspects purement fonctionnels, nous nous retrouvons daaslte de la recherche de fonc-
tions dans une bibliothéque. Dans le cas non fonctionrepri&ccupations peuvent concer-
ner les performances, le volume mémoire nécessaire, ldé&dal service, le temps de cal-
cul, le débit et la latence de communication, I'espace dekatge, ... Des intergiciels de
grille comme Globu [EK97], XtremWeb[FGNCU01], NetSolve [AABO1], DIET [CDL™02],
NINF [TNST03], ITBL [ESYHO3] ou encore CONDORITTL05] participant arkesolution
des problémes de cette seconde catégorie.

Dans certains domaines, comme le calcul scientifique owaltetnent d'un grand
volume de données, les deux aspects sont trés importarits.thivail se place dans le cadre
de ces domaines. Nous nous intéressons plus particulistemeourtage fonctionnel, dans
le but de l'intégrer par la suite aux intergiciels de grilbe qui permettra de coupler un
courtage fonctionnel précis et un courtage non fonctiopediormant.

Le courtage fonctionnel associe a chaque composant unepdiescde sa séman-
tique, c’est-a-dire des fonctionnalités rendues, puidroote la description du service re-
cherché a I'ensemble des descriptions des services didpsnlLes technologies actuelles
de courtage reposent sur le nom du service, I'équivalente &% signatures des opéra-
tions (types des parametres et des résultats), des metetétds des ontologies. Malheu-
reusement, ces solutions ne permettent actuellementgiag, exprimer des informations

Ihttp://www.globus.org/
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suffisamment précises sur le calcul effectué par le sersaiede disposer d’'une comparai-
son entre les descriptions en temps fini.

L'objectif principal de nos travaux est de répondre a cefgcdifés. Nous proposons
pour cela d'utiliser une description de cette sémantigspiige des techniques formelles
de spécification et de développement du logiciel. Un problémajeur se pose dans le cas
général : soit la sémantique est trés pauvre, soit la conspara’est pas compléte ou dé-
cidable (les algorithmes de comparaisons peuvent ne pasme). Si la comparaison est
semi-décidable, il existe alors un algorithme qui donne rép@nse positive en temps fini
en cas d'égalité et dont I'exécution peut étre infinie en camgdalité. Dans le cas de la
semi-décidabilité, nous pouvons envisager de borner Ipgeattribué a l'algorithme de
comparaison. Nous comparons alors les services disperalte la requéte de I'utilisateur.
Si la réponse est obtenue dans ce délai, nous la transmetinas nous concluons que le
service ne répond pas aux besoins. En augmentant cette housgpouvons obtenir succes-
sivement les différents services qui répondent a la req&&telonnant la maitrise de cette
borne a l'utilisateur, celui-ci pourra 'augmenter jusgjétre satisfait ou décider de s'ar-
réter. Ces procédures de comparaison sont souvent cogitéaseestriction a un domaine
d’'applications limité permet généralement de réduirescatmplexité.

L'originalité de I'approche que nous proposons consistecdd’une part, a utiliser
une sémantique précise disposant de procédures de cosguasaimi-décidables, et d’autre
part, a se placer dans des domaines d'application spédifiopier disposer d’'un nombre
d’'opérations restreint et de meilleurs temps de réponseirifermations sémantiques se-
ront fournies par des spécialistes du domaine applicatifaai mon spécialistes du forma-
lisme choisi pour exprimer la sémantique. Il faut donc quadéement des informations
soit totalement automatique.

L'objectif de ces travaux est donc I'étude de I'apport d'wlescription de la séman-
tique des services issue des techniques de spécificationslfes dans le cadre du courtage
de services dans des domaines d’application restreints.

De plus, nous ne voulons pas seulement étre en mesure dierdies services qui
permettent de résoudre un probléme fonctionnel, mais noulnrs aussi donner les va-
leurs que doivent prendre les paramétres pour répondreatlepre posé. Nous voulons
également pouvoir renvoyer les compositions de servicesegalvent le probléme.

Le projet TLSH [DGH™04, CDL"06,[CDD"05,[DHP0%] financé par I'ACI GRIB
comporte les composants PRUNE et WEAVER de description ebdgage de services et
de données sur une grille. Celui-ci nous fournit un premiggtsd’étude en algébre linéaire
creuse. Cette approche est ensuite étendue a d’autresreksnaiaint la semantique peut étre
décrite précisément et simplement par un langage d'expresmathématiques. Actuelle-
ment, seule I'optimisation a été traitée, mais d’autres @iogs comme les statistiques et
probabilité, le traitement de I'image ou le traitement dynsi sont en cours d'étude.

De cette analyse rapide émergent les besoins suivants :
R1 Les procédures de courtage (comparaison de la requéte seiddses) doivent
étre semi-décidables.
R2 La description d’'un domaine d'application doit étre réathie par un spécialiste
de ce domaine qui n'est pas spécialiste du formalisme choisi
R3 Le traitement de cette description doit étre completemetaraatisé.

2http:/iwww.enseelnt. friimartise/index. html
3http://WWw-sop.inria.fr/aciigrid/public/acigrid.ntm
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R4 La description doit étre assez précise pour que la comparigisse permettre
I'extraction des valeurs des parametres des services.

R5 La méthode de comparaison doit répondre a des contrainfesfdemance, nous
devons donc pouvoir implanter des heuristiques d’acaidérde 'algorithme.

Dans la suite de ce chapitre, différentes descriptionsifjesset les méthodes de compa-
raison associées vont étre abordées. Nous identifieroles cpli répondent a nos besoins
et expliguerons pourquoi notre choix s’est porté sur lesifipations formelles et, en par-
ticulier, sur les spécifications algébriques. Nous détaills ensuite différents projets avec
lesquels nous avons des préoccupations communes et comelesici peuvent étre prises
en compte.

Dans le deuxiéme chapitre, nous reviendrons plus en détaliés spécifications al-
gébriques et formaliserons notre probleme. Les troisiehguatriéme chapitres détaille-
ront deux prototypes qui ont été réalisés pour répondrera pobblématique. Le premier
est basé sur les travaux sur l'unification équationnelle d#igs et Snyder([GS&9] et le
second est dérivé de notre formalisation du probleme. Lmieretraite les différents sous-
problémes engendrés a partir du probléme initial de factaieiment indépendante et pa-
ralléle, alors que le second réalise un traitement en ek implique que le premier est
facilement parallélisable, mais que le second détectertesirs de facon plus précoce et
est donc plus efficace algorithmiquement. La correctiondges algorithmes sera montrée
ainsi que la complétude du second dans le cas de théoriesofmadies particuliéres. Nous
illustrerons ensuite les possibilités de notre approchelifiérents exemples issus de deux
domaines (algébre linéaire et optimisation). Nous cowndsipar un bilan et I'exposition de
perspectives.

1.2 Descriptions possibles et méthodes de comparaison asses

Difféerentes approches existent pour la description et leatege de services. Une
étude pour la réutilisation de code a été effectuée dans [ME]MDans ce chapitre, nous
reprendrons certaines des descriptions étudiées dangiclet, anais nous en décrirons éga-
lement d’autres. En effet, cet article date de 1998 et deelmsvtechniques ont vu le jour
depuis. Notamment, I'apparition des web services a fairemale nouveaux besoins et de
nouvelles solutions.

Un web service est un composant réalisé dans un langageoqqake, déployé sur
une plate-forme quelconque et enveloppé dans une couatastaexprimée en XML. Il
peut étre découvert et invogué dynamiquement par d’augasces. Afin que cette dé-
couverte et cet appel soient réalisables, une descriptidrétte ajoutée a ce web service.
L'ensemble s’integre dans le web sémantique. Cette déiseripe fait initialement a I'aide
de wspDH (Web Services Description Language) qui est une approckéebsur les si-
gnatures, et/ou R[E:(Resource Description Framework) [L$99] et U[?ljui sont des
approches par mots-clés. Pour pallier le manque de praadigaces descriptions, des on-
tologies ont été développées pour exprimer la significatiess mots-clés et des relations

Anttp:/iwwWw.w3.org/ TR/wsdI
SHttp /IWWW.W3.0rg/RDF/
Shttp://www. uddr.org
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qui les lient. DAML+OIL[ et owLH [MvHO04] sont des langages utilisés pour décrire ces
ontologies.

Nous retrouvons cette approche par signature dans lesciygsralassiques des lan-
gages de programmation, des composants, des types ahstegitmodules, ... Cette infor-
mation peut également étre enrichie de mots-clés pour gypame information complé-
mentaire.

Il existe d’autres descriptions plus formelles comme l&gjzations algébriques, la
logique de Hoare, qui permet d’exprimer la sémantique parelations logiques entre les
parametres et les résultats. Nous nous intéresserons auftisuperement a la description
par spécifications algébriques, qui est celle que nous adoatée.

Les différentes descriptions seront développées surrtiple suivant, ou les lettres
majuscules désignent des matrices et les lettres grecaggescdlaires. Les services dispo-
nibles seront :

— servy(matriz A,matric B) = A+ B

— servg(matriz A,matriz B) = A*x B

— servs(matriz A, matriz B, matriz C,matrix D) = Ax B+ C % D

— servy(real a,matriz A) = a* A

1.2.1 Les signatures et isomorphismes de types

Les caractéristiques des services les plus faciles a olstamtile nombre et le type des
entrées (parametres) et sorties (résultats). La plupartashgages de programmation pro-
posent de définir les signatures des méthodes dans unegsteEn Corhig par exemple,
les interfaces sont exprimées en I(Interface Definition Language) et des mécanismes
d’introspection d'interfaces (DIl et DSI [GGM99]) permetit la découverte des signatures
des services disponibles. La signature des services egtfonmation importante que doit
contenir la description d'un service. En effet, si le sexvést invoqué avec des types incom-
patibles avec la signature, il y aura une erreur.

1.2.1.1 Technique de description : IDL (CORBA)

En IDL, linterface décrivant les services de notre exengéerit de la facon sui-
vante :

matrix servl(in matrix A, in matrix B) ;
matrix serv2(in matrix A, in matrix B) ;
matrix serv3(in matrix A, in matrix B,

in matrix C, in matrix D) ;
matrix serv4(in real alpha, in matrix A) ;

Notons que les types ne sont pas suffisants pour distingner seserv2.

7http://www.dam|.org/ZUUU/lZ/reterence.ntml
8ht’[p://WWW.WS.0[’(1/2()04—/()WL/
®http://Www.omg.org/corba/
http:/iwvww.omg.org/gettingstarted/omg idl.htm
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1.2.1.2 Technique de description : WSDL (Web Services)

Dans le cas des web services, un fichier WSDL (Web Servicesipgsn Language)
est utilisé pour décrire les types des parametres d’entrde sortie. Le fichier suivant est
un extrait du fichier WSDL engendré a 'aide d’Alﬂspour décrire les entrées et les sorties
des services 1 et 2. Pour simplifier le fichier et ne pas avaérérde mapping des données,
les matrices ont été remplacées par des entiers.

<wsdl:message name="serv2Request">
<wsdl:part name="A" type="xsd:int"/>
<wsdl:part name="B" type="xsd:int"/>
</wsdl:message>
<wsdl:message name="servlResponse">
<wsdl:part name="serviReturn" type="xsd:int"/>
</wsdl:message>
<wsdl:message name="serv2Response">
<wsdl:part name="serv2Return" type="xsd:int"/>
</wsdl:message>
<wsdl:message name="servlRequest">
<wsdl:part name="A" type="xsd:int"/>
<wsdl:part nhame="B" type="xsd:int"/>
</wsdl:message>
<wsdl:portType name="ExempleThese">
<wsdl:operation name="servl" parameterOrder="A B">
<wsdl:input message="impl:servlRequest"
name="servlRequest'"/>
<wsdl:output message="impl:servlResponse"
name="servlResponse"/>
</wsdl:operation>
<wsdl:operation name="serv2" parameterOrder="A B">
<wsdl:input message="impl:serv2Request"
name="serv2Request"/>
<wsdl:output message="impl:serv2Response"
name="serv2Response"/>
</wsdl:operation>
</wsdl:portType>

Les noms des services et des parametres sont présents ddnadisies de la forme :
<wsdl:operation name="NOM" parameterOrder="P1 ... Pn">
Les types des parameétres sont présents dans des balisdereda

<wsdl:message name="NOMRequest">
<wsdl:part name="P1" type="T1"/>

<wsdl:part name="PN" type="TN"/>
</wsdl:message>

Le type de retour est présent dans une balise de la forme :

<wsdl:message name="NOMResponse">
<wsdl:part name="NOMReturn" type="T"/>
</wsdl:message>

nttp:/iws.apache.org/axis/
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Les types possibles sont ceux définis a l'aide des balisesiplesType » et « com-
plexType » de XSD (XML Schema Definiticﬁ)

1.2.1.3 Technique de comparaison : Isomorphismes de type

De nombreux travaux ont été réalisés pour trouver un nomreeselans une librai-
rie a partir de la signature du service recherché. Citonexemple|[Rii80 RT89, ZW93].

Ces travaux soulignent I'importance de ne pas se limitereconrespondance exacte
des types. En effet, la fonctionnalité du service est la méntterdre des paramétres du
service est permuté. Mais, il peut également étre inténesiaproposer des services dont
la signature se rapproche de celle recherchée sans étreaytant, exactement identique.
Dans le cas de systémes polymorphes, il peut aussi étresatart de renvoyer des signa-
tures plus générales que la requéte.

Les travaux existants permettent par exemple de retroevservice 4 a partir des
recherches des signatures suivantes :

— (real, matriz) — matrix

— (matriz,real) — matrix

— matriz — (real — matriz)

— real — (matriz — matriz)

Dans [ZW93], une procédure pour rechercher des moduleéseptés sous la forme
d’'un ensemble de services est proposée. Elle est, elle, aelssiée pour pouvoir trouver
une sous partie du module.

Dans |[DPROB], les auteurs proposent de retrouver unedcedans le contexte d’'un
langage objet. lls se placent donc dans le cadre de typesifiécavec sous-typage et d'un
produit cartésien associatif et commutatif.

Cette recherche des types isomorphes est réalisée a pamtersemble figé d'équa-
tions sur les types. Des propriétés telles que la commitéatians les paires pourront étre
décrites, mais si un nouveau type est ajouté (comme lestB)pl’intégralité de I'algorithme
de comparaison doit étre reconstruit.

1.2.1.4 Limites de I'approche

Il est évident que ces mécanismes peuvent limiter I'espacecherche d’'un service,
mais ils ne permettent pas de répondre entierement a nofo&pre.

La raison la plus évidente est qu'ils ne distinguent pas demxices qui ont la méme
signature. Par exemple, il sera impossible de distingueraadldition (serv1l) d’une multipli-
cation (serv2) ce qui est, dans notre contexte, un obstagjeuma I'utilisation d'une telle
description et méthode de comparaison.

De plus, si notre requéte estq(matriz X, matrix Y, matrix Z) = X = (Y + Z),
aucune correspondance ne sera trouvée alors que la coimpaolgs services servl et serv2
ou un choix judicieux des parametres de serv3 permettrderépondre a cette requéte.

Néanmoins, cette description n'est pas écartée car, @ritautres informations,
elle peut permettre de réduire I'espace de recherche. Hlaide seule, elle n'est pas assez
expressive pour pouvoir répondre a nos objectifs.

2http:/iwvww.w3.org/ TR/XxmIschema- 1/
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Dans I'approche que nous avons choisie, la comparaisohpasffectuée en faisant
une restriction de I'espace de recherche grace aux type sliune comparaison plus
poussée, pour plusieurs raisons :

— Le fait que nous cherchions également les compositionergiizas implique qu’un
service peut partiellement répondre a notre requéte, $tdenc pas pertinent de
rechercher la signature compléte.

— Nous acceptons des signatures beaucoup plus complexeslpigue nous cher-
chons, car nous autorisons que des parameétres qui n'agiesesur I'aspect fonc-
tionnel du service soient présents dans la signature. Negaurons pas les déter-
miner, mais nous ne rejetons pas le service pour autant.

— L'ordre des parametres n’intervient pas dans notre dfgog, puisque c'est la
fonctionnalité en elle-méme qui est décrite. C’est le nonpaameétre et son role
qui est important et non sa position dans la signature.

1.2.2 Exploitation de mots-clés

Le probléme de I'approche par signatures étant 'absengerdeignements sur le
lien entre les paramétres en entrée et les résultats en,smtte approche peut étre com-
binée avec une description a I'aide de mots-clés, qui pedagiuter I'information man-
guante et ainsi de se rapprocher au plus prés de la sémardgjleedu service.

La description par mots-clés peut prendre différents dsgmmr un service donné :
un seul mot-clé, une liste de mots-clés, une unique asgwcitribut / mot(s)-clé(s) ou une
liste d’associations attribut / mot(s)-clé(s).

L'avantage de cette approche est que la comparaison dedaglies qui en découle
est simple (égalité entre mots-clés ou inclusion d’'une kit mots-clés dans une autre).

1.2.2.1 Technique de description : Corba Trading Service

Cette approche par mots-clés est utilisée dans Corba Tr&airvice. Larader ser-
vice est un service de pages jaunes. Il permet de décrire lessgpar une interface défi-
nissant les opérations et les attributs pouvant étreégiks une liste de propriétés décrivant
le service sous la forme de séquences de pairesh (de I'attribuvaleur). La recherche
d’'un service s'effectue alors en indiquant les valeurs aitébs pour les propriétés. Dans
notre exemple, nous choisissons de décrire les servicagla l’'un nom plus explicite que
SErv;.

servl.nom("matrix-addition");
serv2.nom("matrix-matrix-multiplication");
serv3.nom("matrix-matrix-addition-multiplication");
serv4.nom("scalar-matrix-multiplication™);

L'addition et la multiplication peuvent maintenant étréétienciées, mais la connais-
sance du nom d'un service est requise pour l'utiliser. Il dgic nécessaire soit de le
connaitre, soit de le deviner.

Nous pourrions ajouter une propriété « description » quinggtrait de décrire plus
précisément le service, mais la fagon de décrire un mémécsesst différente selon les
personnes. Linterprétation sémantique du vocabulaitg gférer et méme la langue de
la description peut varier. De plus, s'il parait envisageate décrire les deux premiers
services en langage naturel, il sera plus difficile de dédeirtroisieme de maniére unique
et non ambigué.
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1.2.2.2 Technique de description : RDF

RDF est un standard de description de méta-données. Cetieaion est écrite sous
la forme d’un document XML. Comme le service de courtage dd&elle est basée sur
des pairesriom de I'attribut valeur). Elle en présente donc les inconvénients. Néanmoins,
la forme de la valeur peut étre plus complexe qu'une chairmdectéres, ce qui laisse une
plus grande liberté. L'exemple suivant propose une desoniglu premier service.
<rdf:Description rdf about="serv1">

<p:parameters>
<rdf:Seq>
<rdf:li nom="A" type="Matrix" />
<rdf:li nom="B" type="Matrix" />
</rdf:Seq>
</p:parameters>
<r:result>Matrix></r:result>
<n:nom>addition</n:nom>
<s:specification>A+B</s:specification>
</rdf:Description>

La valeur d’'un attribut peut contenir des balises XML. Dae<as il faut indiquer a
I'analyseur RDF de ne pas interpréter le balisage mais d=dair comme faisant partie de
la valeur.

Dans I'exemple donné, la spécification sous la forme d'ur@rehde caractéres «
A+B » pourrait alors étre représentée par un terme MAT Rt OpenMalE. Le champ
valeur pouvant prendre une forme quelconque, nous poudoms intégrer notre descrip-
tion a RDF.

En utilisant la notation OpenMath, nous avons alors unerig®n du premier ser-
vice de la forme :

<rdf:Description rdf about="serv1">
<p:parameters>
<rdf:Seq>
<rdf:li nom="A" type="Matrix" />
<rdf:li nom="B" type="Matrix" />
</rdf:Seq>
</p:parameters>
<r:result>Matrix></r:result>
<n:nom>addition</n:nom>
<s:specification rdf:parsetype="Literal">
<OMA>
<OMS cd="arithl" name="plus"/>
<OMV name="a"/>
<OMV name="b"/>
</OMA>
</s:specification>
</rdf:Description>

Bhttp:/www.w3.org/Math/
Ynttp:/ivww.openmath.org/
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1.2.2.3 Technique de description : UDDI

uDDIEj (Universal Description, Discovery and Integration) prepaun service de
pages blanches, c’est-a-dire une recherche par nom, unesdespages jaunes, c'est-a-dire
une recherche par classification et catégorisation degsenil inclut aussi un service de
pages vertes, qui définissent les informations technigoas gommuniquer avec un web
service particulier.

Nous retrouvons une approche similaire aux deux autreggedcment exposees.

1.2.2.4 Les limites de I'approche

Les inconvénients de cette approche sont liés au langageshajui introduit tou-
jours des ambiguités. Il n'est pas facile de deviner quetctésera utilisé et méme quelle
langue sera utilisée. Pour que cette technique donne derésulsats, il faudrait donc étre
sOr que la personne qui décrit le service et la personne gecherche utilisent « le méme
langage », sinon ils pourront utiliser des termes diffé&rgaiur un méme concept ou utiliser
un méme terme pour représenter deux concepts différents.

De plus, méme s'il parait assez simple de s’accorder suramggeié et éventuellement
sur quelques mots-clés, il reste difficile a partir de cessratits de décrire un service com-
plexe qui compose plusieurs opérateurs du domaine. Ceenesfet trés courant dans les
bibliothéques d’'algébre linéaire qui proposent en faita@spositions de plusieurs services
simples pour améliorer le partage des données et les perfices. Nous remarquons que
cet exercice est déja non trivial pour le service 3.

Une premiére « amélioration », pour aller dans ce sens, preutréuvée dans RDFS
(pour « RDF Schema »), qui offre la possibilité de définir urdéle de méta-données afin de
donner du sens aux propriétés associées a une ressourca@efodes contraintes sur les
valeurs associées a une propriété afin de lui assurer awssignification. Les ontologies
dans le cadre du Web Semantique permettent de répondreatnsete ces problemes.

1.2.3 Web sémantique : les ontologies

Les ontologies ont été introduites pour résoudre le probldmmanque d'expressi-
vité, de complétude et de cohérence des descriptions Enéiedd Elles doivent permettre
a l'utilisateur de décrire des domaines explicitementggiureusement.

Dans [AvHO3], les auteurs citent les cing principaux ohjecuivants :
une syntaxe bien définie ;

— une sémantique bien définie;

— un support de raisonnement efficace ;

— une expressivité suffisante ;

— et une facilité d'expression.

owLEd [MvHO4] (qui a pris la succession de DAM+CH) est le standard W3C pour
les ontologies. Pour résoudre le probléme d’expressiviié performance du raisonnement
sur les ontologies, trois sous-langages différents ondéiais :

— OWL Full

— est tres expressif et totalement compatible avec RDF;
— mais est indécidable.

Shttp:/iwww.uddi.org/
1ehRttp/iWvwWw.w3.0rg/2004/0OWL/
Rttp:/iwww.daml.org/2000/ 1 2/reference.htmi
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— OWL DL (Description Logic)
— perd la compatibilité complete avec RDF;
— mais gagne le raisonnement efficace et la décidablilité .
— OWL Lite
— aun raisonnement efficace et décidable et est facile aautjli
— mais est tres restreint coté expressivité.

Les ontologies se basent sur la description de classes|al®ms entre les classes
(héritage, exclusion, ...) et de propriétés sur les clasisles objets instances de classes.

Le raisonnement sur les ontologies OWL est possible car O¥tlagsociée a des
logiques de description ce qui permet d'utiliser des outidsdéduction tels que FaCT /
FaCT+E9 et RACER,

Le probleme des ontologies est que nous ne maitrisons paskmisme de déduction
sous-jacent. Ainsi, il faut faire un choix entre I'expres® et la décidabilité du raisonne-
ment.

Notre probléme pourrait étre décrit grace a une ontologes @utils tels Proté@
[NSD™01] qui posséde un greffon OWLTKENMD4] rendent ces desicrifst relativement
accessibles aux utilisateurs novices. Néanmoins, nousaiteisons pas la logique de dé-
duction sous-jacente et les algorithmes qui intervienpent décider de I'égalité de deux
descriptions. Nous savons que, pour étre précise, cetteiplesn sera complexe et qu'il
sera nécessaire d'appliquer des heuristiques partiesliée déduction pour améliorer les
performancesK5). Cela ne sera pas possible avec les ontologies puisquesoouses tri-
butaire de la logique associée. Pour la modifier, il faudraiter de nouvelles heuristiques.
Nous perdons alors le bénéfice d'utiliser les ontologies pewr mécanisme de raisonne-
ment associé.

1.2.4 Les spécifications formelles en génie logiciel

Nous venons de voir que des descriptions semi-formelldss tes signatures ou les
mots-clés (sémantique pas clairement définie ou trop pauneg@ermettent pas de résoudre
le probléme de facon satisfaisante. Nous avons égalemeqi’vae description basée sur
des ontologies entraine une indécidabilité qui ne nousienhpas, ainsi qu’'une dépendance
trop forte a la logique sous-jacente. De plus, au moment sutravaux ont débuté, les
ontologies en étaient a leurs débuts et tous les outilsiaidtpas encore disponibles ou
complets. Nous nous sommes donc intéressés aux spécifcédimnelles en génie logiciel.
Notons que les ontologies sont trés proches de certainesigees de spécifications a base
de logique des prédicats.

1.2.4.1 Logique des prédicats du premier ordre (langage Plog)

Prolo@ est un langage de programmation logique basé sur le calsydrédicats du
premier ordre. Il exploite trois constructions : les fales régles (représentées a l'aide de

18nttp://owl.man.ac. uk/factplusplus/
1%hRttp:/iWwWw.racer-systems.com/

2Chttp:/iprotege.stantord.edu/

2http://WWW.SWi-prolog.org/ ,Inttp:/fgnu-prolog.inria.fr/
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clauses de Horn) et les requétes. Les deux premiers éléfoemisnt une base de connais-
sance sur laquelle il est possible de raisonner par dédugtiécanisme de résolution) pour
répondre a une requéte.

En décrivant les propriétés de notre domaine d'applicajidce a des régles, la com-
paraison des services réalisables et de la requéte déshtailir serait alors une requéte a
laquelle Prolog devrait répondre.

Prolog possede un mécanisme pour construire toutes lesosslypossibles, en uti-
lisant un parcours en profondeur d’abord. Il nous renveorecdoutes les affectations pos-
sibles pour les paramétres du service avec lequel est cérigpaquéte (y compris s'il y en
a une infinite).

Néanmoins, les obstacles a l'utilisation de Prolog sont :

— la représentation des régles sous forme de clauses de Horeffet ces regles
sont orientées. Dans notre représentation du domaine tde®gigalités que nous
voulons spécifier. Nous serons donc amenés a introduire lansecpour chaque
sens d’orientation de notre équation. Cela conduira a lsilpitig® pour Prolog de
boucler.

— l'ordre dans lequel est parcouru I'arbre de recherche.ften, €rolog réalise un
parcours en profondeur d'abord. Il pourra donc étre amendualér sur des so-
lutions infinies ou sur une répétition de solutions (s'il bleusur deux clauses
représentant les deux orientations d’'une méme équatiars) teauver toutes les
solutions finies au préalable. Il n’est donc pas directersenti-décidable, un ef-
fort de codage particulier est nécessaire pour qu'il trdegesolutions finies en
premier.

— la difficulté d’appliquer des heuristiques particuliepsur I'ordre d’application
des régles. En effet, pour résoudre les problémes évoquisssils, il faudrait
mettre en place des mécanismes pour changer la stratéganskeuction des so-
lutions. Cela consiste a programmer un algorithme paiticen utilisant Prolog
comme un langage quelconque sans bien exploiter ses sipésific
Ces heuristiques particuliéres peuvent étre égalememssaéices pour améliorer
les performances de 'algorithme, comme évoqué dans lspgelives.

L'utilisation de Prolog, nous aurait permis de reprendrenfecanisme de déduction
mais aurait entrainé une difficulté dans la mise en placeud$t@ues pour I'ordre d'appli-
cation des regles. En effet, Prolog est intéressant si rmusagons exploiter son parcours
en profondeur d'abord. Il est facile de borner cette profamdmais dés que nous voulons
modifier ce parcours, ajouter des contraintes sur I'ordapplication des régles ou de par-
cours des branches, Prolog n’est alors plus adapté.

Voici un exemple trés élémentaire de ce qui peut étre réalisé Prolog. Nous bor-
nons la profondeur de recherche pour que Prolog ne bouclsysasne banche infinie.
Nous décrivons les propriétés d'associativité et de corativité de I'addition, ainsi que
son élément neutre. Nous obtenons alors le programme Fsoigant :

equal(X,X,P):- P > 0.

equal(S,R,P) :- / *XFHY=Yy+X */
P > 0,
PP is P - 1,
equal(S,add(X,Y),PP),
equal(add(Y,X),R,PP).
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equal(S,R,P) :- / *X->04x */
P >0,
PP is P - 1,
equal(S,X,PP),
equal(add(zero,X),R,PP).

equal(S,R,P) :- / * Q+X->X */
P >0,
PP is P - 1,
equal(S,add(zero,X),PP),
equal(X,R,PP).

equal(S,R,P) :- / * X+(y+2)->(x+y)+z */
P >0,
PP is P - 1,
equal(S,add(X,add(Y,2)),PP),
equal(add(add(X,Y),Z2),R,PP).

equal(S,R,P) :- / * (X+Y)+Z->X+(y+2) */
P >0,
PP is P - 1,
equal(S,add(add(X,Y),2),PP),
equal(add(X,add(Y,2)),R,PP).

Nous voyons ici que deux clauses sont nécessaires pour une gguation, comme cela a
été évoque précédemment.
Sinous posons la requéte (comparaison de x+y et a+b) :

?- findall((X,Y),equal(add(X,Y),add(a,b),3),R).
Prolog va renvoyer la réponse suivante :

R =1 (a b),
(b, a),
(a, b),
(add(a, b), zero),
(a, b),
(b, a),
(zero, add(a, b)),
(zero, add(..., ...)),
(ory )]

Cela répond a notre probléme. Néanmoins, nous avons cleorse gas utiliser Pro-
log pour pouvoir, dans la suite, utiliser des heuristiquesr@méliorer les performances
de l'algorithme R5). Sur cet exemple tres simple, avec seulement trois ésaet cing
clauses), avec la valeur 4 pour P, Prolog met un peu plus deecgecondes pour répondre
(calculé avec le commandiene de swi-prolog), mais si nous choisissons la valeur 5, apres
plusieurs heures les réponses ne sont toujours pas obitriassapacités CPU et mémoire
de I'ordinateur utilisé ne suffisent plus. Bien sdr c’est uaesion rudimentaire et beaucoup
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d’optimisations peuvent étre apportées, mais cela doneedée des problemes de perfor-
mances que Nous aurions rencontrés et de ce que nous auliomsttde en place pour les
résoudre. Nous conjecturons qu’en fait nous aurions étéésn& coder en Prolog I'équi-
valent de nos algorithmes codés en OCaml avec plus de coitépliens I'écriture et moins
de possibilités de passage a I'échelle.

1.2.4.2 Assistants de preuves et logiques d’ordre supérieu

Les assistants de preuve permettent d'aider a prouver degdtihes mathématiques
ou des assertions relatives a I'exécution de programmesniatiques, en s’appuyant sur
l'isomorphisme de Curry Howard et le calcul des construngtiou la logique d'ordre supé-
rieur. Plus exactement, ils permettent de vérifier qu'urepe construite par I'utilisateur
est correcte en s’appuyant sur les régles de déduction thnsy$ormel et sur des tactiques
de décision pour certains sous-ensembles du systeme. Esgragsistants de preuve, nous
pouvons citer HOB? [Gor8€], PvEd [ORSSC98], Isabelfd [NPWOZ] et Co@ [TheO4].

En fait, la preuve n’est pas construite auparavant puisi&aliMais I'utilisateur ne
peut construire qu’une preuve correcte. Pour cela, laatibur décompose I'objectif en sous-
objectifs a I'aide des régles de déduction internes (gstibessible d’enrichir en en définis-
sant de nouvelles). L'assistant peut résoudre automatigaecertains objectifs (tactiques),
mais ne peut pas tous les résoudre (conséquence de l'inémelde la plupart des théo-
ries). Pour ces derniers, I'utilisateur doit intervenir @mellement » pour résoudre les
sous-buts afin d’aboutir & un probleme que l'assistant éagudre par une tactique.

Ces assistants de preuve ne répondent donc pas totalemetre robléme, mais
nous pourrions les utiliser en définissant des ensemblediams de compatibilité pour les
types, de nouvelles variables pour les opérateurs et cuastéeléments qui décrivent le
domaine d'application), de nouvelles hypothéses pourdeations et pour les services. Et
la requéte est alors la preuve que nous voulons réaliser.

lllustrons le principe sur un exemple simple : un type de éenW atriz, un opé-
rateurplus (+), une constant® et deux données de l'utilisateuret b. Nous ajoutons la
propriété de la commutativité géus et O comme élément neutre géus. Nous supposons
gu'il y a deux services réalisables :

-—x+y

—z+(y+2)

La requéte de l'utilisateur est+ b.

Le fichier suivant est une facon simple d’exprimer le protdéan Coq, ou la primitive
realise exprime le fait que nous savons réaliser le service. Cetgoreest élémentaire et
ne prend en compte qu’un unique type, elle doit bien sdr étrielde dans le cas général.

Section Exemple.

Variable Matrix : Set.

Variable plus : Matrix -> Matrix -> Matrix.
Variable O : Matrix.

Variable a : Matrix.

Variable b : Matrix.

Variable realise : Matrix -> Prop.

22Rttp://nol.sourceforge.net/
ZRttp:/ipvs.csl.sri.com/
24nttp:/hisabelle.in.tum.de/
2ERttp:/icog.nria.fr/cog-tra. html
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Hypothesis plus_comm :

forall x y:Matrix,

plus x y = plus y x. / * X+y=y+X */
Hypothesis plus_assos :

forall x y z:Matrix,

plus x ( plus y z) = plus( plus xy ) z. [/ *X+(y+z)=(x+y)+z  */
Hypothesis O_neutre_plus :

forall x :Matrix,

plus x O = x. [ *X+0=x =/

Hypothesis serv2 :

forall x y z:Matrix,

realise ( plus x ( plus y z) ). / *X+(y+z) */
Hypothesis servl :

forall x y:Matrix,

realise ( plus x y ). / * X+y * [

Lemma req: realise ( plus a b). / *a+bx/

auto.

Qed.

End Exemple.
Check req.

L'assistant Coq, répond :

forall (Matrix : Set) (plus : Matrix -> Matrix -> Matrix)
(a b : Matrix) (realise : Matrix -> Prop),
(forall x y : Matrix, realise (plus x y)) -> realise (plus a b)

Si nous supprimons le premier service, Coq ne sait pas répsads I'assistance de I'utili-
sateur.

Le mécanisme de raisonnement associé aux assistants de preunous convient
donc pas. En effet, la nécessité d'une éventuelle intéomrembdrs du traitement de la re-
quéte est contraire a un de nos besolR3)( Cette intervention nécessite une connaissance
de l'assistant de preuve et de la logique sous-jacente. IBg lgls assistants indiquent si le
théoréme est vrai ou faux et peuvent renvoyer une trace xécligion. Néanmoins, pour
connaitre tous les services répondant a la requéte, ild@ayalsuvoir engendrer toutes les
preuves possibles et étre capable de reconstruire le sawita composition de services a
partir de la trace de 'assistant de preuve. Certains opeitsnettent de synthétiser le pro-
gramme correspondant a la preuve ce qui léve notre secoreletiob. La premiére reste
valide : les tactiques s’arrétent a la premiére solutionvée (une seule preuve correcte suf
fit). Si nous souhaitons gqu’elles calculent toutes les smiatpossibles, il faudrait reprendre
partiellement celles-ci et perdre ainsi le bénéfice digiliun outil existant.

Le projet FoCal P4 [HRO4,[PD02] a pour but de construire un environnement péur d
velopper des bibliothéques certifiées. Cet environnememhet de développer une appli-
cation en partant d’'une spécification et en générant uneamgtion en OCaml. Gréace a

28nttp:/focal.inria.fr/site/index.php
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une traduction du langage de spécification FoCal vers $tsti de preuve Coq, il est ainsi
possible de prouver que I'implantation est conforme a lzifipation donnée.

FoCal est basé sur la notionedpecesjui peuvent étre vues comme une liste de
méthodes et se rapproche de la notion de classes des laragabgts. Chaque méthode
peut étre entierement définie ou étre simplement décldrést possible de créer des liens
d’héritages entre les différentes espéces. L'héritagdipleikest accepté.

La partie de ce projet qui nous intéresse est la partie spdtdifin des services. En
effet, nous devons choisir une méthode de description mmusérvices. Dans ce projet,
les descriptions se rapprochent des langages a objetsyetomgvons les interfaces et les
méthodes des objets. Cette représentation n'est pas laaghptée a notre contexte, car
nous devons étre en mesure de décrire toutes les bibliaheéfavantage de ce projet était
la traduction du langage FoCal en Cog pour permettre d’auniraisonnement sur cette
description. Mais comme nous venons de le voir, Coq ne pgratetie répondre a tous nos
besoins. FoCal ne le permet pas non plus.

1.2.4.3 Logique de Hoare

En logique de Hoare [HoabB, Hoa83], les programmes sontavusne des relations
entre deux prédicats : une pré-condition et une post-dondii le programme démarre
dans un état qui satisfait la pré-condition et qu’il termialers I'état final satisfera la post-
condition. Nous avons alors une correction totale. Si nauss contentons d’une correction
partielle la terminaison n’est pas exigée.

Les expressions de la logique de Hoare sont de la fgim&{ }, ou¢ et sont des
propriétés exprimées dans la logique des prédicats. Cgitession signifie que si les va-
riables deS satisfont la formules, alors, apres exécution deet siS termine, ces variables
satisferontp.

Pour pouvoir raisonner sur un programme, il faut conna@ésepropriétés des opéra-
tions élémentaires qu'il invoque. La définition de cet enslent’axiomes est tres impor-
tante. Il faut également trouver une facon explicite deés@nter ces post- et pré-conditions
pour gqu’'elles décrivent ce que le programme réalise.

Nos exemples pourraient étre représentés de la facon seiivan
— {A :matrix A B :matrix A taille(A)=taille(B) A retour :matrix}
retour :=serv1(A,B)
{retour=A+B A taille(retour)=taille(A)}
— {A matrix A B :matrix A taille(A)= m x n A taille(B)= n x p A retour :matrix}
retour :=serv2(A,B)
{retour=A*B A taille(retour)= mx p}
— {A :matrix A B :matrix A C :matrix A D :matrix A retour :matrix
A taille(A)= m x n A taille(B)=nx p A taille(C)=mx r A taille(D)=r x p }
retour :=serv3(A,B,C,D)
{retour=A*B+C*D A taille(retour)= mx p}
— {Areal A B :matrix A retour :matrix}
retour :=serv4(A,B)
{retour=A*B A taille(retour)= taille(B)}
Nous voyons apparaitre ici la nécessité de pouvoir exprihesrpropriétés sur les
variables et sur les opérations réalisées sur ces varidlaldsgique de Hoare a elle seule ne
permet pas de décrire un service mais offre un support denraésnent sur les descriptions.
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1.2.4.4 Description ensembliste : Méthodes Z et B, VDM

Nous venons de voir que la logique de Hoare a elle seule ne gaffipour décrire
les services, il faut un langage pour exprimer les pré- et-gmsditions. Une famille de
solutions consiste a utiliser la théorie des ensemblesstieiméthode B [Abr96], le langage
71 ou VDMH (The Vienna Development Method) [FLMS].

En s’appuyant sur la notation B et sur la logique de Hoaresrmmuvons décrire
le premier service de la fagcon suivante (en supposant quedtsces sont des matrices
carrées) :

{IN: A€l.N—-1.N—>R
Bel.N—-1.N—>R
retour € 1..N — 1.N — R}
retour :=serv1(A,B)
{Vi,j € 1...N, retour[i, j] = Ali, j] + Bli, j|}

Ces notations ne sont pas adaptées a notre probléme casailetsop précises par
rapport a ce que nous souhaitons décrire. De plus, ellesmeefient pas de représenter
facilement les équations. Les outils associés a ces méttsmie des outils de génération
de code et ne peuvent donc pas étre réutilisés dans notextarites outils proposeés per-
mettent de construire des programmes corrects par un raffimesuccessif des spécifi-
cations en prouvant que chaque raffinement préserve lesigtép(calcul de plus faible
pré-condition et preuve semi-automatique de conséqueNcels retrouvons le méme pro-
bléme que dans le cadre des assistants de preuve et du edquriédiicats. Les algorithmes
partiels de décision ne permettent pas de répondre de reaitisfaisante a nos besoins.

1.2.4.5 Les spécifications algébriques

Les spécifications algébriques sont basées sur la desaorgpbpérateurs et la construc-
tion de termes a partir de ces opérateurs. Ces opérateles trmes peuvent étre typés ou
non. A partir de deux termes, il est possible de définir deatimpns qui permettent de définir
les propriétés des opérateurs.

Exemple 1.2.1
Définition d'opérateurs :

— +:Int x Int — Int

— *:Int x Int — Int

Par exemple, un terme sera aleréu, (b, c)). Pour que les termes soient plus faci-
lement lisibles, il est possible d'utiliser une notatiofixe : a + (b * c).

Nous voyons apparaitre ici une facilité de description dextionnalités des ser-
vices basée sur les opérateurs principaux du domaine. lsermé d’équations permet de
décrire des propriétés (commutativité, distributivitésa@ciativité, élément neutre, élément
absorbant, ...) et ainsi de raisonner sur la fonctionneditdisée.

Les paramétres apparaissant explicitement dans la désarifl sera possible de
connaitre les valeurs auxquelles ils doivent étre assignés répondre au probléme de
l'utilisateur.

2TRttp /iWwWw.afm.sbu.ac.ukiz/
28Rttt /IWWW. CST.ncl.ac. uk/vdm/
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En fait, cette notation inspirée de I'algébre générale asirallement bien adaptée a
la description des mathématiques (MathML et OpenMath sestformes XML des struc-
tures algébriques des termes) et la forme des descripémasd donc bien a nos objectifs.

Il existe deux familles de méthodes de comparaison de demeted’'une algébre :
celle basée sur la théorie de la réécriture et celle basékusification équationnelle et
ses dérivées (unification, filtrage, filtrage équationnedcaou sans type, ....). Les méthodes
de la premiére famille nécessitent une transformation eélgsémble des équations en un
systeme de réécriture en s’appuyant sur une relation @&dsgin fondée sur les termes.
Elles sont plus performantes que celles de la seconde éamrtis celles-ci ne demandent
pas d’'informations complémentaires.

Nous reviendrons plus en détail sur ces spécifications ehédsodes de comparaison
dans le chapitre suivant.

1.2.4.6 Bilan sur les méthodes formelles

Nous avons vu que dans le cas des méthodes formelles nousanoeisions souvent
a exprimer des termes sur des algébres, avec différenté®dest de comparaison de ces
termes.

Dans le cas de Prolog, la description est intéressante méeie pose quelques
problémes vis a vis des équations. Cependant le mécanismasdanement associé et le
parcours de I'arbre de recherche manquent de flexibilité @ive adaptés a nos besoins. Ac-
tuellement, le second algorithme proposé utilise les mémésanismes que Prolog, mais
certaines optimisations auraient été difficiles a codert tomme certaines des améliora-
tions évoquées en perspectives.

Dans le cas des assistants de preuve, le probléme vientid 8da premiére solution
et du besoin de l'intervention extérieure de I'utilisatpour résoudre certains problémes.

Lalogique de Hoare est intéressante mais trés riche et eamDe plus, nous avons
besoin d'un langage pour décrire les pré- et post-conditiblous pouvons choisir de les
exprimer par des termes sur une algébre, comme cela a éarfait' exemple. Cela entraine
une comparaison complexe. En optant pour une descriptis®ebsur les spécifications al-
gébriques et en ne considérant que les types en entréeief aorsi que la fonctionnalité,
nous représentons un sous-ensemble de la logique de Haaredi$écuterons dans les pers-
pectives de la facon dont nous pouvons compléter la degeriptilisée pour nos travaux
afin d'accepter des propriétés aussi complexes que cebpsgies ici.

Les descriptions ensemblistes sont quant a elles tropsg®piour ce que nous Sou-
haitons faire.

Dans toutes les méthodes existantes, nous voyons appamigrobleme de réutili-
sation. Les mécanismes ne s'adaptant pas exactement aswsshaous serions obligés
de les modifier, le travail serait alors considérable et rpmrslrions le bénéfice de I'outil
existant.

Nous avons donc choisi une description a l'aide de spédiditanlgébriques et nous
avons choisi de définir notre propre méthode de comparaisonpgmuvoir avoir une mai-
trise totale des raisonnements appliqués sur les desoriptCela permettra d'appliquer des
heuristiques particuliéres pour optimiser I'algorithmretenant compte de nos contraintes
particuliéres.



Introduction

1.2.5 Synthese

Rappelons les besoins exprimeés :

R1 Les procédures de courtage (comparaison de la requéte seilases) doivent
étre semi-décidables.

R2 La description d’un domaine d'application doit étre réadhie par un spécialiste
de ce domaine qui n'est pas spécialiste du formalisme choisi

R3 Le traitement de cette description doit étre complétemeturaatisé.

R4 La description doit étre assez précise pour que la compargigisse permettre
I'extraction des valeurs des parameétres des services.

R5 La méthode de comparaison doit répondre a des contrainfesfdemance, nous
devons donc pouvoir implanter des heuristiques d’acdidérale I'algorithme.

| Description \ Contraintes| R1 [ R2 | R3 | R4 | R5 |
Signatures X | X | X X
Mots-clés X | X | X X
Ontologies 2IxXP[ X | X
Logique des prédicats X1 X | X | X
Logique d’ordre supérieur X | X X
Description ensembliste et logique de HogreX | X | X | X | X
Spécifications algébriques et réécriture X | X X
Spécifications algébriques et unification X | X | X | X | X

2Dépend du langage de description choisi
PAvec I'aide d’outils adaptés
°En bornant la profondeur de recherche dans Prolog

Nous voyons clairement que les spécifications formelles seltes qui répondent le
mieux a nos contraintes. Notre choix se portera donc sueldiantre elles. Les descrip-
tions ensemblistes associées a la logiqgue de Hoare étardanéplexes et Prolog n’étant
pas adapté pour les raisons que nous avons évoqués précédenmaus avons choisi les
spécifications algébriques.

1.3 Les projets existants

Nous allons maintenant exposer plusieurs projets avecdésgous avons des pré-
occupations communes de description et/ou de rechercherdees. IlIs utilisent tous des
spécifications formelles ou des ontologies. Certains seeptadans des domaines spéci-
fiques, d’autres sont génériques.

1.3.1 Domaines applicatifs spécifiques

Nous nous sommes particulierement intéressés a cing frdgese situent majori-
tairement autour de problématiques issues du milieu delsémetiques (FLAME, Falcon,
Mizar et Monet). Le cinquieme, Spiral, se situe dans le domdu traitement du signal.
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1.3.1.1 FLAME

Le projet FLAMEZ] [GGHvO1,[GvHOO] (Formal Linear Algebra Method Environ-
ment), comme son nom l'indique, se place dans le cadre dgba linéaire.

L'objectif du projet FLAME est de faciliter le développentate bibliotheques d’al-
gébre linéaire dense, pour que ce développement ne soitgsieiyé aux experts, mais qu'il
soit aussi accessible aux novices. Le projet propose uneeliewnotation pour exprimer
les algorithmes, une méthodologie pour une dérivationésyatique des algorithmes, des
APIs pour représenter les algorithmes ainsi que des oudiis pne dérivation mécanique
des implantations et des analyses des algorithmes et deiteplantations.

Ces mécanismes de transformations simplifient la preuve dertection de I'im-
plantation.

Nous nous sommes intéressés a ce projet pour voir commentegasentées les
données et les algorithmes. Ces descriptions sont beausmuprécises pour que nous
puissions les utiliser. En effet, une description trop @&entraine une comparaison beau-
coup trop colteuse. De plus, nous ne sommes pas intéresdédqectionnement interne
de l'algorithme mais par le service externe rendu.

Dans FLAME, nous retrouvons le souci de rendre accessildasade qui est actuel-
lement réservé a des spécialistes. Linterface proposémes composée de fonctions avec
des noms explicites. Nous pourrions nous servir de ces nemmséthodes pour représen-
ter les opérations élémentaires de 'algebre linéairenNé@ans, une approche uniquement
basée sur le nom des méthodes n’est pas envisageable cae diblipthéque possede ses
propres conventions qui ne sont pas géneéralisables.

1.3.1.2 Falcon

Falcoi! (Fast Array Language COmputatioN) [DG@4] est un environnement pour
un prototypage rapide pour le développement et l'utildatie programmes numériques «
haute performance » et de bibliotheques de calcul sciamififjest développé au « Center
for Supercomputing Research and Development » de l'uniéede I'lllinois a Urbana-
Champaign. Cet environnement combine les techniques dpilation avec celles utilisées
par les développeurs. Il utilise MATLAB comme langage sewrtengendre soit du Fortran
90 et des directives pour la parallélisation soit du pC++.

Ce projet se limite a MATLAB en entrée (langage orienté vagtet se situe lui aussi
a un niveau plus précis que ce que nous souhaitons. Notreédatitpas de transformer du
code mais de rechercher dans les bibliothéques existaniggetnent a partir d’'une des-
cription, ce qui permet de la résoudre.

Notons que les deux projets que nous venons de présenteEmselas bonnes bases
pour rechercher des implantations particulieres maisdigasse I'objectif de nos travaux.

1.3.1.3 Mizar

Le projet MizaE] est un projet qui se place également dans le monde des mathéma
tiques. Son but, a long terme, est de développer un logiciet pider les mathématiciens

2%Attp:/IWWW.CS.utexas.edu/users/tlame/
http ://www.csrd.uiuc.edu/falcon/falcon.html
SYhttp://mizar.org/
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dans I'écriture de leurs articles. Le but est de vérifier fidoe mathématique des articles
en allant jusqu’a suivre les références a d’autres arti€lesr cela, il faut que tous les ar-

ticles soient écrits dans le méme formalisme et accesdisieskés dans la méme base de
données).

Dans chaque article, il est défini du « vocabulaire », quigsgnte 'ensemble des
termes utilisés par la suite pour décrire les théorémes.sigmtures sont définies pour
expliqguer comment le vocabulaire peut étre utilisé. Toastnstructeurs peuvent étre sur-
chargés. Nous retrouvons ici une description a I'aide deipétion algébrique. Ces élé-
ments sont ensuite utilisés, accompagnés de formulesulegiigpour définir les théorémes
énoncés dans l'article. lls peuvent alors étre prouvés.

Voici un exemple issu des premiers articles écrits au fodeadtlizar :

HIDDEN ----mmmmmmmeeeeeeeee
: Built-in Concepts
by Andrzej Trybulec

definition ;1 définition des ensembles
mode set;
end;

definition let x,y be set;

pred x = vy; i I'égalité de deux ensembles
reflexivity; .. est réflexif et symétrique
symmetry;

end;

notation
antonym x <> vy for x = vy;

end;

definition let x,X be set;
pred x in X; :r linclusion dans un ensemble
asymmetry; :: est asymeétrique
end;
TARSKI ----mmmmmmmmmeeeee s
.. Tarski Grothendieck Set Theory
by Andrzej Trybulec

reserve x,y,z,u,N,M,X,Y,Z for set;
. singletons & unordered pairs

definition let y; func { y } means

;i TARSKI:def 1
X in it iff x = vy; . définition des singletons
let z; func { y, z } means

;> TARSKI:def 2
x in it iff x =y or x = z; :: définition des paires
commutativity;

end;

definition let X,Y;
pred X c= Y means
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;> TARSKI:def 3
X in X implies x in Y; ;- inclusion d’ensembles
reflexivity;

end;

definition let X;

func union X means ;2 union d’ensembles
;2 TARSKI:.def 4

xinitiffex Y stxinyY &Y in X
end;

:» ordered pairs

definition let x,y;
func [x,y] equals

;> TARSKI:def 5 :; une paire ordonnée est
{{xy}sL {x}} . une paire non ordonnée et
end; ;> un premier élément

Nous retrouvons une description proche des spécificatigabriques, avec la défini-
tion du vocabulaire qui inclut les signatures et les praps@les opérateurs. Les théorémes
sont ensuite exprimés comme des termes sur ce vocabulaigyi @ermet de faire des
preuves de ces théorémes.

Dans ces travaux, la représentation est intéressante emaiédanisme de preuve est
basé sur I'utilisation d’'un démonstrateur automatiquehéertemes et ne répond donc pas a
notre probléme. En effet, comme dans le cas d'OWL, de Prdldg®assistants de preuve,
l'utilisation d’un démonstrateur de théoréme demandenaitourd travail d’adaptation et
poserait probléme pour la mise en place d’heuristiques.

1.3.1.4 Spiral

Le projet Spiral se place dans le domaine du « traitementgakdigital ». L'objectif
de ce projet est de transformer du code pour I'optimiser paerplate-forme donnée. Pour
cela Spiral utilise la structure mathématique particalido domaine pour transformer et
optimiser le code. Spiral permet d’engendrer différenge@dhmes.

Le passage de la requéte de I'utilisateur au code se faitwndlapes : une premiére
étape au niveau algorithmique et une seconde au niveauritaptan. Dans un premier
temps la requéte est transformée en formules qui sont cggtémi Puis ces formules SPL
(Signal Processing Language) sont transformées en code Fornan qui est lui-méme
optimisé. Ceci est ensuite suivi d'une phase d'évaluatioinpgrmet de choisir parmi les
différentes solutions proposées et grace a une fonctioraldiation des codts, la solution la
moins colteuse.

Le langage SPL est composé de matrices génériques (d)agle.. matrices parti-
culiéres (I, ...), de transformations (Fourier, ...) et dastructeurs de matrices (produit,
somme directe, ...). Les principaux constructeurs du lgagPL sont contenus dans cette
grammaire simplifiée :
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(sphy == (generi¢ | (symbo) | (transforme |
(spl...(spl) | (produit)
(sphe...(spl) | (somme directe)
(generi¢ == diag@®,....&—1).--
(symbop = I |d|Ly|R|F]...
(transform := DFT,, |WHT,, |DCT-2, |Filt,(h[z]) | ...

Le langage SPL peut étre vu comme le langage des termes @i@ngication alge-
brique particuliére dérivée de ses constructeurs.

La premiére étape qui nous intéresse tout particulierenesttréalisée en utilisant
des « breakdown rules » et des « manipulation rules ». Lesi@resnsont utilisées pour
transformer le probléme récursivement et les secondesgmbuniser I'algorithme en rem-
placant des formules par d'autres moins colteuses. Cesylaescde régles sont exprimés
en SPL. Les « breakdown rules » sont des décompositionsatessarmations en un produit
de matrices creuses qui peut contenir des transformatiémérglement plus petites. En fait,
une « breakdown rule » est une équation ou la partie gauchenesransformation et la
partie droite une formule SPL. Elles sont notées>« et non « = ». Les « manipulation
rules » sont des équations sur deux formules SPL qui ne ometit aucune transformation.
Spiral applique les premiéres régles de fagon a faire difjparles transformations puis les
secondes de facon a optimiser le code sur des opérationsésirales matrices.

Voici quelques exemples de « breakdown rules » :

- DFTy — Fy

— DCT-45 — BHRy3 /8
et de « manipulation rules » :

_ (Lmn -1_. ann

m

= LEm s (L@l (L)

Dans le cas du projet Spiral, le but recherché n’est pas lespondance entre une
requéte et des services. Notre intérét s’est porté surdmfdgnt est représenté I'algorithme
a un haut niveau et la fagon dont il peut étre transformé pouskdenir un autre. Les «
breakdown rules » et les « manipulation rules » sont desgédigjées et le mécanisme est
un mécanisme ad hoc pour ces régles. Il ne peut donc pas étiliséédans notre contexte.
Néanmoins, le travail réalisé pour représenter les alyogs et les propriétés du domaine
est trés intéressant et pourra étre réutilisé dans nottexten

Actuellement, le domaine du traitement du signal n'a paglétit dans notre for-
malisme, mais il fait partie des domaines en cours d’'étud@elahgage SPL et les regles
utilisées dans Spiral servent de base a la représentatorodstantes, des opérateurs et des
équations. Il joue le réle d'« expert du domaine ».

1.3.1.5 Monet

Le projet Mondfa s'inscrit dans le cadre du web sémantique. Le but est de pouvo
offrir des services mathématiques via des web servicesayuignt étre accessibles depuis
une large variété de logiciels. Le défi est de développer tihdans lequel de tels services
peuvent étre décrits avec assez de détails pour permettrageat sophistiqué de choisir le

32http://monet.naq.co.uK/cocoon/monetllndex.html
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service qui convient & partir d’'une analyse des caradguiss du probleme de l'utilisateur.
Cet objectif est donc trés proche du notre.

Le broker de Monet est le point clé du projet. Il est chargééseudre le probléme
du client. Pour cela, il se base sur des ontologies. En efégts le projet Monet, les ser-
vices sont décrits a I'aide d’ontologies en ORILEN fait, 'ontologie globale se base sur
plusieurs sous-ontologies comme la classification G@\/IISS termes OpenMﬂ les ca-
ractéristigues des machines, les problemes décrits gléoeseentrées / sorties et a des pre-
et post-conditions, les algorithmes (numérique, symbeliqu les deux), la bibliographie
ou les formats d’encodage.

OpenMath OpenMath permet de représenter les entités mathématigussfearme de
documents XML. Les opérateurs sont définis dans@astent Dictionariepar une des-
cription en langage naturel et une description des pr@wides opérateurs en OpenMath.
Nous retrouvons ici aussi une similitude avec les spédificatalgébriques, puisque nous
définissons des opérateurs et leurs propriétés et que cegeapé sont ensuite utilisés pour
décrire des termes (objets mathématiques).

Voici un exemple. La description de I'opératqalus commence par une description
en langage naturel, puis une formule qui exprime la comnwvittat’opérateur « plus » :
Va,b, plus(a,b) = plus(b,a) :

<CDDefinition>
<Name>plus</Name>
<Description>The symbol representing an n-ary
commutative function plus.</Description>
<OMOBJ>
<OMBIND>
<OMS cd="quantl" name="forall"/>
<OMBVAR>
<OMV name="a"/>
<OMV name="b"/>
</OMBVAR>
<OMA>
<OMS cd="relation1l" name="eq"/>
<OMA>
<OMS cd="arithl" name="plus"/>
<OMV name="a"/>
<OMV name="b"/>
</OMA>
<OMA>
<OMS cd="arithl" name="plus"/>
<OMV name="b"/>
<OMV name="a"/>
</OMA>
</OMA>
</OMBIND>

S3http/iwvww.w3.0rg/ T R/owl-features/
34http:/igams.nist.qov/
3Shttp://wvww.openmath.org/cocoon/openmath/index. htmi
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</OMOBJ>
</CDDefinition>

La formule mathématique + b s’écrira alors : :

<OMA>
<OMS cd="arithl" name="plus"/>
<OMV name="a"/>
<OMV name="b"/>

</OMA>

Le raisonnement sur les ontologies est fait grace a Instatwed et Racetl.

L'approche de Monet est intéressante mais pose plusieolpddones vis-a-vis de nos
contraintes de travail. D'abord, un probleme est lié a lanitédh des ontologies : en ef-
fet, il est loin d’étre trivial de définir des ontologies etusoavions posé comme besoin
que l'utilisateur ne devait avoir aucune connaissanceiqodiere en dehors de son do-
maine R2). Ensuite, Monet est spécialisé dans le domaine des matigges L'approche
pourrait étre étendue, mais demanderait un travail coraiti pour représenter les termes
(étendre OpenMath), les classifications (étendre GAMSd&to Available Mathematical
Software)) et définir les nouvelles ontologies. Pour dommeordre d’idée, 'ensemble des
ontologies du projet Monet nécessite plus de 20 000 lignes.

Nous aurions souhaité comparer notre approche avec céM@udet, dans le domaine
des mathématiques, en exécutant les mémes exemples dateuleformalismes. Mais
nous n'avons pas eu acces au broker Monet pour des questiahsits. Les sources ont été
temporairement disponibles en ligne, mais au moment ou aowss voulu y accéder, les
liens étaient des liens « morts ». Aprés avoir contacté |goresable du site, elle a expliqué
que les sources avaient éteé retirées pour des questionsitle drdemandé pourquoi nous
voulions y avoir acces et n’a plus donné suite.

1.3.2 Les projets génériques

Nous allons maintenant parler de deux projets : les Telésgdfanguage et le projet
Amphion qui se placent dans des domaines d’applicationeiatt mais quelconques.

1.3.2.1 Telescoping Languages

Les «Telescoping Languag>{KBC+05] ont été développés pour engendrer des
compilateurs haute performance pour des langages de prowtion de domaines scienti-
fiques. L'idée est de faire un traitement sur une librairi€oposants d’'un domaine cible
(par exemple une boite a outils MATLAB), pour produire un @ilateur pour ce domaine
qui comprend et optimise les briques de base du langagendtredt une nouvelle librairie
en décomposant et recomposant les procédures.

Un des objectifs du projet est d’engendrer du code C ou FORYEA haute per-
formance. Pour cela, les composants ne doivent pas étrestmme des boites noires.
Un des points clés des optimisations réalisées (au niveaprdeédures MATLAB ou de S

3€http://instancestore.man.ac.uk/
SThttp:/IWwWwW.racer-systems.com/
38nttp:/itelescoping.cs.rice.edu/
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(langage d’analyse statistique [BCW88])) est de gagnerréaigion sur les types réels et
les tailles des variables.

Au sein de ce processus, I'outil Palomar joue un role pditicul prend en entrée
un ensemble de procédures exprimées en langage de basdinjgisdat les primitives du
langage du domaine et les composants de la boite a outilsris, £alomar va engendrer
une librairie qui contient les primitives du domaine et dessions particuliéres des routines
définies pour exploiter le contexte dans lequel elles voatétécutées. La meilleure version
du composant sera alors utilisée une fois le contexte connu.

Pour pouvoir optimiser le code, Palomar se base sur desatiumst de I'utilisateur au
niveau de la librairie. Ces annotations permettent de racepldes séquences d’invocations
de composants par des séquences plus efficaces. Ces amsopatiivent étre vues comme
définissant une algébre de relations sur les composants,lawmplexité des services
comme base pour les décisions d'optimisation. Les tramsftions de séquences se font
a l'aide de régles qui sont soit engendrées par Palomarfagmities par le créateur de la
librairie. Ces transformations peuvent étre accompagdégsé- et post-conditions.

Dans l'article [KBC™01], les auteurs présentent un exemple d’axiomes posskies
primés en Iangage. lIs donnent les exemples de I'associativité, de I'additie matrices
et de la distributivité de la multiplication de matrices pagpport a la multiplication matrice
- vecteur.

F Vmq,mo,m3: Matrize
mmadd(my, mmadd(ms, m3)) = mmadd(mmadd(my,msa), ms3)

Cet axiome permet de changer I'ordre d’évaluation de I'apén.

F Vmq,mo : Matriz; v : Vectore
mumul(mmmaul(mi,ms),v1) = mumul(my, momul(mg, v1))

Cette opération permet de gagner en complexité quand ¢lEppiquée dans le « bon »
sens.

Ces identités sont utilisées de deux fagons :

— pour appliquer le meilleur composant dans un contexte @pnn

— pour remplacer des séquences identiques d’appels déoimnpiar une autre fonc-

tion qui réalise cette séquence de facon optimisée.

Les « Telescoping Languages » présentent une approchesisééite, mais plus dans
une optique d'optimisation de code que dans celle de caairtagbut est de transformer du
code en vue de I'optimiser et non de comparer deux spéctfitatLes régles qui permettent
de transformer le code ne sont appliquées que dans le sepsmuét de réduire le coup
d’exécution, donc uniqguement des algorithmes moins calgent engendrés.

De plus, seul un prototype trés préliminaire du systéme dérgéion de compilateur
Palomar a été réalisé. Ces travaux ne sont donc pas assSeEs@ur pouvoir Nous servir
de base de travalil.

1.3.2.2 Amphion

Ce projet [SWL94] réalisé au sein de la NASA a pour objectif d’'engendrerahec
source a partir d'une spécification de haut niveau. Il esépetidant du domaine, mais,
comme dans notre cas, s’'applique a un domaine particuliaphfon a été validé sur trois
domaines de la NASA : la géométrie du systéme solaire, la nigwa des fluides et la
navigation des navettes spatiales.

%http://ivl.zuser.org/
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La partie du projet qui nous intéresse plus particulierédneshle démonstrateur au-
tomatique de théoréme Snark. Celui-ci sert a prouver qupdeification est un théoréme
du domaine. Pour cela, il engendre des substitutions obsepar unification et application
d’équations. Snaf utilise la réécriture et la regle de para-modulation [R6&Jmraison-
ner sur les égalités du domaine. L'utilisateur doit fourmirordre strict sur les constantes et
les fonctions du domaine. Cet ordre est utilisé pour coaitria régle de para-modulation.
Il est trés important et a une grande influence sur le temgstettion d’'une preuve. Cela
impliqgue donc qu’un spécialiste de la réécriture construist ordre. Ceci est contraire a
une de nos contraintes de travald).

Snark prend en compte les types et les sous-types et pernmdfid des théo-
ries. Ces théories définissent du vocabulaire, des forectbmles prédicats. Les symboles
peuvent étre déclarés comme commutatifs et/ou assoctatiégk intégre un mécanisme de
réécriture qui permet de traiter certaines égalités sausdale regles de réécriture. Il pro-
pose aussi une instruction « closure » qui permet d’obtémgigurs solutions pour un méme
probléme. Il permet également de raisonner sur des égaliggendant, il peut boucler.

Voici deux exemples simples qui montrent pourquoi Snarkait@as adapté a nos
besoins.

(load "snark-system.lisp")

(make-snark-system)

(initialize)

(use-resolution t)

(assert (= ( * 1 ?X) ?x ) :name ’l-neutre)

(assert (= ( * (» X ?y) ?2) ( x X (* ?y ?2)

‘name ' *-assoc)
(prove
‘E(Cx (x2x?) %2 ( »~ ab))
:answer ’'(ans ?x ?y ?z))
; rechercher x, y et z tels que ((x *y) xz) = (a *b)

(closure)

Snark répond :

[...]
; All agendas are empty.
:AGENDA-EMPTY

Ce qui signifie qu'il ne peut pas faire la preuve.
Si nous ajoutons ['utilisation de la regle de para-modatati

(use-paramodulation)

Snark répond :

[...]

(Row 15
false
(resolve 4 :code-for-=)
Answer (ans 1 a b))

4Chttp://www.a|.srl.com/snarK/tutorlaI/tutorlal .html
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)
[..]
:PROOF-FOUND

Ce qui signifie qu'’il trouve bien la solution et qu'il seraibric nécessaire d'utiliser la régle
de para-modulation.
Néanmoins, dans le méme contexte mais avec une autre requéte

(prove
'=(* X @EF?y1)( *ahb))
:answer ’'(ans ?x ?y))

Snark va boucler et construire une suite infinie de 1*1*1**1*1*1*. ..

Ce projet est intéressant mais I'approche pose deux prelsi@majeurs : 'importance
de l'ordre qui nécessite un expert (ce qui viole le bed®8) et le fait que Snark puisse
boucler dans certains cas (ce qui viole le be§dih Nous aurions pu envisager de reprendre
les sources de Snark pour les adapter a notre probléme,amsiséssité de I'ordre était une
contrainte trop importante.

1.4 Conclusion

Apres une étude des différentes descriptions possibles|psdonctionnalités des
services, nous avons choisi de nous orienter vers une piésarformelle et plus précisé-
ment vers une description basée sur les spécificationsragéb.

Aprés une étude des différents projets existants, noussaudmu’aucun ne répon-
dait a tous nos besoins, nous avons donc choisi de dévelapperpropre mécanisme de
comparaison.

Le tableau suivant résume quelques propriétés intéressdes différents projets pré-
sentés.

\ | Flame | Falcon| Mizar | Spiral | Monet | T.L. | Amphion |
Générique X X
Description utilisable X X X X
dans notre contexte
Traitement  automay X X X X X X
tique
Description  pouvant X X X X
étre étendue facilement
Informations pouvant X X
étre intégrées a notrg
formalisme
Description s’appuyant] X X X
sur la structure de spé
cification algébrique

D

Ces deux aspects (description choisie et mécanisme de caismg sont développés
dans les chapitres suivants.
Nous allons maintenant introduire plus en détail la solugiobase de spécification
algébriqgue que nous proposons ainsi que la formulation etes€mble des services qui
peuvent étre rendus dans un domaine donné a partir d’'un eiesexistant.
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Chapitre 2

Formalisation du probleme

Nous avons présenté dans le chapitre précédent différextiesiques de description
qui peuvent étre utilisées pour exprimer les fonction@aliendues par les services et diffé-
rentes méthodes pour comparer les descriptions. Poulisensexpliquées précédemment,
nous avons choisi de décrire les domaines a l'aide de spatfis algébriques.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord définir plus p&aent les spécifications
algébriques et les différentes méthodes de comparaisdermess issus de ces descriptions.
Ces méthodes de comparaison sont de deux types : celles lzagda réécriture et celles
basées sur des techniques d’unification équationnelle €ilirdge équationnel.

Ensuite, nous formaliserons notre probléme a 'aide de pésifications dans le but
de proposer deux algorithmes, dont nous prouverons laatimmne L'objectif de ces algo-
rithmes est d’énumérer I'ensemble des solutions qui peemiade rendre le service souhaité
par I'utilisateur (appelé requéte) a partir de compos#ide services existants, de constantes
du domaine, et d'applications d’équations du domaine. Not'il s’agit en fait de com-
parer la requéte avec chaque service existant en applitgmstquations et en appelant
éventuellement d’autres services. Nos algorithmes doidenc énumérer les solutions du
probléme d'égalité entre requéte et service. Notre alymet sera correct si tous les ser-
vices et compositions de services gu'il retourne permetfactivement de répondre a la
requéte. Nous évoquerons également des éléments fornmelernant la complétude sans
traiter le cas général. Nous utilisons de maniére légéreatarsive le terme complétude
pour indiquer que notre algorithme peut générer touteslesiens répondant au probléme
(éventuellement en temps non fini si ce nombre n’est pas Mo)s maitriserons cette non
terminaison par une quantité d'énergie allouée par Isatiur. Nous aurions également pu
utiliser le terme exhaustivité de I'’énumération des sohgi Mais le terme complet était
plus proche du résultat que nous voulions emprunter a Galli€nyder. Cette propriété
est moins importante que la correction dans le cadre duamgeiriNous dirons que notre
algorithme est complet s'il renvoie tous les services ete®les compositions de services
qui permettent de répondre a la requéte de I'utilisateur.

Le premier algorithme est basé sur les travaux de Galliengd& [GS8B] sur I'uni-
fication équationnelle dans le cas général, avec pour dbgcréutiliser la preuve de la
complétude déja effectuée par les auteurs. Pour des raiististées par la suite, nous
n'avons finalement pas pu conclure en ce qui concerne celfEigre. Nous présentons
quand méme cet algorithme car il posséde des propriétéesstntes de séparabilité ; il
traite les sous-problémes engendrés par le probleme painde facon totalement indé-
pendante. Néanmoins, ceci entraine des problémes dermarfoe. Un second algorithme
a alors été proposé pour pallier ces problémes de perfoendim@alise un traitement en
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séquence des différents sous-problemes, en propageamniggintes, ce qui entraine une
détection des erreurs plus rapide et donc moins de caldelstaés. Celui-ci est également
plus adapté a des preuves de complétude et nous présertellens pour certaines formes
d’équations. Ces deux algorithmes sont détaillés dandigsitces suivants.

Rappelons que notre probléme consiste, dans un domaineupart a trouver tous
les services et compositions de services qui permettenépendre a une requéte. Pour
cela, nous nous appuyons sur les connaissances du domleseqtee les propriétés des
opérateurs.

Pour réaliser les preuves de correction nous avons besdormaliser les services
et les compositions de services ainsi que la significatiofespression « répondre a la re-
guéte ». C'est le travail effectué dans ce chapitre. Dansemipr temps, nous allons revenir
en détail sur les spécifications algébriques, les techaidaeéécriture et les problémes de
la famille de l'unification équationnelle, puis nous alldesmaliser nos services et notre
requéte. Nous développerons ensuite un mécanisme de ti@gnélaservices et de compo-
sitions de services réalisables a partir des servicesmlsps. Enfin, nous formaliserons ce
gue signifie « répondre a la requéte ».

2.1 Les spécifications algébriques

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un ensdenbdiescriptions dont
une majorité ne convient pas a notre probléme a cause d'ugueatiexpressivité. Nos
contraintes de travail imposent une description précida flanctionnalité rendueR4) sur
laquelle il est possible de faire un raisonnement en teranpte des propriétés spécifiques
du domaine R1). C’est pourquoi nous nous sommes intéressés aux spéoifiicalgé-
briques. Ces spécifications permettent de définir les fomatilités rendues par un com-
posant logiciel a l'aide des structures de données qu'ilipude De plus, les notations
algébriques sont proches des notations mathématiquesteEmeus reprochions aux des-
criptions par mots-clés un probleme de signification liéritdrprétation, a la langue,... Ce
probléme est en partie levé ici car nous pouvons utilisentgations standard des mathé-
matiques pour représenter les termes. Une addition sefa mot », une soustraction « - »,

2.1.1 Définitions

Les notations et définitions qui suivent sont principalensues de [Lal90] el [GM92].

2.1.1.1 Signatures et termes

Définition 2.1.1 (S-ensemble)
Soit S un ensemble, ul — ensemble est une familled = (A;)scs d’ensembles indexée
parsS.

Définition 2.1.2 (Signature)
Une signatureest un ensembl& muni d’une applicatiommr : ¥ — N. Si f € ¥ et
ar(f) =n, alorsf estdarité n; sin = 0, f est uneconstante

Unesignature hétérogénest une paire4,>), ou :
— S est un ensemble de symbolesstetes(appelées ausgypesdans la suite)
— Y. est un ensemble de symboles représentant des constantsg@tctions typées
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— c:s,avecs € S
— f 181 X «.. X S — Spi1, QVECST, ..., Sp, Spr1 € Se€tn > 1

Y estunS* x S-ensemblgX,, ;| w € S* et s € S}.
—C:15€ XNy

— f 181 X oo X S — Spy1 € 2(317---75n)75n+1
Une signature hétérogéne avec sous-typage un triplet §,<,X), ou (S,X) est une si-
gnature hétérogénes (<) est un ensemble ordonné et les opérateurs satisfont latioond
suivante :

f € 211)1781 N Ewg,sg et wy < we = 81 < Sg,

ou < est étendu sus™ de maniere usuelle en utilisant I'ordre lexicographique.
Quand il n'y aura aucune ambiguité sur 'ensemBlérespectivement surS(<)), nous
noteronsy:. & la place de{,X) (respectivement de5(<,>0)).

Exemple 2.1.1
Nous pourrons par exemple décrire, de facon tres simplifiglgebre linéaire par cette
signature hétérogéne :

S ={Scalar, Matriz}

=
! Matrix
I Matrix
! Matriz x Matriz — Matriz
:Scalar x Scalar — Scalar
! Matriz x Matriz — Matriz
:Scalar x Matriz — Matrix
:Scalar x Scalar — Scalar

¥ ¥ ¥ 4 4+ ~O

}

Définition 2.1.3 (Termes sans variable)
Soit ¥ une signaturels, est la plus petite partie E de* telle que
— sic € X, ar(c) =0, alorsc € F;
—sifeX,ar(f)=n>1etsiM,... M, € E,alorsf(M,...,M,) € E.
Les éléments déy; sont appelés ddermes

Remarque : La notatiorf (M, ..., M,,) plus semblable a un appel de fonction est

utilisée a la place d¢ M; ... M,.
Cette définition des termes n’est pas tout a fait classigisgpielle ne prend pas en
compte les variables.

Définition 2.1.4 (Termes)
SoientX une signature ek’ un ensemble de symboles dariables T%,[X] est la plus petite
partie E dgX U X)* telle que
— sic e X, ar(c) =0, alorsc € F;
—-sifeX,ar(f)=n>1etsiM,... M, € E,alorsf(M,...M,) € E,
— siz € X, alorsz € E.
Les éléments d&x;[ X | seront maintenant appelés deemes
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Définition 2.1.5 (Variables d’'un terme)
SoientX une signatureX un ensemble de symbolestet Tx[X], Var(t) est 'ensemble
défini par :

—sice X, ar(c) =0,alorsVar(c) =0;

—sifeX ar(f)=n>1,alorsVar(f(My,..,M,))= U Var(M;);

1<i<n
— siz € X, alorsVar(z) = {z}.

Définition 2.1.6 (Termes typés)
Soient §,%) une signature hétérogen&, = (X;)ses un S-ensemble de variables. Les
termes typés sont définis par :
— chaque variable de X, est un terme typé de sorte
— chague constante: s deX. est un terme typé de sorte
— siMy, ..., M, sont des termes typés de sores.., s, etf : s1X...Xs, > s € X
alors f(Mjy, ..., M) est un terme typé de sorte
Nous noterong; [ X] ; 'ensemble des termes typés de sotte

Posondlx [ X] = | Tx[X] s.
ses

Définition 2.1.7 (Termes et arbres)
SoientY une signature eX un ensemble de variables, les termes/®éX| peuvent étre
représentés sous forme d’arbre :

— sit = c est une constante, alorsJest la feuillec;

— sit = x est une variable, alorg || est la feuillez ;

— sit = f(t1,..,t,), alors [t ] est 'arbre

Exemple 2.1.2
Le termef(a,g(a,a),h(a)) est représenté par 'arbre :

a/g/f \ h
a/ \a Ja

Définition 2.1.8 (Occurrences)
SoientY une signature et/ un terme représenté par un arbre ; numérotons les arcs issus d
chaque nceud de gauche a droite, & partir de 1.

a/g/Q\ h
a/1 \2a z|;11

Nous accéderons a un symbole #& a I'aide du mot obtenu en concaténant les
numéros des arcs de la branche menant de la racine a ce syf@bslenots sont appelés
desoccurrencesDans la suite, ces occurrences seront aussi appadsens
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Sur I'exempld2.T12 conduit af, 1 et 21 conduisent a deuxdifférents et 2 conduit
ag.

La donnée d’'une occurrengede M détermine un nceud de l'arbre, le symbole qui
I'étiquette et le sous-terme (sous-arbre) qui en est issu.

Pour tout termél/, nous définissons :

— I'ensembleO (M) des occurrences d¥,
le symboleM (p) enp, pourp € O(M),
le sous-termé/,, de M enp, pourp € O(M)

par
- SiM =ce ¥, alorsO(M) = {e}, M(e) = cetM| =c

siM = f(M,...,M,), alors

- o0 = (u (U io0n)

1<i<n

— M‘i.p = Mz
M‘p est un terme.

Définition 2.1.9 (Greffe)
SoientX une signatureX un ensemble de variabled/, N € Tx[X] etp € O(M). Si
m = f(Mj, ..., M), avecn > 0, nous posons :
— Mle+— N]=N
- M[Zp — N] = f(Ml, veny Mi—h Mz[p — N], Mi+l7 veny Mn)
M]|p «— N] est un terme.

2.1.1.2 Substitution

Définition 2.1.10 (Substitution)
SoientX une signature ek un ensemble de variables. Toute application X —T7%[X],
qui est l'identité presque partout (sauf sur une partie filei&(), est appelésubstitution

L'ensembleDom (o) = {x € X| o(x) # x}, qui est donc fini, est appetiomainedeo.

Soit V' un ensemble de variables, 'ensembtend(o, V) = |J Var(o(z)) est I'étendue

zeV
decaV.
L'ensemble/m(c) = etend(o, Dom(o)) est Iimagedeo.

Si Dom(o) = {x1,...,x,}, tous lesz; étant distincts, alors la substitutienpourra étre
représentée pdtry — o(z1), ..., — o(zy)}-

o est étendue &y [X] paro :Tx[X] — Tx[X] de la fagon suivante :
— o(c) =cpourc € X etar(c) =0
- a(f(Mlv ey Mn)) = f(a(Ml)v >8(Mn)) si f Sy etar(f) =n

~

—0o(z)=0(z)size X

Dans la suite, I'extensiof de o sera notéer .
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Définition 2.1.11 (Composition)
La composition o o de deux substitutions est définie parc o(z) = o(d(x)).

Définition 2.1.12 (Substitution plus générale)
Soiento et deux substitution®? est plus générale que(c > 0) s'il existe une substitution
¢ telle ques = 6 o 6.

Définition 2.1.13 (Idempotente)
Une substitutiorr estidempotentssi et seulement st o o = 0.

Propriété 2.1.1
Une substitution est idempotente si et seulemebtsi(c) N Im(o) = ().

2.1.1.3 Les équations

Définition 2.1.14 (Equation)
SoientY une signature, X un ensemble fini de variables tun symbole relationnel bi-
naire pour I'égalité, unéquationest de la forme Yzy...xx, (M = N) ou{zy,...,zx} =
Var(M)UVar(N) = X etM, N € Tx[X]. Toutes les équations étant de cette forme, les
quantificateurs sont toujours omis.

Dans la suite€ représentera un ensemble d'équations.

Exemple 2.1.3

Dans le cadre de notre exemple de l'algébre linéaire sirép|fi contient :
—x: Matriz, xxI =x
—x: Matrixz, 0 = 0O
—x,y,z: Matriz, zx (y*xz) = (x xy) x 2

Définition 2.1.15 (Variables libres)
Nous appelons variables libres d’'une équatien e;), I'ensemble :

(Var(er)\Var(ez2)) U (Var(ez)\Var(er))

Elles correspondent aux variables qui ne sont présentedangeun des deux membres de
I'équation.

Définition 2.1.16 (Systéme d'inférence de la logique équatinelle)
A partir d’'un ensemble d’équatiors d’autres équations peuvent étre engendrées a partir
des régles d'inférences suivantes :

Réflexivité P —
t=1t
t=1t

Symétrie

y t' =t
t — t/ t/ — t//

Transitivité ’

t=1"

t1 =11, 0ty =t

fltr,ty) = f(t', .., t'n)

Remplacement

. t r
Substitution ————— o une substitution

o(t) =o(t)
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2.1.2 Leslangages de spécifications algébriques

Cette approche a été mise en ceuvre dans de nombreux enviremisegui offrent dif-
férentes évolutions pour simplifier I'utilisation du forfizme (lisibilité, modularité, réutili-
sabilité, ...) et ceux-ci proposent les spécifications p@uifier des propriétés (consistance,
complétude, satisfaction, ...), pour engendrer le scpgaliet programmes ainsi que des tests,
pour construire des systemes de réécriture, pour exéeuseetification, ...

Nous pouvons citer par exemple ASL [SW83], ASSPEGIC [BC8%]G [BES6)],
Larch [GH86], ACT ONE et ACT TWOICEWY3], OBJB[GWEKB3], ASD+SDFI[VDMY6],
CASL [ABK02,[BM0Z], ...

Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes limités a gagearélémentaire
pour réduire les colts d'implantation des prototypes queravons réalisés. Par la suite,
nous envisageons d'utiliser un langage plus riche tel CASl'aglapter les interfaces WEB
et les algorithmes de courtage pour profiter des possibitifiertes.

Nous avons choisi de représenter les domaines par unesigraitérogéne avec sous-

typage §,<,X) et un ensemble d’équatiods

Les services sont alors des termesTdgP], ou P représente I'ensemble des pa-
ramétres du service. La requéte est un term&@xl€’], ou C représente I'ensemble des
données de l'utilisateur. Nous reviendrons plus en détmilssreprésentation des services
et de la requéte dans la suite de ce chapitre.

Nous sommes donc amenés a faire une comparaison entre dewestenodulo un
ensemblef d’équations. Nous allons maintenant aborder différentéthaudes de compa-
raison de termes.

2.1.3 Comparaison grace a la réécriture

Dans un premier temps, nous avons naturellement essayaétiliseé le travail effec-
tué dans le domaine de la réécriture et notamment réutileseoutils de réécriture existants.

2.1.3.1 Laréécriture

Les notations et définitions qui vont suivre sont issue$ 9.

Définition 2.1.17 (Systéme de réduction abstrait)
Un systeme de réduction abstraist une paireX,—), ou laréduction— est une relation
binaire surA. A la place de(a, b) €—, nous écrirong — b.

Définition 2.1.18 (Fermeture)
La fermeture réflexive, transitive de est notée™, sa fermeture symétrique est notéeet

sa fermeture réflexive, transitive et symétrique est netée

Définition 2.1.19 (Forme normale)
Nous dirons que :
— z estréductiblesi et seulement si il existetel quex — y.
— z estune forme normalsi et seulement st n'est pas réductible.
— y estune forme normaleez si et seulement si = y ety est une forme normale.
Siz a une unique forme normale, elle est désignéecpar

= ety sontjoignablessi et seulement Siz, = — z < y et nous écrirons | .



Formalisation du probléme

Définition 2.1.20 (Propriétés d’'une réduction)
Une réduction— est dite :
— Church-Rossesi et seulement si <>y = = | .
confluentesi et seulement gj; < = = ¥y = 41 | yo.
noéthérienne (qui terminej et seulement si il n'y a pas de chaine infinie
ag — al — ...
normalisantesi et seulement si tous les éléments ont une forme normale.
convergentesi et seulement si elle est confluente et termine.

Propriété 2.1.2
— est Church-Rosser est équivalent-aest confluente.

Propriété 2.1.3
Si— est confluente et normalisante alers>y < z |=1y |.

Cette derniére propriété nous donne un résultat tres gs&né qui permet de vérifier
simplement si deux termes sont en relation, a savoir de eégfie leurs formes normales
sont égales.

Définition 2.1.21 (—~¢)

SoientX une signature & un ensemble d’équations sur La relation de réductior-¢ est
définie par :

s —¢ t si et seulement si

3(l,r) €&, p € O(s) eto une substitution,

tels ques = o (1) ett = s[p < o(r)],

ou O(s) désigne I'ensemble des occurrences défini précédemment.

Définition 2.1.22 (Régle et systeme de réécriture)

Uneregle de réécritureest une équatioh= r telle quel n’est pas une variable &tar(l) 2
Var(r). Dans ce cas, nous écrirohs- r au lieu del = r. Un systéme de réécriturest un
ensemble de regles de réécriture.

Théoreme 2.1.1
Si R est un systéme de réécriture fini et convergentest décidable :

SIRt@SlR:th

Notre probleme est la comparaison de deux termes moduldéne¢ équationnelle
£. Une solution simple et élégante consiste a transforgnen un systeme de réécriture
équivalent, fini et convergent (confluent et terminant). @t enotre probléeme se raménerait
alors a la comparaison des deux formes normales.

Pour prouver ces propriétés, il faut connaitre des infaomatsur la théorie équa-
tionnelle, ce qui n'est pas notre cas, puisqu’une des hggethde travail est 'absence de
contraintes sur les équations. Néanmoins, il existe debadés pour transformer un sys-
teme€ fini mais quelconque en systéme de réécriture fini et conmérge

La complétion de Knuth-BendiX_[KBT0] est un algorithme grartsforme un en-
semble fini d’égalités en un systéme de réécriture fini, teanti et confluent, dont la ré-
duction préserve I'égalité. Les entrées de cet algorithonéla théorie équationnelle et une
relation d’ordre bien fondée qui permet d’orienter les edgNotons que cet algorithme est
semi-décidable. Il ne termine pas toujours et peut échouer.
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2.1.3.2 Outils de réécriture considérés

Les trois principaux outils de réécriture étudiés sont EB<K 98], cime [CMUO04]
et Maude [CDE 00, |CDE"03] car ils proposent des fonctionnalités équivalenteslesir
points qui nous intéressent et notamment une complétionmlghkBendix et I'obtention
d’'une forme normale a partir d'un systéme fini et convergiiéanmoins, CIME ne gérant
pas les types et Elan n’acceptant pas le sous-typage, Mapids particuliérement retenu
notre attention.

Maude permet de définir une signature hétérogéne avec goaget Certaines opé-
rations sont alors disponibles pour manipuler les termekatigbre associée. La signa-
ture est définie a partir des opérations et d'indicationsudiéisateur sur les types et leurs
liens d’héritages. La théorie équationnelle est donnéalparéquations sur les opérateurs
(I'associativité, la commutativité et I'élément neutresomt pas déclarés comme les autres
éguations mais possedent des labels spéciaux pour umteaitplus efficace). Maude offre
aussi la possibilité de définir des équations conditioeselPour une notation plus lisible,
il est également possible d’associer des priorités auxatgérs.

Maude propose une complétion de Knuth-Bendix qui permet ddwbtenir un sys-
téme fini et confluent, si la complétion de Knuth-Bendix terenavec succés. A partir d’un
tel systeme, Maude permet, pour chaque terme, d'obtenifarmge normale unique. La
comparaison de deux termes se raméne donc a la comparaitaur éime normale.

Maude possede également une commasmdatchqui permet de faire du filtrage mo-
ment, elle ne permet pas de le faire pour des propriétés eefpdar des équations quel-
conques.

Exemple 2.1.4
Voici un exemple trés simple de spécification en Maude :

fmod EXEMPLE is

sort Matrix .
op 0 : -> Matrix [ctor] .
op | : -> Matrix [ctor] .

op _+_ : Matrix Matrix -> Matrix

[prec 35 ctor assoc comm id: 0] .
op _*_ : Matrix Matrix -> Matrix

[prec 25 ctor assoc id: 1] .
vars N M P : Matrix .

eq (N + P) Mz(N*M)+(P*M).
egM* N+P)=(M = N)+ (M =* P).
endfm

Dans cet exemple, sont définis :
— une sorte : Matrix
— deux constantes : O et |
— deux opérateurs :
— + . associatif, commutatif et dont I'élément neutre est 0
— *:associatif et dont I'élément neutre est |

http ://cime.lri.fr
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— des équations :
— 0 élément absorbant de la multiplication
— distributivité de * par rapport a +.

La commande

xmatch ( X:Matrix + Y:Matrix ) + Z:Matrix
<=? a:Matrix + ( b:Matrix + c:Matrix ) .

qui cherche les valeurs de X, Y et Z, telles qie: Matriz+Y : Matrix)+ Z : Matriz
soitégal & : Matrix+ (b: Matrix+ c: Matrix) renvoie 54 solutions parmilesquelles :

Solution 1

Matched portion = (whole)

Z:Matrix --> 0

X:Matrix --> 0

Y:Matrix --> a:Matrix + b:Matrix + c:Matrix

Solution 2

Matched portion = (whole)
Z:Matrix --=> 0

X:Matrix --> a:Matrix

Y:Matrix --> b:Matrix + c:Matrix

Solution 10

Matched portion = (whole)
Z:Matrix --> a:Matrix
X:Matrix --> b:Matrix
Y:Matrix --> c:Matrix

Solution 11

Matched portion = (whole)
Z:Matrix --> a:Matrix
X:Matrix --> c:Matrix
Y:Matrix --> b:Matrix

Par contre,

xmatch ( X:Matrix * Y:Matrix) + ( Z:Matrix * U:Matrix)
<=? a:Matrix * ( b:Matrix + c:Matrix ) .

renvoie 12 solutions faisant intervenir les éléments msytnais ne trouve pas :

X:Matrix --> a:Matrix
Y:Matrix --> b:Matrix
Z:Matrix --> a:Matrix
U:Matrix --> c:Matrix

2.1.3.3 Les limites de cette approche

Nous avons réalisé un premier prototype en utilisant MaM@ddheureusement, nous
nous sommes vite heurtés a des problemes liés a deux de nuthésgs initiales : aucune
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connaissance des technologies sous-jacef2s €t aucune connaissance sur le systéme
(R3).

En effet la nécessité de fournir un ordre bien fondé pouisatilla complétion de
Knuth-Bendix impose a I'utilisateur un minimum de connaigses en théorie de la réécri-
ture. Cet ordre n'est pas facile a trouver méme pour un digieialu domaine. De nom-
breuses approches ont été étudiées pour engendrer awfoemagint ou semi-automatiqguement
cet ordre mais aucune ne permet de couvrir tous les cas.sJitamexemple I&Recursive
path orderingintroduit par Dershowitz dan§_[Der82]. De plus, la posgtitde composer
des services complique notre probleme, car une forme nerpwlt ne pas étre suffisante
pour résoudre notre probleme.

En effet, étudions le cas ou les services disponibles sentl(A, B) = A + B,
serv2(A,B) = Ax B etserv3(A,B,C,D) = Ax B+ C *x D. Supposons €galement que
* soit distributif par rapport &. Si l'utilisateur souhaite réaliseX * (Y + Z), plusieurs
solutions sont envisageables, dont :

1. serv3(X,Y, X, Z)
2. serv2(X,servl(Y, 7))
3. servl(serv2(X,Y), serv2(X, Z))

Si la forme normale choisie est la forme factorisée, en coama * (Y + Z) a
Ax B+ C x D, la solution 1 ne sera pas trouvée. Si la forme normale ahemt la forme
distribuée, en comparaif « Y + X = Z a A = B, la solution 2 ne sera pas trouvée.

L'autre limite de cette approche est liée a I'algorithme drith-Bendix qui :

— termine avec succes,

— termine avec échec (complétion impossible),

— ou ne termine pas car il engendre un ensemble infini de rdgle&écriture
en fonction de la théorie de départ.

Notamment des qu’une regle qui exprime la commutativité-(y — y + z) est
introduite, le systéme ne peut pas étre noéthérien.

Il était donc délicat, et en contradiction avec nos hypahéke départ, de baser notre
travail sur les techniques de réécriture, sachant que rglase une connaissance de celles-
ci pour le choix de I'ordre pour la complétion de Knuth-Bendt impose des restrictions
sur la théorie équationelle pour que la complétion de Kidgheix termine avec succes.

Par contre, si nous nous placons dans le cadre d’'une thégée fiour un domaine
particulier, un spécialiste peut construire I'ordre etdy@n un outil ad hoc qui sera modifié
a chaque évolution de la théorie.

Notons également qu'il faut, pour engendrer tous les sesyiétre capable d’obtenir
tous les chemins de réécriture qui conduisent a la forme alernkn effet, ces différents
chemins méneront & une solution différente.

2.1.4 Unification, filtrage, unification équationnelle et fitrage équationnel

Une autre approche pour rechercher des correspondancesesrgervices fournis et
la requéte (comparaison de deux termes), en tenant compteditain nombre d’'égalités,
est l'unification équationnelle et le filtrage équationnel.

Les problémes de filtrage et d’unification, simple ou moduie théorie équation-
nelle, avec ou sans type, appartiennent a une catégorieodemes qui ont été beaucoup
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étudiés, car ils ont une place importante en informatiguaotgmment dans les assistants
de preuve. Une bonne introduction a ces problemes peutréirede dans [BS01].

2.1.4.1 Lunification

Le but de l'unification est de trouver une facon de rendre detmes égaux en rem-
placant certaines variables de ces deux termes.

Définition 2.1.23 (Unification)

Soientu etv, deux termes. Le problémeuiificationest de savoir s'il existe une substitu-
tion o, telle ques(u) = o(v).

Un tel o est appelénificateurde u etwv.

Exemple 2.1.5

Par exemple, sf est un symbole d’arité 2; etb des symboles d’arité O at ety des
variables. Soient, = f(a,z) etv = f(y,b), une solution au probléme d’unification de
etv estc ={x — b,y — a} :o(u) = f(a,b) = o(v).

Il s’agit ici d’unification syntaxique du premier ordre, das deux termes doivent
étre égaux et seules les variables (et pas les fonctionsgpeétre substituées.

Théoreme 2.1.2
Le probléme d’unification, du premier ordre, de deux terng¢sglécidable.

Définition 2.1.24
Une substitutiorr est unmgu(most general unifier) de etwv, s'il est un unificateur de et
v et si pour toud, unificateur dew etv, o < 6.

Théoréme 2.1.3fgus)
L’ensemble desngusde deux termes peut étre engendré a partir d’'un unigge Cela
signifie que tous lemngussont égaux modulo le renommage des variables.

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudreldaopne d’unification.
Il en existe en temps linéaire_ [MMB2, PW76]. L'efficacité daldorithme proposé dans
le second article est notamment lié a la représentationetees sous forme de graphes
acycliques orientés plutét que sous forme d’arbre, ce gunpede mutualiser le travail
effectué sur les différents sous-termes identiques d'umen&rme.

2.1.4.2 Lefiltrage

Définition 2.1.25 (Filtrage)
Soientu etv deux termes, le probleme de filtrage est de trowvesl queo(u) = v. o est
appelé urfiltre dew etw.

Exemple 2.1.6
Par exemple, sf est un symbole d’arité 2, etb des symboles d’arité 0 etune variable. Si
u= f(a,z) etv = f(a,b), une solution au probléme de filtragewletv esto = {x — b} :

o(u) = f(a,b) = .

Siv ne contient pas de variable, les problémes d'unificatioredtllage sont stric-
tement identiques.
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2.1.4.3 Lunification équationnelle

L'unification équationnelle se rapproche du probléme dicaiion mais au lieu de
chercher a rendre les termeset v égaux, nous cherchons a les rendre égaux modulo une
congruence induite par une théorie équationnelle.

Définition 2.1.26 (E-unificateur)
Soient€ une théorie équationnelle,etv deux termesg est unE-unificateurde v etv si et
seulement sir(u) =¢ o(v).

Exemple 2.1.7

Par exemple, sf etg sont deux fonctions d’arité 2, etb deux constantes; ety deux
variables e€ = {f(a,b) = g(a,b)}. Un E-unificateur de. = f(a,z) etv = g(y,b) est
o={x —a,y — b} :o(u) = f(a,b) =¢ g(a,b) = o(v).

Théoréme 2.1.4
La propriété de décidabilité n’est pas conservée dans lel'cag théorie équationnelle
qguelconque.

Définition 2.1.27 (Substitution plus générale modul@ et sur V)
Soient€ une théorie équationnell®, un ensemble de variables, une substitutioestplus
générale modul@ et surV qued ssi il existe une substitutiomtelle quevx € V, §(x) =¢

d(a(2)).

Théoreme 2.1.5
La propriété de I'unicité dungu n’est plus valide. Mais lorsqu'il sera fait référence a un
ensemble complet d’E-unificateurs, c’est 'ensemblerdgssqui sera considéré.

Théoréme 2.1.6
L’ensemble minimal complet d’E-unificateurs peut ne pastexiet s'’il existe, il peut étre
infini.

Du fait de la perte de la décidabilité et de I'unicité thgu dans le cas général,
de nombreux travaux ont été réalisés dans des théoriesyigres : associative_[Makir7,
Jaf90 | Sch92], commutative [S1e79], distributize [ATBR 3], associative et commutative
[Dom91], ...

Des travaux ont également été réalisés pour pouvoir comlgis@lgorithmes de dif-
férentes théories [BSP6]. La principale restriction de agsrithmes est qu'ils nécessitent
des théories sur des symboles disjoints. Cela limite dancds ou ces techniques peuvent
étre utilisées.

2.1.4.4 Le filtrage équationnel

De la méme facon que pour l'unification, ou il existe l'unifica équationnelle, il
existe le probléme de filtrage modulo une théorie équatitana filtrage équationnel, aussi
appelé E-matching.

Définition 2.1.28 (filtrage équationnel)
Le probleme ddiltrage équationnetle deux termes etv a une solution si et seulement si
il existe o tel ques(u) =¢ v.
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Exemple 2.1.8

Par exemple, sf etg sont deux fonctions d’arité 2, etb deux constantes; une variable et
E ={f(a,b) = g(a,b)}. Une solution au probleme de filtrage équationnel.de f(a,x)
etv = g(a,b) estoc = {x — b} :o(u) = f(a,b) =¢ g(a,b) = v.

Comme pour l'unification équationnelle, dans le cadre d'thémrie équationnelle
quelconque, il n'y a pas forcément d’existence d’'un ensembhimal de filtres[[EH86].

La encore des travaux ont été réaliseés dans le cas de thgariiesiliéres. Par exemple
[Caon04] pour une théorie associative et commutative, [V[p@&ir des systémes de réécri-
ture ou [DMS92] pour des systemes convergents.

2.1.45 Etlestypes?

Tous ces problémes existent également dans une versioa. tijagout de types
implique des contraintes supplémentaires sur les sutistitucalculées, car les variables
doivent étre remplacées par des termes avec des « typestduaga.

Parmi les travaux réalisés, citons [SNGMB9, MGS89]. Cestra se placent dans le
cadre de types ayant des liens d’héritage. Pour intégréypes a I'unification, il y a deux
solutions : soit réaliser une phase d’unification simplesganir compte des types, suivie par
une phase de typage, soit intégrer le typage a chaque étdpmitleation. Cette seconde
solution est, en général, plus efficace car elle permet deciétles erreurs de types plus
tét. Cependant, elle peut entrainer la duplication du trgear tous les types possibles.

Dans [Kir88], Claude Kirchner étudie l'unification équatielle dans le cas d’al-
gébres avec types qui ont des liens d’héritage. Dans le cediteéories réguliéres (chaque
terme & un unique plus petit type) et qui conservent les tfpes les termes égaux ont le
méme plus petit type), les régles de l'unification standard étendues dans le cas typé.

Nous avons justifié dans la sectionll.1 que nous devions pawabercher des ser-
vices quelle que soit la théorie équationnelle définie.dbhtlonc pas possible de s’appuyer
sur les résultats décidables dédiés a des théories pan@il Nous avons donc choisi de
nous appuyer sur l'algorithme général proposé par Galli€ngder dand [GS89]. En effet,
nous allons voir dans la section suivante que la définitionatee ensemble de solutions
nous ramene a un probleme de filtrage équationnel entrerldseseet la requéte.

2.2 Représentation du domaine, des services et de la requéte

Nous venons de détailler plus précisément ce qu'est unefispéion algébrique.
Nous avons choisi de représenter le domaine grace a unspélidication. Les services et
la requéte sont alors exprimés grace a des termes de I'algébociée a la signature.

2.2.1 Le domaine

Comme nous venons de le voir, nous avons choisi de définir omathe par une
signature hétérogéne avec sous-typdagje(>2) et un ensemble d’équatiods

Dans la suite, tous les exemples seront développés sur uaim®meimple défini
comme suit :

Définition 2.2.1 (Définition du domaine des exemples)
S ={Matriz}
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={
0 :— Matrix
I . — Matrix
4+ Matriz x Matricz — Matrix
*  Matriz x Matriz — Matriz
}
€=A
x: Matrix zxl ==z
x: Matrix Ixx==x
x: Matrix zx0=0
x: Matrix Oxxz=0
x,y : Matrix r+y=y+z
x: Matrix z+0==zx
x,y,z: Matriv x4+ (y+2)=(r+y)+2
x,y,2: Matriz xx(y*z)= (v*y)*z
z,y,z: Matriz  zx(y+2) = (xxy)+ (z x 2)
z,y,z: Matriz (x+y)*xz=(r*z2)+ (y*2)
}

2.2.2 Les services

Le probléme a résoudre est de trouver I'ensemble des ssrgtcdes compositions
de services répondant a une requéte. Pour cela, nous dispdsm ensemble de biblio-
théques proposant un ensemble de services. Nous notgrbessemble de ces services,
appelésservices initiaux

Pour décrire les services, nous nous appuyons swichicul, qui est une abstraction
du mécanisme de déclaration et d’appel de fonctions. Laggrdu)-calcul est :

Mi=x|MM| e.M

— x est une variable

— A\z.M est une abstraction (ou fonction de parameétre forrmetlde corps\/)

— MN estl'application dé\f a N, en particulief Az.M )N est un appel de fonction,
ou le paramétre formel est remplacé par le parameétre réél

Cet appel de fonction est représenté par la regle de réductio

(A.M)N — o(M),0ou0 = {z+— N}
Cette régle de réduction est appel&eéduction.

Un service initials posséde un ensemble de paramétres iptd.a fonctionnalité
rendue est exprimée par un terme de I'algebre.

Soit{p1, ..., p, } 'ensemble des variables d& qui interviennent dans la description
de la fonctionnalité. Un service est alors de la formap;...Ap, .ts, avects un terme ap-
partenant x[{p1, ..., p, }]. Dans la suite{p1, ..., p,, } seranot&d ar(ts) et Ap;...Ap,, sera
notéAVar(ts).
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Exemple 2.2.1

Exemples de services :

s1 = AxAyAz.z + (y + 2)

S0 = ATAY.T * Yy

s3 = AxAyrz.x * (y + 2)

S4 = AXAYAZAUAW.T * (Y * w) + 2 * u

Les éléments d&; qui ne sont pas daf%, ..., p, } sont des paramétres dont nous ne
saurons pas déterminer les valeurs. Ce sont ceux qui wiatgrent pas directement dans
la fonctionnalité du service. Dans les solutions retousnésur valeur sera affectée a « ? ».
lls devront étre traités « a la main » par I'utilisateur. il @gssi envisageable de coupler nos
algorithmes de courtage avec un autre outil permettant @erdiner ces parametres.

Exemple 2.2.2
Soit le services de signature :
s(A: Matriz, B : Matriz, m :int, n:int, p :int) : Matriz qui réalise le produit de
la matriceA de taillem x n avec la matriceB de taillen x p.

Dans notre représentatiosipourra par exemple étre représenté par :
AAMNB.A % B.

Dans ces conditions, les paramétresn etp ne pourront pas étre déterminés par
notre analyse.

2.2.3 Larequéte

L'utilisateur a un probléme particulier qu'il veut résoadx partir de ses propres don-
nées. Pour cela, il peut appeler un ou des services avec 8eéetoen parametres,. est
I'ensemble des identificateurs qui permettent de désigrdsnnées. |l va alors exprimer
son probléme sous la forme d’une requétgui est un terme appartenan?a[C,|. Dans la
suite, les éléments dg&. seront appelésonstantes de la requéte

Exemple 2.2.3
Exemples de requétes :
Cy, ={a,b: Matrix  },r1=a+b
Cr, ={a,b: Matrix  },ro=axb
Cr, ={a,b: Matriz  },rs=ax(b+1)
Cy, ={a,b,c,d : Matriz},ra =a*xb+cxd

2.3 Description de 'ensemble des services réalisables

Maintenant que nous avons décrit la requéte et les servioes, souhaitons forma-
liser 'ensemble des services ou des compositions de sargai permettent de répondre
a la requéte de I'utilisateur. Pour cela, nous devons dgtensemble des services et des
compositions de services qui peuvent étre rendus a pastis@lwices initiaux.

A partir de I'ensemble des services initiagixnous pouvons engendrer d’autres ser-
vices par affectations de valeurs aux parametres ou paforamations en appliquant des
équations. Dans le dernier cas, le service rendu est le mé&iselarforme sous laquelle il
est exprimé est différente.
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Plus formellement, définissons I'ensemble des transfoomasur les services. Dans
la suite,t, ett sont des termes sii, lesz; ety; sont des variableg, est une constante,
une position dans un terme®une substitution.

— cste(z, ) ATAT1 ... ATy Lg ceste(zc), Axy..Azy.0(ts), OU :

—o={zw—c};
— c est une constante du domaine ou de la requéte.

La transformatiorcste fixe la valeur d'un paramétre a une constante du domaine
ou de la requéte. Le service obtenu est moins général quiedosiuil est issu. Le
parameétre affecté est supprimé de la liste des paramétnesuheau service et il
est remplacé par la constante dans la fonctionnalité rendue

— comp(x,t) : AeAT1.. ATt m ALL . AL AYL o AYp -0 (s), OU
—o={zx—t};
— testunterme;
— (Y1 Y} = Var®)\{z1, ., 20},

La transformationcomp fixe la valeur d’'un parameétre a un terme. Cette régle re-
présente la composition de services. Dans la suite, nooaddihypothése que

le terme affecté est un service réalisable a partir descgrinitiaux et que les
variables de ce terme sont des nouvelles variables (aurblesovariables seront
renommeées). Le parametre affecté est supprimé de la listpatamétres, les va-
riables du terme sont ajoutées comme nouveaux paramettegpatameétre est
remplacé par le terme dans la fonctionnalité.

— lie(x,y) :

Sidk tel que y = xy, alorsAzAzy.. Az, ts M

AL ATy.0(ts)

. o . lie(z,
Sinony doit étre une nouvelle variable Bt Az ... \x,, .t M AYAT .. Axy.0(ts),

ouo = {x — y}.

La transformatioriie a deux significations. Soit elle renomme un parameétre avec
un nouveau nom, soit elle lie deux paramétres. Dans le calieolieedeux para-
meétres, le nouveau service est formé en spécifiant que lespdeametres doivent
avoir la méme valeur. Un des parameétres est supprimé etrrdmgtiacé par I'autre
parametre dans la fonctionnalité du service.

—eq(a,0,e1,e9) :

Sity), = o(e1) alorsAay.. Ayt cale.o.e1,¢2)

ou :

- acO(t);

— t|, désigne le sous-terme da la positionc .

— tla <+ s] représente le termedans lequel le sous-terme a la positiora été
remplacé pas.

— (e1, e2) estune variante d’'une équation&eavec des nouvelles variables, c’est-
a-dire qu'il existe une substitutiohinversible, telle quéd—1(e1),0 1(e2)) €
£.

— Vv € Im(0]var(es)\Var(er)), v € Var(ts) ouv est une nouvelle variable ;

ATy AT AY1 . AYm [ — o(e2)],
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— {1, .-, ym} = Var(o(ez))\Var(o(e1));
—A{ziy, i} =A{x1, capn \(Var(o(er))\Var(o(e2))).

La transformatioreq n’a aucun impact sur le service rendu, seule la forme sous
laquelle il est exprimé différe. La fonctionnalité est rdagée par une fonctionna-
lité équivalente en appliquant une équation. Nous fais@padiitre les parametres
qui sont supprimés par I'application de I'équation et apfieg ceux introduits par
I'équation. La contrainte sur I'image deest présente pour s’assurer que les seules
variables qui peuvent étre introduites dans le probléemedemnouvelles variables

et qu’il est impossible de faire réapparaitre une variableaqiéja été utilisée.

Bien entendu, nous faisons I'hypothese forte que les émmtiléfinies par les
spécialistes d’'un domaine sont bien des équivalences gseprent la sémantique.

Propriété 2.3.1
Soientty,ts des termes sUL et A une suite de transformations telle que :

AVar(ty)t 25 AX .ty
Alors X = Var(ts).

Cette propriété nous permettra par la suite de ne pas dfpeaxldpnsemble de va-
riables sous le lambda quand il sera trop compliqgué. Nousrowg alors\.t au lieu de
AVar(t).t.

Preuve Par induction sur la taille dd. Triviale, par définition, pour chaque transforma-
tion. O

Corollaire 2.3.1
Les services initiaux étant de la form& ar(ts).ts, avects un terme suk, tous les services
engendrés seront de la form® ar(t).t, avect un terme suk..

Remarque Ce corollaire montre également qu'il n’était pas nécessdiutiliser des
A-termes pour représenter les services, des termes auéenuffisants. Néanmoins, ce
choix a été réalisé pour faire apparaitre explicitemenpégameétres de ces services.

Exemple 2.3.1
Exemple de production de services :
s = AZAYINZ AU * Yy + 2 % u
M ALAYAz.x *y + 2 %0
ca(@ {w1z},1+0.0) AxAy.xxy+0
eq(e,{zo—z*y},x2+0,22) Ay * Y
Exemple 2.3.2
Exemple de production de services :
s = ATAY.T * Yy

comp(y,a+b) AzAab.x * (a + b)

Axda\b.zxa+x*b

eq(e,{zr1—z;x2—a;w3—a},x1%(22+23),T1 ¥T2+T1*L3)
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Exemple 2.3.3

Exemple de production de services :
s = ATAYAZ.T * y + 2
cste(20), Ardy.xxy+0

2’ 70’ 0
a2, Ne NN 0y + 1 %0
lie(z1,x)

AxAy.x xy + x %0
Axdy.x * (y + 0)

eq(e,{ra—z;x3—y;24—0}, moxr3+To*r g, T2 % (T3+24))

Définition 2.3.1 (Ensemble des services pouvant étre rendus

Soit S 'ensemble des services initiaux.

NotonsS; = {A\Var(t).t| Is € S, t1;...;t, une suite de transformations de tailietelle
que :AVar(s).s Hiwiln, AVar(t).t}.

L' ensemble des services pouvant étre reregg J S;.
i=0

2.4 Description de 'ensemble des solutions

Nous venons de construire 'ensemble des services et dggositions de services
réalisables a partir des services initiaux. Une requéiera réalisable si elle appartient a cet
ensemble.

Définition 2.4.1 (Répondre a la requéte)

Dans le cas ou les compositions de services sont interditesgrvice initials = AVar(ts).ts

permet daépondre a la requéte, s'il existe une suited de transformations telle que :
— il n'y a pas de transformatiotomp dansA ;

— AVar(ts).ts A

Exemple 2.4.1
AxAyAzAu.x * y + z * u permet de répondrec+ b
AZAYAZ AU * Yy + 2 % u

I
ceste(a,D), AyAzdud xy + z % u
cste(z]), Aydud xy+1*u
eq(1{z1—y},I*x1,21) My + I *u
eq(2,{za—u},I[*xx2,22) )\y)\uy +
csteya), Au.a +u
cste(u,b)
7 a+b

Dans le cas ou la composition de services est autoriséervnes@nitial s = \Var(ts).ts
permet de répondre a la requétes’il existe une suited de transformations telle que :
— pour toutes les transformationsmp(z;, t;) de A, le probléeme; peut étre rendu a
l'aide des services d§;

— \War(ts).ts Ao

Exemple 2.4.2
SoitS = {\x\y.x + y; AxAy.x x y}.
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Az Ay.x + y permet de répondre@+ (b * ¢) car :

ATAY.x + Yy
cste(x,a)
—_ Ay.a+y
comp(y,bxc) ot (b . C)
et

ATAYy.x * y
cste(x,b) Ayb# y
comp(y,c)
— bxc

Nous remarquons ici que la définition précédente conduitsasdkitions potentiel-
lement infinies. Ce probléme sera pris en compte dans nosthlges en imposant une
profondeur maximale de composition.

L'existence de la suite de transformatioAsmplique qu’il existe une suite d’'affec-
tations des parametres (a des constantes, a des varialdedeasutermes dans le cadre de
la composition) et de transformations de la représentatioservice, qui permet de trans-
formert, enr. Les liens entre les parameétres du service et les cons@ntemaine et de
la requéte seront mis en évidence a partir de cette suit@dsférmations. Ceux-ci seront
exprimeés sous forme de substitutions. Ces substitutigigaiées sur les parametres du
service, donneront les valeurs qu'il faut associer a cempeires lors de I'appel du service.

Définition 2.4.2 (g 4)
A toute suite de transformations est associée une substitution engendrée a partir des
transformations suivantes :
— Ocste(z,c) — {.I‘ = C}
— Ocomp(z,t) = {.’13 = t}
— Olie(z,y) — {'I' = y}
- Ueq(a,a,el7eg) =
— OA13A3 =04 004,

Justifications 1
Explications informelles de ces substitutions :
— Ocste(x,c) = {.I' = C}
Appliquercste revient a transformer le service en remplacant un de segipaies
parc. Ce lien se retrouve dans la substitution.
— Ocomp(a,t) = {.’13 = t}
Appliquer comp revient a transformer le service en remplacant un de ses para
métres pat. Ce lien se retrouve dans la substitution. Pour que la solgbit va-
lide, t doit étre réalisable a l'aide des servicesdéans la pratique, une variable
intermédiaire sera associée.&lle recevra le résultat du traitement et c’est
elle qui sera passée en parametre du service. Cette néalisigtt sera exécutée
avant le service qui prertden parameétre.
— Olie(z,y) — {.17 = y}
Siy n'est pas une nouvelle variable, appliquér signifie que deux paramétres
sont liés. Le lien entre le nom du paramétre supprimé et le darparamétre
conservé doit donc apparaitre dans la substitution. Sipas sommes dans le cas
du renommage d’un parameétre, le lien entre I'ancien nom mblereau nom doit
apparaitre dans la substitution.
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— Oeqlaeres) =V
Il n’y a aucune affectation des parameétres. Seule la formie &muelle est ex-
primée la fonctionnalité du service change. Cela n'auracgms d’'impact sur la
substitution.

— OA;;Ay =0A; 004,
Des paramétres introduits ou associés dans la premiéeie pag transformations
peuvent étre affectés dans la secondg. eto 4, sont donc composées.

Exemple 2.4.3
La substitution associée a I'exemple 24.1 (dage 47) est :
{z—1I, z— 1, y— a, u— b}.

Exemple 2.4.4
La substitution associée a I'exemple 2 3.3 (dage 47) est :
{z+—0, 21— z}.

Propriété 2.4.1
Soienta etb deux termes d&s. et A une suite de transformations :

Si\Var(a).a 2 \Var(b).b
Alors UA((I) =¢ b.
Preuve Par récurrence sur la taille de
— Cas d'arrét
Si A est de taille 1, traitons les différentes transformations :

— \War(a).a cotelaye), AVar(b).b
Par définition de:ste : b = {z — c}(a),
oros = {z— c},
donco4(a) = b
etdonco 4(a) =¢ b.

comp(x,t)

— \War(a).a ———= A\Var(b).b
Par définition deomp : b = {x — t}(a),
oroy = {z — t},
donco4(a) = b
etdonco4(a) =¢ b.

~ War(a).a 2 A\ Var(b).b

Par définition déie : b = {x — y}(a),
oroa = {z+ y},
donco4(a) = b
etdonco4(a) =¢ b.

- MVar(a).a AVar(b).b
Par définition dexq : a =¢ b
oroys =0,

etdonco 4(a) =¢ b.
La propriété est donc vraie.

— Poursuite
Supposons que la propriété soit vraie pour une transfoomate taille inférieure a
n, montrons qu’elle est vraie pour une transformation déetail
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SoientA; et Ay deux suites de transformations non vide: &in terme sul tels
qued = A1 ;As etAVar(a).a 25 A\Var(c).c 22 AVar(b).b.

Par hypothése de récurrence :

—oa,(a)=¢cc

—oa,(c)=¢b

donco, (o4, (a)) =¢ o4,(c) =¢ b.

Or, par définitiong 4 = 04,,4, = 04, ©04,, dONCo 4(a) =¢ b.

La propriété est donc vraie.

Nous reconnaissons ici la notion de filtrage équationnel.

Corollaire 2.4.1

Soienta etb deux termes suUxr. et A une suite de transformations sans transformatieq «
» !

SiAVar(a).a 25 \Var(b).b

Alorsb = o 4(a).

Preuve Immédiate en reprenant la preuve précédente. O

Définition 2.4.3 (Ensemble des solutions)
Soitr une requéte I'ensemble des solutions répondant a la reguésel’ensemble :

{(s,04)|s €5, )\Var(s).siw}

Justifications 2

D’apreés la propriété précédente, en appliquansur la fonctionnalité du service, le service
est égal, modulo les équations, a la requéte. Donc cettéitstibs va indiquer les valeurs
des paramétres avec lesquelles le service doit étre appefeepécuter la requéte. Dans le
cas ou une composition est nécessaire, le terme corresgandaous-service sera construit
avant I'appel de.

2.5 Propriétés des suites de transformations

Ré-ordonnancement Nous allons maintenant montrer que ces suites de trandfiorma
peuvent étre réordonnées pour, dans un premier tempsga@pla substitution (grace a
une suite de transformationste, lie et comp) puis dans un second temps appliquer les
éguations (grace a une suite de transformatigis

Définition 2.5.1 (A5)
A toute substitutiorny, nous associons une suite de transformatidpengendrée comme
suit :

— Afzry = cste(w,r), sir est une constante du domaine ou de la requéte ;

— Ay = lie(z,7), sir est une variable ;

— Afgsry = comp(x,7), Sir estun terme;

o1Uoo = Aol; g2

Nous remarquons que, pour toute substitutipaucune transformatiogy n'apparait
dans la suite de transformatiods .
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Propriété 2.5.1
Soient{z1,...,x,} un ensemble de variables §ti, ...,r,} un ensemble de termes. Soit
d={z1—ri,...,zy — r,}alorsoa, = § siDom(d) N Im(d) = 0.
Preuve Par récurrence sur la taille de la substitution.
— Cas d'arrét
Si la substitutiony est de taille 1, noton$ = {x +— r}
— sir est une constante du domaine ou de la requéjes= cste(z,r) : 04, =
Ocste(z,r) = {33‘ = T} =0
— sir estune variableds = lie(x,7) : 0a; = Oie(z ) = {71} =0
— sir estun termeds = comp(z,7) : 0A; = Tcomp(ar) = 1T — T} =0
— Poursuite
Si la propriété est vraie pour une substitution de taillérigiure a:, montrons que
la propriété est vraie pour une substitution de taille
6 = {.1'1 — 7“1} U 1
TAs= O-A{IlHrl}Uél
= AL ey 148
= O-A{zl’_w‘l} © JA51
={x1—1r1}od par hypothése de récurren@gé1 =0
=0 U{x1 —ri} carxy ¢ Im(d1), z1 ¢ Dom(d1) etry ¢ Dom(dy)
puisqued est une substitution
=0
La propriété est donc vraie. O

Propriété 2.5.2
Une variable qui disparait dans une suite de transformsmatierpeut pas réapparaitre.
Pour toutes suites de transformatiohset A, et tous termes,, t5 etts tels que :
)\V&T(tl).tl g )\V&T(tQ).tQ g )\V&T(t:g).tg.
Siv € Var(ty) etv ¢ Var(te) alorsv ¢ Var(ts).
Preuve Les transformations qui permettent d’introduire des \deis.dans les termes sont
comp, lie eteq. En ce qui concerneomyp et lie, ces variables doivent étre des nouvelles
variables, c’est-a-dire qu’elles ne doivent pas étre agsaprécedemment dans le probleme.
En ce qui concerney, la contrainte :

Vv € Im(0|var(es)\Var(er)), v € Var(ts) ouv est une nouvelle variable

impose que les variables potentiellement introduites 'gguation sont soit déja présentes
dans le terme (elles n'ont donc pas disparu), soit des niesvedriables.
Donc les seules variables introduites sont des nouvellégbles. O

Propriété 2.5.3
Toutes les substitutions engendrées a partir d’'une suiteadeformations sont idempo-
tentes.

Preuve D’aprés la propriété 2.7.1 (pa@el34), les substitutions &lmpotentes si et
seulement si les domaines et les images des substitutibnsmemtersection nulle.
SoientA une suite de transformations &f la substitution engendrée a partir de
Faisons une preuve par récurrence sur la taillelde
Cas d'arrét :
Pour une transformation vide, la substitution associéd’identité, donc la propriété est
vraie.



52 Formalisation du probléme

Poursuite :
Supposons que la propriété est vraie pour une suite de dramstions de tailler — 1,
montrons qu’elle est vraie pour une suite de transformatdmntailler.

Nous allons montrer que gi = A;;t, ou A; est une suite transformations de taille
n — 1 ett une transformation, alors :

Dom(oa,)NIm(oca,) =0 = Dom(ca) NIm(ca) =0

1. A= Ajseq(a,o,e1,e2)
o4 = o4, donc la propriété est vraie par hypothése de récurrence.

2. A= Aj;cste(s,c) oOUA = Ay;lie(s,r) OUA = Aq;comp(s,t)

NotonsX pourc our out. Par définitiong 4 = 04, o {s — X}. Par hypothése de
récurrence Dom(oa,) N Im(oa,) = 0.

— Sis € Dom(c4,), commeDom(c4,) NIm(ca,) =0, alorss ¢ I'm(c4,). Donc
oA = 04,,lapropriété est vérifiée.
— Sis € Im(oa,),commeDom(ca,) N Im(ca,) =0, alorss ¢ Dom(oa,).

Nous avons :

— Dom(o4) = Dom(oa,)U{s}

— Im(04) = (Im(o.4,)\{s}) U Var(X)

Traitons les trois cas poux :

— SiX = ¢, alorsVar(X) = 0, la propriété est vérifiée.

- SiX =r.

— Sir est une nouvelle variable, alors¢ Dom(oa,), la propriété est donc
vraie.

— Sir apparait dans le terme sur lequel la transformation esicpg.
Preuve par I'absurde.
Supposons que € Dom(c4,) et montrons que nous arrivons & une contra-
diction.
Il existe alors une transformation de la formee(r, ¢') oulie(r, ") oucomp(r,t')
dansA;. Aprées application d’'une telle transformatiom’apparait plus dans
le termer ne pouvant pas étre réintroduit d’aprés la propfiele P fagd5l),
elle n'appartient donc pas au terme sur lequel est appligugansformation.
Il'y a donc contradiction, donec ¢ Dom(o4,) et la propriété est vérifiée.

— Si X = t, par définition de la regleomp, Var(t) n'est composé que de nou-
velles variables, elles ne sont donc pas dBasgn(o 4, ), la propriété est donc
vraie.

— Sinon :s ¢ Dom(oa,) ets ¢ Im(oa,).

Nous avons :

— Dom(c4) = Dom(oa,) U {s}

— Im(oa) =1Im(oa,) UVar(X)

Par hypothéeses ¢ Im(o4,), par définition deste, lie etcomp s ¢ Var(X) et

pour les mémes raisons que ci-desBus (X) N Dom(o4,) = 0. La propriété est

donc vérifiée.

La propriété est donc vraie et par récurrence, elle estggaievraie pour toute suite
de transformations.
O
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Corollaire 2.5.1
Pour toute suite de transformatioAsc 4 (la substitution engendrée a partir d¢eto 4, ,

(la substitution engendrée a partir de la transformatiamégee a partir de 4) sont iden-
tigues iocp =0 Ag -

Preuve D’apres la propriét€Z3.1 (pa@el51),8om(5) N Im(d) = 0, alorso s, = 0.
Nous venons de montrer que, pour toute suite de transfansati, Dom(ca)NIm(ca) =
] doncoy,, =oa. O

Lemme 2.5.1
Soients etr deux termes sUr.

Si\Var(s).s 4, XVar(r).r,

alors\Var(c(s)).ca(s) As, AVar(r).r,
ou Ag, est une variante de la suite des transformatignge A.

Preuve La preuve se décompose en 4 étapes :

— décomposition de la transformation initiale ;

— vérification de la condition d’égalité des sous-termes pppliquer la transforma-
tionegq;

— vérification de la condition sur I'image depour appliquer la transformatiaty ;

— vérification que le résultat de la transformation est bien

1. A estune suite de transformationige, comp, lie eteq. Nous la découpons de facon
a isoler les transformationg. Nous obtenons alors :
A= Aj;eq(aq, b1,e11,e21); Ag;oseq(n—1,0n-1,€1,_1, €2n_1); An, l€SA; NE contiennent
aucune transformatiosy et peuvent étre vides.

Nous avons alors :

.S
A
R A.oa,(s)
eq(a1,01,e11,e21) s
—_—_— o7
A
2, A.oa,(s1)
eq(an—1,0n—1,1n—1,€2n-1) s

On—1

An
— )\-UAn(Sn—l) =T

Avec, par définitiongy = 04, 0...004,.

2. Les substitutions s’appliquant sur les variables qut tfeuilles des termes, elles
n'agissent pas sur les positions des sous-termesd(t|,) =o(t),, -

() Traitement de la premiére équation

Comme la transformatiogy(«, 01, e11, e21) est applicablee 4, (3)\a1 = 61(e11).
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(b)

(
(

. aAl(aAl(s)|a1))) caroy4, estidempotente
(

=oa(th(e1r))

Quand une équation est appliquée, elle ne doit contenir gaenduvelles va-
riables : soit(e] ;, e5,) une variante de I'équatiofe;, e21 ), avec des nouvelles

variables, soit} une substitution de renommage telle e = o '(e1;) et

€y = 03_1(621)-

La présence de cette substitutioh ne se justifie que pour que I'équation soit
appliquée avec des nouvelles variables.

L'équation (¢, e5,) peut donc étre appliquée suoy(s), a la positiona; et
avec la substitution’ 0 61 004 :

/ / /
eq(a1,0700100 4,€],€5,)

A.oa(s) A.s'q.

Nous avons alors :

st =oals) [ar — oa(b1(a](eh)))]
=0a(s) o1 — oa(b1(e21))]

et

oa(s1)=0a(04,(s) [a1 < O1(e21)])
=oa(04,()) [ — oa(B1(e21))]
=04(s) [aq «— ga(b1(e21))] CargA, 004 =04, 004, 0...004,

eto 4, idempotente

= 3’1

Traitement de la deuxiéme équation

Comme la transformatiogy(aw, 62, €14, e25) st applicable ¢ 4, (Sl)|042 = 6a(e12).
Comme les variables qui disparaissent ne réapparaissent pa

Var(sy) N Dom(ca,) = doncoy, (s1) = s1.

De mémeVar(6z(e12)) N Dom(oa,) = 0 donchy(eis) = o4, (02(€12)).

04(81)},,704,(--(04,(04,(51))))),,
=JAn(...(UA2(31)))|a2 caro,(s1) = s1
=0, (-(0a,(51),,,))
:aAn(...(aAQ(aA2(sl)|a2))) caro 4, est idempotente
=0, (-+-(04,(02(€12))))
=07, (- (04, (04, (02(€12)))))  carba(ers) = oa,(02(e12))
=oa(e12)

Nous réitérons le méme principe que dans le cas précédenepgandrer des
nouvelles variables pour I'équation appliquée. Nous a&ois :

/ ! ’
eq(a2,0500200 4,€5 ,€5,)

X.oa(s1) .5,
Nous avonsVar(c4,(s1)) N Dom(c4,) = 0, toujours car les variables qui
disparaissent ne peuvent pas réapparaitre, danto,(s1)) = oa,(s1) =
04, (04, (51))-
Nous avons alors :
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85 =oa(s1)[az < oa(f2(05(eh,)))]
=oa(s1)[az < oa(f2(e22))]
oA(52) = 0a(04,(51) |2 — Oa(e22)])
=o0a(04,(s1))[az «— ca(f2(e22))]
=04, (04,(04,(04,(51)))) 2 < ga(f2(e22))]
=04, (04,(04,(04,(51)))) 2 — ga(f2(e22))]
=04(s1)[ae «— g4(02(e22))] caro 4, est idempotente

(c) Nous réitérons le méme raisonnement sur les équatidvenses.
Nous obtenons alors :
AVar(oa(s)).ca(s)
AVar(oa(s1)).0a(s1)
AVar(oa(se2)).0a(s2)

/ ! !
eq(a1,0700100 4,€]4,e5,)

/ ! !
eq(a2,0500200 4,€] 5,€5,)

! ’ !
eq(an_l,on_loen_loaA,eln_1,62n_1)

AVar(oa(sp—1)).0a(Sp—1)

DoncA\Var(oa(s)).ca(s) As, ANWar(oa(sp—1)).04(Sn—1)-

3. Nous venons de vérifier deux des trois conditions d’appba deeq :
— égalité des sous-termes ;
— et nouvelle variante de I'équation.
Montrons maintenant que la condition sur I’imagea;ep 0; o 04 est vérifiée. C'est
cette condition qui assure que I'application de I'équatibntroduit que des nouvelles
variables.

Pour cela, nous allons d'abord montrer que, cette suiteudi®Bons étant issue d’'une
suite de transformations, toute variable qui disparaiteng pas étre réintroduite.

Soitx une variable, st disparait alors :

Jj tel quex € Var(oa(sj—1)) etz ¢ Var(oa(sj)).

Doncz n'apparait que dansA(sj_l)| =oa(f(er;)) etz & oa(b;(ez;)).
g

Siz € Dom(cy), étant donné qu®om (o) N Im(oca) = 0, alorsz ¢ Im(cy).
Ceci est en contradiction avece Var(oa(sj—1)).
Doncz ¢ Dom(o4). x n"apparait donc que dar3§_1| .

]
Apres application deq(c;, 0;, €15, e2,), x va disparaitre de la transformation initiale.
x ne pouvant pas réapparaitre (proprlefe 2.5.2, pagersd)im(oa; o ... 004, ).
Siz € Im(oa, o...004;_,), les variables avec lesquellesest liee (c’est-a-dire
celles qui pourraient faire apparaitrgar application de 4) n’apparaissent pas dans
le nouveau probleme, car elles appartiennebvén (o 4) et n’appartiennent donc pas
alm(o,). Elles disparaissent donc par applicatioroge.

Doncz ne pourra pas réapparaitre dans le nouveau probleme.

Toutes les variables qui vont potentiellement apparatireapplication d’une équa-
tion n'ont pas pu disparaitre précédemment, donc soit aefsirtiennent au terme
sur lequel est appliquée la transformation, soit ce sontodeelles variables. Notre
condition sur les images des substitutio) ¢; o o4 est donc vérifiée.
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4. A chaque étape, les variables du domainergesont éliminées. En effet, elles ne
seront plus présentes dans les termes suivants, puisquigstitgtion est appliquée et
d’aprés le lemme précédetom (o 4,) N Im(oa,) = 0.

Ainsi : Vi < n —1, Var(s,—1) N Dom(oa,) = 0, doncVi < n —1,04,(sp—1) =
Sn—1-
oA(sn-1)=0 4, (--(04; ($n-1)))
=07, (- (04 (5n-1)))

Nous avons vu unVar(aA(s)).aA(s)A—E>)\Var(JA(sn_l)).aA(sn_l),

nous avons donaVar (o 4(s)).ca(s) “ZAV ar(r).r.
0

Corollaire 2.5.2 B
Pour tous les termets et toute suite de transformatioAsels que\V ar(s).s— AVar(r).r,
Si nous notons = o Ay qr(s) (restriction der4 aVar(s)), nous avons :

)\Var(s).sA—°> AVar(oa(s)).ca(s) Az, AVar(r).r.

Preuve Lapplication de 27 va appliquerc 4 et la suite a été prouvée par le lemme
précédent.

Montrons que toutes les transformationsAjgpeuvent étre appliquées :

— Le domaine de étantV ar(s), toutes les transformatiorste pourront étre appli-
guées.

— Nous voulons appliquer une transformatioe(z, y). Soity est une nouvelle va-
riable et nous pouvons l'appliquer. Soit elle ne I'est pasliet est apparue précé-
demment dans les termes. Comme elle appartiént@ ). Elle n’appartient pas a
Dom(o). Elle n"a donc pas pu disparaitre, elle appartient donc rwetsur lequel
est appliquée la transformation.

— Nous voulons appliquer une transformatiannp(x,t). Var(t) ne posséde pas
forcément que des nouvelles variables.

Les variables qui posent probleme sont les variables quamepss nouvelles dans
t. Nous allons défini qui associe a ces variables une nouvelle variable. Nous
avons alorsr(t) = t' ett = o~ 1(¢'). Nous pouvons alors appliquesmp(z,t').
Pour obtenir le méme effet que I'application denp(z,t), pour toutes les va-
riablesv de Dom(c), nous allons ajouter la transformatitia(c =1 (v), v). o~ (v)
apparait dans le terme puisque nous venons d’'appliguep(z,t'). v est une va-
riable qui est déja apparue dans les termes (puisque cepagstne nouvelle va-
riable). Etant donné qu’elle appartient a I'image deelle ne peut pas étre dans
son domaine et n’a donc pas disparu. Dorappartient au terme sur lequel nous
voulons appliquetie.
Exemple :
comp(y,t1+t2)

lie(t1,z) lie(t2,z)
—_— —_—

ATy TxYy Azt Ao .x % (t +12) Axto.x*(x+12)

Az.x * (x + x)

La substitution associée e§y — = + x,t; — x,t2 — x}, nous souhaiterions

. com; , T+ s .
donc appllquew» surdzAy.x x y. Or, x n'est pas une nouvelle variable,
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nous allons donc, dans un premier temps, substituer un teom@osé de nou-
velles variables, avant de lier ces variables &our cela, nous ferons :

comp(y,taz+t: lie(ts,z
AZAY.T * Yy complyts ts), AxAts.x * (L3 + t3) Liels?) yp.z % (x + ).
Ceci est un artifice pour que les conditions d’applicatioes ttansformations
soient valides et que nous puissions utiliser les résufidésnpotence des sub-
stitutions engendrées, ré-ordonnancement, ...) prouréses transformations.

O

Conservation deAp par application de o

Propriété 2.5.4
Soients etr deux termes el une suite de transformations« » tels que
AVar(s).s As, AVar(r).r.
Alors, pour toute substitution, \V ar(c(s)).o(s) Az, AVar(a(r)).o(r).
Preuve Nous allons faire une preuve par récurrence sur la tailld ge
Cas d'arrét
Si Ag est de taille O, la propriété est vraie.
Poursuite

Supposons que la propriété est vraie pour des transformsatle taillen — 1, montrons
gu’elle est vraie pour une transformation de taille

Nous avons :

- AE = eq(a, 07 €1, 62); Al

— AVar(s).s cdladeren), AVar(a).a A AVar(r).r
- 5,= 0(e1)

- 9(62) :a|a

Donco(s),) = a(f(e1)) eta(f(e2)) = o(ay,).

Nous avons donc :
AVar(o(s)).o(s) L8702 Ay r(0(a)).o(a) 25 A\War(a(r)).o(r).

Au besoin, nous appliquons les mémes « artifices » que pnécadst pour intro-
duire une équation avec des nouvelles variables si lesblesialec; et ey font partie de
I'image deo. O

Nous avons rapidement rappelé les éléments essentielsssspécifications algébriques
que nous allons exploiter pour exprimer les domaines agfkcet les services disponibles.
Nous avons ensuite défini 'ensemble des services qui peéwerendus dans un domaine
a partir des services disponibles. Nous allons maintertadie un premier algorithme de
recherche issu de la similitude entre l'unification équatille et la comparaison entre un
service et la requéte de I'utilisateur.
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Chapitre 3

Le courtage baseé sur le filtrage
équationnel

Selon notre définition des services répondant a la requteurtage doit construire
un sous-ensemble des servicest des substitutions tels quec(s) =¢ r. Il s'agit d’'un
probleme de filtrage équationnel. Dans notre cas, la reqedtessédant que des constantes,
ce probléme est équivalent a un probléme d'unification éguaelle [Bar89)].

Nous proposons un premier algorithme, basé sur les travau@allier et Snyder
[GS89] sur l'unification équationnelle. Un des avantageseatee approche était la possi-
bilité de réutiliser leur travail pour montrer que I'algihmine était correct et complet. Nous
avons pu utiliser la preuve de la correction pour prouveolaection de notre algorithme.
La complétude n'a pas pu étre montrée, car notre probléntant’pas exactement le méme
que le leur, nous avons adapté leur systeme et n’avons paspteasimplement leur preuve
a notre probléme particulier.

Cet algorithme posséde également des propriétés intétesssur la séparation des
sous-problémes. En effet, tous les sous-problemes isspeobleme initial sont traités de
facon totalement indépendante. Cela permet de le paseitdt d’envisager une réutilisation
plus efficace du travail déja réalisé.

3.1 Le systeme d’inférence de Gallier et Snyder

A notre connaissance, aucun algorithme n’avait été proposé résoudre le pro-
bléme du filtrage équationnel dans le cadre d’'une théoritcgugue. Nous sommes donc
partis de travaux réalisés dans le cas de l'unification émuatlle. Notre requéte n’'ayant
gue des constantes, les problémes d’'unification équatleretale filtrage équationnel sont
équivalents. De plus, au cours de traitement des probléemdidtrdge équationnel, nous
pouvons étre ameneés a traiter des problémes d’unificatioat@gnelle (comme nous al-
lons le voir dans la suite), cela justifie d’autant plus le & s’appuyer sur l'unification
équationnelle.

Dans [GS8D], Gallier et Snyder proposent des systémes dectildal pour résoudre
les problémes d’unification équationnelle généraux. kgppsent deux systemes de déduc-
tion et prouvent leur complétude (le systéme est complet Se@ement si, pour tout en-
semblef d’équations, un ensemble complet d’E-unificateurs peeté&uméré en utilisant
ses transformations). lls prouvent aussi leur correctioumé substitution trouvée est bien un
E-unificateur). Nous nous sommes principalement intésess@remier systéme. Le second
a été proposé pour pallier le probleme de non déterminismelda séquences d’application
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d’'une regle (Root Imitation). Nous avons réglé ce problethene autre fagon, en exploitant
la structure particuliére de notre probléme. Ce systemeoasposé de cing regles :

1. Trivial :
{{u,u)} US =S

2. Term Decomposition:
Pour tout fe ¥, pour unn > 0,

{{f(ury ey tin), f(01, s vp))FUS = {{ug,v1), ey (U, v0) U S
3. Variable Elimination :
{z,v)} US = {{z,v)} Uo(9)
ou (x,v) n'est pas une paire résolue dahselle quer ¢ Var(v) eto = [v/x].

4. Root Rewriting :
Soientu et v deux termes, si ou v n'est pas une variable, supposons qu'il s’agisse
deuw, alors:

{{u,v)} US = {{u,l), {r,v)} US

oul = r estune variante d’'une équation telle goer (I, »)N(Var(S)UVar(u,v)) =
() et si niu ni I nest une variable, alorBoot(u) = Root(l).
Root Rewriting ne doit pas étre appliquée sur la p&ire).

5. Root Imitation :
Six est une variable ef € X,, avecn > 0, alors nous avons :

{{z,0)} US = {{z, f(y1,--yn)), (x,0)} US

ol y1, ..., Yy, SONt desnouvelles variables et sb n'est pas une variable, alogs =
Root(v). Nous appliguons immédiatement Variable Elimination aurduvelle paire

<£E, f(yb 7yn)>

3.2 Autres travaux sur 'unification équationnelle

Dans [GS809] Gallier et Snyder proposent deux systémes dectiéd. Le second a
été défini pour améliorer les performances du premier, disartt une variante de la régle
de para-modulation. D’autres travaux ont par la suite é@pgsés pour améliorer ce second
systéme. Nous pouvons par exemple clter [DJ90, SA94].

Nous avons néanmoins choisi de conserver le premier sygieopesé par Gallier
et Snyder comme base de notre algorithme. L'approche déaetonsiste a rendre les
symboles a la racine égaux et, seulement dans le cas ou tplssible, de s'intéresser aux
sous-termes. Les autres systémes permettent de tragaitlégs sous-termes quel que soit
leur position. Ce choix a été fait pour plusieurs raisons.

D’abord, Gallier et Snyder ont introduit ce second systemmr palier au fait que
la régle « Root Imitation » peut étre appliquée indéfinim&dpendant, cette régle n'est
nécessaire que dans le cas ou les deux termes que nous vanlfbes ont des variables
communes. Rappelons que dans notre cas les deux termeshdiénpednitial ont des en-
sembles de variables disjoints (puisque I'un des termest pamposé que de constantes).
Cette propriété étant conservée sur la majorité des saldepnes engendrés, cette regle
n'est appliquée que dans certains cas trés particulieesngus détaillerons plus particulié-
rement dans la suite.
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Ces améliorations permettent, dans le cadre général diéidation équationnelle,
de reduire le nombre de régles d’'inférence appliqguées airfgore de sous-problemes en-
gendrés, mais pas forcément le temps de calcul. En effet,enséiwertaines heuristiques
permettent de réduire le nombre de sous-problémes engeneriemps de traitement de
chaque sous-probléme pouvant étre plus important, nousg®ogs pas obligatoirement
en terme de temps d’exécution. Les techniques basées sardanmdulation impliquant
une recherche des équations et des positions ou elles péitkeappliquées, le traitement
d’'un sous-probleme sera plus colteux. En effet, il faudrdiét tous les sous-termes et plus
seulement regarder le symbole a la racine. Cela laisse sepgae la réduction du nombre
de sous-problemes ne compensera pas le travail suppléreemaessaire au traitement de
chaque sous-probléme.

D’autres stratégies, comme la stratégie basique, ont ggappées pour limiter les
positions ou les régles d'inférences sont applicables et dimiter le co(t de traitement
d’un sous-probleme. Cette stratégie a été initialememige@e par Hullot [Hul80] dans le
cadre du narrowing. Elle consiste a ne pas appliquer degéljleérence a des positions
introduites par des substitutions, c’est-a-dire a degipasiou il y avait une variable qu’une
substitution a remplacée par un terme. Ce terme ne pounas étre modifié directement
par application d’'une régle d'inférence. Cela permet dédinte nombre de sous-problemes
engendrés en limitant les positions ou peuvent étre apididpregle.

Cela n'est pas utilisable dans le cadre de notre choix deplicaer les équations
gu’au niveau de la racine des termes présents dans les smlémes.

D’autres optimisations ont été introduites pour traitecds des systémes de réécri-
ture. Nous pouvons notamment citer les travaux de Michaaukl@Han94, AEH94]. Une
de nos contraintes de départ était de rester dans le cad¥rmgéres techniques ne pouvaient
donc pas servir de base a nos algorithmes. Néanmoins, il s¢éaessant d'étudier ce qui
pourrait étre réalisé en introduisant des simplificatiams te la résolution des problémes.
Ces simplifications pourraient étre réalisées a partir dysteme de réécriture, construit a
partir d’'un sous-ensemble de I'ensemble des équationévdétte domaine. Le probléme
du choix de ce sous-ensemble, qui pour répondre a nos auagalevrait étre automatisé,
se poserait alors. Nous verrons dans la suite, que nous enmduit cette notion de simpli-
fication (en option) dans le cas trés précis de la relanceatiglithme pour la compaosition.
Ceci est développé dans la sous-sediion B.5.4,[pdge 75o0bedds équations de simplifi-
cation est fait par le spécialiste du domaine. Il faudraidifier cela pour le faire de facon
automatique.

3.3 Lalgorithme basé sur le filtrage eéquationnel

A partir du systéme de Galllier et Snyder, nous avons réatisgoremiére version non
typée de l'algorithme.

3.3.1 Le principe de base

Le principe de l'algorithme de Gallier et Snyder est d’agpér les régles de trans-
formations dans un ordre quelconque et tant que cela esbfgodbn’était évidemment pas
envisageable de garder ce fonctionnement pour notre tigwi car il est indéterministe
et peut boucler avant d’avoir engendré toutes les solufiaies. Nous ne trouverions donc
pas nécessairement les solutions finies en un temps fini. g@tgue d’'un algorithme «
exploitable », il fallait des garanties sur la terminais@nl’dlgorithme (nous introduisons
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la notion de « quantité d’énergie », qui, si elle est finierane la terminaison de I'algo-
rithme). De plus, I'ensemble des solutions acceptable®niepas les mémes. Pour qu’une

solution ait un sens dans notre cas, il faut que les varighle®rvice soient assignées a une
constante (du domaine ou de la requéte), a un terme ne caohtpredes constantes ou des
variables libres (terme qui doit pouvoir étre rendu a I'adés services disponibles) ou a une
variable libre (c’est-a-dire qu’aucune contrainte paitére n’est imposée a la variable, elle

peut prendre une forme quelconque). Ces variables libmsgrment de I'application d’une
éguation dans le cas ou les mémes variables ne sont pastpeedans les deux membres
(voir définition[ZT.Ib, page_B4).

L'algorithme de base est trés simple. Une solution est aigtgrar une suite de dé-
compositions de termes et d’applications d’équations.nQuae de ces transformations est
applicable sur un probléme, I'algorithme I'applique. Sigkurs transformations sont appli-
cables, I'algorithme construit les différents arbres enlgés par I'application de toutes les
transformations possibles. Cela conduit, en cas de réussites solutions différentes. Les
sous-problémes obtenus sont traités de facon indépendiegeésultats obtenus lors du
traitement d’un fils ne sont pas utilisés lors du traitemest fils suivants. Si les contraintes
sur les variables obtenues dans chaque sous-probléme aguopatbles, elles sont alors
combinées pour construire la solution finale. Sinon il y aeéate la comparaison.

Décomposition Quand les symboles & la racine des deux termes sont égauktanse
formation applicable est une décomposition de ces termaisqumparer deux a deux les
fils.

Application d’équations A tout moment (cette condition sera modifiée par la suite en
tenant compte de la quantité d’énergie et des contraintel $arme de I'’équation) une
éguation peut étre appliquée.

Application de I'équatior(ey, e3) :

? ?
S =€ €y =T

A

Quand une équation est appliquée, c’'est une version deakiéuavec des nouvelles va-
riables qui est choisie. Les variables introduites par tpgmgons sont appelées « variables
intermédiaires » et notéas. Ce sont elles qui relient les sous-problémes entre eux.

Ces deux transformations sont appliquées jusqu’a obtesifatmes résolues.

. . —
Les formes résolues Les formes résolues sont les feuilles- r telles que :
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— s etr sont deux constantes identiques ;

— s estune variable ;

— our est une variable intermédiaire.

Si, dans une branche, il n’est pas possible d’atteindre ereed formes résolues, la
comparaison échoue.

Suppression des variables intermédiaires Nous construisons la solution a partir des
formes résolues. Les équations introduisent des variagjies’'ont pas de sens dans notre
probléme, il faudra donc supprimer ces variables. Un gragshesréé a partir des dépen-
dances obtenues en analysant la forme résolue. Puis, paupade ce graphe, les variables
intermédiaires sont supprimeées et les problemes qui ném@ssn traitement supplémen-
taire sont relancés.
Nous construisons un graphe orienté de la facon suivan@nd@une forme résolue
est: ,
— s = r, 0Us etr sont deux constantes identiques, nous n’'ajoutons rienra not
graphe;
—s= r, oU s est une variable, nous ajoutons les noeudsr, s'ils ne sont pas déja
présents et 'aréte — r au graphe;

? N . . L e - .
— s = r, our est une variable intermédiaire £est une constante, nous ajoutons les
nceudss etr, s'ils ne sont pas déja présents et I'aréte> s au graphe;

_s= r, oUr est une variable intermédiaire £e&st une variable ou un terme, nous
ajoutons les nceudsetr, s'ils ne sont pas déja présents et I'aréte- r au graphe.
Nous obtenons ainsi un graphe dont les entrées sont deblearidu service ou des
termes et les sorties sont des termes, des constantes ocariddses libres.

Relances Lors du parcours du graphe, nous pouvons étre amenés aaelahgorithme
sur différents problémes :

— Dans le cas ou une entrée du graphe est un terme et une sedoéée est un terme,
il faut relancer I'algorithme sur ce nouveau probléme.

— Nous vérifions également qu'il N’y a pas deux valeurs péssipour une méme
variable (deux sorties différentes pour la méme entréersil faut relancer le
probléme pour vérifier si elles sont égales modil€e test s’effectue en utilisant
notre algorithme, avec la quantité d’énergie restante eedfiant qu'une des so-
lutions obtenues est l'identité. Néanmoins, lors de cempals, nous pouvons étre
amenés a comparer deux termes contenant des variables Klmas n’avons alors
plus un probléme de filtrage équationnel, mais un problémaeifitation équation-
nelle.

Des exemples de constructions de graphes et de relancedosurits dans la partie

B4 (pagd66).

Introduction de symboles Comme nous venons de le voir, ce second type de relances
engendre des problémes d'unification équationnelle. Pouvqir les traiter correctement

et tenir compte du fait que les variables libres peuventgreenne forme quelconque, nous
ajoutons les deux décompositions suivantesf @i est un terme et une variable libre :
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Lo z = f(1)
I I

{0 f(@1, @) }(F(2) =

£(t)
L f @1y @) f(@1 e ) = {2 (@1, )} (D))

A A

Cette transformation n’est utilisée que dans le cas trésigdes relances et que
lorsquex est une variable libre. Les variablessont des nouvelles variables, elles mémes
considérées comme des variables libres.

Une fois tous les problémes relancés, la suppression debberintermédiaires pro-
duit une liste d’'affectations (variable du service / term@nstante de la requéte ou du do-
maine ou variable libre). Cette solution est celle qui nouéresse. Dans le cas ou il y a
une affectation a un terme, le probléme global est relaneé @& terme comme requéte, car
celui-ci nécessite au moins une composition.

3.3.2 Preuve de la correction

Notre algorithme consiste a appliquer les régles de Gadti@nyder dans un ordre
particulier.

En effet, la décomposition de I'arbre est I'application dedgleTerm Decompo-
sition du systéme de Gallier et Snyder. A partir d’'un nogdy, ..., u,,) Z flor, ey vn),
nous générons les sous-problemes % U1yl < Up }-

L'application d’'une équation est I'application de la reBleot Rewriting du systéme
de Gallier et Snyder. Comme dans leur régle, deux sousgmrad sont engendrés et liés par
les nouvelles variables de I'équation. Nous verrons dasgite que nous avons les mémes
contraintes sur les symboles a la racine que celles liéepglitation de cette régle.

La suppression des variables intermédiaires s’effectuepqupagation des valeurs
associées a ces variables. Cela équivaut a appliquer latstibs qui permet de les élimi-
ner. Il s’agit de I'application de la réghMariables Elimination. La différence est que, dans
notre algorithme, les variables intermédiaires dispaesiscar elles n'ont pas de sens dans
le probleme initial.

La transformation d’introduction d’'un symbole pour lesiables libres est I'applica-
tion de la regleRoot Imitation .

Une fois que les variables intermédiaires ont été suppsirés formes résolues sont
les mémes que celles de Gallier et Snyder. Donc, si I'alymét abouti & une de ces formes,
il existera une suite de transformations dans le systéemeatleGet Snyder conduisant a
cette forme. La solution sera donc un unificateur équatiodeda requéte et du service.
Les contraintes spécifiques a notre probléme (sur la formeulestitutions solutions) étant
explicitement vérifiées par I'algorithme, celui-ci estremt.
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3.3.3 Discussion sur la complétude

Nous souhaitions utiliser la preuve de complétude du syswenGallier et Snyder
pour prouver cette méme propriété sur notre algorithme. fiem, eotre probleme est un
sous-probléme du leur et notre algorithme implante uneistayre particuliere d’ordre
d’application de leurs regles.

La difficulté principale est liée a une définition non conetive des solutions que
I'application des regles permet de construisetél queo(s) =¢ o(r)). Il n'était ainsi pas
simple d’adapter la notion de solution au sous-ensembleayps concerne et de montrer que
notre ordre d'application des régles engendre bien toatesdlutions qui nous intéressent.

Nous n’avons pas réussi a conclure en un temps raisonnableaiee ordre particu-
lier d’application des regles, pour la forme particulieégertre probléeme, n’entrainait pas
la suppression de solutions. Pourtant, toutes leurs raglegraissent dans notre algorithme,
seul le moment ou nous les appliquons change et certaingémicd@s ont été durcies. Ces
changements sont liés au fait que nos solutions ne sont g@us-ensemble des leurs et
gue nos problémes initiaux sont un sous-ensemble des preblpossibles.

Néanmoins, nous avons fait une premiéere étude pour détertimpact de I'ordre
dans lequel sont appliquées les transformations du syder@allier et Snyder dans notre
algorithme. Cette étude a été présentée dans [HPO06] et égraplians [HP05]. A l'aide
d’'un calcul sur les langages réguliers, qui représentantréees d’applications des trans-
formations, nous avons montré que tous les ordres étaiessijpes, comme dans le cas
du systéme de Gallier et Snyder. Le résultat découle de Iglifitation effectuée en ne
considérant ni les contraintes d’applications des réglekes positions d’application des
équations. L'objectif était de détecter d’éventuels aifithise au point de I'algorithme) et
ne permettait pas d’assurer la complétude. nous n'avonsternsas poursuivi dans cette
voie car la prise en compte de ces contraintes ne permeligitde disposer de langages
réguliers dont la comparaison était simple.

3.3.4 Traitement des équations

Dans I'algorithme que nous venons de présenter, une seuddié est appliquée sur
un probléme. Or, afin de réduire les possibilités dans lexales équations, il est intéressant
d’appliquer une suite d’équations. Nous avons ainsi laipihi$s d’'imposer des contraintes
d’'égalité sur les symboles a la racine des membres des éasiak cette suite d’équations.
Sur les sous-problemes issus de I'application d’'une toansdtion, une équation ne pourra
pas étre appliquée si une décomposition n'a pas été réalisée.

Un probléme de la forme :

est en fait traité de la fagon suivante :
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7/ N\
7/ N\
8—61 62—63 L

est également traité de la fagon suivante :

8—61 62—63 64—7“

AoA A

Il est évident que ces deux méthodes de traitement des égsiabnt équivalentes,
puisque les sous-problemes engendrés sont identiques.

3.4 Exemples

Dans cette section, nous allons illustrer le fonctionndrdert’algorithme sur des cas
simples qui illustrent les points importants.

Décomposition Un service fourni est(z,y, z) = AxdyAz.x x y + z, la requéte est =
a * b+ c. Quelles que soient les équations, une solution est obtmigefacon suivante :

a:*y—kz;a*b—kc

/ AN
? ?
IL’*y:CL*b z=c
/7 \
? ?
r=a y=2>

Solution :r = s(a, b, c).

Une équation, sans relance Un service fourni est(z,y,z) = Axdylz.x * (y * 2), la
requéte est = (a * b) * c. Parmi les équations se trouye* u) * w = v * (u * w). Une
solution est obtenue de la fagon suivante :
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x*(y*z);(a*b)*c

—
—
—

l‘*(y*z);ﬂj‘l*(ﬂjg*ﬂj‘gg)

~
~
~

(a:l*acQ)*ac;»,;(a*b)*c

/ AN / AN
? ? ? ?
T =1 Yk 2 = X9 * T3 T1*To=a*b T3 =2c
/ N / N
? ? ? ?
Y = Ta z =3 T =a 9 =0b

Les deux sous-problémes« (y * z) L (zg % x3) et(xy * x9) * x3 < (a*b)x*c
sont traités de facon totalement indépendante, sans tmipte de I'existence du second
probléme. Il en est de méme pour des branches issues d’'upnenpésition des termes,

? ? L . N . R
commez = 1 ety x z = xo x x3. Ces résolutions peuvent étre effectuées en parallele.
Les variables intermédiaires sont ensuite supprimées :

O——@ -~ O—E—O

Solution :r = s(a, b, c).

Une équation, avec relance Un service fourni est(z,y,z) = AzAdylz.x *xy + z, la
requéte est = a * b. Parmi les équations se trouve= v + 0. Une solution est obtenue de

la facon suivante :

:r*y—l—z;a*b
e N

7 ~N
x*y+z;x1+0 xI;a*b
/ AN
? ?
T kY =2 z2=0

Supprimons la variable intermédiaire :

@

G o ©
®

. ?
Relance sur le problémesx y = a x b :

?
Txy=ax*xb

Solution :r = s(a, b,0).
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Transformation de taille 2  Un service fourni est(z, y, z,u) = AxAyAz u.zxy + z x u,
la requéte est = a+b. Parmiles équations se trouvent v«I et(i+j)xk = ixk+j*k.
Une solution est obtenue de la fagon suivante :

?
rxy+zxu=a+b
- N\ =~ <
- N ~ -

? ? = ?
T*Y+2%U=Tg*Ty+ T3*Ty (IL’2+333)*334::L’1*I a:lza—i-b
e N / AN
? ? ? ?
THY = To kT4 ZxU=x3%xy To+axz3=x1 x4=1
/7 \ /7 N\

? ? ? ?

T = I3 Y =a4 zZ =13 U = T4

Suppression les variables intermédiaires :

@ O—@ @
D—(D) G+ r—ED—(1)
® @—CD ®

Relance sur le probleme, + x3 La +b:

x2+x3;a+b
/ AN

? ?
To =a r3=">

Nous complétons le graphe de suppression des variablesédiires et obtenons :

@ O—CD—(b)
(2D—(D)
® @O—CED—@®

Solution :r = s(a, I,b,I).

Composition Un service fourni estdd(x,y) = AzAy.x +y et un autre estult(x,y) =
Az Ay.x xy, la requéte est = a + (b* ¢). Quelles que soient les équations, une solution est
obtenue de la fagon suivante :

)
r+y=a+ (bx*c)
/S N

? ?
Tr=a y:b*c

y est affecté a un terme, donc ce terme sera comparé avecsags\ees disponibles
et notamment aveqult :

?
zxy=>bxc

Solution :r = add(a, mult(b, c)).
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Des variables libres Un service fourni esf (z, z,v) = AzAyAz.((x x x) + 2) + v etla
requéte est + b. Parmi les équations se trouvént- x; = x; et0 x x5 = 0. Une solution
est obtenue de la fagon suivante :

((m*a:)—kz)—kv;a—kb

- AN
(z2)+z2=a vEb
b ~N
? ?
(x*xz)+2=04+m T =a
/ N
? ?
rxx =0 zZ=x
AN
? ?
Txx = 0% 29 0=0
VRN
? ?
z=0 T = X9

Suppression des variables intermédiaires :

@ O~
© OO

. ?

Relance sur le probleme; = 0 (second cas de relance, quand nous avons deux
sorties différentes pour une méme entrée). Ce problemeestfarme résolue. Nous com-
plétons notre graphe de suppression des variables :

°$ oo

Solution :r = (0, a,b).

@

Echec Un service fourni est(x,y, z) = AxAylz.z*(y+2), larequéte est = axb+cxd.
Parmi les équations se trouve (j + k) = i * j + ¢ * k. Une solution est recherchée de la
facon suivante :

R
x*x(y+z)=axb+cxd

- -~ <
- ~~

o
x*(y+ 2) =1 * (v2 + x3) xl*x2+x1*x3;a*b+c*d
e AN e ~
?
x;xl Y+ 2z=x9+x3 xl*xQ;a*b a:l*ac3;c*d
/ N / AN / N
? ? ? ? ? ?
Y = X9 z = I3 T1=a To=0b T =cC r3=d

Suppression des variables intermédiaires :
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M@ O—ED—~(1)

x doit prendre deux valeurs différentesdtc) : c’est un échec.

3.5 Reéalisation

3.5.1 Lalgorithme

L'algorithme naif (Algorithmdll) a ensuite été amélioré pétre plus efficace.

Algorithme 1 Algorithme initial sans optimisation
compare(s,r) =
compares, r avec
| Cstey, Csteg —
si Cstey # Cstey alors
Echec
| s, Var —
Assign(s,r)
| Var, r —
Assign(s,r)
| F(f1s s fn)y f(G15 s gm) —
Comparer les filgf; etg; et appliquer les transformations qui conservgnt
| s, 7 —
Appliquer les transformations qui permettent de passea dequéte: au services
fin compare

Il reste a définir ce que « Appliquer les transformations quiserventf » et « Ap-
pliquer les transformations qui permettent de passer degiaéte au service » signifient.

Optimisations Nous vérifions si la comparaison de tous les fils peut abasist-a-dire
s'il existe une transformation dont la taille en accord alequantité d'énergie restante,
avant de faire le travail sur les fils.

Si nous effectuons un traitement en séquence des fils, nea®ns en compte la
guantité d’énergie minimale pour obtenir une solution poufils et les fils suivants ne sont
traités qu’avec I'énergie totale moins cette énergie. I8jila pas de résultat sur un fils, le
calcul n’est pas poursuivi.

Le méme principe est appliqué pour les sous-problémes wbgepartir de I'applica-
tion d’'une transformation.

Ces deux optimisations ne sont plus applicables si nougngian traitement en pa-
ralléle des fils.

3.5.2 Traitement des équations

Nous avons vu que l'algorithme a été adapté pour appliquersuite d'équations
(transformation) et non une unique équation. Nous allonsiter@ant voir comment sont
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construites les transformations et quelles sont les dofgsaque nous leur imposons.

Une équation est composée de deux termes. Ces termes oghdases a la racine :
ny etns. Nous noterons, — no pour faire référence a I'une de ces équations. Nous note-
rons Nop (pour No operatoj dans le cas des variables. Nous appellerons « transf@amati
» toute suite d’équations.
— Dans un premier temps, les transformations qui permedtepaisser du symbole a
la raciner au symbole a la racineétaient définies comme suit :

1. Les transformations de taille 1, applicables sur un jgmlel dont le symbole
a la racine de la requéte eset celui du service est, sont les équations qui
permettent de passer d& s et celles qui introduisent :

r =18
équation 1

r r—s |s

r{Nop— s |s

2. Les transformations de taille 2, applicables sur un gmilel dont le symbole
a la racine de la requéte eskt celui du service estsont, celles composées
de deux équations et qui permettent de passer @e et celles qui intro-
duisents. Pour cela, nous passons par un symbole intermédiaireangle
N7 et construisons la transformation a partirrde-; Ny et Ny =1 s:
7‘:>2827‘:>1N1 N1:>18

équation 1| équation 2
r —N; Ny — s S
rr -N; | Nop— s |s

Nop—N; | Ni— S | S

Nop— Ny | Nop— s | s

3. Lestransformations de taille 3, applicables sur un @mleldont le symbole a

la racine de la requéte eset celui du service est sont celles composées de
trois équations et qui permettent de passer de et celles qui introduisent
s. Pour cela, nous passons par deux symboles intermédiaiedsogquesV,

et N, et construisons la transformation a partiride>y N1, N7 =1 N, et
No =1 5.

7’:>38:7‘:>1N1 N1:>1N2 N2:>18

T':>38:T:>1N1 N1 =9 s

7‘:>38:7‘:>2N2 N2:>18

r
r
r
r

équation 1| équation 2| équation 3
r —N; N1 — Ny Ny — S
r -N; | Nt — Ny | Nop—
r —N; NOp—>N2 Ny —
r —N; | Nop— N, | Nop—
Nop— Ny | N1 =Ny | Ny —
Nop— Ny | N;y — Ny | Nop—
NOp—> N NOp—> No Ny —
Nop— N7 | Nop— Ny | Nop—

= = = = = = = =
nu unu nononuonon
nu unu nononuonoonon
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Les transformations étaient donc de la forme :

(6171, 61,2), ceey (6171, 6172), ey (en,l, €n72) avec :

— root(ey,1) = root(r) ouroot(ey 1) = Nop,

— root(ep2) = root(s),

— etVi € [1,n — 1], root(e; 2) = root(e;y1,1) ouroot(e;+1,1) = Nop.

Notons ici la grande importance des\op » qui permettent d’introduire un sym-
bole quelconque. Les éléments neutres jouent donc un rilepier.

— Dans un second temps, nous avons diminué cette grandetamperdes éléments
neutres. En effet, alors que la présenceNthyp se justifie en début de transforma-
tion, elle se justifie moins en milieu de transformation. EHateelle est nécessaire
pour introduire un symbole, mais en cours de transformagtie n’est pas indis-
pensable car cette équation peut étre appliquée une fastaposition effectuée.
Le symbole a la racine du nouveau probléme est alors conms éguations sont
alors mieux choisies.

Exemple 3.5.1 ,
La solution du probleme x X +Y = a obtenue en appliquant la transformation
(x1,1%21), (22,290 +0) :

ax X +Y =a
2

a*X+Y;:U2—|—O To = 1x 27 331;(1
/ N
Oé*X;:L’g Y;O
o
axX =1xa
7N\
o= X<a
est également obtenue de cette fagon :
a*X+Y;a
7 N
7 N
? ?
axX+Y =x29+0 To =a
/ N
ED Y 20
?
axX =a
7 N
7 N
? ?
ax X =1x*xx T =a

VRN

? ?
a=1 X =mn

Les transformations sont donc de la forme :

(6171, 61,2), ey (6171, 6172), ey (en,l, €n72) avec :

— root(ey,1) = root(r) ouroot(e; 1) = Nop,

— root(ep2) = root(s),

— etVi e [1,n — 1], root(e;2) = root(e;t1,1).
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Les transformations qui introduisent un symbole sont sejlé permettent de passer
de Nop a ce symbole et celles qui conservent un symbole sont caliepegmettent de
passer de ce symbole a lui-méme (diagonale de la matrice).

Les équations sont stockées dans une matrice, les indicksadese sont liés aux
deux symboles a la racine des deux membres de I'équationéglration est donc stockée
dans chaque sens d’orientation. Les transformations swulite engendrées grace a une
fermeture transitive sur le nombre d'équations, en en sngmt certaines pour que les
transformations respectent les contraintes énoncéesssiid. Il y a une matrice par taille
de transformation (nombre d’équations composant la toamsftion).

Nous voyons apparaitre ici une valeur importante : la tdifle transformations. Pour
un ensemble fini d’équations qui peuvent étre appliquéenptabre de transformations
est, quant a lui, infini. Toutes les transformations ne peudenc pas étre appliquées en
un temps fini. Notre algorithme est donc paramétré par Ik taihximale des transforma-
tions appliquées et le nombre total d’équations appliguées deux valeurs font partie des
parametres en entrée de l'algorithme. Ce sont des élémentsgli a été appelé précédem-
ment « la quantité d’énergie » allouée a I'algorithme. Lrautaleur intervenant dans cette
quantité d’énergie est la profondeur maximale de compos#iltorisée.

Les transformations choisies sont plus contraintes quescdl systéme de déduc-
tion de Gallier et Snyder. Elles sont choisies de fagcon a Geeyiste une possibilité pour
gu’elles aboutissent a une solution. La fagon d'aboutir @ smiution est la décomposition
des problémes, nous rendons donc les symboles a la racine. éga

Optimisations Une équation n’est pas appliquée consécutivement dansaresdans le
sens inverse car cela revient a appliquer l'identité.

La facon dont sont créées les suites de transformationsgugptjue le méme travail
est fait plusieurs fois de fagon consécutive. En effet,dlmation d’'une transformation de
la formee;.es.e3.¢4 (OU lese; sont des équations d8 est généralement suivie de I'appli-
cation d’'une transformatiosy .es.e3.e5. Le début étant identique, il est donc souhaitable de
factoriser les opérations. Pour cela, les résultats d'tarestormation sont stockés. Quand
une nouvelle transformation est appliquée, le calcul neerepqu’a partir du moment ou
les deux transformations sont différentes. La reprise disils sur les termes qui différent
doit donc étre réalisée avec les bonnes variables inteainésli celles-ci seront elles aussi
stockées. Cela permet un gain de temps important.

Nous pouvons ajouter un poids strictement positif & chaqueté®n ou a chaque
orientation de I'équation, pour distinguer les équationfteuses. Lors de 'application
d'une équation, au lieu de décrémenter la quantité d’éaatgiun, nous la décrémentons
du poids associé a I'équation.

Exemple 3.5.2
Une équation de distributiom * (x2 + x3) = x1 * x2 + x1 * x3, codte plus chére dans le
sens .

? ?
§=1T1 % Ty + T *T3 x1* (Tg +x3) =7
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gue dans le sens ?

? ?
s=ux1 % (xg + x3) T1*Xg+ X1 *T3 =7

car cela conduit a une solution ou les services réalisent atedtiplications au lieu d’une.

3.5.3 Construction des solutions

Les différents sous-problémes sont traités de facon imtkpee et s'il y a plusieurs
équations applicables, plusieurs solutions sont possjtmer résoudre un probléme. Nous
obtenons donc des solutions sous forme d’arbre et/ou :

— « et » : pour les sous-problémes issus d’'une décompositioted application

d’'une équation ;

— «ou » : pour les différentes fagons de traiter un probleme.

Pour obtenir les solutions sous leur forme finale, il fautriiser les problemes et
supprimer les variables intermédiaires. Plus la distidouse fait tard, plus la quantité de
travail est réduite par factorisation. En effet, en distailt le probleme, le méme probleme
apparait plusieurs fois. Il est donc traité plusieurs fBes. contre, si la forme factorisée est
conservée, celui-ci n’est traité qu’une unique fois.

Pour supprimer les variables intermédiaires, une prensiekgion consiste a utili-
ser une matrice pour représenter les liens entre les difsevariables. Sa fermeture est
calculée pour obtenir le lien entre les variables du sergtdes constantes de la requéte.
Cette solution n’est valide que dans le cas de substituteas uniquement des variables et
échoue dés que des termes apparaissent.

Pour prendre en compte ce point, nous construisons un gaphest ensuite par-
couru pour associer les variables aux constantes et awblesilibres et relancer I'algo-
rithme lorsque des termes doivent étre confrontés. Comnreltavons déja vu, ces relances
sont de deux types. Elles sont effectuées en utilisant, ainman, la quantité d’énergie
restante. Cela nous assure la terminaison du calcul, maispes conduire a refuser des
solutions valides. Néanmoins, elles seront obtenues s aogmentons la quantité d’éner-
gie.

Ces relances se font au moment ou une affectation est ajpuig@phe. Cela permet
de ne pas construire un graphe complet quand il y a un échee tenditions » (nouvelles
arétes et nouveaux nceuds) pour que la relance soit cormutalsrs ajoutées au graphe.
Quand il y a plusieurs séries de conditions possibles, ureaugraphe est créé par so-
lution. Le résultat est alors une liste de graphes. En faiprbbléme est plus complexe :
une liste de triplets est produite, ou un triplet est compod@&n graphe, d’une quantité
d’énergie restante et de la liste des affectations qu'terasajouter au graphe.

Dans le graphe, il y a deux sortes de nceuds et d'arétes : ledsneevariables »
avec les arétes qui partent de ce nceud signifiant que nousesonens la méme classe
d’'équivalence et les noeuds « nceuds » avec les arétes quitphertee nceud signifiant qu'il
s’agit du fils du noeud.

Exemple 3.5.3
Sil'analyse d’'une forme résolue nous donne la liste d’arétavante :
— T — T+ X2
— 1 — a
— Ty — b
le graphe suivant, possédant les deux types de nceuds ded ast construit.
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L'entréex est associée a la sortiet- b.

Lors de la construction du graphe, si une solution imposefamae particuliére a
une variable sans qu’elle I'ait réellement, il y a échec :rgeprobléme{(a, z2), (z2, r3 +
x4), (z3+x4,v)}, (a,y) N'est pas une solution. En fait, nous n'avons pas de nceudrcamnit
un terme au milieu d’'une branche du graphe. En effet, ce naable que siz; est une
addition, ce qui n'est pas le cas puisque, dans cemgasst égal &. Siy était une addition
(y = y1 +y2), (x3+ x4, y1 + y2) aurait été décomposeé et nous aurions trouvé une structure
gue nous traitons effectivement correctement.

3.5.4 Options

L'algorithme obtenu est relativement colteux en terme dgpted exécution car de
nombreuses branches ne conduisent pas a une solution duucs®™® des solutions qui
ne seront pas intéressantes dans le cas ou nous voulonsegdéaésultat (voir exemple
B53).

Nous avons ajouté deux options que l'utilisateur peut éhdistiliser ou non. Ces
deux options sont :

— Interdire les relances sur la requéte ;

— Simplifier la requéte.

3.5.4.1 Interdire les relances sur la requéte

Cette option permet de ne pas poursuivre vers une solutioesaigant une composi-
tion si un des composites est la requéte elle-méme.

En effet, si nous trouvons une composition de services dgunau probléme avec
un des composants de cette solution qui est la requéte, qeosamt, a lui seul, répond au
probléme. Nous ne perdons donc pas de solutions intéressant

Exemple 3.5.4
Si parmi les services initiaux se trouve l'additiomi{(xz,y) = = + y) et la multiplica-
tion (mult(x,y) = = * y), une fagon de résoudre le probléme b estmult(a,b), mais
add(0, mult(a,b)) répond également au probléme.

Si nous interdisons les relances sur la requéte, cette deaalution n'est pas calcu-
lée.

Actuellement, le test de I'égalité entre le terme, sur Iéqoas relancons le probleme,
et de la requéte se fait par une comparaison simple, saisgeutéds équations. Nous serons
donc peut-étre amenés a relancer sur une autre écritureelguidte. Ce choix a été fait car
une comparaison modulo les équations est colteuse.

3.5.4.2 Simplifier la requéte

Cette option permet de simplifier la requéte quand nous getanle probléme pour
une composition.
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Certaines regles pourront étre orientées et utilisées ldassns indiqué pour sim-
plifier la requéte. Cette simplification est, dans la plupas cas, intéressante car elle per-
met de supprimer du travail redondant et de ne pas relancelesuermes trés complexes.
Néanmoins, pour certains cas particuliers, les régldségs lors de la simplification seront
appliquées dans le sens inverse lors de la résolution digoneb

Exemple 3.5.5

Si I'équation1 x x = z est orientée dans le sens gauche - droite pour la simplifcati
et si nous sommes amenés a relancer sur une requéte de lalferfaex B), la requéte
sera simplifiée en\ = B et le probleme relancé avec cette nouvelle requéte. Mais dég
services disponibles réalisev:x (X + Y'), I'équation sera alors appliquée en sens inverse
pour trouver une solution.

De fagon globale, sur les exemples pratiques que nous axéostés, la combinaison
des deux options entraine un gain de temps et diminue coabldénent le nombre de
comparaisons, sans pour autant perdre de solutions is¢éértes. De plus, dans le cas d’'un
mécanisme de cache, 'option de simplification permet diavmins de formes possibles
pour une requéte et donc plus de chance de trouver cetteteatdprés le cache.

3.6 Un algorithme parallele et incrémental

3.6.1 Un algorithme parallele

La structure méme de I'algorithme fait de lui un algorithraeifement parallélisable.
En effet, tous les sous-problémes sont traités de facompéamtante. lls peuvent donc étre
traités en paralléle. Une barriere de synchronisation resiite nécessaire pour mettre les
différentes solutions en commun et construire le graphaigpression des variables inter-
médiaires.

3.6.2 Un algorithme incrémental

Les résolutions des problemes sont faites en utilisanttexsmntn équations. Donc
les sous-problémes sont résolus pour exactementis 1, puis ... équations. Les solutions
des sous-problemes sont alors recombinées pour que le etotdlrd’équations appliquées
soit égal an. Cela a été fait pour pouvoir réutiliser les solutions cllles sur les différents
sous-problémes.

Si nous stockons ces résultats intermédiaires, il nougaulé faire les calculs pour
exactement, + 1 équations pour avoir le résultat. Nous n’aurons plus a tieeries solu-
tions qui demandent moins de+ 1 équations.

Pour avoir une réelle interactivité avec l'utilisateur epgrimer au maximum I'im-
portance de la quantité d’énergie, un mode « par étapes sopsige. Il permet de proposer
les solutions par niveau d’énergie nécessaire. Pourdimstes étapes sont caractérisées par
le nombre d’équations appliquées. A chaque étape (oU ungsoest trouvée), I'utilisateur
indique s'’il veut poursuivre ou s'il est satisfait des swins et arréte les recherches.

Il faudrait pouvoir ultérieurement affiner les étapes. tadtepar exemple intéressant
de prendre en compte la profondeur de composition ou d'effilds solutions une a une
(actuellement les solutions sont traitées en « bloc »).

Le probléme de cette version par étape est le temps perds (datas ou il y a
beaucoup de résultats) a faire la comparaison entre leseaaywésultats obtenus et les
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anciens déja proposés a l'utilisateur. Il faudrait trousermoyen plus rapide de faire les
comparaisons.

De plus, ce mode devra étre modifié pour prendre en comptedpsdtés de réutili-
sation des solutions trouvées gue nous venons d’évoquerelament, seules les solutions
avecn + 1 équations sont calculées, mais les calculs précédentsnb@a® réutilisés. |l
faudra en effet trouver un compromis entre le temps de ¢di&etdmps de recherche parmi
les solutions stockées et I'espace nécessaire au stockage.

3.7 Letypage

Dans tout ce qui a été exposé précédemment, le typage n'aépégagjué pour allé-
ger la présentation. Or toutes les données que nous mangpsbmt typées. Les paramétres
d’entrée des procédures sont typés et nous devons respestgpes. Il a donc fallu mo-
difier cet algorithme pour prendre en compte les types, qunetent de supprimer des
solutions.

3.7.1 Les choix

Plusieurs possibilités s’offrent & nous pour typer les @éasret nous devons répondre
a plusieurs questions : Acceptons nous le polymorphismee? @oe de polymorphisme ?
Inférence de type ou types explicites et vérification ?

3.7.1.1 Le polymorphisme et I'héritage

Il nous semblait important de posséder la notion de sous-dgns la mesure ou cela
permet d’exprimer des propriétés différentes sur nos éiéne

Exemple 3.7.1

Par exemple, dans le cas de l'algébre linéaire, le Maériz est disponible ainsi que les
typesinversible M atrixz et SymmetricM atriz qui sont des sous-types du typeatriz.
Cela nous permet de définir des propriétés sur les élémeatsays manipulons.

La nécessité de I'héritage multiple apparait égalemems thamesure ou plusieurs
propriétés peuvent étre combinées. Une matrice peut &mrétague et inversible.

Nous avons donc opté pour un typage avec des types ordorungéhétitage multiple.

Dans [GM92], Goguen, inspiré par [CW85] de Cardelli et Wegdistingue au moins
trois sortes de polymorphisme :

— Polymorphisme ad-hoc ou surcharge.
Le polymorphisme ad-hoc correspond a la redéfinition d’'uéeneméthode avec
une signature différente et indépendante. Par exemple'\s'a pas de lien d’hé-
ritage entrel/nt et Real, la redéfinition det pour les entiers et les réels est de la
surcharge.

— Polymorphisme d’inclusion ou sous-typage.
Toute méthode définie sur un type est définie sur un sous-type.

— Polymorphisme paramétrique ou généricité.
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Dans un premier temps, nous avons choisi de ne pas traiténkxrigité, mais cela
fait partie des améliorations a apporter a I'algorithme.p8mt est discuté plus en détail
dans les perspectives. Les deux premiers types de polyimsorptont été intégrés car ils
permettent une grande liberté a l'utilisateur dans I'egpi@an des domaines.

3.7.1.2 Inférence ou vérification ?

Il est ensuite possible de choisir soit de typer fortemenpnagramme et de vérifier
que le typage est correct, soit de faire de l'inférence de pgur déduire le type et vérifier
s’il en existe effectivement un correct.

La premiére solution est plus simple mais beaucoup moindbiéegt facile d’utilisa-
tion pour l'utilisateur qui doit préciser tous les types. jlas, nous acceptons la surcharge
des opérateurs et certaines équations peuvent étre vapbidesous les opérateurs de méme
nom. Devoir écrire toutes les versions de I'équation peutxie trés complexe et entraine
des risques d’'oublis. Cependant, il peut parfois étre itambrde préciser le type des va-
riables.

Nous avons donc choisi un intermédiaire entre la vérificagimple et I'inférence de
type. Certaines variables ont un type imposé et d’autresionype libre. Dans le cas des
types libres, il faut vérifier qu’au moins un type est possibl

Nous devons donc typer des termes dans le cadre de fonctiortsagyées et avec
sous-typage. Dan§ [CGL92], Castagna introduid&calcul qui est uni-calcul typé qui
accepte la surcharge. Il propose un systeme de types quéepdentyper une expression, en
lui associant le plus petit type possible (selon 'ordre tyges). Pour que ce systéme soit
possible, il y a deux conditions sur la définition des opénate
Si f est défini sur I'ensemble des signaturdé’; — V;};cs, alors

-U;<U;j =V, <V

Nous retrouvons ici les contraintes des sighatures h&aesjavec sous-typage.

- U; § Uj = 3z (unique) €1, U, =inf{U;,U,},

ouU; |} U; dénote I'existence d’'un minorant commun pour les tyfggst U;.

Exemple 3.7.2
Exemples de définition d’opérateurs qui violent les contes :

1. Int < Real
f:Int *Int -> Real
f: Real * Real -> Int
La premiére condition est violée car Int * Idt Real * Real mais Reaf. Int.

2. Int < Real
f:int * Real -> Real
f:Real * Int -> Real
La seconde condition est violée car Inf{int * Real, Real *}intint * Int et f n’est
pas définie pour Int * Int.

Nous avons choisi d'utiliser le systéeme de types proposépatagna et nous véri-
fions, lors de la définition d’'un domaine, que ces contraiated bien respectées.
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3.7.2 Laréalisation

Les variables des services doivent étre typées. Cela nfesier une contrainte,
puisque les informations les plus faciles a obtenir sur éggices d’'une bibliothéque sont
justement les types des paramétres.

Les constantes de la requéte doivent également étre typéksnon plus n'est pas
une contrainte importante car I'utilisateur connait sesndes et le probleme qu'il veut
résoudre.

Lors de la définition des équations, les variables contedars celles-ci peuvent ne
pas étre typées. Nous considérons alors que I'équationaide\pour tous les types pos-
sibles, pour toutes les variables, si les deux membres semfdrmés et que les types des
deux membres sont compatibles. Les seules variables dieprelui ne sont pas typées
sont donc les variables intermédiaires.

Dans la matrice des transformations, nous ne nous limithrssgpun seul opérateur
Nop, mais une entrée est fournie pour chaque type. A chaque caispa, nous vérifions
si les types sont compatibles. Dans le cas de types non déé&xmmous ne faisons au-
cune vérification. C’est seulement a la fin, lors de la contittn du graphe de suppression
des variables intermédiaires, que nous veérifions qu’iltexiden un type valide pour ces
variables.

Cette méthode a I'inconvénient de retarder la détectioredesirs, mais elle ne du-
plique pas le travail en effectuant les comparaisons poaqud type possible pour les va-
riables intermédiaires.

3.8 Les limites de cette approche

Le principal défaut de I'algorithme présenté est son mankgfécacité. Ce probléme

est lié a plusieurs facteurs :

— D’abord la gestion de la quantité d’énergie fait que noisofes le travail sur les
sous-problémes (les fils pour la décomposition et les soafsigmes au niveau des
équations) pour un nombre d’équations égal a 0, puis 1 jadgwaleur maximale.
A chagque fois, il y a un travail redondant d’effectué.

— Ensuite, le traitement des sous-problemes de facon nutateindépendante im-
pligue que la recherche d’incompatibilités dans les sohstitrouvées ne peut s’ef-
fectuer qu'une fois que tous les sous-problémes ont étédrdin propageant ces
contraintes au fur et a mesure, les erreurs pourraient éeetées plus rapidement.

— Enfin, le typage des variables intermédiaires effectuquament a leur suppres-
sion implique que, lors des comparaisons, nous acceptaiypies qui pourraient
déja étre détectés comme incompatibles. La aussi, la @étatds erreurs est re-
tardée par rapport a ce qu’elle pourrait étre.

Ce probléme de performance nous conduit & proposer un safgithme. Celui-ci
ne traite plus les problémes de facon indépendante maisgeoges données, comme la
quantité d’énergie nécessaire pour résoudre un sousepnebét les contraintes issues de
ce sous-probléme. Le travail redondant est ainsi diminuése¢rreurs sont détectées plus
rapidement.

Un autre défaut est I'absence de preuve de complétude. @stipas une contrainte
forte, mais nous ne pouvons pas étre sOrs de ne pas rejetlutien intéressante (méme si
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cela ne s’est pas produit dans les exemples considéréss. fhiadons le second algorithme
sur la définition constructive des solutions (voir secfiaB,Z4) pour avoir un cadre plus
adapté a une preuve de complétude.



Chapitre 4

Un algorithme optimisé

Dans la section précédente, nous avons décrit un algoritjuingermet, a partir d'un
ensemble de servicés de trouver les solutions qui réepondent a la requéte |'utilisateur.
Nous avons aussi vu que la structure méme de l'algorithme gestion de la quantité
d’énergie impliquaient une redondance dans le travailcaffe De plus, la construction
du graphe de suppression des variables intermédiairasledtadétection des erreurs. De
méme, le typage est uniquement utilisé pour supprimer das®ts et non pour éviter de
les calculer.

Dans cette section, nous allons proposer un algorithme gfficace, qui propage
les contraintes au fur et @ mesure de leur découverte. Ntmrs algalement prouver gu'il
est correct et argumenter au sujet de sa complétude. Gentixit au premier algorithme,
celui-ci s’appuie sur la description constructive de lemble des services.

Nous allons, dans un premier temps, présenter un algorigimgle et nous prou-
verons sa correction et sa complétude pour certaines fodfégsations. Nous étudierons
ensuite le cas ou les membres des équations sont linéairespp@rt aux variables libres.
Nous modifierons I'algorithme pour prendre en compte cestious. Nous prouverons la
correction de cet algorithme et discuterons de sa commétdfin, nous traiterons le cas
général. La complexité de I'algorithme sera ensuite cakeuPuis, nous aborderons son im-
plantation et I'intégration du typage. Nous termineronstepitre en parlant de l'interaction
entre plusieurs domaines, avant de faire une bréve coaonlusi

4.1 Reésolution du probléme de base : une requéte et un service

Rappelons que nous souhaitons engendrer tous les servicesigositions de ser-
vices qui répondent & une requéte. Pour cela, nous allomsneadans I'algorithme précé-
dent, effectuer une comparaison élémentaire entre lategtéhaque service. Ces compa-
raisons élémentaires sont le caeur de I'algorithme. Noossles détailler ici.

A partir d’une signature hétérogéne avec sous-typdge;, %), d’'un ensemble d'équa-
tions&, d'un service de la formaVar(s).s, avecs un terme suk et d’'une requéte, nous
allons effectuer une suite de décompositions du probleroegimutir & des problémes élé-
mentaires qui vont nous donner le lien entre les variables(bs paramétres du service) et
les constantes du domaine et de la requéte ou des varidires (issues des variables des
éguations). Ce lien, exprimé sous la forme d’'une subgiitytva nous indiquer les valeurs
des parametres qui doivent étre transmises au service.

81
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4.1.1 Arbre de décomposition

La comparaison de deux termesdt r) peut étre décomposée en plusieurs sous-
problémes : soit en comparant deux a deux les sous-terme®ide soit en créant deux
sous-problémes par application d’'une équatio& @i@ous choisirons une variante de I'équa-
tion avec de nouvelles variables).

Comme pour le premier algorithme, un arbre de décompossbnonstruit par appli-
cations successives de décompositions de termes et dafiptii d’équations jusqu’a obte-
nir une forme résolue. Toutes les transformations (décaitipo et application d’équations)
qui peuvent étre appliquées sur un probléme le sont. En ce&udsite, elles conduiront a
différentes solutions. Notre algorithme construit dongtés les suites de décompositions
possibles.

Dans cet algorithme, les différents sous-probléemes nessitraités indépendem-
ment les uns des autres. En effet, les contraintes obtepnepi®pagees. Ces contraintes
sont des substitutions qui sont appliquées sur les autussmoblémes. En effet, traiter les
sous-problémes de fagon indépendante puis vérifier quellgiomns obtenues sont compa-
tibles, comme dans le premier algorithme, entraine undetans la détection des erreurs
(incompatibilité de types, affectation a deux valeurséiihtes, ...). Dans cette version,
nous prenons en compte les contraintes obtenues sur lepsdiémes traités précédem-
ment lors du traitement des sous-problémes suivants.

Décomposition Les fils sont traités dans l'ordre d’apparition dans la |ldés fils et les
contraintes obtenues sont transférées sur les fils suivdatens que les fils peuvent étre
traités dans un ordre quelconque, si les contraintes obgesont reportées sur les fils qui
n'ont pas encore été traités. Ce point sera évoqué dansrigseptves.

La représentation graphique de cette décomposition estmie dans la figufe%.1.
Dans cette figure, led; sont des sous-arbres et leses contraintes obtenues en résolvant
les sous-problemes.

f(s1,.0,8p) = f(r1,.,7p)

)
s1=r op—1(--01(sp)) =1p

FIiG. 4.1 — Décomposition des termes

La substitution (contrainte) associée a cet arbre @sb:... o o),.

Application d'une équation Lorsqu’une équation est appliquée, le probléme formé de la
requéte et du second membre est d’abord résolu. Les cdaa@ont ensuite transférées sur
le premier membre. Le probléme formé du service et du prem@&nbre ainsi modifié est
alors résolu a son tour.
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La représentation graphique de cette application d’éguast présentée dans la fi-
gure[42.A; et A5 sont des sous-arbres®et et o les contraintes obtenues en résolvant les
sous-problémes. Sur cette représentation, le sens dé easlalans le sens de lecture droite
- gauche.

o1, 4y o2, Ay

FIG. 4.2 — Application de I'équatiofe;, e3)

La substitution associée a cet arbre est.:En effet :

— Les arbresi; peuvent étre vus comme des arbres a part entiere, si noussid&o
rons que le sous-probléeme gu'ils résolvent, ou comme desaduies, dans le cas
de la résolution du probleme global. Cela a un impact surligtfution associée
a cet arbre.

— Pour I'application des équations, dans le cas du traitemherprobléme global,
seuleo; est intéressante, cddom(oy) C Var(ez) et ces variables n'ont pas de
sens dans notre probléme initial. Quand le probléme e$é tdai facon globale,
la substitution associée 4, est(). La substitutionoy est celle engendrée par le
traitement du sous-probléme de facon indépendante.

Des exemples sont donnés dans la suite de ce chapitre (H&cli®, pagE84).

Nous allons maintenant voir quelles sont les substitutams®ciées aux formes réso-

lues et quelles sont ces formes résolues.

4.1.2 Les formes résolues et la solution associée

Les arbres sous forme résolue sont ceux dont les fet{iﬂﬁé r; };i sont telles que
Vi .
— soits; etr; sont deux constantes égales, alors c’est une forme résdmswbsti-
tution associée egt Si elles sont différentes, il y a échec de la comparaison.
— soits; est une variable et la substitution associée{est— r; }.

Exemple 4.1.1
A l'arbre :
-

u*xy+z=axb
7 ~N

e ~N
u*y—l—z;a*b—l—() x‘l;a*b
/ AN
? ?
uxy=ax*xb 2=10
/ AN
? ?
u=a y=>b

est associée la substitutiofu — a, y — b, z +— 0}
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Propriété 4.1.1 )
Pour tous les problemes= r, la substitutiono associée en cas de réussite est telle que
Dom(o) = Var(s)\Var(r).

Preuve Les termes sont décomposés jusqu’a aboutir a une forme spgiasa chaque
variable une variable, une constante ou un terme. Doncddetevariables de seront
associées et seront dabem (o). Néanmoins, si des variables apparaissent a la fois dans
Var(s) etVar(r), nous pouvons engendrer des substitutions de la fgime v} et alors

v N'apparaitra pas dam3om(o). O

4.1.3 Exemples

Les exemples suivants sont les mémes que ceux qui ontdlliglgorithme précé-
dent. Cela va permettre de mettre en évidence les diffésdiocelamentales de comporte-
ment des deux algorithmes.

Décomposition Un service fourni es(z,y, z) = AzAyAz.x *x y + z, la requéte est =
a * b+ c. Quelles que soient les équations, une solution est obtdmigefacon suivante :

m*y—kz;a*b—kc
7N\
? ?
rxy=axb z=c¢
/ \
- Y

2

[l

T =b

Solution :r = s(a, b, c).

Dans la mesure ou chaque variable du service n'apparaingwseaule fois, il n'y a
pas de différence entre les arbres construits par les dgaxtaimes.

Une équation Un service fourni est(z,y, z) = AxAyAz.z * (y * z), la requéte est =
(a*b) * c. Parmi les équations se trougex u) * w = v * (u * w). Une solution est obtenue
de la fagon suivante :

a;*(y*z);(a*b)*c

- ~
- ~
- ~

a:*(y*z);a*(b*c) (331*332)*{133;((1*())*6
/7 N\ / N
? ? ? ?
r=a Yxz=bxc x1*xT3=0axb x3=CcC
/ N\ / N\
?

? ? : ?
y=b z=¢ x1=0a 223=0>

Solution :r = s(a, b, ).

Nous voyons ici que le graphe de suppression des varialitrsiédiaires n'est plus
nécessaire pour obtenir les solutions. En effet les conémisont propagées aux sous-
problémes suivants au fur et a mesure de leur calcul. Nowopsrainsi I'indépendance
du traitement des différents sous-problémes.
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Une autre équation Un service fourni est(x,y, z) = AzA\ylz.x * y + z, la requéte est
r = a * b. Parmi les équations se trouve= v + 0. Une solution est obtenue de la fagon
suivante :

7 N
7 N
cry+z=(axb)+0 z,~axb
7\
? ?
rxy=a*xb =0

/ N\

2

0
r=a Y=2>b

Solution :r = s(a, b,0).

Dans l'algorithme précédent, nous avions besoin de retalmgorithme sur un
autre probleme. Ceci n'est plus nécessaire dans cet vedsidtalgorithme, puisque les
contraintes sont propagées et que le probléme sur lequalt ddxe relancé I'algorithme

? - .
(z * y = a * b) apparait maintenant dans l'arbre.

Composition Il n’y a pas de changement de comportement sur le traiteneelat compo-
sition.

Echec Un service fourni est(x,y, 2) = Az ydz.x*(y+2), larequéte est = axb+cxd.
Parmi les équations se trouve (j + k) = i * j + ¢ * k. Une solution est recherchée de la
fagon suivante :

?
xx(y+z)=axb+cxd
// \\

7
?
X T1xx9+ax1*x3=a*xb+cxd

7 AN
xl*xgéa*b a*azgic*d
/ N\ /\

? ? ?
ri1=a T9=0>b |a=c X

ECHEC

Cet exemple illustre la propagation des contraintes aurdrét la détection des er-
reurs plus tét que dans le premier algorithme. Les souganmarqués pa§) sont ceux
gue nous ne construisons pas dans cette version de I'alg@ritmais que nous construi-
sions dans la version précédente.

4.2 Etude d'un cas simple Var(e;) = Var(es)

Dans un premier temps, nous nous placons dans le cas ou,gubes tes équations
(e1,e2) € €, Var(er) = Var(ez). Les équations qui sont rejetées sont par exemple :

—0*xz=0

—xxx =1

Nous partons d'un problémei r,ouVar(r) = () et cette propriété est conservée
sur les nceuds fils. C’est évident pour la décomposition. RsuEquations :
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o1, Ay o2, Ay

Nous avonsDom (o3) = Var(ez) = Var(er) etIm(oz) = 0 doncVar(os(er)) = 0.

4.2.1 Preuve de la correction

Pour montrer que l'algorithme engendre un ensemble codedolutions, il faut
montrer que toute solution trouvée par I'algorithme faittigade I'ensemble des solutions.
Il faut donc montrer que, pow un terme et une requéte, si I'algorithme résout le pro-
blémes = r en créant une substitution, il est alors possible de construire une suite de
transformations (définies dans la secfiod 2.3, payetd)le que :

— 0 =04

- )\Var(s).sin“.

Nous allons montrer que cette propriété est vraie aux é=uille I'arbre et que si
elle est vraie pour tous les sous-problémes issus d’'un nedledest vraie pour le nceud
lui-méme. Nous montrerons ainsi que la propriété est vréaaacine.

4.2.1.1 Preuve : aux feuilles

Les feuilles de I'arbre sont sous forme résolue, elles sontde la forme :

? R ,
— c1 = c9, OU ¢y ety sont deux constantes. La forme est résolue, donc elles sont

égales et la substitution associée(edta propriété est donc vérifiée.
—v= ¢, oUv est une variable etune constante.
La substitution associée egt — c}.
Or:
- v
= Ocste(v,e) = {U = C}'
La propriété est donc vérifiée.
—v= t, olv est une variable gtun terme composé de constantes.
La substitution associée et — t}.
Or:
— ow comp(v,t) ‘
— Ocomp(v,t) = {U = t}'
La propriété est donc vérifiée.
La propriété est donc verifiée aux feuilles de I'arbre.

cste(v,c)

4.2.1.2 Preuve : aux nocuds

Décomposition
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?
f(8158p) = f(r1, .y p)
/ —
? _— ? \ ?
s1 =11 o1(s2) =r2 op—1(--01(8p)) = 1p
o1, A1 02, Ag opy Ap

Supposons que la propriété est vraie pour les différentsrfdstrons qu’elle est vraie
pour f(s1, ..., Sp) < f(r1,....,rp). Nous notongA] la suite de transformations associée a
l'arbre A.

Dans toutes les suites de transformatipAs], les positions d’application des équa-
tions devront étre préfixées padans le cas ou nous traiterons le probléeme global. Ces
éguations n’agiront donc que sur le filst pas sur ses freres. De plus, nous avons vu qu’ap-
pliquer une suite de transformations sans transformatjarevient a appliquer la substitu-
tion associee. Donc appliqud;] reviendra a appliquerp4,j (et donco; par hypothese de
récurrence) sur les freres du fils

f(Sl, ceey Sp)

1Al A.f(r1,01(s2),...,01(sp)) par hypothése de récurrence sur le premier fils
L5 N A f(r1,72,...,02(01(sp))) par hypothése de récurrence sur le deuxieme fils
], f(ri,m2, ., rp) par hypothése de récurrence sur le dernier fils
Nous avons don[[cA:ﬂ "
= A f(s1, ey sp)#f(rl, T2,y Tp)

- O-IIAll];---;HApl] = a[[Al]] o... OUHAP]] =0190...00p.

La propriété est donc vraie.

Application d’'une équation

o1, Ay o9, A

Supposons que la propriété est vraie pour les deux fils, mmntu’elle est vraie
?

pours = r.
A.S
@ A.og(e1) par hypothése de récurrence sur le problérﬁ?eag(el)

eq(e,02,e1,€2) A 02(62)

A R . 7
% r par hypothése de récurrence sur le proble@né r

et en utilisant la propriéte25.1 (pagd 53)
Nous avons donc :
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_ )\VCLT(S).S [A1lseq(e,02,e1,e2);[A2] 5 .

= OAs]ieq(e,ozsen,e2)i[A2] ;. = O[A1] PUISQU'aux transformations; sont associees des
substitutiong). De plus, par hypothése de récurrengg | = o1.

La propriété est donc vraie.

4.2.1.3 Exemple de suite de transformations associée a urbee

La transformation engendrée a partir de l'arbre :

((m*x’)*y)—i—z*y;a*b

- ~
- ~
- ~

(a:*a:’)*y—kz*y;a*b—kO*b (zl—i—xg)*a:g;a*b
7 N / AN
;
(zxa/)ky=axb zxb=0xb Ti+T~a a3=b
/7 N\ / N\ AN
?
e’ Za y=b 220 b=b x1+x2—a+0 yg—a
RN / N\
? ? ? ?
zxx'=axl Y1=a r1=a z9=0
/
? ,‘7
r=a x =1
est:
1. cste(z,a)
2. cste(x', 1)
3. GQ(]-L {yl = a}7y1 * Iayl)
4. cste(y,b)
5. este(z,0)
6. eq(e, {z1 — a, z2 — 0, 23— b}, 71 * T3 + T2 * T3, (T1 + T2) * T3)
7. eq(1,{y2 — a},y2 + 0,12)

En l'appliquant sur le service, nous obtenons :
Az AT Ay Az.((x*2') xy) + 2%y

cste(x,a) )\{L',)\y )\Z.((CL * :1:,) * y) tzxy
este(a',]) M Az.((axI)xy)+zxy

eq(llv{yl'—"l}vyl*lyyl) )\y )\Z axy 4ok y

M Az.axb—+zxb
cote(z0), axb+0xb
eq(e,{r1—a, x2—0, x3—b},x1*x3+T2%23,(T1+T2)*T3) (a+0) %D

— 0
eq(1,{y2—a}t,y2+0,y2) axb

4.2.2 Preuve de la complétude

Pour prouver que 'algorithme est complet, il faut montree g'il existe une suite de
transformations4, telle queAVar(s).s A, 7, alors I'algorithme construit une substitution
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égale & 4 surVar(s).

La preuve de la complétude est basée sur un ré-ordonnancdegesuites de trans-
formations tout en conservant la méme substitution assobliéus utiliserons une sépara-
tion des branches indépendantes par rapport aux équagipligleees. Cette preuve est faite
par récurrence sur le nombre d'équations appliquées.

4.2.2.1 Les branches indépendantes

Nous faisons une preuve par récurrence sur le nombre diégeatppliqguées. Nous
allons donc décomposer notre probléeme en plusieurs soldepres plus simples, dans
lesquels strictement moins detquations sont appliquées. Pour cela, nous allons isoéer un
équation (celle a la plus haute position, sur le fils le pluauche et apparaissant en premier
dans la transformation) et mettre en évidence les différemis-problémes.

Nous souhaitons représenter les sous-arbres dont la rasin&pplication d’'une
éguation et dont les nceuds parents sont uniquement des piésitions. Nous pouvons
construire I'ensemble des positions de ces sous-arbresid&zonsy la plus haute de ces
positions et la plus & gauche si plusieurs ont la méme hauteur

Nous souhaitons maintenant décrire I'arbre, privéndet des nceuds parents de
comme un ensemble de sous-arbres distincts pour raisoaneégqurrence sur ces sous-
arbres qui contiennent strictement moing:déguations. Nous appelons ensemble des posi-
tions indépendantes les positions de ces sous-arbreseéqguation appliquée a la position
a n'a pas d'effet sur eux et étant la position la plus haute ou est appliquée une éguation
les autres équations appliquées n’agiront que sur un segdgisous-arbres.

Nous ajouteronse a cet ensemble. Le sous-arbre a la positigpouvant contenir.
équations, il sera par la suite scindé en deux en isolanidon évoquée précédemment.

Définition 4.2.1 (Construction de I'ensemble des positiongsdépendantes)
Construisons I'ensemble de positions indépendamtdécrit précédemment.

«a estde laformeé; is...7,,. Toutes les positions de niveau 1 différentes,dent partie
de I'ensemble deg;. Toutes les positions de niveau 2 de la forifé, et différentes deé; -
font parties de I'ensemble des solutions. Et ainsi de suigqy’au niveauwr, ou toutes les
positions de la forme,i,...7",, (y comprisiyis...i,,) font partie de 'ensemble des, donc
a € {p1,...,pn}. Ces positions sont a des niveaux supérieurs ou égaurar définition
de a nous n'avons donc que des décompositions jusqu'a ces paigssous-problemes
engendrés en décomposant le probleme initial jusqu’a cE@® sont traités avec moins
den équations, puisque équations sont appliquées au total et celle a la positioe fait
partie d’aucun de ces sous-problémes. Nous pourrons dgiicj@gr notre hypothése de
récurrence sur ces sous-problémes.

« étant dans I'ensemble des positions indépendafte®l quea = p,,.

Exemple 4.2.1
Sia =222, I'ensemble des positions indépendantes est :

{1,21,221,222, ...,22n,,23, ..., 22,3, ..., n3 }.

Dans le cas ow = ¢, seula appartient a I'ensemble des positions indépendantes.
Par abus de notation, la structure de I'arbre que I'algoréitonstruit est représentée
de la fagon suivante :
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? / 1(&% """ on-1(..01(s5),,)) ;npn

S|p1 = 7“|p1 “““ 0‘a_1(...0‘
7~ \\ |

e
Oq— 1 .01 S|a —O‘a2 61 €9 _TIQ
On, A

Ua27 s

90

Uala i

Tous les liens qui partent du probléme initial ne sont ctunssi que de décompositions
et sont de taille variable, inférieure ou égale a celleede

Exemple 4.2.2
Soit le domaine défini sur un type unique et dont les opératsamt : f (arité 3), g (arité 2)

i (arité 1), j (arité 1), | (arité 1), k (arité 1), h (arité 2) etine constante. L'ensemble des

équations esfl(x1) = k(z1)}.
Soit l'arbre :

Fla(a,y), F@(), (D), j(w)), h(z,u)) = f(g(a,b), f(i(c), k(T), §(d)), hle, f))
. ! —
g(@,y) = gla,b)  flEW),UT),(w) £ FG(e), kD), j(d)  h(zu) = hie, f)
/ \ — / ~ / \
via yZb i(v)%z(c) zu);kgf) j(w)%j(d) le ulf
vle D) =11 24

I

Ici, la position la plus haute ot une équation est appliqsée e 22, I'ensemble des
positions indépendantes €3t 21,22, 23, 3}. Par abus de notation, 'arbre est représenté de

la facon suivante :

g(z,y) = gla,b) i(v) = i(c) I(1) = K(I) j(w) £ j(d) h(z,u) = hie, f)
U(I) £ U(I) k(1) = K(T)
API Ap2 Ap4 AP5
Ao, Aa,
A =M gy L gad) A =215 i) 2 (o
/ AN I
T . a Y L b v 2 c
Aer =z () L) Aaw = A2 () £ k(D)
I |
I+1 a =1
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< (e, f)

7u)

/
e

N

Ape =457 () L j(a) A = A2 () L
I N\
u= f
Toujours par abus de notation, le servicest représenté de la fagcon suivante

(8|p1 S‘a 8‘17”).

? ?
w=d z =

Exemple 4.2.3
Pour 'exemple précédent(g(z,y), f(i(v),I(I), j(w)), h(z,u)) est noté
(9(z,y), i(v), I(T), j(w), h(z,u)).

Nous faisons de méme pour la requéte.

Ces notations « abusives » seront celles utilisées dansuagde complétude pour
représenter les termes et les arbres.

4.2.2.2 Preuve : I'hypothése de récurrence

Soients un terme su etr une requéte, s'il existe une suite de transformatidns

telle queAVar(s).s A reta posséden transformationseq, alors I'algorithme permet
de construire un arbre sous forme résolue et la substitetngendrée est égalesa sur
Var(s).

4.2.2.3 Preuve : sans équation

Montrons que la propriété est vraie dans le cas ou il n’y a@eié@guation appliquée.
Preuve par récurrence sur la profondeur du service.

Le services est une variable

— Sir est une constante, soltune transformation sans équation telle QLQGS*£> r.
Nous avons alors 4jyq.(s) = {s + 7}, puisque nous avons montré que dans le
cas sans équatian (s) = .
Le problemes Z 1 est sous forme résolue et la substitution associégsest r}.
La propriété est donc vérifiée.

— Sir estun terme, soil une transformation sans équation telle Qmesﬁ r, NOUS
avons alorsr 4y q,(s) = {s — r}.
Le problemes Z 1 est sous forme résolue et la substitution associéésest r}.
La propriété est donc vérifiée.

Le service est un terme Supposons que la propriété est vraie pour des termes deprofo
deur inférieure an, montrons qu’elle I'est pour des termes de profondeur

s est de profondeur 1, doncs est de la formef(si,...,s,). Comme il existe
une solution au probleme et qu'aucune équation n'est ayg®ig est aussi de la forme

f(?‘l, veny Tp).
Soit A une suite de transformations (sans transformatigrielle que :

AVar(s).s L
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Montrons que l'algorithme trouve une solution égateasurVar(s).

Nous avons\Var(s).s A

1. Sioy = 04 var(s;), NOUS avons alors :

Aoy
AVar(sy).sg — r et

AVar(s)f(51, 52, s 8p) 25 F(11, 01 (52), o0y 01 (5))-

2. Sio1 = 0 A|Var(o1(s2)), NOUS @voNs alors :
Ao
A\Var(oy(s2)).01(s2) —= ro €t

f(’rlv 01(82)7 -y 01 (Sp)) l) f(rb T2y ey UQ(Ul(SP)))
Notons queVar(oi(s2)) = Var(ez)\Var(er) car Im(oy) = 0 et Dom(oy) =
Var(sy).

Nous allons ainsi construire, ..., telles que :
Ao,
- )\V@T(O’i_l(...(gl(Si)))).di_l(...(gl(Si))) — T

o133 Ao

A

- MWar(s) —r

= OAVar(s) = 01U ... U0, = 010 ... 00, car les substitutions ont des domaines
disjoints et que leurs images sont vides.

Par hypothese de récurrence, nous pouvons construire tgnadide pour les pro-
blémes : ,
0'2‘—1(---(0'1(52'))) = T
et les substitutions associées sopt ..., o,. Nous pouvons donc construire un arbre de la
forme :

f(317’ JSp) ;f(rlw 7Tp)
, /T :
sp=r1 op-1(--01(sp)) = 7p

A op, Ap

qui est une forme valide de notre algorithme. La substituéiesociée est; o ... o o, qui
est egale @& 4|y q,(s)- Comme l'algorithme construit tous les arbres de cette égiihtrouve
donc une substitution égalesa surVar(s). La propriété est donc vraie.

4.2.2.4 Preuve : avec équations

Supposons que la propriété est vraie pour strictement nugins équations appli-
quées, montrons gu’elle est vraie pauéquations appliquées.

Supposons gu’il existe une suitede transformations telle ql)é/ar(s).si)\Var(r).r
et qui engendre la substitutiary. Montrons que notre algorithme construit un arbre qui en-
gendre une substitution égalea surVar(s).
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Soita la plus haute position ou est appliquée une équation. Gosstrs I'ensemble
des positions indépendantég, ..., p,,} comme défini précédemment. € {p1,...pm },
Soita tel quea = p,.

Dans I'ensembled ¢, les équations de ces différentes branches sont sépadessN
Ag, les difféerentes suite de transformations sur ces brandbass chaquedg,, I'ordre
d’'application des équations d&s est conservé.

Comme pour le cas sans équation, SEpasoi§,(s) ENo1U...U0oy, = 010...00m,
ou

— Dom(o1) = Var(s,, )

— Dom(o2) = Var(s,, )\Var(s, )

1. Nous savons que :

A
Aoa(s), ) 7, r,,» d'apres la propriété de ré-ordonnancement (propfeféll2.5
pageBB) et puisque seules des équationd gleagissent susA(s, )

Aal AEl
doncA.s, —— Aou(s), ) = Aoals, ) — 1,

Donc
A (s , S ey S , S , S ooy S| )
lpy Ips lpa—1 la pat1 lpm

Ao
_1> )\.(Ul(s‘pl),al(s‘m) ""'Ul(s\pa,l)'0-1(8|a)’0-1(8\pa+1) ,...,0'1(8|pm))
Ag
il N Ao, oi(s),) ""’Ul(s\pkl)'01(8|a)’01(8\pa+1) e 01(8), )
Ao U...Uom,

2 A (g, ,O‘A(S|m),...,O‘A(S|pa71),UA(S‘Q),O'A(S|%+1),...,O‘A(S|p )
AEy;-3AEm

(7“|p1 y r‘pQ yeuey r‘pa_l y 7“|a y T‘pa-‘—l Yoy r‘pm)
En effet, pour tout # 1 :

A
)\.O'A(S‘pi) ZE, )\‘T‘Pi

Or E4 n'agit pas sur ces fils, donc :
AEQ;...;AEm
Aoalsy,) AT,

2. Nous savons que :
Var(al(s|p2)) = Var(s 8|, )\Var(s‘pl) = Dom/(o3)

dOI’]CO’Q(O’l(8|p2)) = O'A(S‘m)
Ap,
OrA.oa(s),,) — 1,

|
Ao
dOﬂC)\.Ul 8‘?2) —5 )\'02(01 (s\pg)) = )\'UA(S\pg) — T|p2

Donc

A (Shn1 y S‘pz ..... S‘pa_l y S‘a y S‘Pa+1 ..... S|pm)
Aoy
A TN /\.(01(5|p1), al(s‘pz) ..... al(s‘pa_l) v oo1(s),) Ul(s\pa+1) ..... o1(s),,.))
A 1
TN A (0 oi(s),,) e or(s,. )+ oi(s.,) Ul(s\pa+1) ..... o1(s),, )
Aoy
-2, . (T\m ,ag(al(s‘pz)) ..... 0'2(0'1(8“9&_1)),0'2(0'1(S|a)),0'2(0'1(8|pa+1)) ..... o2(01(s,,.)))
AE2
N A (T\m , Ty e 0'2(0'1(8“9 1)),02(01(5|a)),02(01(5|pa+1)) ..... o2(01(s,,.)))
AssU.. .Uom
780 Prm N, (T, Ty e oa(s, ) oa(s,) O'A(S|pa+1) ..... oa(s),, )
M (r , T e r , r , T e, o)

‘Pl IPQ Ipa_l Ia IPa+1 ‘Pm
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Notons qu'il s’agit bien évidemment d’une récurrence déppte mais I'écriture for-
melle de la récurrence serait beaucoup plus lourde.
Découponsdg, enAg, ;eq(a,b,e1,e2); Ag,, -
Nous avons alors la suite de transformations représentéa figure[4.1 (page35).
— Nous avons vu que pour toit
Ao'i AE’L
Aoi—1((o1(s),,)) — Aoi(...(o1(s),.))) = Aoals, ) — ), .
Par hypothése de récurrence, pour touf «, nous savons traiter le probleme

oi-1(--(o1(s),.))) L 7, et nous construisons une substitutighégale ao; sur
VCL?“(O'Z'_l(...(O‘l(S|pi)))).

AU’a ;AEal

— Nous avon@x.aa(...al(smﬂ)) ——— A\b(ey).
Par hypothése de récurrence

— nous savons donc résoudre le probleme..o1 (s, " ) < O(e1)
— la substitution calculée/, est égale &, surVar(aa(...crl(smH))).

A
— Nous avons\Var (6(e3)).0(ez) —2s r,.,donc :

A46(e2)|V ar(eq)
_

A «
AVar(ez).eo AVar(6(ez2)).0(e2) i N 7o

Par hypothése de récurrence, nous savons donc tegiﬁ?ema et la substitution
calculéed’ est égale & surVar(ey).

Nous pouvons donc construire un arbre de la forme :

8|p1 = T‘pl """ O-gz—l( Ui(8|o¢)) = T|o¢ """ U;n—l( O-l (S‘pm)) - T|pm
rd \\ |
?
! g1 ( 01(3|a)) =0'(e1) ex= R
| ‘ Jm7Em
ol Eq, o', E,,

Cet arbre est une forme valide pour notre algorithme. Comatgolithme construit
toutes les formes valides, nous allons donc trouver laisoldat o...c0], = ojU...Uao], =

OA|Var(s)-

Notre algorithme est donc complet dans le cas ou, pour teegesjuationsge;, es) €
E,Var(e1) = Var(ez).
4.3 Extension aVar(e;) C Var(es)

Les propriétés précédentes peuvent étre étendues au gastité@se; = ey appli-
queées dans un sens tel gder(e;) C Var(ez).

Correction La propriétéVar(e;) = Var(ez) intervient au niveau de la preuve de la
correction au moment de I'application d’une équation, pBassurer qué(e;) ne contient



A (S‘m ! Sy penn
As
— A(oils, ), oi(s),,)
Agp
—1> A. (T’|p1 y Ul(s\pz) .
A
—2> A. (T’|p1 ,02(01(3‘172)) yeeny
A
& A. (7’| y 7" yeeny
p1 P2
Aca, A (r r .
|p1 ! ‘pz e
A «
L )\ (’l"|p y 7"‘ .
1 P2
eq(a,0,e1,e2)
—>)\ (’l"|p1 f r‘pz 3 )
A «
E 2 )\‘ (,rl s ‘ yunny
p1 P2
As
om, A ( | , Ul yeeny
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aucune variable. Cela est le cas ¢avm(0) = Var(es). Si Var(e;) C Var(es), cette
propriété est donc vérifiée.

Donc dans le cas ou nous appliquons des équations de teeg@V ar(e;) C
Var(ez), les solutions trouvées seront correctes.

Complétude La propriétélVar(e;) = Var(es) intervient au niveau de la preuve de com-
plétude pour s’assurer quedesalculé en comparamt, etr, et bien le méme surar(e;),
que celui qui apparait dans la suite de transformation.

Une fois encore l'inclusio ar(e;) C Var(ez) est suffisante.

4.4 Etude d’'un cas intermédiaire

Nous venons de voir que dans les cas ou toutes les équatissisdemt les mémes va-
riables dans les deux membres ou dans le cas ou les équatigrappliquées dans un sens
précis et que les variables d’'un membre sont incluses dédles de I'autre membre, I'algo-
rithme est correct et complet. Néanmoins, cela restreimtid@up I'ensemble des équations
et nous souhaitons ne pas imposer de contraintes sur cafoéqua

Voyons ce qui se passe quand nous avons des ensembles thegadiférents. Le
probléme intervient au niveau de I'application des équaticaros (e ) contient encore des
variables : celles d& ar(e;)\Var(e2). Nous avons alors un probléme d'unification équa-
tionnelle a résoudre, avec des variables différentes @ésmdeux membres.

Nous pouvons décider de traiter ces variables libres conmgeecdnstantes, auquel
cas l'algorithme reste correct, mais nous perdons la cdog#é puisque nous perdons les
solutions ou ces variables doivent prendre des valeurEplégtes.

Exemple 4.4.1
Solution que nous trouverions :

(z*y)+2)+v=a+b
7\

(a:*y)—l—z;a vEb

?/ N
(xxy)+2=0+a z;=a
7\
T *Y = Z;a

? ?
zxy=0%xx0 0=0
/ N\
2 ?
=0 Yy=22
La substitution associée estx — 0,y — x9,z — a,v — b}.

Exemple 4.4.2
Solution que nous rejetterions :
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((a:*a:)+z)+v;a—|—b

RN
(;17*;1:)—1—2;(1 vLb
(33*33)4—7:;04—(1 11 =a
7/ N\
? ?
zxx=0 z=a
/ N\

7

? 2
zxx=0%xx9 0=0
/ \

20 0;€E2

ECHEC

9 étant considérée comme une constante et les constantesliftnentes deux a
. ?
deux, nous rejetorns= x.

Ceci n'est bien sOr pas acceptable, nous avons donc déadégiter ces variables
comme des variables a part entiere et donc de leur assosieatiirs. Cela implique que
nous devons propager ces valeurs pour détecter les er@elesn’est nécessaire que si la
variable apparait deux fois dans le terme.

Traitons d’abord le cas oey est linéaire pour les variables déur(e;)\Var(es).
Nous refusons donc des équations de la former—! = I (par contre si elle est appliquée
dans le sens inverse, elle sera accepté&eafl) C Var(z * z~1), voir ZZA[TH), mais
acceptons celles de la forme: z = 0.

Nous venons de voir que les contraintes sur ces variableg pas besoin d'étre
propagées, donc la décomposition des termes et I'applicdis équations ne sont pas mo-
difiées. Par contre, ces variables libres pouvant prendrdarme quelcongue nous devons
ajouter une régle de transformation :

La substitution solution sefar — f(z1,...,2,)} 00

Cette transformation ne peut s'appliquer que dans le casesl une variable libre
et lesz; doivent étre des nouvelles variables, elles-mémes cagsis€omme des variables
libres.

Les formes résolues et les substitutions associées chahgerformes résolues sont

maintenant celles de la forme= r, ou :
— s est une constante etest une constante. Si les deux constantes sont différentes,
ily a échec. La substitution associée @st
— s est une constante etest une variable. La substitution associée{est— s}.
Nous sommes ici dans le cas d’'une variable libre qui doit@&irerainte.



98

Un algorithme optimisé

— s estune variable. La substitution associée{est> r}.

Nous conservons la propriéf@om(o|yq(s)) = Var(s). Les variables de etr étant
différentes, nous sommes sdrs que les assignations de ddakles apparaissent effecti-
vement dans la substitution. Par contre, daneous voyons aussi apparaitre les variables
libres.

Exemple 4.4.3
L'exempld 4P est alors sous une forme résolue et la sutisti associée est :
{x — 0,29 — 0,2 — a,v — b}.

Exemple 4.4.4
Exemple illustrant I'utilité de la nouvelle transformatio

(z* (y1 +y2)) +2) +v=a+b
s ~
(x*(yl+y2))+2;a V=D

~
e N

(@ +y)+2=0+a az1%a

? ?
r=0 Y1+yY2=22
[

?
Y1 +y2 =3+ 24
/7 N\

? ?
Y1 = T3 Y2 =24

La substitution associée estr: — 0,z — 3 + T4,Yy1 — T3, Yz — Tq, 2 — a,v — b}.

Dans 'exemple, la variable, est une variable libre, elle peut donc prendre une
forme quelconque. Par application de la nouvelle transhtion, elle sera en fait affectée a
I'addition de deux autres variables libres; (+ x4).

La substitution solution, indique quesiest affecté &, » aa, v ab et quelque soit
les valeurs deg, ety le service répondra a la requéte.

4.4.1 Preuve de la correction

Nous reprenons le méme principe que pour prouver la coorecte I'algorithme
précédent, mais cette fois la propriété que nous voulongreroest :

Pours un terme et une requéte, si I'algorithme résout le problémé r en créant une
substitutiono, il est alors possible de construire une suite de transfiiomsaA telle que :

~ O\Var(s) — OA|Var(s)

— AVar(s).s25\Var(6(r)).0(r) avecDom(8) C Var(r) etIm(6) = 0.

Comme a la racin& ar(r) = (), si la propriété est vraie a la racine nous aurons bien
la correction de notre algorithme.
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4.4.1.1 Preuve : aux feuilles

Les feuilles de I'arbre sont sous formes résolues, ellesdmit de la forme :

- L c9, OU ¢ etey sont deux constantes égales car nous avons une forme résolue
et la substitution associée est alird.a propriété est donc vérifiée avée= ().
—v 2 ¢, oUv est une variable etune constante.
La substitution associée et — c}.
Or:
- v

= Ocste(v,e) — {7) = C}'
La propriété est donc vérifiée avec= (.

—v = t, olwv est une variable etun terme.
La substitution associée et — t}.

Or:

- v t

— Ocomp(v,t) = {U = t}'

La propriété est donc vérifiée avéc= ().

—cZ v, oUv est une variable libre etune constante.
La substitution associée &gt — c}. Notons laf.
Nous avons: = 6(v), donc la suite de transformations vide répond au probleme.
La substitution associée est la substitution vide.
La propriété est donc vérifiée.

La propriété est donc vérifiee aux feuilles de I'arbre.

cste(v,c)

comp(v,t)
R ——

4.4.1.2 Preuve : aux nceuds

Décomposition
?
f(s1,.0s8p) = f(r1,.0,7p)
/ ——
? / ? \ ?
s1 =11 o1(s2) =ry op-1(-.01(8p)) = 1p
o1, A1 o9, Ay op, Ap

Supposons que la propriété est vraie pour les différentsrfdstrons qu’elle est vraie

pour f(s1, ..., Sp) z f(r1,....,rp). Nous noterongA] la suite de transformations associée a
I'arbre A.

Nous appliquons le méme principe que dans la preuve prééden

f(s1,-0y8p)
1A, A f(b1(r1),01(52),...s 01(8p)) par hypothése de récurrence sur le premier fils
4], A f(01(r1),02(r2), ...,02(01(sp)))  par hypothése de récurrence sur le deuxiéme fils
11, F(01(r1),02(r2), ..., Op(1p)) par hypothése de récurrence sur le dernier fils
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Puisque les seules variables qui peuvent apparaitredaost les variables libres des
équations et que les équations sont linéaires par rappesd eatiables, elles n’apparaitront
qu'une fois, donc pout # j, Dom(6;)NDom(6;) = 0. Soitd = 6;U...Ub,, 0 = 0 0...006,
car les images deg sont vides.

Nous avons donc :

Al [Ap
NS (51, e ) A 1 )
— Les différentes substitutions ont des domaines disj@inties images vides :

(0'1 0...0 O'p)\\/ar(s) = (UAl ©..0 UAP>|VCLT(S)

La propriété est donc vraie.

Application d’'une équation

o1, Ay o9, Ay

Supposons que la propriété est vraie pour les deux fils, mmmtgu’elle est vraie
?
pours = r.

Par hypothése de récurrence, nous avdnsM)\ﬁl(@(el)).

Notons queDom(61) C (Var(e1)\Var(ez)) donch;(ez) = es.

A.s
1A, A.01(o2(e1)) par hypothése de récurrence sur le probléngeag(el)
= )\.0'2((91(61))
CAIOT) )\ (0 (e2))
= )\.0'2(62)
% 02 (r) par hypothése de récurrence sur le problé@né r

et en utilisant la propriéte2.5.1 (pdgd 53)
Nous avons donc :

— MVar(s).s [AJiea(e.o2.er.c0)i Aol O2(1)
= OlAeq(e.omere2)i[Aa] y = OlA]- O 01 var(s) = T[] yar(s) PAM hypothése.

La propriété est donc vraie.

Introduction de symboles

{‘T = f(l’l, 7517n)}(f(t))



4.4 Etude d'un cas intermédiaire 101

Nous avons :

Af(t)
Mo = foy, ) H ()

)\H(f(xh ooy xn))
Nous avons donc :

— MVar(s).f(t) comp(@,f (@1, wn)lAa] AO(f(x1,.ymy))
= ovar(s) = (& = F(@1580)} 0 00 jvar(p()) = O1Var(s(e)-

comp(z, f(x1,...,n))

[A4]

La propriété est donc vraie.

4.4.2 Discussion de la complétude

Nous n'avons pas pour l'instant de preuve de la complétudanihoins, la méthode
de construction de cet algorithme, en partant d’'un algodlcomplet dans un cas parti-
culier et en traitant spécifiquement les éléments ajoutésisennable car elle préserve la
complétude du cas précedent. Nous avons quelques élénmmtgrpettre la conjoncture
que l'algorithme est toujours complet.

Néanmoins, la regle d'introduction d’'un symbole (inspideRoot Imitation du
systeme de Gallier et Snyder) n'est peut étre pas aussiajérgr'il le faudrait. En effet,
les variables intermédiaires ont une forme quelconquendas choisissons de leur donner
une forme identique au terme avec lequel elles sont compa@®a limite le nombre de
problémes engendrés a partir d'une telle forme, mais nawope peut-étre la complétude.
Cependant, nous supposons que si nous perdons des solad@wnt des solutions moins
générales que les solutions trouvées (dans le sens ou mmsawe variable libre alors que
la solution perdue a une constante contrainte).

En effet, si nous supposons que la variable libre n’est pda figme du terme avec
lequel elle est comparée, nous allons essayer de les regaue én appliquant des équa-
tions. Nous verrons alors apparaitre des contraintes &umgpitaires, qui ne sont en fait pas
indispensables, puisqu’une solution peut étre obtenug @sicontraintes et avec la forme
la plus générale possible.

Exemple 4.4.5
La suite de décomposition suivante, oply etz sont des variables du servicegt une
variable libre :

?
TrxYy+z=m
I

a:*y—kz;a:g—k:rg

s N
? ?
T *xYy =29 2 =3
I
?
T *xY = T4 * X5
VRN
? ?
T =4 Y =Ts

conduit a la solution trés généraléx — x4,y — x5,z — x3}.
Par contre, si nous n’imposons aucune forme aux varialtiessli nous pouvons par
exemple construire :



102 Un algorithme optimisé

?
rT*xyYy+z=a1
I

?
Txy+ 2z =129 *T3

7~ ~
P ~
? ?
Txy+z=z9%xx3+0 Ty = T *x T3
e AN
? ?

T kY = T9*T3 z2=0

/
? ?

Tr = T Yy =23

qui engendre la substitutiofx — x4,y — x3,z — 0} qui est plus contrainte que la
précédente.
4.5 Etude du cas général

Plagons nous maintenant dans le cas généfal(e1)\Var(ez) # 0 etVar(ex)\Var(er) #
(). Nous devons propager les contraintes obtenues sur lieblesr libres de; .

La décomposition au niveau des fréres est donc de la forme :

2

F(s1,.08p) = f(r1,.0,7p)
_— ~

s —=r O'p_l(---o'l(sp)) = o'p_l(...o‘l(’l"p))

A op, Ap

et I'application des équations :

o1, A4 o9, A

La nouvelle substitution associée a I'application d’uneadmpn n’est plusr; mais
o9 o o1 car il faudra propager les contraintes des variables litwesecond probléme.

Nous perdons alors notre propriété que tous les sous-pnekl&ont des problemes
de filtrage équationnel. Nous perdons également la prépgae les problemes sont des
problemes d'unification équationnelle avec des variabl#érdntes des deux cotés. Par
contre, nous savons que si une variable est présente dateubesnembres d'un probléme,
c’est une variable libre d’'une équation.

Nous devons alors ajouter la régle symétrique a celle ajalaé@s le cas précédent :
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La substitution solution edtc — f(z1,...,x,)} 00

Cette transformation ne peut s’appliquer que dans le casasi une variable libre
et lesz; sont des nouvelles variables, elles-mémes considéréanea®s variables libres
méme si elles ne sont pas issues d’'une équation.

Les formes résolues sont maintenant celles de la f@rﬁ%e, ou :
— s est une constante etest une constante. Si les deux constantes sont différentes,
il y a échec. La substitution associée st
— s est une constante etest une variable. La substitution associée{est— s}.
Nous sommes ici dans le cas d'une variable libre qui doit@&irdrainte.
s est une variable etest une constante. La substitution associég est r}.
s est une variable etest une variable. La substitution associée{est> r}.
s est une variable etest un terme. La substitution associée{est- r} si s n'ap-
parait pas dans le terme, sinon ce n'est pas une forme résbiluaut appliquer
des équations.
La proprieté sur le domaine deest maintenanDom oy 4, (s)\var(r)) = Var(s)\Var(r).
Les variables de etr pouvant étre les mémes, nous ne sommes pas s(rs que legassign
tions de deux variables apparaissent effectivement dasubktitution, si ces deux variables

sont égales.

Exemple 4.5.1
Exemple simple.

/ N
Z;CL a:*y_l—l
// N
wxy L E oy xp ]! I=1
yd AN
o
:171.’131 y‘lle 1
I
?
y=1a

La substitution associée €st — x1,y — 1,z — a}.

Exemple 4.5.2
Exemple avec propagation des valeurs tdes
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7 AN
r<a axy 1 =1
' N
7
a*91;$1*$1_1 I=1
s N
o
aiazl y‘lia_1
I
?
y=a

7 N
? ?
zxy t=1T r1=a
e N
s ~
17 1 ?
TxY T =T *T I1=1
7 N
? ?
T =1 y =t
I
?
y=1a

La substitution associée au premier fils est= {x — x1,y — x1}, celle associée au
second fils esto = {x1 — a} donc la substitution solution, o oy est{z — a,y +—
a,xr1 — a}.

45.1 Preuve de la correction

Soients etr deux termes tels que; r renvoie la solutiore. Montrons qu'il existe
une suite de transformations; composée uniquement de transformatieqselle que :
AVar(o(s)).o(s) 22 AVar(o(r)).o(r).

NousAaurons alors :

AVar(s).s — Y A\Var(o(s)).o(s) 22 AVar(o(r)).o(r).
Comme dans notre probléme initialne posséde pas de variable, nous avons alors :

AU\V{U'(S) Ag
AVar(s).s AVWar(o(s)).o(s) — .
Nous vérifierons la correction de I'algorithme, puisque gamstruction nous avons
I'égalité, surVar(s), des substitutions.

45.1.1 Preuve : aux feuilles

— s est une constante etest une constante.
Si les deux constantes sont égales, la substitution assestd’identité. La pro-
priété est trivialement vérifiée.

— s est une constante etest une variable. La substitution associée{est> s}.
La propriété est alors vérifiée avec la transformation vide.
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— s estune variable etest une constante. La substitution associég est r}.
La propriété est alors vérifiée avec la transformation vide.
— s estune variable etest une variable. La substitution associée{est> r}.
La propriété est alors vérifiée avec la transformation vide.
— s est une variable et est un terme. La substitution associée fst— r} si s
n'apparait pas dans le terme.
La propriété est alors vérifiée avec la transformation vide.

45.1.2 Preuve : aux nceuds

Décomposition

A op, Ap

Supposons que la propriété est vraie sur les fils, montrolediejest vraie au nceud.

Pour tous les fils, nous avons :

)\01(01 (Sl)) M’ )\Uz(Ul (T’L))

D’aprées la propriéte2.5.4 (pafel57), nous avons :

Ao (o1 () 2L X o (oo (7))

Donc :

Aon(.01(f (51,5 8n)))
La propriété est donc vérifiée.

[A1];..5[An]

A (1 (F (1, i)

Application d’équation

o1, Ay o9, A

Supposons que la propriété est vraie sur les deux fils, mmtya’elle est vraie au
nceud.

Nous avons :

A

— Aoi(oa(s) P2 Aoy (on(er))

~ Noales) 2L 5 oy(r)

Donc

A eq(e,00007,e1,€ A

Ao (02()) HL \ oy (oa(er)) LLOT0TER), ) o (aa(en)) L2 Aoy (02 (r)).

La propriété est donc vérifiée.
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Introduction de symboles

Supposons que la propriété est vraie sur le fils, montrorelgW’est au nceud.
Nous avons :
[4]

Ao({z = f(a1, . an) (1) — Ao({z — f(z1, .., 20) }z))

La propriété est donc vérifiée.

Supposons que la propriété est vraie sur le fils, montrorslgW’est au nceud.
Nous avons :
[A]

Ao({x— f(x1,..zn)Hx)) — Ao({x — f(x1,....xn) [ (T)))

La propriété est donc vérifiée.

4.5.2 Discussion de la complétude

Comme dans le cas précédent, nous avons construit cetthigerien partant du
précédent et en incluant les nouvelles spécificités. Cala faisse supposer que nous ne
perdons pas de solutions intéressantes, mais nous n’es pasréalisé la preuve.

La réalisation de la preuve intégrale de la complétude eadaptations nécessaires
font partie des perspectives futures de nos travaux.

4.6 Traitement des équations

Dans la premiére version de I'algorithme (traitement ealiEe des sous-problémes),
nous avions maodifié la transformation d’application desaéigns pour ne pas appliquer
seulement une équation, mais appliquer une suite d’émsatidela avait été introduit pour
imposer des contraintes sur les symboles a la racine des regmi® ces équations. Nous
allons faire de méme sur cet algorithme.

Donc un probléme de la forme :
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~8=T
? -~ \\\ ?
(03(s)) = 02(03(€1)) eg =7
e ~N
e ~N
? ?
! 3(e2) = o3(e3) €4 =T
027A2 037A3
est en fait traité de la facon suivante :
”
-5 =1T~_

o3(e2) —03 es)

A Z A2 o3, 43

Dans un probléme de la forme :

0358) = 03(\63)
= 0'2 €y = 0'3 63 i

les variables de, et e; étant des nouvelles variables, nous avep&s) = e, et
3(e1) = e1. Nous traitons également ce probléme de la fagon suivante :

—0'2 0’3 0’3 62 —0'3 63

A Z A2 73, 43

Il est évident que ces deux méthodes de traitement des @qsigbnt equivalentes. Le
second traitement a été choisi, avec interdiction d'apgliqune équation si une décompo-
sition n’a pas été réalisée sur un sous-probléme issu ddlitagion d’une transformation.

Transformation de taille 2 Un service fourni est(x, y, z,u) = AxAy Az u.zxy+ z*u
la requéte est = a+b. Parmiles équations se trouvent vxI et(i+j)xk = ixk+j*k.

Une solution est obtenue de la fagon suivante :
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o
rxy+zxu=a+b
- N\ =~ ~
- \ ~—_

i ? = ?
cxy+zxu=axl+bxI (xo+x3)xzs=(a+b)xI x1=a+b

~

7 AN / N
ﬂi*y;a*f cxu—=bxl x2+$3;a+b ;1:4;1
/ N\ / \ / N\

2

? ? ?
c2a y=1 22b u=I z3=a x3=0

Solution :r = s(a, I,b,I).

4.7 Complexité

La complexité de I'algorithme est exprimée par rapport amim@ de comparaisons
des symboles a la racine des deux termes. Le calcul de la exitépdle I'algorithme est fait
dans le cas tres restrictif ou tous les termes sont de pretoriaximale égale a un. Ces
termes sont des constantes, des variables ou des termefodedy (1, ..., z,,), oU lesz;
sont des constantes ou des variables. Méme si cela peut@doai de la réalité, cela donne
une bonne idée de I'impact des différents parametres dgotithme.

Dans la suite :

— ng désigne le nombre de services initiaui & 0) ;

— ngo désigne le nombre maximum de solutions obtenues ;

— n. désigne le nombre d’équations ;

— m désigne le nombre d’équations qui peuvent étre appliqueeg O sim # 0);

— d désigne la profondeur maximale de composition ;

— p désigne le nombre maximal de paramétres des senpicgdj ;

— a désigne l'arité maximale des opérateursA 0).

La complexité est calculée dans le pire cas, ou toutes lestiéga peuvent toujours
s'appliquer, les services possédent tpymrametres, les opérateurs sont tous d'aridéé la
profondeur de composition maximale est atteinte sur taaipdeametres des services.

nso représente le nombre maximum de solutions obtenues en cantpene requéte
avec tous les services, en supposant que toutes les coimp®siécessaires pour que cette
solution aboutisse réellement soient possibles. Danssi@gdous les services sont com-
patibles avec la requéte, cette valeur est liée, davec toutes les valeurs possibles pour
les parameétres). Mais dans le cas général, il ne peut pasd@tédé aveor,. En effet, le
nombre de services peut augmenter sansrmgyeaugmente, si ces services ne permettent
pas de répondre a la requéte.

4.7.1 Sans composition
4.7.1.1 Sans équation
Placons nous dans le cas@e-= 0 et = 0. La complexité est :
(1+a)*ng

Pour chaque service, nous comparons les deux symbolesdria puis chaque fils
(au maximunm).
a pouvant étre considérée comme une constante, la compdestité

O(ns)
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4.7.1.2 Avec équations

Placons nous dans le cas @&= 0 etm # 0. Le nombre de groupements différents
dem équations qui peuvent étre appliquésrest.

Pour chaque servicexf), nous comparons les symboles a la racine et lesifils ¢)
et pour chaque groupement différent’(*), nous engendrons + 1 problémes, sur lesquels
nous faisond + a comparaisons.

-

A A Om—1; Am—1 Tmy Am

La complexité est don(1 + a) + (1 + (1 +a) * (m + 1)) * n.™) * ng.
a pouvant étre considérée comme une constante, la compéstité

O(m *n™ * ng)

4.7.2 Avec composition

Soit Cy la complexité pour une profondeur de composition égafe Idous venons
de calculerCy.

La solution est construite comme si elle ne nécessitait pawohposition. Puis, pour
chaque solution obtenue, pour chague parametre, |'ahgoeitpeut étre exécuté a nouveau
avec une profondeur de compositiondle 1. Donc :

Cd = CO + (p * nsol) * C1d—1
=Cp * (1 + (p * nsol) + (p * nsol)2 + ...+ (p * nsol)d)

Donc :
— Sipxngy=1(.ep=1etng =1),
Cd = O(Co * d)
- Sip* Mol > 1,
Cq=O(Co* (p* nsol)d)
4.7.3 Bilan

a pouvant étre considérée comme une constante, le tableansuésume la com-
plexité de I'algorithme dans les différents cas :

m=0 m # 0
d=20 O(ns) O(m *n™ * ng)
d#0etpxng =1 O(ng * d) O(d * m *ng™ xng)
d#0et prxngg > 1| O(p? * neg® *ng) | O(mxn™ x p? % ngy® *ny)

Il est important de noter que I'algorithme est :

— linéaire par rapport au nombre de services (si hous suppapeen,, n'est pas
corrélé avea) ;

— exponentiel par rapport a la profondeur de compositionigid par I'utilisateur) ;

— polynomial par rapport au nombre d’équations ;
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— exponentiel par rapport au nombre d’équations qui peldteatappliquées (choisi
par I'utilisateur).
Nous avons bien conscience que cette étude est tres gartieis le probleme est
trés complexe et notre objectif était d’avoir un premiererd’idée sur la complexité.

4.8 Implantation de I'algorithme

4.8.1 Le principe de base

48.1.1 Résolution de = r

. L, . .7 . . .
Le cceur de I'algorithme est la résolution du probléme r, qui renvoie une liste de
substitutions.
L'algorithme est :

Algorithme 2 Algorithme s L
compare(s,r,Neq) =
compares r avec
| Cstey, Csteg —
si Cstey # Cstey alors
Echec
| Var, f(r1,...,mn) —
siVar € Var(f(ri,...,r,)) alors
V(o,ny,) € compare(f(x1,...;2n), f(r1,,7n), Neq)
{Var — f(x1,...,20)} 0 0,np,)
sinon
({z = 7}, neq)
| Var, r —
({z — 7}, neq)
| f(s1yees8n), f(T1y ey ) —
Sineg > 0 alors
compareFils(s,r,neq) U comparelrans fos(s,r,neq)
/lcompareTransfos applique les équations
/lcompareFils décompose pour comparer les fils
sinon
compareFils(s,r,neq)
| f(s1,-.y8n), Var —
siVar € Var(f(s1,...,s,)) alors
V(o,ng,) € compare(f(s1,..8n), [(T1,.; Tn)s Neg)
{Var — f(x1,....;20)} 0 0,1p,)
sinon
Echec
| s, 7 —
Sineg > 0 alors
compareTI'ransfos(s,r,neg)
sinon
Echec
fin compare
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Algorithme 3 Algorithme s Ly (sans application d’équation a la racine)
compareSansTransfo(s,r,neg) =
compares r avec
| Cstey, C'steg —
si Cste; # Cstes alors
Echec
| Var, f(r1,...,rn) —
siVar € Var(f(ri,...,ry)) alors
V(o,ne,) € compare(f(z1,...;xn), (11, 37n), Neq)
{Var — f(x1,....;20)} 0 0,mg,)
sinon
(o = 1} 7eq)
| Var, r —
({z = 7}, neq)
| f(sh ey Sn)'f(rla ---,Tn) -
compareFils(s,r, neq)
| f(s1,.es8n), Var —
siVar € Var(f(si1,...,5n)) alors
Y(o, ”qu) € compare(f(si,...,8n), f(T1,....Tn), Neq)
{Var — f(x1,....,20)} 0 0,np,)
sinon
Echec
| s, —
Echec
fin compare

Algorithme 4 Algorithme de comparaison de fils
compareFils(f(s1,...,8n), [(ri, s Tn), Neq) =
I = {(id,neq)} I/ ensemble des substitutions générées avec les quariétéergle res-
tantes
" = 0 Il ensemble des solutions pour un fils
Isi = () Il ensemble des triplets (substitution, quantité d’émengouveau service)
pour 1 < i < n faire
// Propagation des contraintes
V(o,neq) € 1 ajouter(o, neq, o(si), o(r;)) alsi
vider!
/l Comparaison et calcul des nouvelles contraintes
V(0, neg, s, 1) € lsi, Y(o',n') € compare(s], ], neq)
ajouter(o o o/, n’) al
fin pour
l
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Algorithme 5 Algorithme d’application de la liste des transformations
compareTrans fos(s,r,neq) =
res ={}
pour 1 <i < n, faire
I =transformations de taille i qui permettent de passer de
I/l Application de toutes les transformations
vt € [ ajouter(compareTransfo(s,r,neq — i,t,1)) ares
fin pour
res

Algorithme 6 Algorithme d’application d’'une transformation
comparelransfo(s,r,neq,t,n) =
/I Equation avec de nouvelles variables
t = [(e11,€21); -5 (€1n; €20)]
/l Comparaison de la requéte et du premier membre de I'éguati
l = compare(ei1,7,Neq)
I'=10
pour 1 <i<n—1faire
/[ Calcul des autres sous-problemes en propageant lesicuas
V(o,n') €1, Y(o',n') € compareSansTransfo(o(ei;y1),0(e2;),n’) ajouter(o o
o,n')al
/ Nouvel ensemble de contraintes
=0
fin pour// Calcul de la solution finale
V(o,n) €1, V(o',n') € compareSansTransfo(s,o(ea,),n) ajouter(c o o’,n') al’
l/

4.8.1.2 Reésolution du probléme global

Pour résoudre le probléme génératst comparée avec I'ensemble des serviceS de
comme défini précédemment. Quand, dans une substitutioliatsine variable est asso-
ciée a un terme, si la profondeur de composition0esette substitution ne fera pas partie
de I'ensemble des solutions, sinon ce terme est comparélevaervices d& avec une
profondeur de composition décrémentée.

Le nombre d’'équations utilisées est propagé en méme tengkegwontraintes sur
les fils. Cela évite le travail redondant présent dans ligigme précédent qui effectuait
la comparaison pour toutes les valeurs possibles. De paite ealeur est aussi connue
quand nous relangons pour une solution avec compositionc,0ians cette versiom,,
peut correspondre au nombre maximum d’équations pour ioli@esolution ou au nombre
maximum d’équations par relance.

4.8.1.3 Codage

La comparaison de nombres entiers étant moins colteuseetjgede chaines de
caractéres, les variables, les opérateurs et les types@és par des entiers.
Nos termes sont du type :

type arbre =
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Vide
| Cste of (int *int)
| Var of (int * int)
| Noeud of noeud
and noeud = {op: int ; fils: arbre list};;

avec :
<0 >0
Var | Variables du service ou des équatigns Variables libres
Cste Constantes de la requéte Constantes du domaine

4.8.1.4 Utilisation de la construction des transformatios pour factoriser le travail

Les transformations sont construites comme dans l'alyoet précédent a l'aide
d’'une fermeture transitive. Nous traitons donc conséeuntint des transformations qui ont
une partie commune. Pour éviter de refaire le travail, legex intermédiaires du calcul sont
stockées pour pouvoir reprendre le calcul seulement au miomiides transformations sont
différentes.

4.8.2 Options

Les options sont les mémes que celles du précédent algerithectio3.514, page

[73).

4.8.2.1 Relance sur la requéte

Comme dans l'algorithme précédent, il est possible de neglancer le probleme
pour obtenir une solution a I'aide de compositions dont ti@s composites est la requéte.
Bien sir, l'algorithme n’est alors pas complet, mais danptique d’exécuter le service,
cette composition ne pourra étre que plus complexe qu’utre aalution.

4.8.2.2 Simplification de la requéte

Comme dans l'algorithme précédent, il est possible de fiiepla requéte. Pour
appliquer une régle de réécriture de la forme— es, le filtre der ete; est calculé et la
substitution obtenue est appliquée sgir

4.9 Un mode incrémental ?

Dans cette version de I'algorithme, le nombre d’équatio@ésessaire pour obtenir
une solution étant propagé lors de la construction de celtgian, nous n'avons plus un
découpage apparent par nombre d’équations appliguéesn€alm plus les solutions sont
propagées sur les sous-problémes suivants, le traiterasraudres sous-problémes dépend
des solutions trouvées précédemment.

Nous pouvons donc moins facilement réutiliser le travdgatié précédemment. |l
faudrait stocker tous les problémes pour lesquels noussagténbloqués par le manque
d’énergie et recalculer toute la suite (partie droite ssigl@phiques). Mais cela ne permettra
pas de reprendre le travail effectué avec moins d’énergikesisous-problemes suivants.

Le fait de propager les contraintes permet de détecter kesirer mais les sous-
probléemes ne sont plus les mémes car ils sont liés aux swdutrouvées sur les autres
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sous-problémes. Cela a des conséquences importantesréutilisation du travail effec-
tué.

4.10 Typage

Nous avons exprimé l'algorithme sans le typage. Il faut égaint le prendre en
compte.

4.10.1 Impact sur I'algorithme

Dans le premier algorithme, la vérification de I'existenaendype possible pour les
variables intermédiaires était retardée a la fin. Dans getrihme, les contraintes sur ces
variables sont propagées au fur et a mesure, il en est de n@méep types.

Cela a pour conséquences de ne pas avoir un retardementdtedtah des erreurs
comme dans le premier algorithme, mais une détection deliedés qu’elle se produit.

4.10.2 Réalisation

L'ajout du typage se résume a ajouter une contrainte poifiargjue le type de est

supérieur ou égal a celui deSi ce n’est pas le cas, il y a un échec.

Il'y a deux possibilités pour stocker les équations :

— Dans la matrice de transformations, les opérateurs de mémemais de types
différents ne sont pas regroupés.

Lors du choix des équations, quand l'opérateur exact ducgen/est pas connu
(cas d’'une équation non typée), tous les opérateurs du mémeeshqui ont un
type supérieur ou égal a celui de la requéte sont choisis.

Cette solution entraine une duplication des équationtegcgli sont non typées )
et donc une duplication du travail par la suite...

— Dans la matrice de transformations, les opérateurs de mémesont regroupés.
Cette solution entraine I'application d’équations incatifges pour un probléme
donné. Mais cette incompatibilité sera vite détectée leradiécomposition et de
la comparaison des fils.

C’est la seconde solution qui a été adoptée pour I'algoethm

4.11 Interaction entre domaines

Nous venons de décrire comment, dans un domaine donné, @réoe description
appropriée, nous pouvons trouver les services ou les catigmasde services qui répondent
a notre requéte. Les domaines n’étant pas toujours biesocioés, il est intéressant de
pouvoir faire une recherche dans plusieurs domaines. Nerugns dans le chapitre suivant
un exemple pratique d’application.

4.11.1 Contraintes sur les domaines

L'interaction entre domaines n'a d’'intérét que si les damaaitravaillent sur des élé-
ments communs. En effet, si les domaines sont complétenmaints, aucune requéte ne
nécessitera un traitement dans plusieurs de ces domaaresorre, s'ils ont des éléments
en commun, les termes faisant intervenir ces éléments gruétre traités dans les diffé-
rents domaines.
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Dans ce contexte, les services sont toujours des termes signiature d’un seul des
domaines, la requéte est un terme sur I'union des signatilifasit donc que cette union
des signatures respecte la contrainte de type des signditerogénes avec sous-typage.

Nous voyons intervenir ici deux notions importantes :

— l'union de signatures qui doit respecter certaines coniga pour que la requéte
puisse étre valide et gu’il n'y ait pas de conflit dans la dé6ni des éléments
communs aux différents domaines ;

— lintersection des signatures qui ne doit pas étre vide goe l'interaction entre
domaines ait un sens.

Nous allons maintenant définir ces deux notions.

Définition 4.11.1 (Union de signatures)
SoientD=(51,<1,%1) et Dy=(55,<2,%5), deux signatures hétérogénes avec sous-typage,
telles que<i|s,ns, = <2i5,ns, (IeS Mémes liens d’heritages sont définis sur les types
communs).

Définissons< par :

~ Sisi\s: = S1si\S,

= <Iso\81 = <2(85\5

= Sisinsy = S1i8inSy = <2(84N08S,

Nous en déduisons dongg, =<1 et<g, =<o.

L' union des deux signaturd3; U D5 est (51 U S2,<,%1 U Xo).

SoientD1=(51,<1,%1), .-+, Dn=(51,<n,Xn), n Signatures hétérogenes avec sous-typage.
L'union desn signatures est définie par :

D1UDyU...UD, =Dy U (DyU(...UDy))

Propriété 4.11.1
L’opérateurJ sur les signatures est commutatif.

Preuve Evident par symétrie deet2. O

Propriété 4.11.2
L'opérateurJ sur les signatures est associatif.

Preuve SoientD;=(51,<1,21), D2=(55,<9,%5), D3=(S53,<3,23) trois signatures hétéro-
genes avec sous-typage, telles que :

— <1151n8: = =2|51NS5

— <1151n85 = <3|81nS5

— <3185n8: = <2|S5nS;

Définissons< par :

- <5 =X
- Sis, =2
— <|s5 =<3

Ceci est possible car les opératedrssont égaux sur les parties communes.
Nous avons alor®; U(DyUD3) = (D1UD2)UD3 =(S1US2US3,<,%;UXoUN3).
O
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Définition 4.11.2 (Compatibilité de signatures)
Pour que deux signatures hétérogenes avec sous-tyfage; 1) et (52,<2,%2) soient
compatiblesil faut que :
— les liens d’héritages sur les types en commun soient lesamém
<1181nSy = =2|51n8,
— (S1US9,<,31 U Xs) respecte la contrainte de type des signatures hétérogeees
sous-typage :
€ ((B1UB2)wr,e N (E1UD2)uwys,) €t wi < wz = s1 < 52
oux,, s représente les symboles de— s, avecw € S* ets € S.

— (51U 859,<,31 U X9) respecte les contraintes de typageMducalcul :
U; I Uj = 3z (unique) € I, U, = inf{U;,U;}
Soient 61,<1,%1), - - - S, <n,2n), n Signatures hétérogénes avec sous-typage. Ces signa-
tures sont compatibles si elles sont compatibles deux a desikl'union des signatures
(5,<,X) respecte les contraintes de type :
= [ € (D)wrs1 N (X)uwg,sy et w1 < way = 51 < 59
- U; § Uj = 3z (unique) €I, U, =inf{U;,U;}

Définition 4.11.3 (Intersection de signatures)
Soient D1=(51,<1,21) et D2=(53,<2,%5), deux signatures hétérogenes avec sous-typage
compatibles. Lintersection de deux signaturé® N Do est (51 N 52,<1|5,n5,,21 N Za).

L'intersection den domaines (signatures) ne nous intéresse pas. Quand neus tra
vaillons sur plus de deux domaines, il faut que certainesrsettions ne soient pas vide,
pour gue nous n'ayons pas affaire a des domaines totaledyeatss.

Quand nous comparons deux termes, les symboles qui noussseét particuliére-
ment sont ceux a la racine des termes. Ce sont eux qui désrhi@s équations que nous
allons appliquer. Ces équations dépendant des domaings.aeons besoin de déterminer
quels sont les domaines des équations qu'’il faut applidrair cela, nous introduisons les
notions de « domaines a la racine » et de « domaines d’un pneble

Définition 4.11.4 (Domaines a la racine)
Soient 61,<1,21), -+ G, <n,2n), n Signatures hétérogenes avec sous-typage compa-
tibles, X un ensemble de variablesy,K,X) 'union des signatures ét<7x[X]. Lesdo-
maines a la racinelet, notésjt]; sont :

— Sit = ¢, oUc est une constante, alot$;={i| c € ¥;}

—sit=f(p—1,...,pn), alors[t]g={i| f € £;}

— sit = z, avecx € X et de types, alors sis est connut];={i| s € S;} sinon

{1,...,n}

Définition 4.11.5 (Domaines d’'un probleme)
Soient 61,<1,21), .-+ G, <n,2n), n Signatures hétérogenes avec sous-typage compa-
tibles, X un ensemble de variablesy,K,X) I'union des signatures ef,t, €7x[X]. Les

domaines d’un problemg L to, NOtes[ty L t2]q Sont définis par :

[t = tala = [t1]aNtaa
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4.11.2 Gestion du multi-domaines

Il'y a plusieurs possibilités pour gérer la présence de @lusidomaines. Ceux-Ci
peuvent étre simplement fusionnés pour qu’ils n’en fornpuas qu’un seul. L'union des
signatures est alors réalisée comme énoncé précédemraasterhble des équations est
'union des ensembles d’équations, et les services sambhudes ensembles de services.

L'autre solution est de garder des domaines bien séparéstedvailler dans un do-
maine ou dans un autre, selon la structure des termes eta®spes.

Les deux points ou les solutions proposées ont un impactesstiivants :

— L'ensemble des services

Dans le cas ou les domaines sont fusionnés, I'ensemble désesedans lequel

la recherche est effectuée est I'union des ensembles deeseri?ourtant seuls les
services des domaines a la racine de la requéte peuventéNemtent répondre a
la requéte.

— L'ensemble des équations

La différence majeure au niveau des équations se trouve mentale la construc-

tion des transformations. En effet, dans le cas ou les dasaont fusionnés pour
gu'ils n'en forment plus qu’un, les transformations sonistouites en mélangeant
des équations des différents domaines. Alors que si lesidemsont bien sépareés,
les transformations ne sont constituées que d’équatiamsrdéme domaine.

Nous avons choisi la seconde option car elle est, d’'une mpait)s colteuse en terme
de nombre de comparaisons élémentaires (car moins d'égeant appliquées) et d’autre
part elle respecte plus I'idée de traiter un probléme dadsieaine auquel il appartient.

En effet, si nous prenons I'exemple, entierement dévelagpés le chapitre suivant,
qui fait interagir I'algébre linéaire et I'optimisationnulomaine regroupant les deux n'aurait
pas de signification particuliere. Néanmoins, les probdieptimisation manipulant des
matrices, il est intéressant de pouvoir avoir accés a kagénéaire pour faire le traitement
sur les matrices avant de résoudre le probléme d’optirnisati

4.11.3 Impacts sur l'algorithme

La gestion d’'un mode multi-domaines n’a pas un grand impacfagorithme. Les
modifications a apporter a I'algorithme se situent au nivskala vérification des domaines,
de la recherche dans une liste de services et de I'applicdés équations.

— Il faut vérifier que les domaines sont compatibles.

— Quand une requéte est traitée de facon globale, c'estagdielle est comparée
avec tous les services, les services avec lesquels elleragecée sont ceux de ses
domaines a la racine.

— Les équations qui sont appliquées sur un probléme somscaélis domaines du
probleme traité. Quand l'intersection des domaines des fatties du probleme
est nulle, il y a échec de la comparaison.

4.12 Conclusion

Nous venons de présenter dans ce chapitre un algorithmeéoamme correct, qui
permet de répondre au probleme de l'utilisateur. Ce seclguditame est plus performant
que le premier algorithme proposé grace a une détectionpplicoce des erreurs. Nous
avons également prouveé sa complétude pour certaines faranisulieres d’équations.
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Dans le chapitre suivant, des exemples concrets d'utdisegont donnés avec une
estimation des temps de calcul nécessaires. Dans les eeeniginés, ces temps varient
entre une réponse instantanée et quelques minutes.

L'algorithme peut encore étre optimisé en ayant un bon méeende reutilisation
des problémes déja traités et en choisissant mieux I'ordrzaitement des fils dans une
décomposition et I'ordre d’application des équations. fatdes mémes calculs sont refaits
plusieurs fois. Il faut trouver le bon compromis entre le psrpassé a chercher si le calcul
a déja été effectué et le temps de refaire ce calcul. Il pawesar plus lent de chercher
dans un cache que de refaire le calcul. C’est pourquoi, ketuent dans I'algorithme des
mécanismes de cache ont été implémentés seulement a unveaut nle traitement global
d’'une requéte, le traitement d’'un probléme avec le nombraman d’équations autorisé.
A ces niveaux, les mécanismes de cache sont intéressargs catculs sont longs.



Chapitre 5

Application a des domaines
particuliers

Nous venons de présenter nos propositions pour la deserigés domaines et des
services ainsi que les mécanismes de courtage associé®pondre aux requétes de l'uti-
lisateur. Parmi nos contraintes initiales, figurait le aite les solutions mises en place de-
vrait étre générique, c’est-a-dire indépendantes du dwmaios propositions valident cette
contrainte. Dans ce chapitre, nous allons développer denmathes d’applications particu-
liers : I'algébre linéaire et I'optimisation.

Dans un premier temps, nous verrons I'apport de notre apprdans le cas de l'al-
gébre linéaire. Nous allons ensuite montrer que ce mécars&adapte également a d’autres
domaines. En effet, tout au long du développement, notreadwde référence a été I'al-
gébre linéaire mais ce n'est évidemment pas le seul domaindgquel le mécanisme peut
étre utilisé. Nous allons voir ici que nous avons pu décereldmaine de I'optimisation
méme si les bénéfices d'une telle approche sont moins impsertgn effet, notre méca-
nisme est intéressant pour I'algébre linéaire pour dewsons :

— Les services sont complexes et nous sommes amenés a apf@miaquations dans
le sens inverse de la simplification. Par exemple, si unsemdalisex « X « Y et
que l'utilisateur veut réalised x B, nous allons appliquer I'équatian= 1xx dans
le sens qui introduit. Dans un systéme de réécriture, orienter cette régle dans ce
sens entraine qu'il n'est pas néotherien (ne termine pa&s)oltils de réécritures
ne sont donc pas adaptés.

— Nous sommes amenés a composer les services.

Nous allons également illustrer la possibilité d'interactentre les domaines qui

a été abordée dans la sectlon#.11 (dagé 114). Cette inveraera développée sur un
exemple couplant I'algebre linéaire et I'optimisation. isanous allons d’abord présenter
une interface de saisie des domaines, des services et dpiétee

5.1 Saisie du probleme : I'interface web

Nos algorithmes de courtage prennent en entrée : le dontedridyrairies de services
et la requéte.

Pour faciliter la saisie de ces informations, une interfae® a été réalisée. A partir
de formulaires jsp, elle permet d’engendrer les fichiers Xddintenant les informations
nécessaires et respectant les DTD que les algorithmes dageattendent en entrée.

119
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5.1.1 Les domaines

Cette interface permet de saisir un nouveau domaine ou dlent®nner un existant
pour le modifier.

Nous pouvons ajouter, modifier ou supprimer des types, d&stgurs ou des équa-
tions et enregistrer ces informations dans un fichier XMIpeesant la DTD suivante :

<?xml version="1.0" encoding="1SO-8859-1"?>

<IELEMENT domain (domainName,sortes,operators,equalit ies) >

<IELEMENT domainName (#PCDATA) >

<IELEMENT sortes (defSorte+) >

<IELEMENT defSorte (name isSubsorte *) >

<IELEMENT name (#PCDATA) >

<IELEMENT isSubsorte (#PCDATA) >

<IELEMENT operators (operator+) >

<IELEMENT operator
(operatorName,parameters,notation,commutativity?,re turn) >

<IELEMENT operatorName (#PCDATA) >

<IELEMENT parameters (parameter *) >

<IELEMENT parameter (sorte) >

<IELEMENT sorte (#PCDATA) >

<IELEMENT notation (#PCDATA) >

<IELEMENT commutativity (#PCDATA) >

<IELEMENT return (sorte) >

<IELEMENT equalities (equality *) >

<IELEMENT equality (rw,term,term) >

<IELEMENT rw (#PCDATA) >

<IELEMENT term (variable | constant | expression) >

<IELEMENT variable (name,sorte) >

<IELEMENT constant (value,sorte) >

<I[ELEMENT value (#PCDATA) >

<IELEMENT expression (operatorName,terms) >

<IELEMENT terms (term+) >

Dans 'annex&All (pade_I49), se trouve un exemple de fichi#flr ¥espectant cette
DTD et correspondant au domaine simple des exemples. Seeleséquations ont été
ajoutées pour ne pas surcharger I'exemple.

Les types sont définis par un nom et la liste de leurs sur-types

Les opérateurs sont définis par un nom, un champ notationndigue s'il s'agit
d’'une notation infixe, préfixe ou postfixe, une indicationlsuzommutativité de 'opérateur
et une signature. Le choix de la signature se fait parmita tiss types définis, il faut donc
définir les types avant les opérateurs.

Les équations sont saisies le plus naturellement posgitteexemple :

(ax(b+c))=((a =+=b)+(a ~c))

Il faut respecter quelques conventions : bien parenthéseretire des espaces entre les
variables, les opérateurs et les parenthéses. Les nontypk=s des variables et une in-
formation spécifiant si I'équation doit étre orientée pausimplification des termes, sont
précisés séparément.
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5.1.2 Les bibliothéques

Une bibliothéque est composée d’'un ensemble de servicest plossible d’ajouter,
de modifier ou de supprimer un service et d’enregistrer ledifications dans un fichier
XML qui respecte la DTD suivante :

<?xml version="1.0" encoding="1SO-8859-1"?>

<IELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<I[ELEMENT
<IELEMENT
<IELEMENT

library (libraryName,domainName,services) >
libraryName (#PCDATA) >

domainName (#PCDATA) >

services (service+) >

service (declaration,specification,cost) >
declaration (serviceName,variables,return) >
serviceName (#PCDATA) >

variables (variable+) >

variable (name,sorte) >

name (#PCDATA) >

sorte (#PCDATA) >

return (sorte) >

specification (depsType?,(purelimpure|both)
depsType (depType+) >

depType (paraml,type,param2,valeur) >
paraml (#PCDATA) >

type (#PCDATA) >

param2 (#PCDATA) >

valeur (#PCDATA) >

pure (term) >

term (variable|constant|expression|match) >
variable (name,sorte) >

constant (value,sorte) >

value (#PCDATA) >

expression (operatorName,terms) >
operatorName (#PCDATA) >

terms (term+) >

match (case+) >

case (variable,constant,term) >

impure (inout+) >

inout (variable,term) >

both (term,inout+)>

) >

Dans 'annex&AJ2 (pade1b2), se trouve un exemple de fichvir espectant cette
DTD et correspondant a une librairie contenant les services

— s1= A yrz.z + (y + 2)

— S9 = ATAY.T xy

— 83 = AxAyrz.x * (y + 2)

Chaque service est saisi en donnant son nom, ses paramnas €t types) et la
fonctionnalité qu'il réalise. Cette fonctionnalité estsgade la méme fagon que les équa-
tions, en ajoutant les « dépendances de type », qui permetteler le type réel d’'un
parameétre avec la valeur d’'un autre parametre.
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La fonctionnalité d’'un terme pourra étre plus complexe gusimple terme de l'al-
gebre. Nous ajoutons un « match » qui permet de définir desidonalités différentes en
fonction de la valeur d’un paramétre.

Exemple 5.1.1
Voici un exemple de dépendances de type. Dans le BLAS, laéptmestrsm, dont la
signature est :
strsm(side : Char,uplo : Char,transA : Char,diag : Char,m : Int,n : Int,« :
Real, A : TrilnvMatriz,lda : Int, B : Matrixz,ldb : Int).
résout un systeme linéaire quand la matricest triangulaire.

Si cette matrice est triangulaire supérieure, le parameiredevra étre positionné a
'u' sinon, il vaudrdl’. Sila matriceA est unitaire, le paramétréag devra étre positionné
a’v’, sinon il vaudrdn’. Cela sera exprimé par une « dépendance de types ».

De plus, la fonctionnalité rendue est différente selon lewadu parametrgide.
Nous exprimons le service réalisé par :
B «— match

| (side, 1) — (a * (op(transA, (A~1)) * B))

| (side,’r") — (a* (B *op(transA, (A~1))))

5.1.3 Lesrequétes

Les requétes sont définies en précisant les constantesatpiite et la fonctionnalité
recherchée. Cette fonctionnalité est saisie comme lediégsade fagon naturelle, en res-
pectant les quelques régles énoncées précédemment.diitesgalement enregistrées dans
un fichier XML qui respecte une DTD particuliére.

<?xml version="1.0" encoding="1SO-8859-1"?>

<IELEMENT requete (domainName,term) >
<IELEMENT domainName (#PCDATA) >
<IELEMENT term (variable|constant|expression) >
<IELEMENT variable (name,sorte) >
<I[ELEMENT name (#PCDATA) >

<I[ELEMENT sorte (#PCDATA) >

<IELEMENT constant (value,sorte) >
<I[ELEMENT value (#PCDATA) >

<IELEMENT expression (operatorName,terms) >
<IELEMENT operatorName (#PCDATA) >
<IELEMENT terms (term+) >

Dans 'annex&Al3 (pade1b6), se trouve un exemple de fichi#flr ¥espectant cette
DTD et correspondant a la requéte b + ¢ * d.

5.1.4 Exécution

Linterface permet également d’exécuter I'algorithmdalit choisir :

— le(s) domaine(s) de I'application ;

— les librairies dans lesquelles il faut chercher (parmiilasiries définies dans ce
domaine) ;

— larequéte;
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— des entiers qui déterminent la quantité d’énergie néressa
Les solutions au probléme sont alors affichées dans le nauvigaCela est réalisé
grace a la procédure Jaggecde la classeuntime

5.2 Lalgébre linéaire

Aprés avoir expliqué les raisons du choix de I'algébre lirié&a représentation sous
forme de spécification algébrique sera développée. Puis émdierons deux librairies et
la représentation de leurs services dans notre formali&min, nous développerons des
exemples pour illustrer les possibilités du mécanisme detage mis en place. Toutes les
données relatives aux quantités d’'énergie et aux tempsldel sgront données pour le
second algorithme de courtage.

5.2.1 Pourquoi ce domaine ?

L'algebre linéaire est le domaine qui nous a particuliénemetéressé. En effet, ce
travail s’est déroulé au sein du projeR(E)-TLSEﬂ [CDL™086,/.CDD"05] qui a pour but de
créer un site d’expertise en algébre linéaire creuse.dration forte avec la communauté
de l'algébre linéaire a facilité I'étude de ce domaine. &sues étapes de développement
ont donc d’abord été validées sur ce domaine.

5.2.1.1 Le projet TLSE

Le projet TLSE vise a construire un site d'expertise pourksotution de systemes
linéaires creux par méthodes directes. De nombreux outilété développés dans ce cadre.
Ces outils ont le méme objectif global (généralement résoud systéme linéaire de grande
taille) mais utilisent des algorithmes différents ou desavdes d’'un méme algorithme. Le
site d’expertise doit, d’'une part, aider un utilisateur gl&choix de I'outil le plus adapté
a son probléme et d'autre part, lui proposer des valeurinpetes pour les paramétres de
contr6le de I'outil retenu selon son probléme.

Pour cela, le site (WEBSOLVE) demande a l'utilisateur deridégrécisément son
probléme ainsi que les caractéristigues des machines eutissqui I'intéressent.

Le moteur d’expertise (WEAVER) exploite ensuite les infatians fournies, les sce-
narios d’'expertise définis par les experts du domaine airsi@s caractéristiques des ma-
chines et outils disponibles pour construire des planspdggnces qui seront exécutés sur
la grille en exploitant des intergiciels adéquats (TLSHeix I'intergiciel DIET développé
dans le cadre du projet GRID-ASP par F. Desprez el al. [O0Z]). L'ensemble des ré-
sultats et mesures est ensuite utilisé pour construireidgsatinmes synthétiques présentés
a l'utilisateur pour I'aider dans le choix des machines dil®adaptés a ses besoins. Les
valeurs des parametres de controle lui sont égalementsiitiesspour I'aider dans I'exploi-
tation optimale des outils.

D’autre part, ce site doit permettre aux experts de dispdiseratelier de comparai-
son des différents outils disponibles. Il doit pour celaiptin accés aux différents outils de
maniere uniforme.

Le site propose également une bibliothéque de probléemedasthainsi que des ré-
férences bibliographiques.

1ht’[pZ//WWW.el'lseelht.TI’/III’nE:\./tISE/


http://www.enseeiht.fr/lima/tlse/
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5.2.1.2 Les spécificités des bibliothéques

Les bibliothéques d’algébre linéaire ne sont pas utilisgespar des spécialistes du
domaine et ne sont pas toujours facilement exploitablesnéthodes présentent des signa-
tures importantes et réalisent des services complexesfdEndans un souci d’optimisation,

il peut étre plus intéressant de construire algorithmicerta composition de services élé-
mentaires plutdt qu’'exécuter les services élémentaireggmence, dans le but de minimiser
les ressources utilisées. Pour réaliser I'addition de dweattices avec le BLAS, il faudra
par exemple utiliser une procédure qui réalise A « B + 3 « C' (voir la description du
BLAS en annex€B.413, page165). De plus, ces algorithmestgatement optimisés pour
des propriétés particuliéres de leurs parametres. Sedqmrdgriétés de ces paramétres, un
algorithme est préféré a un autre.

5.2.2 Formalisation du domaine

L'algebre linéaire est un domaine qui se préte bien a unedtisation sous forme
de spécification algébrique. En effet, elle comporte qusfoes de base représentant les
caractéres, les scalaires, les vecteurs et les matricgzeupent étre déclinés selon les pro-
priétés des éléments (réel, complexe, symétrique, imlersi.). Les opérateurs sont ceux
représentant les opérations qui peuvent étre réaliséessétéments : addition, multiplica-
tion, transposition, ... Les propriétés de ces éléemensoaivité, distributivité, éléments
neutres, ...) sont bien connues.

5.2.2.1 Lestypes

Pour les descriptions qui vont suivre, nous nous placons tlespace des réelg,
mais toutes les descriptions peuvent étre trés facilemientlées au cas complexe.

Les types choisis pour représenter I'algébre linéaire semx décrivant :

les caracteres

— Char

les scalaires

— Int, NzInt

— Real, NzReal

les vecteurs

— Vector

— VectorL (vecteurs lignes)

les matrices

— Matrix

— InvMatrix (matrices inversibles)
— SymMatrix (matrices symétriques)

L'annexeB.1 (page_I$9) contient I'ensemble des types défini

Ces différents types ont des liens de compatibilité reptésedans les figurés®.1 et
0. 4.
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FiG. 5.1 — Liens d’héritage entre les différents types de Iatgdinéaire

FiG. 5.2 — Liens d’héritage entre les différents types de bigdinéaire

5.2.2.2 Les opérateurs

Les opérateurs choisis sont ceux représentant I'addigosgustraction, la multipli-
cation, l'inverse, la transposé, les factorisations, Is. péuvent étre déclarés avec plusieurs
signatures différentes. Ces signatures permettent égateftexprimer la conservation de
certaines propriétés par un opérateur. Par exemple, l&eoa@ti®n de la symétrie d’'une
matrice par la transposition pourra étre exprimée. « [comsipnifie que I'opérateur est
commutatif.

Les opérateurs représentant :

— l'addition :

— + :Matrix x Matrix — Matrix [comm]

— +:SymMatrixx SymMatrix— SymMatrix [comm]
la soustraction :

— - Matrix x Matrix— Matrix

la multiplication :

— *:Matrix x Matrix — Matrix

— *:InvMatrix x InvMatrix — InvMatrix

— *:Real x Matrix — Matrix

'inverse :
— -1 :InvMatrix — InvMatrix

la transposée :
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— 7T :Matrix — Matrix
— 7T :TriMatrix — TriMatrix
— les factorisations :
choleskyU :SymDefPosMatrix> UpTrilnvMatrix
choleskyL :SymDefPosMatrix> LowTrilnvMatrix
| :InvMatrix — UnitLowTrilnvMatrix
— u :InvMatrix — UpTrilnvMatrix
— pivlu :InvMatrix — Vector
— les normes :
— norm1 :Vector— Real
— norm2 :Vector— Real
Les constantes choisies sont celles représentant lesréEmeutres et les éléments
absorbants des opérateurs ci-dessus, ainsi que quelqaeteoces :
— 1:— Nzint
—0:—Int
— 1.0 :— NzReal
— 0.0 :— Real
— | : — DiaglnvMatrix
— O :— Matrix
—'n": — Char
L'ensemble des opérateurs et des constantes est consudtais 'annexEBlL2 (page

[159).

5.2.2.3 Les équations

Les propriétés des opérateurs sont exprimeées sous forupeatiéns. Lorsque le type
d’'une variable n’est pas précisé, cela signifie que I'éguadist valide quelque soit le type
de cette variable, si les deux termes sont bien typés.

« => » signifie que cette régle peut étre utilisée de maniéemtde avec I'option de
simplification d’une requéte. « == » signifie que I'équatidesh jamais orientée.

Les propriétés définies dans le cas de I'algébre linéairelesisuivantes :
éléments neutres
- =>(1.0%a)=a
- =>(a+0)=a
éléments absorbants
- =>(ax0)=0
distribution / factorisation
—==((a*b)" — 1) = ("~ 1) * (a” ~ 1))

—==((@ Ty~ 1) = (@~ 1)°7)
associativité

—==(ax*x(bxc)) = ((axb)*c)
—==(a+(b+¢c)=((a+b)+¢)
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L'ensemble des équations est présenté dans I'arineke B)8ER).

5.2.3 Les bibliothéques

Parmi les bibliothéques d’algébre linéaire, nous en avtnsst deux particuliére-
ment utilisées : BLAS et LAPACK. Ces deux bibliotheques dét@éées avec un souci de
performance, nous y trouvons donc des services complerame@voqués précédemment.

5.2.3.1 BLAS

Le BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) [BDDZ2, DDDH90] regroupe des
procédures qui réalisent des opérations sur les matricesctgurs de fagon performante.
Le niveau 1 du BLAS s'intéresse aux opérations scalaire teue@t vecteur - vecteur. Le
niveau 2 s’'intéresse aux opérations matrice - vecteur etéan 3 aux opérations matrice -
matrice. Le BLAS, étant efficace et portable, est courammiigé dans d’autres librairies,
comme c’est le cas pour LAPACK, qui propose des opérationdiudehaut niveau.

Niveau 1 Parmiles procédures de niveau 1, se trouvent les additmmsateurs, les mul-
tiplications par un scalaire, le produit scalaire et lesual de normes. Dans notre forma-
lisme, les procédures du niveau 1 du BLAS s’expriment dedarfasuivante :
— sscal(n : Int,a : Real,x : Vector,incx : Int) :
x — (a*x)
— saxpy(n : Int,a : Real,x : Vector,incx : Int,y : Vector,incy : Int) :
y— ((axz)+y)
Les procédures du niveau 1 du BLAS que nous avons décritésdsmonibles en

annexd B.4]1 (pade164).

Niveau 2 Parmiles procédures de niveau 2, se trouvent les multifdita matrice - vec-
teur, les résolutions de systémes d'équations, ... Dame famalisme, les procédures du
niveau 2 du BLAS s’expriment de la fagon suivante :
— sgemu(trans : Char,m : Int,n : Int,a : Real,a : Matriz,lda : Int,z :
Vector,incx : Int, 3 : Real,y : Vector,incy : Int) :
y «— match
| (trans,n') — ((ax (ax2)) + (8 %)
| (trans,t') — ((a* ((a™T) z)) + (B * )
— ssymu(uplo : Char,n : Int,« : Real,a : Matriz,lda : Int,x : Vector,incz :
Int, 3 : Real,y : Vector,incy : Vector) :
y— ((ax(axz))+(Bxy))
Les procédures du niveau 2 du BLAS que nous avons décritesdsmonibles en

annexé B.4]2 (pade164).

Niveau 3 Parmi les procédures de niveau 3, se trouvent les additiomsikiplications
de matrices, le calcul de la transposée et la résolution sk&regs linéaires. Dans notre
formalisme, les procédures du niveau 3 du BLAS s’exprimeriadacon suivante :
— sgemm(transa : Char,transb : Char,m : Int,n : Int,k : Int,« : Real, A :
Matriz,lda : Int,B : Matriz,ldb : Int,( : Real,C : Matrix,ldc : Int) :
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Matrix
C — ((a* (op(transa, A) * op(transb, B))) + (8 * C))
— strsm(side : Char,uplo : Char,transA : Char,diag : Char,m : Int,n :
Int,«: Real, A : TrilnvMatriz,lda : Int, B : Matriz,ldb : Int) : void
[(A, UpTrilnvMatriz,uplo, u'), (A, LowTrilnvMatriz, uplo, 1),
(A, UnitTrilnvMatriz, diag, v'), (A, Matriz, diag,’ n')]
B — match
| (side,’l') — (a* (op(transA, (A~ —1)) x B))
| (side, ") — (a % (B * op(transA, (A~ —1))))
Les procédures du niveau 3 du BLAS que nous avons décritésdsmonibles en

annexd B.4]3 (pade165).

5.2.3.2 LAPACK

LAPACK [ABB 799] (Linear Algebra PACKage) est une bibliotheque d'algelbr
néaire écrite en Fortran77 qui contient des procéduresngsaudre les systémes linéaires,
le calcul des valeurs propres et des valeurs singuliéresfdotorisations de matrices (LU,
Cholesky, ...) sont aussi fournies. Les matrices denseardigndes sont traitées, mais pas
les matrices creuses. Dans tous les cas, les mémes foradiiéarsont fournies pour des
matrices réelles ou complexes et en simple ou double poécisi

LAPACK possédant un nombre trés important de procédures (@une centaine
de procédures dans le cas des réels en simple précisios) nfauons décrit qu’une petite
partie de LAPACK dans notre formalisme :

— spotr f(uplo : Char,A : SymDefPosMatrix,info : Int) : Void A «—

match
| (uplo,’ u') — choleskyU(A)
| (uplo,’l") — choleskyL(A)
— slaswp(n : Int, A : Matrixz,lda : Int, k1 : Int, k2 : Int,ipiv : Vector,incz :
Int) : Void
A — perm(ipiv, A)
— sgetrf(m : Int,n : Int, A : InoMatrix,lda : Int,ipiv : Vector,info : Int) :
Void
A —1(A)
A — u(A)
ipiv — piviu(A)

Nous remarquons dans ce dernier exemple que la matriest affectée a deux va-
leurs différentes. Nous avons accepté ce qui peut semipbeuide erreur, pour répondre au
fait qu’'un méme objet représente en fait deux objets diffisreEn effet la matrice A repré-
sente dans sa partie supérieure, la matrice U (issue dedsiation LU) et, dans sa partie
inférieure, la matrice L.

5.2.4 Des exemples

Nous allons maintenant développer des exemples d'utilisade I'algorithme de
courtage. Nous nous positionnons dans l'algébre linéaresa avec les descriptions du
domaine et des services développés précédemment.
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Dans tous les exemples, les résultats donnés sont prélevés fous les résultats
renvoyés par l'algorithme. Le nombre d’équations autesséa taille maximale des trans-
formations et la profondeur de composition donnés sontdé=uys minimales nécessaires
pour les obtenir. Si 'une de ces valeurs est augmentée nidorede résultats augmentera
de méme que le temps de calcul.

Les temps donnés sont ceux évalues :

— en calculant le temps CPU grace a la commande time de Linux;
en utilisant les valeurs minimales des parametres ;
en interdisant les relances sur la requéte ;
en simplifiant la requéte ;
en utilisant une machine :

— Intel(R) Pentium(R) IV CPU 1.80GHz
— RAM : 512 MB
— taille du cache : 512 KB

L'algorithme utilisé est le second dans sa version la plaba@ée. Néanmoins, pour
gu'il soit plus efficace, les variables libres ont été rerngts par des constantes (puisque
pour invoquer le service, l'utilisateur leur donnera unk&ewa particuliere). Nous n’avons
donc plus de variables libres et I'algorithme équivautsa#nr second algorithme dans sa ver-
sion simple. Cela entraine un gain de temps, car moins depsobEmes sont engendrés
(puisque les variables libres seront contraintes aux aotest au lieu de pouvoir prendre
toutes les formes et tous les types possibles). Nous satiéi donc pas la regle d’introduc-
tion des symboles.

Les exemples présentés dans la suite sont ceux exposéHpae].

5.2.4.1 Exemplel

Les services disponibles sont ceux du niveau 3 du BLAS. Laéteqgde I'utilisateur
estA, B, C: Matrix Ax(B=xC).
Une combinaison de services générée par I'algorithme est :

p1=0;

sgemm(n’, 'n’, ?, ?, ?, 1.0, B, ?, C, ?, 1.0, pl, ? );
/lpl<-B *C

p2=0;

sgemm(n’, 'n’, ?, ?, ?, 1.0, A, ?, p1, ?, 1.0, p2, ? );
/lp2<-A =*pl

p2;

ou les parameétres affectés a « ? » sont ceux qui ne peuvenreagtrminés.
Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre parédévec :

— nombre d’équations autorisées : 5

— taille maximale des transformations : 1

— profondeur de composition : 1
La solution est obtenuastantanément L'algorithme trouve8 autres solutions.

5.2.4.2 Exemple 2

Les services disponibles sont ceux du niveau 3 du BLAS et delxAPACK. L uti-
lisateur veut résoudre le systéeme linéaite = B (ou aucune propriété n'est connue sur
A). Une réponse calculée par I'algorithme est :
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p1=A;
p2=7;
sgetrf(?, ?, pl, ?, p2, ? );
/lp2<-fatorisation LU de A (A= P * L* U)
p3=B;

slaswp(?, p3, ?, ?, ?, p2, ?);
/Ip3<-permutation des lignes de B

p4= p3;

strsm(l', I, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, pl, ?, p4, ? );
/lrésout L *x=p3; p4<-X;

p5= p4;

strsm(l’, 'u’, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, p1, ?, p5, ? ),
llrésout U  *»x=p4; p5<-x;
pS;

Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre partndévec :
— nombre d’équations autorisées : 6
— taille maximale des transformations : 2
— profondeur de composition : 3
La solution est obtenue édm70s L'algorithme ne trouve aucune autre solution.

5.2.4.3 Exemple 3

Cet exemple est le méme que le précédent, a la différencegpeckm matrice A est
une matrice symétrique définie positive.
L'algorithme retourne ces solutions :

P1=A;
p2=7;
sgetrf(?, ?, pl, ?, p2, ? ),
/Ip2<-fatorisation LU de A (A= P * Lx U)
p3=B;

slaswp(?, p3, ?, ?, ?, p2, ? );
/[p3<-permutation des lignes de B

p4= p3;

strsm(l', I, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, pl, ?, p4, ? );
/lrésout L *x=p3; p4d<-X;

pS= p4;

strsm(l’, 'u’, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, p1, ?, p5, ? ),
/lrésout U  *x=p4; p5<-X;
pS;

Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre paréda@vec :
— nombre d’équations autorisées : 6
— taille maximale des transformations : 2
— profondeur de composition : 3
La solution est obtenue 8m20s L'algorithme trouve2 autres solutions.

Une autre solution trouvée est :
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p1=A;
spotrfCu’, p1, ?, );

/Ipl<- factorisation de Cholesky de A (A=U{"T} * U)
p2=B;

strsm(l', 'uw’, 't, 'n’, ?, ?, 1.0, pl, ?, p2, ? ),
llrésout U{"T} *X=B; p2<-x;

p3= p2;

strsm(l', 'u’, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, pl, ?, p3, ? );
/lrésout U  *x=p2; p3<-X;

p3;

Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre parédévec :
— nombre d’équations autorisées : 5
— taille maximale des transformations : 1
— profondeur de composition : 3
La solution est obtenu@stantanément L'algorithme ne trouve pas d’autre solution.

La solution suivante est également renvoyee :

p1=A;
spotrf(’l', p1, ? );
/lpl<- factorisation de Cholesky de A (A=L * L{"T})
p2=B;
strsm(l', I, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, pl, ?, p2, ? ),
/lrésout L  *x=B; p2<-x;
p3= p2;
strsm(l, I, °t, 'n’, ?, ?, 1.0, pl, ?, p3, ? );
/Irésout L{"T} *X=p2; p3<-X;
p3;

Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre partndé@vec :
— nombre d’équations autorisées : 6
— taille maximale des transformations : 2
— profondeur de composition : 3
La solution est obtenue édm20s L'algorithme trouve2 autres solutions.

La premiere solution est la méme que dans le cas généralutres aitilisent le fait
gue A est une matrice symétrique définie positive et remgiadactorisation LU par une
factorisation de Cholesky, ce qui est une meilleure salutio terme de complexité et donc
de temps de calcul.

5.2.4.4 Exemple 4

L'exemple est le méme que les précédents mais avec A unecmatviersible trian-
gulaire supérieure.
La solution suivante est trouvée :

p1=B;

strsm(l', 'u’, 'n’, 'n’, ?, ?, 1.0, A, ?, pl, ?);
/lrésout A *x=B; pl<-x;

pl;
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Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre paréda@vec :
— nombre d’équations autorisées : 2
— taille maximale des transformations : 1
— profondeur de composition : 0
La solution est obtenuastantanément L'algorithme ne trouve pas d’autre solution.

5.2.4.5 Bilan
\ | Exemple 1] Exemple 2| Exemple 3] Exemple 4]

Nombre d'équations autorisées 2 2 2 2
Taille maximale des transformations 1 1 1 1
Profondeur de compaosition 0 0 0 0
Nombre de solutions 0 0 0 1
Temps de calcul Inst. Inst. Inst. Inst.
Nombre d'équations autorisées 5 5 5 5
Taille maximale des transformations 1 1 1 1
Profondeur de compaosition 1 1 1 1
Nombre de solutions 9 0 0 1
Temps de calcul Inst. Inst. Inst. Inst.
Nombre d'équations autorisées 5 5 5 5
Taille maximale des transformations 1 1 1 1
Profondeur de composition 3 3 3 3
Nombre de solutions 9 0 1 1
Temps de calcul Inst. Inst. Inst. Inst.
Nombre d'équations autorisées 6 6 6 6
Taille maximale des transformations 2 2 2 2
Profondeur de composition 3 3 3 3
Nombre de solutions 108 1 3 2
Temps de calcul 40s 2m70s 3m20s 2m80s

Notons que les solutions qui demandent actuellement 3ma0sire obtenues, ne pou-
vaient pas étre obtenues avant que des optimisations semigées sur le code des algo-
rithmes. En effet, les temps de calcul étaient trés longs mEmoire nécessaire trop impor-
tante par rapport a ce dont disposait I'ordinateur sur leétagent lancés ces exemples.

Pour donner un ordre d'idée, dans le cas de I'exemple 3 avqudatité d’'énergie
maximale évoquée ici, plus dgl 000 000comparaisons élémentaires (comparaisons des
symboles a la racine des termes) sont effectuées.

5.2.5 Conclusion

Ces exemples illustrent le fait que I'algorithme cherchesigurs solutions en prenant
en compte les propriétés du domaine et des paramétres.sTiestsolutions n’ont pas la
méme qualité et un choix doit étre fait parmi elles.

Ces exemples démontrent également, que toute personnes n@nspécialiste de
I'algébre linéaire, peut ainsi obtenir une aide précieuser prouver les services qui vont
résoudre son probléeme. Il n'a plus besoin de connaitre le examnt du service (nom qui
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n'est pas toujours trés explicite), ni ce a quoi font réféecles parametres. Il lui suffit de
formuler sa requéte pour que la solution soit trouvée.

Néanmoins, il reste des parametres qui ne sont pas détarn@oéme il a été vu
précédemment, ils devront étre traités « a la main » paligateur. Il est aussi envisageable,
de coupler notre algorithme de courtage avec un autre auitipegrmettrait de déterminer
ces paramétres. Dans le cas de nos exemples, ces paramgtigsicipalement référence
a des tailles de matrices.

5.3 Loptimisation

Le second domaine qui nous a intéressé est I'optimisatiomr@e 'algebre linéaire,
il n'est pas utilisé que par des spécialistes du domaine. drééfice de I'approche est
moindre car les services décrits et requis sont des sergléesentaires de minimisation
et maximisation. De plus, les compositions de service sostrares et les équations ont ici
un rdle limité dans la mesure ou, dans notre représentatilas, ne sont appliquées que sur
les contraintes.

Néanmoins, notre algorithme permet toujours de renvoyesiglirs solutions en te-
nant compte des spécificités du domaine. Il permet égaledeetbnnaitre les services qui
résolvent notre probleme sans avoir a connaitre les nonf®esons.

5.3.1 Formalisation du domaine

Les problémes d'optimisation sont des problémes de miaiiois et maximisation
de fonctions. Les types et opérateurs sont donc ceux dattesfonctions et contraintes.

Comme dans le cas de I'algebre linéaire, nous nous positiendans I'ensembe des
réelsR, mais la description s'étend sans difficulté au cas complexe

5.3.1.1 Lestypes

Les principaux types sont ceux décrivant les fonctidns\ector->Vector ...), les
contraintes ¢onstrain) et les éléments manipulés par les fonctions et les cotesafReal
Matrix, ...).

L'ensemble des types est développé dans I'anheXe C.1[gahe 1

5.3.1.2 Les opérateurs

Les opérateurs sont les opérateurs de minimisation et nigadion (nin, max ...),
les opérateurs permettant de décrire les fonctiem}, Ceux qui décrivent les contraintes
(<=, &, ...) et ceux qui agissent sur les éléments manipdlés,(...).

L'ensemble des opérateurs et leurs signatures est dispatahs 'annexE_Cl2 (page

[167).

5.3.1.3 Les équations

Les équations (anneXe_C.3, pdgell69) sont celles qui pemhete manipuler les
contraintes. Elles comportent I'associativité de I'opéua d’addition des contrainte& J et
la manipulation des contraintes vides.
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5.3.2

Les bibliotheques

Les principaux services que les bibliothéques d’optinosapermettent de résoudre

sont:

la résolution de problémes non linéaires, avec ou sansaboies :
min f(x)
xT

la résolution de problémes linéaires, avec contraintes :

min ¢z

€T
la résolution des problemes aux moindres carrés, aveansLcsatraintes :
1 2
min 4|C — dl3
la résolution de probléemes quadratiques, avec ou san|oaas :
min %:rTH:r + Tz
T

Dans le cas ou il y a des contraintes, celles-ci sont de type :

Ax <b
Ax =b
[ <z<u

Nous nous sommes plus particulierement intéressés a delintfiéques : la boite a
outils d’optimisation de Matlal et le paquetage E04 de NAG

53.21

La boite a outils matlab

La boite a outils Matlab est intéressante car trés utili&fe.permet notamment :

la résolution de problemes non linéaires :

— uni-variable avec contraintegrinbnd)

— multi-variables avec contraintegriincon)

— multi-variables sans contraintgr@inunc)

la résolution de problemes linéaires avec contrairite®fog)

la résolution des problemes aux moindres carrés ave@iaes {sqlin Oulsqnonneg)
la résolution de problémes quadratiquesadprog)

La description de ces services dans notre formalisme segren annexe_C.4 (page
[I[69). Remarquons que certains services apparaisseneypsisbis avec des parameétres
différents. Cela est lié au fait que certains paramétresauionnels.

5.3.2.2

EO04 - NAG

Le paquetage EOAMinimizing or Maximizing a Functiordu NAG, Numerical Algo-
rithms Groupest la seconde bibliothéque qui nous a intéressée. C'dsnégat une librairie
trés utilisée. Elle illustre, tout comme le BLAS ou LAPACH, fait que le nom de la pro-
cédure n’est pas toujours intuitif et ne peut pas servir de lBaune recherche. Ces noms
répondent a une norme spécifique de la librairie a laqueallagpartiennent. Mais chaque
librairie ayant la sienne, d’éventuels critéres généraupauvent pas étre dégages simple-
ment pour étre utilisés dans un cadre générique.

Ce paquetage permet notamment :

la résolution de problémes non linéaires :
— uni-variable avec contrainte&(4ABF ou E04BBF)
— multi-variables avec contrainteE(4JY F)

2I’\I’[DZ//WWW.I’]’lathWOFKS.COI‘T]/EE[CCGSS/heI[Z)(]eSK/heID/tOOID ox/optim/optim.shtml
Bhttp://WWW.csc.tllcschelp/sove||ukset/math/naq/NAGd oc/tl/html/EO04 1119.html


http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/toolbox/optim/optim.shtml
http://www.csc.fi/cschelp/sovellukset/math/nag/NAGdoc/fl/html/E04_fl19.html
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— multi-variables sans contraint&€(4 DG F)

— larésolution de probléemes linéaires avec contraini#g {/ F'F)

— larésolution des problemes aux moindres carrés avecaiwes 04N CF)

— larésolution de problemes quadratiQue®4 N F'F')

La description de ces services dans notre formalisme seeren annexe_Cl.5 (page
[[70). Ces services sont en fait plus complexes et résolNesieprs types de problémes.
Pour fixer le type de probléme que nous souhaitons traitetlpréalablement faire appel
a une autre procédure, en fixant les parametres décrivartiE®me a résoudre. Nous avons
choisi de décrire le cas par défaut.

5.3.3 Exemples

Nous allons maintenant donner quelques exemples d'uidisales recherches sont
effectuées dans les deux bibliothéques que nous avonsedécri

5.3.3.1 Exemple 1

L'utilisateur veut minimiser une fonctioi uni-variable sur l'intervalléa, b|.
L'algorithme va alors trouver comme solution avec le paggetE04 :

p1=7;
EO4ABF(f, 2, ?, a, b, 2, ?, pl, ?);
p1;

Si f est dérivable, I'algorithme va trouver comme solutions :

p1=7;
EO4ABF(f, 2, ?, a, b, 2, ?, pl, ?);
p1;

qui est celle du cas général et :

p1=7;
EO4BBF(f, ?, ?, a, b, 2, 2, pl, 2, ? );
p1;

qui utilise un algorithme different basé sur la dérivéefde

Dans ces deux cas, I'algorithme doit étre paramétre avec :

— nombre d’équations autorisées : 0

— taille maximale des transformations : 0

— profondeur de composition : 0
Dans les deux cas, les solutions sont obtennssntanémentet I'algorithme ne trouve
pas d’autre solution.

5.3.3.2 Exemple 2

L'utilisateur veut minimiser une fonctiofi multi-variables sur « l'intervalle a, b].
L'algorithme va alors trouver comme solutions :

pl = fmincon(f, 2, [ 1, [, [ 1. [I. a, b );
p1;
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et

p1=7;
EO4JYF(?, 2, f, a, b, 2, p1, 2, 2,2, 2,2, 2, ? ),
p1;

L'algorithme doit étre paramétré avec :
— nombre d’équations autorisées : 4
— taille maximale des transformations : 1
— profondeur de composition : 0
La solution est obtenu@stantanément L'algorithme ne trouve pas d’autres solutions.

5.3.4 Conclusion

L'utilisation de notre mécanisme en optimisation montrebdrd que le choix de
décrire les domaines a l'aide d'un type abstrait algébrique est naturel pour I'algébre
linéaire, est également adapté a d’autres domaines.

Méme si les équations sont, sur nos exemples, utiliséesudansique sens, elles
le sont dans le sens le moins naturel : celui qui « compligue terime. Appliquées dans
ce sens, elles ne permettraient pas de construire un systéméecriture convergent et
une forme normale ne pourrait pas étre utilisée. Donc, regpggoche du traitement des
éguations se justifie dans ce contexte également.

5.4 Interaction entre I'algebre linéaire et I'optimisation

Nous avons vu précédemment, secfion4.11 (page 114), dgeritame a été étendu
pour pouvoir travailler dans plusieurs domaines. Nousalliflustrer cette fonctionnalité
dans le cas de l'algébre linéaire et de I'optimisation.

5.4.1 Lintersection des domaines

Nous avons pu remarquer dans les descriptions que nous fatasde I'algébre
linéaire et de I'optimisation que certains éléments d’'umdme se retrouvaient dans l'autre
(les matrices par exemple). Pour que l'interaction entsedi@maines soit possible, il faut
que les descriptions données pour ces éléments soienigigesnt Dans notre cas, nous re-
trouvons en commun les matrices, les matrices symétrigeesines constantes et certains
opérateurs sur les matrices.

Dans la formalisation de I'optimisation, nous ne trouvoas pne description aussi
précise des matrices et de leurs opérateurs que dans leledgélare linéaire. Cependant, si
l'utilisateur & un probléme d’'optimisation a résoudre, mogbéme quadratique par exemple
et que ce probleme nécessite un travail en amont sur uneceatrserait dommage qu'il
ne puisse pas résoudre son probléme. Il est alors intétedsgrouvoir basculer dans le
domaine de I'algébre linéaire pour traiter la matrice.

5.4.2 Un exemple : Machines a Vecteurs Supports

La SVM (Support Vector Machines) est une méthode de claasdit. Cette méthode
est utilisée dans différents domaines et donc pas seulguaemntes utilisateurs experts des
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bibliothéques d’algebre linéaire et d’optimisation.

Au coeur de la SVM, la minimisation d’'une forme quadratigaasscontrainte d’'éga-
lités et d’inégalités linéaires doit étre effectuée. Pligcigément le probleme a résoudre est
de la forme :

min 3z7(Y « N« Y)z + fTz, Aegw < beg, Az =10
€T

Le traitement de cette requéte, en ne prenant en compteajgelie linéaire ou que
I'optimisation, n’aboutit pas. Mais en faisant interagosrdeux domaines nous sommes en
mesure de résoudre ce probléme.

En utilisant a la fois le BLAS, LAPACK, la boite a outils d’aptisation de Matlab et
le paquetage EO04, I'algorithme de courtage renvoie parsrsddutions :

p1=0;

sgemm(n’, 'n’, ?, ?, ?, 1.0, Y, ?, N, ?, 1.0, p1, ?);
/lpl <-Y =*N

p2=0;

sgemm(n’, 'n’, ?, ?, ?, 1.0, p1, ?, Y, ?, 1.0, p2, ? ),
/Ip2 <- p1 =*Y

p3 = quadprog(p2, f, A, b, Aeq, beq );
/Irésolution du probléme quadratique
p3;

Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre parédévec :
— nombre d’équations autorisées : 5
— taille maximale des transformations : 1
— profondeur de composition : 3

La solution est obtenui@stantanément

Dans cet exemple, lors du calcul, seules des équationsigelita linéaire sont utili-
sées. Mais, si nous posons le probléme :
min%a}T(Y*N*Y)x, [ <z<u
x

L'algorithme renvoie par exemple :

p1=0;

sgemm(n’, 'n’, ?, ?, ?, 1.0, Y, ?, N, ?, 1.0, pl, ?);
/Ipl <-Y =N

p2=0;

sgemm(n’, 'n’, ?, ?, ?, 1.0, p1, ?, Y, ?, 1.0, p2, ? ),
/Ip2 <- p1 =*Y

p3 = quadprog(p2, Oc, [ 1. II. [ 1. [I. L u);
/Irésolution du probléme quadratique

p3;

Pour obtenir cette solution, lors du calcul, des équati@ssigux domaines sont nécessaires.
Pour trouver cette solution, I'algorithme doit étre paréné@vec :
— nombre d’équations autorisées : 7
— taille maximale des transformations : 1
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— profondeur de composition : 3
Elle est obtenue eBs

5.5 Conclusion

Nous venons de voir dans ce chapitre I'utilisation de nopggreche dans deux do-
maines différents : I'algébre linéaire et I'optimisatidDes deux domaines ont été choisis
car ce sont des domaines avec lesquels nous sommes fanilégpdus, nous travaillons au
quotidien avec des spécialistes de ces domaines, ce quiit factre travail.

Nous avons commencé a étudier d'autres domaines qui serbiBerse préter a cette
représentation : traitement du signal ou de I'image, sigties et probabilité, ... Ces travaux
sont encore a un stade embryonnaire.

Certes le temps de réponse n’est pas toujours négligeahis,l@s réponses appor-
tées par l'algorithme sont trés pertinentes par rapportquésstion posée. Ceci n'est pas
toujours vrai avec d’autres types de descriptions.

L'interaction entre les domaines est aussi un point importapermet de travailler
dans plusieurs domaines en paralléle, sans pour autamtaales fusionner en un seul. Un
tel mécanisme permet de manipuler des domaines qui ne sobigracloisonnés.

Nous allons maintenant conclure et présenter les diffégepérspectives qui s’offrent a
nous pour prolonger ces travaux.



Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

6.1 Bilan

Nous avons proposé et mis en ceuvre une approche pour legmultaservice dé-
veloppée pour pallier le manque de précision de certaingelpes existantes. L'ajout de
précision dans la description des services entrainentlusgpande complexité de la com-
paraison des descriptions, nous nous plagons dans desraantiapplication particuliers
afin de garder un temps de calcul raisonnable. La générieit@pproche et la possibilité de
faire interagir plusieurs domaines faiblement couplésirass que ce positionnement dans
un domaine particulier n’est pas une restriction trop cgtrante.

Nos travaux s'inspirent du domaine des spécifications femen génie logiciel.
Plus précisément, la description choisie est basée sumpkssfisations algébriques qui
offrent un bon compromis entre la facilité d’expressionjdhesse sémantique et la construc-
tion d’algorithmes de comparaison avec des propriétéggpondant a nos besoins. De plus,
cette notation est particulierement adaptée ala desamigts services de calcul scientifique
qui constituent le domaine d’applications principal de tmasaux. Elle est composée d’'une
signature hétérogéne, avec sous-typage et surchargenetmsemble d’équations. Cet en-
semble d’équations permet de définir les propriétés desatpés. Les équations offrent
une richesse de description, mais elles rendent la congpargilus complexe. En effet,
la comparaison de deux termes modulo une théorie équaltier(fitrage équationnel ou
unification équationnelle) est indécidable. Il a donc fallettre en place d'une part des tech-
nigues de comparaison semi-décidable et d'autre part deéges particuliéres pour que
nos algorithmes terminent. Plus précisément, notre abgsttd’'arriver a construire chaque
réponse positive en un temps fini, et d'autre part que l'dtlgme doit générer toutes les
solutions finies avant d’essayer de générer une solutioménfNotre approche consiste a
associer une consommation d'énergie a la constructiorediotution. La quantité d’énergie
correspondant au nombre d’équations qui peuvent étreca@s et au nombre de services
qui peuvent étre composés.

Nous avons défini formellement a partir de la solution dérigés spécifications al-
geébriques, I'ensemble des services qui peuvent étre radaehs un domaine. Nous avons
proposé deux algorithmes avec des caractéristiques dlifs. Le premier s'inspire des
travaux de Gallier et Snyder sur 'unification équationmedt traite les sous-problemes de
maniére indépendante en synthétisant les résultats poaiuce a I'existence d’une solution
globale ensuite. Le second repose sur une définition catisegwles solutions recherchées

139
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qui répond au fait que la technique de Gallier et Snyder coihsin sur-ensemble de ces
solutions et qu'il était complexe de restreindre leur appeoa nos objectifs tout en préser-
vant la propriété de complétude de leur systeme. Cet dhgoeitraite les sous-problémes en
séquence et construit la solution au fur et & mesure. Cetagier obtenir des performances
plus satisfaisantes. Ces deux algorithmes générent lesosd finies dont le colt est infé-

rieur & une quantité d’'énergie donnée, quantifiée en ternpeafendeur de composition de

services et en colt d’application d’'équations.

Les algorithmes s’appuyant sur des approches formelles, amons étudié leur cor-
rection et leur complétude. Les preuves des correctiondelesalgorithmes sont réalisées.
Elles permettent de valider formellement I'approche. Lapt#tude du second a également
été prouvée pour certaines catégories d’équations. Qemlgptimisations sont aussi pro-
posées (simplification de la requéte, pas de relance sugleéte ...) pour permettre de
trouver d’abord les services les plus intéressants ou dasieipcalculer certains gue nous
savons moins intéressants. C'est l'utilisateur qui chaisi non, d'utiliser ces optimisations.

Des exemples concrets en algébre linéaire et en optimisatibété développés afin
de montrer les bénéfices d’'une telle approche. Ces exeniligseint bien les capacités
de l'algorithme a composer les méthodes et a renvoyer dessw pertinentes, répondant
effectivement au probléme.

6.2 Perspectives

Nos travaux futurs se présentent sous sept angles a couoyenrterme :
— acourt terme et en restant dans le méme contexte, nousteoisha
finaliser les preuves de complétude du second algorithme ;
améliorer les performances de I'algorithme ;

— intégrer notre algorithme a l'intergiciels de gritbeeT ;

— intégrer notre algorithme a TLSE, au niveau de PRUNE et WHRY

— envisager son intégration au projet LEGO;
— acourt terme et en changeant de contexte, nous envisageons

— étendre notre mécanisme a la manipulation de documents;XML
— amoyen terme et en restant dans le méme contexte, nousisoulo

— compléter la description pour couvrir un spectre plusdaigs propriétés des

services.

6.2.1 Finalisation des preuves de complétude du second atijome

Nous avons prouvé que le second algorithme est complet paaiirees formes d'équa-
tions, et pour d’autres formes dans un sens particulierptiegtion. La complétude n’est
certes pas la propriété la plus importante pour une uiitisgbratique de nos travaux et
tous les exemples traités ont exhibé toutes les solutidescates. Néanmoins, nous souhai-
tons poursuivre I'étude de cette propriété pour dégagetusgrand nombre de catégories
d’équations pour lesquelles la complétude est assurées plmurons ainsi informer le spé-
cialiste qui défini un domaine des risques d'incomplétuée B certaines équations. De
toutes facons, nous avons montré que notre algorithme ggé@némoins toutes les solutions
qui n'utilisent pas les équations suspectes.
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Cette étude nous aménera peut étre a faire des modificatmsdal formalisation et
dans l'algorithme.

6.2.2 Améliorations des performances de I'algorithme

Un mode plus incrémental doit étre développé afin que legignfisoient propo-
sées a I'utilisateur au fur et & mesure de leur découverterrd, il faudrait que la quan-
tité d’énergie disparaisse des paramétres de l'algoritiioglisateur décidera simplement
d'arréter les recherches quand il sera satisfait ou qualira plus le temps d’attendre de
meilleures solutions. Le probleme est de trouver une fagficaee de reprendre les re-
cherches dans une branche de I'arbre de recherche same defaicalculs déja effectués. La
difficulté majeure est le colt du stockage des étapes inthaingés. Nous pouvons aussi en-
visager d’enrichir la quantité d’énergie en ajoutant urapatre correspondant au nombre
maximum de solutions que l'utilisateur souhaite obtenmeUois cette valeur atteinte, le
calcul sera stoppé.

Il faudrait également améliorer les performances de lidlgme. Pour cela, il fau-
drait diminuer le nombre de branches parcourues par I'tlgoe et réussir a trouver des
mécanismes pour détecter les branches menant a des sehiopertinentes ou déja trou-
vées. Il est également envisageable, quand un mode inci@nediicace aura été mis en
place, de changer 'ordre de recherche. Actuellement,reuguiorité n'est appliquée sur
les services ou les équations. Il est possible de le faire glotenir des solutions dans un
ordre différent. Ceci sera particulierement intéressanth@nant également le nombre de
solutions recherchées.

La plupart des branches menant a I'échec, il est intéressadétecter au plus vite
ces échecs afin de ne pas poursuivre le calcul dans cettéiatireQue ce soit au niveau
du traitement des fréres, dans le cas d’'une décompositibay miveau du choix de I'ordre
dans lequel sont traitées les relances (pour les compositie services), une détection pre-
coce des erreurs permettrait de gagner un temps de calsunp@rtant. Nous pouvons par
exemple commencer par comparer les problémes les plus erasp{avec les termes les
plus profonds), car ceux-ci ont le plus de chance d’échdlgsinmoins, leur traitement est
complexe et demande beaucoup de temps. Par contre, legpesbkimples ont moins de
chance d'échouer mais s'ils échouent, cet échec survigrasaapidement. |l faudra donc
trouver un compromis entre les chances d'échec et les tempsidul pour obtenir ces
échecs. La seule certitude est que les échecs sont provegju@ar un manque d’énergie,
soit par des problémes comparant deux constantes difé&reDans les cas que nous évo-
quons, les problémes possedent tous la méme quantité giémisponible, elle ne pourra
donc pas intervenir dans la fonction de poids. Par contnegs aarons intérét a comparer en
premier les termes principalement composeés de constantes.

Pour améliorer les performances, une suppression dultradandant doit donc étre
effectuée grace a la mise en place d’'un mécanisme de cacteceffil faudra également
trouver un compromis entre le temps de calcul, le temps deerebe dans le cache et
'espace mémoire nécessaire au cache.
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6.2.3 Intégration dans des intergiciels

L'objectif premier était de réaliser un algorithme de cagg de service sur la grille.
Il faut donc intégrer cet algorithme a un intergiciel delgriDans le cadre du projet TLSE,
I'intergiciel DIET [CDL™02] est utilisé. Un travail de réflexion sur cette intégnataodéja
été mené et exposé a la communauté du parallélisme [HPD@#grhaction avec un inter-
giciel permettra de tirer profit du mécanisme d’'ordonnarer@nde l'intergiciel afin de trier
les différentes solutions renvoyées par l'algorithmentgrgiciel tiendra en effet compte des
propriétés du réseau, de la charge des machines, ...

6.2.3.1 DIET

Comme il a été dit précédemment, ce travail est lié au pmjst qui S’appuie sur
I'intergiciel DIET. Ce dernier s’appuie lui-méme sur le standard GridRPC [S04) pour
I'interface client. Ce paradigme est proche du modéle RR(ote Procedure Cailu appel
de procédure a distance). Les environnements qui les egak®nt appelés des serveurs
de calculs ou NESNetwork Enabled ServersPlusieurs outils offrant cette fonctionnalité
comme NetSolvl, NINFB, DIETH, NEOH, ou RCS [AGM9Y] sont déja disponibles.

Dans [MNSS0D], les auteurs donnent un état de I'art des amvaments basés sur
des NES. lIs sont composés de cing types de composantsedifiér lesclients qui sou-
mettent les problémes aux serveurs desveursqui résolvent les problémes soumis par les
clients, desnoniteurs qui réecupérent des informations sur I'état des ressoureesidul et
les stockent dans urtease de donnéegqui contient aussi des informations concernant les
ressources matérielles et logicielles, et enfinrowhonnanceur (appeléagent dansDIET)
qui choisit un serveur approprié en fonction du probléemersset des informations conte-
nues dans la base de données.

DIET répartit le travail de I'agent selon une nouvelle orgamsatL'agent est ainsi
remplacé par un ensemble d’agents organisés selon deuxchppr: une approche hiérar-
chique favorisant I'efficacité de I'ordonnancement (Faj@rl) et une approche multi-agents
de type pair-a-pair améliorant la robustesse du systenoeiasg-igurd 6.R). Cette réparti-
tion du réle de I'agent offre divers avantages :

— une meilleure répartition de la charge entre les différagents ;

— une plus grande stabilité du systeme (si un des éléemerag @esiarréter, les autres

éléments pourraient se réorganiser pour le remplacer) ;

— une gestion simplifiée en cas de passage a I'échelle (lrEshmation de chaque

groupe de serveurs et des agents associés peut étre dgléguée

Un client est une application qui utiliselET pour résoudre des problémes.

Un Master Agent (MA) MA est directement relié aux clients. Il regoit des requétes
de calcul des clients et choisit un (ou plusieurs) SeD qui sapables de résoudre le pro-
bleme en un temps raisonnable. Un MA possede les mémes iiorma qu’'un LA, mais
il a une vue globale (et de haut niveau) de tous les problémigsegvent étre résolus et de
toutes les données qui sont distribuées dans tous sesrboeas-a

Un Leader Agent (LA) LA a pour but de diffuser les requétes et les informations
entre les MA et les SeD. Il tient & jour une liste des requétesoears de traitement et, pour

http://www.cs.utk.edu/netsolve/
2http://nint.etl.go.|p/
Bhttp://_qraal.ens-lyon.rr/L)l el
http://WWw-neos.mcs.anl.gov/
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FIG. 6.1 — Architecture de DIET. FiG. 6.2 — Architecture de DIEJ avec
connexions P2P.

chacun de ses sous-arbres, le nombre de serveurs pouvamtingsin probléme donné,
ainsi que des informations a propos des données.

Un Server Daemon (SeD}st le point d’entrée d’un serveur de calcul. Il se trouve
sous la responsabilité d’'un LA. Il tient a jour une liste deames disponibles sur un serveur
(éventuellement avec leur distribution et le moyen d'y dec§ une liste des problémes qui
peuvent y étre résolus, et toutes les informations conoése charge. Sur une machine
parallele, un SeD sera donc installé sur le frontal de cesighme.

DIET fonctionne selon le mode opératoire suivant. Un nouveantlioit d’abord
contacter un Master Agent (le plus approprié : en distansea par exemple) et lui sou-
mettre un probléme. Le Master Agent propage une requéte stamsous-arbres afin de
trouver a la fois les données impliquées (parfois issuesaliells précédents et donc déja
présentes sur certains serveurs lorsque la persistaneet®ste) et les serveurs capables
de résoudre 'opération demandée. Lorsque la réponsenteaieMaster Agent, il renvoie
'adresse du serveur choisi au client (il est égalementiplesde renvoyer une liste bornée
des meilleurs serveurs au client).

6.2.3.2 Intégration dansDIET

En plagant l'algorithme de courtage au niveau des Masten&sggui sont en relation
avec le client), nous aurons les informations nécessainaisgifectuer les comparaisons.

L'architecture deplET permettra donc d’échanger avec I'environnement de coeirtag
des informations importantes. Parmi celles-ci se trouvel® disponibilité des services,
'encombrement des machines, ... En retougT recevra les informations sur la possibilité
d’utiliser tel ou tel service ou composition de servicesm@soudre un probleme soumis
par un client. Nous construirons ainsi plusieurs plans &texions,DIET évaluera ensuite
les colts en terme de temps d’exécution et de communic&IianET n'est pas satisfait par
les solutions obtenues (par exemple, les solutions néeessies temps d’exécution trop
importants), il pourra relancer I'algorithme de courtagemobtenir d’autres solutions.
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6.2.3.3 MATLAB et SciLAB

Un de nos objectifs futurs est également d’intégrer un megsnde courtage simi-
laire a des environnements de calcul scientifique tels MABH6u SciLAH pour permettre
aux utilisateurs de tirer profit des services disponiblesdes bibliothéques ou a travers la
grille, quand cela est adéquat et de facon transparentauj€easdonné lieu a une proposi-
tion acceptée de projet en commun avec 'université de theeveArménie.

En effet, depuis 2000 et la version 5.3, Matlab utilise LARAEL le BLAS optimisé
pour les calculs matriciels. Les commandes dans Matlalt paschangées mais les temps
d’exécutions et les résultats numériques sont améliorés.

A partir d’'une commande simple de Matlab£ A\b par exemple), une analyse des
données est effectuée pour déterminer les propriétés émegls et déterminer la méthode
la plus adéquate a appeler. Ceci est effectué de maniérecagielir un jeu de services figé
avec la version des outils.

Dans le contexte de grille et avec plus de librairies didplesi qu'uniquement LA-
PACK, nous pourrions utiliser notre mécanisme de courtagsein de Matlab, soit de fa-
¢on transparente pour I'utilisateur caché derriere lesaipars standard, soit explicitement.
Cela permettrait de choisir au mieux I'algorithme a utilisede pouvoir améliorer encore
les performances et les précisions numériques. Cela peaihgbar exemple, aprés exten-
sion de notre description de I'algébre linéaire, de fairgehp des bibliothéques spécialisées
pour les matrices creuses, ce que LAPACK ne traite pas. €dgasion pourrait également
profiter de la combinaison avec TLSE qui offre une descrnipéidbase de mots-clés structu-
rés.

6.2.4 Intégration au projet TLSE

Comme il a été dit précédemment (secfion 5.2.1.1, page E2A3)f du projet TLSE
est de développer un site d'expertise pour la résolutiorysigmes linéaires creux par mé-
thodes directes. Il s’agit donc de résoudre = b, ou A est une matrice creuse, en utilisant
des algorithmes directs de résolution. Plusieurs algoethpeuvent étre utilisés pour ré-
soudre le méme systéme linéaire. lIs utilisent les mémesmres fonctionnels en entrée ;
A etbh et produisent tous la méme sortie fonctionnelle Cependant, ils n'ont pas toujours
le méme ensemble de parameétres en entrée et sortie poutiéeate I'algorithme. lls pro-
posent également des meétriques d’exécution (temps d'égécmémoire utilisée, nombre
de flops, ...) qui ne sont pas forcément identiques. Ces gdiresnnon-fonctionnels sont
ceux que notre algorithme ne sait pas exploiter, puisqus nous sommes intéressés uni-
guement a lI'aspect fonctionnel sans rentrer dans les slélad algorithmes (contrairement
a certains projets évoqués en introduction, comme FLAMEaodn).

Dans le projet TLSE, ces parameétres sont décrits a I'aide éa-données, appe-
|éesparamétres abstraitgjui permettent d’exprimer toutes les implantations gaesid’'un
service. Il existe deux sortes de services dans le projeETLS

— les services de calculs (qui correspondent aux servieesous manipulons) ;

— les scénarios, qui décrivent le processus d’expertise.

Les paramétres abstraits sont utilisés pour exprimer legaiates et / ou relations
exploitées par les scénarios d’'expertise au sein de WEAV&ER phoisir des outils pour

Shttp://WwWw. mathworks.com/
Shttp://www.scilab.org/
"hitp:/iwww.enseelint.friimartise/index. html
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effectuer les expériences demandées par le scénario damtsde conseiller le client dans
le choix d'un outil. Il faut noter que TLSE offre un mécanismie description des méta-
données qui permet de définir 'ensemble des méta-donnépsepra un domaine applicatif
a travers l'interface web, WEBSOLVE, puis d’exploiter ceéteadonnées pour décrire les
services, les outils, les scénarios et les demandes disgeégalement a travers WEB-
SOLVE. Il est aussi possible d’exprimer des dépendances k% différentes métriques et
paramétres de contrdle.

Dans le projet TLSE, les outils sont intégrés a I'aide de kcdption des parametres
abstraits et d’'un adaptateur logiciel qui traduit les ndd@anées en paramétres et résultats
effectifs des outils.

En ajoutant notre description fonctionnelle aux aspects foactionnels exprimés
au sein du projet TLSE, nous pourrions déterminer les paramgue nous ne savons pas
déterminer pour l'instant et nous permettrons a TLSE deitgl une description mathéma-
tique rigoureuse des services.

6.2.5 Participation au projet LEGO

LEGO (League for Efficient Grid Operation) est un projet fioémpar I’ACI Calcul
Scientifique et Grille. Son objectif principal est la corrdison des résultats de plusieurs
projets autour du développement d’applications paralédearties sur la grille et de valider
les résultats de cette combinaison sur plusieurs apuicatiéelles dont TLSE. Les projets
considérés sont :

— DIET : intergiciel de type GRID-RPC;

— JuxMerfi (Juxtaposed Memory) [ABJD5] : intergiciel de partage mémesir la

grille;

— GridccM [DPPRO4] : adaptation de I'intergiciel CCM (Corba Compankto-

del) pour permettre & des composants d’'applications a legsassage de messages
(PVM, MPI) de partager des informations efficacement sassgyasystématique-
ment par des appels de méthode Corba colteux ;

— Madelein&] [ABMNOZ] : bibliothéque efficace de manipulation de processt

d’entrées/sorties.

Nous intervenons a deux titres dans le projet, d'une pareemps$ que fournisseur
d’'un cas d’application (TLSE) et d’autre part au niveaurigitegel pour la prise en compte
de composants patrimoniaux, c’est-a-dire de composamntseqoeuvent pas étre modifiés.
TLSE offre déja plusieurs moyens pour intégrer ce type dopiré-existants a partir de
description a base de mots-clés. Nos travaux permettromeddart d'y ajouter des infor-
mations sur la fonction mathématique calculée, et d’auame ge permettre un courtage
de composants basé sur cette description, soit lors duafiparnent de I'application, soit
dynamiquement lors de son exécution en collaboration aVieg.D

6.2.6 Manipulation de documents XML

Les DTD peuvent étre vues comme des spécifications alg@wigans équation et
un document XML respectant une DTD comme un terme sur l'atg&lssociée. Seules
les répétitions d’éléments (opérateur de Kleene) ne santrpiées dans les spécifications

8http://juxmem.gforge.nria.fr/
http://IWWwW.Irisa.fr/pars/Gridccm/
http:/iruntime.futurs. infia.fr/mpi/
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algébriques, mais peuvent étre ajoutées a l'aide d’'un tpérde séquencement qui forme
un monoide libre.

Actuellement, les comparaisons de documents XML se font&galité stricte des
documents. Pourtant, deux documents respectant la mémeebpbssédant les mémes
informations peuvent avoir une structure différente si TeBCDen a laissé la possibilité. En
effet, les DTD sont parfois moins restrictives que ce ga&lilevraient. Si les documents
qui sont comparés sont engendrés par le méme outil ou la méreenme, ils auront pro-
bablement la méme structure et la comparaison sera alopesiMais si nous souhaitons
comparer deux documents issus de deux sources différetes,la structure des docu-
ments pourra étre différente.

Si des informations sont ajoutées a la DTD pour indiquer gedité entre deux
documents (ou deux parties d'un document), les compampourront se faire modulo ces
égalités.

Si ces informations sont représentées sous forme d’éggatimtre mecanisme de
courtage peut alors étre appliqué. C’est un cas un peu gigticar nous ne souhaitons pas
trouver toutes les correspondances, mais seulement sal@s documents sont égaux. En
fait, nous aurons des constantes dans les deux membressesmahaitons juste savoir si
I'algorithme de courtage échoue (auquel cas les documentsdgfférents) ou s'il réussit
(auquel cas les documents sont identiques).

Nous pouvons également utiliser notre algorithme poue faiir filtrage de documents
(a la XQuergd) modulo une théorie équationnelle quelconque définie sbifla. Dans ce
cas, les différentes solutions peuvent se réveéler inténess.

6.2.7 Enrichissement de la description des services

Actuellement, les propriétés sur les paramétres sontseptées a l'aide de types. Il
peut étre envisagé de remplacer ou de compléter cette egpaéion par une autre a I'aide
de méta-données plus élaborées. En effet, ne pouvant pag t&flait qu'un paramétre
a plusieurs propriétés en utilisant plusieurs types, neossadéfini un type pour chaque
combinaison de propriétés. Cela est assez lourd et poétraiévité en définissant des pro-
priétés sur les paramétres.

Nous avons vu dans le cas de l'algébre linéaire que nous roumes restreints
au cas des nombres réels. Pourtant tout ce que nous avolitsddésr le cas réel existe
également dans le cas complexe, mais aussi en simple ouedprddision. La généricité
serait alors trés intéressante car elle éviterait de dugditpute la description. Il y aurait
des matrices avec des éléments de typet les services agiraient sur des éléments de type
Real Matrixz ou Complex Matrixz. Une intégration immédiate de cette généricité serait
la duplication automatique (c’est I'algorithme qui le fadias l'utilisateur) des types, des
opérateurs et des équations en instanciapar toutes les valeurs qu'il peut prendre. Mais
il existe sirement une méthode plus efficace pour traitée généricité, en la gardant ex-
plicitement et non en la faisant disparaitre.

Il reste certains parameétres qui ne peuvent pas étre détsnuar n’intervenant pas
dans la description fonctionnelle du service. Plusieuhgtiems sont envisageables pour ré-
soudre ce probleme. L'algorithme actuel pourrait étre &oapec un autre algorithme basé

Phttp:/iwww.w3.0rg/ T R72006/CR-xquery-20060608/
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sur une autre description et qui pourrait exprimer ces patn@s. Dans le cas de l'utilisation
de l'algorithme par un utilisateur « humain », il peut étreisagé de lui laisser a charge
le choix de ces paramétres. Pour lui éviter une rechercpectintraignante, il faudrait lui
fournir la documentation des services. Il peut égalemeategtvisagé de définir des valeurs
par défaut pour ces paramétres.

Pour traiter ces paramétres, nous pouvons égalemeneutilisee description plus
compléte, qui nous permettrait par exemple de représesdetailles des matrices. Nous
avons vu gue cela était possible avec la logique de Hoareiefiudlavoir, comme actuel-
lement, en pré-conditions des contraintes de typage et giacpaditions des contraintes
de typage et la fonctionnalité rendue, nous aurions un dnisepius riche de pré- et post-
conditions. Certains €léments de description pourra@notrs étre décrits a I'aide de speé-
cifications algébriques. D’autres pourraient étre intitedavec la contrainte de disposer
d’'algorithmes semi-décidables. Le mécanisme de comperaera conservé sur la fonc-
tionnalité mais devra étre étendu pour traiter les autrfesrimations.

Nous avons vu que, dans RDF, la description associée a unpcpaut étre quel-
conque. Nous pourrions donc intégrer notre description B.RI2la permettrait un courtage
plus précis.
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Annexe A

Fichiers XML

A.1 Domaine

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
<domain>
<domainName>DomaineExemple</domainName>
<sortes>
<defsorte>
<name>Matrix</name>
</defsorte>
</sortes>
<operators>
<operator>
<operatorName>+</operatorName>
<parameters>
<parameter>
<sorte>Matrix</sorte>
</parameter>
<parameter>
<sorte>Matrix</sorte>
</parameter>
</parameters>
<notation>infix</notation>
<commutativity>true</commutativity>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</operator>
<operator>
<operatorName> * </operatorName>
<parameters>
<parameter>
<sorte>Matrix</sorte>
</parameter>
<parameter>
<sorte>Matrix</sorte>
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</parameter>
</parameters>
<notation>infix</notation>
<commutativity>false</commutativity>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</operator>
<operator>
<operatorName>0</operatorName>
<parameters />
<notation>prefix</notation>
<commutativity>false</commutativity>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</operator>
<operator>
<operatorName>|</operatorName>
<parameters />
<notation>prefix</notation>
<commutativity>false</commutativity>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</operator>
</operators>
<equalities>
<equality>
<rw>true</rw>
<term>
<expression>

<operatorName> * </operatorName>

<terms>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<constant>
<value>I</value>
<sorte>Matrix</sorte>
</constant>
</term>
</terms>
</expression>
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</term>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</equality>
<equality>
<rw>false</rw>
<term>
<expression>
<operatorName>+</operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<expression>

<operatorName>+</operatorName>

<terms>
<term>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
<name>z</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
<term>
<expression>
<operatorName>+</operatorName>
<terms>
<term>
<expression>
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<operatorName>+</operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
<term>
<variable>
<name>z</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</equality>
</equalities>
</domain>

A.2 Bibliotheque

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
<library>
<libraryName>LibrairieExemple</libraryName>
<domainName>DomaineExemple</domainName>
<services>
<service>
<declaration>
<serviceName>addition3</serviceName>
<variables>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
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</variable>
<variable>
<name>z</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</variables>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</declaration>
<specification>
<pure>
<term>
<expression>
<operatorName>+</operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<expression>

<operatorName>+</operatorName>

<terms>
<term>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
<name>z</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</pure>
</specification>
<cost>0</cost>
</service>
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<service>
<declaration>
<serviceName>multiplication</serviceName>
<variables>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</variables>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</declaration>
<specification>
<pure>
<term>
<expression>
<operatorName> * </operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</pure>
</specification>
<cost>0</cost>
</service>
<service>
<declaration>
<serviceName>addmult</serviceName>
<variables>
<variable>
<name>x</name>
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<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
<variable>
<name>z</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</variables>
<return>
<sorte>Matrix</sorte>
</return>
</declaration>
<specification>
<pure>
<term>
<expression>
<operatorName> * </operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>x</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<expression>

<operatorName>+</operatorName>

<terms>
<term>
<variable>
<name>y</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
<name>z</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</terms>
</expression>
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</term>
</pure>
</specification>
<cost>0</cost>
</service>
</services>
</library>

A.3 Requéte

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
<requete>
<domainName>DomaineExemple</domainName>
<term>
<expression>
<operatorName>+</operatorName>
<terms>
<term>
<expression>
<operatorName> * </operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>a</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
<name>b</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
<term>
<expression>
<operatorName> * </operatorName>
<terms>
<term>
<variable>
<name>c</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
<term>
<variable>
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<name>d</name>
<sorte>Matrix</sorte>
</variable>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</terms>
</expression>
</term>
</requete>
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Annexe B

Formalisation de 'algebre linéaire

B.1 Lestypes

B.2

les caracteres

— Char

les scalaires

— Int, NzInt

— Real, NzReal

les vecteurs

— Vector

— VectorL (vecteurs lignes)
les matrices

— Matrix

InvMatrix (matrices inversibles)

SymMatrix (matrices symétriques)

SyminvMatrix (matrices symétriques et inversibles)

TriMatrix (matrices triangulaires)

LowTriMatrix (matrices triangulaires inférieures)

TrilnvMatrix (matrices triangulaires et inversibles)

UnitTriMatrix (matrices unitaires triangulaires)

UpTriMatrix (matrices triangulaires supérieures)

UnitLowTriMatrix (matrices unitaires triangulaires érfeures)
LowTrilnvMatrix (matrices triangulaires inférieuresietersibles)
UnitTrilnvMatrix (matrices unitaires, triangulairesiatersibles)
UpTrilnvMatrix (matrices triangulaires supérieuresrefirsibles)
UnitUpTriMatrix (matrices unitaires triangulaires supé@res)
UnitLowTrilnvMatrix (matrices unitaires triangulair@sférieures et inversibles)
UnitUpTrilnvMatrix (matrices unitaires triangulairesp@rieures et inversibles)
DiagMatrix (matrices diagonales)

DiaglnvMatrix (matrices diagonales inversibles)

SymDefPosMatrix (matrices symétriques définies posjive

Les opérateurs

— Addition :
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|
+ + + + + + +

-+

: Matrix x Matrix— Matrix [comm]

: SymMatrix x SymMatrix— SymMatrix [comm]

: DiagMatrix x DiagMatrix— DiagMatrix [comm]

: LowTriMatrix x LowTriMatrix— LowTriMatrix [comm]
: UpTriMatrix x UpTriMatrix— UpTriMatrix [comm]

: Vectorx Vector— Vector [comm]

. Int x Int— Int [comm]

: Realx Real- Real [comm]

Soustraction :

Matrix x Matrix— Matrix

: SymMatrix x SymMatrix— SymMatrix

: DiagMatrix x DiagMatrix— DiagMatrix

: LowTriMatrix x LowTriMatrix— LowTriMatrix
: UpTriMatrix x UpTriMatrix— UpTriMatrix

: Vector x Vector— Vector

:Int x Int— Int

: Realx Real~ Real

Négation :

Int— Int

: NzInt— NziInt

: Real- Real

: NzReal-> NzReal

. Vector— Vector

. VectorL— VectorL

: Matrix— Matrix

. InvMatrix— InvMatrix

: SymMatrix— SymMatrix

: SyminvMatrix— SyminvMatrix

. TriMatrix— TriMatrix

: LowTriMatrix— LowTriMatrix

: TrilnvMatrix— TrilnvMatrix

: UpTriMatrix—UpTriMatrix

: LowTrilnvMatrix— LowTrilnvMatrix
: UpTrilnvMatrix — UpTrilnvMatrix
: DiagMatrix— DiagMatrix

: DiaginvMatrix — DiaglnvMatrix

Multiplication :

: Matrix x Matrix— Matrix

: Real x Matrix— Matrix

> Int x Matrix— Matrix

: DiagMatrix x DiagMatrix— DiagMatrix

: Real x DiagMatrix— DiagMatrix

. Int x DiagMatrix— DiagMatrix

> InvMatrix x InvMatrix— InvMatrix

: NzReal x InvMatrix— InvMatrix

: NziInt x InvMatrix— InvMatrix

: DiaginvMatrix x DiaglnvMatrix— DiaglnvMatrix
: NzReal x DiaglnvMatrix— DiaglnvMatrix
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: NzInt x DiaglnvMatrix— DiaglnvMatrix

: LowTrilnvMatrix x LowTrilnvMatrix— LowTrilnvMatrix
: NzRealx SymDefPosMatrix> SymDefPosMatrix

: NzInt x SymDefPosMatrix> SymDefPosMatrix

: NzRealx SymInvMatrix— SymInvMatrix

:NzInt x SymInvMatrix— SymlnvMatrix

: Real x SymMatrix— SymMatrix

s Int x SymMatrix— SymMatrix

- NzReal x TrilnvMatrix— TrilnvMatrix

: NzInt x TrilnvMatrix— TrilnvMatrix

: Real x TriMatrix— TriMatrix

s Int x TriMatrix— TriMatrix

: UpTrilnvMatrix x UpTrilnvMatrix— UpTrilnvMatrix
tInt x Int— Int

: NzInt x NzInt— NziInt

- NzRealx NzReal~ NzReal

: Real x Real Real

— Inverse :
— 7-1 :InvMatrix — InvMatrix
— 71 :TrilnvMatrix — TrilnvMatrix
— -1 :LowTrilnvMatrix — UpTrilnvMatrix
— 7-1 :UnitLowTrilnvMatrix — UnitUpTrilnvMatrix
— -1 :UpTrilnvMatrix — LowTrilnvMatrix
— -1 :SymlinvMatrix— SymInvMatrix
— -1 :DiaginvMatrix — DiaglnvMatrix
— -1 :SymDefPosMatrix— SymDefPosMatrix
— Transposée :

-7
L
-7
L
-7
-7
-7
-7
-7
-7
-7
-7
-7
-7

:Matrix — Matrix

‘TriMatrix — TriMatrix
:SymMatrix — SymMatrix
:InvMatrix — InvMatrix
:‘LowTriMatrix — UpTriMatrix
:UpTriMatrix — LowTriMatrix
:TrilnvMatrix — TrilnvMatrix
:‘LowTrilnvMatrix — UpTrilnvMatrix
:UpTrilnvMatrix — LowTrilnvMatrix
:SyminvMatrix — SyminvMatrix
:DiagMatrix — DiagMatrix
:DiaglnvMatrix — DiaglnvMatrix
:SymDefPosMatrix— SymDefPosMatrix
‘Vector — VectorL

— Factorisations :

choleskyU :SymDefPosMatrix> UpTrilnvMatrix
choleskyL :SymDefPosMatrix> LowTrilnvMatrix
| :InvMatrix — UnitLowTrilnvMatrix

u :InvMatrix — UpTrilnvMatrix

piviu :InvMatrix — Vector

— Normes :
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— norm1 :Vector— Real
— norm2 :Vector— Real

— les autres opérateurs (op : en fonction de la valeur du tgaeaenvoie la matrice,
sa transposée ou son hermitienne ; perm : permutation d’'atéce; up : acceés a
la partie supérieure d’'une matrice ; low : accés a la partéri#ure d’une matrice)

:Charx Matrix — Matrix

:Charx TriMatrix — TriMatrix

:Charx SymMatrix — SymMatrix

:Charx InvMatrix — InvMatrix

:Charx TrilnvMatrix — TrilnvMatrix

:Charx SyminvMatrix — SymlInvMatrix

:Charx DiagMatrix — DiagMatrix

:Charx DiaglnvMatrix — DiaglnvMatrix

:Charx SymDefPosMatrix— SymDefPosMatrix

— perm :Vectorx Matrix — Matrix
— perm :Vectorx InvMatrix — InvMatrix

‘InvMatrix — UpTrilnvMatrix

— low :InvMatrix — LowTrilnvMatrix

— -1:— NzInt

— 1:— NzInt
—0:—Int

— -1.0 :— NzReal

— 1.0:— NzReal

— 0.0:— Real

— -1 — DiaglnvMatrix
— | : — DiaglnvMatrix
— O :— Matrix

- 'n": — Char

B.3 Les équations

— Eléments neutres :
- =>{a:}(a-0)=a
- =>{a:}(a+0)=a
- =>{a:}(a-0.0)=a
- =>{a:}(a+0.0)=a

=>{a:}(a-0)=a
=>{a:}(a+0O)=a
=>{a:}(@*a)=a
=>{a:}(a*1l)=a
=>{a:}(l*a)=a
=>{a:}(a*l)=a
=>{a:}(1.0*a)=a
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- =>{a:}(a*1.0)=a

— Eléments absorbants :
- =>{a:}(0.0*a)=0.0
- =>{a:}(a*0.0)=0.0
- =>{a:}(@*0)=0
- =>{a:}(0*a)=0
- =>{a:}(0.0*a)=0
- =>{a:}(0*a)=0
- =>{a:}(0*a)=0
- =>{a:}((@*0)=0

— Distribution / factorisation :
- =={a:; b} ((@a*b)™-1)=((b™-1)*(a™-1))
- =>{a}((a"T)-D=((a™-1)"T)
-={a}((CaM=("@Mm)
-=>{a}((Ca™-1)=(" (a™-1)
— =={a:Matrix, b :Matrix} ((@*b) "T)=((b"T)* (a"T))
— =={a:Matrix, b :Matrix} ((@a+b)"T)=((a"T) + (b"T))
— =={a:Matrix, b :Matrix} ((a-b)"T)=((a"T)-(b"T))
—=={a:;,b:;c}((@+b)*c)=((a*c)+(b*c)
—=={a:;,b:;c}l@*bd+c)=((a*b)+(a*c)
—=={a:;,b:;cl}@*b-c)=((a*b)-(a*c))
—=={a:;b:;c}({(a-b)*c)=((@a*c)-(b*c))

— Associativité :
—=={a:;,b:;c}@*b*c)=((a*b)*c)
—={a:;b:;c}@+b+c)=((a+b)+c)

— Autres :
—=={a:;b:;c}@-(b-c)=((a-b)+c)
—=={a:;,b:;c}@+(b-c)=(@a+b)-c)
—=={a:;b:;c}@-(b+c)=((a-b)-c)
—=={a:;, b}@+(b))=(a-b)

- =={a:b:}(@-(b))=(a+h)

- =={a;b}(("a)*b)=("(a*h))

— =>{a :SymDefPosMatrix} (( (choleskyU a)T) * (choleskyU a))=a
— =>{a :SymDefPosMatrix} ((choleskyL a) * ( (choleskyL ay))=a
— =={a: b:, p:Vector} (( (perm p a)-1) * b)=((a"-1) * (perm p b))
— =>{a:} (perm (apiviu) ((al) * (au)))=a

— =>{a:}(op’'n a)=a

- =>{a}(op'ta)=(a"T)

— =>{a:InvMatrix} ((a"-1) * a)=I

— =>{a:InvMatrix} (a* (a"-1))=I

- = {} ( | A-l):l

— =>{a:SymMatrix} (a"T)=a

- = {} ( | AT):l

- =>{}(0"T)=0

- =>{a}(-1*a)=("a)

- =>{a:}(-1.0*a)=("a)

- =>{a:;}(1*a)=("a)

- = {}( - ]_):-l
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— =>{}( " 1.0)=-1.0
- =>{( D)=
- =>{}( " 0)=0
— =>{}( ~0.0)=0.0
- =>{}( " 0)=0
B.4 LeBLAS

B.4.1 Niveaul

— sscal(n : Int,a : Real,x : Vector,incx : Int) :
x— (a*x)

— scopy(n : Int,x : Vector,incx : Int,y : Vector,incy : Int) :
Yy

— saxpy(n : Int,a : Real,x : Vector,incx : Int,y : Vector,incy : Int) :
y— ((axz)+y)

— sdot(n : Int,x : Vector,incx : Int,y : Vector,incy : Int) : Real

((z7T) *y)

— snrm2(n : Int,x : Vector,incx : Int) : Real
norm2(x)

— sasum(n : Int,x : Vector,incx : Int) : Real
norm1(x)

B.4.2 Niveau 2

— sgemu(trans : Char,m : Int,n : Int,a : Real,a : Matrixz,lda : Int,z :
Vector,incx : Int, 3 : Real,y : Vector,incy : Int) :
y «— match
| (trans, n') = (0 * (a*2)) + (8 1))
| (trans, t') — ((a* ((a7T) * 2)) + (8 *y))
— ssymu(uplo : Char,n : Int,a : Real,a : Matriz,lda : Int,x : Vector,incz :
Int, 3 : Real,y : Vector,incy : Vector) :
y— ((ax(axa)+ (B +y)
— strmwv(uplo : Char,trans : Char,diag : Char,n : Int,a : Matriz,lda :
Int,x : Vector,incx : Int) :
[(a, UpTriMatriz,uplo, u'), (a, LowTriMatrixz, uplo,'l’),
(a, UnitTriMatriz, diag, v'), (a, TriMatriz, diag, n')]
x «— match
| (trans,’n’) — (a*x)
| (trans,t') — ((a"T) * x)
— strsv(uplo : Char,trans : Char,diag : Char,n : Int,a : TrilnvMatriz,lda :
Int,x : Vector,incx : Int) :
[(a, UpTrilnvMatriz,uplo,’ u'), (a, LowTrilnvMatriz, uplo, '),
(a,UnitTrilnvMatriz, diag,’ u'), (a, TrilnvMatriz, diag,’ n')]
a < match
| (trans,/n’) — ((a~ —1) x z)
| (trans,’t’) — (((a~ = 1)"T) % x)
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— sger(m : Int,n : Int,a : Real,xz : Vector,incx : Int,y : Vector,incy :
Int,a : Matriz,lda : Matriz) :
a— ((a* (@ + (y°T)) +a)

— ssyr(uplo : Char,n : Int,« : Real,x : Vector,incx : Int,a : SymMatriz,lda :
Matriz)
a— ((ax(z*(zT)))+a)

— ssyr2(uplo : Char,n : Int,« : Real,x : Vector,incx : Int,y : Vector,incy :
Int,a : SymMatriz,lda : Int) :
a— (((ax(@x(yT))+ (ax(yx(@T))) +a)

B.4.3 Niveau 3

— sgemm(transa : Char,transb : Char,m : Int,n : Int,k : Int,« : Real, A :
Matriz,lda : Int, B : Matriz,ldb : Int,( : Real,C : Matrix,ldc : Int) :
Matrix
C — ((a* (op(transa, A) * op(transb, B))) + (8 x C))

— ssymm(side : Char,uplo : Char,m : Int,n : Int,« : Real, A : SymMatriz,lda :
Int, B : Matriz,ldb : Int, 3 : Real,C : Matriz,ldc : Int) : void
C «— match

| (side,/ 1) — ((ax (A B))+ (8xC))
| (side,r") — ((a* (B*A)) + (8% C))

— ssyrk(uplo : Char,trans : Char,n : Int,k : Int,« : Real, A : Matrix,lda :
Int, 3 : Real,C : SymMatriz,ldc : Int) : void
C «— match

| (trans,/n') — ((a* ((A"T)x A)) + (8% C))
| (trans,'t') — ((ovx (A= (A7T))) + (B + C))

— ssyr2k(uplo : Char,trans : Char,n : Int,k : Int,« : Real, A : Matriz,lda :
Int, B : Matriz,ldb : Int, (3 : Real,C : SymMatriz,ldec : Int) : void
C' «— match

| (transn) — (((avx (Ax (B7T))) + (a* (B = (A7T)))) + (8% C))
| (trans,’t’) — (((ax (A"T)* B))+ (ax (B"T)x A))) + (8*C))

— strmm(side : Char,uplo : Char,transA : Char,diag : Char,m : Int,n :
Int,«: Real, A : TriMatrix,lda : Int, B : Matriz,ldb : Int) : void
B — match

| (side,l") — (a* (op(transA, A) x B))
| (side,/ 1) — (a* (B * op(transA, A)))

— strsm(side : Char,uplo : Char,transA : Char,diag : Char,m : Int,n :
Int,a: Real, A : TrilnvMatriz,lda : Int, B : Matriz,ldb : Int) : void
[(A, UpTrilnvMatriz,uplo, u'), (A, LowTrilnvMatriz, uplo, l),

(A, UnitTrilnvMatriz, diag,’ u'), (A, Matrixz, diag,’ n’)]
B «— match

| (side,/ ') — (ax (op(transA, (A~ — 1)) x B))

| (side,r") — (a* (B *op(transA, (A~ —1))))
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Annexe C

Optimisation

C.1 Lestypes

— Matrix

— SymMatrix subsorte of Matrix

— Vector

— VectorL

— Real

— Int

— funVector->Vector

— funVector->Real subsorte of fun\Vector->Vector
FirstDerivFunVector->Real subsorte of funVector->Real
SecDerivFunVector->Real subsorte of FirstDerivFunbeeiReal
funReal->Vector subsorte of funVector->Vector
FirstDerivFunReal->Vector subsorte of funReal->Vector
SecDerivFunReal->Vector subsorte of FirstDerivFunRadctor
funReal->Real subsorte of funVector->Real funReal-*dec
FirstDerivFunReal->Real subsorte of funReal->Real
constraint

C.2 Les opérateurs

valmin et valmax représentent la valeur pour laquelle ldmmim ou le maximum est
atteint.

— min : funReal->Reak constraint-> Real

— min : funVector->Reak constraint- Real

— min : funVector->Vectorx constraint~ Vector

— min : funReal->Vectorx constraint> Vector

— valmin : funReal->Reak constraint~ Real

— valmin : funReal->Vectoi constraint> Real

— valmin : funVector->Reak constraint- Vector

— valmin : funVector->Vectorx constraint- Vector

— max : funReal->Reak constraint- Real

— max : funVector->Reak constraint~ Real

— max : funVector->Vectox constraint-> Vector

— max : funReal->Vectox constraint- Vector
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valmax : funReal->Reak constraint~ Real
valmax : funReal->Vectok constraint> Real
valmax : funVector->Reak constraint- Vector
valmax : funVector->Vectox constraint~ Vector
solve : funVector->Vecter Vector

zero : funReal->Reab Real

& : constraintx constraint> constraint [comm]
->: Realx Real- funReal->Real

->: Realx Vector— funReal->Vector

->: Vector x Real funVector->Real

->: Vector x Vector— funVector->Vector
<:Realx Real~ constraint

<: Vector x Vector— constraint

<=: Realx Real- constraint

<=: \ectorx Vector— constraint

: Realx Real— constraint [comm]

: Vector x Vector— constraint [comm]
*:Int x Int— Int

*: Real x Real~ Real

* . Matrix x Vector— Vector

* . VectorL x Matrix— VectorL

* . Matrix x Matrix— Matrix

: VectorL x Vector— Real

> Int x Int— Int [comm]

: Realx Real~ Real [comm]

: Vector x Vector— Vector [comm]

: Matrix x Matrix— Matrix [comm]

2 Int x Int— Int

: Realx Real- Real

- . Vector x Vector— Vector

- . Matrix x Matrix— Matrix

sInt — Int

: Real— Real

: Vector— Vector

: Matrix — Matrix

T : Vector— VectorL

n2 : Vector— Real

+ + + +

[]:— Matrix
1:—Int
-1:—Int
0:—Int

1.0 :— Real
-1.0 : — Real
0.0 :— Real
1/2 :— Real
| . — Matrix
-l . — Matrix
O : — Matrix
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xs :— Real

[ : — Vector

Xv : — Vector

Empty :— constraint

C.3 Les équations

C4

== {x :constraint, y :constraint, z :constraint} (X & (y & B((X & y) & 2)
=> {x :Vector} ([ ] * x) <= [[)=Empty

=>{x}(([] *x) = [)=Empty

=> {a :constraint} (Empty & a)=a

== {f :,c :constraint} ( min(f,c))=C ( max( ( f),c)))

== {f :,c :constraint} ( valmin(f,c))=( valmax((f),c))

La boite a outils Matlab

fminbnd(fun : funReal— > Vector,x1 : Real,z2 : Real) : Vector
min(fun, ((z1 <= zs)&(zs <= 22)))

fminunc(fun : funVector— > Real,x0 : Vector) : Real

min(fun,[])

fzero(fun : funReal— > Real,x0 : Real) : Real

zero(fun)

fsolve(fun : funVector— > Vector,xz0 : Vector) : Vector

solve(fun)

bintprog(f : Vector, A : Matriz,b : Vector, Aeq : Matrix,beq : Vector) :
Vector

min((zv— > ((f~7).2v)), (A * zv) <= b)&((Aeq * xv) = beq)))
fmincon(fun : funVector— > Real,x0 : Vector, A : Matrix,b: Vector) :
Real

min(fun, (A * xv) <=0b))

fmincon(fun : funVector— > Real,x0 : Vector, A : Matrixz,b: Vector, Aeq :
Matriz,beq : Vector) : Real

min(fun, (((A*zv) <= b)&((Aeq * zv) = beq)))

fmincon(fun : funVector— > Real,x0 : Vector, A : Matrix,b: Vector, Aeq :
Matriz,beq : Vector,lb : Vector,ub : Vector) : Real

min(fun, ((((A *x zv) <= b)&((Aeq * zv) = beq))&((Ib <= zv)&(xv <=
ub))))

linprog(f : Vector, A : Matrix,b: Vector) : Vector

min((zv— > ((f°T).zv)), (A * zv) <= 1))

linprog(f : Vector, A : Matriz,b : Vector, Aeq : Matriz,beq : Vector) :
Vector

min((zv— > ((f~1).2v)), (A * zv) <= b)&((Aeq * xv) = beq)))

linprog(f : Vector, A : Matrix,b : Vector, Aeq : Matrix,beq : Vector,lb :
Vector,ub : Vector) : Vector

min((xv— > ((f1).zv)), (((A*zv) <= b)&((Aeq * xv :) = beq))&((Ib <=
2v)&(zv <= ub))))

— Isqnonneg(C : Matriz,d : Vector) : Real

min((zv— > (1/2 *n2(((C * xv) — d)))), (0. <= zv))
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— Isqlin(C : Matrix,d : Vector, A : Matriz,b: Vector) : Real
min((zv— > (1/2 *xn2(((C * xv) — d)))), (A x zv) <=1))

— Isqlin(C : Matriz,d : Vector, A : Matriz,b : Vector, Aeq : Matrix,beq :
Vector) : Real
min((zv— > (1/2%n2(((C*xzv)—d)))), (((Axzv) <= b)&((Aeg*zv) = beq)))

— Isqlin(C : Matriz,d : Vector, A : Matriz,b : Vector, Aeq : Matrix,beq :
Vector,lb : Vector,ub : Vector) : Real
min((zv— > (1/2 x n2(((C * zv) — d)))), ((((A * zv) <= b)&((Aeq * zv) =
beq))&((Ib <= zv)&(zv <= ub))))

— quadprog(H : Matriz, f : Vector, A : Matrix,b: Vector) : Real
min((xzv— > ((1/2 * (((zv"T) * H).2v)) + ((f"T).2v))), (A x xv) <=1))

— quadprog(H : Matriz, f : Vector, A : Matrix,b: Vector, Aeq : Matriz,beq :
Vector) : Real
min((xv— > ((1/2%(((xv"T)xH).zv))+((fT).zv))), (((Axzv) <= b)&((Aegx*
zv) = beq)))

— quadprog(H : Matriz, f : Vector, A : Matrixz,b: Vector, Aeq : Matriz,beq :
Vector,lb : Vector,ub : Vector) : Real
min((zv— > ((1/2 x (((xv"T) x H).2zv)) + ((f"T).2v))), (A * zv) <=
b)&((Aeq * zvr) = beq))&((Ib <= zv)&(zv <= ub))))

C.5 EO04-NAG

— EO4ABF(FUNCT : funReal— > Real, E1 : Real, E2 : Real, A : Real, B :
Real, MAXCAL : Int, X : Real,F : Real, IFAIL : Int) :

X —valmin(FUNCT, ((A <= zs)&(xs <= B)))
F — min(FUNCT, ((A <= zs)&(xs <= B)))

— EOADGF(N : Int,OBJFUN : funVector— > Real, ITER : Int,OBJF :
Real, OBJGRD : Vector, X : Vector, IWORK : Vector, WORK : Vector, IUSER :
Vector,USER : Vector, IFAIL : Int) :

X — valmin(OBJFUN,))
OBJF «— min(OBJFUN,]))

— EO4JYF(N : Int,IBOUND : Int, FUNCT1 : funVector— > Vector, BL :
Vector, BU : Vector,X : Vector, F' : Real, IW : Vector, LIW : Int,W :
Vector, LW : Int, IUSER : Vector,USER : Vector,IFAIL : Int) :

X —valmin(FUNCT1,((BL <= zv)&(zv <= BU)))
F — min(FUNCT1, ((BL <= zv)&(zv <= BU)))

— EOABBF(FUNCT : FirstDerivFunReal— > Real,E1 : Real, E2 : Real, A :
Real, B : Real, MAXCAL : Int,X : Real,F : Real,G : Real,IFAIL :
Int) :

X —valmin(FUNCT, ((A <= zs)&(xs <= B)))
F — min(FUNCT, ((A <= zs)&(xs <= B)))

— EOAMFF(N : Int, NCLIN : Int, A : Vector, LDA : Int, BL : Vector, BU :
Vector, CVEC : Vector, ISTATE : Vector, X : Vector, ITER : Int,OBJ :
Real, AX : Vector, CLAMDA : Vector,IWORK : Vector, LIWORK
Int, WORK : Vector, LIWORK : Int,IFAIL : Int) :

X —valmin((zv— > ((CVEC™T).2v)), ((BL <= zv)&(zv <= BU)))
OBJ «— min((zv— > (CVEC™T).xzv)), ((BL <= zv)&(xv <= BU)))
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— EOANCF(M : Int,N : Int, NCLIN : Int,LDC : Int,LDA : Int,C :
Vector, BL : Vector, BU : Vector, CVEC : Vector, ISTATE : Vector, KX :
Vector, X : Vector, A : Matrixz, B : Vector, ITER : Int,OBJ : Real, CLAMDA :
Vector,IWORK : Vector, LIWORK : Int, WORK : Vector, LIWORK :

Int, IFAIL : Int) :

X — valmin((zv— > (1/2 * n2(((A x zv) — B)))), (BL <= zv)&(zv :<=
BUY)

OBJ — min((xzv— > (1/2 * n2(((A *x zv) — B)))), (BL <= zv)&(zv <=
BUY)

— EOANFF(N : Int, NCLIN : Int, A : Vector, LDA : Int, BL : Vector, BU :
Vector, CVEC : Vector, H : SymMatrix, LDH : Int, QPHESS : funVector— >
Vector, ISTATE : Vector,X : Vector, ITER : Int,OBJ : Real, AX :
Vector, CLAMDA : Vector, IWORK : Vector, LIWORK : Int, WORK :
Vector, LWORK : Int,IFAIL : Int) :

X —wvalmin((zv— > ((1/2+(((zv"T)*H).zv))+((CVEC™T).zv))), (BL <=
2v)&(zv <= BU)))
OBJ — min((zv— > ((1/2%(((zv"T)xH).zv))+((CVEC™T).2v))), (BL <=
20)&(zv <= BU)))
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