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ESPACE DES REPRESENTATIONS DU
GROUPE D’UN N(EUD DANS LES
GROUPES DE LIE RESOLUBLES

Hajer Jebali

Résumé. —

Nous nous intéressons a 1’étude des représentations du groupe 7 d’un nceud
K de S? dans un groupe de Lie résoluble algébrique connexe.

Comme généralisation d'un résultat classique de Burde et de Rham, nous
montrons que ’étude de I'existence de certaines représentations métabéliennes
permet de retrouver la décomposition complete du module d’Alexander a coef-
ficients complexes.

En second lieu, nous étudions les déformations d’une représentation réduc-
tible métabélienne de 7w dans SL(3,C). Nous montrons que cette représenta-
tion est limite de représentations irréductibles non métabéliennes de m dans
SL(3,C) et qu’elle est un point lisse de la variété des représentations.

Abstract (Representations space of knot groups into solvable Lie
groups)

Let K be a knot in S® and = its group. We are interested in the study of
the representations space of 7 into a connected algebraic solvable Lie group.

As particular generalization of Burde and de Rham’s result, we prove that
the study of the existence of certain metabelian representations enable us to
find the decomposition of Alexander module with complex ceefficients.

We also study deformations of a reducible metabelian representation from 7
into SL(3,C). We prove that such a representation is limit of irreducible non
metabelian representations from 7 into SL(3,C) and is a smooth point of the
representation variety.
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INTRODUCTION

Depuis les travaux de Casson et de Thurston, I'espace des représentations
R(T',G) du groupe fondamental I' d’une variété de petite dimension dans un
groupe de Lie G a été 'outil central de plusieurs théories importantes pour
I’étude de ces variétés. A. Casson a introduit en 1985 un invariant des spheres
d’homologie entiere, qui s’est révélé étre extrémement utile. L’invariant de
Casson d’une sphere d’homologie entiere M est un entier qui compte algébri-
quement les classes de conjugaison des représentations du groupe fondamental
de M dans SU(2). Grace a cet invariant, Casson a pu résoudre des problemes
de topologie demeurés jusque la ouverts, comme par exemple 'existence des
variétés de dimension 4 non triangulables [Sav99]| et [Sav02]. Cet invariant
a été généralisé par C. Curtis aux groupes de Lie SO(3), U(2), Spin(4) et
SO(2) [Cur94].

Beaucoup de travaux ont suivi l'introduction de cet invariant et ont uti-
lisé d’une facon essentielle I'existence du lien entre la théorie des représen-
tations des groupes fondamentaux des variétés de dimension trois et de la
géométrie et la topologie de ces variétés. Nous citons, par exemple, ceux de
Culler-Shalen [CS83], Cooper-Gillet-Long [CCG194] et Boyer-Zhang [BZ98]
ainsi que les travaux plus récents de Cooper-Hodgson-Kerchkoff [CHKOO] et
Boileau-Leeb-Porti [BLPO05] concernant 1'uniformisation des orbifolds.

Le cas qui nous intéresse est celui ou I' est le groupe # d'un noeud K de
S3. La majorité des résultats obtenus concernent les groupes de Lie SL(2,C)
et SU(2). De nombreux travaux ont été effectués dans ce cadre tels que ceux
de C. Frohman et E. Klassen [FK91] qui se sont intéressés a 1'étude de la



structure locale de 1’espace des représentations au voisinage d’une représenta-
tion abélienne de 7 dans SU(2) dans le cas d’une racine simple du polynéme
d’Alexander du nceud. Ces résultats ont été généralisés par C. Herald [Her97]
et M. Heusener-J. Kroll [HK98] en remplagant la condition de zéro simple
par un saut de signature de la forme hermitienne associée a la forme de Sei-
fert du noeud. M. Heusener, J. Porti et E. Suarez Peiro ont étudié les défor-
mations d'une représentation réductible dans SL(2,C) associée a une racine
simple du polynoéme d’Alexander [HPSPO1]. Un résultat analogue a été éta-
bli dans [Sho91] mais n’a malheureusement jamais été publié. On peut éga-
lement citer les travaux de L. Ben Abdelghani et D. Lines qui ont porté sur

les groupes de Lie complexes connexes réductifs et compacts connexes réels
( [BAO0O], [BA98| et [ALO2]).

Dans cette these, nous considérons d’autres exemples de groupes de Lie, a
savoir les groupes de Lie nilpotents et les groupes de Lie résolubles algébriques.
Ce choix a été, en partie, motivé par les travaux récents de C. Miller [Mil05].
Ce dernier a developpé une classe d’intégrales sur une variété M qui, dans
le cas des nceuds fibrés, permet de séparer les éléments du groupe du nceud.
Miller utilise d’une facon essentielle les représentations du groupe fondamental
de M dans un groupe résoluble.

Il s’avere que le cas des groupes nilpotents est un cas trivial. Plus précisé-
ment, nous montrons :

Proposition 1.20
Les représentations du groupe d’un neeud de S dans un groupe nilpotent
sont abéliennes.

Ce résultat repose sur une propriété importante des noeuds de S? & savoir
que la suite centrale descendante du groupe du neeud est stationnaire [Mil54].

Nous considérons ensuite le cas des groupes de Lie résolubles connexes algé-
briques. Ces derniers peuvent étre réalisés comme des sous-groupes du groupe
des matrices triangulaires supérieures inversibles d’ordre n, n > 2. La pre-
miere étude de telles représentations remonte aux travaux de Burde [Bur67]
et de Rham [dR67]. Ils ont étudié les représentations du groupe d’un noeud
dans le groupe des isométries du plan. Ils ont montré que l'existence d’une
représentation non abélienne de 7w dans le groupe des matrices triangulaires



supérieures inversibles d’ordre 2 est liée aux racines du polynéme d’Alexan-
der. Cette approche a permis de retrouver des invariants du noeud, une forme
simplifiée du polynome d’Alexander, dans un cadre élémentaire et de détecter
les racines de ce polynome. Seulement, elle ne fournit aucune information sur
la multiplicité de ces racines.

Dans le but d’améliorer et de généraliser le résultat de Burde et de Rham,
nous nous intéressons a 1’étude de certaines représentations métabéliennes du
groupe du noeud dans le groupe des matrices triangulaires supérieures inver-
sibles d’ordre n, G,, pour n > 2. Cette étude nous permet d’obtenir des
informations intéressantes concernant le module d’Alexander a coefficients com-
plexes du nceud, plus précisément, de retrouver la décomposition de ce module
et en particulier, la multiplicité des racines du polynome d’Alexander du neceud.

L’idée repose sur la résolution des équations d’obstruction, dans le deuxieme
groupe de cohomologie H?(w,C,), liées a I'existence de certaines représenta-
tions de m dans G,, n > 2. Remarquons que C, est le corps des nombres
complexes C muni de la structure de m-module via I'action donnée par

voz=az, VyeretVzeC

avec |y| = p(y), ou p: m — 7/n’ ~ 7 désigne la projection canonique. Sous de
bonnes hypotheses, nous arrivons a résoudre ces obstructions qui proviennent
du produit-cup grace a la proposition 2.6.

Ceci nous permet d’obtenir une filtration de l'espace des 1-cocycles
ZY(m,C,). Cette filtration est en lien étroit avec les facteurs qui apparaissent
dans la décomposition de la (¢ — a)-torsion du module d’Alexander & coef-
ficients complexes. Plus précisément, le module d’Alexander a ccefficients
complexes d'un noeud K de S? se décompose sous la forme :

t,1
Hy( @ T3, aVGCT@—@TﬂetTB Cl ﬁ)]‘7Qi€N*'

Ak (8)=0

Ici Ak désigne le polynome d’Alexander de K. Soient p un méridien du
neeud et o une racine de Ag . Nous posons

Cn = {U c Zl(ﬂ',ca> | B (1)2, . ,’Unfl) - (Cl<ﬂ_7(ca))n72
tel que pUvz-vn-1) ¢ R(7r, G,)},



avec

,yET

Uvg,eeen_1 _ ah"U(’Y) va(y) .. vp—1()
e = (4 T D) )

ou ¢, 1: m — G,_1 est la représentation abélienne définie par

1 1 0 0
0o 1 1
Pn-1(p) = 0
1 1
0 0 1

Supposons que les puissances ¢;, 1 < i < k,, sont données dans un ordre
croissant. Nous montrons alors :

Corollaire 2.10
Soit n > 2, alors :

1. L’ensemble des 1-cobords B'(w,C,) est strictement contenu dans C,, si
et seulement s’il existe 1 <1 < k, tel que ¢; > n — 1.
2. Dans la filtration de l'espace des 1-cocycles Z'(w,C,), on a :

Bl(ﬂ-aca) = quaJr? - CQkaJrl - qua C---CO= Z1<777(Ca)

3. La codimension du sous-espace C,, dans C,_1 est égale au nombre des g;
égaur a p — 2 c’est a dire

dimCpy —dimC, =card{1 <i<k,|qg=p—2}, Vp>3.

Comme application de ce résultat, nous consacrons le chapitre 3 a I’étude
de certaines représentations métabéliennes du groupe du nceud dans le groupe
des matrices triangulaires supérieures inversibles d’ordre 3. Une telle repré-
sentation en induit une de 7w dans SL(3,C), qu'on notera py. Nous nous
inspirons alors des travaux de M. Heusener et J. Porti dans [HP05] dans le
but de répondre a la question : cette représentation est-elle limite d’un arc de
représentations non métabéliennes ?

En se placant dans le cas d'une torsion cyclique, nous donnons une réponse
partielle a cette question dans le théoréeme suivant :



Théoreme 3.9

Supposons que la (t — «)-torsion du module d’Alexander est cyclique de la
forme C[t,t‘l]/(t— a)?. Si v est une racine double du polynome d’Alexander,
i.e. ¢ = 2, alors il existe un arc analytique de représentations irréductibles
non métabéliennes de © dans SL(3,C) d’extrémité py. De plus, la représen-
tation po est un point lisse de la variété des représentations R(w,SL(3,C)) de
dimension locale dizx.

L’algebre de Lie sl(3,C) est munie de la structure de m-module via I'action
de la représentation adjointe Adopy et elle est notée sl(3,C),,. Pour montrer
le résultat précédent, nous sommes amenée a effectuer un calcul cohomolo-
gique dans le but de déterminer les dimensions des groupes de cohomologie de
I'espace complémentaire du nceud H*(X, sl(3,C),,). Nous obtenons alors la
proposition suivante :

Proposition 3.13 On a :

1. H'(X,sl(3,C),,) = 0.
2. 8i q=2, alors dim H' (X, sl(
3. Siq>2, alors dim H* (X, sl(

Nous considérons ensuite la suite exacte longue en cohomologie associée a la
paire (X, 9X) pour montrer que H*(X,sl(3,C),,) et H*(0X,sl(3,C),,) sont
isomorphes. On transporte ainsi le probleme sur le bord de 'espace complé-
mentaire X du neceud et on montre que toutes les équations d’obstruction sont
nulles en utilisant le fait qu’elles sont nulles sur le bord.

Soit i: X — X Ulinclusion naturelle du bord de X dans X et soit
iy m(0X) — m(X) lapplication induite par ¢ sur les groupes fondamen-
taux de X et 0X. Alors, nous montrons :

Théoreme 3.6

Soit n > 2 et soit p: m — SL(n,C) une représentation du groupe
du neud 7w dans SL(n,C). Supposons que dim H°(0X,sl(n,C),)) =
dim H*(X,sl(n,C),) = n —1 et que H°(X,sl(n,C),) = 0. Si poiy est
un point lisse de R(m(0X),SL(n,C)), alors la représentation p est un point
lisse de la variété des représentations R(w,SL(n,C)).



Ce résultat nous permet de prouver que pg est un point lisse de la variété
des représentations R(m, SL(3,C)). Pour montrer I'existence des déformations
non métabéliennes de pgy, nous prouvons le théoreme suivant :

Théoreme 3.26

Il existe un arc analytique de représentations p,: m — SL(3,C) d’extrémité
po, tel que lorbite de p; est fermée et le stabilisateur de p; est fini, pour t
suffisamment petit et t # 0.

Nous concluons ce travail par quelques perspectives et problemes ouverts.



CHAPITRE 1

GENERALITES ET NOTATIONS

Dans ce chapitre, nous fixons les principales notations utilisées tout au long
de cette these et nous rappelons les notions et les résultats dont nous aurons
besoin pour la suite. Nous commencons par présenter quelques propriétés des
groupes de Lie nilpotents et plus généralement des groupes de Lie résolubles.
Ensuite, nous rappelons certains résultats sur la théorie des nceuds et 1'espace
des représentations. Dans le paragraphe 1.5, nous introduisons les équations
d’obstruction qui résultent de la condition d’existence d’une représentation du
groupe d'un noeud dans un groupe de Lie résoluble connexe algébrique. Les
deux derniers paragraphes sont consacrés a montrer que le cas des groupes
nilpotents est un cas trivial et a présenter certains résultats liés a I'existence
des représentations non métabéliennes.

1.1. Quelques propriétés des groupes et algebres de Lie résolubles

Dans ce paragraphe, nous regroupons certaines propriétés des groupes et
algebres de Lie résolubles. Les cas qui nous intéressent sont ceux des groupes
de Lie nilpotents et des groupes de Lie résolubles connexes algébriques.

Définitions 1.1. — On appelle suite centrale descendante d’un groupe G
G=CGo>C'GoC*GD---
la suite définie par la relation de récurrence
C'G =G
CHG = (G,CFQ)
ot (G,C*Q) est le groupe (fermé) engendré par les éléments de la forme
aba='b~1 avec a € G et b € CFG.



On dit que G est nilpotent s’il existe m tel que C"G = {e}.

Définition 1.2. — [Che46, Chapitre 5, § 3, Définition 1]

Si G est un groupe, on appelle n™¢ groupe dérivé de G ,n étant un entier
positif, et on désigne par D"G, le sous-groupe de G défini inductivement
comme suit :

{ DG =G

pour tout n > 0, D"1G est le groupe des commutateurs de D"G

Le groupe DG est donc le groupe des commutateurs de G, que nous dési-
gnerons par G’. Le groupe D?G est noté G”.

Proposition 1.3. — [Che46, Chapitre 5, § 3, Proposition 1]
Pour tout groupe G, les sous-groupes D"G de G sont tous distingués. Les
groupes quotients D"G /D" G sont abéliens.

Définition 1.4. — [Che46, Chapitre 5, § 3, Définition 2]
Un groupe G est dit résoluble s’il existe un entier positif m tel que DG =

{e}.

Définitions 1.5. — Soient K un corps et fi,...,fs des polynomes dans
K[z, ..., x,], alors 'ensemble :

{(ar,...,a,) € K" | fi(a,...,a,) =0, pour tout 1 <i < s}

est appelé variété affine définie par fi,..., fs.

On appelle groupe algébrique (linéaire) sur K une variété affine G sur K
munie d’une structure de groupe et telle que I'application A\: G x G — G
définie par \(a,b) = ab™! est polynomiale.

Proposition 1.6. — [Che46, Chapitre 5, § 3, Proposition 13]

Soit G un groupe algébrique connexe irréductible sur un corps de caracté-
ristique 0. Pour que G soit résoluble, il faut et il suffit que son algebre de
Lie G soit résoluble. Pour que G soit nilpotent il faut et il suffit que G soit
nilpotente. Ces résultats restent aussi vrais si G est un groupe de Lie conneze.

Théoréme 1.7. — (Théoréme de Lie-Kolchin)[Ste74, § 2.8, Théoréme 1]
Un groupe algébrique résoluble connexe peut étre réalisé comme un Sous-
groupe du groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles.



1.2. Groupe du nceud-Module d’Alexander

Ce paragraphe est consacré a un rappel de certains résultats sur la théorie des
neeuds qui seront utilisés par la suite. Commencons par rappeler qu’un neud
est défini comme étant I'image par un plongement différentiable du cercle S*
dans la sphere S3.

1.2.1. Groupe du noeud. — Soit V(K) un voisinage tubulaire d’un neeud
K de S*. On note X = 83\ V(K) l'espace complémentaire du nceud. Le
groupe fondamental m = m1(X) est appelé groupe du neud K.

Une des propriétés les plus importantes du groupe d’un noceud K de S? est
celle donnée par le théoreme suivant de Papakyriakopoulos :

Théoréme 1.8 (Asphéricité du nceud). — 1. Pour tout n # 1, on a
m(X) = 0. Autrement dit, l’espace complémentaire X est un espace
d’Eilenberg-Mac Lane K(m,1).

2. Le groupe du neud 7 est un groupe sans torsion.

On rappelle qu’un méridien de K est une courbe simple pu sur OV (K)
telle que [pu] = 0 dans m(V(K)) et [u] # 0 dans m(0V(K)) et qu'une
longitude | de K est une courbe simple de 0V (K) qui représente un géné-
rateur de m1(V(K)) et dont la classe dans le groupe d’homologie de 1'espace
complémentaire du noeud est triviale. Donc [u] et [I] forment une base de
H(0V(K)) ~Z ® Z. Le méridien et la longitude sont déterminés a conjugai-
son pres.

1.2.2. Module d’Alexander. — Soient K un nceud de S?, X =
S3\V(K), ou V(K) est un voisinage tubulaire de K et 7 = m(X) le
groupe fondamental de X . Notons 7/7" ~ T = (t|—) le groupe quotient mo-
nogene infini engendré par I'image ¢ du méridien p et X le revetement de X
correspondant au groupe des commutateurs 7’ = [, 7]. Posons A := C[t, ¢!
I’anneau des polynomes de Laurent a coefficients complexes. Puisque le groupe
des automorphismes du revétement X, Aut(X*>) ~ 7/n’" ~ T, le revéte-
ment X est appelé revétement cyclique infint de X . Soit £: X*®° — X
un générateur de Aut(X ). Les groupes d’homologie H,.(X >, C) sont munis
d’une structure de A-module de la fagon suivante. Si u € H;(X>°,C), on pose



ur—Eou

désigne I'isomorphisme d’homologie induit par &.
Ces modules sont des modules de torsion et de type fini. Seul le H; joue un
role significatif. En effet, on a :

Hy(X>®,C) =~ C
Hy(X®,C) ~ 7' /1" & C [BZ03]
Hon(X®,C) =0, ¥Vm > 2

Le module H;(X*>,C) est appelé module d’Alexander a ceefficients complezes
du noeud, son idéal d’ordre est principal. Tout générateur de cet idéal est appelé
polynome d’Alezander de K et est noté Ak (t). Le polynéme d’Alexander est
de degré pair et a ceefficients entiers. De plus, il vérifie les propriétés suivantes :

1. Ag(t) = +t"Ag(t™h) ; veZ.
2. Ag(l) = +1.
Pour plus de détails voir [Gor78]| et [Rol90].

Rappelons que A est un anneau principal. Le module d’Alexander a coeffi-
cients complexes se décompose sous la forme

ka A
_ i Nt
Ta, aVEC Ta—@Ta, ourT, = (t a)qi,
=1

H(X>*C)= B
Ak (a)=0
q; € N*.
Remarquons que la multiplicité de o dans le polynome d’Alexander corres-

pond a la somme Z i -
i=1

1.3. Cohomologie et Produit-cup

Si I' est un groupe de présentation finie et M est un I'-module a gauche,
I'espace des n-cochaines C™(I', M) du groupe I' dans le module M, pour
n > 0, est par définition I'espace des fonctions f de I'" dans M. L’opérateur
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cobord §: C™(T', M) — C"™(T", M) est donné par [Bro94] :
Of (Vs mrt) =7 f(20 o Y1) + Z(—l)if(’m e Vil YViYit 1 - Yt 1)
i=1

+ (_1)n+1f(717 s 7’7”) :
Remarquons que C°(T', M) ~ M et que, pour a € C°(T", M), on a :
ba(y)=(y—1)-a ,Vyel.

On note B*(I', M) (resp. Z*(I'y M), H*(I', M)) ’ensemble des cobords (resp.
cocycles, classes de cohomologie) de I' a ceefficients dans M. Si z désigne un

cocycle dans ZY(T', M), ¢ > 1, on notera par {z} sa classe de cohomologie

dans H(T', M).

Définition 1.9. — On définit C, comme étant le A-module C dont ’action
est donnée par

q(t) - z=q(a)z, q(t) € A.
Le A-module C; est simplement noté C.

Soit 7 le groupe d’'un nceud K de S3, alors 7 ~ 7/ x T'. Le A-module C,
admet en plus la structure de w-module via la projection @ — T et I'action
de 7 est donnée par :

v-z=aMz VyeretVzeC

avec |y| = p(v), on p: m — w/n’ ~ Z désigne la projection canonique. De
plus, on a les propriétés suivantes :

Lemme 1.10. — [BAOO, Proposition 2.1]

1. HY(7,C) ~C.

2. Soit a € C*\{1}. Alors, H'(w,C,) ~ Homy(H,(X*>,C),C,) .

3. Soit o € C*. Alors, H*(w,C,) ~ Ext} (H,(X>,C),C,).
Corollaire 1.11. — 1. Soit a € C*\{1}. Notons j la composée

v -7/t -7 /" eC
alors 'application
§%: Homy (7' /7" @ C,C,) — H'(7,C,)
U {U}, avec U(xt*) = U(j(z))

est un isomorphisme.
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2. Soit a une racine du polynome d’Alexander du neeud. Supposons que la
(t — ) -torsion du module d’Alexander se met sous la forme

A . A
T, = S Y
(t—a)n (t — a)ka
alors ko = dim H'(7r,C,,).
3. Soit a € C*. Alors, H*(m,C,) = 0 si et seulement si Ag(a) # 0.

Remarque 1.12. — Soit a € C*\{1} une racine du polynome d’Alexander
du neeud. Si la (t — «)-torsion du module d’Alexander se met sous la forme :

A
o= T O T
Alors, la (t — a™!)-torsion est de la forme :
A A

En particulier, dim H'(w,C,) = dim H' (7, C,-1).

Le lemme suivant présente un résultat classique dont on peut trouver une
démonstration dans [HP05, Lemme 3.1] :

Lemme 1.13. — Soient 7 le groupe d’un neud K de S®, M un 7-module et
X un CW-compleze tel que m (X) ~ 7. Alors il existe des homomorphismes
naturels H;(X, M) — H;(m, M) qui sont des isomorphismes pour i = 0,1
et surjectif pour i = 2. En cohomologie, les homomorphismes H'(mw, M) —
H{(X, M) sont des isomorphismes pour i = 0,1 et injectif pour i = 2.
Remarque 1.14. — Dans le cas ou X est le complémentaire du noeud, les
homomorphismes H*(m, M) — H*(X, M) et H*(m(0X), M) — H*(0X, M)
sont bijectifs. Ceci est conséquence de 1'asphéricité de X et de 0X.

Etant donnés des I'-modules M, My et Ms, le produit-cup
U: HP<F, Ml) X Hq(F,Mg) — Hp+q(F, M1 X Mg)

de deux cochaines u € CP(I", M;) et v € CY(I', M) est la (p + ¢)-cochaine
uUv e CPT(T, My ® My) définie par :

UWUU(V1, - Yprg) = UV V) @Y1 Vp O V(Y 1s - -5 Vpg) -

On a:
d(uUv)=duUv+ (—1)PuUdv.
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Le produit tensoriel M; ® My est un I'-module via I'action diagonale. Le
produit-cup peut étre combiné a une application bilinéaire M; ® My — M;.

1.4. Espace des représentations

Soient I' un groupe discret de présentation finie et G un groupe algébrique.
On appelle espace des représentations de I’ dans G I'ensemble R(T', G) de tous
les homomorphismes de groupes de I'" dans G.

L’ensemble R(I',G) admet une structure de variété affine non nécessaire-
ment irréductible [CS83]. En effet, si ' est le groupe libre F,, de générateurs
Xy, ..., X,, ensemble R(T", G) s’identifie naturellement & la variété affine G™.
Si I' admet la présentation (Xi,..., X,|Wi,...,W,,) on peut plonger R(T', G)
dans G" via lapplication f donnée par f(p) = (p(X1),...,p(X,)). L'appli-
cation f est injective car les X; engendrent I'. Soit (oy,...,0,) un élément
de G™. Si on substitue o; a la place de X; dans le mot W; alors on peut
considérer chaque mot W, comme étant une application polynomiale de G"
dans G™. Donc

Im f = {(W,) " (e),j =1,...,m}
=W l(e,... e
ou W= Wy,...,W,): G" — G™ et on peut identifier R(I';G) a Im f. Cette
structure est indépendante de la présentation de I' [LM85].

1.4.1. Espace tangent de Zariski. — Soit V' une sous-variété affine de
C™ dont I'idéal de définition est I(V'). Soit p un point de V', I'espace tangent
de Zariski & V' en p, noté TPZ‘“"(V), donné par

{dv_w co

o v € (C[t)™,v(0) =p et f o € t*C[t] pour tout f € [(V)}

o
est I'espace vectoriel des dérivées des germes polynomiaux 7(t) définis au voi-
sinage de l'origine, a valeurs dans C" tels que 7(0) = p et qui satisfont les
équations de (V) modulo 2.

En général, dim(77*"(V)) > dimV et on a égalité si et seulement si le
point p n’est pas singulier. Les espaces tangents de Zariski au sens algébrique
et au sens analytique sont isomorphes et un point est non singulier au sens
algébrique si et seulement s’il est lisse au sens analytique. Pour plus de détails,
voir [Rei88].
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1.4.2. Espace tangent et groupe de cohomologie. — Soient 7 le groupe
d'un nceud K de S3, G un groupe de Lie algébrique connexe d’algebre de Lie
G et p: m — G une représentation de m dans G. L’algebre de Lie G peut étre
munie de la structure de m-module via I'action de la représentation adjointe

TXG—@g
(v,2) = Adop(y)(w)

et elle sera notée G,. D’apreés un résultat d’André Weil [Wei64], I'espace tan-
gent de Zariski T pZ‘”R(W, GG) s’identifie & un sous-espace de 'espace des 1-
cocycles Z'(m,G,). Etant donné un arc de représentations p. tel que py = p,
un cocycle d: ™ — G, est défini par :

am) =P ey e
€ le=o
En général, cette inclusion est stricte. L’espace tangent de Zariski en p €
R(m,G) alorbite de p, sous l'action de la représentation adjointe, s’identifie
a lensemble des cobords B'(w,G). Ici, b: 7 — G, est un cobord s'il existe

x € G tel que
b(y) = Adop(y)(z) — .

Définition 1.15. — [Sha77, Chapitre 2, § 1.4] La dimension locale de
R(m,G) en p, notée dim, R(m,G), est définie comme étant la dimension
maximale des composantes irréductibles de R(w, G) contenant p.

Le lemme suivant présente un résultat classique dont on peut trouver une
démonstration dans [HPO5] :

Lemme 1.16. — Soit p une représentation dans R(m,G). Si dim, R(m,G) =
dim Z'(7,G,), alors p est un point lisse de la variété des représentations
R(mw,G). De plus, p est contenue dans une composante unique de dimension

dim Z (7, G,).

Lemme 1.17. — Soient n > 2 et n: I' — C* un homomorphisme de
groupes. Si H*(T',Z/nZ) = 0, alors il existe n7: T — C* un homomorphisme
vérifiant (7(y))" = n(y), pour tout v € T,

Démonstration. — Soit A: ' — C* une application vérifiant (A(7y))" = n(v),
pour tout v € I". Alors il existe une application w: I' x I' — C* telle que

A1y2) = M)A (e)w(n,2), Vi, el
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En utilisant le fait que (A(7))™ = n(7), nous pouvons vérifier que (w(v1,7v2))" =
1, pour tous vy,72 € I' et que w prend ainsi ses valeurs dans

U,={€cC e =1} ~Z/nZ.
En écrivant que, pour tous 7vy,72,v3 € ' :
A(172)73) = A (1273))
on obtient :
A()A2) (@ (1, 72)) A (v )w (7172, 73) = A1) A(v2) As)w (2, Y3)w (71, 727s)

et

w (2, 73) (W2, 73)) T w (91, 7278) (W1, 72)) T =1
Ceci implique que w est un 2-cocycle dans Z*(T',Z/nZ).
Puisque H?*(T',Z/nZ) = 0, il existe une 1-cochaine d: T' — Z/nZ telle que
w = dd. Donc

w(n,72) = 6d(71,72) = d(72)(d(1172)) " d(n)

et
Ad(m172) = A(172)d(1172)
= A(n)d(1)A(2)d(72) -
Ainsi, Ad est un homomorphisme et nous pouvons prendre 77 = Ad. O

Nous notons G,, le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles
d’ordre n. Le lemme précédent nous permet d’obtenir des représentations d’un
groupe I' dans SL(n,C) a partir des représentations de I' dans G,,. Plus
précisément,

Corollaire 1.18. — Soit n > 2 et soit T' un groupe tel que H*(T,Z/nZ) =
0.9

p: I'—= G,
a(y) z(y) z(y) ... z(y)
0 1 xo3(y) ... xon(7)
- . . . )
: . 1 zp1a(y)
0 o . 0 1
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est un homomorphisme de groupes, alors p induit une représentation

p: I' = SL(n,C)
v a M (y)p().

Ici a7 T'— C* est un homomorphisme tel que

(™))" =a7'(y) , ¥y eT.

Lemme 1.19. — Soit 7 le groupe d’un neud K de S, alors H*(w,Z/nZ) =
0.

Démonstration. — Rappelons que X désigne 'espace complémentaire du
neeud et remarquons que H*(X, M) = 0, pour tout module M et pour tout
k > 3 [BZ03, Chapitre 3|. La suite exacte longue en homologie associée a la
paire (X,0X) donne :

Hi(X,0X,7) — Hy(0X,Z) — Ho(X,Z) — 0.

Or Hy(0X,Z) ~ Hy(X,Z) ~ Z [BZ03, Chapitre 3], donc H,(X,0X,Z)=0.11
s’en suit, par dualité de Poincaré, que H?(X,Z) = 0. Considérons maintenant
la suite exacte courte

0—nZ—7Z— Z/nZ—0
qui induit en cohomologie
H*(X,nZ) — H*(X,Z) — H*(X,Z/nZ) — 0.

Comme H?*(X,Z) = 0, H*X,Z/nZ) = 0, et d’apres le lemme 1.13,
H(r,Z/nZ) = 0. O

1.5. Equations d’obstruction

La condition d’existence d’une représentation du groupe d’un noeud dans un
groupe de Lie résoluble connexe algébrique se traduit par un systeme d’équa-
tions d’obstruction que nous présenterons dans ce paragraphe.
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Soit n > 2 et soit la fleche p: m — G, définie par

a1(y) ax(V)z2(y) as(V)rs(y) oo (7)1 (7)
0 as(7) az(y)xes(y) ... ... o (7)o (7y)

asz(7) e . i (Y)x30(7)

Ce qui revient a écrire
n

p(N) =D a(MEi+ Y a()wi(1)E;

i=1 1<i<j<n

ol (Ejj)1<ij<n €st la base canonique de l'algebre des matrices carrées d’ordre
n.

Pour que p soit une représentation il faut et il suffit qu’elle vérifie la condition

p(vY) =p(Mp(): Yy enm
c’est a dire

Z a;(vy) Eii + Z aj(vy)zi () By = Z%(V)%(V’)Eﬁ

i=1 1<i<j<n i=1

+ Y (@ (V) () + 05 (1) (7 ) (1) B

1<i<j<n

+ Y a(ay)wi(Vza(yY)Ea.

1<i<j<l<n
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Par identification, nous obtenons le systeme suivant
( .
ai(7Y) = ai(y)ai(v), V1<i<n

o (7Y )i (7Y) — cui(y)a (V)i (V) — o () e (V) ais ()

= > aa;(Nra(nz(y), V1<i<j<n

que nous pouvons aussi écrire sous la forme

ai(yY) = ai(v)ai(y'), V1 <i<n

zii (V) — () COEEHCIES ) za(Vr(Y), V1<i<j<n

(") A RIIC)
En particulier, nous obtenons
Q; .
(1.1) Tiip1(7Y) — &xi,i—i—l('yl) —Ti1(7) =0 ,V1<i<n-—1
iv1(7)

ce qui donne ;41 € Z'(m,C_ai ), pour tout 1 <i<n—1 et

iyl
(1.2)
j—1

OQ'(’Y) / Oél(’}/) / . .
zii(vy') — 2ii () — i () = ziu(y)zy(v), V1<i<j<n
! aj(7)"" ’ l; a;(7) ’
autrement dit,
j—1
(1.3) dzij(1,7) + Y waUmy(v,9) =0, V1<i<j<n.

l=i+1

Remarquons que pour tout 1 < ¢ < n, a; est un homomorphisme abélien
du groupe du noeud dans C*, donc il est completement déterminé par 'image
du méridien et «;(y) = aiﬂ, avec |y| = p(y), ou p: m — w/n’ ~ Z désigne
I’homomorphisme d’abélianisation. Donc nous identifierons I’homomorphisme

abélien «; avec la valeur qu’il prend au méridien.
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1.6. Représentations du groupe d’un noeud dans un groupe nilpotent

L’objet de ce paragraphe est de prouver que le cas des groupes nilpotents
est un cas trivial. Autrement dit, nous montrons :

Proposition 1.20. — Les représentations du groupe d’un neud de S* dans
un groupe nilpotent sont abéliennes.

La démonstration est basée sur une propriété du groupe du nceud donnée
par le lemme suivant, qui est un résultat classique de Milnor :

Lemme 1.21. — [Mil54]
Soit 7 le groupe dun neud K de S®, alors pour tout k > 2 on a

Crr=Clr=n', Vk>2.

Démonstration du lemme 1.21. — Comme 7 ~ 7' x T, tout élément a € 7
peut s’écrire sous la forme a = bu’, ot p est un méridien du nceud, b € C'w
et 1 € Z.

Soient ai,as € m, alors : a; = biu™ et ay = boyp'?, avec iy,iy € Z et by, by €

Clr.

D’ou : A A
a1 = bly”bg,u”

= byyibop' i , m € Cr

= 7ay1bobypt i , Yo € Crr

= Yom173h 2 boby 't ., 73 € C?r
= Yoy1Y3Yabap by, v € Cm

= Yasa, , Y E C?r
Ainsi 7/C*r est commutatif et C'm C C*xr. Or C*r C C'r done C'm = C?r,
par suite, C'm = C*m, Vk > 2. O
Démonstration de la proposition 1.20. — Soit p: m — N une représentation

du groupe du nceud dans N, ou N désigne un groupe nilpotent d’ordre m,
alors p|emy: C™m — C™N est un homomorphisme de groupes.
Or, C"N = {e} et C"m = C'wr, donc p|c1,: C'm — {e} est un homomorphisme

de groupes et p est abélienne. O
Ezxzemple 1.22. — Considérons ¢,,: m — N, 'homomorphisme abélien dé-
fini par
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0 ho(y) hi(y) Pn—2(7)
() =
ho(’Y) hl(’V)
0 0 ho(7y)
et
1 1 0 0
0 1 1
Om (1) = 0| =1In+Ny
11
0 0 1

ou I,, désigne la matrice identité. Alors, pour tout k£ € Z

k

L4 ul) = Ut N =3 (ﬁ)m =3 by (AT,

p=0
oules h,: m — C sont des solutions des équations d’obstruction décrites dans
k k
le paragraphe 1.5, données par h,(u*) = ( ) et ou ( ), p € N désigne le
p p

coefficient binomial défini par

(k) e (k) k=) (k=p+l)

0 P p!

1.7. Représentations métabéliennes

Définition 1.23. — Soient £k > 1 et G un groupe. Une représentation
kieme groupe
dérivé de 7, noté D¥r, est triviale. Une représentation 2-métabélienne est sim-

p: m — G est dite k-métabélienne si la restriction de p au

plement dite représentation métabélienne. Une représentation 1-métabélienne
est une représentation abélienne.

Une représentation abélienne, étant completement déterminée par la donnée
de l'image du méridien, ’étude d’une telle représentation fournit peu d’in-
formations sur le noeud. Par contre, le cas des représentations métabéliennes
présente un domaine d’étude qui a intéressé plusieurs auteurs dont on peut
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citer [Har79], [Fri04] et récemment [BF| et [HKL]. Les représentations non
3-métabéliennes ont été utilisées pour définir un invariant du noeud a partir
de son systeme périphérique [BZ03, Chapitre 14].

Rappelons que H;(X>°,Z) = 0 si et seulement si Ag(t) = 1. Nous montrons
alors le résultat suivant :

Théoréme 1.24. — Soit 7 le groupe d’un neud K de S® dont le polynome
d’Alexander est non trivial (A (t) # 1). Alors il existe une représentation
non métabélienne de w a valeurs dans G,,, pour tout n > 3.

Démonstration. — Soit a une racine du polynome d’Alexander de K . Consi-
dérons
p: m— Gy
al z(y) 0 .. 0 allzy,(y)
0 1 0 ... 0 aMazy,(y)
i ) _ ) 0
H
B 0
: 1 0
0 ... .. 0 ol

avec |y| = p(y), ou p: m — w/n’ ~ Z désigne la projection canonique.

D’apres la paragraphe 1.5, une condition nécessaire et suffisante pour que p
soit un homomorphisme de groupes est donnée par le systeme suivant :

X1 € Zl(ﬂ',ca)
Ton € Z1<7T, Ca—l)
—0x1, = T12 U Tgy

Puisque « est racine du polynéme d’Alexander du nceud, il existe x5 (resp.
To,) un cocycle dans Z'(w,C,) (resp. dans Z'(mw C,-1)) qui n’est pas un
cobord (voir paragraphe 1.3). Les cocycles étant métabéliens, il suffit de vérifier
que la restriction de xy, au deuxieéme sous-groupe des commutateurs est non
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triviale. Soient 1,7, € «’, alors :

(M1 e ) = Ti(nye) + 2 (v )+ Ze(n72) T2 (e )
= T1n(M) + T1n(72) + T12(71) 20 (V2) — T1n(V271)
+ 212(y271)T2n (V271) + (T12(11) + T12(72)) (=220 (1) — T20(72))
= T12(11) 20 (72) — 12(72)T20(71) -

Modulo une correction par un cobord, nous pouvons supposer que Zis(p) =
Ton(p) = 0. Par exemple, si x12(u) = ¢ € C*, nous remplagons x5 par la

i ¢ 3 Soient & et 3 dans 7 tels que z12(£) # 0
-«
et x9,(3) # 0. Deux cas sont possibles :
— 1" cas : Si x12(8) = 0 ou x9,(§) = 0, nous considérons v, = pBu~137!
et vo = puéptEL. Alors ¢

cochalne x15 + dd, ou d =

T1n (M2 e ) = o (B BT ) wan (€ ETY) — o (pép T e ) aan (B 67
= (u=1) - 22(B) (1 — 1) - 220 (&) — (= 1) - 212(E) (1t — 1) - 220 ()
=—(p—=1) - 212(§) (1 — 1) - 220(5)
£0.

— 27 cas : Si @19(0) # 0 et 9,(€) # 0, nous posons y = pEp~'E!
Yo = prEpuEL. Alors :

Tin(2 Ve ) = Tra(pEp T E ) wan (T ERET)
— 1o (e ) o (uEp1ET)
= (p—=1) - 212(E) (™" = 1) - 220 (§)
— (= 1) () (p — ) 9, (§)
= (@ =1)(a—=1) = (@' = D(a™ = 1))z15(&)20(§)
= 2(04 1)(a — 1) 712(§) 720 (§)
£0.

Théoréme 1.25. — Soient wy,wq, w3 € C*.
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Supposons que AK(E) = AK(ﬂ) =0 et que AK(E) # 0. Alors il existe
wWo w w3

une représentation non métabélienne p: ™ — G5 donnée par

o wlana(y) wyls(y)
p(v)=1 0 wh! Wy T3 (7)
0 0 Wi
w w w w
si et seulement si (— # — ou (— = == et dim H'(7,Cey) > 2)).
w2 w3 W2 W3 w2
Démonstration. — Soit 'application p: m — G3 définie par
w'ﬁ' W‘le’w(’ﬂ w:blxw(”Y)
p(v)=1| 0 wh! Wy T3 (7)
0 0 Wi

Une condition nécessaire et suffisante pour que p soit une représentation est
(
T19 € Zl(ﬂ', Cﬂ)
w2

donnée par le systéme suivant :{ =23 € Z'(m, C%)

0213 + 112 U3 = 0 dans H?(m, Cer)
\ w3

w
Ce systeme est vérifié puisque “L West pas racine du polynome d’Alexander
w3
et H?(m,Cw) = 0. Donc une telle représentation p existe, il suffit de voir sous
w3

quelles conditions cette représentation est non métabélienne.
w1 W2 . w1 W2 . N
Supposons que — # — . Puisque — et — sont deux racines du polynoéme
W2 w3 w2 w3
d’Alexander, nous pouvons choisir x5 et xs3 deux cocycles qui ne sont pas
des cobords. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que xio(p) =
z23(p) = 0.
/ .
Pour v1,7 € ', on a:

T13(M21 V2 ) = T12(71)Ta3(V2) — T12(V2) T3 (1) -

Soient «, 3 € 7 tels que x12(a) # 0 et z93(3) # 0. Deux cas se présentent :

— 1°" cas : Si 712(3) = 0 ou we3(a) = 0, alors pour v, = pBu~'37"! et

o = popta™t, on a :

z3(Myevn e ) = — (= 1) - aa(e) (u — 1) - 223(5)
£0.
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— 2°m¢ cas : Si x12(B) # 0 et xo3() # 0, alors pour v, = pap ta™t et

vo = p tapa™ on a:

z13(y2 e ) = (= 1) - wa(a) (= 1) - 2a3(e)
— (7t = 1) app(a)(p— 1) - z3()

w1 W3
=(——-1 — -1
(WQ )$12(04)(w2 Ja23(cv)
W2 w
—(— -1 — -1
(w1 )ﬂflz(a)(w Ja23()
w2 w2 wiws
= ——-1)(— -1 -1
ma(a)eas(0) (72 = D= D=7 — 1)
£0.
. w1 w2 ,
Supposons maintenant que — = —. Deux cas se présentent :
W9 w3

— 1°" cas : Si (212, 723) est libre, alors ils existent A, & € 7 tels que

qu()\) l’gg()\)
5 el

Ilz( X23

Pour v, = pép~ 16 et v = pAp™ A7, on a :
ri3(myer e ) = (0= 1) - 212(§) (e — 1) - was () — (1 — 1) - w10 (A) (1 — 1) - w23(€)
= (5 = DPn(€en) — 2a(Ves(€)
£0.

— 2%m€ cas : Si (w19, T03) est liée, alors il existe a € C* tel que z3(7y) =
axi2(7y), pour tout v € 7.
D’ou

T13(M7277 5 ) = 1a(71)Ta3(72) — T12(72)T23(71)
= T12(71)az12(72) — T12(72)az12( 1)
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CHAPITRE 2

MODULE D’ALEXANDER ET
REPRESENTATIONS METABELIENNES

Le but de ce chapitre est d’améliorer et de généraliser un résultat classique de
Burde et de Rham. Pour ce faire, nous nous intéressons a I’étude de ’existence
de certaines représentations du groupe du nceud dans le groupe des matrices
triangulaires supérieures inversibles d’ordre n, n > 2.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans le premier paragraphe, nous pré-
sentons le résultat de Burde et de Rham. Nous introduisons les sous-espaces
vectoriels C), de I'espace des 1-cocycles Z'(w, C,) dans le second paragraphe.
Le lien entre les sous-espaces (), et les différents facteurs dans la décompo-
sition du module d’Alexander a coefficients complexes est expliqué dans le
paragraphe 2.3. Dans le paragraphe 2.4, nous rappelons la définition de la ma-
trice de Seifert. Le fait de présenter le polynome et le module d’Alexander a
I’'aide de la matrice de Seifert nous sera utile lors de I'étude d’exemples. Le
paragraphe 2.5 est consacré a 1’étude de I'exemple du nceud 10g99. Ce dernier
est le premier exemple, dans le tableau de la classification des noeuds, dont la
torsion n’est ni cyclique ni semi-simple.

2.1. Résultat de Burde et de Rham

Soit @ un nombre complexe non nul. Rappelons que G,, désigne le groupe
des matrices triangulaires supérieures inversibles d’ordre n, n > 2. Dans ce
paragraphe, nous nous intéressons a ’étude des représentations p,: ™ — G,



du groupe d'un nceud K de S? & valeurs dans G,,, n > 2, qui sont de la forme

ol z(7) z3(y) . w(y)
0 1 1'23('7) ce xQn(fY)
()= 7 ' :
: . 1 l‘n—l,nm/)
0 . co 0 1

Remarquons que, dans le cas ou o = 1, il s’agit des représentations du
groupe d’un nceud dans un groupe de Lie nilpotent (voir paragraphe 1.6).
Burde et de Rham se sont intéressés au cas n = 2. Plus précisément, ils ont,
séparément, montré le résultat suivant :

Théoréme 2.1. — [Bur67] et [dR67]
1l existe des représentations non abéliennes du groupe du neud dans Gy si
et seulement si o est racine du polynome d’Alexzander.

Ce résultat se généralise pour n > 2 et nous allons démontrer dans le para-
graphe 2.2 le théoreme suivant :

Théoreme 2.2. — Soit n > 2. Il existe des représentations non abéliennes
du groupe du neeud dans G,, de la forme décrite précédemment si et seulement
si o est racine du polynome d’Alexander du neeud.

Lemme 2.3. — Toutes les représentations p, décrites précédemment sont
métabéliennes.
Démonstration. — Commencons par remarquer que la représentation obtenue

a partir de p,, en supprimant la premiere ligne et la premiere colonne, prend
ses valeurs dans un groupe nilpotent. Pour tout v € 7', p,(7) est une matrice

de la forme
1 *
0 [n— 1

ou I,_1 est la matrice identité (voir paragraphe 1.6) et deux matrices de cette
forme commutent. Donc p,, est métabélienne. O]

2.2. Représentations et produit-cup

Soient a, 3 € C*, les A-modules C, et Cz admettent en plus la structure
de m-modules et 'action de 7 est donnée par :

voz=az, VyemetVzeC
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avec |y| = p(y), ou p: m — /7’ ~ 7Z désigne la projection canonique.

Si feCl(r,C,) et ge C'(m,Cp) désignent deux cochaines a valeurs dans
les m-modules C, et Cg, alors on notera fUg € C?*(r, C,p) leur produit cup
donné par :

FUgln, ) = f(n)BMg(r2) , Vn,eer.

Pour n > 2, soit pY D'application qui & 7 associe la matrice

o= (st

ou V= (vy,...,0,1) € (C(m,C,))" ! et ¢,_1 est lareprésentation abélienne
décrite dans 'exemple 1.22.
Nous posons également

Cn = {U € Zl (7T, Ca) | 3 (027 s 7Un—1) € (01(7(7 Ca))n_z
tel que pUv2--vn=1) ¢ Hom(m, G,)} .

Une condition nécessaire et suffisante pour que p) soit un homomorphisme

de groupes se traduit par pY (v172) = pY (71)pY (72), pour tous 71,72 € T, et
est équivalente a

(2.1) Viny) = ahllv(%) +V()on-1(72); VYm,y e
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Cette condition est aussi équivalente au systeme suivant :

v1(172) = oMl (12) 4 v1(91)ho(72)
va(172) = &y (72) 4 v1 (1) b (72) + v2 (1) o (72)
v3(1172) = aMlug(72) 4+ v1(71)ha(12) + v2(11) 1 (72) + vs(71)ho(72)

Un1(m2) = @l (7) + i Up(1) rn—1-p(72)

(vi(1172) = vi() + &y (72)

va(1172) = v2(m) + &My (72) 4+ 01 (1) (72)

vs(1172) = vs(n) + aws(92) + vi (1) ha(72) + v2(71)ha(72)

~
n—2
Un-1(N72) = vna(1) + v, (79) + Z Up(71) fen—1-p(72)
p=1
( V1 € ZI(T(',CQ)
i—1
< —6vi:ZUpUhi_p WV2<i<n-—1
\ p=1

(voir aussi [FS8T]).
En conclusion, nous cherchons un (n — 1)-uplet V. = (vy,...,0,1) €

(CY(mw,Cy))" 1 vérifiant

i—1
(2.2) (5vi—|—2vpuhi_p:0, pouri=1,...,n—1.

p=1
Lemme 2.4. — L’ensemble C,, est un sous-espace vectoriel de Z'(m,C,) qui

contient [’ensemble des 1-cobords B'(w,C,).

Démonstration. — Soit by € C°(w,C,) tel que v; = dby, alors les cochaines
v; = —bgUh;_1, pour 2 <i <n-—1, sont des solutions de (2.2). En effet, pour
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tout 2<i<n—1,
(51)7; = —5b0 @) hi—l - bo U (5h2‘_1

1—2
= —U1 U hz‘_l + b() U (Z hp U hi—l—p)

p=1
i—2
= - U hifl + Z bo U hp U hl;lfp
p=1
i—2
=—-u U hi—l — Z Up+1 U hi—l—p
p=1
i—1
= — Up U hi—p .
p=1

Donc I'ensemble des 1-cobords B*(w, C,) est inclus dans C,,.
Soient U; et Uy deux éléments de C), et a un nombre complexe. On a :

Uy € Co, = I(va,...,00_1) € (CHm,Cy))" 2| plVr2e0n-1) € Hom(m, GL(n, C))
et
Uy € Cp = (W), ... 0 _,) € (CY(m, Ca))" 2|0 V) ¢ Hom(r, GL(n, C))
En utilisant la relation (2.1), nous pouvons facilement vérifier que
pllrtata et e on-tten ) o Hom(r, GL(n, C)).
En effet,
(Vi 4+ aVa)(m2) = Vilne) + aVa(rie)
= aVi(92) + Vi(31)du-1(v2) + aaWVa(72) + aVe(y1) du-1(72)
= aM(Vi(y2) + aVa()) + (Vi(m) + aVa(71))Pn_1(72) -

Par suite, U; + aUy appartient a C),.

[
Lemme 2.5. — Si V = (v1,...,v,_1) est solution de (2.2), alors il existe
V' = (v,...,v,_,) solution de (2.2) telle que {v,} = {v|} et vi(u) =0, pour

tout 1 << n-—1.

Démonstration. — Rappelons que s'il existe by € C%w,C,) = C, tel que
v = 0by alors v; = —bgU h;_1, 2 < i < n — 1, donne une famille de 1-
cochaines vérifiant (2.2). Plus généralement, si v; = vo = ... = v = 0 et

29



si v = dbg, alors viy; = —by U hy, pour 1 < i <n—1—k, donne une telle
famille.
Maintenant, soit V' = (vy,...,v,-1) une solution de (2.2). Posons

by = ;}1(_/1)’ alors (v; + 0by)(u) = 0. D’apres ce qui précede, il existe
—a

V] = (6b1,ws, ..., w,_1) solution de (2.2). Il est facile de vérifier, d’apres (2.1),
A

1—«
alors il existe V|| = (0,...,0,6b, wyyq,...,w,

que Vi + V] est aussi solution de (2.2). Plus généralement, posons by =

/1) solution de (2.2). De plus,
on peut aisément vérifier que V 4V} est solution de (2.2).
[l

Comme H?*(m,C,) = 0 si et seulement si Ag(a) # 0 [BA0OO, Proposi-
tion 2.1], un vecteur V' de l'espace vectoriel (C*(m,C,))"! solution de (2.2)
existe lorsque a n’est pas racine du polynome d’Alexander du nceud. Dans
le cas ou « est racine du polynome d’Alexander, nous utiliserons le résultat
suivant pour la résolution des équations d’obstruction (2.2).

Proposition 2.6. — Soit n > 2 et soit o € C*\{1} une racine du polynome
d’Alexander du neud.

Alors, il existe un uplet V- = (vy,...,v,-1) vérifiant (2.2) si et seulement
s’il existe une famille d’homomorphismes de groupes

pi: /7" — (C,+), 1<i<n-—1

vérifiant
k,  —k k i —k
(2.3) ey ™) =Y (7 o),V k€ Z.
p=1 Lep
Démonstration. — Commengons par remarquer que I’équation (2.3) peut se

mettre sous la forme matricielle
(2.4) O(Fyp ) = Fe(y) Sk, Vyer/tetVEkeZ

ot ® désigne le vecteur ligne (¢1,...,pn_1): ©'/7" — C" et J,q =
¢n—1(p) désigne la matrice introduite dans l’exemple 1.22.

Supposons que V' existe. D’apres le lemme 2.5, nous pouvons supposer que
v;() = 0, pour tout 1 < i < n — 1. Chacune des cochaines v; (resp. h;) est
métabélienne donc elle passe au quotient par 7" et définit ainsi une 1-cochaine
de 7'/7" & valeurs dans C, (resp. C). Considérons, pour 1 <i <n —1, les
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applications ¢; = ;| /. Comme V' vérifie (2.1), pour tout v € 7’ et tout
ke€Z,ona:

V(™) = o V(™) + V() dpa ()
= (V) + V(") hpn1 (7)) Pro1 (™)
= akv(7)¢n—1(ﬂ_k) .

D’ou
(") = (Y] ("),

ou [y] désigne la classe de v dans 7’/7"

Réciproquement, supposons qu’il existe une famille d’homomorphismes de
groupes ¢;: /1" — C, 1 < i < n—1, telles que ® = (p1,...,0n_1)
vérifie (2.4) et posons

Vit =®()JF.,, VyerdetVkeZ.
Alors, pour tous (y;t*), (2t*?) € 7' x T, on a :

V((nt™)(at™))

V(o + M)t )
®([y1 + " y2)) o (™ 72)
= (®([n])) + @™ [y2])) pn1 (1 72)

(1] (42) + (" 2] ) (1 72)
D) fn1 (1772) + "1 D([2]) 1 (1)
N1 (1) + MV (at"2) .

®(
®(
V(

Ainsi V' vérifie (2.1). O

Démonstration du théoréme 2.2. — Supposons que « n’est pas racine du po-
lynéme d’Alexander du nceud et considérons p,,: m — G, un homomorphisme
de groupes en posant p, = (zij)1<i<j<n-

Dans ce cas, x12 est un cobord car Z!(w,C,) = B!(w,C,). Donc x| =0
et d’apres la construction des applications C-linéaires ; de la proposition 2.6,
1<i<n-—1,ona ¢ =0.Cequiimplique que @, € Homgg ,—1y(7" /7", C,) ~
H'(7,C,) = {0} Par itération, nous obtenons ¢; = 0, pour tout 1 <i <n—1.
Par suite x4,/ =0, pour tout 2 < j <n et p, est abélienne.
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Réciproquement, si « est racine du polynome d’Alexander, il suffit de consi-
dérer, pour n > 2, 'homomorphisme p,,: © — G,, donné par

a0 .0 z(9)
0o 1 0 .. 0
pn(y) = SR
1 0
0 . 0 1

olt T3, est un cocycle dans Z'(w,C,) qui n’est pas un cobord.

2.3. Décomposition du module d’Alexander

Dans ce paragraphe, nous cherchons a retrouver la décomposition du mo-
dule d’Alexander a ceefficients complexes du nceud et ce en examinant les sous-
espaces vectoriels C,,. Commencons par présenter quelques résultats concer-
nant le module d’Alexander.

D’apres [Gor78], le premier groupe d’homologie H;(X >, C) est un C-espace
vectoriel de dimension finie, qui est isomorphe a 7’/7” ® C [BZ03]. Ce dernier
peut étre muni de la structure de A-module via I'action

t-(y®z2)=(u oz, Vyer/m"etVzeC.

Rappelons que le module d’Alexander a ceefficients complexes d'un noeud K
de S? se décompose sous la forme

ks
) ) A
H{(X>,C) = @ T3, avec Tg = @TZ}, et 75 = T e N*.
Ag(8)=0 i=1 (t=p)e

Soit a une racine du polynéme d’Alexander du nceud. Puisque Home (7' /7" ®
C,C,) ~ Homy(n'/7",C,), les applications ¢; décrites dans la proposition
2.6 définissent, par extension des scalaires, des applications C-linéaires
p;: /1" @ C — C, vérifiant (2.3). Dans les deux lemmes suivants, nous
établissons un lien entre 'existence des applications ¢; et les puissances g;.

Lemme 2.7. — Soit n > 2.

Soit p;: /7" @ C — C,, 1 <i < n—1, une famille d’applications C-
A

(t =)

linéaires vérifiant (2.3) et soit T =

Siqg<n-—2, alors pi|, = 0.
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Démonstration. — Notons ® := (¢1,...,p,-1), alors ® vérifie (2.4). Pour
tout y € n'/7" @ C,
o((t - a)-y) = a®(y)(J, " — In-1)
et pour tout y € 7,
0=&((t - ) y) =a"®(y)(J, ) = [n1)".

Supposons que ¢ < n—1, alors la (g+1)-iéme composante de a¢®(y)(J*

n—1"

I,_1)7 est donnée par (—a)%p;(y). D’ou le résultat. O

Lemme 2.8, — Soit q € N* et soit 7 = m, alors, pour tout
-«

2<n<q+1, i existe une famille d’applications C-linéaires
wi: T— Cq, 1<i<n—1, vérifiant (2.3), avec p1 #0.

Démonstration. — 11 suffit de montrer qu’il existe un vecteur ligne ® =
(P15 pn1): T— C" 1 qui vérifie (2.4).

Soit n un entier tel que 2 < n < ¢+1 et soit ® = (¢1,...,0,1): T — C*1
donnée par :

®(ey) = (1,0,...,0)
D(e;) = ®(eo)(Jyty —Tna) , V1<j<qg-—1

et prolongée par C-linéarité sur 7, o {¢; = [(t — a)’]; j = 0,...,¢ — 1}
désigne une C-base de 7.
Remarquons que ® est bien définie puisque ¢ > n — 1 et pour tout y € 7,

P((t —a)” y) = a"@(y)(J, 1) — In-1)" = 0.
Maintenant, soit 0 < j < ¢ — 2, alors
B(t-e;) = Pej1 + aey)
= aj+1(b(€0)(‘]n_—11 - n—l)jJn_—11
= a¢(ej)‘]7:—11
et
D(t-em1) = aP(e,

)
= 9P (eo)(J 1, — I,_1)" !
= qué(eg)(J;_ll - n—l)q_l‘]n_—ll
=a®(e, 1)J, .
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Ainsi
D(t-e;) =a®(e;)J,ly, V0O<j<qg-1
et
S(tF-y)=fB(y)J k., VyeretVkel.

n

Donc @ vérifie (2.4). O

Nous avons vu, dans le corollaire 1.11, qu’il y a une correspondance entre
les A-homomorphismes de H;(X>°,C) a valeurs dans C,, et le premier groupe
de cohomologie H'(w,C,). Plus précisément,

Hl(w,(Ca) ~ Homy (H;(X*,C),C,)
~ Homp (74, C,)

ko
~ @ Homy (7, C,)
i=1

Donc une base de H'(w,C,) est donnée par B = ({U},...,{Us.}), ol
U: H(X*® C) — C,, 1 <i <k, est un générateur de Hom,(7,C,). Par
abus de notation, nous confondrons {U;} avec le A-homomorphisme corres-
pondant. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 2.9. — Soit n > 2, alors :
C, = B'(n,C,) ® Vect{U; | ¢ >n — 1}
En particulier, dimec C,, = 1 4+ card{1 <i <k, | ¢ >n—1}.

Démonstration. — Soit U un cocycle de m dans C, appartenant a C,,, alors

il existe un homomorphisme de groupes ng’vQ""’vn’l) de 7 dans G,, tel que

Vomon )i (UM wa(y) .. vaa(y)
& W‘( 0T () )

D’apres la proposition 2.6, I'existence des cochaines v;, 2 < j < n —1, est

,yET

équivalente a l'existence des applications C-linéaires ¢,: 7'/7" @ C — C,
telles que

Dy = (o1, on) (Wryp™) = B (y) g1 (u "), Vk € Zet oy = {U}.

ka
D’autre part, il existe (\;)i<i<r, € CF tel que {U} = Z N{U:}.
i=1
Soit 1 < iy <k, tel que g;, <n — 1, alors d’apres le lemme 2.7, on a :

{U}(y) =0, Yy € 7.
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Clest a dire A, {U, }(y) =0, Vy € 720 car {U;}| ; =0, Vi # j.
D’ou A;, = 0.

Réciproquement, soit ¢ € {1,...,k,} tel que ¢ > n — 1. D’apres la pro-
position 2.6, pour montrer que U; € C,, il suffit de montrer que, pour tout
2 <j <n-—1,il existe une application C-linéaire ¢;: 7'/7" @ C — C, telle
que

D yn ) = (1, o) Wy ")
=" ®(y)py-1(n"), Yk €L

et o1 = {U:}.
Or l'existence de telles applications est assurée par le lemme 2.8.

Supposons que les puissances ¢; sont ordonnées de sorte que
1< < < ko

alors :

Corollaire 2.10. — Soit n > 2, alors :

1. L’ensemble des 1-cobords B'(w,C,) est strictement contenu dans C,, si
et seulement s’il existe 1 <1 < k, tel que ¢; > n — 1.
2. Dans la filtration de l’espace des 1-cocycles Z'(m,C,), on a :

BI(W,CQ) = CQkaJrQ - CQkaJrl - qua C---CCy= Zl(W,CQ)

3. La codimension du sous-espace C,, dans C,_1 est égale au nombre des g;
égaur a p — 2 c’est a dire

dimCpy —dimC, =card{l1 <i<k,|q¢=p—2}, Vp>3.

2.4. Matrice de Seifert et Invariants d’Alexander

Pour appliquer les résultats du théoreme 2.9 et du corollaire 2.10 aux
exemples concrets de noeuds, nous aurons besoin d’exprimer le polynome
d’Alexander et de présenter le module d’Alexander en fonction de la matrice
de Seifert du noeud (voir proposition 2.16).
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2.4.1. Projection réguliere d’'un noeud. — Pour représenter un noeud
K, on le projette sur un plan. On met ensuite en place une convention de
dessin pour reconnaitre dans chaque croisement la position relative des brins.
On peut attribuer a un nceud un sens de parcours. Ce sens de parcours sera
alors signifié par une fleche. Un noeud muni d’un sens de parcours sera appelé
un neud orienté. On appelle projection du neud ou diagramme du neud, une
projection réguliere du noeud sur un plan munie de l'orientation induite par
celle du noeud. Un nceud est dit en position réguliére s’il vérifie les conditions
suivantes :

— si un point est multiple, il est le croisement d’au plus deux droites,

— il existe un nombre au plus fini de points multiples,

— aucun point double n’est I'image d’un sommet de K.
Un neeud possede plusieurs projections régulieres. Deux diagrammes sont dits
équivalents si I'un est obtenu a partir de 'autre par une suite finie des mouve-
ments de Reidemeister [BZ03, Chapitre 1, § CJ.

Proposition 2.11. — [BZ03, Proposition 1.14]
Deuz neeuds sont équivalents si et seulement si leurs diagrammes sont équi-
valents.

2.4.2. Surface de Seifert. — Nous commencons par énoncer le résultat
suivant di a L. Pontrjagin et F. Frankl :

Théoréme 2.12. — [BZO03, Proposition 2.4] ou [Mur08, Théoreme 5.1.1]
Chaque neeud orienté borde une surface connexe orientable dans R3.

Définition 2.13. — Soit K un nceud orienté. Une surface connexe, orien-
table F' de bord K est appelée surface de Seifert de K. L’orientation de F
est naturellement induite par celle du nceud K.

Remarque 2.14. — Soit K un nceud orienté. La surface de Seifert de K
n’est pas unique.

Définition 2.15. — [BZ03, Définition 2.5]
Le genre minimal des surfaces de Seifert qui bordent un noeud K est appelé
genre de K.

2.4.3. Algorithme de Seifert. — On va construire une surface de Seifert
d'un nceud K a partir d’une projection réguliere de K. Soit D un diagramme
d’un nceud orienté K. On décompose D en plusieurs courbes simples fermées.
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Pour ce faire, on commence par tracer un cercle centré en un croisement. Ce
cercle rencontre D en quatre points qu’on notera a,b,c,d (voir figure).

(b)

On relie ensuite les points a et d, et b et ¢ comme le montre la figure pré-
cédente. En répétant cette opération a chaque croisement, on élimine tous les
croisements de D. Ce dernier sera alors composé de plusieurs courbes fermées
simples. Chaque courbe borde un disque.

-

(a)

On releve ces disques & R? & des niveaux différents et on les relie par des
bandes correspondant aux croisements. La surface obtenue est une surface de
Seifert de K. Pour plus de détails, voir [Mur08, Chapitre 5].

2.4.4. Matrice de Seifert. — Soit K un nceud orienté de genre g et soit
F une surface de Seifert de K donnée selon la construction précédente. Alors
F' comporte exactement 2g courbes. On épaissit F', autrement dit, on trace



F x [0,1] tout en respectant l'orientation.

Fx(1)

(1))

Etant donnée une courbe «/, on notera a x (1) par a¥ et on gardera la notation
a pour a x (0).

La matrice
M = (Lk(a;, &) 1<i <2

est appelée matrice de Seifert de K.

Ici, le nombre d’enlacement Lk(ay, «;) est défini de la fagon suivante : soit
lij (vesp. ;) le nombre de fois que «; passe au dessus de «; de la gauche vers
la droite (resp. de la droite vers la gauche), alors Lk(oy,a;) = l;; — 145. La
matrice de Seifert n’est pas un invariant du noeud. Néanmoins, on peut définir
des invariants du noeud a partir de la matrice de Seifert.

Proposition 2.16. — [BZ03, Théoreme 8.8] et [BZ03, Proposition 8.11]
Soit V' une matrice de Seifert d’un neud K. Alors A(t) = VT —tV est une
matrice de présentation du module d’Alexander Hy(X*°,Z).
Le polynome d’Alexander de K est donné par :

Ag(t) = det(VT —tV).
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2.5. Exemple du noeud 10

Le premier exemple, dans le tableau de la classification des nceuds, dont la
torsion n’est ni cyclique ni semi-simple est le nceud 10g99. La matrice de Seifert
du neeud 1099 est donnée par

-1 -1 0 000 -1 0
o -1 0 00O 0O O
-1 -1 -1 000 -1 0
v _ -1 0 -1 101 0 O
-1 -1 -1 111 —-11
o 0 0 001 0 O
0O -1 0 000 —-120
-1 -1 -1 101 —-11

(voir http ://www.indiana.edu/~knotinfo/) donc une matrice de présenta-
tion du module d’Alexander est A(t) = VT — ¢V, ot VT désigne la ma-
trice transposée de V. Le polynéme d’Alexander du nceud 1099 est donné par
Aige (t) = (12—t + 1)* et ses racines sont a = e™/3 et o~ = e7/3,

Soit m > 3. Nous cherchons un vecteur ligne ® = (¢1,...,p,-1), ou les
p;: /" ®C — C,, 1 <j<n-—1,sont des applications C-linéaires telles
que

Ot y) =Py ", VYyer/i"@CetVEkecZ.

Comme A-module, le module d’Alexander a ccefficients complexes du nceud
10g9 est isomorphe & A® /(A% A(t)). Or le module A® est un A-module libre dont
la base canonique est donnée par e, = (0,...,0,1,0,...,0), pour 1 <i <8.

Posons z;; = p;(e;), pour 1 <i<8et 1 <j<n-—1.Alors
B(t" €)= ®(e)JF, VhkEZetV1<i<8,

i n—1»

ou ®(e)) est le vecteur ligne (x;1,...,%;,—1). De plus, pour que ® définisse
une application sur A® /(A3A(¢)) il faut et il suffit que

(2.5) D(A*A(t)) =0
autrement dit,
®(t"efA(t) =0, VkcZetV1<i<8§.

Or
S(the (VT —tV)) = o ®((VT — aV))J K
+ak+1<I>(e;V)(]n_1 - J;_ll)JJfl .
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Donc (2.5) est équivalente a

(2.6) (VT —aVyp+aVe(l,.1—J ) =0,

n

ou ¢ = (pj(€;)) 1<i<s -

1<j<n—1
— Pour n =2 : La condition (2.6) est équivalente au systeme suivant :

;

T11 = 051
T21 = Te1
T31 = —Ts1

Ty = 0421'51 + (O./ — 1)1’61
T = (Oé — 1)3761
Tg1 = —QTs1

\

Il s’en suit que dim H'(7w, C,) = 2, ou 7 est le groupe du nceud 10gq.
— Pour n =3 : La condition (2.6) est équivalente & :

;

T11 = 051
T21 = Te1
x31 = —Ts1

Ty = @?x5 + (a — 1)zg
T = (Cl/ — 1)1’61

xrg1 = —QTs1

12 = Q51

To = Tga + (—a? + 2a) x5,

T3p = —2Ts51

T2 = (@ — D)xes + w61 + (a0 — 2)x
42 62 61 51

Tro = (—20&2 + Oé)[L’ﬁl + 21’51
T70 = (v — 1)z62 + (@ — 2)xs1 + P
Tgo = (—2 - 042)5661 — QT51

\

Ceci implique que la (¢t — a)-torsion du module d’Alexander du nceud
1099 se décompose sous la forme :

A o A
(t—a)n ~ (t—a)®

Ta = , avec i, QQ22

— Pour n = 4 : Par un calcul direct, on montre que pour que la condi-

tion (2.6) soit satisfaite, il faut que x5; = 241 = 0, autrement dit, il faut
que ;1 = 0. Par dualité, nous concluons que le module d’Alexander a
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coefficients complexes du nceud 1099 se décompose sous la forme :
A o A ® A o A
(t—a) " (t—a) " (t—a)> " (t—al)*
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CHAPITRE 3

DEFORMATIONS D’UNE
REPRESENTATION METABELIENNE DU
GROUPE D’UN N@EUD DANS SL(3,C)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude des déformations de cer-
taines représentations métabéliennes du groupe du nceud dans SL(3,C), asso-
ciées a une racine double du polynéme d’Alexander, dans le cas d’une torsion
cyclique. Nous commencons par présenter des résultats généraux au premier
paragraphe. Les résultats essentiels concernent le cas de SL(3,C) et sont énon-
cés dans le paragraphe 3.2. Le paragraphe 3.3 est consacré au calcul des dimen-
sions de H*(m, sl(3,C)). La démonstration du théoreme 3.9 est donné dans le
paragraphe 3.4. Le dernier paragraphe contient la démonstration d’un résultat
technique lié au calcul du produit-cup.

3.1. Groupes de cohomologie et variétés des représentations

Soit n > 2 et soit p: m — SL(n,C) une représentation du groupe du
neeud dans SL(n,C). On notera si(n,C), l'algebre de Lie sl(n,C) munie de
la structure de m-module via ’action de la représentation adjointe Adop.

Le lemme suivant présente des dualités de Poincaré pour la cohomologie de
I'espace complémentaire X du nceud. Pour plus de détails, voir [Por97].

Lemme 3.1. — Pour i € {0,1}, on a :

1. H(X,sl(n,C),)* ~ H>(X,0X,sl(n,C),).
2. H(0X,sl(n,C),)* ~ H*(0X,sl(n,C),).

En conséquence, dim H'(0X, sl(n,C),) = 2dim H*(9X, sl(n,C),).
Démonstration. — La forme de Killing sur sl(n,C) donnée par

B(x,y) = tr(zy)



étant non dégénérée, car sl(n,C) est une algebre de Lie semi-simple, elle induit
un produit-cup non dégénéré pour la cohomologie de X ainsi que pour la
cohomologie de 90X et pour i € {0,1}, on a:

H'(X,sl(n,C),) x H*"(X,0X,sl(n,C),) — H*(X,0X,C) ~C
H'(0X,sl(n,C),) x H*(0X, sl(n,C),) — H*(0X,C) ~C
D’ou les isomorphismes de Poincaré donnés dans le lemme.

En particulier, dim H°(9X, sl(n,C),) = dim H*(0X, sl(n,C),). Comme la
caractéristique d’Euler pour 0.X est nulle,

dim H'(0X, sl(n,C),) = 2dim H°(0X, sl(n,C),) .
[l

Lemme 3.2. — Dans la suite exacte longue en cohomologie associée a la
paire (X,0X), on a :

(3.1)  HYX,sl(n,C),) % H'(0X,sl(n,C),) 5 HX(X,0X,sl(n,C),)
avec rga = £ dim H*(0X, sl(n,C),).
Démonstration. — Par dualité, on obtient a partir de (3.1) la suite exacte :
H'(X,sl(n,C),) & HY(0X, sl(n,C),) & H2(X,0X, sl(n,C),).
Donc, §* = a et
dim H'(9X, sl(n,C),) = rg B + dim ker 3
=1gf" +rga
=2rg0.
0

Définitions 3.3. — Soient n > 2 et p: m — SL(n,C) une représentation.
Une déformation formelle de p est donnée par un homomorphisme p: ™ —

SL(n,C][t]])défini par

poc(7) = exp (Zt"ui(v)> p(7)

ot u;: m — sl(n,C), sont des 1-cochaines de C'(m, sl(n,C),) telles que pg o
Poo = P-

Ici, po: SL(n,Cl[[t]]) — SL(n,C) désigne ’homomorphisme d’évaluation a
t =0 et CJ[[t]] est 'anneau des séries formelles en .
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On dit que po est une déformation formelle jusqu’a l'ordre k de p si ps
est un homomorphisme modulo #*+1.

En général, une déformation formelle d’une représentation p: m — SL(n,C)
correspond a une suite infinie d’équations d’obstruction qui sont définies d’une
facon récursive (voir [Gol84]). Si la k-ieme équation d’obstruction est nulle,
la (k + 1)-ieme obstruction est définie dans H?(m, sl(n,C),).

La condition d’homomorphie de p, a l'ordre 1 est équivalente a u; €
ZY (7w, sl(n,C),) est un cocycle. On dit que u; € Z'(m,sl(n,C),) est inté-
grable s’il existe une déformation formelle de p avec premier terme wu;. Les
obstructions a l'ordre 2 proviennent du produit-cup en cohomologie de u;
avec lui-meéme.

Le lemme suivant donne un résultat analogue a celui de [HPSPO1, Propo-
sition 3.1]. Ce dernier concerne le cas de l'algebre de Lie si(2,C).

Lemme 3.4. — Soient uy,...,u; € C'(m,sl(n,C),) telles que

pe(v) = exp (Z tiw(v)) p(7)

est un homomorphisme du groupe du neud dans SL(n,Cl[t]]) modulo t*!.
Alors il existe une classe d’obstruction Cpy1 = ,gill’""”’“) € H*(m,sl(n,C),)

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) : Il existe une cochaine ugi1: ™ — sl(n,C), telle que

pr+1(y) = exp (Z t"ui(v)) p(7)

est un homomorphisme modulo t"+2

si et seulement st (g1 = 0.
(ii) : L’obstruction (ki1 est naturelle, i.e. si f: I' — m est un homomor-
phisme de groupes alors f*py = pr o f est aussi un homomorphisme

thrl

modulo et on a :

* UL yeenyU ffut,... . f*u
/ (C}g-i-ll k)) - lg+1 ' k)'

Démonstration. — Pour la démonstration, on renvoie a [HPSPO1]. Il suffit
de remplacer SL(2,C) (resp. sl(2,C)) par SL(n,C) (resp. sl(n,C)) dans la
preuve de la proposition 3.1. O]
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Soit i: 0X — X Vlinclusion naturelle du bord de X dans X et soit
iy m(0X) — m(X) lapplication induite par ¢ sur les groupes fondamen-
taux de X et 0X.

Théoréme 3.5. — Soient n > 2 et p: ®m — SL(n,C) une représentation
du groupe du neud dans SL(n,C) telle que dim H*(0X,sl(n,C),) =n — 1.
Supposons qu’il existe un polynome P € C[X] tel que p(l) = P(p(p)). Alors la
représentation poiy est un point lisse de R(Z®Z,SL(n,C)). Elle est contenue
dans une composante de dimension n>+n—2 de la variété des représentations

R(Z&® Z,SL(n,C)).

Démonstration. — On a :
R(Z&Z,SL(n,C)) ~{(A,B) € (SL(n,(C))2 | AB = BA}

On peut aisément vérifier que si A et B € SL(n,C) commutent et si A admet
des valeurs propres deux a deux distinctes, alors le couple (A, B) appartient a
une composante de dimension égale a

d=2(n—1)+dimBY(Z® Z,sl(n,C),)
=2dim H(Z ® Z, sl(n,C),) + dim BY(Z & Z, sl(n,C),)
=dim H(Z ® Z, sl(n,C),) + dim BY(Z & Z, sl(n,C),)
=dim Z'(Z® Z, sl(n,C),)

Le théoreme est alors conséquence du fait que ’ensemble des matrices a valeurs
propres distinctes est dense dans SL(n,C). En effet, soit P € C[X] un poly-
nome tel que p(l) = P(p(u)). Nous considérons une suite (Ay) de matrices a
valeurs propres distinctes qui converge vers p(u) et nous posons B; = P(Ag).
Notons par ¢/ une détermination de la racine n-ieme telle que /1 = 1. Il est
facile de voir qu’a partir d’'un certain rang, la matrice

B
By = ——
{/det B,

est bien définie et que klim By, = p(1). De plus, puisque chaque couple (Ay, By)

est contenu dans une composante de dimension d, il en est de méme pour
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(p(w), p(1)). Et pour terminer, on a :
d=2(n—1)+dim B (Z @ Z, sl(n,C),)
=2(n—1)+n*—-1—dimH(Z & Z,sl(n,C),)
=2n—2+n"—1-n+1
=n’4+n-—2.

Le résultat suivant est implicitement contenu dans [HPO05] :

Théoréme 3.6. — Soit n > 2. Supposons que dim H°(0X,sl(n,C),) =
dim H?*(X,sl(n,C),) =n —1 et que H(X,sl(n,C),) = 0. Si poiy est un
point lisse de R(m(0X),SL(n,C)), alors la représentation p est un point
lisse de la variété des représentations R(mw,SL(n,C)).

Démonstration. — Rappelons que 'espace tangent de Zariski de R(w, SL(n,C))
en p est contenu dans l'espace des 1-cocycles Z'(, sl(n,C),). Pour montrer
que p est un point lisse, il suffit de montrer que tous les cocycles dans
ZY(m, sl(n,C),) sont intégrables. Pour ce faire, nous allons montrer que toutes
les équations d’obstruction sont nulles en utilisant le fait qu’elles sont nulles
sur le bord.

Considérons la suite exacte en cohomologie pour la paire (X, 0X)

0 — H°(0X,sl(n,C),) — H'(X,0X,sl(n,C),)
— H'(X,sl(n,C),) — H' (90X, sl(n,C),) — H*(X,0X,sl(n,C),)
— H(X,sl(n,C),) 5 H*(9X, sl(n,C),) — 0

La dualité de Poincaré donne dim H*(9X, sl(n,C),) =n — 1. L’application
iy étant surjective et dim H*(X, sl(n,C),) = dim H*(0X, sl(n,C),), il s’en
suit que

H?*(X,sl(n,C),) ~ H*(0X,sl(n,C),).

En utilisant le fait que
H?*(X,sl(n,C),) ~ H*(r,sl(n,C),) et H*(0X, sl(n,C),) ~ H*(m(0X), sl(n,C),)
(voir le lemme 1.13), on en déduit que

i*: H*(m,sl(n,C),) — H*(m(0X),sl(n,C),)

est un isomorphisme.
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Montrons maintenant que tout élément de Z*(r,sl(n,C),) est intégrable.
Soient wy,...,u,: ™ — sl(n,C), des 1-cochaines telles que

k
pir(7) = exp (Z tiui(7)> p(7)

soit un homomorphisme modulo ¢**1. Alors la restriction py oiy: 7 (0X) —
SL(n,Cl[[t]]) est aussi une déformation formelle d’ordre k. Comme poiy est un
point lisse de la variété des représentations R(Z@Z, SL(n,C)), le théoreme des
fonctions implicites formelles implique que p;, o i s’étend a une déformation
formelle d’ordre k4 1 (voir [HPSPO1]). Par suite, on obtient :

At ug) ek~ (uneug)
0= G = 1" Gppy

On utilise l'injectivité de ¢* pour déduire que les obstructions C,Eill’""u’“) sont

nulles.

Ainsi tous les cocycles dans Z'(, sl(n,C),) sont intégrables. En appliquant
le théoreme d’Artin [Art68], on montre l'existence d’une déformation conver-
gente a partir d’'une déformation formelle de p.

D’out p est un point lisse de la variété des représentations R(w, SL(n,C)).

0

3.2. Cas de SL(3,C)

Dans toute la suite, nous désignerons par a € C* une racine du polynome
d’Alexander du nceud et nous supposerons que dim H'(w,C,) = 1, c’est-a-
dire que la (t — a)-torsion du module d’Alexander & ceefficients complexes est
cyclique et est de la forme

Toa=A/(t—a)?, qeN*.

D’apres le corollaire 2.10 et le lemme 2.3, on sait que si « est une racine de
multiplicité supérieure ou égale a 2 du polynome d’Alexander (i.e. ¢ > 2), alors
il existe une représentation métabélienne, non abélienne p: © — (G5 définie par

all z() g(v)
p(y)=10 1 h(y)
0o 0 1

ou h: m — C est un homomorphisme non trivial, z: 7 — C, est un 1-
cocycle qui n’est pas un cobord et g: m — C, est une 1-cochaine qui vérifie
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d0g + zUh = 0. Rappelons que, modulo une correction par un cobord, nous
pouvons supposer que z(u) = g(u) = 0.

L’homomorphisme p induit une représentation du groupe du nceud dans
SL(3,C) donnée par

po: ™ — SL(3,C)
v a B)p()

1/3

Ici, a=/°: m — C* est un homomorphisme tel que

(@ )P =all vyem.

(voir corollaire 1.18).

L’algebre de Lie si(3,C) est munie de la structure de m-module via I'action
de la représentation adjointe Adopy: ™ — Aut(sl(3,C)) et elle est simplement
notée sl(3,C).

Notons par (E;;)1<; <3 la base canonique de M(3,C) et posons

-2 0 0 10 0
D1 = 0 10 et D2 = 0 1 0
0 01 00 -2
alors (D1, Ds, (Eij)i<izj<3) est une base de sl(3,C). Posons également
C4(3) := (Ehg, Fag, E13) et by := (Dy, Dy, F1s, Ea3, E13) la sous-algebre de
Borel des matrices triangulaires supérieures.

L’action de Adop sur C,(3) et b, est donnée par :

v B = OéMEu - ahlh(V)Em
V- Eis=aE
(3.2) v+ Fag = Fos3 + z(v) Eq3
v Dy = Dy +32(7)Er2 — (32(v)h(v) — 39(7)) Ens
7+ Dy = Dy — 3h(y)Eas — 3g(7) Ens
Ainsi C,(3) et by sont des m-sous modules de si(3,C).
De plus, le sous-espace vectoriel (Ej3) est un m-sous module de C,(3) dont

I’action est donnée par la multiplication par «, donc on a la suite exacte courte
suivante

(3.3) 0 — (Ei3) — C(3) = C.(3)/ (Ew3) — 0.
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Remarquons que (FEj3) ~ C, et que C,(3)/(Fy3) ~ C @ C,. Le dernier
isomorphisme est induit par la projection
pr: CL(3) = CeC,
M — (p23(M), p12(M))
ou p;; désigne la projection sur la (i, j)-ieme coordonnée.
D’autre part, C,(3) étant un m-sous module de b, , nous posons D, :=

by / C4(3). Alors D, ~ C @ C. Cet isomorphisme est induit par la projection
d’un élément de by sur ses coordonnées en Dy et D,. La suite courte

est exacte.
L’action de Adop sur les matrices triangulaires inférieures dans si(3,C) est
donnée par :
Y- E21 = O./_W‘Egl (mod b+)
(3.5) v+ By =a Mh(y)Ey + a MEy —a™M2(7)Esy  (mod by)
Y- E32 = E32 (HlOd b+) .

Nous définissons C_(3) comme étant le quotient si(3,C)/b. Alors, on a la
suite exacte courte de m-modules :

(3.6) 0—b, —sl(3,C) -C_(3) —0

Posons Eij = E;; + by, pour 1 < j < ¢ < 3. On remarque que <E21,F32>
est un 7-sous module de C_(3) et que <E21,E32> ~ C,-1 @ C. De plus,
le quotient C_(3)/ <F21,E32> est isomorphe & C,-1. Cet isomorphisme est
simplement donné par la projection sur la (3, 1)-iéme coordonnée.

D’ou

(3.7) 0 —>Ch-1dC—-C_(3) 5 Cp-1 — 0
est exacte.
Lemme 3.7 — On a :

1. H%(X,sl(3,C)) =0.

Par conséquent, dim H' (X, sl(3,C)) = dim H?(X, sl(3,C)).
2. dim H°(0X, sl(3,C)) = dim H?*(0X, sl(3,C)) = 2.
3. dim H'(9X, sl(3,C)) = 4.
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Démonstration. — On a :
H°(X,sl(3,C)) ={A€sl(3,C) |y-A-A=0,V~ye X}
= {0}

Ceci découle des formules (3.2), (3.5) et (3.10) et du fait que 1 n’est pas racine
du polynome d’Alexander du nceud. La caractéristique d’Euler pour X étant
nulle, il vient que

dim H'(X, sl(3,C)) = dim H*(X, sl(3,C)) .
De méme,

H°(0X,sl(3,C)) ={A€sl(3,C)|v-A—A=0, ¥Vvye€oX}
={Ae€sl(3,C) | u-A=A}

Ceci est conséquence du fait que la longitude appartient au second sous-groupe
des commutateurs 7" et qu’alors son action est triviale. Nous renvoyons de
nouveau aux formules (3.2) et (3.5) qui donnent I’action de Adop sur les élé-
ments de la base de si(3,C) et a partir desquelles nous constatons que Fag
et D1 = Fy — 2Fq1 + E33 sont les seuls éléments invariants par I'action de
Adop(u). Donc dim H°(0X, sl(3,C)) = 2, et par dualité, dim H?(0X, sl(3,C))
est aussi égale a 2. Comme la caractéristique d’Euler pour 0X est nulle,
dim H'(0X, sl(3,C)) = 4. O

Lemme 3.8. — La représentation py o iy est un point lisse de R(Z &
Z,SL(3,C)). Elle est contenue dans une composante de dimension diz de la
variété des représentations R(Z & Z,SL(3,C)).

Démonstration. — Ceci est conséquence directe du théoreme 3.5 et du
lemme 3.7. O

La démonstration du théoreme suivant sera donnée dans la paragraphe 3.4.

Théoréme 3.9. — Supposons que la (t — «)-torsion du module d’Alexan-
der est cyclique de la forme A/(t —a)?. Si « est une racine double du poly-
nome d’Alexander, i.e. ¢ = 2, alors il existe un arc analytique de représenta-
tions irréductibles non métabéliennes de m dans SL(3,C) d’extrémité py. De
plus, la représentation py est un point lisse de la variété des représentations
R(m,SL(3,C)) de dimension locale diz.
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3.3. Cohomologie des représentations métabéliennes

Rappelons que tout au long de ce paragraphe, nous supposons que
dim H'(7,C,) = 1. Plus précisément, nous supposons que la (t — a)-
torsion du module d’Alexander a ceefficients complexes est cyclique de la
forme

To = A/ (t — )" , avec ¢ > 2.
Rappelons aussi que :

H(xm,C)~C ; HY(7,C)~C ; H*mC)=0
H(x,C,)=0 ; HY7,C,) ~C ; H*mC,) ~C

12

(voir paragraphe 1.3).
Le but de ce paragraphe est de calculer les dimensions de H*(7, sl(3,C)) en
fonction de la valeur de q.

Lemme 3.10. — On a :

H'(m,C.(3)) =0

H'(7,C4(3)) ~ H'(r,C) ® H'(7,C,)

2, €, (3)) ~ B3, Co) & H(r, C.)
)

En particulier, dim H'(7,C,(3)) = dim H?*(7,C,(3)) = 2.

Démonstration. — La suite exacte longue en cohomologie associée a (3.3) est
donnée par :

0 — H(r,C4(3)) — H(x,C) 2 H'(x,C,) — H'(m,C4(3))
— H'Y(r,C) @ H'(r,Co) 2 H2(n,C,) — H(m,C.(3)) — H(m,Cp) — 0
Commencons par calculer §': H°(r,C) — H'Y(w, C,). Soit ¢ € C =~
H°7,C), on a: §'(c) = {d.}, ot d.: m — C, est donnée, pour tout v € ,
par :
de(7) = p13(6(cEas)(7))
= cp1s((y — 1) - Eas)
= exl).
Comme {z} # 0 dans H'(w,C,) et dim H°(x,C) = dim H'(«,C,) = 1, §'

est un isomorphisme. Ceci implique que H®(w,C,(3)) = 0 et la suite exacte
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longue en cohomologie devient :

(3.8) 0— HY(m,C.(3)) — H'(r,C) ® H'(r,C,) 2 H(,C,)
— H*(7,C,(3)) — H*(r,C,) — 0.

Considérons maintenant §?: H'(w,C) @ H'(r,C,) — H?*(m,C,). Soit I/ €
2(n,€) = Hom(r,C), alors #*({#'},0) = {di}, avec pour tous 11, € 7

dp (’71, ’72) = p13(5(hlE23)<’717 72))
= pis(7 - (B (72) Eas) — B (1y2) Eos + W' (71) Eas3)
=2UN(71,72) -
De méme, pour 2’ € Z'(7,C,), on a 6%(0,{2'}) = {d..}, avec
do(1,72) = —h U 2'(71,72) .

Donc 6%: ({I'},{#'}) — {zUR'} —{hU2'}. Puisque a n’est pas une racine
simple du polynome d’Alexander, §* = 0 [ALO2, Théoréme 3.2]. Donc la suite
exacte longue (3.8) donne les suites exactes courtes suivantes :

0— H'(m,Cy(3)) — H'(7,C)® H'(7,C,) — 0

0 — H*(m,C,) — H?*(m,C,(3)) — H*(w,C,) — 0
desquelles, on déduit que dim H'(7, C,(3)) = dim H*(r,C,(3)) = 2.

Dans le lemme suivant, nous calculons les dimensions de H*(7,by).

Lemme 3.11. — On a :
1. dim HO(r,b,) = 0.
2. 8t q=2, alors dim H'(7,by) = dim H*(m,b,) = 1.
3. Siq>2, alors dim H'(w,by) = dim H?*(7,b, ) = 2.

Démonstration. — La suite exacte courte
0—-Cy(33) —=by — Dy —0
induit la suite exacte longue suivante en cohomologie
0 — H(m,by) — H'(r,C) ® H(m,C) &> H'(w,C(3)) — H'(r,bs)
— H'(r,C) & H'(r,C) & H2(r,C.(3)) — H(r,b:) = 0.
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Calculons §': HO(w,C) @ H(w,C) — H'(m,C,(3)). Soient ¢;,cy € C =~
H°7,C) et soit py la projection sur C,(3). On a: 6'({c;},0) = {d.,}, ou
de, () = p+(0(c1D1) (7))
= ap+((y —1)- D1)
= 3c12(7)Er2 — (32(7)h(7) — 39(7))c1 Ens
et 61(0,{c2}) = {d.,}, ou
dey(7) = p+(0(c2D2) (7))
= cpi((y—1) - D)
= —3C2h(7>E23 — 3C29(’7)E13
Comme {z} # 0 dans H'(w,C,) et {h} # 0 dans H'(w,C), &' est in-
jective. De plus, dim H!(m,C,(3)) = 2 et dim H’(wr,C) = 1 donc §' est un
isomorphisme. Dot H°(w,b,) = 0 et la suite
0 — H'(m,by) = H'(m,C) & H'(,C) = H(w,C.(3)) — H(m,b;) = 0

est exacte.
Soient hy, b} € Z(w,C). Alors §?({h1},0) = {dp, }, ot pour tous 71,72 € T,

dny (71,72) = p+(8(h1D2)(71,72))
= pi (71 - (h1(y2)D2) — ha(7172) D2 + ha(71) D2)
= —=3h U hy(71,72)Eas — 39 U hi(71,72) Ers
et 62(0,{n}}) = {dy }, ot
dp, (1, 72) = p+(3(h D1)(71,72))
= p+(71 - (M (72) D1) — Ky (7172) D1 + by () Dh)
=3z Uhi(71,72) B2 — 3((zh — g) UKL (71, 72) Ens -

Ici, zh(7y) est simplement donné par le produit z(v)h(y), pour v € 7. Comme
H?*(7,C) =0, {hUhy} =0 et il existe hy: m — C une 1-cochaine vérifiant
Ohy +hUhy =0. Alors,

52({}7’1}70) = {dhl - 6f1}7

ou fi: m — C4(3) est une 1l-cochaine définie par fi(y) = 3ha(7y)Es23, pour
tout v € m et

(dn, = 6f1)(71,72) = 3(2 U ha(1,72) + g U ha(71,72)) Ers, ¥V vy, 2 €.

54



Or d’apres le corollaire 2.10, {z U hy + g U hy} = 0 dans H?*(w,C,) si et
seulement si ¢ > 2.
Soit ¢': m — C, une 1-cochaine vérifiant dg’ + 2 U h} = 0. Alors,

0%(0, {hy}) = {dw;, + 01},

ou fi: m — C,(3) est une 1l-cochaine donnée par f{(vy) = 3¢'(y)E12, pour
tout y € m et on a :

(A +0f7)(71,72) = =3(h U g'(71,72) + (2h — g) U B (71,72)) Ehs

D’ou Imé? C H?*(w,C,). En particulier, rg 62 < 1 et deux cas sont possibles :

— Premier cas : ¢ = 2, ceci implique que {z U hy + g U hy} # 0 dans

H?(m,C,). Donc rg§? = 1 et la suite exacte longue en cohomologie donne
dim H' (7, by) = dim H?*(m, b, ) = 1.

— Deuxiéme cas: ¢ > 2, alors (zUhg+gUhy) Ey3 et (hUg'+(zh—g)UR}) E13
sont deux 2-cocycles de classe nulle dans H?(w,C,). En effet, posons
g = zhi — ¢, alors 6g+hi Uz =0et {hU¢g +gUAh|} =0 dans
H?(mr,C,) si et seulement si ¢ > 2, d’apres le lemme 3.28. Il s’en suit
que 62 = 0 et d’apres la suite exacte longue en cohomologie, H'(m, b, ) ~
HY(m,D,) et H*(m,by) ~ H*(m,C,(3)). En particulier, dim H'(w,b,) =
dim H?(m,by) = 2.

]

Rappelons que C_(3) désigne le quotient si(3,C) / b, , alors on a le résultat
suivant :

Lemme 3.12. — On a:
H(7,C_(3)) ~ H"(7,C)
et les deux suites
0— H'(m,Cqn) @ H' (7,C) — H'(7,C_(3)) — H'(7,Cp1) — 0
0 — H*(m,Cq-1) — H*(r,C_(3)) — H*(m,Cs-1) — 0

sont ezxactes.
En particulier, on a :

dim H(7,C_(3)) = 1
dim H*(7,C_(3)) =3
dim H?(7r,C_(3)) = 2
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Démonstration. — La suite exacte longue en cohomologie associée a (3.7)
donne :

0— Hr,C) — H°m,C_(3)) — 0
et

0% HY(7,C) @ H'(7,Cpr) — H'(1,C_(3)) — H'(m,Comr)
A H2(rr,Cor) — H(mr,C_(3)) — H2(mr,Co-1) — 0.
Soit z_ un 1-cocycle dans Z*(w,C,-1), alors 6%({z_}) = {d._},oud, : mx
m — C,-1 est la 2-cochaine définie pour tous 7;,7, € 7 par :
d._(71,72) = P21 (6(2—E31)(71,72)
= pa1 (71 (2-E31)(72) — 2= (1172) B + 2— (1) E31)

= Mh(y1)z (1)
=hUz_(7,7%)-

Puisque ¢ > 2, {hUz_} =0 dans H?*(w,C,-1), donc 6> =0 et la démons-
tration est achevée.

O
Proposition 3.13. — On a :
1. H(m,sl(3,C)) =0.
2. Si ¢ =2, alors dim H'(r,sl(3,C)) = dim H*(r, sl(3,C)) = 2.
3. Si q>2, alors dim H' (7, sl(3,C)) = dim H*(r, sl(3,C)) > 2.
Démonstration. — La suite exacte courte de m-modules (3.6) induit en coho-

mologie la suite suivante :

(3.9) 0— H'm,sl(3,C)) — H(7,C_(3)) 2, HY(7,b,) — H' (7, sl(3,C))
— HY(7,C_(3)) -5 H(m,by) — H(r, sl(3,C)) — H*(r,C_(3)) — 0.

Comme H(7,sl(3,C)) =0 (voir le lemme 3.7), §' est injective.
— Premier cas : ¢ = 2.
Puisque dim H%(r,C_(3)) = dim H'(m,by) (voir lemme 3.12 et
lemme 3.11), §' est un isomorphisme. Donc, on obtient :

0— HO(T{',C_(?))) — Hl(ﬂvb+) —0
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et

0 — H'(r,sl(3,0)) — H'(r,C_(3)) & H(m,b.)
— H*(m,s1(3,C)) — H*(7,C_(3)) — 0.
Maintenant, H'(w,C) & H'(mw,C,-1) s’injecte dans H'(w,C_(3))
(lemme 3.12). Pour comprendre 'application §, nous allons regarder de
plus pres la maniere dont H'(w, C) s’injecte dans H'(w,C_(3)). Plus
précisément, pour tout v € 7, on a :
1
(3.10) v~ Esz = Esp + 5h(7)(2D2 + D1) + g(7) Erz — h*(7) Ezs — g(7)h(7) Ens
et pour h' € Z'(w,C) ~ Hom(r,C),
(52<hIE32) = {dh/}

1
= {gh UR'(2Dy + D) + gUN E1g — h* U N Eys — gh U W E)3} .

Puisque H?*(m,C) = 0, il existe une 1-cochaine hy: m — C telle que
dha +hUR =0 et
$(W ) = {dw + 31"}

ou f': m— C_(3) est la 1-cochaine donnée par :

f'(2) = sha()(@Ds+ DY), Ve

Ainsi pour tous yy,7 € 7,
(d + 0" (11,72) = (UK + 2U ho)(v1,72) Era — (R U R + 2R U ha)(71,72) Ens
— (gh UR + (zh + g) U ha)(71,72) 13 -
Comme {(gUh'+ 2z Uhs)E1p} # 0 dans H*(m,C4(3))/H?(w, C,) (voir le
corollaire 2.10), 6% # 0. De plus, dim H?(7,b;) =1, donc rgd? =1 et la
suite exacte longue nous permet de conclure que
HY(m,C_(3)) ~ H*(m,s1(3,C)) © H*(r,b,)
H*(m, s1(3,C)) ~ H*(m,C_(3))
En particulier, compte tenu des résultats des lemmes 3.10, 3.11 et 3.12,
on obtient dim H'(7, sl(3,C)) = dim H?(, sl(3,C)) = 2.
— Deuxiéme cas : ¢ > 2
Nous avons vu dans le lemme 3.11 que, dans ce cas, dim H(7,b,) =

dim H?(m, b, ) = 2. Le résultat découle alors du fait que rgd! =1 et que
rg 62 < 2.
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Remarquons que dim H?(7, sl(3,C)) = 2 si et seulement si rgd? = 2. O

Remarque 3.14. — Nous pouvons retrouver le fait que
dim H'(r, sl(3,C)) = dim H*(7, sl(3,C)) > 2
indépendemment de la valeur de ¢. En effet, considérons la suite exacte en
cohomologie pour la paire (X,0X) :
HY(X,0X,sl(3,C)) — HY(X,sl(3,C)) 2 H'(8X, sl(3,C)),

la dualité de Poincaré donne rgé; = 3dim H'(0X,sl(3,C)) = 2. Donc
dim H'(X, sl(3,C)) = dim H'(r, sl(3,C)) > 2. Comme H°(m, sl(3,C)) = 0,
dim H?(m, sl(3,C)) = dim H'(m, sl(3,C)) (caractéristique d’Euler nulle pour
X).

3.4. Nature des déformations

Tout au long de ce paragraphe, nous supposons que « est racine double du
polynome d’Alexander du noeud.

Définition 3.15. — Une représentation p € R(w,SL(n,C)) est dite réduc-
tible s’il existe un sous-espace vectoriel non trivial et propre de C" invariant
par p(m). Sinon, p est dite irréductible.

Le résultat suivant est conséquence du théoreme de Burnside :

Théoréme 3.16. — [Lam98, Théoreme 1] Une représentation p: m —
SL(n,C) est irréductible si et seulement si p(m) engendre [’algébre des
matrices carrées M(n,C).

Définition 3.17 — L’orbite d’'une représentation p: m — SL(n,C) est I'en-
semble
O(p) = {ApA™'| A€ SL(n,C)} C R(x,SL(n,C)).

Définition 3.18. — Une représentation semi-simple est completement ré-
ductible, i.e. c’est une somme directe de représentations irréductibles.

Théoréme 3.19. — [LMB85, Théoréme 1.27]
Soit p € R(w,SL(n,C)). Alors l'orbite de p est fermée si et seulement si p
est semi-simple.

Corollaire 3.20. — L’orbite d’une représentation irréductible est fermée.
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Lemme 3.21. — L’orbite de la représentation py n’est pas fermée.
Démonstration. — Soit A: C* — SL(3,C) I'application définie par
A(t) = diag(t, 1,t71).
Posons, pour v € 7,
pa(7) =T A() po(V)AE) ™ -

Alors, po: m — SL(3,C) est une représentation abélienne, avec p,(u) =
a~l/3 diag(a, 1,1). Remarquons que l'orbite d’une représentation p: m —
SL(3,C) peut étre identifiée au quotient de SL(3,C) par le stabilisateur de
p. Alors, l'orbite de p, est fermée et elle est de dimension 4. En effet, pour
retrouver 'action de Adop, sur les éléments de la base de si(3,C),, , il suffit
de remplacer z, h et g par 0 dans les formules (3.2), (3.5) et (3.10). De plus,
po est contenue dans 'adhérence de 'orbite de pg, qui est de dimension 8.
D’ou le résultat. ]

Soit (S1,...,S, | R1,...,R,_1) une présentation de Wirtinger du groupe
du noeud. Rappelons que, modulo un cobord, on peut supposer que z(S;) =
g(S1) = 0 et qu'une correction par un cobord se traduit par une conjugaison
de po. Puisque le cocycle z n’est pas un cobord, le deuxieme générateur S
peut étre choisi tel que z(S3) = b # 0 = 2(S;). Ainsi, on a :

a2 0 0 a?3 b c
,00(51) = 0 04_1/3 Oé_1/3 et po(SQ) = 0 Oé_l/g Oé_l/3
0 0 a3 0 0 o'
Lemme 3.22. — Soit p,: m1 — SL(3,C) un arc de représentations d’extré-

mité po. Alors, il existe un arc Cy dans SL(3,C) vérifiant Cy = I3 et tel que,
pour t assez petit, on a :

CLH(t) 0 0
Cope(S)C = 0 an(t) as(t)
O a3 (t) a33(t)

Démonstration. — Commencons par remarquer que o®/3 est une racine simple
du polynome caractérsitique de po(S1). Donc il existe ap;(t) valeur propre
simple de p;(S1) qui dépend analytiquement de ¢. Le vecteur propre associé vy
peut étre choisi de sorte qu’il dépende analytiquement de t et tel que vy soit
le premier vecteur u; de la base canonique de C3. Ainsi, pour ¢ suffisamment
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petit, (vg,ug,u3) forme une base de C* dans laquelle p:(S;) se met sous la
forme
an(t) aia(t) ans(t)
p(S1)= | 0 axn(t) ax(t)
0 (132(t) CL33<t>
Notons par Aj;(t) la matrice extraite de p;(S1), obtenue en supprimant la
premiere ligne et la premiere colonne. Alors, pour ¢ assez petit, la matrice
(A11(t) — a11(t)I2) est inversible. Par suite, le systéme

(a12(t), a13(t)) + (2(t), y(t))(An(t) — an(t) ) =0

admet une solution unique. Pour terminer, il suffit de remarquer que, pour

L oa@t) y()
pty=[o 1 o
0 O 1
la matrice P(t)p;(S1)P(t)~" correspond & la forme que nous cherchons. O

Proposition 3.23. — Soient A(t) et B(t) deur matrices, dépendantes ana-
lytiguement de t et telles que
a1 (t) 0 0
Alt) =1 0 an(t) asx(t)] , A0) = po(S1) et B(0) = po(S2).
0 asz(t) az(t)
Si Uy,(0) # 0, alors pour t # 0 et suffisamment petit, les matrices A(t) et
B(t) engendrent l’algébre des matrices carrées M(3,C).

Démonstration. — Soient M; C M (3,C) lalgebre engendrée par A(t) et
B(t), et x4y, (7) le polynome caractéristique de Ay (t). La valeur propre ai; (%)
étant simple, on a x.a,,(a11(t)) # 0, pour t assez petit. Ainsi,

100 1
2anlAO) 50 o) = (0] @ 1,0,0) e cla@)] € M,
X (a1 (t)) 00 0 0

Les vecteurs (1,0,0)A(0), (1,0,0)B(0) et (1,0,0)B(0)? forment une base de
I'espace des vecteurs lignes. Donc, pour t assez petit, (1,0,0)M; coincide avec
I’espace des vecteurs lignes.

D’autre part, considérons les trois vecteurs colonnes :

1
at) = A@) [0] , b(t):=B@®) [ 0] et e(t) = A@B)B()
0
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et posons la fonction f(t) := det(a(t),b(t), c(t)). Alors, f(t) = ai1(t)f(t), avec

~ . b21 (t) a22(t)b21(t> + a23(t>b31(t)
PO =100 (8 asa(t)bns (t) + ass ()b ()]

Il est facile de vérifier que f(0) = f/(0) = 0 et que f”(0) = —a~/3(b},(0))>.
1
D’ou f(t) # 0, pour t suffisamment petit et ¢ # 0. Par conséquent, M, | 0
0

est 'espace des vecteurs colonnes. Sachant que toute matrice de rang 1 peut

s’écrire v ® w, ou v est un vecteur colonne et w est un vecteur ligne, on en
déduit que M; contient toutes les matrices de rang 1. Le résultat est alors
conséquence du fait que toute matrice de M (3, C) est une somme des matrices
de rang 1.

m

Proposition 3.24. — Soit zo € Z'(w,Cux1) deuz cocycles qui ne sont pas
des cobords et tels que z,(S1) = z_(S1) = 0. Si 2,.(S2) # 0, alors z_(S3) # 0.

Démonstration. — Posons a := a + a~!. Le polynome d’Alexander du noeud
étant symétrique, a est défini sur Q. De plus, on a une extension de corps
de degré deux Q(a) C Q(«) dont I'équation de définition est donnée par

r? —ar+1 = 0. On a aussi un automorphisme de Galois 7: Q(a) — Q(«)

d’ordre 2 qui fixe le corps Q(a) et tel que 7(a) = a™'.

Soient m = (S1,...,5, | R1,..., Ry—1) une présentation de Wirtinger du
groupe du nceud. Alors, chacun des cocycles z4 correspond & une solution du
systeme linéaire Jx (a®!)z = 0, ot Jx(t) € My_1,(Z[t,t7']) désigne la matrice
jacobienne du nceud. Plus précisément, si z = (sq1,...,5,) est solution du
systeme Jx (a*!)z = 0, alors le cocycle correspondant est donné par z4(S;) =
si, pour 1 <i <p [HPO5, § 6].

Si z4 est solution de Jg(a)z = 0, avec s; = 0 et sy # 0, alors 7(z4)
est solution du systéme linéaire Jx(a~!)z = 0. De plus, 7 étant un automor-
phisme, on a 7(s;) = 0 et 7(s2) # 0. Notons par Z_ le cocycle défini par
Z_(S;) = 7(s;). Alors Z_ n’est pas un cobord puisque Z_(S7) # Z_(Ss).

D’apres la dualité de Blanchfield, o' est une racine double du polynome
d’Alexander et dim H' (7, C,-1) = 1 (voir remarque 1.12). Il existe alors ¢ € C*
et b € C tels que z_(S;) = tz_(S;) + (=t = 1)b. Or, z_(S;) =0, donc b= 0
et 2_(52) = tg_(Sg) 7é 0. O
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Revenons & la suite exacte longue en cohomologie (3.9) et rappelons qu’on
suppose que la (t —«)-torsion du module d’Alexander du nceud est de la forme

AJ(t— ).
Dans ce cas, la suite
0 — H'(m,sl(3,C)) — H*(r,C_(3)) L H*(m,by) — 0
est exacte, avec rgd? = 1. La projection
sl(3,C) — sl(3,C) /by ~ C_(3)
induit alors un isomorphisme
Wi H'(m,s1(3,C)) 3 ker(H'(r,C_(3)) S H(r,by)).

Soit z_ € ZY(m,C,-1) un l-cocycle, qui n’est pas un cobord et tel que
z_(S1) = 0. D’apres la proposition 3.24, z_(Ss) # 0. De plus, il existe deux
cochaines g : m — C,-1 et go: m — C telles que

0g-+hUz_=0etdgg+2Uz_=0.
Rappelons aussi qu’on a la suite exacte courte suivante :
0— H'(r,Cqn) @ H'(7,C) — H'(7,C_(3)) — H'(7,Cy1) — 0.

Alors, en tenant compte de la formule (3.10), on en déduit que H'(mw,C_(3))
est un sous-espace vectoriel de dimension trois dont une base est donnée par

({z1},{z2}, {z5}), avec :
El = Z_E21 5 22 = hEgQ et 23 — Z_Egl _ 90E32 + g_E21 .
Ainsi tout cocycle z € Z(m, sl(3,C)) est de la forme

* * *
z=|tiz_ +t39_ + by * x|,
th_ + 5b3 tgh — tggo *

avec t; € C.

Définition 3.25. — Une représentation p € R(w,SL(n,C)) est dite stable
si son orbite est fermée et si son stabilisateur est fini.

Théoréme 3.26. — Il existe un arc analytique de représentations p;: m —
SL(3,C) d’extrémité po, tel que p; est stable pour t suffisamment petit et

t#0.
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Démonstration. — Commencons par remarquer que le stabilisateur d’une re-
présentation p: T — SL(3,C) est fini si et seulement si H%(r, sl(3,C),) = 0.
Comme H(m,sl(3,C)) = 0, il existe un voisinage de py dans lequel toutes les
représentations ont un stabilisateur fini.

Nous considérons z € Z*(m, sl(3,C)) un 1-cocycle tel que

P(z) =t1Z1 + taZy +13Z3 , avec t3 #0.

Un tel cocycle existe car zp ¢ ker % et dimker 6> = 2. Soit p; une déforma-

tion de pg de premier terme z. Appliquons le résultat du lemme 3.22 a cette

déformation et posons A(t) = p:(S1) et B(t) = p:(S2). Comme asz;(t) =0,
aly (0) = a®(t32_(Sy) + (o™t — 1)bg) = 0

et b3 = 0. Dol by, (0) = a?/3t3z_(S;) # 0, d’apres la proposition 3.24. Ainsi,
d’apres la proposition 3.23 et le théoreme 3.16, p; est irréductible pour ¢ assez

petit et ¢t # 0. O
Corollaire 3.27. — Il existe des déformations non métabéliennes de py .
Démonstration. — Soit p;: m — SL(3,C) un arc analytique de représenta-

tions irréductibles. Alors, pour t suffisamment petit, la valeur de tr p,(u) est
proche de trpo(p) = a Y3(a +2). Or, —2 n’est pas racine du polynome
d’Alexander du nceud, car sinon (z + 2)|Ag(x) et ainsi 3|Ag(1), ce qui est
impossible puisque Ag(1) = £1. Donc trpo(p) # 0 et pour t assez petit,
tr p(p) # 0.

D’apres [BF, Théoreme 1.2], tr p(u) = 0 pour toute représentation métabé-
lienne irréductible p: m — SL(3,C). D'ou p; est irréductible et non métabé-
lienne pour ¢ suffisamment petit. O

Nous pouvons, maintenant, présenter la démonstration du théoreme 3.9 :

Démonstration du théoréme 3.9. — Rappelons que dim H°(0X, sl(3,C)) = 2
et appliquons le théoreme 3.6, en tenant compte des résultats du lemme 3.8 et
de la proposition 3.13, pour montrer que tous les cocycles dans Z!(r, sl(3,C))
sont intégrables. Donc la représentation py est un point lisse de R(m, SL(3,C)).
Elle est contenue dans une composante R,, de dimension dix de la variété des
représentations puisque dim Z! (7, sl(3,C)) = 10 (voir lemme 1.16). D’apres le
théoreme 3.26 et le corollaire 3.27, la composante R,, contient des représen-
tations irréductibles non métabéliennes. O
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3.5. Produit-cup et 2-cocycles

Le but de ce paragraphe est de montrer le lemme 3.28 qui est un lemme
technique essentiel pour la démonstration de la proposition 3.13. Dans la suite,
nous donnons une réponse a la question suivante : quand est ce qu’un certain
2-cocycle ¢: m x m — C, est un cobord?

Rappelons que T désigne le groupe cyclique infini engendré par ¢, ou t
est 'image du méridien par la projection canonique m — /7" ~ T = (t|—) .
D’apres le corollaire 1.11, un 1-cocycle z € Z!(w,C,) peut étre regardé comme
un A-homomorphisme de 7'/7” @ C a valeurs dans C,. D’ou z induit un
homomorphisme C-linéaire py: 7’'/7” @ C — C,.

Soit z € Z(w, C,) un 1-cocycle qui n’est pas un cobord et soit h: m — C
un homomorphisme non trivial. Nous nous proposons de montrer qu’il existe
une 1-cochaine g: m — C, telle que :

(3.11) —6g=2zUh
si et seulement sl existe un homomorphisme ¢;: 7'/7” — C qui vérifie :
(3.12) o1 (pFup™) = aFpi(u) — ka*h(u)po(u), Yk € Z et Vu € 7' /7"

Cette démonstration est donnée dans [ALO02].

Il est facile de voir que si g existe, il suffit de considérer ¢ := g En

ﬂ.//ﬂ-// *
effet, g}ﬂ,, = 0 et g peut étre identifiée & une 1-cochaine de 7’/7” x T dans
C, - De plus, on peut supposer que g(t) = 0. D’ailleurs, si g(t) = w, il suffit de

remplacer g par la cochalne g+dd, ou d = T—a Réciproquement, supposons
qu’il existe un homomorphisme ¢;: 7'/7” — (C, +) vérifiant (3.12) et posons
g(ut®) = @1 (u) + keo(u). Par un calcul direct, on vérifie que g satisfait (3.11).
Remarquons que ¢; définit, par extension des scalaires, un homomorphisme
C-linéaire de 7'/71" @ C dans C,.

De méme, on peut vérifier que I'existence d’'une 1-cochaine ¢': m — C, telle
que

—0¢' =hUz

est équivalente a l'existence d’un homomorphisme C-linéaire ¢,: 7'/7"®@C —
C, vérifiant :

Uy (pFup ™) = oF ey (u) + kaFh(pw)po(u), Vk € Z et Vu € 7' /" @ C.

De plus, on a : ¢'(ut®) = 1, (u), pour tout k € Z.
Les homomorphismes ¢; et 1, existent puisque ¢ > 2 (voir corollaire 2.10).
Remarquons que {zUh + hU 2} = 0 dans H*(r,C,). Plus précisément, on
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a:zUh+hUz+d0f =0, pour f: m — C, définie par f(v) = h(v)z(y). De
plus, nous montrons le résultat suivant :

Lemme 3.28. — Soit z € Z'(n,C,) un 1-cocycle qui n'est pas un cobord.
Soient h,h': m — C deux homomorphismes non triviaux et g,q': ™ — C,
deuz 1-cochaines vérifiant —0g = zUh' et —6g' = hUz. Alors, hUg+ g U
est un 2-cocycle dans Z*(w,C,) et {hUg+¢g UR'} =0 dans H*(w,C,) si et
seulement st q > 2.

Démonstration. — La démonstration va se faire en deux étapes. D’abord, nous
commencons par établir 'équivalence entre le fait que le 2-cocycle hU g+ ¢’ U

h' soit de classe nulle dans H?(w,C,) et 'existence d’un homomorphisme
po: /7" — (C,+) tel que :

(3.13)

o (pFup™) = Py (u)+kak o1 (u)—ka* ) (u)—k*a*o(u), Vu € 7' /7" etV € Z.

L’étape suivante consiste a montrer qu’'un tel homomorphisme existe si et seule-
ment si g > 2.

L’équation {hUg+¢g'UR'} = 0 dans H?(w, C,) est équivalente a I'existence
d’une 1-cochaine g, € C'(7,C,) telle que

(3.14) —0go=hUg+g Uh .

Il est facile de vérifier que go|» = 0. De plus, on peut supposer que g(u) =
g (1) = go(p) = 0. En effet, si g(u) = w, on remplace g par la cochaine

induit un

g+ dd,ou d= % Il en est de méme pour ¢’ et go. Donc ¢ ,
— ™
homomorphisme ¢y: 7'/7" — C,.
Réciproquement, soit ¢o: 7'/7” — (C,+) un homomorphisme véri-
fiant (3.13) et soit go: 7' /7" x T — C, définie par go(utt) = @o(u) + kb1 (u).
Pour tous (ut®), (vt') € #//7” x T, on a :

g2 ((ut®) (vt")) = pa(u+ pFop™) + (k + Doy (u + pFop™)
= go(ut®) 4+ oF go (vt') + ko g(vt') + 1g' (ut®)
= ga(ut®) + aF ga(vt') + h U g((ut®), (vt')) + ¢ U B ((ut®), (vt)) .

D'ou gy vérifie (3.14).
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L’homomorphisme ¢y définit, par extension des scalaires, un homomor-
phisme C-linéaire de 7’/7n” @ C a valeurs dans C, et on a :
(t—a)lu=0, Yu € 1,
= oo((t — a)?u) =0, Yu € 7,

q
= gpg(z (Z) tfa?F(—1)Fu) = 0, Yu € 7,

k=0

= Z( >0ﬂ H(—1) (¥ (u) + kah(u)es (u) — kI (1) ()

— 2" h(p)R (1) po(u)) = 0, Yu € 7,

=32 ()0t 3 (1) 0% (g0 = a0

Puisque zq:(;i)(—nk = 0 et ;(9(—1)’% = 0 (car ¢ > 2) (voir

k=0
[GROT]), alors on obtient :

(3.15) > (1) -V )gat) =0

k=0

- Si ¢ = 2, (3.15) implique que @o(u) = 0, Yu € 7,, ce qui signifie que
{z} =0.

— Si ¢ > 2, considérons (e;)o<j<4—1 la base de 7, donnée par e; = [(t — a)]
et o I'application C-linéaire définie sur 7, par :

P2(e9) =0
pa(e1) = —ah ()b (1)eo(eo)
802(62) = —2042’1( )R (1) po(eo)
pa(e;) = Ng—1>757>3
et définie par 0 ailleurs.
Pour tout k € Z, écrivons [t* — o] = ageg + ... + a,_164-1, alors, ag =

k .
Oetaj:<')ak_J,V1§j§q—1.
J
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En écrivant :
QOQ(/Lij/L—k — Oék€j> = (pg((loej + a1€541 + ...+ aq_j_leq_l)
= a1p2(€j1) + .o+ ag—j192(eq-1)

on peut facilement vérifier que o satisfait la condition (3.13).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

La majorité des travaux, traitant de I’étude de I'espace des représentations
du groupe fondamental d’une variété de dimension trois dans un groupe de Lie,
concernent les groupes de Lie SU(2) et SL(2,C). Nous considérons dans cette
these d’autres exemples de groupes de Lie. Plus précisément, dans le but de
généraliser un résultat classique de Burde et de Rham, nous nous intéressons
a I’étude de certaines représentations métabéliennes du groupe d’un nceud de
S3 dans le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles d’ordre n,
n>2.

Cette étude nous permet de retrouver la décomposition du module d’Alexan-
der a ceefficients complexes du nceud. Qu’en est-il pour les entrelacs ?

Nous montrons dans le théoréme 1.24 qu’étant donné un nceud K de S? dont
le polynome d’Alexander est non trivial (i.e. Ag(t) # 1) et n > 3, il existe
des représentations non métabéliennes du groupe du nceud dans le groupe des
matrices triangulaires supérieures inversibles d’ordre n, noté G,,. La question
qui se pose a ce niveau : pour quels n > 3, existe-t-il des représentations non
k-métabéliennes (k > 3) du groupe du nceud dans G, ?

Il est a noter que les représentations non 3-métabéliennes ont été utilisées
pour définir un invariant du noeud a partir de son systeme périphérique [BZ03,
Chapitre 14].

Dans la deuxieme partie de la these, nous nous inspirons des travaux
de [HPSPO1] et [HPO5], qui portent sur 1’étude des déformations d’une
représentation réductible du groupe fondamental d’une variété de dimension



trois dans SL(2,C) et PSL(2,C), associée a une racine simple du polynéme
d’Alexander, pour déformer une représentation métabélienne du groupe du
neeud dans SL(3,C).

— Est-il possible d’utiliser les déformations d’une représentation abélienne
ou métabélienne du groupe du nceud dans SL(3,C) pour avoir des in-
formations concernant les déformations d’une représentation abélienne du
groupe du neeud dans SL(2,C) ?

— Peut-on aller encore plus loin et étudier les déformations des représenta-
tions dans SL(4,C), et plus généralement dans SL(n,C), pour n > 47

— Dans notre étude, nous supposons que « est une racine du polynome
d’Alexander et que la (¢ — «)-torsion du module d’Alexander a coefficients
complexes du neeud est cyclique. Nous montrons que si « est une racine
double du polynome d’Alexander alors une certaine représentation mé-
tabélienne est limite d’'un arc analytique de représentations non métabé-
liennes irréductibles du groupe du noeud dans SL(3,C). Que se passe-t-il
si la multiplicité de « est supérieure a 2 7

— L’orbite de la représentation métabélienne que nous déformons est non
fermée, ce qui fait que I’'étude de la structure locale de la variété des ca-
racteres n’est pas aisée. On se demande alors : peut-on déformer une repré-
sentation abélienne diagonale donnée du groupe du nceud dans SL(3,C)
dont 'orbite est fermée et serait-il ainsi plus facile d’étudier la variété des
caracteres 7

Tout au long de cette thése, nous considérons le cas des noeuds de S?. Les
résultats qu’on vient de montrer se généralisent-ils aux nceuds dans les spheres
d’homologie rationelle de dimension 3 7 aux nceuds virtuels ?

L’espace des représentations du groupe d'un nceud dans SU(2) ou SL(2,C)
a été utilisé pour définir un invariant topologique qui n’est pas un invariant
d’homotopie. Il s’agit de la torsion de Reidemeister a ccefficients dans la re-
présentation adjointe associée a une représentation réguliere du groupe d’un
neeud dans SU(2) ou SL(2,C). La torsion de Reidemeister est un invariant
plus subtil que les invariants usuels utilisés en topologie algébrique tels que les
nombres de Betti, le groupe fondamental ou les groupes d’homologie.

J. Porti s’est intéressé dans [Por97] a I’étude d’une torsion de Reidemeis-
ter a coefficients dans la représentation adjointe associée a une représentation
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réguliere du groupe du noeud dans SL(2,C). En s’inspirant des travaux de X.
Lin [Lin92] et M. Heusener [Heu03], une version raffinée avec un signe a été
introduite par J. Dubois dans [Dub03]. Dans [Dub06], I'auteur présente le
calcul explicite de la torsion de Reidemeister pour les nceuds fibrés.

Remarquons que cette torsion est en lien avec l'invariant de Chern-
Simons [DKO7].

Nous espérons pouvoir exploiter les résultats présentés dans cette these pour

définir une torsion de Reidemeister a ccefficients dans la représentation adjointe
associée a une représentation du groupe du nceud dans SL(3,C).
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