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IntrodutionUn système distribué est une olletion de alulateurs qui ommuniquent entreeux. Par exemple, les arhitetures multi-proesseurs modernes, les réseaux loaux destations de travail ou Internet sont des systèmes distribués. Un système distribué ouréparti est don onstitué de deux types d'entités, les alulateurs ou proessus et unsystème (appelé aussi médium) de ommuniation. Du fait de leur nature répartie,es systèmes sont sujets à di�érents types d'inertitude qui rendent non triviale, voireimpossible, la résolution de nombreux problèmes simples.Inertitudes Ces inertitudes peuvent grossièrement être lassées en trois atégories :1. Inertitude temporelle. À la di�érene d'un système entralisé, il n'existe pas d'hor-loge globale à laquelle les proessus peuvent se référer. D'autre part, les délaisd'exéution d'une même ation par di�érents proessus sont sujets à de grandesvariations et sont souvent imprévisibles. En partiulier, les temps de transfert dedonnées entre les alulateurs sont sujets à de grandes variations. Ces délais varientpar exemple en fontion de la harge loale de la mahine sur laquelle un proessuss'exéute ou dépendent de l'état du réseau. L'estimation de es délais met don enjeu un grand nombre de paramètres et l'on préfère souvent faire l'hypothèse queles systèmes sont purement asynhrones. Les proessus ont onnaissane de leurhorloge loale, mais n'ont pas aès à une horloge globale : les horloges loales nesont pas synhronisées par un périphérique extérieur.2. Inertitude sur l'état du système. Il n'est pas réaliste de supposer que le systèmene onnaîtra pas de défaillanes. Plus le système est grand, plus le risque que desomposants matériels ou logiiels soient défaillants est important. Les défaillanestouhent les proessus (panne franhe, omportement byzantin, par exemple) ainsique le médium de ommuniation (perte de messages, orruption des donnéestransitant sur le réseau, et.).3. Inertitude struturelle. Ces dernières années, on assiste à une large augmentationdu nombre d'entités interonnetées au sein d'un même système (par exemple,réseau de téléphonie mobile, système pair à pair, et.). Dans de tels systèmes,les utilisateurs se onnetent par intermittene et la struture du médium deommuniation est suseptible de hanger au ours du temps du fait par exemplede la mobilité des usagers. En�n, le nombre d'entités qui omposent le système àhaque instant est très grand. Il n'est pas raisonnable de supposer une onnaissane5



6 Introdutionloale de l'ensemble du système.Dans ette thèse, nous nous intéressons prinipalement aux inertitudes de type 1 et 2.Besoin de oordination La mise en ÷uvre d'un servie au travers d'un systèmedistribué néessite un ertain degré de oordination entre les sites de alul. Les sitesdistants e�etuent des aluls loaux et ommuniquent entre eux dans le but de réaliserune tâhe ommune. L'aomplissement du but ommun néessite la prise de déisionsommunes. Par exemple, les proessus doivent régulièrement se mettre d'aord surl'état d'avanement du alul global, ou se synhroniser pour régler les aès onurrentsà des strutures de donnée partagées.Pour tenter de mettre en lumière e besoin de oordination et la di�ulté de sa miseen ÷uvre, onsidérons l'exemple suivant. Dans le système, il existe un ertain nombrede ressoures r1, . . . , rα. Pour mener à bien son alul, haque proessus doit aéderà l'une de es ressoures en aès exlusif. Un proessus ne herhe pas à aquérir uneressoure partiulière. Il s'agit simplement de garantir qu'à haque instant, au plus unproessus utilise une ressoure donnée. Par exemple, le système est omposé d'avions enapprohe d'un aéroport. Pour éviter les ollisions, haque avion doit hoisir un ouloiraérien exlusif. Ou, plus prosaïquement, il s'agit d'attribuer des plaes de parking à unensemble de véhiules.Une façon simple de résoudre e problème est de désigner une entité partiulière,le oordonnateur, qui sera hargé d'attribuer les ressoures aux proessus demandeurs.C'est le r�le de la tour ontr�le de l'aéroport. Cependant, dans ette arhiteture en-tralisée le degré de tolérane aux défaillanes est faible puisque la panne de l'autoritéentrale entraîne l'éroulement omplet du système.Pour éviter ela, une idée naturelle onsiste à répliquer le oordonnateur : plusieursmahines assurent la fontion oordinatrie dans le but de pallier à l'arrêt inopiné duoordonnateur. Dans la répliation passive, le oordonnateur sauvegarde régulièrementson état ourant (quelles sont les ressoures utilisées et par qui) sur un ensemble de ré-plias. S'il tombe en panne, l'un des réplias est hoisi pour prendre le relais. Il reprendl'exéution à partir du dernier état sauvegardé. Cette tehnique néessite don la dé�-nition de points de reprise ohérents. Remarquons également qu'une partie du travaile�etué peut être perdue. En e�et, il est possible que les dernières ations e�etuées parle oordonnateur avant de défaillir n'apparaissent pas dans le dernier point de reprisesauvegardé. Ainsi, ette solution est inadaptée à la gestion du tra� aérien.La répliation ative vise à tolérer les défaillanes de façon transparente. Chaun desréplias, au lieu de stoker passivement les états suessifs du oordonnateur se omporteomme le oordonnateur. Pour maintenir la ohérene de l'alloation des ressoures, ilest néessaire de maintenir une oordination forte entre les réplias. Pour s'en aperevoir,envisageons quel pourrait être le traitement d'une demande d'attribution de ouloir parun réplia m. m ne peut unilatéralement attribuer un ouloir ri au demandeur. Ene�et, un autre réplia pourrait attribuer en même temps la même ressoure ri à unautre demandeur. Ce as de �gure se produit si, du fait de délais de transmission nonuniformes, les demandes n'arrivent pas dans le même ordre sur haun des réplias. Les



Introdution 7réplias doivent don se mettre d'aord sur l'attribution des ressoures aux proessusou sur l'ordre de traitement des demandes.En�n, une dernière solution onsiste à se passer omplètement de oordinateur. Lesdemandeurs e�etuent un algorithme déentralisé pour gérer l'attribution des ressoures.L'existene d'un tel algorithme n'est a priori pas évidente. En e�et, dans le as le plusdéfavorable, les demandeurs sont suseptibles de tomber en panne inopinément et les dé-lais de ommuniation sont imprévisibles. Les solutions du type � attendre la permissionde l'ensemble des autres demandeurs avant d'aquérir une ressoure � sont don vouéesà l'éhe. Il s'avère que l'existene d'une solution déentralisée est onditionnée par lerapport du nombre de ressoures disponibles au nombre de demandeurs. Par exemple, sil'on suppose qu'à tout moment au plus 3 avions sont en approhe de l'aéroport, il su�tde prévoir 7 ouloirs aériens. Il a également été montré que e nombre est néessaire.Autrement dit, il n'existe pas d'algorithme déentralisé qui résout e problème pour 3proessus suseptibles de subir des défaillanes dans un environnement asynhrone si lenombre de ressoures est inférieur à 7.Maîtriser l'inertitude Nous voyons à travers et exemple se dessiner le besoin de semettre d'aord. Un problème élémentaire, brique fondamentale de la mise en ÷uvre deservies distribués tolérant les défaillanes est appelé le onsensus. Sa spéi�ation esttrès simple. Les proessus proposent initialement une valeur et doivent s'aorder surune valeur ommune hoisie parmi les propositions initiales. Malheureusement, l'un desrésultats fondamentaux du alul distribué [48℄ est négatif : il n'existe pas de solutiondéterministe qui tolère les pannes lorsque le système est totalement asynhrone.Plus généralement, un pan de la théorie du alul distribué est onsaré à l'étudede la alulabilité : quels sont les problèmes qu'il est possible de résoudre en environ-nement distribué. C'est une question très vaste. Il existe en e�et une grande variété demodèles de systèmes distribués qui re�ètent di�érentes hypothèses sur l'arhiteture duréseau, le médium de ommuniation ou le omportement des proessus défaillants. Deplus, hanger l'un des paramètres du modèle peut entraîner une diminution drastiquede la lasse des problèmes qu'il est possible de résoudre. Par exemple, si le médiumde ommuniation garantit un délai maximal sur le temps de transfert des messages,l'impossibilité du onsensus ne tient plus.Un aspet marquant de ette théorie est le nombre onsidérable de résultats néga-tifs. Dans [47℄, Fih et Rupper énumèrent plusieurs entaines de résultats d'impossibilitépour di�érents modèles. En quoi es résultats sont importants pour le alul distribué ?Ils nous aident à omprendre l'essene du alul distribué : pour quelles raisons ertainsproblèmes sont di�iles, quelle aratéristique rend un modèle puissant et omment desmodèles di�érents se omparent. Ils indiquent quelles sont les approhes qui n'abouti-ront pas lorsque l'on herhe une solution à un problème donné. Si le problème doit êtrerésolu, la preuve de son impossibilité suggère des diretions pour modi�er légèrementsa spéi�ation ou omment renforer le modèle pour obtenir une solution raisonnable.En�n, tenter d'établir une impossibilité peut mener à la déouverte de nouveaux algo-rithmes.



8 IntrodutionCoordination faible en environnement asynhrone Cette thèse ontribue à lathéorie du alul distribué tolérant les défaillanes. Nous nous plaçons dans un envi-ronnement asynhrone (ni les délais de transmission des données, ni les vitesses desproessus ne sont onnus) dans lequel les proessus sont suseptibles de s'arrêter inopi-nément (panne franhe ou rash). Dans e ontexte, les herheurs ont formulé plusieursproblèmes simples qui apturent di�érents shémas de oordination. Nous avons renon-tré deux problèmes qui rentrent dans ette atégorie : le onsensus qui requiert que lesproessus s'aordent sur l'une des propositions et l'alloation de ressoures. Le shémad'alloation de ressoure esquissé i-dessus est onnu sous le nom du problème du re-nommage. Chaque partiipant possède initialement un identi�ant unique appartenant àun vaste espae et doit séletionner un nouveau nom unique dans un espae plus petit.Quelles sont, du point de vue de la alulabilité, les relations entre es deux pro-blèmes ? Il est lair qu'à partir d'une solution au problème du onsensus, il est possiblede onstruire un algorithme pour le renommage - les proessus se mettent suessive-ment d'aord sur l'attribution des noms. En fait, il a été montré qu'un objet onsensus('est-à-dire une � boîte � qui résout e problème) est universel [69℄. Dans un systèmemuni d'objets onsensus, tout problème qui possède une spéi�ation séquentielle peutêtre résolu. Au ontraire, la oordination o�erte par un objet renommage est strite-ment plus faible : il est en général impossible de résoudre le onsensus à l'aide d'objetsrenommage. Par opposition au onsensus, nous dirons que le renommage est un pro-blème de oordination faible. Nous nous intéressons aux relations, du point de vue dela alulabilité, entre di�érentes inarnations de la oordination � faible �.Puisque le onsensus est, en un ertain sens, universel, il est naturel de lasser lesproblèmes ou les objets par rapport au onsensus. Dans la hiérarhie du onsensus [69℄,le rang1 d'un objet O est le plus grand nombre de proessus pour lesquels il existe unalgorithme, solution au problème du onsensus, qui utilise des objets O. En partiulier,un objet de rang 1 n'est d'auune utilité pour résoudre le problème du onsensus. Un motmémoire atomique a pour rang 1. Quel est le rang du renommage dans ette hiérarhie ?La réponse dépend du ardinal de l'espae des nouveaux noms. Dans le meilleur des as(taille de l'espae = nombre de partiipants), le rang du renommage est 2. Dès quel'espae de renommage est supérieur au nombre de partiipants, le rang s'e�ondre etdevient 1. Plus généralement, nous nous intéressons à la lasse des problèmes qui nesont pas apturés par la hiérarhie du onsensus. Le rang d'un objet qui implémente unproblème de ette famille est au mieux 2, en fontion des valeurs des paramètres quile dé�nissent. Le grain de la hiérarhie du onsensus n'est pas su�samment �n pourétablir des relations entre es problèmes. Ainsi, du seul rang du renommage et d'unmot mémoire, il est impossible d'en déduire l'existene ou l'impossibilité de résoudre lerenommage à l'aide de mots mémoires.Le problème emblématique de ette famille, qui a reçu une attention onsidérabledans la littérature est l'aord ensembliste. De même que pour le onsensus, haqueproessus doit déider une valeur séletionnée parmi les propositions initiales. Cepen-1La dé�nition exate est donnée dans [69℄. Elle sera également préisée par la suite (paragraphe1.4.6).



Introdution 9dant, la propriété d'aord est moins ontrainte puisque le nombre de valeurs déidéesolletivement est borné par k où k est un paramètre du problème. Ce paramètre karatérise en un ertain sens le degré de oordination. Pour k = 1, nous retrouvons leproblème du onsensus.Parallèlement, des travaux ont herhé à quanti�er l'inertitude inhérente au mondedistribué en paramétrant les modèles. Ainsi, un paramètre souvent pris en ompte estune borne t sur le nombre maximal de pannes suseptibles de se produire. Ce paramètrearatérise dans une ertaine mesure le degré d'inertitude du modèle. On omprendalors mieux l'intérêt porté à l'aord ensembliste. Étudier la alulabilité de e problème,en fontion des paramètres t et k promet d'obtenir une meilleur ompréhension de ladi�ulté de la oordination en environnement distribué. De fait, ette ligne de reherhea été frutueuse. Elle a notamment été à l'origine de l'introdution des tehniques issuesde la topologie dans le monde du alul distribué. Ces tehniques ont donné naissaneà une nouvelle façon d'appréhender le alul distribué, omme déformation d'espaestopologiques. Les déformations autorisées dépendent de la puissane des objets dont lemodèle est équipé, ou du degré d'inertitude (synhrone ou asynhrone, borne sur lenombre de défaillanes, et.). Le prinipal résultat est le suivant : en environnementasynhrone, il existe une solution à l'aord ensembliste si, et seulement si, k > t.Contributions Cette thèse explore la question suivante : Quel degré de oordinationpeut être atteint en fontion du degré d'inertitude du systèmes sous-jaent ?� Le hapitre 2 explore les relations entre di�érents shémas de oordination : aordensembliste, renommage et onsensus simultanés. Il s'avère que malgré leur natureapparemment di�érente, il existe une ertaine unité entre es problèmes.� Le hapitre 3 ompare les di�érentes hypothèses exprimées dans le formalisme desdéteteurs de défaillanes qui permettent de ironvenir l'impossibilité de l'aordensembliste.� En�n, dans le hapitre 4 nous herhons à uni�er l'approhe � déteteurs de dé-faillanes � et la vision � topologique � de l'algorithmique distribuée. Les deuxapprohes visent, dans des adres abstraits di�érents, à maîtriser l'inertitudedans le but de oordonner des proessus au sein de systèmes répartis. Nous défen-dons l'idée qu'un adre uni�é failite la oneption d'algorithmes fondés sur lesdéteteurs de défaillanes ainsi que la démonstration de résultats d'impossibilités.Les paragraphes qui suivent développent les points i-dessus et préisent la démarheadoptée.L'aord ensembliste n'est qu'une faette des shémas de oordination. Le renom-mage abstrait un autre shéma de oordination, en apparene de tout autre nature.Nous introduisons également un nouveau shéma, qui a�aiblit le onsensus mais d'unefaçon di�érente. L'idée est de onsidérer plusieurs instanes du onsensus en parallèle,haque proessus devant déider dans au moins l'une de es instanes. Là enore, eproblème ne peut être aratérisé �nement dans la hiérarhie du onsensus (son rangest 1) et nous nous interrogeons sur sa di�ulté relative par rapport aux deux problèmesévoqués préédemment. Quelles sont les relations entre es problèmes ? À partir d'unesolution à l'un d'entre eux, est-il possible de résoudre l'autre ? Pour quelles valeurs des



10 Introdutionparamètres qui entrent dans la spéi�ation (borne sur le nombre de valeurs déidées,taille de l'espae de renommage ou nombre de onsensus simultanés) ? Ces questionssont développées dans le hapitre 2. Nous montrons que malgré leur nature a prioridi�érente, il existe un lien fort entre es problèmes.La démarhe que nous défendons ii est purement algorithmique. Nous herhonsà proéder par rédutions, une démarhe lassique dans le monde séquentiel. Au lieud'adapter les démonstrations d'impossibilité existantes ou d'en onevoir de nouvelles,nous herhons à établir les impossibilités par rédution algorithmique en des résul-tats onnus. On peut dresser un parallèle ave l'étude de la lasse des problèmes NP-omplets. La première démonstration de l'existene de problèmes NP-omplets [38℄ re-pose sur l'utilisation de mahines de Turing. Par analogie, la démonstration de l'impos-sibilité de l'aord ensembliste repose sur l'utilisation d'outils mathématiques issus de latopologie algébrique. Par ontre, il n'est pas néessaire d'être un expert dans la manipu-lation des mahines de Turing pour montrer qu'un problème est omplet dans la lasseNP. On préférera proéder par rédution algorithmique à partir de problèmes similairesdont l'appartenane à ette lasse est onnue. On souhaiterait qu'il en soit de mêmedans le monde distribué. De e point de vue, ette thèse enrihit le � Garey-Johnson �[60℄ du distribué en introduisant de nouveaux problèmes ainsi que des tehniques algo-rithmiques originales.Dans une deuxième partie, nous étudions les relations entre les di�érents modèlesdans lesquels il existe des solutions aux shémas de oordination mentionnés préédem-ment. Un modèle dérit le médium de ommuniation et le omportement des proessusen temps normal ainsi qu'en as de défaillane. Il borne également l'inertitude. Parexemple, il peut spéi�er le nombre maximal de proessus défaillants (paramètre t),des bornes sur les temps de transfert des messages ou sur la vitesse des proessus. Unformalisme puissant pour exprimer es di�érentes restritions est elui des déteteursde défaillanes [30℄. L'idée est d'enrihir le modèle omplètement asynhrone ave desorales qui fournissent des informations relatives au motif des défaillanes de l'exéu-tion ourante. Ces orales sont spéi�és par des propriétés abstraites par oppositions auxpropriétés physiques du réseau sous-jaent. La pertinene des informations fournies estsupposée abstraire des propriétés de synhronie du système sous-jaent. Par exemple,un orale déteteur de défaillanes indiquera la liste des proessus défaillants. Dans unsystèmes synhrone (les délais de transmission des messages sont bornés et onnus), ilest faile de mettre en ÷uvre un tel déteteur à l'aide d'envois périodiques de messages� je suis vivant � et délais de garde.Dans la littérature, plusieurs familles de déteteurs ont été introduites dans le but derésoudre l'aord ensembliste. Dans le hapitre 3, nous étudions es di�érentes familleset herhons à les lasser. Nous répondons à des questions du type : Étant donnés deuxdéteteurs C1 et C2, est-il possible de mettre en ÷uvre C1 à l'aide de C2 ? Peut-on lesombiner pour obtenir un déteteur C plus puissant ? Plus puissant s'entend ii ommeun déteteur à l'aide duquel il est possible de résoudre un problème plus di�ile que lesproblèmes qu'il est possible de résoudre en utilisant uniquement C1 ou C2.Dans l'approhe � déteteurs de défaillanes �, le modèle asynhrone est enrihi pardes orales. Le modèle enrihi est alors plus puissant : ertains problèmes autrement



Introdution 11impossibles à résoudre possèdent maintenant des solutions. Intuitivement, l'adjontionde l'orale entraîne la diminution de l'inertitude. Cependant, la nature de ette restri-tion demeure inonnue. D'autre part, l'approhe � topologique � a amené la dé�nitionde modèles dans lesquels les exéutions sont hautement struturées. Ces modèles fa-ilitent l'examen de l'ensemble des exéutions possibles et don aident à établir desrésultats d'impossibilité. Du fait de leur grande struture, il est plus faile d'obtenir desrésultats positifs en onstruisant des algorithmes. Dans le hapitre 4, nous herhonsà mieux omprendre omment les déteteurs restreignent l'inertitude du système enétendant es modèles struturés pour prendre en ompte les déteteurs de défaillanes.Nous pensons également que ette approhe pourrait être béné�que pour la reherhedu déteteur néessaire et su�sant pour résoudre un problème donné.
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Chapitre 1Cadre de l'étudeDans e hapitre, nous dé�nissons les modèles de systèmes que nous utiliserons etpréisons les notions évoquées dans l'introdution. Nous introduisons d'abord le modèlede alul dans le paragraphe 1.1. Le paragraphe 1.3 présente l'outillage algorithmiqueayant trait à la synhronisation d'informations globales. Pour résoudre un problèmedonné, il est souvent utile que les proessus obtiennent des vues des informations qui� ne di�èrent pas trop �. Les primitives, onstruites à partir des opérations de base desmodèles hoisis, permettent l'obtention de telles vues. La paragraphe 1.4 formalise lanotion de problème de oordination et présente suintement les prinipaux résultatsliés à la alulabilité de problèmes d'aord usuels. En�n, le paragraphe 1.5 résume lesprinipaux résultats obtenus au ours de ette thèse.1.1 Modèles de systèmes distribuésNotre étude se déroule dans les modèles standards du alul distribué. Nous ren-voyons le leteur à [121, 82℄ pour une présentation exhaustive et détaillée.1.1.1 ProessusOn onsidère un système statique, 'est-à-dire omposé d'un nombre �ni d'enti-tés de alul ou proessus. Les proessus sont indexés de 1 à n (n > 1). On notera
Π = {p1, . . . , pn} l'ensemble des proessus qui omposent le système. L'index i du pro-essus pi n'est pas néessairement onnu de pi. Cet index simpli�e la desription desalgorithmes et la présentation des démonstrations.Les proessus ne sont pas anonymes. Chaque proessus possède une identité propre.Par exemple, un proessus peut être identi�é par le ouple (adresse IP, numéro deport) dans un réseau loal. L'identité id i est initialement onnue de pi mais n'est pasnéessairement onnu des autres proessus. On supposera ependant que les identitéssont deux à deux distintes et totalement ordonnées (par exemple, les identités sonttirées parmi les entiers naturels). Lorsque toutes les identités sont initialement onnues,nous identi�erons l'index i de pi ave son identité.13



14 Cadre de l'étudePour simpli�er la présentation du modèle, on suppose qu'il existe une horloge disrèteglobale et ommune à tous les proessus. Il s'agit d'un périphérique �tif : les proessusn'y ont pas aès. T désigne l'ensemble des valeurs pouvant être prises par ette horloge.On onfond T ave l'ensemble des entiers naturels.Défaillane des proessus Il est peu réaliste de onsidérer que tous les omposantsd'un système sont �ables. Plus on augmente le nombre de mahines ou le nombre deprogrammes, plus la probabilité d'une faute matérielle ou logiielle est importante. Lesproessus sont suseptibles de onnaître des défaillanes. Dans ette thèse, nous nouslimitons aux défaillanes de type panne franhe ou rash. Dans e modèle de faute,un proessus défaillant arrête soudainement d'exéuter le ode qui lui a été attribué etn'e�etue alors auun alul. En partiulier, il esse de ommuniquer ave les autresproessus. Étant donnée une exéution, un proessus est dit orret s'il ne tombe pas enpanne au ours de ette exéution. Dans le as ontraire, il est dit fautif ou défaillant.Le paramètre t, (0 < t < n) dénote le nombre maximal de proessus défaillants danstoute exéution. Dans une exéution donnée, nous noterons f(0 ≤ f ≤ t) le nombree�etif de proessus défaillants.Motif de défaillanes Un motif de défaillane F est une fontion de T vers 2Π, où
F (τ) représente l'ensemble des proessus défaillants à l'instant τ . Dès qu'un proessustombe en panne, il ne peut reprendre son ativité, d'où l'inlusion ∀τ ∈ N : F (τ) ⊆
F (τ + 1) Nous notons F l'ensemble des motifs de défaillanes.Soit F ∈ F. L'ensemble des proessus fautifs Fautif (F ) dans le motif F est dé�nipar Fautif (F ) = ∪τ∈TF (τ). De même, l'ensemble des proessus orrets Correct(F ) estdé�ni par Correct (F ) = Π−Fautif (F ). Un proessus pi /∈ F (τ) est dit vivant à l'instant
τ et défaillant dans le as ontraire.La notion d'environnement E aratérise les motifs de défaillane admissibles. Nousonsidérons prinipalement l'environnement Et qui ontient tous les motifs dans lesquelsau plus t proessus sont défaillants. Formellement, Et = {F ∈ F : |Fautif (F )| ≤ t}. Pour
F ∈ Et, le ardinal de l'ensemble des proessus fautifs Fautif (F ) est noté f (0 ≤ f ≤
t). On supposera également l'existene d'au moins un proessus orret ainsi que lapossibilité d'au moins une défaillane, i.e., 1 ≤ t ≤ n− 1.1.1.2 Médium de ommuniationUne autre aratéristique importante des systèmes distribués est l'interfae de om-muniation. On distingue prinipalement deux modèles de ommuniation : passage demessages et mémoire partagée. Dans le premier modèle les proessus ommuniquenten s'éhangeant des messages qui transitent via un réseau de ommuniation. Dans leseond, les proessus ommuniquent en aédant à des objets distribués omme parexemple des registres, des piles, et.



Modèles de systèmes distribués 151.1.2.1 Modèle à messagesDans e modèle, les proessus ommuniquent en s'éhangeant des messages. Lesproessus sont reliés par des anaux de ommuniation dont l'interfae omporte deuxprimitives :� send(msg) envoie le message msg sur le anal onsidéré.� reeive() retourne le premier message dans la �le d'attente du anal.Nous ne faisons d'hypothèse ni sur l'ordre de réeption des messages ni sur les délaisde transmission. Cependant, haque anal est �able : il ne perd, n'altère ni ne rée denouveaux messages. En partiulier, si pi envoie un message m alors le destinataire lereevra à moins qu'il ne défaille. Nous supposons que la topologie du réseau est le grapheomplet. Chaque paire de proessus est don onneté par un anal. Cette hypothèseest assez réaliste ar on ne s'intéresse pas à la omplexité du routage. Sur un réseauomme Internet, deux proessus peuvent ouvrir une onnetion s'ils le souhaitent.La primitive de di�usion broadast(m) est un raouri pour le ode suivant : foreah
j ∈ Π do send(m) to pj enddo. Si l'émetteur pi défaille au ours de l'exéution de etteboule, m n'est peut être pas envoyé à ertains proessus. Pour pallier e problème etdans le but de simpli�er la oneption des algorithmes, nous enrihissons le modèle aveune primitive de di�usion �able [67℄. L'abstration di�usion �able o�re deux primi-tives R_bast(m)/R_deliver() qui permettent aux proessus de di�user et reevoir desmessages (Nous dirons alors qu'un proessus R_di�use ou R_livre un message m).Une primitive de di�usion �able1 R_bast()/R_deliver() est dé�nie par les propriétéssuivantes :Dé�nition 1.1 (Di�usion �able) La paire de primitives R_bast()/R_deliver() de ladi�usion �able satisfait (les messages sont supposés uniques) :� Validité Si un proessus R_livre m alors un proessus a préédemment R_di�usé

m ;� Intégrité Un proessus R_livre un message m au plus une fois ;� Terminaison Si un proessus orret R_di�use un message m alors il R_livre lemessage m ;� Aord Si un proessus R_livre m alors m est R_livré par tous les proessusorrets.La di�usion �able impose don que les proessus s'aordent sur les messages livrés maisn'impose pas d'ordre sur la livraison des messages. De même, es primitives n'o�rentpas de garantie temporelles. Un message R_di�usé sera reçu par un proessus orret,ependant le délai de transmission n'est pas onnu ni borné a priori. On observe en�nque les proessus orrets livrent le même ensemble de messages E. Par ontre l'en-semble des messages R_livrés par les proessus fautifs est un sous-ensemble de E. Ilest possible d'implémenter les primitives R_bast()/R_deliver() à partir des primitivesde base send()/reeive() en tolérant un nombre quelonque de proessus fautifs [67℄. Onn'augmente don pas puissane de alul du modèle en supposant que les proessus ontaès aux primitives R_bast()/R_deliver().1Reliable broadast dans la littérature.
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Fig. 1.1 � Mémoire partagée à érivain unique, n = 41.1.2.2 Mémoire partagéeDans un modèle à mémoire partagée, les proessus partagent une entité ommune,la mémoire. Pour simpli�er le raisonnement, nous supposons que ette mémoire estomposée en registres atomiques ommuns [69, 80℄. Nous onsidérons dans ette étudedes registres à érivain unique. Chaque registre ne peut être érit que par un proessusdonné. La mémoire peut être vue omme un tableau M divisé en n zones, haque zoneorrespondant à la zone d'ériture d'un proessus donné. Un tel système est représentédans la �gure 1.1.1.1.2.3 Rédution entre modèlesDans ette thèse, nous nous intéressons prinipalement à la alulabilité. À e titre,une question naturelle est la puissane relative des deux modèles exposés i-dessus. Etantdonné un problème P que l'on peut résoudre dans l'un des modèles de ommuniation,peut-on le résoudre dans l'autre modèle de ommuniation ?Il n'est pas di�ile de se onvainre que dans le modèle à mémoire partagé, il estaisé de simuler le modèle à passage de messages. Par exemple, haque registre R[i] estdivisé en n zones. Pour simuler l'envoi d'un message m vers pj, pi érit m dans la i-ièmezone de R[i]. pj peut alors obtenir les messages qui lui sont adressés en observant haundes registres.Dans l'autre diretion, il a été montré omment onstruire un registre atomique dansle modèle à passage de messages [14℄. Cependant, ette simulation requiert une majoritéde proessus orrets (t < n
2 ).1.1.3 Aspets temporelsDans le as d'un système entralisé, on suppose en général qu'il existe une horlogeglobale aessible par les proessus, qui permet de dater de façon univoque une ationvis à vis des ations des autres proessus. Dans un système distribué, la notion de tempsest loale à haque proessus.



Modèles de systèmes distribués 17Systèmes synhrones Dans le modèle synhrone [36℄, les proessus exéutent desrondes suessives. Durant haque ronde, les proessus ommuniquent entre eux et ef-fetuent des aluls loaux. Lorsqu'un proessus termine la ronde r, il a la ertitudequ'à et instant tous les proessus orrets qui partiipent au protoole ont égalementterminé ette ronde. Ce modèle est très puissant : il est possible de résoudre des pro-blèmes que l'on ne peut pas résoudre dans d'autres modèles (typiquement, le onsensuspeut être résolu dans e type de système [82℄). La propriété d'un système synhroneest qu'il existe une borne supérieure sur le temps de transmission des messages et uneborne maximale sur le temps d'exéution d'une étape de alul. De plus, les proessusonnaissent es bornes et disposent d'horloges synhronisées. La détetion des proessusdéfaillants est don failement mise en ÷uvre par un méanisme de type délais de garde.Cependant, en dehors de ertaines arhitetures dédiées, il est souvent impossibled'établir des bornes supérieures utilisables sur le temps de transfert des messages oule temps d'exéution des proessus. Néanmoins, dans le adre plus théorique de la al-ulabilité, il est intéressant de reherher des solutions algorithmiques dans e modèle.Un résultat d'impossibilité s'étendra immédiatement dans tout modèle qui autorise unomportement synhrone. De plus, il existe un lien fort entre e�aité synhrone etdegré de tolérane aux fautes dans le modèle asynhrone [50, 101, 91℄.Systèmes asynhrones Dans un système asynhrone, il n'existe pas de bornes surles temps de alul, de transmission des messages ou de leture/ériture des registres.Ce modèle est simple et orrespond aux observations des systèmes réels. En e�et, enfontion de la harge du réseau ou des proesseurs, les temps de alul ou les délais detransmissions sont variables et di�iles à prévoir. Bien que plus réaliste que le modèlesynhrone, le modèle asynhrone sou�re de sa trop grande généralité : il est très faibleet de nombreux problèmes n'ont pas de solution dans e modèle.Dans le modèle synhrone, l'éoulement du temps o�re un repère ommun aux pro-essus. Par ontre, dans le as purement asynhrone, seule l'interfae de ommuniationpeut o�rir un tel repère. Plus e médium o�re de garanties, plus les algorithmes serontsimples et e�aes. À titre d'exemple, le médium de ommuniation peut assurer unordre sur la livraison des messages, la persistane des données envoyées ou une synhro-nisation plus ou moins forte sur les vues suessives de es données. Plus le médium deommuniation o�re de garanties, plus la oneption d'algorithmes sera failitée. Nousverrons dans le paragraphe 1.3 di�érentes primitives de ommuniation qui o�rent plusou moins de garanties.Entre synhrone et asynhrone Les modèles synhrones et asynhrones repré-sentent deux extrêmes dans l'ensemble des modèles possibles. Dans le modèle synhronepur, tous les paramètres temporels sont bornés et es bornes sont onnues. À l'inverse,rien n'est onnu sur les paramètres temporels dans les modèles asynhrones purs. Plu-sieurs modèles dits partiellement synhrones ont aussi été proposés a�n de se rapproherdu omportement d'un système réel.Dwork, Lynh et Stokmeyer [45℄ ont introduit la notion de système partiellementsynhrone :



18 Cadre de l'étude� Dans un premier modèle, il existe des bornes sur les délais de transmission desmessages ou le temps néessaire pour e�etuer un pas de alul. Cependant, esbornes ne sont pas onnues par les proessus.� Dans une autre version, le système se omporte de façon synhrone à partir d'unertain temps appelé GST (pour Global Stabilization Time).Les auteurs étudient haun des modèles assoiés aux paramètres de es hypothèses(borne onnue ou inonnue, stabilisation immédiate ou inélutable) et montrent que er-tains problèmes à résoudre dans le modèle purement asynhrone le deviennent. D'autrestravaux, en relation ave la reherhe de la synhronie minimale néessaire pour ré-soudre le onsensus, étudient des restritions spatiales du modèle partiellement syn-hrone [8, 9, 13, 83, 112℄. Dans es systèmes, seule une partie du système exhibe unomportement synhrone à partir d'un ertain temps.Dans le modèle asynhrone temporisé [40℄, l'hypothèse � une borne x apparaîtraà partir d'un ertain temps � est remplaée par � une borne x apparaîtra in�nimentsouvent �. Ce modèle essaie de traduire l'observation que les systèmes réels osillent entrepériodes stables et périodes instables. Il généralise les modèles proposés dans [44, 45℄.D'autres modèles ra�nent les modèles i-dessus. Par exemple, le modèle quasi-synhrone[10℄ impose des bornes onnues sur la vitesse d'exéution, le délai de transfert desmessages, le déalage temporel des horloges loales et la harge du système. Cependant,haune de es bornes peut être violée ave une probabilité p onnue.Ce bref survol montre qu'il existe une multitude de modèles qui orrespondent à dif-férents degrés d'inertitude temporelle. D'autre part, une modélisation �ne d'un systèmeréel néessite un grand nombre de paramètres [10℄. Dans ette thèse, nous hoisissons lemodèle purement asynhrone pour sa simpliité et sa généralité. En e�et, tout résultatpositif dans e modèle s'étend aux modèles qui imposent une restrition sur l'asynhro-nie du système. En�n, omme nous le verrons par la suite (paragraphe 1.2), la synhronied'un modèle peut être abstraite au travers d'orales appelés déteteur de défaillanes.Au lieu de faire des hypothèses temporelles, nous enrihirons le modèle asynhrone avedes orales (les déteteurs de défaillanes) qui masquent des propriétés temporelles dusystème.1.2 Déteteurs de défaillanesComme nous l'avons vu, les proessus sont sujets aux rashs ou pannes franhes.La di�ulté ou l'impossibilité de résoudre un problème donné provient essentiellementde la ombinaison des défaillanes et de l'absene de repères temporels. En e�et, dansun modèle purement asynhrone, il est impossible de distinguer un proessus défaillantd'un proessus très lent. En partiulier, il est impossible de résoudre le onsensus dansun modèle purement asynhrone dans lequel un proessus est suseptible de défaillir[48℄.Pour ontourner ette impossibilité, les herheurs ont renforé les hypothèses tem-porelles pour donner naissane aux modèles partiellement synhrones évoqués dans leparagraphe préédent. Quelle est l'in�uene de l'augmentation du degré de synhronie



Déteteurs de défaillanes 19du modèle sur la alulabilité ? Par exemple, onsidérons le onsensus et l'un des mo-dèles introduit par Dwork, Lynh et Stokmeyer [45℄. Dans les exéutions de e modèle,il existe des bornes sur les délais de transfert des messages ainsi que sur la durée maxi-male d'une étape de alul. Bien que es bornes ne soient pas onnues a priori, il s'avèrequ'il existe un algorithme de onsensus qui tolère une minorité de proessus défaillants(t < n
2 ).Abstraire les hypothèses temporelles Ainsi, il est possible de résoudre le onsen-sus si nous restreignons l'inertitude temporelle. De façon équivalente, le nombre deproblèmes qu'il est possible de résoudre si le système est équipé d'un méanisme quidonne des informations sur les défaillanes augmente.Supposons que les proessus exéutent l'algorithme de détetion de défaillanes sui-vant [30, 45℄. Périodiquement, haque proessus pi émet un message � pi est vivant � etattend ensuite des messages � de vie � des autres proessus avant l'expiration d'un délaide garde. Si la minuterie expire avant la réeption d'un message � pj est vivant �, piinlut pj dans la liste des proessus suspets. Si plus tard, pi reçoit un message de pj , ilen déduit qu'il l'a soupçonné à tort et le retire don de la liste des suspets. Il augmenteégalement le délai de la minuterie pour éviter qu'une telle erreur ne se reproduise. Lespropriétés de synhronie partielle du modèle impliquent l'existene d'un instant à partirduquel tous les proessus défaillants seront soupçonnés en permanene tandis que lesproessus orrets ne seront plus jamais soupçonnés à tort.L'information sur les défaillanes produite par l'algorithme i-dessus dans un sys-tème partiellement synhrone peut être abstraite de la façon suivante. Soit un modèlepurement asynhrone dans lequel les proessus ont aès à un orale distribué. À haqueproessus et à haque instant, l'orale fournit une liste de proessus suspets. L'oralegarantit qu'il existe un instant à partir duquel (1) tous les proessus défaillants seronttoujours soupçonnés et (2) auun proessus orret ne sera jamais plus soupçonné. Cetorale est le déteteur de défaillanes inélutablement parfait 3P.Quelle est la puissane de alul dans le nouveau modèle enrihi ? Il a été montré qu'àl'aide de et orale en apparene très faible et peu �able (les proessus ne onnaissentpas l'instant à partir duquel les listes de suspets sont pertinentes), il est possible derésoudre le onsensus malgré les défaillanes éventuelles d'une fration des proessus.Capturer la synhronie minimale L'approhe déteteurs de défaillanes [30℄ onsisteà enrihir le modèle asynhrone ave un orale qui fournit des informations plus ou moinspertinentes, au lieu de restreindre expliitement l'asynhronie en faisant des hypothèsestemporelles. À travers ette abstration, on herhe à aratériser la � quantité de syn-hronie � minimale néessaire et su�sante pour résoudre un problème donné.Certains déteteurs sont omparables par l'intermédiaire de rédutions algorith-miques. Un déteteur D est dit plus faible qu'un autre déteteur D′ s'il existe un algo-rithme distribué fondé sur D′ dont la sortie satisfait la spéi�ation de D. On notera

D′
; D l'existene d'un tel algorithme. Intuitivement, les hypothèses temporelles abs-traites par D sont plus faibles que elles apturées par D′. Étant donné un problème



20 Cadre de l'étude
P impossible à résoudre dans un modèle purement asynhrone, ette notion d'ordrepermet de dé�nir (s'il existe) le plus faible déteteur Dmin pour e problème. Dmin estminimal pour P s'il existe un algorithme qui résout P dans un modèle asynhrone munid'un tel orale et si pour tout déteteur D à l'aide duquel P peut être résolu, D ; Dmin.Étonnamment, pour ertains problèmes un tel déteteur minimal existe et a étéidenti�é. Le premier résultat de minimalité a été établi pour le onsensus par Chandra,Hadzilaos et Toueg [29℄. Plus tard, d'autres équipes ont identi�é le déteteur minimalpour plusieurs problèmes fondamentaux en environnement réparti. Citons notammentl'implémentation d'un registre atomique dans le modèle à passage de messages, lorsquele nombre de proessus défaillants n'est pas borné a priori (t = n − 1) [42℄, l'exlusionmutuelle tolérante aux défaillanes [43℄, la validation atomique non bloquante [62, 79℄.Les paragraphes suivants dé�nissent formellement la notion d'orale déteteurs dedéfaillanes. Les dé�nitions sont issues du travail fondateur de Chandra et Toueg [30℄.1.2.1 Dé�nitionUn déteteur de défaillanes est un orale qui fournit à haque instant des informa-tions plus ou moins pertinentes sur l'état des proessus (vivant ou défaillant). Auuneontrainte n'est imposée sur l'enodage de ette information. Il est seulement requis quela spéi�ation de la sortie de l'orale dépende uniquement des défaillanes ('est-à-direqu'un déteteur ne fournit pas d'indiations sur les valeurs des variables loales des pro-essus). D'un point de vue opérationnel, haque proessus pi est muni d'une variableloale fdi aessible seulement en leture. Les valeurs suessives de ette variable sontontr�lées par le déteteur de défaillanes. Le proessus pi peut à tout instant interrogerle déteteur en lisant la valeur ourante de la variable fdi.Une lasse de déteteur de défaillanes est assoiée à un ensemble R (éventuellementin�ni), qui représente des valeurs potentiellement fournies par les déteteurs appartenantà ette lasse. Un historique de détetion de défaillanes H est une fontion dé�nie sur
Π × T à valeur dans R. H(i, τ) représente l'information fournie par le déteteur auproessus pi à l'instant τ . Un déteteur de défaillanes D à valeurs dans RD est unefontion qui assoie à haque motif de défaillanes F un ensemble d'historiques dedétetion à valeurs dans RD. Cet ensemble noté D(F ) orrespond à l'ensemble deshistoriques de détetion autorisés par D pour le motif F . Lorsque pi lit fdi, il obtientpar onséquent une valeur d ∈ RD qui enode de l'information relative au motif dedéfaillane ourant. Remarquons qu'auune hypothèse n'est faite sur l'ensemble desvaleurs possibles RD. Cependant, un déteteur ne peut fournir d'information sur lealul e�etué par un proessus donné. À partir de fdi, pi peut au mieux déduire l'état(vivant ou défaillant) d'un proessus.À titre d'exemple, nous donnons la spéi�ation des lasses � mères � dont les dé-teteurs étudiés dans ette thèse sont issus.� Le déteteur parfait P [30℄ fournit une liste de proessus de � on�ane � à haqueproessus. Chaque proessus est muni d'une variable trustedi qui ontient un en-semble d'identités de proessus supposés orrets. P garantit la omplétude forte :au bout d'un ertain temps les proessus ne font plus on�ane aux proessus dé-



Déteteurs de défaillanes 21faillants et la préision forte : haque proessus fait toujours on�ane à tous lesproessus orrets. Le déteteur est don à valeur dans RP = 2Π et étant donnéun motif de défaillanes F , les historiques de détetion permis doivent véri�er :
∃τ ∈ T,∀i ∈ Π,∀τ ′ : (Correct (F ) ⊆ H(i, τ ′)) ∧ (τ ′ ≥ τ ⇒ H(i, τ ′) = Correct (F ))C'est-à-dire de façon plus opérationnelle :
∃τ ∈ T,∀i ∈ Π,∀τ ′ : (Correct ⊆ trustedτ ′i ) ∧ (τ ′ ≥ τ ⇒ trustedτ ′i = Correct)� De même que P, le déteteur inélutablement faible 3S [30℄ fournit une listed'identités de proessus de on�ane supposés orrets. Cependant les garantieso�ertes par e déteteur sont plus faibles. Au bout d'un ertain temps, un dé-teteur 3S fournit une liste qui ne ontient pas d'identité de proessus fautifs(omplétude forte) et il existe un proessus orret à qui tous les proessus fonton�ane (préision faible inélutable). Formellement, étant donné un motif dedéfaillanes F , H ∈ 3S(F )⇔

∃τ ∈ T,∃c ∈ Correct(F ),∀i ∈ Π,∀τ ′ ≥ τ : H(i, τ ′) ⊆ Correct(F ) ∧ c ∈ H(i, τ ′)ou, en supposant que le déteteur ontr�le le ontenu des variables trustedi :
∃τ ∈ T :

( ⋃

τ ′≥τ,i∈Π

trustedτ ′i ⊆ Correct(F )
)

∧
( ⋂

i∈Π,τ ′≥τ

trustedτ ′i 6= ∅)� Le déteteur leader Ω [29℄ fournit à haque proessus une identité. Il existe uninstant à partir duquel la même identité est fournie à tous les proessus et etteidentité orrespond à un proessus orret. Soit F un motif défaillane
H ∈ Ω(F )⇔ ∃τ ∈ T,∃c ∈ Correct(F ),∀i ∈ Π,∀τ ′ ≥ τ : c = H(i, τ ′)On notera leaderi la variable ontr�lée par un déteteur Ω sur le proessus pi.Les spéi�ations de es trois lasses font apparaître ertaines relations entre estrois déteteurs. Par exemple, étant donné un motif F , tout historique H ∈ Ω(F )appartient à 3S(F ). De même, l'ensemble des historiques qui satisfont la spéi�ationdu déteteur P est inlus dans 3S(F ). Intuitivement, le déteteur P est � plus fort �que les déteteurs 3S et Ω.Rédution Nous pouvons maintenant formaliser la notion de rédution entre déte-teurs de défaillanes déjà esquissée préédemment. Soient D et D′ deux déteteurs dedéfaillanes. S'il existe un algorithme TD′→D qui transforme D' en D, D est dit plusfaible que D′ (noté D′

; D). Un tel algorithme maintient sur haque proessus piune variable out_di dont les valeurs suessives sont ompatibles ave le déteteur D.Par ompatible, nous entendons que pour tout motif de défaillanes F et pour touteexéution dans laquelle les défaillanes suivent F , l'historique de détetion H ′(i, τ) ,'est-à-dire les valeurs suessives de out_di appartient à D′(F ). Notons que TD′→Dn'émule pas néessairement l'ensemble des historiques de détetion de défaillanes de D.L'algorithme doit seulement assurer que tous les historiques de détetion qu'il produitappartiennent à D′.



22 Cadre de l'étude1.2.2 Modèles hoisis et notationsDans ette thèse, nous nous plaçons dans un modèle dans lequel n proessus (n estonnu a priori) s'exéutent de manière totalement asynhrone. Ces proessus ommu-niquent par passage de messages ou par l'intermédiaire d'une mémoire partagée. Danse dernier as, la mémoire est omposée de registres atomiques à érivain unique. Lemédium de ommuniation, 'est-à-dire la transmission des messages ou la mémoire par-tagée est �able. Par ontre, les proessus sont suseptibles de onnaître des défaillanes.Le seul type de défaillane que nous onsidérons est la panne franhe, 'est-à-dire l'ar-rêt inopiné d'un proessus. Au ours d'une exéution, le nombre maximal de proessusqui tombent en panne est noté t. Nous enrihirons le modèle ave des orales de typedéteteurs de défaillanes.Soit C un déteteur de défaillanes. Nous utiliserons les notations suivantes :� MPn,t[C] désigne le modèle asynhrone ave ommuniation par passage de mes-sages dans lequel les proessus ont aès à un déteteur C. Les indies n et tdésignent respetivement le nombre de proessus et le nombre maximal de pannespouvant survenir dans haque exéution.� SMn,t[C] désigne le modèle asynhrone ave ommuniation par registres munid'un déteteur C. Les indies n et t ont la même signi�ation que préédemment.Par extensionMPn,t[∅] et SMn,t[∅] désignent des modèles asynhrones pures, 'est-à-dire qui ne béné�ient d'auun orale.1.3 Outillage algorithmiqueNous nous e�orçons d'adopter une approhe algorithmique. Comme noté dans [22℄,Identifying high-level onstruts is essential for advaning the art of distri-buted algorithm design.Cette partie présente des onstrutions de haut niveau dans le modèle à mémoire par-tagée. Ces onstrutions ont pour but de fournir aux di�érents proessus des vues d'unétat global ourant � qui ne di�èrent pas trop �. Il est important de souligner que toutesles onstrutions présentées i-après n'augmentent pas la puissane alulatoire du mo-dèle de base. Pour haune d'entre elles, il existe un algorithme qui tolère un nombrearbitraire de défaillanes (t = n− 1) dans le modèle SMn,t[∅].Synhronisation de vues Nous avons progressivement enrihi le modèle à passage demessagesMPn,t[∅], d'abord ave la primitive broadast()/deliver() puis ave la primitiveR_bast()/R_deliver(). Ces abstrations qui o�rent une sémantique de plus en plus rihefailitent la oneption d'algorithmes distribués. De plus haune d'entre elles peut êtreonstruite à partir de la primitive de base du modèle send()/reeive(). Ces abstrationsonernent la di�usion globale d'informations à travers tout le système. Un appel àR_bast() (ou broadast()) introduit un nouveau blo d'informations dans le systèmetandis qu'en appelant R_deliver() (ou deliver()) un proessus enrihit sa onnaissanesur l'état global.



Outillage algorithmique 23Ce type de problème (di�usion de l'état loal/onnaissane de l'état global) a lar-gement été étudié dans le adre du modèle mémoire partagée SMn,t[∅]. Ci-après, nousdressons un bref panorama des primitives onnues qui permettent de aluler une vuede l'état du système ave di�érents ritères de ohérene.Ces primitives sont toujours dé�nies par un ouple de fontion (érire/lire) ; la pre-mière permet de stoker une information à destination des autres proessus (di�usionde l'état loal), la deuxième a pour but d'obtenir les valeurs stokées par les autres pro-essus. Pour haune des primitives dé�nies i-après, il existe une implémentation quitolère un nombre arbitraire de défaillanes (t = n− 1) à partir de registres atomiques àérivain unique. Puisque notre étude s'intéresse prinipalement à la alulabilité, noususons sans réserve de es abstrations dans les hapitres suivants.Pour simpli�er les dé�nitions, nous nous plaçons dans le ontexte suivant : haqueproessus pi possède une valeur vi appartenant à un alphabet V et désire onnaîtrela valeur des autres proessus. Pour une exéution donnée, les valeurs initiales sontreprésentées par un veteur I ∈ Vn tel que I[i] = v si pi possède initialement la valeur
v ou ⊥ si pi ne partiipe pas. Une vue du système obtenue par un proessus pi est unensemble smi de paires < j, vj > où vj est la valeur initiale de pj. Par un léger abus denotation, nous noterons pour j ∈ smi ou vj ∈ smi lorsque < j, vj >∈ sm i.1.3.1 ColleteUne primitive de ollete simple2 [68, 121℄ garantit que haque proessus obtientdes valeurs au moins aussi réentes que elles de sa dernière leture. Formellement, lasémantique de la paire write(v)/ollet() est la suivante (voir par exemple [6℄).Dé�nition 1.2 (Collete) Si un proessus pi exéute l'opération op : smi ← ollet()alors :1. ∀j : j /∈ sm i ⇒ auune opération write(v) de pj ne préède op ;2. ∀j :< j, v >∈ sm i ⇒ v est la valeur érite par pj lors d'une opération wop :write(v), telle que wop préède op et qu'auune autre opération write(v′) par pjn'est interalée entre wop et op ;3. Si pi exéute une seonde opération op′ : sm ′

i ← ollet() après op alors smi ⊆ sm
′
i.De même que la primitive broadast()/deliver(), l'implémentation de write()/ollet() esttrès simple. Il su�t de lire suessivement le ontenu des registres qui omposent lamémoire (Figure 1.2). Pour annoner sa valeur, pi érit simplement ette valeur dansle registre M [i]. L'atomiité des opérations de bas niveau sur les registres garantit lestrois propriétés de la spéi�ation.La primitive préédente n'o�re que peu de garanties quant à l'ordre respetif desletures lorsqu'elles sont onurrentes. Dans l'exemple dérit dans la �gure 1.3, p1 ériten premier. L'exéution de l'opération ollet() par p1 est onurrente ave les érituresde p2 et p3. p2 ne voit pas l'ériture de p3 et retourne sm2 = {1, 2}. L'ériture de2ollet dans la littérature.



24 Cadre de l'étudeoperation ollet()
smi ← ∅foreah j ∈ Π do v ←M [j].read()if v 6= ⊥ then smi ← smi ∪ {< j, v >} endifenddoreturn(smi)Fig. 1.2 � La primitive ollet()

M [1].write(1)

M [2].read()
M [2].write(2)

M [1].read() M [3].read()
M [3].write(3)

M [1].read() M [2].read()

p1

p2

p3

sm1 = {1, 3}

sm2 = {1, 2}

sm3 = {1, 2, 3}

M [3].read()ollet()

Fig. 1.3 � Exéution non linéarisable, n = 3

p3 est physiquement la dernière, il retourne néessairement {1, 2, 3}. En�n p1 renvoie
sm1 = {1, 3}. Les deux ensembles {1, 3} et {1, 2} sont inomparables, e qui impliquequ'il n'est pas possible de plaer éritures et letures (ollet()) sur un axe de tempsommun. Or, � plaer les opérations sur un axe de temps ommun � en respetantleur sémantique simpli�erait le raisonnement sur les exéutions réparties. En e�et, aulieu d'intervalles de temps qui s'intersetent éventuellement, on aurait une vision sé-quentielle des opérations suessives, haque opération donnant l'illusion de s'exéuterinstantanément. Ce onept est onnu sous le nom de linéarisation.Linéarisation Ce onept a été introduit par Herlihy et Wing [76℄ a�n de simpli-�er le raisonnement lors de la oneption d'algorithmes distribués. Informellement, unobjet est linéarisable si sa spéi�ation peut s'exprimer par une mahine séquentielle(généralement hors du système).Dans le as d'une paire de primitives (annone d'une valeur/leture de l'ensembledes valeurs), la linéarisation stipule qu'il existe un axe de temps ommun et une datepour haune des opérations d'ériture et de leture [76℄ :Linearizability provides the illusion that eah operation takes e�et instan-taneously at some point between its invoation and its response. (...) It fa-ilitates ertain kinds of formal (and informal) reasoning (...) It states thatertain interleavings annot our.Un registre atomique est lairement linéarisable ar il n'est modi�able que par un



Outillage algorithmique 25seul proessus séquentiel et les opérations qu'il supporte sont linéarisables. Par ontre,omme le montre la �gure 1.3, un veteur de registres muni des opérations write() etollet() n'est pas linéarisable.1.3.2 Collete ordonnée ou Atomi snapshotNous souhaitons renforer la primitive (lire/érire) pour obtenir un objet linéari-sable. La ollete ordonnée ou snapshot requiert que les ensembles renvoyés soient or-donnés par inlusion, en plus des ontraintes de (write()/ollet()). Ce problème a étéposé et résolu par plusieurs équipes de reherhe : Afek et al. [1℄ dé�nissent atomi snap-shot, Aspnes et Herlihy [70℄ parlent d'atomi san et Anderson [11℄ le nomme ompositeregister. Ces travaux donnent des spéi�ations di�érentes ainsi que des implémenta-tions dans un modèle à registres. La ollete ordonnée ou atomi snapshot est dé�niepar la paire (write()/snap()) qui véri�e la spéi�ation suivante :Dé�nition 1.3 (Collete ordonnée ou Atomi snasphot) La paire write()/snap()de la ollete ordonnée satisfait : Supposons que haque proessus e�etue suessivementwrite(vi) ; smi ← snap(). Alors les ensembles smi véri�ent :1. Auto-inlusion ∀pi : i ∈ smi ; (smi ontient la valeur érite par pi)2. Comparaison ∀pi, pj : (sm i ⊆ smj) ∨ (smj ⊆ smi).(Les ensembles sm i sont ordonnés par la relation d'inlusion)L'ordre par la relation d'inlusion sur les vues retournées supprime les exéutions quiomportent des inversions entre des valeurs aniennes et des valeurs réentes (ommedans l'exemple de la �gure 1.3). De plus, l'exéution est linéarisable en se basant surl'ordre des ensembles retournés. Par exemple, une linéarisation possible peut être obte-nue à l'aide de l'algorithme suivant :� ranger les ensembles dans l'ordre sm1 ⊆ sm2 ⊆ · · · ⊆ smk ;� les éritures orrespondant aux valeurs de sm1 sont plaées au temps τ = 1, leséritures des valeurs dans sm2 − sm1 sont plaées au temps τ = 2, et.Il existe plusieurs implémentations sans attente3 d'un objet atomi snapshot AS àpartir de registres atomique à érivain unique. Le meilleur algorithme à e jour dû àAttiya et Rahman [18℄ possède une omplexité en O(n log(n)) en nombre d'appels auxopérations write(v)/read() de base.La �gure 1.4 représente les entrelaements possibles pour 3 proessus. Chaque pro-essus pi érit son index et alule une vue des index érits dans la mémoire partagée
R :

R[i].write(i); view i ← R.snap()3Un algorithme qui tolère un nombre arbitraire de défaillanes (t = n − 1) ne peut omporterd'instrutions d'attente d'informations en provenane d'autres proessus. La notion de alul sansattente sera disutée plus en détails dans le paragraphe 1.4.3



26 Cadre de l'étudeL'état �nal du proessus pi peut être représenté par le ouple (pi, view i). Chaque sommetdu graphe de la �gure 1.4 représente un état �nal possible. De plus, une arête est traéeentre les sommets s = (p, view) et s′ = (p′, view ′) si les états orrespondants sontompatibles, 'est-à-dire qu'il existe une exéution dans laquelle le proessus p alulela vue view et le proessus p′, view ′.Puisque les proessus sont suseptibles d'être défaillants, il est possible que dansertaines exéutions seuls ertains proessus obtiennent une vue (les autres tombant enpanne avant de renvoyer un snapshot). Les exéutions où seul un proessus partiipe(les autres proessus tombent en panne avant d'exéuter la moindre modi�ation dela mémoire partagée) sont représentées par l'un des trois oins du triangle extérieur.Ainsi, le sommet étiqueté (p1,{1}) représente l'exéution dans laquelle seul p1 partiipe.De même, les exéutions à deux partiipants sont représentées par un segment (deuxsommets reliés par une arête) sur l'un des bords du triangle. En�n, les triangles intérieursreprésentent les exéutions à trois partiipants. La �gure 1.5 donne des linéarisationspossibles des exéutions qui orrespondent aux deux triangles grisés dans la �gure 1.4.
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{1, 3}

{1}

p1

p3

p2 p3

p2
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p3p2

p1

p3
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p1

Fig. 1.4 � Entrelaements des opérations write()/snap(), n = 3Est-il possible de ontraindre d'avantage la primitive (lire/érire) ? Plus la primitiverestreint le nombre d'entrelaements possibles, plus le raisonnement et la onstrutiond'algorithmes sont failités. Le paragraphe suivant présente la ollete ordonnée immé-diate introduit par Borowsky et Gafni.
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write(2)

snap()

snap()

write(3)

write(3)

snap()

snap()

write(2)

snap()

snap()Fig. 1.5 � Linéarisation des opérations write()/snap() de la �gure 1.41.3.3 Collete ordonnée immédiate (Immediate Snapshot)Dans [21, 22℄, Borowsky et Gafni introduisent le problème de la ollete ordonnéeimmédiate. Au lieu de séparer la leture et l'ériture, es deux opérations sont fusionnéesen une seule notée write_snap(). Un appel write_snap(v) par pi renvoie un snapshotatomique smi. Ce snapshot est immédiat dans le sens où la primitive donne l'illusionque pi exéute write(v) immédiatement suivi de smi ← snap().Dé�nition 1.4 (Collete ordonnée immédiate ou Immediate Snapshot) La pri-mitive write_snap() de la ollete ordonnée immédiate satisfait : si l'on suppose quehaque proessus exéute smi ← write_snap(vi). Alors les ensembles sm i véri�ent :1. Auto-inlusion ∀pi : i ∈ smi ; (smi ontient la valeur érite par pi)2. Comparaison ∀pi, pj : (sm i ⊆ smj) ∨ (smj ⊆ smi) ;(Les ensembles smi sont ordonnées par la relation d'inlusion)3. Immédiateté ∀pi, pj : j ∈ sm i ⇒ smj ⊆ sm i.(Si sm i ontient la valeur de pj alors smi ontient le snapshot retourné par pj)La ontrainte d'immédiateté restreint l'espae des exéutions possibles, omme lemontre la �gure 1.6. Dans e dessin sont représentés les états possibles des proessusaprès un appel à la primitive write_snap(i), ave les mêmes onventions employées dansla �gure 1.4. Par exemple, l'exéution qui orrespond au triangle hahuré dans la �-gure 1.4 ne peut se produire. En ontrepartie, les exéutions ne sont plus linéarisables,mais set-linéarisables [105℄ : en un seul point, plusieurs opérations de proessus dif-férents apparaissent logiquement omme s'exéutant simultanément en un seul point.Par exemple, dans l'exéution orrespondant au triangle entral de la �gure 1.6, lesopérations write_snap() des trois proessus sont logiquement simultanées.L'éhelle de Borowsky-Gafni [22℄ Un algorithme qui implémente sans attente('est-à-dire qui tolère un nombre arbitraire de pannes, t = n − 1 ; la notion de al-ul sans attente sera préisée dans le paragraphe 1.4.3) un objet snapshot immédiat
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Fig. 1.6 � write_snap() : toutes les vues possibles (n = 3)init : LEVEL[1, . . . , n]← [n + 1, . . . , n + 1] ; V [1, . . . , n]← [⊥, . . . ,⊥]operation write_snap(vi)
V [i]← vi ;repeat LEVEL[i]← LEVEL[i]− 1 ;

level i ← LEVEL.ollet() ;
viewi ←

˘

j : (< j, ℓj >∈ level i) ∧ (ℓj ≤ LEVEL[i])}until (|viewi| ≥ LEVEL[i]) endrepeat ;
smi ← {< j, V [j] >: j ∈ view i} ; return(smi)Fig. 1.7 � Collete ordonnée immédiate [22℄dans le modèle à mémoire partagée est dérit dans la �gure 1.7. L'algorithme utilise untableau partagé LEVEL[1, . . . , n] onstitué de n registres atomiques à érivain unique.L'intuition derrière l'algorithme est la suivante. Les proessus desendent un esalierde n+1 degrés, marhes après marhes. L'algorithme vise à répartir les proessus sur lesmarhes de telle sorte que tous les proessus qui s'arrêtent au même niveau retournent lamême vue. Les proessus sont initialement positionnés au sommet de l'esalier (niveau

n+ 1). Le tableau LEVEL enregistre la position des di�érents partiipants. Lorsque piatteint le niveau ℓ, il l'indique en positionnant LEVEL[i] à ℓ.Lorsqu'il est au niveau ℓ, le proessus pi n'a le droit de desendre qu'à la onditionqu'il y ait de la plae dans les niveaux inférieurs. Plus préisément, pi dispose d'espaepour desendre si les proessus qui oupent les marhes ≤ ℓ sont en nombre < ℓ.Pour véri�er s'il a atteint sa position �nale, pi ollete la position ourante des autres



Coordination dans les systèmes distribués 29proessus. Les proessus situés sur la même marhe ou sur les marhes inférieures sontles proessus pj tels que LEVEL[j] ≤ ℓ. Les identités de es proessus sont stokéesdans l'ensemble view i. Si |view i| < ℓ, pi ontinue sa desente. Dans le as ontraire, pis'arrête au niveau ℓ. Le snasphot immédiat qu'il retourne ontient les valeurs de tousles proessus qu'il voit, i.e., {vj : j ∈ view i}.1.4 Coordination dans les systèmes distribuésLe problème de oordonner des proessus onurrents demeure l'un des problèmesfondamentaux du alul distribué tolérant aux fautes. Dans e ontexte, le problème duonsensus a été intensivement étudié. C'est une brique fondamentale pour la résolutionde nombreux problèmes distribués.Dans e problème, haque proessus est initialement muni d'une valeur privée issued'un ensemble quelonque et doit au bout d'un ertain temps déider une valeur. Laspéi�ation dérit quelles sont les déisions légales en fontion des valeurs initiales etrequiert également que les proessus orrets déident :Dé�nition 1.5 (Spéi�ation du onsensus)Validité La déision de haque proessus est la valeur initiale d'un proessus ;Aord Les déisions de tous les proessus sont identiques ;Terminaison Les proessus orrets déident.Si les valeurs initiales sont booléennes, e problème est appelé onsensus binaire.Fisher, Lynh et Paterson ont montré [48℄ que e problème n'a pas de solution dé-terministe dans un environnement asynhrone dans lequel au moins un proessus estsuseptible de tomber en panne.1.4.1 Problèmes étudiésDans ette thèse, nous étudions les relations entre di�érents problèmes de oor-dination faiblement ontrainte. Du point de vue de la alulabilité en environnementasynhrone ave défaillanes, es problèmes sont stritement plus failes que le onsensus(subonsensus tasks). Autrement dit, étant donné une solution à l'un de es problèmes,il n'est pas possible de résoudre le onsensus à l'aide de elle-i. À l'inverse, par l'uni-versalité du onsensus [69℄, une solution au problème du onsensus implique l'existened'une solution pour haun des problèmes onsidérés. Toutefois, es problèmes sont nontriviaux : il n'existe pas en général d'algorithmes déterministes pour les résoudre dansles modèles asynhrones ave défaillanes par panne franhe des proessus.Nous présentons brièvement les problèmes étudiés dans e doument. Les spéi�a-tions détaillées seront données dans le hapitre 2Consensus ensembliste Le onsensus ensembliste ou (n, k)-aord généralise le onsen-sus en relâhant la ontrainte d'aord. Au lieu d'obliger les proessus à déider la mêmevaleur, le (n, k)-aord requiert que l'ensemble des valeurs déidées par les n proessusomposant le système soit de ardinal au plus k :



30 Cadre de l'étudeDé�nition 1.6 (Aord ensembliste)
k-Aord Au plus k valeurs sont déidées.Ce problème a été introduit par Chaudhuri [31, 32℄ dans le but d'étudier omment le� degré de oordination � (apturé par le paramètre k) des problèmes in�ue sur leuralulabilité. Elle montre qu'il existe une solution lorsque t < k (où t dénote le nombremaximal de pannes) et onjonture qu'il est impossible de résoudre e problème lorsque

t ≥ k. Ce résultat sera établi plus tard par trois équipes indépendantes [75, 21, 115℄.Un aperçu des tehniques employées est présenté dans le paragraphe 1.4.5.Déision de omité Ce problème dérive également du onsensus. Alors que l'aordensembliste généralise le onsensus en a�aiblissant la propriété de � sûreté �, la déisionen omité [57, 58℄ rend plus faile le onsensus en relaxant la propriété de � vivaité �.Les proessus sont impliqués dans la résolution simultanée de plusieurs onsensus, ap-pelés omité. La terminaison est relaxée dans le sens suivant : haque proessus doitdéider dans au moins l'un des onsensus. Il n'est ni requis que tous les proessushoisissent la même instane ni que dans haque instane, il existe un proessus quidéide. Nous noterons (n, k)-omité e problème lorsqu'il est dé�ni pour n proessusherhant à déider en parallèle dans k omités. Par rapport au onsensus, le � degré deliberté � supplémentaire déoule du hoix laissé libre de l'instane du onsensus danslequel haque proessus déide. Di�éremment, le degré de liberté o�ert par le onsensusensembliste réside en l'autorisation de hoisir olletivement k valeurs.Test&set ensembliste La primitive de synhronisation lassique test&set permetde lire et modi�er une variable en une seule opération atomique. Dans le as d'unevariable binaire initialisée à 1, une opération test&set renvoie la valeur préédente dubit et le met à 0. La puissane de alul de ette primitive est apturée par le problèmesuivant, qui n'a pas d'entrées : il s'agit de déider une valeur ∈ {0, 1} telle que, danstoute exéution, il existe un proessus et un seul qui déide 1 (e proessus est le gagnantdans l'exéution onsidérée, les autres proessus sont dits perdants). L'absene d'entréesrend e problème stritement plus faible que le onsensus binaire. Intuitivement, il n'estpas possible d'utiliser une solution au test&set pour ommuniquer de l'information entreles proessus. Au ontraire, dans le onsensus binaire, les proessus exerent un ertainontr�le sur la sortie grâe au hoix libre des propositions et à la validité de la valeurdéidée. D'ailleurs, e ontr�le est su�sant pour onstruire une solution au onsensusmulti-valué [104, 119℄.Cependant, il existe un algorithme simple qui résout le onsensus fondé sur unesolution au test&set dans un système asynhrone omposé de n = 2 proessus : déiderla valeur proposé par le gagnant. Cette solution n'est orrete que si n = 2. En e�et,si n > 2, un proessus perdant n'est pas apable d'identi�er le proessus gagnant (parexemple, elui-i tombe en panne avant d'annoner qu'il a gagné).Malgré le aratère peu puissant du test&set, il est possible de onstruire une fa-mille de problème stritement plus faibles en relâhant la ontrainte sur le nombre deproessus gagnants. Dans le test&set ensembliste [21℄, le nombre de proessus gagnants



Coordination dans les systèmes distribués 31dans haque exéution est au moins 1 et au plus k. Cette famille abstrait des shémas deoordination qui ont une sémantique très faible. Ce problème, dé�ni pour n proessus,sera noté (n, k)-test&set.Renommage Dans e problème, les proessus possèdent initialement un nom uniquedans un vaste espae de nommage. Ils doivent déider un nouveau nom dans un espaeplus petit. Pour éviter les solutions triviales, la solution doit être indépendante de l'indexdes proessus. Une appliation possible de e problème est l'augmentation de l'e�aitéd'algorithmes dont la omplexité dépend de l'espae de nommage des proessus. En e�et,l'exéution préalable d'une phase de renommage réduira la taille de l'espae de nommageen entrée de l'algorithme dont on souhaite améliorer la omplexité. La spéi�ation d'unproblème de renommage impose une ontrainte sur la taille l'espae �nal des noms. Lerenommage est dit adaptatif si ette taille dépend du nombre de proessus partiipant.Le problème du renommage, dé�ni pour n proessus, dans lequel p proessus (1 ≤ p ≤ n)doivent aquérir un nouveau dans l'intervalle [1, . . . , h(p)], où h est une fontion de Nà valeurs dans N sera noté (n, h)-renaming.1.4.2 Forme générale d'un problème de déisionLes problèmes dé�nis i-dessus sont des représentants d'une lasse importante deproblèmes : les problèmes de déision. Chaun des n proessus possède initialement unevaleur onnue de lui seul. Ces proessus e�etuent ensuite un ertain nombre d'étapesde ommuniation et de aluls loaux pour hoisir une valeur �nale qui dépend desontraintes du problème ainsi que de l'ensemble des valeurs initiales.Les problèmes de déision sont supposés modéliser des systèmes réatifs omme desbases de données, systèmes de �hiers ou enore systèmes de ontr�le aérien. Une valeurinitiale représente de l'information en provenane de l'extérieur. Par exemple, il s'agitd'une valeur fournie par un apteur ou d'une haîne de aratères entrée au lavier parl'utilisateur. Une valeur �nale modélise une ation qui a�ete l'extérieur telle la déisionirrévoable de valider une transation.Soit un système omportant n proessus dont au plus t (0 < t < n) d'entre eux sontpotentiellement défaillants. Dans un problème de déision, tous les proessus partiipantau protoole proposent une valeur appartenant à un alphabet V.Dé�nition formelle L'état global initial du système peut être représenté omme unveteur Vin de dimension n sur l'alphabet V ∪ ⊥.
Vin [i] =

{
⊥ si pi ne partiipe pas
vi si pi propose la valeur vi ∈ VEn utilisant ette représentation, une exéution omportant f (0 ≤ f ≤ t) proessusdéfaillants dé�nit un veteur initial Vin qui ontient au plus f fois la valeur par défaut

⊥.



32 Cadre de l'étudeDe même, l'état global en sortie est représenté par un veteur Vout sur l'alphabet
Vout ∪⊥ éventuellement di�érent de l'alphabet d'entrée.

Vout [i] =

{
⊥ si pi est défaillant
vi si pi a renvoyé la valeur vi ∈ VoutDé�nition 1.7 (problème de déision) Un problème de déision est un triplet (∆,I,O)tel que� I est l'ensemble des états globaux autorisés en entrée� O est l'ensemble des états globaux autorisés en sortie� ∆ ⊆ I × O est la spéi�ation du problème, telle que (I, J) ∈ ∆ ⇒ (I[i] = ⊥ ⇒

J [i] = ⊥)La ontrainte sur la relation ∆ indique simplement qu'un proessus qui ne partiipe pasau protoole ne peut pas déider. Les problèmes onsidérés dans le hapitre 2 sont desproblèmes de déision. À titre d'exemple, la spéi�ation du onsensus binaire à deuxproessus est donnée dans la �gure 1.8 pour t = 1.
I O(1,1) (1,1)(1,⊥) (1,⊥)(⊥,1) (⊥,1)(0,⊥) (0,⊥)(⊥,0) (⊥,0)(0,0) (0,0)(1,0) (1,1), (0,0)(0,1) (1,1), (0,0)

p1, 0 p2, 0 p1, 0 p2, 0

p2, 1 p1, 1 p1, 1 p2, 1

∆

Fig. 1.8 � Spéi�ation du onsensus binaire pour deux proessus1.4.3 Calul tolérant les défaillanesPour résoudre un problème de déision P , les proessus exéutent un algorithmedistribué ou protoole. Un tel algorithme dérit quelles sont les informations à envoyeret les aluls loaux à exéuter. Chaque proessus pi est muni d'une variable deci loalequi ne supporte qu'une seule ériture. Cette variable, initialisée à ⊥, est destinée àreevoir la déision �nale de pi.Un protoole A est t-résilient s'il résout le problème P en dépit de t défaillanes.Plus préisément, pour une exéution donnée, notons I le veteur des valeurs initiales et
Jτ le veteur des valeurs des variables deci à l'instant τ . Soit (∆,I,O) la spéi�ationde P . A est une solution t-résiliente pour le problème P si dans toute exéution telleque :� au plus f ≤ t proessus tombent en panne et� I ∈ I ∧ |{i : I[i] = ⊥}| ≤ f ,il existe un instant τd qui dépend de l'exéution tel que� ∀τ ≥ τd : ∆(I, Jτ ).



Coordination dans les systèmes distribués 33Calul sans attente Dans le as partiulier t = n − 1, un algorithme t-résilient estdit sans attente (wait-free). Intuitivement, un tel environnement prosrit l'utilisationd'instrution d'attente d'informations en provenane d'autre proessus. En e�et, ommehaque proessus est suseptible de tomber en panne, l'attente d'un message ou d'uneériture en provenane d'un autre proessus risque de ne jamais terminer.De façon équivalente, il existe une solution sans attente au problème P s'il existe unalgorithme qui assure que tous les proessus orrets déident en respetant la spéi�-ation de P en un nombre �ni d'étapes de alul. De plus, si le système est onstituéd'un nombre �ni de proessus, il existe une borne globale ('est-à-dire qui ne dépendpas de l'exéution) sur le nombre d'étapes de alul.Dé�nition 1.8 (Calul sans attente) Un algorithme estdit sans attente s'il existe une borne supérieure (pour toutes les exéutions) du nombred'opérations e�etuées par un proessus donné.En e�et, puisque l'algorithme tolère au plus n − 1 proessus défaillants parmi n, iln'est pas possible que le ode ontienne des boules d'attente dont la terminaison dépendd'une propriété faisant intervenir d'autres proessus. Le ode est don déroulable et detaille �nie puisque haque proessus orret déide dans toute exéution en un temps�ni.1.4.4 RédutionNous nous intéressons aux relations entre ertains problèmes de déision. En par-tiulier, nous étudions des questions de la forme suivante : Étant donnée une solution� boîte noire � au problème P , est-il possible de résoudre un autre problème P ′. Unmoyen simple d'étudier ette question est d'enrihir le modèle ave des objets partagésqui o�re une solution au problème P .Notion d'objets Un objet est une struture de données partagée d'un ertain type.Le type d'un objet dérit l'ensemble des états possibles des objets de e type, l'en-semble des opérations qu'ils supportent ainsi que les réponses que es objets renvoientlors d'interation ave les proessus. À haque instant, un objet O est dans un er-tain état et lorsque qu'un proessus exéute une opération sur O, son état varie et ilretourne une réponse. Par exemple, un objet S de type snapshot (f. de�nition 1.3) sup-porte deux opérations snap() et write(). Un tel objet mémorise un veteur de valeurs.Les proessus peuvent examiner le tableau pour apprendre les valeur ontenues danshaque ase en une seule opération atomique (opération snap()) et également modi�erla valeur d'une ase (opération write()). Un objet onsensus CNS supporte une opéra-tion unique propose(v) qui retourne une valeur v′. Le type de es objets se déduit de laspéi�ation du onsensus : si v′ est retournée alors il existe un proessus qui a exéuté
CNS .propose(v′) et tous les appels qui terminent retournent la même valeur.La spéi�ation d'un objet impose souvent des restritions sur son utilisation. Dansune exéution donnée, un objet à usage unique ne peut être aédé qu'au plus une



34 Cadre de l'étudefois par haque proessus. Tous les objets qui orrespondent aux problèmes de déisionsont à usage unique (one-shot types). Le nombre de proessus pouvant aéder auxobjets est également parfois restreint. De façon plus opérationnelle, un objet disposede points d'entrées ou ports en nombre limité. Un proessus invoque une opérationsur l'objet en aédant à l'un des ports. Il est généralement supposé que, dans uneexéution donnée, un proessus aède au plus à un port et que haque port est aédépar au plus un proessus. Une interrogation naturelle est omment es ports sont reliésaux proessus ? Ou, en d'autres termes, quel est le âblage de l'objet ? Un objet âbléstatiquement (one-to-one binding sheme [27℄) assoie à haque proessus un numérode port exlusif. L'assoiation est statique dans le sens où le numéro de port est �xé apriori. Par ontre, dans le shéma de âblage dynamique, haque proessus peut aéderà n'importe quel port. Un algorithme fondé sur e type d'objet doit néanmoins assurerque haque port est assoié à au plus un proessus et, si l'objet est à usage unique, quehaque proessus e�etue au plus un seul aès dans toute exéution.Le omportement d'un objet lorsque plusieurs proessus e�etuent des opérationsonurrentes est déterminé par un ritère de ohérene. Les objets que nous étudionssont linéarisables [76℄ : les opérations semblent s'exéuter de façon instantanée bienqu'elles soient éventuellement onurrentes. De plus, l'ordre des instants auxquels lesopérations semblent apparaître est onsistant ave leur déroulement dans le temps :si une opération termine avant le démarrage d'une deuxième, la première préède laseonde dans la linéarisation.Un autre point important à prendre en ompte est le omportement des objetslorsque des défaillanes surviennent. Nous supposerons que les objets sont sans attente[69℄ : toute opération lanée par un proessus orret s'exéute jusqu'à son terme, et equelque soit le motif de défaillanes. Si un proessus qui invoque une opération tombe enpanne avant d'avoir reçu la réponse orrespondante alors ette opération est suseptiblede modi�er l'état de l'objet à n'importe quel instant suédant l'invoation.Rédutions lire/érire sans attente (wait free read/write redutions [51, 52℄)Maintenant que nous disposons de la notion d'objet, nous dé�nissons le adre danslequel nous allons omparer les problèmes. Nous étudions la di�ulté relative de di�é-rents problèmes dans le modèle à mémoire partagée dans lequel le nombre de défaillanesdans haque exéution est borné par n− 1.Soit P = (∆,I,O) un problème de déision. L'hypothèse de l'existene d'une solu-tion sans attente au problème P pour n proessus se traduit par un objet O spéi�éomme suit. Un tel objet à usage unique exporte une seule opération propose() et dis-pose de n ports. Pour une exéution donnée, soit I le veteur des valeurs soumises àl'objet par les invoations propose() (I[i] = ⊥ si pi n'exéute pas O.propose()) et J leveteur des valeurs renvoyées (J [i] = ⊥ si I[i] = ⊥ ou pi défaille avant d'obtenir uneréponse de O). O implémente P si I ∈ I ⇒ ∆(I, J) quelque soit l'exéution onsidérée.Soit P ′ un deuxième problème. Il existe une rédution sans attente de P ′ vers P siil existe un algorithme A sans attente qui résout P ′ dans le modèle à mémoire partagéemuni d'objets O qui implémentent P . La seule ontrainte que A doit satisfaire estla tolérane à n − 1 défaillanes éventuelles. A peut utiliser un nombre arbitraire de



Coordination dans les systèmes distribués 35registres atomiques et/ou d'objets O. De même, nous ne faisons auune restrition surla omplexité de A. S'il existe en plus une rédution sans attente de P vers P ′, nousdirons que les deux problèmes P et P ′ sont lire/érire équivalents sans attente ou plussimplement r/w équivalents.Notation Nous noterons SMn,n−1[O1, . . . , Ox] le modèles à mémoire partagée om-posée de n proessus. En sus des registres, les proessus disposent d'objets O1, . . . , Ox.Le nombre de registres et d'objets n'est pas borné. Par un léger abus de langage, nousquali�erons parfois e modèle de sans attente : dans toute exéution, au plus n − 1pannes peuvent se produire.1.4.5 CalulabilitéL'approhe � déteteurs de défaillanes � vise à aratériser les modèles dans lesquelsil existe une solution à ertains problèmes fondamentaux. Une autre approhe pourétudier de façon systématique la alulabilité onsiste à aratériser les problèmes pourlesquels il existe une solution dans un modèle donné. L'étude de ette question a onduità l'introdution d'outils puissants issus de la topologie dans la théorie du alul distribué.Nous présentons suintement dans e paragraphe les résultats majeurs ainsi que ladémarhe employée.Préliminaires L'une des tehniques usuelles pour établir des résultats d'impossibilitéest la onstrution d'exéutions indistinguables pour un ertain ensemble de proessus.En e�et, du fait de l'asynhronie du système, un proessus ne peut généralement pas àpartir de son état loal déterminer exatement l'état d'un autre proessus. Par exemple,onsidérons la �gure 1.6 qui représente l'état des proessus après l'exéution d'une opé-ration write_snap() sur un objet snasphot immédiat IS. Supposons que l'exéution réelleorresponde au triangle entral marqué en gras. La �gure montre que le proessus p1 nepeut onnaître ave préision l'état loal des deux autres proessus. Ainsi, onernant leproessus p2, la seule ertitude de p1 est que la vue obtenue par p2 n'est pas {1, 2}. Plusgénéralement, toutes les exéutions qui orrespondent aux triangles dont (p1 , {1, 2, 3})est l'un des sommets sont indisernables de l'exéution ourante pour le proessus p1.De même, l'exéution marquée en gras et l'exéution du triangle du milieu dans le oinen bas à droite sont indisernables à la fois pour p1 et p2.Il s'avère que des strutures appelées simplexes et omplexes simpliiaux sont par-tiulièrement adaptées pour dérire des ensembles d'états ompatibles et représenterdans quelle � mesure � es ensembles sont indisernables.Nous ommençons par donner quelques dé�nitions relatives à es notions. Un sim-plexe de dimension d ou d-simplexe est un ensemble de d + 1 sommets indépendants.Géométriquement, les sommets sont vus omme des points dans un espae eulidiend'une ertaine dimension. Un simplexe est alors l'enveloppe onvexe d'un ensemble depoints a�nement indépendants. Ainsi, un 0-simplexe est un point, un 1-simplexe estreprésenté par un segment et un 2-simplexe par un triangle plein, et. Un omplexe sim-pliial ou simplement un omplexe est un ensemble �ni de simplexes los par inlusion



36 Cadre de l'étudeet intersetion. La dimension d'un omplexe est la plus grande dimension des simplexesqui le omposent.Dé�nition � topologique � d'un problème de déision L'état (ou une partie deet état) d'un proessus peut être représenté par un sommet. Par exemple, dans les�gures 1.4 et 1.6, haque sommet est étiqueté par une paire s = (vi, pi) où vi est la vueobtenue par pi. Un d-simplexe dont les sommets orrespondent à des proessus di�érentsreprésente alors un état global légal, 'est-à-dire omposé d'un ensemble d'états loauxompatibles de d+1 proessus. Par exemple, onsidérons le onsensus binaire pour deuxproessus. Toutes les on�gurations de départ sont dérites par le omplexe du dessin degauhe dans la �gure 1.8. De même, le omplexe à droite dérit toutes les on�gurations�nales légales, 'est-à-dire qui respetent la spéi�ation du problème. Ce omplexe estformé de deux 1-simplexes disjoints qui dépeignent toutes les déisions possibles. Lesimplexe du haut orrespond à la situation dans laquelle la déision est 1 tandis quedans elui du bas, tous les proessus déident 0. Observons qu'étant donné un simplexede départ, tous les simplexes �naux ne sont pas légaux : d'après la ontrainte de validitédu onsensus, la déision est néessairement 0 si tous les proessus proposent 0.Plus généralement, tout problème de déision formulé pour n proessus se modélisede manière similaire. Le omplexe d'entrée Ic ontient un (n− 1)-simplexe pour haqueveteur d'entrée possible. De même, le omplexe de sortie Oc ontient un simplexe pourhaque veteur de sortie autorisé. Une fontion ∆ qui envoie haque simplexe S de Icsur un ensemble de simplexes de Oc (dont les sommets sont étiquetés ave les mêmeproessus que les sommets de S) dé�nit les sorties légales en fontion des veteursd'entrée.Représenter les algorithmes Comme nous l'avons suggéré, les omplexes simpli-iaux sont un moyen de dérire si les proessus sont apables de di�érentier plusieurson�gurations. Les omplexes mesurent à � quel degré deux on�gurations sont simi-laires � dans le sens suivant : deux simplexes (i.e., deux on�gurations) qui partagentun d-simplexe ommun sont indisernables pour au moins d proessus.Soit un algorithme distribué sans attente qui résout un ertain problème. Les états�naux possibles des proessus sont omplètement déterminés par l'ordonnanement deleurs ations et les réponses renvoyées par les objets auxquels ils aèdent. Il est donpossible de dé�nir le omplexe de l'algorithme. Chaque sommet est étiqueté par l'identitéd'un proessus et son état à la �n d'une exéution. Étant donné un veteur d'entrée etun ordonnanement des proessus, un simplexe de e omplexe représente l'ensembledes états �naux possibles.Dans un problème de déision, haque proessus doit hoisir une valeur en fontionde son état loal �nal. L'algorithme dé�nit don une fontion de déision δ qui envoiehaque sommet du omplexe de l'algorithme vers l'un des sommets du omplexe de sortie
Oc (étiqueté ave le même proessus). Cette fontion est simpliiale4. Soit S un simplexe4Soient C1 et C2 deux omplexes et f : C1 → C2. f est simpliiale si pour tout simplex S de C1,
f(S) est un simplex de C2.



Coordination dans les systèmes distribués 37du omplexe de l'algorithme. Puisque S représente des états �naux ompatibles d'unertain ensemble de proessus, δ(S) est néessairement l'un des simplexes du omplexede sortie Oc représentant un ensemble de déisions ompatibles pour es proessus. Deplus, δ � respete � les ontraintes de la spéi�ation du problème : si S représente unensemble d'états atteignables par une exéution à partir du simplexe d'entrée Ic, alors
δ(S) doit être ontenu dans ∆(Ic).Étudier la alulabilité Nous sommes maintenant prêts à exposer la méthode pourétablir des résultats d'impossibilité dans le adre que nous venons de présenter. Leshypothèses sur le modèle impliquent que les omplexes, quelque soit l'algorithme, pos-sèdent ertaines propriétés topologiques qui sont préservées par la fontion de déision
δ. À partir de la spéi�ation du problème, il est alors possible d'utiliser des théorèmesissus de la topologie pour montrer qu'une telle fontion n'existe pas.Par exemple, il est possible de montrer que le modèle asynhrone dans lequel les pro-essus aèdent à des objets registres atomiques pour ommuniquer, tout omplexe d'al-gorithme (qui démarre d'un omplexe d'entrée onneté) est onneté [75℄. La onne-tivité est préservée par δ ar ette fontion est simpliiale. On peut montrer de ettefaçon qu'il n'existe pas de solution pour le onsensus binaire. Comme dépeint dans la�gure 1.8, le omplexe d'entrée est onneté. Par ontre, le omplexe de sortie ne l'estpas. Il s'ensuit que l'image par δ d'un omplexe d'algorithme qui résout le onsensus estnéessairement déonnetée. Par onséquent, le omplexe de l'algorithme est lui aussidéonneté : une ontradition.Exemple : (3, 2)-aord Historiquement, l'approhe présentée i-dessus est née del'étude des onditions dans lesquelles il existe une solution au problème du onsensusensembliste. Dans trois artiles parus à STOC'93, Borowsky and Gafni [21℄, Herlihhy etShavit [74℄, Saks et Zaharoglou [116℄ ont indépendamment démontré que k+1 proessusne peuvent résoudre sans attente le k-aord dans le modèle asynhrone à mémoirepartagée.Pour illustrer ette approhe et préparer le terrain en vue du hapitre 4, onsidéronsune forme restreinte du problème du 2-aord pour 3 proessus (noté (3, 2)-aord) danslaquelle la valeur proposée par pi est toujours i. Nous essayons de donner l'intuition del'impossibilité de e problème de manière sans attente dans un système formé de 3proessus. La �gure 1.9 dépeint la spéi�ation topologique du problème. Notons ladi�érene de � forme � entre le omplexe d'entrée et le omplexe de sortie. L'espaedes on�gurations d'entrée valides est représenté par un triangle plein. Par ontre, leson�gurations de sorties légales omposent un triangle � vide � : l'intérieur du triangle(à droite sur la �gure 1.9) a été enlevé. En�n, les deux omplexes sont onnetés :l'observation que le alul sans attente dans le modèle à mémoire partagée onserve laonnetivité ne su�t pas. En fait, la démonstration de l'impossibilité du (3, 2)-aordse base sur une extension de la notion de onnetivité dans les dimensions supérieures.Le alul sans attente en mémoire partagée a la apaité de déformer l'espae d'entrée,mais ne peut ni y perer des � trous � ni le séparer en plusieurs moreaux.
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Fig. 1.9 � Spéi�ation � topologique � du (3, 2)-aordSuivant Borowsky et Gafni [21, 22, 24℄, plaçons nous dans un modèle dans lequel lesproessus ommuniquent par l'intermédiaire d'objets snapshot immédiat IS (f. para-graphe 1.3.3) au lieu d'aéder diretement aux registres de bas niveau. Pour simpli�erdavantage, les objets IS sont à usage unique, organisés en séquene IS [1], IS [2], . . .. Uneexéution dans e modèle (appelé IIS pour Iterated Immediate Snasphot [24℄) onsistesimplement, pour haque proessus, à aéder suessivement aux objets IS [1], IS [2], . . . , IS [B]avant déider en fontion de la dernière vue obtenue :
smi ← inputi ;for r = 1 to B do smi ← IS [r].write_snap(smi) endfor ;
deci ← decide(smi)Ce type d'algorithme est dit totalement informé (full information protool). À haqueitération ou ronde r, un proessus poste toute la onnaissane qu'il a aumulée surl'exéution en ours (ontenu de la variable sm i). La vue �nale d'un proessus pi estdon totalement déterminée par (1) l'ensemble des entrées et (2) les vues suessivesrenvoyées par les objets IS . La dernière vue (obtenue à la B-ième itération) ontientla plus grande quantité d'information qu'il est possible à pi d'aumuler étant donnésles paramètres (1) et (2). Ainsi, dans e modèle, pour résoudre une tâhe de déision,il su�t de déterminer le nombre d'itérations B et onevoir la fontion de déisionappropriée.À quoi ressemble le omplexe d'un algorithme dans e modèle ? La �gure 1.10 dépeintles omplexes qui orrespondent aux algorithmes qui se déroulent en une et deux rondesrespetivement. Ces omplexes sont hautement struturés. Le omplexe qui représenteles exéutions omportant r + 1 rondes s'obtient réursivement à partir du omplexequi orrespond à r rondes en subdivisant haque petit 2-simplexe en suivant le motifdu dessin à gauhe dans la �gure 1.10. Ce proédé ne rée pas de � trou � : le omplexereste plein.Pour établir l'impossibilité du (3, 2)-aord dans le modèle IIS , supposons par
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Fig. 1.10 � 1-ronde et 2-ronde omplexesontradition qu'il existe une fontions simpliiale δ qui envoie haque simplexe du
r-ronde omplexe vers le omplexe de sortie assoié au (3, 2)-aord (dessiné à la �gure1.9). De telles fontions existent : par exemple la fontion triviale qui envoie tout le om-plexe vers l'un des sommets du omplexe de sortie est lairement simpliiale. Le pointruial pour établir le résultat est que δ doit respeter la spéi�ation du problème. Ceiimplique que ertains simplexes du omplexe de l'algorithme ne peuvent être envoyés� n'importe où � dans le omplexe de sortie. En partiulier, un 1-simplexe sur le bord(du triangle englobant) doit être envoyé sur le bord orrespondant du omplexe de sor-tie. Par exemple, un simplexe S sur le bord extérieur gauhe des omplexes de la �gure1.10 orrespond à une exéution dans laquelle seuls p1 et p3 partiipent. Ces proessusdéident don néessairement 1 ou 3. Il s'ensuit que δ(S) doit être envoyé sur le bordextérieur droit du omplexe de sortie (f. �gure 1.9). D'un point de vue topologique,ette ontrainte requiert � d'enrouler � une forme pleine (le omplexe de l'algorithme)autour d'une forme évidée. L'existene d'une telle opération reviendrait à l'existened'une déformation ontinue d'un disque en un anneau, e qui est impossible.Plus préisément, dans [21, 75℄ les démonstrations reposent sur le lemme de Sperner[118℄. S'il existe une solution pour le (3, 2)-aord, alors haque sommet du omplexede l'algorithme peut être olorié ave la déision ∈ {1, 2, 3} du proessus orrespondant.Ce oloriage véri�e les onditions suivantes :� Les � oins �, 'est-à-dire les sommets du triangle englobant sont olorés avel'identité du proessus assoié ;� La ouleur d'un sommet appartenant au bord (pi, pj) est i ou j ;� Chaque petit triangle est olorié ave au plus deux ouleurs.Le Lemme de Sperner interdit l'existene d'un tel oloriage.La démonstration esquissée i-dessus établit l'impossibilité dans le modèle IIS . Danse modèle, les entrelaements des letures et éritures sont plus ontraints que dansle modèle à registres atomique. Grossièrement, le modèle IIS revient à examiner une



40 Cadre de l'étudelasse restreinte des exéutions du modèle à registre (les exéutions dans lesquelles lesopérations suessives ériture/leture semblent instantanées). Il s'avère que les deuxmodèles sont équivalents du point de vue du alul sans attente des tâhes de déision[24℄.Ainsi, du point de vue topologique, les déformations de l'espae d'entrée qu'il estpossibles d'e�etuer dans le modèle sans attente à registres sont limitées. Que se passe-t-il si l'on augmente le modèle ave des objets plus puissants ? Par exemple, supposonsqu'en plus de registres atomiques, les proessus ommuniquent via des objets test&set .Quel est l'e�et de l'ajout de es objets sur la puissane de alul du modèles, notammentsur la possibilité de résoudre le k-aord ?De même que préédemment, il est possible pour failiter l'analyse de dé�nir unmodèle itéré restreint IRIS (Iterated Restrited Immediate Snapshot) qui apture lapuissane du modèle à registres équipé d'objets test&set. Le omplexe des algorithmesde e modèle possède maintenant des � trous �. L'obstrution topologique qui empê-hait l'existene du alul du (3, 2)-aord disparaît. La �gure 1.11 montre le omplexe
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Fig. 1.11 � 1-ronde omplexe, modèle à registres + objets test&setassoié à une ronde d'un algorithme totalement informé dans e modèle IRIS (test&set).Comparé au omplexe de la �gure 1.10, ertains triangles ont disparu. Le vide laissérée su�samment de liberté pour déformer e omplexe vers le omplexe de sortie du(3, 2)-aord. Les �èhes en pointillé montrent une déformation possible, 'est-à-dire unefontion simpliiale δ.Théorème de alulabilité asynhrone L'approhe dérite i-dessus, qui visaitinitialement à établir l'impossibilité du k-aord a été ensuite développée pour obtenirdes résultats plus généraux qui aratérisent les problèmes qui ont une solution sans at-



Coordination dans les systèmes distribués 41tente, utilisant uniquement des registres atomiques. Herlihy et Shavit [75℄ montre qu'unproblème de déision peut être résolu si et seulement si il est possible de diviser lessimplexes du omplexe d'entrée en des simplexes plus petits qui peuvent être envoyésvers le omplexe de sortie par une fontion simpliiale µ. Cette fontion µ doit satisfairedes propriétés similaires aux fontions de déision δ. Notamment, elle doit préserverl'étiquetage des sommets par les noms de proessus et respeter la spéi�ation du pro-blème. Si le simplexe s naît d'une divisions du simplexe S du omplexe d'entrée alors
µ(s) est un simplexe de ∆(S). Cette aratérisation est appelée Asynhronous Com-putability Theorem [75℄. Ce théorème réduit la question de déterminer si un problèmepossède une solution à l'étude des propriétés des omplexes induits par sa spéi�ation.Ce résultat a été prouvé de di�érentes manières, donnant naissane à di�érentesformulations [73, 19℄. En partiulier, Borowsky et Gafni [24℄ donne une preuve dansle modèle snapshot immédiat itéré que nous avons introduit préédemment. Un despoints prinipaux de la démonstration est un algorithme qui simule le modèle lassiqueà registres dans le modèle itéré. C'est ette approhe que nous développerons dans lehapitre 4, où nous herherons à aratériser la puissane fournie par l'addition dedéteteurs de défaillanes.Malheureusement, la aratérisation n'est pas e�etive. Gafni et Koutsoupias [55℄ont montré, à partir du théorème de alulabilité asynhrone que déterminer si unproblème dé�ni pour trois proessus possède une solution sans attente est indéidable.Ce résultat a été étendu par Herlihy et Rajsbaum [72℄.Des extensions de l'approhe � topologique � ont également été proposées pourprendre en ompte des modèles munis d'objets plus puissant que des registres. En par-tiulier, Herlihy et Rajsbaum [73℄ étudient en détails les propriétés de onnetivité desomplexes d'algorithmes qui utilisent des objets k-aord.1.4.6 Di�ulté relative des di�érents problèmesNous herhons à établir les di�ultés relatives des familles de problèmes introduitsdans le paragraphe 1.4.1. Ce paragraphe présente les prinipaux résultats onnus ayanttrait à la lassi�ation du point de vue de la alulabilité de di�érents problèmes dedéision.La apaité de résoudre le onsensus est souvent prise omme référene puisqu'il estuniversel [69℄ : dans un modèle à mémoire partagée augmenté ave des objets onsensus,tout problème qui possède une spéi�ation séquentielle a une solution déterministe.Herlihy a formalisé les di�érenes entre objets par rapport à leur apaité à résoudrele onsensus. À haque objet O orrespond un entier c appelé nombre de onsensusave la sémantique suivante [69, 77℄ : un objet O a pour nombre de onsensus c si etobjet permet de résoudre le onsensus parmi au plus c proessus en dépit de jusqu'à
c − 1 défaillanes. Soient deux objets O et O ′ qui ont pour nombre de onsensus c et
c′ respetivement. Supposons que c < c′. On déduit de la dé�nition préédente qu'iln'est pas possible d'implémenter un objet O ′ de façon sans attente dans le modèle àmémoire partagée muni d'objets O (à ondition que le système omporte plus de cproessus). D'un autre �té, d'après le résultat d'universalité, un objet O possède une



42 Cadre de l'étudeimplémentation sans attente fondée sur des registres et des objets O ′ dans un systèmeomposé d'au plus c′ proessus. Ainsi, e nombre de onsensus lasse les problèmes selonleur di�ulté respetive en une hiérarhie appelée hiérarhie de Herlihy.Par exemple, le nombre de onsensus de test&set est 2, elui d'un registre atomiqueest 1 et ompare&swap possède un nombre de onsensus in�ni. Cependant, le nombrede onsensus ne aratérise pas omplètement un problème donné, notamment si l'ons'intéresse à la résolution d'un problème plus faible que le onsensus tel le k-aord (voirpar exemple [109℄).Dans la même ligne de reherhe, Herlihy et Rajsbaum ont étudié les relations[73℄, à l'aide de méthodes puissantes issues de la topologie algébrique, entre objets(n, k)-aord, 'est-à-dire des objets qui permettent de résoudre de manière sans attentel'aord sur k valeurs parmi n proessus. Ils établissent des onditions néessaires etsu�santes pour l'existene d'une solution au (n, k)-aord à partir d'objets (n′, k′)-aord et de registres atomiques.1.5 RésultatsCe doument présente di�érents résultats ayant trait à la di�ulté relative des pro-blèmes de oordination faible, et investigue les déteteurs de défaillanes introduits dansla littérature dans le but de résoudre es problèmes. Nous présentons une partie des tra-vaux qui ont fait l'objet des publiations [4, 39, 58, 59, 92, 93, 98, 100℄. Certains de esrésultats ont été obtenus en ollaboration ave S. Rajsbaum, E. Gafni et/ou A. Mosté-faoui. Les travaux publiés dans [49, 97, 102, 99, 101, 110, 111, 113, 114℄ ne seront pasdisutés dans e doument.Renommage et aord La di�ulté du renommage dépend du ardinal de l'espaedes nouveaux noms. Plus l'espae est vaste, moins le problème est di�ile. Le ardinalde l'espae de renommage est dé�ni par une fontion h qui détermine pour un nombrede proessus partiipant p l'intervalle [1, . . . , h(p)] dans lequel es p proessus doiventaquérir un nouveau nom.Nous herhons à mieux omprendre l'in�uene de la � qualité � de l'aord surl'espae minimal de renommage. Quelle est, en utilisant des registres et des objets (n, k)-aord ou (n, k)-test&set, le plus petit espae renommage qu'il est possible d'atteindre ?Nous montrons qu'à l'aide d'objets (n, k)-test&set, il est possible de onstruire unobjet renommage dont l'espae est déterminé par une ertaine fontion fk (fk : p →
2p −

⌈
p
k

⌉). Cet espae est optimal : réiproquement nous montrons qu'à partir d'unobjet renommage qui garantit et espae, on peut onstruire un objet (n, k)-test&set.Ces résultats sont parus dans [98℄.Dans une ommuniation postérieure à la publiation de [98℄, Gafni a présenté unalgorithme de renommage optimal (en terme de ardinal de l'espae des nouveaux noms)fondé sur le (n, k)-aord [53℄. Le ardinal de l'espae est dé�ni par la fontion hk :
p → min(2p − 1, p + k − 1). Réiproquement, nous montrons dans [100℄ que pour k =
t, renommage en ht(p) noms et (n, t)-aord sont t-résilient équivalents en mémoire



Résultats 43partagée. De plus, [100℄ établit que dans le as général, renommage en hk(p) noms eststritement plus faile que le (n, k)-aord.Aord ensembliste et aord sur plusieurs fronts Nous avons introduit e nou-veau shéma de oordination dans [58℄, à la suite des travaux de Gafni et Rajsbaum [57℄.Le problème (n, k)-omité abstrait l'idée de mener simultanément plusieurs protoolesde onsensus. Une instane du problème du onsensus est appelée omité. Les n pro-essus essaient de résoudre k instanes en parallèle, ave la ontrainte de déider dansau moins un omité. Les déisions au sein d'un même omité doivent être les mêmes.Nous nous demandons naturellement omment e problème se ompare au (n, k)-aord.Dans [58℄, nous montrons en ombinant outils issus de la topologie et rédutions algo-rithmiques que les deux problèmes sont équivalents, même si on se restreint à des valeursbinaires en entrée des omités. Les résultats sont exposés dans le adre de 3 proessus etpour k = 2. Ils se généralisent pour tout n à k = n−1. Dans [4℄ nous étendons le résultatà tout n et tout k à l'aide de tehniques purement algorithmiques. La version binairedu problème déision de omité peut être interprété omme le pendant � binaire � del'aord ensembliste.Composition de déteteurs de défaillanes Tout les problèmes ités i-dessussont non triviaux : il n'existe pas d'algorithme sans attente pour les résoudre dans unenvironnement asynhrone. Plusieurs déteteurs de défaillanes ont été proposé dans lalittérature pour ontourner es impossibilités. Dans [92℄, nous omparons les puissanesde ertaines familles de déteteurs orientés vers la résolution du (n, k)-aord. Pourhaque paire (C1, C2) dans es familles, nous aratérisons les onditions dans lesquellesil existe une rédution de C1 vers C2 ou de C2 vers C1. Nous lassons également esdéteteurs par rapport à leur apaité à résoudre le (n, k)-aord. Le rang d'un déteteur
C dans ette hiérarhie est le plus entier k tel qu'il existe un algorithme fondé sur Cqui résout le (n, k)-aord. Finalement, nous établissons que ette hiérarhie n'est pasrobuste : il existe des déteteurs C1 et C2 de rang respetif k1 et k2 dans la hiérarhieque l'on ombine pour obtenir un déteteur de rang k3 ave k3 < min(k1, k2). Cerésultat suggère que l'espae entre modèle purement synhrone et purement asynhronen'est pas linéaire. Dans [93℄, nous spéialisons les tehniques algorithmiques développéesdans [92℄ pour donner une transformation extrêmement simple du déteteur 3W versle déteteur Ω, o�rant ainsi une alternative aux transformations plus omplexes deChandra et oauteurs [29℄ et Chu [37℄.Autres résultats (qui ne seront pas disutés dans e doument) En plus des résultatsprésentés dans e doument, j'ai été onurremment ou préédemment impliqué dansplusieurs ativités de reherhe, qui ont donné lieu à un ertain nombre de publiationsrésumées ii.� Compléxité de l'aord ensembliste en environnement synhrone, sous di�érentesmodèle de défaillanes. Nous avons onstruit des algorithme optimaux (en nombrede rondes) qui résolvent le k-aord dans des modèles synhrones sujets aux dé-



44 Cadre de l'étudefaillanes par omission [111, 110, 114℄. Ces algorithmes permettent aux proessusde déider au plus t�t, 'est-à-dire dès que les onditions de l'exéution permettentune déision sûre.� Abstrations pour systèmes dynamiques. Dans [102, 49℄ nous proposons di�é-rentes abstrations simples adaptées aux système dynamiques, notamment pourla onstrution de registres (quorums) ou la di�usion d'informations ave ertainesgaranties de �abilité.� Mise en ÷uvre des déteteurs de défaillanes [97, 88, 99℄. Étant donné un déteteurde défaillanes, ette ligne de reherhe vise à identi�er les hypothèses physiquesminimales (par exemple, l'existene de propriétés synhrones sur ertains anauxde ommuniation) qui, lorsqu'elles sont satisfaites par le système, permettent deonstruire le déteteur.1.5.1 Organisation du doumentLe reste du doument se divise en 3 hapitres.� Le hapitre 2 présente les di�érentes rédutions lire/érire entre les problèmes deoordination faibles. Nous introduisons d'abord les spéi�ations préises des pro-blèmes qui nous intéressent (paragraphe 2.1). Le paragraphe 2.3 présente une séried'algorithmes qui, une fois rassemblés établissent l'équivalent entre renommage ettest&set ensembliste. Des résultats d'impossibilité et des extension au alul t-résilient ont été publiés dans [100℄. Le paragraphe 2.4 établit que (n, k)-aord et(n, k)-omité binaires sont r/w-équivalents sans attente.� Le hapitre 3 se onsare à l'étude de familles de déteteurs pour résoudre leonsensus ensembliste. L'organisation de e hapitre suit le plan du hapitre pré-édent. Les paragraphes 3.1 et 3.2 spéi�ent les familles de déteteurs étudiées.La apaité de es déteteurs à résoudre le (n, k)-aord est disutée dans le pa-ragraphe 3.3. Nous présentons l'algorithme d'addition dans le paragraphe 3.4.Finalement, nous établissons dans le paragraphe 3.5 des onditions néessaires etsu�santes pour l'addition et/ou la rédution pour haque paire de déteteurs desdi�érentes familles étudiées.� En�n, dans le dernier hapitre, nous tentons de dé�nir un modèle itéré, similaireau modèle IIS (brièvement introduit dans le paragraphe 1.4.5) qui apture lapuissane de alul additionnelle o�erte par di�érents déteteurs de défaillanes.L'approhe, et son intérêt éventuel, est disuté dans le paragraphe 4.1. Le para-graphe 4.2, pour haun des déteteurs du hapitre 3, montre omment onstruireun modèle itéré restreint. Réiproquement, le paragraphe 4.3 présentent les trans-formations inverses : omment, dans le modèle itéré restreint induit par un déte-teur C, extraire le déteteur C assoié. Le théorème introduit dans le paragraphe4.4 montre que le modèle itéré onserve la puissane du déteteur initial si l'onse restreint à une ertaine lasse de problème. En�n, e formalisme est exploitédans le paragraphe 4.5 où nous établissons par des preuves simples des onditionsnéessaires et su�santes pour résoudre la résolution du (n, k)-aord à l'aide deertains déteteurs.



Résultats 45Notations
N l'ensemble des entiers naturels
T instants de l'horloge globale
n nombre de proessus
pi le proessus d'index i
id(pi) ∈ N l'identité de pi
t nombre maximal de défaillanes par panne franhe
f nombre e�etifs de proessus défaillants
τ ∈ T un instant
xi variable loale du pi
xτi valeur de xi à l'instant τ
Π = {p1, . . . , pn} l'ensemble des proessus du systèmedésigne aussi l'ensemble des index des proessus
R registre atomique
R[1..n] tableau de registre atomique
OBJ objet partagévari variable loale aessible en leture seule
C lasse de déteteurs de défaillanes
MPn,t[∅] modèle asynhrone à passage de message

n : nombre de proessus
t : borne supérieure sur le nombre de proessus défaillants

MPn,t[C,OBJ ] MPn,t[∅] enrihi ave un déteteurs de la lasse Cet une in�nité d'objets OBJ

SMn,t[∅] Modèle asynhrone à mémoire partagée
MPn,t[C,OBJ ] SMn,t[∅] équipé d'un déteteur de la lasse Cet d'une in�nité d'objets OBJprimitive() primitive o�erte par le modèle sous-jaentsend()/reeive() ommuniation point à point (modèleMPn,t[∅])broadast()/deliver() primitives de la di�usion (modèleMPn,t[∅])R_bast()/R_deliver() primitives de la di�usion �able (modèleMPn,t[∅])write()/ollet() primitives de la ollete (modèle SMn,t[∅])write()/snap() primitives de la ollete ordonnée (modèle SMn,t[∅])write_snap() primitive de la ollete ordonnée immédiate (modèle SMn,t[∅])
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Chapitre 2Relations entre problèmes deoordination faibleDans e hapitre, nous étudions du point de vue de la alulabilité les relationsentre plusieurs problèmes de oordination faible. Les problèmes que nous étudions sontdes abstrations de shémas de oordination ourants dans le monde distribué. Ainsi lerenommage est une instane du problème plus général de l'alloation de ressoures. Le
k-aord renontré dans le hapitre 1 est une généralisation du problème de l'életion.L'abstration k-test&set généralise la primitive de synhronisation lassique test&set.En�n, le problème déision de omité, introduit dans [58℄, est un shéma de oordinationnouveau. Les spéi�ations préises sont données dans la setion 2.1. Nous établissonsdes liens entre es problèmes via des rédutions algorithmiques sans attente dans lemodèle asynhrone à mémoire partagée ave défaillanes des proessus.Ces problèmes sont non-triviaux : il n'existe pas d'algorithmes pour les résoudredans le modèle asynhrone, ave possibilité de défaillanes. De plus, les démonstrationsonnues de es résultats sont fondées sur l'utilisation d'outils sophistiqués, issus de latopologie algébrique. Le théorème de alulabilité asynhrone [75℄ donne une aratérisa-tion des tâhes de déision que l'on peut résoudre en environnement distribué, à l'aidede registres atomiques. Cependant, ette aratérisation n'est pas e�etive. Chaquenouveau problème néessite don le développement d'algorithmes adaptés (exhiber unesolution) ou une nouvelle preuve d'impossibilité. D'autre part, adapter e théorème àdes modèles munis d'objets plus puissants que des registres n'est pas une tâhe aisée[73, 33℄.Les résultats de e hapitre s'insrivent dans la lignée des travaux d' E. Gafni, et plusgénéralement ontribuent à enrihir la boîte à outils algorithmiques du distribué. Fae àun problème donné, ompte tenu de la di�ulté de prouver diretement l'impossibilitéde son alul, il est préférable d'essayer de déouvrir une rédution d'un problème réputéimpossible vers la tâhe étudiée. De plus, les rédutions présentées font apparaître uneertaine unité entre es shémas de oordination, bien qu'ils soient en apparene denatures omplètement di�érentes. Cette unité suggère l'existene d'une petite lasse deproblèmes, impossibles à aluler, à laquelle tout problème qui n'a pas de solution sans47



48 Relations entre problèmes de oordination faibleattente pourrait être réduit.2.1 Coordination faibleCe paragraphe présente les di�érentes familles de problèmes étudiés dans e hapitre.La spéi�ation de haque problème possède deux paramètres n et α. Le paramètre ndésigne le nombre maximal de proessus partiipant. Le paramètre α représente � ledegré de oordination � du problème. Il s'agit le plus souvent d'un entier. Par exemple,il dé�nit le nombre de onsensus simultanés dans le (n, k)-omité ou le nombre maximalde valeurs qui sont déidées dans le (n, k)-aord. Pour le renommage α est une fontiondu nombre de partiipants qui spéi�e le ardinal maximal de l'espae de renommage.Ainsi, plus α est � petit �, plus le problème est ontraint et di�ile.2.1.1 Consensus ensemblisteL'aord ensembliste ou (n, k)-aord relâhe la propriété d'aord du onsensus enautorisant la déision d'au plus k valeurs distintes. Ce problème a été introduit parChaudhuri [31, 32℄ dans le but d'étudier du point de vue de la alulabilité asynhrone larelation entre qualité de l'aord (le paramètre k) et degré de tolérane aux défaillanes(le paramètre t qui, dans un modèle, indique le nombre maximal de défaillanes danshaque exéution).Soit vi la valeur proposée par pi et di la valeur qu'il déide (di = ⊥ si pi ne déidepas). Toute implémentation valide du (n, k)-aord doit satisfaire les propriétés suivantespour toute exéution dans laquelle le nombre de partiipants est borné par n.Dé�nition 2.1 ((n, k)-aord)Validité : di 6= ⊥ ⇒ ∃pj proessus partiipant tel que di = vj ;Terminaison : pi partiipe et est orret ⇒ di 6= ⊥ ;Aord : |{di : di 6= ⊥}| ≤ k.L'aord ensembliste peut également être vu omme une généralisation de l'un desproblèmes fondamentaux du alul réparti : l'életion [121, 82℄. De la même façonque le onsensus et l'életion (les proessus se mettent d'aord sur l'identité d'undes partiipants) sont deux problèmes équivalents dans le ontexte du alul tolé-rant aux défaillanes, l'aord ensembliste peut être vu omme une généralisation del'életion[21, 52℄. Le problème de l'életion multiple ou k-életion onsiste pour haqueproessus à hoisir un leader de telle sorte que le nombre �nal de leaders n'exède pas k.De plus, haque leader doit se perevoir lui même omme un leader. Il n'est pas di�ilede résoudre le (n, k)-aord à partir d'une solution à e problème (haque proessusdéide la valeur proposée par son leader). En revanhe, la transformation inverse est unpeu plus omplexe. En e�et, un objet qui implémente le (n, k)-aord ne garantit pasque haque valeur hoisie soit déidée par le proessus qui la propose. Une solution sansattente en mémoire partagée est donnée dans [21℄.



Coordination faible 49Calulabilité L'existene d'un algorithme pour résoudre le (n, k)-aord dans le mo-dèle asynhrone SMn,t[∅] (1) dépend des paramètres n, k et t. Lorsque k > t, il existeune solution triviale (ode pour pi) :1. Érire vi (valeur proposée) ;2. Lire la mémoire partagée jusqu'à observer au moins n−t propositions de proessusdi�érents ;3. Déider la plus petite valeur observée.Soit V l'ensemble des k plus petites valeurs proposées. Comme |V | = k > t, haqueproessus qui déide observe au moins l'une de es valeurs. L'ensemble des valeursdéidées est don ontenu dans V . Au ontraire, si k ≤ t, il n'existe pas d'algorithmedéterministe qui résout le (n, k)-aord [21, 75, 115℄.2.1.2 Aord sur plusieurs fronts ou déision de omitéEn pratique, on utilise le onsensus dans la répliation ative. Les proessus exé-utent une séquene d'opérations et doivent s'aorder sur le résultat de haque opéra-tion avant de traiter la suivante. Cette tehnique garantit que les états suessifs desproessus sont les mêmes et permet don de tolérer la défaillane d'un ou plusieursproessus. Dans e as, l'utilisation du onsensus est séquentielle : un proessus proposeune valeur et déide dans une instane du onsensus avant de faire appel à l'instanesuivante pour proposer et déider une autre valeur.Il semble naturel d'envisager que les proessus proposent et herhent à déider si-multanément dans plusieurs instanes du onsensus. On peut imaginer que pour assurerle progrès global du alul, il est su�sant pour un proessus d'obtenir une déision dansl'une des instanes. Par exemple, si la tehnique de répliation ative est utilisée pour
k appliations menées en parallèle dans le système, e shéma garantit en dépit desdéfaillanes éventuelles, le progrès d'au moins l'une d'entre elles. Dans [58℄, nous intro-duisons le problème de la déision de omité qui formalise e shéma de oordination.Dans le problème (n, k)-omité, haque proessus pi propose un veteur Vi de kvaleurs, haque valeur étant destinée à l'une des k instanes du problème du onsensusappelée omité. Chaque proessus doit déider un ouple (numéro de omité, valeur) telque les déisions dans un même omité respetent la spéi�ation du onsensus. Nousnotons Vi ∈ Vk le veteur proposé par pi et (ci, di), (1 ≤ ci ≤ k) le ouple déidée par pi((ci, di) = (⊥,⊥) si pi ne déide pas). Une implémentation valide du (n, k)-omité doitsatisfaire la spéi�ation suivante :Dé�nition 2.2 ((n, k)-omité)Validité (ci, di) 6= (⊥,⊥)⇒ ∃pj proessus partiipant tel que Vj[ci] = di ;Terminaison ∀pi (pi proessus orret et partiipant)⇒ (ci, di) 6= (⊥,⊥) ;Aord ∀i, j : (ci = cj)⇒ (di = dj).1Rappelons que ette notation désigne le modèle à registres atomiques, formé de n proessus. Danshaque exéution de e modèle, au plus t < n d'entre eux sont suseptibles de défaillir.



50 Relations entre problèmes de oordination faibleRemarquons que, omme le (n, k)-aord, le (n, k)-omité est le problème du onsen-sus lorsque k = 1. Il existe également une solution triviale lorsque k > t. Pour simpli�er,on suppose que les n proessus sont identi�és par les entiers 1, . . . , n. Chaque proessus
pi exéute les ations suivantes :1. Si 1 ≤ i ≤ t+ 1 alors érire Vi dans la mémoire partagée.2. Lire la mémoire jusqu'à observer un veteur Vj déposé par un proessus pj tel que

1 ≤ j ≤ t+ 1.3. Déider (j, Vj [j]).Nous observons également que dans un système équipé d'un objet qui implémente le(n, k)-omité, il est faile de résoudre le (n, k)-aord et e quelle que soit la valeur duparamètre t. Chaque proessus pi propose au (n, k)-omité le veteur Vi = [vi, . . . , vi] où
vi est la valeur proposée par pi . En retour, pi obtient une paire (b, v′) et déide v′. Lenombre de valeurs déidées est bornée par k ar il y a k omités et au plus une valeur estdéidée dans haque omité. Ce premier exemple de rédution s'appuie sur l'hypothèseimpliite que l'espae V des valeurs proposables est le même dans les deux problèmes.A�n d'obtenir une ompréhension plus �ne de es shémas de oordination, nous nousonentrons sur le problème déision de omité binaire dans lequel les valeurs d'entréeappartiennent à {0, 1}, i.e., haque veteur Vi appartient à {0, 1}k.Dé�nition 2.3 ((n, k)-omité-binaire) Chaun des n proessus pi propose un ve-teur Vi ∈ {0, 1}k et déide un ouple (ci, di) qui satisfait les ontraintes de terminaison,de validité et d'aord du (n, k)-omité (f. dé�nition 2.2).La notion d'aord sur plusieurs fronts a été initialement formalisée par Gafni etRajsbaum dans [57℄. Le problème des bans musiaux (musial benhes) [57℄ est dé�nipar deux paramètres n et k. Le paramètre n désigne le nombre maximal de partiipantstandis que le paramètre k désigne le nombre de bans. Chaque ban bj possède deuxplaes que nous noterons j et −j. Initialement, les proessus sont arbitrairement � assis �sur les bans. Le problème onsiste à assigner à haque proessus une plae de telle sorteque sur haque ban au plus une position soit oupée. De plus, lorsque la on�gurationinitiale est exempte de on�its (sur haque ban, au plus une plae est oupée), lesproessus ont interdition de se déplaer. En résumé, si on note posi la position initialede pi, les positions �nales di doivent satisfaire les ontraintes suivantes :1. (∀i, j : (|pos i| = |pos j | ⇒ pos i = pos j)) ⇒ (∀i : di = pos i) (pas de hangementsde plae en l'absene de on�its dans la on�guration initiale) ;2. ∀i, j : (|di| = |dj |) ⇒ (di = dj) (au plus une plae oupée par ban dans laon�guration �nale).Le rapport ave la notion d'aord sur plusieurs fronts apparaît si l'on onsidère haqueban omme une instane du onsensus binaire. En e�et, lorsque la on�guration initialeprésente des on�its, les proessus partiipants doivent résoudre au moins l'une de esinstanes pour atteindre une on�guration sans on�it.



Coordination faible 51Pour étudier la alulabilité, il est ourant de se onentrer sur un ertain ensemblede on�gurations initiales. Une façon de faire ela est de spéi�er une variante équiva-lente P ′ du problème originale P dé�nie pour n′ > n proessus. Le problème P ′ n'apas d'entrées mais des règles qui dérivent les ensembles possibles de partiipants. Lapartiipation du proessus p′α signi�e pour le problème P la partiipation d'un ertainproessus pi proposant une ertaine valeur pi.Ainsi, pour n = 3 (au plus 3 partiipants) et k = 2 (2 bans), les positions surhaque ban sont notés −1, 1 et −2, 2, respetivement. Le système omporte 4 proessus
p1, p−1, p2 et p−2 ; p2 et p−2 ne pouvant partiiper ensemble. Lorsqu'il partiipe, leproessus pi est initialement assis sur le ban |i| à la position i. La relation ∆ (paragraphe1.4.2) qui spéi�e les positions autorisées en sortie en fontion des positions initiales estdérite dans la Figure 2.1 (ertaines arêtes sont omises pour éviter de surharger ledessin).
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Fig. 2.1 � Spéi�ation des bans musiaux (n = 3, k = 2)[57℄ établit qu'il n'est pas possible de résoudre les bans musiaux sans attente dansle modèle SMn,n−1[∅]. La preuve de l'impossibilité exhibe une obstrution topologiquefondée sur le théorème de Borsuk-Ulman [84℄. Dans le as n = 3, k = 2, [57℄ montre éga-lement omment résoudre les bans musiaux à l'aide d'objets (3, 2)-aord. La questionde l'équivalene entre les problèmes � aord sur plusieurs fronts � et aord ensemblisteest approfondie dans [58℄ où nous montrons que bans musiaux, (n, k)-aord et (n, k)-omité-binaire sont équivalents pour n = 3 et k = 2. Les tehniques utilisées ombinentrédutions algorithmiques et la vision du alul distribué omme déformation d'espaestopologiques. Les méthodes développées se généralisent au as k = n− 1. La reherhed'un résultat d'équivalene ou d'impossibilité pour k quelonque (1 < k < n− 1) nousa onduit vers une approhe purement algorithmique [4℄. C'est ette dernière approheque nous présentons dans e doument (paragraphe 2.4).



52 Relations entre problèmes de oordination faible2.1.3 Test&Set ensemblisteDans e paragraphe, nous omplétons le panorama des problèmes d'aord faible endonnant une spéi�ation a�aiblie de la primitive test&set().Cette primitive de synhronisation lassique permet de lire et de modi�er en uneseule opération atomique une variable partagée. Considérons un bit partagé, initialiséà 1, aédé au plus une fois par haque proessus par appel de la primitive test&set().La primitive test&set() met le bit à 0 et retourne la valeur préédente du bit. Ainsi,dans toute exéution, un seul proessus retourne 1 (le gagnant) et l'appel retourne 0pour haun des autres proessus (es proessus sont dits perdants). Ce problème est le(n, 1)-test&set.De la même manière que l'aord ensembliste généralise le problème du onsensus,le problème (n, k)-test&set est une simple généralisation du (n, 1)-test&set : au moinsun et au plus k proessus sont gagnants. Ce problème de déision n'a pas d'entrée. Lesproessus déident en sortie 0 ou 1 en respetant les ontraintes suivantes. Nous notons
di ∈ {0, 1} la valeur déidée par le proessus pi (di = ⊥ si pi ne déide pas).Dé�nition 2.4 ((n, k)-test&set)Terminaison ∀i : pi partiipe et est orret ⇒ di ∈ {0, 1} ;Aord 1 ≤ |{i : di = 1}| ≤ k.Dans la hiérarhie de Herlihy [69℄ (voir aussi le hapitre 1), un objet qui implémentele problème du (n, 1)-test&set est au niveau deux. C'est-à-dire qu'il existe un algorithmesans attente de onsensus dans un système onstitué de deux proessus muni d'un objet(2, 1)-test&set. De façon similaire, les problèmes (k+ 1, k)-test&set et (k+ 1, k)-aordsont équivalents [52, 21℄. Nous présentons dans le paragraphe 2.3.1 un algorithme sansattente prinipalement dû à Gafni qui implémente un objet (n, k)-test&set à partird'objets (k+1, k)-test&set et de registres atomiques. La onstrution est ensuite utiliséepour montrer l'équivalene entre (k+1, k)-test&set et renommage adaptatif. Ce dernierproblème est dé�ni dans le paragraphe suivant.2.1.4 Renommage AdaptatifDans le problème du renommage adaptif, haque proessus pi est initialement munid'un nom id i appartenant à l'intervalle [1 . . . ,N ]. Il s'agit de onevoir un algorithmequi fournit à haque proessus un nouveau nom dans un intervalle plus petit [1, . . . ,M ]ave M ≪ N . De plus, on souhaite que la taille de l'espae de renommage dépendedu nombre de proessus qui partiipent. Le paramètre prinipal du problème est donla fontion h : N → N qui dé�nit la taille de l'espae de renommage à partir dunombre partiipants. Le seond n indique le nombre maximal de partiipants. Les pproessus partiipant doivent aquérir des noms distints dans l'intervalle [1 . . . , h(p)].Formellement,Dé�nition 2.5 ((n, h)-renaming) Le nouveau nom aquis par pi est noté new_id i et
p (1 ≤ p ≤ n) désigne le nombre de proessus partiipant.Terminaison Tout proessus orret qui partiipe obtient un nouveau nom ;



Coordination faible 53Uniité ∀i, j : i 6= j ⇒ new_id i 6= new_id j ;Validité ∀i : new_id i ∈ [1, . . . , h(p)].Pour éviter les solutions triviales, il est usuellement requis que toute solution satisfasseune ertaine forme d'anonymat par rapport aux index i des proessus. Bien que l'algo-rithme trivial dans lequel haque proessus pi hoisit omme nouveau nom son index
i ne soit pas adaptatif, on peut penser que l'utilisation de l'index des proessus fai-lite la oneption d'algorithmes de renommage. Une ontrainte qui empêhe e type desolution est usuellement formulée ainsi [121℄ :� Le ode exéuté par le proessus pi dans une exéution où son nom initial est idest exatement le même que le ode exéuté par pj initialement nommé id.Autrement dit, les proessus se distinguent uniquement par leurs noms initiaux que l'onsupposera toujours totalement ordonnés.Ce problème a été proposé et résolu par Attiya et oauteurs [15℄ dans le modèleà passage de messages. Ils montrent que t < n

2 est une ondition néessaire pour ré-soudre le problème du renommage dans le modèle MPn,t[∅]. Ils présentent égalementun algorithme dont l'espae de renommage est n+ t. Bar-Noy et Dolev [20℄ donnent unesolution dans le modèle à mémoire partagée. Burns et Peterson [26℄ étudient le problèmede l'alloation dynamique de ℓ ressoures distintes (ℓ-assignment). Ils présentent unalgorithme sans attente qui suppose ℓ ≥ 2k − 1, où k est le nombre de proessus quisouhaitent aquérir une ressoure. Quel est le plus petit espae de renommage qu'il estpossible d'atteindre de façon sans attente dans un modèle à registres ? Il a été montréque M = 2p − 1 est la borne inférieure dans un tel ontexte [75℄. La démonstrationrepose sur le théorème de alulabilité asynhrone.Notre étude porte sur des problèmes non triviaux, 'est-à-dire des problèmes quin'ont pas de solution dans le modèle SMn,n−1[∅]. Par onséquent, nous nous intéressonsaux problèmes de renommage qui requièrent que la taille de l'espae des nouveaux nomssoit sous la frontière p → 2p − 1. En partiulier, nous nous onentrons sur les deuxfamilles de fontions (fk)1≤k≤n et (gk)1≤k≤n qui dé�nissent l'espae de renommage (voirFigure 2.2) :
fk : N → N

p → 2p−
⌈p

k

⌉

gk : N → N

p → min(2p − 1, p + k − 1)Le as k = 1 orrespond au renommage parfait (i.e., f1 et g1 sont égales à la fontionidentité ; p proessus se renomment dans l'espae [1, p]). À l'autre extrême (k = n), nousretombons sur le plus petit espae qu'il est possible d'obtenir de façon sans attente enutilisant uniquement des registres (i.e., fn = gn = p→ 2p − 1).À la di�érene du (n, k)-aord dont, lorsqu'elle existe, la solution est triviale, l'al-gorithmique du renommage adaptif est très rihe [5, 16, 17, 121, 22, 86, 107℄. Il existe denombreux travaux sur le sujet qui étudient prinipalement le ompromis entre taille del'espae de renommage et omplexité des algorithmes. En e�et, le renommage adaptatif
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Fig. 2.2 � Espaes de renommageest une brique de base dans la oneption d'algorithmes dont la omplexité dépend dunombre e�etif de partiipants et non du nombre total de proessus. L'utilisation du re-nommage adaptatif pour améliorer les performanes des algorithmes dont la omplexitédépend de la taille de l'espae initial des noms des proessus a été suggérée par Ander-son et Moir [12℄. Le nouveau nom obtenu grâe au renommage remplae le nom originaldans l'algorithme initial et la omplexité dépend alors du nombre de proessus atifs.Cette stratégie est employée dans plusieurs algorithmes dont la omplexité dépend dunombre de partiipants [6, 7, 86, 17℄.Le problème du renommage peut également être vu omme une variante du pro-blème lassique de l'alloation de ressoure. Le système omporte un ertain nombre deressoures r1, . . . , rα identiques, et, pour mener a bien son alul, haque proessus doitaquérir l'aès exlusif à une de es ressoures. Dans e type de sénario, il est naturelde supposer que les ressoures ne sont utilisées que pour une durée �nie. Dans le pro-blème du renommage ontinu (long-lived renaming [12, 121℄) les proessus aquièrent etrelâhent les noms à l'aide des primitives get_name(id) et release(name). Notre étudese limite au renommage à usage unique (one-shot).2.1.5 Partiipating setLe partiipating set [22℄ est la formulation orientée � problème � de l'abstrationollete ordonnée immédiate (snapshot immédiat, f. paragraphe 1.3.3). Chaque pro-



Modèle et rédutions 55essus pi propose son identité idi et doit produire en sortie une vue Si des proessuspartiipants ('est-à-dire un ensemble d'identités). Les vues doivent satisfaire les pro-priétés d' auto-inlusion, de omparaison et de simultanéité de la ollete ordonnée.Le (n, k)-partiipating-set ajoute une ontrainte supplémentaire sur le nombre de pro-essus qui obtiennent la même vue : pour toute vue S, le ardinal de l'ensemble desproessus qui retournent S est borné par k. De manière équivalente, si l'on onsidèreun objet qui implémente e problème, le nombre d'opérations qui semblent s'exéuterinstantanément au même instant est toujours borné par k.Dé�nition 2.6 ((n, k)-partiipating-set) Le problème onsiste, pour haque proes-sus pi à obtenir un sous-ensemble Si des identités des proessus partiipants. Les en-sembles Si obtenus en sortie satisfont les propriétés suivantes :Auto inlusion : ∀i : idi ∈ Si ;Comparaison : ∀i, j : Si ⊆ Sj ∨ Sj ⊆ Si ;Immédiateté : ∀i, j : (idi ∈ Sj)⇒ (Si ⊆ Sj) ;Simultanéité bornée : ∀ℓ ∈ [1, . . . , n] : |{j : |Sj | = ℓ}| ≤ k.L'ensemble Si obtenu par un proessus pi est, de son point de vue, l'ensemble desidentités des proessus qui partiipent ou ont partiipé au ours de l'exéution. Unproessus se voit toujours lui même (auto inlusion). De plus, les vues Si retournéessont totalement ordonnées par inlusion (omparaison). La propriété d'immédiatetéassure que si pi voit l'identité de pj dans Si, alors la vue Sj retournée par pj est inlusedans Si. Ainsi, si idi ∈ Sj et idj ∈ Si alors Si = Sj. En�n, au plus k proessus voientle même ensemble d'identités. Dans le problème initial, qui possède une solution sansattente dans le modèle à registres [22℄, la propriété simultanéité est triviale (k = n). Àl'inverse, pour 1 ≤ k < n, e problème n'a pas de solution dans e ontexte.2.2 Modèle et rédutionsModèle Dans e bref paragraphe, nous rappelons le adre de travail et préisonsles notations. Nous étudions la di�ulté relative de es problèmes dans le modèle
SMn,n−1[∅] : les n proessus qui omposent le système ommuniquent via des registresatomiques ; Le modèle est omplètement asynhrone et dans toute exéution, au plus
n− 1 proessus sont défaillants. Les proessus ont des identités distintes, mais un pro-essus ne onnaît pas initialement les identités des autres proessus partiipants. Dansune exéution donnée, un proessus est dit partiipant dès qu'il e�etue une ationvisible par les autres proessus ('est-à-dire dès qu'il aède à un objet partagé). Lenombre de partiipants, noté p est au plus n. Le proessus pi a pour index i et pouridentité idi. L'index i n'est pas onnu de pi. Cet index est uniquement utilisé pourfailiter la présentation des algorithmes et la démonstration de leur orretion.On s'intéresse aux questions du type suivant : étant donné un problème P , existe-t-ilune solution à e problème onnaissant une solution � boîte noire � au problème P ′ ?Pour formaliser ette notion de boîte noire, une solution à un problème P est expriméesous forme d'objet (f. paragraphe 1.4.4) à usage unique dont la spéi�ation se déduit



56 Relations entre problèmes de oordination faibledes problèmes qu'ils implémentent. Les onventions de nommage des objets ainsi queles opérations qu'ils supportent sont résumées dans le tableau 2.3, où V est un ensemblearbitraire.problème objet invoation remarques(n, k)-aord SAn,k propose(v) v ∈ V(n, k)-omité CDn,k propose(v) v ∈ Vk(n, k)-omité-binaire BCDn,k propose(v) v ∈ {0, 1}k(n, k)-test&set TASn,k ompete() pas de paramètres(n, h)-renaming RNAn,h rename(id) id est le nom originel de l'appelant(n, k)-partiipating-set PSn,k partiipate(id) id est le nom originel de l'appelantFig. 2.3 � Objets étudiésLes proessus béné�ient de la solution au problème P en invoquant l'objet orres-pondant par l'intermédiaire d'une primitive prim(). Les valeurs retournées par es appelssuivent la spéi�ation du problème (à ondition que le nombre d'appels ne dépasse pasla apaité de l'objet et que les paramètres des appels respetent sa spéi�ation, au-trement la valeur retournée est non spéi�ée). Rappelons que la notation SMn,t[O]dénote le modèle SMn,n−1[∅] augmenté d'une in�nité d'objets O. Rappelons égalementque la notion de rédution lire/érire sans attente (paragraphe 1.4.4) n'impose auunerestrition sur le nombre de registres ou d'objets O.Organisation Les rédutions présentées dans les paragraphes qui suivent sont résu-mées dans la Figure 2.4. Étant donné deux problèmes P1 et P2, la notation P1→ P2signi�e que P2 se réduit à P1.Le paragraphe 2.3 établit l'équivalene entre les problèmes (n, fk)-renaming et (k+
1, k)-test&set. Au lieu de présenter un seul algorithme omplexe, la onstrution d'unobjet RNAn,fk

à partir d'objets TASk+1,k s'obtient en empilant une série de blosalgorithmiques élémentaires. Nous ommençons par montrer (paragraphe 2.3.1) quepour le problème du test&set ensembliste, le paramètre n n'est pas pertinent : il est aumoins aussi di�ile d'implémenter un objet test&set ensembliste aessible par k + 1proessus que d'implémenter et objet pour n > k + 1 proessus. Les objets TASn,kainsi obtenus sont ensuite utilisé pour implémenter un objet PSn,k (paragraphe 2.3.2).L'algorithme est une simple adaptation de � l'éhelle � de Borowsky et Gafni déritdans le paragraphe 1.3.3. Ensuite, nous donnons une solution au problème du (n, fk)-renaming fondée sur un objet PSn,k (paragraphe 2.3.3). En�n, pour fermer la boule,un algorithme élémentaire qui résout le problème du (k + 1, k)-test&set à l'aide d'unobjet RNAk+1,fk
est présenté dans le paragraphe 2.3.4.Le paragraphe 2.4 démontre prinipalement que les problèmes (n, k)-aord et (n, k)-omité-binaire sont équivalents. Les rédutions sont enore une fois fondées sur l'utili-sation d'objets (n, n)-partiipating-set.
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58 Relations entre problèmes de oordination faible2.3 Aord et renommage2.3.1 (k + 1, k)-test&set et (n, k)-test&setL'étude du onsensus montre que n est un paramètre lé. Le rang d'un objet dansla hiérarhie [69℄ dépend de sa apaité à résoudre le onsensus parmi un nombre donné
n de proessus. Au ontraire, e paragraphe établit que, lorsqu'on s'intéresse au (n, k)-test&set, le paramètre n n'est pas pertinent. Il est au moins aussi di�ile de résoudrele problème (n, k)-test&set que de résoudre (k+ 1, k)-test&set. Autrement dit, dans unsystème équipé d'un nombre su�sant d'objets TASk+1,k, il existe un algorithme sansattente qui implémente un objet TASn,k. L'algorithme présenté ii est essentiellementdû à E. Gafni [59℄.Prinipes de la onstrution L'algorithme organise un � tournoi � entre les pro-essus. Dans haque � math �, k + 1 proessus s'a�rontent en aédant à un objet
TASk+1,k. Les vainqueurs poursuivent la ompétition tandis que les perdants sortentde la ompétition. Ces proessus retournent alors 0 : e sont les perdants du point devue de l'objet TASn,k implémenté. La ompétition est gagnée par un proessus s'il estvainqueur dans tous les maths possibles à k + 1 partiipants.Plus préisément, les proessus ommenent par aquérir un nouveau nom en in-voquant RNAn,gn (un tel objet peut être implémenté sans attente à partir de registresatomiques). Cette première étape est néessaire pour organiser la ompétition ar lesobjets TASk+1,k de base ne sont pas âblés statiquement et, de plus, les identités ini-tiales des proessus ne sont pas onnues. Cette première étape permet aux proessus dedéterminer les objets de base auxquels ils devront aéder.À l'issue de la première étape, haque proessus partiipant pi dispose d'un nouveaunom new_name i dans l'intervalle [1, . . . , 2n − 1]. La onstrution utilise (

2n−1
k+1

) objets
TASk+1,k. Soit E une suite ordonnée des sous-ensembles de taille k + 1 de [1, 2n − 1](l'ensemble des nouveaux noms possibles). Les objets de base TASk+1,k sont indexéspar les ensembles E ∈ E . La suite E est initialement onnue par haque proessus. Pourle proessus pi, la ompétition se déroule omme suit : il parourt dans l'ordre imposépar la suite E les ensembles E. Lorsque son nouveau nom new_name i apparaît dansl'ensemble E ourant, il aède à l'objet de base TASk+1,k[E] assoié. S'il obtient 0, ilperd la ompétition et retourne 0 (ligne 4). Autrement, il ontinue son parours. Si piest gagnant dans tous ses � maths � ('est-à-dire qu'il obtient toujours 1 en réponse àses invoations TASk+1,k[E].ompete(),∀E ∈ E tel que new_name i ∈ E), il retourne 1omme résultat de l'opération TASn,k.ompete() (ligne 6).La orretion de l'algorithme est due au fait que l'ensemble des proessus qui re-tournent 1 (à la ligne 6) se sont renontrés dans un � math �, i.e., ont tous invoquéompete() sur un même objet TASk+1,k. Cei garantit que leur nombre est au plus k.Par exemple, la Figure 2.6 dérit une exéution possible dans le as k = 1 et n = 3.Les nouveaux noms new_namei obtenus par p1, p2 et p3 à l'issue de la première étapesont respetivement 1, 2 et 4. p2 et p1 invoquent ompete() sur un même objet TAS 2,1.



Aord et renommage 59operation TASn,k .ompete()(1) new_namei ← RNAn,gn
.rename(idi) ;(2) foreah E ∈ E : new_namei ∈ E do(3) ansi ← TASk+1,k[E].ompete() ;(4) if (ansi = 0) then return(0) endif(5) enddo(6) return(1)Fig. 2.5 � Implémentation d'un objet TASn,k dans SMn,n−1[TASk+1,k] (ode pour pi)Le gagnant est p2 qui ontinue alors son parours. Par ontre, puisque p1 est perdant,il est éliminé de la ompétition et il retourne don 0. Dans un autre objet, p3 (dont lenouveau nom est 4) et p2 se renontrent à leur tour. Le gagnant est p3 et tous les objetssur lesquels il invoque ompete() par la suite ne sont aédé que par lui. Toutes esopérations retournent don 1 et p3 retourne �nalement 1 omme résultat de l'opération
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Fig. 2.6 � Constrution d'un objet TAS 3,1 à partir d'objets TAS 2,1Proposition 2.1 L'algorithme de la Figure 2.5 est une implémentation sans attented'un objet (n, k)-test&set dans le modèle à mémoire partagée équipé d'objets (k + 1, k)-test&set.Démonstration Les propriétés validité et terminaison déoulent diretement du textede l'algorithme.



60 Relations entre problèmes de oordination faible� Validité. Lorsqu'un proessus termine normalement l'algorithme (à la ligne 4 ou6), il retourne 0 ou 1.� Terminaison. Considérons un proessus orret. Il obtient un nouveau nom xdans l'espae [1, 2n− 1] (l'espae de renommage maximal lorsque les n proessuspartiipent). Il existe y =
(2n−2

k

) ensembles E ∈ E qui ontiennent x. Au oursde la boule foreah, e proessus orret aède don au maximum à y objets(k+ 1, k)-test&set. S'il ne s'arrête pas au ours de ette boule (en retournant 0),il retourne 1 en exéutant la dernière instrution de l'algorithme. On en déduitque l'algorithme termine et est sans attente. Dans toute exéution, le nombred'opérations sur les objets partagés est borné par y + 1 = nombre d'aès auxobjets (k + 1, k)-test&set + un aès à l'objet (n, gn)-renaming.� Aord. La démonstration de ette propriété est déomposée en deux étapes.� Au plus k proessus sont gagnants.Supposons par ontradition qu'il existe une exéution dans laquelle le ardi-nal de l'ensemble G des gagnants est supérieur à k. Dans ette exéution, ilexiste don un ensemble E ∈ E qui ontient uniquement des nouveaux noms
new_namei de proessus gagnants. D'après le texte de l'algorithme, haun dees proessus invoque ompete() sur l'objet (k+ 1, k)-test&set assoié à E. Or,d'après la propriété d'aord de et objet, au moins un proessus obtient 0 etretourne alors 0 (à la ligne 4) : ontradition.� Au moins un proessus est gagnant.Considérons une exéution arbitraire. Dans la boule foreah, le proessus piparourt les ensembles E dans l'ordre de la suite E . Dans l'exéution onsidé-rée, on note Eℓ l'ensemble de plus grand rang dans la suite E tel qu'il existeau moins un proessus qui aède à l'objet TASk+1,k assoié. Parmi les invoa-tions TASk+1,k[Eℓ].ompete(), au moins l'une d'entre elles retourne 1 (propriétéd'aord d'un objet (k + 1, k)-test&set). Soit pi un proessus dont l'invoation
TASk+1,k[Eℓ].ompete() retourne 1. Par dé�nition de Eℓ, ette invoation estla dernière e�etuée par pi dans l'exéution onsidérée. On en onlut, d'aprèsle texte de l'algorithme que pi n'est pas un perdant.

2Proposition 2.12.3.2 Objet (n, k)-partiipating-setLe modèle est maintenant muni d'objets TASn,k. Ce paragraphe montre que leproblème du (n, k)-partiipating-set se réduit au problème du (n, k)-test&set. Noussoulignons également ertaines propriétés des objets PSn,k sur lesquelles sera fondél'algorithme de renommage dérit dans le paragraphe suivant.De l'éhelle de Borowsky-Gafni à un objet (n, k)-partiipating-set L'algo-rithme (dérit dans la Figure 2.7) est fondé sur l'éhelle de Borowsky-Gafni [22℄ quenous avons présentée dans le paragraphe 1.3.3. Il ombine ette tehnique ave l'utilisa-tion d'objets (n, k)-test&set pour garantir qu'au plus k proessus s'arrêtent sur haquemarhe. La onstrution est inspirée d'un algorithme donné dans [57℄ qui établit une



Aord et renommage 61rédution entre le problème des bans musiaux et le (n, k)-aord dans le as n = 3 et
k = 2. init LEV EL[1..n] ← [n + 1, . . . , n + 1] ;

INIT_NAME[1..n] ← [⊥, . . . ,⊥]operation PSn,k .partiipate(idi)(01) INIT_NAME[i]← idi ;(02) repeat LEV EL[i]← LEV EL[i]− 1 ;(03) foreah j ∈ {1, . . . , n} do level i[j]← LEV EL[j] enddo ;(04) view i ← {j : level i[j] ≤ LEV EL[i]} ;(05) if (LEV EL[i] > k) ∧ (|view i| = LEV EL[i])(06) then let ℓ = LEV EL[i] ;(07) ansi ← TASn,k[ℓ].ompete() ;(08) oki ← (ansi = 1) ;(09) else oki ← true(10) endif(11) until (|view i| ≥ LEV EL[i]) ∧ oki endrepeat ;(12) let Si = {INIT_NAME[j] : j ∈ view i} ;(13) return(Si)Fig. 2.7 � Implémentation d'un objet PSn,k dans SMn,n−1[TASn,k]Lorsqu'il invoque PSn,k .partiipate(), le proessus pi fournit son identité idi ommeparamètre d'entrée. Après avoir érit son identité dans le tableau INIT_NAME, ildesend � l'esalier � omme dans l'algorithme original. Cependant, pour assurer lapropriété de simultanéité bornée, le prédiat qui onditionne le passage d'une marhe àla suivante est di�érent du prédiat initial.À haque marhe ℓ est assoié un objet TASn,k qui est invoqué par les proessuslorsqu'ils sont bloqués à e niveau. Seuls les proessus gagnants (qui obtiennent 1 enréponse à leur invoation) sont autorisés à s'arrêter sur e niveau. Cette règle ne remetpas en ause les propriétés de la onstrution originale : si α > k proessus sont bloquésau niveau ℓ dans l'algorithme original, alors il existe su�samment d'espae libre dansles niveaux < ℓ pour aueillir les β (α − k ≤ β ≤ α − 1) proessus suseptibles deontinuer la desente.Plus préisément, si dans l'algorithme original, un proessus pi s'arrête au niveau
ℓ ≤ k, il peut également s'arrêter à e niveau sans violer les propriétés de l'objet PSn,k.En e�et, omme |view i| = ℓ ≤ k lorsque pi stoppe sa desente, nous savons qu'au plus
ℓ ≤ k proessus sont situés au niveau ℓ (ou répartis dans les niveaux inférieurs). Don,au plus ℓ ≤ k proessus retourneront une vue de ardinal ℓ. Dans l'algorithme, ei setraduit par la mise à vrai de la variable booléenne oki (lignes 05 et 09) e qui entraîne lasortie de pi de la boule repeat (ligne 11). pi alule alors Si en fontion de la valeur de
view i. Comme au plus ℓ ≤ k proessus exéutent es mêmes ations qui onduisent aualul de la même vue Si, la propriété de simultanéité bornée est dans e as garantie.Ainsi, la prinipale di�ulté est de garantir la propriété de simultanéité bornéelorsque le niveau ℓ auquel stopperait pi dans la onstrution originale est stritementplus grand que k. Comme expliqué préédemment, dans ette situation pi fait appel



62 Relations entre problèmes de oordination faibleà l'objet TASn,k[ℓ] assoié au niveau ℓ pour déterminer s'il peut s'arrêter (lignes 06-08). La propriété d'aord de et objet assure que, parmi les proessus qui devraients'arrêter au niveau ℓ dans l'algorithme original, au moins 1 et au plus k d'entre euxstoppent e�etivement à e niveau. Si un proessus pi n'est pas autorisé à s'arrêter (nousavons alors ok i = false), il doit poursuivre sa desente (ligne 11). Dans l'algorithmeoriginal, lorsqu'un proessus stoppe au niveau ℓ, le nombre de proessus situés sur lesniveaux ℓ′ ≤ ℓ est exatement ℓ. Bien que ertains proessus soient éventuellementforés de poursuivre leur desente, ette propriété est maintenue. Cei provient du faitque lorsqu'un proessus est ontraint de passer du niveau ℓ > k au niveau ℓ−1, il existeau moins un proessus qui stoppe au niveau ℓ ar l'objet TASn,k[ℓ] désigne toujours aumoins un gagnant.Notations et propriétés A�n de préparer le terrain pour la onstrution suivante,nous introduisons des notations ainsi qu'une propriété qui aratérise la répartition desproessus sur les marhes. Cette propriété déoule diretement de la spéi�ation d'undes objets (n, k)-partiipating-set.Soit Si la vue obtenue par pi après avoir invoqué partiipate(idi) et ℓ = |Si|. Onappelle ℓ le niveau de pi, et on dira que � pi est bloqué ou est au niveau ℓ �. S'il existeun proessus pj tel que |Sj | = ℓ, on érira que � le niveau ℓ n'est pas vide �. Dans leas ontraire, on érira que le niveau ℓ est vide. On note L l'ensemble des niveaux nonvides, |L| = m ≤ n. Nous ordonnons es m niveaux par ordre roissant, i.e., L = {ℓ1 <
ℓ2 < . . . < ℓm}. Les niveaux ℓ ∈ {1, . . . , n} − L sont vides. Ainsi, dans l'exemple donnédans la table 2.1, L = {10, 8, 5, 3, 2} et on a don ℓ1 = 2, ℓ2 = 3, ℓ3 = 5, ℓ4 = 8 et
ℓ5 = 10.Lorsque pj est bloqué au niveau ℓ (i.e., |Sj | = ℓ), il y a de son point de vue exate-ment ℓ proessus dans l'exéution ourante. L'ensemble des identités de es proessusonstitue la vue Sj de pj . Ces proessus se répartissent sur les niveaux ℓ′, 1 ≤ ℓ′ ≤ ℓ. Ene�et, la propriété d'immédiateté assure que si idx ∈ Sj alors Sx ⊆ Sj. Don, le niveau de
px qui est égal à |Sx| est inférieur ou égal à ℓ = |Sj|. De même, les propriétés suivantesdéoulent failement de la dé�nition du (n, k)-partiipating-set :� Soit p le nombre de proessus qui invoquent partiipate(). Le niveau d'un proessusqui obtient une réponse est inférieur ou égal à p.� Les proessus bloqués au même niveau ℓ partagent la même vue (propriété deomparaison).� Soient pi et pj tels que |Si| = ℓx et |Sj | = ℓy. Supposons que ℓx < ℓy. On a alors :� Si ⊂ Sj (ar |Si| = ℓx < ℓy = |Sj | et les deux vues sont omparables parinlusion) ;� |Sj − Si| = |Sj | − |Si| = ℓy − ℓx (onséquene de la remarque préédente).Un objet (n, k)-partiipating-set � répartit � les proessus sur des niveaux allant de
1 à p, où p est le nombre de proessus qui aèdent à l'objet. Cette répartition est telleque (1) le nombre de proessus par niveau est au plus k et (2) les proessus obtiennentdes vues � ohérentes � de la répartition. Par exemple, la Table 2.1 donne une répar-tition possible, résultat de l'invoation d'un objet PSn,3 par 10 proessus. Dans etteexéution, auun proessus ne tombe en panne. Pour simpli�er, on suppose que l'iden-



Aord et renommage 63tité d'un proessus est son index (haque proessus pi invoque PSn,3.partiipate(i)). Parexemple, les deux proessus p2 et p8 sont bloqués au niveau 5. Leur vue est l'ensembledes proessus bloqués au niveau 5 ou aux niveaux inférieurs. Certains niveaux sontvides. niveau proessus vues Si10 p5, p9 S5 = S9 = {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, p10}9 niveau vide8 p1, p3, p10 S1 = S3 = S10 = {p1, p2, p3, p4, p6, p7, p8, p10}7 niveau vide6 niveau vide5 p2, p8 S2 = S8 = {p2, p4, p6, p7, p8}4 niveau vide3 p7 S7 = {p4, p6, p7}2 p4, p6 S4 = S6 = {p4, p6}1 niveau videTab. 2.1 � Objet PSn,k : exemple de vues retournées (|P | = 10 ≤ n, k = 3)Les propriétés de l'objet n'autorisent pas n'importe quelle répartition arbitraire desproessus sur les niveaux. Par exemple, modi�ons la Table 2.1 en plaçant le proessus
p8 au niveau 6. Il est lair que ette répartition n'est pas valide puisque qu'on auraitalors |S8| = |{p2, p4, p6, p7, p8}| = 5 e qui ontredit la position de p8 dans l'éhelle desniveaux. Intuitivement, la présene de trois proessus au niveau 8 empêhe l'oupationdes deux niveaux inférieurs 7 et 6. Le lemme suivant formalise ette idée. Nous notons
B[ℓx] = {j : |Sj| = ℓx} l'ensemble des proessus bloqués au niveau ℓx. Pour simpli�er,on dé�nit également le niveau �tif ℓ0 = 0. On a toujours B[ℓ0] = ∅.Lemme 2.1 ∀ℓx ∈ L : |B[ℓx]| ≤ min(k, ℓx − ℓx−1).Démonstration La propriété de simultanéité bornée se traduit par |B[ℓx]| ≤ k. Soient
pi et pj deux proessus bloqués aux niveaux ℓx et ℓx−1 respetivement. Si ℓx−1 = ℓ0,l'inégalité se ramène à l'observation qu'au plus ℓ proessus sont au niveau ℓ. Nous avons :1. |Si| = ℓx et |Sj| = ℓx−1 (dé�nition d'un proessus bloqué à un niveau) ;2. B[ℓx] ⊆ Si et B[ℓx−1] ⊆ Sj (propriétés d'auto-inlusion et omparaison) ;3. B[ℓx] ∩B[ℓx−1] = ∅ (dé�nition d'un proessus bloqué à un niveau) ;4. B[ℓx] ∩ Sj = ∅ et B[ℓx] ∪B[ℓx−1] ⊆ Si (point 3 et Si ( Sj) ;5. B[ℓx] = (B[ℓx] ∪B[ℓx−1])−B[ℓx−1] ⊆ Si − Sj (point 4) ;6. Nous en onluons : |B[ℓx]| ≤ |Si − Sj | ≤ ℓx − ℓx−1.

2Lemme 2.1



64 Relations entre problèmes de oordination faible2.3.3 Un algorithme de (n, fk)-renaming adaptatifUn algorithme qui implémente un objet (n, fk)-renaming est dérit dans la Figure2.8. Pour obtenir un nouveau nom, un proessus pi appelle rename(idi) où idi est sonnom initial. Dans une exéution où p ≤ n proessus invoquent rename(id), pi obtientun nouveau nom dans l'intervalle [0, . . . , 2p −
⌈
p
k

⌉
] = [0, . . . , fk(p)] lorsqu'il exéute laligne 5.Objets de base La onstrution est fondée sur un objet (n, k)-partiipating-set et nobjets (k, gk)-renaming notés RNAk,gk

[1], . . . ,RNAk,gk
[n]. Rappelons la dé�nition de lafontion gk : gk : p→ min(2p− 1, p+ k − 1). Ainsi, ∀p ≤ k : gk(p) = 2p− 1. Il s'en suitque les objets RNAk,gk

peuvent être implémentés sans attente en utilisant uniquementdes registres atomiques (f. Figure 2.2 et paragraphe 2.1.4).La spéi�ation d'un objet (k, gk)-renaming requiert qu'il soit aédé par au plus
k proessus. Chaque objet RNAk,gk

[x].rename(id) attribue des nouveaux noms dansl'intervalle [0, gk(p)], où p est le nombre de proessus qui aèdent à l'objet d'index x.La onstrution repose sur les deux idées simples suivantes :� Béné�ier de la répartition des proessus sur les marhes assurée par l'objet PSn,kpour garantir qu'au plus k proessus aéderont à haque objet RNAk,gk
;� Translater les noms obtenus via les objets RNAk,gk

pour éviter les on�its dansl'attribution du nouveau nom �nal.L'algorithme : prinipes et desription La onstrution s'inspire de l'algorithmede renommage de Borowsky et Gafni [22℄. Il applique la stratégie lassique � diviserpour régner �. operation RNAn,fk
.rename(idi)(1) Si ← PSn,k.partiipate(idi) ;(2) base i ← (2× |Si| −

˚ |Si|
k

ˇ

) ;(3) offset i ← RNAk,gk
[|Si|].rename(idi) ;(4) new_namei ← base i − offset i + 1 ;(5) return(new_namei)Fig. 2.8 � (n, fk)-renaming dans SMn,n−1[PSn,k] (ode pour pi)� Diviser pour régner.Un proessus pi ommene par invoquer l'objet (n, k)-partiipating-set pour obte-nir une vue Si (ligne 1). L'objetif est de répartir les proessus dans des ensemblesdeux à deux disjoints. Les partitions sont dé�nies à partir des vues Si obtenues :les proessus qui obtiennent la même vue S sont dans la même partition. Lesvues Si satisfont les propriétés d'auto inlusion, de omparaison, d'immédiatetéet de simultanéité bornée. Nous déduisons de es propriétés que (1) le nombre departitions est majoré par le nombre de proessus partiipants p et (2) qu'il existeau plus k proessus par partition.



Aord et renommage 65Tous les proessus qui obtiennent la même vue S sont bloqués au même niveau
ℓ dans l'objet PSn,k. Une façon simple d'identi�er la partition à laquelle pi ap-partient est de onsidérer le niveau ℓ atteint par pi dans l'objet PSn,k (ℓ = |Si|).Les α ≤ k proessus dans la partition ℓ = |S| entrent alors en ompétition pouraquérir un nouveau nom (voir la Figure 2.9). Pour e faire, haque proessus pi a-ède à l'objet (k, gk)-renaming orrespondant à sa partition ℓ = |Si| en invoquant
RNAk,gk

[|Si|].rename(idi) (ligne 3). Comme nous l'avons remarqué préédemment,les nouveaux noms sont attribués dans l'intervalle [0, 2α − 1].� Reoller les moreaux.L'attribution du nom �nal est similaire à un mode d'adressage basé. À haquepartition ℓ = |Si| est assoiée la base 2×|Si|−
⌈ |Si|
k

⌉ (ligne 2). Les bases assoiéesà deux partitions di�érentes ne sont don pas égales. Ensuite, l'entier résultatde l'invoation RNAk,gk
[ℓ].rename(idi) est vu omme un déplaement (offset i).

pi détermine son nouveau nom �nal à l'aide de la base basei et du déplaement
offset i en onsidérant l'espae de renommage desendant qui démarre à l'adresse
base i (ligne 4, voir aussi la Figure 2.9).Remarquons qu'au sein d'une partition, les proessus alulent la même base alorsque les déplaements offset i sont deux à deux distints (propriété d'uniité garan-tie par les objets de base RNAk,gk

). Nous en déduisons que les noms new_name ialulés par es proessus sont deux à deux distints. Il reste ependant à véri�erque l'attribution de es noms n'entre pas en on�it ave les noms alulés dansles autres partitions. Le Lemme 2.2 établit que les espaes de renommage utilisésdans haque partition sont deux à deux disjoints.Lemme 2.2 L'algorithme de la Figure 2.8 garantit que les nouveaux noms attribuéssont uniques : quelque soit l'exéution, il n'existe pas deux proessus qui obtiennent lemême nom.Démonstration Pour ommener, véri�ons que les objets de base RNAk,gk
sont utilisésonformément à leur spéi�ation, 'est-à-dire aédés par au plus k proessus. D'aprèsle texte de l'algorithme, seuls les proessus pi tels que |Si| = ℓx appellent l'objet RNAk,gk

[ℓx]. L'objet PSn,k assure que es proessus sont au plus k (propriété de simultanéitébornée).Soit pi un proessus tel que |Si| = ℓx. Ce proessus appartient à l'ensemble B[ℓx]des proessus bloqués au niveau ℓx. Pour obtenir le déplaement offset i, il invoquerename(idi) sur l'objet (k, gk)-renaming d'index ℓx. D'après les propriétés de et objet,il n'existe pas deux proessus dans B[ℓx] qui obtiennent le même déplaement et ona 1 ≤ offset i ≤ gk(|B[ℓx]|) = 2 × |B[ℓx]| − 1 ar 1 ≤ B[ℓx] ≤ k. Par ailleurs, on saitque |B[ℓx]| ≤ min(k, ℓx − ℓx−1) (Lemme 2.1). L'inégalité devient don 1 ≤ offset i ≤
2×min(k, ℓx − ℓx−1).D'un autre oté, l'espae de renommage attribué au proessus pi ∈ B[ℓx] débute àla base 2ℓx −

⌈
ℓx
k

⌉ (inlus) et desend jusqu'à 2ℓx−1 −
⌈ ℓx−1

k

⌉ (exlus). La taille de etespae est don :
2(ℓx − ℓx−1)− (

⌈ℓx
k

⌉
−

⌈ℓx−1

k

⌉
)
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ℓx

ℓx−1

niveaux
PS n,k .partiipate(id)

nouveaux noms

videvidevidevidevide

k

R
N
A k,

g k
[ℓ x
−1

].rename()

base(ℓx) = 2ℓx −
⌈
ℓx
k

⌉

espaede ≤ 2(ℓx − ℓx−1)renommage
base(ℓx−1) = 2ℓx−1 −

⌈
ℓx−1

k

⌉vide R
N
A
k,
g k

[ℓ x
].rename(

)

Fig. 2.9 � Prinipe de l'algorithme de renommage adaptatifOn en déduit qu'une ondition su�sante pour éviter les on�its dans l'attributiondes nouveaux noms est que le déplaement maximal soit inférieur ou égal à la taille del'espae de renommage, soit :
2×min(k, ℓx − ℓx−1)− 1 ≤ 2(ℓx − ℓx−1)− (

⌈ℓx
k

⌉
−

⌈ℓx−1

k

⌉
) (2.1)Soient qx, rx (respetivement qx−1, rx−1) le quotient et le reste dans la division eu-lidienne de ℓx (respetivement ℓx−1) par k. On érit :

ℓx = qxk + rx (d'où ⌈rx
k

⌉
∈ {0, 1})

ℓx−1 = qx−1k + rx−1 (d'où ⌈rx−1

k

⌉
∈ {0, 1})d'où ℓx − ℓx−1 = (qx − qx−1)k + (rx − rx−1) et

(
⌈ℓx
k

⌉
−

⌈ℓx−1

k

⌉
) = (qx − qx−1) + (

⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
)



Aord et renommage 67Remarquons que −(k − 1) ≤ rx − rx−1 ≤ k − 1 et que qx ≥ qx−1 ar ℓx > ℓx−1. Nousdistinguons deux as en fontion de la valeur de la di�érene entre qx et qx−1.� qx − qx−1 = 0Dans e as −(k − 1) ≤ ℓx − ℓx−1 = rx − rx−1 ≤ k − 1 et l'inégalité 2.1 devient
−1 ≤ −(qx − qx−1)− (

⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
) 'est-à-dire

⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
≤ 1Cette inégalité est véri�ée ar ⌈

rx
k

⌉
−

⌈ rx−1

k

⌉
∈ {−1, 0, 1}.� qx − qx−1 = 1On distingue deux as en fontion de la valeur de la di�érene rx − rx−1.� rx − rx−1 ≤ 0L'équation 2.1 devient :

−1 ≤ −(qx − qx−1)− (
⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
) qui donne

(
⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
) ≤ 0

(
⌈
rx
k

⌉
−

⌈ rx−1

k

⌉
) ∈ {−1, 0} ar rx ≤ rx−1. L'inégalité est don véri�ée.� rx − rx−1 > 0Dans e as, min(k, ℓx − ℓx−1) = k. L'équation 2.1 devient :

2k − 1 ≤ 2
(
(qx − qx−1)k + (rx − rx−1)

)
− (qx − qx−1)− (

⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
)

0 ≤ 2(rx − rx−1)− (
⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
)

(
⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
) ≤ 2(rx − rx−1)On a toujours (
⌈
rx
k

⌉
−

⌈ rx−1

k

⌉
) ∈ {0, 1}. D'autre part, 2 ≤ 2(rx − rx−1) ar

rx − rx−1 > 0. L'inégalité est bien véri�ée.� qx − qx−1 = α > 1Dans e as, min(k, ℓx−ℓx−1) = k et la partie gauhe (1) de l'inégalité 2.1 devient
2k − 1. La partie droite (2) est égale à :

(2) = 2
(
k(qx − qx−1) + (rx − rx−1)

)
−

(
(qx − qx−1) + (

⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
)
)

= 2
(
kα+ (rx − rx−1)

)
− (α + (

⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
)
)

= (2k − 1)α + 2(rx − rx−1)− (
⌈rx
k

⌉
−

⌈rx−1

k

⌉
) d'où

(2) ≥ (2k − 1)α − 2(k − 1)− 1 = (2k − 1)(α − 1)Comme α > 1, on obtient (1) ≤ (2) : l'équation 2.1 est véri�ée.
2Lemme 2.2



68 Relations entre problèmes de oordination faibleProposition 2.2 L'algorithme dérit dans la Figure 2.8 est une implémentation sansattente d'un objet RNAn,fk
dans le modèle à mémoire partagée équipé d'objets (n, k)-partiipating-set et (k, gk)-renaming.Démonstration La propriété sans attente de l'implémentation déoule du texte de l'al-gorithme et du fait que les objets de base PSn,k et RNAk,gk

le sont. Le Lemme 2.2démontre l'uniité des noms retournés. Il reste à véri�er que les noms attribués lorsque
p ≤ n proessus partiipent sont dans l'intervalle [1, fk(p)].Lorsque p proessus partiipent, la taille des vues Si est majorée par p. La plusgrande base base i alulée est don 2 × p −

⌈
p
k

⌉, e qui est aussi la plus grande valeurpossible pour un nouveau nom (ligne 4). L'espae de renommage est don [1, 2 × p −
⌈
p
k

⌉
] = [1, fk(p)]. 2Proposition 2.22.3.4 Du (k + 1, fk)-renaming vers (k + 1, k)-test&setDans les paragraphes préédents, nous avons montré omment onstruire un objet(n, fk)-renaming à partir d'objets (k + 1, k)-test&set et de registres atomiques. L'al-gorithme simple dérit dans la Figure 2.10 ferme la boule. Il implémente de façonsans attente un objet (k + 1, k)-test&set à partir d'un objet (k + 1, fk)-renaming.Pour déider, un proessus ommene par aquérir un nouveau nom en invoquant

RNAk+1,fk
.rename(idi). Il retourne 1 si et seulement si son nouveau nom est omprisentre 1 et k. operation TASk+1,k .ompete()(1) new_namei ← RNAk+1,fk

.rename(idi) ;(2) if (new_name
i
≤ k) then return(1)(3) else return(0)(4) endifFig. 2.10 � (k + 1, k)-test&set dans SMk+1,k[RNAk+1,fk

] (ode pour pi)Proposition 2.3 L'algorithme dérit dans la Figure 2.10 implémente sans attente unobjet (k+1, k)-test&set dans le modèle à mémoire partagée équipé d'un objet (k+1, fk)-renaming.Démonstration Les propriétés de validité et de terminaison déoulent immédiatementdu ode. De même, il est évident que le nombre de 1 retournés est borné par k. Nousdevons montrer qu'au moins un proessus retourne 1. Soit p ≤ k + 1 le nombre deproessus partiipants. Nous onsidérons deux as en fontion de la valeur de p.� p = k + 1 proessus invoquent RNAk+1,fk
.rename(idi)Dans e as, la tailleM de l'espae de renommage estM = fk(k+1) = 2(k+1)−

⌈
k+1
k

⌉
= 2k. Puisque les nouveaux noms sont attribués dans l'intervalle [1, 2k], ilexiste au moins un proessus parmi les k+ 1 partiipants qui obtient un nouveaunom ≤ k. On en déduit qu'il existe au moins un proessus gagnant.



Aord et déision en omité 69� p ≤ k + 1 proessus invoquent RNAk+1,fk
.rename(idi)On a alors M = fk(p) = 2p −

⌈
p
k

⌉
= p + (p − 1). On en déduit qu'au moins unproessus obtient un nouveau nom ∈ [1, p]. Ce proessus est un gagnant ar p ≤ k.

2Proposition 2.32.4 Aord et déision en omitéDans e paragraphe, nous établissons que l'aord sur plusieurs fronts et l'aordensembliste sont les faettes d'un même problème. Nous montrons que, pour tout k(1 ≤ k ≤ n) il existe une rédution sans attente du problème du (n, k)-aord versle (n, k)-omité et réiproquement. De plus, nous étendons es résultats à la versionbinaire du problème de déision de omité : il existe un algorithme sans attente, fondésur des registres et des objets (n, k)-omité-binaire qui résout le problème du (n, k)-aord ; Réiproquement, à partir de registres et d'objets (n, k)-aord, il est possiblede onstruire un objet (n, k)-omité-binaire (f. Figure 2.11).Ainsi, le problème (n, k)-omité-binaire aratérise de façon �ne le (n, k)-aord, dela même façon que le onsensus binaire est équivalent au onsensus. (n, k)-omité-binaireest don � l'aord ensembliste binaire �. Ces résultats sont parus dans [4℄.(n, k)-aord (n, k)-omité-binaire
(n, k)-omitéFig. 2.12 Fig. 2.18 Fig. 2.17 trivialr/w équivalents

Fig. 2.11 � Rédutions entre aord ensembliste et aord sur plusieurs frontsLes onstrutions des objets (n, k)-omité reposent sur l'idée simple suivante : réduirele nombre de veteurs. Considérons le problème du (n, k)-aord. Si l'on sait que lesproessus démarrent ave au plus k valeurs distintes, alors il existe une solution triviale,et e quelque soit le nombre de proessus : haque partiipant déide simplement lavaleur qu'il propose. De façon similaire, nous pouvons résoudre le problème (n, k)-omitéen utilisant uniquement des registres, et pour un nombre quelonque de proessus,lorsque le nombre de veteurs proposés est borné par k.Plus préisément, ette idée se traduit par le problème ([n], k)-BG. Les paramètres
n et k font référene respetivement au nombre initial et �nal de valeurs. Le paramètre
n est enadré pour souligner que l'on veut réduire l'espae des valeurs, indépendam-ment du nombre de proessus partiipants. Dans e problème, un nombre arbitraire deproessus proposent une valeur telle que le nombre de valeurs proposées distintes estinférieur ou égal à n. Comme dans le problème du (n, k)-omité, en sortie les proessusdoivent produire un ouple (numéro de omité, valeur) tel que, dans haque omité, au



70 Relations entre problèmes de oordination faibleplus une valeur est déidée. Les problèmes (n, k)-omité et ([n], k)-BG sont très simi-laires. Cependant, la spéi�ation du ([n], k)-BG ne limite pas le nombre de proessuspartiipants mais impose une ontrainte sur l'espae des valeurs proposées. La solutionalgorithme à e problème pour le as n = k est la lé des rédutions résumées dans laFigure 2.11.Dé�nition 2.7 (([n], k)-BG) Chaque proessus pi propose en entrée une valeur vi telleque :Espae d'entrée borné |{vi : pi partiipe }| ≤ n.En sortie, pour haque proessus pi, le problème onsiste à déider un ouple (ci, di),
1 ≤ ci ≤ k, qui respete les propriétés suivantes :Validité ∃pj proessus partiipant tel que di = vj ;Terminaison Tout proessus orret qui partiipe déide ;Aord ∀i, j : ci = cj ⇒ di = dj .Le nom du problème fait référene à la BG-simulation [21, 25℄. Cet outil algorith-mique puissant permet par exemple d'étudier le alul t-tolérant par rédution au alulsans attente [21℄ ou d'obtenir des bornes de omplexité dans le modèle synhrone à par-tir de résultats de alulabilité asynhrone [54, 50℄. Sur e dernier point, [101℄ donne desexemples simples d'utilisation. La spéi�ation i-dessus est une dé�nition alternativeà la BG-simulation.[4℄ étudie également une généralisation moins ontrainte du problème appelée ([n], k, α)-BG-étendu. La propriété d'aord est relâhée de la façon suivante : dans haque omité,au plus α valeurs peuvent être déidées. Il est démontré que e problème a une solu-tion sans-attente pour un nombre quelonque de proessus en utilisant uniquement desregistres lorsque le nombre de valeurs initiales n satisfait la relation k ≥ ⌈

n
α

⌉.Organisation La tehnique entrale, sur laquelle sont fondées les rédutions de ettepartie est l'algorithme sans attente qui résout le ([k], k)-BG dans le modèle SMn,n−1[∅].Cet algorithme est dérit dans le paragraphe 2.4.2, à la Figure 2.13. Le paragraphe 2.4.1en montre une première appliation en présentant une onstrution sans attente du(n, k)-omité fondée sur l'utilisation onjointe d'un objet ([k], k)-BG et d'un objet (n, k)-aord. Ensuite, nous montrons omment, à l'aide d'un objet (n, k)-omité-binaire, ilest possible de résoudre le problème ([k + 1], k)-BG. L'algorithme 2.13 est à la basede ette nouvelle onstrution. Finalement, pour ompléter es rédutions, l'algorithmetrivial qui implémente un objet (n, k)-aord à partir du (n, k)-omité est brièvementévoqué dans le paragraphe 2.4.5.2.4.1 Du (n, k)-aord vers le (n, k)-omitéSupposons que l'on dispose d'une solution sans attente au problème du ([k], k)-BGpour n proessus ('est-à-dire un objet BG [k],k aessible par n proessus). Il est lairque l'on peut alors résoudre le (n, k)-omité à partir du (n, k)-aord. Les proessus dé-marrent en invoquant l'objet SAn,k pour globalement réduire l'espae des veteurs pro-posés à au plus k veteurs. Ensuite, haque proessus pi appelle BG [k],k.propose(prop i),



Aord et déision en omité 71où prop i est le veteur résultat de l'invoation de l'objet SAn,k par pi, pour obtenirun numéro de omité ci ainsi qu'un veteur di. À haque omité c est assoié au plusun veteur d. pi déide don �nalement (ci, di[ci]), onformément à la spéi�ation du(n, k)-omité.Cet algorithme simple est dérit dans la Figure 2.12. Un proessus pi aède à l'objeten appelant CDn,k.propose(veci) où veci ∈ V
k est un veteur de k valeurs. Il déideune paire (numéro de omité, valeur) lorsqu'il exéute la ligne 3. Une onstrutionsans-attente d'un objet BG [k],k à partir de registres atomiques est présentée dans leparagraphe 2.4.2 (Figure 2.13).operation CDn,k.propose(veci)(1) propi ← SAn,k.propose(veci) ;(2) (ci, di)← BG [k],k.propose(propi) ;(3) return`

(ci, di[ci])
´Fig. 2.12 � (n, k)-omité dans SMn,n−1[BG [k],k] (ode pour pi)La orretion de l'algorithme déoule failement du ode et des propriétés des objets

SAn,k et BG [k],k sous-jaents. Les propriétés de terminaison de es objets impliquentque l'implémentation est sans attente. De même, les propriétés de validité garantissentque di[ci] est une valeur proposée pour le omité ci. Pour l'aord, onsidérons deuxproessus pi et pj qui déident respetivement (c, vi) et (c, vj). On alors vi = di[c] et
vj = dj [c]. D'après la propriété d'aord de l'objet BG [k],k, di = dj , d'où vi = vj.2.4.2 Une solution sans attente au problème du ([k], k)-BGL'algorithme de la Figure 2.13 onstruit un objet BG [k],k à partir de registres ato-miques. L'objet est aessible par au plus n proessus et requiert que le nombre totalde valeurs vi proposées soit borné par k. Le proessus pi invoque l'objet en appelant
BG [k],k.propose(vi). Il déide une paire (numéro de omité, valeur) lorsqu'il exéute laligne 7.Objets partagés La onstrution repose sur k objets (n, n)-partiipating-set (notés
PSn,n[1], . . . ,PSn,n[k]). Les objets PSn,n sont onstruits à partir de registres atomiques.En e�et, dans le problème (n, n)-partiipating-set, la ontrainte simultanéité bornée dis-paraît. En l'absene de ette ontrainte, il existe une solution sans attente fondée uni-quement sur des registres atomiques (i.e., l'algorithme de l'éhelle de Borowsky Gafni).Prinipe Chaque proessus démarre l'algorithme ave une valeur vi ∈ V et doit déi-der une paire (ci, di) omposée d'un numéro de omité ci (1 ≤ ci ≤ k) et d'une valeurproposée di. L'algorithme doit assurer que pour haque omité, au plus une valeur estdéidée ('est-à-dire : ∀i, j : ci = cj ⇒ di = dj). L'ensemble V dans lequel sont hoisiesles valeurs proposées est arbitraire. On supposera ependant qu'il s'agit d'un ensembletotalement ordonné.



72 Relations entre problèmes de oordination faibleoperation BG [k],k.propose(vi)(1) propi ← vi ;(2) for ri = 1 to k do(3) Si ← PSn,n[ri].partiipate(< idi, propi >) ;(4) view i ← {propj :< idj , propj >∈ Si} ;(5) if (|view i| > 1) thenpropi ← min(view i)(6) else let v suh that view i = {v} ;(7) return`

(ri, v)
´(8) endif(9) enddoFig. 2.13 � ([n], k)-BG dans SMn,n−1[∅] (ode pour pi)L'algorithme proède par rondes asynhrones numérotées 1, . . . , k. Les proessusqui partiipent à la ronde r essaient de déider dans le r-ième omité. Un proessus

pi exéute suessivement les rondes 1, 2, . . . jusqu'à e qu'il parvienne à déider enexéutant la ligne 7. Si, lorsque pi déide ri = r, on érira que � pi déide dans le omité
r �. L'algorithme est orret s'il garantit que (1) les proessus qui déident lors d'unemême ronde r déident la même valeur et (2) tout proessus qui ne défaille pas parvientà déider dans un omité.La variable loale propi ontient en permanene une valeur initialement proposée.La sémantique de ette variable est la suivante : s'il partiipe à la ronde r, propi est lavaleur proposée par pi dans le omité r. Initialement, propi est la valeur proposée par pi(ligne 1). Les proessus démarrent don les rondes ave olletivement au plus k valeursdistintes.Lors de la ronde r, le proessus pi alule d'abord une vue view i des valeurs proposéesdans le omité r à l'aide de l'objet PSn,n[r] (lignes 3-4) assoié à la ronde r. Grâe auxpropriétés de l'objet PSn,n, les vues sont ordonnées par inlusion et toutes les vues detaille ℓ sont don identiques. Si le ardinal de la vue de pi est égal à 1, il déide dans leomité r l'unique valeur v ontenue dans ette vue (ligne 6-7). Puisque que les vues Sisont ordonnées par inlusion, il existe au plus une vue de taille 1. Par onséquent, tousles proessus qui déident dans le omité r déident la même valeur.Dans le as ontraire (|view i| > 1), pi met à jour sa proposition avant d'essayerde déider dans le omité suivant. Pour e faire, il hoisit la plus petite valeur dans
viewi. Grâe à e méanisme simple, le nombre de propositions diminue stritementà haque ronde. De plus, par hypothèse, les proessus démarrent les rondes ave auplus k propositions. Par onséquent, au plus une valeur est proposée à la ronde k. Toutproessus qui partiipe à ette ronde obtient don une vue view i de ardinal 1 et déide.Notation Dans la démonstration, nous utilisons les notations suivantes :� var ri désigne la valeur de la variable loale var i du proessus pi après modi�ationéventuelle au ours de la ronde r.� PROP [r], 1 ≤ r ≤ k est l'ensemble des propositions au début de la ronde r. Pluspréisément, prop ∈ PROP [r] si et seulement si il existe un proessus qui exéute

PSn,n[r].partiipate(id,< prop >) (ligne 3).



Aord et déision en omité 73� PROP [0] est l'ensemble des valeurs proposées. On a par hypothèse |PROP [0]| ≤ k.Lemme 2.3 ∀r ∈ [1, k] : (1) |PROP [r]| ≤ k + 1− r et (2) PROP [r] ⊆ PROP [r − 1].Démonstration La démonstration de la première partie du lemme proède par réur-rene sur r. Soit HR(r) la propriété |PROP [r]| ≤ k + 1− r.� HR(0)Par dé�nition, PROP [0] est l'ensemble des valeurs proposées. La spéi�ationrequiert que le nombre de valeurs proposées soit borné par k, i.e, |PROP [0]| ≤ k.� Soit r ∈ [0, k − 1]. HR(r)⇒ HR(r + 1)Supposons que HR(r) est vraie. Nous ommençons par démontrer que les vues
view i alulées lors de la ronde r sont totalement ordonnées par inlusion. Nousremarquons ensuite que es vues sont inluses dans PROP [r] et que pour haqueniveau ℓ = |view i| ≥ 2, au plus une valeur peut être hoisie par les proessus pourêtre proposée à la ronde suivante. Finalement, l'hypothèse de réurrene permetde onlure.1. ∀i, j : viewr

i ⊆ viewr
j ∨ view r

j ⊆ view r
iSoit v ∈ view i. pi et pj alulent leur vue à partir des ensembles Si et Sj qu'ilsobtiennent en appelant PSn,n[r].partiipate(< id, prop >) (lignes 3-4). Cesensembles sont ordonnés par inlusion. Sans perte de généralité, supposonsque Si ⊆ Sj . Il existe don un ouple < id, v >∈ Si, d'où < id, v >∈ Sj. Paronséquent v ∈ view i. Nous en onluons que view i ⊆ view j .2. ∀i : viewr

i ⊆ PROP [r]Cette propriété déoule diretement du ode et de la dé�nition de PROP [r].3. ∀i, j : |view r
i | = |view

r
j | ≥ 2⇒ propri = proprjSi |view r

i | = |view r
j | alors view r

i = view r
j = view (propriété 1 i dessus).D'après le ode, pi et pj hoisissent la même valeur dans view pour mettre àjour leur variable (ligne 5, la valeur hoisie est la plus petite dans l'ensemble

view). Nous avons don propri = proprj .4. |PROP [r + 1]| ≤ k + 1− (r + 1)Les vues view r
i sont totalement ordonnées par inlusion et inluses dans

PROP [r] (propriétés 1 et 2). Le nombre de vue est don au maximum
|PROP [r]|. Seules les vues de ardinal ℓ ≥ 2 génèrent une valeur dans
PROP [r + 1] (ligne 5). De plus, pour ℓ ≥ 2 �xé, tous les proessus pi telsque |view r

i | = ℓ ont la même valeur prop à la �n de la ronde r (propriété 3).On en déduit que |PROP [r+1]| ≤ |PROP [r]|−1, d'où, par HR(r) |PROP [r+
1]| ≤ k + 1− (r + 1).Cei termine la preuve de la partie (1) du lemme. Pour la deuxième partie, soit r ∈

[1, k]. Montrons que PROP [r] ⊆ PROP [r−1]. Soit v une valeur appartenant à PROP [r].Par dé�nition des ensembles PROP , il existe un proessus pi tel que propr−1
i = v.D'après le ode, v est dans la vue view i alulée par pi des valeurs proposées à la ronde

r − 1, i.e., v ∈ PROP [r − 1]. On en déduit que PROP [r] ⊆ PROP [r − 1]. 2Lemme 2.3



74 Relations entre problèmes de oordination faibleProposition 2.4 L'algorithme dérit dans la Figure 2.13 est une implémentation sansattente d'un objet BG [k],k dans le modèle à mémoire partagée.DémonstrationValidité : Soit (r, d) la paire déidée par le proessus pi. D'après le ode, d estl'unique valeur dans la vue view i alulée par pi lors de la ronde r. On a don
d ∈ PROP [r], d'où d ∈ PROP [0] (Lemme 2.3). Finalement, par dé�nition del'ensemble PROP [0], il existe un proessus qui invoque BG [k],k.propose(d).Terminaison : Soit pi un proessus orret qui partiipe. Les objets de base PSn,n[1],
. . ., PSn,n[k] sont sans attente. De plus, le Lemme 2.3 montre qu'au plus une valeurest proposée à la ronde k. Si pi ne déide pas lors des rondes 1, . . . , k − 1, alorsil déidera lors de la ronde k. En e�et, on alors PROP [k] = {propk−1

i } et don
|viewk

i | = 1. Le prédiat de la ligne 6 est satisfait et pi déide.Aord : Soient pi et pj deux proessus qui déident respetivement (ri, di) et (rj , dj)telles que ri = rj = r. D'après le texte de l'algorithme, |view r
i | = |view r

j | = 1,
viewr

i = {di} et view r
j = {d}. De plus, nous avons vu dans la démonstration duLemme 2.3 qu'au ours d'une ronde, les vues alulées sont totalement ordonnéespar inlusion. Il existe don une valeur v telle que view r

i = view r
j = {v}, d'où

di = dj .
2Proposition 2.42.4.3 Restreindre le nombre de propositions : du (n, k)-omité-binairevers le ([k + 1], k)-BGÀ e stade, nous disposons d'une solution sans attente au problème ([k], k)-BGqui utilise uniquement des registres. Nous avons vu que si l'on dispose d'un � moyenextérieur � (i.e., un objet (n, k)-aord) pour réduire le nombre de valeurs proposées de

n à k, alors nous obtenons immédiatement une implémentation d'un objet (n, k)-omité(f. paragraphe 2.4.1). Dans e paragraphe, nous montrons omment, à l'aide d'un objet(n, k)-omité-binaire, résoudre le ([k + 1], k)-BG. Rappelons que n est une borne sur lenombre de proessus partiipants tandis que la notation [k + 1] désigne le nombre devaleurs initiales. Nous herhons don à onstruire un objet ([k + 1], k)-BG aessiblepar au plus n proessus qui sont olletivement munis d'au plus k+1 valeurs distintes.Pour e faire, nous utilisons un objet (n, k)-omité-binaire.Les proessus démarrent maintenant ave olletivement k+1 valeurs. Il s'agit d'unepart de répartir es valeurs sur k omités, en déposant au plus une valeur par omitéet d'autre part, de s'assurer que haque proessus hoisisse un omité dans lequel unevaleur a été déposée. Nous avons vu dans le paragraphe préédent (paragraphe 2.4.2)omment réaliser ela lorsque le nombre de valeurs initiales est borné par k.Considérons l'algorithme dérit dans la Figure 2.13 et supposons que k + 1 proes-sus proposent olletivement k + 1 valeurs. Comment se omporte l'algorithme danses situations ? En analysant es exéutions, on espère déouvrir de quelle façon uti-liser la puissane additionnelle du (k + 1, k)-omité-binaire dans le but de résoudre le



Aord et déision en omité 75([k + 1], k)-BG. On remarque que dans ertains as, en fontion de l'étalement des va-leurs sur les marhes, l'algorithme fontionne orretement. Par exemple, l'exéutionshématisée dans la Figure 2.14 où k = 3 produit des sorties légales. La �gure dérit larépartition sur les marhes dans haque objet (n, n)-partiipating-set assoié à haqueomité. Ainsi, dans l'objet assoié au premier omité, deux vues view i sont aluléespar les proessus pi : vue1 = {1, 2, 3, 4} et vue2 = {2, 3, 4}. Par onséquent, seules lesvaleurs 1 = min(vue1) et 2 = min(vue2) sont soumises au omité suivant. Deux valeurssont proposées pour les deux omités restants : l'algorithme, restreint à es deux omitésse omporte alors orretement (dans l'exemple, 2 est déidé dans le omité 2 et 1 dansle omité 3).

comit́e 1

1

234

1

2

comit́e 2

1

comit́e 3Fig. 2.14 � BG [3],3, 4 valeurs initiales : une exéution validePar ontre, la Figure 2.15 dérit une exéution dans laquelle ertains proessus nedéident pas. Dans le dernier omité, la plus petite vue est de ardinal 2. Les proessusqui atteignent e omité ne peuvent don pas déider. Un examen attentif des � bonnes �exéutions révèle que la ondition suivante est néessaire à la mise en défaut de l'al-gorithme : dans haun des objets (n, n)-partiipating-set, tout niveau ℓ > 1 est nonvide (la ondition n'est pas su�sante ; pour s'en onvainre, dans l'exéution déritedans la Figure 2.15, il su�t d'inverser 1 et 3 dans la répartition des valeurs dans l'objetassoié au premier omité). Intuitivement, si le niveau ℓ > 1 n'est pas oupé dansl'objet assoié au omité c, alors la di�érene entre les nombres de valeurs soumises auxomités c et c+1 est d'au moins 2. Puisque le nombre de valeurs initiales est k+1, etteperte d'au moins deux valeurs su�t pour � normaliser � la situation dans les α omitésrestant (i.e., le nombre de valeurs proposées en entrée de es α omités est inférieur ouégal à α).La ondition i-dessus implique que si un proessus ne parvient pas à déider à l'issuedes k rondes, alors il existe pour haque omité c une vue de ardinal 2. Par exemple,dans la Figure 2.15, les vues {3, 4}, {2, 3} et {1, 2} sont respetivement assoiées auxomités 1, 2 et 3. D'autre part, on sait que si une valeur est déidée dans le omité
c, alors elle apparaît néessairement dans la vue de taille 2 assoiée. Ces remarquessuggèrent omment utiliser un objet (n, k)-omité-binaire pour résoudre le ([k + 1], k)-
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comit́e 1

1

2

34

1

2

3

comit́e 2

12

comit́e 3

nb. vals≥ 2

???

Fig. 2.15 � BG [3],3, 4 valeurs initiales : mise en défaut de l'algorithmeBG. Intuitivement, dans les � mauvaises � exéutions, les proessus soumettent à l'objet(n, k)-omité-binaire un veteur binaire de taille k, haque entrée c (1 ≤ c ≤ k) enodantl'une des valeurs de la vue de taille 2 assoiée au omité c. En retour, haque proessus
pi obtient un ouple (ci, di), di ∈ {0, 1}. Il déide alors la valeur désignée par le bit didans la vue de taille 2 qui orrespond au omité ci. Toute la di�ulté réside dans laréoniliation des déisions e�etuées par le biais de l'algorithme 2.13 (le parours rondeaprès ronde des objets (n, n)-partiipating-set) ave elles obtenues via l'appel à l'objet(n, k)-omité-binaire.Prinipe et desription de l'algorithme L'algorithme de la Figure 2.16 onstruitun objet ([k+1], k)-BG aessible par n proessus proposant globalement au plus k+1valeurs à partir de registres atomiques et d'un objet (n, k)-omité-binaire. Les proessusaèdent à l'objet en invoquant BG [k+1],k.propose(v) et retournent une paire (numérode omité, valeur) en exéutant l'instrution return à la ligne 08 ou 22.L'algorithme se divise en deux phases :� Première phase (lignes 01-12).Cette première phase est similaire à la onstrution de la Figure 2.13. Par rondessuessives, les proessus essaient de déider dans les omités 1, . . . , k. À haqueronde, le nombre de valeurs proposées diminue. À la di�érene de la onstrutionde la Figure 2.13, les proessus érivent en mémoire partagée les vues view i al-ulées lors des rondes auxquelles ils partiipent (ligne 05). De plus, le prédiat quiautorise la déision dans le omité r est plus ontraint. pi déide dans le omité rs'il observe une vue de taille 1 pour e omité et si auune vue de taille 2 n'a étéannonée (ligne 07).Puisque le nombre initial de valeurs est au plus k + 1, il est possible que deuxvaleurs soient proposées lors de la ronde k (voir Figure 2.15 ou le Lemme 2.3).Ainsi, à l'issue de ette phase, il est possible que ertains proessus n'aient pasdéider (en exéutant return à la ligne 08).� Deuxième phase (lignes 13-22).
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init : SS [1..k][1..k] ← [⊥, . . . ,⊥]× [⊥, . . . ,⊥] ;operation BG [k+1],k .propose(vi)(01) propi ← vi ;(02) for ri = 1 to k do(03) Si ← PSn,n[ri].partiipate(< idi, propi >) ;(04) view i ← {propj :< idj , propj >∈ Si} ;(05) SS [ri, |view i|].write(view i) ;(06) for ℓ = 1 to k do ssi[ℓ]← SS [ri, ℓ] enddo ;(07) if (ss [1] 6= ⊥) ∧ (ss [2] = ⊥) then let v suh that ss i[1] = {v} ;(08) return`

(ri, v)
´(09) else let ℓnv ≥ 2 suh that ssi[ℓnv ] 6= ⊥ ;(10) propi ← min(ssi[ℓnv ])(11) endif(12) enddo(13) for ℓi = 1 to k do(14) let vm (resp. vM ) be the smallest value (resp. greatest) value in SS [ℓi, 2] ;(15) ase (vm ∈ SS[ℓi, 1]) then aux i[ℓi]← 0(16) (vM ∈ SS[ℓi, 1]) then aux i[ℓi]← 1(17) default then aux i[ℓi]← 0 or 1 arbitrarily(18) endase(19) enddo(20) (ci, di)← BCDn,k.propose(aux i) ;(21) let v = max(SS [ci, 2]) if di = 1, min(SS[ci, 2]) otherwise ;(22) return`

ci, v
´Fig. 2.16 � ([k + 1], k)-BG dans SMn,n−1[BCDn,k], (ode pour pi)



78 Relations entre problèmes de oordination faiblePour les proessus, il s'agit de déider, à l'aide de l'objet (n, k)-omité-binaire,une paire ohérente ave les déisions éventuellement obtenues lors de la premièrephase. Pour ela, haque proessus pi prépare un veteur binaire (∈ {0, 1}k) aux iqui sera le paramètre d'entrée de l'invoation de l'objet BCDn,k (ligne 20).Observons que les proessus démarrent la première phase ave au plus k + 1 va-leurs. De plus, le nombre de valeurs déroît stritement d'une ronde à la suivante.Supposons qu'au ours d'une ronde, le nombre de valeurs perdues (i.e., qui ne sontpas proposées lors de la ronde suivante) est au moins 2. Le nombre de rondes quirestent à e�etuer devient alors su�sant pour que haque proessus parvienne àdéider. Autrement dit, après ette ronde, tout se passe omme dans la onstru-tion du ([k], k)-BG : le nombre de valeurs est inférieur ou égal au nombre deomités restants.Ainsi, des proessus exéutent la deuxième phase si et seulement si exatement 1valeur est perdue lors de haque ronde de la première phase. En�n, remarquonsque ei implique qu'une vue de taille 2 soit postée pour haque ronde lors dela première phase (voir Lemme 2.4 et Figure 2.15). Ces remarques justi�ent laonstrution du veteur aux i : un bit su�t pour identi�er une valeur eventuelle-ment déidée dans le omité r puisque ette valeur apparaît néessairement dansla vue de taille 2 assoiée à ette ronde. Par exemple, aux i[r] = 1 indique que laproposition de pi pour le omité r est la plus grande valeur ontenue dans la vuede taille 2 qui orrespond au omité r. De même, si le résultat de l'invoation del'objet BG [k+1],k est (r, 0), pi déide dans le omité r la plus petite valeur qui ap-paraît dans la vue de taille 2 (SS [r, 2]) postée lors de la ronde r (lignes 21-22). A�nque les déisions pour un même omité r soient ohérentes entre les deux phases,lorsqu'il existe une vue de taille 1 (SS [r, 1] = {v} 6= ⊥), pi propose la valeurontenue dans ette vue pour le omité r (i.e., aux i[r] = 1 si v = max(SS [r, 2]), 0sinon � lignes 14-18).Objets partagés La onstrution repose sur un objet (n, k)-omité, k objets (n, n)-partiipating-set (notés PSn,n[1], . . . ,PSn,n[k]) et un tableau SS de registres atomiquesde taille k×k. Comme observé préédemment (paragraphe 2.4.2), les objets PSn,n sontonstruits à partir de registres atomiques. Les entrées du tableau SS sont initialisées à
⊥, une valeur par défaut qui n'appartient pas à l'ensemble V.Pour simpli�er le ode, haque entrée du tableau SS est un registre à érivainsmultiples. Lors de la ronde r, il est possible que plusieurs proessus érivent dans l'entrée
SS [r, ℓ] (ligne 05). Or, dans le adre que nous avons �xé, la mémoire partagée estonstituée de registres à érivain unique. Du point de vue de la alulabilité, es deuxmodèles sont équivalents puisque l'on peut onstruire des registres à érivains multiplesà partir de registres à érivain uniques [120℄. De plus, nous verrons que pour haqueentrée, au plus une valeur est érite. Autrement dit, tous les proessus qui érivent dansle registre SS [r, ℓ] érivent la même valeur. Lorsque ette propriété est garantie danstoute exéution, il est faile d'implémenter de façon sans attente un registre MW àérivains multiples à partir d'un tableau R[1, . . . , n] de registres à érivain unique. Pourérire v dans MW , le proessus pi érit v dans la ième entrée R[i] du tableau R. Pour



Aord et déision en omité 79lire la valeur ourante de MW , pi ollete les valeurs des registres R[1], . . . , R[n]. Ilobtient ainsi l'un des ensembles {⊥}, {⊥, v} ou {v} où v est la seule valeur érite parles proessus dans MW . S'il observe v alors la leture de MW retourne v. Dans le asontraire, ⊥ est retourné.Corretion de l'algorithme Conernant la première phase, la démonstration re-prend les notations de la preuve de la onstrution de la Figure 2.13 :� var ri désigne la valeur de la variable loale var i du proessus pi après modi�ationlors dans la ronde r (au ours de la première phase).� PROP [r], 1 ≤ r ≤ k est l'ensemble des propositions au début de la ronde r. Pluspréisément, prop ∈ PROP [r] si et seulement si il existe un proessus qui exéute
PSn,n[r].partiipate(idi, < prop >) (ligne 03).� PROP [0] est l'ensemble des valeurs proposées. On a par hypothèse |PROP [0]| ≤
k + 1.Comme nous l'avons observé dans la desription de l'algorithme, la première phase estsimilaire à la onstrution d'un objet ([k], k)-BG. Seuls l'ériture des vues en mémoirepartagée et le prédiat de déision di�èrent. Cependant, le méanisme d'éliminationdes valeurs d'une ronde à l'autre demeure. En onséquene, le Lemme 2.3 est toujoursvalide, si l'on prend en ompte le fait que le nombre initial de valeurs est maintenantborné par k + 1.Lemme 2.3 ∀r ∈ [1, k] : (1) |PROP [r]| ≤ (k+1)+1− r = k+2− r et (2) PROP [r] ⊆

PROP [r − 1].Nous démontrons d'abord que s'il existe un proessus qui exéute la deuxième phase(lignes 13-22) alors une vue de taille 2 a été postée pour haque ronde r, 1 ≤ r ≤ k avantque e proessus ne démarre la deuxième phase (Lemme 2.4). Nous utiliserons e lemmepour démontrer que l'objet onstruit satisfait la spéi�ation du problème ([k+1], k)-BG(Proposition 2.5).Lemme 2.4 Soit une exéution dans laquelle il existe un proessus pi qui déide enexéutant la ligne 22. Lorsque pi ommene la seonde phase ('est-à-dire lorsque pidémarre l'exéution de la boule for à la ligne 13), on a ∀r ∈ [1, k] : SS [r, 2] 6= ⊥.Démonstration Pour obtenir une ontradition, supposons que le lemme est faux. Ilexiste don un proessus pi qui déide à la ligne 22 et un numéro de ronde R, 1 ≤ R ≤ rtels que pi n'observe pas une vue de taille 2 assoiée à la ronde R. Plus préisément,lorsque pi lit SS [R, 2] au ours de la seonde phase (ligne 14), SS [R, 2] = ⊥. La leture(atomique) de SS [R, 2] par pi s'e�etue à un ertain instant que l'on note τ . D'après leode, une seule valeur 6= ⊥ peut être érite dans le registre SS [R, 2]. Cei implique que
∀τ ′ ≤ τ , SS [R, 2] = ⊥.Comme pi exéute la deuxième phase de l'algorithme, il a préédemment essayéde déider au ours de la première phase dans haun des omités r = 1, . . . , k. Nousmontrons que pi aurait dû déider lors ette phase : une ontradition. Nous onsidéronsdeux as, en fontion de la valeur de R.



80 Relations entre problèmes de oordination faible� R = k.D'après le Lemme 2.3, |PROP [k]| ≤ 2. La vue view r
i alulée par pi au ours dela ronde k est don de taille 1 ou 2. Or nous avons supposé que lorsque pi exéutela rond k, auun proessus n'a posté ou ne poste une vue de taille 2 ('est-à-direque lorsque pi ollete les vues à la ligne 06, on a SS [k, 2] = ⊥). On en déduitd'une part que pi alule une vue de taille 1 lors de ette ronde et d'autre partque le prédiat qui onditionne la déision est satisfait (linge 07). Par onséquent,

pi déide dans le omité k au ours de la première phase.� 1 ≤ R < k.Le ardinal de l'ensemble des valeurs proposées PROP [R] dans le omité R estborné par k + 2 − R (Lemme 2.3). Les valeurs proposées dans le omité R + 1sont hoisies parmi les plus petites valeurs des vues de taille ℓ, 2 ≤ ℓ ≤ k+ 2−R.Or, nous supposons qu'avant l'instant τ , on a toujours SS [R, 2] = ⊥, 'est-à-direqu'il n'existe pas de vue de taille 2 assoiée au omité R. Par onséquent, avantl'instant τ , le nombre de propositions |PROP [R+ 1]| pour le omité R+ 1 est auplus k − R. Par suite, avant l'instant τ , on a |PROP [R + 2]| ≤ k − R − 1, . . .,
|PROP [k]| ≤ 1. Cei déoule du fait qu'au moins une valeur est éliminée à l'issuede haque ronde (voir la démonstration du Lemme 2.3).An partiulier, pi exéute la ronde k avant l'instant τ . Au ours de ette ronde, ilalule néessairement une vue de taille 1 et auune vue de taille 2 n'est postéeen mémoire partagée ar |PROP [k]| ≤ 1. Par onséquent, pi déide au ours dela première phase.

2Lemme 2.4Proposition 2.5 L'algorithme dérit dans la Figure 2.16 est une implémentation sansattente pour au plus n proessus d'un objet BG [k+1],k dans le modèle à mémoire partagéemuni d'un objet (n, k)-omité-binaire.Démonstration La terminaison sans-attente déoule diretement du texte du protooleet des propriétés de terminaison des objets sous-jaents.Validité Soit pi un proessus qui déide la paire (ℓ, v). Si pi déide dans la premièrephase (ligne 08), v est ontenue dans une vue de taille 1. Si pi déide à la �nla seonde phase de l'algorithme, v appartient à une vue de taille 2 d'après leLemme 2.4 et la ligne 21. Dans les deux as, v appartient à une vue postée lorsd'une ronde r au ours de la première phase de l'algorithme.D'après le ode, les vues view i postées lors de la ronde r au ours de la pre-mière phase sont inluses dans l'ensemble PROP [r]. On a don v ∈ PROP [r] ⊆
PROP [0], où PROP [0] est l'ensemble des valeurs proposées (Lemme 2.3).Aord ∀ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ k : pi déide (ℓ, vi) et pj déide (ℓ, vj) ⇒ vi = vj .Lorsque qu'un proessus pi déide (ℓ, v) à la ligne 08 ou 22, nous érivons � pidéide dans le omité ℓ �. Nous montrons que pour haque omité ℓ, 1 ≤ ℓ,≤ k,au plus une valeur est déidée. Soit D[ℓ] l'ensemble des proessus qui déidentdans le omité ℓ. Nous onsidérons plusieurs as en fontion de(s) la(les) ligne(s)à la (aux)quelle(s) les proessus de D[ℓ] déident.



Aord et déision en omité 81� ∀pi ∈ D[ℓ] : pi déide à la ligne 08.Grâe aux propriétés de l'objet PSn,n[ℓ], les vues view i alulées lors de la ronde
ℓ sont ordonnées par inlusion (voir aussi la démonstration du Lemme 2.3). Paronséquent, au plus une vue de taille 1 peut être alulée lors de la ronde ℓ.D'après le ode (lignes 07-08), tous les proessus pi ∈ D[ℓ] déident don lamême valeur.� ∀pi ∈ D[ℓ] : pi déide à la ligne 22.Dans e as, haque proessus pi ∈ D[ℓ] obtient en retour de son invoation
BCDn,k.propose(aux i) une paire (ℓ, di). La propriété d'aord de l'objet garantitque ∃d ∈ {0, 1} tel que ∀pi ∈ D[ℓ] : di = d. De plus, lorsque pi ∈ D[ℓ] lit SS [ℓ, 2]à la ligne 14 ou 21, SS [ℓ, 2] 6= ⊥ (Lemme 2.4). On en déduit, d'après le ode(ligne 22) et le fait qu'il existe d tel que ∀pi ∈ D[ℓ] : di = d, que tous lesproessus qui appartiennent à l'ensemble D[ℓ] hoisissent la même valeur dans
SS [ℓ, 2].� ∃pi, pj ∈ D[ℓ] : pi déide à la ligne 08 et pj déide à la ligne 22.Soit B l'ensemble que des proessus qui invoquent l'objet BCDn,k (un proessusqui appartient à et ensemble ne déide pas néessairement dans le omité ℓ).Parmi les proessus ∈ B, soit pb le premier proessus qui lit le registre SS [ℓ, 1].Soit τ l'instant de ette leture. Si pb observe une valeur v, tous les proessus
∈ B proposent v pour le omité ℓ (lignes 15-16). v est alors la seule valeur quipeut être déidée dans le omité ℓ à l'aide de l'objet CDn,k.Supposons maintenant que pb n'observe pas de vue de taille 1 (SS [ℓ, 1] = ⊥)assoié au omité ℓ. Dans e as, auun proessus ne déide dans le omité ℓ àla ligne 08. Lorsque pb lit à l'instant τ le registre SS [ℓ, 1], SS [ℓ, 2] 6= ⊥ (Lemme2.4). Par onséquent, un proessus qui par la suite, observe SS [ℓ, 1] 6= ⊥ observeaussi SS [ℓ, 2] 6= ⊥ et ne peut don pas déider en exéutant la ligne 08.

2Proposition 2.52.4.4 Du (n, k)-omité-binaire vers le (n, k)-omitéFinalement, dans e paragraphe, nous réduisons le problème du (n, k)-omité auproblème du (n, k)-omité-binaire. Maintenant que nous disposons d'un solution auproblème du ([k + 1], k)-BG fondée sur l'utilisation objets (n, k)-omité-binaire, il estfaile de onstruire la rédution reherhée.Les n proessus démarrent ave n veteurs potentiellement deux à deux distints.Si l'on sait réduire e nombre à au plus k, le problème est résolu (f. algorithme 2.12,paragraphe 2.4.1). Or, un objet BG [k+1],k, dont nous venons de voir une implémentationà partir d'un objet (n, k)-omité-binaire, possède justement e pouvoir de diminuer lenombre de valeurs. Pour passer de k + 1 à k veteurs, les n proessus invoque l'objet
BG [k+1],k ave en paramètre leur veteur initial. En réponse, haque proessus pi re-çoit une paire (ci, vi). Il ignore le numéro de omité ci et adopte le veteur vi. Ainsi,pour résoudre le (n, k)-omité, les n veteurs initiaux passent par une haîne d'objets
BG [n],n−1,BG [n−1],n−2, . . . ,BG [k+1],k, haque objet BG [α+1],α étant onstruit à partird'un objet BCDn,α (il est immédiat qu'un objet BCDn,k implémente un objet BCDn,α



82 Relations entre problèmes de oordination faible
∀α ≥ k). Cet algorithme simple est dérit dans la Figure 2.17. La preuve de la orre-tion de ette transformation déoule failement du ode et de la spéi�ation des objets
BG [α+1],α. operation CDn,k.propose(veci)(1) propi ← veci ;(2) for α = n to k + 1 by −1 do(3) (ci, propi)← BG [α],α−1.propose(propi)(4) enddo ;(5) return`

ci, propi[ci]
´Fig. 2.17 � (n, k)-omité dans SMn,n−1[BG [n],n−1, . . . ,BG [k+1],k] (ode pour pi)2.4.5 Du (n, k)-omité vers (n, k)-aordL'algorithme est trivial. À partir de la valeur vi qu'il souhaite proposer pour le(n, k)-aord, pi forme un veteur veci de taille k qui ontient uniquement vi. pi invoqueensuite l'objet (n, k)-omité ave en paramètre veci. Finalement, pi retourne la valeurdéidée di obtenue par l'intermédiaire de l'objet (n, k)-omité. Le numéro de omité ciest ignoré. operation SAn,k .propose(vi)(1) veci ← [vi, . . . , vi] ;(2) (ci, di)← CDn,k.propose(veci) ;(3) return(di)Fig. 2.18 � (n, k)-aord dans SMn,n−1[CDn,k] (ode pour pi)La orretion de l'algorithme est immédiate. Les propriétés de validité et terminaisondéoulent diretement du ode. Pour l'aord, le nombre de valeurs déidées dans haqueomité est au plus 1. De plus, le nombre de omités est égal à k. Le nombre de valeursdéidées olletivement est don borné par k.RésuméDans e hapitre nous nous sommes d'abord intéressés aux relations entre renom-mage et aord � faible �. Nous avons établi une onnexion entre es deux shémasde oordination. Nous avons exhibé un ompromis entre la � qualité � de l'aord etle ardinal de l'espae de renommage. En partiulier, nous avons montré que les pro-blèmes renommage adaptatif en (2p−

⌈
p
k

⌉
) noms et (k+1, k)-test&set sont équivalents.C'est-à-dire que dans le modèle asynhrone, résoudre l'un de es problèmes est aussidi�ile que résoudre l'autre. Cette équivalene est montrée via une série de rédutionsalgorithmiques sans attente (résumées dans la Figure 2.4, page 57).Plus tard, il a été montré qu'il existe une algorithme sans attente qui implémente lerenommage adaptatif en gk(p) = min(2p− 1, p+ k− 1) noms [53℄. Cette transformation



Aord et déision en omité 83est optimale : il n'est pas possible, à partir d'objet (n, k)-aord, d'obtenir un espaede noms plus petit de façon sans attente. Réiproquement, est-il possible de résoudrele (n, k)-aord à l'aide d'objet gk-renommage adaptatifs (gk : p → min(2p − 1, p +
k − 1)) ? Dans [100℄, nous présentons pour le as partiulier k = t, un algorithme t-tolérant en mémoire partagée qui résout le problème du (n, k)-aord à l'aide d'objets
gk-renommage. Nous établissons également que pour ertaines valeurs des paramètres
k, t et n, une telle transformation est impossible. Les relations onnues entre aord(test&set ou onsensus ensembliste) et renommage sont dérites dans la Figure 2.19 (la�èhe en pointillé signi�e que la transformation est en général impossible).

(n, k)-aord (p+ k − 1)-renaming
(k + 1, k)-test&set (2p − ⌈

p
k

⌉)-renamingAord Renommage

Gafni [53℄
k = t[100℄diminution de lasémantique augmentation del'espae

Fig. 2.19 � Rédutions entre aord et renommageLa qualité de l'aord o�erte par des objets test&set et onsensus ensembliste di�èrepar la sémantique des valeurs déidées. Dans le problème test&set, il s'agit seulementd'un bit alors que le onsensus ensembliste o�re une plus grande rihesse dans le sensoù les valeurs déidées appartiennent à un ensemble qui peut être arbitrairement hoisi.Nous observons que ette qualité sémantique in�ue diretement sur la taille minimalede l'espae de renommage que l'on peut espérer obtenir.Cette perspetive ouvre plusieurs problèmes. Par exemple, étant donné une fontionqui détermine l'espae de renommage, peut-on dé�nir un problème d'aord orrespon-dant ? Comment uni�er les relations dépeintes dans la Figure 2.19 ? Si l'on s'intéresseà la di�ulté relative des problèmes de oordination faible, quels sont les paramètrespertinents (degré de tolérane aux défaillanes, degré de � oordination � : k, taille del'espae de renommage, et., degré de onurrene ou nombre de proessus n, ...) ?Dans une deuxième partie, nous avons introduit un nouveau problème : la déisionde omité. Ce problème apture l'idée d'essayer de mener simultanément des protoolesd'aord sur plusieurs fronts. Nous avons montré que la version binaire de e problème



84 Relations entre problèmes de oordination faibleest équivalente au problème de l'aord ensembliste. Au ontraire de [58℄ qui établitl'équivalene pour 3 proessus, 2 omités entre les problèmes déision de omité et (3, 2)-aord à l'aide d'arguments topologique, l'approhe adoptée ii repose exlusivementsur des rédutions algorithmiques. Par ontraste ave l'aord ensembliste qui onsisteà hoisir plusieurs valeurs, l'aord sur plusieurs fronts semble un problème plus naturel,qui pourrait avoir des appliations pratiques. De plus, la déision en omités est plusrihe : on peut imaginer plusieurs variantes, par exemple en autorisant la déision deplusieurs valeurs dans haque omité ou en requérant que haque proessus déide dansplusieurs omités.



Chapitre 3Composition de déteteurs dedéfaillanesCe hapitre présente plusieurs résultats liés aux déteteurs de défaillanes orientésvers la résolution du (n, k)-aord. Ces résultats ont été obtenus en ollaboration aveAhour Mostéfaoui, Mihel Raynal et Sergio Rajsbaum et ont fait l'objet d'une publi-ation [92℄. Le modèle hoisi dans e hapitre est le modèle asynhrone à passage demessages (notéMPn,t[∅]).Dans le hapitre préédent, nous avons étudiés des familles de problèmes de oor-dination faible aux ontraintes relâhées. A partir d'un problème fortement ontraint(e.g., le onsensus), une famille de problèmes plus faibles est obtenue en relaxant l'unedes propriétés de la spéi�ation du problème initial (e.g., la famille des problèmes(n, k)-aord, 1 ≤ k ≤ n). Ensuite, étant donné es familles de problèmes de oordina-tion faible, nous nous sommes intéressés aux relations les unissant du point de vue dela alulabilité. Nous avons abordé des questions du type suivant : étant donnée unesolution au problèmes P1, existe-t-il un algorithme sans attente fondé sur ette solutionqui résout P2 ? Les di�érentes rédutions présentées ont permis de relier es shémasde oordination en apparene de nature di�érente.Nous adoptons la même démarhe dans le ontexte des déteteurs de défaillanesorientés vers l'aord ensembliste. De même que la spéi�ation du (n, k)-aord dérivede elle du onsensus, plusieurs familles de déteteurs � faibles � ont été dérivées desspéi�ations de déteteurs qui o�rent su�samment d'information pour résoudre leonsensus. Étant donné deux déteteurs arbitraires C1 et C2 dans es familles, peut-on les omparer ? C'est à dire, existe-t-il un algorithme qui onstruit un déteteur dela lasse C2 à partir d'un déteteur de la lasse C1 ? Existe-t-il une hiérarhie entrees lasses de déteteurs ? Cette hiérarhie est-elle robuste ? Nous étudions des lassesdérivées des déteteurs introduits dans le travail fondateur de Chandra, Hadzilaos etToueg [30, 29℄, i.e., S/3S, P/3P et ΩLes déteteurs 3S, Ω et P Pour ironvenir l'impossibilité du onsensus dans unenvironnement asynhrone dans lequel les proessus sont sujets aux pannes franhes85



86 Composition de déteteurs de défaillanes[48℄, plusieurs lasses de déteteurs de défaillanes ont été proposées [29, 30℄. En par-tiulier, les lasses P, 3S et Ω introduites dans le premier hapitre (paragraphe 1.2)fournissent su�samment d'informations sur les ourrenes des défaillanes pour ré-soudre le onsensus. Par exemple, des algorithmes fondés sur la lasse Ω sont proposésdans [29, 65, 81, 94, 117℄. En d'autres termes, les hypothèses additionnelles de synhro-nie abstraites par haun de es orales augmentent su�samment la puissane de aluldu modèle pour résoudre le onsensus. Deux résultats importants sont assoiés à eslasses. Premièrement, les lasses 3S et Ω sont équivalentes et stritement plus faiblesque la lasse P. C'est à dire qu'il existe un algorithme qui onstruit un déteteur de lalasse Ω dans le modèle asynhrone enrihi ave un déteteur de la lasse 3S [37, 28, 93℄(la transformation inverse est triviale ar Ω ⊆ 3S). D'autre part, s'il est évident que
P ⊆ 3Sx et don qu'il est possible de onstruire un déteteur Ω à partir de 3P, il n'estpas possible de onstruire un déteteur de la lasse 3P à partir de 3S ou Ω [30, 28℄.Deuxièmement, Ω (et don 3S) est la plus faible lasse de déteteurs de défaillanesqui permet de résoudre le onsensus.Les lasses � mères � 3S, Ω et P ont été a�aiblies dans la littérature pour donnernaissane aux familles (3Sx)1≤x≤t+1, (Ωz)1≤z≤t+1 et (φy)0≤y≤t. Chaune de es famillesa été introduite dans un but di�érent.Familles de déteteurs dérivés de 3S, Ω ou P La forme a�aiblie 3Sx du déteteur
3S a été proposée dans [66℄ et étudiée du point de vue de la résolution du onsensusensembliste dans [95℄. Des algorithmes de (n, k)-aord fondés sur la lasse 3Sx sontdonnés dans [71, 96, 122℄. Contrairement à un déteteur 3S dont la portée s'étend toutle système (haque proessus reçoit une information pertinente du déteteur), la portéed'un déteteur 3Sx est restreinte à un sous-ensemble du système. La lasse 3Sx estdé�nie par la même propriété de omplétude que la lasse 3S (à partir d'un ertaintemps, la liste produite par le déteteur ne ontient que des identités de proessusorrets) et la propriété de préision limitée suivante : il existe un proessus orret àqui, à partir d'un ertain temps, au moins x proessus font toujours on�ane. Il estaisé de véri�er que 3Sn est 3Sx tandis que 3S1 n'apporte auune puissane de aluladditionnelle. De plus, nous avons 3Sx+1 ⊆ 3Sx. Par ailleurs, il a été montré qu'au seinde la famille (3Sx)1≤x≤n, 3Sα tel que α = t− k+ 2 est la plus faible lasse qui permetde résoudre le (n, k)-aord dans un système asynhrone [71℄ (le modèle à passage demessage doit en sus satisfaire la ontrainte t < n

2 ).[90℄ étudie dans le adre de la résolution du (n, k)-aord la ombinaison des ap-prohes par ondition [89℄ et déteteurs de défaillanes. Dans e but, Mostéfaoui et o-auteurs dé�nissent la famille (φy)0≤y≤n. Un déteteur φy o�re une primitive query(X)où le paramètre X désigne un ensemble de proessus. Un appel query(X) retourneune valeur booléenne qui dépend de l'état (défaillants ou vivants) des proessus de Xet de la taille de et ensemble. query(X) renvoie systématiquement true (resp. false)lorsque X est � trop petit � (0 ≤ |X| ≤ t − y) (resp. lorsque X est � trop grand � ;
t < |X|). Lorsque t − y < |X| ≤ t, query(X) retourne true si tous les proessus de
X sont défaillants. Clairement φy+1 ⊆ φy et φ0 ne fournit auune information sur lesdéfaillanes. Il est montré dans [90℄ qu'au sein de la famille (φy)0≤y≤n, φy est la plus



87faible lasse qui permet de résoudre le (n, k)-aord pour k = t− y + 1.En�n, Neiger [106℄ a introduit la famille (Ωz)1≤z≤n pour augmenter le rang desobjets dans la hiérarhie de Herlihy. Étant donné un système équipé d'objets de rang
n − 1, il est montré dans [106℄ qu'il est possible de résoudre le (n, 1)-aord à l'aided'un déteteur Ωn−1. [106℄ onjonture également que Ωz est la plus faible lasse quipermet d'augmenter la puissane de synhronisation des primitives de rang z dans lahiérarhie. Ce résultat sera établi dans [63℄. Un déteteur Ωz fournit à haque proessusun ensemble d'au plus z identités de proessus. À partir d'un ertain temps, sur tous lesproessus le déteteur se stabilise sur le même ensemble qui ontient l'identité d'au moinsun proessus orret. De même que pour les familles préédemment mentionnées, nousavons trivialement Ωz ⊆ Ωz+1, Ω1 est Ω et la lasse Ωn ne fournit auune informationsur les défaillanes.Contributions Nous étudions les relations entre familles de déteteurs (Sx/3Sx)1≤x≤n,
(φy/3φy)0≤y≤n−1 (1) et (Ωz)1≤z≤n. Étant donné que nous savons que le (n, k)-aordpeut être résolu à l'aide de :� 3Sx, x = t− k + 2 ;� 3φy, y = t− k + 1 et� Ωz, z = k omme montré dans le paragraphe 3.3il est naturel de s'interroger sur les puissanes relatives de es déteteurs. Plus préi-sèment, e hapitre étudie les question suivantes :Les lasses Ωz, 3φy ou 3Sx qui o�rent su�samment d'information pour ré-soudre le (n, k)-aord sont-elles équivalentes ? Parmi es déteteurs, quelssont les rédutions possibles en fontion des paramètres x, y, z et t ? Le para-mètre k étant �xé, quel est le plus faible déteteur au sein de es familles quio�re su�samment d'information pour résoudre le (n, k)-aord ? Quelle estla hiérarhie - si elle existe - qui les unie ? Cette hiérarhie est-elle robuste ?Ou est-il possible d'utiliser la puissane ombinée de plusieurs déteteurs tropfaibles individuellement pour résoudre le (n, k)-aord pour résoudre e pro-blème ? Dans e as, quel est la lasse produite par e type de ombinaison ?Et.La première ontribution présentée dans le paragraphe 3.2 onerne les lasses
φy/3φy. Dans le papier séminal de Chandra et Toueg [30℄ qui introduit le formalisme desdéteteurs de défaillanes, la sortie de es orales à un instant donné dépend uniquementdu motif des ourrenes des défaillanes (voir paragraphe 1.2). Ce adre ontraste avela dé�nition de la famille (φy)0≤y≤n−1 puisque l'interrogation du déteteur implique unéhange d'informations entre le proessus et son module déteteur loal par l'intermé-diaire d'appels query(X).� Contribution # 1 : les lasses (ψy)0≤y≤n−1 et (3ψy)0≤y≤n−1.Nous dé�nissons deux nouvelles familles de déteteurs de défaillanes dont la sor-tie dépend uniquement des instants auxquels les proessus onsultent le déteteur1

3C est la version � inélutable � de C. Dans toute exéution, les propriétés de C sont véri�ées àpartir d'un ertain temps a priori inonnu.



88 Composition de déteteurs de défaillaneset du motif des défaillanes ourant. Ces déteteurs sont assez naturels ar ils four-nissent un entier qui est une approximation du nombre de proessus défaillants.La préision de ette approximation dépend du nombre de proessus qui sontdéfaillants au moment de l'interrogation et du paramètre y.Plus préisément, l'entier renvoyé par un déteteur de la lasse ψy est toujoursompris entre t − y et f , le nombre de proessus défaillants dans l'exéution enours. Soit f τ le nombre de proessus défaillant à l'instant τ . La seonde propriétéde l'estimation peut s'exprimer ainsi : pour tout instant τ , il existe un instant
τ ′ ≥ τ tel que à partir de et instant, le déteteur renvoie un entier ≥ f τ . Lalasse 3ψy est simplement la version inélutable de la lasse ψy (l'entier renvoyépar un déteteur de ette lasse satisfait les propriété de la lasse ψy à partir d'unertain instant �ni inonnu des proessus ; avant et instant, le omportement dudéteteur est arbitraire).Nous établissons dans le paragraphe 3.2 que les lasses ψy et 3ψy sont respeti-vement équivalentes aux lasses φy et 3φy.Dans le reste du hapitre, nous étudions les rédutions entre les déteteurs des fa-milles (Sx/3Sx)1≤x≤n, (φy/3φy)0≤y≤n−1 et (Ωz)1≤z≤n ainsi que leur apaité à résoudrele (n, k)-aord pour k �xé. Dans e qui suit, la notation A + B ; C signi�e que dansle modèle asynhrone équipé de déteteurs A et B, il existe un algorithme qui onstruitun déteteur de la lasse C. De même, nous érirons A+ B 6; C lorsque ette transfor-mation est impossible. Les notations A ; C et A 6; C ont la même signi�ation, enonsidérant un système équipé d'un déteteur de la seule lasse A.� Contribution # 2 : Rédutions.� Les lasses Sx/3Sx et ψy/3ψy sont inomparables :� Soient 1 ≤ x ≤ t+ 1 et 1 ≤ y ≤ t. Sx 6; 3ψy (Théorème 3.4) ;� Soient 0 ≤ y ≤ t− 1 et 2 ≤ x ≤ t+ 1. ψy 6; 3Sx (Théorème 3.5).� Rédutions entre ψy/3ψy et Ωz :� 3ψy ; Ωz si et seulement si y + z > t (Corollaire 3.5) ;� Soient 1 ≤ z ≤ t+ 1 et 1 ≤ y ≤ t. Ωz 6; 3ψy (Corollaire 3.7).� Rédutions entre Sx/3Sx et Ωz :� 3Sx ; Ωz si et seulement si x+ z > t+ 1 (Corollaire 3.6) ;� Soient 2 ≤ z ≤ t+ 1 et 2 ≤ x ≤ t+ 1. Ωz 6; 3Sx (Corollaire 3.8).Ces résultats sont résumés dans la Figure 3.1. Une �èhe pleine joignant la lasse
A à la lasse B indique qu'un déteteur de la lasse A peut être transformé enun déteteur de la lasse B. Au ontraire, une �èhe en pointillés indique qu'unetelle transformation est impossible. Les lasses équivalentes sont enerlées par unadre gris.Il est possible de lasser es déteteurs en fontion du plus petit k pour lesquelleselles fournissent su�samment d'informations pour résoudre le (n, k)-aord. Laolonne sur la droite matérialise e lassement. Toutes les déteteurs situés dansle zième plan permettent de résoudre le (n, z)-aord. De plus, au sein d'une mêmefamille dé�nie par une olonne, la lasse située sur le zième plan est la plus faiblelasse qui permet de résoudre le (n, z)-aord. En�n, parmi les lasses situées surun même � niveau z � dans la �gure, la lasse Ωz est la plus faible lasse pour



89résoudre le (n, z)-aord.
P

(n, k)-aord
3P

1

St+1 ψt

3St+1 3ψt

Ω1 2

St ψt−1

3St 3ψt−1

Ω2 z

St−z+2 ψt−z+1

3St−z+2 3ψt−z+1

Ωz t+ 1

S1 ψ0

3S1 3ψ0

Ωt+1Fig. 3.1 � Grille de déteteurs de défaillanes� Contribution # 3 : Addition.Par exemple dans le as t > 1, onsidérons la lasse 3St qui permet de résoudrele (n, 2)-aord (mais qui ne permet pas de résoudre le onsensus) et la lasse
3ψt−1 qui permet de résoudre le (n, k)-aord à ondition que k ≥ t. Du pointde vue du (n, k)-aord, quelle la puissane de alul que l'on obtient en ombi-nant es deux lasses ? Nous montrons dans le paragraphe 3.4 que la ombinaison
3St + 3ψt−1 o�re une puissane su�sante pour résoudre le onsensus. Plus gé-néralement, parmi les lasses de la Figure 3.1 nous aratérisons les lasses quipeuvent être additionnées et elles dont l'addition n'apporte auune puissanede alul supplémentaire. Ces résultats sont résumés par l'équation suivante :
3Sx + 3ψy ; Ωz si et seulement si x+ y + z > t+ 1. Pour établir e résultat,nous présentons une onstrution algorithmique (Figures 3.7 et 3.8) et une preuved'impossibilité (théorème 3.3).Intuitivement, les informations fournies par les déteteurs 3Sx et 3ψy sont denature di�érente. Le gain obtenu par une telle addition est dépeint dans la Figure3.2.� 3Sx ; Ωt−x+2 et 3Sx 6; Ωt−x+1. Autrement dit, dans la famille (Ωz)1≤z≤n,le déteteur le plus puissant qu'il est possible de onstruire à partir de 3Sx est
Ωt−x+2. L'addition d'un déteteur de la lasse 3ψy permet de passer de Ωt−x+2à Ωz ave z = (t− x+ 2)− y.� De même 3ψy ; Ωt−y+1 et 3ψy 6; Ωt−y. L'addition d'un déteteur de la lasse
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Ωz−1 z − 1

+

Ωz z = (t+ 1− (x− 1))− y
= (t+ 1− y)− (x− 1)

+

3Sx t+ 1− (x− 1)

3ψy t+ 1− yFig. 3.2 � Addition des lasse 3Sx et 3ψy

3Sx permet d'obtenir un déteteur Ωz tel que z = (t− y + 1)− (x− 1).Remarquons en�n que la hiérarhie dépeinte de la Figure 3.1 n'est pas robuste.En ombinant deux déteteurs d'un même niveau z, il est possible d'atteindre unniveau z′ < z inférieur, 'est à dire d'obtenir une puissane de alul supérieure.Par exemple, �xons z = 4 et t = 5. En additionnant les déteteurs des lasses
3Sx et ψy du niveau 4 ('est à dire x = t− z + 2 = 3 et y = t − z + 1 = 2), onobtient au mieux un déteteur de la lasse Ωz′ ave z′ ≥ t+ 2− x− y = 2.� Contribution # 4 : Algorithme de (n, k)-aord fondé sur Ωk.Nous donnons un tel algorithme dans le paragraphe 3.3. L'algorithme proposéétend un protoole simple de onsensus fondé sur la lasse Ω. Nous montronségalement que k ≥ z et t < n/2 est une ondition néessaire pour résoudre le(n, k)-aord dans le modèle asynhrone par passage de messages équipé d'undéteteur de la lasse Ωz (théorème 3.1). Ce théorème et la aratérisation desrédutions possibles entre les di�érentes lasses de déteteurs (Figure 3.1) impliqueque parmi les lasses que nous étudions, Ωz est la lasse la plus faible qui permetde résoudre le (n, k)-aord.Organisation du hapitre Les dé�nitions des di�érentes familles de déteteurs sontdonnées dans le paragraphe 3.1. L'équivalene entre les lasses 3φy/φy et 3ψy/ψy estdémontrée dans le paragraphe 3.2. Le paragraphe 3.3 présente un algorithme fondé sur

Ωz qui résout le (n, k)-aord pour k ≥ z et établit que dans la famille (Ωz)1≤z≤n, Ωk estla plus faible lasse qui permet de résoudre e problème. La onstrution d'un déteteur
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Ωz à partir de l'addition de 3Sx et 3ψy est présentée dans le paragraphe 3.4. En�n, lesdémonstrations l'optimalité de l'addition et des résultats d'impossibilités de la Figure3.1 sont développées dans le paragraphe 3.5.3.1 Une ménagerie de déteteurs de défaillanesDans e paragraphe, nous dé�nissons formellement les familles de déteteurs briève-ment présentées dans l'introdution. Chaune des lasses d'une famille est paramétréepar un entier qui apparaît en indie (Cx) ou en exposant (Cy). L'indie indique la portéedu déteteur, 'est à dire le nombre de proessus qui obtiennent des informations per-tinentes de l'orale. L'exposant mesure la qualité de l'information donnée par l'orale.Plus et entier est petit, meilleur est la préision de l'orale.Pour le proessus pi, la sortie d'un déteteur C est matérialisée par une variable variaessible en leture seule. La valeur de vari est ontr�lée par le déteteur C. Ainsi,pour interroger le module loal du déteteur, pi lit le ontenu de ette variable. Nousnoterons varτi la valeur de la variable à l'instant τ . Autrement dit, varτi désigne lasortie du déteteur C pour le proessus pi à l'instant τ .3.1.1 Les familles (3Sx)1≤x≤n et (Sx)1≤x≤nLes lasses de déteteurs de défaillanes 3Sx et Sx ont été introduites et utiliséesdans [66, 94, 96, 122℄. Un déteteur 3Sx ou Sx fournit un ensemble d'identités deproessus. Plus préisement, haque proessus pi dispose d'une variable trustedi a-essible uniquement en leture dont la valeur est ontr�lée par le déteteur sous-jaent.trustedi ontient les identités des proessus qui sont orrets du point de vue de pi.Un déteteur 3Sx satisfait les propriétés suivantes :Dé�nition 3.1 (Spéi�ation de 3Sx)Complétude forte Un proessus défaillant est inélutablement perçu omme tel :

∃τ,∀i ∈ Π,∀τ ′ ≥ τ : trustedτ ′i ⊆ CorrectFaible préision à portée limitée Un ensemble de proessus de taille au moins x font,à un partir d'un ertain instant, toujours on�ane à un même proessus orret :
∃X ⊆ Π,∃ℓ ∈ Correct ∩X,∃τ : |X| ≥ x ∧ (∀τ ′ ≥ τ : ℓ ∈ trusted τ

′

i )La lasse Sx généralise de façon similaire la lasse S. Un déteteur de la lasse Sxsatisfait la propriété de omplétude forte énonée i-dessus ainsi que :Dé�nition 3.2 (Spéi�ation de Sx)Faible préision à portée limitée, version perpétuelle Un semble de proessus de tailleau moins x font toujours on�ane à un même proessus orret.
∃X ⊆ Π,∃ℓ ∈ Correct ∩X : |X| ≥ x ∧ (∀τ ≥ 0 : ℓ ∈ trustedτi )Au sein de es familles, plus la portée x est grande, plus le déteteur est puissant.De plus, un déteteur qui satisfait la préision faible de façon perpétuelle satisfait aussila version non-perpétuelle de ette propriété. D'où Sx ( 3Sx, Sn ⊆ . . . ( Sx+1 ( Sx (

. . . ( S1 et 3Sn ⊆ . . . ( 3Sx+1 ( 3Sx ( . . . ( 3S1.



92 Composition de déteteurs de défaillanes3.1.2 La famille (Ωz)1≤z≤nUn déteteur Ωz maintient sur haque proessus un ensemble leader d'identités deproessus de ardinal au plus z. La variable ontr�lée par un tel déteteur est notéeleaderi et satisfait la propriété suivante.Dé�nition 3.3 (Spéi�ation de Ωz)� Leader multiple Inélutablement, tous les proessus ont la même vision de l'en-semble des leaders. De plus, et ensemble ontient l'identité d'un proessus orret.
∃L ⊆ Π, ∃τ : (|L| ≤ z) ∧ (L ∩ Correct 6= ∅) ∧ (∀τ ′ ≥ τ,∀i : leaderτ ′i = L).La famille (Ωz)1≤z≤n étend naturellement [106℄ la lasse Ω(= Ω1) [29℄. Une autre géné-ralisation de Ω est étudiée dans [41℄. Delporte-Gallet et oauteurs dé�nissent la lasse lalasse ΩS, où S est un sous ensemble prédé�ni des proessus du système. Un déteteur

ΩS requiert que tous les proessus orrets ∈ S s'aordent à partir d'un ertain tempssur le même proessus leader orret. Soit X l'ensemble de toutes les paires de proes-sus. Les auteurs démontrent dans [41℄ que dans un système muni de tous les déteteurs
Ωx, x ∈ X, il existe un algorithme qui onstruit un déteteur Ω.3.1.3 Les familles (3φy)1≤y≤n et (φy)1≤y≤nCes lasses ont été introduites dans [90℄ et [92℄. Comme nous l'avons remarqué enintrodution, leur dé�nition ne rentre pas dans le adre du travail fondateur sur les dé-teteurs de défaillanes de Chandra et Toueg. En e�et, la sortie d'un déteteur doit dé-pendre uniquement du motif des défaillanes et de l'instant d'interrogation. Or, ontrai-rement aux déteteurs préédemment dé�nis qui fournissent une variable (trusted ouleader) aessible en leture seule, un déteteur 3φy ou φy exporte une primitivequery(X), où le paramètre X hoisi par le proessus au moment de l'interrogation estun ensemble d'identités de proessus. Cette primitive query(X) retourne une valeurbooléenne. Elle permet au proessus qui l'invoque de déouvrir si une région du systèmeest défaillante.La famille (φy)1≤y≤n Un déteteur de la lasse φy satisfait les propriétés suivantes :Dé�nition 3.4 (Spéi�ation de φy)Trivialité Si |X| ≤ t− y, query(X) retourne true. Si |X| > t, query(X) retournefalse.Sûreté Si t − y < |X| ≤ t et au moins un proessus pi, i ∈ X est vivant lorsquequery(X) est invoquée alors le résultat de l'invoation est false.Vivaité Soit X tel que t−y < |X| ≤ t. Soit τ un instant tel que, à l'instant τ , tousles proessus dont l'identité est dans X sont en panne. Il existe un instant τ ′ ≥ τà partir duquel toute invoation de query(X) retourne true.Un déteteur φy o�re une vision � grossière � du système. En e�et, il n'est pas apablede rendre ompte de l'état d'un groupe de α ≤ t− y proessus (propriété de trivialité).En partiulier, pour y < t, la défaillane d'un unique proessus n'est pas perçue par



Une ménagerie de déteteurs de défaillanes 93un tel déteteur. Néanmoins, le déteteur indique de façon préise l'état des groupes Xsu�samment larges (|X| > t − y). Si la réponse à un appel query(X) est true, alorstous les proessus de X sont défaillants (propriété de sûreté). De plus, pour un groupe
X défaillants, il existe un instant à partir duquel toutes les invoations query(X)signaleront que e groupe est totalement défaillant (propriété de vivaité).[90℄ montre que (1) φy+1 ⊆ φy et (2) les lasses φt et P sont équivalentes dans lemodèle asynhrone dans lequel au plus t proessus sont suseptibles d'être défaillant auours d'une même exéution. En�n, il est aisé de véri�er qu'un déteteur φ0 ne fournitauune puissane de alul additionnelle.La famille (3φy)1≤y≤n Nous étendons la famille (φy1≤y≤n) en donnant une version� inélutable �. Les propriétés sûreté et vivaité sont satisfaites à partir d'un ertaininstant, qui dépend de l'exéution et n'est pas onnu des proessus. Un déteteur dedéfaillane de la lasse 3φy est dé�ni par les propriétés suivantes :Dé�nition 3.5 (Spéi�ation de 3φy)Trivialité Si |X| ≤ t− y, query(X) retourne true. Si |X| > t, query(X) retournefalse.Sûreté inélutable Soit X tel que t− y < |X| ≤ t et X ∩ Correct 6= ∅. Il existe unintant τ à partir duquel le résultat de toute invoation query(X) à l'instant τ ′est false.Vivaité Soit X tel que t − y < |X| ≤ t et X ∩ Correct = ∅. Soit τ un instant telque, à l'instant τ , tous les proessus de X sont défaillants. Il existe un instant

τ ′ ≥ τ à partir duquel toute invoation de query(X) retourne true.De même que pour la lasse φy, les lasses 3P et 3φt sont équivalente dans unsystème dans lequel au plus sont t proessus sont fautifs au ours une même exéution.De plus, nous avons immédiatement 3φy+1 ⊆ 3φy.3.1.4 Les familles (3ψy)1≤y≤n et (ψy)1≤y≤nLa famille (ψy)1≤y≤n Un déteter ψy fournit à haque proessus une variable nb_iaessible en leture seule, qui ontient un entier. Cet entier est une estimation dunombre de proessus qui sont tombés en panne dans l'exéution ourante (d'où le nomnb_i).Rappelons que étant donné une exéution in�nie, f (0 ≤ f ≤ t) dénote le nombretotal de proessus défaillant dans ette exéution. Ce nombre est bien dé�ni ar lespannes sont stables. Plus généralement, nous notons f τ le nombre de proessus qui sonttombés en panne avant l'instant τ . Un déteteur ψy satisfait les propriétés suivantes :Dé�nition 3.6 (Spéi�ations de ψy)Sûreté : ∀τ : t− y ≤ nb_τi ≤ max(t− y, f τ ) ;Vivaité : ∃τ : ∀τ ′ ≥ τ,nb_τ ′i = max(t− y, f).La propriété de sûreté garantit que l'approximation donnée par l'orale est toujourssupérieure ou égale à t − y. De plus, lorsque le nombre de pannes dépasee le seuil
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t − y, l'orale ne sous-estime jamais le nombre de pannes. En�n, dans e as, la sortiede l'orale onverge inélutablement vers le nombre exat de défaillanes (propriété devivaité).La famille (3ψy)1≤y≤n La lasse 3ψy est la version inélutable de la lasse φy. Lapropriété de sûreté est relahée pendant une periode arbitraire mais �nie. Cette propriétérelâhée et la propriété de vivaité peuvent être rassemblées en une seule propriété :Dé�nition 3.7 (Spéi�ations de 3ψy)Convergene inélutable : ∃τ : ∀τ ′ ≥ τ,∀i ∈ Π : nb_τ ′i = max(t− y, f).Observons que, ontrairement aux lasse φy et 3φy, les lasses ψy et 3ψy rentredans le adre dé�ni par Chandra et Toueg. Le paragraphe suivant montre que es deuxfamilles sont équivalentes.Notations (rappel) Soient F et G deux lasses de déteteurs de défaillane.MPn,t[F ]est utilisé pour représenter un système asynhrone de n proessus parmi lesquels au plus
t sont suseptibles de tomber en panne, qui ommuniquent par messages. Le systèmeest enrihi ave un déteteur de défaillane de la lasses F . De même, la notation
MPn,t[F ,G] représente un système équippé de déteteurs de défaillanes des lasses Fet G. En�n,MPn,t[∅] désigne un système asynhrone � pure �, 'est-à-dire sans déte-teur de défaillanes additionnel.3.2 Les lasses φy(3φy) et ψy(3ψy) sont équivalentesDans e paragraphe, nous démontrons que les modèles MPn,t[φy] et MPn,t[ψy](respetivement, MPn,t[3φy] et MPn,t[3ψy]) o�rent la même puissane de alul.Pour e faire, nous montrons omment onstruire un déteteur de la lasse ψy (3ψy)(respetivement φy (3φy)) dans le modèle MPn,t[φy] (MPn,t[3φy]) (respetivement
MPn,t[ψ

y] (MPn,t[3ψy])).3.2.1 De φy(3φy) vers ψy(3ψy)Ce paragraphe dérit un algorithme simple qui onstruit un déteteur ψy (respeti-vement 3ψy) dans le modèleMPn,t[φy] (respetivementMPn,t[3φy]).D'un oté, l'information fournie par la lasse ψy (3ψy) est une estimation du nombrede proessus défaillants. D'un autre oté, pour un ensemble X, la lasse φy (3φy) donneune information du type � il existe au moins un proessus vivant dans X � ou � tousles proessus de X sont défaillants �. Ainsi, pour trouver une approximation du nombrede proessus défaillants, les proessus testent tous les ensemble X possibles à l'aide dela primitive query(X) fournie par le déteteur φy (3φy). L'approximation du nombrede défaillanes est alors donnée par le ardinal du plus grand ensemble qui, selon lerésultat des appels query()), ne ontient que des proessus défaillants.



Les lasses φy(3φy) et ψy(3ψy) sont équivalentes 95Brève desription de la transformation L'algorithme de la Figure 3.3 implémenteun déteteur de défaillanes ψy (respetivement 3ψy) dans le modèle MPn,t[φy] (res-petivement MPn,t[3φy]).Pour haque entier α ∈ [t − y + 1, t], dé�nissons Sets(α) omme l'ensemble quiontient tous les sous-ensembles de Π de ardinal α. Pour le proessus pi, l'algorithmeonsiste en une boule in�nie dont haque itération met à jour la variable loale nb_iqui simule la sortie ourante du déteteur ψy (respetivement 3ψy).A haque itération de la boule, pi appelle query(X) pour haque ensemble X deardinale α, α variant de t− y+ 1 à t. Si l'invoation query(X) retourne true pour unensemble X tel que |X| = α, pi en onlut que les α proessus de X sont défaillants.Il inlut alors ette valeur dans l'ensemble Ai. Après avoir testé tous les ensemblespossibles, pi met à jour nb_i en hoisissant la plus grande valeur dans l'ensemble Ai.init nb_
i
← t− yrepeat forever

Ai ← ∅ ;foreah α ∈ {t− y + 1, . . . , t} doforeah X ∈ Sets(α) doif φ-query(X) then Ai ← Ai ∪ {α} endifendforendfor ;if Ai 6= ∅ then nb_
i
← max(Ai) else nb_i

← (t− y) endifendrepeatFig. 3.3 � De φy vers ψy (respetivement, de 3φy vers 3ψy), ode pour piProposition 3.1 L'algorithme de la Figure 3.3 implémente un déteteur de la lasse
ψy (respetivement 3ψy) dans le modèle MPn,t[φy] (respetivement MPn,t[3φy]).Démonstration La démonstration traite simultanément les as du modèle MPn,t[φy]et le as du modèle MPn,t[3φy]. Soit une exéution in�nie arbitraire de l'algorithme.Nous étudions deux as en fontion du nombre f de proessus fautifs dans l'exéutiononsidérée.� f < t− y+ 1. Dans e as, ∀α ∈ [t− y+ 1, t],∀X ∈ Sets(α), il existe au moins unproessus orret dans X. Don, à partir d'un ertain instant τ , les invoations

φ-query(X) retournent toujours false (propriété de sûreté du déteteur 3φy ou
φy ; τ = 0 dans le modèle MPn,t[φy] et τ ≥ 0 dans le modèleMPn,t[3φy]). Paronséquent, après τ , pour tout proessus pi, Ai = ∅ à la �n de haque itération dela boule externe. D'où, d'après le texte du protoole, l'existene d'un instant àpartir duquel on a toujours, pour tout proessus pi, nb_i = t−y = max(t−y, f).� f ≥ t−y+1. Notons E l'ensemble des proessus fautifs. On a t ≥ |E| ≥ t−y+1 :il existe par dé�nition des ensembles d'ensembles Sets, un entier α ∈ [t− y+ 1, t]tel que E ∈ Sets(α). De plus, d'après la propriété de vivaité de la lasse 3φy



96 Composition de déteteurs de défaillanesou φy, il existe don un instant τ1 à partir duquel les invoations φ-query(E)retournent toujours true.Observons que dans le modèleMPn,t[φy], avant l'instant τ1, toutes les invoations
φ-query(E) retournent false. Au ontraire, dans le modèleMPn,t[3φy], une invo-ation φ-query(E) avant τ1 renvoie arbitrairement true ou false. Nous examinonsdeux as en fontions de la lasse du déteteur de défaillanes sous-jaent.� Cas 1 :MPn,t[3φy]D'après la propriété de sûreté inélutable, il existe un instant τ2 à partir du-quel les invoations φ-query(X) telles que |X| > |E| = f retournent false.Considérons une itération de la boule externe qui débutent après l'instant
τ = max(τ1, τ2). A la �n de ette boule, f ∈ Ai et ∀α > f, α /∈ Ai. Onen onlut que inélutablement, on a toujours nb_i = f : la propriété deonvergene inélutable de la lasse 3ψy est véri�ée.� Cas 2 :MPn,t[φy]Dans e as, en plus du fait que la valeur de nb_i onvergene vers f , il fautaussi établir qu'à tout instant la valeur de nb_i est bornée par le nombre deproessus e�etivement défaillant à et instant.Remarquons que le raisonnement du as préédent s'applique également dansle modèleMPn,t[φy]. La onstrution garantit don la propriété de vivaité dela lasse ψy ('est à dire que la valeur de nb_i onverge vers f).Pendant la période durant laquelle le nombre de proessus défaillants est in-férieur à t − y, toutes les invoation φ-query(X) telles que t − y ≤ |X| ≤ tretournent false. Par onséquent, l'ensemble Ai est vide et on a nb_i = t− ypendant ette période.Soient τ(f ′) le plus petit instant tel qu'il existe exatement f ′ (1 ≤ f ′ ≤ f)proessus défaillants. D'après la propriété de sûreté de la lasse φy, les invoa-tions φ-query(X) telle que |X| > f ′ retournent false au moins jusqu'à l'instant
τ(f ′). Ainsi, la plus grande valeur ontenue dans Ai jusqu'à τ(f ′) est bornéepar f ′, e qui montre que la onstrution garantit la propriété de sûreté de lalasse ψy.

2Proposition 3.13.2.2 De ψy(3ψy) vers φy(3φy)Dans e paragraphe, nous onstruisons un déteteur φy (3φy) dans le modèleMPn,t[ψy](MPn,t[3ψy]).Prinipe de la transformation La onstrution d'un déteteur φy (resp. 3φy) dansle modèleMPn,t[ψy] (resp.MPn,t[3ψy]) est dérite dans la Figure 3.4.Lorsque pi onsulte le déteteur en invoquant φ-query(X), il ommene par véri�ersi X est trop petit (ou trop grand). Si |X| ≤ t−y (respetivement t < |X|), l'algorithmeretourne true (respetivement false). Autrement (t−y < |X| ≤ t), pi essaie de déterminersi X ontient au moins un proessus vivant. Pour faire ela, pi érit la valeur ourante



Les lasses φy(3φy) et ψy(3ψy) sont équivalentes 97de nb_i dans la variable loale est_ci et di�use un message Inquiry daté ave unentier sni (sni est le premier numéro de séquene non enore utilisé par pi).Il attend ensuite la réeption d'un nombre su�sant de messages Response orres-pondant (i.e., qui transportent le numéro de séquene ourant sni) ou le hangementde la valeur de n − nb_i (ligne 06). � Un nombre su�sant � veut dire ii au moins
n− nb_i (pour éviter de possibles bloages au ours de l'attente, pi évalue régulière-ment la ondition de la ligne 06). Si la valeur de nb_i a hangé, pi entame un nouveauyle d'interrogation (lignes 04-06). Autrement, pi ollete les identités des proessusdesquels il a reçu un message Response(sni) dans la variable reci. En�n, si il existe unproessus pj ∈ X tel que j ∈ reci alors e proessus était vivant au début du yled'interrogation daté sni. Par onséquent, pi retourne false. Dans le as ontraire, piretourne true (ligne 09).operation φ-query(X) :(01) ase |X| ≤ t− y then return (true)(02) t < |X| then return (false)(03) t− y < |X| ≤ t then(04) repeat sni ← sni + 1 ; est_ci ← nb_

i
;(05) foreah j ∈ {1, . . . , n} do send Inquiry(sni) to pj enddo ;(06) wait until ` (Response(sni) reeived from n− est_ci proesses)

∨ (est_ci 6= nb_
i
)

´ ;(07) until est_ci = nb_
i
endrepeat ;(08) let reci = {j | response(sni) has been reeived from pj} ;(09) return (X ∩ reci = ∅)(10) endaseBakground task : when Inquiry(sn) is reeived from pj : send Response(sn) to pjFig. 3.4 � De ψy vers φy (ou de 3ψy vers 3φy), ode pour piProposition 3.2 L'algorithme de la Figure 3.4 onstruit un déteteur de la lasse φy(respetivement 3φy) dans le modèle MPn,t[ψy] (respetivement MPn,t[3ψy]).Démonstration Considérons une exéution arbitraire de l'algorithme. f est le nombrede défaillanes dans ette exéution. La démonstration se déomposent en inq parties.� [Terminaison℄ Montrons que toute invoation φ-query(X) par un proessus or-ret termine. Cei est trivialement véri�é si |X| ≤ t−y ou t < |X|. Nous supposonsdon que t− y < |X| ≤ t.D'après la propriété de sûreté de la lasse ψy ou de onvergene inélutable de lalasse 3ψy, il existe un instant à partir duquel nb_i = max(t − y, f). Puisquela variable est_ci est périodiquement mise à jour ave l'estimation fournie par ledéteteur (ligne 04), il existe un instant τ à partir duquel on a toujours est_ci =

max(t−y, f). D'où, à partir de τ , n−est_ci ≤ n−f = |Correct |. De plus lorsqu'unproessus orret reçoit un message Inquiry(sn) de pi, il répond en envoyant unmessage Response(sn). Ainsi, pour un numéro de séquene donné sn, pi reçoit



98 Composition de déteteurs de défaillanesau moins n− f messages Response(sn) orrespondant. Par onséquent, l'attente(ligne 06) n'est pas bloquante. De même, le prédiat de la ligne 07 est à partird'un ertain temps toujours véri�é ar, après τ , on a toujours est_ci = nb_i.� [Propriété de trivialité de φy ou 3φy℄ Cette propriété déoule immédiatement duode (lignes 01�02).� [Propriété de vivaité de φy ou 3φy℄ Soit E tel que |E| > t − y un ensemble deproessus défaillants. Soit τ(E) l'instant de la dernière défaillane dans E. Consi-dérons une invoation φ-query(E) qui démarre après τ . Cette invoation termine(f. i-dessus) et l'ensemble reci alulé à partir des messages Response(sn) reçuspar pi (ligne 08) ne ontient pas d'identités de proessus de E. En e�et, seul pigénère des messages Inquiry datés sn et l'envoi de es messages débute après ladernière défaillane des proessus de E. Nous avons don reci∩E = ∅ : l'invoationretourne true.� [Propriété de sûreté de la lasse 3φy℄ Soit X un ensemble de proessus tel que
t − y < |X| ≤ t et X ∩ Correct 6= ∅. Nous devons établir qu'il existe un instantà partir duquel toute invoation φ-query(X) retourne false, 'est-à-dire qu'ilexiste un instant à partir duquel reci ∩X 6= ∅ est toujours vrai. D'après le odeet la propriété de onvergene inélutable de la lasse 3ψy, il existe un instant τà partir duquel on a toujours est_ci = nb_i = max(t − y, f). Considérons unyle d'envoi/réeption de messages Inquiry/Response datés sn qui démarre aprèsl'instant τ . La ollete des messages Response(sn) se termine lorsque pi a reçu
n−max(t−y, f) messages. D'après le ode, nous avons alors |reci| = n−max(t−
y, f). Si f < t− y alors reci ∩E 6= ∅ ar |E| > t− y. Sinon, |reci| = n− f et reciest, au bout d'un ertain temps postérieur à la défaillane des f proessus fautifs,exatement l'ensemble des proessus orrets. D'où, inélutablement reci ∩E 6= ∅ar E ontient l'identité d'un proessus orret.� [Propriété de sûreté de φy ℄ Soient X un ensemble de proessus et τ un instanttels que t− y < |X| ≤ t et l'un des proessus de X est vivant à l'instant τ . Nousdevons établir que toute opération φ-query(X) terminée avant τ retourne false.� Cas 1 : f ≤ t−y. Dans e as, dès l'instant initial nous avons toujours nb_i =
t − y (propriété de sûreté de la lasse ψy) d'où est_ci = nb_i = t − y . Paronséquent, |reci| = n − (t − y), d'où reci ∩ E 6= ∅ ar |E| > t − y. Touteopération φ-query(X) renvoie don false.� Cas 2 : f > t − y. Nous démontrons d'abord la propriété P suivante : lorsquequ'un proessus pi termine la boule repeat, il a reçu un message Responsede haque proessus vivant à l'instant où l'opération φ-query(X) en ours ter-mine.Considérons la dernière exéution du orps de la boule repeat lors d'une opé-ration φ-query(X). Soient sn le numéro de séquene orrespondant, τb l'instantauquel pi lit la valeur ourante (notée x) de nb_i (ligne 04) et τe l'instantauquel pi obtient de nouveau x en lisant nb_i (ligne 07). En partiulier, auours de l'exéution de ette itération de la boule, l'attente (ligne 06) se ter-mine lorsque pi a reçu n−x messages Response(sn). Soient f τb et f τe le nombrede proessus défaillants aux instant τb et τe respetivement.



(n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Ωz] 99D'après la propriété de sûreté de φy, nous avons x ≤ f τb ≤ f τe . De plus, (1) lesproessus défaillants à l'instant τb n'envoient pas de messages Response(sn) ;(2) tous les proessus vivants à l'instant τe envoient un message Response(sn)à pi ; (3) à la �n de l'itération, pi a reçu n − x messages Response(sn) ; et (4)
n− x ≥ n− f τe . Nous en onluons que pi reçoit un message Response(sn) dehaque proessus vivant à l'instant τe, e qui démontre la propriété P.Soit A l'ensemble des proessus vivant lorsque l'opération φ-query(X) termine.Nous venons de montrer que A ⊆ reci. Ainsi, si X ontient un proessus vivantlorsque l'opération φ-query(X) termine, X ∩ A 6= ∅, d'où X ∩ reci 6= ∅. Ils'ensuit que φ-query(X) retourne false.

2Proposition 3.2Simpli�ation de la transformation pour la lasse 3φy La propriété de sûretéde la lasse φy est obtenue au moyen d'un méanisme de synhronisation fort réalisépar la boule repeat et les variables loales est_ci et sni (lignes 04-07). Ce méanismeest utilisé pour isoler un yle d'interrogation Inquiry/Response durant lequel nb_ine hange pas.Cette synhronisation n'est pas néessaire pour garantir la propriété de sûreté iné-lutable de la lasse 3φy. Plus préisément, nous pouvons supprimer les variables loales
est_ci an sn i et remplaer la boule repeat (lignes 04-07) par le ode suivant :for_eah j ∈ {1, . . . , n} do send Inquiry(sni) to pj end_do ;wait until (Response() reeived from n− nb_i proesses).Nous laissons la démonstration au leteur.3.3 (n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Ωz]Dans ette setion, nous étudions la (im)possibilité de résoudre le problème (n, k)-aord (f. paragraphe 2.1.1) dans le modèleMPn,t[Ωz]. Nous répondons à la questionsuivante : étant données les valeurs des paramètres k et z, existe-t-il un algorithme quirésout le problème du (n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Ωz] ?1. Nous présentons un algorithme qui résout le problème du k-aord dès que lesystème asynhrone est equippé d'un déteteur de défaillanes de la lasse Ωz telque z ≤ k. (paragraphe 3.3.1, proposition 3.3). L'algorithme appartient à la lassedes protooles indulgents [64, 65℄ : la sortie d'un tel protoole est toujours sûre,quelque soit le omportement du système.2. Nous montrons ensuite que l'algorithme est, du point de vue de la alulabilité du(n, k)-aord dans la famille (Ωz)1≤z≤n, optimal : si k < z, il n'existe pas d'algo-rithme solution au problème (n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Ωz] (paragraphe3.3.3, théorème 3.1).



100 Composition de déteteurs de défaillanes3.3.1 Un algorithme pour le (n, k)-aordL'algorithme, dérit à la Figure 3.5, est une simple adaptation d'un algorithme deonsensus fondé sur la lasse Ω [65℄, lui même inspiré d'un algorithme de onsensus fondésur la lasse 3S [94℄. Il suppose l'existene d'une majorité de proessus orrets (t < n
2 ).Pour le proessus pi, l'algorithme est lançé lorsqu'il invoque k-set_agreement(vi), où viest la valeur qu'il propose. Si pi ne tombe pas en panne, l'algorithme termine lorsque

pi exéute return(v). v est alors la valeur déidée par pi.L'algorithme se déompose en deux tâhes T1 et T2 exéutées en parallèle. La tâhe
T2 dissémine une valeur déidée et évite les interbloages. Dans la tâhe prinipale T1,les aluls s'e�etuent par rondes asynhrones suessives. Chaque ronde est diviséeen deux phases, haque phase inluant une étape de ommuniation globale entre lesproessus. Pour le proessus pi, la variable esti ontient l'estimation ourante de lavaleur de déision et ri est le numéro de la ronde ourante.Au ours de la première phase de la ronde r, pi lit leaderi (l'ensemble fournipar le déteteur Ωz), mémorise sa valeur dans la variable Li et envoie un messagePhase1(r, Li, esti) à tous les proessus. Ensuite, pi attend la réeption de n− t messagesPhase1 ('est à dire d'une majorité) envoyés durant ette même ronde r. Il attendégalement la réeption d'un message Phase1 de la ronde r émis par un proessus pjqu'il onsidère omme leader (j ∈ Li) ou le hangement de la valeur de leadersi. Siune majorité de proessus ont le même ensemble de leaders L et pi a reçu une estimation
vL d'un proessus appartenant à et ensemble, il mémorise vL dans la variable auxi.Dans le as ontraire, auxi est positionnée à ⊥, où ⊥ est une valeur spéiale qui n'estjamais proposée. La propriété ruiale de ette première phase est la suivante : la taillede l'ensemble des valeurs 6= ⊥ ontenues dans les variables loales auxi est bornée par
|Li| ≤ z ≤ k (voir la preuve de l'algorithme, Lemme 3.2). L'objetif de ette premièrephase est don de réduire le nombre de valeurs dans le système à un total ≤ k.Le but de la seonde phase est de garantir que le nombre de valeurs déidées estinférieure ou égale à k, et e quelques soient les rondes au ours desquelles des proes-sus déident. La orretion du méanisme algorithmique repose sur l'hypothèse d'unemajorité de proessus orrets (t < n/2). Au ours de ette phase, haque proessus pidi�use un message Phase2(ri, auxi) à tous les proessus puis attend la réeption d'aumoins n − t messages Phase2 de la ronde ourante. Si pi a reçu une valeur 6= ⊥ auours de et éhange, il l'adopte omme nouvelle estimation de la valeur à déider (sidi�erentes valeurs 6= ⊥ ont été reçues, l'une d'entre elles est hoisie de façon arbitraire).De plus, si auune valeur aux = ⊥ n'a été reçue pi déide la valeur qu'il a préédemmentadoptée. Toutefois, pour éviter le bloage des autres proessus lors des étapes d'attente,
pi di�use v à l'aide d'une primitive de di�usion �able (f. paragraphe 1.1) avant dedéider (tâhe T2).3.3.2 Preuve de l'algorithmeLa preuve est similaire à la preuve de l'algorithme de onsensus dérite dans [65℄.La orretion de l'algorithme repose sur les hypothèses (1) t < n/2 et (2) z ≤ k.



(n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Ωz] 101funtion k-set_agreement(vi) :init : esti ← vi ; ri ← 0task T1 :(01) repeat forever����� Phase 1 ���������������������(02) ri ← ri + 1 ; Li ← leadersi ;(03) broadast Phase1(ri, Li, esti) ;(04) wait until (Phase1(ri,_,_) reeived from ≥ (n− t) proesses) ;(05) wait until `

(Phase1(ri,_,_) reeived from a proess ∈ Li) ∨ (Li 6= leaderi)
´ ;(06) if `

(∃L :Phase1(ri, L,_) reeived from a majority of proesses)(07) ∧(Phase1(ri,_, vL) reeived from a proess ∈ L)
´(08) then auxi ← vL else auxi ← ⊥ end_if ;% Here |{auxj : auxj 6= ⊥}| ≤ |Li| ≤ k %����� Phase 2 ���������������������(09) broadast Phase2(ri, auxi) ;(10) wait until `Phase2(ri,_) reeived from (n− t) proesses ´ ;(11) let reci = { aux :Phase2(ri, aux) has been reeived } ;(12) if (∃v : v 6= ⊥∧ v ∈ reci) then esti ← v end_if ;(13) if (⊥ /∈ reci) then R_Broadast Deision(esti) ; stop T1 end_if(14) end_repeattask T2 : when Deision(v) is R_delivered : return(v) ; stop T2Fig. 3.5 � Algorithme de (n, k)-aord dansMPn,t[Ωz] ; requiert t < n/2 et z ≤ kLemme 3.1 Auun proessus orret n'est bloqué au ours d'une ronde.Démonstration Soit pi un proessus orret. Nous devons montrer que, quelque soit lenuméro de ronde r, les étapes d'attente de messages (lignes 04, 05 ou 10) se terminent.� Un proessus orret déide. Dans e as, un message Deision(v) est R_livrépar e proessus (tâhe T2). La propriété de terminaison de la di�usion �able(dé�nition 1.1) garantit que e message est R_livré par tous les proessus orrets.Par onséquent, tous les proessus orrets déident (tâhe T2) et ne sont donpas bloqués de façon permanente lors des étapes d'attente.� Il n'existe pas de proessus orret qui déide. Soit r le plus petit numéro de rondeau ours de laquelle un proessus orret que l'on notera pi est bloqué. Lorsque

ri = r, pi est bloqué à la ligne 04, 05 ou 10.1. pi est bloqué ligne 04. Par dé�nition de r, tous les proessus orrets di�useun message Phase1(r,_,_). Ces messages seront reçus par pi ar les éhangesde messages entre proessus orrets sont �ables (paragraphe 1.1.2.1). Commele nombre de défaillanes est borné par t, il existe don un instant à partirduquel le prédiat de la ligne 04 est satisfait pour pi.2. pi est bloqué ligne 05. Par dé�nition de la lasse Ωz (dé�nition 3.3), il existeun instant à partir duquel leaderi ontient toujours l'identité d'un proes-sus orret. De plus, haque proessus orret envoie un message Phase1(r,_,_).



102 Composition de déteteurs de défaillanesLe prédiat de la ligne 05 est don inélutablement satisfait.3. pi est bloqué ligne 10. Observons que les deux points préedents montrent quetous les orrets terminent la première phase de la ronde r. Les argumentsemployés dans le point 1 montrent que pi ne peut pas être bloqué indé�nimentà la ligne 10.Nous obtenons une ontradition : le numéro de ronde r et le proessus pi sonthoisis tels que pi est bloqué lors d'une étape d'attente lorsqu'il exéute la ronde
r. Or nous avons établi que pi ne peut être bloqué lors des di�érentes étapesd'attente de la ronde r.

2Lemme 3.1Pour un proessus pi qui termine l'exéution de la première phase de la ronde r, onnote auxi[r] la valeur de la variable auxi après sa mise à jour (ligne 08). Nous dé�nissonségalement AUX [r] = {auxi[r] | pi termine la phase 1 de r }.Lemme 3.2 ∀r : |{v : v ∈ AUX [r] ∧ v 6= ⊥}| ≤ z.Démonstration Soit pi un proessus qui termine la phase 1 de la ronde r. La variable
auxi est mise à jour ave une valeur v 6= ⊥ lorsque pi observe que les proessus qui ontle même ensemble de leaders L forment une majorité (lignes 06-08). Dans e as, v estalors l'estimation d'un des proessus qui appartiennent à L. Observons qu'il existe auplus un ensemble de leaders ommun à une majorité de proessus. Nous en déduisonsque toutes les valeurs auxi 6= ⊥ à la �n de la phase 1 de la ronde r sont hoisies parmi lesestimations des proessus qui appartiennent au même ensemble L. Comme et ensembleest de taille au plus z, nous en onluons que |{auxi[r] : auxi[r] 6= ⊥ ∧ pi termine laphase 1 de la ronde r}| ≤ z. 2Lemme 3.2Lemme 3.3 (Auun proessus ne déide) ⇒ (∃r : ⊥ /∈ AUX [r]).Démonstration Par dé�nition de la lasse Ωz, il existe un instant τ à partir duquel tousles proessus ont de façon permanente le même ensemble de leaders L. Cet ensembleontient l'identité d'un proessus orret (dé�nition 3.3). Soit r une ronde qui démarreaprès τ . (i.e., le premier proessus, par exemple pi, qui exéute ri ← r le fait à uninstant τ ′ > τ).Comme nous supposons qu'auun proessus ne déide, tous les proessus orretsexéutent la première phase de la ronde r. De plus, puisque ette phase démarre aprèsl'instant τ , haque proessus orret di�use un message Phase1(r, L,_).Par onséquent, tout proessus pi qui termine la phase 1 reçoit un message Phase1d'un proessus appartenant à L = Li et observe une majorité de proessus ave le mêmeensemble L. Le prédiat des lignes 06-07 est satisfait et don il n'existe pas de proessustel que auxi = ⊥ à la �n de la première phase de la ronde r. 2Lemme 3.3Proposition 3.3 Pour t < n/2 et z ≤ k, L'algorithme de la Figure 3.5 résout le (n, k)-aord dans le modèle MPn,t[Ωz].



(n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Ωz] 103DémonstrationValidité Remarquons que la valeur spéiale ⊥ ne peut être déidée (lignes 12 et 13).De plus, les primitives de ommuniations satisfont les propriétés d'intégrité etde validité : les variables esti et auxi ontiennent don toujours ⊥ ou une valeurproposée (ligne Init).Aord Il s'agit de montrer qu'au plus k valeurs sont déidées. Supposons qu'unproessus déide. Soit r le plus petit numéro de ronde au ours de laquelle unproessus déide (� déider au ours de la ronde r � est synonyme de � au oursde la ronde r, exéuter la ligne 13, la ondition ⊥ /∈ reci étant satisfaite �). Nousmontrons qu'il existe un ensemble de valeurs V de ardinal ≤ k tel que (1) toutevaleur déidée au ours de la ronde r appartient à V et (2) toute valeur déidéeau ours des rondes suivantes appartient également à v.1. Soit V = {v : v ∈ AUX [r] ∧ v 6= ⊥}. D'après le Lemme 3.2, |V | ≤ z d'où
|V [≤ k ar z ≤ k. Soit v une valeur déidée par un proessus pi au ours dela ronde r. L'ensemble reci[r] des valeurs reçues par pi au ours de la phase2 de la ronde r (ligne 11) est un sous ensemble de AUX [r], d'où v ∈ AUX [r].En�n, v 6= ⊥ ar pi ne déide pas la valeur ⊥ (ligne 13).2. Supposons qu'un proessus pi déide une valeur v ∈ V au ours de la ronde
r. Nous montrons que les estimations estj[r] à la �n de la ronde r sont dansl'ensemble V .Par dé�nition de l'ensemble V , les valeurs aux envoyées au ours de la phase2 de la ronde r appartiennent à V . Soit pj un proessus qui termine laronde r. Nous devons véri�er que pj reçoit au ours la phase 2 un messagePhase2(r, v 6= ⊥). La ondition de la ligne 12 est alors satisfaite et, par suite,
estj[r] ∈ V .
pi déide au ours de la ronde r. Il a reçu n − t > n/2 messages Phase2 ethaun de es messages transporte une valeur aux 6= ⊥ (ar ⊥ /∈ reci[r], ligne13). Lors de la deuxième phase, pj reçoit également n − t > n/2 messagesPhase2. Il existe don au moins un message Phase2 qui est reçu par pi et pj.Ce message transporte une valeur aux 6= ⊥.Au début de la ronde r+ 1, toutes les estimations sont don dans l'ensemble
V . Par ailleurs, lors d'une ronde, lorsqu'un proessus hange son estimation,il hoisit une nouvelle estimation parmi les estimations présentes au début deette ronde. On en onlut que seules les valeurs ∈ V peuvent être déidéesau ours des rondes ≥ r.Terminaison Supposons qu'il n'existe pas de proessus orret qui déide. Le Lemme3.1 montre que les proessus progressent de rondes en rondes indé�niment. Paronséquent, il existe une ronde r tel que ⊥ /∈ AUX [r] (Lemme 3.2). Tous lesmessages Phase2(r, aux) sont don tels que aux 6= ⊥. Soit pi un proessus orret.

pi reçoit n − t messages Phase2(r, aux) ar tous les proessus orrets e�etuentla seonde phase de la ronde r et les messages sont transmis sans perte. Par suite,
pi déide (ligne 13 et tâhe T2) : ontradition.
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2Proposition 3.33.3.3 OptimalitéNous établissons que dans la famille de modèles (MPn,t[Ω

z])0≤t<n,1≤z≤n, t < n/2et z ≤ k sont des onditions néessaires pour résoudre le (n, k)-aord. Ce résultat estobtenu par rédution à la question de la lasse la plus faible dans la famille (3Sx)1≤x≤nqui permet de résoudre le (n, k)-aord qui a été résolu par Herlihy et Penso [71℄.Lemme 3.4 Il n'existe pas d'algorithme qui résout le (n, k)-aord dans le modèle
MPn,t[Ω

z] si (t ≥ n
2 ∨ z > k).Démonstration Soit t, z tels que t ≥ n/2∨ z > k. Supposons qu'il existe un algorithme

A pour le (n, k)-aord dansMPn,t[Ωz]. Nous montrerons dans le paragraphe 3.5 qu'ilexiste un algorithme T qui onstruit un déteteur de défaillanes de la lasse Ωz dans lemodèleMPn,t[3St−z+2 ℄ (théorème 3.6). Un tel algorithme, indépendant de la valeur duparamètre t est présenté dans le paragraphe 3.4. En ombinant T et A, nous obtenonsun algorithme qui résout le (n, k)-aord dans le modèle MPn,t[3St−z+2 ℄. D'après laborne établie par Herlihy et Penso [71℄ sur la alulabilité du (n, k)-aord dans le modèle
MPn,t[3Sx], les paramètres t, z et k satisfont la relation t < min(n/2, (t−z+2)+k−1).Nous en onluons que t < /2 ∧ z ≤ k : ontradition. 2Lemme 3.4Le théorème suivant aratérise la alulabilité du (n, k)-aord dans le modèle
MPn,t[Ω

z].Théorème 3.1 Il existe un algorithme de (n, k)-aord dans le modèle MPn,t[Ωz] siet seulement si t < n/2 ∧ z ≤ k.Démonstration Ce théorème est un orollaire immédiat de la proposition 3.3 et duLemme 3.4. 2Théorème 3.13.4 Composition des lasses 3Sx et 3ψyDans ette partie, nous étudions les relations entre les lasses 3Sx, 3ψy et Ωz. Nousprésentons un algorithme qui onstruit un déteteur de défaillanes de la lasse Ωz dansle modèleMPn,t[3Sx,3ψy]. La onstrution requiert x+ y+ z > t+1. Nous montronsensuite (paragraphe 3.5, théorème 3.3) que ette ondition est néessaire.L'algorithme est divisé en deux omposants appelés roues ar ils � tournent � ommeun engrenage jusqu'à e qu'ils se synhronisent et stoppent leur mouvement. La rotationde la première roue (la roue � du bas �) dépend du omportement du déteteur 3Sx sous-jaent. Lorsqu'elle s'arrête, elle fournit une propriété qui permet à son tour à l'autre roue(la roue du � haut �) de se stabiliser. Comme nous allons le voir, la dénomination roueest liée à la struture des algorithmes. Chaque omposant teste suessivement une suitede on�gurations organisée logiquement en anneau jusqu'à identi�er une on�gurationqui satisfait une ertaine propriété.



Composition des lasses 3Sx et 3ψy 1053.4.1 Composant � roue du bas �Ce omposant maintient à jour sur haque proessus une variable repri qui ontientà tout instant une identité de proessus. A l'instant τ , le proessus pj tel que j = reprτiest le représentant de pi. L'algorithme essaie de fournir à un groupe X formé d'au moins
x proessus le même représentant, les proessus à l'extérieur de e groupe se onsidérantomme leur propre représentant. Plus préisément, le ontenu des variables repri doitsatisfaire la propriété suivante :Dé�nition 3.8 (Spéi�ation de 3Sx, version représentant)Représentant x-ommun Il existe un ensemble X de proessus qui possède, à partird'un ertain temps toujours le même représentant. A partir de et instant, lereprésentant d'un proessus /∈ X est lui même.

∃X ⊆ Π,∃ℓ ∈ Correct ∩X,∃τ tels que(1) (|X| ≥ x) ∧(2) ∀τ ′ ≥ τ : (i ∈ X ⇒ reprτ ′i = ℓ) ∧(3) ∀τ ′ ≥ τ : (i /∈ X ⇒ reprτ ′i = i)Remarque Ce omposant repose uniquement sur l'hypothèse que le déteteur sous-jaent appartient à la lasse 3Sx. D'autre part, il est lair qu'un déteteur qui fournità haque proessus un représentant satisfaisant la propriété de représentant x-ommunappartient à la lasse 3Sx. Par onséquent, la dé�nition 3.8 est une spéi�ation al-ternative de la lasse 3Sx. Dans le hapitre 4 , où nous herhons à aratériser lapuissane de alul additionnelle o�erte par un déteteur, nous utiliserons ette dé�ni-tion alternative.Fontionnement de l'algorithme Sur haque proessus pi, la mise à jour de la va-riable repri est fondée sur le ontenu ourant de la variable trustedi ontr�lée parun déteteur 3Sx. Soit X l'ensemble de tous les sous-ensembles de Π = {p1, . . . , pn}de ardinal x. Soit nb_x =
(
n
x

) le nombre de es sous-ensembles (|X | = nb_x ). Nousordonnons arbitrairement les éléments de X et pour k, 1 ≤ k ≤ nbx nous notons X [k]le kième élément de X dans l'ordre hoisi. De même, pour haque ensemble X [k], nousrangeons les identités qui le omposent selon un ordre arbitrairement hoisi : ℓ1k, . . . , ℓxk.Ainsi, la suite in�nie X [1], X [2],. . . ,X [nb_x ],X [1], X [2],. . . ,X [nb_x ],X [1],. . . donnenaissane à la suite in�nie d'identités de proessus ℓ11, . . . , ℓ1x, ℓ21, . . . , ℓ2x, ℓ31, . . . (voir Fi-gure 3.6). Cette suite est supposée onnue initialement par tous les proessus pour qu'ilspuissent la parourir dans le même ordre.En plus de la variable repri, haque proessus pi dispose de deux variables loales
Xi et ℓi initialisées respetivement à X [1] et ℓ11 (la première identité de l'ensemble
X [1]). Pour progresser dans la suite in�nie d'identités, il utilise la fontion Next(_,_).Next(ℓky ,X [k]) renvoie le ouple (ℓky+1,X [k]) si y < x et le ouple (ℓk+1

1 ,X [k + 1]) si
y = x (k + 1 étant remplaé par 1 lorsque k = nb_x).Le omportement du omposant roue du bas pour le proessus pi est dérit dansla Figure 3.7. Les proessus testent suessivement les ensembles de la suite in�nie
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x ,X [nb x])
)Fig. 3.6 � La fontion Next() sur l'anneau logique (ℓ,X)init : Xi ← X [1] ; ℓxi ← ℓ11 ; repri ← iTask T1 :repeat foreverif (i ∈ Xi) then repri ← ℓxi else repri ← i endif ;if `

(i ∈ Xi) ∧ (ℓxi /∈ trustedi)
´ then R_Broadast X_move`

ℓxi, Xi) endifendrepeatTask T2 : when X_move(ℓxi, Xi) is R_delivered : (ℓxi, Xi)← Next(ℓxi, Xi)Fig. 3.7 � De 3ψy + 3Sx vers Ωz : roue du bas (ode pour pi)
X [1], . . . ,X [nb_x ], X [1], . . . jusqu'à e qu'il se stabilisent sur l'un d'entre eux. Xi re-présente les proessus hargés d'extraire un représentant ommun ℓx i. Pour ela, haqueproessus pi dont l'identité apparaît dans Xi utilise l'ensemble trustedi ontr�lé par ledéteteur sous-jaent 3Sx. Si tous les proessus de Xi font on�ane à l'un d'entre eux(ℓx i ontient alors l'identité de e proessus), ils n'envoient plus de messages X_move().Par ontre, si un proessus pj de Xi ne fait pas on�ane à son représentant ou-rant ℓx j, il envoie par l'intermédiaire d'une primitive de di�usion �able un messageX_move(ℓx j,Xi) pour indiquer que, de son point de vue, ℓx j ne peut être le représentantommun de l'ensemble Xi. Dans la tâhe T2, le traitement d'un message X_move(X, ℓ)par le proessus pi n'a lieu que lorsque Xi = X et ℓx i = ℓ. Il teste alors la prohaineidentité (selon l'ordre de la séquene in�nie) et éventuellement le prohain ensemble
X [k + 1] andidat si Xi = X [k] = X et ℓx i = ℓxk = ℓ est la dernière identité de X [k].En�n, onsidérons le as où les proessus progressent jusqu'à renontrer un ensemble
X qui ontient uniquement des proessus défaillants. On véri�e aisément que les pro-essus pi non-défaillants (1) boulent indé�niment dans la tâhe T1 sans jamais envoyéde message X_move() et (2) sont alors en permanene tels que repri = i.Preuve de l'algorithme La démonstration onsidère une exéution in�nie arbitraire.Nous ne faisons pas d'hypothèse partiulière sur t (1 ≤ t < n).Lemme 3.5 ∀i ∈ Correct, il existe une paire (λi, σi) et un instant τi tels que ∀τ ≥ τi :
(ℓxτi ,X

τ
i ) = (λi, σi).Démonstration La preuve du lemme repose sur le fait suivant :



Composition des lasses 3Sx et 3ψy 107Fait 3.1 Il existe une paire (ℓ,X) telle que le nombre de messages X_move(ℓ,X) en-voyés est �ni.Démonstration La preuve est une analyse de as. Nous onsidérons deux as, en fontiondu nombre de pannes e�etives f .1. f ≥ x. Soit X un ensemble de x proessus fautifs. Soit ℓ l'identité d'un proessusarbitrairement hoisi dans X. D'après le texte de l'algorithme, seuls les proes-sus de l'ensemble X peuvent envoyer des messages X_move(ℓ,X). Puisque touses proessus sont défaillants dans l'exéution onsidérée, le nombre de messagesX_move(ℓ,X) envoyés est �ni.2. f < x. La propriété de préision faible du déteteur 3Sx garantit l'existene d'unensemble X ⊆ Π de ardinal au moins x ainsi que l'existene d'un proessusorret pℓ, ℓ ∈ X tels que, à partir d'un ertain instant τ , pℓ n'est pas suspeté parles proessus appartenant à X. De façon plus formel, on a ∀τ ′ ≥ τ,∀i ∈ X : ℓ ∈trustedτ ′i . Examinons maintenant le ode : (1) seuls les proessus dont l'identitéest dans l'ensemble X peuvent envoyer des messages X_move(ℓ,X). De plus (2),un proessus pi tel que i ∈ X ne peut di�user (appel R_broadaast) le messageX_move(ℓ,X) qu'à la ondition que ℓ /∈ trustedi. On en déduit qu'à partir del'instant τ , auun nouveau message X_move(ℓ,X) n'est di�usé, e qui impliqueque le nombre de tels messages générés est �ni.
2fait 3.1Soit pi un proessus orret. Supposons qu'il n'existe pas de paire (λi, σi) telle que,après un ertain instant le prédiat (ℓxi ,Xi) = (λi, σi) soit toujours véri�é. Les paires

(ℓx ,X) sont logiquement organisées en anneau (voir Figure 3.6). Lorsque la valeur de
(ℓxi ,Xi) hange, elle est remplaée par la paire qui lui suède dans l'anneau logique. Lesvaleurs suessives de (ℓxi ,Xi) sont don (ℓ11,X [1]), (ℓ21,X [1]), . . . , (ℓ

nb_x
x ,X [nb_x]), (ℓ11,X [1]),et. Par onséquent, (ℓxi ,Xi) ontient haune des valeurs (ℓβα,X [β]), 1 ≤ α ≤ x, 1 ≤

β ≤ nb_x in�niment souvent. En partiulier, pi exéute (ℓxi ,Xi) ← Next(ℓ,X) in�ni-ment souvent. Cei ontredit le fait 3.1 ar l'exéution de ette instrution est délenhéepar la réeption du message X_move(ℓ,X). Or, dans l'exéution onsidérée, un nombre�ni de es messages est di�usé. Il existe don une paire (λi, σi) et un instant τi tels que
∀τ ≥ τi : (ℓxτi ,X

τ
i ) = (λi, σi). 2Lemme 3.5Corollaire 3.1 Il existe un instant après lequel l'algorithme est quiet (i.e., dans touteexéution, il existe un instant à partir duquel les proessus ne di�use plus de messagesX_move).Démonstration Supposons qu'il existe un proessus orret pi qui di�use toujours denouveaux messages X_move. Nous établissons une ontradition. Il existe un instant

τi à partir duquel (ℓxi,Xi) ontient toujours la onstante (λi, σi) (lemma 3.5). Dontous les messages di�usés par pi après τi transportent (λi, σi). Puisque la di�usionest �able (propriétés de validité et de terminaison, f. dé�nition 1.1) et pi di�use unein�nité de message X_move(), il existe un instant τ > τi auquel pi reçoit un message



108 Composition de déteteurs de défaillanesX_move(λi, σi). D'après le texte de l'algorithme, il hange alors la valeur de (ℓxi,Xi)en exéutant (ℓxi ,Xi)←Next(λi, σi) : ontradiition ave le Lemme 3.5. 2Corollaire 3.1Lemme 3.6 ∀i, j ∈ Correct : (λi, σi) = (λj , σj). (Dans la suite, ette paire est notée
(λ, σ).)Démonstration Soient deux proessus orrets pi et pj. Puisque les messages X_movesont di�usés de façon �able, pi et pj reçoivent le même (multi)-ensemble de messages.Ce multi-ensemble est �ni (orollaire 3.1). En�n, es messages sont onsommés par
pi et pj dans le même ordre dé�ni par l'organisation en anneau des paires (ℓ,X). Laonsommation du message X_move(ℓ,X) par pi (ou pj) entraîne la mise à jour de
(ℓ,Xi) (respetivement (ℓj ,Xj)) ave la valeur Next(ℓ,X) (tâhe T2). On en déduit que
(λi, σi) = (λj , σj). 2Lemme 3.6Lemme 3.7 (σ ∩ Correct 6= ∅)⇒ (λ ∈ Correct).Démonstration Supposons que σ∩Correct 6= ∅ et λ est l'identité d'un proessus fautif.Il existe un proess pi tel que i ∈ σ ∩ Correct. D'après la propriété de omplétudeforte du déteteur 3Sx (dé�nition 3.1), il existe un instant τ à partir duquel le prédiat
λ /∈ trustedi est toujours satisfait. De plus, il existe un instant τi à partir duquel on atoujours (ℓxi ,Xi) = (λ, σ) (Lemmes 3.5 et 3.6). D'après le texte de l'algorithme, il existedon un instant τ ′ > max(τi, τ) auquel pi di�use un message X_move(λ, σ). Puisqueque la di�usion est �able, e message est R_livré par pi. Cet evénement délenhel'exéution de (ℓxi ,Xi)←Next(λ, σ). Il existe don un instant > τi tel que, à et instant
(ℓxi ,Xi) 6= (λ, σ) : une ontradition ave le Lemme 3.5. 2Lemme 3.7Proposition 3.4 L'algorithme dérit à la Figure 3.7 garantit l'existene d'un ensemble
X ⊆ Π, d'une identité ρ ∈ Π et d'un instant τ tels que, ∀τ ′ ≥ τ , les propriétées suivantessont satisfaites :1. |X| = x ;2. i ∈ (Π−X) ∩ Correct⇒ repri = i ;3. ∀i, j ∈ X ∩ Correct : repri = reprj = ρ ;4. ρ ∈ Correct ∩X.Démonstration Dé�nissons τ = max{τi : i ∈ Π}, où τi est l'instant introduit dans leLemme 3.5 et (ρ,X) = (λ, σ), où (λ, σ) est le ouple introduit dans le Lemme 3.6. Nousvéri�ons que le triplet τ, ρ,X véri�e les 4 propriétés énonées i-dessus.1. Par dé�nition, σ est un ensemble de la suite X . D'où |X| = |σ| = x.2. Soit i ∈ Π −X et supposons que pi est orret. Après l'instant τ , on a toujours

Xi = X (Lemme 3.5). D'après le texte de l'algorithme, ∀τ ′ ≥ τ : reprτ ′i = i.3. Soient i, j ∈ X ∩Correct. Après l'instant τ le prédiat suivant est toujours vrai :
Xi = Xj = X (hoix de X ; Lemmes 3.5 et 3.6). D'après le texte de l'algorithme,
∀τ ′, τ ′′ ≥ τ : reprτ ′i = reprτ ′′j = λ = ρ.



Composition des lasses 3Sx et 3ψy 1094. ρ = λ ∈ Correct (Lemme 3.7). De plus ρ ∈ X par dé�nition de la paire (λ, σ).
2Proposition 3.43.4.2 Roue du hautPrinipes et desription Le omposant � roue du haut � (Figure 3.8) se déom-pose en 4 tâhes exéutées en parallèle. L'algorithme fontionne selon le même prinipeque le omposant � roue du bas �. Il utilise une suite notée L qui ontient tous lessous-ensembles de Π de ardinal z = (t+ 2)− (x+ y). La suite L est supposée onnueinitialement de tous les proessus. Nous notons nb_L =

(
n

(t+2)−(x+y)

) le nombre d'élé-ments dans la suite L et L[k] son kième élément. La fontion Next(L[k]) renvoie L[k+1]si k < nb_L et L[1] si k = nb_L.Init : Li ← L[1]Task T3 :(1) repeat forever(2) Broadast Inquiry() ;(3) wait until ` orresponding Response(id) reeived from ≥ n− nb_
i
proesses ´% nb_

i
an dynamially hange(4) let rec_fromi = {idj reeived previously at line 3 } ;(5) if (rec_fromi ∩ Li = ∅) then R_Broadast L_move(Li) endif(6) enddoTask T4 : when L_move(Li) is R_delivered : Li ← Next(Li)Task T5 : when Inquiry() is reeived from pj : send Response(repri) to pjTask T6 : when leaderi is read by the upper layer : return(Li)Fig. 3.8 � De 3ψy + 3Sx vers Ωz : roue du haut (ode pour pi)Le but de et algorithme est d'implémenter un déteteur Ωz ave z = (t + 2) −

(x + y). Pour ela, haque proessus pi béné�ie de (1) la sortie du omposant rouedu bas (variable repri dont les valeurs suessives respetent la dé�nition 3.8) et (2)l'information fournie par le déteteur 3ψy sous-jaent (variable nb_i, dé�nition 3.7).La variable Li, régulièrement mise à jour par l'algorithme émule la sortie d'un déteteur
Ωz (tâhe T6). Elle ontient à haque instant un ensemble de z identités et l'on souhaitequ'à partir d'un ertain temps, et ensemble ne hange plus et inlue l'identité d'unproessus orret.Les proessus parourent dans le même ordre la suite in�nie L[1], L[2], . . ., L[nb_L],
L[1], . . .. La variable loale Li, initialisée à L[1] ontient à haque instant l'ensemble enours d'examen par pi. L'examen d'un ensemble Li par pi se déroule ainsi :1. pi essaie de déterminer si l'ensemble Li ontient l'identité d'un proessus orret.Pour ela, il di�use régulièrement des messages Inquiry (ligne 2, tâhe T3). Lorsque



110 Composition de déteteurs de défaillanesqu'un proessus pj reçoit un tel message, il répond par un message Response quitransporte l'identité de son représentant ourant (tâhe T5).2. pi passe ensuite en mode attente. Cette attente se termine lorsque pi a reçu desmessages Response en provenane de n − nb_i proessus. Par dé�nition de
3ψy (def. 3.7), nous savons qu'à partir d'un ertain temps, nous avons toujours
n−nb_i = n−max(t−y, f) ≤ n−f . Or pi reçoit au moins un message Responsede haun des (n − f) proessus orrets. Cette phase d'attente n'est don pasbloquante.3. En�n, après avoir reçu su�samment de messages Response, pi ollete les iden-tités idj transportées par es messages dans l'ensemble reci (ligne 3). Si l'une dees identités est ontenue dans Li, pi onsidère que Li a passé l'examen. En e�et,le omposant roue du bas assure qu'à partir d'un ertain haque proessus repré-sentant est orret. Dans le as ontraire, du point de vue de pi tous les proessusde Li sont défaillants. Il di�use don de façon �able un message L_move(Li) pourinformer les autres proessus (ligne 5) qu'ils doivent tester l'ensemble qui suit Lidans l'anneau L.L'idée d'un engrenage entre les deux omposants se retrouve par exemple dans lesénario suivant. Supposons que les deux roues essent de tourner, 'est à dire quele ontenu des variable Li et repri soit stable. Plus tard, le représentant x-ommuntombe en panne. La roue du bas se remet alors à tourner et son mouvement entraîneéventuellement le redémarrage de la roue du haut. Le démarrage de la roue du hautdépend de la ombinaison de plusieurs paramètres tels que les délais de transmissionsdes messages Response, l'ensemble L sur lequel la roue du haut s'est arrêtée et le nombrede ouples (X, ℓ) à tester par les proessus avant d'identi�er une on�guration stable.Néanmoins, il existe des as où la rotation de la roue du haut est diretement liée aumouvement de l'autre roue.Démonstration de l'algorithme Les deux algorithmes sont fondés sur le mêmeprinipe : les proessus parourent l'ensemble des on�gurations possibles qui sont orga-nisées en anneau jusqu'à identi�er une on�guration qui satisfait une propriété donnée.Lorsqu'une on�guration ne satisfait pas la propriété reherhée (ii une on�gurationest un ensemble L de proessus de ardinal z ; la propriété reherhée l'existene d'unproessus orret dans et ensemble), un proessus orret le détete et di�use de fa-çon �able ette information (messages *_Move(Con�g.)). La réeption d'un tel messageentraîne l'examen de la on�guration suivante dans l'anneau. La démonstration de laorretion de l'algorithme est don largement inspirée de la démonstration préédente.Comme d'habitude, nous onsidérons un exéution in�nie arbitraire. Correct désignel'ensemble des identités des proessus orrets dans ette exéution et varτi dénote lavaleur de la variable loale vari du proessus pi à l'instant τ .Lemme 3.8 ∀i ∈ Correct, il existe un ensemble Λi et un instant τi tels que ∀τ ≥ τi :

Lτi = Λi.



Composition des lasses 3Sx et 3ψy 111Démonstration La démonstration repose sur le fait suivant, qui est démontré un peuplus loin :Fait 3.2 Il existe un ensemble d'identités L tel que le nombre de messages L_move(L)di�usés est �ni.Soit pi un proessus orret. Supposons par ontradition qu'il n'existe pas d'ensemble
Λi tel que, après un ertain instant, Li = Λi est toujours vrai. Les ensembles L sontlogiquement organisés en anneau. Lorsque la valeur de Li hange, elle est remplaéepar l'ensemble qui lui suède dans l'anneau logique. Les valeurs suessives de Li sontdon L[1],L[2], . . . ,L[nb_L],L[1], . . .. Par onséquent, Li ontient haun des ensembles
L[β], 1 ≤ β ≤ nb_L in�niment souvent. En partiulier, pi exéute Li ← Next(L) in�ni-ment souvent. Cei ontredit le fait 3.2 ar l'exéution de ette instrution est délenhéepar la réeption du message L_move(L). Or, dans l'exéution onsidérée, un nombre�ni de es messages est di�usé. Il existe don un ensemble Λi et un instant τi tels que
∀τ ≥ τi : Lτi = Λi.Fait 3.2 Il existe un ensemble d'identités L tel que le nombre de messages L_move(L)di�usés est �ni.Démonstration La roue du bas e�etue un nombre �ni de tours. Nous onsidérons uninstant τ0 à partir duquel la roue du bas ne bouge plus. A partir de et instant, il existeun ensemble X ⊆ Π, |X| = x et une identité λ tels que (proposition 3.4) :1. ∀i ∈ Π−X,∀τ ≥ τ0 : repr τi = i et,2. (a) X ∩ Correct 6= ∅ ⇒ (λ ∈ Correct ∩X) ∧ (∀i ∈ X,∀τ ≥ τ0 : repr τi = λ) ou,(b) X ∩ Correct = ∅ ⇒ tous les proessus dont l'identité est dans l'ensemble Xsont tombés en panne avant τ0.Choisissons un ensemble L ⊆ Π qui satisfait les onditions suivantes (voir aussi laFigure 3.9).� |L| = (t+ 2)− (x+ y) ;� |X ∩ L| = 1 ;� (X ∩ Correct 6= ∅)⇒ X ∩ L = {λ} ;� L ∩ Correct 6= ∅.Observons que, dans toute exéution in�nie, il est possible de hoisir un tel ensemble.De plus il y a dans L au moins une identité ℓ tel que pℓ est un proessus orret qui est,au bout d'un ertain temps, toujours son propre représentant (reprℓ = ℓ).Pour montrer qu'un nombre �ni de messages L_move(L) est di�usé, nous examinonsdeux as selon le nombre de proessus fautifs f .� f ≥ t− y + 1.Il existe un instant τ1 à partir duquel la valeur fournie par le déteteur 3ψy esttoujours f . Plus préisément : ∀τ ≥ τ1,∀i ∈ Correct : nb_τi = f (propriétéde onvergene inélutable de la lasse 3ψy, déf. 3.7). Soit τ2 un instant aprèslequel auune nouvelle défaillane ne se produit. De plus, on suppose que haque
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Fig. 3.9 � Arrêt de la roue du hautmessage Inquiry ou Response envoyé par un proessus fautif à destination d'unproessus orret a été reçu et traité par son destinataire avant τ2.Soit τs = max(τ0, τ1, τ2). Après τs, l'état du système est stable : auun proessusne tombe en panne, les sorties du déteteur 3ψy et de la roue du bas ne hangentplus. Soit i ∈ Correct. Après τs, lors de haque exéution de la boule � repeat �,
pi reçoit exatement un message Response de haque proessus orret.Par hoix de L, il existe un proessus orret pℓ, ℓ ∈ L tel que reprℓ = ℓ esttoujours vrai à partir de τ0. Don, à partir d'un ertain instant, tous les mes-sages Response(idℓ) envoyés par pℓ sont tels que idℓ = ℓ. Puisque que pi reçoittoujours après τs un message de pℓ, on a toujours à partir d'un ertain temps
ℓ ∈ rec_fromi. Don, le prédiat rec_fromi∩L est, à partir d'un ertain temps,toujours vrai. Par onséquent, à partir de et instant pi ne di�use plus de messageL_move(L) (ligne 5). Nous en déduisons que le nombre de messages L_move(L)générés dans l'exéution onsidérée est �ni.� f < t− y + 1.Dans e as, il existe un instant τ1 tel que ∀τ ≥ τ1,∀i ∈ Correct : nb_τi = t−y.De la même manière que dans l'analyse du as préédent, on onsidère l'instant τ2après lequel il n'y a plus de défaillanes ni de réeption de message de proessusfautifs par les proessus orrets, ainsi que l'instant τs = max(τ0, τ1, τ2).Soit i ∈ Correct . Nous montrons d'abord qu'à partir de l'instant τs, pi reçoittoujours au moins un message Response() d'un proessus pj tel que j ∈ L ∪ X.
pi attend la réeption de messages Response() en provenane de n − nb_i =
n− (t− y) proessus distints. Par ailleurs, par hoix de L, nous avons |L∪X| =
|L|+ |X| − |L ∩X| = (t+ 2) − (x+ y) + x− 1 = 1 + (t− y). Par onséquent, pireçoit et traite un message d'un proessus pj tel que j ∈ L ∪X.La sortie du omposant roue du bas se stabilise (à l'instant τ0). A partir d'unertain instant, les messages Response(idj) envoyés par un proessus orret pj,
j ∈ L∪X sont don toujours tels que idj = j si j ∈ L−X ou idj = λ si j ∈ X. Dansles deux as, idj ∈ L. A haque tour de la boule � repeat �, rec_fromi est misà jour ave les identités id reoltées lors de la réeption des messages Response().On en déduit qu'il existe un instant à partir duquel le prédiat rec_fromi∩L 6= ∅est toujours vrai. Le nombre de message L_move(L) di�usé par haque proessusorret pi est don �ni. Comme un proessus fautif ne di�use qu'un nombre �ni



Composition des lasses 3Sx et 3ψy 113de messages, on en déduit que le nombre de messages L_move(L) générés est �ni.
2fait 3.2

2Lemme 3.8Corollaire 3.2 Il existe un instant à partir duquel les proessus ne di�usent plus demessages L_move().Démonstration Supposons qu'il existe un proessus orret pi qui di�use toujours denouveaux messages L_move. Nous établissons une ontradition. Il existe un instant τià partir duquel Li ontient toujours l'ensemble Λi (lemma 3.8). Après τi, pi di�use donuniquement des messages L_move(Λi). Par onséquent, puisque la di�usion est �able,il existe un instant τ > τi auquel pi reçoit un message L_move(Λi). D'après le texte del'algorithme, il hange alors la valeur de Li en exéutant Li ←Next(Λi) : ontraditionave le Lemme 3.8. 2Corollaire 3.2Lemme 3.9 ∀i, j ∈ Correct : Λi = Λj . (Dans la suite, et ensemble est noté Λ.)Démonstration Soient deux proessus orrets pi et pj. Puisque les messages L_movesont di�usés de façon �able, pi et pj reçoivent le même multi-ensemble de messages(propriétés de la di�usion �able, def. 1.1). Ce multi-ensemble est �ni (orollaire 3.2).En�n, es messages sont onsommés par pi et pj dans le même ordre dé�ni par l'orga-nisation en anneau des ensembles L. La onsommation du message L_move(L) par pi(ou pj) entraîne la mise à jour de Li (respetivement Lj) ave la valeur Next(L) (tâhe
T4). On en déduit que Λi = Λj . 2Lemme 3.9Proposition 3.5 Soit x, y et t tels que 1 ≤ x ≤ t + 1, 0 ≤ y ≤ t et x + y < t + 2.Dans le modèle MPn,t[3Sx,3ψy], l'algorithme de la Figure 3.8 simule un déteteur dedéfaillanes de la lasse Ωz tel que z = (t+ 2)− (x+ y).Démonstration La sortie de l'algorithme est l'ensemble des valeurs des variables Li, i ∈
Π (tâhe T6). Nous établissons que es valeurs satisfont la propriété leaders multiples(dé�nition 3.3). Il existe un ensemble Λ et un instant τ tels que |Λ| = z et ∀i ∈
Correct,∀τ ′ ≥ τ : Lτ

′

i = Λ (Lemmes 3.8 et 3.9). Il reste à montrer que Λ∩Correct 6= ∅.Supposons que Λ∩Correct = ∅. Soit pi un proessus orret. D'après les propriétésassurées par la roue du bas (proposition 3.4), il existe un instant à partir duquel ∀j ∈
Correct,reprj ∈ Correct. Don, d'après le texte du protoole, il existe un instant τ1 àpartir duquel le prédiat rec_fromi ⊆ Correct est toujours vrai. Par ailleurs, à partirde l'instant τ on a toujours Li = Λ ⊆ Π−Correct. Par onséquent, à un ertain instant
τ2 > max(τ, τ1), le prédiat loal Li∩rec_fromi 6= ∅ n'est pas satisfait. D'après le textede l'algorithme, un message L_move(Λ) est alors di�usé par pi. Puisque la di�usion est�able, pi reçoit et traite e message à un instant > τ2 > τ . A et instant, Li = Λ(Lemmes 3.8 et 3.9), et pi exéute alors Li ← Next(Λ) : ontradition ave le Lemme3.9. 2Proposition 3.5



114 Composition de déteteurs de défaillanes3.5 Optimalité et impossibilités des ompositionsDans le paragraphe préédent, nous avons montré en exhibant un algorithme qu'ilest possible de omposer deux déteteurs 3ψy et 3Sx pour obtenir un déteteur Ωz àondition que x+y+z > t+1. Le résultat prinipal établi dans e qui suit est l'optimalitéde ette borne (théorème 3.3). Nous donnons ensuite la preuve des rédutions ou de leurimpossibilité résumées dans la Figure 3.1.Préliminaires Essentiellement, les démonstrations établissent les résultats par rédu-tion. Nous démontrons l'optimalité ou l'impossibilité des ompositions par rédutions auproblème de alulabilité du (n, k)-aord dans le modèleMPn,t[Sx]. Dans e modèles,des onditions néessaires et su�santes sur les paramètres k, t et x ont été établies. Pluspréisèment, Herlihy et Penso ont démontré le thèorème suivant :Théorème 3.2 ([71℄) Il existe un solution au problème du (n, k)-aord dans le modèle
MPn,t[Sx] si et seulement si t < k + x− 1.Il est lair qu'un déteteur S1 n'apporte auune information additionnelle sur lesdéfaillane. Il existe une implémentation triviale d'un déteteur de ette lasse dans lemodèle MPn,t[∅] : sur haque proessus pi, trustedi = {i}. Ainsi, si un problème aune solution dans le modèleMPn,t[S1] alors e problème possède une solution dans lemodèleMPn,t[∅]. On en déduit le orollaire suivant :Corollaire 3.3 Il existe une solution au problème du k-aord dans le modèleMPn,t[∅]si et seulement si t < k.Par ailleurs, nous remarquons qu'un déteteur 3ψy (ou ψy) n'apporte pas de puis-sane d'additionnelle dans les exéutions où le nombre de défaillanes f est inférieur à
t − y. En e�et, dans toute exéution qui omporte au plus t − y défaillanes, la sortied'un déteteur 3ψy (ou ψy) est au bout d'un ertain temps toujours t − y. La seuleinformation dont béné�ient les proessus est que le nombre de défaillanes est au plus
t − y. Ils sont inapables de diserner à partir des seules informations fournies par ledéteteur une exéution dans laquelle tous les proessus sont orrets d'une exéutiondans laquelle t−y proessus tombent en panne. Cette observation est utilisée à plusieursreprises dans les démonstrations de ette partie.En�n, omme nous avons montré dans le paragraphe 3.2 que les lasses 3ψy/ψy et
3φy/φy sont équivalentes, nous utilisons parfois 3φy/φy au lieu de 3ψy/ψy.Optimalité des deux roues : borne pour l'addition des lasses 3Sx et 3ψyThéorème 3.3 Il existe un algorithme qui implémente un déteteur Ωz dans le modèle
MPn,t[3Sx,3ψ

y] si et seulement si x+ y + z > t+ 1.Démonstration [diretion ⇐℄ Il existe un algorithme qui implémente un déteteur dedéfaillanes de la lasses Ωz dans le modèleMPn,t[3Sx,3ψy] : l'algorithme � des deuxroues � présenté dans le paragraphe 3.4. La démonstration de sa orretion suppose
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x+ y + z > t+ 1 (proposition 3.5).[diretion ⇒ ℄ Nous établissons que x + y + z > t + 1 est une ondition néessairepar ontradition. Supposons qu'il existe un algorithme T qui implémente un déte-teur de la lasse Ωz dans le modèle MPn,t[Sx, ψy] ave x+ y + z ≤ t + 1. Un résultatd'impossibilité établi dans le modèleMPn,t[Sx, ψy] s'étend immédiatement au modèle
MPn,t[3Sx,3ψ

y ] ar Sx ⊆ 3Sx et ψy ⊆ ψy.Considérons l'ensemble E des exéutions du modèle MPn,t[Sx, ψy] dans lesquellesle nombre de défaillanes est majorée par t − y. Dans haune de es exéutions, ilexiste un instant (qui dépend de l'exéution onsidérée) à partir duquel on a toujoursnb_i = t− y (� vivaité � de la lasse ψy). Don, si on fait l'hypothèse que le nombrede défaillanes est borné par t− y, il existe une implémentation triviale d'un déteteurde la lasse ψy : pour haque proessus pi, on attribue de façon permanente la valeur
t− y à la variable nb_i.Par onséquent, en utilisant la transformation T , il est possible de onstruire undéteteur de la lasse Ωz dans le modèle MPn,t−y[Sx]. De plus, on sait que l'on peutrésoudre le problème (n, z)-aord dans le modèle MPn,t−y[Ωz] (f. paragraphe 3.3).Ainsi, en ombinant T et l'algorithme dérit dans la Figure 3.5, nous obtenons unalgorithme qui résout le (n, z)-aord dans le modèle MPn,t−y[3Sx]. Par onséquent,d'après le théorème 3.2, les paramètres t, y, x et z véri�ent la relation t− y < z+ x− 1,i.e., t+ 1 < x+ y + z, e qui ontredit l'hypothèse initiale. 2Théorème 3.3Le orollaire suivant est une onséquene immédiate de la démonstration du théo-rème 3.3.Corollaire 3.4 Dans les modèlesMPn,t[3Sx, ψy ],MPn,t[3Sx,3ψy] etMPn,t[Sx,3ψy],il existe un algorithme qui onstruit un déteteur de défaillanes de la lasse Ωz si etseulement si (x+ y + z) > t+ 1.En observant qu'un déteteur 3S1 ne fournit auune information sur les défaillanes,nous déduisons de l'algorithme des � deux roues � et du théorème 3.3 le orollairesuivant :Corollaire 3.5 Il existe un algorithme qui implémente un déteteur de défaillanes dela lasse Ωz dans les modèles MPn,t[ψy] ouMPn,t[3ψy] si et seulement si y + z > t.De même, puisqu'un déteteur 3ψ0 ne fournit auune information sur les défaillanes,nous avons :Corollaire 3.6 Il existe un algorithme qui implémente un déteteur de défaillanes dela lasse Ωz dans les modèlesMPn,t[Sx] ouMPn,t[3Sx] si et seulement si x+z > t+1.Relations entre les lasses Sx/3Sx et ψy/3ψy Pour ompléter la grille, nousétudions dans ette partie les relations entre les lasses Sx/3Sx et ψy/3ψy. Nous dé-montrons qu'en général es lasses sont inomparables, 'est à dire que dans le modèle
MPn,t[Sx/3Sx] (respetivementMPn,t[ψy/3ψy]), il n'existe pas d'algorithme qui im-plémente un déteteur de défaillanes ψy/3ψy (respetivement Sx/3Sx).



116 Composition de déteteurs de défaillanesThéorème 3.4 Soient x, y tels que 1 ≤ x ≤ t + 1 et 1 ≤ y ≤ t. Il est impossible deonstruire un déteteur 3ψy (ou ψy) dans les modèles MPn,t[3Sx] ou MPn,t[Sx].Démonstration Nous onsidérons le modèle � le plus fort � (MPn,t[Sx]) et nous démon-trons qu'il n'existe pas d'algorithme qui implémente le déteteur le � plus faible � 3ψy.La démonstration reste valide si l'on onsidère le modèleMPn,t[3Sx] ar Sx ⊆ 3Sx. Demême, nous obtenons immédiatement l'impossibilité de onstruire ψy ar ψy ⊆ 3ψy.Pour simpli�er la preuve, nous utilisons la lasse 3φy. La démonstration proède parontradition. Supposons qu'il existe un algorithme A qui onstruise un déteteur 3φydans le modèleMPn,t[3Sx]. Nous exhibons une exéution e dans laquelle la propriétéde sûreté n'est pas satisfaiteSoit E ⊆ Π, |E| = t − y + 1 et E ∩ Correct 6= ∅. Soit pc un proessus orret quin'appartient pas à l'ensemble E. De plus, on suppose que le déteteur Sx ne soupçonnejamais pc dans l'exéution e ('est à dire ∀τ ≥ 0,∀i : c ∈ trustedτi ). Un tel proessusexiste d'après la propriété de préision perpétuelle de la lasse Sx. Soit τ0 un instant àpartir duquel toutes les invoations query(E) retournent la valeur false . Un tel instantexiste puisque l'algorithme A implémente orretement un déteteur 3ψy, et don enpartiulier sa propriété de sûreté inélutable. Nous onsidérons deux exéutions e1 et
e1′ dé�nies omme suit :� Les exéutions e1 et e sont indistinguables par les tous les proessus jusqu'àl'instant τ0. A l'instant τ0 + 1, tous les proessus qui sont dans l'ensemble Edéfaillent. Soit τ1 > τ0 un instant auquel un proessus pi, i ∈ Π − E invoquequery(E) et obtient la valeur true. L'existene d'un tel instant est garantie parla propriété de vivaité de la lasse 3φy.� Les exéutions e1′ et e sont indistinguables par tous les proessus jusqu'à l'instant

τ0. Dans l'exéution e1′, tous les proessus dans l'ensemble E sont orrets, maistous leurs messages envoyés entre les instants τ0 + 1 et τ1 sont retardés jusqu'àl'instant τ1 + 1. Cei signi�e qu'un message m, envoyé par un proessus pj , j ∈ Eentre les instants τ0 + 1 et τ1 est reçu par son destinataire au plus t�t à l'instant
τ1 +1. L'asynhronie du système autorise une durée arbitraire de transmission desmessages.De plus, dans les deux exéutins e1 et e1′, pour haque proessus, les sorties du dé-teteur Sx sont les exatement les mêmes entre les instants 0 et τ1. Remarquons que,quelque soient les sorties du déteteur de la lasse Sx dans l'exéution e1, les sortiesdans l'exéution e1′ peuvent être exatement les mêmes sans violer les propriétés de lalasse Sx. La préision limitée perpétuelle est satisfaite ar le proessus pc est orretet n'est jamais soupçonné dans e1 et e1′. Puisque la omplétude forte est une propriété� inélutable � (un ertain prédiat doit être veri�é de façon permanenente à partir d'unertain instant arbitraire), elle est toujours satisfaite dans n'importe quel pré�xe �ni den'importe quelle exéution.Il est lair que, jusqu'à l'instant τ1, les proessus qui appartiennent à l'ensemble

Π − E sont dans l'inapaité de distinguer l'exéution e1 et de l'exéution e1′. On endéduit que dans e1′, une invoation de query(E) à l'instant τ1 par le proessus piretourne la valeur true. Cependant, dans l'exéution e1′, à partir de l'instant τ1 > τ0,



Optimalité et impossibilités des ompositions 117la propriété de sûreté est satisfaite : l'invoation devrait retourner la valeur false ar Eontient un proessus orret : une ontradition. 2Théorème 3.4Théorème 3.5 Soient 0 ≤ y < t et 1 < x ≤ t + 1. Dans les modèles MPn,t[3ψy] et
MPn,t[ψ

y], onstruire un déteteur 3Sx ou Sx est impossible.Démonstration Pour établir le résultat, nous onsidérons la plus faible lasse non triviale(3S2) et nous démontrons qu'il n'existe pas d'algorithme qui onstruit un déteteur deette lasse dans le modèle le plus fort (MPn,t[ψt−1 ℄).Supposons qu'il existe un algorithme A qui simule un déteteur 3S2 dans le modèle
MPn,t[ψ

t−1]. Dans les exéutions dans lesquelles le nombre de défaillanes est 0 ou 1, lasortie du déteteur ψt−1 est toujours 1. À partir de ette observation, nous onstruisonsune exéution in�nie E de l'algorithme A dans laquelle la propriété de 2-représentantommun inédutable n'est jamais satisfaite (f. dé�nition 3.1) . Intuitivement, le déte-teur ψt−1 n'est pas assez �n pour diserner une exéution où tous les proessus sontorrets d'une exéution dans laquelle il existe un proessus défaillant. Nous exploitonsette observation pour onstruire une exéution dans laquelle il existe un proessus dontle représentant hange in�niment souvent.
E est onstruite en répétant proédé i-dessous. Chaque itération i onstruit unpré�xe Ei de plus en plus grand de E qui étend le pré�xe préédent Ei−1. Par ailleurs,dans l'extension générée à l'étape i > 0, il existe deux instant τi et τi′ et un proessus

p(i) tel que reprτi(i) 6= reprτ ′i(i).Pour débuter, on hoisit une exéution in�nie arbitraire dans laquelle tous les pro-essus sont orrets. E0 est un pré�xe arbitraire de ette exéution.Supposons onstruit un pré�xe Ei−1 de E. On onstruit une extension Ei de la façonsuivante.� R1 est une exéution in�nie dans laquelle tous les proessus sont orrets et telleque Ei est un pré�xe de R1. On note τf(i−1) le dernier instant de Ei−1. Parhypothèse, l'algorithme A simule orretement un déteteur 3S2. Dans R1 ilexiste don un instant τs > τf(i−1), un ensemble Xi d'au moins deux proessuset une identité ℓi tel que, à l'instant τs, la propriété de 2-représentant ommunest satisfaite. Plus préisément, on a : |Xi| ≥ 2 ; ∀α /∈ Xi : reprτsα = α et
∀α ∈ Xi : reprτsα = ℓi.� Soit R2 une exéution identique à R1 jusqu'à l'instant τs. A l'instant τs + 1,
pℓi tombe en panne ; les autres proessus sont orrets. Le omportement desproessus et les instants de réeption des messages sont arbitraires après τs.L'algorithme A est orret : dans R2, la propriété de représentant 2-ommun estdon satisfaite à partir d'un ertain instant τ ′s > τs + 1. Nous notons X ′

i et ℓ′i unouple (ensemble, identité) qui satisfont ette propriété à l'instant τ ′s. Il est lairque ℓi 6= ℓ′i.� Le pré�xe Ei est dé�ni sur l'intervalle [0, τ ′s]. Pour tous les proessus à l'exeptionde pℓi , Ei est identique à l'exéution R2 sur l'intervalle [0, τ ′s]. C'est à dire que,durant l'intervalle [0, τ ′s], es proessus e�etuent les mêmes étapes de alul aux



118 Composition de déteteurs de défaillanesmêmes instants dans Ei et R2. De même, les instants de réeption des messagessont identiques.Pour le proessus pℓi , les exéutions Ei et R2 sont identiques jusqu'à l'instant τs.Dans l'intervalle [τs, τ
′
s], le proessus pℓi n'e�etue auune ation. Ce omporte-ment est légal ar le système est asynhrone : nous pouvons � geler � pour unedurée �nie arbitraire l'ativité d'un proessus.� Pour haque proessus, la sortie du déteteur de la lasse ψt−1 est identique dans

R2 et Ei (elle est toujours égale à 1). Par onséquent, jusqu'à τ ′s, un proessus
pα 6= pℓi ne peut distinguer l'exéution E de E′. A l'instant τ ′s, la sortie del'algorithme A est don la même à haque proessus pj 6= pℓi dans R2 et Ei.� Finalement, soit pα un proessus tel que α ∈ Xi ∧ α 6= ℓi. Dans R2, reprτ ′sα 6= ℓiar pℓi est fautif et par hoix de τ ′s, la propriété de représentant 2-ommun estsatisfaite à partir et instant. Don, reprτ ′sα 6= ℓi dans Ei. Cependant dans Ei,à l'instant τs, reprτα = ℓi. De plus, l'intervalle [τs, τ

′
s] est inlus Ei et n'est pasinlus dans Ei−1.Dans Ei, il existe bien deux instants τi(= τs), τ ′i(= τ ′s) et un proessus p(i)(= pα) telsque reprτi

(i)
6= reprτ ′i

(i)
. De plus l'intervalle [τi, τ

′
i ] est inlus dans Ei − Ei−1.L'itération du proédé dérit i-dessus onstruit une exéution in�nie du modèle

MPn,t[ψ
t−1 ℄ dans laquelle tous le proessus sont orrets. Cette exéution possède lapropriété suivante : ∀τ : ∃τ1, τ2, pi tels que (τ ≤ τ1 < τ2)∧ (reprτ1i 6= reprτ2i ). Commele nombre de proessus est �ni, il existe don un proessus pi tel que la valeur de reprihange in�niment souvent. L'algorithme A n'implémente don pas un déteteur de lalasse 3S2. 2Théorème 3.5De Ωz vers Sx/3Sx ou ψy/3ψy Nous avons montré (Corollaires 3.5 et 3.6) qu'il estpossible de onstruire un déteteur Ωz dans le modèleMPn,t[Sx/3Sx] (respetivement

MPn,t[ψ
y/3ψy]) si et seulement si x + z > t + 1 (respetivement, y + z > t). Danse paragraphe, nous établissons l'impossibilité des transformations inverses, 'est à direqu'il est impossible de onstruire un déteteur Sx/3Sx (respetivement, ψy/3ψy) dansle modèleMPn,t[Ωz]. Ces résultats se déduisent des théorèmes 3.4 et 3.5.Corollaire 3.7 Soient 1 ≤ y ≤ t et 1 ≤ z ≤ t + 1. Il n'existe pas d'algorithme quiimplémente un déteteur ψy/3ψy dans le modèle MPn,t[Ωz].Démonstration La démonstration proède par ontradition. Supposons qu'il existeun algorithme A qui onstruise un déteteur 3ψy dans le modèle MPn,t[Ωz]. On saitqu'il existe un algorithme B qui onstruit un déteteur Ωz dans le modèleMPn,t[3Sx]lorsque x + z > t + 1 (orollaire 3.6). En ombinant A et B, on obtient un algorithmequi implémente un déteteur 3ψy, 1 ≤ y ≤ t dans le modèle MPn,t[3Sx]. L'existened'un tel algorithme ontredit le théorème 3.4. 2Corollaire 3.7Corollaire 3.8 Soit 1 < x, z ≤ t. Il n'existe pas d'algorithme qui implémente un déte-teur Sx/3Sx dans le modèle MPn,t[Ωz].



Optimalité et impossibilités des ompositions 119Démonstration La démonstration est similaire à la démonstration préédente. Elle estlaissée en exerie. 2Corollaire 3.8RésuméPour un type d'objet O, soit scn(O) le plus entier k tel qu'il existe un algorithme quirésout le (n, k)-aord dans le modèleMPn,t[O], 'est à dire dans le modèle à passagede messages muni d'objets de type O. scn(O) mesure la apaité du type O à résoudrele (n, k)-aord. Étant donnés deux types d'objets O1 et O2 tels que scn(O1) = k1et scn(O2) = k2, est-il possible de les ombiner pour résoudre le (n, k)-aord ave
k < min(k1, k2) ? En d'autres termes, la hiérarhie induite par la fontion scn est-ellerobuste ?Dans e hapitre, nous avons étudié de ette question lorsque les objets sont desdéteteurs de défaillanes C appartenant aux familles (Sx/3Sx)1≤x≤n, (ψy/3ψy)1≤y≤nou (Ωz)1≤z≤n. La valeur de scn(C) pour C ∈ (Sx/3Sx)1≤y≤n a été établie dans [71℄.Les déteteurs des familles (ψy/3ψy)1≤y≤n introduites dans e hapitre fournissent uneestimation plus ou moins préise du nombre de défaillanes. Ce type d'information peutêtre vue omme une généralisation de l'hypothèse lassique d'une borne t sur le nombrede défaillanes. Nous montrons l'équivalene entre les lasses ψy/3ψy et les lasses
φy/3φy introduites dans [90℄.Nous établissons ensuite la valeur de scn(C) pour C appartenant à (ψy/3ψy)1≤y≤net (Ωz)1≤z≤n : scn(ψy/3ψy) = t− k + 1 et scn(Ωz) = z.Le résultat prinipal de e hapitre est le théorème �3Sx+3ψy ; Ωz si et seulementsi x + y + z > t + 1 �. Ainsi, dans un environnement asynhrone où le nombre dedéfaillanes est borné par t, il est possible de ombiner des déteteurs 3Sx (scn(3Sx) =
t+2−x) et 3ψy (scn(3ψy) = t+1−y) pour onstruire un déteteur de la lasse Ωz telque z = (t+ 2− x)− y = (t+ 1− y)− (x− 1). La hiérarhie induite par la � apaité àrésoudre le (n, k)-aord � n'est don pas robuste. L'algorithme qui réalise l'addition meten ÷uvre un prinipe extrêmement simple :� tester toutes les on�gurations possiblesjusqu'à identi�ation d'une on�guration orrete �. La di�ulté provient du fait quela orretion d'une on�guration dépend de deux propriétés sous-jaentes inélutables,'est à dire véri�ées à partir d'un ertain temps initialement non onnu.En�n, nous avons brossé un tableau omplet des relations liant les déteteurs desfamilles (Sx/3Sx)1≤x≤n, (ψy/3ψy)1≤y≤n et (Ωz)1≤z≤n. Pour haque ouple de déte-teurs (C1, C2) appartenant à es familles, nous avons donné un algorithme fondé sur C1qui implémente C2 ou montré l'impossibilité d'une telle transformation.Autres déteteurs orientés vers le (n, k)-aord Dans des travaux postérieurs àla publiation de [92℄, plusieurs équipes de reherhe ont introduit de nouvelles lassesde déteteurs dans l'optique d'identi�er le déteteur le plus faible qui permet de résoudrele (n, k)-aord. Ces lasses sont stritement plus faibles que la lasse Ωk (la plus faiblelasse qui permet de résoudre e problème parmi les lasses étudiées dans e hapitre).



120 Composition de déteteurs de défaillanesLe déteteur Υ dé�ni par Herlihy et oauteurs [61℄ fournit à haque proessus unensemble d'identités qui se stabilise inélutablement sur un ertain ensemble T . L'infor-mation sur les défaillanes est très faible puisque la seule ontrainte est que T 6= Correct .Ce déteteur est a�aibli dans les travaux de Chen et oauteurs dans [34, 35, 61℄. L'ap-prohe développée dans es travaux onsiste à déouper le systèmes en sous-ensembles
S1, . . . , Sα deux à deux disjoints. Chaque sous-système est équipé d'un déteteur C,ependant seul un ensemble Si béné�ie des pleines apaités du déteteur C. Dans lesautres sous-systèmes, seule une partie des propriétés de C sont satisfaites. Cette ligne dereherhe peut être vue omme le dual de la question étudiée dans e hapitre. En e�et,si nous herhons à ombiner des déteteurs existants pour obtenir un déteteur pluspuissant, [35℄ explore la voix opposée : à partir de déteteurs existants, omment dériverdes familles de déteteur stritement plus faibles ? En�n, Zieli«ski [124, 123, 125℄ dé�nitla lasse anti-Ω et montre que ette lasses est néessaire et su�sante pour résoudre le(n, n− 1)-aord.Mise en ÷uvre des déteteurs de défaillanes Dans le ontexte des déteteursde défaillanes, un aspet important est la question de leur mise en ÷uvre. En e�et,un orale déteteur de défaillanes abstrait des hypothèses de bas niveau sur le sys-tème (par exemple : des garanties de temps livraison de messages sur ertains anauxde ommuniation ou des temps de réponses de type � ping � plus rapides de ertainssites). Cependant, la dé�nition d'une lasse de déteteurs ne donne auune indiationsur les propriétés onrètes du système. La reherhe de la mise en ÷uvre des déte-teur vise don à formuler des hypothèses onrètes, notamment de synhronie, sur leomportement du systèmes et à onevoir un algorithme A qui, lorsque es hypothèsessont satisfaites, implémente un déteteur donné. Une suite de papiers présente des hy-pothèses de plus en plus faibles qui permettent d'implémenter le déteteur Ω ou 3S[30, 13, 87, 8, 9, 97, 99, 83, 46, 112℄.Le théorème d'addition montre que du point de vue � déteteurs de défaillanes �,les informations fournies par les déteteurs 3ψy et 3Sx ne sont pas de même nature.Cette remarque laisse supposer l'existene d'une famille d'hypothèses, orthogonale àelles introduites pour mettre en ÷uvre 3S ou Ω, qui autorise la onstrution de 3ψy.L'existene d'une telle famille ouvrirai la voie vers la oneption d'algorithmes implé-mentant Ω qui béné�ieraient d'une grande ouverture d'hypothèses [108℄. Plus préisé-ment, soient (P (x)) et (Q(y)) deux familles d'hypothèses orthogonales qui permettentrespetivement d'implémenter 3Sx et 3ψy. L'orthogonalité s'entend ii dans le senssuivant : si l'on suppose que la propriété P (x) est satisfaite, ette hypothèse n'impliquepas que la propriété Q(y) est véri�ée et réiproquement. L'objetif serait de onevoirun algorithme qui � fait de son mieux � (best e�ort) pour implémenter Ω dans le modèleasynhrone. De plus, la sortie de et algorithme doit satisfaire la propriété de la lasse
Ω dès que le système satisfait les hypothèses P (x) et Q(y) ave x+ y + 1 > t+ 1. [103℄onstitue un premier pas dans la reherhe d'hypothèses P (y).



Chapitre 4Vers une aratérisationalgorithmique des déteteurs dedéfaillanesLes déteteurs de défaillanes restreignent l'asynhronie du modèle. Ainsi, l'additiond'un déteteur Ωz, 3Sx ou 3ψy permet de résoudre le k-aord, omme nous l'avonsvu dans la hapitre préédent. Dans le as du déteteur Ωz, en faisant varier z de n à
1, nous obtenons des modèles de plus en plus synhrones dans lesquels il est possible derésoudre des problèmes de plus en plus ontraints (pour haque z, le modèle augmentépermet de résoudre le z-aord). Bien que es déteteurs possèdent la même puissanevis à vis du k-aord, ils ne sont pas équivalents (f. paragraphe 3.5). Les résultats derédutions/impossibilité amènent à se demander omment aratériser la � quantité �et le � type � de synhronie introduite par l'addition d'un déteteur de défaillanes dansle modèle asynhrone. C'est prinipalement ette question que nous étudions dans ehapitre, dans le ontexte des familles (Ωz)1≤z≤n, (3Sx)1≤x≤n et (3ψy)0≤y≤n−1.De nombreux travaux ont investigué ette question dans le ontexte de modèles asyn-hrones enrihis ave des déteteurs qui o�rent une puissane su�sante pour résoudrele onsensus. L'approhe fréquemment employée onsiste à enrihir le modèle ave despropriétés synhrones (sur les délais de transfert des messages, les vitesses relatives desproessus, et.) pour ensuite onevoir des algorithmes qui mettent en ÷uvre es déte-teurs (voir par exemple [9, 83, 46, 99℄). D'autres artiles [50, 78℄ dé�nissent des modèlesdans lesquels le alul proède par rondes asynhrones qui englobent le déteteur sous-jaent. En partiulier, le travail présenté dans [50℄ vise à dé�nir un modèle général quipermet d'exprimer de façon uni�ée ertaines abstration qui restreignent l'asynhro-nie (déteteurs de défaillanes ou hypothèses de synhronie partielle). La puissane dumodèle augmenté par l'une de es abstrations est aratérisée par un prédiat sur l'en-semble des messages reçus qui indique à haque proessus quand il peut passer à la rondesuivante. Autrement dit, e prédiat détermine la � quantité d'information � maximalequ'un proessus peut aumuler en fontion des propriétés de l'abstration sous-jaente.Cette approhe formalise l'intuition que plus un modèle est puissant, moins l'inertitude121



122 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesloale sur l'état global est grande.Dans la lignée de es travaux, nous hoisissons d'étudier la puissane apportée parles déteteurs de défaillanes par l'intermédiaire du modèle snasphot immédiat itéré(noté IIS et brièvement introduit dans le hapitre 1) dans lequel les proessus aèdentà haque ronde à un nouvel objet snapshot immédiat. Les exéutions dans e modèleont l'avantage par rapport aux autres modèles fondés sur le alul par rondes d'êtrehautement struturées, simpli�ant leur analyse. De plus, dans le as de modèles pure-ment asynhrones, le modèle IIS et le modèle traditionnel à registres sont équivalents dupoint de vue de la alulabilité. La démonstration élégante du théorème de alulabilitéasynhrone de Borowsky et Gafni [24℄ repose sur e modèle.Contributions Nous montrons omment aratériser la synhronie apportée par lesdéteteurs introduits dans le hapitre préédent au travers d'une extension du modèle
IIS . Pour apturer la synhronie du modèle à registres équipé de déteteurs, nous onsi-dérons des restritions de e modèle.Plus préisément, nous présentons les résultats suivants. C désigne un déteteurappartenant à l'une des familles (Ωz)1≤z≤n, (3Sx)1≤x≤n ou (3ψy)0≤y≤n.1. Étant donné un déteteur C, nous dé�nissons un modèle IIS restreint qui luiorrespond. Ce modèle sera noté IRIS (PRC). Chaque exéution dans le modèle

IRIS (PRC) est une exéution valide dans le modèle IIS . Par ontre, l'inverse n'estpas néessairement vrai. Pour ela, nous ontraignons la spéi�ation du snapshotimmédiat. Le proédé est similaire à elui employé dans le paragraphe 2.3.2 duhapitre 2, où nous avons vu omment � embarquer � les propriétés du k-test&setdans un objet snapshot immédiat plus ontraint. La puissane o�erte par desobjets k-test&set se traduit par l'ajout de la propriété de simultanéité bornéedans la spéi�ation du snapshot immédiat. Ii, la puissane du déteteur C estapturée par une propriété PRC appropriée que l'on additionne à la spéi�ationdes objets snapshot immédiats.2. Nous montrons ensuite que la restrition IRIS (PRC) aratérise la synhronie dumodèle à registres équipé d'un déteteur C. Pour obtenir e résultat, nous pré-sentons dans un premier temps une série d'algorithmes qui simulent le modèle
IRIS (PRC) dans le modèle à registre muni d'un déteteur C. Réiproquement,nous montrons omment extraire un déteteur C dans le modèle IRIS (PRC). Unorollaire remarquable de es transformations est l'équivalene entre le modèleà registre équipé de C et le modèle itéré IRIS (PRC) assoié du point de vuede la alulabilité d'un sous ensemble des problèmes de déision. Plus préisé-ment, nous établissons que pour tout problème d'aord1, il existe une solution
(n − 1)-résiliente dans le modèle SMn,n−1[C] (2) si et seulement si il existe une1Un problème d'aord est un problème de déision dont la spéi�ation implique la propriétésuivante : tout proessus qui onnaît une déision légale d'un autre proessus peut loalement alulersa propre déision.2Rappelons que la notation SMn,n−1[C] désigne le modèle asynhrone à registres omposé de nproessus. Le nombre de défaillane est bornée par n−1 dans toute exéution (t = n−1). Les proessusont aès à un déteteur de défaillanes C.



Le modèle IIS 123solution dans le modèle assoié IRIS (PRC). La démonstration repose sur un algo-rithme qui simule tout algorithme érit pour le modèle SMn,n−1[C] dans le modèle
IRIS (PRC). La tehnique algorithmique étend la simulation développée dans [24℄.3. En�n, en appliation les résultats et les outils développés préédemment, nousprésentons de nouvelles preuves simples de l'impossibilité de résoudre le k-aordà l'aide de es déteteurs.Organisation du hapitre Le hapitre suit le plan suivant :� Le paragraphe 4.1 rappelle la dé�nition du modèle IIS et ses propriétés.� Les modèles restreints IRIS (PRΩz), IRIS (PR3Sx) et IRIS (PR3ψy) sont dé�-nis dans le paragraphe 4.2. Une série de transformations qui montrent pourhaque déteteur C ∈ {Ωz,3Sx,3ψ

y} omment simuler le modèle orrespondant
IRIS (PRC) est ensuite présentés.� Réiproquement, le paragraphe 4.3 ouvre les transformations inverses : il montreomment extraire un déteteur C dans le modèle IRIS (PRC).� Le paragraphe 4.4 étend la simulation développée dans [24, 23℄ pour établir l'équi-valene pour les problèmes d'aord entre les modèles IRIS (PRC) et SMn,n−1[C].� En�n, dans le paragraphe 4.5 nous appliquons les résultats préédents à l'étuded'une famille de déteteurs faibles qui ombinent les aratéristiques des déteteurs
3Sx et Ωz. Pour haque déteteur de ette famille, nous déterminons le plus petit
k pour lequel il existe une solution fondée sur e déteteur au problème du (n, k)-aord. La démonstration est relativement simple et repose uniquement sur desrédutions algorithmiques. Cei ontraste ave la seule démonstration onnue d'unrésultat similaire établi pour la famille (3Sx)1≤x≤n par Herlihy et Penso [71℄ quirepose sur des tehniques empruntées à la topologie algébrique.4.1 Le modèle IISDans e paragraphe, nous dérivons le modèle IIS ainsi que ertaines de ses pro-priétés. Nous ommençons par rappeler la spéi�ation des objets de base du modèle,à savoir les objets snapshot immédiat.Snapshot immédiat à usage unique Comme nous l'avons vu dans le paragraphe1.3, un objets snapshot immédiat (notés IS ) est une abstration de haut niveau qui fai-lite la oneption d'algorithmes. Un tel objet exporte une unique primitive write_snap()qui permet en une seule opération de modi�er et de lire le ontenu de l'objet. Plus pré-isément, lorsque pi invoque write_snap() sur un objet IS , il obtient en retour un snap-shot ou vue noté smi qui est l'ensemble des valeurs érites préédemment ou onur-remment par les autres proessus. Si l'on suppose que haque proessus pi invoque

IS .write_snap(i), alors les snapshots smi retournés satisfont olletivement les proprié-tés suivantes (f. dé�nition 1.4)� Auto inlusion : ∀i : i ∈ sm i ;� Comparaison : ∀i, j : (sm i ⊆ smj) ∨ (smj ⊆ sm i) ;



124 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanes� Immédiateté : ∀i, j : i ∈ smj ⇒ sm i ⊆ smj.Dans le modèle IIS , les objets snapshot immédiat sont à usage unique. Cei signi�e quehaque proessus ne peut qu'exéuter au plus une opération write_snap() sur haunde es objets.Le modèle snapshot immédiat itéré Dans le modèle Snapshot Immédiat Itéré(IIS ), les proessus ommuniquent exlusivement via des objets snapshot immédiat àusage unique (IS ). Le médium de ommuniation est omposé d'une in�nité d'objetssnapshot immédiats IS [1], IS [2], . . .. Une exéution dans e modèle se déroule par rondesasynhrones onséutives. A haque ronde, les proessus aèdent à un nouvel objetsnapshot immédiat, en suivant le motif suivant :
ri ← 0 ;loop forever ri ← ri + 1 ;loal omputations ; ompute vi ;

smi ← IS [ri ].write_snap(< i, vi >) ;loal omputationsend loop.Par rapport au modèle lassique dans lequel les proessus aèdent de façon répétée à unmême objet IS , les vues suessives obtenues par les proessus ont dans le modèle unestruture réursive régulière. Cette régularité est la base de l'élégante aratérisation desproblèmes de déision pour lesquels il existe une solution sans attente dans le modèleà registre présentée dans [24℄. Par exemple, les Figures 4.1 et 4.2 dérivent toutes lesvues possibles après respetivement une ronde et deux rondes.Il est parfois plus faile de se représenter les vues obtenues au ours d'une rondeomme un ertaine répartition des proessus sur les marhes de l'éhelle de BorowskyGafni (voir paragraphes 1.3.3 et 2.3.2). La �gure dérit la répartition des proessus dansles deux rondes qui orrespondent à l'exéution représentée par le triangle grisé dans laFigure 4.2.En�n, la Figure 4.4 présente un autre point vue sur ette exéution. Pour un obser-vateur extérieur, les opérations write_snap() semblent se dérouler instantanément. Il estpossible de positionner es instants sur un axe de temps ommun (plusieurs opérationssont plaées au même point � un objet snapshot immédiat est set-linéarisable [105℄).Ainsi, lors de la deuxième ronde, p1 exéute son opération tout seul et avant les deuxautres proessus. Il est ordonnané avant p2 et p3. Par ontre, les opérations de p2 et p3sont onurrentes et retournent le même snapshot. Cei est matérialisé dans la Figure4.4 par un seul point et par le plaement de es deux proessus sur la même marhedans la Figure 4.3.
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Le modèle IIS 1274.1.1 Notion de proessus orrets dans le modèles IISDans le modèle à registres ou muni d'objets snapshot aessibles de façon répétée, laommuniation entre deux proessus orrets est �able. Si le proessus orret pi érit
v en mémoire partagée et n'érase pas ensuite ette valeur, alors tout proessus orret
pj qui lit régulièrement la mémoire observera inélutablement v.Di�éremment, dans le modèle IIS , il est possible que pj n'observe jamais v, même si
pi e�etue une in�nité d'opérations write_snap(v). L'existene de e type d'exéutionsdéoule de la ontrainte imposée par le modèle sur l'usage des objets IS . Cette situationse produit par exemple lorsque ∀r : smr

j = {j} et smr
i = {i, j}, où smr

i et smr
j désignentrespetivement les vues obtenus par pi et pj au ours de la ronde r. Ainsi, bien que pie�etue une in�nité d'opérations d'ériture dans les objets partagés, il ne parvient pas àommuniquer ave pj. Nous pouvons dresser un parallèle ave le modèle de défaillanespar omission. Les défaillanes par omission modélisent la perte des messages par unefaute de l'expéditeur ou du destinataire. Un proessus est don suseptible d'exhiberdeux types de omportements déviants : la panne franhe et la défaillane par omission.Dans e dernier as, le proessus exéute orretement le ode qui lui a été assigné maisomet de reevoir des messages qui lui sont destinés ou d'émettre des informations qu'ilest supposé envoyer. Ainsi, étant donnée une exéution E dans e modèle de défaillanes,les proessus peuvent être divisés en trois ensembles disjoints :� Crash(E) : Les proessus qui s'arrêtent inopinément.� Omission(E) : Les proessus qui ne onnaissent pas de panne franhe mais quiomettent d'envoyer ertains de leurs messages.� Correct(E) : Les proessus qui ne défaillent pas (ni par panne franhe, ni paromission) .De façon similaire nous souhaitons dans le modèle IIS dé�nir l'ensemble des pro-essus orrets omme l'ensemble des proessus qui exéutent une in�nité d'opérationswrite_snap() et qui peuvent toujours ommuniquer entre eux.Pour dé�nir de façon préise et ensemble, nous introduisons les dé�nitions suivantes.Une exéution E dans le modèle IRIS (PRC) est omplètement dérite par la donnéede la suite (smr

i )(r∈N) pour haque proessus pi, où smr
i = {i1, . . . , ix} est l'ensembledes index des proessus dont les valeurs apparaissent dans le snapshot obtenu par pilors de la ronde r. Si pi exéute un nombre �ni d'opérations write_snap(), smi = ∅à partir d'un ertain rang. Ces proessus défaillent par panne franhe. Dans e quisuit, nous onsidérons uniquement les proessus qui exéutent une in�nité d'opérationswrite_snap() dans E. Soient deux proessus pi et pj . La relation pi s

→ pj traduit le faitque pi observe pj une in�nité de fois. Formellement,
pi

s
→ pj si et seulement si {r : j ∈ smr

i } est in�ni
s
→ est ré�exive ar on a toujours i ∈ smr

i . De même, puisque qu'à haque ronde r lesensembles smr
i sont ordonnées par inlusion, ∀pi, pj : pi

s
→ pj ∨ pj

s
→ pi. Nous notons

s
; la fermeture transitive de la relation s

→. L'ensemble des proessus obs(pi) observésdiretement ou indiretement par pi in�niment souvent est alors :
obs(pi) = {j : pi

s
; pj}
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∀pi : obs(pi) 6= ∅ ar s

→ est ré�exive. De plus, ∀pi, pj : obs(pi) ⊆ obs(pj) ∨ obs(pj) ⊆

obs(pi) ar ∀pi, pj : pi
s
→ pj ∨ pj

s
→ pi. Par onséquent, il existe un plus petit ensemble

obsmin pour l'inlusion. Cet ensemble aratérise l'ensemble des proessus orrets dans
E. En résumé :� Crash(E) : l'ensemble des proessus qui e�etuent un nombre �ni d'opérationswrite_snap() ;� Correct(E) : min⊆{obs(pi) : pi /∈ Crash(E)} ;� Omission(E) : {pi : pi /∈ (Crash(E) ∪Correct (E))}.La propriété suivante qui se déduit diretement des dé�nitions i-dessus sera utiliséedans la suite.Propriété 4.1 ∀pi ∈ Correct (E),∀pj /∈ Correct(E) : ∃r tel que ∀r′ ≥ r : j /∈ smr′

i .4.1.2 Identi�er les plus petits snapshots : get_smin()Pour un objet IS [r], les snapshots immédiats retournés smr
i sont ordonnés par in-lusion. Les données ontenues dans plus petit d'entre eux (noté sminr) sont observéespar tous les proessus. Un tel snapshot représente don le � savoir ommun � minimalde la ronde r. Plusieurs algorithmes développés dans la suite reposent sur la apaitéd'identi�er un tel savoir ommun. Plus généralement, pour un ensemble X ⊆ Π donné,on herhe à identi�er le plus petit snapshot parmi les snapshots retournés par l'objet

IS [r] pour les proessus appartenant à X. Ce plus petit snapshot est noté sminr|X , i.e.,
sminr|X = min

⊆
{smr

i : i ∈ X}A partir du seul snapshot smr
i obtenu lors de la ronde r, pi ne peut en général pasdéterminer sminr (le seul as dans lequel pi identi�e sminr est lorsque smr

i = {i}).Cependant, en olletant les snapshots obtenus par les autres proessus au ours des
n dernières rondes, pi est en mesure de déduire le plus petit snapshot sminρ assoié àl'une des n dernières rondes (n− r ≤ ρ < r).Ainsi, on se donne un suite de n + 1 objets IS onséutifs et un ensemble X ⊆ Π.Pour simpli�er, es objets sont numérotés de 1 à n + 1. Pour haque proessus pi, iappartenant à X, le but onsiste à identi�er l'un des plus petits snapshots retournéspar les appels IS [r].write_snap(), 1 ≤ r ≤ n des proessus de X.Dé�nition 4.1 (Spéi�ation de la primitive get_smin(X))Soit IS [r], . . . , IS [r + n] une suite de n + 1 objets snapshots immédiats onséutifs telsque les proessus invoquent suessivement write_snap() sur haun d'entre eux. Chaqueproessus pi doit produire en sortie un ensemble smin i tel que� i ∈ X ⇒ smini 6= ∅ et,� smini 6= ∅ ⇒ (∃ρ : r ≤ ρ ≤ r + n ∧ smin i = smin

ρ

|X).Autrement dit, la spéi�ation requiert que pour tout proessus pi, i ∈ X, sminiontienne un plus petit snapshot sminr|X � réent �, 'est à dire retourné lors d'uneronde à distane au plus δ ≤ n de la ronde orrespondant au dernier objet IS aédé.Deux proessus pi et pj qui invoquent get_smin(X) n'obtiennent pas néessairement lemême plus petit snapshot smin
ρ

|X
.



Le modèle IIS 129Algorithme Une implémentation de la primitive get_smin() est dérite dans la Fi-gure 4.5. Chaque proessus pi maintient deux variables loales hi et smin i. La variable
smin i est destinée à ontenir le snasphot renvoyé par pi omme résultat de l'appelget_smin(X).operation : get_smin(X)(01) hi[1 : n+ 1]← [∅, . . . , ∅] ; smini ← ∅ ;(02) for ℓ from 1 to n+ 1 do(03) smi ← IS [r + ℓ].write_snap(< i, hi >) ;(04) foreah m ∈ {1, . . . , ℓ− 1} do hi[m]←

⋃
{hj[m] :< j, hj >∈ smi} endfor ;(05) let ids(smi) = {j : ∃ < j,_ >∈ smi} ;(06) hi[ℓ]←< i, ids(sm i) >(07) endfor ;(08) for m from 1 to n do(09) if ∃sm s.t. ∀j ∈ sm ∩X :< j, sm >∈ hi[m] then smin i ← sm endif(10) endfor ;(11) return(smini)Fig. 4.5 � Déterminer un plus petit snapshot (ode pour pi)Le tableau loal hi représente la onnaissane de pi sur les snapshots retournés auxrondes r + 1, . . . , r + n + 1. Chaque entrée hi[m] ontient des éléments de la forme

< j, {id1, . . . , idx} > (lignes 05-06). Cei signi�e que lors de la ronde r+m, l'ensembledes index qui apparaissent dans le snapshot obtenu par pj est {id1, . . . , idx}.A haque tour de la première boule for (lignes 02-07), pi enrihit sa onnaissanesur les rondes passées en mettant à jour son histoire hi ave les histoires hj des proessus
pj qu'il observe dans smi (ligne 04). En�n, pour une ronde r, un snapshot s est le pluspetit snapshot retourné par les opérations IS [r].write_snap() des proessus de X si etseulement si ∀j ∈ s ∩X : s = smr

j , i.e., si pour tous les proessus de X dont l'identitéapparaît dans s le résultat de l'opération IS [r].write_snap() est s. Dans la seondeboule for (lignes 08-10), pi utilise ette aratérisation pour identi�er l'un des smin
ρ

|X ,
r + 1 ≤ ρ ≤ r + n.Le Lemme 4.1 montre que dans le modèle IIS , il su�t de n + 1 rondes pour unproessus pi, i ∈ X pour identi�er l'un des smin

ρ

|X , quelque soit le ardinal de X. Pluspréisément, e lemme montre que lorsque les ensembles smin |X ∩X sont inlus dansun même ensemble de ardinal k pendant k + 1 rondes, haque proessus appartenantà X est apable d'identi�er l'un d'entre eux à l'issue de es k + 1 rondes.La démonstration du Lemme 4.1 repose uniquement les propriétés du modèle IIS . Ilrestera don valide dans les restritions IRIS (PRC) introduites dans le paragraphe 4.2.Lemme 4.1 Soit r un numéro de ronde, X ⊆ Π et i ∈ X. smini dénote le résultat del'opération get_smin(X) pour le proessus pi. ∀1 ≤ k ≤ n :

∣
∣

⋃

(r+n+1)−k ≤ ρ ≤ r+n+1

smin
ρ

|X∩X
∣
∣ ≤ k ⇒ ∃ρ ∈ {(r+n+1)−k, . . . , r+n+1} : smin i = smin

ρ

|X



130 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesCette équation peut être reformulée de la façon suivante. Notons W (X, r) les iden-tités des proessus qui apparaissent à la fois dans X et dans sminr|X . Plus l'union deses ensembles sur plusieurs rondes onséutives est petite, moins le nombre de rondesnéessaire à l'identi�ation d'un plus petit snapshot est important. Par exemple, pre-nons X = Π et supposons que ∪W (r,X) = {1}. Considérons deux rondes onséutives
ρ et ρ+ 1. A l'issue de la ronde ρ+ 1, tous les proessus onnaissent l'histoire de p1 ar
∀i 6= 1 : sm

ρ+1
1 ( sm

ρ+1
i . Cette histoire indique que p1 a obtenu le plus petit snapshotde la ronde ρ ar |smρ
1| = 1.Démonstration Nous démontrons le lemme par réurrene. Soit HR(k) la propriétéénonée dans le lemme :

∣
∣

⋃

(r+n+1)−k ≤ ρ ≤ r+n+1

smin
ρ

|X∩X
∣
∣ ≤ k ⇒ ∃ρ ∈ {(r+n+1)−k, . . . , r+n+1} : smin i = smin

ρ

|X� HR(1). Il existe j tel que sminr+n|X ∩ X = sminr+1+n
|X ∩ X = {j}. A la �n de laronde r+ n, hj [n] = {< j, {j, idj1, . . . , idjα} >} ave idj1, . . . , idjα /∈ Xet pj érit

hj lors de la ronde r + n + 1. Lors de ette dernière ronde, smj ⊆ smi ar lavue de pj est la plus petite parmi les vues des proessus de X. Par onséquent,
< j, {j, idj1, . . . , idjα} >∈ hi[n] lorsque pi exéute la deuxième boule for, d'où
smini = sminr+n|X .� HR(k)⇒ HR(k + 1).� ∀j ∈ smin

(r+n+)−(k+1)
|X ∩ X : ∃ρ ∈ {(r + n + 1) − k, . . . , r + n + 1} tel que

j ∈ smin
ρ

|X . Autrement dit, haque identité j de la plus petite vue de la ronde
(r+n+1)−(k+1) apparaît à nouveau dans la plus petite vue d'une des rondes
(r+ n+ 1)− k, . . . , r+ n+ 1. Lors d'une telle ronde, pi observe l'histoire hj de
pj . pi améliore alors sa onnaissane des vues de la ronde (r+n+1)−(k+1) eninluant < j, sm

(r+n+1)−(k+1)
j > dans hi[(r+n+1)−(k+1)]. Par onséquent, àl'issue de la ronde r+n+1, hi[(r+n+1)−(k+1)] ontient < j, sm

(r+n+1)−(k+1)
j >pour haque j ∈ smin(r+n+1)−(k+1) ∩ X. Ainsi, pi identi�e la plus petite vue

smin
(r+n+1)−(k+1)
|X

de la ronde (r + n+ 1)− (k + 1).� Le deuxième as est la négation du as préédent. ∃j ∈ smin
(r+n+)−(k+1)
|X ∩Xtel que ∀ρ ∈ {(r + n + 1) − k, . . . , r + n + 1} : j /∈ smin

ρ

|X . Nous avons don
j /∈

⋃

(r+n+1)−(k) ≤ ρ ≤ r+n+1 smin
ρ

|X , d'où |⋃(r+n+1)−(k) ≤ ρ ≤ r+n+1 smin
ρ

|X ∩

X| ≤ k. Par onséquent, HR(k) s'applique.
2Lemme 4.14.2 Restrition du domaine de la lutte : IRIS (PRC)Dans e paragraphe, nous montrons omment dé�nir un modèle Snapshot Immé-diat Restreint Itéré (IRIS (PRC)) assoié aux déteteurs C appartenant aux familles
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(Ωz)1≤z≤n, (3Sx)1≤x≤n et (3ψy)0≤y≤n−1. Le modèle IRIS (PRC) est induit par l'en-semble des exéutions du modèle IIS qui satisfont une ertaine propriété PRC . Touses déteteurs sont � inélutables � : dans haque exéution leurs sorties véri�ent uneertaine propriété à partir d'un ertain temps. Cei implique que dans toute exéution�nie, toute sortie arbitraire est légale par rapport à la spéi�ation de es déteteurs,quelque soit le motif de défaillanes.Les propriétés PRC sont don dé�nies sur l'ensemble des exéutions in�nies du mo-dèle IIS . Elles sont de la forme : � dans haque exéution in�nie, il existe une ronde Rà partir de laquelle les snapshots retournés véri�ent une ertaine propriété P �. D'unautre point de vue, une ontrainte sur les snapshots retournés par les aès à un objet
IS peut être exprimée omme des ontraintes d'ordonnanement des proessus (i.e., uneontrainte sur la répartition des proessus sur les � marhes �, f. Figure 4.3).Pour illustrer l'approhe et essayer de donner l'intuition qui sous-tend les modèles
IRIS (PRC), onsidérons le déteteur Ω. Rappelons qu'un tel déteteur fournit à haqueproessus l'identité d'un leader tel que, à partir d'un ertain temps, tous les proessusperçoivent toujours la même identité, et ette identité est elle d'un proessus orret.Comment les proessus tirent pro�t de e déteteur pour résoudre ertaines tâhesde déision ? Typiquement, haque proessus attend de reevoir des informations enprovenane du proessus qu'il perçoit omme leader avant d'exéuter une phase devéri�ation.Ainsi, la propriété PRΩ doit assurer que dans haque exéution, il existe un proessus
pℓ et une ronde R à partir de laquelle haque snapshot immédiat smr

i (r ≥ R) ontient lavaleur érite par pℓ lors de ette ronde. Autrement dit, ∀r ≥ R,∀i : smr
ℓ ⊆ smr

i . Il s'avèrequ'il est possible à l'aide du déteteur Ω de ontraindre davantage les exéutions : lesexéutions qui satisfont la propriété PRΩ sont telles que ∃R,∃ℓ : ∀r ≥ R : smr
ℓ ⊂ smr

i .Autrement dit, dans haque exéution du modèle IRIS (PRΩ), il existe un proessus
pℓ et une ronde R à partir de laquelle le proessus pℓ est toujours ordonnané avantles autres proessus, i.e., à partir de ette ronde les opérations write_snap() de pℓ sontset-linéarisées seules et avant toute autre opération.Réiproquement, il est aisé d'implémenter un déteteur Ω dans le modèle IRIS (PRΩ) :lors de haque ronde, haque proessus pi érit son index i ; régulièrement, les proessusidenti�ent un plus petit snapshot réent (par exemple à l'aide de la primitive get_smin()présentée dans le paragraphe 4.1.2). A partir d'une ertaine ronde, haun de es snap-shots sera le même singleton {ℓ}. Les Figures 4.6, 4.7 et 4.8, illustrent omment le modèle
IRIS (PRΩ) induit une restrition du modèle IIS . Dans et exemple, la propriété PRΩest satisfaite à partir de la deuxième ronde pour le proessus p1. Les exéutions dumodèle IIS interdites par PRΩ sont grisées.4.2.1 Dé�nition des modèles IRIS(PRC)Nous notons restrited_w_snap() les opérations qui satisfont les propriétés d'autoinlusion, de omparaison et d'immédiateté (dé�nition 1.3.3) ainsi que la propriété addi-tionnelle PRC . Les spéi�ations des propriétés PRΩz , PR3Sx et PR3ψy supposent quelors de haque ronde, l'index i d'un proessus pi qui invoque restrited_w_snap() fait
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Leader =

Fig. 4.6 � IRIS (PRΩ), R = 2, pℓ = p1 : ronde 1
Leader =

Fig. 4.7 � IRIS (PRΩ), R = 2, pℓ = p1 : ronde 2
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Leader =

Fig. 4.8 � IRIS (PRΩ), R = 2, pℓ = p1 : ronde 3partie des données qu'il érit. Si d'autres valeurs qui dépendent de l'algorithme qui estexéuté dans le modèle IRIS (PRC) orrespondant sont aussi érites, elles sont ignoréesdans les spéi�ations qui suivent.
smr

j désignent le snapshot (parfois appelée vue) obtenu par le proessus pj ommeréponse à l'invoation IS [r].restrited_w_snap() (). Les propriétés PRC n'ont de sensque dans des exéutions in�nies : nous supposons don que haque proessus exéuteune in�nité de rondes (sauf s'il défaille). Par onvention, smr
j = ∅ si pj n'exéute pas laronde r, 'est à dire si pj tombe en panne avant d'invoquer IS [r].restrited_w_snap().

IRIS (PR3Sx) La propriété PR3Sx est dé�nie de la façon suivante (Q est un ensembled'identités de proessus) :
PR3Sx ≡ ∃Q, ℓ : |Q| ≥ x ∧ ℓ ∈ Q :

∃r : ∀r′ ≥ r : (smr′

ℓ 6= ∅) ∧
(
i ∈ Q \ {ℓ} ⇒ (smr′

i = ∅ ∨ smr′

ℓ ( smr′

i )
)Autrement dit, dans haque exéution de e modèle, il existe un ensemble Q d'au moins

x proessus et un proessus pℓ tels que, à partir d'une ertaine ronde haque vue desproessus de Q− {ℓ} ontient stritement la vue obtenue par le proessus pℓ. Du pointde vue ordonnanement (ou � répartition sur les marhes �) , pℓ est, à partir de etteronde toujours ordonnané avant les proessus de Q− {ℓ}.
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IRIS (PR3ψy) Rappelons que le nombre de proessus qui défaillent dans une exéu-tion est noté f . Un déteteur de défaillanes 3ψy donne une estimation du nombre deproessus orrets. Dans le modèle IIS , pi onsidère le proessus pj orret s'il apparaîtune in�nité de fois dans sa vue. C'est à dire qu'il existe une in�nité de rondes r telleque j ∈ smr

i . La propriété PR3ψy exprime ette idée de la façon suivante : pi obtientune in�nité de vues smi qui ontiennent tous les proessus orrets lorsque f > n − y.Lorsque le nombre de défaillanes ne dépasse pas le seuil n−y, pi obtient une in�nité devues smi qui ontiennent les identités d'au moins y proessus orrets. Formellement,
PR3ψy ≡ ∃r : ∀r′ ≥ r :

(
(i− 1 = r′ mod n) ∧ (smr′

i 6= ∅)
)
⇒ |smr′

i | ≥ n−max(n− 1− y, f)

IRIS (PRΩz) La spéi�ation de la propriété PRΩz est (L est un ensemble de d'identitésde proessus) :
PRΩz ≡ ∃L : |L| ≤ z

∃r : ∀r′ ≥ r : ∃i ∈ L : (smr′

i 6= ∅) ∧ (smr′

i ⊆ L)Ou, de manière équivalente (sminr est le plus petit snapshot retourné lors de la ronde
r) :

PRΩz ≡ ∃L : |L| ≤ z

∃r : ∀r′ ≥ r : sminr
′
⊆ LAutrement dit, il existe une ronde r et un ensemble de proessus L de ardinal au plus

z tel que à partir de la ronde r haque proessus observe toujours dans sa vue au moinsune identité d'un proessus appartenant à L. Cei implique qu'à haque ronde r′ ≥ r,le (ou les) proessus qui e�etue(nt) la (ou les) opérations set-linéarisée(s) en premierappartiennent toujours à L.4.2.2 Construtions de IRIS(PRC) dans le modèle lire/érireDans e paragraphe, nous présentons des onstrutions qui simulent les modèle
IRIS (PRC), C ∈ {3Sx,3ψy,Ωz]} dans le modèle à mémoire partagée équipé d'un dé-teteur de défaillane de la lasse C. Le nombre de proessus défaillants est arbitraire.Nous supposons seulement qu'il existe toujours au moins un proessus orret danstoute exéution (i.e., t = n− 1). La notation SMn,n−1[C] désigne e modèle.Les onstrutions implémentent l'opération IS [r].restrited_w_snap() où IS [1 . . . +
∞) dé�nit la séquene in�nie d'objets snapshot immédiat du modèle IRIS (PRC) quel'on souhaite onstruire. Chaune des opérations restrited_w_snap() doit respeterles propriétés d'auto-inlusion, de omparaison et d'immédiateté. De plus, la propriété
PRC doit être satisfaite dans toute suite in�nie d'opérations IS [1].restrited_w_snap(),
IS [2].restrited_w_snap(), . . .



Restrition du domaine de la lutte : IRIS (PRC) 135Objet snapshot immédiat observable Les onstrutions reposent sur l'utilisationd'objets snapshot immédiat observables notés R[1], R[2], . . . Un objet R[r] supporte deuxopérations write_snap() et snap(). Une invoation R[r].write_snap() retourne une vuequi satisfait les propriétés d'auto-inlusion, de omparaison et d'immédiateté. Les vuesretournées par les invoations R[r].snap() satisfont la propriété de omparaison. De plus,pour un objet R[r] donné, nous ontraignons le motif des aès : haque proessus a ledroit à au plus une invoation de la primitive write_snap() et et appel est la dernièreopération e�etuée par le proessus sur l'objet R[r]. Par ontre, le nombre d'appelssnap() n'est pas limité.init LEV EL[1..n]← [n + 1, . . . , n + 1] ;
V AL[1..n]← [⊥, . . . ,⊥] ;operation R[r].write_snap(vi)(1) V AL[i]← vi ;(2) repeat LEV EL[i]← LEV EL[i]− 1 ;(3) foreah j ∈ {1, . . . , n} do level i[j]← LEV EL[j] enddo ;(4) view i ← {j : level i[j] ≤ LEV EL[i]} ;(5) until (|view i| = LEV EL[i]) endrepeat ;(6) Si ← {(j, V AL[j]) : j ∈ viewi} ; return(Si)operation R[r].snap()(7) ℓi ← n + 1 ;(8) repeat ℓi ← ℓi − 1 ;(9) foreah j ∈ {1, . . . , n} do level i[j]← LEV EL[j] enddo ;(10) view i ← {j : level i[j] ≤ ℓi} ;(11) until (|view i|ℓi) endrepeat ;(12) Si ← {(j, V AL[j]) : j ∈ viewi} ; return(Si)Fig. 4.9 � Un objet snapshot immédiat � observable � (ode pour pi)Le ode de la Figure 4.9 implémente un objet R en mémoire partagée de façon sansattente. Le ode de l'opération write_snap() est l'algorithme de l'esalier de Borowskyet Gafni [22℄. Pour obtenir un snapshot, un proessus pi parourt en desendant lesniveaux jusqu'à trouver un niveau � plein �. Un niveau ℓ est plein si le ardinal del'ensemble des proessus situés sur les niveaux inférieurs ou égaux à ℓ est au moins égalà ℓ ('est à dire |{j : LEV EL[j] ≤ ℓ}| ≥ ℓ). Il est aisé de véri�er que les vues obtenues enréponse aux invoations snap() ou write_snap() sont ordonnées par inlusion. De même,puisque les opérations snap() ne modi�ent les registres, la orretion de l'algorithmeoriginel [22℄ implique les vues retournées par les opérations write_snap() satisfont ensus les propriété d'auto inlusion et d'immédiateté.Soit mi une vue obtenue par pi en réponse à un appel snap() et smi le snapshotretourné par l'appel write_snap(). La propriété suivante déoule diretement du ode.Propriété 4.2 j ∈ mi ⇒ smj ( smiForme générale des simulations Les onstrutions suivent le patron suivant :



136 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesoperation IS [r].restrited_w_snap(< i, vi >) :initialisationrepeat mi ← R[r].snap() ;alulsuntil P endrepeat ;
smi ← R[r].write_snap(< i, vi >) ;
return (smi)Les étapes � initialisation � et � aluls � à l'intérieur de la boule ainsi que leprédiat P dépendent du modèle IRIS (PRC) simulé et du déteteur C dont le modèle àmémoire partagée est équipé. La dernière opération qui a�ete la mémoire partagée esttoujours smi ← R[r].write_snap(< i, vi >). L'ensemble sm i produit est le résultat deette invoation. Ainsi, les propriétés d'auto-inlusion, de omparaison et d'immédiatetésont don satisfaites ar es ensembles vues sont obtenues par l'intermédiaire de l'objet

R[r] qui garantit es propriétés ('est à dire que smi est un snapshot immédiat valide).Pour haune des onstrutions qui suivent, nous devons don seulement démontrer quela propriété PRC est satisfaite ainsi que la vivaité de la onstrution : pour haqueproessus orret, le prédiat P est inélutablement satisfait.4.2.3 Simulation de IRIS(PR3Sx
) dans le modèle SMn,n−1[3Sx]Un algorithme qui simule les opérations du modèle IRIS (PR3Sx) est dérit dans laFigure 4.10. Nous onsidérons ii la version � représentant � de la dé�nition de 3Sx (voirla dé�nition 3.8, paragraphe 3.4 , page 105). Chaque proessus pi met régulièrement àjour deux variables loales mi et rpi. mi est la vue de pi de l'état de la mémoirepartagée tandis que rpi ontient le représentant ourant de pi indiqué par le déteteurde défaillanes. operation IS [r].restrited_w_snap(< i, vi >) :(1) repeat mi ← R[r].snap() ;(2) rpi ← repri(3) until (< rpi,− >∈ mi) ∨ (rpi = i) endrepeat ;(4) smi ← R[r].write_snap(< i, vi >) ;(5) return (smi)Fig. 4.10 � De SMn,n−1[3Sx] vers IRIS (PR3Sx) (ode pour pi)Proposition 4.1 L'algorithme de la Figure 4.10 simule le modèle IRIS (PR3Sx) dansle modèle SMn,n−1[3Sx].Démonstration Nous démontrons dans un premier temps que les opérations restrited_w_snap()terminent. Nous démontrons ensuite que la propriété PR3Sx est satisfaite. Les proprié-tés d'auto-inlusion, de omparaison et d'immédiateté déoulent du fait que la vueretournée smi est obtenue par l'intermédiaire d'un appel R[r].write_snap(< i, vi >).� Terminaison ∀r : pour un proessus orret, l'appel IS [r].restrited_w_snap(<

i, vi >) termine.



Restrition du domaine de la lutte : IRIS (PRC) 137La démonstration repose sur les deux observations suivantes qui déoulent immé-diatement du ode :1. Soit pi un proessus orret. Si au bout d'un ertain temps, on a toujoursrepri = i alors pi ne peut être bloqué indé�niment dans la boule repeat.2. Au ours d'une ronde r, s'il existe un proessus orret pi qui invoque
R[r].write_snap() alors tous les proessus orrets pj dont le représentantreprj est au bout d'un ertain temps toujours pi ne peuvent être bloquésindé�niment dans la boule repeat.Soit pi un proessus orret et r un numéro de ronde arbitraire. Par dé�nition dela lasse 3Sx, il existe un instant à partir duquel le représentant de pi ne hangeplus et est un proessus orret. Nous notons pℓ e représentant � �nal � de pi(éventuellement, ℓ = i). De plus, e représentant est tel que, au bout d'un ertaintemps, reprℓ = ℓ est toujours vrai.D'après la première observation i-dessus, toutes les opérations IS [1] .restrited_w_snap(),

IS [2] .restrited_w_snap(), . . ., IS [r] .restrited_w_snap() de pℓ terminent. Enpartiulier, pℓ érit dans l'objet partagé R[r]. Par onséquent, pi ne peut êtrebloqué indé�niment dans la boule repeat de la ronde r ar, au bout d'un er-tain temps tous les vues mi (retournées par les appels R[r].snap()) ontiennentl'identité ℓ du représentant de pi.� PR3SxD'après la spéi�ation de la lasse 3Sx il existe au bout d'un ertain temps unensemble de proessus Q de ardinal au moins x qui ont le même représentant.Les autres proessus /∈ Q ont pour représentant leur propre identité. Plus formel-lement, il existe un instant τ , un ensemble de proessus Q et un proessus orret
pℓ ∈ Q tels que :� |Q| ≥ x ;� Pour pi /∈ Q : ∀τ ′ ≥ τ : reprτ ′i = i ;� Pour pi ∈ Q : ∀τ ′ ≥ τ : reprτ ′i = ℓ.Soit r une ronde qui démarre après l'instant τ . C'est à dire que haque invoation
IS [r].restrited_w_snap() démarre à un instant plus grand que τ .Par dé�nition, pℓ est un proessus orret. Puisque nous avons montré que tous lesappels IS [r] .restrited_w_snap() e�etués par les proessus orrets terminent,
smr

ℓ 6= ∅. Soit pi ∈ Q−{ℓ} un proessus qui termine son appel IS [r] .restrited_w_snap().Cet appel démarre après l'instant τ . Don, lors de l'exéution de et appel, nousavons toujours rpi = ℓ. Ainsi, lorsque le prédiat de sortie de la boule repeatest satisfait, ℓ ∈ mi. De plus, d'après les propriétés de l'objet R[r], nous avons
smr

ℓ ⊆ mi ⊆ smr
i . De plus, i ∈ smr

i et i /∈ mi d'où smr
ℓ ( smr

i .
2Proposition 4.14.2.4 Simulation de IRIS(PR3ψy ) dans le modèle SMn,n−1[3ψ

y]La onstrution (Figure 4.11) s'inspire d'un algorithme de ℓ-exlusion mutuelle [2℄.Nous souhaitons que périodiquement haque proessus pi obtienne une vue |sm i| ≥



138 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanes
min(1 + y, n − f). Pour ela, nous assoions à haque ronde un ordre sur les identitésdes proessus. L'idée sous-jaente est d'autoriser haque proessus pi à érire lorsque lesproessus qui le préèdent dans l'ordre assoié à la ronde ourante ont préalablementérit. Ainsi, la vue sm obtenue par le proessus de rang le plus élevé ontient tous lesproessus orrets.Cependant, les proessus ne disposent pas d'un moyen �able de aluler exatementle nombre de proessus orrets qui les préèdent. Le déteteur de défaillanes de lalasse 3ψy fournit seulement une estimation du nombre de proessus défaillants. Cetteinformation su�t néanmoins pour aluler un minorant du nombre de proessus orret.Nous verrons dans la démonstration que, de ette façon, le proessus de plus haut rangalule une vue qui ontient au moins min(y + 1, n − f) proessus orrets.La fontion déterministe order(r) retourne une permutation πr des entiers 1, . . . , ntelle que πr(n) = i si (i−1) = r mod n. Soit µ la permutation miroir (µ : (a1, . . . , an)→
(an, . . . , a1)) et πc la permutation irulaire qui e�etue un déalage à droite (πc :
(a1, . . . , an)→ (an, a1 . . . , an−1)). Par exemple, πr peut être dé�nie ainsi : πr = µ.πr−1

c .Desription de l'algorithme et démonstration Lorsqu'il invoque IS [r].restrited_w_snap(),un proessus pi alule la séquene (sequencei) des identités des proessus assoiée à laronde r (ligne 1), et détermine l'ensemble (pred i) des proessus qui le préédent dansette séquene (ligne 2). Ensuite, pi entre dans une boule au ours de laquelle il alulel'ensemble seeni des proessus qui (1) ont érit dans l'objet R[r] et (2) le préèdentselon l'ordre sequencei (ligne 4). Il lit également l'estimation (nbci) du nombre de pro-essus défaillant fournie par le déteteur. Ces instrutions sont répétées jusqu'à e queles proessus de pred i perçus omme orrets aient érit dans R[r] (ligne 6). pi estime lenombre de es proessus à au moins (|pred i| −nbci). En�n, lorsque pi sort de la boule,il érit à son tour dans l'objet R[r] (ligne 7) et le snapshot immédiat retourné par etteopération est le résultat �nal de l'appel (ligne 8).operation IS [r].restrited_w_snap(< i, vi >) :(1) sequencei ← order(r) ;(2) pred i ← {j : j appears before i in sequencei} ;(3) repeat mi ← R[r].snap() ;(4) seeni ← mi ∩ pred i ;(5) nbci ← nb_i(6) until (|predi| − nbci ≤ |seeni|) endrepeat ;(7) smi ← R[r].write_snap(< i, vi >) ;(8) return (smi)Fig. 4.11 � De SMn,n−1[3ψ
y] vers IRIS (PR3ψy) (ode pour pi)Nous démontrons d'abord que les appels IS [r].restrited_w_snap() e�etués par lesproessus orrets terminent (Lemme 4.2). La proposition 4.1 établit la orretion de lasimulation. La démonstration donnée dans [39℄ onsidère le as plus général du modèle

SMn,t[3ψ
y].



Restrition du domaine de la lutte : IRIS (PRC) 139Lemme 4.2 ∀r,∀pi proessus orret : les appels IS [r].restrited_w_snap() de pi ter-minent.Démonstration Pour établir une ontradition, supposons qu'il existe des rondes auours desquelles des proessus orrets ne sortent jamais de la boule repeat. Soit rle plus petit numéro de ronde pour laquelle il existe un proessus bloqué. Nous no-tons B l'ensemble des proessus orrets bloqués dans la boule repeat de la ronde r.Ainsi, pour tout proessus pi ∈ B, le prédiat (|pred i| − nbci ≤ |seen i|) n'est jamaissatisfait. Parmi les proessus de B, soit ps le proessus de plus petit rang selon l'ordreorder(r). Dans e qui suit, nous montrons que l'invoation IS [r].restrited_w_snap() de
ps termine : une ontradition.Nous distinguons deux as en fontion du ardinal de pred s (f est le nombre deproessus défaillant dans l'exéution onsidérée).� |pred s| ≤ max(n− 1− y, f)D'après la propriété de onvergene inélutable de la lasse 3ψy, il existe uninstant τ à partir duquel nbcs = max(n− 1− y, f), d'où |pred s|−nbcs ≤ 0. Don,après τ , le prédiat de sortie de la boule est véri�é ar 0 ≥ |mi ∩ seeni| pour ps.� |pred s| > max(n− 1− y, f)Notons faulty(S) l'ensemble des proessus défaillants dans l'ensemble S. Nousavons |faulty(S)| ≤ |faulty({1, . . . , n})| = f ≤ max(n− 1− y, f).Notons α le nombre de proessus orrets dans l'ensemble pred s. Nous avons

α = |pred s| − |faulty(pred s)| ≥ |pred s| − max(n − 1 − y, f). Ces α proessusorrets ont un rang inférieur à ps dans l'ordre order(r). De plus, par dé�nition de
ps, tous les proessus orrets dont le rang est inférieur à elui de ps dans order(r)terminent leur appel IS [r].restrited_w_snap().Par onséquent, tous les proessus orrets de pred s érivent dans l'objet R[r].Il existe don un instant τ0 à partir duquel ms ontient les identités de touses proessus (ms est la vue des proessus qui ont érit dans l'objet R[r] etest régulièrement mise à jour par ps). D'autre part, la propriété de onvergeneinélutable de la lasse 3ψy assure l'existene d'un instant τ1 à partir duquel
nbcs = max(n−1−y, f). Don, après τ = max(τ0, τ1), |seens| = |ms∩pred s| ≥ αet α ≥ |pred s| − nbcs. Nous en onluons que ps sort de la boule repeat, d'où laterminaison de l'invoation IS [r].restrited_w_snap().

2Lemme 4.2Proposition 4.2 L'algorithme de la Figure 4.11 simule le modèle IRIS (PR3ψy) dansle modèle SMn,n−1[3ψ
y ].Démonstration Le Lemme 4.2 établit la terminaison des opération restrited_w_snap()par les proessus orrets. Ce qui suit montre que dans toute exéution in�nie, la pro-priété PR3ψy est satisfaite.Soit R une ronde telle que ∀r ≥ R,∀pi proessus orret : lors de l'exéution de

IS [r].restrited_w_snap() par pi, on a en permanene nbci = max(n− 1− y, f).



140 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesSoit r ≥ R un numéro de ronde qui satisfait (i − 1) = r mod n et nous supposonsque pi obtient smi en retour de l'appel IS [r].restrited_w_snap(). Nous montrons que
|smi| ≥ n−max(n− 1− y, f).1. Le rang de pi selon l'ordre order(r) est n, d'où |pred i| = n − 1 au ours deette ronde. Le prédiat de sortie est satisfait ar l'appel termine, d'où |seeni| ≥

|pred i| − nbci = (n− 1)−max(n− 1− y, f).2. Soit mi le dernier ensemble obtenu par pi (ligne 3). Puisque i /∈ mi et |pred i| =
n− 1, mi ∩ pred i = mi = seen i.3. Finalement, on sait que, grâe à l'objet R[r], mi ( smi (propriété 4.2).En ombinant les relations préédentes, nous obtenons |sm i| > |mi| = |seeni| ≥ (n −

1)−max(n− 1− y, f), d'où |smi| ≥ n−max(n− 1− y, f). 2Proposition 4.24.2.5 Simulation de IRIS(PRΩz) dans le modèle SMn,n−1[Ω
z]La onstrution est dérite dans la Figure 4.12. Pour satisfaire la propriété PRΩz ,l'algorithme repose sur l'idée simple suivante. Les proessus indiqués � leaders � par ledéteteur érivent les premiers. Les autres proessus ne sont autorisés à érire qu'à laondition d'observer une ériture d'un de es leaders.Plus préisément, lorsque pi invoque IS [r].restrited_w_snap(), il attend qu'un pro-essus ait érit dans l'objet R[r] ou que son identité apparaisse dans la sortie leaderidu déteteur de défaillanes. Lorsque qu'au moins l'une de es onditions est satisfaite,

pi érit dans l'objet R[r] en invoquant R[r].write_snap(). Le snapshot smi retourné parette opération est le résultat de l'invoation IS [r].restrited_w_snap().operation IS [r].restrited_w_snap(< i, vi >) :(1) repeat mi ← R[r].snap() ;(2) ld i ← leaderi(3) until (mi 6= ∅) ∨ (i ∈ ld i) endrepeat ;(4) smi ← R[r].write_snap(< i, vi >) ;(5) return (smi)Fig. 4.12 � De SMn,n−1[Ω
z] vers IRIS (PRΩz) (ode pour pi)Proposition 4.3 L'algorithme de la Figure 4.12 simule le modèle IRIS (PRΩz) dans lemodèle SMn,n−1[Ω

z].Démonstration La démonstration se divise en deux parties. La première partie montreque les opérations IS [r].restrited_w_snap() e�etuées par les proessus orrets ter-minent. La seonde partie établit que les vues (smr
i )i∈Π,r≥1 satisfont la propriété PRΩz .� Terminaison ∀r : pour un proessus orret, l'appel IS [r].restrited_w_snap(<

i, vi >) termine.Soit r une ronde arbitraire et pi un proessus orret. Nous supposons que tous lesproessus orrets invoquent IS [r].restrited_w_snap(). D'après la spéi�ation de



Constrution d'un déteteur de la lasse C dans le modèle IRIS (PRC) 141la lasse Ωz, il existe un instant à partir duquel la sortie leaderi du déteteurse stabilise et est la même pour haque proessus. Soit L la sortie stabilisée dudéteteur. Nous savons également que L ontient l'identité d'un proessus orret
px (il est possible que x = i).
px ne peut être indé�niment bloqué dans la boule repeat puisque, inélutable-ment la ondition (x ∈ leaderx) est toujours vraie. Par onséquent, px érit dansl'objet R[r]. À l'issue de ette ériture, toute opération R[r].snap() retourne unensemble mi non vide. Par onséquent, pi ne peut être bloqué indé�niment dansla boule repeat.� PRΩzSoit τ l'instant de stabilisation de la sortie du déteteur. Plus préisément, il existeun ensemble L qui ontient l'identité d'un proessus orret tel que ∀τ ′ ≥ τ,∀i :leaderτ ′i = L. Considérons une ronde r qui démarre après τ ('est à dire que tousles appels IS [r].restrited_w_snap() sont lanés après τ). Soit sminr le plus petitsnapshot immédiat retourné par les appels R[r].write_snap(). Nous montrons que
smr

m ⊆ L. Soit pi /∈ L. Lorsque pi sort de la boule repeat, mi 6= ∅. D'après lespropriétés de l'objet R[r], sminr ⊆ mi et mi ( smi. Or, i ∈ smr
i . Par onséquent,

i /∈ sminr.
2Proposition 4.34.3 Constrution d'un déteteur de la lasse C dans le mo-dèle IRIS (PRC)Nous avons vu dans la partie préédent omment simuler le modèle IRIS (PRC) dansle modèle standard à registres atomiques muni d'un déteteur C. Ce paragraphe étudiela transformation inverse : Étant donné le modèle IRIS (PRC), omment onstruire undéteteur de la lasse C ?4.3.1 3Sx dans le modèle IRIS(PR3Sx

)Une onstrution simple est dérite dans la Figure 4.13. L'ensemble trustedi est ré-gulièrement mis à jour ave sm i, où smi est le résultat du dernier appel restrited_w_snap().init ri ← 0 ; trustedi ← Π(1) repeat ri ← ri + 1 ;(2) smi ← IS [r].restrited_w_snap(i) ;(3) trustedi ← smi(4) until false endrepeatFig. 4.13 � 3Sx dans IRIS (PR3Sx) (ode for pi)Proposition 4.4 L'algorithme de la Figure 4.13 onstruit un déteteur de défaillanesde la lasse 3Sx dans le modèle IRIS (PR3Sx).



142 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesDémonstration Soit E une exéution in�nie arbitraire dans le modèle IRIS (PR3Sx).Nous devons établir qu'il existe un ensemble X et un proessus orret pℓ qui satisfontinélutablement les propriétés suivantes :1. |X| ≥ x et ∀pi ∈ X ∩ Correct(E) : ℓ ∈ trustedi ;De plus, à partir d'un ertain instant, l'ensemble trustedi pour un proessus orret
pi ne ontient plus que des identités de proessus orrets :2. ∀pi ∈ Correct(E) : trustedi ⊆ Correct(E).Soit R une ronde telle que :� La propriété PR3Sx est satisfaite ∀r ≥ R ;� ∀pi ∈ Correct (E),∀r ≥ R : smr

i ⊆ Correct(E).La propriété 4.1 relative à la notion de proessus orrets dans les modèles itérés et lefait que l'exéution se déroule dans le modèle IRIS (PR3Sx) assurent l'existene de R.D'où, après R, l'ensemble trustedi pour haque proessus orret pi est toujours unsous-ensemble des proessus orrets. La ondition 2 est véri�ée.Soient X (|X| ≥ x) et pℓ l'ensemble et le proessus de la propriété PR3Sx . Si Xinlut l'identité d'un proessus orret pi alors, par dé�nition de Correct (E), pℓ estaussi orret ar ℓ apparaît toujours dans les vues (smr
i )r≥R. De plus, d'après le ode,

ℓ ∈ trustedi après la ronde R. En�n, si X ne ontient que des proessus défaillants,n'importe quel proessus orret onvient pour le hoix de ℓ. En e�et, grâe à la propriétéd'auto-inlusion, on a toujours i ∈ trustedi. 2Proposition 4.44.3.2 3ψy dans le modèle IRIS(PR3ψy)L'algorithme dérit en Figure 4.14 implémente un déteteur de la lasse 3ψy dansle modèle IRIS (PR3ψy). Il partage la simpliité de l'algorithme préédent. pi utilisediretement la dernière vue obtenue smi pour mettre à jour la variable nb_i.init : ri ← 0 ; nb_i ← (n− 1− y)(1) repeat ri ← ri + 1 ;(2) smi ← IS [r].restrited_w_snap(i) ;(3) if (i− 1) = (ri mod n) then nb_i ← max(n− 1− y, n− |smi|) end if(4) until false endrepeatFig. 4.14 � 3ψy dans IRIS (PR3ψy )Il suit immédiatement du ode et de la propriété PR3ψy que nb_i onverge vers
max(n− 1− y, f).Proposition 4.5 L'algorithme de la Figure 4.14 onstruit un déteteur de défaillanesde la lasse 3ψy dans le modèle IRIS (PR3ψy ).



Caratérisation 143Remarque Nombre de proessus orrets.Soit E une exéution in�nie arbitraire. Dans la dé�nition de PR3ψy , f désigne le nombrede proessus qui tombent en panne, i.e., qui e�etuent un nombre �ni d'opérationsrestrited_w_snap(). On a vu que les proessus qui e�etuent une in�nité d'opérationsrestrited_w_snap() se répartissent en deux ensembles Omission(E) et Correct(E).Quel est le ardinal de l'ensemble Correct(E) ?Soit pi un proessus orret et r une ronde telle que� (i− 1) = r mod n ;� r ≥ R, la ronde à partir de laquelle la propriété PR3ψy est satisfaire ;� smr
i ⊆ Correct(E) (il existe une ronde R′ à partir de laquelle ei est toujoursvéri�é d'après la propriété 4.1).D'où |Correct (E)| ≥ |smr

i | ≥ min(y + 1, n − f).� n− f ≤ y+1. Dans e as, le nombre de proessus orrets est exatement n− f .� n − f > y + 1. On a alors n− f ≥ |Correct (E)| ≥ y + 1, d'où n − f − (y + 1) ≥
|Omission(E)| ≥ 0. Cei est ohérent ave la sortie du déteteur qui est uneestimation du nombre de proessus défaillant par panne franhe ou par omission.4.3.3 Ωz dans le modèle IRIS(PRΩz)Dans la dernière partie de e hapitre, nous étudions une lasse de déteteurs (notée

Ωz
x) qui généralise le déteteur Ωz de la même façon qu'un déteteur 3Sx généralise lalasse 3S. Plus préisément, un déteteur Ωz

x fournit à haque proessus un ensemblede leaders. Comme dans la spéi�ation de 3Sx, la portée de e déteteur est limitée :seuls les proessus appartenant à un ensemble Q de ardinal au moins x perçoivent aubout d'un ertain temps le même ensemble de leaders (paragraphe 4.5.2). Ainsi, lorsque
x = n, nous retrouvons la spéi�ation des déteteurs Ωz. Nous nous intéresserons à laalulabilité du k-aord dans les modèles asynhrones équipés d'un déteteur Ωz

x. Cetteétude nous onduira à dé�nir le modèle assoié IRIS (PRΩz
x
) ainsi qu'à onstruire uneextration de Ωz

x dans e modèle (algorithme 4.19). Il s'avère que les propriétés PRΩz
net PRΩz sont identiques. Don, s'il on hoisit n omme valeur du paramètre x, nousobtenons une onstrution d'un déteteur Ωz dans le modèle IRIS (PRΩz). Pour éviterde dupliquer le ode, nous renvoyons à l'extration générale présentée dans le paragraphe4.5.2.2. La proposition suivante se déduit de la orretion de et algorithme :Proposition 4.6 Il existe un algorithme qui onstruit un déteteur de défaillanes dela lasse Ωz dans le modèle IRIS (PRΩz).4.4 CaratérisationNous avons montré omment simuler le modèle IRIS (PRC) dans le modèle SMn,n−1[C].Étant donné un déteteur de défaillanes C ∈ {Ωz,3Sx,3ψ

y}, nous avons vu qu'il estpossible d'exprimer les propriétés de e déteteur omme une restrition des exéu-tions du modèle IIS . Réiproquement, nous avons montrer qu'à partir de la restrition
IRIS (PRC), il est possible d'extraire un déteteur de la lasse C.



144 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesQuelle sont les puissanes de alul relatives des deux modèles ? On souhaiteraitmontrer l'équivalene des deux modèles, 'est à dire un théorème de la forme : Étantdonné un problème de déision T , il existe une solution dans le modèle IRIS (PRC) siet seulement si il existe une solution dans SMn,n−1[C]. Pour répondre à ette question,nous herhons des simulations générales qui permettent de passer d'un modèle à l'autre,i.e.,1. Dans le modèle IRIS (PRC), nous savons simuler l'opération � lire la sortie dudéteteur � du modèle SMn,n−1[C]. Comment simuler les opérations lire/érire ?2. Inversement, nous avons vu qu'il est possible de simuler l'opération restrited_w_snap()du modèle IRIS (PRC) dans le modèle SMn,n−1[C]. Cependant, dans une telle si-mulation, les notions de proessus orrets dans les deux modèles ne oïnidentpas néessairement. Un proessus orret du point de vue du modèle SMn,n−1[C]peut être onsidéré défaillant par omission dans l'exéution IRIS (PRC) simulée.Cette partie traite des deux problèmes i-dessus. La setion 4.4.1 dérit une simulationdes opérations lire/érire dans le modèle IRIS (PRC). L'algorithme étend la simulationde Borowsky et Gafni [24, 23℄ (qui ne traite que de l'équivalene entre les modèles IISet SMn,n−1[∅]). Dans la setion 4.4.2, nous établissons que pour une lasse restreintede problèmes, les deux modèles ont la même puissane de alul.4.4.1 Simulation de SMn,n−1[C] dans IRIS(PRC)Dans SMn,n−1[C], l'exéution d'un algorithme onsiste, pour haque proessus, enune suite de aluls loaux et d'opérations de base du modèle :� Érire une valeur v en mémoire partagée : write(v) ;� Obtenir une vue de la mémoire partagée : snap() ;� Lire la sortie du déteteur sous-jaent : fd_query().Sans perte de généralités, nous supposons que la kième valeur érite par pi est l'entier
k [24℄. Ainsi, la vue de la mémoire partagée retournée par une opération snap() sera unveteur de n entiers.Le problème onsiste à onevoir dans le modèle IRIS (PRC) une opération simulate()qui prend en paramètre une opération à simuler op ∈ {snap(),write(), fd_query()} etretourne une valeur qui dépend du type de op. Dans une exéution admissible, lesproessus invoquent séquentiellement simulate(op). Il n'est pas permis d'e�etuer unnouvel appel à simulate(op) tant que l'appel préédent n'est pas terminé.La simulation est orrete si, dans toute exéution admissible, la spéi�ation sui-vante est satisfaite. Pour le proessus pi, nous notons si un veteur retourné par unappel simulate(snap()) et (fd1

i , fd
2
i , . . .) la suite des valeurs renvoyées par les appelssimulate(fd_query()).Dé�nition 4.2 (simulation de SMn,n−1[C] dans IRIS (PRC))Comparaison : ∀si, sj : si ≤ sj ∨ sj ≤ siAuto inlusion : ∀si : si[i] = k où k est le nombre d'appels simulate(write(v)) de piqui préèdent l'appel simulate(snap()) qui retourne si



Caratérisation 145Progrès : ∀s,∀j : s[j] ≥ k où k est le nombre d'appels simulate(write(v)) de pj quipréèdent l'appel simulate(snap()) qui retourne s.Terminaison : ∀pi proessus orret, tout appel simulate(op) e�etué par pi termineCohérene : L'ensemble des séquenes (fd1
i , fd

2
i , . . .)i∈Π satisfont onjointement lespropriétés de la lasse C.Notations� Pour un ensemble de veteurs vi ∈ Nn, V = {v1, . . . , vℓ}, maxcw(V ) désigne lemaximum entrée par entrée des veteurs de V . Formellement, M = maxcw(V ) siet seulement si ∀i ∈ {1, . . . , n} : M [i] = max{v1[i], . . . , vℓ[i]}.� De même, mincw(V ) désigne le minimum entrée par entrée des veteurs de V . For-mellement,m = mincw(V ) si et seulement si ∀i ∈ {1, . . . , n} :m[i] = max{v1[i], . . . , vℓ[i]}.� Nous dé�nissons une relation d'ordre partiel ≤ sur l'ensemble des veteurs de Nnomme suit v1 ≤ v2 si et seulement si ∀i ∈ {1, . . . , n} : v1[i] ≤ v2[i].Algorithme La Figure 4.15 dérit une implémentation de simulate(op). La tehniqueemployée est due à Borowsky et Gafni [23, 24℄. L'algorithme se déroule par phases. Unephase ρ omprend deux rondes 2ρ et 2ρ − 1 du modèle IRIS (PRC). L'algorithme sedivise fontionellement en deux parties :� Simuler write(v)/snap().Durant la phase ρ, le proessus pi aède suessivement aux objets IS [2ρ− 1] et

IS [2ρ]. pi maintient à jour deux veteurs de n entiers Ti (� try �) et Ci (� om-mit �). Ci représente un état validé de la mémoire partagée simulée, 'est à direque Ci peut sereinement être retourné par pi omme résultat de simulate(snap()).Autrement dit, lorsque Ci[j] = k pi sait que la kième ériture de pj est onnueou sera onnue de tous les proessus. Di�éremment, Ti représentent les érituresen ours mais qui ne sont pas enore néessairement validées. Lorsque pi débutela simulation de sa kième ériture, il inrémente l'entrée i du veteur Ti[i] (ligne1) pour annoner ette ériture. Si, à la �n d'une phase, Ci[j] < Ti[j] = k alors ilexiste des proessus qui n'ont pas onnaissane de la kième ériture de pj.Le omportement des proessus au ours d'une phase ρ peut se déomposer ommesuit. Le but de la première ronde est d'améliorer la onnaissane des proessus surles éritures en ours. Chaque proessus pi poste son veteur Ti (ligne 3) et alulele maximumMi entrée par entrée des veteurs T qui apparaissent dans le snapshotimmédiat obtenu (ligne 4). Lors de la deuxième ronde, les proessus herhent àidenti�er � la onnaissane ommune �, 'est à dire les éritures qui sont ou serontonnues de tous. pi poste (ligne 6) e qu'il appris lors de la première ronde (leveteurMi représente ette onnaissane). Par rapport au snapshot immédiat smiobtenu, le maximum entrées par entrées des veteursM ∈ sm i est la onnaissanemaximale observable par pi. En onséquene, Ti est mis à jour ave e maximum(ligne 7). Par ontre, le minimum entrée par entrée des M ∈ smi est ou seraonnu de tous. pi peut don onsidérer e minimum omme un snapshot validede la mémoire partagée simulée (ligne 8). En e�et, si dans le veteur minimum,



146 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesinit :Ci[1 : n]← [0, . . . , 0] ; Ti[1 : n]← [0, . . . , 0] ; ri ← 0 ;
fd_ds i ← fd_init()operation simulate(op)(1) if op = write() then Ti[i]← Ti[i] + 1 endif ;(2) repeat(3) smi ← IS [ri].restrited_w_snap(Ti, fd_ds i) ; ri ← ri + 1 ;(4) Mi ← maxcw{T : T ∈ smi} ;(5) < fd-outputi, fd_ds i >← fd_update({fd_ds : fd_ds i ∈ smi}) ;(6) smi ← IS [ri].restrited_w_snap(Mi, fd_ds i) ; ri ← ri + 1 ;(7) Ti ← maxcw{M : M ∈ smi} ;(8) Ci ← mincw{M : M ∈ smi} ;(9) < fd-outputi, fd_ds i >← fd_update({fd_ds : fd_ds i ∈ smi})(10) until (Ci[i] = Ti[i]) endrepeat ;(11) ase op = fd_query() then return(fd-outputi)(12) op = snap() then return(Ci)(13) op = write() then return()(14) endaseFig. 4.15 � Simulation de SMn,n−1[C] dans IRIS (PRC)l'entrée ℓ est égale à k alors, du fait de l'inlusion entre les snapshots immédiats

smj, tout veteur Tj est tel que Tj[ℓ] = k à l'issue de la phase ρ. Au plus tard lorsde la phase suivante, tout veteur Mj sera don tel que Mj [ℓ] ≥ k et par suite,
Cj[ℓ] ≥ k. En�n, pi termine la simulation en ours lorsque sa dernière ériture(représentée par la valeur de l'entrée Ti[i]) est selon lui validée (Ci[i] = Ti[i], ligne10). Nous verrons dans la démonstration que lors de haque phase au moins l'unedes éritures en ours est validée.� Extraire un déteteur de la lasse C.En parallèle à leur utilisation pour simuler les opérations write(v) ou snap(), lesobjet IS [r] servent de support à un algorithme A qui extrait un déteteur de lalasse C. Dans le modèle IRIS (PRC), la forme générique d'un tel algorithme estla suivante (voir par exemple les Figures 4.13 ou 4.14) :

fd_ds i ← fd_init() ; r ← 1repeat forever

smi ← IS [r].restrited_w_snap(fd_ds i) ; r ← r + 1 ;
< fd-outputi, fd_ds i >← fd_update({fd_ds : fd_ds i ∈ sm i})endrepeatLa struture de données fd_dsi ainsi que les fontions fd_update() et fd_init()dépendent de la lasse du déteteur extrait. A haque ronde, pi poste fd_ds i etalule (1) la nouvelle valeur de ette variable et (2) la nouvelle valeur de la sortiedu déteteur en fontion de e qu'il observe dans son snapshot immédiat smi. Dansla simulation générale, haque appel IS [r].restrited_w_snap() est utilisé pourmettre à jour fd_s i et fd_outputi onformément à l'algorithme d'extration

A. Le résultat d'une opération simulate(fd_query)() est simplement la dernière



Caratérisation 147valeur de fd_outputi.Démonstration Rappelons qu'une phase ρ s'étale sur deux rondes 2ρ − 1 et 2ρ etomprend les appels suesifs aux objets IS [2ρ − 1] et IS [2ρ]. V ρ
i désigne la valeurdu veteur V sur le proessus pi après modi�ation éventuelle lors de la phase ρ.Étant donnée une phase ρ, smin1 (respetivement smin2) désigne le plus snapshotimmédiat sm renvoyé par les appels IS [2ρ − 1].restrited_w_snap() (respetivement

IS [2ρ].restrited_w_snap()).Le lemme qui suit rassemble les propriétés élémentaires de l'algorithme onernantles relations d'ordre entre les veteurs Ci et Tj .Lemme 4.3 ∀i, j, ∀ρ phase :1. ∀ρ,∀i, j : (Cρi ≤ C
ρ
j ) ∨ (Cρj ≤ C

ρ
i )2. ∀ρ,∀i, j : Cρi ≤ T

ρ
j3. ∀ρ,∀i, j : Cρi ≤ C
ρ+1
jDémonstration Les preuves de es propriétés onsistent à examiner attentivement ledéroulement du ode.Démonstration de la propriété 1 A l'issue de la deuxième ronde la phase ρ, (sm i ⊆

smj) ∨ (smj ⊆ sm i). Supposons sans perte de généralités que sm i ⊆ smj . Il vient
Cρj = mincw{M : M ∈ smj} ≤ mincw{M : M ∈ smi} = Cρi .Démonstration de la propriété 2 D'après le texte du protoole (lignes 8-10) et le faitque les vues smi sont ordonnées par inlusion, il vient :1. Cρi ≤ mincw{M : M ∈ smin2} ;2. maxcw{M : M ∈ smin2} ≤ T ρj .Nous en déduisons que Cρi ≤ T ρj .Démonstration de la propriété 3 A l'issue de la phase ρ, les veteurs Cρi sont ordonnées(propriété 1). Soit Cρmax le plus grand d'entre eux. Nous avons� Cρi ≤ C

ρ
max ;� ∀k : Cρmax ≤ T

ρ
k (propriété 2) ;� Au début de la phase ρ+1, l'inrémentation éventuelle de Tk[k] (ligne 1) ne hangepas l'inégalité préédente ;� ∀k : maxcw{T : T ∈ smk} = Mρ+1

k (ligne 4) ;� mincw{M
ρ+1 : Mρ+1 ∈ smj} = Cρ+1

j .En suivant dans l'ordre les (in)égalités i dessus, il vient Cρi ≤ Cρ+1
j . 2Lemme 4.3Le lemme suivant établit que la simulation produit, du point de vue du résultatdes opérations simulées write()/snap(), une exéution valide dans le modèle mémoirepartagée. opx désigne une opération write() ou snap(). La valeur du veteur C au momentde la terminaison de la simulation de opx est noté sx. Si opx = snap(), sx est don lesnapshot de la mémoire partagée simulée retourné en résultat de simulate(snap()).



148 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesLemme 4.4 Pour une opération opx, x ∈ {1, 2} simulée par le proessus p(opx), soit sxla valeur du veteur C sur e proessus lorsque la simulation termine. En supposant quela simulation de opx démarre à la phase ρsx et termine à la phase ρex, nous avons :1. (s1 ≤ s2) ∨ (s2 ≤ s1) ;2. ρ1
e ≤ ρ

2
s ⇒ s1 ≤ s2 ;3. Si opx est la kième ériture simulée par pi alors sx[i] = k ;4. Si la simulation de la kième ériture de pj n'a pas ommené avant la phase ρxealors sx[j] < k.Démonstration� Les propriétés 1 et 2 déoulent immédiatement des points 1 et 3 du Lemme 4.3 ;� Propriété 3. Remarquons qu'à haque nouvelle invoation de simulate(write(v)),

pi inrémente Ti[i] (ligne 1) et qu'auun proessus 6= pi n'inrémente l'entrée i deson veteur T (Autrement dit, T ρj [i] ≥ α implique que pi a démarré la simulationde sa αième ériture lors d'une phase ≤ ρ). D'où sx[i] = Ci[i] = Ti[i] = k lorsquel'invoation simulate(opx) (ligne 10).� Propriété 4. Pour le proessus pi, Cρi [j] ≥ k implique que pj a démarré la simula-tion de sa kième ériture lors d'une phase ≤ ρ. Or la simulation de l'ériture derang k (si elle existe) démarre à une phase > ρxe . D'où sx[j] = Ci[x] < k lorsque
pi termine la simulation de opx.

2Lemme 4.4Cette partie de la démonstration s'intéresse à la vivaité de la simulation. Nousmontrons que haune des invoations simulate(op) e�etués par les proessus orretstermine (Lemme 4.5) tandis que les proessus défaillants ne peuvent simuler qu'unnombre �ni d'opérations write(v). En partiulier, un proessus défaillant pi par omissionne peut hanger l'état de la mémoire simulée qu'un nombre �ni de fois (Lemme 4.6). Cedernier lemme montre que l'état de la mémoire simulée et la sortie du déteteur extraitsont bien ohérents. Du point de vue du déteteur extrait, le proessus pi est défaillant :à partir d'un ertain temps, il ne doit plus agir de façon visible sur la mémoire partagéesimulée.Lemme 4.5 Soit simulate(op) une opération initiée par pi. Si pi est orret alors l'opé-ration termine.Démonstration Nous supposons d'abord que op ∈ {snap(), fd_query()}. Soit α le rangde la dernière ériture terminée par pi (α = 0 si pi n'a pas préédemment simuléd'éritures). A la �n de la simulation de ette ériture, Ci[i] = Ti[i] = α. Observonségalement que tant que pi n'a pas initié la simulation de l'ériture de rang (α + 1),
∀j : Mj[i] ≤ α,Ci[j] ≤ α et Tj [i] ≤ α (ligne 1). Par ailleurs, les suites (Cpi [i]) et (T ρi [i])sont roissantes.A l'issue de la phase à laquelle démarre la simulation de op, nous avons don d'aprèsles observations qui préèdent, Ci[i] = Ti[i] = α. Le prédiat de terminaison de la boulerepeat est satisfait et l'appel simulate(op) termine.



Caratérisation 149Considérons maintenant l'ériture de rang α de pi et supposons que ette ériturene termine pas. On sait qu'il existe une ronde à partir de laquelle pi observe dans
sm i uniquement des données postées par des proessus orrets (propriété 4.1). Don,à partir d'une ertaine phase ρ1, Tj ∈ sm i (ligne 4) ou Mj ∈ smi (ligne 6) implique
pj ∈ Correct .Nous montrons qu'à partir d'une ertaine phase ρ2, tous les veteurs Tj postés(ligne 4) par les proessus orrets sont tels que Tj [i] ≥ α. Remarquons d'abord que,puisque l'αième ériture de pi ne termine pas, à partir d'une ertaine phase Ti[i] ≥ α et
∀j : Tj [i] ≤ α (ligne 1 et seul pi peut introduire une nouvelle valeur dans l'entrée i desveteurs T ).Soient px et py deux proessus et ρ une phase telle que (1) Tx[i] = α au début deette phase et (2) py observe les données (Tx ou Mx) au ours de ρ. Alors, à l'issue de
ρ, Ty[i] = α. Nous notons P ette propriété.� Si py observe px lors de la première ronde de la phase ρ (Tx ∈ smy) alorsMρ

y [i] ≥ α(ligne 4). Par suite, T ρy [i] = α ar, lors de la deuxième ronde,My ∈ smy (propriétéd'auto-inlusion) , T ρy [i] est le maximum des M [i] ontenu dans smy (ligne 7) etles T [i] sont bornés par α.� Si py observe px lors de la deuxième ronde de la phase ρ (Mx ∈ smy) alors
α ≥ T ρy [i] ≥Mρ

x [i] (ligne 7). Par suite, T ρy [i] ≥ α ar, d'après le alul de Mx lorsde la première ronde, Mρ
x [i] ≥ Tx[i] ≥ α (ligne 4 et propriété d'auto-inlusion desvues sm).Soit maintenant un proessus orret pj. Par dé�nition, pj s

; pi, 'est à dire que pjobserve in�niment souvent diretement ou indiretement pi. Par onséquent il suit de lapropriété P qu'à partir d'une ertaine phase, Tj[i] = α. Cei est vrai pour tout proessusorret. Il existe don une phase ρ2 à partir de laquelle tous les proessus orrets pjsont tels que Tj[i] = α.Soit ρ > max(ρ1, ρ2). Déroulons le ode pour aluler la valeur de Ci[i] à l'issue deette phase. Les veteurs T ou M observés par pi sont érits par des proessus orrets(ρ > ρ1). Don Ci[i] = min{Mρ[i] : Mρ ∈ S} où S est un sous ensemble des proessusorrets. Or pour un proessus orret pj,Mρ
j [i] = α. En e�et, lors de la première ronde

smj ontient T ρ−1
j [i] = α et les T [i] sont bornés par α. Par onséquent Cρi [i] = α et leprédiat de sortie de la boule repeat est satisfait. La αième ériture de pi termine :ontradition. 2Lemme 4.5Lemme 4.6 Soit pi un proessus fautif. Le nombre d'opérations simulate(write(v)) om-plétées par pi est �ni.Démonstration Si pi est défaillant par panne franhe, il e�etue un nombre �ni d'appelssimulate(write(v)) et le lemme est trivialement vrai. Supposons que pi soit défaillant paromission et que le nombre d'opérations simulate(write(v)) menées à leur terme par pisoit non borné.D'après la notion de proessus orret dans IRIS (PRC), il existe une phase ρ0 àpartir de laquelle les proessus orrets n'observent pas pi. Plus préisément, ∀ρ >

ρ0,∀pj ∈ Correct , les ensembles smj alulés lors de la phase ρ ne ontiennent pas Ti



150 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesou Mi. Supposons que la αième ériture de pi démarre à la phase ρ1 > ρ0 ('est à direque pi exéute Ti[i]← α à la ligne 1 au début de ρ).Nous montrons que les proessus orrets n'apprennent jamais que pi essaie d'ef-fetuer sa αième ériture. Formellement, ∀ρ ≥ ρ1 : (∀pj ∈ Correct : T ρ−1
j [i] < α) ⇒

(∀pj ∈ Correct : T ρj [i] < α et Mρ
j [i] < α). Soit pj un proessus orret et ρ une phasequi satisfait le prémisse de l'impliation.� Mρ

j [i] = max{T ρ−1
x [i] : px ∈ S} où S est sous-ensemble de Correct . Cei vientdu ode (ligne 4) et du fait que pj n'observe que des proessus orrets lors de laphase ρ. Par onséquent, ∀pj ∈ Correct : Mρ

j [i] < α.� De même, T ρj [i] = max{Mρ
x [i] : px ∈ S} où S est sous-ensemble de Correct . D'où

∀pj ∈ Correct : T ρj [i] < α.Calulons maintenant la valeur de Cρi [i] pour ρ ≥ ρ1. Nous savons que Cρi [i] ≤
min{Mρ[i] : Mρ ∈ smin2} (ligne 8). Or après ρ0, la plus petite vue smin2 ne peutontenir que des veteurs M érits par des proessus orrets. Comme ρ0 < ρ1 ≤ ρ,nous en déduisons à l'aide de la propriété i-dessus que Cρi [i] < α = T ρi [i]. Cei estvrai pour toute phase ≥ ρ1. Par onséquent la αième ériture de pi ne termine pas.

2Lemme 4.6Proposition 4.7 Soient C une lasse de déteteurs de défaillanes et IRIS (PRC) unerestrition du modèle IIS . Supposons qu'il existe un algorithme E qui onstruise undéteteur de la lasse C dans IRIS (PRC). Soit T un problème de déision. S'il existeune solution à T dans le modèle SMn,n−1[C] alors il existe une solution à T dans lemodèle IRIS (PRC).Démonstration Soit A un algorithme qui résout T dans le modèle SMn,n−1[C]. Chaqueproessus pi e�etue le ode dérit par l'algorithme A en simulant les opérations write()/snap()ou onsultation du déteteur à l'aide de simulate(). Lorsque pi atteint le terme de A,il rentre dans une boule sans �n au ours de laquelle il invoque in�niment souventsimulate(fd_query()).Nous devons montrer que les vues suessives de la mémoire partagée simulée prennenten ompte les éritures e�etuées et sont ohérentes ave les valeurs suessives fourniespar le déteteur. Il faut par exemple s'assurer qu'un proessus défaillant ne n'érive pasaprès l'instant auquel il défaille. Dans le as ontraire, la sortie du déteteur et l'étatde la mémoire simulé ne serait pas ohérent. Pour montrer ela, nous avons besoin dedater les évènements de l'exéution simulée.Les évènements pertinents sont le début et la �n des opérations write(v), snap() etfd_query(). Pour une opération op, nous notons τ sop et τ eop les dates de début et de �n del'opération op. Un appel simulate(op) se déroule sur un ertain nombre de phase. τ sop et
τ eop sont dé�nies omme les numéros de phase auxquelles la simulation de op démarre ets'arrête respetivement (τ eop = +∞ si l'invoation de simulate(op) ne termine jamais).Muni de ette notion de date, nous pouvons maintenant dé�nir dans l'exéution simuléel'ensemble des proessus orret Correct rw et les instants des défaillanes des proessusfautifs.



Caratérisation 151� Correct rw est l'ensemble des proessus orrets (du point de vue de l'exéutiondans le modèle IRIS (PRC)).� Fautif rw est don l'ensemble des proessus qui défaillent par panne franhe oupar omission du point de vue de l'exéution dans le modèle IRIS (PRC). Quellessont les dates des défaillanes dans l'exéution simulée ?Soit ρc la plus petite phase à partir de laquelle les proessus orrets n'observentque des proessus orrets. Plus préisément, ∀r ≥ 2ρc − 1,∀pi ∈ Correct : j ∈
smr

i ⇒ pj ∈ Correct . La propriété 4.1 assure qu'une telle phase existe. Remar-quons que pour pi ∈ Correct , l'exéution IRIS (PRC) ourante est indistinguabled'une exéution dans laquelle tous les proessus pj /∈ Correct défaillent par pannefranhe juste avant le début de la phase ρc. Ainsi, l'instant τc des défaillanes dansl'exéution est la date ρc.Le Lemme 4.4 implique qu'il existe une linéarisation des opérations simulées write(v),snap() et fd_query() qui respete leurs dates de début et de �n. Dans une telle linéarisa-tion, haque snapshot est égal à ou plus grand que le snapshot qui le préède et ontient
∀j la dernière ériture de pj qui le préède. De plus, haque proessus pi ∈ Correct rwpossède une in�nité d'opérations.Pour terminer la démonstration, nous devons nous assurer que l'état de la mémoirepartagée (observé à travers le résultat d'invoations simulate(snap())) et les valeurs su-essives du déteteur sont ohérentes ave le motif des défaillanes. Il faut don montrerque (C1) haque proessus ∈ Fautif rw n'érit pas en mémoire partagée après la date τcà laquelle il défaille et (C2) les valeurs retournées par les appels simulate(fd_query())satisfont la spéi�ation de la lasse C pour le motif de défaillane dans lequel tous lesproessus fautifs défaillent à la date τc.Démonstration de C1 Soient pj ∈ Fautif rw et k = max{T ρc

i [j] : pi ∈ Correct rw}.Puisqu'auun proessus orret n'observe pj au ours de la phase ρc, l'ériture de rang
k de pj a démarré lors d'une phase ≤ ρc, 'est à dire avant le rash de pj.
∀ρ ≥ ρc,∀pi ∈ Correct rw : T ρi [j] ≤ k ar les proessus orrets observent unique-ment des proessus orrets à partir de la phase ρc. Soit s un le résultat d'une opérationsnap() qui termine à la date ρ ≥ ρc. Lorsque l'opération termine, s[j] = Cρx[j] où pxest le proessus qui e�etue l'opération. Notons smin2 le plus petit snapshot immédiatretourné lors de la deuxième phase de la ronde ρ. D'après le ode, Cρx ≤ mincw{M

ρ :
Mρ ∈ smin2}. Or lors de la phase ρ, les proessus orrets n'observent que des proessusorrets. D'où Mρ ∈ smin2 ⇒ ∃pi ∈ Correct rw tel que Mρ = Mρ

i . De plus notons que
Mρ
i = maxcw{T

ρ−1 : T ρ−1 ∈ S} ave S un sous ensemble des proessus orret. Il vient
s[j] ≤ k ar pour tout proessus orret, nous avons toujours T [j] ≤ k. Ainsi, pj nepeut érire après la date de sa défaillane. Fin de la démonstration de C1Démonstration de C2 Pour les proessus orrets, l'exéution IRIS (PRC) est indistin-guable d'une exéution dans laquelle les tous les proessus fautifs sont défaillants parpanne franhe au début de la phase ρc. Puisque l'extration E est orrete, les valeurssuessives retournées par les appels simulate(fd_query()) sont admissibles pour la spé-i�ation de C dans une exéution dans laquelle tous les proessus fautifs défaillent à la



152 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesdate ρc. Fin de la démonstration de C2 2Proposition 4.74.4.2 CaratérisationLa proposition 4.7 montre que tout problème de déision alulable dans le modèle
SMn,n−1[C] l'est aussi dans le modèle IRIS (PRC) à ondition que l'on dispose d'uneextration d'un déteteur de la lasse C dans le modèle IRIS (PRC).Réiproquement, supposons que l'on dispose d'un algorithme A qui résout une tâhequelonque T dans le modèle IRIS (PRC). Nous avons vu que pour C ∈ {Ωz,3Sx,3ψ

y},nous pouvons simuler les opérations restrited_w_snap() du modèle IRIS (PRC) dansle modèle SMn,n−1[C]. Cependant, l'analyse du omportement des proessus dans lesexéutions du modèle IRIS (PRC) montre que ertains proessus sont défaillants (dupoint de vue du modèle IRIS (PRC)) bien qu'ils e�etuent une in�nité d'opérationsrestrited_w_snap(). L'algorithme A ne mène pas néessairement es proessus à dé-ider. Néanmoins, les proessus qui défaillent par omission observe le déroulement del'exéution des proessus orrets. Ils peuvent don en déduire la déision de es pro-essus. Cette observation nous amène à onsidérer une lasse restreinte de problèmes :les problème de d'aord.Problème d'aord Un problème d'aord est une tâhe de déision dans laquelletout proessus peut aluler loalement sa déision à partir de la onnaissane de ladéision d'un autre proessus. Le onsensus, le (n, k)-aord ou le (n, k)-test&set sontpar exemple des problèmes d'aord. Le théorème qui suit établit que pour tout problèmed'aord, il existe une solution dans le modèle SMn,n−1[C] si et seulement il existe unesolution dans le modèle assoié IRIS (PRC).Théorème 4.1 Soit C une lasse de déteteur de défaillane et IRIS (PRC) une res-trition du modèle IIS tels qu'il existe une simulation S du modèle IRIS (PRC) dans
SMn,n−1[C] et une extration E d'un déteteur de la lasse C dans le modèle IRIS (PRC).Pour tout problème d'aord T , il existe un algorithme pour T dans SMn,n−1[C] si etseulement si il existe un algorithme qui résout T dans le modèle IRIS (PRC).Démonstration
⇒ Soit A un algorithme qui résout T dans le modèle IRIS (PRC). Pour résoudre T dansle modèle SMn,n−1[C], les proessus e�etue l'algorithme dérite dans la �gure idessous.Le r�le de la tâhe T1 est de aluler en simulant A via S une déision. Lorsque lasimulation de A termine, pi érit la déision obtenue en mémoire partagée. Dansla tâhe T2, pi observe les déisions éventuelles obtenues par les autres proessus.Si il existe j tel que DEC [j] 6= ⊥, alors pi est apable de aluler loalement unedéision valide ar T est un problème d'aord. Les proessus exéutent les tâhes

T1 et T2 en parallèle.L'algorithme A résout T dans le modèle IRIS (PRC) et la simulation S est réputéeorrete. Il existe don au moins un proessus orret qui déide en exéutant la



Appliations 153init DEC [1 : n]← [⊥, . . . ,⊥]
deci ← ⊥ % write one deision variableTask T 1 :simulate A with the simulation S ;
deci ← �nal deision output by the simualtion of A ;
DEC [i]← deciTask T 2 :repeat foreah j ∈ {1, . . . , n} do view i[j]← DEC [j] enddountil (∃j ∈ {1, . . . , n} : viewi[j] 6= ⊥) ;if deci = ⊥ then deci ← ompute loally a valid deision from viewi[j] 6= ⊥ endifFig. 4.16 � Résoudre T dans le modèle SMn,n−1[C]tâhe T1. Par onséquent, il existe inélutablement une entrée 6= ⊥ dans le tableaupartagé DEC . Ainsi, un proessus orret déide ou bien diretement en simulant
A ou alors en alulant loalement une déision valide à partir de la déision d'unautre proessus observée dans le tableau DEC .

⇐ Cette impliation est la proposition 4.7.
2Théorème 4.14.5 AppliationsPour illustrer l'intérêt de l'approhe développée dans les paragraphes préédents,nous présentons deux appliations. La première onsiste en un algorithme simple quirésout le (n, k)-aord dans le modèle IRIS (PRΩz) pour k ≥ z. La seonde est uneborne sur la alulabilité du (n, k)-aord dans le modèle à mémoire muni de déteteursà portée limitée.Il est onnu que les lasses 3S et Ω sont équivalentes [29℄. La lasse 3Sx géné-ralise la lasse 3Sx en a�aiblissant la propriété de préision : seul un sous ensembledes proessus doit faire on�ane à un même proessus orret. S'il l'on onsidère laversion représentant de la spéi�ation de ette lasse, un déteteur 3Sx peut être vuomme un déteteur Ω à portée limitée : dans un sous ensemble Q du système, tousles proessus possède le même représentant, 'est à dire le même leader. Ces obser-vations nous amènent à dé�nir la variante à portée limitée de la lasse Ωz que l'onnotera Ωz

x. De même qu'un déteteur Ωz, un déteteur Ωz
x fournit à haque proessusun ensemble d'identités. A partir d'un ertain temps, haun de es ensembles ontienttoujours l'identité d'au moins un proessus orret. Cependant, à la di�érene de Ωz,la propriété de leader ommun inélutable ne s'étend pas à tout le système mais estrestreinte à un sous ensemble du système, exatement omme dans la spéi�ation de

3Sx.Dans [71℄, Herlihy et Penso généralisent la lasse 3Sx en divisant les proessus en q



154 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesensembles disjoints X1, . . . ,Xq . Chaque sous ensemble Xi est vu omme un sous systèmemuni d'un déteteur 3Sx. Adoptant ette stratégie, nous dé�nissons de la même façonle déteteur � partionné � Ωz
x,q (paragraphe 4.5.2).Dans le modèle à mémoire partagée muni d'un déteteur Ωz

x,q, quel est le plus petit
k tel qu'il existe un algorithme qui résout le problème du (n, k)-aord ? Nous montronsqu'il existe une solution (n − 1)-résiliente si et seulement si k ≥ n − x + qz (théorème4.2). Par ontraste ave la démonstration d'un résultat similaire pour le déteteur 3Sxqui repose sur des outils issus de la topologie, la preuve proposée ii repose sur uneanalyse simple des exéutions du modèle assoié IRIS (PRΩz

x,q
).4.5.1 (n, z)-aord dans IRIS(PRΩz)Dans e paragraphe, nous présentons un algorithme pour résoudre le problème du(n, z)-aord dans le modèle IRIS (PRΩz). L'algorithme se divise en deux parties (z-adopt() et z-onverge(), f. Figure 4.17). Il ombine dans le modèle IRIS (PRΩz) lestehniques simples proposées dans [122℄ et [4℄. La première partie assure que les proes-sus orrets déident (vivaité) tandis que la seonde garantit la sûreté ('est à dire auplus z valeurs distintes sont déidées).init ri ← 1 ; esti ← vi ; deci ← ⊥ % write-one deision variableloop forever(1) esti ← z-adopt(esti, ri) ;(2) ri ← ri + (z + 1) ; % z-adopt() uses z + 1 onseutive IS objets %(3) < esti, commiti >← z-onverge(esti, ri) ;(4) ri ← ri + 2 ; % z-onverge() uses 2 onseutive IS objets %(5) if (commiti) ∧ (deci = ⊥) then deci ← esti end ifend loop Fig. 4.17 � (n, z)-aord dans IRIS (PRΩz)L'algorithme proède par phases suessives. A haque phase est assoiée un blode z+ 3 objets IS [r] onséutifs. Les z+ 1 premiers objets sont utilisés par z-adopt() etles deux autres par z-onverge(). Le but de l'appel à z-adopt() est de réduire le nombrede valeurs présentes initialement au début de la ronde à au plus z. Ensuite, en appelant

z-onverge(), les proessus véri�ent s'il est sûre de déider, 'est à dire si le nombre devaleurs enore présente dans l'exéution est inférieur ou é gale à z.L'algorithme z-adopt() Chaque invoation de l'opération z-adopt() prend en para-mètre une valeur v et retourne une valeur v′ telle qu'il existe une invoation z-adopt(v′).De plus, si les proessus exéutent une suite in�nie d'invoations, il existe un rang àpartir duquel les appels z-adopt() retournent au plus z valeurs distintes. Formellement,les valeurs de retournés par z-adopt() satisfont les propriétés suivantes :� Terminaison : Pour tout proessus orret, tout appel z-adopt() termine ;



Appliations 155� Validité : Si un proessus obtient v omme résultat de z-adopt(), il existe unproessus qui a invoqué z-adopt(v) ;� z-adoption : Soit (inv1, inv2, . . .) une suite in�nie d'appels à z-adopt(). Il existeun rang r dans ette séquene tel que tous les appels de rang r′ ≥ r retournentau plus z valeurs distintes.Comment implémenter ette spéi�ation dans le modèle IRIS (PRΩz) ? Nous savonsqu'il existe un ensemble L , |L| ≤ z et une ronde R à partir de laquelle tous les plus petitssnapshots retournés par les objets IS [r] (r ≥ R) sont ontenus dans L. D'autre partnous avons vue omment identi�er de tels snapshots minimaux (algorithme get_smin(),paragraphe 4.1.2). Ainsi, les proessus identi�ent un plus petit snapshot smin réenten exéutant une variante appropriée de l'algorithme get_smin() et hoisissent ensuiteune valeur arbitraire dans e snapshot qui est retourné en résultat de z-adopt(). Lorsquela propriété PRΩz est satisfaite, es snapshots sminr sont inlus dans un ensemble deardinal au plus z. Par onséquent, au plus z valeurs distints sont alors retournées.L'algorithme z-onverge() L'opération z-onverge(v) prend en paramètre une valeuret retourne un ouple < c, v > où c est un booléen et v une valeur. Dans la lignée de[122℄, nous dirons qu'un proessus ferre v si son appel retourne (< c, v >). Lorsque
c = true, nous dirons que e proessus pêhe v. Les valeurs retournées par les appels
z-onverge() satisfont la spéi�ation suivante [122℄ :� Terminaison : Tout appel z-onverge(v) par un proessus orret termine ;� Validité : Si un proessus ferre v alors il existe un proessus qui a invoqué z-onverge() ave v en paramètre ;� z-aord onvergeant : Si un proessus pêhe une valeur v alors au plus z valeursdistintes sont ferrées.� z-onvergene : Si le ardinal de l'ensemble des valeurs v passées en paramètre desappels z-onverge() est borné par z, tous les proessus qui terminent leur appelpêhent une valeur.L'algorithme dérit dans la Figure 4.18 traduit l'algorithme originel dans le mo-dèle IRIS (PRC). Nous renvoyons le leteur à [122℄ où la orretion de l'algorithme estdémontrée.operation z-onverge(vi)(1) esti ← vi ; oki ← false ;(2) si ← IS [r].restrited_w_snap(< i, esti >) ; ri ← ri + 1 ;(3) if ∣

∣{estj :< j, estj >∈ si}
∣
∣ ≤ k then oki ← true end if ;(4) ti ← IS [ri].restrited_w_snap(< i, esti, oki >) ;(5) ase ∀j :< j, estj , okj >∈ ti : okj then return(< esti, true >)(6) ∃j :< j, estj , okj >∈ ti : okj then return(< estj , false >)(7) ∀j :< j, estj , okj >∈ ti : ¬okj then return(< esti, false >)(8) end aseFig. 4.18 � z-onverge algorithm (ode for pi)



156 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanes4.5.2 Ωz par groupes : la lasse Ωz
x,qComme annoné en introdution de ette partie, nous étudions la puissane de aluladditionnelle que l'on obtient en équipant le modèle de base ave un déteteur de lalasse Ωz

x,q. Nous nous intéressons plus partiulièrement au (n, k)-aord. On souhaitearatériser en fontion des paramètres n, q, z et x quelle est la plus petite valeur de kpour laquelle il existe une solution au problème (n, k)-aord. Dans le as partiulier
z = 1, ette aratérisation est obtenue dans [71℄ pour le modèle MPn,t[Ω1

x,q] à l'aided'outils mathématiques puissants issus de la topologie algébrique. Par ontraste, l'étudedéveloppée ii repose uniquement sur des rédutions algorithmiques.4.5.2.1 La lasse Ωz
x,q et la restrition PRΩz

x,qLa famille {Ωz
x,q}1≤x≤n,1≤q≤n,1≤z≤n La lasse Ωz

x,q étend la notion de déteteur àportée limitée dans un système où les proessus sont regroupés en ensembles disjoints. Ilexiste q groupes disjoints notés X1, . . . ,Xq tels que |⋃1≤i≤qXi| ≥ q. On note xi = |Xi|et X =
⋃

1≤i≤qXi l'union des Xi. Dans haque groupe Xi, il existe un ensemble deleaders Li. A partir d'un ertain temps, tous les proessus de Xi font on�ane aumême ensemble de leaders Li ⊆ Xi. Autrement dit, il existe un déteteur de la lasse
Ωz dans haque groupe Xi.Plus préisément, un déteteur de la lasse Ωz

x,q ontr�le sur haque proessus pi unevariable leaderi qui ontient un ensemble d'identités de proessus. A un instant donné,l'ensemble {pj : j ∈ leaderi} onstitue l'ensemble des leaders de pi. Un déteteur estdans la lasse Ωz
x,q si il satisfait les ontraintes suivantes :

∃X1, . . . ,Xq : (∀α, β : Xα ∩Xβ = ∅) ∧ (x ≤ |X1 ∪ . . . ∪Xq|),

∃L1, . . . , Lq : ∀α : (1 ≤ |Lα| ≤ z) ∧ (Lα ⊆ Xα),

∃τ tels que : ∀τ ′ : τ ≤ τ ′,∀i ∈ Π,∀α : 1 ≤ α ≤ q

(1) (Xα ∩ Correct 6= ∅)⇒ (Lα ∩ Correct 6= ∅)

(2) i ∈ Xα ⇒ leaderτ ′i = Lα

(3) i /∈ Xα ⇒ leaderτ ′i = {i}Lorsque q = 1 (un seul groupe), x = n (le déteteur porte sur tout le système), nousretrouvons la dé�nition de la lasse Ωz. De même, lorsque q = 1 et z = 1, la lasse Ω1
x,1se réduit à la lasse 3Sx. En e�et, la spéi�ation i-dessus devient :

∃X : x ≤ |X|, ∃ℓ ∈ Π : ℓ ∈ X,

∃τ tels que : ∀τ ′ : τ ≤ τ ′,∀i ∈ Π

(1) (X ∩Correct 6= ∅)⇒ (ℓ ∈ Correct)

(2) i ∈ X ⇒ leaderτ ′i = ℓ

(3) i /∈ Xα ⇒ leaderτ ′i = {i}e qui orrespond bien à la dé�nition version représentant de la lasse 3Sx.



Appliations 157La restrition PRΩz
x,q

La propriété PRΩz
x,q

est semblable à la propriété PRΩz . PRΩzrequiert qu'à partir d'une ertain ronde R, le plus petit snapshot retourné est toujoursontenu dans le même ensemble L de ardinal au plus z. Nous souhaitons dé�nir de façonsimilaire la restrition du modèle IIS assoiée à la lasse Ωz
x,q. Pour ela, étant donnéun groupe Xα, nous onsidérons pour haque ronde r le plus petit snapshot sminr|Xαobtenu par les proessus de e groupe. � Le plus petit snapshot est toujours inlusdans un même ensemble � devient � les identités de X qui apparaissent dans sminr|Xαappartiennent toujours au même ensemble Lα. Plus préisément, ∃Lα : |Lα| ≤ z,∃Rtels que ∀r ≥ R : sminr(Xα) ∩ Xα ⊆ Lα. De façon équivalente, il existe pour haqueronde r ≥ R au moins un proessus pi, i ∈ Xα qui obtient un snapshot immédiat smr

idont l'intersetion ave Xα est inluse dans Lα. Cei n'est évidement requis qu'à laondition qu'au moins un proessus appartenant à Xα invoque restrited_w_snap() surl'objet IS [r]. La dé�nition suivante formalise la restrition PRΩz
x,q

:
PRΩz

x,q
≡ ∃X1, . . . ,Xq : (∀α, β : Xα ∩Xβ = ∅) ∧ (x ≤ |X1 ∪ . . . ∪Xq|),

∃L1, . . . , Lq : ∀i : (|Lα| ≤ z) ∧ (Lα ⊆ Xα),

∃R tels que ∀r : R ≤ r,∀α : 1 ≤ α ≤ q

(∃i ∈ Xα : smr
i 6= ∅)⇒

(
∃j(r) ∈ Xα : (smr

j(r) ∩Xα) ⊆ Lα
)Il est aisé de véri�er que pour x = n et q = 1, PRΩz

x,q
devient PRΩz . De même, lorsque

q = 1 et z = 1, on retrouve la restrition PR3Sx .4.5.2.2 SMn,n−1[Ω
z
x,q] vs. IRIS (PRΩz

x,q
)Constrution de IRIS (PRΩz

x,q
) dans SMn,n−1[Ω

z
x,q] La onstrution ne présentepas de di�ultés partiulières. L'algorithme dérit dans la Figure 4.19 est quasimentidentique à elui utilisé pour simuler le modèle IRIS (PR3Sx) dans SMn,n−1[3Sx] (voirFigure 4.10). Le prédiat de la ligne 3 autorise un proessus pi à érire dans l'objet R[r]lorsque l'une des deux onditions suivantes est satisfaite :� i est l'une des identités des proessus que pi onsidère omme leaders (i.e., i ∈leaderi) ;� Parmi les proessus onsidérés omme leaders par pi, il existe un proessus qui apréédemment érit dans l'objet R[r] (i.e., mi ∩ leaderi 6= ∅).La terminaison des appels IS [r].restrited_w_snap() repose sue le fait que les ensemblesleaderi ontiennent toujours au bout d'un ertain temps l'identité d'un proessusorret. D'autre part, dans haque groupe Xα, les proessus � leaders � sont à partird'une ertaine ronde toujours les premiers à érire dans l'objet R[r].Lemme 4.7 L'algorithme dérit dans la Figure 4.19 simule le modèle IRIS (PRΩz

x,q
)dans le modèle SMn,n−1[Ω

z
x,q].Démonstration La onstrution suit le patron présenté au début du hapitre. Il su�tdon de montrer que les appels IS [r].restrited_w_snap() terminent et que la propriété

PRΩz
x,q

est satisfaite dans toute exéution in�nie.



158 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesoperation IS [r].restrited_w_snap(< i, vi >) :(1) repeat mi ← R[r].snap() ;(2) ld i ← leaderi(3) until ({j :< j,− >∈ mi} ∩ ld i 6= ∅) ∨ (i ∈ ld i) endrepeat ;(4) smi ← R[r].write_snap(< i, vi >) ;(5) return (smi)Fig. 4.19 � De SMn,n−1[Ω
z
x,q] vers IRIS (PRΩz

x,q
) (ode pour pi)La démonstration de la terminaison est semblable à la démonstration de la termi-naison de la onstrution 4.10. Elle repose sur les deux faits suivants :1. Soit pi un proessus orret tel que, à partir d'un ertain temps, on a toujours

i ∈ leaderi. Le prédiat i ∈ ld i est don à partir d'un ertain temps toujoursvéri�é. ∀r, pi ne peut être bloqué indé�niment dans la boule repeat.2. Soit pj un proessus orret. Par dé�nition de la lasse Ωz
x,q, il existe un proessusorret pℓ et instant à partir duquel on a toujours ℓ ∈ leaderj et ℓ ∈ leaderℓ.Soient X1, . . . ,Xq les groupes et L1, . . . , Lq les ensembles de � leaders � qui, dansl'exéution in�nie onsidérée, satisfont la dé�nition de la lasse Ωz
x,q. Nous montrons que

PRΩz
x,q

est satisfaite pour es ensembles à partir d'une ertaine ronde R. Pour haquegroupe Xα, la sortie du déteteur sous-jaent ne hange plus à partir d'un ertain τ etest alors toujours égale à Lα. Soit R la première ronde qui démarre après τ .Nous onsidérons une ronde r ≥ R et un groupe Xα tel qu'il existe i ∈ Xα : smr
i 6= ∅.Parmi les snapshots immédiats smr retournés par les proessus appartenant à Xα, nousnotons sminr|Xα

le plus petit. Il faut montrer que sminr|Xα
∩Xα ⊆ Lα.Soit pj tel que j ∈ Xα et j /∈ Lα. Lorsque pj sort de la boule repeat, ld j = Lα etdon seule la seonde lause du prédiat de la ligne 3 est satisfaite, 'est à diremj∩ld j =

mj ∩Lα 6= ∅. Nous en déduisons que d'après les propriétés de l'objet R[r] (prop. 4.2) ilexiste k ∈ Lα, k 6= j tel que smr
k ( smr

j . D'où j ∈ Xα − Lα ⇒ j /∈ sminr(Xα), 'est àdire sminr|Xα
∩Xα ⊆ Lα. 2Lemme 4.7Extration de Ωz

x,q dans IRIS (PRΩz
x,q

) La onstrution dérite dans la Figure 4.21repose sur le � prinipe de la roue � introduit dans le hapitre 3, paragraphe 3.4.Une on�guration s dérit un état possible du déteteur de la lasse Ωz
x,q en spéi-�ant la répartition des proessus en groupes X1, . . . ,Xq ainsi que les ensembles leaders

L1, . . . , Lq assoiés. Dans une on�guration s =
(
(X1, L1), . . . , (Xq, Lq)

) valide, les Xαsont deux à deux disjoints et le ardinal de leur union est égal ou supérieur à x. Chaqueouple (Xα, Lα) est telle que Lα ⊆ Xα et 1 ≤ |Lα| ≤ z. La sortie leaderi du déte-teur se déduit de la façon suivante : (1) leaderi = Lα si ∃α tel que i ∈ Xα et (2)leaderi = {i} sinon. Le problème onsiste à identi�er une on�guration orrete, 'està dire telle que ∀α : (Xα ∩ Correct 6= ∅)⇒ (Lα ∩ Correct 6= ∅).



Appliations 159Soit don S une séquene qui ontient toutes les on�gurations valides possibles.Nous notons nb_S le nombre d'éléments de S. Ces éléments sont indexés entre 0 et
nb_S − 1. S[k] désigne le kième élément de la séquene. La séquene S est vue ommeun anneau logique. Les proessus se déplaent dans le même sens sur l'anneau. Laposition de haque proessus pi sur l'anneau orrespond à une on�guration de S. Ledéplaement de pi est régi par les deux règles suivantes :1. pi détete que la on�guration qui orrespond à sa position ourante n'est pasorrete. Il avane alors d'une position sur l'anneau, 'est à dire qu'il examine laon�guration suivante.2. pi observe un autre proessus pj qui le préède sur l'anneau (i.e., pj est situédevant lui sur l'anneau ou a e�etué plus de tours que pi). pi rattrape alors pj,i.e., la nouvelle position de pi est elle de pj.L'algorithme doit onverger vers une position orret. C'est à dire que les proessusarrêtent au bout d'un ertain temps leur ourse sur l'anneau et stoppent à la mêmeposition qui orrespond à une on�guration orrete. Le shéma algorithmique de la� roue � néessite les deux abstrations suivantes pour fontionner orretement.� Communiation �able entre proessus orrets : try_ommit()Pour garantir que les proessus orrets s'arrêtent sur la même position, tout dé-plaement d'un proessus orret doit être onnu des autres proessus. La simu-lation générale (paragraphe 4.4.1, Figure 4.15) émule les primitives write()/snap()dans le modèle IRIS (PRC). La partie du ode orrespondante est fatorisée dansla Figure 4.20.La position des proessus peut être représentée sous la forme d'un veteur V .

V [i] = α.nb_S+β signi�e que pi a e�etué α tours de l'anneau et est maintenantà la position β, 'est à dire qu'il examine la on�guration s = S[β]. pi maintientà jour deux veteurs Ci et Ti en appelant try_ommit(Ci, Ti). Lorsque pi souhaiteannoner sa nouvelle position α, il exéute Ti[i] ← α. Cette position est onnuede tous lorsque Ci[i] = α. Ainsi, les veteurs C représente les positions respetivesdes proessus onnues de tous, tandis que le veteur Ti est l'estimation de pi despositions ourantes des autres proessus.� Déteter les on�gurations orrets : get_smin()Le méanisme de détetion s'appuie sur la propriété PRΩz
x,q
. Une on�guration sspéi�e pour pi un ensemble Xi et Li. pi essaie d'identi�er à l'aide de get_smin()le plus petit snapshots smini parmi les snapshots obtenus par les proessus de

Xi pour un objet IS [r]. Si smini 6= ∅ et smin i ∩Xi ⊆ Li alors s est du point devue de pi une on�guration orrete. Ce méanisme simple garantit que (1) touton�guration inorrete est inélutablement détetée par au moins un proessusorret et (2) lorsque la propriété PRΩz
x,q

est satisfaite, il existe au moins uneon�guration orrete qui n'est jamais onsidérée omme inorrete.Émulation de write()/snap() dans IRIS (PRΩz
x,q

) L'algorithme dérit dans la Figure4.20 reprend le ode de l'émulation de la paire d'opération write()/snap() de la simulationgénérale. La simulation maintient à jour sur haque proessus pi deux veteurs Ci et Ti.
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Ci ontient à tout instant un snapshot valide de la mémoire simulée. Lorsque write(v)
pi souhaite mettre à jour la mémoire, il modi�e en l'inrémentant l'entrée i du veteur
Ti. operation try_ommit(Ci, Ti)(1) sm i ← IS [ri].restrited_w_snap(Ti) ; ri ← ri + 1 ;(2) Mi ← maxcw{T : T ∈ smi} ;(3) sm i ← IS [ri].restrited_w_snap(Mi) ; ri ← ri + 1 ;(4) Ti ← maxcw{M : M ∈ sm i} ;(5) Ci ← mincw{M : M ∈ smi} ;(6) return(Ci, Ti)Fig. 4.20 � try_ommit(), ode pour pitry_ommit() prend en paramètre deux veteurs d'entiers C et T . Le veteur Cest aessible en leture seule. Seule l'entrée i du veteur Ti est modi�able. La seulemodi�ation autorisée est le hangement de la valeur ourante par un entier plus grand.
pi e�etue une telle modi�ation lorsqu'il souhaite érire une nouvelle valeur dans lamémoire partagée.Nous onsidérons une exéution dans laquelle haque proessus pi qui ne subit pasde rash e�etue une suite in�nie d'appel try_ommit(Ci, Ti). Nous notons Cρi et T ρi lesveteurs retournés par le ρième appel try_ommit(Ci, Ti) de pi. Les propriétés énonéeset démontrées dans la preuve de la simulation générale (Lemmes 4.3, 4.5 et 4.6) de laprimitive sont résumées dans la dé�nition suivante.Dé�nition 4.3 (Spéi�ation de try_ommit())1. ∀ρ, ρ′,∀i, j : (Cρi ≤ C

ρ′

i ) ∨ (Cρ
′

j ≤ C
ρ
i )2. Soit pi un proessus orret. Si pi e�etue un appel try_ommit(Ci, Ti) tel que

Ti[i] = α alors (∃ρ′ : ∀ρ ≥ ρ′,∀j : Cρ
′

j [i] ≥ α)3. ∀ try_ommit(Ci, Ti) appel e�etué par pi : Ti[i] ≤ α alors ∀j,∀ρ : Cj[i] ≤ α.Implémentation d'un déteteur de la lasse Ωz
x,q dans le modèle IRIS (PRΩz

x,q
)L'algorithme (Figure 4.21) onsiste en une boule in�nie. Dans le orps de la boule, pilit la plus grande position atteinte par les proessus (ligne 02). Cette position dé�nitla on�guration si qui va être examinée par pi (ligne 03) ainsi que la valeur ourantede la sortie du déteteur (lignes 04-06). Ensuite, pi véri�e si sa on�guration ouranteest orrete en identi�ant le plus petit snapshot sminr|Xi

obtenu par les proessus de Xipour l'un des objet IS [r]. Si il ne parvient pas à identi�er un tel ensemble (smin i = ∅) ousi ette ensemble n'est pas inlus dans leaderi, pi examine la on�guration suivante,après l'avoir annoné aux autres proessus (ligne 09).Dans la preuve, nous onsidérons une exéution in�nie e dans le modèle IRIS (PRΩz
x,q

).Il existe dans e une ronde R, et une suite de ouples d'ensembles (X1, L1), . . . , (Xq , Lq)qui satisfont la propriété PRΩz
x,q
. Une phase ρ orrespond à l'exéution d'une itérationde la boule repeat. Nous notons var

ρ
i la valeur de la variable loale var i à l'issue de



Appliations 161init Ti[1..n]← [0, . . . , 0] ; Ci[1..n]← [0, . . . , 0] ; ri ← 1 ; leaderi ← {i}(01) repeat < Ci, Ti >← try_ommit(Ci, Ti) ; ri ← ri + 2 ;(02) mx i ← max
{
Ci[j] : j ∈ {1, . . . , n}

} ;(03) si ← S[mx i mod nb_S] ;(04) if ∃(L,X) ∈ si suh that i ∈ X then Xi ← X ; leaderi ← L(05) else Xi ← {i} ; leaderi ← {i}(06) endif ;(07) smini ← get_smin(Xi) ; ri ← ri + (z + 1) ;(08) if (smin i = ∅) ∨
(
(smin i ∩Xi) * leaderi

)(09) then Ti[i]← min(T [i] + 1,mx i + 1)(10) endif(11) until false endrepeatFig. 4.21 � Extration d'un déteteur Ωz
x,q dans IRIS (PRΩz

x,q
) (ode pour pi)la phase ρ. Chaque phase s'étale sur z + 3 rondes ar les primitives try_ommit() etget_smin() utilisent respetivement 2 et z+ 1 objets IS [] onséutifs. L'exéution de la

ρième phase onsomme les objets IS [(ρ− 1)(z + 3) + 1], . . ., IS [ρ(z + 3)].Lemme 4.8 ∃M tel que ∀ρ,∀i : max{Cρi [j] : j ∈ {1, . . . , n}} = M .Démonstration Les veteurs Ci sont mis à jour par l'intermédiaire de la primitivetry_ommit(). Les valeurs suessives de es veteur sont don ordonnées. Soit (c1, c2, . . .)les valeurs suessives des veteurs Ci rangées par ordre roissant et (m1,m2, . . .) la suitedes maximums de es veteurs, i.e., mi = max{ci[j] : j ∈ {1, . . . , n}}. Cette suite d'en-tiers est roissante et ne ontient pas de � trou �, 'est à dire que ∀i : mi+1 = mi + 1(ligne 09).Supposons par ontradition que la suite (mr) ne soit pas bornée. Remarquons quel'entier m apparaît dans ette suit si et seulement si il existe un proessus pi qui e�etue
Ti[i]← m. Soit ℓ l'index tel que S[ℓ] =

(
(X1, L1), . . . , (Xq, Lq)

). Le nombre de proessusest �ni : il existe don un proessus pi et une in�nité de phases au ours desquelles pie�etue Ti[i]← m ave m tel que m mod nb_S = ℓ. Examinons le ode exéuté par pilors d'une de es phases ρ qui démarre lors d'un ronde ≥ R ('est à dire que les indexdes objets IS [r] utilisés lors de ette phase sont supérieurs à R). Le snapshot sminiretourné véri�e smin i ∩Xi ⊆ Li. Cei est trivialement vrai si Xi = Li = {i}. Sinon eivient du fait que PRΩz
x,q

est satisfaite à partir de la ronde R. On en déduit que lors dela phase ρ le prédiat de la ligne 08 n'est pas véri�é. Par onséquent, pi ne modi�e pas
Ti[i] lors de la phase ρ : une ontradition.Nous avons montré que la suite d'entiers (mr) est roissante et bornée. Par onsé-quent elle onverge vers un entier M . 2Lemme 4.8Lemme 4.9 L'algorithme dérit dans la Figure 4.21 onstruit un déteteur de dé-faillanes de la lasse Ωz

x,q dans le modèle IRIS (PRΩz
x,q

).



162 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesDémonstration D'après le Lemme 4.8, il existe une phase ρ tel que ∀ρ′ ≥ ρ,∀i : mρ′

i =
M . Soit ℓ = M mod nb_S. Il reste à montrer que la on�guration s = S[ℓ] est orrete.Soit pi tel que pi orret et i ∈ Xα. smin i véri�e smin i ∩Xα ⊆ Lα. D'autre part,on sait que les smr

i ontiennent uniquement des identités de proessus orrets à partird'un ertaine ronde (Propriété 4.1). D'où smin i ⊆ Correct et par suite Lα∩Correct 6= ∅.
2Lemme 4.94.5.2.3 Borne pour le (n, k)-aord dans SMn,n−1[Ω

z
x,q]Dans e paragraphe, nous établissons une borne sur la alulabilité du (n, k)-aorddans le modèle SMn,n−1[Ω

z
x,q]. Nous avons montré dans la partie préédente que lesmodèles SMn,n−1[Ω

z
x,q] et IRIS (PRΩz

x,q
) sont équivalents. C'est à dire qu'il existe unesimulation du modèle IRIS (PRΩz

x,q
) dans le modèle SMn,n−1[∅] [Ωz

x,q ℄ (Lemme 4.7)et réiproquement il est possible d'extraire un déteteur de la lasse Ωz
x,q dans le mo-dèle IRIS (PRΩz

x,q
) (Lemme 4.9). De plus, le problème auquel on s'intéresse ii est unproblème d'aord. Par onséquent, nous nous trouvons dans le adre d'appliation duthéorème 4.1. Notre étude se onentre don sur le modèle IRIS (PRΩz

x,q
). Comme in-diqué en introdution, nous herhons à répondre à la question suivante : quel est laplus petite valeur du paramètre k pour laquelle il existe une solution au problème du(n, k)-aord dans le modèle à registre équipé d'un déteteur de défaillanes de la lasse

Ωz
x,q ?Borne inférieure (k < n − x + qz) Nous montrons qu'il n'existe pas de solutionau problème du (n, k)-aord lorsque k < n− x+ qz. Nous établissons ette borne parrédution au problème de l'existene d'une solution sans attente pour le (k+1, k)-aorddans un système asynhrone omposé de k + 1 proessus.Supposons qu'il existe un algorithme A qui résout le (n, k)-aord dans le modèle

IRIS (PRΩz
x,q

). En analysant un ensemble d'exéutions admissibles dans e modèle, nousdémontrons que A implique l'existene d'une solution sans attente pour le (k + 1, k)-aord dans un système asynhrone omposé de k + 1 proessus (i.e., dans modèle
SMk+1,k[∅]), e qui est réputé impossible [21, 24, 75, 115℄.Proposition 4.8 Il n'existe pas de solution au problème du (n, k)-aord dans le modèle
IRIS (PRΩz

x,q
) si k < n− x+ qz.Démonstration Soit k < n− x+ qz. Supposons qu'il existe un algorithme A qui résoutle (n, k)-aord dans le modèle IRIS (PRΩz

x,q
). Dans le but d'établir une ontradition,nous onsidérons une ertaine lasse d'exéutions E dans le modèle IIS .Nous divisons l'ensemble des identités en deux ensembles disjoints L = {1, . . . , n−

x+ qz} et H = {n − x+ qz + 1, . . . , n}. Un proessus pi dont l'identité i appartient à
L est dit proessus de bas niveau. De même, lorsque i ∈ H pi est un proessus de hautniveau. Une exéution e dans le modèle IIS appartient à la lasse E si :1. ∃i ∈ L tel que ∀r : smr

i 6= ∅ ;2. ∀ℓ ∈ L,∀h ∈ H : (smr
ℓ 6= ∅) ∧ (smr

h 6= ∅)⇒ smr
ℓ ( smr

h.



Appliations 163En d'autres termes, la première ondition requiert qu'au moins un proessus de basniveau ne tombe pas en panne. La deuxième indique que les proessus de bas niveau quine tombe pas en panne sont toujours ordonnanés avant les proessus de haut niveau.Cei implique qu'un proessus de bas niveau n'observe jamais de proessus de hautniveau. Observons en�n que es deux onditions impliquent qu'il existe toujours unproessus orret parmi les proessus de bas niveau.Nous montrons maintenant que dans toute exéution e ∈ E, la propriété PRΩz
x,q

estsatisfaite. Pour ela, étant donné une exéution e ∈ E, nous dé�nissons une partitionde L en q + 1 ensembles L1, . . . , Lq, O qui respetent les onditions suivantes :� ∀α, 1 ≤ α ≤ q : |Lα| = z ;� L1 inlut l'identité d'un proessus orret.Une telle partition est réalisable ar |L| = n − x + qz ≥ qz et dans l'exéution e, ilexiste au moins un proessus de bas niveau orret. Dé�nissons maintenant X1, . . . ,Xqomme suit :� X1 = L1 ∪H ;� ∀α, 1 ≤ α ≤ q : Xα = Lα.Ces ensembles sont deux à deux disjoints. On véri�e également que |X| = | ∪ Xα| =
|H| +

∑
|Lα| = x − qz + qz = x. Il nous reste à montrer que pour haque ensemble

Xα, les proessus ∈ Lα sont ordonnanés avant les autres proessus de Xα. Pour α > 1,ei est vrai ar par dé�nition Xα − Lα = ∅. Pour l'ensemble X1, notons c l'identitéd'un proessus orret appartenant à L1. Un tel proessus existe par hoix de L1. ∀r :
smr

c ∩X1 ⊆ L1 ar L1 ontient uniquement des proessus de bas niveau et es dernierssont toujours ordonnanés avant les proessus de haut niveau de l'ensemble X1 − L1.Nous avons exhibé une lasse d'exéutions dans le modèle IIS qui satisfont la pro-priété PRΩz
x,q
. En partiulier, E ontient toutes les exéutions du modèle IIS danslesquelles seuls les proessus de bas niveau partiipent (Les autres proessus tombenten panne avant le début de la première ronde). En e�et, les deux propriétés qui dé�-nissent la lasse E n'imposent auune restrition sur les ordonnanements des proessusde bas niveau. Par onséquent, A résout le (N, k)-aord dans le modèle IIS dé�ni pour

N = n − x + qz proessus. Cei implique ([24℄ ou théorème 4.1) une solution dansle modèle SMN,N−1[∅] pour le (N,N − 1)-aord e qui n'existe pas [21, 75, 115℄.
2Proposition 4.8Solution pour le (n, k)-aord dans IRIS (PRΩz

x,q
) (k ≥ n − x + qz) Nous dé-montrons que PRΩz

x,q
⇒ PRΩn−x+qz . L'algorithme donné de la Figure 4.17 résout donle (n, k)-aord lorsque k ≥ n − x + qz dans le modèle IRIS (PRΩz

x,q
). Cet algorithmeimplique l'existene d'une solution dans le modèle SMn,n−1[∅] (théorème 4.1).Proposition 4.9 Il existe une solution au (n, k)-aord dans le modèle IRIS (PRΩz

x,q
)si k ≥ n− x+ qz.Démonstration Soit e une exéution in�nie dans le modèle IRIS (PRΩz

x,q
). Nous mon-trons que la propriété PRΩn−x+qz est satisfaite dans e. Nous devons montrer qu'il existeun ensemble L et une ronde R tel que (1) |L| ≤ n− x+ qz et (2) ∀r ≥ R : sminr ⊆ L.



164 Vers une aratérisation algorithmique des déteteurs de défaillanesChoisissons R omme la ronde à partir de laquelle la propriété PRΩz
x,q

est satisfaitedans e. Soit α, 1 ≤ α ≤ q et i ∈ Xα − Lα (Les Xα et Lα sont des ensembles quisatisfont les onditions de PR[Ωz
x,q] dans e). Supposons pour établir une ontraditionqu'il existe r ≥ R tel que i ∈ sminr. D'où i ∈ sminr ∩Xα et par suite i ∈ Lα ar r ≥ R,e qui ontredit le fait que la propriété PRΩz

x,q
est satisfaite. Nous en déduisons que

∀r ≥ R : sminr ⊆ Π−∪1≤α≤q(Xα −Lα). Choisissons L = Π−∪1≤α≤q(Xα−Lα). Nousavons alors |L| ≤ n − x+ qz et ∀r ≥ R : sminr ⊆ L : la propriété PRΩn−x+qz est donsatisfaite.Nous avons montré que PRΩz
x,q
⇒ PRΩn−x+qz . Or nous savons résoudre le (n, k)-aord dans IRIS (PRΩz) lorsque k ≥ z (Figure 4.17). Pour k ≥ n − x + qz, il existedon une solution au (n, k)-aord dans IRIS (PRΩz

x,q
). 2Proposition 4.9Le théorème suivant résume le résultat prinipale de ette partie.Théorème 4.2 Il existe un algorithme qui résout le (n, k)-aord dans le modèle SMn,n−1[Ω

z
x,q]si et seulement si k ≥ n− x+ qz.Démonstration Il existe une extration d'un déteteur de la lasse Ωz

x,q dans le mo-dèle IRIS (PRΩz
x,q

) (Lemme 4.9). D'autre part, il existe une onstrution du modèle
IRIS (PRΩz

x,q
) dans SMn,n−1[Ω

z
x,q] (Lemme 4.7). Pour k �xé, il existe don une so-lution au problème (n, k)-aord dans IRIS (PRΩz

x,q
) si et seulement si il existe unesolution dans SMn,n−1[Ω

z
x,q] (théorème 4.1). En�n les propositions 4.8 et 4.9 montrentque e problème a une solution dans IRIS (PRΩz

x,q
) si et seulement si k ≥ n − x + qz.

2Théorème 4.2RésuméDans e hapitre, nous avons essayé de aratériser la � quantité de synhronie �apportée par les déteteurs de défaillanes par l'intermédiaire du modèle snapshot im-médiat itéré (IIS ). L'utilisation de e modèle est un point ruial dans la démonstra-tions de ertains résultats fondamentaux de la théorie du alul distribué, notammentle théorème de alulabilité asynhrone ([24, 75, 115℄). Étant donné le modèle à re-gistres augmenté ave un déteteur C, le but onsiste à dé�nir un modèle qui omporteaussi peu d'exéutions que possible tout en restant équivalent du point de vue de laalulabilité au modèle originel.Pour C appartenant aux familles (3Sx)1≤x≤n, (3ψ
y)0≤y≤n−1 et (Ωz)1≤z≤n, nousdé�nissons un modèle assoié IRIS (PRC) induit par l'ensemble des exéutions du modèle

IIS qui véri�ent une ertaine propriété PRC . Nous montrons que si l'on se restreint à unsous ensemble des problèmes de déisions (les problèmes d'aord), le modèle lassique àregistres muni de C et le modèle orrespondant IRIS (PRC) possèdent la même puissanede alul. Pour illustrer l'approhe, nous présentons une borne exate sur la alulabilitédu (n, k)-aord dans le modèle asynhrone muni d'un déteteur Ωz
x,q. La lasse Ωz

x,q,dont la dé�nition s'inspire de [71℄, généralise et uni�e les lasses Ωz et 3Sx.La dé�nition du modèle IRIS (PRC) ne fait pas intervenir expliitement la notion dedéfaillane : un déteteur C est aratérisé par une restrition de l'ensemble des exéu-



Appliations 165tions du modèle IIS . Ainsi, le modèle IRIS (PRC) apture la apaité d'ordonnanementdu déteteur orrespondant C. De e point de vue, un déteteur de défaillanes peutêtre interprété omme un ordonnaneur qui assure inélutablement ertaines propriétésd'(in)équité.
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ConlusionCoordonner des entités réparties demeure l'un des problèmes fondamentaux de lathéorie du alul distribué. La di�ulté provient de la nature répartie des systèmesonsidérés qui génère de nombreuses inertitudes (défaillanes, asynhronie, et.). Dansl'environnement asynhrone, ave défaillanes, il est en général impossible de oordonnerles entités alulantes (les proessus). A�n de mieux omprendre les raisons de esimpossibilités, nous nous intéressons à des tâhes de oordination faiblement ontrainteainsi qu'aux ironstanes dans lesquelles il existe une solutions à es tâhes. Nousherhons à lasser, sur le plan de la alulabilité les di�érentes inarnations de laoordination faiblement ontrainte. De façon similaire, nous herhons à omparer lespuissanes relatives des di�érentes hypothèses qui ont été introduites pour ontrearrerl'impossibilité de oordonner des proessus répartis.Certaines de es tâhes de oordination faiblement ontraintes ont été abstraites sousla forme de problèmes non triviaux dont la formulation est simple. En partiulier, nousintéressons aux problèmes suivants : le renommage qui apture l'idée d'allouer à haqueproessus une ressoure exlusive ; le onsensus ensembliste qui requiert de parvenir àune forme de onsensus relâhé et le test&set ensembliste. Ce dernier problème peutêtre vu omme un bit test&set dont le fontionnement est dégradé.Dans un premier temps, nous lassons es problèmes par rapport à leur di�ultérelative. Si l'on dispose d'une solution à l'un de es problème, est-elle utile pour résoudreun autre problèmes ? Ou au ontraire, il n'existe auun rapport entre eux ? Nous mon-trons par rédutions algorithmiques que, malgré leur nature en apparene di�érente,il existe une unité forte entre es problèmes. Nous introduisons également un nouveauproblème de oordination faiblement ontrainte (la déision de omité) et montronsqu'il apture �nement le onsensus ensembliste. Ce dernier problème formalise l'idéed'aord sur plusieurs fronts.Il n'existe pas en général d'algorithmes pour résoudre es problèmes lorsque l'en-vironnement est omplètement asynhrone et les proessus tombent en panne. Pourontrearrer ette impossibilité, la notion de déteteur de défaillanes a été introduite.Cette approhe abstrait l'hypothèse d'un omportement plus ou moins synhrone dusystème.Dans un deuxième temps, nous avons omparé les puissanes relatives de déteteursde défaillanes orientés vers la résolution du onsensus ensembliste. Pour haque ouplede déteteurs (C1, C2), nous avons donné un algorithme fondé sur C1 qui implémente
C2 ou montré l'impossibilité d'une telle transformation. Nous avons également montré167



168 Conlusionqu'il est possible dans ertains as de ombiner C1 et C2 pour obtenir un déteteur C3stritement plus puissant que C1 ou C2 pris séparément (il est possible de résoudre ave
C3 des problèmes qui n'ont pas de solution fondée sur l'utilisation C1 ou C2 seul).Ce résultat d'addition suggère que l'asynhronie additionnelle abstraite par es dé-teteurs n'est pas de même nature. Finalement, nous avons tenté de aratériser la� quantité de synhronie � apportée par les déteteurs de défaillanes dans un mo-dèle hautement struturé (le modèle IIS ). Autrement dit, étant donné la struture desexéutions asynhrones, nous nous demandons quel est l'e�et de l'adjontion d'un dé-teteur sur ette struture. Nous avons montré dans un sens préis qu'augmenter lemodèle asynhrone ave un déteteur de défaillanes C induit une restrition sur l'en-semble des exéutions du modèle IIS . De e point vue, un déteteur de défaillanes peutêtre interprété omme un ordonnaneur qui assure inélutablement ertaines propriétésd'(in)équité.Ces travaux laissent ouvertes un ertain nombre de questions. Nous en listonsquelques une i-dessous.Hiérarhiser la oordination La hiérarhie de Herlihy [69℄ aratérise partiellementla puissane des objets par rapport à leur apaité à résoudre le onsensus parmi c pro-essus. Cependant, ette lassi�ation est trop � grossière � pour di�érenier les objetsqui implémentent des problèmes de oordination faiblement ontrainte. D'autre part,les relations établies dans le hapitre 2 suggère l'existene d'une ertaine unité entre esobjets. Une question importante est don dé�nir une nouvelle hiérarhie, plus �ne, quiengloberait la hiérarhie de Herlihy et expliquerait dans un adre uni les rédutions duhapitre 2. Une telle lassi�ation néessite d'identi�er le ou les paramètres pertinent(s)qui aratérise(nt) la di�ulté d'un problème de oordination.Extension à la onurrene non bornée Dans le adre de e travail, nous avonsfait l'hypothèse d'un nombre �xé n et a priori onnu de proessus. Cependant, il ap-paraît dans ertains as que e paramètre n'est pas pertinent. Par exemple, nous avonsmontré dans le hapitre 2 qu'il est aussi di�ile de onstruire un objet fk-renommagepour n > k proessus que de onstruire e même objet dans un système omposé de
n + 1 proessus. Ainsi, un développement naturel du hapitre 2 onsiste à étudier lesrédutions présentées dans le adre de la onurrene non bornée [85, 56, 3℄.Mise en ÷uvre des déteteurs de défaillanes Dans le ontexte des déteteursde défaillanes, un aspet important est la question de leur mise en ÷uvre. En e�et,un orale déteteur de défaillanes abstrait des hypothèses de bas niveau sur le sys-tèmes (par exemple : des garanties de temps livraison de messages sur ertains anauxde ommuniation ou des temps de réponses de type � ping � plus rapides de ertainssites). Cependant, la dé�nition d'une lasse de déteteurs ne donne auune indiationsur les propriétés onrètes du système. La reherhe de la mise en ÷uvre des déte-teurs vise don à formuler des hypothèses onrètes, notamment de synhronie, sur leomportement du systèmes et à onevoir un algorithme A qui, lorsque es hypothèses



Conlusion 169sont satisfaites, implémentent un déteteur donné.Le théorème d'addition montre que du point de vue � déteteurs de défaillanes �,les informations fournies par les déteteurs 3ψy et 3Sx ne sont pas de même nature.Cette remarque laissent supposer l'existene d'une famille d'hypothèses, orthogonaleà elles introduites pour mettre en ÷uvre 3S ou Ω, qui autorise la onstrution de
3ψy. L'existene d'une telle famille ouvrirait la voie vers la oneption d'algorithmesimplémentant Ω qui béné�ieraient d'une grande ouverture d'hypothèses [108℄.Étude des déteteurs dans le modèle itéré Le théorème entral du hapitre 4établit une passerelle entre le modèle lassique augmenté ave des déteteurs de dé-faillanes et le modèle itéré IIS . À partir de ette base, on peut envisager une étudesystématique des déteteurs de défaillanes. Une possibilité onsiste à dé�nir la lassedes restritions du modèle IIS qui orrespondent qui aux déteteurs de défaillanes. Lareherhe du plus faible déteteur qui permet de résoudre un problème donné pourraitalors en être failitée du fait de la struture simple du modèle itéré.
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RésuméL'informatique moderne est distribuée. La distribution du alul résulte parfois d'unbesoin appliatif lorsque l'objetif est de onneter des ordinateurs distants. Parfois, ellenaît du besoin de tolérer des défaillanes. En e�et, pour éviter qu'une appliation ne soità la meri de la défaillane d'une mahine, le alul est dupliqué sur plusieurs mahines.Au oeur de tout alul réparti repose une forme de oordination. Le fait même quedes ordinateurs aient une tâhe ommune implique un besoin de se onerter avant d'a-omplir ertaines tâhes. Nous étudions les problèmes de oordination dans le modèleasynhrone, sans hypothèses sur des bornes de vitesse d'exéution des proesseurs oude transmission des messages. Les proessus peuvent défaillir à n'importe quel moment.Le degré de oordination qui peut être atteint en fontion du degré d'inertitude dusystème est la question prinipale de ette thèse. Trois formes de oordination sont onsi-dérées : l'aord ensembliste, le renommage et le onsensus simultané. Dans un premiertemps, nous proposons di�érentes rédutions algorithmiques entre es problèmes, a�nde prouver dans quelles onditions une solution à l'un de es problèmes permet d'obte-nir une solution à un autre problème. Nous étudions ensuite des hypothèses néessaireset su�santes sur la détetion de défaillanes permettant de résoudre les problèmesd'aord. Le formalisme utilisé ii est elui des déteteurs de défaillanes. En�n, nousproposons un autre point de vue sur les déteteur de défaillanes. Nous aratérisonsla puissane de alul amenée par es déteteurs par une restrition des exéutions dumodèle itéré de Gafni. AbstratIn an asynhronous distributed system, independent proesses run at varying speedsand may even rash ; they ommuniate through unsynhronized primitives, like sendingand reeiving messages. To perform shared omputation, proesses need to oordinatetheir ations. This is theoretially modeled as solving a oordination task, where pro-esses start with some inputs and have to output values satisfying ertain onditions. Afundamental task is onsensus, from whih it is possible to solve any other oordinationtask. However, this task is not solvable in asynhronous environments in whih proessfailure may our.We study sub-onsensus tasks, i.e., oordination tasks that are weaker than onsen-sus. In partiular, we fous on renaming whih requires proesses to rename in a tightername spae, set-onsensus whih extends onsensus by allowing proesses to deide ona small number of values and the ommittee-deision. In the later, proesses try to solvesimultaneously several instanes of the onsensus problem and eah proess is requiredto deide in at least one instane.We �rst explore, through algorithmi redutions, the relationships between thesesub-tasks. The seond part deals with the use of failure detetor to solve set agreement.A failure detetor is a distributed orale that gives hints on failures. We determine therelative omputational power provided by various families of failure detetors. The lastpart demonstrates that failure detetors an be seen as mehanisms that restrit the setof possible exeutions.


