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Résumé

L'inférence grammaticale désigne le probléme qui consistiécouvrir les regles de formation des
phrases d’'un langage, c'est-a-dire une grammaire de cel@lans le modéle d’apprentissage de
Gold, les exemples fournis sont constitués uniguement diesses appartenant au langage. L'algo-
rithme doit fournir une grammaire qui représente le langagenéré. Les grammaires catégorielles
sont I'un des nombreux formalismes existants pour reptésees langages. Kanazawa a montré que
certaines sous-classes de ces grammaires sont appremadieses résultats ne sont pas applicables
directement aux langues naturelles.

Sur le plan théorique, nous proposons de généraliser lebatssde Kanazawa a différents types de
grammaires. Les grammaires combinatoires générales sanbdéle flexible permettant de définir
des systémes grammaticaux a base de regles de réécritwe dfimontrons dans ce cadre que cer-
taines classes de langages sont apprenables. Dans un sgéciétalité maximale, nos résultats sont
exprimés sous forme de critéres sur les regles des systaarasngticaux considérés. Ces résultats
sont appliqués a plusieurs formalismes relativement édapla représentation des langues naturelles.
Nous abordons également le probléeme de la mise en ceuvregpgecidissage sur des données réelles.
En effet, les algorithmes existants capables d’apprendsecthsses de langages intéressantes sont
NP-complets. Afin de contourner cet obstacle, nous progosorcadre d’'apprentissage plus souple,
'apprentissage partiel : le contexte d'utilisation estdifi@ dans le but d’obtenir une complexité al-
gorithmique plus réaliste. Nous testons cette approchdesudonnées de taille moyenne, et obtenons
des résultats relativement encourageants.

Mots-clés : Apprentissage automatique, Inférence grammaticale, Madie Gold, Identification a la
limite, Grammaires lexicalisées, Grammaires catégesellangues naturelles.

Abstract

Grammatical inference consists in discovering the rulagging how sentences of a language are
formed, that is a grammar of this language. In Gold’'s modétafning, examples given as input are
only sentences belonging to the language. The algorithm pragide a grammar which represents
the enumerated language. Categorial grammars are one miitherous existing formalisms used to
represent languages. Kanazawa has shown that some sabat@sisese grammars are learnable, but
his results do not apply directly to natural languages.

In a theoretical viewpoint, we propose to generalize Kawazaresults to different kinds of gram-
mars. General combinatory grammars are a flexible modep#ratits to define grammatical systems
based on rewriting rules. In this framework, we show thatesatasses of languages are learnable.
In order to be maximally general, our results are expresséke form of criteria on the grammati-
cal system rules. These results are applied to several isgmsawhich are quite well suited for the
representation of natural languages.

We also address the problem of implementing learning alyos with real data. Indeed, existing
algorithms that are able to learn rich classes of languagedNR-complete. We propose a more
flexible learning framework, called partial learning, tophags this obstacle: the context in which
learning takes place is modified, in order to obtain a morkst&aalgorithmic complexity. We test
this approach with some average size data, and obtain qudteieging results.

Keywords: Automatic learning, Grammatical inference, Gold's modidéntification in the limit, Lexi-
calized grammars, Categorial grammars, Natural languages
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Introduction

;\,44 E LANGAGE EST LUNE DES APTITUDES QUI SYMBOLISENT LE MIEUX LINTELLIGENCE HU-
NS MAINE . LE PHENOMENE PAR LEQUEL LES ENFANTS APPRENNENT A PARLER EN E$A CLE
DE VOUTE. IL ETAIT DONC INEVITABLE QUE L’'APPRENTISSAGE DU LANGAGE DEVIENNE LUNE
DES PROBLEMATIQUES LES PLUS REPRESENTATIVES DE CE QUN APPELLE L INTELLIGENCE AR-
TIFICIELLE. MAIS LA MACHINE EST ENCORE BIEN LOIN DE POUVOIR RIVALISER AVECL ESPRIT
HUMAIN DANS CE DOMAINE. DANS LA CONTINUATION DE CERTAINS TRAVAUX DE BUSZKOWSKI ET
KANAZAWA , NOUS ETUDIERONS COMMENT LAPPRENTISSAGE AUTOMATIQUE PEUT SAPPLIQUER
AUX LANGUES NATURELLES. CET OBJECTIF COMPORTE UN VOLET THEORIQUEQU'EST-CE QUE
LE PROCESSUS DAPPRENTISSAGE QU ESTCE QUE LES LANGUES NATURELLES ET COMMENT LES
REPRESENTET-ON ?) ET UN VOLET PLUS APPLIQUE(CONCRETEMENT COMMENT ET JUSQUOU LA
MACHINE PEUT-ELLE APPRENDRE UNE LANGUE?).

Dés les premiers pas de I'informatique, le traitement dgdge humain par la machine a été consi-
déré comme I'un des objectifs essentiels de cette nouwvabace. En effet, la faculté de communiquer
a l'aide d'un langage est certainement I'un des aspectdlssprésentatifs de I'intelligence humaine.
Or le langage naturel, méme s'il est trés complexe, est uet @pje I'on peut étudier, formaliser, re-
présenter : autrement dit un objet d’étude scientifiquayi cnt traite la linguistique. En tant qu’objet
formel, on peut envisager sa représentation et sa marignukat’'aide de processus automatiques. C’est
la I'objet de la linguistique computationnelle (au sengéddy dont les origines remontent aux années 40,
avec les premiers projets de traduction automatique.

De fait, le terme ddinguistique computationnelléon parle aussi dénguistique informatiqugpeut
prendre deux sens assez distincts : au sens large, il sadiemsemble des concepts et techniques
touchant a la représentation et a la manipulation des langae la machine. Cette définition inclut
la conception et la réalisation concréte d'algorithmesrdiement des langues pour des applications
variées. Le Traitement Automatique du Langage Natureleedbmaine dédié a cette mise en ceuvre,
gui peut prendre des formes trés éloignées d'une quelcorégligé linguistique, en particulier si les
contraintes techniques ou les résultats le justifient. Maite définition inclut également une seconde
notion, qui correspond au second sens que I'on peut donrterae ddinguistique computationnelle
celle-ci est alors considérée comme une spécialisatiammritique de la linguistique, dont I'objet est
I'étude théorique de la langue. Dans cette optique, cetigate est concue comme un processus tota-
lement formalisable, a I'aide d’outils issus notammenthdmties mathématiques et linguistiques. L'ob-
jectif premier n'est alors pd&pplication mais lareprésentatiorinformatique du langage naturel, dans
ses différents aspects.
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L'un des aspects les plus étonnants du langage humain edatave facilité avec laquelle un en-
fant est capable d’acquérir sa langue maternelle, malggéalade complexité d'une telle tache. Or la
réalisation d'un tel processus par la machine est un prabléxtrémement difficile. Ce probléme de
I'apprentissage automatique de grammaires consiste addéckes regles de formation des phrases d’'un
langage particulier. Lensemble des travaux que nous pr&ss a pour objectif I'étude des possibilités
d’'applications de I'apprentissage automatique aux lasquedurelles. Pour situer plus précisément le
contexte dans lequel s'inscrivent ces travaux, on peut sairement placer cette étude a l'intersection
de trois grands domaines, tous liés (de prés ou de loin) augka la linguistique informatique :

e L'inférence Grammaticale (IG)l s'agit de I'étude formelle du processus d’apprentissdggram-
maires ou de langages a partir de données. Ce domaine a deeused applications, de la bio-
informatique a la fouille de données. Cependant le cceur dicrmine réside dans la question
suivante : pour une classe de langages fixée, y a-t-il un mgémouver le langage qui correspond
a un ensemble de données fourni ? Bien entendu il y a de norfartieurs a prendre en compte,
parmi lesquels la nature des données (phrases, structurggexes, présence ou non d’informa-
tions négatives, etc.), le systeme formel utilisé pourésenter le fait d’'apprendre (c’est-a-dire
guel est le critére de succes ou d’'échec de I'apprentisgagaiuellement la marge d’erreur au-
torisée), faisabilité pratiqgue de cet apprentissage,Bdaos cette étude nous n'utiliserons comme
cadre formel du processus d’apprentissage que le modéleode @identification a la limite,
et ne considérons que le cas de données positives. Ce motgilee de nombreuses contraintes,
mais ne traite pas (a priori) de I'aspect algorithmique dpprentissage, et par conséquent n’im-
pose aucune restriction concernant la rapidité du prosegsuce sens, on peut voir les preuves
d’apprenabilité dans ce modéle comme des résultats d'apbitéé théorique, et non pratique.

e Les grammaires catégorielles et grammaires de dépenda@esformalismes grammaticaux sont
concgus pour modéliser les langues naturelles, avec enajém@olonté de capturer avec précision
les phénomenes linguistiques qui les caractérisent. Bidamsidére une définition trés générale
des grammaires de dépendances, incluant tout formalisitisanit une relation de dépendance
dans la représentation syntaxique, on peut y inclure lenmares catégorielles. Néanmoins on
peut aussi restreindre la définition autour de la notion qeedéance, proposée paedNIERE
[107] et développée dans la théorie Sens-Texte élaboraeialement par ML’ Cuk [66]. Du
fait de leur intérét au niveau de la représentation des Bsgaturelles, nous appliquerons certains
résultats d’apprenabilité a quelques variantes ou s@sses des grammaires catégorielles et de
dépendances. D’un point de vue technique, les grammaitégaréelles ont de plus I'avantage
d’avoir certaines propriétés favorables pour I'appresaiige.

e Le Traitement Automatique du Langage Naturel (TALN)plus spécifiquementapprentissage
automatiqueLe Traitement Automatique du Langage Naturel a pour obfjeleticoncevoir des
outils informatiques capables de manipuler des languasealks : analyse syntaxique et/ou sé-
mantique, génération, extraction d'informations de diffées natures. Dans ce vaste champ de
possibilités, nous nous intéressons plus spécifiquemengaiconcerne I'apprentissage automa-
tique, c’est-a-dire les moyens de déduire des connaissangartir de grands volumes de données
en langage naturel. Dans ce cadre, il est possible d’egpltitite forme de connaissances dont
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on dispose sur la langue utilisée, de maniére a obtenir dadafions robustes et efficaces. La
derniére partie de nos travaux (sur I'apprentissage pesterattache directement a cet aspect du
Traitement Automatique du Langage Naturel. Plus généaieni s’agit de la visée a long terme
de I'ensemble de cette étude, a savoir la réalisation ctndralgorithmes d'apprentissage des
langues, capables de fonctionner sur de gros volumes dédsntextuelles.

Notre approche se situe donc a l'intersection de plusienmsaihes assez distincts, et parfois antago-
nistes. Dans un sens, elle se rattache a la branche de lastigge computationnelle visant la représen-
tation formelle des langues (plus précisément dans nagrbazauisition des langues) : nous utilisons un
modéle formel du processus d’'apprentissage a la fois tiesedtrelativement fidéle aux caractéristiques
de I'acquisition humaine de la langue. De plus, la pertiedimguistique est le critere principal de choix
des formalismes grammaticaux que nous considérons. Mais aygproche s'inscrit aussi dans I'objectif
de parvenir a de véritables outils de traitement des langueidoccurrence des outils d'inférence gram-
maticale. Dans cette perspective, 'adéquation au modateam de I'acquisition du langage n’est qu'un
critere secondaire. Par exemple, nous verrons que lesigeesnd’'apprentissage gue nous proposons
fonctionnent par généralisations successives du langd@s, qu'il est acquis que I'enfant apprend au
contraire par spécialisation. Ainsi, notre approche sengjigse des travaux dont I'objectif est la modé-
lisation de I'acquisition humaine (tels ceux delTIER [105]) par la nécessité de parvenir a des outils
informatiques utiles au traitement des langues (notammuemiveau de la nature des données fournies
a l'algorithme). Elle se distingue également de la plupag tlavaux liés a I'extraction automatique de
grammaires d’aprés corpus (tels ceux d¢kENMAIER[55] ou de MoOT [71]), au sens ou nous uti-
lisons un modéle d’apprentissage théorique contraignancanstitue une garantie de précision de la
grammaire obtenue ('apprentissage étant ici entieresyenbolique et ne faisant usage d’aucune forme
d’heuristique ou de traitement statistique). Le modéle de msest avant tout un modele théorique, et
le critére de convergence sur lequel il repose ne semblerpament approprié pour des applications de
traitement automatique. Pourtant, a la différence de fapiissage automatique classique sur corpus, ce
critere donne une direction générale au processus de ¢afpipsage : en effet, I'existence d’'un objec-
tif (qu’on peut considérer comme idéal) définissant ce queél® la grammaire apprise différe de la
simple extraction d’'information syntaxique, dans lagaiédl résultat est justifié uniguement a posteriori
(selon une évaluation spécifiqgue ou simplement par soriéltiMais les obstacles a I'application du
modéle de @LD aux langues naturelles sont nombreux, aussi bien sur letipfamique que pratique.
En conséquence, nos travaux doivent étre vus simplemertheam pas de plus dans cette direction, et
non comme une réponse compléte a cette problématiqueg8ond par ailleurs que nous ne prenons en
compte ici que I'aspect strictement syntaxique des langues

Les applications de I'apprentissage automatique de gramsndu langage naturel sont nombreuses,
si toutefois on admet I'hypothése quelque peu idéalistensigquelle il est possible de construire un
algorithme d’apprentissage “parfait”. Celui-ci seraind@apable de donner une grammaire précise d’'un
langage naturel, pourvu gu’on lui fournisse un nombre srifisle phrases appartenant a celui-ci. Sous
cette hypothése, la premiére application (et la plus éwjarst I'analyse syntaxique, elle-méme utilisée
sous différentes formes dans de nombreux outils de traitedes langues. On pourrait alors envisager
de construire assez facilement des analyseurs, y comprisdes langues pour lesquelles peu d'études
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linguistiques existent. On peut également penser a coligtelyse et I'apprentissage, de facon a mieux
prendre en compte la catégorie syntaxique des mots incateilenalyseur. D’autres applications liées a
I'analyse, telles que la correction orthographigue eta¥igque, sont également susceptibles de bénéficier
des apports de I'apprentissage automatique. SiI'on déspossi des moyens permettant de gérer I'aspect
sémantique des langues, I'autre grande application dpréapissage est la génération (passage du sens
d’'un énoncé a sa réalisation dans une langue précise)-c et elle-méme proche du probléme de la
traduction automatique, qui est bien slr une applicatiomeltrés grande utilité.

Le modéle de GLD

L'acquisition du langage par la machine requiert en preriger une formalisation du processus
d’apprentissage, afin d’en définir les objectifs et les meydrexiste plusieurs modéles répondant a ce
besoin, parmi lesquels le modélddagntification a la Limite plus communément appelé du hom de son
auteurmodele deGoLD. Dans ce modéle, I'apprentissage est réalisé uniquemeattiagiexemples de
phrases appartenant au langage ainsi décrit, a I'instaaciguisition humaine de la langue. On dispose
d’'une énumération infinie des phrases du langage, donttikfeaire les points communs de maniére a
parvenir a une reconstitution fidéle de ce langage, représeinis forme d’'une grammaire.

Le modéle d’'apprentissage proposé parL8 en 1967 dans [50] est trés restrictif, c’est pourquoi
les premiers résultats obtenus avec ce modéle ont étéfisefati exemple, GLD a lui-méme démontré
dans son article introductif que la classe des langagedieégne peut pas étre apprise dans ce modéle.
Mais, aprés les premiers résultats positifs obtenus aut didsuannées 1980 pam&LUIN [4], un cer-
tain nombre de travaux ont contribué a montrer I'intéréagidrtinence de ce modele : certes les classes
de langages considérées comme les plus simples ne sontrasages, mais il s'avére que certaines
classes relativement riches, transversales aux critéassiques de classement des langages tels la hié-
rarchie de GIOMsKY, le sont. De nombreux outils théoriques sont alors dévélemmur caractériser
ce qui est apprenable et ce qui ne l'est pas dans le modéleode,Gotamment certaines conditions
suffisantes pour I'apprenabilité comme kssembles révélateutBANGLUIN [5], I élasticité finiede
WRIGHT [109] [80], ladensité finie bornéde SHINOHARA [95]. Cette exploration progressive du mo-
dele aboutit a des résultats importants au niveau des laedagnmels : B8INOHARA démontre que, pour
tout entier positifk, la classe des langages générés par des grammaires celigsxtliau plust régles
est apprenable.

Dans la continuité de cette évolution, les travaux menésesnmodele de GLD portent de plus en
plus sur des formalismes grammaticaux concrets, plutbtsquales classes de langages définies par
des critéres assez abstraits liés a la problématique deréafissage. En 1998,A0AZAWA S'intéresse
ainsi a I'apprenabilité des grammaires catégoriellessejags, souvent appelées grammaires AB. L'al-
gorithme RG, proposé en 1989 pau&KowskKI [27], constitue la base de ses travaux : il s’agit d'un
algorithme d’apprentissage de grammaires AB rigides {§ies a une seule catégorie syntaxique par mot)
a partir de FA-structures (structures complexes plus sigmeinformation que de simples phrases).-K
NAZAWA démontre d’'une part la convergence de I'algorithme (cGedtre sa correction dans le modeéle
de GoLD), et en tire d’autre part plusieurs extensions, dont la girgrale est I'apprenabilité des gram-
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maires AB d’au plus: regles (par mot) a partir de simples phrases, pour toutréntleutilise pour cela
différentes techniques de preuve originales, basées guopaiété d'élasticité finie des langages, dont
il montre les avantages. Il propose également une géretiatisde I'algorithme RG a des formalismes
proches des grammaires AB, mais limitée au cas des langaegd#sudtures de grammaires rigides.

Les résultats de KNAZAWA constituent le principal point de départ de nos proprestrav il s'agit
non seulement d’apports significatifs pour I'apprenabilitans le modéle de @D, mais surtout ils
ouvrent la voie vers des applications de ce modéle aux lamgaterelles. En effet, si les grammaires AB
en elles-mémes sont relativement pauvres sur le plan itigue, la variété des formes de grammaires
catégorielles offre au contraire un cadre pertinent porgpeésentation des langues naturelles. |l apparait
donc naturel de s’interroger sur les extensions éventudkel’apprenabilité a des classes de langages
plus riches et proches des grammaires catégorielles.

Formalismes grammaticaux pour les langues naturelles

L'objectif de I'apprentissage étant de fournir une degwip du langage présenté, la question du
formalisme grammatical est centrale pour les langues @l&ar: dans quel “langage” doit-on (ou peut-
on) les exprimer ? Les modeéles de grammaires sont nombratigs\et disposent chacun d’avantages
et d’inconvénients, que ce soit au niveau de la pertinemgpiilstique, de I'expressivité, de la facilité
d'utilisation par la machine, etc. Plutét que d'étudieppaenabilité de chaque formalisme grammatical
indépendamment des autres, nous essayons dans cette Epplerteér des réponses aussi générales
gue possibles. Toutefois il ne faut pas non plus recherchariveau de généralisation trop élevé, car
alors l'application des résultats d’apprenabilité a demfdismes concrets devient plus diffidildl est
donc important de trouver une fagon de caractériser lesedade langages apprenables a un niveau
intermédiaire, qui permette a la fois d'utiliser les réatdtsur des formalismes pour lesquels ils n'ont pas
nécessairement été prévus, et que cette utilisation @atévement simple et directe.

C’est pourquoi nous proposons d'utiliser un cadre de regmtétion des formalismes grammaticaux
nommeé les grammaires combinatoires générales (GCG). Célenaprend, en I'élargissant, le systéeme
de méme nom proposé parKAzZAWA parmi les ouvertures possibles de ses travaux. Dans ce epodel
un systéme de grammaires est défini par un ensemble de réjtesselles qui contrdlent la fagon dont
sont dérivées les phrases. Chaque grammaire d’'un tel sysishtomposée de regles locales (plus ou
moins complexes) définissant la base du processus de d#rjvatl’aide de catégories. Bien entendu,
ce modele permet d'exprimer des formalismes comme les gearesnAB, dont les régles universelles
sont :

‘Par exemple, AGLUIN a démontré qu'une classe de langages est apprenable diegheatis’il est possible d’énumérer un
ensemble révélateur pour chaque langage de cette clas§&effg caractérisation de I'apprenabilité est évidemmentimale
au niveau des classes de langages qu’elle englobe, plisqgit d’'une condition équivalente a I'apprenabilité idde modele
de GoLD). Mais I'application de cette condition a un formalismergraatical particulier est ardue, car le critére n'est pas
aisément vérifiable sur une classe de langages donnée.
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Roam — (Rra) A/B B— A;
A7 (Rps) B B\A— A

Ce modéele ne permet de représenter que les formalismes gitasanx qu'il est possible d’exprimer
sous forme de regles de réécriture. Mais il permet tout deerdameprésenter des systémes n’ayant que
peu de rapport avec les grammaires catégorielles. A tititastration, voici une fagon de représenter les
expressions régulieres a I'aide de régles universellexc@y. = { ¢(2) ; *(1) ; U(2) } 'ensemble des
opérateurs classiques de concaténation, fermeture daééteainion) :

A B — AeB;

e — A*;
Rie=< A A" — A*;

A — AUB;

A — BUA

Une grammaire dans cette famille est constituée d’'une eniggle de la forme® > s, avecE un
type formé avec les opérateurs@ge.. Par exemple{ (a* ¢ b*) e (cUa)) Uc* — s } estune grammaire
de cette famille, représentant le langage décrit par lesgion réguliéréa*b*(c U a)) U ¢*.

Il devient ainsi possible, dans ce contexte, d'exprimeradeslitions suffisantes pour I'apprenabilité
sous forme de contraintes que doivent respecter les reglesrselles. Ceci permet de vérifier assez
facilement si un formalisme donné remplit un critére d'amabilité, dés lors que celui-ci peut étre
exprimé dans le modele des grammaires combinatoires dgéséra

Aspects théoriques de I'apprentissage des langues natues

Naturellement, ce modéle est également choisi pour cegale ses propriétés favorables a I'ap-
prenabilité, déja démontrées panKazAWA : toute classe de GCG rigidesst apprenable a partir de
structures dans le modéle deo@. Mais celui-ci laissait ouverte la question de I'élasédiinie éven-
tuelle de certaines classes de grammaires combinatoiresalés. Cette question est essentielle, car
I'élasticité finie est la propriété qui a permis akKazAwA de passer, dans le cas des grammaires AB, de
I'apprenabilité des grammaires rigides a partir de stmestia I'apprenabilité des grammairesaluées
a partir de phrases simples. Or pour les langues naturédesontraintes de rigidité des grammaires
et de nécessité de structures complexes sont doublemédnibitéules : I'expressivité des grammaires
rigides est clairement insuffisante, et les structuresc{igées au formalisme) dont I'algorithme d’ap-
prentissage a besoin sont difficilement disponibles enqueatpour des applications sur des volumes de
données importants (ce qui est indispensable dans le céandess naturelles).

Dans le cadre des grammaires combinatoires généraleschetshons donc a définir des critéeres
garantissant non seulement I'apprenabilité mais égalehétasticité finie des classes de langages. Cette

SKANAZAWA ne I'a démontré que par rapport a sa définition des GCG, alite uniquement pour des grammaires
algébriques et lexicalisées. Nous verrons que son répatatétre aisément étendu a une définition plus large.



Introduction 7

recherche plutdt théorigue s’inscrit dans I'objectif dealévrir a la fois des moyens d’appliquer I'ap-
prentissage aux langues naturelles, et aussi les frontigiieséparent les classes apprenables des autres.
Dans cette optique, nous étudions également les obsta&gpeenabilité et/ou I'élasticité finie, notam-
ment a travers des exemples de classes de langages nonadygsenussi proches que possible de cette
frontiere. Tout au long de cette exploration, nous chersliorépondre a la question posée en filigrane de
toute cette étude : le modéle deo® est-il adapté ou non a I'apprentissage automatique deséaryy

Il faut souligner que I'apprenabilité au sens del® est un concept de I'ordre de la décidabilité : étant
donné un langage parmi une classe fixée et une énumératiphidees de ce langage, est-il possible de
fournir au bout d’un nombre fini d’'exemples une grammairgésentant de facon certaine et définitive
ce langage ? C’est la raison pour laquelle il est indispdasddmontrer I'apprenabilité d'une classe de
langages avant de tenter de construire un algorithme cecteff cette tache : ne pas passer par cette
étape préliminaire serait en quelque sorte comme cherchalgorithme qui résout un probléme dont on
ignore s'il est décidable. Dans le méme ordre d’idée, il egtdrtant de noter qu’un résultat d’apprena-
bilité n’a que peu de sens indépendamment de sa démonstratidsque qu’on doit pouvoir en déduire
une méthode algorithmique d’apprentissage.

Nous proposons dans les chapitres 5 et 6 deux résultatifpd&pprenabilité pour les grammaires
combinatoires générales, sous forme de critéres portamtipalement sur les régles universelles uti-
lisées. Ces deux résultats sont obtenus selon des méthemgblement différentes : la premiére, qui
concerne legrammaires a arguments bornés est inspirée des travaux deliSOHARA, est assez
peu contraignante par rapport aux forme de régles univesselais impose en revanche une limite
sur certaines parties des types définis dans les grammbaeseconde porte sur legammaires par
consommation d’argumenta l'instar des résultats de ANAZAWA , elle ne requiert pas de limitation
particuliere sur la forme des grammaires, mais ne s'applgqia un nombre réduit de formalismes (du
fait de contraintes plus importantes sur le type de régleetselles). Au niveau des classes de langages
apprenables, ces deux résultats sont transversaux,aetiet-qu'il existe a la fois des classes incluses
dans les deux, et d’autres dans un seul des deux. Nousalhgskeur intérét a I'aide de quelques ap-
plications a différents formalismes grammaticaux. Icidare d“application” ne doit toutefois pas étre
entendu comme la mise en ceuvre concréte d'un algorithmeesudahnées réelles, mais seulement
comme l'instanciation d’'une propriété générale a un systdengrammaires spécifique.

Aspects pratiques de I'apprentissage des langues naturefl

Dans le cadre du modeéle deoGD, le mécanisme d’'apprentissage est entiérersgmiboliquec’est-
a-dire qu’il N’y a aucune approximation par rapport aux dmmfournies : en supposant qu’on dispose
de données “parfaites” (ne comportant aucune erreur paorap la grammaire qu’elles sont censées
représenter), le risque d’erreur est réduit a zéro. Cefteigion a un prix : le bon fonctionnement de I'al-
gorithme d’apprentissage doit satisfaire des contraiméssfortes. C'est pourquoi le passage a I'échelle

5C’est pourquoi nous donnons tout au long de notre étude (pderdans la partie bibliographique) des preuves détaillée
en privilégiant autant que possible une forme algorithmidAinsi le lecteur intéressé est-il en mesure de retrolaigorithme
d’apprentissage correspondant au résultat démontré.
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des données textuelles réelles est extrémement difficile ¢ nombreuses raisons : d’abord, la com-
plexité algorithmique des méthodes d’'apprentissage qurepeut déduire des preuves d’apprenabilité
est la plupart du temps exponentielle. Ensuite, le prinded’identification a la limite se marie mal
avec les contraintes du monde réel : en général on ne dispss#iyme énumération infinie du langage,
et quand bien méme ce serait le cas la seule certitude denraivia grammaire cible, sans savoir en
combien de temps, est un peu faible pour de véritables apipiis. Enfin, la disponibilité des ressources
est un obstacle a différents niveaux : existence de donoésdaforme voulue (dans le cas de structures
complexes), et surtout existence de données exemptestdeitaperfection” par rapport au langage.

Dans la derniere partie nous abordons cette problématiqua thise en ceuvre pratique de I'ap-
prentissage de langues naturelles. Comme il s’agit d’'ublgnoe trés vaste, nous nous intéressons plus
spécifiqguement a une partie de celui-ci, a savoir celle guteme la nature des données nécessaires en
entrée de I'algorithme. En effet, I'utilisation de strues complexes en entrée apporte une plus grande
quantité d’'informations a I'algorithme d’apprentissage,qui permet d’en améliorer considérablement
I'efficacité. Mais de telles structures ne sont généralémas disponibles pour de gros volumes de don-
nées. Nous proposons donc un compromis, basé sur la métad<iendzAwA , qui conserve les avan-
tages de I'apprentissage symbolique tout en éliminang cetbtrainte sur les structures. En contrepartie,
on considérera qu’une partie de la grammaire est déja comteumaniere a remplacer I'information
apportée par les structures par celle apportée mgralmmaire initiale Cette hypothése est relativement
réaliste dans la perspective de I'application aux cas,rdelfait notamment de la lexicalisation totale des
grammaires traitées et de la “loi derZ” qui se vérifie sur les textes en langue naturelle (cellgipuke
gue I'ensemble des mots les plus fréquents d’'un texte estitadd’'une faible proportion de I'ensemble
des mots, et réciproquement). L'inconvénient étant quedaxité de I'apprentissage dépend désormais
beaucoup de la grammaire initiale.

Cette approche nomméspprentissage partielera I'objet d’'un premier prototype dont nous pré-
sentons les résultats. Pour ces essais nous utilisonsidgidedes grammaires de liens pour I'anglais.
Cette grammaire a été construite paeSTOR et TEMPERLEY [106], et offre une description assez pré-
cise et compléte (au niveau grammatical) de I'anglais. Papplication gue nous souhaitons en faire,
les grammaires de liens ont surtout I'avantage d'étredotaht lexicalisées et relativement proches des
grammaires catégorielles. Cependant, il est nécessaititis#r un formalisme intermédiaire exprimé
dans le modéle des grammaires combinatoires généralesr@gmumdre aux spécifications de I'algo-
rithme, ce qui engendre certaines limitations par rappdat grammaire d'origine. L'expérimentation
réalisée tend a montrer que notre approche est pertinedtegrai de nombreux problémes subsistent :
I'efficacité de I'algorithme sur des données de grandeetdil choix de la grammaire cible parmi I'en-
semble des solutions retournées, et surtout le probléeme rilgidité des grammaires.
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CHAPITRE 1

Langages, grammaires
et formalismes pour les
langues naturelles

SONT DES SYSTEMES METTANT EN RELATION DES LANGAGES AVEC DESHSCRIPTIONS DE CEUX
Cl, NOMMEES GRAMMAIRES. UNE GRANDE VARIETE DE FORMALISMES EXISTENT CHACUN AYANT
DES CARACTERISTIQUES SPECIFIQUES LE RENDANT PLUS OU MOINSDAPTE A TEL TYPE DE LAN-
GAGES OU TEL TYPE DE TRAITEMENTS CETTE QUESTION EST FONDAMENTALE POUR LES LANGUES
NATURELLES : LA PERTINENCE LINGUISTIQUE ET LA POSSIBILITE DE TRAITEMENTAUTOMATIQUE
VIENNENT ALORS S AJOUTER AUX CRITERES QUI DISTINGUENT CES FORMALISMES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques bases indisigsnd&étude des langages en général et
des langues naturelles en particulier. Ce point de dépdrt'sime part a définir les langages en général,
concept central dans la problématique spécifique de I'apiseage développée dans les chapitres sui-
vants, et d’autre part a cerner les particularités des ksmgaturelles a travers la présentation de quelques
formalismes grammaticaux adaptés a leur représentation.

Nous considérons ici la notion de langage d'un point de vuméb uniquement : un langage est
simplement défini comme un ensemble (potentiellement )nfi@iphrases, la phrase étant un objet qui
peut prendre différentes formes. La nécessité de reperstmellement des langages nous aménera
a définir les concepts de grammaires et de systémes de gresam@omme nous le verrons dans le
chapitre 2, ces notions sont primordiales pour les proldedimférence grammaticale, parce que le
probléme de l'apprentissage ne peut se définir que par rappan ensemble de langages et non par
rapport a un langage isolé.

Les formalismes grammaticaux utilisés en Traitement Agiiique des Langues sont nombreux et
variés. En conséquence, ceux que nous présentons danspiteecha donnent qu’un bref apercu des
possibilités dans ce domaine. En dehors des trés classijaesnaires de constituants qui servent de

11
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référence, nous nous attachons plus particulierement aderigtion de formalismes susceptibles de

posséder certaines propriétés favorables a I'appret@bilbtamment la famille des grammaires catégo-
rielles. Malgré la richesse de ce type de grammaires et ledbreuses variantes existantes, nous nous
concentrerons principalement sur leurs aspects syntesidua syntaxe est en effet le seul niveau de
représentation auguel nous nous intéresserons dans tetee gbnsacrée a l'inférence grammaticale,

méme si bien s0r ni les langues naturelles ni les formaligopsidérés ne se réduisent a cet aspect.

Avant d'aborder ces concepts essentiels, nous effectumigues rappels concernant des définitions
de base et précisons les notations et la terminologie em@gsput au long de cette étude. Dans cette par-
tie nous expliquons notamment les mécanismes concerrsigriaes (ou types) que sont la substitution
et I'unification. Ces opérations jouent en effet un grane pdur les grammaires catégorielles, et nous
les utiliserons beaucoup dans les définitions et démoiwsisaliées aux algorithmes d’apprentissage.

1.2 Terminologie, définitions et notations

1.2.1 Préliminaires
1.2.1.1 Ensembles, ségquences

Un ensemblest une collection finie ou infinie d'objets, sans notion dierou de nombre d’occur-
rences. Les opérations suivantes sont définies sur les blesem

e 1 € A désigne le fait que I'élément appartient a 'ensembld ;

e AUB désignd’union des ensembled et B, c.-a-d. I'ensemble composé des éléments appartenant
aAouaB;

e A N B désignelintersection des ensembled et B, c.-a-d. 'ensemble composé des éléments
appartenant al et aB;

e AAB désigne ladifférence symétriquees ensemblel et B, c.-a-d. I'ensemble composé des
éléments appartenant soit4dsoit aB, mais pas aux deux ;

¢ larelation binaireC désignd'inclusion : A C B signifie que tout élément dé est aussi élément
de B (C désigne l'inclusion stricte 4 € BssiA C BetA #+ B);

e A\ B désigne la difference de 'ensemblepar rapport & I'ensemblB, autrement dit 'ensemble
des éléments dd n'appartenant pas&.

e A x B désigne le produit cartésien de 'ensemil@vec I'ensemble3, c’est-a-dire 'ensemble
constitué de toutes les pairgs b) aveca € A etb € B. De méme le produit cartésiefy x Ay x
.-+ x A, désigne 'ensemble de tousuplets(aq, as, ..., a,) aveca; € A; pour touti.

e |A] estle nombre d’éléments de I'ensemble

e P(A) désignd’ensemble des partiede A, c.-a-d. 'ensemble constitué de tous les sous-ensembles
(finis ou infinis) deA ;

e () désignd’ensemble vide

Un ensemble est noté = {a;, as, ..., a,}. Un ensembled est unsous-ensemblé’un ensemble3
si A C B, et réciproquementl est unsur-ensemblele B si A O B. Deux ensembles soditsjointssi
leur intersection est I'ensemble vide.
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Un partitionnementd’'un ensembled est une collection d’ensembles disjoints telle que I'urien
tous ces ensembles et Autrement dit,E = { Ay, As, ..., A, } est un partitionnement dé si
° AiﬂAj#wii:j;
e |J A=A
1<i<n
Tout ensembled; est 'une degartitions du partitionnementt. Soit k£ un entier : le partitionnement

E ={A,A,,..., A,} (avec|E| = n) est unk-partitionnemensin < k.

Une séquenceest un ensemble ordonné d’objets (finie ou infinie). Un ménjet g@eut apparaitre
plusieurs fois dans une séquence. Une séquence est(notée. , a,,). Lalongueurd’'une séquencs,
notée|S|, est le nombre d’éléments dans cette séquenceoheaténatiorde deux séquenceset S’,
notéeS e S’, est la séquence composée d'abord de tous les élémertipdis de tous ceux dé’ :
{ai,...,an)®{b1,...,by) = {ai,...,an,b1,...,by). Leschainessont des séquences de motse cas
particulier de lachaine videc'est-a-dire la chaine de longueur nulle, est ndté

L'ensemble des entiers naturels est nbté= {0,1,2,...}, et 'ensemble des entiers strictement
positifs est noté&N* = N\ {0}.

1.2.1.2 Relations

Une relation est un sous-ensemble d’'un produit cartésiBnC A; x Ay x --- x A,. Pour une
relation binaireR € A x B (sur le produit cartésien de deux ensembles), on note sbuvr au lieu
de(a,b) € R, aveca € A etb € B. Une relation binaire sur un ensembleest une relation sus x A.

Une relation binaireR sur A est dite

o réflexivesia R a pourtouta € A;

e transitivesia R b etb R cimpliquea R ¢ pour touta,b,c € A;
symétriquesi a R b si et seulement $i R a pour touta,b € A;
antisymétriquesia R b etb R a impliquea = b pour touta, b € A;

Une relation binaireg sur un ensemblel est unordre partiel si < est réflexive, antisymétrique et
transitive.

Une relation binaire~ sur un ensemblel est unerelation d'équivalencesi ~ est réflexive, symé-
trique et transitive. Si- est une relation d’équivalence sdiralors laclasse d’équivalencgselon~) d’'un
élémenta € A est'ensemble delsc A tels queb ~ a. Si A’ et A” sont deux classes d’équivalences de
A selon~ alorsA = A’ ou A et A’ sont disjoints. Par conséquent I'ensemble des classesiddence
de A selon~ définit un partitionnement dd. Réciproquement, tout partitionnement dedéfinit une
relation d'équivalence : dt est un partitionnement dé, alors la relation d’équivalence définie par ce
partitionnement est définie par~ b si et seulement s'il existe une partitichdanskF telle quea € A
ety € A.

Lou de symboles, voir partie 1.2.3.
20n trouve également dans la littérature la notation
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Définition 1.1 (Fermeture réflexive et transitivela fermeture réflexive et transitividune relation bi-
naire R sur un ensemblél est la relation binairé?’ sur A définie inductivement par

e a R apourtouta € A;

e a R bpourtousa,b € Atelsquea Rb;

e a R cpourtousa,b,c € Atelsquea R betb R c.

De toute évidence une telle relation est par définition réféest transitive.

1.2.2 Substitutions et unification
1.2.2.1 Termes, substitutions

Un termeest la composition dpérateurset devariables Chaque opérateur a umaeité fixée, in-
diquant le nombre d'opérandes de I'opérateur. L'arité ddpérateur peut étre nulle : on parle alors de
constantg.

Définition 1.2 (Terme) SoitO un ensemble d’opérateursiéun ensemble de variables. L'ensemble des
O-termes suiV est défini inductivement par
e v € V estunO-terme suV;
e si f € O estun opérateur d'arité et sitq, ty ..., t, sontn O-termes sul, alorsf(t1,ts ..., t,)
est unO-terme suf.

Notons que le cas des opérateurs d'arité nulle est un cdsylier du second point de cette défini-
tion : tout opérateur d’arité nulle est donc aussiterme. On parle dierme atomiquéorsque le terme
n'est pas décomposable (il ne peut donc s’agir que d’unaariou d’'un opérateur d'arité nulle), par
opposition auerme complexe

Définition 1.3 (Sous-terme) Un termet est un sous-terme d’un ternesi et seulement i = ¢’ ou
t' = f(t1,...,t,) etil existes, 1 < i < n, tel quet est un sous-terme de

On parlera de sous-terngdrict si en plus le sous-termeest différent du terme’. La taille et la
hauteur d’un terme sont définis de maniére classique :

Définition 1.4 (Taille, hauteur) La taille d’'un termet, notée||t||, est définie de la facon suivante :
e sit est atomiquet(€ V out est un opérateur d’arité nulle), aldfg| = 1;

n
o Sit=f(ty,....t,)alors|[t| =1+ > |t
=1

La hauteurd’un termet, notéeh(t), est définie de la facon suivante :
e sSit estatomiquet(€ V out est un opérateur d’arité nulle), aldist) = 0;
e Sit= f(ty,...,ty)alorsh(t) =1+ max({ h(t;) |1 <i<n}).

3|1 faut souligner ici la distinction entre variables et ctarges, d’autant qu’'on trouve parfois des conventionséuifites
dans la littérature selon I'utilisation qui est faite de &tion de terme. Dans la suite nous considérerons toujosiclestantes
comme un cas particulier d’opérateur. La distinction entigables et opérateurs d'arité nulle est trés importaota fes
substitutions, puisque ces deux types d’éléments s’y campdifféremment.
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De méme, le nombre d’occurrences d’un terme dans un autdeéfasi formellement conformément
ace qu'on en attend :

Définition 1.5 (Nombre d’occurrences)Le nombre d’occurrences d’un termedans un terme, noté
#.(t), est défini de la fagon suivante :
e siu=talors#,(t) =1,
e sinonu # ¢ :
— sit est atomique, alorg, (t) =0;

n

= sit=f(t1,...,tn), AlOrs#y(t) = Y #u(t);
=1
Var(t) (respectivementar({t,ts,...,t,})) est 'ensemble des variables utilisées dans le terme
(resp. utilisées dans au moins un des termes de I'ensemble, . . . , ¢, }). La notion de terme sera trés
utilisée par la suite. Dans le domaine des grammaires a@dgs, dont ils forment la base, on parlera
detypes

Définition 1.6 (Substitution) Soit © un ensemble d’opérateurs. Sbitet V' deux ensembles finis de
variables effp(V) (resp.7p(V')) 'ensemble de®)-termes su’ (resp.)’).

Une substitution est une fonctien: V — Tp(V’) qui associe a toute variablee V un terme de
Tp(V'). Une substitution est généralisée a une fonctiorfp(V) — Tp(V’) de la fagon suivante :

e o(t) =t pour tout opérateur € O d'arité nulle;

o o(f(t1,...,tn)) = f(o(t1),...,0(ty)) pour tout opérateuf € O et tout ensemble de types

t1,...,ln € %(V)

La composition de deux substitutions: V — Tp(V') etr : V' — Tp(V") est définie de maniére
usuelle parr o o)(z) = 7(o(x)) pour toutz € V. Cette définition vérifie comme on s’y attend que
(too)(t) = 7(o(t)) pour toutt € Tp(V). La substitution identitéqui associe a toute variablede
'ensemble de départ la méme variabldans 'ensemble d'arrivée, est notéé

Définition 1.7 (Renommage de variables)yn renommage de variablesst une substitution telle que
toute variable de I'ensemble d’arrivée a pour antécédeantairune seule variable de I'ensemble de
départ. En d’autre terme, toute substitution bijectiveuestenommage.

Ainsi on parlera par exemple de grammaiigentiques modulo un renommage [de variables] qui
signifie qu'il existe une substitution bijective permettde passer d'une grammaire a I'autre. On verra
dans la suite que de telles grammaires se comportent detfatgdement identiques, c’est pourquoi il est
inutile de préter attention aux variantes par renomrhage

1.2.2.2 Unification

Définition 1.8 (Substitution plus généralelJne substitutiorr; est diteplus généraleu’une substitution
o9 S'il existe une substitution telle queos = 7 o o7y.

4Le terme de “variantes lexicographiqueslighabetical variantsest souvent utilisé dans la littérature.
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Définition 1.9 (Unifieur). Soit © un ensemble d'opérateurstettt’ deuxO-termes sul). Une substi-
tutiono : V — Tp(V') est ununifieur pour le couple, ¢’ sio(t) = o(t').

Cette définition est étendue a un ensemble de terines{t,, ..., t,} de la maniére suivanter: est
un unifieur pourA si o (t) = o(¢') pour tout couplée, t’ € A.
Enfin o est un unifieur pour unéamille d’ensembles de terme$ = {A4;,...,A,} Si o est un

unifieur pour toutd € A.

Définition 1.10 (Unifieur le plus général)Etant donné un ensemble de typégresp. une famille d’en-
semble de typesl), o estl'unifieur le plus génératie A (resp. deA) si pour tout unifieur’ de A (resp.
de A) o est plus général que.

La propriété suivante découle directement de cette déimédt sera souvent utilisée par la suite : si
omgu €St I'unifieur le plus général dé (resp..A) et queos est aussi un unifieur dé (resp..A), alors il
existe une substitution telle ques = 7 o oy,g4.

L'unifieur le plus général d’'un ensemble de typégresp. d’'une famille d’'ensembles de typd},
notémgu(A) (resp.mgu(.A)), a les deux propriétés remarquables suivantes :

e L'unifieur le plus général est unique (a un renommage de hiasapres).

e Il existe un unifieur ded (resp. deA) si et seulement shgu(A) (resp.mgu(.A)) existe.

La premiere propriété est facile a observer : par définison,et ¢’ sont chacun un unifieur le plus
général ded alors il existe deux substitutionset 7’ telles quer = 7’ o0’ eto’ = 700, ce qui implique
oc=71oro0 (eto’ = 707 00’). Il estclair alors que-o 7/ = 7 o 7 = Id, doncr et 7’ sont des
renommages et par conséquerdt s’ sont identigues modulo un renommage de variables.

La seconde propriété est I'objet d'un théoréme dsBRISON[92] :

Proposition 1.1(Théoréme d’unification)ll existe un algorithme (appelé algorithme d’unification)iq
étant donné deux termes

e renvoie leur plus général unifieur s'il existe un unifieur ;

e retourne un échec dans le cas contraire.

Le lecteur intéressé trouvera une démonstration de cetpogition (ainsi que de nombreuses préci-
sions concernant I'unification) dans [9]. Nous donnonsesstus (algorithme 1.2) un algorithme d’uni-
fication trés simple tiré de [63] fondé sur celui proposé pardRINSON. Il en existe d’autres versions
beaucoup plus efficaces (hotamment de complexité quadeatiq utilisant des structures plus appro-
priées, voir [63]).

L'unification sur un ensemble de types ou sur une famille sbemble de types s’effectue facilement
a partir de cet algorithme. L'algorithme 1.3 en est une wersimple.

5La version que nous proposons précise la partie nomm#ier_substgalgorithme 1.1, nomméomposalans [63]), car
KNIGHT omet dans cet algorithme de détailler les difficultés liéesgropagation des substitutions. En effet, les substitsti
issues de sous-termes différents peuvent définir deuxdaigéime variable, ou causer une unification infinie lorsgesetiont
composeées.
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unifier_substsE,09)
Soitoy,gu =0
Pour chaquer tel que{z — t} € (o1 U 02) faire
Si ( {1‘ — tl} € o1 et{m = tz} € 0'2) Alors
Si (7 — MGU(t1,t0) termine avec succégt x n'a aucune occurrence dans
omgu(7(t1))) Alors
Omgu = Omgu U {Z — Omgu(T(t1))}
Sinon
| Echec
Fin Si
Sinon
[Sinon il existe une seule substitution stfsoit danso; soit dansos)]
Si (z a une occurrence dans,,,(t)) Alors
| Echec
Sinon
‘ Omgu = Omgu U {2 = Omgu(t)}
Fin Si
Fin Si

Fin Pour

ALG. 1.1 — Algorithme d’'unification de substitutions
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MGU(tq,t2)
Si(t1 outs est une variablellors
Soitz cette variable et 'autre terme

Si(z =t) Alors
| Renvoyer(

Sinon
Si (z a une occurrence dangAlors

| Echec
Sinon
‘ Renvoyer{z — t}
Fin Si
Fin Si
Sinon
Soitt; = f(x1,...,2,) €tta = g(y1,-- -, Ym)
Si(f # g oum # n) Alors
| Echec
Sinon
Soitg «— 0

Pouri delan faire
Si (7 +— MGU(z;,y;) termine avec succegors

| o < unifier_substse, 7)
Sinon
| Echec
Fin Si
Fin Pour
Renvoyer o

Fin Si
Fin Si

ALG. 1.2 — Algorithme d'unification
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MGU_set(A)
Si(|A| > 1) Alors
Soientt,t’ € A
Si (o0 —MGU(t,t") termine avec succesg)ors
Si(r —MGU_set(A \ {t,t'}) U{o(t)}) termine avec succeg)ors
| Renvoyerr
Sinon
| Echec
Fin Si
Sinon
| Echec
Fin Si
Sinon
| Renvoyer ¢
Fin Si

MGU(.A)
Soitoy,gu =0
Soit A = {Al, 500 ,An}
Pouri delan faire
Si (o — MGU_set(4;) termine avec succeet 7 « unifier_substsg,o,,4.,) ter-

mine avec succeédlors
‘ Omgu < O

Sinon
| Echec

Fin Si

Fin Pour

ALG. 1.3 — Algorithme d'unification d’'une famille d’ensemble types



20 CHAPITRE 1 — Langages, grammaires et formalismes pour les languasciias

1.2.3 Terminologie

Avant d’aborder les définitions de quelques formalismesngnaticaux il est sans doute utile de
préciser quelques notions trés générales ainsi que les @holinologiques qui les accompagnent.

La notion ddangageest au cceur de la problématique de I'apprentissage. Globateun langage est
un simple ensemble. Il n’y a pas a priori de restriction stiofene que peuvent prendre les éléments d’'un
langage : bien entendu le cas le plus répandu est celui dgadas dehaines c’est-a-dire celui ou les
éléments du langage sont des séquencesats les mots étant généralement pris dansacabulaire
fixé. On distingue ainsi lephrasesdu langage (sous-entendu “les phrases correctes app#rteca
langage”) des autres séquences de mots. Mais nous étgliégatement des cas ou les langages ne
sont pas de simples ségquences de chaines, en particuli@ndages dstructures ce terme recouvrant
différents niveaux de complexité possibles.

De plus, dans le cadre de la problématique de I'apprentisdadangages, on verra que la notion de
langage isolé ne présente strictement aucun intérét, mdesuoi il sera beaucoup questiondasses
de langages une classe de langages est simplement un ensemble dedantaagira le plus souvent
d’'un ensemble de langages ayant tous une propriété pateeain commun. Notons gu’on trouve parfois
dans la littérature du domaine (par exemple dans [61]) fe@déamille de langages plutdt que classe de
langages. On parlera parfois seus-class®u desuper-classequi sont respectivement a une classe de
langages ce que sont un sous-ensemble ou un sur-ensembémsennble.

En théorie des langages formels, le vocabulaire (généealenotéX) est souvent nommaphabet
L'alphabet est composé dgmboleset dans la plupart des exemples proposés chaque symbotmest
tué d’'un unique caractére. Dans cette optique, les éléndamidangage sont donc hommeés tasts(il
s'agit en effet de séquences finies de symboles). Ceperwenime nous nous intéressons ici plus parti-
culierement au langage naturel, nous utiliserons toujautsrminologievocabulaire/mot/phraselutét
quealphabet/symbole/mdle sens du terme “mot” étant bien sar différent dans ces #letsions). Il est
clair que cette forme ou 'unité de base est le mot est netieplas appropriée linguistiquement pour
parler de syntaxe des langues naturelles.

1.2.4 Calculabilité, décidabilité et langages

On considére une définition classique rdachine deTURING, et on utilise la these de HURCH-
TURING pour définir la notion d’algorithme : ualgorithmeest une procédure effective pouvant étre
représentée par une machine deRTNG. Le langage accepté par une machine deiNG est I'ensemble
des mots (entrées) pour lesquels la machine termine danaufin@l. Dans certains cas il sera précisé
explicitement que I'algorithmetermine ce qui signifie qu’il doit “rendre une réponse” en un temps fin
(ce qui est équivalent a I'existence d’'une machine de Tuotaje).

Remarque :dans les définitions ci-dessous nous traitons des langagegax-ci sont I'objet principal
des présents travaux, mais ces méme définitions s’apptiglirectement aux ensembles en général.

5Si le contexte permet de le deviner de facon évidente, cetemepas précisé.
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Définition 1.11 (Langages récursivement énumeérablddh langagel sur un univerg/ estrécursive-
ment énumérabléon dit ausssemi-décidables’il existe une fonction calculablé : N — I/ telle que

U ) =1L

neN

On dit quef énumerde langagel. L'existence d’'une telle fonction est équivalente a I'eatice d’'une
fonction f’ telle que pour tout € I/ f’ termine si et seulement sic L.

Alternativement, on peut dire qu'un langage est récursamnénumérable s'il existe une machine
de TURING qui accepte exactement ce langage, ou encore qu’un langagécarsivement énumérable
s'il existe un algorithme qui termine si et seulement si sanéex vérifiex € L.

Définition 1.12 (Langages récursifs)un langagel. sur un univers{ estrécursif (on dit ausstécidabl@
s'il existe une fonction calculablé telle que pour tout € U

fle)=1 sizel

flx)y=0 siz¢L

Alternativement, un langage est récursif s'il existe uroathme indiquant si oui ou nom € L et
qui termine pour tout: € L.

Par définition, lgprobleme de I'appartenance au langafe € L ?) est décidable pour tout langage
récursif. On peut bien sir montrer gu'il existe des langagesrécursifs, mais aussi des langages non
récursivement énumérables

1.3 Formalismes grammaticaux

L'étude formelle de langages nécessite de toute évidencaayen de décrire des langages, et ce
d’autant plus que les langages présentant un intérét (tgpient les langues naturelles) ont une structure
qui obéit a des regles particulieres. Il estimportant déigoer qu'’il n’est question ici que de syntaxe des
langages, et donc de régles syntaxiques permettant deplgseater. Ungrammaireest la description
d’'un langage, mais encore faut-il savoir “dans quel lanfage exprimée cette grammaire, autrement
dit comment l'interpréter. Il est donc nécessaire de définél est Iformalisme grammaticaltilisé, sa-
chant que de ce formalisme dépendémtpressivité(la “variété” des langages représentables sous cette
forme), la pertinence linguistique (la capacité de dédorg ou partie des langues naturelles et I'éven-
tuelle justification linguistique de cette représentatienl’utilisabilité des grammaires (décidabilité du
probléme de I'appartenance, existence d’algorithmesaitetnent efficaces, propriétés éventuelles d’'ap-

prenabilité, etc.).

De nombreux formalismes grammaticaux existent, chacuntags avantages et ses inconvénients.
L'objet de nos travaux étant I'étude des propriétés liééapptenabilité dans un cadre aussi général que
possible, nous utiliserons plusieurs de ces formalismest @ourquoi il est utile de se doter d’une notion

"par diagonalisation avec les machines de Turing (par exa&mpl
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formelle définissant les caractéristiques mininimales d&l systeme, suffisamment générale pour traiter
de n’importe quel formalisme, mais aussi de n’importe guilrme d’éléments du langage. En effet, la
représentation de phrases du langage naturel peut nécesisitlure des informations de type varié (par
exemple des informations d'ordre sémantique). Il faut marséquent inclure plus de souplesse que la
stricte définition de langages de chaines, de maniére a tiggrfeemanipulation de structures diverses
(parenthésages de constituants, autres informationsxdgues ou sémantiques, etc.). C'est pourquoi
un systéeme de grammairegéfini ci-dessous, devra définir a la fois lelsjets considérés, le type de
grammaires, ainsi que le mécanisme par lequel un ensembddsdebjets est associé a une grammaire.

Définition 1.13 (Systéme de grammairesin systeme de grammaires est un triplet G, M) dans
lequel/ est un ensemble d'objétsG un ensemble de grammaires.gt une fonction qui associe a
chaque grammaire dgun sous-ensemble d¢: M(G) est lelangagereprésenté par la grammaifée

Ainsi les formalismes grammaticaux seront définis par le fjpbjets qu'ils manipulent, représen-
tant les phrases du langage (I'univér}, la forme des grammaires utiliségs) (et surtout la fagon de
relier une grammaire a I'ensemble de phrases qu’elle reptésson langage (la fontiom).

1.3.1 Grammaires de constituants
1.3.1.1 Définitions

En théorie des langages formels, le formalisme de référestcgans conteste celui des grammaires de
constituantsghrase structure grammaraussi appeléagammaires syntagmatiguesl plus simplement
grammaires de BOMSKY) proposé par BoMsKY dans [29].

Définition 1.14 (Grammaire de constituantsnegrammaire de constituantsst un tuple>, N, S, ),
dans lequel

e Y est le vocabulaire ;

e N estl'ensemble des symboles non-terminaux ;

e S € N est un symbole non-terminal particulier ;

e — C (BUN)T x (XU N)* est une relation binaire décrivant les regles de la granemair

Définition 1.15 (Dérivation) SoitG = (X, N, S,—) une grammaire. La relation de dérivation immé-
diate=¢ (X UN)" x (3 U N)* est définie par :

a =@ [ si et seulement s'il existe;, as, s,y € (X U N)* tels que
® x=Q1003003,

e B=ajeveas;

e etag — 7.

On définit ensuite la relation de dérivatien* comme la fermeture réflexive et transitive ge

8Le terme générique “objets” est utilisé pour désigner léméhts d’un langage sans s’attacher a la forme précise decteu
(voir partie 2.2.1.1).
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De maniére informelle, une chaine peut étre réécrite scelient une sous-séquence correspondant
exactement a la partie gauche d'une des régles de produldfories par la relation-, et le résultat de
la réécriture est la chaine de départ dans laquelle cetsessmuence est remplacée par la partie droite de
la regle. La relation de dérivatios-* sert a appliquer autant de fois que nécessaire un tel reemptat.

Le langage d'une grammair&, noté L(G), est alors défini comme I'ensemble des chaimes :*
telles queS =* «. Une grammairés estfaiblement équivalentad une grammairé&’ si L(G) = L(G").
Deux grammaires sont ditésrtement équivalentes elles générent les mémes ensembles de struttures
de dérivation (c’est-a-dire que non seulement toute prappartenant au langage d’'une grammaire ap-
partient aussi au langage de l'autre, mais en plus ces phdadeent pouvoir étre construites avec des
structures de dérivation isomorphes).

1.3.1.2 La hiérarchie de GioMSKY

Le niveau de complexité des langages est trés variable. taaangaires de constituants offrent
un moyen assez simple de caractériser la complexité deaganga travers des critéres facilement
vérifiables sur les grammaires qui les représententhibearchie deCHoMmskY décompose les lan-
gages/grammaires en quatre classes, ayant chacune degtprofrés utiles qui font de cette hiérar-
chie une référence a laquelle on mesure souvent les autrealiemes grammaticaux. Voici ces quatre
classes :

Type Nom Conditions

0 Non restreintes  Aucune restriction

1 Contextuelles  Toute régle est de la forme- 3, avec|a| < |3].

2 Algébriques Toute regle est de la forme— «, avecA € N.

3 Rationnelles Toute regle est de la forhe— aB ou A — a, avecA, B € N eta € Y.

Comme on peut le voir, ces conditions impliquent que la elakss grammaires/langages de type
est toujours inclusé€ dans celle des grammaires/langages de fypel. Notons qu'il existe quelques
variantes de ces définitions, notamment a propos de la chadae qui est parfois interdite comme
unique élément de la partie droite dés les grammaires deltypeces différences sont peu importantes
dans la mesure ou les classes de langages sont équivalentes.

Les grammaires non restreintes ont la propriété suivarridangage est de type 0 si et seulement s'il
est récursivement énumérable. Pour les grammaires coatiest, aussi appelégsammaires sensibles
au contextecontext sensitive grammar®n a la propriété que tout langage de type 1 est récursi(ma
la réciproque est fausse en général), et donc que le proldértiappartenance est décidable pour ces

%I sera question plus en détail de langages de structuresldahapitre 4.
10| g’agit d’ailleurs d’une inclusion stricte.
LA une exception prés pouf — &, qui est toujours autorisé afin de permettre que la chalreappartienne au langage
représente.
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grammaire¥’. Les grammaires algébriques, aussi appaiéasimaires hors-contex{eontext free gram-
marg, sont connues pour étre en plus analysables en temps pulingoir [97], algorithme d’Earley
[45], CKY [31],[62],[110]).

Les grammaires algébriques sont assez centrales dangdachié de Gomsky, du fait de leur
expressivité souvent suffisante et de leurs propriétéseguidndent facilement utilisables en pratique.
Elles sont a ce titre trés étudiées et tres utilisées. Iltexis particulier deux formes normales importantes
pour ces grammaires :

Définition 1.16 (Formes normales des grammaires algébriques)

Une grammaire algébriqué€ = (X, N, S,—) est enforme normale deCHOMSKY si toutes ses
regles sont de la formd — BC ouA — a, avecA,B,C € N eta € X.

Une grammaire algébriqué€ = (X, N, S,—) est enforme normale deGREIBACH si toutes ses
regles sont de laformé — aA1As ... A,, avecA;, As,..., A, € N eta € X. Sin < 2, lagrammaire
est dite erforme normale forte d&REIBACH.

Il est démontré que pour toute grammaire algébrique il exisie grammaire (faiblement) équiva-
lente en forme normale deHOMSKY et une grammaire (faiblement) équivalente en forme normele
GREIBACH, et que chacune de ces transformations peut étre réalis&en@s polynomial ([29], [51],
[56]). La transformation en forme normale dei@vsKy est relativement fidéle a la grammaire d’origine
(les arbres ne sont pas strictement isomorphes mais leucsuses sont trés proches), mais la transfor-
mation en forme normale deR&IBACH peut donner des dérivations de forme trés différente de<ell
d’origine.

Les grammaires rationnelles, aussi appelées grammagekares, sont la plus petite classe de cette
hiérarchie, et ne décrivent par conséquent que les landegdus simples. De tels langages peuvent
étre décrits a l'aidel’expressions régulieregsoir par exemple [56],[11]), en utilisant uniqguement les
opérateurs suivants :

ConcaténationLe L' = {wew' |we Letw € L' };

Union:LUL' ={w|we Louwe L'};

Fermeture de Kleeneli* = {c¢} ULU{wew' | w € L* etw’ € L* } (en d’autres termes* est
'ensemble des phrases obtenues par concaténatiorpbeases dé., avecn > 0).

A ces opérateurs on ajoute par commodité les deux opéraenents :

Option :L* = {e} U L;
e Fermeturet : LT = LU{wew' |we LT etw € LT } = L* e L = L*\ {c}.
On utilisera également la notatidi = L e L~!, avecL’ = {¢}, pour touti € N.

12Ceci n'est pas difficile & constater d’aprés la forme desesgkn effet on montre aisément que le nombre de chaines de
longueur inférieure ou égale a un entiefixé générées par de telles regles est borné.
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1.3.1.3 Les langues naturelles dans la hiérarchie deHOMSKY

La question de savoir ou se situent les langues naturelfesld&iérarchie de @omsky a été large-
ment étudiée et discutée. La question principale porteedfaitlque la frontiere des langages algébriques
soit ou non franchie par les langues naturelles : il est déaigradmis que les langues naturelles sont
“presque algébrigues”, mais sortent néanmoins légéredentangages de type 2 et par conséquent ne
sont pas des langages algébrigques au sens strict [54]. &rceffains phénoménes linguistiques ne sont
pas représentables par des grammaires algébriques. eicjuggs-uns des principaux points qui illus-
trent les limites des grammaires algébriques pour la reptéson de langues naturelles (ces exemples
sont issus principalement de [87]). Nous utilisons ici ldeodedépendancedont il sera question plus
en détail dans la partie 1.3.3. de maniéere informelle, gjis’'simplement d’éléments de description de
la structure d’'une phrase, qui relient les mots (ou les doasitts) de la phrase a I'aide de relations
syntaxigues.

Marie que Jeanvoit.
Marie que Pierre pense que Jeait.
Marie que Pierre pense que Paul pense que ... quevddtan

Dans ces trois phrases “Marie” est I'objet direct de “voit"y a donc une dépendance entre les
deux mots, mais la distance qui les sépare est arbitrairgpada dedépendances distanteSe type de
phrases est acceptable par une grammaire de type 2 (au dies@haines) mais la structure algébrique
engendrée par la dérivation ne permet pas de représentecate Ifnguistiquement satisfaisante le lien
entre “Marie” et “voit”.

Les dépendances non projectivésu croisée} constituent la seconde catégorie de problémes par
rapport aux grammaires algébriques. De nombreux cas eiig@mi lesquels

e Lanégation (en francais) : “Marie aimepasJean” (constituants discontinus).

e Les clitiques : “Jearen mangeun morcead'. Ici “en” est le complément de I'objet “morceau”,
mais en est séparé par le verbe “mange” lui-méme lié au sigein”.

e Accords multiplesrultiple agreement “Peter, Paul andMary could achieve markien, seven
andeight in Mathematics, Linguistics and English, respectively.” On se trouve ici dans le cas
d’'un langage de la form&'b"c™ avecn > 2, dont il est démontré qu’il n'appartient pas a la classe
des langages algébriques.

Malgré ces inconvénients, les grammaires algébriquesi&sant une base relativement compléte
pour une représentation imparfaite mais globalement assesfaisante des langues naturelles, ou du
moins d’'une grande partie de celles-ci. Citons notammenasedes grammaires de liens (voir partie
1.3.3.4), un formalisme équivalent aux langages algébsigdont les auteurs se sont servis pour modé-
liser la langue anglaise de fagon assez précise.
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1.3.2 Grammaires catégorielles

Lesgrammaires catégoriellefategorial grammargrecouvrent un ensemble de formalismes gram-
maticaux ayant en commun la notion citégories qu’on appelle égalemetygpes Le cceeur de chaque
forme de grammaire catégorielle est un ensemble d’axiomesiéregles universelles qui régissent
la maniére dont les catégories peuvent se combiner eng® &ans un tel systéme, une grammaire
est définie uniguement par Uexique c’'est-a-dire I'association d’un ou plusieurs types a cleamot
du vocabulaire. On dit que les grammaires dotdlement lexicaliséesar c’est uniguement le lexique
qui contient toutes les caractéristiqgues de la grammainati@rement par exemple aux grammaires de
constituants qui contiennent souvent des regles ou n’afigarcun mot du vocabulaie).

Historiquement® les grammaires catégorielles trouvent leur source damsakesix d’AJIDUKIEWICZ,
qui a défini un calcul a base de fractions pour tester la ciiorede propositions de logique, en lien avec
les langues naturelles [3]. Ces travaux ont laissé dansdesmgaires catégorielles classiques, introduites
dans [13], le principe d’'un calcul sur des fractions que Féduit au fur et @ mesure du processus de dé-
rivation. La barre de fraction est restée, mais elle s’edbdBlée pour devenir orientée et ainsi permettre
la gestion de I'ordre des mots :
A

De B B — A onestpasséaA/B B — A et B B\A — A.

Ces deux régles forment le noyau de tous les systémes de giearoatégorielles. Nous présente-
rons ces systemes dérivés dans les parties 1.3.2.2 eBl113decteur intéressé trouvera de plus amples
détails sur les grammaires catégorielles et les systémdsemes qui s’y rattachent dans [1], [90].

1.3.2.1 Grammaires AB

Les grammaires catégorielles classiques, nommeées aassit@gtires AB, ont été introduites dans
[13]. Ces grammaires sont totalement lexicalisées : cglaif@ qu'une grammaire est décrite unique-
ment par son lexique, le lexique étant I'association d’'un@lasieurs catégories a chaque mot du voca-
bulaire. Les régles utilisées dans les dérivations sornt doiversellesCes régles sont :

A/B, B— A FA (Forward Application)
B, B\A — A BA (Backward Application)

Les catégories(aussi nomméetypeg sont des termes utilisant les opérateurs binaires, . Intui-
tivement, une expression est de typeB (resp.B)\ A) si cette expression est de tydelorsqu’elle est
suivie (resp. précédée) par une expression de Bigéne phrase est correcte s'il est possible d’associer
a chaque mot I'une de ses catégories, de telle sorte quajles iniverselles permettent de transformer
cette séquence de catégories en la catégorie spéciale

Définition 1.17 (Grammaire AB) Unegrammaire ABest un tuplez = (X, Pr, s,>>), dans lequel
e X estle vocabulaire ;

13\oir [28] pour plus de détails sur I'histoire des grammaicagégorielles.
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e Prestl'ensemble des types primitifs. A partir de cet ensernhldéfinit 'ensemble des types de
G, notéTpg, comme I'ensemble de&8 4 p-termes suPr ; avecOap = { /,\};

e s € Pr estun type primitif particulier désignant les phrasesexigs du langage ;

e > C ¥ x Thq est la relation finie associant a chaque mot du vocabulawe ou plusieurs types
deTpg.

Remarque :lorsque cela ne présente pas d’ambiguité, on notera sireplefp I'ensemble des types
d’'une grammairé-.

Intuitivement, les deux régles universellEsl et BA sont des motifs que I'on peut appliquer a une
séquence de types pour effectuer un pas de dérivation. Femeat :

Définition 1.18 (Dérivation) SoitG = (¥, Pr, s,>) une grammaire AB. La relation de dérivation im-
médiate= Tp* x Tp™ est définie par :

a =¢ [ si et seulement s'il existe;, a3 € Tp* et X, Y, Z € Tp tels que

e a=ae(X,Y)eas;

e f=aje(Z)eas;

e et il existe une substitution telle que I'une des conditions suivantes est vérifiée :
—0(A/B)=X,0(B)=Y eto(A) =72,
—o(B)=X,0(B\A)=Y eto(4A)=27;

On définit ensuite la relation de dérivatien* comme la fermeture réflexive et transitive ¢e Le
langage de la grammair&, noté L(G), est 'ensemble des phrases. . . w, telles quew; > t; pour tout
ietty...t, =% s.

Exemple 1.1. Soit G la grammaire constituée du lexique suivant :
{ Pierre, Marie, Paul: SN; aime, déteste (SN\S)/SN; qui: (SN\SN)/(SN\S) }.
La phrase « Pierre, qui aime Marie, déteste Paul » appadielangage de cette grammaire, comme

le montre la dérivation suivante :
SN, (SN\SN)/(SN\S), (SN\S)/SN, SN, (SN\S)/SN, SN

SN, (SN\SN)/(SN\S), (SN\S)/SN, SN, SN\S
SN, (SN\SN)/(SN\S), SN\S, SN\S

SN, SN\SN, SN\S

SN, SN\S

S

Lyl

Une grammaire AB esigide si chaque mot n’est défini que par une seule catégorie. De mérae
grammaire est ditk-valuéesi chaque mot est défini par au plisatégories.

On peut décrire une dérivation a I'aide d’'un arbre de marg&ssique, en étiquetant les nceuds par
la catégorie du constituant gu'ils représentent. De phufpime des régles permet aussi de représenter
un arbre de dérivation en étiquetant les nceuds seulemetitdeatifiant de la régle utilisée{A ou
BA). Une telle structure, dans laquelle les feuilles ne sdguétées que par un mot, est appelde
structure(pour Functor-Argument structuje Cette représention est unique pour un arbre de dérivation
donné (voir figure 1.1). En revanche une FA-structure doipeé représenter un nombre infini d’arbres
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de dérivations : dans la figure 1.1, on peut par exemple remaptaus lesS N par des(X;/X3)/.../ X,
et la FA-structure reste identique.

Pierre qui aime  Marie déteste Paul Pierre qui aime Marie  déteste Paul
SN (smsny/sn\s)  (SN\S)/SN SN (SN\S)/SN SN

SN\SN

«— BA

S BA

Figure 1.1 — Arbres de dérivations et FA-structure

Nous nous intéressons particulierement a cette notion dstifesture car celle-ci est a la base de
I'algorithme d’apprentissage de grammaires AB défini pasAowski [27] puis enrichi par Kanazawa
[60]. Ci-dessous sont définies plus formellement les netiFA-structures, et de langages de structures
et de chaines :

Définition 1.19 (FA-structure) Etant donné un vocabulairg, 'ensemble des FA-structure®Cs, est
défini comme le plus petit ensemble tel que
e tout motw € X appartient &Ly ;
e pour tout couplel’, T, € SLy, les FA-structured"A(Ty, 1) et BA(Ty,T>) appartiennent a
SLs.

Le produit d’une FA-structure est défini comme la séquence des motspgairaissent aux feuilles
de celle-ci, c’est-a-dire la phrase représentée par dettetisre.

Définition 1.20 (Instance d’'une FA-structurelSoit G une grammaire AB ef’ une FA-structure. Un
couple(a, tg), OU« est une séquence non vide de catégorieg ehe catégorie, est une instancelde
pourG si 'une des conditions suivantes est remplie :
e siT est constituée uniqguement d’un motalorsa = (tg) et il existe une régle d& qui associe
la catégorigg aw (w > tg) ;
e siT = FA(Th,T>) (resp.T = BA(T1,T3)), alors il existe deux coupleQy;,t1) et (o, ta),
respectivement instances deetTs, tels quet1ts — g4 to (resp.tits —pa to) €ta = a1 e as.

Intuitivement un couplécx, t) est une instance d’une FA-structdfgour une grammaire donnée sile
fait de “coller” la séquence de typesaux feuilles de la structure et le typa la racine (et d’étiqueter les
autres noeuds en conséquence) permet d’obtenir un arbreiidéa partiel correct pour la grammaire.
On peut ainsi définir ldangage de structured’une grammaires, noté F'L(G), comme I'ensemble
des FA-structures telles qu'il existe une instarfeeS) de T' pour G. Le langage de chaine&(G)
de la grammaire= est alors défini comme I'ensemble des chaingslles qu'il existe une structure
T € FL(G) dontz est le produit. On vérifie aisément que cette définition esbenpoint équivalente a
celle de la définition 1.18.
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La forme des régles laisse deviner que les grammaires ABasgélbriques. Il est en effet démontré
dans [12] que toute grammaire AB est équivalente a une gramarhars-contexte en forme normale
de Homsky. La transformation proposée est la suivante : I'ensemtdesdas-types de tous les types
du lexique est fini. On définit pour chaque sous-type un nomitel, et pour chaque triplet de sous-
types (t,t’, ") dérivables par une des reglésA ou BA (¢,t' = t”) on crée une regle” — uu/,
ot u,u,u” sont les non-terminaux correspondant respectivementygest, t’,t”. Pour chaque regle
w >t On ajoute aussi une régle— w (avecwu le non-terminal correspondant au tyfede sorte que
la grammaire algébrique ainsi construite a exactement feariéngage que la grammaire AB d’origine.
Il est également démontré dans [12] que toute grammairedumtexte (n'acceptant pas le mot vide
peut étre convertie en grammaire XBce qui implique que la classe des langages des grammaires AB
est exactement la classe des langages algébriques.

1.3.2.2 Grammaires de lIAMBEK

On peut expliquer les développements ultérieurs des granesraatégorielles de deux fagons, toutes
deux ayant pour but de pallier les limitations des grammsaftB (notamment en termes d’expressivité
et de représentation pour les langues naturelles). Damsrgigre explication, ces limitations conduisent
a I'ajout de regles supplémentaires aux régles univessellé et BA dans le but de mieux représenter
la complexité des langues naturelles. Dans la secondecatiph, les regles universellésA et BA sont
réinterprétées en tant gu’axiomes d’un systéme logiquguceonduit & compléter le systéme de fagon
a le rendre plus cohérent mathématiquement. Dans les dsyiegaoint de départ des extensions des
grammaires catégorielles classiques est le travaildedEk, initialement développé dans [64].

Le calcul de laAMBEK est un systéme logique dans lequel les régles universaegmmaires
AB sont vues comme les deux formes (orientéesmthdus ponensc’est-a-dire une élimination de
l'implication : A/B B — A correspond & + (B < A), A+ BIF T'A  A. Cet aspect logique est
accentué par I'ajout des deux régles d’introduction deglioation, correspondant@A + B IF T' +
A = B. Présenté sous forme de séquents, ce calcul est donc définiaden suivante :

< D]
TFA/B  AFB B AFBA
T.AFA [/ El T.AFA \E]
I,BrA B.TFA
ra/s /1 T 5a V]

Remarque :1l existe plusieurs fagons de présenter le calcul delkek. Nous donnons ici une version
simple qui ne tient pas compte guoduit. Les aspects logique de ce systéme font I'objet de nombreux
travaux, en particulier du fait de ses connexions étroites & logique linéaire [49]. Il existe plusieurs
variantes de ce calcul, et celui-ci permet une gestion tnésdie la sémantique (voir [70], [26]).

La définition d'une grammaire deAMBEK est en tout point identique a celle d’'une grammaire
AB. Le langage d'une telle grammaire est défini comme I'erdendes phrases; ... w, telles que

140n retrouve cette équivalence en utilisant la forme normal€rREIBACH.
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w; > t; pour tout: etty ... ¢, - s. Les extensions apportées par les grammairesadeBEK offrent une
bien meilleure représentation des langues naturellesegugrdmmaires catégorielles classiques, notam-
ment en permettant de représenter de facon satisfaisaménsegphénomenes linguistiques, comme en
témoigne I'exemple suivant.

Exemple 1.2. Soit G la grammaire constituée du lexique suivant :
{ Pierre, Marie, Paul: SN; aime, déteste (SN\S)/SN; que: (SN\SN)/(S/SN) }.

La phrase « Paul, que Pierre déteste, aime Marie » appaatidahgage de cette grammaire, comme
le montre la preuve suivante :

(SN\S)/SN F (SN\S)/SN SNF SN 1P
SN+ SN (SN\S)/SN SN+ SN\S /e
SNGGM\S)SNSNT S
(SN\SN)/(S/SN) F (SN\SN)/(S/SN) SN (SN\S)/SN F 5/5N '
SNFESN (SN\SN)/(5/5N) SN (SN\S)/SN F SN\SN “(SN\S)/SN F (SN\S)/SN SN SN
SN (SN\SN)/(S/SN) SN (SN\S)/SN F SN \e (SN\5)/SN SN F SN\§
SN (SN\SN)/(S/SN) SN (SN\S)/SN (SN\S)/SN SN F S \e

e

[

PENTUS a démontré que la classe des langages (de chaines) des gresmied AMBEK est exacte-
ment celle des langages algébriques [85], et par conségsedquivalente aussi a celles des grammaires
AB. Ce résultat ne contredit pas le fait que la représemates langues naturelles soit linguistiguement
meilleure avec les grammaires daMBEK qu’avec les grammaires AB, car les structures représentant
les preuves dans le calcul dealBEK peuvent étre plus complexes, et donc mieux rendre compte des
phénomeénes linguistiques décrits. En revanche les gramsndé LAMBEK présentent un inconvénient
majeur, démontré également pa&ENTUs : I'analyse syntaxique (autrement dit la question de sasioir
x € L(Q)) est un probléme NP-complet [86]. Ceci pose bien entendurablgme sérieux quant a
d’éventuelles applications pratiques de ce systéme surodevglumes de données.

Afin de mieux répondre aux besoins de la modélisation desumngaturelles, le calcul logique de
LAMBEK a évolué ensuite notamment vers les logiques multimod@les systemes, introduits indépen-
damment dans [69], [79] et [53], sont capables de rendre todgwfacon trés précise de phénoménes
linguistiqgues complexes. BIORTGAT donne dans [70] une synthése assez compléte de ce type de sys-
temes. Cependant nous n'étudierons pas de maniére apgifaite partie pourtant trés riche du monde
des grammaires catégorielles parce que la base logiques fleromlismes grammaticaux en fait des sys-
temes assez éloignés des systemes a base de regles @ésintpies”, pour lesquels I'apprenabilité est
moins difficile a obtenir.

Un autre aspect extrémement important des grammairesociies “modernes” réside dans une
gestion tres fine de la sémantique. En fait les grammaireégyoaelles permettent de dériver en pa-
ralléle la sémantique et la syntaxe, précisément a I'aideainterprétation en termes de logique des
connecteursKrincipe de compositionnali}é Basé sur les travaux de d&NTAGUE [67], cet aspect des
grammaires catégorielles leur donne une Iégitimité liggile pour la représentantion et I'étude des
langues naturelles. Malgré son intérét évident, nous mtEyons pas ce sujet par la suite car les travaux
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que nous présentons sont concentrés sur I'acquisitiomamesyntaxiquee .

1.3.2.3 Grammaires Catégorielles Combinatoires (SEEDMAN )

Lesgrammaires catégorielles combinatoirgSombinatory Categorial Grammars, CG@roposées
par STEEDMAN ([102], [103], [104]), sont une autre voie de développentmstgrammaires catégorielles
classiques. Le principe de ce modéle est de définir des ragiesrselles en adéquation avec la réalité
linguistiqgue, mais sans passer nécessairement aux madogigges. Les regles ainsi ajoutées sont donc
sous la forme de régles de réécriture, telles celles desngaines AB. On retrouve en partie dans ces
regles certaines propriétés du calcul deMBEK, du fait de leur pertinence linguistique. De méme, la
compositionnalité syntaxe/sémantique est un élémentateie ce modéle. Voici les régles principales
des grammaires catégorielles combinatoires :

Forward Application XY Y —
Backward Application Y Y\X —
Forward Compositon X/Y Y/Z — X/Z
Backward Composition Z\Y Y\X — Z\X
Forward Type Raising X —Y/(X\Y)
Backward Type Raising X — (Y/X)\Y

X
X

Remarque :La notationA\ B n’'a pas la méme signification dans le cadre des grammairégarétlles
combinatoires et dans celui des grammaires catégoridiissigues : dans le premier cas la regle d’ap-
plication arriéere est traditionnellement écrile A\ B — A, autrement dit le type “a consommer”
("argument) dansA\ B estB et nonA. Ceci dans le but que pour les deux opératgue$\ le premier
type soit toujours le type principal et le second I'argumeandis que la notation des grammaires ca-
tégorielles classiques est basée sur la similarité aveftdeons (I'argument y est “sous” I'opérateur
/ ou\). Afin d’éviter les confusions nous utiliserons toujourstztation des grammaires catégorielles
classiques, y compris dans cette partie. Ce choix a biememjgour inconvénient d’'inverser la notation

habituelle des grammaires catégorielles combinatoires.

Les grammaires catégorielles combinatoires sont plusitées vers les applications informatiques
gue les grammaires multimodales, dont la complexité dlymigue est importante. En particulier de
nombreux travaux ont été réalisés dans ce modéle sur lagotsih ou I'acquisition de corpus et I'ana-
lyse robuste (notamment [55]). Dans la problématique ggpfanabilité, ce modéle présente I'avantage
d’étre plus proche des grammaires AB au niveau de son fomaiment (régles de réécriture et struc-
tures de dérivation semblables). Or on verra que les graremaB ont certaines propriétés positives
pour I'apprentissage, et qu’elles sont donc plus susdeptithétre adaptables aux grammaires catégo-
rielles combinatoires.

15)] sera néanmoins question dans le chapitre 3 de certaivsutxasur I'acquisition de grammaires catégorielles a parti
d’informations d’ordre sémantique (notamment [43]).
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1.3.3 Grammaires de dépendances

La phrase est uensemble organis#ont les éléments constituants sontr@sts Tout mot qui
fait partie d'une phrase cesse par lui-méme d'étre isolé mentans le dictionnaire. Entre
lui et ses voisins, I'esprit apercoit desnnexionsdont I'ensemble forme la charpente de la
phrase. [...] Les connexions structurales établissenteetgs mots des rapports d#pen-
dance (TESNIERE[107])

D’un point de vue linguistique, la description de la struetd’'une phrase en termes de dépendances
est pertinente. En effefun des aspects les plus importants et les plus visiblesisitodrs humain est
le degré d’'organisation trés élevé des énoncés. [...] Lessrdain énoncé sont reliés entre eux par des
dépendances un mot peut ou doit dépendre d’'un autre pour sa position danghrase et sa forme
grammaticale. ([66], p.2-3)

MEL' Cuk donne la définition suivante de la dépendance linguistiG6g:[

Définition 1.21. La dépendance est une relation non symétrique, de méme tgpkirgplication : I'un
des éléments “présuppose” en gquelgue sorte I'autre, niargise n'est (en général) pas vrai. La dépen-
dance est notée par une fleche;: — ws signifie quew, dépend dev;. w, est appelé Igouverneurde

ws ; ON parle aussi de lte de la dépendance.

1.3.3.1 Les différents types de dépendances

MEL' CuK distingue quatre niveaux de représentation d’'une phrasenantiquesyntaxique mor-
phologiqueet phonologique Pour exprimer formellement la structure d’'une phrase ssrtiois pre-
miers niveaux de représentation, il propose des graphgseééis de la maniére suivante : les noeuds
représentent des unités linguistiques du niveau correlgponet les arcs représentent les relations (de
dépendance) entre ces unités. On distingue donc troiscasgnajeures de dépendances linguistiques :

Dépendances sémantiques La signification d’'une phrase peut étre représentée a ltidermalisme
du calcul des prédicats. On dit alors que I'argument d’'urdiped dépend sémantiqguemeste son
prédicat.

Exemple 1.3. Si on considére le prédicat a trois argumegrgoyer(Envoyeur, Objet, Receveur)
la phrasé'Pierre a envoyé une lettre a Paulést décrite au niveau sémantique par la figure 1.2.

envoyer

envoyeu receveur
obje

Pierre lettre Paul

Figure 1.2 — Dépendance sémantique

Dépendances morphologiques :Un motw, dépend morphologiquemediun autre motw; dans une
phrase donnée si au moins une des “catégories grammditidales, est déterminée par,. Un
exemple simple de dépendance morphologique est I'accogiilgr/pluriel entre un nom et son
déterminant. Ce type de dépendance est trés variable selmgue.
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Dépendances syntaxiques :La structure syntaxiqu&l’'une phrase est d'une certaine maniere un in-
termédiaire entre sa structure sémantique (significatargontenude la phrase) et sa structure
morphologique formede la phrase). Cette structure intermédiaire permet derdéarganisa-
tion de la phrase. ML CUK explique que ce statumtermédiairerend la notion de structure syn-
taxique plus difficile a définir, et met en garde contre leussge confusion avec les deux autres
types de structures a cause de cette difficulté. Mais cetbspermédiaire rend aussi la structure
syntaxique plus intéressante a étudier, puisqu’elle estithe en “information” que la structure
morphologique, sans avoir la trop grande complexité deletre sémantique. Beaucoup de tra-
vaux sur les grammaires de dépendances utilisent ce nivataxijue (parfois implicitement), et
c’est aussi sur celui-ci que nous travaillons.

1.3.3.2 Les dépendances syntaxiques [66]

Les dépendances syntaxiques ont été utilisées pour parllr structure des phrases depuis I'an-
tiquité. On retrouve cette notion aussi bien chez les grainena arabes dg®™® siécle que dans des
livres de grammaire allemands d9°™e Mais la représentation en constituants (phrase structure”)
est apparue au début d0°™¢ alors que I'approche avec dépendances syntaxiques rfarétéllement
présentée qu'en 1959 pae3NIERE[107]. Comme la classification de Chomsky est basée sur apite
proche en constituants, I'approche avec dépendancesdeeshue populaire qu'au début des années
1980.

MEL' CUK précise que, malgré son caractere intermédiaire entrerlestlges sémantique et mor-
phologique et la difficulté & la définir, la structure syntme ne doit pas étre vue comme une abstraction
linguistique, sans rapport avec la réalité psychologidiugense au contraire que cette structure est un
“modele raisonnable de ce qui se produit dans le cerveau dutkur”.

MEL' CUK propose des criteres linguistiques permettant de déterrsiity a une dépendance syn-
taxique entre deux mots; et wy d’'une phrase, et si oui quel est son sens (lequel des deuxesiols
gouverneur de la dépendance) et quel est le type de cettadiépe. Nous ne détaillons pas ici ces cri-
teres ; 'exemple ci-dessous illustre sur un cas particlgiéype de raisonnement que proposelMEuK
sur les dépendances syntaxigues.

Exemple 1.4. 1l est d'usage dans les grammaires catégorielles de coesidae dans une expression
Déterminant + Nomle gouverneur doit étre le déterminant (ce qui se traduitupatype SN/N pour

le déterminant). ML’ Cuk affirme au contraire que la dépendance entre un nom et samniléd@t doit
étre gouvernée par le nom, principalement pour les raisaiiarges :

e La valence syntaxique passiye'est-a-dire I'ensemble des fonctions grammaticales et
prendre I'expression) d’'une expression contime dogest celle du nonglog et non celle de I'ar-
ticle the Par exemple, si I'expressidhe dogest employée comme sujet, on voit bien que le role
de sujet est plus celui dogque celui dehe En effet, le verbe s’accorde avec le nom et pas avec
le déterminant the dogs are barkingst correct en anglais, alors gt dogs is barkingne I'est
pas.
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e Il est nécessaire de refléter le parallélisme dans le coemperit syntaxique d’expressions telles
guethe dog this dog et Alan’s dog: si on considére que le déterminant gouverne I'expression,
alors on doit aussi accepter dans ces deux derniers cdhigetAlan’s soient la téte delog

1.3.3.3 Grammaires catégorielles de dépendances

Si I'on considere une interprétation étendue de la défimiies grammaires de dépendances, les
grammaires catégorielles peuvent étre vues comme une fiergeammaires de dépendances. En effet,
les opérateurg et\sont orientés : lors d’'une étape de dérivatibhB B — A (resp.B B\A — A), le
constituant de typ#® dépend du constituant de type B (resp.B\A). On peut aussi ramener les dépen-
dances au niveau des mots en descendant par induction demsstarbre de chaque constituant : chaque
constituant a une unigue téte, donc lorsqu’un constituépedd d'un autre il existe une dépendance
depuis la téte du second jusqu’a la téte du prethier

DIkovsKY propose un modéle de grammaires de dépendances basé sorédanétionnement que
les grammaires catégorielles. Ce systéme nomuradmaires catégorielles de dépendanessprésenté
dans [40] et [41]. Sa patrticularité réside dans la gestiodégendances distantes a I'aide de catégories
“libres”, mais potentiellement contraintes paramcrageparticulier.

C représente un ensemble finicktégories élémentaire€haque catégorie élémentaire peut gée
réeet deveniroptionnelle C* =4 {X*| X € C}, CT =4 {Xt | X € C}, C" =4 {X" | X € C},
représentent respectivement les ensembles de catégéras/es répétitiveset optionnelles C¥ =4
C* U CT U C”. Toutes les catégories contenues d@nssontneutres Par ailleurs des catégoripsla-
riséessont définies, avec I'une des quatre polarités orientéearsigis : gauche et droite positive,
et gauche et droite négative, /. Pour chaque polarité, il y a une unique polarité “dualet : \_=
S =N,/ =\, \, =/ . Intuitivement, les catégories positives peuvent &tre wossme des
valences des dépendances distantes sortant du gouvernkesrcatégories négatives comme celles des
dépendances distantes entrant dans les mots subordotieéxderespondent donc respectivement aux
débuts et aux fins des dépendances distantes. Par exemyalkeriee positive\ wh_upon_obj marque
le début de la dépendance distante upon_obj d’un verbe transitif qui gouverne le syntagme WH
déplacé a gauche gouverné par la préposition ‘UPON’, tapgdida fin de cette dépendance est marquée
par la valence négative duglé wh_upon_obj de cette préposition (ctipon what dependency theory
we rely).

/' C,N G, \C et/ C représentent les ensembles correspondant aux catégerikpdndances
distantes polarisées. Par exempleC = {(, C) | C € C} est 'ensemble des catégoripssitives
a droite VT (C) =, C U \_C est I'ensemble des catégories de dépendances distanitgegps
V~—(C) =\,C U  C estI'ensemble des négatives.

Dans I'utilisation des dépendances distantes, il est [sanficessaire d’exprimer certaines contraintes
sur la position du mot subordonné : s'il doit étre le premdarfier) mot de la phrase, du constituant,
etc., ou s'il doit immédiatement précéder (suivre) un ¢emaot. Par exemple, en frangais, la catégorie
négative  clit—dobj d’'un clitique objet direct doit étre ancrée au verbe auixdiaou a un verbe en

16|_e lien entre grammaires de dépendances et grammaireodatiss est étudié plus en détail dans [74].
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forme non-analytique. Dans ce but nous distinguons dansdimble des catégories de dépendances
distantes négatives le sous-ensemitter(C) C V'~ (C) des catégories négativescréesdes autres
catégories appelédibres.

Définition 1.22. L'ensembleCat(C) descatégories de structures de dépendances (SD) est le plus
petit ensemble vérifiant les conditions :

1.CUV~—(C) C Cat(C).

2. PourC € Cat(C), A1 € C* UNC, 42 € C¥U /C,etB € Anc(C), les catégoriesd;\C],
[C/As], [B\C] et[C) B] appartiennent aussi@at(C).

Nous supposons que tous les constructgurs \\, / sont associatifs. Ainsi toute catégorie d'une SD
« peut étre présentée sous la forme

o = [Lklk L1 llcT1 R1 TmRm],
oul; etr; sont respectivement des constructeurs gauches et draitexémple,
[(/ clit—dobj)\subj\S/auzxPP]
est I'une des catégories d'un verbe auxiliaire, qui le défiomme le mot d’appui pour un clitique objet
direct, nécessite une dépendance locale a gauche pouetesupe dépendance locale a draite: PP
pour un participe passé subordonné.

Définition 1.23. Unegrammaire catégorielle de dépendances (GCD) est un systemé& = (W, C,

S, 6), ou W est un ensemble fini de mot€, un ensemble fini de catégories élémentaires contenant la
catégorie racine S, et - le lexique - est une substitution finie sif telle qued(a) C Cat(C) pour

tout mota € W.

Nous étendons maintenant a de nouveaux types les définitiolamgage de chaines et de structures
générés par une GCD. La partie centrale de cette définitide por les régles qui régissent I'utilisation
des valences de dépendances polarisées. L'idée qui sulisés regles est qu'il faut, pour établir une
dépendance distante entre deux mots de valences dualesegjdeux valences saihargéesles va-
lences positives et libres sont chargées par définitionvalesices ancrées sont initiallement déchargées.
Dés que la position correcte du mot ancré subordonné edifilensa valence devient chargée et donc
disponible pour le gouverneur de la dépendance. Dans leébdistinguer les valences chargées des
valences déchargées, nous utilisons pour chaque valerépgadanceC une unique copie chargée
#(vC).

Le langage de chaines et le langage de structures généréagp@CD sont définis a I'aide d’'une
relation de prouvabilité- sur les séquences de catégories. Nous supposerons quedourieence d'une
catégorid’y CT'; correspond a une structure de dépendaizds catégorie€. (D) représente la racine
de D. Dans la suité- n'est définie que pour les constructeurs gauches. Les rggledes constructeurs
droits sont symétriques.

Définition 1.24. Relation de prouvabilité-: 17
Reégle de dépendances locales :

17 définit aussi une relation sur les coup(ds, I') o0l D est explicité a chaque régle.
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L. I'C[C\a|l's - T1al's. SiC estla catégorie d®; et[C\a] est celle deD,, alorsa devient la

catégorie de la nouvelle SO, U Dy U {r(Dy) L r(D2)}.
Regles dw-dépendances :

I. T1C[C*\a|l'y F T [C*\a]Ty. SiC estlacatégorie dB; et[C*\a] est celle deD,, alors[C*\ ]
dans la conséquence devient la catégorie de la nouvellel8DJ: Dy U {r(D;) i r(D2)}.

R. I C[CT\a|ly F I [C*\a]Ty. Si C est la catégorie d&); et [CT\a] est celle deD-, alors
[C*\«] devient la catégorie de la nouvelle SID; U Dy U {r(Dy) L r(D2)}.

0. T10[C"\a|Ty F I'jaTy. SiC est la catégorie d®; et[C7\a] est celle deDs, alorsa dans la
conséquence devient la catégorie de la nouvelle BPW Dy U {r(D;) L r(Da)}.

Q. I'1[C\a]l'y FT'yaly pour toutC € C* U C* 18,

Regle des dépendances ancrées :
A. I'MC[C\a|T's FT'1#(C)al'y pourC € Anc(C).
Regle des dépendances distantes :

D. Th#(/ C)To[(\ C)\aJl's - T'1T2al's. Larégle s’applique s'il n’y a aucune occurrence des
catégories/ C et\ C dansl's. Si / C est la catégorie d®; et[(\ C)\a] est celle deD,, alorsa
devient la catégorie de la nouvelle SID; U Dy U {r(Dy) L r(D2)}.

* est définie comme la fermeture réflexive et transitive-de

Définition 1.25. Une SDD est associé par une GAR = (W, C, S,0) & une phrase (notéG(D, w))
si D est défini comme une SD de catégosielans une preuveDy, I') * (D, S) ou Dy désigne la SD
initiale sans aréte @t € §(w).

Le langage de structures généré pats est 'ensemble des SDA(G) = {D | Jw € Wt G(D,w)}.
Le langage de chaines généré pat: est I'ensemble des phrase§(G) = {w € W | 3D G(D,w)}.

1.3.3.4 Grammaires de liens

Les grammaires de lienfilk grammar$ sont définies par Sleator et Temperley dans [98]. Il s’agit
d’un formalisme relativement simple, qui permet néanmaoiaseprésenter de maniére précise un lan-
gage naturel. Les auteurs ont ainsi modélisé la langue iaaglans ce formalisme, de maniére a gérer
la plupart des aspects grammaticaux de cette langue. llaussi réalisé un analyseur syntaxique basé
sur ce modele [106]. Dans notre perspective de I'appramesdasé sur les grammaires de type gram-
maires catégorielles, le travail de Sleator et Temperlepadiculierement intéressant pour les raisons
suivantes, aussi bien théoriques que pratiques :

e de maniére générale, la simplicité du modéle des grammadérdiens offre des possibilités trés
intéressantes d’'adaptation a différents objectifs, touayant une capacité de représentation du
langage assez robuste ;

e il existe un rapport assez étroit entre les grammaires de beles grammaires catégorielles clas-
siques : ces deux formalismes sont totalement lexicaktdsndés sur une notion de dépendance ;

18 | es SD restent inchangées lorsque le contraire n'est pafigpé
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e il est possible d’exprimer le modéle des grammaires de Adi@de d'un petit ensemble de regles
basées sur l'unification. Ce point est essentiel pour ndilieation de ce modéle dans le cadre de
I'apprentissage partiel.

Le principe général des grammaires de liens est qu’une @lestscorrecte s'il est possible d'établir
des liens entre les mots, selon les contraintes imposédsspaéfinitions des mots dans le lexique. Ces
liens représentent les relations syntaxiques entre les.riote grammaire de liens est définie par un
vocabulaire, un ensemble de connecteurs et une relatiomeuéen correspondance chaque mot avec
un ensemble de types. Un type est un couple de listes ordemi@eeonnecteurs. Une phrase donnée
appartient au langage décrit par la grammaire de liens stipessible de dessiner tous ses liens au
dessus des mots de maniére a satisfaire les critéres suivant

Planarité : Les liens (dessinés au dessus des mots) ne se croiséht pas
Connectivité : 1l existe un chemin (de liens) entre tout couple de mots déitage.

Ordre : Pour chaque mab de la phrase, il existe un type qui lui est associé dans lguexiel que ce
type est saturé. Un typé = d([ L1, .., L;], [Ri, .., R;]) estsaturé si pour tout connecteur
L; (resp.R;) il existe un lien étiqueté par le nom du connecteur venagedehe (resp. de droite)
versw, et pour tout couple de connectedrs L; (resp.R;, R;) sii < j alors le mot connecté par
L; (resp.R;) est plus proche de que celui connecté pdy; (resp.R;). %

Exclusion : Deux liens ne peuvent pas relier le méme couple de mots.
Ces critéres sont appelés les méta-régles des grammaitemnsleles auteurs montrent dans [98]
gue la classe de langages des grammaires de liens est éqgtavalcelle des grammaires hors-contexte.

Exemple 1.5. Avec le lexique suivant, la phrase ci-dessous est correcte :

a,the > d([],[D])
cat, snake> d([D],[S]),d([OD,[])
chased © d([S],[Q)

S o
D ( T ( D w
N N
the cat chased a snake

Figure 1.3 — Dérivation avec les grammaires de liens

Formellement : s'il existe deux lieriet!’ entre deux couples de mat®;, w;) et (wy, w; ) (0Uwy est lek*™ mot de la
phrase), alors I'une des inégalités suivantes est vérifiée j < i’ < j' oui’ < j' <i < j.

20Remarque dans la définition originale la liste de connecteurs a dregtenotéd R,, . .., Ri] . Nous choisissons ici
d’inverser I'ordre pour maintenir la cohérence avec la timtecons(c, L) / ni | présentée dans la partie 4.3.4.
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous n'avons fait qu'esquisser quelgnssdeas principaux formalismes gramma-
ticaux adaptés aux langues naturelles. Nous en avons omignadlereux autres, parmi lesquels on peut
citer notamment les grammaires d’arbres adjoints (TAG],[E® grammaires minimalistes [101], les
LFG, HPSG [24], [89], etc. Ces omissions volontaires sarddia la nature de notre objectif dans cette
étude : nous ne recherchons pas I'exhaustivité ni méme lienmei facon de représenter et/ou traiter des
langues naturelles en général. Notre objectif étant ibatilon de formalismes grammaticaux (adaptés
aux langues naturelles) dans le cadre de I'apprentissagenatique, I'éventail des modeles traités se
réduit & ceux présentant des prédispositions pour cette tac

Or nous verrons dans le chapitre 2 que le point de vue de BEmabilité est treés restrictif sur les
classes de langages. Celles-ci doivent en effet respeeseproopriétés contraignantes, ce qui rend as-
sez difficile la découverte de classes de langages appesngbi soient a la fois exprimées dans un
formalisme adéquat pour les langues naturelles, et sufiiearnexpressives par rapport a celles-ci. Les
grammaires catégorielles classiques ont été le premig@magggrammatical étudié avec succes dans cette
perspective. Nous reviendrons plus en détail dans le abapiur les résultats obtenus paxNazAWA
[60] & ce niveau. Néanmoins les grammaires catégorielssicgues sont relativement pauvres pour re-
présenter les langues naturelles, d’ou I'intérét de clegralétendre ces bons résultats a des formalismes
plus riches.

C’est la raison pour lagquelle les formalismes grammaticpuexnous présentons restent relativement
proches des grammaires catégorielles (au sens large) espésons avec ceux-Ci pouvoir tirer profit des
résultats obtenus parAlIAZAWA , en nous inspirant notamment de sa méthode pour les grassme.
Plus précisément, les formalismes dont nous traitons geesé&ertains points communs susceptibles
d'étre favorables a leur apprenabilité :

¢ lalexicalisation des grammaires semble un avantage ipigpbur I'apprentissage. Nous verrons
toutefois qu'il ne s'agit nullement d’'une condition nécass.

¢ la possibilité de contrdler les dérivations a 'aide de e8gle réécriture, éventuellement avec des
substitutions de variables : c’est typiquement le cas desgraires AB définies par deux regles
universelles, applicables par substitution de types artiahias de la regle. Le rble de 'unification
est d'une importance particuliére dans la méthode d’apissage développée panikKiAZAWA .

Afin de factoriser autant que possible ces ressemblanceattdindre un niveau de généralisation
élevé, nous proposerons dans le chapitre 4 un modéle deseepaion des formalismes grammaticaux,
basé sur celui introduit parANAzawA dans [60]. Ce modéle reprend le contr6le des dérivationdgear
regles de réécriture universelles, tout en étendant laitiéfirdes grammaires de fagon a autoriser une
souplesse maximale. Comme les résultats d'apprenabilééqus présenterons ensuite seront exprimés
a travers ce modeéle, la possibilité d’exprimer les fornmadis définis dans le présent chapitre sous cette
forme rejoint les arguments déja évoqués en leur faveur.



CHAPITRE 2

Inférence
grammaticale : le
modele de Gold

;\,4 E MODELE D'IDENTIFICATION A LA LIMITE , AUSSI APPELE DU NOM DE SON AUTEUR M@
©NS) DELE DE GOLD, EST L'UNE DES PRINCIPALES REPRESENTATIONS FORMELLES DU PROGES
SUS D APPRENTISSAGE LA PREMIERE DEFINITION EN EST DONNEE PARGOLD DANS [50]. L’ Au-
TEUR LUI-MEME EST D'ABORD PESSIMISTE QUANT A LINTERET DE CE MODELE A CAUSE DE L' AP-
PARENTE IMPOSSIBILITE DY OBTENIR DES RESULTATS POSITIFS POUR DES CLASSES DE LANGASE
“INTERESSANTES. PLUS TARD, LES RESULTATS POSITIFS DANGLUIN AVEC CE MODELE MONTRE
RONT SA PERTINENCE LE MODELE SERA ENSUITE ETUDIE PLUS EN DETAIL AINSI, PLUSIEURS
AUTRES RESULTATS ENCOURAGEANTS VIENDRONT SOUTENIR'IDEE QUE L'IDENTIFICATION A LA
LIMITE CONSTITUE BIEN UN CADRE THEORIQUE ADAPTE A LA REPRESHTATION DU PROCESSUS
D' APPRENTISSAGE EN PARTICULIER CELUI DES LANGAGES VOIRE DES LANGUES NATURELLES

2.1 Introduction

L'inférence grammaticaldésigne la problématique qui consiste a apprendre desdasgapartir
de données. Mais gqu’entend-on pEpprentissagelangageset donnée® Tout cadre formel pour ce
probléme doit donc avant tout répondre aux questions esesisuivantes, qui justement différencieront
les modéles d’inférence grammaticale (et leurs éventualiplications) :

e Quelle est la nature des données dont on dispose ? Le casslsipiple est sans doute celui de
chaines composées a partir d’'un alphabet fini, mais il pesgialagir d’arbres, de termes, de
graphes ou de tout autre type de structures. On peut aussiigee s'interroger sur la quantité,
la qualité, la complétude des données. Cette question gdusi€troitement liée a la question du
type de langages considérés, ainsi qu’a la faisabilité dolpme en termes d’applications.

e Quel est le type de langages considéré, et comment les lesigamt-ils représentés ? Quelles
restrictions impose-t-on aux langages pour pouvoir rémormra probléeme, sans pour autant le
vider de tout intérét ? On ne peut bien entendu pas disséafmrentissage de langages de celui
de grammaires, ces derniéres étant indispensables patiredés langages. Iggrammairedoit

39
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étre pris au sens le plus large, a savoir moyen de représentiitin langage. On peut étudier
'apprentissage de langages dans un contexte trés géaagapreciser aucune contrainte (ou trés
peu) sur la relation qui unit grammaires et langages, ou atraice s'intéresser a une forme
spécifique, comme par exemple des automates ou I'un des aormfarmalismes grammaticaux
adaptés au langage naturel.

Quelle est la nature du processus d’'inférence, et qu’'endxtia ? Le processus peut étre fini ou
non. La solution peut étre unique, ou au contraire multipéeprocessus peut étre totalement auto-
matigue ou semi-automatique, auquel cas il est nécessdire qumain le guide. Ceci peut alors
prendre différentes formes : correction d’erreurs, répandes questions, etc. Il faut aussi définir
un critere de succes du processus : obtention d’'une gramrmas précise ou d’'une approxima-
tion, limites éventuelles sur le temps, nombre d’'essaisresdts ou complexité algorithmique du
processus.

L'inférence grammaticale peut donc prendre des formegsige selon les caractéristiques du pro-

bléme étudié. En tant que domaine de recherche, I'inférgrecmmaticale est ainsi liée a de nombreux
autres domaines : apprentissage automatique, théoriegades formels, traitement automatique du
langage naturel, reconnaissance de motifs et bioinfogmatiUne part importante des travaux porte uni-
guement sur les langages réguliers, ou des sous-classesixieiqvoir [44]). DE LA HIGUERA [39]
distingue les cing sous-domaines suivants, qui font I'ofigerecherches en inférence grammaticale :

e L'inférence inductiveest définie de maniére trés générale comme l'identificationedfonction a

partir des valeurs de celle-ci.NGLUIN et SMITH soulignent la différence entmeférence inductive
etapprentissage

“Il estimportant de ne pas confondre inférence inductivamgirentissage, méme si I'in-
duction peut étre utilisée en apprentissage. Selon leatintiire Webster “apprendre”
consiste a acquérir de la connaissance, de la compréhendelinstruction ou de I'ex-
périence”, ou plus généralement “devenir capable de”. Emgaraison, “l'induction”
est définie comme “I'acte, le processus ou le résultat d'uapede raisonnement de la
partie vers le tout, du particulier au général, ou de l'iniiuel a I'universel”. [8]

Linférence grammaticale par induction peut étre vue gime comme une instance de l'infé-
rence inductive, dans laquelle les phrases du langage esyarties (valeurs de la fonction) qui
doivent étregénéraliséesous forme d’'une grammaire représentant le langage coiffglfenc-
tion a trouver). L'inférence inductive peut étre consi@gécémme le cadre le plus large dans lequel
l'inférence grammaticale peut avoir lieu. Le modéle deneiée dans ce contexte est le modéle
défini par GLD dans [50], dont nous détaillons les caractéristiques damhapitre et sur lequel
sont basés tous les résultats que nous proposons.

L'inférence polynomialel’efficacité étant une question essentielle de tout probleigorith-
migue, un grand nombre de travaux portent sur I'existenod’ifeexistence) d’algorithmes d’'ap-
prentissage de complexité polynomiale. Cette questiorbiest entendu liée au modéle choisi,
et améne elle-méme a la définition de modeles d’apprengsssgecifiques (par exemple [38]).
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Comme l'inférence est un probleme généralement trés commplapprenabilité en temps poly-
nomial ne s’appliqgue qu'a des classes de langages tresintss (sous-classes de langages régu-
liers/automates déterministes).

e L’apprentissage acti€oncerne I'ajout dans le processus d’'apprentissage desthilié d'effec-
tuer des requétes a un oracle. Différents types de requitesmvisageables (voir [6], [7]). Cette
aide al'apprentissage permet d’élargir le champ des lagapprenables de maniére significative.
Le nombre de requétes apparait dans ce cadre en tant quesparaapplémentaire du processus,
gu'il convient de minimiser.

e Le modéle PAE proposé par Valiant dans [108] est utilisé comme modélepiapissage sta-
tistique. Dans ce cas, le fait qu'il ne soit pas nécessaibbtdhir un résultat exact est supposé
faciliter I'apprentissage. Cependant peu de résultatisifsosnt été obtenus en inférence gramma-
ticale [39].

e Le modele PAC simplifiést (comme son nom l'indique) une simplification du modél€ Rk
Valiant, qui a notamment pour avantage de permettre I'apisisage des automates déterministes

([84)).

La mise en ceuvre d’'une forme d’apprentissage par la machppose en premier lieu que le concept
d’apprentissage lui-méme soit défini de maniere formelkttecformalisation est I'objet de I'article de
référence de GLD (publié en 1967), [50]. Celui-ci y propose plusieurs vamsialu modéle, qui ont
toutes en commun de définir comme critére de succes (c'dsealapprenabilité)’identification a la
limite?.

Le principe de l'identification a la limite est la convergenca partir d'une séquence infinie d'élé-
ments qui caractérisent le langage a deviner, I'appremast des hypotheses. Ces hypothéses prennent
la forme d’une grammaire, censée correspondre au langagevehjusqu’alors par I'apprenant. Comme
I'énumération est infinie, I'apprenant répond lui aussissfaime d’'une séquence infinie de grammaires
hypothéses. Finalement, I'apprentissage est réussi sirtid @'un certain point, 'apprenant émet tou-
jours la méme hypothése (convergence), et que celle-a@gpond bien au langage attendu. Le fait que
I'apprenant ignorera toujours s'il a atteint ou non la siolutest un aspect important de ce formalisme.
GoLD en donne la justification d’ordre linguistique suivantene personne ne sait jamais si elle parle
correctement un langage : il y a toujours la possibilité digelécouvre que sa grammaire comporte une
erreur. Mais on peut garantir qu’un enfant peut apprendre lemgue naturelle.”[50].

Dans [50], LD propose en fait plusieurs modeles d’apprentissage, oueglaitement plusieurs
versions du modéle d’identification a la limite. Ces versiea distinguent principalement pantgthode
de présentation de l'informatiod’une part, et laelation de dénomination des langag#autre part.

!Probably Approximately Correct.
20n peut noter cependant que Gold n’a pas introduit ce cofitejte notamment lui-méme [2]). Selond®TA FLORENCIO
[35], le premier travail formel dans cette direction secaiui de Moore [68].
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Il y a deux méthodes de présentation ptasentation par textevec laquelle I'apprenant ne dispose
gue desexemples positifs’est-a-dire les éléments du langage uniquement. Aveedargle méthode
de présentation, ditprésentation compléteu présentation par informateut’apprenant dispose a la
fois des exemplepositifs et négatifs Cela signifie que chaque exemple donné est accompagné d'une
information indiquant si celui-ci appartient au langagerdéu non. Cette forme d’apprentissage est
trés peu utilisée pour plusieurs raisons :

e Il est communément admis dans la communauté linguistigedesuenfants acquiérent le langage
guasiment uniquement a partir d’exemples positifs (voir @ga@emple [88], [65]). En particulier
I'enfant utilise trés peu les éventuelles correctionsqundis par son entourage. Ce point constitue
un argument pour n’'utiliser que la présentation par textersisouhaite modéliser (ou approcher)
I'acquisition de la langue par I'enfant.

e GoLD démontre qu'il est possible d’apprendre des classes dad@sgres larges par présentation
compléte : si 'ensemble des langages récursifs n'est paeagble méme dans ce cas, la classe
des langageprimitifs récursifs(qui contient notamment tous les langages contextuekst) K&eci
peut étre vu comme un argument contre I'apprentissage paeptation compléte, au sens ou cet
apprentissage semble “trop facile”. Le fait qu'une classdathgages aussi complexe soit appre-
nable de maniére triviale semble en effet indiquer que leéigoest inadapté.

e Enfin, si I'on souhaite que le modéle d'apprentissage puise@& un minimum d’applications
dans le monde réel, il est clair que la présentation compktan obstacle de taille : il est en effet
difficilement envisageable en pratique d’obtenir des deenmé&gatives (et fortiori les données
négatives complétes) pour un langage.

Pour toutes ces raisons, le modeéle d&.6 est souvent assimilé a sa version “présentation par texte”.
De méme, tous les résultats que nous proposons par la soitaussi obtenus dans ce cadre.

by

Larelation de dénomination des langagest le moyen d’associer un “nom” a un langage. Typique-
ment ces “noms de langages” sont des grammaires, ce que naie @&ns son article. Deux types de
relation sont considérées, testeuret le générateur Un testeur est un algorithme qui répond au pro-
bléme de I'appartenance d'un objet au langage, tandis quémérateur est un algorithme qui énumére
'ensemble des phrases du langage. Un testeur existe sulensmt si le langage est récursif, et un
générateur existe si et seulement si le langage est réenmsit énumérable. Ainsi cette caractéristique
dépend totalement de la classe de langages considérée, gamconséquent aucune incidence sur la
définition du modéle lui-méme. On verra néanmoins dans gaitcadpartie 2.3.2) que la restriction aux
langages récursifs facilite grandement la caractérisate®langages apprenables.

La principale difficulté de I'apprentissage a partir d'exges positifs est laurgénéralisationLa
surgénéralisation est I'erreur qui consiste a trop géiséra(extrapoler) a partir des données fournies,
comme l'indigue 3KAKIBARA dans [93] “Le probléme est d’éviter la surgénéralisation, ce qui sign
fie inférer un langage qui est un sur-ensemble strict du lgegaconnu.” Par exemple, on peut supposer
gue la séquencg 5, 7, x décrit 'ensemble des nombres impairs supérieurs a 2, ebeduired quer aura
pour valeur9. Mais s'il s'avére quer est11, la séquence représentant en fait les nombres premiers
strictement supérieurs a 2, alors il y a eu surgénéralisati@nsemble des nombres représenté est un
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sous-ensemble (strict) de I'ensemble qu’on a proposé. Goomme dispose que d’exemples positifs,
il 'y aura jamais de contre-exemple dans la séquence penmete corriger I'erreur. Bien entendu, la
généralisation est indispensable dans le processus diagzage. En effet, une méthode d’apprentis-
sage “trop prudente” qui ne généraliserait jamais ne fedt véritablement uapprentissageau sens
d’'une découverte de quelque chose de nouveau : il s'aginatlement d'une sorte de compilation des
exemples proposés. Surtout, il est évident qu’une telldautt serait incapable d’identifier un langage
infini.

Sauf cas particuliers, la généralisation doit donc biea étilisée au cours de I'apprentissage. La
guestion qui se pose d'un point de vue algorithmique est ndjdaut-il généraliser ? (ou quand faut-il
ne pas généraliser, selon ce qu'on considére comme étatibtigpar défaut). Mais avant de se poser
cette question, il faut s’assurer gu'il ggbssible de savoir quand généralisear lorsqu’on ne dispose
pas d’exemples négatifs on n'a aucun indice sur la positmfadrontiere du langage a deviner. C'est
précisément ce point qui pose probléme au départ avec tiidation a la limite a partir d’exemples
positifs : GOLD constate immédiatement aprés avoir défini son modéle queerg&nlasses de langages
gu’on croyait simples (les langages réguliers, voir exeno?) ne sont pas apprenables, parce qu'on ne
peut pas savoir qguand [ne pas] généraliser.

La caractérisation de classes de langages apprenablesgpdssic d’abord par I'étude des cas ou
cette question peut étre résolue. C'est seulement au débuarthées 1980 quMGLUIN apporte au
modéle de @LD ses premiers résultats positifs : dans [5], elle proposécdesidérer le cas parti-
culier d’'inférence a partir d’exemples positifs qui évieedurgénéralisation [et donne] des conditions
suffisantes pour cela’’Le critére proposé par BGLUIN, basé sur legensembles révélateyra donné
lieu a de nombreuses utilisations ou extensions démorfireadément la richesse du modele de®.
L'une des propriétés dérivées de ce premier résultat pesitl’élasticité finie proposée par WIGHT,
elle-méme réutilisée avec succes pargHARA dans la propriété déensité finie bornée

Ce chapitre propose un panorama du modele detGa travers les définitions et principaux résultats
“d’apprenabilité générale” dans ce modeéle, c'est-a-@diserésultats qui ne relévent pas d’'un formalisme
particulier. Tous les théorémes et propositions sont apagmés de leur démonstration de maniére a
fournir au lecteur une vision compléte de chaque résulagmment du point de vue algorithmique. On
utilisera en effet beaucoup certaines propriétés, cométasticité finie, pour démontrer gqu’une classe
de langages est apprenable : les démonstration de la pattie d&crivent un algorithme “universel”
d’apprentissage pour les classes possédant cette péopriét

2.2 Définition et conséquences immédiates

2.2.1 Terminologie
2.2.1.1 Langages et objets

Dans la littérature du domaine, la définition dngageest fréquemment réduite a un ensemble de
phrases, chaque phrase étant une simple séquence finie selmebcabulaire. C'est notamment le
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cas dans [50], [5] et [61] : un langage y est défini comme un-sossmble de I'ensemble de toutes les
séquences finies d’éléments d’'un vocabulaire fixé. Néarsnibapparait judicieux de ne pas se contenter
d’un telle définition pour plusieurs raisons : d’'une parttai@s travaux ultérieurs (notamment celui de
KANAZAWA [60]) montreront que l'utilisation, dans le modele de®, de structures plus complexes

que les phrases est tout aussi cohérente et surtout tr@sitiutre part, sur le plan linguistique, on peut
envisager différents niveaux de représentation de la phphiss ou moins riches en informations.

Il n'y a donc aucune raison de limiter le modéle d’appreatjgsa cette description naive du langage.
C’est pourquoi nous utiliserons dans cette partie le tefos&r@tobjetspour désigner les éléments d'un
langage, quelle qu’en soit la forme. Selon les cas, cesopjatrront désigner de simples séquences
de mots (phrases), mais aussi des structures spécifiguesplmoins complexes (voir partie 3.2). Les
langages sont donc simplement définis comme des ensembtestipllement infinis) d’'objets. En pra-
tique, on imposera souvent aux langages la contrainte éngpitaire d’étre récursifs (ce qui sera précisé
explicitement dans ce chapitre).

2.2.1.2 Apprenant et apprenabilité

Tous lesensembledont il est question ci-dessous peuvent étre infinis, sadigion contraire expli-
cite. Par analogie avec I'apprentissage humain, on padlegprenant pour désigner le “mécanisme”
dont la tache est de fournir une représentation grammatitah langage décrit seulement par les objets
qui le composent. Dans le cas de I'apprentissage par la mgdipprenant est urfenction d’appren-
tissage et si cette fonction est calculable on parle ausaigiirithme d’apprentissagévoir définition
ci-dessous).

Uneclasse de langagesst un ensemble de langages fixe, parfois aussi afgreifle de langages
(par exemple dans [61]). Généralement il s’agit d’un endemib langages partageant une propriété par-
ticuliere. Dans la suite on utilisera beaucoup les teramsmenableet apprenabilité: I' apprenabilité
d’'une classe de langages désigne son aptitude agpréeseselon la définition 2.1 ci-dessous. On trouve
aussi dans la littérature différents termes désignantractere apprenable d’'une classe de langages :
inférableg identifiable [a la limite] ou acquiérable(le termeacquisitionfait cependant plus souvent réfé-
rence a l'apprentissage humain du langage).

2.2.2 Définition

Rappelons d’abord qu’ugystéme de grammairest spécifié par un triplei/, G, M), dans lequel
U est un ensemble d'objet§, un ensemble de grammaires gt une fonction qui associe a chaque
grammaire d&j un sous-ensemble @¢(définition 1.13).

Dans un systéme de grammaiés G, M), unefonction d’apprentissagest une fonction partielle
¢ qui associe a des séquences finies non-vides d'objetsdds grammaire dé :

3En anglaidearner.
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(Zﬁ:LJZ/[k»—>g7

k>1

ouU/* désigne I'ensemble des séquences d’éléments dkelongueurk.

Dans le modéle de @D [50], une séquence infinie d’objets est présentée a I'appitequi doit alors
“deviner” le langage ainsi énuméré. A chaque nouvel exenfipfeprenant doit proposer une hypothése
sous forme d’'une grammaire. Il yanvergencei au bout d’un nombre fini d’exemples I'hypothése de
I'apprenant n’est plus modifiée. Si de plus cette derniéaengnaire correspond au langage correct, alors
I'apprentissage est réalisé avec succes. Ce critere desest décrit formellement dans la définition
suivante :

Définition 2.1 (Identification & la limite) Soit (U, G, M) un systéme de grammaires,une fonction
d’'apprentissage dt C U/ un langage. Soitag, a1, as, . . .) une séquence infinie d’objets tk telle que
a€{a;|i€ N} sietseulementsic L%

¢ convergeversG s'il existen € N tel que pour tout > n G; = ¢({(a1,as,...,a;)) est définie et
G; =G.

¢ apprendun langagel si, pour toute énumeération de ¢ converge vers une grammaifételle que
M(G) = L.

Une classe de langag€sC P (i) est diteapprenables’il existe une fonction d’apprentissageelle
que¢ apprendL pour tout langagd. € L.

On voit dans cette définition que la séquence d’exempleslgqupgcaractéristiques notables :

¢ Elle ne contient que des exemplassitifs c’est-a-dire des éléments du langage. La fonction d’'ap-
prentissage n'a donc aucune information extérieure awagmgce qui constitue la principale dif-
ficulté de cette forme d’apprentissage.

e La séquence d’exemples est supposée ne comporter auceng.err

e La séquence d'exemples est u@ieumérationdu langage : tous les objets du langage doivent
obligatoirement y apparaitre. Ceci est possible y compig fes langages infinis, parce que la
séquence d’exemples est infinie.

e Les exemples peuvent apparaitre dans un ordre quelcongsdadaéquence, et éventuellement
plusieurs fois (ce qui permet notamment d’énumérer indéénic un langage fini). Le modéle
n'impose pas que la fonction d’apprentissage donne le mémtat pour deux séquences diffé-
rentes contenant un méme ensemble d’exemples.

e La séquence n'est pas vide, ce qui suppose que le langagdusoOn s'intéressera uniquement
aux langages non vides, le langage vide ne présentanestdat aucun intérét a apprerfire

Dans ce modeéle, la convergence d’'une fonction d'appreges’a d'intérét que si elle s’applique
a un ensemble de langages, et non a un seul langage. En &ffetgla définition ci-dessus, on voit

4Cette séquence est donc Wsrmimératiorde L.

5Ce qui limite les applications potentielles : ce modéle estdgfinition inadapté aux données bruitées.

5Sinécessaire, le langage vide peut aisément faire I'ohjatahs particulier, reconnaissable précisément & son ération
vide.
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bien que ce dernier cas est trivial : il existe toujours umefion capable d’apprendre un seul langage,
puisqu’il suffit gu’elle soit définie de maniére a toujoursveyer la méme grammaire (une grammaire
du langage en question). Intuitivement, plus la classe dgaliges est grande, plus il est difficile de
reconnaitre un langage précis dans cette classe.

2.2.2.1 Apprenabilité des classes de grammaires

On parlera parfois dans la suite de I'apprenabilité de elsegrammaires: il s’'agit d'une sim-
plification pour parler des classes de langages correspbiadix grammaires de cette classe. Dans le
systeme de grammairéd, G, M), une classe de grammair@s C G est dite apprenable si et seulement
si la classe de langages

L ={L CU |il existe une grammair& < G telle queM(G) = L }

est apprenable.

Lorsqu’on s'intéresse a I'apprenabilité de grammairesgifaut pas oublier que le succés de I'ap-
prentissage est défini comme la convergence wreggrammaire représentant le langage correct. Sauf
cas particulier, il peut y avoir plusieurs grammaires ayjanméme langage dans une claske Par
conséquent I'apprenabilité d& ne permet pas d'affirmer que pour toute gramméire G, et toute
énumération du langage de celle-ci la fonction d’appreate converge vers.

2.2.2.2 Apprentissage effectif / non effectif

Le fait qu'une fonction d’'apprentissage ne soit pas nédessant une fonction totale signifie que
'apprenant n'est pas “obligé de répondre” a chaque étap&demération. Cependant il est évident
gu'il ne peut y avoir convergence si la fonction d’appresdge ne répond jamais. La fonction d’appren-
tissage peut méme ne pas étre calculable (autrement dihdtida est non récursive), on parle alors
d’apprenabilité non effective

Définition 2.2 (Apprenabilité effective) Une classe de langag€sestnon effectivement apprenalsal
existe une fonction d’apprentissage qui appréntne classe de langagéan’est pason effectivement
apprenables’il n'existe pas de telle fonction.

Une classe de langagésest(effectivement) apprenabtgil existe une fonctiorcalculabled’appren-
tissage qui apprend. Une classe de langagésn’est paseffectivement apprenabigil n’existe pas de
telle fonction.

On voit bien ici que l'apprenabilité effective implique Bprenabilité non effective. Par la suite
on s'intéressera uniquement a l'apprentissage effediien que les résultats négatifs d’apprenabilité
présentés soient en fait des résultats négatifs d'appiiéédaton effective (c’est-a-dire que dans ce
cas il n'existe aucune fonction d’apprentissage, pas sariede fonction d’apprentissage calculable).

"Lorsque cela ne présente pas d’ambiguité, nous parleronssimplement’apprenabilitéau lieud’apprenabilité effec-
tive.\oir les travaux d GHERSON STOB et WEINSTEIN[83] sur I'apprenabilité non effective.
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Lorsque la fonction d’apprentissage est calculable orepauksi dalgorithme d’apprentissagd_en-
semble de toutes les classes de langages effectivemeenapfas est généralement ndtdExdans la
littérature.

2.2.2.3 Apprentissage par énumération

L'apprentissage par énumération est une méthode génératensiste a faire une recherche systé-
matigue dans I'ensemble des grammaires possibles, jusquieouver une qui engendre les exemples
vus jusqu’alors et la renvoyer comme hypothése. Cette rdéthe permet de réaliser I'apprentissage
correct dans le modele ded&D que si les conditions suivantes sont remplies :

o |l existe un moyen d’énumérer 'ensemble des grammairegpondant aux langages possibles.

o |l existe un moyen de vérifier qu’un objet appartient au lgggdiune grammaire proposée comme
hypothése.

e Pour toute hypothése fausse proposée (c’est-a-dire nespomdant pas exactement au langage
a deviner), il y a dans la suite de la séquence d’objets umdsisdini d’objets qui montre cette
erreur.

L'erreur qui consiste seulement pour la grammaire hypetdase pas générer tout le langage est aisé-
ment repérable, puisqu’un objet appartenant au langatgeroidis pas a celui de la grammaire apparaitra
tot ou tard dans la séquence. Mais la derniére conditionsdoibut servir & éviter la surgénéralisation,
c’est-a-dire le fait que le langage de la grammaire hypetlség un sur-ensemble strict du langage cible.
Il faut par conséquent éviter de proposer un langage quilsatir-ensemble strict du langage cible. Ceci
est possible par exemple si I'’énumération peut étre faitmse ordre qui garantit que si une grammaire
G’ apparait apre€, alors le langage dé’ n’est pas inclus strictement dans celui@e

L'énumération n’est pas une méthode d'apprentissage isele, parce qu'il existe des classes de
langages apprenables qui ne sont pas apprenables par aioméosTA FLORENCIO donne I'exemple
suivant [35] :

Exemple 2.1(Classe de langages apprenable mais non apprenable patrétiom) Soit le systéme de
grammairesN, N, f), ou f est une fonction qui a tout € N associe le langagg,, = {n,n + 1,n +
2,...} (les grammaires sont de simples indices).

Soit £ la classe constituée de tousles: £ = { L, |[n € N }.

Il existe une fonctionpy qui apprendl : pour toute séquence finie d’élémentsNge¢ renvoie le
minimum parmi ces nombres.

Mais £ n'est pas apprenable par énumération, parce qu’une éntiomédas grammaires par ordre
croissant provoquerait une surgénéralisation, tandisrguénumeération par ordre décroissant est claire-
ment impossible.

On parle néanmoins parfoisadgorithme d’apprentissage univergabur désigner un algorithme qui
effectue une telle forme de recherche systématique, parséfym aux algorithmes utilisant des proprié-
tés spécifiques de la classe de langages pour générer urtbdsgseulement a partir des exemples. Il
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s’agit Ia d’'un abus de langage, puisque la classe de touarigades apprenables n’est pagormément
apprenable(voir la partie 2.4.1).

2.2.3 Conséquences immédiates

Dans cette partie nous proposons de décrire les proprigi@®goulent directement de la définition
du modele. La plupart de ces propriétés ont été découveateSqn D. La premiére propriété ci-dessous
est triviale :

Proposition 2.1. Soit £ une classe de langage apprenable. Pour toute classe dedasda telle que
L' C L, L est aussi apprenable.

Par contraposée, si une classe n'est pas apprenable altrskasse qui la contient (super-classe) ne
I'est pas non plus.

2.2.3.1 Point limite

Cette définition de I'identification a la limite a d'import@s conséquences immédiates, démontrées
par GoLD dans [50]. La premiére est un résultat positif pour les lgegdinis.

Proposition 2.2(GoLD). La classe des langages de cardinalité finie est apprenable.

Il suffit dans ce cas que I'apprenant ajoute un par un les ebemmppésentés a la grammaire hypothése.
Comme le langage est fini et que tous ses éléments sont résmstla séquence d’exemples, la fonction
d’apprentissage converge dés que le langage a été énumétalaé .

En revanche la seconde conséquence de la définition du mestéle résultat négatif : toute classe
de langages contenant tous les langages finis et au moinagagka infini n'est pas apprenable. Il s'agit
en fait d'une conséquence du théoréme plus général comtdmdstence d’urpoint limite’ :

Théoréme 2.1(Point limite). Un langageL ., € L est un point limite pour une classe de langagesil
existe une séquence infini&g, L1, Lo, . . .) de langages dans telle que

L; C Liy; pourtouti >0 et Ly = U Ly.
neN

Si la classe de langage3a un point limite, alorsC n’est pas apprenable.

On peut grossiérement résumer la preuve de ce théoréme denlarmsuivante : supposons qu'il
existe une fonction d’aprentissage qui appréhet qu’on lui présente des éléments du langagepuis
des éléments du langadie, et ainsi de suite a I'infini. A chaque étapela fonction d’apprentissage doit
choisir entre le langagg,, et le langagd. ., et ne dispose d’aucun indice pour cela : si elle chdisgit
(méthode prudente), elle n'atteindra jamaig, donc ne converge pas vers le bon langage dans le cas

8La maniére de construire une telle grammaire dépend dedarlqui relie les grammaires aux langages. Dans le cas des
langages récursifs, on peut voir cette propriété comme angégjuence évidente de I'élasticité finie (voir proposi2a3).
9Le termepoint limite étant dii & KKPUR [61].
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d'une énumération dé... A l'inverse, si a I'étapen la fonction renvoie comme hypothése le langage
L, (généralisation), alors elle ne peut pas appretgrePar conséquent il est impossible d’'apprendre
une classe contenant un tel ensemble de langages.

Un point limite est en fait un cas particulier de point d'acedation (voir définition 2.5). On peut
donc se baser sur la démonstration de la proposition 2.6gimanir une preuve formelle du théoreme
du point limite.

Exemple 2.2(Point limite pour les langages régulier§)our toutn > 1 on définitL,, = { 2% |i <n}
comme le langage des chaineszdée longueur inférieure ou égalenaaveczr € X. Soit Lo, = z* le
langage de toutes les chainesiget £ une classe de langages contenant toud.Jeé: € N) ainsi que
Leo.

On voit queL,, ;1 = L, U {z"*'} pour toutn, doncL,, C L, 1. De plus tout langagé,, est inclus
(strictement) dand..., qui est par conséquent un point limite palrDonc £ n’est pas apprenable.

Les langageq L, | n € N } et L, définis dans I'exemple ci-dessus sont tous réguliers, ce qui
ameéne a un corollaire important du théoréme 2.1 : ces lasgétgat réguliers, toutes les classes de la
hiérarchie de @omsKY les contiennent, et ne sont par conséquent pas apprenabliest que méme la
classe la plus simple de la hiérarchie dedbisky, celle des langages réguliers, ne soit pas apprenable
dans le modéle de @.D a longtemps constitué un obstacle majeur au développentemodeéle. Le
modéle d'identification a la limite & partir d’exemples pifsiétait alors considéré comme inadapté, car
trop contraignant. LD lui-méme notait *Cependant, les résultats présentés dans la derniere aecti
montrent que seule la classe de langages la plus trivialsidénéé® est apprenable a partir d’exemples
positifs]..]”

Il est souvent question dans la littérature du domaine dsetade langagésviales (ounon trivialeg
a apprendre. Etant donné les principales caractéristiquesodéle de GLD vues ci-dessus, on peut
considérer de maniére informelle qu'une classe de langagfa®on triviale (pour I'apprentissage) si
elle comporte au moins un nombre infinis de langages, dotdinersont infinis. Il est clair que si ces
conditions ne sont pas remplies la classe est apprehabteccessoirement ne présente pas grand intérét
du point de vue de sa structure.

2.3 Caractérisation des classes de langages apprenables

L'étude de l'apprenabilité dans le modéle de® peut bien sir étre faite au cas par cas, en ob-
servant un systéme de grammaires particulier pour y détounralgorithme d'apprentissage, ou au
contraire une propriété qui montre la non apprenabiliténfo@ un point limite). Il est cependant plus
avantageux de rechercher les propriétés intrinseques dalenqui rendent possible ou impossible I'ap-
prentissage, aussi bien pour des raisons pratiques (appliop théoreme général est plus rapide que de

10)] s’agit de la classe des langages de cardinalité finie.
11| e fait qu'une classe ne contenant qu’un nombre fini de lagg@gt apprenable peut &tre vu comme une conséquence de
I'élasticité finie (voir proposition 2.3).
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le démontrer entierement sur plusieurs cas particuligis),théoriques (comprendre les mécanismes du
modéle indépendamment d’'une de ses instances partig)liére

La recherche de caractéristiques qui distinguent lesedads langages apprenables des non appre-
nables a donc été le principal objet des travaux sur le mate@LD. On s’intéresse surtout a dégager
des conditions nécessaires et/ou suffisantes qui gaemttisspprenabilité.

2.3.1 Séquences de verrouillage

BLUM et BLuM montrent une premiére propriétédes langages apprenables dans [20], & savoir
I'existence dans toute énumération d’un tel langage dadérqpience de verrouillage

Proposition 2.3(Séquence de verrouillage$i L est un langage tel qu'il existe une fonction d’apprentis-

sage¢ qui converge verd, pour toute énumération dg, alors il existe une séquence fifi@, . .., ay)
telle que

e {ap,...,an} C L,

e et pour toute séquence finiéy,...,b,) telle que{by,...,b,} C L on ao({ag,...,an)) =

qb((ao, cee s,y b(], PN ,bm>)
Une telle séquence est appelée sagquence de verrouillagie L pour ¢.

Démonstration.Supposons gu'il n'existe pas de séquence de verrouillageir. fpute séquence finie
(ag,...,ay) telle que{ay, ..., a,} C L il existe une séquence finiéy, . .., b,,) telle que

d({agy ... an)) # d((ag, - an,bo, ...y bm)).

Soit (s;);eny Une énumération infinie dé. On construit par induction une seconde séquence infinie
(u;)ien Qui énumeérel, pour laquellep ne converge pas (ce qui constitue une contradiction) :
e Etape 0. Soityy = s, et 'indice iy est initialisé .
e Etapen + 1. Les objetsug, ..., u;, ont été définis dans les étapes précédentes. Par constructio
{ug,...,u;,} € L, donc d’aprés notre hypothése il existe une séquéhge..,b,,) telle que
b; € L pour toutj et ¢((uo, ..., ui,)) # ¢({uo, ..., Ui, bo, ..., bm)). SOitwu;, 1145 = b; pour
tout0 < j < m, etu;, ym+2 = Spt2. L'indice i, est fixé &,, + m + 2.
La séquencdu;);en €st une énumération dé puisque par constructioh = {s;li € N} C
{u;]t € N} C L. Or ¢ ne peut converger sur cette séquence car pourrtodit(ug,. .., u;,)) #
]

¢(<UQ, e ,ui"+1,1>).

Remarque : Si (ay, ..., a,) est une séquence de verrouillage Id@our ¢, alors toute séquence finie
(ag,...,an,bo,...,by) d'éléments dd. I'est aussi.

Corollaire 2.1 (BLuM et BLUM). Soit ¢ une fonction qui apprend la classe de langages P(U)
dans le systéme de grammair@é, G, M). Pour tout L € L, il existe une séquence de verrouillage
(ag, . ..,a,) deL pour ¢ telle queM (o({ag,...,an))) = L.

12| a formulation de la preuve de la proposition 2.3 proposégessous est tirée de [60].
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Démonstration.¢ apprendC, donc¢ converge pour toute énumeération HeD’apres la proposition 2.3,
il existe une séquence de verrouillage, . .., a,) de L pour ¢. Soit (b;);eny Une énumération infinie
de L telle quea; = b; pour touti < n : cette énumération de existe puisquday,...,a,} C L. Se-
lon la propriété des séquences de verrouillage (propaosgi8), pour tout > n : ¢((bo,...,b;)) =
o({agp,...,a,)). Comme¢ apprendl et queL € L, ¢ converge vers une grammaice telle que
M(G) = L, par conséquemi (¢({ag, . ..,a,))) = L. O

L'existence d’'une séquence de verrouillage dans une ératiméiest donc une condition nécessaire
pour la convergence de la fonction d’apprentissage veemnigalge correct. Cette condition a pour incon-
vénient de porter sur les énumérations des langages, ca anid relativement difficile a utiliser.

2.3.2 Ensembles révélateurs (théoreme dMGLUIN)

Dans le cadre de I'apprentissage a partir d’'exemples fmsith a vu que le principal obstacle a
franchir est d’éviter la surgénéralisation. Les résulpatsentés ci-dessous vont dans le sens d’'une re-
cherche de conditions qui garantissent la possibilité dpasefaire de surgénéralisation. La premiére
étape de cette recherche a été accomplie paslAIN, & travers ce qu’elle nomme lessembles révé-
lateurs(tell-tale sets[5]). Elle obtient, a I'aide de son théoréme présenté ssdas, le premier résultat
important d'apprenabilité sur léangages de motif§pattern languaged4].

On peut décrire sommairement le principe des ensembletatéuss de la fagcon suivante : il faut
gue chaque langage dans la classe ait une sorte de “sighgitiie distingue de tous les langages dont
il est un sur-ensemble strict. Ainsi, lorsque cette sigmasypparait dans la séquence d’exemples, on peut
proposer le langage en question sans risque de surgéatioalis

2.3.2.1 Définitions

Définition 2.3 (Ensemble révélateur (#4GLUIN)). Soit £ une classe de langages. Un ensemble fini non
vide!? d’objets D est un ensemble révélateur du langdge £ si D C L et pour tout langagé’ € £ :

U'cL=D¢gL

Il est utile de noter que §I" est un ensemble révélateur de alors tout ensemble fird” tel que
T C T' C L est aussi un ensemble révélateurlde

Proposition 2.4. Soit ¢ une fonction qui apprend la classe de langadgesSi (ay, .. ., a,) €st une sé-
quence de verrouillage du langade < L pour ¢, alors {ao, . ..,a,} est un ensemble révélateur de
dans..

Démonstration.(Par I'absurde) Supposons q{i&y, . . . ,a, } ne soit pas un ensemble révélateuride
Alors il existe un langagé, € L tel que{ay,...,a,} C L' C L. Soit(b;);eny Une énumération infinie

13La définition d’origine n'impose pas cette contrainte. Eit cependant naturelle dans la mesure ou on s'intéresae ici
des langages non vides. En effet, il existe toujours un ebleerévélateurD non vide si 'ensemble vide est révélateur e
puisqu'alors il n’existe aucuh’ C L. On peut donc prendre n'importe quek L comme unique élément de.
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de L' telle quea; = b; pour touti < n (cette énumération existe, puisg{®), . ..,a,} € L’). Comme
{ao, ...,a,} est une séquence de verrouillageldpour ¢, d’aprés la proposition 2.8({b, ...b;)) =
L # L' pourtouti > n. Or L' € L et(b;);cn €St une énumération d&, donc¢ n'apprend pas la classe
L, ce qui constitue une contradiction. O

Le théoréme central d’'RGLUIN présenté ci-dessous s’applique seulement datagles indexées
de langages récursif$. Cette restriction reste trés raisonnable : elle imposelsiment d’une part que
la classe de langages soit récursivement énumérable,uttedfzart que les langages soient récursifs (en
d'autres termes que le probléme de I'appartenance soitlaldle)). Nous proposons une définition de
“famille indexée” utilisant I'énumérabilité des grammesrreprésentant les langages (comme dans [60],
[35]), plutbt que I'énumérabilité des langages eux-mérnemine c'est le cas dans la définition d’origine
[5], les grammaires étant alors de simples indices). Lex dersions sont équivalentes. Rappelons aussi
gu’on ne s'intéresse ici gu’'aux langages non vides.

Définition 2.4 (Famille indexée de langagesyoit (U, G, M) un systéme de grammairesGt C G un
ensemble récursivement énumérable de grammaires.

La classe de langagés= { L = M(G) |G € Gy } est undamille indexée de langages récurssfs
existe une fonction calculablg: G x U — {0, 1} telle quef(G,z) = 1 siz € M(G) et f(G,x) =0
sinon, pour touts € Gy et toutx € U.

2.3.2.2 Algorithmes d’énumération d’'un ensemble fini

Le théoréme central d'AGLUIN, présenté ci-dessous, repose sur I'existence algaorithme (calcu-
lable) d’énumération d’'un ensemble fillomme on peut le constater dans la preuve du théorémesil n'e
pas nécessaite que cet algorithme “signale la fin de I'énumération” (foration utilisée par KPUR
dans [61]). Dans [37], B JONGH et KANAZAWA en donnent une version plus formelle : I'existence de
cet algorithme qui n’a pas besoin de signaler la fin de I'émati@h équivaut a I'existence d’une fonc-
tion récursive a la limite c’est-a-dire une fonction partielle : N — N telle qu'il existe une fonction
récursive totald” : N? — N telle queyp(z) ~ ILm F(x,n) (avec lim f(z,n) définie et égale & si et
seulement simVvn > m, f(n) ~ ). On voit gueoola classe des fgng.ﬁons récursives partiebeicluse
dans celle des fonctions récursives a la limite. Voir [37jpolus de détails.

Nous proposons ici de considérer qu’un algorithme d’énati@r d’'un ensemble fini est un algo-
rithme prenant en entrée un indiaec N et écrivant en sortie les premiers éléments de I'énumération.
Afin de garantir a la fois que I'algorithme termine et que lakeurs en sortie sont définies quel que soit
n € N, 'algorithme pourra renvoyer des éléments déja sortisetes¢émble fini. Cet algorithme effectue
donc simplement une énumeération infinie d’'un ensemble fiei; @our contrainte de toujours prendre le
méme ordre d’énumération : si pour urdonné lei®™€ élément est:, alors lei®™e élément est toujours
x quel que soith > m.

140n parlera simplement de “famille indexée”.
15Cela est méme impossible pour obtenir 'équivalence de&eréme.
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2.3.2.3 Théoréme d’AGLUIN

Théoreme 2.2(ANGLUIN). Soit£ C P(U) une famille indexée de langages récursifs dans le systéme
de grammairesi/, G, M) :

[,:{M(G)‘GE {GQ,Gl,GQ,...}}

Il existe une fonctio qui apprend. si et seulement s'il existe un algorithme calculable quijmpo
tout indice! tel queL; = M(G;) € £ énumére récursivement un ensemble révélaieude ;.

Démonstration.=-. Supposons qu'’il existe une fonctignqui apprendC. £ est une famille indexée de
langages récursifs, donc étant donné un indideest possible d’énumérer le langage = M (G;), et
aussi d’énumérer I'ensemble des séquences du langaggolithime 2.1 effectue une recherche systé-
matique d’une séquence de verrouillageldeen utilisant la fonctiorEnumSequence Langage(L,n)

qui renvoie lan®™eséquence dé.

EnumRevelateur(Z,n)
10
S «— EnumSequenceLangage(Gr, 1)
R+ S
J=0
Soitz un élément arbitraire d&1(Gy)
Tant que ( vrai) faire
S’ — EnumSequenceLangage(Gy, j)
Si(¢(S) = ¢(S e 5)) Alors
Jej+1
R — Re(z)
Sinon
J=0
1— 1+ 1
S «— EnumSequenceLangage(Gr,1)
R— ReS
Fin Si
Si (R contient plus de: éléments)plors
‘ Renvoyerlesn premiers éléments de la séquerite
Fin Si
Fin Tant Que

ALG. 2.1 — Enumération d’un ensemble révélateur a partir d’onetfon d’apprentissage

D’apreés la proposition 2.3, une séquence de verrouillage;dmur ¢ existe, donc il existe uhpour
lequelS = EnumSequenceLangage(Gr, i) est une séquence de verrouillage.iGera nécessairement
atteint, poum suffisamment grand.
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A partir de cette étape, la conditigri.S) = ¢(SeS’) seratoujours vraie (par définition de la séquence
de verrouillage) donc I'algorithme bouclera jusqu’a ce lmueombre der ajoutés ak soit suffisant pour
gue R contienne plus de éléments (les: sont ajoutés uniqguement pour compléter la séquence jusqu’a
n). Ainsi, quel que soitr, le nombre d’éléments distincts dafsest borné (autrement dit la fonction
énumere bien un ensemble fini). Les éléments de la dernigueséeS forment un ensemble révélateur
(d’aprés la proposition 2.4). Par conséquénta sortie de la fonction, est composée d’'élémentd de
contenant un ensemble révélateur, ce qui constitue biensenele révélateur de; pour ¢.

<. Supposons qu'il existe un algorithni&um Revel (I, n) qui, pour toutL; € £ énumére récur-
sivement un ensemble révélatey de L;. Alors I'algorithme 2.2 apprenfl la classec.

¢(<a07 e aan>)

10

E — EnumRevel(i,n)

Tantque (i <n et non({ao,...,a,} € M(G;) etE C {ao,...,ay})) faire
1— 1+ 1
E — EnumRevel(i,n)

Fin Tant Que

RenvoyerG;

ALG. 2.2 — Apprentissage d’'une famille indexée a partir de Eemsle révélateur

Soit L € L et{a;);ey une énumération dé. Dans la suite on noté; le langageM (G;) (pour tout
1). Soitm le plus petit entier tel qué,,, = L. Soit N le plus petit entier tel que

i. pour touti < m tel queL,, \ L; # 0, il existex € L,, \ L; tel quex € {ao,...,an},
ii. pourtouti < mtel queL,, C L;, EnumRevel(i, N) contient un ensemble révélateur complet de
L,
iii. EnumRevel(m,N) C {ag,...,an}, et
iv. N >m.

Soitn > N. Montrons que pour tout < m la condition duTant queest vraie, donc la boucle
continue.i ncari < m < N < n (). Si L,, \ L; # (), alors il existex ¢ L; tel quex €
{ao,...,an} (i), donc la condition est vraie. Sinon, 5j,, C Li, alorsE = EnumRevel(i,n) contient
un ensemble révélateur complBt de L; (i), donc d'apres la définition 2.3; C E ¢ L,,, ce qui
implique £ ¢ {ao,...,a,}. On montre ensuite que si= m la condition duTant queest fausse :
{ag,...,an} C M(Gp,), et E = EnumRevel(m,n) C {ao,...a,} (iii). Ainsi dans tous les cas la
boucle continue tant que< m, et s'arréte lorsqué = m. Par conséquent renvoie toujourss,, telle
queL = M(G,,), pour toutn > N, pour toute énumération deet pour toutl, € L.

>
<

O

Spans la version simple proposée ici, on ne cherche pas ayenuae grammaire consistante avec les données (avant le
point de convergence bien s(r). En particulier, si c’esbiadition: < n qui n’est plus vérifiée la grammair@; est renvoyée
arbitrairement : cette grammaire a de grandes chances desre®pespondre au langage énuméré.
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La nécessité de I'existence d'un algorithme énumératesiedsembles révélateurs est un aspect trés
important du théoreme d'MGLUIN ci-dessus. En effet, la simple existence d’'un ensembldateé
pour chaque langage de la classe n'est pas une conditiopasuéfipour que la classe de langages soit
apprenable [5] (Celle-ci est en fait une condition nécessisuffisante pour I'apprenabilitén effective
[83]). KAPUR proposera une condition plus forte baséelsarensembles de tdstécrite dans la partie
2.4.1).

2.3.3 Points d’accumulation

Le théoreme d’AIGLUIN donne une caractérisation des classes de langages appscealiermes
d’existence d'un algorithme d’énumérationAKUR propose une seconde équivalence, basée sur les
caractéristiques structurelles des classes de langatjes [6

Définition 2.5 (Point d’accumulation) Soit £ une classe de langages. Un langdge £ est un point
d’accumulation s'il existe une séquence infinie d’ensemp®);cn telle que

i. pour touti, S; C S;41,
i. JSi=Let
ieN
iii. pourtouts, il existe L’ € LtelqueS; C L'etL’ C L.

Remarque : La définition du point d’accumulation fournie parARUR dans [61] stipule que les en-
semblesS; doivent étre finis. Les deux définitions sont équivalentes ur®@ séquences;);cn d'en-

sembles finis existe, il est évident que cette séquence asct® aussi sans contrainte sur les en-
sembles. Si une séquencs;),cny d’ensembles (potentiellement infinis) existe, on montrél guiste

une séquencés;);cn d’ensembles finis qui remplit les conditions. S¢if);cn une énumération de
L, etA; = {ap,...,a;} 'ensemble (fini) des premiers éléments de cette énumération. On définit
S! = S;NA,;. Clairement,S; C ;4 implique queS;NA4; C S;x1NA;41 (). Deméme, s, C L' C L
alorsS! = S;NA; C L' C L(ii). Pourtoutz € L, il existe S; et A, tels quex € S; etz € A;. Sii < j,
alorsz € S; N A; = 5% carS; C S;. Sinon ¢ > j), z € S; N A; = S] carA; C A;. Par consequent

est inclus dans I'union infinie desy, et comme tous leS; et A; sont des sous-ensemblesiden a bien
L= s ).

iEN
Proposition 2.5. Tout point limite est un point d’accumulation.

Démonstration.Soit ,; C Ly C ... une séquence infinie de langages telle que I'union de touk;les
estL, avec{L, L1, Ls,...} C L. L est un point limite de (définition 2.1). Il suffit de prendr§; = L;
pour tout: pour montrer qud. est aussi un point d’accumulation. O

Proposition 2.6 (KAPUR). SoitL une classe de langages. Un langajes £ a un ensemble révélateur
si et seulement di n'est pas un point d’accumulation.
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Démonstration.=-. Supposons qué est un point d’accumulation : il existe une séquence infifj&;cn

vérifiant les conditions de la définition 2.5. Quel que 9oitin sous-ensemble fini dg, il existen € N

tel queD C S, carS; C S;11 pour touti, et 'union de tous les; estL. Or d’aprés la condition (iii) il
existeL’ € LtelqueD C S,, C L' C L, doncD n’est pas un ensemble révélateuride

<. Supposons qué n'a pas d’ensemble révélateur. est donc infini, sinon serait son propre
ensemble révélateur. Sdit;);cn Une énumération dg, et soitS; = {ao, ..., a;} pour touti. On a bien
S; € S;+1 (condition (i)) et I'union de tous les; estL (condition (ii)). CommeL n’a pas d’ensemble
révélateur, pour toub C L fini, il existe L' € £ tel queL’ c L etD C L'. Tous lesS; sont finis, donc
pour touti il existe L’ € L tel queS; C L' et L’ C L (condition (iii)). Par conséquert est un point
d’accumulation. O

L'existence d’un point limite est une condition suffisantaipla non apprenabilité (non effective). La
condition du point d’accumulation est plus forte : son eise est une condition nécessaire et suffisante
a la non apprenabilité (non effective).

Le corollaire ci-dessous résume les principaux résultatsgmtés dans cette partie.

Corollaire 2.2 (Récapitulatif) AvecL une famille indexée de langages récursifs :

La classel est apprenable Il existe un point limitel, € £

Il existe une f t'II J qui apprend Ia classe M
existe une fonctiom qui apprend la class Il existe un point d'accumulatiol € £
II (prop. 2.2) 1} (prop. 2.6)
VL € L il est possible d’énumérer un ensemble o , o
o 3L € £ qui n'a pas d’ensemble révélateur
révélateur del U
U o L € L tel gu'il est impossible d’énumérer un
Tout langagel. € £ a un ensemble révélateur .
ensemble révélateur de
II (prop. 2.6) II (prop. 2.2)
Aucun langagd. € £ n’est un point s . .
_ Il n'existe pas de fonction qui apprend la
d’accumulation poutC classer
{ (prop. 2.5) 1 et 21)
Aucun langagd. € L nEeSt un point limite pour La classer. n'est pas apprenable

2.4 Lélasticité finie

WRIGHT propose une condition suffisante nommédisticité finigpour I'apprenabilité d’'une classe
de langages. Ce critére est introduit dans [109], puisg®par MoTOKI, SHINOHARA et WRIGHT dans
[80] (car la définition d’origine contenait une erreur).

Définition 2.6 (Elasticité infinie (WRIGHT)). Dans un systéme de grammairgs G, M), une classe de
langagesC C P(U) a la propriété dlasticité infinies’il existe une séquence infinig;);cn d'objets
dansl/ et une séquence infinid,;);cn- de langages danstels que pour tout € N*
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a; ¢ Lz
et
{a'Ov s ,Gi_l} - Li

Définition 2.7 (Elasticité finie (WRIGHT)). Une classe de langagésa la propriété dilasticité finiesi
elle n'a pas I'élasticité infinie.

Proposition 2.7(WRIGHT). SiL a I'élasticité finie, alors tout langagé de £ a un ensemble révélateur.
Démonstration.Supposons gu'il existe un langage= £ qui n’a pas d’ensemble révélateur. On construit

inductivement les séquencés), a;, ...) et(Ly, La,...):
e ;= 0. Soitag € L.

e i > (0. L n'a pas d’ensemble révélateur{eiy,...,a;—1} est un ensemble fini, donc il existe un
langagel; € L tel queL; C L et{agp,...,a;,—1} C L;. CommeL; C L, il existe una; € L tel
quea; ¢ L;.

L'existence des deux séquencges, ai,...) et(L;, Lo, ...) démontre I'élasticité infinie d&. O

Cette proposition a pour conséquence I'apprenabili@ effectivade toute classe de langages pos-
sédant I'élasticité finie, mais APUR montre dans [61] qu’une telle classe est de plus (effectrgmn
apprenable (voir la démonstration - et I'algorithme - dampdrtie 2.4.1 ci-dessous). L'élasticité finie
est une propriété structurelle des classes de langagasv@etent) facile a démontrer, comparée au cri-
tere d’ANGLUIN d’énumération des ensembles révélateurs. C’est 'uneaissns pour lesquelles elle
est souvent utilisée pour montrer I'apprenabilité. L'é&Ese finie a de plus certaines propriétés remar-
guables (et utiles).

Une premiére propriété assez évidente de I'élasticité éisigue I'ensemble des classes de langages
ayant cette propriété est fermée sous union. Ce n'est pas lpaur 'ensemble des classes de langages
apprenables, comme cela est démontré dans [48].

Proposition 2.8. Si £, et £, sont deux classes de langages ayant I'élasticité finie sdbclassel =
L1 U Ly al'élasticité finie.

Démonstration.Supposons qué a I'élasticité infinie. Alors il existe une séquence d’objety, a1, as, . . .)
et une séquence de langadés, Lo, . . .) telles que{ay, ..., a;—1} C L; eta; ¢ L; pour tout; > 0. Pour
touti, L; appartient &; ou L, donc il exister € {1,2} et une séquence infinie d’indicés iy, . .. telle
que pour toutj > 0 L;; € L,. Par hypothése onf;,, a;y,...,a;;_,} € {ao,a1,...,a;; 1} C L;; et
ai; ¢ Li;, doncL,) a I'élasticité infinie (avea € {1,2}. O

Nous présentons ci-dessous deux propriétés importantesasticité finie, découvertes parAPur
et KANAZAWA .
2.4.1 Classes de langages uniformément apprenables

KAPUR étudie dans [61] la question de I'existence d’'un algorithaffegoprentissage capable d’'ap-
prendre de la méme maniére différentes classes de landdgemsemble de classes de langages est
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dit uniformément apprenablgil existe un algorithme capable d’apprendre n'importelgangage de
n’importe quelle classe de cet ensemble.

KAPUR démontre d'abord que I'ensemble des classes apprenaldsspas uniformément appre-
nable. Autrement dit, on ne peut concevoir une fonction pfaptissage totalement universelle qui s’ap-
pliquerait a toute classe de langages apprenable. En fevahmontre que certains ensembles de classes
sont uniformément apprenables. C'est notamment le cadaeses de langages ayant I'élasticité finie.

Lesensembles de tedéfinis par KAPUR sont comparables aux ensembles révélateursiGiAIN :

Définition 2.8 (Ensemble de test)Soit £ une classe de langages. Un ensemble fini d’objesst un
ensemble de teslu langage. € L si pour tout langagé’ € L :

LZL = Dn(LAL) #0.
Remarque : tout sur-ensemble d’un ensemble de test estemsssemble de test.

Proposition 2.9. Si D est un ensemble de test falans., alors D N L est un ensemble révélateur de
L dansC..

Démonstration.Soit D un ensemble de test de Si L’ est un langage d€ tel queL’ C L, alors
L ¢ L',doncD N (LAL') # 0. Ainsi il existez € D tel quex € L\ L' ouz € L'\ L.Or L’ C L,
doncL’\ L =0,douxz € L\ L'. Ainsiil existex € DN Ltelquexz ¢ L', doncDNL ¢ L. O

La proposition 2.9 indique non seulement que si un ensendkest existe alors un ensemble ré-
vélateur existe aussi, mais surtout le moyen de constrgnsémble révélateur a partir de I'ensemble
de test. En effet il suffit de calculdp N L, c’est-a-dire restreindr®, ensemble fini, aux éléments qui
appartiennent &..

La proposition suivante est I'équivalent de la propositto8, relative a I'existence d’un point d’ac-
cumulation, pour les ensembles de test.

Proposition 2.10(KAPUR). SoitL une classe de langages dans le systéme de grammadrés M).
Unlangagel € £ n'a pas d’ensemble de test si et seulement s'il existe unegégq infinie d’ensembles
(Si)ien telle que
i. pour touti, Si C S;y1,
i. |JSi=uet
iEN
iii. pour touti, il existeL’ € Ltel queS; N (LAL)=0etL ¢ L'

Démonstration.=-. Supposons qué n'a pas d’ensemble de tedt.est donc infini, sinor serait son
propre ensemble de test (cam (LAL) = LN ((L\ L')U(L'\ L)) = L\ L, etil est évident que
siL ¢ L'alorsL \ L’ # (). Soit(a;)icny une énumération de I'univerts, et soitS; = {ao,...,a;}
pour touti. On a bienS; C S; 14 (i) et 'union de tous lesS; esti/ (ii). CommeL n’a pas d’ensemble de
test, pour toutD fini il existe L' € Ltel queL ¢ L' etD N (LAL') = (. Or tous lesS; sont finis par
construction, donc la derniére condition (iii) est remplie
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<. Supposons gu'il existe une séquere);cn Vérifiant ces conditions. Quel que s@itun sous-
ensemble fini dé/, il existen € N tel queD C S, carS; C S;;1 pour touti, et I'union de tous les
S; estU. Or d’apres la condition (iii) il existd’ € L tel quesS, N (LAL') = (), doncD n’est pas un
ensemble de test de
]

Proposition 2.11. Soit £ une classe de langages dans le systeme de grammait€s M). Si L a
I'élasticité finie, alors tout langagé € £ a un ensemble de test dafis

Démonstration.Supposons gu'il existe un langad@edans. qui n'a pas d’ensemble de test. D'apres la
proposition 2.10, il existe une séquencg);cn telle que

i. pour touti, Si C S;11,

i. |JSi=uet

ieN
iii. pour touti, il existe L; € £ tel queS; N (LAL;) =0 etL ¢ L;.

On montre d’abord qu'il existe une séquence d'indiges,, i3 . . . telle que pour touf LNS;; C L,
etL NS, ¢ L;; : soitiy le plus petit indice tel que;, n'est pas vide. Pour toytil existe L;, tel que
Si;, N (LAL;;) =0, avecL ¢ L;;. LN S;, C Ly, carS;; N (LAL;;) = (. De plusL ¢ L;; implique
quil exister € L\ L;;, donc commer est dand A L;, il faut quex n'appartienne pas &;, pour que
Si; N (LALi].) = (). Mais du fait que 'union de tous les; estl/, il existe nécessairement @iy, i’ > i;,
tel quex € Sy. Soitij 1, =i :Onar € S;, , NLetr ¢ L;;,doncLNS;, ¢ Li;.

J+1

A partir de cette séquence d’indices on peut montrer £el’élasticité infinie : pour touf on a
LNS;; C Lj;etLNS;,,, ¢ L;;, donc il existen; € LN (S;,,, \ S;) tel quea; ¢ L;;. Pour toutk < j,
Sik+1 - Sz7 donca, € LN (Sik+1 \Slk) CcCLnN Sij - Lij1 d'ou {ao, ... ,a]—_l} - Lij-

O

Proposition 2.12(KAPUR). Soit£ C P(U) une famille indexée de langages récursifs dans le systeme
de grammairesif,G, M) : L ={ M(G) | G € {Gy,G1,G2,...} }.

Si tout langagel. € £ a un ensemble de test dafisalors pour tout indicel il existe une procédure
qui énumere un ensemble de testige= M(Gy).

Démonstration.L'algorithme 2.3 renvoie les premiers éléments d’'une énumération d’'un ensemble de
test pourL; (on noteL; = M(G;) pour touti).

Pour tout langagé . tel queL; ¢ Ly, il existe un; suffisamment grand pour q4e,...a;} ¢ Ly.
La conditionDN(L;ALy) = () est testée en vérifiant simplement que, pour iogt D, soitx appartient
a la fois aL; et Ly, soitz n'appartient & aucun des deux langages. Si cette condisibremplie, D
n'est pas encore un ensemble de test pburc’est pourquoi on y ajoute les prochains éléments de
'énumération de/. Par hypothése un ensemble de tesf.geexiste, donc il existe un suffisamment
grand pour quéd contienne tous les éléments de cet ensemble de test. A ctraguke boucle I'élément
e1 est ajouté arbitrairementia, de maniere a pouvoir compléter la séquence une fois queeleble de
test est complet.

]
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EnumTest(Gy, n)

Soit (e1, ez, .. .) une énumération de

1 1

D — (e1)

Soit (a1, as, . ..) une énumération db;

J—1

Tant que ( vrai) faire
Si (D contient plus de: éléments)plors

‘ Renvoyerlesn premiers éléments de la séqueriee
Fin Si
Pour k delaj faire
Si ({al, 500 ,a]’} g_ Lk) Alors
Tant que (D N (LA Ly) = 0) faire
1+— 1+ 1
D — D e (e;)

Fin Tant Que
Fin Si
Fin Pour
J=Jj+1
D — D e {e;)
Fin Tant Que

ALG. 2.3 — Enumération d’un ensemble de test
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Comme on peut facilement passer d'un ensemble delestun ensemble révélateur (d'aprés la
proposition 2.9), les propositions 2.11 et 2.12 suffiserdr@struire un algorithme d’apprentissage pour
toute classe de langages ayant I'élasticité finiePKR va plus loin en proposant une nouvelle condition
équivalente a I'apprenabilité (effective), basée sur teembles de tests.

Proposition 2.13(KAPUR). Soit£ C P(U) une famille indexée de langages récursifs dans le systeme
de grammairesif,G, M) : L ={ M(G) | G € {Gy,G1,G2,...} }.

Il existe une fonctio qui apprend. si et seulement s’il existe un algorithme qui, pour tout g
L; = M(Gy) € L, énumére récursivement une famille indexgeC L telle que

e Toutlangagel’ € L tel queL’ C L; appartient al;, et

e L; aunensemble de test dafg.

Démonstration.=. Supposons qu’une fonction d'apprentissage existe. B&fa proposition 2.2, il
existe un algorithmésnum Revel qui énumere un ensemble révélateurlgeour toutL; € L. L'algo-
rithme 2.4 énumeére la famille indexég.

EnumSousFamille(G,n)
F—{Gr}
17— 1
Tant que ( vrai) faire
Si (F contient plus de: élémentslors
‘ Renvoyer lesn premiers éléments dé
Fin Si
Je1
Pour j de 1 a: faire
Si(EnumRevel(I,i) ¢ M(G;)) Alors
| F— Fe(G))
Sinon
| F— Fe(Gy)
Fin Si
Fin Pour
1— 1+ 1
Fin Tant Que

ALG. 2.4 — Enumération d’une sous-famille & partir de I'ensemélélateur

Soit D = { x = EnumRevel(1,i) | i € N} est un ensemble révélateur de, donc pouri
suffisamment grand tout langadge C L; est tel queEnumRevel(1,i) ¢ M(G;). Par conséquent tout
L' € Ltel quel’ C L; appartient &;. De plusD constitue un ensemble de test Bedans.Z;, car
D C Ly mais pour toutl; € £; D ¢ L;j, d'ou D N (L;ALj) # 0.

<. Supposons gu'’il existe un algorithme qui, pour tout lamgag € L, énumeére récursivement
une famille indexéeC; telle que toutl’ € L tel queL’ C L; appartient al;, et L; a un ensemble
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de test dan<’;. D’aprés la proposition 2.12, il existe un algorithrhbeumTest(I,n) qui énumere un
tel ensembleD. En utilisant le fait queD N L est un ensemble révélateur fle (proposition 2.9), on
construit I'algorithme 2.5 qui énumére cet ensemble.

EnumRevelateur(G,n)
Soita; le i®M€ élément denumTest(I, i) pour touti.
Soitx = a;, aveci le plus petit entier tel que; € L;.
D« )

Pour ; de 1 an faire
Si(a; € Ly) Alors

‘ D «— D e {a;)
Sinon

‘ D — D e (z)
Fin Si
Fin Pour
Renvoyer D

ALG. 2.5 — Enumération d’un ensemble révélateur a partir d'.seele de test

Tout L' € L tel queL’ C L; appartient aC;, donc I'ensemble révélateur dg; dans.; ainsi
énuméré est aussi un ensemble révélateut dgansL. D’aprés la proposition 2.2, une fonction d’ap-
prentissage d€ existe.

]

Cette condition nécessaire et suffisante pour I'appreit@lpitoposée par KPUR est une extension
précieuse du théoréme di¥sLUIN. Rappelons que la condition dMGLUIN repose sur I'existence d’'un
ensemble révélateur pour chaque langage de la classe, aiihifagt aussi montrer I'existence d’'un
algorithme qui énumére les ensembles révélateurs. Or n@nsepuk 'existence d’'un tel algorithme est
démontrée, il n'y a pas de stratégie générale de construdéaet algorithme. Le théoréme 2.13 montre
non seulement que la seule existence des ensemble de fésosu I'apprenabilité, mais donne aussi
l'algorithme qui apprend uniformément la classe de langagénumérabilité d’'une sous-famille sert a
rendre la condition a la fois nécessaire et suffisante, Erteéoréme permet d'inclure toutes les classes
de langages apprenables.

D’aprés la proposition 2.11, toute classe de langages &yamticité finie admet un ensemble de
test pour chacun de ses langages. Ainsi I'élasticité finfeespond au cas particulier du théoréme de
KAPUR dans lequel la class&; & énumérer peut simplement étre la claSsale-méme (il s’agit d’'une
famille indexée, qui peut par définition étre énumérée palgorithme).

Corollaire 2.3. Sila classe de langage5a I'élasticité finie, alorsC est apprenable.
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2.4.2 Relation finiment valuée

L'élasticité finie présente aussi des propriétés utilesr pleimontrer I'apprenabilité de classes de
langages non triviales. La premiere de ces propriétés esomtéée par VRIGHT dans [109] : si deux
classes de langagé€set £’ ont toutes les deux I'élasticité finie, alors laclagde ) L'|L € LetL' € L'}

a aussi I'élasticité finie. KNAZAWA donne dans [59] une version beaucoup plus riche de ce théorem
Sa généralisation repose sur I'utilisation d’'ue&ation finiment valuée

Définition 2.9 (Relation finiment valuée)Soient A et B deux ensembles. Une relation binaiResur
A x B estfiniment valuéesi et seulement si pour toute A il n’existe qu’un nombre fini dé € B tels
quea Rb.

Remarque :Cette définition n’est pas symétrique :siest une relation finiment valuée sdrx B, une
relation R’ sur B x A telle queb R’ a si et seulement si R b n’est pas nécessairement finiment valuée.

Définition 2.10 (Image inverse d’'un langagepi L est un langage suf et R une relation sut{’ x U,
I"image inversele L par rapport & est le langagér'[L] = {a € U’ | Fb € Ltelquea Rb }.

Proposition 2.14(KANAZAWA ). Soientl/ eti/’ deux ensembles d’objets, £tune classe de langages
définie sui/ qui a I'élasticité finie.

S'il existe une relatio? C U’ x U finiment valuée, alors la classe de langagés= { R~![L] | L €
L } a aussi I'élasticité finie.

Démonstration.Supposons qué’ = { R7![L] | L € £ } a I'élasticité infinie : il existe une séquence
d'objets de/’ (a;);en €t une séquence de langagesCdeL’);cn- tels que pour tout {ay, ..., a;—1} C
L. eta; ¢ L. Pour touti > 0 il existe un langagd.; € £ tel queL; = R1[L;].

Pour touti > 0 on définit 'ensemble de séquences
E; = { <b0,...,bi> |\V/],0 <7< i,aj ij etdn tel que{bo,...,bi} cL, }

Cet ensemble n’est pas vide, puisque pour tout- i {ag,...,a;} C L, = {a € U' |3 €
L telquea R b }. De plusE; et E; sont disjoints si # j (car la longueur des séquences dé#fis
est différente de celle daris;), donc I'ensemble

E:UE

1€EN

estinfini. E forme un arbre, en prenantle nodigl, . . ., b;) € E; comme pére du nceyél, . .., b;, bi11) €
E;11, pour toute séquend@y, ..., b;, b;11) € F;y; (laracine est la séquence vide). ComRiest une

relation finiment valuée, il ne peut y avoir qu’'un nombre figitgl tels quea; R b;, donc il n'y a qu’un

nombre fini deb; ;1 dansE;;; qui peuvent étre ajoutés a une séquefige. . . , b;) fixée. Ainsi chaque
nceud dans I'arbré ne peut avoir qu’un nombre fini de fils. Mais commeest infini, il y a nécessai-
rement une branche infinie dafs(lemme de Konig). Soitby), (bo, b1), (bo, b1,b2), ... les nceuds de
cette branche infiniéy; ¢ L;, cara; ¢ L, implique qu’il n’existe aucurd dansL; tel quea; R b.
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Soit f(n) la fonction définie pafbo,...,b,} C Ly, et pour toutj < f(n), {bo,...,bn} ¢ L,
(autrement ditf(n) est le plus petit entier tel quo, ..., b, } C Ly(,)). On observe que < f(n), car
b, ¢ L. Pour toutn € N, on définit inductivement la fonction par

9(0) =0
g(n) = f(g(n—1)), Vn>0

g(n) = f(g(n — 1)) > g(n — 1), doncg est strictement croissante, d'q¥, ), by(1), - - -, bgn-1)} <
{60,615+, bgn—1y}- Or{bo, b1, ..., bgn—1)} € Lf(g(n—1)) = Lg(n), ON Obtient par conséquent les deux
séquences infinie®,,))nen et (Ly(n))nen- telles que pour tout > 0 {by(), - - -, bgn—1)} € Lyen) €t
bg(n) & Lg(n) (carb; ¢ L; pour touts). O

Ce théoréme s’avere trés utile pour démontrer I'élastftité d’une classe dans le cas ou il existe une
classe “voisine” pour lagquelle I'élasticité finie est déjayveée. Il est ainsi possible d’étendre I'élasticité
finie & une classe plus complexe, des lors qu’une relatioméint valuée peut étre établie entre les univers
de définition des deux classes telle que la classe “cibleémsrement contenue dans I'image inverse
de la classe “source” par cette relation. Cette méthodeoesparable a la réduction d'un probléme a un
autre, utilisée par exemple pour montrer la NP-complétudprdbléme.

Le théoréeme de WIGHT est alors un cas particulier assez simple de la propositibf, Zomme le
montre KANAZAWA :

Exemple 2.3(£; et £, ont I'élasticité finie= { L1 U Ly | L1 € Ly etLy € Lo } a I'élasticité finie)
Soit £, et £, deux classes de langages &fjret U/, (respectivement) ayant I'élastiticté finie. Soit
etxzy deux symboles qui n'apparaissent ni défsni dansif;. Pour tout couple de langages, on définit
l'opérationw parLy W Ly = { bx; | b€ L1 }U{bxa|be Lo }.

On montre par contraposée que la clagse, W Lo | L1 € Ly etLs € Ly } a I'élasticité finie.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe une ségidimie d'objets(ag, ay,...) et deux
séquences infinies de langagdés, L3, ...) et(L?, L3, ...) telles que pour tout > 0 {ag,...,a;_1} C
L}wL?eta; ¢ L} wL?. Touta; est de la formez; ou bxzo, donc il existek € {1,2} tel qu'il y a
une séquence infinigu;,, a;, , a;,, . . .) aveca;; est de la forme; ), pour tout;. Pour toutj > 0, a;;, =
bi,ri ¢ Lilj @L?j doncb;; ¢ LZ De plus comméa;,, a;,, ..., ai;_, } C {ag,ar...,a;,_1} C Lilj @L?j
on afbiy, by, ..., by, } C Lf] On obtient donc deux séquences qui montrent I'élastinfiéie deLy.

Soit R la relation finiment valuée définie de telle sorte ¢uR « si et seulement si = bx; oua =
bxo. SOItL = {R_l[Ll H—JLQ] |L1 € Lyetly € EQ} Onvoit quel = {Ll ULo |L1 € Lyetly € EQ}
D’aprés le théoréme 2.14£, a I'élasticité finie.

2.5 Ladensité finie bornée (BINOHARA )

Les résultats présentés jusqu’ici sont des critéres tnéérgax d’apprenabilité, fondés (quasiment)
uniguement sur des propriétés des langages. Bien sOr, sidtaté sont applicables a des systémes de
grammaires concrets. Néanmoins il s’agit de résultatgivetaent abstraits, qui ne sont liés a aucune
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formalisme particulier. BINOHARA propose dans [95], [94], [10], [96] de descendre au niveau de
grammaires pour étudier I'apprenabilité, tout en congarua assez haut niveau de généralité.

Dans [95], $1IINOHARA définit la notion decadre de définition de concepfisoncept defining fran-
meworR dans les termes suivants : il s'agit d’'un trip{ét, £, M), dans lequel/ est I'univers (ensemble
des objets)E est I'ensemble des expressionshétune correspondance sémantique. Un concept est un
sous-ensembl& C U, et un systéme formel est un ensemble fint E. Une correspondance séman-
tique est une relatiod/ associant des concepts a des systémes formels : lodd@li¢ = R on dit que
le systeme formel’ définit le concepiR.

Pour reprendre notre terminologie, un cadre de définitioootkeepts est un systéme de grammaires
(U, G, M) dans lequel 'ensemble des grammaifas est constitué que d’ensembles finis d’expressions
prises dans I'ensemblg. Afin de conserver une homogénéité des notations, nousrpo@seci-dessous
les résultats de BNOHARA avec nos propres notations. Il faut toutefois garder a tiegpe les gram-
maires considérées ne sont que des ensembles d’expres3gmnautorise entre autres I'utilisation de la
relationC ou de|G| sur ce type de grammaires.

Définition 2.11 (Monotonie) La correspondance sémantiqié est monotone siz C G’ implique
M(G) S M(G").

Définition 2.12 (Grammaire réduite)Soit ({4, G, M) un systéme de grammaires.
Une grammaires € G est réduite par rapport a un ensembleC ¢/ si D C M(G) maisD ¢
M(G") pour toute grammair&”’ € G telle queG’ C G.

Définition 2.13 (Densité finie bornée)Un systéme de grammairéd, G, M) ala densité finie bornée
si M est monotone et I'ensemble

{ M(G) | G est réduite par rapportR et|G| < n }

est fini pour tout ensemble fil? C I/ et toutn > 0.

Théoréme 2.3. Soit (U, G, M) un systéme de grammairet = { M(G) € G | |G| < n } pour tout
n € N.

Si (U, G, M) aladensité finie bornée, alors la clasig a I'élasticité finie pour tout, € N.
La démonstration de ce théoréme sera donnée dans le cHafthigmréme 5.1) (dans une version gé-

néralisée). Bien entendu, le fait que toute cladse I'élasticité finie implique que celle-ci est apprenable
(selon le corollaire 2.3).

"Nous reprenons dans ce document la traduction frandaissité finie bornépour bounded finite thickneggoposée par
BECHETet FORETdans [16].
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Malgré son apparence relativement simple, ce résultatue@HARA s’avére un outil trés puissant
pour démontrer I'apprenabilité de classes de langages'guii rien de trivial. SIINOHARA en propose
plusieurs applications dans [95] : sur les systémes forgiélmentaires, les grammaires contextuelles et
certaines formes de programmes Prolog. Les systémes B#@téghentaires et les programmes Prolog
ne présentent pas ou peu d'intérét pour la représentatimtadgues naturelles, nous illustrerons donc
ci-dessous le théoréme 2.3 a l'aide du résultat trés impiod@a SHINOHARA sur les langages contextuels
(voir partie 1.3.1).

Proposition 2.15. SoitD C ¥* un ensemble fini de phrases sur un vocabulaire
Si G est une grammaire contextuelle réduite par rappoaalors pour toute régled; ... A, —
B;...B,dansGonan <m <max({ |z| |z € D }).

Démonstration.Soit G une grammaire réduite par rapporbéetx € D.

SoitS —¢ ajaz...a,, —¢ aids...ap, —q ... —q did...apn, une dérivation compléte de
= pour la grammaire?, avecz = afal ... ay, etal € X pour touti. Par définitionalal ... ah, —a
o]}t alt], si et seulement S'il existe une réghy ... A, — By ... B, dansG et un entierk
(k >0,k <nj —netk <njp —m)tels que

° <a?§+1,a2+2, .. ,a??_m} = (A1, Ag, ..., Ay),

° <a{€ill,aéilz,:..,aii}ql> = <Bl}, Bg,...,Bm>, _ _ _

o et(al,....al)=(al™", .. alt!) et (@ y s Gny) = <a{€i}n+l, . ,a%;:ll).

Ainsin; 1 = k+m+(n; —k—n) = n; +m—mn. OrG est contextuelle donc par définitian< m,
ce qui a pour conséquence qug,.; > n;. Ceci étant valable pour todt < j < p, on obtient que
n; < n, = |z| pour toutj. Il est clair que toute regld; ... A, — B; ... B, utilisée dans la dérivation
verifien < m < n; pour un certairy, doncn < m < |z|.

Par conséquent, toute regle ... A,, — By ... B, utilisée dans une dérivation d’'un élémentle
D vérifien < m < max({ |z| | = € D }). Supposons qué& contient une régle? qui n’est utilisée
dans aucune de ces dérivations : dans cezta%st pas réduite par rapport/a, puisque la grammaire
G' = G\ {R} vérifie alafoisD C L(G’) etG' C G. DoncG ne contient bien que des regles vérifiant
n<m <max({|z| |z € D}). O

Proposition 2.16. SoitG I'ensemble des grammaires contextuelles.
Le systéme de grammair€s*, G, L) a la densité finie bornée.

Démonstration.Clairement la relatior’, associant a toute grammaire son langage est monotone. Soit
D C ¥*, k € NetG € G une grammaire contextuelle réduite par rappal telle que|G| < k. Selon

la proposition 2.15, toute reglé; ... A, — By ... B,, dansG vérifien < m < max({ |z| |z € D }),

donc la longueur d'une telle régle est bornéelpar2 x max({ |z| | € D }). De plusG ne contient

pas plus de: régles, donc la taille globale de est bornée pat x I.

Ainsi, si I'on ne tient pas compte des variantes par renonavadgs symboles non terminaux, le
nombre de grammaires différentes de taille inférieure @leé@n x [ est borné. Or toute variant par
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renommage des symboles non terminaux d’'une gramraauerifie L(G) = L(G’), donc cela implique
gue I'ensemble

{ L(G) | G est réduite par rapport@ et|G| < k }

est fini, pour toutD C ¥* et toutk > 0. O

Corollaire 2.4. Pour toutk € N, la classe

{ L(G) | G est une grammaire contextuelle d’au pluségles}

a I'élasticité finie (et est donc apprenable).

Démonstration.Simple application du théoréme 2.3 (et du corollaire 2.3). O

2.6 Conclusion

2.6.1 Application(s) aux langues naturelles ?

Le modéle de GLD est un cadre formel possible du processus de I'apprenéisdaais est-il per-
tinent de I'utiliser pour représenter I'acquisition dedars naturelles ? Tout d’abord, ce modéle théo-
riqgue semble répondre relativement bien a ce qu’on en atteniivement : 'apprenant est face a une
séquence infinie d’exemples du langage, et fait évoluer saegion de ce langage en fonction des
exemples vus. L'apprenant n'est jamais informé du fait lqa’'atteint le langage cible, mais le mo-
dele garantit (dans le cas d’'une classe apprenable) quilassible de I'atteindre avec un nombre fini
d’exemples. De plus, certaines caractéristiqgues du maddleen accord avec les observations linguis-
tiques sur I'acquistion du langage par I'enfant : 'enfampeend sa langue maternelle en utilisant unique-
ment les exemples positifs dont il dispose (les phrasesrdiaze prononcées par son entourage) [88],
[65]. Enfin, le résultat de MNOHARA [95] sur I'apprenabilité des langages définis par des granema
contextuelles d'au pluk régles constitue sans doute I'un des points positifs les iphportants du mo-
dele : si I'on suppose qu'il est possible de représenterlémgtage naturel sous forme d’une grammaire
contextuelle finie, alors selon ce résultat la classe dagiEmnaturelles est apprenable dans le modéle
de GoLD, puisqu’il existe un nombré suffisamment grand pour représenter I'ensemble des langues
naturelles sous forme de grammaires contextuelles.

Méme si la définition du modéle décrit I'apprenant sous lanfoid’'une fonction mathématique, il
n'y a aucune contradiction a considérer ce modele du poimtdele I'apprentissage humain. Cet aspect
est d'ailleurs I'une des motivations deoGD, qui étudie dans [50] les implications de ses résultats par
rapport aux études sur I'acquisition du langage par I'emf8on modéle est assez largement connu et
utilisé (ou critiqué) en sciences cognitives, comme en tgneopar exemple l'article deoHNSON[57],
dans lequel différentes interprétations du théoreme fldiscutées.
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Néanmoins, il ne faut pas préter a ce modéle plus de qualifdsten a. Par exemple, l'infinité de

la séquence d’exemples positifs ne doit pas étre confondkel'aspect dynamique des langues : dans le
modéle de GLD, le postulat de base est que le langage existe dans la ctadgeéet est par conséquent
fixé, méme si on ne sait pas encore le représenter, dés legorexemple. En particulier, il est possible
gu’un mot n'apparaisse que “trés tard” dans la séquence @esgh mais I'ensemble du vocabulaire est
fixé dés le départ (sans quoi la notion de convergence ntaawmaun sens). Un autre aspect important
pour les langues naturelles sur lequel le modéle reste st est la représentation des langages. On
peut en effet noter que les éléments de base dans cetteidgfihdt I'apprenabilité sont lesbjetsdu
langage, compris comme étant de simples éléments d’'un éhse@r dans le cas d'un langage naturel,
les objets sont des phrases (éventuellement enrichiemifintions sur leur structure), ce qui signifie
gue le modéle n'impose aucune contrainte sur (par exengptBdomposition en mots ou la sémantique.
Dans un sens il s’agit bien sOr d’un avantage, puisque cskeeldoute liberté sur le choix du formalisme
utilisé, mais cela montre aussi que le modéle n'est pas sixelment congu pour les langues naturelles.

On peut distinguer deux directions relativement distisctans I'application du modéle deoGD aux
langues naturelles. La premiére direction travaille suypgothése que ce modéle est une représentation
théorique fiable du processus d’acquisition du langage’'eafaht. Dans ce cadre, I'objectif consiste
principalement a valider ou invalider des hypothéses sandéde d'apprentissage de I'enfant, notamment
en simulant cette acquisition par la machine. Par exemplmAD-SOFRONIE et TELLIER [43] [42]
adaptent les résultats de Kanazawa sur les grammairesodeti&s de maniére & prendre en compte
des informations d’ordre sémantique dans les exemplefprrnément a ce dont dispose un enfant dans
son environnement. La seconde direction, a laquelle sachatnotre approche, vise a faire mettre en
pratique I'apprentissage par la machine, dans I'objecghdirer des informations (idéalement, une
grammaire précise et exhaustive) potentiellement ublesaa d'autres tadches. Ce passage de la théorie
a la pratique pose les probléemes complexes de I'existeriobtéhtion de données correctes comme
séquence d’exemples (avec pour corollaire la question datlae des données - voir la partie 7.2.1) et
évidemment de I'efficacité des algorithmes.

Dans les deux cas, il faut que I'apprenabilité de la clasdardgages considérée soit démontrée avant
d’envisager la construction d’un algorithme d’apprerigs : vouloir établir un tel algorithme sans pas-
ser par cette premiére étape serait en quelque sorte comtaede réaliser un algorithme pour résoudre
un probléme dont on ignore s'il est décidable. Cette redteede I'apprenabilité est fortement liée au
formalisme grammatical utilis€, puisqu’il est souventessaire de restreindre la classe de langages en
fonction de critéres propres a ce formalisme (comme danadales grammaires contextuelles dont le
nombre de régles est borné). Mais si la preuve d'appret@lidrmelle induit souvent un algorithme
convergent, elle ne garantit pas en revanche |'efficacitéetié-ci'®. La mise a I'échelle est donc certai-
nement le principal obstacle a l'utilisation du modéle deLB en traitement automatique des langues,
puisque la plupart des algorithmes “intéressants” dansdecsont de complexité exponentielle.

18Dans le cas de I'apprenabilité non effective, celle-ci hleéme pas une condition suffisante & la simple existence d’un
algorithme d’apprentissage.
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2.6.2 De lathéorie a la pratique ?

En 1983, ANGLUIN concluait son état de I'art du domaine de I'inférence inidecf8] par les re-
marques suivantes :

“Le probleme ouvert le plus important n'est sans doute pasaurelconque question technique
spécifique, mais le fossé entre les résultats abstraitsratrets. Il serait malheureux que les
résutats théoriques se soient multipliés en vain, tandeslgs résultats appliqués n’aient eu
gue peu ou aucun impact au-dela de leur domaine restreiri. [.

En dépit de ces problémes, nous pensons que les questioasalerbinférence inductive sont
suffisamment intéressantes et importantes pour que de tamasix continuent de les éclaircir,
et les générations futures riront bien de notre ignoranceiele.” [8]

Plus de vingt ans plus tard, il est vrai qu’un certain nomlaréralvaux brillants ont largement contri-
bué a une meilleure compréhension des mécanismes mis emfjsulel modele de GLD, avec des
conséquences importantes sur les possibilités théoridiapprentissage dans ce cadre. Mais le fossé
entre ces résultats théoriques et les aspects applicatifapprentissage est loin d’avoir été comblé.

Dans un sens, le modéle deo® a fait ses preuves en tant que systeme formel représentai:-le
cessus d'apprentissage. En effet, contrairement aux premimpressions, les résultats négatifs obtenus
dés le départ montrent seulement que le modéle n’est pas,tau sens ol il ne permet pas d’apprendre
“n’importe quoi”. Les résultats positifs obtenus par latsudémontrent que le modéle est finalement
relativement équilibré, puisqu’il permet d’apprendre fdaniére non évidente) des classes de langages
trés riches. Le fait que la frontiére entre langages apptesaet non apprenables ne corresponde pas
a la hiérarchie traditionnelle définie paHOGMsKY importe peu. Du point de vue cognitif, le modele
ne présente pas de contradiction avec I'acquisition huendinlangage. KPuR indique que“Plutot
gue de considérer le paradigme de Gold comme totalemenpioppé, [nous soutenons] I'idée que le
modéle comporte une flexibilité adéquate pour représergrnins aspects de I'acquisition de langues
naturelles.” [61].

En revanche, le modéle dec&Gb demeure avant tout un modéle théorique, non appliqué, ebwn p
rait méme douter qu'il soit applicable en général. L'existe d’algorithmes ditsiniverselsd’apprentis-
sage dans ce modeéle ne peut que servir de preuve de la détédabiprobléme, car ces algorithmes
d’énumération sont de toute évidence totalement impiatsd . Il ne faut cependant pas conclure trop
vite a lI'inadéquation du modéle, puisque le probleme dddience grammaticale en lui-méme, quelle
gue soit la définition qu’on en prend, est extrémement caxeplous verrons dans les prochains cha-
pitres les conséquences sur des formalismes grammaticécis ple ce fossé entre apprenabilité théo-
rique et pratique, et les problémes que cela pose pour Batipsage appliqué aux langues naturelles.

19C’est la raison pour laquelle nous avons adopté un point deplutét algorithmique tout au long de ce chapitre. Nous
entendons souligner ainsi combien la notion d’apprertabdst éloignée des applications pratiques : la plupart égdtats
d’apprenabilité (par exemple ceux basés sur I'élastiaité)fiassurent seulement I'existence d’'une méthode d'agipsage
basée sur I'énumération d’ensembles révélateurs (ahgoei2.2, p. 54).






CHAPITRE 3

Apprentissage de
grammaires
catégorielles

# USQU'A LA FIN DES ANNEES 1990, 1L N’Y A QUASIMENT AUCUN LIEN ENTRE LE MODELE
ED’APPRENTISSAGE DEFINI PARGOLD ET LES FORMALISMES GRAMMATICAUX ADAPTES
AUX LANGUES NATURELLES. KANAZAWA REALISE CETTE JONCTION DANS[60], EN DEMONTRANT
TOUTE UNE SERIE DE RESULTATS CONCERNANT LES GRAMMAIRES CATEORIELLES CLASSIQUES
DU POINT DE VUE DE LA REPRESENTATION DES LANGUES NATURELLES IIS'AGIT D’UNE AVAN-
CEE MODESTE PUISQUE LES GRAMMAIRESAB SONT TRES LIMITEES MAIS LES TRAVAUX DE
KANAZAWA SONT UN PREMIER PAS CONCRET POUR LE MODELE DESOLD EN DIRECTION DES
GRAMMAIRES CATEGORIELLES POTENTIELLEMENT RICHES EN TERMES DE REPRESENTATION DES
LANGUES. DE PLUS, KANAZAWA DEPLOIE CERTAINES TECHNIQUES NOUVELLES DEXPLORATION
DE L' APPRENABILITE DES LANGAGES AUSSI BIEN AU NIVEAU THEORIQUE QU ALGORITHMIQUE.
SON TRAVAIL OUVRE AINSI DE NOMBREUSES PERSPECTIVES TAPPLICATION DU MODELE DE GOLD
AUX LANGUES NATURELLES.

3.1 Introduction

Aprés des débuts assez peu prometteurs, le modele propoS®pa dans [50] s’est finalement vu
adopté comme représentation riche et pertinente du prsesspprentissage, grace a différents résul-
tats positifs obtenus suite aux travaux diédLuIN (décrits dans le chapitre 2). Cependant, ces résultats
restent trés éloignés de la problématique de I'appregiisaatomatique des langues naturelles : ils sont
pour la plupart exprimés en termes de propriétés formellsdahgages considérés, a un niveau d'abs-
traction élevé qui en rend difficile I'application & des f@limmes grammaticaux concrets. De ce point de
vue, le plus appliqué de ces travaux est sans doute celuideBARA, qui montre dans [95] I'appre-
nabilité des grammaires contextuelles d’au pgluggles. Si I'expressivité de ces derniéres est suffisante
pour les langues naturelles, leur intérét linguistique igeiau de la représentation des langues est tout de
méme limité.

En 1998, KANAZAWA revisite dans [60] I'algorithme d’apprentissage de gramesaAB rigides (a
partir de structures) proposé pav&KowskI dans [27], et en tire de nombreuses conséquences pour
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I'apprenabilité des grammaires AB dans le modéle de & Les apports de KNAZAWA sont multiples :

du point de vue de l'inférence grammaticale, il montre deveaux résultats positifs et développe pour
cela de nouvelles techniques de preuve. Mais surtout, sakats sont les premiers pour le modéle de
GoLD a traiter d’'un formalisme grammatical présentant de bommédispositions a la représentation
des langues naturelles, a savoir les grammaires catégsri€l’est la raison pour laquelle son travail
constitue une partie trés importante de la base des travégemtés dans les chapitres qui suivront.

Dans ce chapitre, nous présentons principalement cedatssaobtenus par KNAZAWA avec les
grammaires AB. Nous commencerons par présenter l'algoetRG de Bszkowski, dont le prin-
cipe de fonctionnement est essentiel, aussi bien pourrdaatgorithmes qui en sont des variantes pour
d’'autres classes de grammaires, que pour montrer I'appite@ale ces classes. Nous donnons bien sir
aussi la preuve de convergence issue de [60] pour cet ddgaitEnsuite viendront les résultats d’élas-
ticité finie pour certaines sous-classes des grammairegjdiRonstituent le coeur des contributions de
KANAZAWA . Dans la derniére partie nous présentons les principalestgoences obtenues a partir du
cas des grammaires AB pour quelques autres formes de graesroatégorielles. Ceci concerne notam-
ment une généralisation a ce quedAzAWA nomme leggrammaires combinatoires générale®nt on
verra tout I'intérét dans les prochains chapitres.

3.2 Apprentissage de grammaires AB rigides a partir de strutures

L'algorithme RG (pouRigid Grammar¥ proposé par Buszkowski [27], apprend la classe des gram-
maires AB rigides a partir de FA-structures (au sens du neadi2iGold).

3.2.1 Algorithme

L'algorithme RG comporte deux étapes. La premiére consistenstruire ungrammaire générale
a partir de la séquence de FA-structures fournies commepesem

SoitD = (11, ..,T,,) la séquence de FA-structures en entrée.
1. Etiquetage d’'une structuf@ :

(a) la racine derl; est étiquetée par le typg (le type primitif qui caractérise les phrases cor-
rectes) ;

(b) en allant de la racine vers les feuilles, les fils de chameed: sont étiquetés de la maniére
suivante : une nouvelle variable est créée, avec laquelle le noceud argument est étiqueté.
L'autre noeud est étiquetdz ou =\t selon gu’il s'agit d’'un nceud”A ou BA. Le nceud
argument est celui de la branche droite s’il s’agit d’'un ncéut] gauche si c’est un nceud
BA.

2. Soit (P,..P,) 'ensemble des arbres de dérivation construits par éageetles FA-structures
(T..T,,). Pour chaque arbr®; et chaque feuille de cet arbre, une régle— t est créée, ow
est le mot correspondant a cette feuille & type obtenu aprés étiquetage pour cette feuille. La
grammaire ainsi obtenue est la grammaire géné&rdi¢D ).
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De fait, la phase d’'étiquetage se résume a rassembler teatesntraintes données par les exemples
dans une grammaire unique. Par construction, chaque Batgte de I'ensemble donné en entrée appar-
tient au langage de structures de cette grammaire (et paégoent le produit de la structure appartient
au langage de chaines de la grammaire).

Mais comme chaque occurence d’'un mot dans un exemple sé fpadtiajout d’une nouvelle regle,
il est évident que cette seule étape ne permet pas d'apprémdangage décrit, puisque la taille de
la grammaire augmente indéfiniment. C’est la raison powidhe la seconde étapBunification doit
transformerGF (D) en une grammaire rigide :

1. Pour chaque mat défini dans=F'(D), soitA,, 'ensemble des types associés au moSoit.4 la
famille composée de tous les ensemblgs Soito,, l'unifieur le plus généralMGU) de A (voir
partie 1.2.2.2).

2. On définit la grammair&G (D) par RG(D) = o,[GF(D)] : par définition, toute régle — t de
GF(D) est remplacée pav — o,(t) dansRG(D). Comme tous les types d’'un méme mot ont
été unifiés, la grammaire obtenue est rigide (par exempl@F$iD) contenait des régles > ¢, et
w > tg, par définition der,, on ao,(t1) = oy (t2)).

Kanazawa donne dans [60] une preuve de convergence polgaetiane (résumée ci-aprés dans la
partie 3.2.3), démontrant ainsi que les langages de FAtates de grammaires AB rigides sont appre-
nables (ce gu’on simplifie dans la littérature du domaindengrammaires AB rigides sont apprenables
a partir de structures”).

Cet algorithme a quelques qualités intéressantes : il estitabord efficace, puisque sa complexité
algorithmique (en fonction de la taille des exemples) egteseent quadratique Il peut étre utilisé de
maniére incrémentale, ainsi il n'est pas nécessaire déctdeala grammaire a partir de 'ensemble des
phrases a chaque nouvel exemple. Enfin il produit une unicaramaire solution (la plus générale) quel
que soit 'ensemble d’exemples proposeés.

Dans la mesure ou les FA-structures se résument a un pasagéhén constituants enrichi d’'une
information d’orientation (qu’on peut assimiler au sensm# dépendance entre constituants), elles sont
un intermédiaire assez équilibré entre les simples chdpteases) du langage et leurs arbres de déri-
vation complets. L'ajout de ces informations structuef@ur I'apprentissage est généralement justifié
par le fait que I'enfant acquérant un langage dispose damgmaronnement “d’informations complé-
mentaires” qui l'aident dans son apprentissage. Etanté&dartréme précision des FA-structures par
rapport & la grammaire, il est cependant discutable de @@rmsique I'enfant a a sa disposition de telles
informations.

1l ne faut pas confondre la complexité de I'algorithme d'appissage et la complexité de I'apprentissage en lui-méme
la complexité de I'algorithme est le nombre de calculs éldaiees (au sens classique, c’est-a-dire dans une repaésen
raisonnable telle qu’'une machine de Turing) nécessaire galguler la grammaire, en fonction de la taille de I'enskEmb
d’exemples (on choisit un critére de taille raisonnablpjgyement la somme du nombre de mots de chaque phrase).aais |
grammaire ainsi calculée n'est pas nécessairement la gramuwible, puisque le modéle ne donne aucun moyen de prédire
le nombre d’exemples nécessaires pour I'atteindre. Paécprent on peut imaginer des cas ou il faut un nombre exgehent
d’exemples (en fonction de la taille du vocabulaire par gxXejnpour réaliser I'apprentissage : la complexité du pssus
global d’apprentissage n’est pas calculable a priori (sasfparticuliers).
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3.2.2 Exemple

On considére I'ensemblB de FA-structures représentées (aprés étiquetage des)nseutdsfigure
3.1. La phase d’étiquetage permet d’obtenir la grammainéigéeG F'(D) suivante :

Paul qui aime Marle déteste Plerre
7 X7 /Xﬂ X \q /XSJ

Pierre  déteste Paul Marle aime Plerre
Xi XI\S /Xy X3 (X \S /X4

X5)/X
Xl\S s\S Xo\Xs
BA
BA BA

Figure 3.1 — FA-structures apres étiquetage

S

Pierre — X1, X4, X9
Marie — X3, X5
Gr(p) = { Pl = X2 Ko
aime — (X3\9)/Xy, X7/Xs
déteste — (Xl\S)/XQ,(X5\S)/X9
| qui = (X6\X5)/X7
(X1 = Xy = Xo,
X3 = X,
Xy = Xg,
Le calcul du MGU unifie les types suivants : X7 = (X3\9),
Xy = X,
X1 = Xs,
Xo = Xy

\

Cequidonne X; = Xy = X3 = Xy = X5 = Xg = Xs = Xg et X7 = X;\S. Donc la grammaire
RG(D) est:

Pierre — Xj
Marie — Xj
Paul — X3
RG(D) =
(D) ame ~— (X1\9)/X
déteste — (X1\59)/X3
qui = (X\X1)/(X1\S)
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3.2.3 Preuve de convergence de l'algorithme RG

KANAZAWA démontre dans [60] que I'algorithme RG converge, c’estr@-gue pour toute gram-
maire AB rigideG et toute énumération de FA-structures appartenant audandg cette grammaire,
il existe une étape dans I'énumération a partir de laquilgdrithme renvoie toujours une grammaire
G’ telle queF'L(G'") = FL(G). Nous donnons ci-dessous les grandes lignes de cette deatioms(on
donnera dans la partie 4.4 la version généralisée de cetterdiation, avec plus de détails).

Définition 3.1 (Substitution sur une grammairetant donné une grammaire AB, la grammairer|[G]
est définie pat >, o(t) si et seulement si > t.

Proposition 3.1(Buszkowski et Penn)Sio[G1] C Gy alors FL(G1) C FL(G3).
Démonstration.Cas particulier de la proposition 4.11 (p. 112). O

Définition 3.2 (Substitution fidéle) Une substitutionr estfidélea une grammairé&s = (X, Pr,>) Si
pour toutw € ¥ tel quew >t etw > to, Sity # to alorso(t1) # o(tz).

Définition 3.3 (C). SoitC la relation binaire sur les grammaires définie ¢aE G’ si et seulement s'il
existe une substitutioa telle que

e o estfidele a7 ;

e 0[G] C G

Définition 3.4. La taille d’'une grammairér, notée||G||, est définie par

Gl =" litll-

wteG

Proposition 3.2. SiG; C G5 alors ||G1]| < [|Ga].

Démonstration.Cas particulier de la proposition 4.15 (p. 114). O
Corollaire 3.1. L’ensemble{ G’ | G’ C G } est fini (aux renommages prgs

Démonstration.Cas particulier de la proposition 4.2 (p. 114). O
Proposition 3.3. Quel que soitD un ensemble fini de FA-structured3,C FL(GF(D)).

Démonstration.Par construction, I'étiquetage d’'une FA-structdresérifie les contraintes données par
les régles FA et BA, donc est conforme & la FA-structure. laargmaireG F (D) étant simplement consti-
tuée des types ainsi créés, il est clair que la structurenobtpar étiquetage est un arbre de dérivation
pour la grammairé;F'(D) et que cet arbre est une instancelfeloncD C FL(GF(D)). O

Proposition 3.4. SoitG une grammaire AB &b un ensemble fini de FA-structures.
D C FL(G) si et seulement s'il existe une substitutiotelle ques|GF(D)] C G.

2C’est-a-dire si on ne distingue pés etG- lorsqueG: C G etGs C Gi.



76 CHAPITRE 3 — Apprentissage de grammaires catégorielles

Démonstration.

=. SoitD = {Ty,...,T,}. Pour touti, T; € FL(G) donc il existe une instancg; de T; pour
G. Par construction, il existe une substitutiontelle que P, = o;[P/], avecP/ l'instance deT; pour
GF(D) (voir démonstration détaillée de I'existence d’'une telidstitution dans la proposition 4.18,
dont le cas présent est un cas particulier). Autrement ditiiriceud étiqueté dansP; correspond un
noeud étiqueté;(x) dansP;. Soito la substitution définie comme I'union de tous tgs o existe car les
ensembles de variables créés dans I'algoritli®#& D) sont disjoint pour chaque FA-structufe Ainsi
par définition a toute régle >t dansG F' (D) correspond une régle> o (t) dansG, ce qui implique que
o[GF(D)] C G.

<. 0|GF(D)] € GdoncFL(GF(D)) C FL(G) selon la proposition 3.1. Qb C FL(GF(D))
d’aprés la proposition 3.3, dorie C FL(G). O

Proposition 3.5. SoitG une grammaire AB rigide & un ensemble fini de FA-structures.
D C FL(G) si et seulement kG (D) existe etRG(D) C G.

Démonstration.

=. D’aprés la proposition 3.4, il existe une substitutiotelle ques[GF(D)] C G. Or G est rigide,
donco|GF(D)] I'est aussi. Par conséquentest un unifieur de la famille d’ensemblgs= { A,, | w €
Y}, avecA, = {t|(wp>t) € GF(D) }. Lexistence d'un unifieur poud garantit I'existence du
plus géneéral unifieus,,,, de cette famille (proposition 1.1). AiNSG (D) = opmgu|GF(D)] existe, et
par deéfinition du MGU il existe une substitutiantelle quec = 7 o g,,4,. On a doncr[RG(D)] =
T[Omgu[GF (D)]] = o[GF(D)]. Ora[GF(D)] C G, doncT[RG(D)] C G. 7 est fidéle puisqu&G (D)
est une grammaire rigide, dotz(D) C G.

<. Par définitionRG(D) C G implique qu'il existe une substitutioa telle quec|RG(D)] C G.
Or RG(D) = 0pmgu|GF(D)] (par définition), done (0,4, [GF(D)] C G. D’aprés la proposition 3.4
I'existence d'une telle substitutiow © o,,4,) implique queD C FL(G).
U

Proposition 3.6. SoitG une grammaire AB rigide, D1, Dy deux ensembles finis de FA-structures.
SiDy C Dy C FL(G) alors RG(Dy) et RG(D,) existent, eRG(D1) C RG(Ds) C G.

Démonstration.|l découle de la proposition 3.5 queG(D;) et RG(D;) existent, et qukG(D;) C G

et RG(Dy) C G. RG(D2) C RG(Dy) carC est réflexive, donc selon la proposition 3.5 (utilisée ici
dans l'autre sens) on B, C FL(RG(D3)). CommeD; C Dy, C FL(RG(D)), on obtient que
RG(Dy) E RG(D4) en appliquant encore une fois la proposition 3.5. O

Théoreme 3.1.L’'algorithme RG apprend la classe des langages de grammaigrigides a partir de
structures.

Démonstration.Soit {7, T5, ...} une énumération d€'L(G), et soitD; = {13, T, ..., T;} pour tout
i € N. Par hypothése); C D,,; C FL(G) pour tout: € N. D’apres la proposition 3.6, ceci implique
que RG(D;) et RG(D;+1) existent, et qukG(D;) C RG(D;+1) C G. Oril n’y a gu’un nombre fini
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de grammairesy’ différentes telles qué’’ C G (par le corollaire 3.1), c’est pourqudtG converge
nécessairement sur la séquel€g <y vers une grammair€’,, : il existen € N tel queRG(D;) = G,

pour touti > n. Ainsi FL(G) ={T;|i € N} C FL(G,), carD; C FL(RG(D;)) = FL(G,) pour
touti > n (par la proposition 3.5, utilisée avéd®G(D;) C RG(D;)). CommeG,, = RG(D,) C G,

on a aussF'L(G,) C FL(G) d'aprés la proposition 4.11. Par conséquent dn/dG,,) C FL(G) et
FL(G) C FL(G,),dou FL(G,) = FL(QG).

On a donc montré que pour toute grammaire AB rigiedeet toute énumératio7y,Ts,...) de
FL(G), il existe un entien € N tel queFFL(RG({T},T»,...,T;})) = FL(G) pour tout entier > n.
En d’'autres termes 'algorithme RG apprend la classe dem{gas de grammaires AB rigides a partir de
structures.
]

3.2.4 Discussion

KANAZAWA a donc démontré a partir de l'algorithme RG des€&KowskI que non seulement
la classe des langages de FA-structures des grammairest/Almenable, mais aussi qu'il existe un
algorithme incrémental efficace (de complexité algoritumi polynomiale) pour mener a bien cet ap-
prentissage. Dans la mesure ou les grammaires AB sont ualisme grammatical qui constitue la base
de systemes relativement adaptés aux langues naturalessultat représente un premier pas notable
dans la direction de I'apprentissage automatique des éangaturelles.

Cependant ce résultat a plusieurs limitations trés fortésrne part, les grammaires AB en tant que
telles ne sont pas un formalisme suffisant pour les languesetias. 1l sera donc nécessaire d’étudier si
la méthode utilisée dans ce cas est extensible a des fornealiglus pertinents, permettant de gérer avec
plus de finesse les subtilités des langues naturelles. i@’patt, méme si I'on considére les grammaires
AB comme un formalisme d’un certain intérét pour les langnatirelles, ce résultat comporte deux
limites qui en réduisent considérablement l'intérét : lié dae des FA-structures soient nécessaires en
entrée et non de simples phrases, et le fait que seules lesngliees rigides puissent étre prises en
compte.

La question du type d’entrées de l'algorithme d’appreatisspeut étre analysée de deux points de
vues distincts. Sil'on considére que I'objectif de I'algome est de modéliser I'acquisition humaine du
langage, la présence d'informations supplémentairesgpguort a la simple phrase peut étre justifiée :
I'enfant qui apprend sa langue dispose effectivement dhsemble d'éléments extérieurs a la phrase
elle-méme, dont on peut supposer qu'ils lui sont utiles (@é@uonniveau de la décomposition syntaxique
de la phrase). Cependant la forme prise par cette informatimiveau des FA-structures est contestable :
le parenthésage en constituants sans ambiguité est ddgnuerg d’une (trop ?) grande précision, quant
a I'étiquetage des nceuds en FA/BA, interprétable commefitation d’'une dépendance entre consti-
tuants, il s'agit d’une information extrémement spécifiquex grammaires AB, et on peut donc douter
de la pertinence d’une telle information sur un plan linggige. Le probléme est différent si I'on consi-
dére que l'algorithme doit étre un outil pratique utile paldcouvrir automatiquement la syntaxe des
langues : la question qui se pose alors est celle de I'existda ressources aussi spécifiques que des FA-
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structures de grammaires AB sur des volumes de donnéesasufiisnt vastes pour décrire une langue.
Or la encore laréponse est négative : non seulement il éséstpeu de données formalisées en termes de
grammaires AB, mais encore moins avec des FA-structures &autant plus que que les FA-structures
sont liées tres fortement & la forme de la grammaire a lagjediés appartiennent (ce qui est par ailleurs
le principe méme de I'algorithme RG). Ainsi la création d'aorpus de FA-structures sur une langue
donnée présuppose une connaissance trés précise de lagirarAB sous-jacente, ce qui 6te en grande
partie I'intérét de “ré-apprendre” une telle grammaire.

Le probléme de la restriction aux grammaire rigides estadgaht quasiment rédhibitoire lorsqu’on
s'intéresse aux langues naturelles. En effet, rappeloaseite limitation interdit a tout mot du vocabu-
laire de se voir attribuer plusieurs types syntaxiquegrkfiits. On voit tout de suite le probléme que cela
pose pour les homonymes. Par exemple, un mot tel que “mamtigfeut Etre aussi bien un verbe qu’un
nom commun, ne peut se contenter d'une seule catégoriexgyma: si c’était le cas, cela signifierait
gue les verbes et les noms se comportent syntaxiguementi¢onmniére identique, ce qui n'est clai-
rement pas raisonnable. Le probléme est plus grave encardgsmots grammaticaux (déterminants,
pronoms, prépositions, etc.) : ces mots peuvent trés sb@menutilisés de différentes fagons dans la
phrase, correspondant chacune a une catégorie syntaxftprerde. Par conséquent il semble trés peu
probable que les langues naturelles soient modélisablaéda e grammaires AB rigides, méme de
maniere approximative.

3.3 Grammaires AB et élasticité finie

Le principal apport de KNAzZAWA dans [60] est sans doute la démonstration de I'élasticité fin
des langages de FA-structures de grammaires AB rigidessatdnséquences qui en découlent quant
a l'apprenabilité des grammairésvaluées d’'une part et des langages de chaines d’autreCutre
l'intérét du résultat en lui-méme, ANAZAWA proposait en quelque sorte a l'aide de son théoréme sur
la relation finiment valuée (voir proposition 2.14) une neller méthode de preuve d’apprenabilité par
extension de I'élasticité finie. Cette méthode a été depugement réutilisée, et nous en ferons nous-
méme usage dans les prochains chapitres.

3.3.1 Elasticité finie des langages de structures rigides

Nous donnons dans cette partie un apercu de la démonsti@tione par KA\ANAZAWA de I'élasticité
finie des langages de FA-structures des grammaires AB sigides bases nécessaires a cette démonstra-
tion occupant quasiment tout un chapitre de [60], nous nealmmpas les preuves complétes de tous les
lemmes utilisés, mais seulement de la principale propos{temme clé 5.56 dans [60], p. 76). Toutefois
on trouvera tous les éléments de preuve manquants dansgdiret® qui contient une démonstration
compléte de I'élasticité finie d’'une classe de langagesobiagit celle des grammaires AB, basée sur
celle de KANAZAWA mais plus complexe.

Nous synthétisons ci-dessous quelques définitions @dipar KANAZAWA . Les concepts ci-dessous
seront généralisés et détaillés dans le chapitre 6.
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Définition 3.5.

e Une grammairgs ne contient pas de type inutile si pour tout type ST Lex(G) il existe un
arbre de dérivation complet (de racisjgpour G tel quet est I'un des nceuds de cet arhre

o Lex(G)={teIp|lwrgt}.

o STLex(G) ={t e Ip| ilexistet’ € Lex(G) tel quet est un sous-type de }.

o Var(G) ={t e STLex(G) |t € Prett#s}.

e head(t) estlafonction définie inductivement patad(t) = ¢ sit est un type primitif ebead(A/B) =
head(B\A) = head(A) sinon.

o Heads(G) = { head(t) | t € Lex(G) }.

e args*(t) estlafonction définie inductivement pargs*(t) = () sit est primitif etargs*(A/B) =
args*(B\A) = args*(A) U{B}.

e Deux grammaires sont dites équivalentes, ce qui est@aetéG’, si elles sont identigues modulo
un renommage de variables.

Proposition 3.7. SiG ne contient pas de types inutiles aldi®ads(G) = Var(G) U {s}.

Proposition 3.8. Soito une substitution. Si, t,t’ sont des types tels que= o(u) ett’ € args*(t),
alors (au moins) une des deux conditions suivantes estagrifi

o il existeu' € args*(u) tel queo(u') =1t';

e out’' € args*(o(head(u))).

Démonstration.\Voir la démonstration de la proposition 6.7 (p. 165), trésilsiire. O

Proposition 3.9. S'il existex € Heads(G) ety € ST Lex(G) tels quey € args*(t) pour toutt €
Lex(QG) tel quehead(t) = x, alors tout arbre de dérivation de racinepour G contient strictement un
sous-arbre de racing.

Démonstration.La forme des régles FA et BA indique clairement que tous lgaraents de doivent
étre “consommeés” pour obtenir le typead(t). O

Proposition 3.10. SoientG et G’ deux grammaires AB rigides sans types inutiles.
Sio|G] = G’ et|Heads(G)| = |Heads(G')| alors o est un renommage.

Démonstration.Soit {x1,...,z,} = Heads(G) \ {s}, et soitz; = head(c(x;)) pour touti. Notons
queHeads(G") = {z1,...,2n}, avecz; # z; pour touti # j, car|Heads(G)| = |Heads(G")|. Nous
allons montrer par I'absurde quex;) = z; pour touti, 1 < i < n. Pour cela nous commengons par
montrer que s'il existg, 1 < j < n, tel queo(z;) # z; alors il existe ausst, 1 < k < n etk # j tel
queo () # 2, etz dépend de;, c’est-a-dire que tout arbre de dérivation dont la racitie;esontient
nécessairement un sous-arbre de dérivation dont la rasing. e

Supposons que; # o(x;). Par définitionz; # z; pour touti # j, autrement dit; # head(o(x;))
et doncz; # o(z;) pour touti # j puisquez; est primitif. Ainsiz; # o(z;) pour touti, 1 < i < n.

31l s’agit ici d’une définition Iégérement simplifiée par rappa celle de [60].
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G’ ne contient pas de type inutile, donc il existe un arbre dwal#wn complet contenant un sous-arbre
dont la racine est;. z; # s (sinon|Heads(G")| < |[Heads(G)|), par conséquent il existec Lex(G')

tel quez; € args*(t). Soitz, = head(t) : z; # o(x;) pour touti, doncz; € args*(o(xy)) d'aprés le
lemme 3.8. Ainsio(z) n'est pas un type primitif, done, # o(z). De plusz, # z; pour touti # k,
donc tout type’ € Lex(G’) tel quehead(t’) = z, vérifie z; € args*(t’), ce qui signifie que;, dépend
dez; (selon le lemme 3.9).

Par conséquent I'hypothése qu'il existe gnl < j < n, tel queo(z;) # z; entraine le fait
qu’il existe une séquence infinig,, zj,, ... telle quez;, , dépend dez;,. Or |[Heads(G')| < |X,
donc il existe nécessairemehtet £’ tels quez;, = Zjt s c’est-a-dire qu'il existe un type primitif dans
Heads(G") qui dépend de lui-méme. Par hypoth&sene contient pas de types inutiles, donc ceci est
une contradiction.

Ainsi o(z;) = z pour touti (1 < i < n), donc tout type primitif deH eads(G) est transformé en
type primitif paro. Comme|Heads(G)| = |Heads(G'")|, cela implique que est un simple renommage
de variables.

]

Corollaire 3.2. Il n’existe pas de séquence infini@;);cn de grammaires AB rigides sans types inutiles
sur un vocabulaire telle queG; C G;.1 etG; # G411 pour touti € N,

Démonstration.D’aprés le lemme 3.7,Var(G)| < |Heads(G)|, or |Heads(G)| < |X| pour toute
grammaire AB rigide sans types inutiles. De pltj&7;] = G, avec|Heads(G;)| = |Heads(Gi+1)|
implique G; = G, selon la proposition 3.10, donc toute séquette. .., G, de grammaires AB
rigides sans types inutiles telles quir;| = G; ., etG; # Gj ., vérifien < [X].

Ainsi dans toute séquendd/,..., G de grammaires AB rigides sans types inutiles telles que
olGY] C G}, etG} # G, il ne peut y avoir au plus que grammaires consécutives telles que
o[GY] = GY,,. De plus|G7| < || puisque les grammaires sont rigides|@}| < |G}, | sio[G]] C
G, 1, donc une telle séquence de grammaires veérifiel |¥|2. Par conséquent Il n’existe pas de sé-
quence infinie{G;);en de grammaires AB rigides sans types inutiles sur un vocabutatelle que
G; C Gi+1 etG; # G;41 pour touti € N. O

Remarque : La borne|%|? que nous proposons dans cette démonstration n'est pasatgtiran fait
KANAZAWA a montré dans [60] qu’une telle séquence de grammaires aqayueur maximumXx|.
Cette simplification de la démonstration n'a pas d'incideser I'élasticité finie de la classe de langages,
dont la preuve est I'objectif de cette partie.

Proposition 3.11(KANAZAWA ).
La classe des langages de FA-structures des grammairesgid®si a I'élasticité finie.

Démonstration.Supposons qu'il existe une séquence infinie de FA-struefliyely, T, ... et une sé-
guence infinie de grammaires AB rigidés, Gs, . .. telles que

{Ty,..., Ti-1} C FL(G;) etT; ¢ FL(G;) pour touti > 0.
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D’aprés la proposition 3.5, dily, ..., T;-1} € FL(G;) alorsRG({Tv,...,T;—1}) existe et on a
RG({Ty,...,T;—1}) C G; pour touti > 0. De méme la proposition 3.5 implique que pour tod} ¢
RG({Ty,...,T;—1}), d'ou le fait queRG({Tp,...,T;—1}) # RG({Tv,...,T;}). Or comme la pro-
position 3.6 donn&RG ({Tp,...,Ti—1}) T RG({Tp,...,T;}), on obtient queRG({Tp,...,Ti—1}) C
RG({Ty,...,T;}) pour touti > 0. Par conséquent il existe une séquence infinie de grammiBes
rigides G, G5, ... sans types inutilés avecG; = RG({Tv,...,Ti—1}) pour touti > 0, telle que
G; C Gj,, : ceci contredit le corollaire 3.2, donc la classe des laagate FA-structures des gram-
maires AB rigides a I'élasticité finie. O

3.3.2 Extension de I'élasticité finie aux langages de chatde grammaires ABk-valuées

L'intérét de la propriété d'élasticité finie sur les langage FA-structures des grammaires AB rigides
réside dans I'extention qu’en a faiteAKiAZAWA aux grammaireg-valuées d’'une part et aux langages
de chaines d’autre part.

3.3.2.1 Elasticité finie des langages de structures des gramaires AB k-valuées

Afin d'utiliser la proposition 2.14, KNAzZAWA définit une relation finiment valuée entre les lan-
gages (de FA-structures) des grammaires AB rigidés\etiuées sur un vocabulaide Dans la suite on
considére qué > 1 est un entier fixé. Soit’ le vocabulaire défini par

EI = U {11)1,... ,wk},
wEY
ou tous lesw; sont distincts. Comme on peut le vaif est un vocabulaire comportahtx |3| mots
différents, chaque mat de X pouvant étre associékacopies dav dansy'.

Soit < un ordre total sur les types : pour toute grammdirealuéeG et toutt € Lex(G), soit
f(w,i) = t avect le ieme type de I'ensemblf’|w > t'} ordonné selor<. Soitrc(G) la grammaire
rigide surX’ définie par

w; Bre(c) f(w, 1) pour toutw € ¥ ettouti, 1 <i < k.

On note que la fonctionc est bijective. Soitmb : F Ly — F Ly la fonction définie par :

e amb(w;) = w pour toutw € 3;

o amb(fa(T,T")) = fa(amb(T),amb(T")) pour toutes FA-structures et T’ surX’;

e amb(ba(T,T")) = ba(amb(T),amb(T")) pour toutes FA-structureg et T’ sur¥’;

amb est classiquement étendue aux ensembles de FA-structitesrdniére suivantesimb|[D] =
{amb(T) | T € D }. Par définition, on & L(G) = amb[F L(rc(G))] pour toute grammairé-valuée
G.

1RG(D) ne contient pas de types inutiles par construction. Nousoneahs pas de détail sur ce point dans ce chapitre
mais dans le chapitre 6, pour la version généralisée.
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Proposition 3.12. La classe des langages de FA-structures des grammairds-veuées a I'élasticité
finie.

Démonstration.Selon la proposition 3.11, la clas$ef'L(G) | G est une grammaire rigide sbY } a
I'élasticité finie. Ainsi la class¢ F'L(rc(G)) | G est une grammairk-valuée su } a aussi I'élasticité
finie puisqu'’il s’agit d’'un sous-ensemble de la premiérasta ll est clair que la relatianmb entreF Ly
et F Ly, est finiment valuée, donc selon la proposition 2.14 la classe

{ amb[FL(rc(@))] | G est une grammairk-valuée sut }

a également I'élasticité finie. Cette classe est identigascksse

{ FL(G) | G est une grammairk-valuée sui },

ce qui signifie que la classe des langages de FA-structusegrdenmaires AB:-valuées a I'élasticité
finie.
O

La différence entre le cas des grammaires rigides et cefugdanmaire&-valuées ne se situe donc
pas au niveau de I'apprenabilité théorique, mais au niveala déalisation pratique d'un tel apprentis-
sage. En effet I'algorithme proposé pasiKazAwWA dans ce cas consiste simplement a calculer toutes les
possibilités d’unifier ou non un type donné avec I'un ou lfaudesk types possibles du mot. Il s’agit en
fait de calculer tous les-partitionnements possibles au lieu d’'un unique MGU (vaipértie 4.4.4 pour
un algorithme généralisé utilisant cette technique), ttonbmbre est bien entendu exponentiehSTA
FLORENCIO montrera ensuite que ce probléme est NP-difficile [33]), wiestgnifie que I'algorithme
exponentiel de KNAZAWA ne peut pas étre amélioré de facon significative.

3.3.2.2 Elasticité finie des langages de chaines des gramrasiAB k-valuées

Proposition 3.13. La classe des langages de chaines des grammairdssuées a I'élasticité finie.

Démonstration.SoitG, 'ensemble des grammaires ABvaluées. Rappelons que par définitiofG) =
{prod(T) | T € FL(G) } (ouprod(T) est le produit de la FA-structurE). Soit R la relation définie
sur¥* x FL parx R T si et seulement st € prod(T') (autrement ditc est la phrase représentée
par la FA-structurel’) : on remarque que pour toute grammaiteR ' [FL(G)] = {z € ¥* | 3T €
FL(G) tel quezx € prod(T) } = L(G). SoitG € Gj, une R-grammairek-bornée. Pour tout appar-
tenant aL(G) le nombre de FA-structures telles quer € prod(T') est borné : en effet, $ic| = n,
une telle structure contient feuilles etn — 1 nceuds de régles FA/BA. La relatidh est donc finiment
valuée, or d’aprés la proposition 3.12 pour téut 0 la classe{ FL(G) | G € G } a I'élasticité finie.
Par conséquent, d’apres la proposition 2.14, la clddsg>) | G € G, } a aussi I'élasticité finie. O

Etant donné une phrase de taille il n’existe qu’'un nombre fini de FA-structures qui peuvent
lui correspondre : il y a “seulemen% parenthésages possibles (nombres de Catalan), et le
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nombre d’étiquetages possibles des noeuds par FA/BA extde L'algorithme proposé par KNA-
ZAWA consiste simplement a calculer toutes les grammairestpessen fonction de toutes les FA-
structures possibles, ce qui est bien sOr de complexiténexpielle. GSTA FLORENCIO montrera en-
suite dans [34] qu'il s'agit encore dans ce cas d'un probl&Redifficile. De plus, au niveau algorith-
migue, cette extension pose le probleme de la recherche diammaire minimale parmi I'ensemble de
celles qui sont compatibles (voir [60]) : celui-ci est ereceource d'inefficacité.

3.3.3 Discussion

Finalement dans ces deux cas I'extension a des classesgdgénplus riches méne inévitablement
a un probléme d’efficacité, quasiment insoluble pour dedicgipns réelles. Ceci illustre le fait que,
méme si I'élasticité finie est un critére trés puissant p@maintrer I'apprenabilité « théorique » d’'une
classe de langages complexe a partir d’'un cas simple, d@atibin ne préserve pas les propriétés algo-
rithmiques du cas de base. Il est utile de noter que le prabldes structures est tres lié a la premiere
partie de I'algorithme (construction de la grammaire géladr tandis que le probléme de la rigidité des
grammaires est lié a la seconde partie (I'unification). Hrilfa'avére impossible de réaliser la premiére
partie de I'algorithme en temps polynomial sans les FAestmes complétes, et de la méme maniere le
déterminisme de la seconde partie est basé sur la rigiditgrdenmaires.

Sur le plan théorique il s’agit d’'un résultat relativemaritressant pour les langues naturelles, mais
la mise en pratique est évidemment impossiblezdNAS a implémenté et testé I'algorithme dexKa -
ZAWA pour ce cas, et obtient par exemple 126775 grammaires @mduéin fixant seulement la valeur
2 ak, pour de petits exemples [81]. Le fait que 'algorithme ni plus déterministe ajoute encore la
complication de choisir une grammaire parmi toutes lestiolg, de maniére a satisfaire la définition
du modéle de Gold (une seule grammaire en sortienAzAwWA décrit les différents aspects de ce pro-
bléme de la recherche d'une grammaire minimale dans I'eblgede solutions, qui passe encore une
fois par un algorithme exponentiel.

3.4 Autres résultats d’apprenabilité pour les grammaires atégorielles

A la suite des résultats d’apprenabilité positifs obteraisSKANAZAWA pour les grammaires caté-
gorielles classiques, plusieurs travaux ont naturellérobarché a étendre ces résultats dans le champ
des grammaires catégorielles. Cela inclut différentsdygpiétudes, en particulier sur les grammaires de
LAMBEK, sur des formes différentes de données en entrée pour lesngliees AB, ainsi que différentes
formes de généralisation.

3.4.1 Résultats d'apprenabilité sur des formalismes proats des grammaires AB

Comme on I'a vu dans la partie 1.3.2.2, les grammaires AleBEK sont une extension naturelle
des grammaires AB présentant de nombreux avantages aw irgaistique, notamment pour la re-
présentation de la sémantique des phrases. Les questiatigerea I'apprenabilité des grammaires de
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LAMBEK sont donc d’'une grande importance dans la perspective piglitation du modéle de GL.D
aux langues naturelles.

BONATO a proposé dans [21] un algorithme d’'apprentissage des gaimesnde IAMBEK rigides
a partir de “phrases structurées”. Dans [23QNB\TO et RETORE reprennent ce résultat et I'étendent
aux grammaires minimalistes. Cet algorithme est basé aigolithme RG de Buszkowski, et la preuve
de convergence dans le modéle deL® qui 'accompagne est inspirée de celle deaNAzZAWA . Les
données fournies en entrée a l'algorithme sont des arbrgsedre incomplets dont les nceuds sont
étiquetés par les noms des regles applicables dans le cEdUAMBEK, a l'instar des FA-structures
pour I'algorithme RG. La complexité de I'algorithme est lEgaent polynomiale. Ce résultat positif est
donc une extension fidéle de celui dev€&KowsKl et KANAZAWA pour le cas des grammaires AB
rigides apprenables a partir de FA-structures.

Cependant les grammaires deMBEK ne possédent pas les propriétés adéquates des grammaires
AB pour I'élasticité finie. En fait la comparaison en terméapgrenabilité avec les grammaires AB
s'arréte au cas de l'apprentissage de grammaires rigides des structures : de nombreux résultats
négatifs obtenus pareLNIR et FORET le prouvent [46],[47],[82]. En particulier, les grammarde
LAMBEK rigides classigues (hon-associatives) ne sont pas appesna partir de chainesELNIR et
FORET [82] exhibent en effet le point limite suivant :

Exemple 3.1. Soientp et ¢ des types primitifs etl; le type défini pour tout > 0 parA4; = ssii =0 et
Ai = (Ai/(p/p))/(q/q) sinon.
Gi={avp/p; b>q/q; c> A }
G.={a>p/p; bep/p; c>s/(p/p) }
On peut montrer qué(G;) = c(b*a*)", doncL(G;) C L(G;+1). De plus

U L(Gi) = L(G.) = c(b*a*)* = c{a, b},

>0

par conséquent cette séquence de grammaireaB8EK rigides décrit un point limite, ce qui im-
plique que les grammaires dalMBEK rigides ne sont pas apprenables a partir de chaines (vonétiné
2.1).

Les résultats de KNAZAWA , ainsi que les possibilités d’extension de la méthode diagssage
utilisée, ont donné lieu par la suite a de nombreux autresura Dans le cadre des grammaires AB,
DUDAU-SOFRONIE et TELLIER[100] [43] [42] adaptent les résultats desKAzAWA sur les grammaires
catégorielles de maniére a prendre en compte des infommsatiordre sémantique dans les exemples,
conformément a ce dont dispose un enfant dans son envir@means le cadre plus large de I'in-
férence grammaticale, BBOMBES et MARION ont étudié I'utilisation d’algorithmes efficaces de type
RG pour I'apprentissage de langages d’arbres réversiblggetques applications [17] [19], dont cer-
taines a des classes particulieres de grammaires AB [18peDhégalement rattacher a cette branche
de travaux issus de celui deakiAzAwA le résultat de BCHET sur I'apprenabilité des grammaires de
liens k-valuées [14]. On retrouve en effet dans ce résultat un itthgoe efficace pour le cas des gram-
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maires rigides apprises a partir de structures, et une @rtenia I'élasticité finie au cas des grammaires
k-valuées a partir de chaines.

3.4.2 Généralisation : les grammaires combinatoires génales de KANAZAWA

Comme le souligne KNAzAwA dans le dernier chapitre de [60], on peut constater en clseles
différents résultats qu'il a obtenus que le formalisme Bjge des grammaires AB n'y joue pas un rble
crucial. Il démontre en effet que I'algorithme RG peut éseex facilement adapté de facon a traiter de
systemes différents des grammaires AB, pourvu gu'ils $@idase de régles universelles applicables par
substitution et qu’'on y dispose de structures analogue$-Aestructures. En fait KNAZAWA présente
cette partie de ces travaux comme une simple extension ectidin des grammaires catégorielles com-
binatoires de 8EEDMAN (voir la partie 1.3.2.3), mais nous verrons que I'on peutmnisager beaucoup
d’'autres applications.

Nous reprenons ici brievement cette partie des travaux AeAKAWA , ainsi que les extensions
qui en sont faites. Comme ceux-ci constitueront la baseedagmnde partie des extensions que nous
proposerons dans les chapitres suivants, nous préseaiteaglement le principe de cette généralisation.

3.4.2.1 Cas des grammaires rigides a partir de structures (KNAZAWA )

Soit O un ensemble d’'opérateurBr un ensemble de variables’Bi 'ensemble de€)-termes sur
Pr. UneO-grammaire sur un vocabulaibeest constituée de I'association d'un ou plusieurs typegde
a chaque mot d&. La notion de grammaire rigide (respvaluée) s’applique directement a ce nouveau
modéle. De méme pour tout ce qui concerne les substitutmtamment la relatiof.. Une O-régle R
est une expression de la formg . .. A, — Ay, avec pour tout A; un O-terme sur un ensemble fixé de
variablesVar(R).

Soit R un ensemble d&-regles : uneR-structure est un arbre s tel que chaque nceud interne
est étiqueté par I'une des regl&se R et chaque nceud est étiqueté par un mot du vocabuiaitén
arbre de dérivation est urie-structure dont les nceuds sont en plus étiquetés par des ty@ydiant pour
chaque nceud’ étiqueté par un®-régleR = A; ... A, — Ag etuntypety, avecn types filsty, ..., t,
(dans l'ordre), qu'il existe une substitutiensur Var(R) telle ques(A;) = ¢; pour touti > 0. Notons
que les grammaires AB sont bien sdr un exemple de formalisprésentable dans ce systeme.

L'algorithme d’apprentissage propose pasMazAWA reprend les principes de RG, en généralisant
la partie “étiquetage” de la fagon suivante : pour chaquettreT en entrée,
1. associer une variable distinatg a chaque nceuly deT et le type spéciat a la racine ;

2. pour chaque nceuty de 7' étiqueté par une regle; ... A, — Ay, Soit 7y un renommage
de Var(R) ('ensemble d’arrivée dey est constitué de variables “fraiches”) : assoaigf =
TN(A1),...,xN, = Tn(A4y) aux nceuds fils d& etz = 7v(Ap) AN ;

3. A chaque nceud sont donc associés deux typestz v : soit.A la famille d’ensembles composée
de toutes les paire@y, ) correspondant aux nceuds fe Soitc = MGU(.A) : on calcule
ainsi un type unique pour chaque nceud qui vérifie les comdiimposées par les regles.
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4. Collecter les types(vy) pour chaque nceud feuilly de T, et associer ce type au moet € %
correspondant & cette feuille dans la gramméifg( D).

Remarque :La seconde étape de I'algorithme, a savoir I'unificationtgipes d’'un méme mot qui permet
d’obtenir une grammaire rigide, est identique a cellesé#i dans le cas des grammaires AB. Une version
généralisée de cet algorithme d’apprentissage de facsrdphaillée est présentée dans la partie 4.4.2.

Dans [60], KANAZAWA prouve la convergence de cet algorithme, pour n'importé gugemble de
regles universelleR. Nous verrons dans le chapitre 4 qu’on peut méme encoreréteatle généralisa-
tion a des grammaires non algébriques (a condition éviderhdiatiliser desR-structures adéquates),
mais aussi a des grammaires pas nécessairement totalemiealisées. En revanche, il est primordial de
noter que I'existence de cet algorithme n’'implique rienrjual’éventuelle élasticité finie de la classe des
R-grammaires rigides, ni a I'apprenabilité d@sgrammairesi-valuées ou apprises a partir de chaines.

3.4.2.2 GCG et élasticité finie (©STA FLORENCIO)

Finalement, pour les grammaires combinatoires générklesazAawA laisse ouverte la question
de savoir si tel ou tel ensemble de régles universelles gatiletenir I'élasticité finie de la classe de
langages concernée (particulierement parmi les réglegrdesmaires combinatoires générales, puisque
C’était la raison de la généralisation gqu'il proposait).dra vu dans le cas des grammaires AB que grace
a I'élasticité finie on obtenait des résultats positifs giamabilité beaucoup plus intéressants. En effet,
la restriction de I'apprenabilité des grammaires combiines générales aux grammaires rigides a partir
de R-structures est une limitation trés contraignante poutaiegues naturelles (comme pour les gram-
maires AB, voir partie 3.2.4). C’est pourquoi cette quastst d'un intérét certain pour I'apprenabilité
de classes de langages utiles, dans des formalismes niffétes grammaires AB.@STA FLORENCIO
a proposé dans [32] une approche aboutissant a des corditiffisantes sur les regles universelles pour
I'élasticité finie. Il faut avant tout souligner que cetteegtion n’a rien de trivial, puisqu’on trouve faci-
lement des classes de grammaires combinatoires génégadies rqui n'ont pas I'élasticité finie, comme
en témoigne I'exemple ci-dessous tiré de [35] :

Exemple 3.2. Soit’R 'ensemble formé des deux regles suivantes :
X/XX/X - X
XY/(X/X) - Y

On montre que la classe des langages de chaines des gramntadtes utilisant ces régles n'est pas
apprenable (donc n'a pas I'élasticité finie), en exhibanpaint limite (voir théoréme 2.1).

SoitG; lagrammaire{ a : X/X ; b:Y/Y ; ¢: A; },
avecAg =setd; = (4,.1/Y/Y))/(X/X) sii > 0.

Gi={a:X/X;b: X/X; c:s/(X/X)}. On peut montrer qué&(G;) = c(a*|b*)’, donc
L(G;) C L(Gi4+1 pour touti > 0. De plus

J2(Gi) = el )" = L(G),

1>0
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le langagel.(G,) est par conséquent un point limite pour cette classe.

Dans [32], @sTA FLORENCIO apporte des conditions suffisantes pour gu’un systéme dengaires
combinatoires générales utilisant un ensemble de r@glais I'élasticité finie. L'approche qu'il propose
est basée sur la réduction au cas des grammaires AB, a tfagiiisation du théoréme de KNAZAWA
sur I'extension de I'élasticité finie entre classes de lgaggpar une relation finiment valuée (voir pro-
position 2.14). Concréetement, le principe est le suivariin: de replacer la classe de langages étudiée
dans un cadre quasiment identique a celui des grammairesidBtransformation des régles univer-
sellesR vers des régles de type AB est définie. Il faut donc aussiftsemsr les grammaires décrites
dans le systeme de regl&en grammaires équivalentes dans ce nouveau systeme de iige sOr il
est nécessaire que la grammaire résultant de cette trarafon soit de taille finie, d'ou I'existence de
contraintes sur les régles universelles de départ (en peisahtraintes de forme liées aux grammaires
AB, notamment le fait que les régles doivent étre binair€s).obtient donc une classe de langages
exprimée dans un systéme “de type AB”, pour laguelle il exigte relation finiment valuée avec la
classe des grammaires ABvaluées. Cette derniere ayant I'élasticité finie, I'apaiion du théoréme
de KANAZAWA (proposition 2.14) donne l'élasiticité finie de la classegd@mmaires rigides exprimée
dans le systeme intermédiaire. Comme dans le cas des greesm&, de I'élasticité finie de la classe
des langages de structures des grammaires rigides déadigede la classe des langages chaines des
grammaires:-valuée.

Il est toutefois judicieux de noter que la transformatios gemmmaires depuis le systéme de départ
(réglesR) dans le systeme intermédiaire “de type AB” ne garantitera#nt I'existence d’une éventuelle
bornek sur le nombre de regles de la classe concernée, ce qui siguméfiapprenabilité des grammaires
k-valuées dans ce cas ne peut étre interprétée que dans emayistermédiaire. Le chapitre 6 sera
consacré a montrer I'élasticité finie de classes de gramnesiagmbinatoires générales selon de nouveaux
criteres sur les regles. Nous y proposerons notamment um@asaison avec I'approche deo€TA
FLORENCIO dans la partie 6.6.

3.5 Conclusion

KANAZAWA a établi plusieurs résultats tres importants pour I'apglodité des grammaires catégo-
rielles dans [60] :

1. L'existence et la convergence de l'algorithme RG propagparavant par BSZKOWSKI pour
'apprentissage des grammaires AB rigides a partir de Fdegires (théoréeme 3.1) ;

2. Le théoréme permettant I'extension de I'élasticité fidiene classe de langages a une autre,
pourvu qu'il existe entre elles une relation finiment valg@&®position 2.14) ;

3. Lélasticité finie de la classe des langages de FA-strestdes grammaires AB rigides (proposition
3.11);

4. Lélasticité finie de la classe des langages de chainegrdesmnaires ABk-valuées (proposition
3.13);
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5. L'existence et la convergence d'un algorithme d’appssage de grammaires combinatoires gé-
nérales rigides a partir d@-structures, pour tout ensemble QeréglesR (partie 3.4.2).

Mais si tous ces résultats sont bien des résultats posiifgocenabilité dans le modéle deoGb au
sens strict, ils ne sont pas pour autant a mettre tous sur amerpé&n. En effet, tant du point de vue
des langues naturelles que du point de vue de l'inférencargedicale, la dichotomie entre les points 1
et 4 de I'énumération ci-dessus est cruciale. Dans le pretak il existe un algorithme efficace mais
I'expressivité de la classe de langages est treés réduitapgiréntissage nécessite des informations tres
précises en entrée. Tandis que dans le second cas, a EnVergressivité est assez conséquente et
'apprentissage se contente de l'information la plus hasignais il n'existe pas (et ne peut pas exis-
ter) d'algorithme efficace. Ce fossé entre apprenabiliéétiique et apprenabilité pratique est sans aucun
doute la plus grande difficulté a laquelle on se trouve canéralans la problématique de I'apprentissage
des langues naturelles : méme si cela n'est pas trivial afgatient on peut atteindre des résultats théo-
riques d’apprenabilité relativement satisfaisants. Bamehe, la mise en pratique de ces résultats pour
les langues naturelles demeure un obstacle majeur. Nopsgamns dans le chapitre 7 une méthode qui
répond partiellement a cet aspect du probléme.

Du point de vue de la généralisation de ce type de résultatsutrel formalismes, le point 5 constitue
une ouverture trés intéressante. En effet, il illustre le dae la méthode d’apprentissage élaborée a
partir de I'algorithme RG n’est pas propre aux grammaires ARis est potentiellement extensible a
d’autres formes de grammaires. Cette méthode repose sainesrpropriétés relativement simples des
grammaires combinatoires générales : schématiquemendgéhvations fonctionnent par substitutions
de types sur un ensemble fixé de regles universelles, ce gendre des caractéristiques notables pour
l'inclusion des grammaires par rapport a celle des langagmss verrons d’ailleurs dans le chapitre 4 que
I'apprenabilité des langages de structures des GCG rigidese limite pas aux grammaires algébriques
et lexicalisées. En revanche, de méme que nous avons soldigtistinction entre I'apprenabilité des
langages de FA-structures des grammaires AB rigides &t deB langages de chaines des grammaires
AB k-valuées, notons que ce résultat est limité aux langagesubeses rigides. En effet, contrairement
au cas des grammaires AB, I'élasticité finie des langagetraetsres rigides des GCG en général n'est
pas vérifiée. Nous étudierons dans les chapitres 5 et 6 agition laissée ouverte parnKAZAWA , a
savoir quelles sous-classes parmi les langages des gre@sncambinatoires générales ont I'élasticité
finie. Ceci devrait permettre de découvrir de nouvellesselasle langages de grammaikegaluées
apprenables a partir de-structures, voire de chaines (dans certaines conditions)
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Nouveaux resultats d’apprenabilité pour
les langues naturelles






CHAPITRE4

Grammaires
combinatoires genérales

J:A VARIETE DES FORMALISMES GRAMMATICAUX ET LES PREMIERS RESUTATS OBTENUS
o PAR KANAZAWA NOUS INVITENT A CONSIDERER L UTILISATION D'UN SYSTEME FORMEL
A LA FOIS FLEXIBLE ET POTENTIELLEMENT DOTE DE PROPRIETES POBIVES POUR L APPRENTIS
SAGE. CE SYSTEME EST BASE SUR LES GRAMMAIRES COMBINATOIRES GENERAIS, DONT KANA -
ZAWA A MONTRE L'INTERET EN TERMES DAPPRENABILITE (DANS UN CAS RESTREINT. IL EST
ESSENTIELLEMENT CARACTERISE PAR SON PARAMETRAGE PAR DES BEES UNIVERSELLES QUI
S'APPLIQUENT A DES TYPES PAR SUBSTITUTIONSDANS LA VERSION GENERALISEE QUE NOUS
PRESENTONS CETTE CARACTERISTIQUE REND LE SYSTEME APTE A REPRESENTER BEFORMA-
LISMES ASSEZ VARIES ON POURRA AINSI ETUDIER DE FACON RELATIVEMENT UNIFORME [AP-
PRENABILITE DE DIFFERENTS MODELES POUR LES LANGUES NATUREES, TOUT EN RESTANT A

UN NIVEAU DE REPRESENTATION AUSSI PROCHE QUE POSSIBLE DE CEBODELES.

4.1 Introduction

Les Grammaires Combinatoires Générales (GGt introduites par KNAZAWA dans [60] (voir
partie 3.4.2). Il s’agit en quelque sorte d’un méta-forsrak grammatical, dans lequel le systéme gram-
matical lui-méme est paramétré par un ensemble fixé de régiesrselles. Chaque classe de grammaires
utilisant un systéme de reglés donné fonctionne par dérivation des types du lexique sedsrégles,

a l'instar les grammaires AB avec les régles FA et BAANAZAWA proposait ce formalisme unique-
ment dans le but d’étudier I'apprenabilité des grammaiegégorielles combinatoires deT&=DMAN,
en réutilisant les propriétés des grammaires AB dans cecadr

Mais cette extension offre des perspectives plus vastesrpptésenter des formalismes gramma-
ticaux un peu plus éloignés des grammaires catégorietl@sme nous le montrerons dans ce chapitre.
Dans cet objectif nous proposons une définition étenduerdesngaires combinatoires générales, d’'une
part en sortant du cadre des grammaires algébriques, e¢tedfzart en considérant également des gram-
maires non (totalement) lexicalisées. Cela permet d’'agesla description de formalismes variés dans
ce systeme, donc potentiellement un plus grand choix déseptation des langues naturelles. Ce sys-
teme se veut donc avant tout un moyen assez simple de refnédiutres formalismes grammatiaux,
a l'aide du paramétrage par les regles universelles.

91
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Dans notre objectif d’appliquer aux langues naturellegdiantissage au sens du modéle d&. 6,
l'intérét des grammaires combinatoires générales résile s0ir dans les premiers résultats d’appre-
nabilité obtenus par KNAZAWA sur ce systéme. Nous montrerons dans ce chapitre que sdtatrésu
sur l'apprentissage de grammaires rigides a partir detstes s'applique de maniere assez directe a
la version généralisée que nous proposons, puis nous gedeots les chapitres suivants que certaines
sous-classes de grammaires combinatoires généralespgatireentes en termes de représentation des
langues naturelles, sont également apprenables.

4.2 GCG non restreintes

Dans cette partie nous définissons les principes de baseralesngires combinatoires générales.
On parlera souvent dans la suite indifféremmentRigrammaires ou de grammaires combinatoires
générales pour évoquer I'ensemble des grammaires ou sldsgFammaires incluses dans ce systeme.

Définition 4.1 (Régle universelle) Soit © un ensemble d’opérateurs. Etant donné un ensemble de va-
riablesVar(R), unerégle universelleR surO est une expression de la forme

Al...An—>B1...Bm
avecn > 0, m > 0, etdans laquellg; (1 <i < n)ettoutB; (1 < j < m)estunO-terme suVar(R).

Définition 4.2 (Systéme dék-grammaires) Un sytéme dék-grammairesest un tuple(O, R, s) dans
lequel :
e (O est un ensemble d’opérateurs ;
e R est un ensemble de régles universelles(3ur
e s est unO-terme sur I'ensemble vides: est un type spécial qui caractérise les phrases correctes
des langages du systéme.

Définition 4.3 (R-grammaire) Soit (O, R, s) un systéme d&-grammaires. Un&-grammaire est un
tupleG = (X, Pr,>) dans lequel :
e Y est le vocabulaire ;
e Pr est un ensemble fini de variables, appeléegypss primitifs L'ensemble des typesp est
défini comme I'ensemble de&3-termes suiPr ;
e > est une relation binaire sy U Tp)* x Tp™ : Les éléments de cette relation sont appelés des
regles localegnotéesas, ..., a, > by,..., by, avecn > 0, m > 0, a; € ¥ U Tp pour touti et
b; € Tp pour touty).

Remarque : Dans le cadre classique des grammaires catégotidéetype spéciak est généralement
défini comme étant I'un des types primitifs. A I'inverse, sqroposons ici de tirer parti de la définition
plus générale de I'ensemble des opératéurs est défini comme un type n’utilisant que ces opérateurs,
ce qui suppose qu'il existe au moins un opérateur d’aritienfiinsi s est toujours inclus dans I'ensemble
des typesip, mais existe indépendamment d'une grammaire particuli@eei se justifie d’autant plus

'De méme dailleurs pour les grammaires classiques de Chomlaks lesquels le symbafgest 'un des non-terminaux.
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dans le cadre de I'inférence grammaticale qu’on n'y dispaze(par définition) des types utilisés dans
une grammaire particuliére, mais en revanche on sait quebjess fournis dans I'énumération sont des
éléments corrects du langage, donc on peut leur “attribléetype s. De plus, cette définition élargie
permet de prendre en compte de nouveaux formalismes as&ezssants (voir partie 4.3.4). Accessoire-
ment, ce choix facilite techniquement la gestion du casqudigr du types dans le cas de substitutions
sur des grammaires, abondamment utilisées par la suitd’'ppprentissage.

Lorsque cela ne génére aucune ambiguité, on assimile unangage a I'ensemble de ses régles
locales. Ainsi on notéG| le nombre de regles d'une grammaie = (3, Pr,>), c'est-a-dire|G| =
H{ (o, 8) | a> G }|. De méme, sG = (X, Pr,>) etG’ = (¥, Pr/,p’) sont deuxR-grammaires on dit
qued est inclus dan&’, notéG C G’, si toute réglex> 3 dansG implique o>’ 3 dansG’. Enfin on dit
gue est unegrammaire videsi elle ne contient aucune régle locale.

Définition 4.4 (Dérivation simple) Soit © un ensemble d’opérateurR, un ensemble de regles s0ret
G = (%, Pr,>) uneR-grammaire. Pour toute régle € R, avecR = Ay,..., A, — By,...,Bp, la
relation—p C Tp™ x Tp™ est définie par :

t1,...,tn —R u1,...,un, Si et seulement s'il existe une substitution Var(R) — Tp telle que
o(A;) = t; pour toutl < i < neto(B;) = u; pour toutl <i < m.

Larelation—¢g C (X UTp)* x Tp* est définie de la maniére suivantg ;. .., t, —¢ U1, ..., Uy, Si
et seulement si

® t1,...,tp DU, ..., Um, OU

e ilexiste R € R telle quety, ...ty —R Uty .., Un.

A partir de cette définition il est possible de définir la détion sur les chaines de la maniére clas-
sique, a savoir : soit> la relation définie pary 3 v = a ' v si et seulement sB —¢ ', avec
a,3,v € (X UTp)* and3’ € Tp™. On définit ensuite la relatios>* comme la fermeture réflexive et
transitive de=-. Une chainex € ¥* est valide pour l&R-grammaireG si o =* s. Il est utile de noter
gue le sens de dérivation est défini depuis les mots du vaziabwiers le type des phrases corrected
l'inverse des grammaires de constituants (définis parBel)l.

En fait nous nous intéresserons beaucoup plus a I'aspectistl des dérivations, c’est pourquoi
nous proposons plutdt ci-dessous de baser la définitionndya¢ge d’'uneR-grammaire sur la notion de
structure La définition en elle-méme est certes plus complexe, méis gision permet de considérer,
en plus des langages de chaines classiques, les langagesctieras.

Définition 4.5 (R-structure) Soit (O, R, s) un systéme dé&k-grammaires ek un vocabulaire. Une

R-structureest une forme de graphe orienté acyclique représentantérivatibn, dans lequel les arcs

représentent des mots du vocabulaire ou des types, et latsiesuégles qui leurs sont appliquées.
L'ensemble defR-structuresS L(R) est défini inductivement comme suit :

e Pour toute séquendevy, . .., w,) telle quew; € X pour touti, la structure (figure 4.1) composée
de la juxtaposition des arcs étiquetés chacun par wnest uneR-structure.

2Dont I'utilité pour I'apprentissage est par ailleurs tréargle, comme KNAZAWA I'a montré (voir partie 3.2), et comme
on le verra dans les chapitres suivants.
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,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure 4.1 —“R-structure (mots terminaux)

CetteR-structure an entrées et sorties.

Pour touteR-structureS ayant plus den sorties et toute régle universelle € R avecR =
Ai,..., A, — By,...B,, lastructureS’ (figure 4.2) obtenue en connectant dans I'ordrerles
entrées d’'un nceud étiquelBan sorties consécutives deest uneR-structure.

: 5
3 1 n :

o
LLEs )

Figure 4.2 =R-structure (application d’'une régle universelle)

Les entrées d&’ sont les entrées de, et ses sorties sont (dans I'ordre) les premiéres sortiés de
non connectées au ncely suivies desn sorties du nceudk, puis des derniéres sorties restantes
de S. Ce nceud symbolise I'application de la regle universBlle

Pour touteR-structureS ayant plus de: sorties, la structuré’ (figure 4.3) obtenue en connectant
dans l'ordre les: entrées d’'un nceud non étiqueté sorties consécutives deest uneR-structure.

e
raunE

Figure 4.3 =R-structure (application d’'une régle locale)

Les entrées d&’ sont les entrées de, et ses sorties sont (dans I'ordre) les premieres sortiés de
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non connectées au nceud, suivies des sorties du nceud, pderdiéses sorties restantes $leCe
nceud symbolise I'application d'une régle locale.

On voit bien en quoi notre définition étend la notion7estructure proposée parAAZAWA dans
[60] : les structures ne sont plus algébriques, elles ont dotentiellement plusieurs sorties (au lieu de la
seule racine d'un arbre). On abandonne également la cotetidé lexicalisation totale des grammaires,
d’'ou la possibilité de regles locales a l'intérieur dédastructure (alors que I'association de types a des
mots ne pouvait étre faite qu'au niveau des feuilles de lecsire dans la version deAgAzZAWA ). Bien
entendu cela complexifie assez nettement la définition. [gcésenterons une version plus simple pour
le cas particulier de®R-grammaires algébriques dans la définition 4.21.

La hauteurd’'une R-structureS, notéeh(.S), est la longueur du plus long chemin entre une entrée et
une sortie de cette structure (plus précisément, le nomiborealids traversés).

Définition 4.6 (Produit d’'uneR-structure) Le produit d’'une R-structuresS, notéprod(S), est la sé-
guence de mots qui compose les entrées de la structure. firatial® il ne peut s’'agir que de mots du
vocabulaireX:. De maniére formelle :

e si S est composée seulement dearcs étiquetés respectivement a w,, alors prod(S) =

(Wi, ..., wy);
e si S est I'application d’une regle (universelle ou locale) soe ®-structureS’, alorsprod(S) =
prod(S’).

Définition 4.7 (Structure de dérivation)Soit R un ensemble de regles st, S une R-structure etz
uneR-grammaire.

Un étiguetagede S est une fonctionf de A versTp, ol A est 'ensemble des arcs dequi ne sont
pas des entrées.

Soit P = f[9] le résultat de I'étiquetag¢ appliqué as, c’est-a-dire la structure correspondart a
dont tous les arcs (sauf les entrées) sont étiquetés papan3pit/NV un nceud deP, avec(ty, ..., t,)
et (u1,...,un) les séquences étiquetant respectivement les entrées sdrtess deN (pour touts,
t; € X UTp etu; € Tp). L'étiquetagef est correct poulV si et seulement si

e Si NV est un noeud non étiqueté, alors. . t, > ug . . . Up,.

e Si IV est étiqueté par la régle universellealorst; ...t, —g Ui ... Un.

P est unestructure de dérivatiopour G si I'étiquetagef est correct pour tout nceud dansP.

Une structure de dérivatioR est unanstancede S s'il existe un étiquetag¢ tel queP = f[S].

La sortie d’'une structure de dérivation est la séquence formée (dartsd) des types et/ou mots
étiquetant les arcs sortants de la structure.

Cette définition correspond a la notion d’arbre de dérivapour les grammaires algébriques. On
peut donc voir une telle structure comme une représentagtiaphique d’'une dérivation. L'avantage
d’'une telle structure, comme pour un arbre de dérivatiossidme, est de fournir une représentation
synthétique d’une dérivation. En effet, contrairement dérvations linéaires avec la relatiest, une
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structure de dérivation ne laisse pas apparaitre les arésgiues aux différents ordres possibles de la
dérivation.

Définition 4.8 (Langages d’'une grammaire$oit R un ensemble de régles sOretG = (X, Pr,>) une
R-grammaire.

e UneR-structureS € SL(R) appartient adangage de structurede G, notéS € SL(G), si et
seulement s'il existe une structure de dérivatidipour G telle queP est une instance dg et la
sortie deP est égale & la séquen¢e.

e Une chainex = w; ... w, € ¥* appartient adangage de chainede GG, notéa € L(G) si et
seulement s'il existe ung-structureS € SL(G) telle que(ws, . .., wy,) = prod(S).

Une structure de dérivation dont la sortie éstsera ditecompléte Par opposition on parlera parfois
destructure de dérivation partiellpour souligner que la structure en question n’est pas neicesgent
compléte.

On peut aisément vérifier que le langage de chaines ainsi défiidentique a celui défini a I'aide
de la relation=*, puisque dans les deux cas chaque étape de dérivation dépdadelation—. De
méme, on peut voir qu8 L et L sont monotones, c'est-a-dire quesiC G’ alorsSL(G) C SL(G') et
L(G) C L(G") (voir proposition 4.11).

On voit dans toutes les définitions ci-dessus que I'ensefilides opérateurs constitue un parametre
de I'ensemble de régle8, qui est lui-méme le parametre de la classeRegammaires. Le principe de
ce formalisme est de permettre, a travers chaque systefReglammairesO, R, s), la représentation
d’'une classe de grammaires/langages, dépendante deniblesdes reégles universelles. Les grammaires
combinatoires générales ne peuvent donc pas étre coresdggenme une classe de langages, mais plu-
tot comme urmodele de représentatiates classes de langages. Linstanciation d’un tel modéieen
classe de grammaires est réalisée par la définition du sgstierR-grammaires mais aussi (éventuel-
lement) par I'ajout de contraintes supplémentaires surdgkes locales : on parle alors tamilles de
R-grammairesEtant donné un systéme fegrammairegO, R, s), la famille la plus large définie dans
ce systeme (c’est-a-dire celle ne comportant aucune aéstriautre que celles de la définition 4.3) est
appelédamille desR-grammaires non restreintes

Proposition 4.1. Soit (O, R, s) un systeme d&-grammaires. Pour toute grammai@ dans ce sys-
téme et toutéR-structure S, le probléme de I'appartenance au langage de structdfes SL(G) est
décidablé.

Démonstration.Nous ne donnons pas ici la démonstration en totalité caredjeiert beaucoup de dé-
tails. En revanche nous verrons dans la partie 4.4 qu'il@ssiple de construire une instance générique
IG(S) de laR-structureS ayant la propriété suivante : Bi est une instance de alors/G(.S) existe et

il existe une substitution telle ques[IG(S)] = P (voir proposition 4.18). Comm#& € SL(G) si et
seulement s'il existe une instanéede S pourG, il suffit de déterminer si une telle substitutierexiste.

3En d’autres termes, le langage est récursif.
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Soit P une structure de dérivation constituée de I'étiquetagehdgue nceud de regle locale gi@ar
une des régles locales d& Si un arc est étiqueté par deux types différents, il y a énident échec. Si
un arc n’'est étiqueté par aucun type, I'étiqueter par uniebiarfraiche. Le nombre de telles structufes
possibles est borné cgF| est fini, et le nombre de nceuds Sleest fini. SoitAp la famille d’'ensembles
de types composée de toutes les pa@téstﬁ;( 5)) pour tout arcE' de S, avects (resp.th(S)) le type
associé & dansP (resp. dandG(.9)) : il existe une telle structure de dérivatidhtelle que I'unfieur le
plus général (MGU) delp existe si et seulement §i€ SL(G) (grace a la proposition 4.18). O

Proposition 4.2. Soit(O, R, s) un systéme dR-grammaires. Pour toute grammaiée dans ce systeme
et toute chaine;, le probléme de I'appartenance au langage de chainesL(G) est semi-décidabte

Démonstration.Le nombre deR-structures de hauteur inférieure ou égale dont le produit est: est

borné, car la taille des régles (universelles ou localesh@sé. Ainsi il est possible d’énumérer I'en-

semble desR-structures possibles, par ordre de hauteur maximalesamtis. Pour chaque-structure,

le probleme de I'appartenance au langage de structuregestable, donc s'il existe unR-structure

(dont le produit est) appartenant au langage de structures, celle-ci seratatai bout d’un temps fini.
]

Proposition 4.3. Il existe une famille d&k-grammaires équivalente a la classe des langages récursive
ment énumérables.

Démonstration.On prend simplemen®,. = R,. = 0 : la définition d’'uneR,.-grammaire non res-
treinte est ainsi exactement identique a celle d’'une granenale type 0, donc les deux classes de lan-
gages sont clairement équivalentes. O

On voit donc que notre définition trés large des grammairashauatoires générales comprend I'en-
semble des langages récursivement énumeérables. L'ekfikessi modéle étant tres vaste, il est possible
de représenter toutes sortes de classes de langages. [arpfaicipale limitation de ce modéle se situe
plutdt dans sa forme : pour gu’un formalisme grammaticasgiiétre utilisé dans ce cadre, il doit étre
possible de I'exprimer sous forme de régles de réécrit@eucn’est pas toujours le cas de maniere di-
recte. Nous présentons dans la prochaine partie certainesctasses de GCG basées sur des restrictions
qui donnent a cette sous-classe certaines propriétégsstrtes. Avant cela, nous présentons encore
guelgues définitions qui seront utiles par la suite.

Définition 4.9 (Var(G)). L'ensemble des variables d’'une grammaitesotéV ar(G) est défini comme
'ensemble des types primitifs qui apparaissent au moirssfais dans I'une des régles locales de la
grammaire.

Définition 4.10 (Taille d’'une grammaire)SoitG = (3, Pr,>) uneR-grammaire.
La taille d’'une régle locale = a; ...a, > by ... by, notée|r||, est définie par

n m
Il =" llaall + > lleall
i=1 =1

4En d’autres termes, le langage est récursivement énureérabl




98 CHAPITRE 4 — Grammaires combinatoires générales

avec||a;|| = 1sia; € X.

La taille d’'une grammairé&/, notée||G||, est définie par

Gl ="l

red
Définition 4.11 (Types réalisables, types faisableSpit (O, R, s) un systéme d&-grammaires, e
une’R-grammaire dans ce systéme.
L'ensembleRT(G) destypes réalisablepour G est défini comme le plus petit ensemble tel que
e Pour toute régle locale; ...a, > by ...b, dansG telle quea; € X pour touti (1 < i < n),
{bi,...,bm} € RT(G);
e Quels que soienty,...,t, tels que{ti,...,t,} C RT(G), Sity...t, —g uj...u, alors
{u1,...,um} € RT(G).

L'ensembleF'T(G) destypes faisablepour G est défini par :
Quel que soit € RT(G), t € FT(G) si et seulement s'il existe une séquence de types. ., t,)
etun entieri, 1 <1i < n, tels que{ty,...,t,} C RT(G), t; =tetty...t, =*s.

En termes moins formels, un type n’est réalisable que slilt p@paraitre dans une structure de
dérivation patrtielle, et il est de plus faisable s'il peupagaitre dans une structure de dérivation compléte.

4.2.1 Propriétés et sous-classes de grammaires combinaési générales

Définition 4.12 (Substitution sur une grammaire$oitG = (X, Pr,>) uneR-grammaire. L'application
d’'une substitutiono : Pr — Tp" a une regle (locale} = ay,...,a, > by,...,b, deG est la regle
o(r) =o(a1),...,0(a,) > a(b1),...,0(by), aveco(a;) = a; Sia; € ¥°.

L'application d’une substitutiom : Pr — Tp’ a une grammairé; = (X, Pr,>), notées|[G], est la

grammaireG’ = (X', Pr/,p') définie par’ = { o(r) | r € > }.

Intuitivement,o[G] est la grammairé&r dans laquelle tout typeest remplacé par(t) dans toutes
les régles locales.

Exemple 4.1(KANAZAWA ). SoientGG; et G, les deux grammaires suivantes :

G1 ={ fast>y\(x\s); John>z; walks>x\s,y }, et
Go ={ fast> (x\s)\(z\s) ; John>x ; walks>x\s }.

Il existe une substution = {y — z\s} telle queG, = o[G4].

SEn d’autres termes les éléments du vocabulaires sont éésidomme des constantes (ou opérateurs d’arité nulle) pou
les substitutions.
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Définition 4.13(Grammaires équivalentesyoit (O, R, s) un systéeme d&-grammaires, eff = (3, Pr,>)
etG’' = (3, Pr',p’) deuxR-grammairesG et G’ sont équivalentes, not&¢ = G’, si et seulement s'il
existe deux substitutions, eto, telles quer [G] = G’ etoy[G'] = G.

L'existence de deux substitutions réciproques I'une dett@aentre les grammaires est équivalente
a l'existence d’une substitution bijective d’'une gramraairl'autre, autrement dit 2 un renommage de
variables (voir définition 1.7).

Définition 4.14 (Régle strictement décroissatte Une régle universell® = A, ... A, — B;... B,
est strictement décroissante si et seulementsim.

Définition 4.15. Soit & un entier positif : une grammai@ estk-bornéesi et seulement $G| < k.

42.1.1 GCG lexicalisées

Définition 4.16 (Grammaire lexicalisée)Une grammaires = (X, Pr,>) estlexicaliséesi toute regle
locale dang~ est de la formev > ¢, avecw € X ett € Tp.
L'ensemble de type§t € Tp | il existew € ¥ tel quew >t } est notéLex(G).

Etant donné un systéme @-grammaires, la famille deR-grammaires lexicalisées est constituée
du sous-ensemble d&-grammaires non restreintes constitué uniquement desngaées lexicalisées.

Définition 4.17 (Sous-types d’'une grammaire lexicalisée)ensemble des sous-types d’une grammaire
lexicaliséeG = (X, Pr,>), notéST Lex(G), est 'ensemble

STLex(G) = { t]il existe un typet’ € Lex(G) tel quet est un sous-type de }

Si G est uneR-grammaire lexicalisée, alors toute structure de déawgpiourG est de la forme

—

SLa définition que nous proposons degjles strictement décroissantesrrespond exactement a celle dgammaires
contextuelles croissantes (growing context-sensitiaengnars)de DAHLAUS et WARMUTH [36]. Dans le cas des grammaires
de constituants contextuelles (étudié paHDAUS et WARMUTH), cette restriction a la particularité de permettre deuds®
le probléme de I'appartenance en temps polynomial [36]e@dant nous utilisons cette restriction dans un conteffiéreint :
d’une part par I'orientation des régles (inversée), etal@apart par la présence de termes (et non de symboles ateshidans
les regles. C’est pourquoi nous utilisons une terminoldgférente, car les propriétés des grammaires contegtsietbissantes
ne sont pas nécessairement applicables aux GCG.
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avecw; > t; pour touti. Dans ce cas, la séquenge, to, . . ., t,) est appelée &€ntréede la structure
de dérivation. De plus, le reste de la structure ne peut &ngposé que de nceuds correspondant a
des applications de régles universelles. Bstructures appartenant au langage de structures d’'une
grammaire lexicalisée ont donc aussi cette forme par@mylicar il existe toujours une structure de
dérivation qui est une instance d’une teRestructure, par définition.

On reconnait bien sOr dans cette lexicalisation totaleel'des caractéritiques des grammaires caté-
gorielles. On verra dans les chapitres suivants que ladksation facilite grandement I'apprentissage,
et donc “augmente les chances” qu’'une classe de grammaitespprenable. En effet, le fait que les
regles soient ancrées au niveau des mots du vocabulaijeutswisibles dans les exemples fournis en

\

entrée de I'algorithme d’'apprentissage, guide celui-asda choix des régles a “deviner”.
Définition 4.18 (Grammairek-valuée) Une grammaire lexicalisé€ = (X, Pr,>) estk-valuée si pour
toutmotw € X: [{t € Tp|wnt}| <k.

Proposition 4.4. SoitG une classe de grammaires sur un vocabulairéixé :
i. Pour toutk > 0, il existe unk’ tel que{ G € G | G estk-valuée} C { G € G | G estk’-bornée}.
ii. Pourtoutk > 0, il existe unk’ tel que{ G € G | G estk-bornée} C { G € G | G estk’-valuée}.

Démonstration. (i) On prendk’ = k x |X| : toute grammairé:-valuée ne peut avoir plus déregles.
(i) On prendk’ = k : toute grammaire ayant au plikgégles est nécessaireménvaluée. O
4.2.1.2 GCG contextuelles

Définition 4.19 (Famille deR-grammaires contextuellesyO, R, s) est un systéeme dR-grammaires
contextueki pour toute reglédR = A, ... A, — By ... B,, deR

DAl =D IIBill et Yo e Var(R), Y #u(Ai) = > #4(B))
i=1 i=1 i=1 i=1

Si de plusn > m, alors(O, R, s) est ditfortement contextuel

Si(O, R, s) est contextuel, lfamille desR-grammaires contextuellest I'ensemble des grammaires
dont toutes les regles locales. .. a, > b, ... by, vérifient

n m
> llasll = > llbill ou il existe uni(1 < i < n) tel quea; € X
i=1 =1

Si de plusn > m, alors la grammaire appartient aussi a la sous-famillgdgsammaires fortement
contextuelles

Proposition 4.5. Soit R une régle universelle contextuelle.igi. . ¢, —g u1 ... u,, alors

n m
Z [t > Z (il
i—1 i—1
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Démonstration.SoitR = Ay ... A, — By ... By, avecy = Var(R).ty...t, —pg uj...un,, donc il
existe une substitution telle ques(A4;) = t; eto(B;) = u; pour toutl < i < nettoutl < j < m.

; It =i||o<Ai>u
z 14l + 3 (#o(As) % (lo@)] - 1))

=1 veV

= 3 4+ (21 X (#0(40) x (o)) - 1)

§ 1Bi] + @1 % (#:(80) x (o)) - 1)
> 5w

-
I
A

O

Proposition 4.6. Pour toute grammairé; appartenant a une famille de-grammaires contextuelles et
toute chainer, le probleme de I'appartenance au langage de chainesL(G) est décidable.

Démonstration.Soitxz = w; ... w,. On montre par induction surque dans toute dérivation compléte
dez ap = aq = -+ = a,, avecay = x etay, = (s), lalongueur de chaque; est bornée. Soif la
fonction définie payf(y) = 0siy € X et f(y) = ||ly|| siy € Tp, etg la fonction définie pay(y) = 1 si

y € ¥ etg(y) = 0 sinon. Pour toute séquenae= a; ...a; C (X UTp)*, on définit

J
to) =" flax) etw(a) => glar).
k=1 k=1
Soit M = max({ t(5) | «> 3 est une reégle locale dads}). Montrons par induction surque pour tout
i (0<i<m)onat(a;) < (n—v(e)) xM:

i=0.09 =w ... w, avecw; € 3 pour toutj < n, donct(ap) = 0 etv(ag) = n.

i > 0. On suppose quE ;1) < (n — v(ai—1)) x M. a;—1 = «; donc il existes; G203, v tels que

i1 = B1203, i = B17B3 et —a -

e Siv(#y) = 0: la dérivation utilise une régle contextuelle, donc (d&spta proposition 4.5 s'il
s’agit d'une régle universelle ou par définition si c’est uagle locale).(f2) > t(v), et comme il
ne peut y avoir aucum € ¥ dansy on av(y) = v(f2). Ainsi t(a;) = t(51) + t(y) + t(03) <
t(B1) + t(B2) + 1(B3) = t(aim1) < (n = v(ai—1)) x M = (n — v(e)) x M.

e Siv(fy) > 0, la dérivation passe par une régle locade-v. Par définition dé\/, t(v) < M, donc
t(y) < t(B2) + M. Par conséquerttas;) = ¢(81) +t(7) +£(83) < t(B1) +t(B2) +£(B3) + M =
t(ai—1)+ M, donct(a;) < (n—v(aj—1))x M+ M par hypothése d’'induction. Commés,) > 0
etwu(y) = 0 (par définition),v(a;) = v(61) + v(y) +v(B3) < v(B1) +v(y) +v(B3) — 1 =
v(ai—1)— 1. v(ey) < v(aj—1)—limplique(n—v(a;)) x M > (n—v(aj—1)) X M+ M > t(«;).

Ainsi pour touti t(«;) < (n—v(ey)) x M < n x M. Par conséquent il suffit pour trouver une déri-

vation éventuelle de de tester toutes les combinaisons de séquences de typesiagdaille inférieure
ou égale dz| x M.
]
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Dans le cas particulier deB-grammaires fortement contextuelles, une transformagiorple per-
met de convertir un&-grammaire en grammaire de constituants contextuellee @ansformation est
I'objet de la proposition 4.7 ci-dessous.

Proposition 4.7. Pour toute grammairé: appartenant a une famille dé-grammaires fortement contex-
tuelles, il existe une grammaire contextuelle équivalente

Démonstration.Soit G = (X, Pr,>) uneR-grammaire fortement contextuelle. Séitl'ensemble des
types apparaissant en partie droite d'une regle local@.dgoit fz la fonction définie sur un ensemble
fini de typesI par

RT)=TU{u €TIp|3t,...,t, e TetIRc Rtelsquet;...t, —rui...uyetl <i<m}

D’aprés la proposition 4.5, tout type dafl’) est de taille inférieure ou égalewa m, avecn le nombre
maximum de termes dans la partie gauche d’'une régie dem la taille maximale d’'un type d&'. Par
conséquent I'ensemblg ( E') constitué de la fermeture réflexive et transitiveipar f est fini. On peut
donc construire une grammaire (finie) de type 1 de la fagoraste : soity une bijection def*(E) dans

'ensembleN des non-terminaux de la grammaire de type 1. Pour tous tpes ,t,, u1,...,Un €
fH(F)telsquety...t, —g uy...un, créerlaregley(uy)...g(um) — g(t1)...9(tn). m < ncarG
est fortement contextuelle, donc la grammaire constrgitdien de type 1. O

On peut voir cette transformation comme une généralisalila transformation proposée dans [12]
pour transformer une grammaire AB en grammaire algébrigoie partie 1.3.2.1).

4.2.1.3 GCG algébriques

Définition 4.20 (Famille deR-grammaires algébriques)O, R, s) est un systeme dR-grammaires
algébriquessi toute réglek € R est de la formed; ... A, — Ag, avec

S I4il = Aol et Yo e Var(R), S #4(A4) > #.(A0)
=1

i=1

Si (O, R, s) est algébrique, IEamille desR-grammaires algébriquesst 'ensemble des grammaires
dont toutes les regles locales sont de la forme. . a,, > ag et vérifient

n
> llaill = llaoll ou il existe uni (1 < i < n) tel quea; € .
i=1

Remarque : Comme on peut s’y attendre, une famille Regrammaires algébriques est toujours aussi
une famille (fortement) contextuelle. La forme des reglesme R-grammaire algébrique autorise une

définition plus simple deR-structures dans ce cas. Cette définition (ci-dessousyestadente a la pré-
cédente, sauf qu'’il s’agit désormais d'un arbre classiglest-a-dire que seuls les nceuds sont étiquetés.
En particulier les nceuds feuilles de I'arbre représentemitmots de la chaine). On retrouve ainsi une
définition semblable a celle utilisée panKazawa dans [60] (a la lexicalisation prées).
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Définition 4.21 (R-structure algébrique)Soit (O, R, s) un systéme d&-grammaires algébriques Et
un vocabulaire. L'ensemble d&-structuresSL(R) est le plus petit ensemble tel que
e Tout motw € ¥ appartient & L(R),
e Pourtoute régl? € R telle queR = A; ... A, — Ap,siTh,..., T, € SL(R)
alors[R|(T4,...,T,) € SL(R).
e Pour toute séquence d@-structuresry, ..., T,, [ |(T1,...,T,) € SL(R) ([] est un nceud non
étiqueté correspondant a I'application d’une regle locale

Le produitprod(S) d’uneR-structure algébrique est défini comme la séquence de mpdsagsant
sur les feuilles de I'arbre. De maniére similaire on peuiseti la définition suivante pour décrire une
structure de dérivation algébrique (on parle aloezlofe de dérivatioh:

Définition 4.22 (Structure de dérivation algébriquepoit (O, R, s) un systéeme d&k-grammaires al-
gébriques,S une R-structure etG une R-grammaire algébriqueP est une instance d€ pour une
grammaireG = (X, Pr,>) Si
o S=weXetP =w.racine(P) = w.
e S =[R](S1,...,5,) etP = [R|(t, P,..., P,) sont tels queP; est une instance d& pour tout
i, etty...t, —p tavect; = racine(P;) pour touti. racine(P) = t.
o S=T](S1,...,5,) etP =][]|(t,P,...,P,) sont tels que’; est une instance dg pour tout, et
t1...t, >t avect; = racine(P;) pour touti. racine(P) = t.

UneR-structure algébriqué € SL(R) appartient alangage de structurede G, notéS € SL(G),
si et seulement s'il existe une structure de dérivattdopour G telle que P est une instance d€ et
racine(P) = s.

Proposition 4.8. Pour toute grammair&> appartenant a une famille dB-grammaires algébriques, il
existe une grammaire algébrigue équivalente.

Démonstration.ll s’agit d’un cas particulier simple de la proposition 4Chmme pour le cas contextuel,

I'ensemble des types utilisables dans une dérivation dstiraque régle n'a qu’un seul type a droite,

donc les régles construites pour la grammaire cible vétifgancontraintes des grammaires algébriques.
O

4.2.1.4 Opérateurs a arguments

Le fait que les opérateurs des grammaires AB se décompdsacirt en une partie difgincipale
et une partie diteargumentconstitue un des points clé des possibilités en termes dapgsage sur ces
grammaires. Dans le typd/B, le sous-typeA est la partie principale et le sous-typeest la partie
argument. Ces termes traduisent la sémantique sousgamextegles universelles des grammaires AB :
lorsque la régled/B B — A est utilisée (il s’agit de I'unique régle utilisable pourcdénposer un
type de la formeA/B), on constate que le typB ('argument) est consommeé pour produire le type
(la partie principale). Ceci entraine un certain nombre rpétés remarquables, dont certaines sont
nécessaires pour I'apprenabilité, comme on peut le vois gidusieurs démonstrations dexKKAZAWA
[60].
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C’est la raison pour laquelle nous introduisons, dans lsgum& généralisation aux grammaires com-
binatoires générales, la distinction entre posifioincipale et positionargumentdes opérateurs. Lorsque
cette distinction sera nécessaire on parlera d’'un opérdgtenuni d’une fonctiorurgy, cette fonction
étant définie de la fagon suivante :

Définition 4.23 (Opérateur muni d’une fonctiom-g). Soitn l'arité de I'opérateurf. La fonctionargy :
{1,...,n} — {0, 1} est définie pour tout, 1 < i < n, par

e args(i) = 1 silai® position de I'opérateuf est une position argument ;

e argys(i) = 0 sinon.

Par exemple pour suivre la sémantique habituelle des epésdtet\des grammaires AB, on définira

e arg, pararg,(1) =0 etarg,(2) = 1;

e argpararg(l) =1etarg(2) = 0.
En effet dans le typel/ B c’est 'opérande de droit®, correspondant a la seconde position de I'opéra-
teur /, qui est 'argument.

Il faut noter qu’aucune sémantique particuliére n’est eigsoa priori aux positions arguments. En re-
vanche nous utiliserons cette distinction dans les clepftiet 6, en imposant des contraintes syntaxiques
particulieres sur certaines positions, de maniére a abtesi propriétés favorables pour I'apprenabilité
des classes grammaires respectant ces contraintes. Campeetde voir nous n'avons pas défini dans
cette partie de telles contraintes, car nous étudieronsfless de deux types de contraintes distincts,
aboutissant a deux résultats d’apprenabilité différents.

4.3 Quelques formalismes représentables

Le systeme des grammaires combinatoires générales qu@rupasons n'a pas d'autre intérét que
sa capacité a représenter, dans un cadre uniformisé, aealifemes grammaticaux variés. Dans sa ver-
sion des GCG, KNAZAWA ne considérait que la possibilité de représenter les gramsnzatégorielles
combinatoires de 82EDMAN. Nous montrons dans cette partie que ce systéme offre upéesea suf-
fisante pour gérer des formalismes bien plus €éloignés desngaires catégorielles, tout en restant évi-
demment adapté a ces derniéres. Les quelques exemples dcimmesont bien entendu pas exhaustifs :
tout systeme exprimable en termes de regles universellegédeiture est suceptible d’entrer dans ce
cadre.

4.3.1 Grammaires de constituants

Les grammaires de constituants sont le premier formaligm@igatical auguel on peut s'intéresser
(voir partie 1.3.1). Il s’agit d'un cas assez trivial du pode vue des GCG, puisque la définition des
GCG non restreintes est de toute évidence plus large quedsigrammaires de constitudnts$ suffit
en effet que 'ensemble des opérateurs et celui des regiesrselles soient tous deux définis comme

“On notera cependant la différence d'orientation des rdgteses (parties gauche et droite inversées), qui engesugie-
ment une différence d’orientation des dérivations.
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I'ensemble vide pour obtenir une définition totalement égjente a celle des grammaires de constituants
(comme dans la proposition 4.3). Par ailleurs on retrouge Bir les trois sous-classes de la hiérarchie
de CHoMsKY en appliquant les contraintes appropriées sur la formeédges locales.

Exemple 4.2(Grammaire contextuelle)Soit G la grammaire contextuelle définie par les régles lo€ales

suivantes :
Ry :aSBc— S

Ry :abc — S
R3: Bc— cB
R4 :bb — bB
Le langage généré par cette grammairelgst) = {a"b"c"|n > 0}. La figure 4.4 représente la
structure de dérivation de la phrase:é&bbbecec” pour cette grammaire.

a a a b bL bJ c c c

¥

of
\ o~
S

o
¥

Figure 4.4 — Structure de dérivation d’'une grammaire cduotdbe

s

L'exemple 4.2 illustre la représentation classique desgraires de constituants sous forme de GCG,
sans régles universelles. Mais les langages rationnelsaiiasi représentables sous forme d'expressions
régulieres, on peut représenter cette classe précisel@ tias opérateurs classiques (définis dans la partie
1.3.1.2) et de régles universelles adéquates, comme @xesrple ci-dessous.

Exemple 4.3(Expressions réguliéres)’'ensemble des opérateurs €5t. = { ¢(2); *(1); U(2) }. Les
regles universelle® .. sont :

8Remarque : cette grammaire ne vérifie pas totalement la tigfird'une R-grammaire, dans la mesure ol la contrainte
d’absence de mots terminaux en partie droite des reglespassespectée. Cette simplification vise seulement a danite
nombre de regles : il est clair qu'il est possible de définmime grammaire en respectant cette contrainte.
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A B — AeB
e — A*

A A — A*
A — AUB
A — BUA

Une grammaire dans cette famille est constituée d’'une emégie de la formé& > s, avecE € Tp,.,
et d'un nombre quelconque de régles de la fonme ¢, avect € Pr. Ainsi I'expression réguliére
(a*b*(cUa)) U c* peut étre représentée par la grammaéirei-dessous :

G={((A"eB")e(CUA)UC*">s;arA; b>B;c>C}.

Avec cette grammaire on peut par exemple dériver la chaine de la fagon suivante :
aaac - AAAecC — AAAAcC - AAAA*B*C - AAA*B*C
— AA*B*C — A*B*C — (A*eB*)C — (A*eB*) (CUA)

— (A*eB*)e (CUA) — ((A*eB*)e(CUA)UC* — s

4.3.2 Grammaires catégorielles

Remarque :toutes les familles de grammaires combinatoires généddfisies ci-dessous sont algé-
briques et lexicalisées.

Les grammaires catégorielles classiques, ou grammairesdéfhies dans la partie 1.3.2.1, sont
évidemment facilement représentables dans le systemeral@sngires combinatoires générales. L'en-
semble des opératetdrestO g = { /(2) ; \(2) ; s(0) }, et 'ensemble des régles universelles z est
constitué des deux régles FA et BA :

Roar — (Rpa) A/B B— A (avecVar(Rpa) = {A, B}) ;
A5 (Rpa) B B\A—A  (avecVar(Rpa) = {A, B))

Il n'est pas difficile de voir que cette famille d@-grammaires est totalement équivalente a la classe
des grammaires AB. En particulier on peut noter que les g@gaeR-structures de cette famille cor-
respondent exactement aux langages de FA-structuresatesgires AB.

De la méme fagon, il est possible de représenter les regegrdenmaires catégorielles combina-
toires de SEEDMAN (voir partie 1.3.2.3) dans ce systéme, comme cela étaitlel€jas avec la version
proposée par KNAZAWA dans [60]. Les opérateurs restent identiques a ceux desma@es AB :
Occa = Op. Lensemble de réglé$ Rocq est défini par :

90n notera l'introduction du type spéciaparmi les opérateurs, conformément a la définition 4.3. lgsiexplications dans
la partie 4.2.
1Rappel : par convention, nous n'utilisons pas la notatiarelis des grammaires catégorielles combinatoires popéta
teur\ (voir les explications dans la partie 1.3.2.3).
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Forward Application XY Y — X Var(R) ={X,Y};
Backward Application Yy Y\X — X Var(R) ={X,Y};
Rece = Forward Composition XYy Y/Zz — X/Z Var(R) ={X,Y,Z};
Backward Composition Z\Y Y\X — Z\X Var(R) ={X,Y,Z};
Forward Type Raising X —Y/(X\Y) Var(R) ={X,Y};
| Backward Type Raising X — (Y/X)\Y Var(R) ={X,Y}

Enfin nous présentons une derniére variante des grammaesolnmée legrammaires catégo-
rielles avec itérationsCette variante, introduite dans [74], offre une représteon structurelle des liens
entre constituants un peu plus juste en termes de dépemsddbaoacréetement, ce formalisme propose
simplement des opérateurs supplémentaires pour géreetatians, ainsi bien sdr que les régles qui
permettent de les manipuler. Lensemble des opérateued;est { s; /;\; /*;\V; /TN /75 \V ),
et 'ensemble des regles universelleg est défini par :

(Rra) A/B B— A (avecVar(Rpa) = {A, B})
(Rga) B B\A— A (avecVar(Rpa) = {A, B}) ;
(R/x) A*B B — A/*B (avecVar(R/:) = {A,B}) ;
(R/x) AJ*B — A (avecVar(R,) = {A, B}) ;
(R:) B B\*A — B\*A (avecVar(R. ) = {A, B}) ;
(R:) B\*A — A (avecVar(R.) = {A,B});
(R;:)  A/TB B—A/TB  (avecVar(R)i) = {A B});
Rit=Y (R+) A/*B B—A (avecVar(R+) = {A, B}) ;
(R\JE) B B\TA— B\"A (avecVar(R\t) ={A4,B});
(Ry) B B\TA— A (avecVar(Ry) = {A, BY}) ;
(R)7) A/’'B B — A (avecVar(R ;) = {A, B}) ;
(R ) A’'B— A (avecVar(R,:) = {A, B}) ;
(R\l) B B\"A— A (avecVar(R;) = {A, B}) ;
(R) B\'A — A (avecVar(Ry) = {A, B}) ;

On peut bien entendu ne considérer gu’'un sous-ensemblesd@gles, selon les différents types
d’itérations qu’on souhaite autoriser.

4.3.3 Grammaires catégorielles de dépendances

Les grammaires catégorielles de dépendances (GCD) pepaose DKkovsky dans [40], [41] et
présentées dans la partie 1.3.3.3 peuvent étre formaliséas forme simplifiée, dans le modele des
grammaires combinatoires générales. Par rapport auxatitiés formes de grammaires catégorielles
présentées ci-dessus, Les langages des GCD présentemtidalgaté de n'étre pas seulement algé-
briques.
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Soit Fensemble des opérateufs:cp = { (1), *(1), *(1), T(1), #(1), /(2),\(2),/(2), \(2), ./
(1), \.(1), \.(1), /(1) }. Lensemble des régles universelles des GCD est défihi par

((R)) C CYha — a (avecVar(Rr) = {C,a}); )
(R;) C C\a —C*\« (avecVar(Rr) ={C,a}) ;
(Rgp) C CH\a —C*\« (avecVar(Rg) = {C,a}) ;
(Ro) C C\a —a (avecVar(Ro) = {C,a}) ;
Recp = (Ra,) C*\a —a« (avecVar(Rq,) = {C,a});
(Rg,) C"\a —a (avecVar(Rq,) ={C,a}) ;
(Ra,) C (VCON\a — #(C) a (avecVar(Ra,)=A{C,a});
(Ra,) C (NON\a — #(\C) a (avecVar(Ra,)={C,a});
(Bp,) #(/C) (NONe —  « (avecVar(Rp,) = {C,a});
| (Rp,) #(/C) a — a #(/C) (avecVar(Rp,) =1{C,a})

Le modéle des grammaires combinatoires générales ne peratieéureusement pas en lui-méme
de rendre compte de toutes les subtilités des grammairégaalles de dépendances. En particulier, il
faudrait que la réglé-, ne puisse étre appliquée gue si la réflene peut pas I'étre pour que le systéme
grammatical soit équivalent au formalisme d’origine (Ve régles présentées dans la partie 1.3.3.3).
Par ailleurs la définition des types n’est pas aussi géndeaise les GCL que dans les GCG. Mais cela
ne présente pas de difficulté par rapport aux langages erégenuliisque si les contraintes d’origine de
formation des types sont respectées alors le langage dartantaire n'est pas modifié par cet aspect.

Méme si on perd une grande partie des spécificités des graamuaitégorielles de liens en passant
a cette représentation sous forme de GCG, ce systerfieglammaires illustre la possibilité de gérer
les mécanismes de dépendances longues et/ou distantesditaardes GCL.

4.3.4 Grammaires catégorielles de liens

Les grammaires de liens, définies par Sleator et Temper&\efQrésentées dans la partie 1.3.3.4,
ont un certain nombre de points communs avec les grammaitégarielles. Dans les deux formalismes
les grammaires sont lexicalisées et relient les mots (owdestituants pour les grammaires catégo-
rielles) par une relation de dépendance. Cette relatiosepté cependant deux différences majeures
entre les deux formalismes : dans les grammaires de liengplandance n’est pas orientée et ne s’ap-
plique qu'a des mots, tandis que dans les grammaires calgorcelle-ci est orientée et s’applique plus
généralement aux constituants.

Nous proposons ici un formalisme intermédiaire dont leqpia est celui des grammaires de liens
mais plus proche du formalisme des grammaires catégari€dens ce formalisme, appaléammaires
catégorielles de lien§GCL) et exprimé dans le cadre des grammaires combinatgéeérales, les dé-

Nous ne donnons ici que les régles orientée & gauche, celbesées a droite étant totalement symétrique.
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pendances sont orientées et s’appliquent aux constitaents phrase. Nous montrons que les gram-
maires de liens peuvent étre exprimées dans ce systéRegilammaires, au prix de quelques restric-
tions relativement mineures.

4.3.4.1 Dérivation avec les grammaires catégorielles detis
SoitOger, = { d/2, cons/2, nil /0} 'ensemble des opérateurs. L'ensemble des régles univer-
sellesR ¢y, est défini par les deux régles suivantes :

d(L, cons(c, R)), d(cons(c, nil), nil) —-d(L,R
d(nil, cons(c, nil)), d(cons(c, L), R —d(L,R

Dans ces regles; est un connecteud, et R sont des listes de connecteurs formées a l'aide des
opérateurs cons et ni | . Une liste de connecteufsy, cs, . ., ¢,] est décrite par le terme

cons(ci, cons( ¢y, .. cons( ¢, nil)..)) 2.

L'ensemble des types est 'ensemHig( L, R) }, ol L et R sont des listes de connecteirsBien sar
cette définition demeure cohérente avec la définition calgides types des grammaires de liens.

Exemple 4.4. Avec le lexique défini ci-dessous, la phrase “Le chat chaassetpent” peut étre repré-
sentée par la dérivation de la figure 4.5.

le, un > d([],[D)
chat, serpent > d([D],[S]),d([D,Q,[])
chasse > d([S],[Q)
le chat chasse un serpe
d([].[00) d([D].[9]) d([s].[a) d([].[0O) d([B,a.[])
\/ \/
d([1,[8) 9. m
d([s].[1)

d(f1.11)

Figure 4.5 — Dérivation avec les grammaires catégoriekelgeds

Remarque :un réseau de liens dans le formalisme des grammaires delassques peut correspondre
a plusieurs structures de dérivations équivalentes dasedie des GCL. Ces ambiguités apparaissent a
cause de la non-orientation des liens et du fait qu'aucurear@st requis entre les connecteurs.

12Cependant nous conserverons dans la suite la premiéréonptalus lisible, lorsque cela ne crée pas d’ambiguitéauit f
tout de méme noter qu'il n’existe plus d'associativité deette forme de liste.

13Remarque cette restriction ne contredit pas la définition générald'ensemble des typeBp comme I'ensemble des
Occr-termes suPr (avecPr un ensemble de types primitifs, c’est-a-dire en I'occuesthe connecteurs). En effet, les régles
deRacr ne permettent pas d'utiliser des types “mal formésTge
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4.3.4.2 Equivalence entre les grammaires de liens sans @slet les GCL

La définition d’origine n’interdit pas lesycles c’est-a-dire le fait qu’'un mot soit connecté a deux
mots (distincts) qui sont eux-mémes reliés par un autre chdPar exemple, le réseau de liens de la
figure 4.6 ci-dessous, dans lequel les liens (R,C,S,B) forme cycle, est valide.

S

B

AL A 1

the cat that the dog chased ran fast

Figure 4.6 — Cycle dans les grammaires de liens

Un réseau de lien est diians cycles’il ne contient aucun cycle. Cette définition est étendue au
grammaires de la maniére suivante : une grammaire de li¢rssues cyclesi pour tout phrase correcte
dans cette grammaire il existe un réseau de liens sans cycles

Proposition 4.9. Soit (¢4, t2,...,t,) une séquence de types, avec> 1. Les deux propositions ci-
dessous sont équivalentes :

i. Il existe un réseau de liens sans cycle valide pour la sécgi€ 1, to, . .., ty).

ii. Il existe un typet’ et entierk, 1 < k < n, tels quety, 1 — ¢’ etil existe un réseau de liens sans
cycle valide pour la séquence,, ..., tx_1,t, tgi2, ., tn).

Démonstration. (i}= (ii). On suppose gu'il existe un réseau de liens sans cyclesvatidr la séquence
(t1,ta,...,t,). Comme le réseau de liens satisfait le critére de conntc#tine contient aucun cycle,
il existe nécessairement un typequi n'est connecté que par un seul lien au reste du réseadut.; Joi
type auquet; est connecté par ce lien. 8k j, on posd = i etr = j, sinonl = j etr = i. On montre
par induction sur la distande — | qu'il existe deux types adjacentg, ;.. dans l'intervalle[t;, t,.] qui
sont connectés ensemble et tels que I'un d’eux n'a pas d'dietr que celui-ci :
e Si|r — 1| = 1 alorst; ett; sont adjacents. Comnigest connecté seulement g la propriété est
vérifiée.
e CasoUr—I| > 1. Tout lien depuis un type qui appartient a I'intervdlig ¢,.| doit nécessairement
étre connecté a un autre type dans cet intervalle, sans quignccroiserait le lien entrg ett;
ce qui contredirait le critére de planarité. Comme le régaliens ne contient pas de cycle, il
existe un type, qui n'est connecté que par un seul lien a un typeavecl < 7/ < j < r ou
1 <j < <r.|i'—j|<|r—1|,donc par hypothese d’induction il existe deux types adijtce
tr, tr41 dans lintervalleft; ...t5] (ou[t; ... ty] sij’ < ¢') qui sont connectés ensemble et tels
gue I'un d’eux n’est connecté que par ce lien.
Si t; n'a qu’un seul lien qui va vers;,, (resp.tx,1 nN'a qu’'un seul lien qui va vergy), alors
il existe un connecteut tel quet, = d(nil, cons(Cnil)) ettyy; = d(cons(C L), R) (resp.
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tr = d(L, cons(C, R)) ettyr; = d(cons(C, nil),nil)). Par conséquent il existe = d(L, R) tel
quety, try1 — t'. t (resp.ty,1) N'est connecté a aucun autre type gie; (resp.t;) et les connecteurs
contenus dans les listésR danst;,; (resp.t;) sont les mémes que ceux contenus dandonc il est
possible de remplacer le couple de typgst;. 1) part’ dans le réseau de liens : le nouveau réseau ainsi
obtenu pour la séquenge,, . .., tx_1,t', txio, ., t,) €St valide et sans cycle.

(il) < (i). Supposons qu'il existe un réseau de liens valide et sarie pypar la séquence de types
(t1, .« ti_1,t  tiio, ., tn), et qu'il y ait deux typesy, tx1 dans cette séquence tels duety. 1 — .
D’aprés la forme des regles qui définissent la relatienil est clair que I'un des deux types ne peut
avoir qu'un seul connectelf, relié a l'autre type. Les autres connecteurs de ce couplgpaes sont
nécessairement les mémes que ceux contenustdarsst donc possible de remplacédans le réseau
de liens par; ett;. 1, connectés ensemble par un liénCe remplacement ne crée pas de cycles, donc
le réseau de liens obtenu paf, . . ., tx, tk11, - . ., t,) €St valide et sans cycle.

]

Proposition 4.10. Soit (¢4, to, ..., t,) Une séquence de types, avec 1. Il existe un réseau de liens
valide et sans cycle pour cette séquence si et seulemantsi. .., t, =*d(nil,nil).

Démonstration.Par induction sur la longueur de la séquence :

e Sin =1, t; est nécessairemed(ni | , nil) car c'estle seul réseau de liens valide ne compor-
tant qu’un seul type="* est réflexive.

e Sin > 1. D'aprés la proposition 4.9, il existe un réseau de liengdgakt sans cycle pour
(t1,ta,...,t,) Si et seulement si il existe deux types adjacétits; 1) (0 < i < n) et un typet’
tels que;t; 1 — t' (1), etil existe un réseau de liens valide et sans cycle @iour. ¢t; _1t't; 1o ...ty,)
(2). La longueur de cette séquence de types est, donc par hypothése d’induction la propriété
(2) est vérifiée si et seulementfsi...t; 1t't;yo...t, =* d(nil,nil). Ort;it;vy — ' (),
donc la définition de=- donnetty...t, = t1...t; 1t't;1o...t, = d(nil,nil), ce qui est
équivalent &ty ...t, =*d(nil,nil).

]

Corollaire 4.1. Les grammaires de liens sans cycle et les grammaires casfigerde liens sont faible-
ment équivalentes.

Il est évident qu'un réseau de liens sans cycle forme un albrséme que la structure de dérivation
correspondante dans le cadre des grammaires catégodellens. Mais il n'y a pas d'isomorphisme
entre ces arbres, du fait que les nceuds sont les mots daesigpe structure tandis qu'ils correspondent
a des constituants dans la seconde. Néanmoins la relati@lendeux structures est plus étroite qu'une
simple équivalence faible, parce que chaque nceud daneel'debdérivation correspond nécessairement
a un lien dans le réseau sans cycle.

Cette “ressemblance” entre les structures est importaartelte implique que le sens de chaque
connecteur peut étre préserve lorsqu’'une grammaire dedisinconvertie en grammaire catégorielle de
liens. Ainsi un arbre de dérivation de la grammaire CLG agtdrdécrit les mémes relations syntaxiques
gue la grammaire de liens d’origine.
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Cette possibilité de transformer une grammaire de liens €h @ facon directe et relativement
fiable nous sera tres utile pour les applications que noysopmms dans le chapitre 7.

4.4 Apprenabilité des GCG rigides a partir de structures

KANAZAWA a proposé dans [60] une généralisation simple de l'algoetiRG a sa version des
grammaires combinatoires générales, a savoir restreitgr@mmaires algébriques lexicalisées (pré-
sentée brievement dans la partie 3.4.2). Nous étendonstiei généralisation de fagon a I'adapter a
notre nouvelle définition des grammaires combinatoire®@gdes, et démontrons de la méme maniére
gue KANAZAWA la convergence d'un tel algorithme.

4.4.1 Définitions

Nous reprenons ici quelques unes des définitions et prapusidlonnées dans la partie 3.2.3 pour le
cas particulier des grammaires AB. Les notations sont ceéss dans cette version qui est généralisée
al'ensemble de®-grammaires.

Proposition 4.11.. SoientG; etG, deuxR-grammaires dans le systeni@, R, s).
Sio[G1] C Gp alors SL(G1) C SL(Ga).

Démonstration.On montre d’abord que i ...t, —g, u1...u, alorsonaaussi(ty)...o(t,) —a,
o(uy)...o(uy) (@veco(t;) =t; sit; € ¥):
® Sity...t,>g, ui ... uy (régle locale), alors par définition(ty) ... o(t,) —a, o(u1)...o(upm)
est une régle locale d&; puisquer|[G1] C Gs.
® Sity...t, —pg ui...uy (régle universelle), ave® € R. SoitR = A;... A, — Bi...By,
il existe une substitution telle quer;(A4;) = t; pour touti et 71 (5B;) = u; pour toutj. Soit
Tp = o o T . par définitionTy(A;) = o(t;) pour touti et »(B;) = o(u;) pour toutj, donc
o(t1)...o(ty) mro(ur)...o(un).

Soit S € SL(G1) uneR-structure, ef?; une instance d§ pourG;. Soit P, = o[P;] la structure de
dérivation obtenue a partir d& en remplacant a chaque nceud le type ce noeud par(t). o[G1] C G,
etonavuque siy...t, —q, ui...upyalorst) ...t —q, o(u)...o(uy), avect, =t; sit; € X et
t: = o(t;) sinon. Ainsi tout nceud d&, est valide pouG,, donc P, est une instance dE pour G2, ce
qui signifie queT” € SL(G2).

|

Deux réglesr = ay...a, >bi...by €t =aj...al, >0 ...b , sont différentesr( # ') si au
moins une des conditions suivantes est remplie :

e n#n;

o m#Am;
il existed, 1 < i < n, tel quea; # a;;
il existed, 1 < i < m, tel queb; # b..
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Définition 4.24 (Substitution fidele) Une substitutiors estfidelea une grammairé& = (3, Pr,>) Si
o(r) = o(r") impliquer = 7’ pour tout couple de regles locales’ dansG.

Comme on peut le voir dans cette définition, une substitutiest fidéle a une grammaire que si
cette substitution ne permet pas de rendre identiques @glesrdistinctes de la grammaire.

Définition 4.25 (C). Soit C la relation binaire sur les grammaires définie gaf— G’ si et seulement
s'il existe une substitution telle que

e o estfidele & ;

e 0[G] C G

La relation est définie comme I'ordre strict correspondant a la reldfipn’est-a-direG = G’ si et
seulement st7 C G’ et G # G’. Rappelons qué&’ = G’ si et seulement i et G’ ne différent que par
un renommage de variables (définition 4.13). De telles graima® ont des langages (@estructures et
de chaines) identiques.

Proposition 4.12. La relation C est un ordre partiel.

Démonstration.Montrons queC est un ordre partiel, c'est-a-dire est une relation réfexantisymeé-
trique et transitive :

e L[ estréflexive : toute grammair vérifie o [G] C G, aveco la substitution identité. Cette substi-
tution est trivialement fidéle.

e L est antisymétrique : supposons e C Gs et G C Gq, C'est-a-dire qu'il exister; et oy
fideles telles queri[G1] C Gs etos[Gs] C Gi. Ainsi o3(01[G1]] C 02[G2] € G4, donc le
nombre de régles dars; et G est identique, ce qui impliqué'y = o2[Gs] et Ge = o1[Gy].
Ainsi G; = 03[Gs]| = o2[01[G4]], doncoy o 03 = 09 0 01 = Id, autrement ditr; = a;l et
réciproquement : les deux substitutions sont I'inversad’de I'autre. Or cela n’est possible que
dans le cas ow; et oy sont de simples renommages des variables. Par conséquest G2
(modulo un renommage des variables).

e [ est transitive : siz; C G, et Gy C (3 alors il existe deux substitutions, et o5 telles que
01|G1] C G4 etoy|Gs] C Gs. Ceciimplique quers[o1[Gi]] C 02[G2] C Gs, donc il existe une
substitutionos = o9 o 0 telle queos|G] C Gs. o1 etoy, sont fidéles, donc pour tout couple de
reglesr,’ € Gy telles quer # 1/ o1(r) # o1(1") etoa(o1(r)) # oa(o1(r')), soitos(r) # os(r’).
Par conséquents est fidéle.

]
Proposition 4.13. SoientG; et G; deuxR-grammaires dans le system@, R, s).
SiG; C Goalors SL(G1) C SL(Go).
Démonstration.Conséquence évidente de la proposition 4.11. O

Proposition 4.14. SoientG; et G; deuxR-grammaires dans le system@, R, s).
SIG1 C GQ alors ’Gﬂ < ‘GQ‘
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Démonstration.G; T G2 donc il existeo telle quec[G;] C Ga. Il est clair que|G;| = |o][G1]| par
définition, oro[G1] C G4 implique quelo[G,]| < |Gal. O

Proposition 4.15. SiG C G alors |Gy || < ||G2]|-

Démonstration.G; C G5 donc il existe une substitution fidéetelle ques|[G1] C G». Pour tout type
t € Ip, ||t|| < |lo(t)]|, donc par définitior|r|| < ||o(r)| pour toute régle: € G;. Commeo est fidéle,
o définit une bijection entre les ensembles de régleS det dec |G, ] (toute régles(r) danso|[G;] a un
antécédent uniquedansG,) : ainsi il est clair que|G1 || < |lo[G1]||, et commer[G1] C G on obtient
bien||G1 || < [|G2]|. O

Corollaire 4.2. SoitGr une classe d&-grammaires etz € Gr une’R-grammaire.
L'ensemblel G’ € Gr | G’ C G } est fini.

Démonstration.D’aprés la proposition 4.15,G' |G' C G} C { G' | ||G’|| < ||G| }. Or 'ensemble
{G | |G']] < ||G] } est fini, parce que pour tout € N il n’y a qu'un nombre fini de grammaires non
équivalentes entre elles dont la taille est exactemefar conséquent 'ensembfe’ | G’ C G } est
également fini. O

4.4.2 Algorithme SG

Nous présentons ci-dessous une version généralisée derithine RG (pour Rigid Grammary
proposé par KNAzZAWA dans [60], qui était lui-méme une généralisation de I'athare proposé par
Buszkowskl et PENN dans [27]. Comme on I'a vu dans la partie 3.4.2NadzAwA a adapté I'al-
gorithme de BISzKOWSKI pour les grammaires AB rigides aux grammaires combinaaienérales
rigides, mais seulement dans le cas des grammaires algébriq lexicalisées. Nous franchissons ici en-
core un nouveau pas en termes de généralisation de I'dgaritle départ. Cette généralisation comporte
deux aspects :

e Du point de vue algorithmique, nous prenons en comptegdgsammaires non algébriques et/ou
non lexicalisées. Une fois posée la définition généraligER-dtructure (voir la partie 4.2), une
telle adaptation est relativement simple : il s’agit sinmpdat de quelques changements techniques,
principalement au niveau de la phase d'étiquetage dedstesc

e Du point de vue conceptuel, cela implique de redéfinir laamode rigidité, de facon a gérer ces
nouvelles formes de grammaires. En effet, la rigidité adpssne s'applique qu’'a des grammaires
lexicalisées algébriques, dans lesquelles toutes lességint de la formev > ¢ (avecw € X
ett € Tp). Nous verrons que la définition étendue que nous propos@sempe les propriétés
indispensables au bon fonctionnement de I'algorithme ¢eicch I'apprenabilité des classes de
langages concernées). Le principe général de l'unificagirconservé : deux régles locales sont
unifiéed* si et seulement si ce couple de régles contredit a la rigigité@ grammaire. Notons qu'il

140n trouve aussi dans la littérature le terfusionnercomme synonyme du meinifier dans ce contexte, notamment dans
le domaine de l'inférence de langages réguliers ou le pressigplus souvent employé (fusion de deux états d’'un aumat
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serait envisageable d'utiliser des criteres de distincties regles différents, comme le montrent
par exemple BsoMBESet MARION dans [18] avec un critére de réversibilité

Comme dans l'algorithme RG et la généralisation dexKzawa , I'algorithme d’apprentissage que
nous proposons ici prend en entrée un ensemble fifl-d&ructuresD et renvoie une grammaire rigide
(voir partie 4.4.2.2).

4.4.2.1 Grammaire générale

La premiére phase de I'algorithme consiste a calculgrdanmaire généralenotéeGF (D) (pour
General Form grammar Il s’agit d’'une grammaire rassemblant exactement tolegsinformations”
contenues dans les structures, sans y appliquer de traitgraticulier. Cette tache est réalisée en deux
phases : les structures données dans I'échantill@m entrée sont d’abomtiquetéesc’est-a-dire qu’on
calcule pour chacune une structure de dérivation généfigjleecontient des variables), dans laquelle
la forme des types est déduite des régles universelleséatili Cette partie est réalisée par la procédure
IG(S) (pour “Instance Générique”) ci-dessous. Ensuite la graimenggnérale est construite en créant
une nouvelle regle pour chaque nceud local de chaque seuiquetée.

Le principe de l'algorithme d’'étiquetage est d’associethaque arc de I&R-structureS un type
de maniéere a former une structure de dérivatioui soit une instance d€. Les types sont formés a
partir d'un ensemble de variables “fraiches”, en tenantgtendes contraintes imposées par les régles
universelles utilisées dans la structire

Dans ce but, la sortie de la structuseest d’abord étiquetée par le type puisque par définition
si S appartient au langage de structures d’'une grammaire ados®rsie est unique et correspond au
type s (associé aux phrases correctes) dans toute instange@e effectue aussi un premier étiquetage
fq (g pour génériqug de la structure en associant a chaque earde celle-ci une nouvelle variable
v;. Il est important de noter qug, est une fonction bijective, et n'est pas en général un étgee
correct deS. Ensuite pour chaque nceud universel on récupére ses séquiantrées et de sorties (les
variables précédemment associées aux arcs entrantsfsaitanceud). On crée aussi les séquences de
types(on (A1) ...on(An)) et{on(By)...on (B, )) qui sont des copié$ des séquences de types de
larégle elle-méme (la “copie” est réalisée dans I'algonighvia le renommad@ o ). Pour chaque entrée
(resp. sortie) du nceud un couple de tygesst créé, constitué de la variable associée a cet arc amsi qu
du type provenant de la reglev (A;) (resp.on(B;)). Lunion de tous ces couples de types pour toutes
les entrées/sorties de tous les nceuds forme la familleehelnle de typesl. L'unifieur le plus général de

15Ce type de critére nécessite cependant une gestion algigiik plus fine de I'unification que la rigidité, car 'unifiaan
de deux régles n’est pas toujours immédiate [17], [19]. @erduit plus de souplesse et autorise la prise en comptéadses
de langages différentes. La question de savoir s'il estilplesde gérer les deux types de critéres (rigidité et rébdits) dans
un méme algorithme est laissée ouverte.

'Rappelons que chaque noeud correspondant & une régle atévdens unéR-structure est étiqueté par un identifiant de
cette regle.

17|_a copie est nécessaire afin que I'utilisation d’'une méméeragiverselle en deux nceuds distincts ne provoque pas une
unification erronnée des variables.

185 est une substitution bijective, donc un renommage (voinitéf 1.7).
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IG(S)
SoitE = {ey, ..., e, } 'ensemble des arcs de Ra-structureS
SoitV = {vy,...,v,} un ensemble de nouvelles variables

Soit f, la fonction d’étiquetage définie pdy(e;) = v; si et seulement Si= j
Soite, 'unique arc en sortie de R-structureS

Soitv, € V l'unique variable telle qué,(e,) = v,

A — {{or, s}}

Pour chaque nceudV représentant une regle universelle darfaire
Soit{ay,...,a,) la séquence des arcs entrants du nééud

Soit (by, ..., b, ) la séquence des arcs sortants du négud

Pour toutl < i < m, soitt; € V I'unique variable telle qug,(a;) = t;
Pour toutl < j < m/, soitu; € V I'unique variable telle que,(b;) = u;
Soit R € R la régle universelle étiquetant le nced

SOitR = A; ... Ay — Bi... By etVar(R) = {vff,... ol

SoitVy = {v},...,v)'} un ensemble de nouvelles variables
Soitoy : Var(R) — Vy la substitution définie par/* — v} ssii = j
Pour i delam faire

A — {ti, O'N(Al)}

A— AU{A}

Fin Pour

Pour j de 1l am/ faire

A —{uj,on(B))}

A— AU{A}

Fin Pour

Fin Pour
Tmgu — MGU(A)

Renvoyer o, fy[S]]

ALG. 4.1 — Etiquetage d’un®-structure
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A est alors calculé, ce qui permet de propager toutes lesatiets sur la forme des types (imposées par
les regles universelles) a I'ensemble des variables &esoaiux arcs (notons que les variables internes a
la structures peuvent étre présentes deux fois dam®mme entrée et comme sortie). En appliquant cet
unifieur o,,,4,, Sur la structure obtenue par I'étiquetage genérifiusur S, on obtient une structure de
dérivation minimale, compléte, correcte et instanceSd€eci sera démontré de maniéere plus détaillée
dans la proposition 4.18.

Remarque : Le calcul d'un unifieur le plus général (MGU, défini dans latigat.2.2.2) ne renvoie pas
toujours un résultat. Dans tous les algorithmes ci-desswusonsidére qu’en cas d’échec du calcul d’'un
MGU l'algorithme échoue également (sauf précision exi@icontraire). De méme, on considére qu’un
algorithme utilisant un sous-algorithme qui renvoie une&céchoue aussi.

GF(D)

SoitD = {S51,52,...,5,}

G+ 0

Pour chaqueR-structureS; dansD faire
Si(IG(S;) existe)Alors

Soit P, — IG(S;)

Pour chaque noeud’ représentant une régle locale ddndaire
Soient(aq, ..., a,,) la séquence des entrées du nadud
Soient(by, ..., b, ) la séquence des sorties du nadud
GHGU{al...amel...bm/}

Fin Pour

Sinon

Echec

Fin Si
Fin Pour

ALG. 4.2 — Calcul de la grammaire générélé'(D)

Le calcul de la grammaire général&' (D) consiste simplement a collecter toutes les régles locales
de toutes les structures de dérivation obtenues par éiggietesk-structures données en entrée dans
D : pour chague nceud correspondant & une régle locale la isigigoatée a la grammaire, constituée
des types et/ou mots deassociés aux arcs entrants et sortants du nceud.

4.4.2.2 Lagrammaire synthétisé&G(D)

Comme dans RG, la seconde phase de I'algorithme doit unditaines régles de facon a produire
une grammaire dont la taille n'augmente pas indéfinimentvérgion que nous présentons utilise la
notion étendue de rigidité des grammaires, définie ci-dssso
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Définition 4.26 (Relation~,). Soientr = a;...a, >by...by etr’ = af...a, >b]... 0 , deux
regles locales quelconques. La relatiop est définie par ~,. ' si et seulement si les trois conditions
ci-dessous sont toutes vérifiées

e n=rn';

o m=m;

e Pourtouti, 1 <i<n,sia; € ¥ oua, € ¥ alorsa; = al.

Définition 4.27 (Grammaire rigide) Une grammaire> estrigide si et seulement st ~,. r’ implique
r = r’ pour tout couple de regles locales’ dansG.

A partir de cette définition on constate qu’une grammaireigiste si toute régle locale est unique par
la séquence et la position des mots terminaux qu’elle cant@eci autorise donc des régles sans aucun
terminal, mais celles-ci doivent alors se distinguer lessutles autres par le cougle, m) (respective-
ment le nombre de types en partie gauche et droite). On palgrégnt avoir un méme mot terminal
dans différentes regles, pourvu que celles-ci se distimgs@t par le couplén, m), soit par la position
du mot en question, ou encore par la présence de mots texrdiféérents dans la regle.

Remarque : On vérifie aisément que cette définition inclut le cas de lditig classique, a savoir celle
des grammaires algébriques lexicalisées. En effet, darssamute régle est de la forme-t avecw € X

ett € Tp. Ainsi pour tout couple de régles>t = ay ... a, >by ... by, etw'st’ =df...al, 00 ...V,

on atoujoursy = n' = 1etm = m’ = 1 d'une part, ei; = w € ¥ eta) = v’ € ¥ d'autre part. Par
conséquent ~,. r’ si et seulement 3 = w’. On obtient donc qu’'une grammaire algébrique lexicalisée
est rigide si et seulement®i = w’ impliquet = ¢’ pour tout couple de regles >t etw’ > ¢/, autrement

dit il n’existe qu’une seule régle pour chaque mot du vocaibeb:.

Proposition 4.16. La relation~,. a les propriétés suivantes :
e ~, est une relation d'équivalence ;
e Pour tout couple de régles ' et toute substitution, r ~,. 7’ si et seulement 8i(r) ~, o(r’).

Démonstration.On peut facilement vérifier que,. est une relation réflexive, symétrique et transitive,
donc une relation d’équivalence.

Soientr = aj...ap >bi...by €tr' =aj...al, > b ... 0, deux régles locales quelconques et
o : V — Tp une substitution. Rappelons qué¢r) = o(a1)...o0(a,) > o(b1)...o(by) eto(r’) =
o(d))...o(al,)>o®))...o,).

e Montrons quer ~ ' implique o(r) ~, o(r') : r ~, v’ doncn = n’ etm = m’. Sia; € o
oua; € ¥ alorsa; = a eto(a;) = a; = a) = o(a}) (car tout élément d& est traité comme
une constante par la substitututio). A l'inverse, on constate qu'il est impossible quéa;)
appartienne & si a; n'appartient pas &, puisque I'ensemble d’'arrivée de la substitution est un
ensemble de typesp (et Tp N X = ). Par conséquent les trois critéres de la relatignsont
vérifiés, d'oto(r) ~, o(r’).

e Montrons quer %, ' impliqueo(r) %, a(r’) : sin # n’ oum # m/, il est clair ques(r) #,
o(r’). Il reste ensuite le cas ou il existe utel quea; (resp.a;) appartienne & maisa; # a :
dans ce cas(a;) € X (resp.o(a;) € X). Sia; € ¥ (resp.a; € X), alorso(a;) # o(a}) puisque
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a; # a; eto(a;) = a; eto(a}) = a;. Sinona, ¢ X (resp.o(a;) ¢ X), donco(a;) (resp.o(a;))
n‘appartient pas & non plus (cf. cas précédent), @r € X (resp.a; € X), donco(a;) # o(a}).
Par conséquent(r) +, o(r').

]

Remarque : Notons que- = r’ implique toujours- ~,. 7/, car~,. est une relation d’équivalence (donc
réflexive). On montre aisément que&iest une grammaire rigide etGiC G’, alorsG est aussi rigide.

La relation~, est une relation d’équivalence sur les régles (locales)p&u comparer cette rela-
tion a une relation de similarité, qui indigue que deux réglppartenant a une méme classe d’'équiva-
lence selon cette relation sont “suffisamment proches” gtrerunifiées. Du fait que . est une relation
d’équivalence, on peut partitionner 'ensemble des redéet grammaire généraléF'(D) en classes
d’équivalence de telle sorte que deux réglest ' appartiennent a une classe d'équivalegesi et
seulement st ~, r’. Ainsi I'algorithme crée des ensembles de regles a unifes,ensembles étant
rassemblés dans une famille dont I'unifieur le plus géné&tatesuite calculé. La substitution résultante
omgu €St alors appliquée a la grammairé’(D) : par définition de I'unification, toutes les regles qui ap-
partenaient & une méme classe d’équivalence devienneigjdes dans.,,,,,[GF(D)], donc le nombre
maximal de régles de la grammaifé&: (D) est égal au nombre de classes d’équivalence produit par la
relation~,.. Celui-ci est borné par une valeur qui dépend uniquement

e du nombre maximal d’entrée/sorties des nceuds qui appanaidans le®R-structures données en

entrée (en effet, la longueur des régles daiy D) ne dépend que de ce paramétre),

e et de la taille du vocabulairE.

Remarque : Pour chaque régle d’'une partitiafi; un terme est créé : ce terme est formé avec les
opérateurs “spéciauxegle, in, out les éléments de la partie gauche (mots ou types) étantspikrés
I'opérateurin, ceux de la partie droite dans I'opératewt et les deux sous-types ainsi constitués dans
I'opérateurregle La construction de ce terme est destinée a simplifier I'catiion de regles. De facon
équivalente, on aurait pu définir 'unification de deux régle. .. a, > b1 ... by, €ta) ...al, > b ... 0,

de la maniére suivante :

1. sin # n’ oum # m’, échec.
2. sinon, unifier la famille d'ensemblds{ai,a}}, ..., {an,a,},{b1, 01}, ..., {bm, b/} }.

Les mots appartenant au vocabulaXequi apparaissent dans ces termes sont traités comme des
constantes, c’est-a-dire comme des opérateurs d’'arité. i@éla implique que l'unification de deux
mots différents produit un échec.

Comme dans I'algorithme RG, I'algorithme SG unifie des reglar calcul puis application de I'uni-
fieur le plus général sur la famille d’ensembles définie paupkrtitions de la relation-,.. Ceci permet
par définition d’obtenir une grammaire rigide. Contrairetn@u cas de I'algorithme RG, dans lequel on
peut voir clairement que le nombre de régles d’une grammmigjie est borné, la limite dépend ici de
la relation~,.. Comme on le verra dans la preuve de convergence ci-dessess)a propriété selon
laqueller ~ 1’ si et seulement si(r) ~ o(r’) qui garantit I'existence d’une limite : I'algorithme est
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unif_regles@, {F1,...,E,})

[{E1,..., E,} estun partitionnement des regles locales#e
A—10
Pouri delan faire

SOitEi = {7’1,7“2, ... ,T'p}

Pour j de 1 a p faire

SOitT‘j = a1a3 ...0m >b1by ... b,y

A; — A; U {regle(in(ay,ag, ... ,am),out(by,ba, ... byy))}

Fin Pour
.A — .A U AZ

Fin Pour
Si (MGU(.A) existe)Alors

Tmgu — MGU(A)
Renvoyer ,,4,[G]

Sinon

| Echec

Fin Si

ALG. 4.3 — unif_regles : unification des regles selon un pantit@nent

SG(D)

G — GF(D)
Soit E I'ensemble des regles (locales) @e
Soit{FE,..., E,} le partitionnement dé induit par les classes d’équivalence de la rela-

tion ~,.
Renvoyer unif_reglesG {E1,...,E,})

ALG. 4.4 — Calcul de la grammaire synthétiseg(D)
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ainsi “obligé” d'unifier des qu’elles existent deux réglas geront a unifier, et ne peut a aucun moment
unifier deux régles qui ne doivent pas I'étre.

La complexité algorithmique de SG est identique a celle digdrithme RG, c'est-a-dire polyno-
miale (quadratique). Le test de la relation entre deux régles est de complexité linéaire par rapport a la
taille du couple de régles. Comme dans le cas de l'algoritR@edle BiSzkowsKI [27], on peut assez
facilement modifier cet algorithme de sorte qu'il soit imoental. Il suffit pour cela de réaliser I'unifica-
tion des types entre la grammaire synthétisée obtenue surld premiers exemples et la grammaire
générale obtenue uniquement suti9€¢ au lieu de recalculer 'ensemble de la grammaire générale a
chaque étape. Bien sdr, la version incrémentale est pbéégpaur une implémentation concréte de cet
algorithme.

4.4.3 Preuve de convergence

Proposition 4.17. Soit R un ensemble de régles) un ensemble fini d&-structures etS € D une
‘R-structure.
SiIG(S) existe etP = IG(S) alors P est une instance d& pour la grammaireGF'(D).

Démonstration.Clairement I'algorithmd G définit (et applique) un étiquetage sufRastructure donnée
en entrée (voir définition 4.7). On montre que cet étiquetsgeorrect pour la grammai€eF'(D), c’est-
a-dire que cet étiquetage est correct pour tout nééuhnsP :

e Si N est un nceud non étiqueté, il correspond & une régle localent3as, . . ., a,,) les entrées
et (b1,...,by,) les sorties déV dansP : par définition, la grammair&'F'(D) contient la régle
ai...amn> by ... by, donc l'étiquetage est correct polyr.

e Soient(aq,...,a,) (resp.(b1,...,by,)) la séquence des arcs entrants (resp. sortants) du Ageud
et (ty,...,tm) (resp.(ui,...,u,)) les variables associées a ces arcs par I'etiquefagkefini
dans l'algorithme. Selon cet algorithme les types affeetés arcsaq, ..., am, b1, ..., b, sont
respectivement g, (t1), - - -, Omgu(tm), Tmgu (1), - - - s Tmgu (tmr )

On montre qQU& gy (t1) - - - Omgu(tm) —R Omgu(t1) - .. Omgu(tn), avecR la régle utilisée au
nceudN. Soit R = A;... A, — Bi...Bp avecVar(R) = {vff,... 0v['}, et soitoy :
Var(R) — Vy la substitution définie par/? — v} si et seulement si = j, avecVy =
{olV,... ,vév} un ensemble de nouvelles variables. Pour toutl < ¢ < m (resp. pour touy,

1 <j<m), omgu(ti) = omgu(on(A4;)) (reSp.omgu(uj) = omgu(on(Bj))), Car g, €St UN
unifieur pour chaque famill§t;, o (A;)} (resp.{u;,on(B;)}). Ainsi il existe une substitution

T = Omgu © on telle quet(A;) = oumgu(ti) pour touti (resp.7(A4;) = omgu(u;) pour touty),
doncopgy(t1) - - - Omgu(tm) —R Omgu(t1) - . . omgu(tny ). Par conséquent I'étiquetage est correct

pour N.
Ainsi P est bien une structure de dérivation p6LF (D). CommeP est construite par cet étiquetage
appliqué suiS, il est clair queP est une instance de pourGF(D). O

Corollaire 4.3. SoitD un ensemble fini d&-structures.
SiGF (D) existe alorsD C SL(GF(D)).
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Démonstration.Soit.S € D uneR-structure :GF' (D) existe dond G(S) existe. SoitP = IG(S). La
proposition 4.17 indique qué est une instance de pour GF'(D), autrement dit il existe une structure
de dérivationP pour GF(D) telle queS est une instance de. par conséquerf € SL(GF(D)). O

Proposition 4.18. SoitG uneR-grammaire,P une structure de dérivation podr et.S uneR-structure.
Si P est une instance dg alors I/G(.S) existe et il existe une substitutiortelle ques[IG(S)] = P.

Démonstration.Supposons qu® soit une instance d&. Par définition il existe un étiquetagetel que
f[S] = P. Nous reprenons les notations de l'algorithfite :

e {e1,...,e,} estl’'ensemble des arcs deetV = {vy,...,v,} 'ensemble des variables associées
a ces arcs par l'étiquetage.

e Pour chaque nceud¥ représentant une regle universellg, ..., a,) (resp.(by,...,b,)) est la
séquence des arcs entrants (resp. sortants) du noeet(ty, ..., t,,) (resp.(ui,. .., uy,)) est

I'ensemble des variables associées a ces arcs par I'égrigt

e Pour chaque nceulf représentant une régle universelte= A, ... A,, — B;... B, est cette
régle, etVy est une “copie” de I'ensemble des variabler(R), avecoy : Var(R) — Vy le
renommage qui définit cette bijection.

Par définitionf est un étiquetage correct pour tout nodidde P, donc il existe une substitution
or telle queor(A;) = f(a;) pour touti et or(B;) = f(b;) pour toutj. On peut ainsi définir une
substitutionr : VU {Jycg VN — Tpc par

e pour toutv € V, 7(v) = f(e) Si et seulement sf,(e) = v (autrement ditr associe a chaque

variablev le type associé par I'étiquetagea I'arc correspondant aselon I'étiquetage générique
fo)

e pour toutv € Vyy et pour tout\ danss, 7(v) = or(aoy' (v)).

On montre quer est un unifieur de la famille d’ensemhlé définie dans l'algorithme : pour tout
couple{t;,on(A;)} (resp.{u;,on(B;)}) dansA, 7(t;) = f(a;) (resp.7(u;) = f(b;)) aveca; (resp.
b;) 'arc auquel la variablée; (resp.u;) est associée par I'étiquetagg (qui est une bijection)o y (A;)
ne contient que des variables Wg, donc par définition (ox (A;)) = or(oy' (on(4))) = or(Ai) =
f(a;). Ainsi on obtientr(t;) = f(a;) = T(on(A4;)), autrement dit- est un unifieur pour le couple
{ti,on (A}

7 est un unifieur de4, donc l'unifieur le plus générat,,,, de A existe, par conséquediG(S)
existe. o4, €st déefini comme l'unifieur le plus général dg donc par définition du MGU il existe
une substitutiory telle quer = o o gy,4,. Par définition,r[f,[S]] = P etomgulfylS]] = IG(S), par
conséquent[fy[S]] = olomgulfy[S1]] = (00 omgu)[f4[S]] = 7[f,[S]] = P O

Proposition 4.19. SoitG uneR-grammaire etD un ensemble fini d&-structures.
D C SL(G) sietseulement 7 F'(D) existe et il existe une substitutiortelle ques[GF'(D)] C G.

Démonstration.(=-). Supposons qu® C SL(G). SoitD = {Si,...,S,} : pour toutS; € D, il existe
une structure de dérivatiaR; pour G telle queP; est une instance d&, carS; € SL(G). Ainsi d’apres

Yrappelons quex est une substitution bijective (renommage), donc la switth inverser ;' est clairement définie.
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la proposition 4.18/G(S;) existe, et il existe une substitutian telle ques;[IG(S;)] = P;. IG(S;)
existe pour tout, donc par definitior F'( D) existe. Notons que les ensembles de dépast é¢o; sont
disjoints sii # j (car un nouvel ensemble de variables est créé pour chagutuses; dans/G(S;)).

Ainsi il est possible de définir la substitutienparc = U 0.
1<i<n

On montre ensuite que[GF'(D)] C G. Soita; ... a, > by ... b, une regle locale de la grammaire
GF (D). Par définition de cette grammaire, il existe URestructureS; € D et un nceud local dans
cette structure telle que les séquen¢es. .., a,,) et (by,..., b, ) sont respectivement les entrées et
sorties du nceud correspondant dans la structure de dénvati(S;). o[IG(S;)] = ai[IG(S;)] =
P;, par conséquenb; contient un nceud dont les entrées et sorties sont respaetitdes séquences
(o(ay),...,o(am))et{o(br),...,o(by)). Celaimplique gu’il existe une régle locat€a, ) . .. o (an,)>
o(by)...o(b,) dansG, car P; est une structure de dérivation correcte pGuiCeci étant valable pour
toutes les régles d8F'(D), on obtient bien que[GF(D)] C G.

(«<). Supposons qué&'F'(D) existe et gu'il existe une substitution telle quec|GF(D)] C G.
Selon la proposition 4.115L(GF(D)) C SL(G). OrD C SL(GF(D)) d'aprés le corollaire 4.3, donc
D C SL(G). O

Proposition 4.20. Soito une substitution eD un ensemble fini d&-structures tel qué& F' (D) existe.
o est un unifieur pour la famille d’'ensemhlé (définie dans I'algorithmeSG) si et seulement si
o|GF(D)] estrigide.

Démonstration.=-. Supposons que soit un unifieur poutd = {4,,..., A,}. On montre la contra-
posée : supposons queGF'(D)| ne soit pas rigide, c'est-a-dire qu'il existe des réglessdai’(D)
telles ques(r) ~, o(r') eto(r) # o(r’). Selon la proposition 4.165(r) ~, o(r') implique que
r ~, r’. La famille A est définie par les classes d’équivalence de la relatigrdonc par construction
ry € A; etry € A; si seulement si; ~ ro. Commeo est un unifieur ded, pour tout couple de régles
r1,72 € GF(D) 11 ~, ro impliquec(ry) = o(r2) et donc en particulies (r) = o(r’), ce qui contredit
I'hypothése selon laquelle il existe deux reglest r’ telles queo(r) ~, o(r') eto(r) # o(r’). Par
conséquent [GF(D)] est rigide.

<. Supposons que[GF(D)] soit une grammaire rigide. Soientet »’ deux régles d&7F (D)
appartenant & une méme famille dans.A. On a montré ci-dessus que la famileest construite selon
les classes d’équivalences dg, donc les régles, ' appartiennent a la méme famillg si et seulement
sir ~, r'.r ~ r implique o(r) ~ o(r’), d’aprés la proposition 4.16. @f{GF(D)] est rigide, donc
o(r) = o(r'). Par conséquent est bien un unifieur pour la famille d’ensemblds O

Corollaire 4.4. Soit D un ensemble fini d®-structures.
SiSG(D) existe, alorsSG(D) est une grammaire rigide.

Démonstration.Si SG(D) existe, SG(D) = o[GF(D)] aveco l'unifieur le plus général ded (par
définition). Il découle directement de la proposition 4.2@ gette grammaire est rigide. O
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Proposition 4.21. SoitG uneR-grammaire rigide etD un ensemble fini dR-structures.
D C SL(G) si et seulement §iG(D) existe etSG(D) C G.

Démonstration.=-. Supposons qu® C SL(G). D’'aprés la proposition 4.197F' (D) existe et il existe
une substitutiorr telle ques[GF(D)] C G. La grammairer[GF(D)] est rigide caiG est rigide, donc
selon la proposition 4.26 est un unifieur pour la famille d’ensemhlé définie dans l'algorithme&G.
Par conséquent l'unifieur le plus général.der,, , existe (proposition 1.1), et (par définitiof)7(D)
existe et est défini pa¥G (D) = o0 [GF(D)]. o étant un unifieur ded, il existe une substitution
telle ques = 7 o oygu. AiNSi T[SG(D)] = T[omgu|GF(D)]] = o|GF(D)]. Oro[GF(D)] C G, donc

il existe une substitution telle quer[SG(D)] C G. On montre que est une substitution fidéle : soient
r # r’ deux regles distinctes d&G (D). SG(D) est rigide (d'apres le corollaire 4.4), donct, r'. La
proposition 4.16 donne donc quér) %, 7(r’), et doncr(r) # 7(r’) car~, est réflexive. Ainsir est
une substitution fidele telle quéSG(D)] C G, autrement ditSG(D) C G.

<. Supposons queG (D, ~) existe et qu&G(D, ~) C G : il existe une substitution (fidele)telle
quet[SG(D,~)] C G. SG(D,~) = 0mgu|GF(D)], aveCo,,q, I'unifieur le plus genéral del (og.
ainsi queG F'(D) existent puisqué&G (D, ~) existe). Ainsi il existe une substitution= 7 o oy, telle
quec[GF(D)] C G, ce qui implique selon la proposition 4.19 gleC SL(G). O

Proposition 4.22. SoitG uneR-grammaire rigide etD,, D, deux ensembles finis d-structures.
SiD, C Dy C SL(G) alors SG(D1) et SG(D,) existent, eSG(D;) C SG(D2) C G.

Démonstration.|l découle de la proposition 4.21 q¥&7 (D) et SG(D-) existent, et qu&G(D;) C G

et SG(D2) C G. SG(D2) T SG(D9) carC est réflexive, donc selon la proposition 4.21 (utilisée
ici dans l'autre sens) on B, C SL(SG(D)). CommeD; C Dy C SL(SG(D3)), on obtient que
SG(D1) C SG(D-) en appliquant encore une fois la proposition 4.21. O

Théoréme 4.1.Soit (O, R, s) un systéme dR-grammaires.
Dans le systeme de grammairgsL(R), Gr, SL), avecGr I'ensemble deR-grammaires, I'algo-
rithme SG(D) apprend la class€ SL(G) | G € Gr estrigide} des langages de structures rigides :

Pour toute grammaire rigidé’ € Gz et toute énumératiofS, Ss, . . .) de SL(G), il existe un entier
n € Ntel queSL(SG({S1, S2,...,Si})) = SL(G) pour tout entieri > n.

Démonstration.Soit D; = {51, 5s,...,S5;} pour touti € N. Par hypothéseD; C D;;; C SL(G)
pour touti € N. D’aprés la proposition 4.22, ceci implique qS86&/(D;) et SG(D;1) existent, et que
SG(D;) C SG(D;4+1) E G. Oril n'y a qu'un nombre fini de grammaires’ différentes telles que
G’ C G (par le corollaire 4.2), c’est pourqusiG converge nécessairement sur la séquéfggcn vers
une grammairé,, : il existen € N tel queSG(D;) = G,, pour touti > n. Ainsi SL(G) = { S; |i €
N} C SL(Gy),carD; C SL(SG(D;)) = SL(G,,) pour touti > n (par la proposition 4.21, utilisée avec
SG(D;) £ SG(D;)). Commes,, = SG(D,,) C G,onaaussbL(G,) C SL(G) d'aprés la proposition
4.11. Par conséquent onbd. (G,) C SL(G) et SL(G) C SL(Gy,), d'ou SL(G,,) = SL(G). O
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Ce résultat est applicable a toutes les familleskdgrammaires, notamment celle des grammaires
AB et plus généralement toutes celles degseral combinatory grammagsour lesquelles KNAZAWA
I'a déja démontré. Notons qu'il s'applique aussi aux grain@sanon algébriques : par exemple, la classe
des grammaires contextuelles rigides est apprenableiagmR-structures.

4.4.4 Extension éventuelle aux grammairek-bornées

De méme que KNAZAWA a décrit I'algorithmeV G, servant a I'apprentissage de grammaires AB
k-valuées (a partir de FA-structures), nous proposonsssales I'algorithme généralisé équivalent k-SG
(ala différence prés quéGy, renvoie des grammairésvaluées tandis que k-SG renvoie des grammaires
k-bornées). Mais cet algorithme n’est pas un algorithmeplaptissage (au sens de@®), car (comme
l'algorithme V G},) celui-ci renvoie un ensemble de grammaires et non une selugon : il est donc en
général impossible que cet algorithme converge legsammaire cible. En revanche on peut démontrer
certaines propriétés de I'ensemble de grammaires fourk-84, notamment le fait qu'il existe toujours
dans cet ensemble une grammaire qui converge vers la graencitde. Cela nous sera utile en particulier
dans le chapitre 6.

4.4.4.1 Algorithme

k-SG(D)
G — GF(D)
Soit E I'ensemble des regles (locales) @e
Soit{Ay,..., A, } 'ensemble deg-partitionnements dé&
Res « )
Pour i de 1 an faire
Si (unif_regles@G, A;) existe)Alors
| Res «— Res U {unif_regles@G, A;) }
Fin Si
Fin Pour
Renvoyer Res

ALG. 4.5 — Calcul des grammaires synthétiskdsornées k-SGD)

Dans cet algorithme, I'ensemble de tousAgsartitionnements possibles de I'ensemble de regles de
la grammaire= sont générés. On essaie ensuite de réaliser I'unificatichatgue famille d’'ensembles de
regles ainsi constituée : bien entendu, parmi ces familesst possible qu’un grand nombre ne soient pas
unifiableg. Seules les familles pour lesquelles un unifieur existe sases en compte dans I'ensemble
de grammaires solutions.

20En particulier, on peut obtenir des partitions contenaokdeéglesr, r’ telles quer 4, v’ : Iunification d’un tel ensemble
de types produira nécessairement un échec. Il serait égatgrussible de définir I'algorithme en essayant d'unifietesment
les ensembles de régles comparables par la relatiorCette version se rapprocherait plus de I'algorithv@;. proposé par
KANAZAWA (en adaptant la notion de grammaikrevaluée a la relatior-,., comme pour la rigidité).
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Il est important de noter que 'objectif de cet algorithmé s=ulement deontenirl’ensemble des
solutions possibles. On montrera ci-dessous que, poustostensembl® du langage d’'une grammaire
k-bornéeG, il existe une grammair&’ dans I'ensemble de solutions de k-3B telle queG’ C G.

Cet algorithme est de toute évidence de complexité expmtientpuisqu’il est basé sur le calcul
des k-partionnements de I'ensemble de régleesCA FLORENCIO montre d'ailleurs dans [33] que
I'apprentissage de grammaires ABvaluées est NP-difficile.

L'existence d'un algorithme d’apprentissage pour les grainesk-bornées dépend en fait de la
décidabilité du probléme qui consiste a déterminer une graine minimale (en termes de langage de
structures) parmi un ensemble fini @& grammairesk-bornés (éventuellement dans une sous-classe
fixée). En effet si ce probléme est décidable par une fongtialors il suffit de définir I'algorithme d’ap-
prentissage paf (k-SG(D)). Nous n’entrons pas ici dans les détails de ce cas car larpldes classes
de R-grammaires ne vérifient pas ce critere. Néanmoins le leatétressé trouvera dans [60] tous les
détails pour le cas des grammaires ABaluées, ainsi que la preuve de convergence drAZAWA
pour ce cas.

4.4.4.2 Propriétés remarquables

Indépendamment du probléme de la grammaire minimale ofdlume k-SG a pour intérét de res-
treindre au minimum I'ensemble des solutions possibles pawalgorithme d’apprentissage de gram-
mairesk-bornées. Nous montrons ci-dessous la principale pr@pdigtcet algorithme, qui nous sera utile
dans les prochains chapitres.

Proposition 4.23. SoitG uneR-grammairek-bornée etD un ensemble fini dR-structures.
D C SL(G) si et seulement s'il existe ufe-grammaireG’ € k-SG() telle queG’ C G.

Démonstration.=. Supposons qu® C SL(G). Selon la proposition 4.19, il existe une substitution
o telle quecs[GF(D)] C G. Soit A = {44,...,A,} le partitionnement de I'ensemble des régles de
GF(D) tel que pour tout couple de reglesr’ de GF(D) : r € A; etr’ € A; si et seulement si
o(r) = o(r’). Par définitiono est un unifieur de4, donc l'unifieur le plus général dd existe aussi :
Soit 090 = MGU(A). o étant un unifieur ded, par défintion il existe une substitutiantelle que

0 =T O Omgy-

G estk-bornée, donaer[GF(D)] I'est aussi puisquer[GF(D)] C G, et par conséquent le par-
titionnement.A est unk-partitionnement. Donc4d est I'un desk-partionnements utilisés dans l'algo-
rithme k-SGQ), d’ou I'existence de la grammait® = 0,4, [GF (D)] € k-SG(D). Ainsi o|GF (D)] =
(T 0 Omgu) |[GF(D)] = T[0mgu|GF(D)]] = 7[G’], donct[G'] C G.

Montrons par I'absurde gque est une substitution fidele : on suppose qu'il existe deulesag#

" e G telles quer(r) = 7(1"). G' = omgu[GF(D))], donc il existe deux reglesy,r, € GF(D)
telles quer = o0 (70) €1 = 0gu(r(). OF opmgy €St un unifieur ded, donCoygu (o) # Tmgu (7))
implique quer, et r(, n"appartiennent pas a une méme partition.4lePar définition de4, on peut
en déduire quer(ry) # o(r(), autrement dit(7 o gy,gy)(r0) # (T © Tmgu)(ry). OF par hypothése
T(Omgu(ro)) = 7(r) = 7(r") = 7(0mgu(r0)), il y @ donc contradiction.
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Par conséquent est une substitution fidele telle qué=’'] C G, doncG’ C G avecG’ € k-SG(D).

<. Supposons gu'il existe unR-grammaireG’ € k-SG(D) telle queG’ C G. G’ € k-SG(D)
suppose (par construction) qu'il existe krpartionnement4; de I'ensemble de regles deF'(D) tel
queo; soit I'unifieur le plus général de la famille d’ensemblesrespondante, &' = o;[GF(D)]. Or
G’ C G implique gu'il existe une substitution telle ques|G’] C G, donco|o;[GF(D)]] C G. Ainsi il
existe une substitutios o o; telle que(o o 0;)[GF(D)] C G, ce qui est équivalent d’apres la proposition
4.19aD C SL(G)*.
U

4.5 Conclusion

L'objectif du cadre des grammaires combinatoires géngi@endu par rapport a celui proposé par
KANAZAWA dans [60]), présenté dans ce chapitre, est la représenthtiplus grand nombre possible de
formalismes grammaticaux. Bien entendu, tous les formaisne se prétent pas aux conditions requises
par ce cadre : la possibilité d’exprimer les mécanismes de Ha systéme grammatical sous forme de
regles universelles a la maniere des grammaires catdgeridhssiques est en effet indispensable, or
tous les systémes ne le permettent pas. Nous avons vu néendans la partie 4.3 que ce modeéle
offre une certaine souplesse qui permet la représentadiajuelques formes assez variées de systemes
grammaticaux (au prix parfois de quelques simplifications)

Malgré certaines ressemblances, il convient de distingggegrammaires combinatoires générales
dessystémes formels élémentaif@dementary Formal Systems, EF®nt les principes de bases sont
définis par $1ULLYAN dans [99]. L'apprenabilité des EFS de taille bornée estdlas résultats impor-
tants obtenus parH-BNOHARA a l'aide de son théoréme sur la densité finie bornée (voirgpar®), dans
[94] [10] [96], gu’on peut voir comme une généralisation ésultat d’ANGLUIN sur les langages de
motifs [4]. La terminologie utilisée dans les deux systémest en effet préter a confusion : Dans [94],
SHINOHARA nommetermesles séquences d'éléments XdeJ X, avecY. un vocabulaire terminal eX
un ensemble de variables (alors que dans notre terminologiagit de séquences de types primitifs
et/ou mots du vocabulaire). A l'inverse, uf@mule atomiqueou atomedésigne un terme de profon-
deur #2, c'est-a-dire de la form¢ (ay, . . ., a,) oU tous les:; sont des “terme$®. Nous soulignons ces
différences terminologiques car celles-ci pourraientquas la différence majeure entre les grammaires
combinatoires générales et les systemes formels élémantdies “éléments” manipulés par ces der-
niers sont “plats”, tandis que les types utilisés dans le&Gant de profondeur illimitée a priori. Cette
différence est extrémement importante du point de vue ¢pi&nabilité, comme on le verra dans les
chapitres suivants. Notons que le résultat d’apprenéhikt $1INOHARA sur les EFS porte uniguement
sur les EFSle taille bornégpour plus de détails voir [94]).

Par ailleurs, il faut souligner que le résultat de la partiedemontre simplement I'apprenabilité des

LG F(D) existe, sinon I'ensemble k-SG) serait vide.
22Dans notre terminologie.
ZTerminologie de 8INOHARA dans [94].
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langages de structures dRsgrammaires rigides (pour toute famille @ grammaires), et non I'élas-
ticité finie de toute classe de langages ainsi constituéexidte en effet des classes Begrammaires
rigides qui ne possedent pas la propriété d'élasticité,fim@&me si elles sont apprenables a partir de
R-structures comme on vient de le voir. La classe de langag@bée dans I'exemple 3.2, proposée
par CosTA FLORENCIOQ, en est une illustration. Ceci rend difficile I'extension lthpprenabilité aux
classes de langages des grammairesluées (ouk-bornées), du moins selon la méme méthode que
celle de KANAZAWA pour les grammaires AB (voir partie 3.3). Or le passage dasgraires rigides
aux grammaireg-valuées (ou-bornées) est quasiment indispensable lorsqu’on envidageiter des
langues naturelles, pour les raisons évoquées dans la Batt#. C’est pourquoi nous chercherons dans
les chapitres 5 et 6 des réponses a la question laisséempaeKANAZAWA : quelles conditions doivent
respecter 'ensemble des régles universelles d’'une famdik-grammaires pour que celle-ci ait I'élas-
ticité finie ?



CHAPITRE 5

Apprenabilité des GCG
a arguments bornés

?:'APPRENABILITE DESGCGRIGIDES A PARTIR DE STRUCTURES PRESENTE LE MEME TYPE
o DE CONTRAINTES QUE CELLE DES GRAMMAIRESAB : CLASSES DE LANGAGES LIMITEES
NECESSITE DE STRUCTURES COMPLEXES EN ENTREEE'EST LA RAISON POUR LAQUELLE IL EST
PERTINENT D ETUDIER LA QUESTION DE LELASTICITE FINIE DES GCG, CAR CELA PERMETTRA
DE DECOUVRIR DES SOUSCLASSES APPRENABLES PLUS RICHES GRACE A LA TECHNIQUE PROPO
SEE PARKANAZAWA . NOUS ABORDONS CETTE QUESTION AVEC LES OUTILS MIS EN PLACE PAR
SHINOHARA, A SAVOIR LA DENSITE FINIE BORNEE DANS UN PREMIER TEMPS NOUS PROPOSONS
UNE PETITE EXTENSION DE CE CONCERTAFIN DE FAIRE CONVERGER LES METHODES DE DEMONS
TRATION D' APPRENABILITE DEVELOPPEES PARSHINOHARA ET KANAZAWA . ENSUITE NOUS MON
TRERONS L ELASTICITE FINIE DE LA CLASSE DESGCG “"A ARGUMENTS BORNES. IL S’AGIT D' UN
CRITERE QUI A POUR AVANTAGE DE CONCERNER DE NOMBREUX FORMAISMES GRAMMATICAUX,
MAIS QUI A POUR INCONVENIENT D' IMPOSER UNE CONTRAINTE PUREMENT TECHNIQUE POUR GB
TENIR L' ELASTICITE FINIE.

5.1 Introduction

Aprés avoir présenté quelques formalismes grammaticaaptésl a la représentation des langues na-
turelles, décrit les enjeux, techniques et résultats ggpienabilité dans le modéle deoGD et proposé
les grammaires combinatoires générales comme cadre mgifde représentation des systéemes gram-
maticaux, nous commengons dans ce chapitre la recherchététesimpliquant I'apprenabilité, pour
des classes de GCG aussi riches que possible (en termegéseraption des langues naturelles).

Nous avons montré dans le chapitre précédent que toutee ai@sR®-grammaires~,.-rigides est
apprenable a partir dR-structures. Mais ce résultat est soumis aux mémes limiatgue celles des
grammaires AB dans le cas rigide a partir de FA-structuréstis dans la partie 3.2.4 : d’'une part la
nécessité de structures complexes en entrées, difficilaiimronibles pour de gros volumes de données,
et d'autre part la contrainte de-(-)rigidité, qui limite fortement la forme des grammaires denc des
langages) concernées. Ces deux limitations sont paéienfient génantes pour le cas de I'apprentissage
(au sens du modele dedg&p) appliqué aux langues naturelles, qui constitue notrectibje
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C’est pourquoi il est nécessaire de s’abstraire autant gssifle de ces contraintes, c’est-a-dire de
rechercher des classes de langages plus étendues qugsesangides et qui soient apprenables a partir
de simples phrases plutdt qu’a partir de structures. Cetagmond exactement pour les grammaires AB
a I'extension au cas des grammaikegaluées apprises a partir de chaines, démontrée paaKAWA
dans [60] en passant par la propriété d’élasticité finie diegdges rigides de structures (voir partie 3.3).
Nous allons donc chercher des critéres permettant d'atitélasticité finie des langages de structdres
de certaines classes de GCG, de maniére a pouvoir applejusgthode de KNAzZAWA dans le but de
trouver de telles classes apprenables “plus intéressantes

Dans ce contexte, l'intérét du modeéle des GCG est doubléoddih il permet de traiter uniformé-
ment de nombreux formalismes grammaticaux, y compris diénxads systémes qui ne sont pas abordés
dans cette étude : ainsi, le principe consiste simplementiraif les critéres qui rendent I'apprenabilité
possible en fonction de la forme des régles ou de celle desngaires, sans s’attacher a une instance
particuliére deR-grammaires. Cela permet de réutiliser plus facilementréssltats, sans devoir re-
démontrer I'apprenabilité pour chaque formalisme. Mala eeaussi deux inconvénients : le formalisme
en question doit étre exprimable dans le modele des GCGest dvidemment possible que certaines
propriétés spécifiques d’un formalisme donné permettaiitdhir 'apprenabilité de classes plus vastes
gue celles concernées par le résultat obtenu dans le cambémésecond intérét des GCG est beaucoup
plus prosaique : on a vu que la sous-classe des langagesiclersts rigides est apprenable, et on sait
gu'il existe quelques sous-classes ayant I'élasticité fiNious essaierons donc de nous inspirer de ces
cas particuliers pour découvrir les criteres dont décdafmptenabilité.

Dans ce chapitre nous traiterons d’un premier type de egfénspirés des résultats deiISOHARA
obtenus a l'aide de la propriété de densité finie bornée (gunet elle-méme, sous certaines condi-
tions, d’'obtenir I'élasticité finie : voir partie 2.5). Taeglguement, cela consiste a borner le nombre de
grammaires réduites par rapport & un ensembleffiniéléments du langage. Pour cela on cherche en
fait une borne sur la taille de ces grammaires : ceci a pousémprence que nos criteéres imposent une
contrainte peu pratique (car uniquement “technique”),visaine limite sur la taille des “types argu-
ments”. En revanche cette méthode autorise de nombreusessale regles universelles, autrement dit
permet d’inclure une grande variété de formalismes grafcmat.

Avant de donner ces critéres et les démonstrations d'appilég qui les accompagnent, nous pré-
sentons une petite extension de la définition de densitéoneée donnée paH®NOHARA dans [95].
Notre définition étend la densité finie bornée a tout type giom de réduction, contrairement a la ver-
sion de $IINOHARA dans laquelle I'unique relation considérée est I'inclasitassique. Nous verrons
dans le chapitre suivant que cela permet d’inclure destedsukls que ceux de ANAZAWA pour les
grammaires AB dans le cadre de la densité finie bornée, ceédaitrpas le cas auparavant.

Remarque : le résultat d’apprenabilité des grammaires a argumentsébpprésenté dans ce chapitre,
est une généralisation du cas des grammaires plates pabkg @8] : d’'une part la limitation aux types
a arguments plats (de taille 1) est assouplie aux types anargs bornés par un entiky et d’autre part

LContrairement & KNAZAWA nous n'aurons pas besoin de la contrainte de rigidité dandé@monstrations.
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nous étendons ici le résultat aux grammaires contextuelles

5.2 Généralisation de la densité finie bornée

Dans la partie 2.5, nous avons exposé la notion de densigbiorhée telle qu’elle est définie par
SHINOHARA dans [95], ainsi que les conséquences importantes qui @uléét au niveau de I'appre-
nabilité des langages. On a vu que cette définition utiliseteon de grammaire réduite par rapport a un
ensemble d’élements du langage, cette notion étant elleend@fimie a I'aide de la relation d'inclusion
entre grammaires (voir partie 4.2). Or le fait de fixer I'imgilon simple comme unique relation de réduc-
tion entre deux grammaires exclut certaines formes de gearam) méme si celles-ci ont des propriétés
trés similaires a la densité finie bornée. C’est notammecasedes grammaires AB, comme le montre
'exemple ci-dessous.

Exemple 5.1. Soit
e Golagrammaire{ x : s/ag; y:ag; z:8/bg; w:by};
e 0; la substitution définie pas; = {ap — A; ; by — b; } pour touti > 0, avecAy = b; et
A; = A;—1/b; pour touti > 0;
e etG; = 0;[Gg] pour touti > 0.

Notons que pour tout> 0 G; = { = : s/(((bi/bi)/ ... )/bi); v : (((bi/bi)/...)]bi); z:s/b;i; w:
b; }.

Soit D I'ensemble de phrasgszy ; zw } : il est clair queD C L(Gy) € L(G;) pour touti > 0.
De plus toutes les grammairés ont le méme nombre de regles et on voit bien qu'il est impdessib
supprimer I'une de ces régles tout en conservant le faitique L(G;). Ainsi toute grammairés; est
réduite par rapport a I'ensemble fibi.

Or L(G;) # L(G;) pour tousi # j, car la chaineyw'® appartient &(G;) si et seulement si= j
(en effet le type(((b;/b;)/ ...)/b;) dey nécessite exactementypesb, et le seul moyen d’en produire
exactement ce nombre est d'utilised. Ainsi il existe un nombre infini de grammaires réduites par
rapport a un ensemble fini d’éléments du langage, dont lgmtges sont tous distincts, donc la classe
des grammaires AB (méme rigides) n’a pas la densité finiedgorn

Notons que cet exemple fonctionne également avec les lapghgFA-structures.

Nous proposons dans cette partie une généralisation dditdtidé de densité finie bornée (ainsi
gue de ses conséguences) prenant en compte de tels cagitlbstglement de ne plus considérer la
seule relationC dans la définition de grammaire réduite mais toute relatioméduction vérifiant les
critéres appropriés. On parlera alorsgtammaire réduite selon la relatiog et dedensité finie bornée
selon la relation<. Cette généralisation présente I'avantage de souligsgodats communs entre les
deux méthodes de démonstration d’apprenabilité ii&iSHARA et KANAZAWA . Nous en ferons usage
notamment dans le chapitre 6.
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5.2.1 Définitions

Définition 5.1 (Relation de réduction)Soit (¢4, G, M) un systéme de grammairesetin ordre partiel
surg.
< est uneelation de réductiorpour (U, G, M) si les deux conditions suivantes sont remplies :
e Pour tout couple de grammairés G’ € G G < G’ implique M(G) € M(G").
e L'ordre < est bien fondé.

Avec < la relation définie sug par :G' < G’ si et seulement & < G’ etG # G

Remarque : D’un point de vue formel il serait souhaitable de définir l&atien <, et plus particu-
lierement I'égalité entre grammaires, sur des classesatargaires plutdt que sur les grammaires, de
maniére a traiter de maniéere uniforme un ensemble de gramsréjuivalentes entre elles (typiqguement,
'ensemble des grammaires obtenues par un renommage daslesy. Dans la mesure ou la définition
des classes d'équivalence des grammaires est spécifigystams de grammaire utilisé et afin de ne
pas alourdir inutilement les notations, nous notons datis partieG = G’ le fait que les grammaires
G et G’ soient identiquesnodulo une éventuelle relation d’équivalerdans le systéme de grammaires
concerné. En pratique, le renommage des variables seralleasede grammaires équivalentes utilisé
dans la suite.

Définition 5.2 (Grammairex-réduite) Soit ((/, G, M) un systéme de grammaires=etune relation de
réduction pourid, G, M). Soit D C U un sous-ensemble fini dé.

Une grammairgs € G est<-réduite par rapport a si

e DC M(G)

e Pour toute grammair€’ < G, D ¢ M(G’)

Proposition 5.1. Soit(U/, G, M) un systeme de grammaird3,et D’ deux sous-ensembles finistdéels
queD C D', etG € G une grammaire telle qu® C D' C M(G).
Si G est<-réduite par rapport aD, alors G est aussik-réduite par rapport aD’.

Démonstration.G est=<-réduite par rapport &, doncD ¢ M(G’) pour toute grammair&’ < G.
CommeD C D’,onaaussD’ ¢ M(G’), doncG est<-réduite par rapport &'. O

Proposition 5.2. Soit (U, G, M) un systéme de grammaires muni d’une relation de réducforet
G € G une grammaire.

Pour tout ensemble filb C M (G) il existe une grammairé’ € G telle queG’ est<-réduite par
rapport aD etG’ < G.

Démonstration.Supposons qu'il existe un ensemlile C M(G) tel qu'il n’existe aucune grammaire
G’ < G <-réduite par rapport &. Pour toutn. € N, on montre qu'il existe une séquence de grammaires
Gn < Gp_1 < --- < Gy < Gtelle que pour tout D C M(G;) maisG; n'est pas<-réduite par rapport
abD:

e n=0.Gyp=G.G < G donc par hypothés@' n'est pas<-réduite par rapport &.

2Rappelons qu’une relatiog est un ordre partiel sur un ensemiilesi < est réflexive ¢ < a pour touta € E), antisymé-
triqgue (@ < betb < a impliquea = b) et transitive ¢ < b etdb < cimpliquea < ¢).
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e n > 0. Par hypothése d'inductio® C M(G,_1) etG, 1 n'est pas<x-réduite par rapport &,
donc il existe une grammai@,, telle queG,, < G,,—1 etD C M(G,,).

Ainsi une telle séquence existe pour taue N. Ceci impliqgue que< n'est pas un ordre bien fondé
surg, donc n'est pas une relation de réduction (définition 5.&j.d®nséquent il existe une grammaire
G’ <-réduite par rapport &. O

Définition 5.3 (MaxzRed(G, %, k)). Soit (U, G, M) un systétme de grammaires €tune relation de
réduction pourl/, G, M).

Une grammaires € G appartient aV/axRed(G, <, k) si et seulement si < k pour tout ensemble
de grammaire$Gy,...,G,} C GtelqueG; < Gy < --- < G, < G.

Remarque : Les propriétés suivantes sont des conséquences trivialestigd définition :
e MaxRed(G,<,k) CG;
e Pourtoutk’ < k, MazRed(G,<,k') C MazxRed(G, <, k);
e SiG € MaxRed(G,<,k) etG' < G, alorsG’ € MaxRed(G, %, k). En particulier, siG €
MazRed(G, =<, k) etG' < G, alorsG' € MazRed(G,<,k —1).

Définition 5.4 (Densité finie bornée selog). Un systeme de grammairdg, G, M) muni d’une relation
de réduction< a la densité finie bornée selog si pour toutk > 0 et tout ensemble finD C U,
'ensemble

{M(G) |G € MaxRed(G, <, k) etG est<-réduite par rapport & }

est fini.

Remarque : trivialement, si un systémg/, G, M) a la densité finie bornée selon une relationalors
pour toute sous-classg C G le systemdl/, G', M) a aussi la densité finie bornée selen

5.2.2 Apprenabilité des classes de densité finie bornée géalé

Nous démontrons ici I'équivalent du théoréme 2.3 donné paNS8HARA dans [95], avec notre
définition élargie de la densité finie bornée. Globalemetie @&monstration suit le méme principe que
celle de $IINOHARA, excepté bien sr que nous devons utiliser les propriétésradation de réduction
(plus complexes car plus générales que dans le cas simpledlgsion).

Théoréme 5.1.Soit (U4, G, M) un systéeme de grammaires muni d’une relation de réduetion
Si(U, G, M) aladensité finie bornée seleg, alors

Lr={M(G)|G € MaxRed(G,=,k) }
a I'élasticité finie, pour touk € N.
Démonstration.On montre par induction surque £, a I'élasticité finie.

k =0.SoitG € G etD C M(G) un ensemble fini. Siz n’est pas<-réduite par rapport &, alors il
existeG’ < G telle queD C M(G’), ce qui implique qué& ¢ MaxRed(G, <, 0). Par conséquent toute
grammaireG € MaxRed(G, <,0) estx-réduite par rapport a tout ensemble finiC M(G), donc
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Ly ={M(G)|G e MaxRed(G,<,0) }
D {M(G)|G e MaxRed(G,<,0) etD C M(G) }
={ M(G) |G € MazxRed(G, %,0) etG estx-réduite par rapport & }.
Or cet ensemble est fini cdt/, G, M) a la densité finie bornée seleq. Ainsi il ne peut exister

aucune séquence infinie de langages différents dgndonc L a I'élasticité finie.

<
4

k > 0. On montre par contraposée quelsi; a I'élasticité finie, alorsC;, a I'élasticité finie. On
suppose donc qué, a I'élasticité infinie. Comme pour tout € L il existe une grammairé&: <
MazRed(G, <, k) telle que M (G) = L, il existe une séquence infinie d’objgis, ai, asz,...) et une
séquence infinie de grammair@s;, Go, .. .) telles que

{ao, - ,ai,l} - M(Gl) et aq; ¢ M(Gl)

Pour touti > 0 {ag,...,ai—1} C M(G;) etG; € MaxRed(G, %, k), donc d’aprés la proposition
5.2 il existe une grammait@’; < G; qui estx-réduite par rapport §ao, . . ., a,—; }. Par définition; <
G, implique M(G}) € M(G;), ora; ¢ M(G;), donca; ¢ M(G}). De pIusG’ € MaxRed(G, <, k),
carG; < G; € MazRed(G, %, k).

Soith la fonction définie pour tout > 0 par
h(i) = min({ j € N| G} est<-réduite par rapport &g, . ..,a;} })
h(i) <1, cara; ¢ G, doncG, ne peut pas étrg-réduite par rapport & un ensemtilecontenant;.

On montre d’abord que I'ensembjeh(i) | i € N} n’est pas borné : supposons au contraire qu'il le
soit, c’est-a-dire qu'’il existe une borng tel queh(i) < j, pour tout: > 0. Donc pour tout > jo, G’
est<-reéduite par rapport §ao, ..., aj, }. (U, G, M) ala densité finie bornée selen) donc I'ensemble

{M(G) |G € MaxRed(G, <, k) etG estx-réduite par rapport ao, ..., aj, } }

est fini. Or{ M(G3) | i > jo } estinfini (carvj < ia; ¢ M(G;) maisa; € M(G})), ce qui contredit
I'hypothése selon laquellgh(i) | i € N} est borné.

Par conséquent il existe une séquence infinie strictemeisisante; < is < ... telle queh(i;) <
h(ij+1) pour toutj > 0. Soit D; = {ag, ..., an@;)-1,ani;)} € D; = {ao, ..., ang;)-1}, pourj >0
quelconque. Par définition deng n'est pas réduite par rapporlD‘%, sinon on auraib(i;) < h(i;) — 1.
Or D; € M(G;)), puisqueh(i;) — 1 < i;, donc il existe une grammail@;, < G; telle queD’ C
M(GY). G}, est<-réduite par rapport &; (par définition deh) et Gy, < G , doncD; & M(GY).
CommeD; = D’ U{api;)} etD; C M(GY)), on aap;;) ¢ M(GY)).

{ao; angiyys - - an; )} € {ao, a1, apg;)-1}, on obtient donc une séquence infinie d'objets
(@0, ap(iy)s angsy) - - -) €L UNE S€quence |nf|n|e de grammaite§’ , G ,...) telles que pour touj > 0
{ao,ah(il), R ,ah(ij)_l} - M(GZJ) etah(ij) §é M(G;’]) Or G;’] < G; S MaxRed(g,\, ), donc
Gg’j € MazxRed(G, <,k — 1) pour toutj > 0. Par conséquent ces deux séquences infinies démontrent

I'élasticité infinie del;_;. O
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La définition ci-dessous présente la notion de grammaitdefmient<-réduite. Contrairement a la
définition 5.2 cette notion est indépendante d’'un quelcerepsembile fini. Intuitivement on peut consi-
dérer gu'une grammaire est faiblemegiréduite si elle ne contient “rien d’inutile” pour générems
langage.

Définition 5.5. Dans le systéme de grammaité, G, M) muni de la relation de réductior, une gram-
maire G € G estfaiblementx-réduite si M(G) # M(G') pour toute grammairé&’’ € G telle que
G <G.

Il est clair, selon cette définition, que si une grammairest=<-réduite par rapport a un ensemble
D, alors@ est faiblementg-réduite, ainsi cette version de la réduction d’'une gramenast plus faible
gue la précédente. Dans [60] AKAZAWA considére uniquement cette définition de la réduction des
grammaires : ainsi ce que nous nhommons ici “grammaire faibie réduite” est appelée simplement
“grammaire réduite” dans [60].

Proposition 5.3. Pour toute grammairé? il existe une grammair&’ < G faiblement<-réduite telle
queM(G') = M(G).

Démonstration. Trivial par la définition 5.5. O

La proposition ci-dessous est destinée a simplifier lsation du théoréme 5.1, dont elle est une
conséquence directe. Elle permet de négliger les variantefaiblement réduites des grammaires d'une
classe donnée, puisque qu'il existe toujours une gramrfalement réduite de méme langage.

Proposition 5.4. Soit (U, G, M) un systéeme de grammaires €tune relation de réduction pour ce
systeme. Soff’ 'ensemble des grammaires faiblement réduite§ de

G' = { G € G| G est faiblemenk-réduite}.

Si{U,G’, M) ala densité finie bornée selenet s'il existek € N tel queG’ C MazRed(G', %, k),
alors la classe de langaggsM(G) | G € G } aI'élasticité finie.

Démonstration.Pour toute grammairé&’ € G il existe une grammair&’ € G’ faiblement<-réduite
telle queM(G') = M(G) (proposition 5.3), don¢ M(G) |G € G} C {M(G)|G € G'}. Oril existe
k> 0telqueG’ C MaxRed(G',<,k), donc{ M(G) |G € G} C {M(G)|G € MaxRed(G', =
k) . U,G', M) ala densité finie bornée seleg, donc selon le théoreme 5.1 la classe de langages
{M(G) |G € MaxRed(G',<,k) } al'élasticité finie. Par conséquent la sous-claksel(G) | G €
G} C{M(G)|G e MaxRed(G', %, k) } aaussi I'élasticité finie. O

Proposition 5.5. Soientg, G’ etG” des ensembles de grammaires tels que G’ C G”.
SiG C MaxRed(G", <, k) alorsG C MaxRed(G', <%, k).

Démonstration.Par définition deé\fax Red : si toute séquenad, < G < --- < G, < G vérifien < k
lorsque{G41,...,G,} C G”, alors la propriété reste vraie lorsq(€1, ...,G,} C G’ puisqueg’ C G".
Commeg C ¢', G € G' doncG C MaxRed(G', <%, k). O
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5.2.3 Exemple : les langages de motifs

Nous avons vu dans la partie 2.5 que la relation d’inclusimp@sée par SINOHARA dans la défi-
nition d'origine permet déja d'obtenir des résultats diagppabilités impressionants (en particulier avec
les grammaires contextuelles). Nous utiliserons la vargiénéralisée de la densité finie bornée avec
les grammmaires combinatoires générales dans le chapite Bcluant au passage les grammaires
AB. Avant cela, nous proposons, pour illustrer l'intérétadte généralisation, de revisiter le résultat
d’ANGLUIN sur leslangages de motif@pattern languages[4], qui a été chronologiquement la source
du renouveau du modéle d'apprentissage @ais Cet exemple est cependant tres limité car on n'y
retrouve pas l'intégralité du résultat d¥sLUIN.

Définition 5.6 (Langages de motifs)un motif est une séquence non vide U X, ou X est le voca-
bulaire terminal efX un ensemble fini de variables. L'ensemble des motifs est Roté

Soit <’ la relation définie su® parz <’ y si et seulement s'il existe une substitution: X —
(X UXT) telle quez = o(y).

Le langage d'un motip est I'ensembld.(p) = {z e Xt |z <" p}.

On considére que deux motifs ne différant que par un renorardagariables sont équivalents (on
aalorsp <’ p’ etp’ <’ p).

Proposition 5.6. <’ est une relation de réduction dans le systéme de gramm@iresP, L).

Démonstration.On constate aisément qué est un ordre partiel.

Soientp, p’ € P tels quep <’ p/, autrement dit il existe tel ques(p’) = p. Soitx € L(p) : il existe
7 telle quer(p) = x, donc il existe une substitution o o telle que(r o o)(p’) = z. Par conséquent
x € L(p'), dou L(p) C L(p').

Montrons maintenant que’ est bien fondé : supposons qu’au contraire il existe un eblgede
motifs S C P tel queS n'a pas d’élément minimal, autrement dit pour tout meti€ S il existe un
motif p’ tel quep’ <’ p. Ainsi il existe une séquence infini@;);cn telle quep; <’ p etp; <’ piy1
pour touti > 0. On note quey <’ p’ si et seulement s'il existe telle ques(p’) = p eto n'est pas un
renommage de variables. Cela implique soit qu'il existe varéablev € X telle ques(v) € X7, soit
qu'il existe deux variables, v’ € X telles quer(v) = o(v'). Dans les deux cas le nombre de variables
distinctes présentes dans le motif diminue strictemestlgon applique la substitution, il ne peut donc
pas exister une telle séquence infinie. Par conségtesst bien fondé. O

Proposition 5.7. Le systeme de grammair€s™, P, L) a la densité finie bornée selon.

Démonstration.Par définition,p <’ p’ implique [p’| < |p|. Par conséquent le nombre de mojifgels
quep € L(p') est fini, et a fortiori le nombre de motifs tels quep’ est<'-réduit par rapport . Il est
donc évident qud L(p) | p € MaxRed(P,<' k) etpest <’ —réduit par rapport & } est fini pour
tout ensemble) et toutk > 0. O
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Proposition 5.8. Pour toutk > 0, la classe des langages de motifs
{ L(p) | p contient moins dé& variables distincteg

est apprenable.

Démonstration.On a vu dans la démonstration de la proposition 5.6 que le r®uib variables dis-

tinctes dans un motif est une borne sur la taille de toute séquepfe<’ p, <’ --- <’ p. Donc
{ L(p) | p contient moins dé& variables distincte$ C MaxRed(P, <', k). Selon le théoréme 5.1, cette
classe a I'élasticité finie et est par conséquent apprenable O

5.3 Apprenabilité des grammaires a arguments bornés

Nous proposons ici un premier résultat qui répond (en paatla question laissée ouverte parK
NAZAWA concernant la caractérisation de sous-classes de graesn@imbinatoires générales ayant
I'élasticité finie. Il s'agit en fait d’'une condition suffiste sur la forme des régles universelles permettant
d’obtenir I'élasticité finie pour certaines familles de graaires.

Pour trouver ce critére et prouver qu'il constitue une cboisuffisante pour I'élasticité finie, nous
avons utilisé ici I'approche deHSNOHARA [95]. Nous avons donc cherché quelles classes de gram-
maires, dans le modéle des GCG, ont la propriété de densiébfinnée selon la relation de réduction
classique d’inclusion simple. La méthode est similaire lieagtilisée par $IINOHARA pour montrer
la densité finie bornée des grammaires contextuelles. Biisiste a exhiber une borne sur la taille des
grammaires (dont le nombre de régles est borné) réduitempport a un ensemble d'éléments du lan-
gage, de sorte que I'ensemble des langages correspondastgiatnmaires est fini. Mais il y a une
différence importante entre le cas des grammaires comrteguet celui que nous étudions : la taille
d’'une grammaire contextuelle s’exprime en deux dimensflensombre de régles et le nombre de sym-
boles/type$ dans chaque régle), tandis que le modéle des GCG imposeidedepte d’une troisiéme
dimension (la taille de chaque type).

Le nombre de régles des grammaires considérées est dég, pamdéfinition de la densité finie
bornée. Nous étudions ici uniquement le cas des grammaixemlisées, donc le nombre de types par
regle est également limité. La question centrale consategnséquent a borner la taille des types dans
les grammaires. Le critére proposé devra donc permettréadgadle des types d’'une grammaire réduite
par rapport a un ensemble donné ne dépende que de cet ensemble. Pour répondre & utetel tes
regles universelles doivent “contréler” la diminution lpide de taille au cours d’'un pas de dérivation :
en effet, si la taille d'une séquence de types pouvait dietians n'importe quelle proportion au cours
de la dérivation, alors il n'y aurait aucun moyen de garaoie les types du lexique (qui sont a la base
de la dérivation) sont de taille limitée.

Le critére que nous proposons reprend la distinction egpesprincipaux et typesargumentsyui
existe dans les grammaires AB. En généralisant cette distimet en imposant des conditions adéquates

3Les types étant tous atomiques dans ce formalisme.
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sur ces deux sortes de types au niveau des régles univeyselies montrons qu'’il est possible de borner
la taille des types d’'une grammaire réduite. De ceci dédautiensité finie bornée, puis I'élasticité finie
et finalement I'apprenabilité des classes de langageséésidi

La premiére version de ces travaux a été présentée dansN@83. en présentons ici une version
étendue : le résultat principal est élargi aux grammairegextuelles et aux grammaires a arguments
bornés (c’est-a-dire pas seulement aux grammairesglaéss qui en sont un cas patrticulier).

5.3.1 Grammaires combinatoires générales lexicalisées agament bornés

Définition 5.7 (Type a arguments bornésyoit O un ensemble d’opérateurs, et pour tgue O soit
args : {1,...,arite(f)} — {0, 1} une fonction qui associe a chaque position dalesstatut d’argument
(1) ou de non argumen®). Etant donné un ensemble de variablest un entierk > 0, 'ensemble des
types & arguments borné parnoté ArgB(V, k), est défini comme le plus petit ensemble tel que
o VC ArgB(V,k)
e Pour toutf € O avecarité(f) = n, sity,...,t, appartiennent &rgB(V, k) et pour tout:
(1<i<n)args(i) =1 = |t;|| < k,alorsf(ty,...,tn) € ArgB(V, k).

Cette définition restreint les types au sous-ensemble @es tyont chague sous-type présent dans
une position telle querg(i) = 1 (position argument, voir ci-dessous) est de taille borraé pMalgré
la similitude, il ne faut pas confondre notre définition deguanents bornés avec la notion plus classique
d’ordre des typegou grammaires) : un type est d’'ordkesi la hauteur de ses sous-types arguments est
toujours bornée pat. Ainsi on voit bien que méme si un type a arguments bornés pat effectivement
toujours un type d'ordré, la réciproque est fausse en général.

Remarque :Siun typet appartient rgB(V, k), alors tout sous-type deappartient aussidrgB(V, k).
En revanche, la réciproque est fausse en général.

Un sous-typeu d'un typet est diten position argument danss'il existe un sous-typev danst
tel quew = f(t1,... . tic1,u, tip1,...,t,) €targs(i) = 1. Il faut noter ici qu'il suffit qu’une seule
occurrence de vérifie cette condition pour quesoit en position argument : il est donc possible qu'il y
ait danst une autre occurrence dene vérifiant pas la condition. Par définition, tous les sgpg4 d'un
typet € ArgB(V, k) qui sont en position argument sont de taille inférieure @leégk.

Définition 5.8 (Grammaire a arguments borné§poit G = (3, Pr,>) uneR-grammaire lexicalisées
est unegrammaire & arguments bornés passi tout typet € Lex(G) appartient 8rgB(Pr, k).

Dans le cas particulier okt = 1, un typet € ArgB(V, 1) est ditplat. De méme, une grammaire a
arguments bornés par= 1 est unegrammaire platé. Le fait que les arguments doivent avoir une taille
d’au plus1 signifie que tous les arguments sont des variables (ou des pimitifs dans le cas de la
grammaire).

“Nous n’étudions I'apprenabilité que pour ce cas particaans I'article d’origine [78].
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Définition 5.9 (Régle universelle & diminution limitéeBoit R une regle universelleR = A, ... A, —
B ... By, estuneégle universelle a diminution limitég les conditions suivantes sont remplies :
e R est contextuelle (voir définition 4.19),
o {Ay,..., A} U{By,...,By} C ArgB(Var(R),1),
e Pour toute variable € Var(R), s'il nexiste aucun4; (1 < i < n) tel quewv soit en position
argument dansl;, alors quel que soit (1 < j < m) v nest pas en position argument daBset

Z#’U(AZ) - Z #’U(Bj)'
i=1 j=1

Remarque : Les deux premiéres conditions du critere proposé sont esrgtl peu contraignantes. En
revanche la derniére condition est plus complexe : nousneson intérét ci-dessous, mais il est utile de
noter que la contrainte gu’elle impose porte seulemenesttiypes quine sont pagn position argument.

Exemple 5.2. En fixant les positions arguments de la facon habituellejunél ci-dessous,

arg,(1) = arg\(2) =0
arg/(2) = a 1

les regles universelles des grammaires AB vérifient lesitiond des regles a diminution limitée :

A/BB — A
BB\A — A

En effet, dans les deux régles la variaBlest le seul sous-type en position argument (d&hB8 ou
dansB)\ A), donc tous les sous-types en position argument sont bieaildel. La seule variable qui
n'est pas en position argument dans la partie gauche de I &égA, et on peut constater que d’'une
part A n’est pas non plus en position argument & droite, et d’awrele nombre d’occurrences dea
gauche et a droite est identique.

Il faut cependant noter que, dans la définition générale, lesitypes des grammaires AB ne sont pas
nécessairement a arguments bornéskpapar exemple, le type/((b/c)/d) appartient 3rgB(Pr,5)
mais pas &rgB(Pr,4), carl||(b/c)/d|| = 5.

La proposition 5.9 ci-dessous montre la fermeture de larpFtgp pour une séquence de types, d’avoir
des arguments bornés paest fermée par I'opération de dérivation par des régles andiron limitée.

Proposition 5.9. Soit R une régle a diminution limitée?r un ensemble fini de variables#t . .., ¢,
des types a arguments bornés pgasur Pr.
Sit;...ty =R UL ... Uy, alorsu; € ArgB(Pr, k) pour touti, 1 <1i < m.

5k étant un entier fixé, indépendant du type. Autrement, il st que pour tout type il existe unk suffisamment grand
pour quet € ArgB(Pr,k).
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Démonstration.Soit R = A;...A4, — B;...B,,. Par définition, si;...t, —pgr uy...u,, alors il
existe une substitutioa telle ques(A;) = t; pour toutl < i < n eto(B;) = u; pour toutl < i < m.

Supposons qu'il existe untel queu; = o(B;) ¢ ArgB(Pr, k). Il existe donc un sous-type dans
o(Bj) tel quew = f(ws,...,w;), ainsi qu’un indicep, 1 < p <, tel queargs(p) = 1 et|wy| > k. R
est une regle contextuelle, donc pour toute variabte Var(R) le nombre d’occurrences dedans la
partie gauche est supérieur ou égal au nombre d’occurreleceslans la partie droite. Par conséquent
toute variable) € Var(R) (utilisée dans la régle) apparait dans la partie gauchealam®ins un4;. Or
t; € ArgB(Pr, k), donc commer(v) est un sous-type dg, o(v) appartient aussi§ € ArgB(Pr, k).
C’est pourquoi il n’existe aucun € Var(R) tel quew soit un sous-type de(v).

Ainsi w est un sous-type de(53;) mais il N’y a aucune variable dansB; tel quew soit un sous-
type deo(v). Par conséquent il existe un sous-typ@,...,b;) dansB; tel queo(b,) = w,. B; €
ArgB(Pr,1) (car R est une regle a diminution limitée) etgs(p) = 1, donc|b,|| = 1, autrement
dit b, € Var(R). b, est une variable en position argument dans la partie dreite,alonc d'aprés la
définition 5.9 il existe au moins une occurrencebgen position argument dans la partie gauche : soit
A, tel queb, soit en position argument dang. o(A;) contiento(b,) = w, en position argument et
|wp|| > k, on obtient donc une contradictiow(A;) = t; ¢ ArgB(Pr, k).

]

La démonstration de la proposition précédente expliqnééfét de la troisieme condition du critére
de diminution limitée des regles universelles. Celle-pase en effet aux types non arguments d’une part
de ne pas devenir un type argument aprés un pas de dérivdtorre part de maintenir leur nombre
global strictement identique avant et aprés un pas de dériveOn voit que la premiére partie de la
condition garantit qu’aucun type argument de taille quedg@ ne puisse apparaitre, ce qui invaliderait
le fait que tous les types sont a arguments bornés. Commevanriedans la suite, ceci sera la base du
contrdle des régles universelles sur la taille des typeséer globalement, les types arguments peuvent
diminuer/disparaitre mais on connait leur taille maxingeleavance, tandis que les types principaux (les
autres) sont contraints de rester de taille identique.

5.3.2 Apprenabilité des grammaires a arguments bornés

Comme dans la preuve donnée pain8oHARA qui démontre la densité finie bornée des grammaires
contextuelles, nous montrons que pour tout ensembldXiiiexiste une borne sur la taille des gram-
maires (& arguments bornés) réduites par rapp@rt & s’agit donc ici de limiter la taille des types du
lexique, en utilisant la forme particuliere des regles aidliron limitée.

Proposition 5.10. Soit R une régle a diminution limitée?r un ensemble fini de variablesigt . .., ¢,
des types a arguments bornés pgasur Pr.
Sity...t, =R U1 ...Unp, alors

n m
D Nl <D lugll + My
i=1 j=1
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ou M, gy est une constante qui ne dépend querdet k.

Démonstration.Soit R = A;...A, — Bji...B,,. Par définitiont, ...t,, —gr uy...u, implique
qu'il existe une substitutionr telle ques(A4;) = t; (resp.c(B;) = u;) pour touti, 1 < i < n (resp.
1 <j<m).SoitC € {Ay,...A,,B,...B,}. On peut décomposer la taille d€¢C') de la maniére
suivante :

oC)=Cl+ Y #(C)x(lo)ll-1))

veVar(R)
Soit {Varg, Vpr } 1a partition deVar(R) définie par

Varg = { v € Var(R) | il existe A; tel quev est en position argument dads }

etV,, = Var(R) \ Varg. Soient

n

xzz 2 (#oA) x (lo) =1), wary = 32 3 Gho(A) x (o) = 1),

Yor = 32 5 (B x (o) = 1)), arg = 30 5 (#u(By) x (lo(®)] — 1)),
j=1vEVp, J=1v&Varg

Ainsi

; It zua< )l
(14l + 2 @A) x (Il = D)+ 5 (#ald) x (o) - 1)

ve Vpr 'UEVa'rg

I
INgE HM:‘WM:H

Al + Z S #0(A) % (Jo@)| — 1)+ 3 5 #aldi) x (o) - 1))

i=1vEVp, 1=1vEVary

N Aill + Zpr o+ Zarg

Or R est une reégle a diminution limitée, donc pour toute variabteV,,. on a

S #(A) = 3 #4(B)),
=1 7j=1

ce quiimplique 3= 3 (#,(4) x (lo@)l| = 1)) = 3 Y (#u(By) x (lo(v)]| - 1)), clest-a-dire
VEVpr i=1 vEVpr j=1
Lpr = Ypr-
De plus toutt; appartient adrgB(Pr, k), et par définition toute variableappartenant &,,., est en
position argument dans uy;, donc|jo(v)|| < k pour toutv € V4

n

Targ = Yarg = 2 Y. (#o(Ai) x ([o(v)] = 1)) — gﬁ 2. (#o(Bj) x (lo(v)ll = 1))

1=1vEVarg v€&Varg

= 3 (S #l4) - 3 #lB) x (@) - 1)
S 3 (S #A) ~ 5 #u(B) x (k= 1)

UGVa'rg 1=1
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Commez llu;ll = Z | B |l + Ypr + Yarg, ON Obtient :
ji

n
2 It Z [l + Z [Aill + 2pr + Targ = Z 1Bl = Ypr — Yarg
1=

J_
= Z e} + Z 1Al = Z 1Bjll + Zarg = Yarg
- =

< 2 Ml + Z 1Al = Z 1B+ (3 #u(A) = 3 #0(B)) x (k—1))

j=1 VE€Varg  i=1 =1

37’

Soit

Mk, r) = Zl [ Asll - Zl 1Bl + > D #o(Ai) - Zl#”(Bj) x (k=1) |,
1= 1= J=

UEVarg i=1

cette valeur ne dépend bien que de la réglet de la constanta. O

Proposition 5.11. SoitG = (X, Pr,>) uneR-grammaire lexicalisée a arguments bornés gars une
R-structure etP une structure de dérivation podr ayant pour entrée la séquencs, ..., t,) et pour
sortie (uy, ..., up).

Si P est une instance dg, alors

n m
DIl < Mgsmy+ D llugll
i=1 j=1

ou M, sr) €st une constante qui ne dépend quekdele la structureS et de I'ensemble de regles
universellesk.

Démonstration.Soit Mz = maz({ My gy | R € R }), My, gr) €tant la constante utilisée dans la
proposition 5.10, et soif/ sry = N x Mg, N étant le nombre de nceuds étiquetés par le nom
d’une régle univerself§ dansS. Rappelons que sP est une instance d€ les deux structures sont
isomorphes, donc le nombre de nceuds daret dansP est identique. On montre par induction sur

n
le nombre de noceud¥ dans laR-structureS que {ui,...,un} C ArgB(Pr,k) et que)_ ||t;]]
i=1

m
N x Mg + 3" ||luj| pour toutN > 0.
j=1

N = 0. P est de la forme

———————————————————

SRemarque : la grammail@ est lexicalisée, on sait donc qu'il y a exactememteeuds dan$ correspondant aux applica-
tions des régles locales sur leentrées. Par conséquekitest égal au nombre total de nceuds démsoinsn.
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pwsqueG est IeX|caI|see (voir partie 4.2.1.1), et oma= m ett; = w; pour touti. Clairement si

Z It: || = Z [|lu;|| on aZ It < N x Mg+ Z |lu;l|. De plust; = u; € ArgB(Pr, k) carG esta
7j=1
arguments bornes par

N > 0. On suppose que la propriété est vraie pour t@Hstructure deV — 1 nceuds. Commé' est
lexicalisée,P est nécessairement constituée de I'application d’'une négiverselleR sur une structure
P’ ayantN — 1 nceuds étiquetés par une regle universelle. Soit

<1E1,. sy T X415 - Lltn/ s Tl4n/+1y - - - 7xl+n/+7">

la sortie deP’, dans laquelle la sous-séquenae, 1, . . ., ;1) est I'entrée du noeud étiquek® et soit
(Ul e UL Ut Ty - e ey Uil s Wi 415 - - - » Wi o) (BVECI+m/ +7 = m) la sortie deP, dans laquelle
la sous-séquence; 1, - - - , uj+n/) €St la sortie du nceud de la rédte P est donc de la forme suivante :

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | P
| T Ti41 . Tiqn Tidn!+r !
| Tiqn'+1 !
| oo @ |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Par hypothése d’induction, les sorties$lery, . ..,z appartiennent drgB(Pr, k).
Zp41 - Tien’ —R W41 - - - UWams, dONC d’aprés la proposition 5{u11, ..., um} C ArgB(Pr,k).
Par conséquent la proposition 5.10 donne

n’ m/
D Mwrgsll < s + Mo ).
i=1 i=1

u; = x; pour toutl < i <l etwy i = Ui 4 POUrtoutl < i <r, donc

n/

I4+n/+r l r
2 il + 1'21 il + 1'21 (TR
l n’
Z
:z

> il

i=1

HUZH + Z Hxl—HH + Z Hul—i—m —HH

Zi

| + Z Jwrjll + Mgy + Z [

NN

=1
m 7"
<% gl + M
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La structureS” a N — 1 nceuds, donc par hypothése d’'induction

n I+n/+r
'21 [t < (N —1)x Mg+ 21 |||
1= 1=

I+m/+r
<(N—-1)x Mg + _Zl [[wjll + Mg, r)
]:

(ul, e UL Wy ey U/ s U/ 41y - - - ,ul+m/+r> = <u1, ce ,um>, et par déﬁﬂitiOﬂM(k’R) <
Mg = mar({ My gy | R € R }), donc

n m
D Nt < N x Mr 4> |l
i=1 j=1

O

Comme nous utiliserons la relation classique d’inclusiortomme relation de réduction pour la
densité finie bornée, nous montrons ci-dessous que caigand bien aux criteres d’'une telle relation.

Soit R un ensemble de régles universellegigtI'ensemble defk-grammairesC (voir partie 4.2)
est une relation de réduction (voir définition 5.1) pour Ist8yne de grammairé$ L(R)sx, Gr, SL) :

e VG,G' € Gr,G C G' = SL(G) C SL(G'). En effet, siG’ contient toutes les régles locales@e
alors toutes les structures de dérivation p6wsont valides pou€&’. En particulier toute structure
de dérivation d&7 dont la sortie ests) et qui est une instance d’ufie-structuresS est valide pour
G’, ce qui implique par définition qug appartient &’.

e C est clairement un ordre bien fondé.

Proposition 5.12. Pour toute class¢ de R-grammaires et tout € N :

MazRed(G,C, k) = {GeG||G| <k}

Démonstration.MazRed(G,C, k) C { G € G| |G| < k }. Supposons qu'il existe une grammaire
G € MaxRed(G,C, k) telle que|G| > k : soit G, la grammaire obtenue en retirant arbitrairement
une seule regle dang, puisG,_1 la grammaire obtenue en retirant une seule autre regle@anst
ainsi de suite jusqu’'&; qui ne contient aucune regle : de toute évidence |G|. On a donc construit
une séquencé, C Go C --- C G, C G avecn > k, ce qui contredit le fait qué& appartienne a
MaxRed(G, C, k).

MazxRed(G,C, k) 2 {G € G||G| <k}. G C Giyqimplique que|G;| < |Git1|, donc comme
|G| > 0onan < k pour toute séquendg, C Go C --- C G, C G. O

Proposition 5.13. Soit D un ensemble fini d&-structures etz une grammaire lexicalisée a arguments
bornés park.
SiG estC-réduite par rapport aD alors tout typel € Lex(G) vérifie
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1t < Mk, p,R) + Il

ou M p,r) est une constante qui ne dépend quekdee I'ensemble finD et de I'ensemble de
regles universelle®R.

Démonstration.Pour touteR-structureS € D, Soit Eg I'ensemble des structures de dérivatighpour

G telles queP est une instance dg et la sortie deP est(s). D C SL(G), donc pour toutS € D
'ensembleEs n'est pas vide (définition 4.8). Pour toute régle locale ¢ dans la grammairés, on
montre d’abord qu'il existe un®-structureS dans I'ensemblé et une structure de dérivatidh € Eg
telles que I'entrée dé contienti. Supposons que ce ne soit pas le cas, c'est-a-dire que pater to
structureS € D il n'existe aucunP € Eg dont I'entrée contient. Soit G’ la grammaire constituée de
toute les regles d€ saufw > G : pour toutS € D il existe une instance d& pour G’ dont la sortie est
(s), puisqu'’il en existe une pour dansEys et que celle-ci n'utilise pas la régie > ¢t. Par conséquent
D C SL(G"), et commes’ C G cela contredit I'hypothése selon laquelleestC-réduite par rapport a
D.

Soit M, pry = max({ My sy | S € D }), 0uMg ) estlaconstante definie pour une structure
S dans la proposition 5.11. Pour toute reglet deG il existe P € Eg dontI'entrée(ty, . .., t,) contient
t, donc d'apres la proposition 5.11 :

n
Il < Dol < Musry + sl < Mgpry+ sl
i=1
O

Théoréme 5.2. Soit k£ un entier positif, R un ensemble de régles universelles a diminution limitée et
G(rx,r) 'ensemble de®k-grammaires lexicalisées a arguments bornés jpar
Le systeme de grammairéSL(R)s, G r), SL) ala densité finie bornee selgn.

Démonstration.Soi £’ un entier positif etD C SL(R)s un ensemble fini d&-structures. SoiG €
G(r,r) Une grammaireC-réduite par rapport @ telle queG € MaxRed(G r), S, k'). D'aprés la
proposition 5.13, tout typee Lex(G) est de taille inférieure ou égaleld ;. p ) + ||s| (avecM, p r)

la constante définie dans la proposition 5.13). De plus, d@gsition 5.12 donnéG| < k. Ainsi la
grammaireG ne peut contenir plus de regles, chaque régle étant de la forme ¢t avecw € X ett

un type de taille bornée. Par conséquent le nombre de tebesngaires est borné (si 'on excepte les
variantes par renommage des variables, qui sont équiealerdonc le nombre des langages qu’elles
représentent I'est aussi : pour ta@tit> 0 et tout ensemble finb C SL(R)y, I'ensemble

{ SL(G) | G € MazRed(G, r), C, k') etG est C -réduite par rapport & }

est fini.
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Remarque :Contrairement au cas particulier des grammaires AB rigides lequel toute FA-structure
est compatible avec au moins une grammaire, dans le casag@rest possible qu'aucune grammaire
ne soit compatible avec un ensemble finiiestructuresD de SL(R)x. C'est pourquoi il n’existe pas
nécessairement de grammaire réduite par rapportpdur tout ensemble finD, mais cela n’a aucune
incidence sur le résultat précédent puisque I'ensemble (dds grammaires réduites) est bien entendu
fini.

Grace au théoreme deiSIOHARA, on obtient aisément le résultat suivant :

Corollaire 5.1. Soitk un entier positif, R un ensemble de régles universelles a diminution limitée et
Gk,r) 'ensemble de®R-grammaires lexicalisées a arguments bornés jpaPour toutk’ > 0, la classe
des langages de structures

{ SL(G) | G € Gy r) €t estk’-valuée}
a I'élasticité finie pour tou&’ > 0.

Démonstration.La simple application du théoreme 5.1 au résultat du théerérd indique que la
classe{ SL(G) | G € MaxRed(G ), S, k") } a I'élasticité finie pour tou&” > 0. On sait que
MaxRed(Gr), S, k") = { G € Gz | |G| < K" } (proposition 5.12), or d'apres la proposition 4.4
pour toutk’ > 0 il existek” > 0 tel que{ G € G, »)| G estk’-valuée} C {G € G, r) | |G| < K" }. Par
conséquent la clas§eSL(G) | G € G, ) etG estk’-valuée} a I'élasticité finie pour touk’ > 0. O

Corollaire 5.2. Soitk un entier positif, R un ensemble de régles universelles a diminution limitée et
G(k,r) 'ensemble deR-grammaires lexicalisées a arguments bornés jpaPour toutk’ > 0, la classe
des langages de structures

{ SL(G) | G € Gy r) et estk’-valuée}
est apprenable pour todt > 0.

Démonstration.Simple application du corollaire 2.3. O

Rappelons la définition 4.14 : Une régle fortement contdlduR = A;... A, — By...B,, est
strictement décroissangn > m.

Corollaire 5.3. Soitk un entier positif,R un ensemble de regles strictement décroissantes a dimmuti
limitée et ) 'ensemble de®R-grammaires lexicalisées a arguments bornésfpaPour toutk’ > 0,
la classe des langages de chaines

{ L(G) | G € Gy, r) €t G estk’-valuée}

a I'élasticité finie pour tou&’ > 0.
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Démonstration.Rappelons qué.(G) = { prod(S) | S € SL(G) } (définition 4.8). SoitR la relation
définie sury* x SL(R)x, parz R S si et seulement st = prod(S) (autrement dit: est la phrase repré-
sentée par la structu®) : on remarque que pour touR-grammaire R~[SL(G)] = {x € ¥*|3S €
SL(G) tel quex = prod(S)} = L(G). SoitG € G, zy uneR-grammairek’-valuée R est un ensemble
de régles strictement décroissantes, donc pountappartenant &(G) le nombre déR-structures telles
quex = prod(S) est borné : en effet, $i| = n, une telle structure contiemt nceuds de régles locales
et au maximunm — 1 nceuds de régles universelles. La relatibast donc finiment valuée, or d’apres la
proposition 5.1 pour towt’ > 0 la classe{ SL(G) | G € G, ) etG estk’-valuée} a I'élasticité finie.
Par conséquent, d'apres la proposition 2.14, la cldsb&G) | G € G, r) etG estk’-valuée} a aussi
I'élasticité finie. O

Alternativement, ce corollaire peut étre démontré en exttildirectement une borne sur la taille
de chaque type de la grammaire réduite par rappdht asoit (t1,...,t,) = ap = a1 = @y =
- = ay,, = (s) une dérivation compléte d'une chaimec D. Comme chaque pas de dérivation est
effectué avec une régle strictement décroissante, |af| & |«;+1| pour touti, doncn < |z| < Mp =
max({ [yl |y € D }). En utilisant la proposition 5.10 qui donle; || < |lovy1]| + M, ), On obtient
il < (n—1d) x Mg, )+ |s]|, soit pouri = 0

n
D ltsll = llaoll < nx Mgy + [Isll < Mp x Mz + |lsll-
=1
Ainsi le nombre de grammaires de moinskdeégles réduites par rapportaest borné, ce qui montre la
densité finie bornée selan de (¥*, G, ), L), avec pour conséquence (par le théoreme 5.1) I'élasticité
finie de la class¢ L(G) | G € G, r) etG estk’-valuée}.

Corollaire 5.4. Soitk un entier positif;R un ensemble de régles strictement décroissantes a diminuti
limitée etG, ) 'ensemble de®R-grammaires lexicalisées a arguments bornés jpaPour toutk’ > 0,
la classe des langages de chaines

{ L(G) | G € Gy, r) €t G estk’-valuée}
est apprenable pour todt > 0.

Démonstration.Simple application du corollaire 2.3. O

5.3.3 Classes d&-grammaires & arguments bornés apprenables

Nous proposons ci-dessous quelques exemples de clasgegmenmaires auxquelles les résultats
positifs d’apprenabilité sur les grammaires a argumentadsodémontrés plus haut sont appliquables.
Certaines de ces applications reprennent des résultgiprdizabilité déja démontrés séparément pour
un systéme grammatical particulier. Mais méme dans ce da# tpie ces résultats puissent étre déduits
directement a l'aide de notre méthode présente l'intérésaldigner les similarités en termes d’ap-
prenabilité des différentes classes concernées. En ce mansésultats peuvent étre vus comme une
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généralisation de différentes techniques de démonstrdd’apprenabilité, mettant en avant les points
communs qui caractérisent ces classes de langages.

Remarque :tous les résultats présentés ci-dessous pour les gransnaaarguments bornés pafpour
toutk > 0) incluent le cas des grammaires plates (c’est a dire lesrgedras a arguments bornés par 1),
présenté dans [78].

5.3.3.1 Grammaires catégorielles classiques et avec itéoms

Nous avons vu dans I'exemple 5.2 que les regles des granmsmaiBevérifient les conditions des
regles a diminution limitée. On peut donc déduire directemi corollaire 5.2 que les langages de
R-structures des grammaires ABvaluée a arguments bornés pasont apprenables, pour tous entiers
positifsk etk’. Comme de plus les regles des grammaires AB sont strictet@erissantes, le corollaire
5.4 implique que les langages de chaines des grammairdsvalRiée a arguments bornés garsont
apprenables, pour tous entiers positifst £'.

Ce résultat rejoint en partie celui obtenu paadMBES et MARION dans [18]. Dans cet article,
les auteurs ont montré que la classe de langages des grasmddrréversibles est apprenable. Le
point commun entre leur résultat et le nétre se situe darestaigtion aux grammaires plates (appelées
grammaires compactes dans [18]), c’est-a-dire aux graremAB constituées uniquement de types dont
les arguments sont bornés par E®MBESet MARION montrent que la sous-classe des grammaires
plates réversibles est apprenable en totalité, tandis oug me ne montrons I'apprenabilité que pour des
grammaires dont le nombre de régles est borné. A l'inveaselase dont nous prouvons I'apprenabilité
n'est pas limitée aux grammaires a arguments bornés parig,imciut toutes les grammaires dont les
arguments sont bornés par un enfieDans le méme article, BSOMBESet MARION démontrent que
pour toute grammaire AB il existe une grammaire AB plate detangage est identigtie

KANAZAWA avait démontré I'apprenabilité des grammaires/&Baluées aussi bien a partir de struc-
tures que de chaines (voir partie 3.3.2). Or il n’existe masahstanté’ telle que toutes les grammaires
AB k-valuées soient des grammaires a arguments bornés,pae qui signifie que la classe des gram-
maires ABk-valuées n’est pas incluse dans celle des grammairek-#¥duées a arguments bornés. Par
conséquent le résultat que nous obtenons ici dans le cagalesngires AB est plus faible que celui
de KANAZAWA . Nous verrons dans le chapitre 6 un autre type de générafigagrmettant au contraire
d’inclure en totalité le résultat deANAZAWA .

Nous avons proposé dans la partie 4.3.2 une extension sadeplgrammaires AB nommégam-
maires catégorielles avec itératianous en rappelons ci-dessous les régles univer8elles

"Cependant, cela n'implique ni la réversibilité ni I'existe d’'une borne sur le nombre de régles d’'une telle gramm@ire
ne peut donc bien sdr rien en déduire quant a I'apprenabiité classe des langages de grammaires AB en général.
#Nous ne donnons ici que les régles pour les opérateurs /*, /T, les autres régles étant symétriques.
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(Rra) A/B B— A (avecVar(Rpa) = {A, B}) ;
(Rga) B B\A— A (avecVar(Rpa) = {A, B}) ;
(R/x) A/*B B— A/*B (avecVar(R/:) = {A, B});
(R/x) A*B — A (avecVar(R,:) = {A, B}) ;
(R/I) A/*B B— A/™B (avecVar(R/lt) = {4, B});
(R)+) A/*B B— A (avecVar(R+) = {4, B}) ;
(R)7) A/’'B B— A (avecVar(R ;) = {A, B}) ;
(R2) A’'B — A (avecVar(R:) = {A, B}) ;

Les positions arguments des opérateurs sont définis de raaméilaire a celle des opérateurs des
grammaires AB, a savoir :

e arg,(1) =arg,+(1) = arg,»(1) = 0 tandis querrg,-(2) = arg,+(2) = arg,~(2) = 1, et
e argy (1) = argy (1) = arg\?(l) = 0 tandis queirgy(2) = argy(2) = argy (2) =1.

On remarque que les conditions des regles a diminutiondar(idéfinition 5.9) sont encore une fois
respectées pour toutes ces regles. Ainsi, pour toute adelR -grammaires définie par cet ensemble de
regles (ou un sous-ensemble de celui-ci), la classe deswaaask-valuées a arguments bornés past
apprenable a partir d@-structures, pour tous, k' > 0 (selon le corollaire 5.2). En revanche cette classe
n’est pas nécessairement apprenable a partir de chaimes,qpe les regleg . et R/ ne remplissent
pas les conditions des regles strictement décroissanitésudrait pour cela qu'il y ait au moins deux
types dans la partie gauche de la regle. En fait 'opératéwest le seul qu'il est possible d'ajouter aux
langages des grammaires AB sans perte de I'apprenabitité[{%] pour plus de détails sur ce point).

5.3.3.2 Grammaires catégorielles combinatoires

CosTA FLORENCIO a proposé dans [32] une condition suffisante pour I'éldétiihie des gram-
maires combinatoires générales (sous la forme définie pamKawa dans [60]). Le critére qu'il pro-
pose est basé sur la réduction de la classe de langageseéhucikfle des langages de grammaires AB
k-valuées, pour laquelle I'élasticité finie est déja démmpar KANAZAWA (voir partie 3.3.2) : il montre
I'existence d’une relation finiment valuée entre les deassbs, et applique ensuite le théoreme de K
NAZAWA (proposition 2.14) pour étendre I'élasticité finie de I'uln€autre. Son critere differe du noétre
par de nombreux aspects, car la méthode utilisée néceséltedit possible de transformer 'ensemble
de regles universelles étudié en régles de forme trés siendacelle des régles des grammaires AB.
Mais son critére a I'avantage de ne pas imposer de restrisiio la forme des types dans les gram-
maires, contrairement au notre (types a arguments borbéshait les deux méthodes ménent a deux
résultats distincts, chacun permettant I'apprentissagedatses que I'autre ne permet pas.

CosTA FLORENCIO se place dans la continuité de la question laissée ouvert& pRAZAWA ,
concernant I'élasticité finie de certaines classes de gaimsicombinatoires générales. Comme-K
NAZAWA envisageait cette question dans la perspective des graemtatégorielles combinatoires de
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STEEDMAN (voir partie 1.3.2.3), c’est avec ce formalisme quesSZA FLORENCIO illustre son résul-

tat d’apprenabilité : il montre que certaines classes dgdges définies par un sous-ensemble des régles
universelles des GCG sont apprenables. Mais I'une dessragleelles des CCG, la régle de composition,
ne peut pas étre prise en compte par son critere, alors quest@ossible avec le nbtre :

> B (Forward Composition) A/B B/C — A/C Var(>B) ={A,B,C}
< B (Backward Composition)C\B B\A — C\ A Var(<B) ={A,B,C}
> S (Forward Substitution) (A/B)/C B/C — A/C Var(>S)={A,B,C}
<S (Backward Substitution) C\B C\(B\A) — C\A Var(<S)={A,B,C}

En effet, ces régles remplissent les conditions des régtésiaution limitée (définition 5.9). On
remarque notamment que le typedans la régle de compositian B est en position argument dans
la partie gauche, méme s'’il y a une autre occurenc& dkans le typeB/C (il en va de méme pour la
regle < B). Selon les corollaires 5.2 et 5.4, dans les familleskdgrammaires utilisant sur ces régles,
les classes de langages des grammaireasluées a arguments bornés pasont apprenables pour tout
k, k" > 0. Cependant cet avantage ne doit pas masquer le fait queréstriéat d’apprenabilité est limité
aux grammaires a arguments bornés, ce qui n’est pas le catuilde G STA FLORENCIO.

Afin de compléter I'étude du cas des grammaires catégaietienbinatoires, il nous faut parler des
regles de “montée des typesyjpe raising :

>T: A= B/A\B)  Var(>T)={A,B}
<T:  A—(B/A\B  Var(<T)={A,B}

Ces regles ne remplissent pas les conditions qui les remdréligibles a I'apprenabilité, ni dans le
cadre proposé par@TA FLORENCIO ni dans le nbtre (ces régles ne répondent pas a notre cridere c
B n'apparait pas en partie gauche). Toutefois les types ouigdisables avec ces regles sont limités
a un ensemble fini de catégories, de sorte qu'il est possiblésichuler” ces regles directement dans
le lexique [103]. Cette solution permet que de telles ckaskelangages aient aussi I'élasticité finie, et
soient donc apprenables [32].

En fait le résultat de 6STA FLORENCIO présente également un autre inconvénient par rapport au
nétre, qui sera discuté plus en détail dans la partie 6.6.

5.3.3.3 Grammaires catégorielles de liens

BECHET a démontré dans [14] que les grammaires de liemaluées sont apprenables a partir de
chaines, en utilisant également la propriété de densig liminée de SINOHARA. Nous traitons plus
précisément ici des grammaires catégorielles de liensn{défdans la partie 4.3.4), dont nous avons
montré qu’elles sont un systéme de grammaires équivalengraunmaires de lieflsdans le cadre des
GCG. Les deux régles des GCL sont :

9Cette équivalence étant limitée aux grammaires de lierssares (voir partie 4.3.4.2).
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R;:  d(L,cons(c,R)) d(cons(c,nil),nil) — d(L,R) Var(R;) ={c, L, R}
R, :  d(nil,cons(c,nil)) d(cons(c,L),R) — d(L,R) Var(R,)={c, L,R}

L'ensemble des opérateurs été@tc;, = { d/2, cons/2, nil /0}, on définit les positions argu-
ments pawrgg(l) = argq(2) =0, argcons (1) = 1 etargcons(2) = 0. Les réglesk; et R, satisfont
aux conditions des régles a diminution limitée (définitioB)bcarL et R, les seules variables qui ne
sont pas en position argument dans la partie gauche, n@ppant pas dans la partie droite. Il est ainsi
possible d'appliquer les corollaires 5.2 et 5.4 pour comchu I'apprenabilité des grammaires catégo-
rielles de liensk-valuées a arguments bornés, a partifistructures comme a partir de chaines. Or la
définition d’origine des grammaires de liens (voir partig.3.4) n’autorise que des types primitifs dans
les listes de connecteurs, et on peut constater dans le #3Gleque les régles ne permettent pas non
plus d'utiliser de types non atomiqués on obtient donc ici le méme résultat quEEHET'!.

En termes de langages, ce résultat est assez limité. Néasrmomme le formalisme des grammaires
de liens est relativement éloigné de celui des grammairégarelles, il permet d'inclure le résultat
obtenu par BECHET dans le cadre plus général des grammaires combinatoirésajgn Ceci souligne
les similitudes entre différentes classes de langage&apbples.

5.3.3.4 Grammaires catégorielles de dépendances

Les grammaires catégorielles de dépendances ont été fgEseatans la partie 1.3.3.3 dans leur
forme d’origine puis dans la partie 4.3.3 sous une forme ki@ dans le modéle des grammaires
combinatoires générales. Par rapport aux exemples pritsédelles-ci ont la particularité de n’'étre pas
algébriques. Les opérateurs des GCD étant I'ensemble

Ocep = {1(1), *(1), “(1), *(1), #(1), /(2),\2), /(2), \@), /D), (1), \(1), /(1) },

les positions arguments de ces opérateurs sont définis denligm suivante :

e arg/(1) = arg(l) = arg,(2) = arg(2) = 0;
° arg//(l) = arg\\(l) = arg//(Q) = arg\\(Q) =0;
o argu(1) =0;

o argi(l) = arg-(1) = arg:(1) = arg+(1) = arg A1) = arg\(1) = arg~ (1) = arg A1) = 1.

Notons que, contrairement aux cas précédents, aucunepagigument n'est définie pour les opé-
rateurs de typég et\ Ceci est di au fait que les arguments (au sens classiqu&sdepérateurs seront
toujours par définition de la forme?, C*, C*, C*, ,/ C, \, C, \_C ou / C. Ce sont donc ces
opérateurs qui sont définis avec une unigue position argyroergui permet qu’un type de la forme
((A/BY)/C*)/D™ appartienne bien a 'ensemhie-g B(V, 1), autrement il s’agit d’un type plat.

Nous rappelons ci-dessous les régles universelles des GCD :

10Au sens oul toute dérivation faisable avec des types nonfifgrdans les liste de connecteurs le serait aussi en waiti
que des types primitifs.
A |a restriction due a I'équivance pres.
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(Ry) C CYNa — « (avecVar(Rr) = {C,a}); )
(R;) C C\a —C*\« (avecVar(R;) = {C,a});
(Rg) C CM\a —CH\a« (avecVar(Rr) = {C,a}) ;
(Ro) C C"\a —a« (avecVar(Rop) = {C,a}) ;
Recp = (Ra,) C*\a —a« (avecVar(Rq,) = {C,a});
(Rg,) C'\a —a (avecVar(Rq,) = {C,a}) :
(Ra,) C (VONa — #(/C) a (avecVar(Ra,)={C,a});
(Ra,) € (NON\a  —  #(\C) a (avecVar(Ra,)={C,a});
(Bp,) #(/C) (NON\a — o (avecVar(Rp,) ={C,a}) ;
(Rp,) #(,/C) a — «a #(,/C) (avecVar(Rp,)={C,a})

Compte tenu des définitions des positions arguments, lga#é"' est bien en position argument
(dans la partie gauche) dans toutes ces regles. Comme &&s segt contextuelles et que tous les types
gui y apparaissent sont plats, elles vérifient les critéessrégles a diminution limitée (définition 5.9)).
On peut donc déduire du corollaire 5.2 que les grammairesycdtlles de dépendancésvaluées a
arguments bornés sont apprenables a partR aructures. Comme dans le cas des grammaires de liens,
les catégories utilisées comme arguments dans les GCD apuiéfinition toutes atomiques, donc la
limitation de notre résultat aux grammaires a argumentsés® n'a aucune conséquence. Cependant, on
ne peut rien dire ici de I'apprenabilité des langages denelsaipuisque les reglds,,, Rq,, Ra,, Ra,
et Rp, ne sont pas strictement décroissantes.

Dans [15], il est démontré que les grammaires catégoridibedépendances-valuées sont appre-
nables a partir de structures, mais aussi gu'elles sontenpples a partir de chaines en supprimant
seulement les régles concernant les opératétiret C*. En revanche, il y est aussi démontré que les
GCD ne sont pas apprenables a partir de chaines si I'on icetuleux opérateurs (et leurs régles). Ainsi
notre résultat rejoint ceux démontrés dans [15], mais effiepegulement.

5.4 Conclusion

Dans [60], KANAZAWA montrait que pour toute grammaire ABvaluée il existe une grammaire
algébrigue équivalente dont le nombre de régles est égatdmeé. Il est possible qu’une équivalence
de méme type existe entre une grammaire appartenant a wse cdeR-grammairesi-valuée a argu-
ments bornés et une grammaire contextuelle dont le nombregiies est borné. Dans cette hypothése,
'apprenabilité des langages de chaines®eagammaires:-valuées a arguments bornés est incluse dans
le résultat déja obtenu paH8VOHARA sur les grammaires contextuelles dont le nombre de régles es
limité (voir partie 2.5). Toutefois, non seulement notrsuléat porte aussi sur les langages de structures,
mais surtout il clarifie comment I'apprenabilité des langmgontextuels peut s’appliquer a différents
formalismes plus complexes. Il s’agit d’'un point importgraur les langues naturelles en particulier,
puisque I'aspect structurel des phrases est primordial gesiderniéres.
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Nous avons montré dans ce chapitre que les critéres des eediinution limitée sont une condition
suffisante pour I'apprenabilité de toute classgdgrammaires a arguments bornés. Ces critéres impo-
sés sur les régles universelles sont relativement soupks,la limitation aux grammaires a arguments
bornés est en fait un critére technique plus contraignameftet, cette condition posée a priori sur les
classes de grammaires est un inconvénient assez sérieuggutaines classes de-grammaires. Méme
si elle permet de prendre en compte des classes assez \agtesmnaires (et des formalismes relative-
ment variés), cette contrainte n'a pas de sens en termesdiiqgies et semble par ailleurs difficilement
utilisable en pratique, puisqu’il est nécessaire de défiairavance une borne difficilement prédictible.
Au niveau de la stricte apprenabilité, cela ne constitueupgsrobleme trés grave, car on peut vraisem-
blablement prendre une borne suffisamment élevée qui cmwia toutes les langues naturelles. Mais il
est clair également que la complexité de tout algorithmeprentissage d'une telle classe de langages
dépendrait de cette borne. Dans le chapitre 6, nous propasoutre résultat d’apprenabilité sur les
grammaires combinatoires générales, qui n'est pas souceityge de contrainte.






CHAPITRE 6

Apprenablilité des GCG
par consommation
d’arguments

~ OUS AVONS DONNE DANS LE CHAPITRE PRECEDENT UN PREMIER CRITER PORTANT SUR
¥ LES REGLES UNIVERSELLES QUI GARANTIT L'ELASTICITE FINIE DES CLASSES DE GRAM
MAIRES COMBINATOIRES GENERALES LE VERIFIANT MAIS CE CRITERE NE PERMET PAS LEN-
GLOBER TOTALEMENT LE RESULTAT PRINCIPAL DEKANAZAWA SUR LES GRAMMAIRES AB, CAR

L' APPROCHE UTILISEE NECESSITE UNE BORNE SUR LA TAILLE DE CERTHS TYPES DANS CE CHA-
PITRE, NOUS PROPOSONS UN NOUVEAU CRITERE QUI REPOND A CETTE PARTIEJIPROBLEME. LE
PRINCIPE CONSISTE CETTE FOKElI A CONSERVER AUTANT QUE POSSIBLE LES SPECIFICITES DES
GRAMMAIRES AB DONT L’ELASTICITE FINIE DEPEND, DE MANIERE A SUIVRE LA METHODE EM-
PLOYEE PAR KANAZAWA . C’EST POURQUOI LE CRITERE SERA BEAUCOUP PLUS STRICT SUR LA
FORME DES REGLESCE QUI LIMITE LA VARIETE DES FORMALISMES CONCERNESEN CONTREPAR
TIE, NOUS OBTENONS SUR LES GRAMMAIRES VERFIANT CE CRITERE UN RESUAT DE MEME TYPE
QUE CELUI DE KANAZAWA , INDEPENDANT DE TOUTE CONTRAINTE SPECIFIQUE AU PROBLEME DE
L' APPRENABILITE. NOUS VERRONS AUSSI QUE LA FAIBLE ETENDUE DE CE RESULTAT EST LEEAUX
LIMITES MEMES DE L' APPROCHE UTILISEE EN EXHIBANT UN CONTRE-EXEMPLE POUR UN TYPE DE
REGLES DONT LA FORME EST TRES PROCHE DE CELLE DES GRAMMAIRHESB.

6.1 Introduction

On avu l'intérét du résultat deANAzAWA concernant I'apprenabilité des grammaires iBaluées
a partir de simples phrases, et le réle important de I'éiétfinie des langages de FA-structures des
grammaires AB rigides dans ce résultat. En poursuivant iaagéhe de KNAZAWA [60], nous avons
aussi montré dans la partie 4.4 que tous les langageg-sieuctures deR-grammaires rigides sont
apprenables. Mais il reste a savoir quelles sous-classesgdangages ont I'élasticité finie, de fagon
a étendre I'apprenabilité aux langagesalués et (sous certaines conditions) aux langages daeshal
(c’est-a-dire de simples phrases).

Nous continuons donc dans ce chapitre I'étude de la quelstissée ouverte par ANAZAWA , qui
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consiste a caractériser les sous-classes de grammairddnedoires générales ayant I'élasticité finie.
Comme nous l'avons expliqué dans le chapitre 5, cette queptiésente un grand intérét pour I'appre-
nabilité des langues naturelles, qui nécessite a la fasagia de formalismes grammaticaux appropriés,
une expressivité assez large et la possibilité d’appreadrartir de phrases brutes. Les GCG offrent un
cadre uniforme qui permet de traiter cette question a I'dileritére(s) sur les régles universelles, cette
généricité autorisant une réutilisabilité relativemenportante des résultats obtenus. On peut assez fa-

cilement montrer que certaines classegkdgrammaires n’'ont pas I'élasticité finie, comme en témoigne
I'exemple 3.2. En revanche la découverte de conditionsssuiffes pour I'élasticité finie de classes de
grammaires complexes n'est pas triviale. Naturellemamigherche d’abord a extraire des cas d'élasti-
cité finie déja démontrés les caractéristiques qui sonhdelies pour cette élasticité, de fagon a s’en
servir comme base pour des classes de grammaires plus. vEistEsI10Us avons repris dans le chapitre
précédent I'approche queiBNOHARA [95] a utilisée pour les grammaires contextuelldsornées. Dans

le méme ordre d’idées, nous proposons maintenant de stapgrdche utilisée par KNAZAWA pour

les grammaires AB. Nous verrons que celle-ci n'est pas sgport avec celle deFBNOHARA, puis-
qu’on peut avantageusement l'inclure dans le concept dsitédimie bornée généralisédourtant cette
approche présente une différence notable par rapporté&d&lieloppée dans le chapitre 5 : au lieu de
restreindre leR-grammaires concernées par un critére ne conservant qtypésa arguments bornés,
on limite ici les grammaires a celles dont la forme des déama permet justement de ne pas avoir be-
soin de ce type de contrainte. Il en résulte une apprer@abpilits étendue et plus simple pour les classes
de grammaires respectant ce critére : I'exemple le plusévidst celui des grammaires ABvaluées,

qui respectent le critére et sont par conséquent apprenablotalité (c’est-a-dire pas seulement celles
a arguments bornés)

Mais s'abstraire d’'une telle contrainte tout en restansdacadre de I'élasticité finie oblige a limiter
de facon beaucoup plus stricte la variété des formes de gamesrapprenables. Nous verrons que la
forme des regles doit étre vraiment trés proche de celle deargaires AB pour que le résultat s'y
applique, ce qui élimine la grande majorité des formalisgrasnmaticaux représentables en GCG. Bien
entendu les résultats que nous proposons ne sont que dasoranduffisantes de I'élasticité finie, ce
qui signifie qu'il est possible que des classes beaucoupvalstes aient elles aussi I'élasticité finie.
Néanmoins, si I'on part du principe que le résultat deNKzAWA est jusqu’a présent I'un des plus
intéressants sous ces conditions, donc qu’apparemmestitecieélargissant les recherches autour de son
résultat gu’'on peut trouver des classes ayant le méme gerpeogriétés, alors on découvre assez vite
les limites de cette approche : le contre-exemple 6.3 (p) b@htre une classe de grammaires trés
proche des grammaires AB qui n'a pas I'élasticité finie. Qrdeac en droit de supposer que la frontiére
de I'élasticité finie (sans contrainte de borne sur les fypésst pas trés éloignée du résultat positif
que nous obtenons. Ceci tend maheureusement a montrer gae positif des grammaires AB pour
I'élasticité finie est plutdt une exception parmi les GCG.

1Ce qui illustre aussi le fait que le concept de densité finimé® selon une relation autre que I'inclusion simple (prése
dans la partie 5.2) a un sens.
2En effet, on retrouve trés logiquement le résultat devkzawa dans la généralisation de sa méthode.
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Remarque : Dans ce chapitre nous étudions uniqguement le cagkdgeammaires algébriques lexica-
lisées. Dans la mesure ou les contraintes sur les gramnédirgiges dans ce chapitre sont nombreuses,
nous ne le préciserons pas a chaque étape afin de ne pas gerdbsupropositions par la répétition de
cette information. En revanche nous détaillons les dématitats de la plupart des propositions néces-
saires au résultat final, de maniére a permettre au lecteuisa@iser plus facilement les points clé qui
meénent a I'élasticité finie. Cela est assez important poardémonstration d’apprenabilité, car on peut
en tirer I'idée générale de l'algorithme d’apprentissagerespondant (méme s'il s'agirait en I'occur-
rence d'un algorithme absolument inutilisable en prafigue

6.2 Propriétés desk-grammaires avec la relationC

6.2.1 Types utiles elR-grammaires faiblement réduites

Dans [60], KANAZAWA a recours a la notion digpes utilespour associer une seule grammaire a
un ensemble (généralement infini) de grammaires dont lgsges sont identiques. Il s’agit d'une sorte
de forme normale basée sur I'existence de typesmlities dans les grammmaires. On peut démontrer
gue de tels types peuvent étre éliminés sans changer leglamigala grammaire (d’ou leur nom). De
méme que dans les grammaires AB étudiées panAgAwA , on définit ci-dessous la notion de type
utile/inutile dans lesk-grammaires en général, et on démontre les mémes équigaldrdangages.

Globalement le principe demeure identique au cas des graasmsB : un type “inutilement com-
plexe” par rapport a la structure du langage doit étre c@n&€idomme inutile, de maniére a se ramener
a la forme la plus simple de grammaire “sans types inutil€gpendant la définition de “l'utilité” des
types était simplifiée dans le cas des grammaires AB par edfijités des structures de ces gram-
maires, la ou la généralisation aigrammaires doit capturer les propriétés essentiellegite ©otion
sans restriction a une forme de structures (ou de reglesgydare.

6.2.1.1 Définitions

Dans la suite on noterda — b] le type résultant du remplacement darge toutes les occurrences
du typea par le typeb. Il ne s’agit pas d’une substitution au sens classique @&finition 1.6) dans la
mesure ol ce remplacement ne garantit pas que

(f(ti,ta,... ty))[a— bl = f(tila — b, ta[a — b],... t,[a — b)),
cara peut étre un type complexe.

Définition 6.1 (Remplacement de type) e remplacement de parb danst, notét[a — b], est défini de
la fagon suivante :
e Sit = a, alorstja +— b] = b.
e Sit # a, alors
— sit est primitif, t[a — b] = t.
— sinont = f(t1,ta,...,ty) : tla — bl = f(t1]a — b],t2[a — b],... t,[a — b]).
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Définition 6.2 (Type utile) Soit G uneR-grammaire algébrique lexicalisée dans le systéMeR, s).
Un typet € Tp estutile pour G sit est un sous-type de’ ou s'il existe une régleR € R, R =
A; ... A, — Ay, etune substitution : Var(R) — Tp tels que
e 0(A;) € FT(G) pour touti > 0
o ilexistej (0 < j < n)etun sous-type dansA; tels que
— o(u) =t,
— etu € Var(R) si et seulement giest primitif:*

On peut grossierement résumer cette définition de la facivarge : un typet n’est utile que s'il
apparait dans une dérivation de la grammaire a une positidh“fmue un réle”. En effet I'existence
d’un sous-type: dansA; tel queos(u) = t garantit que s’unifie au moins avec une partie du tygde.

Définition 6.3 (Grammaire sans type inutile)Jn typet estinutile pour une grammairé si ¢t n’est pas
utile pourG.

Une grammaire> est ditesans type inutilesi tout typet € ST Lex(G) (définition 4.17, p. 99) est
utile pourG. A l'inverse, G' contient un type inutile’il existe un typet € ST Lex(G) inutile.

Le fait qu’'une grammaire ne contienne pas de type inutilerdit notamment la multitude de gram-
maires équivalentes que l'on peut créer a partir d'une graimaren substituant n’importe quel type
complexe (constitué de nouveaux types primitifs) a un typmipf. On notera également que si un
typet est inutile pour une grammaire alors tout sous-type dst également inutile pour celle-ci, par
définition.

6.2.1.2 Propriété remarquable des grammaire§-réduites

Lemme 6.1. SoitG = (X, Pr,>) uneR-grammaire, et soit un type primitif tel qu’il existe une régle
w >t dansG avect un sous-type strict d&’.

Sit est inutile pourG alors il existe un type’ € ST Lex(G) inutile pourG tel quet est un sous-type
strict det’.

Démonstration.t est un sous-type strict d€, par conséquent il existe un sous-typedanst” de la
formet’ = f(t1,...,t,), avecty = t, 1 < k < n. On montre par contraposée que est inutile pour la
grammaireF alorst’ I'est aussi.

On suppose qué€ est utile pourG : il existe R € R, R = Ay ... A, — Ay, et une substitution
o : Var(R) — Tp tels que
e 0(A;) € FT(G) pour touti > 0
e il existe j (0 < j < n) et un sous-type: dansA; tels quec(u) = t/, etu € Var(R) si et
seulement si’ est primitif.
Or ¢’ n'est pas primitif par définition, done ¢ Var(R), autrement dit. est un type complexe. Comme
o(u) =t = f(t1,...,ts), u est nécessairement de la forme= f(uy,...,u,) aveco(u;) = t; pour

3Remarquons que dans ce ¢a contient aucun type primitif dBr-.
“Remarque : cette condition est équivalenta:dptimitif implique ¢ primitif” car il est impossible que soit primitif sans
guew ne le soit, puisque (u) = t.
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tout:. Ainsi il existe un sous-type;, dansA; tel queo (uy) = t, avecuy, primitif et ¢ primitif : ¢ est donc
utile pour la grammairé;. O

Proposition 6.1. Soit(O, R, s) un systéme d&-grammaires algebriques lexicaliséegigt 'ensemble
desR-grammaires dans ce systéme.

SiG € Gr est faiblement-réduite dans le systéme de grammaif®<.(R),Gr, SL), alors G ne
contient pas de type inutile.

Démonstration.On montre la contraposée. Supposons Gue- (X, Pr,>) contienne un type inutile,
c’est-a-dire qu'il existe un typg€ € Lex(G) et un sous-typédanst’ tels quet n'est pas utile poufz. On
montre dans les trois cas ci-dessous I'existence d’'unergeraG’ C G telle queSL(G) C SL(G).

Cas 1.t est un type primitif et’ = ¢, autrement dit il existe une regle > ¢ dansG. Soit G’ =
(', Pr',p') la grammaire définie pa#’ = G \ {w >t} (G’ contient toutes les régles desauf la regle
w > t). ClairementG’ C G, ce qui implique par définition qué’ = G. On montre gu'il n’existe aucune
structure de dérivatio® pour G utilisant la réglew > ¢ :

D’abord,t # s puisquet est inutile, donc la structurg(s, w) (qui est le seul cas possible de structure
de dérivation correcte sans régle universelle) n'est pasce pouiG. On montre ensuite que s'il existe
une structure dé utilisantt en entrée d'une regle universelle alongest pas inutile : supposons qu'il
existe une reglé? = A, ... A, — Ay et une substitution telle ques(A4;) =t € FT(G). Dans ce cas
il existe un sous-type dansA;, défini paru = A, tel queo(u) = t, ce qui implique que: est primitif
(u € Var(R)) puisquet est primitif. Ces conditions montrent queest utile pourG, ce qui contredit
I'hypothése de départ. Par conséquent la reglet n’est jamais utilisée dans, donc toute structure de
G est réalisable darG’ : SL(G) C SL(G').

Cas 2.t est un type primitif et’ # ¢, autrement dit est un sous-type strict dé D’aprés le lemme
6.1, il existe un type” € ST Lex(G) inutile pourG, tel quet est un sous-type strict dé. Ainsi t” est
un type complexe inutile pou® : on démontre dans le cas 3 ci-dessous que cela impliquetéede
d’'une grammairey’ C G telle queSL(G) C SL(G).

Cas 3.t n’est pas un type primitifSoit z une nouvelle variable, @0’ = Pr U {z}. SoitG' =
(3, Pr' ") la grammaire définie pa’ = ¥ etw >’ ult — z| si et seulement sb > u (avecult — z]
le typeu dans lequel toute occurrence tlest remplacée par). D’aprés cette définition, il existe une
substitutionr : Pr’ — Pr, définie parr(y) = y pour touty € Pr ett(z) = t, telle quer|[G'] = G.
La substitutionr est fidéle, carr(y1) # 7(y2) pour tousy; # ye € Pr, 7(x) = t # y pour tout
y € Pr, et pour toutu € Lexz(G') il n'existe aucune occurrence delansu par définition : ainsi pour
tout coupleu,u’ € Lex(G') on at(u) # 7(u’). Ainsi 7[G'] = G et est fidéle, don&Z’ = G. On
montre maintenant queéL(G) C SL(G') :

SoitT uneR-structure efP une instance d& pourG. Soit P’ = Pt — z], c'est-a-dire la structure
de dérivation définie comme la structuPadans laquelle a chaque nceud le type de ce noestiremplacé
parult — z]. On montre par induction sur la hauteude P que la structure de dérivatioR’ est une
instance d€” pourG’.
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e h=1.P = [|(u,w), avecw>u une régle d&:'. Par définition d&’ il existe une réglev>u[t — x],

doncP’ = [](u[t — x], w) est une instance dE pourG.

e h>1.P =[R|(ty, P1,...,P,),avecRk € R,doncP’ = [R|(to[t — x|, P[t — z],..., P,[t —

x]). On suppose que la propriété est vraie pour toute structutedteurh’” < h, donc pour tout

i, 1 <i < n, B[t — z] est une structure correcte paif. Soitt; = racine(F;) pour touti > 0

ett, = t;[t — | pour touti > 0 (on a donct, = racine(P;[t — x]) pour touti > 0). On

montre que si; ...t, —g to, alorst) ...t, —g t;. SOitR = A; ... A, — Ap. On suppose que
ty...t, —g to, donc il existe une substitution : Var(R) — Tp telle ques(4;) = t; € FT(QG)
pour touti > 0. Soito’ la substitution définie suvar(R) paro’(v) = o(v)[t — «] pour tout

v € Var(R). On montre que pour tout> 0 o’(A4;) =t :

— sit n'est pas un sous-type dg alorso’(A;) = o(4;) = t; = t..

— sinon, supposons que(A;) # t;, c'est-a-dires’ (A;) # (0(4;))[t — z]. Danso(A4;), comme
toutes les occurrences dequi apparaissent a l'intérieur d’'une occurrence dafw) (v €
Var(R)) sont remplacées par, il doit exister au moins une occurrence ddanso(A4;) qui
n'est incluse dans aucune occurrencer@e), quel que soiv € Var(R). Cela signifie qued;
contient un sous-typetel queo(a) = t eta ¢ Var(R). Ort est un type complexe inutile, donc
cela contredit la définition 6.2 : en effet tout sous-typ#ansA; tel ques(a) = t appartient né-
cessairement Har(R), puisquet est complexe. Cette contradiction invalide I'hypothederse
laquelles’(A;) # t!.

Pour touti, 0 < i < n, 0'(A;) = t, = t;[t — x|, doncP’ est bien une instance depourG.

Ainsi quelle que soit la hauteur de la structurel existe une structure équivalenf& qui est une
instance d€’ pour G’. En particulier sil" € SL(G) il existe une structure de dérivatid pourG’ qui
une instance d&'. racine(P’) = racine(P)[t — x| = s[t” — x] = s (car sit est inutile alorg n'est
pas un sous-type dg. Par conséquent € SL(G’), et donc en générdL(G) C SL(G").

Dans les trois cas précédents on a montré qu'il exister G telle queSL(G) C SL(G'). De plus
d’aprés la proposition 4.183L(G") C SL(G), doncSL(G) = SL(G"). Par conséquer® n’est pas
faiblementC-réduite. O

Remarque : Laréciproque est fausse en général, comme le montre leeeex¢mple suivant dans le for-
malisme des grammaires catégorielles de liens (cf. paBid}t lagrammairés = { z : d([a],[]) ; v :
d([1.[a]) ; z:a} ne contient pas de type inutile caest utile, en effet la dérivation compléte

vy —cre d([a],[]) d([],[a]) —cre d([],[])
utilise a (dans les conditions requises par la définition 6.2). Maisdbt pas difficile de voir que la
derniére régle qui associe le typea z ne peut jamais étre utilisée, ce qui implique I'existencend’
grammaire;’ C G, définie simplement pa®’ = { z:d([a],[]) ; y:d([].,[a])}.

6.2.2 Densité finie bornée selon la relation

Proposition 6.2. Soit R un ensemble de régles universelleggt I'ensemble desk-grammaires.C
(voir définition 4.25) est une relation de réduction (voiffidéion 5.1) pour le systéeme de grammaires
(SL(R)s,Gr,SL).



CHAPITRE 6 — Apprenabilité des GCG par consommation d’arguments 161

Démonstration.
e LarelationC est un ordre partiel, d'aprés la proposition 4.12.
e VG,G' € Gr,GC G’ = SL(G) C SL(G), d'apres la proposition 4.13.
e D’apres le corollaire 4.2{ G’ € Gr | G’ C G } est fini pour toute grammair€ € Gr. Par
conséquent est un ordre bien fondé.
]

Nous montrons dans cette partie que toute classe-deammaires a la densité finie bornée selon la
relationC. Il s’agit d'une partie importante de la démonstration dgdalsticité finie, mais d’'une partie
seulement. En effet, cela n’a d'intérét que pour les clagsesles queMaxRed(G,C, k) couvre un
ensemble “pertinent” de grammaires, car I'apprenabilgédadclasseM axRed(G,C, k) en elle-méme
est un simple résultat technique dénué de sed®st pourquoi il faudra ensuite montrer que la relation
de réductionC a certaines propriétés remarquables avec certaines lpgsgses de grammaires (en
particulier, si les langages décrits gasont tous inclus dans ceux déaxRed(G, C, k)).

Proposition 6.3. Soit (O, R, s) un systeme d&®-grammaires,G une classe de grammaires dans ce
systéme eD C SL(R) un ensemble fini dR-structures. L’ensemble

{G € G| G est C -réduite par rapport aD }
est fini.

Démonstration.On utilise les algorithme&'F', SG et k-SG définis dans la partie 4.4. Skite nombre
de regles de la grammait@F' (D) : nous allons montrer que

{G € G| G est C -réduite par rapport & } C k-SG(D).

SoitG € G uneR-grammaireC-réduite par rapport . D C SL(G), donc d’aprés la proposition
4.19 il existe une substitution telle ques[GF(D)] C G.

Montrons ques[GF(D)] = G. Supposons au contraire qu@~F'(D)] C G : SoitT la substitution
identité. Clairement[c[GF(D)]] C G, et est évidemment une substitution fidele, defi¢' F'(D)] C
G aveco[GF(D)] # G.OrD C SL(c|GF(D)]) (par la proposition 4.19), donc il existe une grammaire
o|GF(D)] telle queD C SL(c[GF(D)]) eto|GF(D)] C_ G, ce qui contredit le fait qué soit C-
réduite par rapport &. Par conséquent(GF(D)] = G.

o|GF(D)] = Gimplique|G| = |¢[GF(D)]| < |GF(D)| = k, doncG est une grammaire-bornée.
Ainsi selon la proposition 4.23 il existe une grammaifec k-SG(D) telle queG’ C G. D C G’ (par
construction et selon la proposition 4.19),@estC-réduite par rapport & donc il est impossible que
G’ € G. Par conséquert’ = G (modulo un éventuel renommage), dakic= k-SG(D). O

Corollaire 6.1. Soit(O, R, s) un systétme d&-grammairesG une classe de grammaires sur un voca-
bulaire ¥ dans ce systéme &t C SL(R)x un ensemble fini d&-structures sui.
Le systeme de grammairéSL(R)sx, G, SL) a la densité finie bornée seldn.

SRappelons que cette classe est constituée de I'ensembigatemaires telles que toute séquetite” G2 C --- T G,
vérifien < k.
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Démonstration.Pour tout ensemble fild C SL(R)y, 'ensemble
{G € G| G est C -réduite par rapport & }

est fini (d'aprés la proposition 6.3). A fortiori, pour tokt > 0 le sous-ensembl¢ G € G | G €
MaxRed(G,C, k) etG est C -réduite par rapport &} est fini, par conséquent 'ensemRIEL(G)|G €
MaxRed(G,C, k) etG est C -réduite par rapport & } est fini. Ainsi(SL(R)sx, G, SL) ala densité fi-
nie bornée selof, par définition. O

Proposition 6.4. SoitG, une classe d&-grammaires telle qu&z| < k pour toute grammairé: € Gy.
Soit{G1,G3,...,Gy} C G un ensemble de grammaires tel que pour to(it < i < n) il existe
une substitutiory; fidele telle quer;(G;—1) = G;, avecG;_; # G;.
S'il existe une constant€ telle queC > n pour tout ensemble vérifiant de telles conditions,
alors il existe une constantg’ telle que

Gr € MaxRed(Gy,C, C').

Démonstration.Soit (G, G5, . .., G.,,) une séquence de grammaires telle e G, --- C G/,
avecG'. € Gy, pour touti. On définit la fonctionf sur{1,...,n'} paf
e f(1)=1,;

o sii > 1, f(i) = min({ j [ 1G,;_y| <|Gj})-

Soitm = max({i € {1...n'}| f(i) <n'}) (ainsii < m si et seulement sf(i) # n’ + 1). Par
définition def, pour touti, 1 < i < m, il existe une subsitution fidéler telle quea[G}(l.)] C G}
donc|G'y | < |G’ 1q)|- CommelGi| < k pour touti (carG; € Gy), on obtientm < k + 1.

(i+1)’

Pour touti, 1 < i < m, ettoutj, f(i) < j < f(i + 1), par définition def on a|G}(i)| = |G},
donc il existe une substitution fidéle telle quer[G’; )] = G} etGYy ) # G}. SoitGy = Gj py
pour toutl, 1 < I < f(i+ 1) — f(i)) : pour tout! > 0 il existe o; telle queo;(G;—1) = Gy, et
{G1, -, Gyir1)—) ; € Gk, donc par hypothesg(i + 1) — f(i) < C.

Soits; = (G}(i), G}(i)ﬂ, . ’G}(z+1)f1> pour touti, 1 < i < m: clairement la séquencé&’;,...G),)
est composée de la concaténation des sous-séquarees - - - e s,,,. Chacune de ces sous-séquences est
de longueur inférieure ou égaleaetm est inférieur ou égal A+ 1, par conséquent’ < C' x (k+1).
SoitC! = (C+1)xk—1:n"—1 < C' pour toute grammairé’ = G/, € G, et tout ensemble

{GY,...,G},_1} C Gy tel queG; C G, pour touti, doncGy, C MaxRed (G, C, C"). O

6.3 Grammaires par consommation d’arguments

Les grammaires par consommation d’arguments sont un smagrble de®R-grammaires lexicali-
sées algébriques. Leur spécificité, traduite ci-dessouereres de contraintes syntaxiques, est le fonc-
tionnement par consommation d’arguments : les regles igglles n’autorisent qu’une seule forme de

6La fonction f est définie de telle sorte quii) soit I'indice de la prochaine grammaire comportant striwat plus de
regles que la grammaire d'indigdi — 1), oun + 1 (indice hors bornes) s'il n’existe pas de telle grammaire.
"o est nécessairement une substitution fidéle®ar) C G4
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dérivation, dans laquelle un type dilnsommateurequiert un certain nombre d’arguments pour pouvoir
se transformer en un sous-type. Les autres types préseptstengauche d’'une dérivation ne peuvent
donc étre que des arguments du type consommateur. Cesict@strant pour but de contrbler précisé-
ment la facon dont les types interagissent dans un enseraldérd/ation, afin d’en déduire certaines
propriétés suffisantes pour I'élasticité finie. Bien entetes grammaires AB sont des grammaires par
consommation d’arguments, puisque I'on s'inspire de leuopriétés pour les étendre a ces nouvelles
classes de grammaires.

6.3.1 Opérateurs orientés

On considere ici des opérateurs munis (chacun) d’'une famatig définissant les positions argu-
ments de I'opérateur (voir définition 4.23).

Définition 6.4 (Opérateur orienté)Un opérateurf d’arité n est ditorientési
o llexisteh, 1 < h <n,tel queargs(h) =0,
e etargs(i) = 1 quel que soii # h.

Soit O un ensemble d’opérateurs orientésg eh O-terme surPr. pr(t) est la fonction définie par
e Sit € Pr,alorspr(t) =t

e Sinon, soitt = f(t1,...,t,) et soith 'unique indice tel queirgs(h) = 0: pr(t) = ty.

pr(t) est appelé leype principaldet.

Autrement dit la particularité d’'un opérateur orienté éatdir une et une seule position principale,
les autres positions éventuelles étant toutes des pasiti@mgument. Comme on le verra, il découle
de cette définition de nombreuses propriétés. Afin de lese¥tndus nous dotons des quelques outils
définis ci-dessous, spécifiques aux opérateurs orientés.

Définition 6.5 (Téte et sous-types tétesJoit O un ensemble d’'opérateurs orientés ah O-terme sur
Pr. Soithead(t) la fonction définie par :

e head(t) =tsit € Pr

e sinon,head(t) = head(pr(t)).

head(t) est appelééa tétedu typet.

Soit head*(t) la fonction définie par :
e head*(t) = {t} sit € Pr
e sinon,head*(t) = {t} U head* (pr(t)).

head*(t) est 'ensemble desous-type tétedet, autrement dit I'ensemble des sous-types obtenus en
parcourant: en profondeur, et en ne considérant a chaque niveau quedetinipal : cette série de
types décrit la “branche principale” du type. On peut noter de cette définition découlent les quelques
propriétés immédiates ci-dessous :

e head(t') = head(t) pour toutt’ € head*(t);

e ¢t = t' si et seulement diead* (t) = head*(t') ;

e t' € head*(t) si et seulement siecad*(t') C head*(t);
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e sit',t"” € head*(t) alorst’ € head*(t") out” € head*(t');
e (corollaire) sit’ € head*(t) ett” € head*(t) \ head*(t') alorst’ € head*(t").

De fagon analogue aux sous-types tétes, on définit ci-degesisous-types arguments, parmi les-
guels on distingue les arguments directs et indirects :

Définition 6.6 (Sous-types arguments directs et indirec8dit O un ensemble d’opérateurs orientés et
t un O-terme surPr. Soitargs(t) la fonction définie par :

e args(t)=10sit e Pr

e sinon, soitt = f(t1,...,t,) rargs(t) = {t; |args(i) =1}

args(t) est 'ensemble desrguments directget.

args*(t) est la fonction définie par :

e args*(t) =0sit € Pr

e sinon,args*(t) = args(t) Uargs*(pr(t))

args*(t) est 'ensemble dearguments [indirectspet.

Lemme 6.2.¢ € args*(t") si et seulement s'il existétel quet € args(t') ett’ € head*(t").

Démonstration.h(t”) > 1, sinont” serait un type primitif etrgs(t”) serait 'ensemble vide. Par induc-
tion sur la hauteur d¢' :
o W(t") = 1: (=) args*(t") = args(t"), donct’ = t" € head*(t") vérifie la propriété. €)
head*(t") = {head(t"),t"}, donct’ = t" (carargs(head(t")) = 0), ett € args(t") implique
t € args*(t").
e h(t") > 1.
<. Sit' #t", soitt"” = pr(t”): h(t"") < h(t") ett’ € head*(t""), donc par hypothése d’'induction
t € args*(t") C args*(t"). Sinont’ = t”, ce qui implique que € args(t') = args(t”) C
args*(t").
=.t € args*(t"):sit € args(t") alors la propriété est vraie avéc= t”. Sinont € args*(pr(t)).
Or par hypothése d’'induction la propriété est vraie pout), et commeéiead*(t) C head* (pr(t))
la propriété est aussi vraie paur

O
Lemme 6.3. Sit € head*(t') alorsargs*(t) C args*(t')
Démonstration.D’aprés le lemme 6.2grgs*(t) = U args(t”). Ort € head*(t') implique
t" chead* (t)
head*(t) € head*(t'), donc en appliquant le lemme 6.2 dans l'autre sens on obtiegd(t”) C
args*(t') pour toutt” € head*(t), autrement ditrgs*(t) C args*(t"). O

Proposition 6.5. Si tout type’ € args*(t) est primitif, alors{ ¢'|¢t’ est un sous-type d& = head*(t)U
args*(t).
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Démonstration.Par induction suri(t). Si h(t) = 0, ¢ est primitif donct’ = t € head*(t). Sinon
h(t) > 0,t = f(t1,...,t,) avect, = pr(t) : si t’ est un sous-type de, la propriété est vraie par
hypothése d’induction (avec les lemmes 6.2 et 6.3), sinon

e soitt’ € args(t) C args*(t),

e soitt’ =t € head*(t).

Proposition 6.6. Soito une substitution.
Sio(head(t)) est un type primitif alorshead* (o (t))| = |head*(t)|.

Démonstration.Par induction sufthead*(t)| :
e |head*(t)| = 1, autrement dit est primitif. o (head(t)) est un type primitif, donc comme =
head(t) o(t) est aussi primitif, ainsihead* (o (t))| = 1.
o |head*(t)| > 1. o(head(pr(t))) = o(head(t)) est primitif et|head* (pr(t))| < |head*(t)|, donc
par hypothése d’inductiothead* (o (pr(t)))| = |head* (pr(t))|. Or par définition
head™ (o (t))] = |head (pr(a(t))) U{o(t)}]
= |head* (pr(o()))] + 1,
et commepr(o(t)) = o(pr(t)) (cart n'est pas primitif) :
|head* (o(1))| = |head* (o (pr(t)))| + 1
= |head*(pr(t))| + 1
= |head*(t) \ {t}| + 1
= |head*(t)|

~— ~—

Corollaire 6.2. Sit’ € head*(o(t)) eto(head(t)) = head(t') alors |head* (t')| < |head*(t)].

Démonstration.o (head(t)) = head(t'), donco(head(t)) est un type primitif. Ainsi d’apres la propo-
sition 6.6|head* (o (t))| = |head*(t)|. Ort’ € head*(o(t)) implique |head*(t')| < |head*(o(t))|, d’ou
|head*(t")| < |head*(t)]. O

Proposition 6.7. Soit o une substitution. Si, ¢, sont des types tels quec head*(o(u)) ett’ €
args(t), alors (au moins) une des deux conditions suivantes estéeeri

o il existeu € args*(u) tel ques(v') =t';

e out € head*(o(head(u))).

Démonstration.Notons que” € args*(t). On montre par induction sur la hauteur deue I'une des
conditions est toujours vraie :
e h(u) = 0, u est primitif. Dans ce cabead(u) = u, donct € head*(o(head(u))).
e h(u) > 0. On distingue les deux cas ci-dessous :
— ilexisteu” € head*(u) tel queo(u”) = t.
x siu” # walorsh(u”) < h(u), donc par hypothése d’induction la propriété est vraie pdur
t = o(u”) donct € head*(o(u")), et d’autre part’” € head*(u) implique queargs*(u”) C
args*(u) et quehead(u”) = head(u), ainsi si 'une des deux propriétés est vraie patir
elle I'est aussi pout:.
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x siv’ = walorso(u) = t. Soitu = f(uq,...,uy,), avecu, = pr(u). Par définitiont =
o(u) = f(o(uy),...,o(uy,)) (caru n'est pas primitif). Comme’ € args(t) etargs(t) =
{o(u1),...,0(un-1),0(unt1),...,0(un)}, il existe j # h tel quet’ = o(u;). Oru; €

args(u) C args*(u), donc il existeu’ = u; € args*(u) tel ques(u') = t'.

— Sinono(u”) # t quel que soit” € head*(u). D’apres les définitions deead*(x) et de la
substitution, on peut facilement montrer (par inductionlataille des (u)) quehead* (o (u)) =
{o(u")|u" € head*(u)}Uhead* (o(head(u))). Ainsisio(u”) # t quel que soit” € head*(u)
alorst appartient nécessairementéud* (o (head(u))).

U

Proposition 6.8. Soito une substitution. Si € head*(t) alorso(t') € head*(o(t)).

Démonstration.Par induction sur la hauteur de
e A(t) = 0.t est primitif donct = ¢’ impliquec(t) = o(t'), par conséquent(t') € head*(o(t)).
e h(t) > 0. Sit = t' la propriété est clairement vérifiée. Sinon soit f(t1,...,t,) ett, =
pr(t). t # t' donct’ € head*(t). Par hypothése d'induction la propriété est vraietgud’ou
o(t') € head*(a(ty)). Ora(t) = f(o(tr),..,0(th),..,o(ts)) (@vecpr(a(t)) = o(ty)), donc
o(t') € head*(t) C head*(o)(t).
U

Proposition 6.9. Soite une substitution. Si € args*(t) alorso(t') € args*(o(t)).

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la prétegde

6.3.2 Définition et propriétés des grammaires par consommatn d’arguments

Définition 6.7 (Régles par consommation d’argumentSpit © un ensemble d’opérateurs orientés et
R=A;... A, — Bunerégle su0.
Ay, est untype consommateyoour la régleR si les conditions suivantes sont vérifiées :

e B € head*(Ap);

o args*(Ap) C Var(R);

Pour touti # h, A; € args™(An);

Siv € args*(Ap) tel queA; # v pour touti alors il n’y a qu’une seule occurrence delansA;,.

R = A;... A, — Bestuneaegle par consommation d'argumerg§l existe h, 1 < h < n, tel que
Ay, est un type consommateur paldr

Remarque : s'il existe, le type consommateur d’'une régle est uniqueeffat, supposons qud; et
A; soient deux types consommateurs pdur dans ce casi; € args*(A;) et A; € args*(A;). Or
t € args*(t') implique quet est un sous-type strict d§ on aurait doncd; sous-type strict del; et 4;
sous-type strict del; : contradiction.

Intuitivement la définition ci-dessus impose que dans lgkesgpar consommation d’arguments :
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e Le type résultant de la dérivation est un sous-type téte pieitpnsommateur ;

e Tous les arguments du type consommateur sont atomiques ;

e Pour chague type de la partie gauche différent du type comsdeur, il existe une occurrence de
ce type comme argument du type consommateur. Cela signiiaaun type ne pourra “disparai-
tre” lors d’'une dérivation sans que ce type ne corresponaeaagument d’'un type consommateur.
Accessoirement, cela implique que, dans la régle (mais @aessairement dans une instanciation
de celle-ci), tous les types de la partie gauche différentyjge consommateur sont atomiques.

e Les arguments du type consommateur auxquels ne correspond 4;, ¢ # h, (arguments non
“consommés”) ne doivent apparaitre qu’une seule fois datypk consommateur. Cette contrainte
est liée au probléme des types orphelins, qui fait I'objeladeartie 6.3.3 ci-dessous.

Définition 6.8 (Systeme dék-grammaires par consommation d’argumentg), R, s) est un systeme
de R-grammaires par consommation d’argumests

(i) s estun opérateur atomictip
(i) O\ {s} estun ensemble d’'opérateurs oriehtés
(iii) R estun ensemble de régles par consommation d’argumentsrssernble d’opérateur® \ {s}'°

Par extension de cette définition, On parleraidgrammaire par consommation d’argumermsur
toute R-grammaire appartenant a un tel systéeme.

Définition 6.9 (Heads(G)). SoitG = (X, Pr,>) uneR-grammaire par consommation d’arguments :
Heads(G) = {t € PrU{s} |3t € Lex(G) tel quet = head(t') }

Définition 6.10 (Régles par consommation stricte d’argumen®it R = A;... A, — B une régle
par consommation d’arguments, dofy est le type consommateuR est une reglgar consommation
stricte d’argumentsi B # Ay,

Notons qu'il n’est pas nécessaire dans une telle régle aquselést € args(Ay) du type consomma-
teur A;, soient “consommés” : par exemple, une régle de la foryieB — A répond bien a tous les
critéres, bien que I'argume® ne soit lié a aucun autre type.

Remarque : la définition de “régles par consommation (stricte) d'arguis” est naturellement étendue
aux “systéemes d&-grammaires par consommation (stricte) d'arguments”.

Proposition 6.10. SoitR = A; ... A, — Ap une régle eftg,t1,...,t,} un ensemble de types tel que
t1...t, —g to. SIR est une régle par consommation d’arguments alors

(1) il existeh > 0 tel quety € head*(ty) ;

(2) pourtouti, i # heti #0,t; € args*(ty);

(3) side plusk est aussi une regle par consommation stricte d’'argumeits & # .

8donc d’arité nulle.
9Ces opérateurs sont donc tous d’arité non nulle.
10 Ainsi s ne peut jamais intervenir dans les régles universelles.
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Démonstration.Par définition de—p, il existe o tel quec(A;) = t; pour touti. R est une regle par
consommation d’arguments donc il exigté€l < h < n) tel queA,, est le type consommateur polir

(1) Par définitiondy € head*(Ay,). Selon la proposition 6.8, celaimplique qu@dy) € head* (o (Ap)),
autrement dity € head* ().

(2) Par définition pour tout # h (1 < i < n) A; € args*(A;). Par la proposition 6.9 on obtient
directement que; = o(4;) € args*(o(Ap)) = tp.

(3) SiR estaussiune régle par consommation stricte d'argumentsA&l # A, d'ouo(Ag) # o(Ap)
carhead*(c(Ap)) C head*(o(Ap)), autrement dity # t5,.

O

Proposition 6.11. SoitG = (X, Pr,>) une grammaire dans le systémeZ&egrammaires par consom-
mation d’'argumentsO, R, s). S'il existe un arbre de dérivation (partiely tel queracine(P) = t,
alors il existet’ € Lex(G) etw € prod(P) tels quew > t' ett € head*(t').

Démonstration.Par induction sur la hauteur de I'arbéP).

e h(P) = 0. P est nécessairement de la forfrjé’, w), donct = t' € head*(t').

e h(P) > 0.P = [R|(t,P,...,P,). Soith la position du type consommateur dans la réglet
t" = racine(Py,) le type consommateur? est une régle par consommation d’arguments donc
t € head*(t") (d'apres la proposition 6.10k(P,) < h(P) donc la propriété est vraie Si,,
c'est-a-dire qu'il existe’ € Lex(G) etw € prod(P) tels quet” € head*(t') etwpg t'. t €
head*(t") donct appartient aussi Aead* (t') par définition.

U

Proposition 6.12. SoitG = (3, Pr,1>) une grammaire non vide dans le systemédgrammaires par
consommation d'argument®), R, s).

Si G ne contient pas de types inutiles alors pour tow ST Lex(G) il existet’ € Lexz(G) tel que
t € head*(t') out € args*(t').

Démonstration.Supposons qu'il existe € ST Lex(G) tel quet ¢ head*(t') ett ¢ args*(t') pour tout
t' € Lex(G). G ne contient pas de type inutile dohest utile :

Supposons quéesoit un sous-type de. t = s car s est un opérateur atomiqué{, R, s) étant un
systeme deR-grammaires par consommation d’arguments). Ainsi il rsexiaucunt’ € Lexz(G) tel
ques € head*(t'), ce qui implique selon la proposition 6.11 qu’il n’existecan arbre de dérivation de
racines pourG et par conséqueriL(G) = FT(G) = (). Or G n'est pas vide don¢& contient au moins
une réglew>t’', mais comme'T'(G) = () ¢’ est nécessairement inutile. Cette contradiction implique
t n'est pas un sous-type de

Ainsi il existe une régleR = A; ... A, — Ap € R, une substitutiorr, un indice; et un typeu tels
que

e 0(A;) € FT(G) pour touti,

e 1 est un sous-type dé;,
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° U(u) =t,

e etu € Var(R) si et seulement giest primitif.

Soith la position du type consommateur dans la régléOn montre une contradiction dans tous les

cas possibles pour la positign

e j # hetj# 0: R estune regle par consommation d'arguments dénc= Var(R), ce qui
implique queu = A; donct = o(u) = o(A4;) € FT(G). Par la proposition 6.11, il existe
t' € Lex(G) tel quet € head*(t') : contradiction.

e j =houj = 0: R estune régle par consommation d’arguments dong*(A;) C Var(R)
(les arguments sont atomiques), ainsi la proposition 6fea € head*(A;) U args*(A;).
D’apres les propositions 6.8 et 6.9, on a déne o(u) € head*(0(A;)) U args*(o(4;)). Or
o(A;) € FT(G), par conséquent selon la proposition 6.11 il exiSte Lexz(G) tel ques(A4;) €
head*(t'). Comme ceci impliqgue qukead*(c(A;)) C head*(t') etargs*(o(A;)) C args*(t')
(par les lemmes 6.2 et 6.3), on aboutit encore a une conti@dic € args*(t') U head*(t').

U

Proposition 6.13. SoitG = (X, Pr,>) une grammaire par consommation d’arguments sans types in-
utiles.
SiG n'est pas vide alors € Heads(G).

Démonstration.G n’est pas vide doné contient au moins une regie > t. G ne contient pas de types
inutiles donc il existe un arbre de dérivation dont la ra@sts contenant un nceud D’aprés la propo-
sition 6.11, il existe’ € Lex(G) tel ques € head*(t'), or s est un type atomique donce Heads(G).

]

6.3.3 Arguments orphelins et grammaires ao-normales

Nous verrons dans la partie 6.4 que pour prouver |'élaétifiitie des grammairek-bornées par
consommation strictes d’arguments il est nécessaireg(antres) de pouvoir borner le nombre de types
primitifs d’'un certain ensemble de grammaires. C’est lsgaipour laquelle il est indispensable d’étudier
le cas desarguments orphelingdont le réle grammatical est a priori limité mais dont la mpité n’est
pas limitée.

Cette partie a donc pour unique objet de définir les argunmptselins et de montrer qu’on peut en
borner la quantité sans modifier le langage de la grammairayeérs une sorte de normalisation nommée
“grammaires ao-normales”.

Définition 6.11(Types orphelins)SoitG = (X, Pr,>) une grammaire dans le systemeRigrammaires
par consommation d’argument®,R,s). Un typet € ST Lex(G) est untype orphelindansG si
t ¢ head*(t') pour toutt’ € Lex(G).

L'ensemble des types orphelins d’'une gramma@irest notél’O(G).

Corollaire 6.3 (Arguments orphelins)SoitG = (X, Pr,>) une grammaire sans types inutiles dans le
systéme dé&k-grammaires par consommation d’argumend, R, s). Sit € ST Lex(G) est un type
orphelin dang alors il existet’ € Lex(G) tel quet € args*(t').
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Démonstration.t ¢ head*(t') quel que soit’ € Lex(G) etG ne contient pas de types inutiles, donc la
proposition 6.12 impose qu'il existé € Lexz(G) tel quet € args*(t). O

Comme on s'intéressera uniguement aux grammaires sans itypies, on parleral’arguments
orphelins plutét que dgypesorphelins. Intuitivement, un argument orphelin est un tgpen’apparait
gu’en position d'argument dans la grammaire, ce qui sigqifie cet argument ne sera jamais consommé
car il faudrait pour cela qu’il existe au moins une occureede ce type en tant que sous-type téte. La
seule utilisation possible de cet argument est donc undsiélipination.

Nous proposons ci-dessous une normalisation des gransn@@renettant de borner le nombre de
types orphelins. Le principal probléme est de s'assurguli@lence des langages entre la grammaire
d'origine et sa forme normalisée. En effet, on pourrait @ep que, puisque les arguments orphelins ne
sont jamais consommés, il suffit de les remplacer tous panigue type spécial. Mais le probleme est
plus complexe que cela, car méme les arguments orphelingipgjouer un rble de par leur position au
niveau de l'unification. Il est donc indispensable de garante la transformation proposée ne permet
pas de réaliser des unifications qui n'auraient pas pu aesirdans la grammaire d’origine. L'exemple
ci-dessous illustre la différence de langages causée perrmplacement direct de tous les arguments
orphelins par un type unique.

Exemple 6.1.S0itR = { A/BB — A; A/’BB — A; A/’'B— A}.
Dans la grammairé&’ ci-dessous, les typesetd sont orphelinse est la substitutiod ¢ — ¢4,; d —
tao }, qQui remplace tout type orphelin par un unique type

x:s/(b)7c) z:5/(b) te0)
y: s/(b/d) g /(5 o)
G=1{ z:b/%c oGl =< z:b/"te
w:b)'d - w b/t
u:s/b u:s/b
L(G) = {zz,yw,uz,uw} L(o[G]) = {zz, yw, zw,yz, uz, uw}

On constate que l'unification des arguments orphatirs d autorise des dérivations impossibles
dans la grammaire d’origine, il faut donc bien sdr éviterygetde généralisation dans la normalisation.

Proposition 6.14. Soit G = (X, Pr,>) une grammaire sans types inutiles dans le system®&-de
grammaires par consommation d’argume3, R, s).
Sit € ST Lex(G) est un argument orphelin, alotsest un type primitif.

Démonstration.Soit ¢ un argument orphelin utile dans. Supposons que ¢ Pr, c'est-a-diret =
f(t1,...,ty). t est utile donc il existe une regle = A;... A4, — Ay € R, une substitutiorr, un
indice j et un typeu tels que

e 0(A;) € FT(G) pour touts,

e 1 est un sous-type dé;,

o o(u) =t,

o etu = f(uy,...,u,) (une peutétre primitif puisque € Var(R) si et seulement giest primitif).

Soith la position du type consommateur dans la régle
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e Sij# hetj # 0alorsA; € Var(R), or A; contient le type complexe = f(uq,...,uy,) :
impossible.

e Sij=houj =0, alorsu € head*(A;) U args*(A;) (par la proposition 6.5), donc= o(u) €
head*(o(A;)) (proposition 6.8). Or(A;) € FT(G), donc d'aprés la proposition 6.11 il existe
t' € Lex(G) tel quet € head*(c(A;)) C head*(t"). Ceci contredit le fait que soit un type
orphelin.

]

Corollaire 6.4. SoitG = (X, Pr,1>) une grammaire sans types inutiles dans le systénie-gmmmaires
par consommation d’argument®, R, s).
Sit € ST Lex(G) est un type complexe alors il exigtes Lex(G) tel quet € head*(t').

Démonstration.Par la contraposée de la proposition 6.14 et la définitioh 8¢k types orphelins. [

Définition 6.12 (Grammaire ao-normale)Soit G = (X, Pr,>) une grammaire dans le systéme7e
grammaires par consommation d’argumejis R, s). G est unegrammaire ao-normalsi

[{t e STLex(G) |t € TO(G) }| < Cao, avecCy, = |G> + 1.

Remarque : Comme on le verra par la suite, la définition des grammairgwamales a uniquement pour
but de borner le nombre d’arguments orphelins présentsldanammaire. La constant&,, = |G|? +1
est utilisée ici car nous montrerons que toute grammaire dpasommation d’arguments) peut étre
convertie en une grammaire ayant au maximum ce nombre demgis orphelins. Néanmoins toute
autre constante conviendrait, et il est d'ailleurs probajle celle-ci ne soit pas optimale.

Définition 6.13 (AODIff(¢,t')). SoitG = (X, Pr,>) une grammaire sans types inutiles dans le systeme
deR-grammaires par consommation d’argumefis R, s).
Etant donné deux typest’ € ST Lex(G) on définit la fonctionAODIff(¢, ') de la fagon suivante :

(i) Sit = t' alorsAODIff(t,t") = 0. Sinon, soit{ui,...,u,} = head*(t) (resp.{u},...,u/,} =
head*(t')), aveci < j siet seulement si; € head*(u;) (resp < j ssiu; € head*(u})) (de telles
séguences existent par définition) ;

(i) Sif{ur,...,un} C{u),...,ul, b oufu),... v/, } C{u,..., u,}, alorsAODIff(t,t") = . Sinon
(il existei tel queu; # w;), soiti = min({ 1 < j < min(n,n’) |u; # uj });

(i) Si i = 1 alorsAODIff(¢,t") = . Sinon (; etu; ne sont pas primitifs), soit; = f(t1,...,tm) et
up = fl(th, )
(iv) Sif # f'oum # m' alorsAODIff(t,t") = 0. Sinon (f = g etm = m/), il existej tel quet; # t’;;

(v) Silexistet; # ' tels quet; out’; n’est pas un argument orphelin alé®Diff(t, ') = (). Sinon soit
j=min({1 <k <m|ty # 1, }) (¢, ett; sont des arguments orpheling)ODiff(t, t') = {t;,.}.



172 GHAPITRE 6 — Apprenabilité des GCG par consommation d’arguments

Remarque : I'indice ¢ peut étre défini comme l'unique indice tel quee head*(t) etu, € head*(t')
avecpr(u;) = pr(u;) maisu; # u}.

Le principe de la fonctiolAODIff(t, t') est d’assurer une distinction minimale entre deux types, en
particulier lorsque ceux-ci ne se distinguent que par das-sges orphelins. Ainsi, dans la plupart des
cas la fonction renvoie I'ensemble vide : il suffit quett’ soient différenciables d’'une maniére indépen-
dante des types orphelins, ou qu'ils soient identique$.n&kiste aucune autre distinction possible, la
fonction renvoie un couple de types orphelins qui distimjuest ¢'. Il faut noter que la fagon dont cette
fonction est construite permet de choisir le “premier” deugke types différents rencontrés, ce qui est
nécessaire pour que ce couple de types soit suffisant paungdisr (si besoin) n'importe quel couple de
types pris dan&ead*(t) x head*(t').

Définition 6.14 (o, : normalisation des arguments orphelinSpitG = (3, Pr,>>) une grammaire dans
le systeme d&-grammaires par consommation d’argumejids R, s). Soit

AODIff(G) = |J  AODiff(t,t),
(t,t")e(Lex(G))?

ett,, UNn Nnouveau type primitif. Pour toute Var(G) la substitutions,, est définie par

) t sit € AODIff(G) U Heads(G),
Oao = .
teo  SINON.

Il faut noter que tout type primitif est toujours remplacé pa type primitif avec la substitutios,,,,
donco,,(t) est toujours isomorphetaCeci a pour conséquence immédiate que s'il existe un ses-t
t € ST Lex(c4,[G]) alors il existe (au moins) un sous-typee ST Lex(G) tel quec,,(t') = t. On
notera aussi que par définitiontsest un type utile dan& alorso,,(t) est un type utile dans,,[G].
Enfin remarquons queest orphelin dané: si et seulement si,,(¢) est orphelin dans,,[G].

Proposition 6.15. Soit G = (X, Pr,>) une grammaire sans types inutiles dans le system®&-de
grammaires par consommation d’argumeft® R, s), ett, ' € ST Lex(G).
Sit n'est pas un argument orphelin €t ' alors o, (t) # a0 (t').

Démonstration.Notons d’abord que,,(t) est toujours isomorphetacar chaque variable y est rempla-
cée par une variable. Donciset¢' ne sont pas isomorphes alors il est clair qug(t) # ca.(t’). Nous
traiterons donc uniqguement du castcet ¢’ sont isomorphes. On montre par induction () = h(t')
que sit n'est pas orphelin gt=£ ¢’ alorso,,(t) # o40(t') :
e ¢ et sont primitifs :¢ n'est pas orphelin donc il exist¢ € Lex(G) tel quet € head*(t"),
autrement dit € Heads(G) :
— sit’ n'est pas orphelint{ € Heads(G)) ou sit’ € AODIff(G), alorso,,(t) =t # t' = 640(t') ;
— sinont’ ¢ AODIff(G) est orphelin, done,,(t') = teo # t = 04o(t).
e h(t) = h(t') > 0.Soitt = f(t1,...,t,) ett’ = f(t},...,t),) (¢t ett’ sont isomorphes). Il existe
t; # t; puisquet # t' :
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Cas 1. Il existe; et t;., tj # t;., tels que I'un de ces deux types n’est pas un argument onpheli
Alors par hypothése d'inductioty # ¢, implique oa,(t;) # 0ao(t;), carh(t;) = h(t;) <
h(t) = h(t'). Ainsi
Tao(t) = f(0ao(t1)s -+, 0a0(t))s - -1 Oao(tn)) # F(Tao(th)s -1 0ao(ts), -+ s Tao(ty,)) = Tao(t’).

Cas 2. Sinon tous les couplés, /) tels quet; # ¢, sont des couples d’arguments orphelins.
ett’ sont des types complexes donc d'aprés le corollaire 6.4stex, v’ € Lex(G) tels que
t € head*(u) ett’ € head*(u'). Soitt, = pr(t) ett; = pr(t') : par définitiont;, € head*(t) C
head*(u) ett) € head*(t') C head*(u'). Ainsit; ett) ne sont pas des arguments orphelins,
donct;, = ¢}, (sinon on serait dans le cas 1).

Soitj = min({ 1 <k < n|t, # 1t} }). Par définitionAODiff(u, u") = AODIff(t, ') = {t;,,}
cart, = t;, ett # t'. Ainsi {t;,t;} € AODIff(G), par conséquent,,(t;) = t; # t; = oao(t}).
]

Corollaire 6.5. Soit G une R-grammaire sans types inutiles dans le systémé&edgrammaires par
consommation d'argument®), R, s).
04, définit une bijection entre les ensembles

{t € STLex(G) |t ¢ TO(G) } et{t' € STLex(040[G)) |t ¢ TO(00[G)) }.

Démonstration.Le fait queo,, est injective (sur les ensembles de types non orphelinguidirecte-
ment de la proposition 6.15.

040 €St surjective : En effety,, associe toujours un type primitif & un type primitif donc gha
sous-type d'un typ# € Lex(o,,[G]) est nécessairement I'image du sous-type correspondast dan
Lex(G), avect I'antécédent de’ paro,, (voir la définition d’'une substitution). Ainsi toute imagarts
{t' € ST Lex(04,|G])|t' ¢ TO(04|G])} aau moins un antécédent ddnss ST Lex(G)|t ¢ TO(G)}.

]

Dans la suite on notera,,! () I'unique typet’ tel quea,,(t') = t, pour toutt non orphelin.

Proposition 6.16. Soit G une R-grammaire sans types inutiles dans le system®&egammaires par
consommation d’argument®), R, s).

S'il existe un arbre de dérivatiof* danso,,[G] alors il existe un unique arbr&’ dansG, isomorphe
a P, tel que pour tout nceud d& dont le type est’ le noeud correspondant daisestt = o,,(t'), et
prod(P") = prod(P).

Démonstration.Par induction sur la hauted(P) :
e h(P)=0.P = [](t,w) avect € Lex(0q0[G]) etwr,, i t. Par définition il existev>¢ t' tel que
t = 040(t'), et par le corollaire 6.5est unique (cat’ n'est pas orphelinyprod(P’) = prod(P) =
(w).
e h(P) > 0. Soit P = [R](to, P,...,P,) (avecty = t). Par hypothése d’induction les arbres
de dérivationsP, ..., P, tels que tout nceud dansP/ corresponde au nceug,,(t') dansp;

existent et sont (chacun) uniques. Saitine(P;) = t; etracine(P}) = t, pour touti, on a
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doncog,(t;) = t; pour touti. SoitR = A; ... A, — Ay, par définition il existe une substitution
o : Var(R) — STLex(04,[G]) telle queo(4;) = t; pour touti. t, = o, (to) existe et est
unique d’apres le corollaire 6.5, carne peut étre orphelin.

Montrons qué) .. .t,, —r t;, c’est-a-dire qu'il existe une substitutiotr : Var(R) — ST Lex(G)
telle ques’(A;) = ¢; pour touti > 0. Pour touty € Var(R), on définite’(v) de la fagon suivante :
— si o(v) n'est pas un argument orphelin, sef(v) = o' (c(v)) : ¢’ (v) est unique par le co-
rollaire 6.5, et cette unicité associée a la définition d’smlestitution implique que pour chaque
occurrence de(v) dans un;, la position correspondante datjsest nécessairement occupée
pard’(v).
— si o(v) est orphelin. Soith la position du type consommateur daRs Le fait que R soit
une régle par consommation d’'arguments a pour conséquersi@ # h eti # 0 alors
A; € Var(R). Ainsi d’aprés la proposition 6.14 ne peut apparaitre que dadg et/ou A.
De plusAy € head*(Ay) etv # head(Ap), doncv € args*(Ay) etil n'y a qu'une seule
occurrence de dansAj, (toujours parce qué est une régle par consommation d’'arguments).
Soit o’(v) = u, avecu I'unique type dansj occupant la méme position quév) danst;, :
o(v) = g40(u) = 040(c’(v))!t. La seule autre occurrence possiblewddans la régleR se
trouve dans4y. Commety € head*(t;,) on a nécessairemetfy € head*(t)) (par le corol-
laire 6.5), donc dang, I'occurrence correspondant a celle delans A, est bien occupée par
u=oc'(v).
On obtient donc une substitutier bien définie et vérifiant’(A;) = ¢, pour touti, autrement
ditt) ...t —g t, avect’ = t; I'unique type dans= tel queo,,(t') = to = t. Par conséquent
I'arbre de dérivation®’ = [R|(t', P,..., P}) existe de maniére unique et vérifie la propriété
selon lagquelle chaque noetiddans P’ correspond a un noceud,(t') dansP. Ce nceud de?
utilise exactement la méme regle que le nceud corresponda?t, donc les deux arbres sont
totalement isomorphes. De plus par hypothése d’indugtiedi( P;) = prod(P) pour touti, or
par définitionprod(P’) = prod(P{)e---eprod(P)) = prod(Py)e---eprod(P,) = prod(P).
]

Corollaire 6.6. Si G est uneR-grammaire sans types inutiles dans le system&egrammaires par
consommation d’argument®, R, s), alors SL(G) = SL(04,[G)).

Démonstration.SL(G) C SL(o4,[G]) d'apres la proposition 4.11.

Soit S € SL(04[G)) : il existe un arbre de dérivation complBtqui est une instance de&. Selon
la proposition 6.16, il existe un arb® dansG dont le produit est identique a celui deet P’ est
totalement isomorphe . En d'autres termes’ est aussi une instance dg ce qui implique que
S € SL(G). Par conséquerfL(0,,[G]) € SL(G), doncSL(G) = SL(04[G]). O

Proposition 6.17. Si G est une grammaire sans types inutiles dans le systenfe-gemmaires par
consommation d’'argument®, R, s), alors o,,[G] est une grammaire ao-normale sans types inutiles.

' Mais notons qu'il peut y avoir plusieurs typgétels ques(v) = gao(t”).
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Démonstration.SoitG une grammaire sans types inutiles dans le systérfie-geammaires par consom-
mation d’argumentgO, R, s). Le fait queo,,[G] soit une grammaire sans types inutiles est trivial
compte tenu du corollaire 6.5 et de la proposition 6.16 (éet @h peut aisément démontrer que si
est inutile dang,,[G] alorso, ! (t) est inutile dans).

|Lex(G)| = |G| donc|{ (t,t') € (Lex(G))? }| < (|G|)?. Par définitionAODIff(t, ') < 2 pour tout
couple(t, '), etAODIff(¢, t') = AODIff(t', ).

AODIff(G) = U AODIff(t, '),
(t,t)e(Lex(G))?

donc|AODIff(G)| < |G|

Soitt,t’ € STLex(G) etu,u’ € ST Lex(0,,[G]) des types tels que = o4, (t) etu’ = o40(t) :
on peut facilement montrer quec head*(t') ett’ € Lex(G) si et seulement si € head*(u') et
u’ € Lex(o4|G]), autrement dit est orphelin dan&' si et seulement i, (¢) est orphelin dans,,|[G].
La substitutiono,,, est définie par la substitution identité pour tous les arguserphelins appartenant
aAODIff(G), et paro,,(t) = tq, pour tout autre argument orphelinAinsi

[{t € STLex(0ao[G]) [t € TO(0ao[G]) }| = |AODIff(G) U {tao}|
|

<|G]?+1.

Corollaire 6.7. Soit(O, R, s) un systéme d&-grammaires par consommation d’arguments.
Pour touteR-grammaireG dans ce systéme il existe uRegrammaireG’ ao-normale sans types
inutiles telle queSL(G’) = SL(G) et|G'| < |G].

Démonstration.C est une relation de réduction dans le systtme de grammgile&R )y, G~, SL)
(avecG™ I'ensemble defR-grammaires), donc d’aprés la proposition 5.3 il existe graenmaireG” T

G faiblementC-réduite telle queSL(G”) = SL(G). G” ne contient pas de types inutiles car elle est
faiblement réduite (par la proposition 6.1). Ainsi on pepplagquer la proposition 6.17, qui donne que la
grammaire’ = 0,,[G"] est ao-normale et ne contient pas de types inutiles. Lelag®b.6 indique
que SL(G') = SL(G") = SL(G). De plusG’ = 0,,[G"] donc|G'| = |G"|, et commeG” C G
implique |G”| < |G| (proposition 4.14), on a biejd’| < |G|. O

Proposition 6.18. Si G’ est uneR-grammaire non vide sans types inutiles, aléfar(G) U {s} =
Heads(G) UTO(G).

Démonstration.Toutt € Heads(G) est un type primitif par définition, et selon la propositiod%tout
argument orphelin est aussi primitif. Ainsi il est clair gHeads(G) UTO(G) C Var(G) U {s}.

Selon la proposition 6.13; appartient & eads(G) car G n'est pas vide. Soit € Var(G) : t ¢
Heads(G) signifie (par définition) que ¢ head*(t') quel que soit’ € Lex(G), ce qui correspond a la
définition d’un type orphelin. Ainsi pour todte Var(G) sit ¢ Heads(G) alorst € TO(G), donc on
abien aussVar(G) C Heads(G) UTO(G).

Par conséquent on a montré dler(G)U{s} C Heads(G)UTO(G) etqueH eads(G)UTO(G) C
Var(G) U {s}, autrement ditar(G) U {s} = Heads(G) UTO(G).
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O

Cette derniére proposition est importante car elle perraatothsidérer séparément le cas des types
primitifs de Heads(G) de celui des types orphelins d&(G) : comme ces derniers sont en nombre
limité dans les grammaires ao-normales, cela permet d&tirdiépendamment les types Heads(G),
comme on le verra dans la partie suivante.

6.4 Elasticité finie desR-grammaires par consommation stricte d’argu-
ments

Nous abordons ici la partie principale de la démonstrat@mrternant I'élasticité finie des grammaires
par consommation stricte d’arguments. Cette démongtrasben partie inspirée de celle damazawAa
pour les grammaires AB, mais le niveau de généralisationngues proposons la rend bien sdr plus
complexe. Le but est de parvenir a borner dans tous les casiibre de grammaires d’'une séquence
de la formeG; C G; = --- C G, (modulo langages de structures identiques). Pour atteicet
objectif, nous montrerons qu'il est impossible d'appligireléfiniment des substitutions sans créer de
types inutiles.

6.4.1 Propriétés des grammaires par consommation stricte’@rguments

Dans cette partlé nous montrerons les différentes propriétés qui permettertiorner le nombre
d’éléments dans une séquence de grammaires obtenues gi@ugobs successives, dans le cas ou elles
ont toute le méme nombre de types primitifs tétHe4ds(G)). En effet il est relativement facile de voir
que|Heads(c[G])| < |Heads(G)| (sous les conditions détaillées ci-dessous). Comme otésdissera
seulement aux grammairésbornées|Heads(G)| sera borné : on voit bien alors qu’il faut montrer
I'existence d’'une borne sur le nombre de grammafresgans la séquence telles qéiteads(G) est
constant, afin de garantir que la séquence globale est finie.

Lemme 6.4. Soit R un ensemble de régles par consommation d’arguments; (3, Prg,>g) une
R-grammaire sans types inutiles ®une substitution fidele telle que

e ' =0[G] = (%, Prgr,>r) Ne contient pas de types inutiles ;

e |Heads(G)| = |Heads(G')|.

Quels que soient, 2’ € Heads(G) : si x # «’ alors head(o(x)) # head(o(x')).

Démonstration.Notons d’abord que

12Techniquement, cette partie de la démonstration trouvesguivalent dans le chapitre 5 de [60]. En particulier, lerfen
clé (Key lemm#a5.56 (p. 76) de KNAZAWA , qui joue un rdle primordial dans la démonstration de I'étite finie des gram-
maires AB rigides, correspond approximativement dansergsnéralisation a la proposition 6.20 (a laquelle on peuttej les
conséquences qui la suivent).



CHAPITRE 6 — Apprenabilité des GCG par consommation d’arguments 177

Heads(G') = Heads(o|G])
= { head(t) | t € Lex(o|G]) }
= { head(co(t)) |t € Lex(G) }
= { head(o(head(t))) | t € Lex(G) }
= { head(o(t)) |t € Heads(Q) }.
Supposons gu'il existe # 2’ € Heads(G) tels quehead(o(z)) = head(o(z')) : il est clair que
cela impliquelHeads(G)| > |{ head(c(t)) |t € Heads(G) }| = |Heads(G")|, d’'ou contradiction avec
I'hypothese|Heads(G)| = |Heads(G")|. O

Lemme 6.5. Soit R un ensemble de régles par consommation d’arguments; (3, Prg,>g) une
R-grammaire sans types inutiles €une substitution fidele telle que

e ' =0[G] = (%, Prer,>¢r) Ne contient pas de types inutiles ;

e |Heads(G)| = |Heads(G')|.

Soitx € Heads(G) ett € Lex(o[G]).
S'il existez’ € head*(o(x)) tel quex’ € head*(t), alorso(x) € head*(t).

Démonstration.Soitt € Lex(c[G]) tel quex’ € head*(t), avecx’ € head*(o(x)). Soitu € Lex(G) le
type tel quel = o(u), ety = head(u). On peut déduire directement des hypothéseshgué(o(y)) =
head(o(u)) = head(t) = head(z') = head(c(x)), douy = x d'aprés le lemme 6.4. Or selon la
proposition 6.8c € head*(u) impliqueo(z) € head*(o(u)), autrement div(z) € head*(t).

U

Remarque : comme nous utilisons souvent la formiélend* (pr(o(z))) dans la suite, rappelons que par
définition head* (pr(z)) = head*(z) \ {x}. Par ailleurs cette formule n'a de sens que €ist un type
complexe.

Proposition 6.19. Soit R un ensemble de régles par consommation d’arguménts; (X, Prg,>q)
uneR-grammaire sans types inutiles®une substitution fidéle telle que

e ' =0[G] = (%, Prer,>¢r) Ne contient pas de types inutiles ;

e |Heads(G)| = |Heads(G')|.

Pour toutz € Heads(G), siz’ € head*(pr(c(x))) alors 2’ # s eta’ # o(t) pour toutt €
ST Lex(G).

Démonstration.Soit z € Heads(G) eta’ € head*(pr(o(z))). o(z) est donc un type complexe. On
montre par 'absurde qué # s etz’ # o(t) pour toutt € ST Lex(G) :
e Supposons que’ = s. Dans ce cas = head(o(x)) car s est atomique. O () est un type
complexe dona: # s caro(s) = s (par définition d’'une substitution). Par conséquent le lemm
6.4 donnéhead(o(x)) # head(o(s)) = s, d’'oU head(x') # s et bien s’ # s.
e Supposons qu'il existee ST Lex(G) tel quez’ = o(t).
— Sihead(t) = z, alorso(z) € head*(o(t)), ce qui implique que (t) ¢ head*(pr(o(x))), donc
o(t) # .
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—Si head(t) = y # x : o(y) € head*(o(t)) selon la proposition 6.8, oy # = implique
head(o(y)) # head(o(x)) d'aprés le lemme 6.4. Ainsi on kead(o(t)) = head(o(y)) et
head(o(y)) # head(o(x)) = head(x'), donca’ # o(t).

U

Proposition 6.20. SoitR un ensemble de régles par consommation stricte d’argum@nts (X, Prq,>a)
uneR-grammaire sans types inutiles®une substitution fidéle telle que R-grammaireG’ = oG] =
(3, Pregr,>gr) ne contient pas de types inutiles|8teads(G)| = |Heads(G')|.

Soit P un arbre de dérivation (partiel) pout’.

S'il exister € Heads(G) tel qu'il existe dansP un nceud de type/, avecz’ € head* (pr(o(x))),
alors il existe un typg € Heads(G) tel queracine(P) € head*(pr(o(y))).

Démonstration.o(x) est un type complexe car il existé € head*(pr(o(x))). Soit P’ le sous-arbre de
P dont la racine est’. On montre la propriété par induction sur la différence detdard = h(P) —
h(P') de ces deux arbres :

e d = 0, les deux arbres sont identiques. Dans cereasne(P) = racine(P’) = 2/, ainsi avec
y = 2’ la propriété est facilement vérifiée.

e d > 0. SoitP = [R](ty, P, ..., DP,), et soitt; = racine(P;) pour tout: > 0. Soit P; le sous-
arbre contenanf”’. h(P;) < h(P) d’'ou h(P;) — h(P") < d, donc par hypothése d’induction la
propriété est vraie pouP;, c'est-a-dire qu'il existe: € Heads(G) tel quet; = racine(P;) €
head*(pr(o(z))) (o(z) est donc un type complexeR est une régle par consommation stricte
d'arguments. Selon la forme deet la position de; dans I'application de cette régle, on distingue
les deux cas suivants :

— sSit; correspond au type consommateur péyralors par deéfinitiorty € head*(t;) (proposi-
tion 6.10). Ort; € head*(pr(o(z))) doncty € head*(pr(o(z))) : ainsi il existey = z €
Heads(G) tel quety = racine(P) € head*(pr(o(y))).

— sinon,t; correspond a un type consommé dans la régl8oit/ la position du type consomma-
teur (2 # j) : par définitiont,, est tel que; € args*(t;) (proposition 6.10). D’apres la proposi-
tion 6.11, il existew € prod(P) tel quewrg t etty, € head*(t), donct; € args*(t) (par appli-
cation du lemme 6.2). Sait € Lex(G) le type tel quer(u) = ¢ (u existe puisqué&r’ = o[G]).

t; € head*(pr(o(z))), avecz € Heads(G), ce qui implique selon la proposition 6.19 que
o(u’) # t; pour toute’ € STLex(G), et en particulier pour tout’ € args*(u). Par consé-
quent il découle de la proposition 6.7 guyec head* (o (head(u))). Soity = head(u). Comme
R est une regle par consommation stricte d’argumegts head*(t;,) est un sous-type téte
strict det,, (proposition 6.10), autrement dif € head* (pr(ty)). tn, € head*(o(y)), doncty €
head*(pr(o(y))). Ainsi il existey € Heads(G) tel quety = racine(P) € head* (pr(o(y))).

]

Corollaire 6.8. SoitR un ensemble de régles par consommation stricte d’arguménts (X, Prg, >a)
uneR-grammaire sans types inutiles ®une substitution fidéle telle que

e ' = o[G] ne contient pas de types inutiles ;

e |Heads(G)| = |Heads(G")|.
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Pour toutx € Heads(G), s'il existex’ € head*(pr(o(z))), alorsz’ ¢ FT(o[G]).

Démonstration.Soit 2/ € head*(pr(c(x))), supposons que’ € FT(o[G]) : ainsi il existe un arbre
de dérivation complef’ pour ¢[G] (doncracine(P) = s) contenant un nceud de typg avecx’ €
head* (pr(o(x))). D’aprés la proposition 6.20, cela implique qu'’il existetypey € Heads(G) tel que
racine(P) € head*(pr(o(y))). D’aprés la proposition 6.19 cela implique quecine(P) # s, ce qui
constitue une contradiction puisqéfeest par hypothése un arbre de dérivation complet. O

Proposition 6.21. SoitR un ensemble de régles par consommation stricte d’argum@nts (X, Prg, >a)
uneR-grammaire sans types inutiles ®une substitution fidéle telle que

e G’ = o[G] ne contient pas de types inutiles ;

e |Heads(G)| = |Heads(G')|.

Soit Mz = max({ |head*(Ag)| | IR =A1... A, = Ag ER }),

|head” (o(x))| < Mg , pour toutx € Heads(G).

Démonstration.Soitz € Heads(G). Si head(o(x)) = o(z) (C'est-a-dire sio(x) est primitif), alors
|head* (o(z))| = 1 < Mg donc la propriété est vérifiée.

Sinon, head(o(x)) # o(z). Soitz’ € head*(o(z)) 'unique type tel quepr(z’) = head(o(x))
(notons quéhead*(z') = {head(o(x)),2'}). Par hypotheése’ est utile, donc il existe une regle =
Ay ... A, — Ag € R, une substitutiorr, un indicej et un typeu tels que

e 7(A;) € FT(G') pour touti,

e u est un sous-type dé;,

o 7(u) =1,

e etu n'est pas primitif (car’ ne I'est pas).

Soith la position du type consommateur dans la rdgle: est un type complexe doncest nécessai-
rement un sous-type dé&,. De plus par la proposition 6% € head*(A},) car tous les arguments (indi-
rects) ded,, sont primitifs. Or4y € head*(Ay,), donc par définitioy € head*(u) ouu € head*(Ayp).

Montrons queAy ¢ head*(pr(u)) : si Ag € head*(pr(u)), alorst(Ay) € head*(7(pr(u)))
(proposition 6.8). Comme n'est pas primitifr(pr(u)) = pr(r(u)), etr(u) = 2’ donct(Ay) €
head*(pr(x')). Orz’ € head*(o(x)) par définition, done(Ag) € head* (pr(z')) C head*(pr(o(z))).
D’aprés le corollaire 6.8 ceci implique quéA,) ¢ FT(G'), ce qui constitue une contradiction. On a
donc bienAg ¢ head* (pr(u)).

Par conséquent € head*(Ap). 7(Ag) € FT(G'), donc selon la proposition 6.11 il existe un
typet € Lex(G') tel queT(Ay) € head*(t). u € head*(Ay) implique 7(u) € head*(7(Ap)),
ainsi head(t) = head(7(Ap)) = head(r(u)) = head(o(x)). D’apres le lemme 6.5 on peut dé-
duire dehead(o(x)) € head*(t) queo(z) € head*(t). Commer(Ay) € head*(t) on a encore
T7(Ag) € head*(o(z)) ouo(x) € head*(7(Ap)). Mais 7(Ag) € FT(G), donc par contraposée du
corollaire 6.87(Ag) ¢ head*(pr(c(x))), d'oto(x) € head*(7(Ap)).
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7(u) = 2’ etu n'est pas un type primitif, donc par définitiaripr(u)) = pr(z’) = head(o(x)).
7(pr(u)) étant par conséquent primitif, on-head(u)) = 7(pr(u)) = head(o(x)). Orr(head(Ay)) =
7(head(u)) puisqueu € head*(Ap), d’ol 7(head(Ap)) = head(o(x)). Ainsi 7(head(Ap)) est primitif
eto(z) € head*(7(Ayp)), donc par application du corollaire 6/2cad*(o(x))| < |head*(Ap)| < Mg.

U

Lemme 6.6. SoitG une grammaire sans types inutiles dans le systéni@-geammaires par consom-
mation d’argumentgO, R, s) eto une substitution fidéle telle quéG] ne contient pas de types inutiles.
Sihead(o(z)) = o(x) pour toutz € Heads(G), alors pour tout type orphelin dansST Lexz (o[G])

il existe un type’ orphelin dansST Lex(G) tel quet = o (t').

Démonstration.Soitt € ST Lex(o[G]) un type orphelin. Par le corollaire 6.3 il existec Lex(o[G])
tel quet € args*(u), donc il existe aussi’ € Lexz(G) tel queu = o(v'). Soitu; € head*(u)
le type tel quet € args(u;). args(us) # () et par hypothése (head(u')) est primitif, doncu; ¢
head*(o(head(u'))). Par conséquent il existé € args*(u') tel quec(t’) = t, d’aprés la proposition
6.7.

Montrons maintenant qug est orphelin : supposons qu’au contraire il exigtec Lex(G) tel que
t' € head*(u"). D’apres la proposition 6.8(t') € head*(o(u")), mais alors le fait que (') = t et
o(u") € Lex(o[G]) contredit le fait que est orphelin. O

Remarque : Etant donné qu'un typé dansG ne peut avoir qu’une seule image padansa[G], il
découle du lemme 6.6 qUEO(0[G])| < |[TO(G)|.

Proposition 6.22. Soit G une grammaire sans types inutiles dans le system®-@gammaires par
consommation d’argument®, R, s) eto une substitution fidéle telle queéG| ne contient pas de types
inutiles.

Si|Heads(G)| = |Heads(o[G])| ethead(o(x)) = o(x) pour toutr € Heads(G) alors les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

() |TO(c[G])| = ITO(G)]
(i) G = o[G).

Démonstration.(ii) = (i). G = o[G] si et seulement st est un renommage. Orgiest un renommage
alors & chaque type orphelin décorrespond un unique type orphelin @] et réciproquement (ceci
du fait que les grammaires ne contiennent pas de typesdasutie qui a pour conséquence par la pro-
position 6.14 que tous les types orphelins sont primitlgy. conséquent?’ O (o [G])| = |TO(G)|, d’ou
évidemmentTO(o[G])| > |TO(G)|.

(1) = (it). On suppose qu&'O(c[G])| > |TO(G)|. Montrons qu'il existe une substitution :
Var(o|G]) — Var(G) telle queG = 7[c[G]].

Par hypothéséead(o(z)) = o(z) pour toutz € Heads(G), donc pour toutr’ € Heads(o[G])
il existex € Heads(G) tel quez’ = o(z) : en effet, par définition s'il existé € Lex(o[G]) tel que
x' = head(t') alors il existet € Lex(G) tel quex’ = head(o(z)), avecx = head(t). Comme par
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hypothéser(z) = head(o(x)), on a biene’ = o(x). De plus|{z € Heads(G)|x' = o(z)}| = 1, car
s'il existex # y € Heads(G) tels ques(x) = o(y) = 2’ alors|Heads(G)| < |Heads(c[G])]. Ainsi
on peut définirr(z’), pour toutz’ € Heads(o|G]), par 'uniquex € Heads(G) tel quez’ = o(x).

Pour toutr’ € TO(o[G]) il existex € TO(G) tel queo(z) = 2/, d’aprés le lemme 6.6. Un telest
unique, car s'il exister # y € TO(G) tels ques(z) = o(y) = 2’ alors|TO(c[G])| < |TO(G)|. Ainsi
il est possible de définir(z') = x, pour toutz’ € TO(c[G]), avecz I'unique type tel quer(z) = 2’

Selon la proposition 6.18 ar(c[G]) C Heads(o[G]) UTO(o[G]), donc la substitution est bien
définie pour toutr’ € Var(c[G]). De plus par définitiomr = o~!, doncG = 7[o[G]], ce qui montre
queo est un renommage. Par conséquent o[G]. O

Remarque : On notera accessoirement que, sous les conditions défimigdgproposition 6.22, si
est orphelin dané&’ alorso(x) est également orphelin daag>] : en effet dans le cas contraire on aurait
o(z) € head*(o(t)) avect € Lex(G). Commex ¢ head*(t) puisquez est orphelin il faudrait que
o(z) € head*(o(head(t))) \ {head(t)}, ce qui implique quer(head(t)) n'est pas un type primitif :
contradiction.

Corollaire 6.9. SoitG une grammaire sans types inutiles dans le systénfe-gemmmaires par consom-
mation d’argument3O, R, s) eto une substitution fidele telle quéG] ne contient pas de types inutiles,
o|G] # G et|Heads(c[G])| = |Heads(G).

Si|TO(c[G])| > |TO(G)| alors il existex € Heads(G) tel quehead(o(x)) # o(z).

Démonstration.Conséquence évidente de la proposition 6.22. O

6.4.2 Apprenabilité des grammaires par consommation striie d’arguments

Finalement nous avons démontré que7Regrammaires par consommation stricte d’arguments ont
plusieurs spécificités favorables a I'apprenabilité, etmadplus précisément a la propriété d’'élasticité
finie. En résumé, ces spécificités sont les suivantes :

e La relationC est une relation de réduction sur lBsgrammaires telle que toute classe Ke
grammaires a la densité finie bornée selon cette relationl(aive 6.1) ;

e Tout langage d’'une grammaire par consommation d'argumesttseprésentable a I'aide d'une
grammaire ao-normale, c’est-a-dire en n'utilisant qu’wmibre limité de types orphelins (corol-
laire 6.7) ;

e Si G’ = 0[G], avecG et G’ deux grammaires par consommation d’arguments telles que le
nombres de types primitifs tétes sont identiques, alotsrsdiminue le nombre de types orphelins,
soito transforme un type primitif téte en type complexe (corod&.9) ;

e Enfin, la propriété clé des grammaires par consommatiociesttfarguments réside dans le fait
que siG’ = o[G], avecG et G’ deux grammaires telles que leurs nombres de types prinétés
sont identiques, alors il existe une borne sur le nombre de-gpes tétes de(x) pour tout type
primitif téte x dansG (proposition 6.21).



182 GHAPITRE 6 — Apprenabilité des GCG par consommation d’arguments

La derniére de ces propriétés est a la base de toute la déatmmstcar c’est elle qui permet de
borner le nombre de grammaires obtenables par substgusioccessives. Dans la suite nous montrons
comment la combinaison de ces propriétés a pour conséqlélasécité finie des classes de grammaires
concernées.

Par comparaison avec le cas des grammaires AB démontréspaxzadwa dans [60], on constate
que les condition$H eads(G)| = |Heads(o[G])| etG eto[G] sans types inutiles n'impliquent pas que
o est une bhijection. Le cas général est en effet plus compltxegus montrerons en revanche que le
nombre de grammaireg G| vérifiant ces conditions est limité, ce qui constitue unedition suffisante
pour I'élasticité finie.

Proposition 6.23. SoitR un ensemble de régles par consommation stricte d'argunetitsn entier.
Si{G1,Gs,...,G,} est un ensemble deé-grammaires ao-normales non vides sans types inutiles
tel que
e |G;| <k pourtouti > 1;
e |Heads(G;)| = |Heads(G,)| pour tousi, j > 1;
e pour touti > 1 il existe une substitution fidelg; telle ques;[G,_1] = G;, eto; n'est pas un
renommage,

alorsn < Mg x k x (Cgo +1) + 1,
avecMp = max({ |head*(Ap)| | IR =A1... A, — Ag € R}) etCy = |G|> + 1.

Démonstration.Soit 7; la substitution identité (de sorte qag = 7 [G1]). Pour touti > 1, soitr; =
0; 0 051 © -+ - 0 g9, autrement dit; est 'unique substitution telle qu&; = 7;[G4]. 7; est fidele car la
composition de substitutions fidéles forme toujours unettuition fidéle, par définition.

Soit f;(x) la fonction définie suH eads(G1) par fi(z) = |head* (7;(x))| pour tout; > 1. On définit
ainsig; etp; de la fagon suivante

g9i = Z fi(w)7

z€Heads(G1)

Pi = gi X (Cao + 1) - |TO(GZ)|
Par définitionp; > 0 pour touti > 1, car|TO(G;)| < Cy, (définition 6.12), et

e SiG; n'est pas vide alorsHeads(G1)| > 1d'oug; > 1;

e sinon|Heads(G1)| = 0, donc|TO(Gy)| = |TO(G;)| = 0.

On montre également aisément gfje; (x) < fi(x) pour toutx € Heads(G1) et touti > 1 : en
effet, sif;_1(x) > fi(x) alors|head*(1;—1(x))| > |head* (7;(x))|. Or par définitionr; = o; o 7;_1, et
quel que soit il est impossible quéhead*(t)| > |head*(o;(t))|. Ceci a pour conséquence immédiate

queg;—1 < g;.

Montrons quep;—; < p; pour touti > 1 :



CHAPITRE 6 — Apprenabilité des GCG par consommation d’arguments 183

e Cas 1 :|TO(G;-1)| > |TO(G;)|. On a vu queg;_; < g;, donc il est clair dans ce cas que
pi—1 < pi-eneffetp;—p;_1 = (gi—gi—1) X Cao+(|TO(G;-1)|=|TO(G;)|), avec(g;—gi—1) > 0
et(|TO(Gi-1)| = [TO(Gi)]) > 0.

e Cas 2 |TO(G;—1)| < |TO(Gy)|. G; est ao-normale don@ O (G;)| < Cyp, Or |TO(G;-1)] > 0
dOﬂC|T0(Gl)| — |TO(GZ,1)| < Cuo- G; = O'i[Gifl] et |TO(GZ,1)| < |TO(O'Z[GZ,1])|, donc
d’aprés le corollaire 6.9 il existe € Heads(G;_1) tel queo;(z) # head(o;(z)), autrement
dit o;(z) est un type complexe. Soit € Heads(G1) le type tel quex = head(r;—1(y)) :
oi(x) estcomplexe dongead*(o;(head(t;—1(y))))| > |head* (head(T;—1(y)))|, ce qui implique
|head* (7;(y))| > |head*(m;—1(y))|. Par conséquent_1(y) < fi(y), dolig,—1 < g; du fait que
fi—1(x) < fi(x) pour toutz. On obtient ainsy; 1 < g; — 1:

gi—1 X (Cao + 1) S gi X (Cao + 1) - (Cao + 1)
< gi X (Cao +1) = (|TO(G;)| = [TO(Gi-1)[ + 1)
< gi X (Cao + 1) = [TO(G;)| + |TO(Gi-1)|
Par conséquent;_; x (Cao + 1) — |TO(Gi-1)| < gi X (Cao + 1) — |TO(G;)|, soitp;—1 < p;.

|Heads(Gr)| = |[Heads(G1)|, Gy, ne contient pas de types inutiles et il existe une substitutdéle
T, telle quer, [G1] = G,, donc d’apres la proposition 6.2, (z) < Mg pour toutr € Heads(G1).
Par définition Heads(Gy,)| < |Gr|, or|Gy| < k, par conséquent, < Mg x k. De plus|TO(G,,)| > 0,
doncp, = gn X (Cao +1) —|TO(Gr)| < Mpr x k X (Cgo + 1).

Ainsi on a construit une séquence d'entiérs, po, . . ., p,) qQui verifie les conditions suivantes :
e p,_1 < p;pourtouts, 1 <i<mn;

e p1 >0;

o pp < Mp X kX (Cgo+1).

Cette séquence est de tailedoncn < Mg x k x (Coo + 1) + 1. d

Corollaire 6.10. SoitR un ensemble de régles par consommation stricte d’argunetitsn entier.
Si{G;,Ga,...,Gy,} estun ensemble de-grammaires ao-normales sans types inutiles tel que
e |G;| < k pour touti > 1;
e pour touti > 1 il existe une substitution fidéle; telle ques;(G;—1) = G; eto; n'est pas un
renommage,

alorsn < (Mg x k x (Cqo+1) +1) x (k+1),
avecMgr = max({ |head*(Ao)| | IR =A1... A, = Ao €R}).

Démonstration.Notons que si < j alors|Heads(G;)| < |Heads(Gj)|, car il existe une substitution
T =0j00j_10---00;41 telle queG; = 7[G;]. Soit f la fonction définie suf1,...,n} par
o f(1)=1,;
e sii>1,s0itE ={j> f(i—1)||Heads(Gy;-1))| < |[Heads(Gj)| } :
— SiE #(alorsf(i) = min(E);
— sinonf(i) = n+ 1.
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Soitm = max({i € {1,...,n}| f(i) <n}),onadonag < m si et seulement sf(:) # n + 1. Par
définition def, |Heads(G s ;) )] < |Heads(Gf¢41y)| } pour toutl <i < m.Or0 < |Heads(G ;)| <
|G syl < k pour touts, donCm <k+1

Pour touti, 1 < i < m, ettoutj, f(i) < j < f(i+ 1), on a|Heads(G;)| = |Heads(G ;)| (par
définition def). Etant donné les propriétés vérifiées par les grammairds siéquence, la proposition
6.23 s'applique a I'ensemble de grammaif€s;;), G ¢(i11, - - - » G(ir1)—1}, donc f(i + 1) — f(i) <
MRXk‘X (Cao+1)+1.

Pour touti > 1, soits; la séquence définie pay = (G¢;), G¢@)41,- - - Gi+1)—1)- La concaténa-
tion dess; forme la totalité de la séquence de grammairese ss ® --- o s, = (G1,Ga,...,G,). Or
chaques; est de longueur inférieure ou égaléf; x k x (Cyo +1) + 1 etm < k + 1, donc

n< (Mr xkx(Copo+1)+1) x (k+1).

O

Le théoreme ci-dessous conclut la preuve de I'élasticité files langages de structures des
grammaires par consommation stricte d’arguments. Il egt &omme dans la plupart des cas sem-
blables) de son corollaire pour les langages de chainesjuame relation finiment valuée peut étre
établie entre les deux types de langages.

Théoréme 6.1.S0it(O, R, s) un systéme dR-grammaires, ave® un ensemble de régles par consom-
mation stricte d’arguments. Sdit une classe de grammaires sur un vocabularelans ce systeme, et
pour toutk > 0soitG, ={ G € G| |G| <k }.

Pour toutk > 0, la classe de langages de structufeSL(G) | G € Gy, } a I'élasticité finie.

Démonstration.Soit G’ I'ensemble desk-grammaires ao-normales dagis, et G” le sous-ensemble
des grammaires faiblemeni-réduites dang/’. D’apres la proposition 6.1 toute grammaire faiblement
réduite ne contient pas de types inutiles. Par conséqueatécaoule du corollaire 6.10 qu'il existe une
constante” telle quen < C pour tout ensembléGy, Go, ..., G, } C G” tel qu'il existe une substitution
fidéleo; telle queG; = 0;|G;_1] pour touti > 1 etG; # G,_;. Ceci implique selon la proposition 6.4
qu’il existe une constant€” telle queG” C MaxzRed(G',C,C").

De plus, le systéeme de grammairgsl (R )y, G, SL) a la densité finie bornée seldn, d'apres le
corollaire 6.1. Par application de la proposition 5.4, otiesti que la class¢ SL(G) |G € G’ } a
I'élasticité finie. Or d’aprés le corollaire 6.7 pour toutegmaireG de Gy, il existe une grammaire ao-
normaleG’ dansg’ telle queSL(G) = SL(G) et|G'| < |G| < k, c'est-a-direG’ € G'. On obtient
donc

{SLG)|Ged } ={SL(G) |G g},

par conséquent la clas$e5 L(G) | G € G } a également I'élasticité finie. O
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Rappelons que dans le cas deégyrammaires algébriques une redle. .. A, — A est strictement
décroissante si > 2 (définition 4.14), autrement dit la partie gauche de la reglgient au moins deux

types.

Corollaire 6.11. Soit(O, R, s) un systéme dB-grammaires, ave® un ensemble de regles strictement
décroissantes par consommation stricte d’arguments. Gaite classe de grammaires sur un vocabu-
laire ¥ dans ce systéme, et pour tdut 0 soitG, = { G € G | |G| < k }.

Pour toutk > 0, la classe de langages de chaifes(G) | G € Gy, } a I'élasticité finie.

Démonstration.Rappelons qué.(G) = { prod(S) | S € SL(G) } (définition 4.8). SoitR la relation
définie sur¥* x SL(R) parz R S si et seulement st € prod(S) (autrement ditr est la phrase
représentée par la structuf® : on remarque que pour toufe-grammaireG R~SL(G)] = { z €
¥*|3S € SL(G) tel quex € prod(S) } = L(G). SoitG € Gy une R-grammairek-bornée. R est
un ensemble de regles strictement décroissantes, dond¢quiurappartenant &(G) le nombre deR-
structures telles que € prod(S) est borné : en effet, $ic| = n, une telle structure contiemt nceuds
de régles locales et au maximum— 1 nceuds de régles universelles. La relatmst donc finiment
valuée, or d’aprés la proposition 5.1 pour téut 0 la classe{ SL(G) | G € Gy } al'élasticité finie. Par
conséquent, d’aprés la proposition 2.14, la cldsé€G) | G € G; } a aussi I'élasticité finie. O

Concernant les langages de chaineaNKzawA avait également démontré que pour toute gram-
maire ABG contenant: régles il existe une grammaire de constituants algébrigu#au plus2n — 1
regles telle quel(G) = L(G’). Ce résultat est intéressant dans la mesure ou il permetrdenteer
de fagon différente I'élasticité finie des langages de @wmttes grammaires AB-valuées : en effet, la
classe des grammaires ABvaluées est ainsi entierement incluse dans la classe migages de gram-
maires algébriques d'au pl@&|>| — 1 régles. Or cette classe a I'élasticité finie d’apres le ter de
SHINOHARA (corollaire 2.4, p. 67). Il est donc pertinent d’étudier sgibilité de borner le nombre de
regle d’'une grammaire algébrique équivalente a une grarerpar consommation stricte d’arguments :
si cela était possible, alors la classe des langages deeshd@s grammaires par consommation stricte
d’arguments serait apprenable, et non seulement la sagsectles grammaires utilisant des régles stric-
tement décroissantes.

Malheureusement une telle équivalence n’existe pas darasldesk-grammaires par consomma-
tion stricte d’arguments. Pour le montrer nous proposofessous un point limite (théoréme 2.1) pour
les langages de chaines dégrammaires par consommation stricte d’argumeigides: I'existence de
celui-ci implique que cette classe n'est pas apprenablec(ddortiori celle des grammairésvaluées),
et par conséquent n’est pas incluse dans la classe des girasn@mgébriques d'au plus regles, quel
gue soitk.

Exemple 6.2.

Soim:{ (Rz) A/'B B—A (avecVar(R/;):{A,B});}

(Rz) A/'B— A (avecVar(R,z) = {A, B})

Notons queR est un ensemble de régles par consommation stricte d’argame
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La classe de®-grammaires admet le point limite suivant :

SoitG, = {z>a; b A, }, avecdy = setX; = X;_1/ a pour touti > 0.

On constate aisément qu€G,,) C L(G,41) pour toutn > 0, puisqueL(G,) = { ba’ | i < n}.
SoitGo = {z>a/’a; brs/’a} : L(Gs) = {ba*}, doncL(G4,) constitue un point limite pour cette
classe dék-grammaires.

L'exemple ci-dessus montre que la classe Begrammaires par consommation stricte d’arguments
n'est pas apprenable a partir de chaines.

6.5 Applications et résultats connexes

6.5.1 Classes d&-grammaires par consommation stricte d’arguments

Les criteres nécessaires a I'application de ce résultapdimabilité n'imposent pas de contraintes
“externes” sur la forme des types dans les grammaires (dukgme sur la taille), comme c’était le cas
avec le résultat présenté précédemment dans le chapitre revBnche, ces critéres sont extrémement
stricts sur la forme des régles universelles autorisésgérateurs sont obligatoirement orientés (défini-
tion 6.4), et les régles par consommation stricte d’arguséaivent remplir un ensemble de conditions
trés contraignantes (définition 6.7). Ces restrictionsiblfssent malheureusement beaucoup l'intérét
d’'un tel résultat, parce gu’elles excluent de fait la plagks formalismes grammaticaux intéressants.

Bien entendu, dans la mesure ou ce résultat est une géatoaisle celui de KNAZAWA pour
les grammaires AB, on retrouve tout de méme ces derniéresi peg systéemes auxquels le résultat
s'applique :

Roun— (Rra) A/B B— A (avecVar(Rpa) = {A, B}) ;
A7) (Rpa) B B\A— A (avecVar(Rpa) = {A, B})

En définissant de fagon classique les positions argumesispigateurs pairg, (1) = 0, arg,(2) =
1, arg(l) = 1 etarg(2) = 0, on constate qu'il s’agit bien d’opérateurs orientés. Desges regles
FA et BA vérifient bien 'ensemble des conditions des réglasgonsommation stricte d’arguments :
A € head*(A/B), args*(A/B) = {B} C Var(Rra) et B € args*(A/B) (on vérifie facilement les
mémes conditions pour la régle BA de fagon symétrique).

Mais parmi les autres formalismes connus susceptiblesedi@iégrés a ce résultat, aucun ne satisfait
les critéres requis : méme les regles des grammaires cegmicombinatoires de TREDMAN sont
trop complexes. Finalement, les grammaires catégorialles itérations (présentées dans la partie 4.3.2)
semblent étre le seul formalisme pour lequel il existe ussmsemble de régles obéissant a ces critéres.
Plus exactement, les seuls opérateurs utilisables datext@isont les opérateuy$ et\*, dont les régles
sont :
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(Rp)  A/'B B—A  (avecVar(Rp) ={A,B});

P (Rz) A/'B— A (avecVar(R,:) = {A, B}) ;
' (R;) B B\'A— A (avecVar(Ry) = {A, B}) ;
(R;) B\'A — A (avecVar(R;) = {A, B}) ;

Avec les définitions habituellesg,» (1) = 0, arg,»(2) = 1, arg: (1) = 1 etarg(2) = 0, ces régles
vérifient elles aussi toutes les conditions des regles pasazomation stricte d’arguments. On notera
notamment que rien n’interdit qu'il n’y ait qu’'une seule acence deB dans les régIeR/; etR;. On
peut donc conclure a cette modeste conséquence du théorBma €lasse des langages@estructures
des familles de grammairésvaluées (pour tout € N) utilisant tout ou partie des réglés,z UR, sont
apprenables. On ne peut malheureusement pas en dire aegdandages de chaines, puisque les régles
R/: et R; ne sont pas a diminution strictement limitée. Le coroll&irel s'applique toutefois aux régles
FA et BA, on retrouve alors le résultat deakazawa sur I'élasticité finie des langages de chaines des
grammaires ABk-valuées.

Il est clair que le résultat que nous avons présenté est pasere en termes d’applications. Il faut
tout de méme signaler gu'il est possible que d’autres regglescelles présentées ci-dessus remplissent
les criteres requis, méme si peu de variations sont possiBlr exemple, une régle de la forme

A B f(AygD,g(C,E)),B,D) D— g(C,E)

est correcte, aveergs(1) = args(3) = args(4) = 1, args(2) = 0, argy(1) = 1 etargy(2) = 0. En
effet on a bien :

e 9(C.E) € head"(f(A, 9(D,g(C, E)), B,D));

e args*(f(A,g(D,g(C,E)),B,D)) ={A,B,C,D} C Var(R);

o {4,B,D} Cargs*(f(A,9(D,g(C, E)), B, D));

e Il n'y a qu'une seule occurence dédansf (A4, ¢(D, g(C, E)), B, D).

Evidemment, on voit mal I'intérét que pourrait avoir ce tyierégle sur le plan linguistique. Cet
exemple n'a d’autre but que d'illustrer la possible inotusdans notre résultat de regles dont la forme
est trés éloignée de celle des grammaires AB. Méme si celawtertrés hypothétique, on peut envisager
gue cela soit utile a certains formalismes grammaticauxtrades ici.

6.5.2 Elasticité infinie desR-grammaires par consommation d’arguments

Le résultat positif que nous avons montré concernant tiélgs finie des grammaires par consom-
mation stricte d’arguments donne une réponse partiellegaidation ouverte de ANAZAWA . Mais ce
résultat est peu significatif seul, d’'une part parce quiiltess limité et d’autre part parce gu’il ne permet
pas de situer de fagon plus précise la frontiére entre lesetade langages ayant I'élasticité finie et
les autres. Nous proposons donc ci-dessous un résultaifriégesticité finie pour les grammaires par
consommation d’'arguments en général.
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6.5.2.1 Contre-exemple a I'élasticité finie
Exemple 6.3. Soit R I'ensemble de regles universelles défini par les régles

/ A/BB—>A
/& A/TBB— A/™B
/;’ A/+BB—>A

SoitGop={x:s/ap; y:s/by; z:ag; w: by}, etpourtout > 0 soito; la substitution définie
par :

o — { a;—1 — ai/eri i b1 — b } si ¢ est impair;
‘ {ai_1+— a;; bi_1 — b;/Ta; } siiest pair.

Pour touti > 0, soitG; = 0;[G;_1].

Le fait queSL(G;-1) € SL(G;) (pour tout: > 0) est une conséquence directe de la proposition
4.11. Nous allons montrer gu'’il existe parallélement a lguséice(G;);>o une séquencée;);~ telle
quee; ¢ G pour toutj < i.

Proposition 6.24. Pour tout: > 0, il existe un arbre de dérivation complet pour la grammairg
contenant

e si; est pair, un sous-arbre de racing et un sous-arbre de racing/ " a; ;

e sii estimpair, un sous-arbre de racing/™"b; et un sous-arbre de racins.

Démonstration.Par induction sut.
i=1.Gi={x:s/(a1/Tb1); y:8/bi; z:a1/Th; w:by }, etlarbre
/(s,U(s/(a1/Tbr),x), /7 (a1 /Fbr, U (ar /T b1, 2), 1(br, w)))
contient bien un noeud de type/ ™ b; et un nceud de typi .

¢ > 1. Cas 1 1 est impair. On suppose que la propriété est vraie poud : il existe un arbre de
dérivation pourG;_; contenant un sous-arbre de racine; et un sous-arbre de racibg /" a;_1 (car
i — 1 est pair).G; = 0;|G;_1], aveco; = { a;_1 — a;/Tb; ; bi_1 — b; }, donc il existe un arbre de
dérivationT pour GG; contenant

e un sous-arbrd” de racines;(a;—1) = a;/"b;

e et un sous-arbré” de racines;(b;_1/"a;_1) = b;/ T (a;/Tb;).

SoitT" = /X (b;,T",T') : cetarbre partiel est correctement formélgar (a;/*b;) ai/*b; — + b;,
etles arbreq” etT” existent. En insérant 'arbrgf (a;/*b;, T', T"") & 'emplacement d&” dansT’, on
obtient un arbre de dérivation complet pd&iy contenant les sous-arbré$ de racinea; /*b; et " de
racineb;.

Cas 2 1 est pair. On suppose gue la propriété est vraie poeui : il existe un arbre de dérivation
pour G;_; contenant un sous-arbre de racine;/*b;_; et un sous-arbre de racing ; (cari — 1 est
impair). G; = 0;[G;_1], aveco; = { a;—1 — a; ; bi_1 — b;/Ta; }, donc il existe un arbre de dérivation
T pour G; contenant



CHAPITRE 6 — Apprenabilité des GCG par consommation d’arguments 189

e un sous-arbrd” de racines;(a;_1/"b;_1) = a;/"(b;/ T a;)

e et un sous-arbré@” de raciner;(b;—1) = b;/ " a;.

SoitT" = /¥ (a;, T',T") : cet arbre partiel est correctement formé eai™ (b;/*a;) bi/*ai — /+
a;, etles arbreg” etT” existent. En insérant I'arbré" (b;/Ta;, ", T"") & 'emplacement d&” dans
T, on obtient un arbre de dérivation complet p&éjrcontenant les sous-arbré¥ de racineb; /*a; et
T de racineu;. d

Proposition 6.25. Il existe une séquence de-grammaires(G});>o et une séquence de-structures
(ei)i>o telle quee; ¢ G; pour toutj < i.

Démonstration.On définit la séquence infinig=.);>o comme la sous-séquence d&s définies dans
I'exemple 6.3 formée uniquement des indices pairs :Gpit= Go; pour touti > 0.

Selon la proposition 6.24, pour tout> 0 il existe un arbre de dérivation complet pakis; contenant
un sous-arbre de racing; : soite; la R-structure dont cet arbre est I'instanegc SL(G}). Clairement
la forme de toute grammair@’; impose que tout type; soit formé a partir de la régle — A;, avec
A; = (1jori—10---0711)(ap) (avecry; = o;00i — 1), &l'aide d’'un sous-arbre dont la branche principale
passe par tous les élémentsided* (A;). Ceci ne peut se faire qu’en utilisafitead* (A;)| fois la régle
/& Mais|head*(A;)| = 4, donc cela n’est possible que pour les grammaﬂi"JeSsIIes quej > i. O

Théoréme 6.2.11 existe des classes de-grammaires par consommation d’arguments dont les classes
de langages correspondantes ont I'élasticité infinie.

Démonstration.Nous avons exhibé une telle classe dans I'exemple 6.3, dastavons prouvé I'élasti-
cité infinie dans la proposition 6.25. O

Il convient de rappeler que I'élasticité infinie d’'une claske langages n’'implique pas la non appre-
nabilité de cette classe. Ce contre-exemple est seulerestibél @ montrer que la méthode utilisée sur
les grammaires AB par KNAzZAWA dans [60], qui repose sur I'élasticité finie, n'est pas géligable
a 'ensemble des grammaires par consommation d’argumleatguestion de I'existence de classes de
langages (de structures) non apprenables parmi les graemmar consomation d’arguments est laissée
ouverte.

6.5.2.2 Discussion

il est intéressant de constater que I'ensenfleroposé dans I'exemple 6.3 a certaines propriétés
dont on aurait pu supposer qu’elles permettraient au domtdsaboutir a I'élasticité finie. En effet on
peut voir que toutes les regles respectent la condition des@ammation obligatoire d’arguments” :

Définition 6.15 (Régles par consommation obligatoire d’argumen®)it R = A;... A, — B une
regle par consommation d’arguments, ddptest le type consommateuR est une reglg@ar consom-
mation obligatoire d’argumentsi I'équivalence suivante est vérifiée :

1 <1< neti+# hsietseulement sil; € args*(A4y).
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En d’'autres termes, de telles régles imposent que tout angiutu type consommateur soit effective-
ment consommé (alors que dans le cas général, les arguneenesnp “disparaitre” du type consomma-
teur sans qu’un type identique a cet argument ne soit présastla dérivation). Cette propriété présente
l'avantage de garantir la présence d’un sous-arbre swiat ghaque argument d’'un typelans un arbre
de dérivation de racing comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 6.26. SoitG = (X, Pr,>) une grammaire dans le systéme7egrammaires par consom-
mation obligatoire d’argument&), R, s).

S'il existe un arbre de dérivation (partiely tel queracine(P) = t, alors il existet’ € Lex(G) et
w € prod(P) tels que les conditions suivantes sont vraies :

(i) wegt';
(i) t € head*(t');

(i) pourtoutwu € head*(t')\ head*(t) ettoutu’ € args(u), P contient strictement un sous-arbre dont
la racine estu'.

Démonstration.Les conditions (i) et (ii) sont démontrées dans la propmsi6.11, nous donnons donc
ici seulement la partie de la preuve spécifique a la condtignPar induction sur la hauteur de I'arbre
h(P).

e h(P) = 0. dans ce cas= ¢’ donchead*(t') \ head*(t) est vide : évident.

e h(P) > 0.l existet’ € Lex(G) tel quew >t' ett € head*(t') (proposition 6.11). Soi® =
[R](t, P, ..., P,)ett; = racine(P;) pour touti. Soith la position du type consommateur dans la
regleR, t;, étant le type consommatetire head*(ty,), donc par définitiohead*(t') \ head* (t) =
(head*(t') \ head*(ty)) U (head*(ty) \ head*(t)). Soitu € head*(t') \ head*(t) :

1. siu € head*(t') \ head*(t;) : par hypothése d’'induction la propriété est vraie Byrcar
h(Py) < h(P). De plus tout sous-arbre strict d& est aussi un sous-arbre strict Bedonc
la propriété (iii) est vérifiée.

2. siu € (head*(ty) \ head*(t)) : sOit R = A;... A, — A eto la substitution telle que
o(A;) = t; pour touti > 0 eto(Ap) =t. Onadona € (head*(o(Ap)) \ head*(o(Ap))).
Ceciimplique qu'il exister € head* (Ap)\head*(Ap) tel queo(a) = u (carhead* (o (Ap))\
head*(c(Ag)) = { o(a) | a € head*(Ap) \ head*(Ag) }). a ¢ head*(Ag) donca #
head(Ap), par conséquent est un type complexe. Commda) = u etu’ € args(u),

il existe a’ € args(a) tel quec(a’) = u'. Ora’ € args*(Ay) et R est une regle par
consommation obligatoire d’arguments, donc il existg h tel queA; = o/, dout; =
o(4;) = o(d) = . t; est la racine du sous-arbre striéf dans P, par conséquent la
propriété (iii) est vérifiée.
U
Cette propriété rejoint partiellement la propriété décatians la proposition 6.20 pour les grammaires

par consommation stricte d’arguments, dans le sens ougoilstruction d’'un type nécessite auparavant
la construction de tous ses arguments. Mais contrairemeichg des grammaires par consommation
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stricte d’arguments (corollaire 6.8), on voit ici dans Bexple 6.3 qu’'un sous-type strict d€x) (avec

x € Heads(@)) peut trés bien étre un type faisable pour la grammaj@]. Ainsi il N’y a pas de
limite dans les combinaisons de types “nouveaux” (issusel’substitution) et “anciens” (images de
types existants avant la substitution), donc pas de linnitecembre de grammaires différentes qu’on peut
obtenir par substitution.

Ces considérations peuvent sembler étre des détails teEmpeu pertinents, pourtant cet aspect
mérite un tel éclaircissement car le lemme ¢&y lemma5.56 (p. 76 dans [60], reprise dans ce do-
cument en tant que proposition 3.10, p. 79) deNniKzAwA est relativement ambigu sur ce point. En
effet, la démonstration proposée par¥azAwA utilise la notion de “dépendance” d'un type sur un
autre & depends on)y. un type primitifa dépend d’un type primitib si tous les types déex(G) ayant
a pour type téte onb pour argument, c’est-a-dire sic Lex(G) eta = head(t) alorsb € args*(t).

La démonstration se conclut en montrant que sous les cot@saue Heads(G)| = |Heads(o[G))|,

[Var(G)| = |Var(o|G])|, avecG et G’ sans types inutiles, si n’est pas un renommage alors il existe
une chaine infinie de dépendances entre types primitifée Clediine infinie implique qu’il existe un type
dépendant de lui-méme, ce type est donc inutile d’ou coiatiad : o ne peut étre qu’'un renommage. Le

Iéger flou sur la notion de “type dépendant d'un autre” n’echgépas la démonstration d’'étre valide pour
le cas des grammaires AB, car effectivement un type qui dégderdui-méme dans ce cadre est inutile.
En fait cela est di au fait que les regles des grammaires ABastanfois des régles par consomma-
tion obligatoire d’arguments et par consommation stricéegiiments : la notion de dépendance utilisée
semble insister sur le fait qu'un ty@eest nécessaire pour construire un typ@Eonsommation obliga-
toire), alors que c’est le fait que I'argument soit toujoélisniné du type consommateur (consommation
stricte) qui joue le réle le plus important pour parvenirgdsticité finie.

6.6 Conclusion

Dans [60], la question de I'existence de classes de graramegmbinatoires générales (autres que
les grammaires AB) ayant I'élasticité finie était laisséeaste. Nous avons donné dans ce chapitre
une condition suffisante sur les ensembles de régles uellsrpour que les classes Regrammaires
correspondantes-bornées aient I'élasticité finie. Comme on I'a vu, cettediton est extrémement
restrictive, et ne s’éloigne de fait que tres peu du cas dasmaires AB, pour lesquelles I'élasticité
finie a été démontrée pardiAzAWA dans [60]. Mais nous avons également démontré gu’en sfelaig
seulement “un peu plus” du cas ou la condition suffisante ques proposons est remplie, on obtenait
au contraire I'élasticité infinie. Bien entendu rien ne m®@u’il n'y ait pas des classes de GCG avec
I'élasticité finie “ailleurs”, c’est-a-dire en ne recheattt plus cette propriété selon la méthode employée
pour les grammaires AB. Cependant les grammaires AB étamiglie cas connu a ce jour de classe de
langage suffisamment riche avec I'élasticité finie, on estreit de supposer que nos résultats signifient
gue la frontiere séparant les classes de grammaires cawib@sagénérales ayant I'élasticité finie de
celles qui ne l'ont pas est finalement trés proche des graramAB.

CoSTA FLORENCIO avait étudié cette méme question dans [32] (ainsi que dathesa [35]). Dans
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ce travail, @STA FLORENCIO propose une transformation générique de régles univesseft un en-
semble de regles de forme identique a celle des grammairesidBraniére a rapporter le probleme
de I'élasticité finie des classes de grammaires utilisastrédgles transformables de cette facon au cas
déja démontré par KNAzZAWA des grammaires AB. A l'aide du théoréme daNgkzAawA concernant
I'élasticité finie avec une relation finiement valuée (tlidoe 2.14), il obtient une condition suffisante
sur les régles universelles pour I'élasticité finie dessglasle grammaires ainsi transformée. Cependant
ce résultat comporte un inconvénient non négligeable afestormation requise pour convertir les gram-
maires de sorte que celles-ci utilisent les régles équitedesimilaires aux grammaires AB ne préserve
pas la borne sur le nombre de régles. Ceci signifie que pouwlasse d&k-grammaires; k-bornée don-
née, I'existence d’'ut’ tel que I'image dej par la transformation soit’-bornée n’est pas garantie, car
le nombre de regle d'une grammaire transformée dépend nodatrdu degré des types de la grammaire
d'origine :

La valeur dek dépend a la fois dét et (du degré) des types de la grammaifgqui est fini
mais non borné). [35]

C’est pourquoi le résultat de@STA FLORENCIO ne peut S'interpréter que dans le contexte de la
transformation qu’il propose, ce qui en limite la portée.ifvierse, notre résultat donne des conditions
suffisantes (qui portent aussi sur les regles) aboutissegtdteiment a I'élasticité finie de la classe de
grammaires:-bornées correspondante.

Finalement, nous avons montré que le critére des gramnmmreasnsommation stricte d’'arguments
est une condition suffisante pour I'élasticité finie des gramines combinatoires générales (lexicalisées et
algébriquesk-bornées. Ceci a pour conséquences I'apprenabilité desedale langages #estructures
de ces grammaires, et celle des langages de chaines sostitdioa des régles strictement décrois-
santes. Le critére utilisé impose des contraintes fortelagarme des regles universelles. Mais contrai-
rement a la condition suffisante des grammaires a argumemigdprésentée dans le chapitre 5, il ne re-
quiert pas de limite particuliére sur les types utiliséssdan grammaires. Il s’agit donc d’un résultat plus
clair, au sens ou la classe de langages compléte est apigrgai les familles de grammaires concer-
nées (toujours sous la restriction du nombre de régles Hmemésir). Nous avons ainsi obtenu deux
résultats d’apprenabilité complémentaires, I'un re&tient riche sur le plan des formalismes gramma-
ticaux qui y sont potentiellement inclus mais limité au aweale la forme des grammaires, I'autre plus
restreint sur les formalismes mais non limité par la forme glammaires.
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CHAPITRE 7

Apprentissage partiel et
application aux
grammaires de liens

GoLD. PARMI CELLES-CI, NOUS AVONS MONTRE QUE CERTAINES PERMETTENT DE REPRESEN
TER DE FAGON ASSEZ SATISFAISANTE LES LANGUES NATURELLESA L'AIDE DE FORMALISMES
GRAMMATICAUX RELATIVEMENT BIEN ADAPTES. MAIS LA MISE EN EUVRE CONCRETE DE [AP-
PRENTISSAGE AUTOMATIQUE SOULEVE DE NOMBREUSES DIFFICULTE EN TERMES D EFFICACITE
ALGORITHMIQUE ET DE DISPONIBILITE DES DONNEES NECESSAIREA CELLE-CI NOTAMMENT. LA
MAJORITE DES ALGORITHMES DAPPRENTISSAGE EXISTANTS UTILEE(PERMETTANT D' ACQUERIR
DES CLASSES DE LANGAGES INTERESSANTEBSSONT EN EFFET DE COMPLEXITE EXPONENTIELLE
NOUS ABORDONS DANS CE CHAPITRE UN ASPECT DE CE PROBLEMEELUI DU MANQUE D’EFFI-
CACITE DANS LE CAS DE LAPPRENTISSAGE A PARTIR DE SIMPLES PHRASENOUS PROPOSONS DE
RENDRE LE CONTEXTE DE LAPPRENTISSAGE PLUS SOUPLFA TRAVERS LE PRINCIPE DE LAPPREN
TISSAGE PARTIEL NOUS MONTRONS EN QUOI CETTE METHODE EST PERTINENTR L’ AIDE D’ UNE
EXPERIMENTATION AVEC LES GRAMMAIRES DE LIENS PORTANT SUR DES DONNEES DE TAILLE
MOYENNE.

7.1 Introduction

Il est clair que le critére d’identification a la limite, déficomme base de I'apprenabilité, fait du
modéle de ®LD une formalisation uniguement théorique du processus témpigsage. En effet, si
ce critére garantit bien I'existence d’'un algorithme d'agtissage pour les classes de langages ap-
prenables (autrement dit la décidabilité du probleme dkefitification a la limite pour cette classe de
langages), il ne donne aucune assurance d’'une quelcontjoe d&fficacité pour cet algorithme. C’est
pourquoi la plupart des algorithmes d’apprentissage us@le sont totalement inutilisables en pratique :
typiguement, il n’est en aucun cas envisageable d’énunpéreordre lexicographique I'ensemble des
grammaires de la classe étudiée aprés chaque nouvel exehimde la mise en ceuvre de l'appren-
tissage nécessite au minimum que l'algorithme soit capdéleonstruire une grammaire a partir des
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données dont il dispose, sans avoir a effectuer une reahegstématique dans I'ensemble de la classe
de grammaires. De plus, il est souhaitable que la construdi la grammaire soit réalisable en un temps
raisonnable.

De tels algorithmes d’apprentissage existent, bien sgsteiotamment le cas de 'algorithme RG
proposé initialement par Bszkowskl, qui apprend la classe des langages de FA-structures daes gra
maires AB rigides (voir partie 3.2). Cet algorithme est deptexité polynomiale, de méme que la géné-
ralisation (présentée dans la partie 4.4.2) qui en estpioée les grammaires combinatoires générales
Mais par rapport aux applications aux langues naturellesype d’algorithme présente deux défauts
majeurs (détaillés dans la partie 3.2.4) : la limitation geammaires rigides et la nécessité de structures
complexes en entrée. Pour les grammaires ABNKZAWA a proposé un algorithme qui apprend la
classe des langages de chaines de grammaires-veuées, mais celui-ci est de complexité exponen-
tielle. CosTA FLORENCIO a démontré dans [34] et [33] qu'il s’agit en fait d'un probemNP-dur (voir
partie 3.3).

Dans ce chapitre nous abordons le probléme de la mise en adalgerithmes d’apprentissage sur
des données réelles en langage naturel. Ce probléme égoomplexe, nous nous limitarisi a étudier
la question de la nature des données requises par 'alg@ridn entrée. Dans le cadre des algorithmes
de type RG, il s’agit de trouver le moyen d'apprendre “en temgisonnable”, sans pour autant avoir
besoin de structures complexes telles que les FA-strigctAgtirement dit, nous cherchons a apprendre
un langage a partir de phrases simples, en limitant I'eipiosombinatoire due a la multiplicité des
structures possibles pour une phrase. Dans ce but, noussaip d’assouplir le cadre de I'apprentis-
sage, en fournissant a 'algorithme une partie de la gramenoai’il doit apprendre. Nous présentons
donc un algorithme dipprentissage partieldont le fonctionnement doit permettre de tirer profit des
informations de layrammaire initialepour pallier I'absence des informations qui auraient éffoapes
par des structures.

Nous évaluons ensuite la faisabilité de I'approche propoaél'aide du lexique anglais proposé
par les auteurs des grammaires de liengASOR et TEMPERLEY. Méme si ces données sont relati-
vement simples et de taille limitée, il s’agit d’'une gramraaassez compléte de I'anglais. En ce sens,
cette premiére expérimentation est représentative dédypnes que pose le passage a I'échelle de véri-
tables données textuelles pour I'apprentissage autoneatices résultats obtenus semblent indiquer que
I'apprentissage partiel répond de fagon satisfaisanteraigme de la nature des données requises par
I'algorithme d’apprentissage.

L'acquisition automatique de grammaires d'aprés corpusresproblématique qui a déja fait I'objet
de plusieurs travaux. Dans le domaine des grammaires catem HOCKENMAIER a réalisé I'acqui-
sition d'un lexique de I'anglais sous forme de grammairdégiaielles combinatoires, a partir éenn
Treebank{55], [30]. MoOT a réalisé I'acquisition d’un lexique de grammaires catigdies multimo-
dales pour son prouveur de théoréen®ail [71], [73], [72]. Il est clair que ces précédents travauxtson

!Sous réserve que la relatien, qui est un paramétre de I'algorithme, soit vérifiable sut wouple de types en temps
polynomial.
20n se limite également ici au simple cadre des grammairebioatoires générales algébriques et lexicalisées.
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nettement plus aboutis que les nétres, puisque dans lescdsuxn lexique complet et utilisable a été
obtenu. Mais nos travaux s’inscrivent dans une perspetriagedifférente des leurs : nous poursuivons
I'objectif de respecter les contraintes strictes du model&oLD, qui constituent une garantie de pré-
cision trés importante. A l'inverse, dans les travaux diasijon cités plus haut, diverses techniques
propres aux données et/ou a la langue étudiée sont utilmdesparvenir au résultat. De plus, nos tra-
vaux se distinguent également des leurs par I'absencesatéhformations structurées sur les phrases.

Remarque :Ce chapitre reprend nos travaux précédemment publiés damsticles [77] et [75] (ainsi
gue dans [76], dans une moindre mesure).

7.2 Apprentissage partiel de grammaires lexicalisées riges

L'application des algorithmes d’apprentissage de gramesatombinatoires générales rigides se
heurte donc au probléme classique du rapport entre quahiti®rmation en entrée et efficacité de
I'algorithme : soit I'algorithme est polynomial mais nésite desR-structures trop complexes, soit I'al-
gorithme n'utilise que des phrases brutes mais est alonexpiel, donc tout aussi peu utilisable dans
le cadre de réelles applications. Précisons que I'on 8882 ici uniquement au probléme de I'appren-
tissage sanR-structures, en restant dans le cas des grammaires rigidegcond probléme sera discuté
dans la partie 7.2.4.1.

7.2.1 Méthode

Nous proposons ici un compromis dans lequel les informatigume constituent le®-structures
(ou FA-structures dans le cas spécifigue des grammaires é®R)remplacées par celles fournies par
unegrammaire initiale de maniére a maintenir un niveau acceptable d’efficacdér Bes grammaires
totalement lexicalisées, telles les grammaires catdigsjd’hypothése qu'une partie de la grammaire
a apprendre soit connue au départ est réaliste : en efféd, pattie est simplement constituée d’'un
ensemble de mots auxquels sont associés un ensemble de types

Afin de montrer combien I'analyse syntaxique et I'appresatgge sont liés dans le cas des grammaires
catégorielles, nous proposons ci-dessous (figure 7.1) tingpegramme Prolog qui est a la fois un
analyseur syntaxiqgue de grammaires AB, un algorithme d&gjssage de grammaires rigides et un
algorithme d’apprentissage partiel. Le point commun elfdrealyse et I'acquisition est la recherche de
la structure : dans le premier cas celle-ci garantit I'apgrence de la phrase au langage en utilisant les
catégories, et dans le second elle induit les catégoriesndessinconnus. Cet algorithme naif, qui repose
entierement sur le moteur Prolog pour la recherche d’'unieadiem et/ou le calcul des types inconnus
du lexique, illustre aussi 'importance de I'unificationngale processus de dérivation des grammaires
catégorielles.

Bien s0r ce type de programme est extrémement peu efficadesajuutilisé comme analyseur ou
comme algorithme d’apprentissage : dans les deux casdte&fiel’abord une recherche systématique du
parenthésage en constituants de la phrase fournie, avastifier si cette structure peut correspondre
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:-op(400, xfx,/).
:-0op(400, xfx,\).

regl e(A/ B, B, A). % Forward Application (FA)
regl e(B, B\A A). % Backwar d Application (BA)

couper _liste(Partl, Part2, Liste) :-
append(Partl1, Part2, Liste),
Partl \= 1],
Part2 \=1].

deriv(Lexique, [Mt], T) :-
menber (def (Mot, T), Lexique).

deriv(Lexi que, Constituant, T) :-
couper_liste(Cl, C2, Constituant),
deriv(Lexi que, Cl1, T1),
deriv(Lexi que, C2, T2),
regle(T1, T2, 7).

exenmpl e(X) :- %’ Marie’ de type inconnu
Lex = [ % renvoie X = sn
def (' Pierre', sn),
def ("aine’, (sn\s)/sn),
def (" Marie’, X
1.
deriv(Lex, [ "Pierre’, "aime’, '"Marie ], s),
deriv(Lex, [ "Marie', "aime', 'Pierre’ ], s).

Figure 7.1 — Analyse syntaxique et/ou apprentissage natfeiog

(par unification) aux données dont il dispose. On voit cepahdu’il peut aussi bien étre utilisé

e comme analyseur : le lexique est entierement défini, et ldigatder i v termine avec succes si
et seulement si la phrase appartient au langage ;

e comme algorithme d’'apprentissage traditionnel a partisidgples phrases : tous les types du
lexique sont des variables. Le prédidatr i v fournira autant de solutions qu’il y a de grammaires
compatibles avec les phrases données.

e comme algorithme d’apprentissage partiel (cf. exemplele partie des types du lexique sont
définis tandis que les autres sont des variables. Le prédérat v fournira autant de solutions
gu'il y a de grammaires compatibles avec les phrases domtéegexique.

On peut noter que cet algorithme termine toujours, car lelmerde parenthésages d’une phrase en
constituants (non vides) est borné.

Afin d’optimiser I'utilisation des informations fournie dala grammaire initiale, on peut procéder de
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la méme maniére que pour I'analyse syntaxique (parsinggrctier tous les types possibles pour tous les
constituants complets (c'est-a-dire ne contenant aucurdont le type est inconnu). Selon la proportion
de mots inconnus dans la phrase et leur répartition, celagiede limiter I'explosion combinatoire
dle aux différentes structures possibles. L'algorithmd®R@roposé ci-dessous utilise une méthode de
parsing incrémental de type CYK (voir [31],[62],[110]), deaniére a guider la construction de I'arbre
de dérivation par les types fournis dans la grammaire laitia

7.2.2 Algorithme

L'algorithme RGPL (Rigid Grammars Partial Learningprend en entrée une phrasg, .., w, et
une grammaire initial€7y, composée de régles associant un type a un mot, de la forme La ver-
sion présentée ci-dessous (algorithme 7.1) généralikeprélsentée dans [75] pour les grammaires AB
aux grammaires combinatoires générales : ceci est simplergalisé a l'aide de la sous-procédure
apply_rules, dont le réle est de tenter d’appliquer les regles univieasét propres a la famille de
grammaires considérée, et de renvoyer I'ensemble desbiiitésid'applications (couples type et sub-
stitutions) le cas échéant. La forme des regles univesseiecependant limitée ici aux régles binaires
(41 Ay, — Ap), puisque nous utilisons un algorithme de type CYK (cettapdification n'est pas
indispensable : il suffirait d'utiliser un algorithme basé selui d’'EARLEY [45] pour supprimer cette
limitation).

L'algorithme 7.1 renvoie I'ensemble des grammaires rigidelutions, c’est-a-dire celles contenant
les régles de la grammaire initiale et acceptant la phegse. . , w,. L'algorithme 7.2 est un exemple
de procédureipply_rules pour les grammaires AB. Les régles universelles appliqugest donc les
regles FA et BA classiques.

Remarque :dans I'algorithme 7.1]d désigne la substitution identité. Il est également utileacker que
(oy 0 07) = (04 0 0,) Ccaroy, est défini comme le MGU de; eto,.

Précisons que l'algorithme 7.1 présenté ici ne décrit letionnement que pour une phrase, car il
s'agit de la seule partie significative de I'apprentissagdigl. L'algorithme d’apprentissage complet
doit simplement utilisetRG PL pour chaque phrase donnée en entrée, puis calculer I'uniGquius
général de la famille d’ensemblgsl;, As, ..., Ax|}, avecA; I'ensemble des types associés au mpt
par 'une des grammaires renvoyées par RGPL. Cette sectiagde pst identique a la phase d’unification
de l'algorithme RG d’origine (partie 3.2, aussi décrite staiforme généralisée dans la partie 4.4.2.2).

De méme que dans l'algorithme d’apprentissage a partiRelructures, cet algorithme utilise
des termes qui peuvent contenir des variables. Ces vagiablg progressivement instanciées selon les
contraintes imposées par les regles universelles, ercpiégti dans le cas ou le type est combiné avec
un type sans variable. Dans ce but, a chaque étape on vérifiechacune des regles s'il existe une
substitution permettant d’unifier les types en entrée asedylpes de la régle, et le cas échéant on ren-

31l nest pas difficile de trouver un algorithme génériqueseffiant cette procédure pour tout ensemble de réglesir le
modele de 'algorithme 4.1, p. 116). Nous omettons cettsionmlus générale car elle serait évidemment plus comptexe
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RGPL(Gy, (w1, ws, .., wy])
[Initialisation]
Lex — {(W,T)| Wp>T) e Gy}
Créer une matrice vid&/[1..n, 1..n]
Pour i de 1 an faire
Si(3 T tel que(w;,T") € Lex) Alors
| Mli,i) < {(T, Id)}
Sinon
créer une nouvelle variablé
Lex «— Lex U {(w;,V)}
Mli,i] —{(V,1d)}
Fin Si
Fin Pour
[Processus de dérivation/apprentissage partiel]
Pour i de 2 an faire
Pour j dei — 1 a 1 faire
Pour k dej ai — 1 faire
Pour chaque(T;, 0;) € M[j, k| faire
Pour chaque(T;., 0,) € M[k + 1, ] faire
Si (3 o0y, = mgu(oy,0,)) Alors
‘ M{j,i] < M{[j,i] U apply_rules(Ty, o1, Ty, 0r, 04)
Fin Si
Fin Pour

Fin Pour

Fin Pour

Fin Pour

Fin Pour
[Application des substitutions compatibles]

Res ()
Pour chaque(T, o) € M[1,n] faire
Si(3 7 tel quer(T') = S) Alors
‘ Res «— Res U{(T oo)(Lex)}
Fin Si
Fin Pour
Renvoyer Res

ALG. 7.1 — Apprentissage partiel
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apply_rules_AB(1},0,,T;,07,04)

Res «— ()

Créer deux nouvelles variablels B

Si (3 OFA = mgu({{gu(Tl)a A/B}7 {Uu(Tr)a B}})) Alors
‘ Res — Res U{(opa(A),0p4 00,00}

Fin Si

Créer deux nouvelles variable$, B’

Si(3opa = mgu({{au (Tl)a B/}’ {Ju(Tr)a B/\A,}})) Alors
‘ Res «— Res U {(opa(A"),0B4 00y 00}

Fin Si

Renvoyer Res

ALG. 7.2 — Apprentissage partiel, sous-procédusgly rules_ab

voie le type résultant de cette substitution et la compmsitle cette substitution avec les précédentes.
Chaque type “réalisable” par un constituant est accompdgrié substitution qui permet de I'obtenir.
Cette substitution porte sur les variables associées atximmnnus de ce constituant, afin de vérifier
lors de chaque combinaison de types que leurs substitig@mmscompatibles (par calcul du MGU). Bien
sdr, a la différence du cas de I'apprentissage avec stesgtiliest possible (et fréquent) gu’une variable
ne soit pas totalement instanciée, ou que plusieurs iratants soient possibles.

Il est important de noter que malgré son fonctionnement yge CYK" la complexité de cet algo-
rithme n’est évidlemment pas polynomiale en général. En, éf@ombre de coupled’, o) dans chaque
case de la matric&/ peut croitre de maniére exponentielle. C’est notammeratddarsque tous les mots
sont inconnus (la grammaire initiale est vide) : on se traalees dans le cas précédent d’apprentissage
a partir de simples phrases, et I'algorithme doit calcu@rdemble des structures possibles.

7.2.3 Exemple

Soit Gy la grammaire initiale définie par le lexique suivant
{un: SN/N, homme : N, poisson : N, nage : SN\S, vite : (SN\S)\(SN\S) }.

Soit “un homme court” la phrase donnée comme entrée a l'algorithme, ewft” est un mot
inconnu.

1. Initialisation :
M]I1,1] < (SN/N,0)
M(2,2] — (N,0)
M]I3,3] « (21,0) et Lex «— Lex U {(court,z1)}

40n peut noter dans cette grammaire que le type des mérest un argument du type du détermingiV/N, et non
l'inverse : il s’agit de la notation classique dans les graaimes catégorielles.
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2. Dérivation :
i=2j=1k=1: MJ[L2 < (SN,0) (FA)
i=3,7=2k=2: M[2,3] — (xo, {x1 — N\z2}) (BA)
i=3,j=1,k=1: M][1,3] — (SN,{z; — N\N}) (FA)
i=3.j=1k=1: M[L3]— (r3 {21 —~ N\((SN/N)\z3)}) (BA)
i1=3,7=1k=2: MI[1,3] — (x4, {x1 — SN\z4)}) (BA)

3. Substitutions compatibles avec S :
T(SN)=S7? impossible
T(z3) =857 {1 — N\((SN/N)\S)}
T(xg) =57 {x1— SN\S}

Aprés cet exemple, il y a deux grammaires dans I'ensemblsalaons : I'une définit éourt” par
le type N\((SN/N)\S), l'autre par le typeS N\ S. Sil'exemple “un homme court vite” apparait plus
tard dans la séquence d’exemples, la premiére solutioréfiermée, car il n’existe pas de substitution
sur les régles universelles permettant de combi¥en (SN/N)\.S) avec le type de I'adverbeite,
(SNAS)\(SN\S).

7.2.4 Discussion

L'algorithme RGPL, malgré son apparence tres différergetrés proche dans le principe de I'al-
gorithme RG de Bszkowski (ou de I'algorithme 4.4 dans la version généralisée). Dasisléux cas,
tout repose sur le fait que les regles universelles s’apgtitjuniquement si une substitution existe. Ceci
permet de rechercher les solutions en calculant a chaquenpasifieur le plus général, ce qui garantit
a la fois l'adéquation des solutions trouvées aux inforametidisponibles (la solution est la plus pré-
cise possible par rapport aux données), et I'absence dérgmajisation (la solution ne sera jamais en
contradiction avec une donnée pas encore disponible)t Glessi en grande partie ce fonctionnement
basé sur l'unification qui rend possible I'apprentissageiglapuisqu’il autorise la présence simultanée
de variables instanciées et non instanciées. Bien entdémguincipal probléme demeure I'absence de
garantie d’efficacité de ce type d’algorithme, puisqueeceildépend totalement de la proportion et de la
répartition des mots connus et inconnus.

7.2.4.1 Contrainte de rigidité et grammaire minimale

L'algorithme RGPL présenté ci-dessus apprend uniqguemesitgdammaires rigides. Plus exacte-
ment, les mots définis dans la grammaire initiale pourragair plusieurs catégories, mais 'algorithme
unifie tous les types d’'un méme mot inconnu. Dans le cas desngaires AB, il serait possible de gérer
des grammairek-valuées, mais cela serait contraire a |'objectif puisdgaigdrithme deviendrait trés ra-
pidement inexploitable : il serait en effet nécessaire deusr a la méthode proposée parkKazAwA ,
qui consiste a calculer toutes les possibilités d’unifiemon chaque couple de types d’'un méme mot
(voir partie 3.3.2). Dans le méme ordre d'idée, nous n’afgoer pas non plus ici de solution au probleme
du calcul (efficace) d’'une grammaire minimale parmi I'enbbndes solutions.
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On peut par contre envisager pour pallier ces problemesepielasses (syntaxigues) de mots soit dé-
finies dans la grammaire initiale : chaque mot inconnu deatais appartenir a I'une des classes prédéfi-
nies, ce qui limite fortement les combinaisons de typesebgeaupemement par classes est freguemment
utilisé (par exemple dans I'étiqueteur delBL [25]), mais suppose que les classes prédéfinies couvrent
'ensemble des combinaisons syntaxiques suceptiblepdrajire dans les exemples, et ne causent pas
de surgénération. Méme si elle présente un indéniableéinpéatique, cette solution est contestable sur
le plan théorique puisqu’alors I'algorithme ne fait plusitablement d’'inférence grammaticale au sens
strict du modéle de GLD.

7.2.4.2 Lagrammaire initiale

L'intérét de la méthode d’apprentissage que nous propaemuse entierement sur I'existence d’'une
grammaire initiale. Celle-ci doit étre suffisamment cortglpour gu’'un nombre significatif de mots
soient connus dans les phrases de la séquence a apprengseceDeadre, on peut tirer profit de la “loi
de ZiPF’, utilisée notamment par I'étiqueteur derB.L [25]. Celle-ci garantit que, sur 'ensemble des
mots d’'un texte, une faible proportion des mots suffit & regméer une grande partie du texte (en nombre
d’occurences). Or précisément ce sont les mots les pluadrig d'un langage qui sont le plus facile
a répertorier et définir (mots grammaticaux tels que détsanis, pronoms, prépositions, conjonctions,
etc.), soit manuellement soit par conversion de dictiamsagxistants dans d’autres formalismes. Nous
proposons dans la partie 7.3 quelques tests qui mettentidenée l'intérét de la loi de &F pour
I'apprentissage patrtiel.

7.3 Expérimentation avec les grammaires de liens

Les premiers tests de I'apprentissage partiel présentésaddte partie utilisent le lexique des gram-
maires de liens pour I'anglais. Cette grammaire a été aaitestpar Sleator et Temperley [106] et offre
une description assez précise et compléte (au niveau gracaihde I'anglais. L'apprenabilité des gram-
maires de lieng-valuées a été démontrée par Béchet dans [14], et nous ea dooné une nouvelle
démonstration dans la partie 5.3.3.3. Dans notre cas,d@srgaires de liens ont surtout I'avantage d'étre
trés proches des grammaires catégorielles, ce qui renabitation de I'algorithme d’apprentissage par-
tiel relativement aisée. Nous avons en effet proposé dgasiie 4.3.4 une formalisation des grammaires
de liens sous forme de grammaires combinatoires génénalgsnée grammaires catégorielles de liens.
Malgré les limitations qui en découlent (cycles non repnesges, voir partie 4.3.4), ce formalisme
intermédiaire reste relativement fidele a celui d’origine.

7.3.1 Analyse syntaxique simple pour les grammaires catégelles de liens

Le fait que les auteurs Sleator et Temperley aient construlexique de la langue anglaise dans le
formalisme des grammaires de liens constitue un avantagiepe non négligeable. Ce lexique contient
approximativement 59000 mots, répartis dans 1350 clagseaxiques, chaque classe correspondant a
un ensemble de types. La grammaire gére une grande part@héesmenes linguistiques de I'anglais,
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ce qui selon les auteurs “indique que cette approche peirt @& utilisations pratiques et étre perti-
nente au niveau linguistique” [98]. De plus I'analyseurtayigue fourni par les auteurs inclut un fichier
d’exemples de 928 phrases, étiquetées comme correctesasteictes.

Nous décrivons ci-dessous comment le lexique d’origing& aé@tverti dans le formalisme des gram-
maires catégorielles de liens. Cette conversion prendmpigocertaines des “caractéristiques avancées”
qui ont été ajoutées par les auteurs au systéme de base desajras de liens. En effet, I'application
réelle des grammaires de liens a I'analyse de la langueiaaeglaequis plusieurs adaptations techniques
par rapport a la stricte définition formelle de celles-cB{[952]). C’'est pourquoi nous avons développé
dans un premier temps un analyseur syntaxique de gramncaisgorielles de liens (GCL), dans le but
de vérifier la fiabilité de la conversion que nous proposoniexique d'origine en GCL. Dans la mesure
ou I'objectif final n'est pas la réalisation de cet analysglusieurs simplifications ont été effectuées, ce
qui aboutit a quelques limitations pratiques détailléedesisous. Ces choix sont principalement guidés
par la nécessité de préserver la simplicité du systémegde ace qu'il reste le plus proche possible du
systeme de base décrit dans la partie 4.3.4. Dans le cadi@pgechtissage partiel, il faut en effet que
certaines propriétés soient maintenues, telles que lagidésde retrouver une partie de dérivation uni-
guement par le mécanisme de l'unification. De plus, le fajirdserver un niveau de généralisation assez
éleveé rend le systéme plus souple pour d’'éventuelles iameéliorations ou nouvelles utilisations.

7.3.1.1 Conversion des catégories au format du dictionnaar

Dans le fichier dictionnaire fourni par les auteurs, leséagront le format (simplifi€) suivant :
< liste_mots >:=< Categ >,

avec< liste_mots > une liste d’entrées lexicales séparés par des espaceq,'eteg > un terme
dont les atomes sont les connecteurs (éventuellementdérélz 'opérateu@ cf. ci-dessous), et les
opérateurs sont les opérateurs logigaed et or . Les connecteurs a droite (resp. a gauche) sont notés
C+ (resp.C-), et I'ordre n’est important que pour les connecteurs d'umma c6té (i.e. on peut avoir
aussi bien A- and B- and C+" que “A- and C+ and B-"). Un opérateur d’optionnalité, noté?”
est aussi utilisé : il sert a indiquer que le sous-terme datégorie qu'il inclut peut étre utilisé, mais
n'est pas obligatoire Enfin les multi-connecteurs, notés par I'opérate@r, ‘permettent de brancher
un nombre indéfini de liens sur un méme connecteur : un motiddfat la catégoriggh+ peut étre
connecté a un ou plusieurs mots a droites par leur connestetar exemple, les noms peuvent avoir le
typed([ @\ D], [ S]), de maniére & autoriser qu’'un nombre quelconque d’adjgutéicede le nom.

Le convertisseur implémenté met simplement les catégsaes forme normale disjonctive :

SRemarque : cet opérateur n'est bien-sir jamais utilisé adme de la catégorie, ce qui autoriserait le mot & apparaitr
n’'importe quelle position d’'une phrase.
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conuv(A-) ={d([A].[])}

conv(A¥) ={d([]. [A]l)}

conv (@) ={d([@&].[])}

conuv (@) ={d([]. [@])}

conv(A or B) = conv(A) U conv(B)

conv(A and B) ={d( LeL’ , RR ) |d(L,R) € conv(A)etd(L',R) € conv(B) }
conv(A?) =conv(A)U{d([].,[])}

Remarque :cette mise sous forme normale disjonctive implique néaessant une explosion combi-
natoire (produit cartésien dans le cas des conjonctiorsanioins cette opération ne porte que sur la
grammaire et n'a donc pas d’effet sur la complexité de I'psmbyntaxique en elle-méfhe

La possibilité d'itérations sur les connecteurs, repri&sen I'aide desnulti-connecteursest main-
tenue dans le formalisme des GCL, en remplacant les régldériation “de base” par les suivantes
(dans lesquelleg@ signifie que le symbolé@est optionnel) :

d(L, cons([@c, R)) , d(cons([@c, nil), nil) — d(L, R
d(nil, cons([@c, nil)) , d(cons([@c, L), R — d(L,R
d(L, cons(@, R)) , d(cons([@c, nil), nil) — d(L,cons(@, R)
d(nil, cons([@c, nil)) , d(cons(@, L), RR — d(cons(@, L),R)

7.3.1.2 Subscripts

Les connecteurs utilisés dans la grammaire originale pe@tee dotés dsubscripts Lessubscripts
sont utilisés pour spécialiser les connecteurs, d’une énarsimilaire aux structures de traits dans les
grammaires d’unification. lls sont utilisés pour rendre fangmaire plus facile a comprendre et éven-
tuellement a modifier, et cela diminue le nombre de connextegécessaires a la description du langage.
Par exemple, les subscriptset p sont utilisés avec les noms (ainsi que les pronoms, détantsnetc.)
pour distinguer ceux qui sont au singulier de ceux qui somiatel .

Pour maintenir la simplicité des régles de réduction, lps$yd’origine utilisant ce mécanisme sont
convertis en types sans subscripts. Ceci est réalisé & khioh programme qui classifie tous les connec-
teurs existants (avec leurs subscripts) de telle sorteaysdés connecteurs d’'une méme classe ne puisse
étre reliés qu'avec le méme ensemble de connecteurs. Afinimieniser le nombre de classes, deux
classes sont fusionnées chaque fois que cela est possilaldinAdu processus un nouveau type est créé
pour chaque classe : le lexigue ainsi converti est équivalefexique d’origine. Soulignons qu’une telle
conversion est purement formelle : par exemple si plusisubscriptst sont compatibles avec exacte-
ment le méme ensemble de subscriptgeux-ci sont unifiés et considérés comme un méme subscript.
L'intérét d’'un tel fonctionnement est d’'éviter de produine trop grand nombre de connecteurs, ce qui

S"étape de conversion étant bien entendu distincte de dell@nalyse utilisant le lexique converti.

"En pratique, le subscript d’un connecteur est la partier@element vide) écrite en minuscule, coms@ansDs+. Les
connecteurs peuvent avoir plusieurs caractéres de sphsmmmeSpa+ Un Spa+peut se brancher avec @ unSp; ou un
Spa; mais pas avec uis; ni un Ssa-ou unSpb-
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amplifierait encore I'explosion combinatoire dans la cosimn des catégories. Cependant cela a pour
inconvénient la perte du sens associé a chaque subscripteddictionnaire d’origine.

7.3.1.3 Analyse lexicale (segmentation en mots)

Pour la segmentation en moteKenizatiol), les critéres utilisés parLEATOR et TEMPERLEY sont
suivis, notamment en ce qui concerne la ponctuation, lenesnles mots avec trait d'uniohyjphena-
ted word$ ou majusculeCapitalized wordy et les expressions figées (que les auteurs nomidients).
Cette étape est réalisée avant I'analyse syntaxique pngmtedite. Toutefois certains aspects liés a la
segmentation en mots sont gérés par I'analyseur : affentalies “catégories spéciales” pour les mots
avec majuscule, traits d’'union, nombres. La gestion @edls’ (optionnelle) est maintenue : lesvalls’
sont deux éléments lexicaux spéciaux placés avant et apmglsrdse, qui doivent satisfaire certaines
connexions. A noter que cette caractéristique, héritéeysi@mme original, est trés utile pour construire
un arbre de dérivation, puisqu’elle permet d’en retrousaatine.

En revanche, la gestion des mots inconnus est abandonnéev@ae, puisque I'objectif a terme est
précisément de traiter de mots inconnus dans un cadre dlgzage.

7.3.1.4 Fonctionnalités non gérées et implications sur B@antillon d’exemples

Selon les auteursles constructions utilisant des coordinations ne s’in@&w pas naturellement
dans le cadre des grammaires de liend.06]. Ainsi, I'analyseur original dispose d'un systemesp
figue pour gérer les conjonctions. Le prototype CLG implét@@e permet pas d’en tenir compte actuel-
lement, c’est pourquoi les phrases contenant des conpmsction supprimées du fichier d’exemples. Ceci
concerne une cinquantaine de phrases destinées spécifigu@ester cet aspect. Une douzaine d’autres
phrases contenant des conjonctions sont séparées erupusigases sans conjonctions. Par exemple,
“The former astronaut was alone and afraidievient“The former astronaut was afraidd’une part
et“The former astronaut was aloneti’autre part. Sur les 928 phrases de I'échantillon d’ogdiourni
avec I'analyseur, 892 sont conservées aprés ce traitement.

L'analyseur d'origine effectue un traitement simplemeainmé ‘post-processirigpar les auteurs,
réalisé aprés I'analyse de la phrase proprement dite (cosamenom l'indique). Ce traitement vérifie
que la structure de liens trouvée satisfait certaines sétgeformation, basée sur le type de connecteurs
utilisés. Il semble qu’un grand nombre de phrases élimiaée=ite étape (donc considérées incorrectes)
le soient pour des raisons plus sémantiques que syntaxigaesxemple, la phrasé@he question is who
we should invité est correcte, tandis quéThe party is who we should invitee I'est pas d’'aprés les
regles de post-processing. Comme ce systeme de postgiracest difficilement convertible au cadre
formel des CLG d’'une part, et que d’autre part les aspectastques sont secondaires dans I'optique
de I'apprentissage de régles syntaxiques, cet aspectasi@mné dans notre analyseur. En conséquence,
les 116 phrases incorrectes nécessitant cette étape s@#gelu jeu d'essai (il en reste 776).

Les auteurs ont également mis en place un systéme qui affact®(t a chaque lien, afin a la
fois d’accélérer la recherche d’'une structure de liens @irdiner certaines constructions syntaxiques
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dont la probabilité est faible. Cette heuristique ne perg¢ ékportée dans le cadre de I'apprentissage
symbolique, c’est pourquoi hous n’en avons pas tenu congte limplémentation de notre analyseur.
Sur I'ensemble de I'échantillon d’exemples d’origine, lsetent 13 phrases incorrectes nécessitent que
le systéme de co(t soit utilisé (sur 928, soit 1,4%). ParsV &6 phrases du jeu d’essai obtenu apres les
étapes précédentes il N’y en a que 5. Il reste donc 771 phadased’échantillon.

Le parser original dispose d'un traitement pour les mots guerdint pas dans le dictionnaire. Une
seule phrase dans le fichier d’'exemples est concernéadtitih du mot Subjet¢ au lieu de ‘subject),
celle-ci est conservée mais étiquetée incorrecte.

7.3.1.5 Le probléme des cycles

On a vu gue le systéme de base gque nous proposons était éguialsystéme de base des gram-
maires de liens, mais uniguement dans le cas ou la struaturens ne contient pas de cycles (voir partie
4.3.4). Il s’agit la de la principale différence d'approahmre le systéme deLBATOR et TEMPERLEY
et le nétre.

Cette restriction est dle a la contrainte posée sur lessrégke CLG : celles-ci doivent étre exprimées
sous forme de régles de réécritures entre deux séquencesisst afin d'étre utilisables dans un cadre
d’apprentissage formel. Sur le plan pratique, les casldation des cycles dans les grammaires de liens
sont heureusement assez précisément définis. En effeeynisisitonnecteurs doivent obligatoirement
étre utilisés en produisant un cycle (pour éviter certa@mesurs syntaxiques, cf. [106]). Ces connecteurs
sont identifiés, ce qui nous a permis de les éliminer du lexigiette opération est possible puisque,
comme ces connecteurs n'apparaissent que dans des cyglas)écessairement un ou plusieurs autres
connecteurs dans le méme type.

Cependant les connecteurs supprimés provoqueront dessedans le cas de phrases incorrectes :
en effet I'absence des connecteurs de cycles permet tauji@uconstruire une structure de phrase sans
cycle, mais n'empéche plus une telle construction lorsaplie-ci était impossible avec la gestion des
cycles. Il s’agit d’un inconvénient important pour lequatane solution pratique n’est encore réafisée
Le fichier d’'exemples constitué comme décrit ci-dessusienn?71 phrases, dont 550 correctes et 221
incorrectes. L'absence de gestion des cycles dans I'analyde CLG provoque 38 erreurs (4,9%). Ces
erreurs ne concernent que des phrases incorrectes : cddegaontrer que les connecteurs “classiques”
définis dans ce lexique de I'anglais ne doivent jamais predie cycles.

7.3.1.6 Lanalyseur syntaxique de GCL

La correction de la conversion a été testée en comparanésedtats de I'analyse syntaxique des
phrases du fichier d’exemples avec ceux obtenus par I'amayfeurni par les auteurs. L'analyseur de
GCL est un analyseur standard de type CYK, programmé en S¥lbid¢et non optimisé), qui applique

8 Afin de mesurer 'importance des cycles dans le systéme g digginal, le parser CLG dispose d’une option leur gestion
Si celle-ci est activée, des regles de dérivation spécsaesutilisées de maniére a simuler le méme type de fonaiment
que 'analyseur d'origine. Mais ces régles ne sont pas égples dans le cadre de I'apprentissage partiel.
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simplement les regles de réduction binaires. Conformémenexplications données plus haut, cet ana-
lyseur ne gére pas certaines des fonctionnalités avaneékandlyseur d’'origine, ce qui implique la
suppression de I'échantillon des phrases nécessitanboesdnnalités pour étre traitées correctement.
On obtient donc un échantillon de 771 phrases parmi lessgigR1 sont incorrectes. Sur cet ensemble
de phrases, I'analyseur de GCL obtient exactement les m&sekats que I'analyseur d’origine.

Exemple 7.1. Voici quelques phrases contenues dans le fichier d’exempddes qui sont incorrectes
étant précédées d’'une astérisque :

What did John say he thought you should do

*What did John say did he think you should do

To pretend that our program is usable in its current form vebbé silly
That our program will be immediately accepted is hardlylijke

*|s that our program will be accepted likely

The man there was an attempt to Kill died

7.3.2 Expérimentations et résultats

L'objectif des expérimentations présentées ci-dessaudectester la faisabilité en pratique de I'ap-
prentissage partiel avec les données issues du lexiquaismgls grammaires de liens. Le prototype
utilisé est codé en SWI Prolog. Il est important de noter guselile partie du probleme observée dans
ces tests est la possibilité de réaliser I'étape de corigirudes grammaires générales par apprentissage
partiel en un temps raisonnable : aucune phase d’unificatide calcul de la grammaire minimale n’est
réalisée (voir discussion dans la partie 7.2.4.1).

7.3.2.1 Le prototype d’apprentissage partiel des GCL

Le prototype d’apprentissage partiel est basé sur I'apalysyntaxique de grammaires catégorielles
de liens présenté en 7.3.1, et utilise I'algorithme 7.1.dreyhge Prolog est de toute évidence bien adapté
pour manipuler des termes contenant des variables au coym®dessus : en pratique les substitutions
ne sont pas stockées dans la structure de données commeéindigs I'algorithme, mais simplement
obtenues a 'aide du mécanisme d'unification du langageoBrdafanalyse demeure néanmoins déter-
ministe : les types sont copiés chaque fois que c’est ndoesEamaniére a maintenir des listes de types
dans la matrice, et ainsi éviter backtrackingsur la matrice.

En dehors de quelques optimisations non essentiellespiggmme a aussi une caractéristique im-
portante qui permet d’éviter une part conséquente de bsiph combinatoire. Il s’agit de la factorisation
des types “structurellement équivalents”, sachant que tgest ett’ sontstructurellement équivalents
s'il existe deux substitutions; et o telles ques(t) = ¢’ etos(t') = t (en d’autres termes les deux
types sont identiques modulo un renommage de variableg)s Ramesure ou il est fréquent que deux
types structurellement équivalents appartiennent a laer@se de la matrice, cette optimisation dimi-
nue de maniére significative le temps d’exécution et 'espaémoire utilisé. Cependant ce mécanisme

9Exception faite de la durée des calculs, beaucoup plus épgur notre analyseur.
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nécessite que la composition des types ne soit plus caléutdaque étape au cours de l'analyse, si-
non il faudrait redévelopper tous les types dés qu'on pagsavaau suivant. C'est pourquoi seule la

substitution utilisée pour transformer un type a un nivesticenservée. Le programme doit donc réali-

ser une seconde phase qui calcule les compositions glakedesubstitutions, aprés la phase d'analyse
incrémentale.

Les tests sont faits a partir du fichier d’exemples fourncdianalyseur syntaxique des grammaires
de liens [106]. Seule une partie des phrases correctes @msemble d’exemples a été conservée. La
segmentation en mots des phrases est réalisée (et vérifideetement) avant le processus d'appren-
tissage partiel. Les tests consistent & supprimer uneegdgi mots du lexique, de maniére a ce que ces
mots soient considérés comme inconnus.

7.3.2.2 Reésultats

L’échantillon utilisé contient 537 phraséset 4765 mots (taille de I'échantillon), dont 1064 mots
différents (taille du lexique). Les mots les plus fréquesastthe (270),1 (155),is (122),to (121). Dans
ces tests nous comparons les temps de calcul de I'appeaggigsartiel pour différents taux de mots
inconnus (dans le lexique et dans I'échantillon).

Dans les résultats ci-dessous I'abbréviation “MI” désigggemots inconnus. La premiére colonne
(lexigue) indique le nombre de mots inconnus parmi I'enderdbs mots, tandis que la seconde colonne
(échantillon) indique le nombre d’occurences de ces maennus dans les phrases. Dans ce premier
test les mots supprimés du lexique sont choisis aléatoirerhes résultats sont présentés dans le tableau
7.2. On peut voir que le taux de mots inconnus dans I'échamtist proche de celui dans le lexique.

MI Ml Temps| Ml par phrase temps par phrase
(lexique) | (échantillon) | total | (min; moy;max)| (min; moy; max) (sec)
0 (0%) 0 (0%) 27 min 0;0;0 0,1;3,1;14,7
106 (10%)| 407 (8,5%) | 75 min 0;0,7;4 0,1;8,3;333
211 (20%)| 870(18,2%)| 3,5h 0;1,5;6 0,1;24; 1985
264 (25%)| 1106 (23,2%) 3,8 h 0;18;7 0,1;24,9;1115
317 (30%)| 1481 (31,1%) Echec (mémoire insuffisante)

Figure 7.2 — Suppression aléatoire de mots du lexique.

Afin de simuler I'idée qu'il est plus judicieux de construleegrammaire initiale en utilisant un petit
ensemble de mots (trés) fréquents, seuls les mots les mréapsets sont supprimés du lexique dans

19Bjen sir seules les phrases correctes sont prises en comptégpprentissage. Sur les 550 présentes dans I'éclmtil
(voir partie 7.3.1), 13 ont dues étre supprimées : la plufmart été soit parce gqu’elles étaient trés longues, soit@au’elles
contenaient trop souvent une grande quantité de mots insprme qui provoquait I'échec du processus par saturatida de
mémoire. Il s’agit bien sir d'une limitation sérieuse dwunpipe de I'apprentissage partiel.
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ce second test. Grace a la loi derg, il est ainsi possible de supprimer une grande partie des thot
lexigue sans avoir trop de mots inconnus dans I'échantitomme le montre le tableau 7.3.

MI MI Temps| Ml par phrase temps par phrase
(lexique) | (échantillon) | total | (min; moy; max)| (min; moy; max) (sec)
0 (0%) 0 (0%) 27 min 0;0;0 0,1;3,1;14,7
211 (20%)| 211 (4,4%) | 45 min 0;0,3;4 0,1;5,0;173
422 (40%)| 422 (8,8%) | 78 min 0;0,6;5 0,1;8,7;620
634 (60%)| 727 (15,2%)| 2,6 h 0;1,1;7 0,1;17,3;1844
845 (80%)| 1302 (27,3%)| 5,1h 0;2,0;9 0,1;34,1,;1893

Figure 7.3 — Suppression du lexique des mots les moins fnégjue

Ces tests montrent que le processus d’apprentissagel parigonctionner en un temps acceptable
(et sans surcharger I'espace mémoire) avec un taux de noatsrins dans I'échantillon allant jusqu’a
25 a 30%. On peut constater qu'il suffit qu’environ 20% desstiok lexique soient définis pour obtenir
un tel taux, grace a la loi del2r.

Bien entendu, les données sur lesquelles sont réaliséésstesie sont pas suffisamment représen-
tatives pour garantir que I'algorithme serait en mesureotietfonner dans toute situation ou le taux de
mots inconnus serait celui-ci. Mais le lexique anglais desmgnaires de liens, qui est une approxima-
tion raisonnable d’'un langage naturel, n’était pas congur pe type d'application. Par conséquent ces
tests semblent montrer que la méthode de I'apprentissatjel pourrait étre une approche réaliste pour
appliquer I'apprentissage symbolique aux langues nadstel

7.4 Conclusion et perspectives

Dans le domaine de l'inférence grammaticale, I'appreitébiles classes de langages est souvent
étudiée indépendamment d’'une éventuelle mise en pratigoetdpprentissage. Du strict point de vue de
I'apprenabilité dans le modele deoGD, aucune distinction n’est nécessaire entre les cas d’'afigsage
de grammaires rigides a partir de FA-structures et de grarastavaluées a partir de simples phrases,
méme si le premier est peu utile et le second pratiquemeatlisable.

Dans la perspective d'applications “réelles”, nous avorgp@sé une adaptation des algorithmes
d’apprentissage de grammaires catégorielles. L'apprétidiée est moins contraignante sur la forme
des entrées de I'algorithme, tout en restant relativenaliste du point de vue de l'efficacité. Elle est
basée sur la lexicalisation totale et I'unification, ce quiat une méthode potentiellement utilisable avec
de nombreux formalismes. Néanmoins il reste plusieurstiqussa résoudre avant de pouvoir appliquer
des algorithmes d’apprentissage symbolique de régleaxdgnes au langage naturel : comme on I'a vu,
le passage aux grammairesaluées, indispensable pour garantir une expressivifisaote des classes
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de langages concernées, reste une source d'inefficaci@lgi@ghmes qui semble rédhibitoire. Il reste
également & déterminer comment et selon quels critéresito@nga grammaire initiale.

Sur un plan pratique, on peut s'interroger sur ce qu’'un #lyoe d'apprentissage doit renvoyer
comme résultat : dans l'idéal ce devrait étre une unique graine, mais le calcul de la grammaire
minimale parmi un ensemble de grammaires solutions estitiléfment trop complexe, quand il n'est
pas impossible. Méme si I'on tolére que la réponse de I'#lgme soit un ensemble de grammaires, cet
ensemble risque souvent d’'étre beaucoup trop grand paucd@tulable. On ser