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Ultracold Gases: Motivations

Several quantum degenerate systems

T HKL
10-6 10-3 1 103 106 109 1012

room temperature
electrons in solids

cold gases

superfluid 4He

superfluid 3He

neutron star

quark-gluon plasma

Unconventional parameter scales:

density n ∼ 1013 to 1015 atoms/cm3

temperature T ∼ 1 µK

Strong connections between these systems despite the difference in orders
of magnitude
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Superfluidity in Ultracold Fermi Gases

Different kinds of superfluidity are observed as a function of the strength of
interactions.

M. Zwierlein et al, Nature 435, 1047 (2005)

weakly attractive interactions
BCS superfluidity

weakly-bound Cooper pairs

strongly attractive interactions
molecular BEC

deeply-bound molecules
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Universal Thermodynamics of a Fermi Gas

Equation of state in the grand-canonical ensemble:

Ω(V , µ,T ) = −P(µ,T )V = E − TS − µN

Here we directly measure P(µ,T ).

Simple description of short-range interactions

interparticle distance n−1/3 & 100 nm

size of the inter-atomic potential R ∼ 1 nm

r

V HrL

R

n-1�3
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Universal Thermodynamics of a Fermi Gas (2)

The inter-atomic potential can be replaced by

V (r) =
4π~2a

m
δ(r),

where a is the scattering length.

The equation of state P(µ,T , a) is expected to be identical
for all Fermi gases with short-range interactions.

Other (‘natural’) universal Fermi gas: superfluid neutron
matter

a = −18.6 fm, R = 2.7 fm� a

Universal regime at low density n� R−3

Simulation of neutron matter in the laboratory!
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BEC-BCS Crossover in Ultracold Fermi Gases

Our system: a mixture of 6Li atoms in the two lowest internal states

Feshbach resonance for 6Li

Motivations:

Understanding a model superfluid system in all aspects
A. J. Leggett, J. Phys. C7, 19 (1980)

P. Nozieres, S. Schmitt-Rink, J. Low Temp. Phys. 59, 195 (1985)

> 300 theoretical papers since the 80’s

Benchmark for many-body theories

Quantum simulation of neutron matter
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Experimental Setup

6Li-7Li experiment
7Li-6Li magneto-optical trap

Sympathetic cooling of 6Li by 7Li in a magnetic trap

Transfer of 5× 106 6Li atoms in an optical dipole trap

Evaporation of a mixture with resonant interactions

In situ absorption imaging
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Experimental Setup

6Li-7Li experiment
7Li-6Li magneto-optical trap

Sympathetic cooling of 6Li by 7Li in a magnetic trap

Transfer of 5× 106 6Li atoms in an optical dipole trap

Evaporation of a mixture with resonant interactions

In situ absorption imaging

Performances of our setup:

105 atoms in each spin state at T ' 0.03 TF

repetition rate: 1 per minute
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Measuring the Equation of State of an Ultracold Gas

How to compare many-body theories for homogeneous gases to trapped
gases in the laboratory?

Local density approximation: gas locally
homogeneous

µ(r) = µ0 − V (r)

V HzL

Measuring P(µ,T ) requires to

locally probe the pressure,

measure the temperature.
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Experimental Challenge (1): Probing the Local Pressure

Issue: in situ absorption imaging integrates the density over y .

z

x
y

atom cloud

camera chip

J. Fuchs et al, Phys. Rev. A 68, 043610 (2003), T. Ho & Q. Zhou, Nature Phys. 6, 131 (2009)

S. N., N. Navon, K.-J. Jiang, F. Chevy & C. Salomon, Nature 463, 1057 (2010)
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Experimental Challenge (1): Probing the Local Pressure

Issue: in situ absorption imaging integrates the density over y .

z

x
y

atom cloud

camera chip

pressure

Pressure on the z axis:

P(µz ,T ) =
mω2

r

2π
n(z), where n(z) =

∫
dx dy n(x , y , z)

J. Fuchs et al, Phys. Rev. A 68, 043610 (2003), T. Ho & Q. Zhou, Nature Phys. 6, 131 (2009)

S. N., N. Navon, K.-J. Jiang, F. Chevy & C. Salomon, Nature 463, 1057 (2010)
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Experimental Challenge (2): Thermometry

Our thermometer: 7Li atoms at thermal equilibrium with 6Li
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Fermi Gases with Resonant Interactions: State of the Art

a =∞: ‘unitary limit’
universal scaling: EF and kBT only energy scales in the problem

Low-temperature physics:

Equation of state µ = ξsEF , ξs = 0.41
(Fixed Node Monte Carlo simulations)

Finite temperature:

Analytic treatment extremely hard

‘Sign problem’ for Monte Carlo simulation

Equation of state averaged over the trap
J. Stewart et al, Phys. Rev. Lett. 97, 220406 (2006)

L. Luo et al, Phys. Rev. Lett. 98, 080402 (2007)
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Equation of state of a Fermi Gas at Unitarity

We express it as

P(µ,T , a =∞) = P0(µ,T )hT (−µ/kBT ) ,

P0(µ,T ): ideal gas pressure

×: one pixel row z from one
image
•: averaged data

statistical noise < 5%

S. N., N. Navon, K.-J. Jiang, F. Chevy & C. Salomon, Nature 463, 1057 (2010)
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Equation of state of a Fermi Gas at Unitarity

We express it as

P(µ,T , a =∞) = P0(µ,T )hT (−µ/kBT ) ,

P0(µ,T ): ideal gas pressure
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Virial Expansion

High temperature virial expansion: fugacity z = eµ/kBT → 0

P(µ,T ) =
2kBT

λ3
dB(T )

(
z + b2z

2 + b3z
3 + b4z

4 + . . .
)
,
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Two predictions for b3:

b3 = −0.291
F. Werner et al, Phys. Rev. Lett. 97, 150401 (2006)

X. Liu et al, Phys. Rev. Lett. 102, 160401 (2009)

b3 = 1.11
G. Rupak, Phys. Rev. Lett. 98, 090403 (2007)

We obtain b3 = −0.29(2)

S. Nascimbène Thermodynamique des gaz de fermions ultrafroids 11 juin 2010 18 / 31



Virial Expansion

High temperature virial expansion: fugacity z = eµ/kBT → 0

P(µ,T ) =
2kBT

λ3
dB(T )

(
z + b2z

2 + b3z
3 + b4z

4 + . . .
)
,

bk is calculated from spectrum of the k-body problem.

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

ideal gas

virial 2

virial 3

-2 -1 0 1 2

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

-Μ�kBT

h T

Two predictions for b3:

b3 = −0.291
F. Werner et al, Phys. Rev. Lett. 97, 150401 (2006)

X. Liu et al, Phys. Rev. Lett. 102, 160401 (2009)

b3 = 1.11
G. Rupak, Phys. Rev. Lett. 98, 090403 (2007)

We obtain b3 = −0.29(2)

S. Nascimbène Thermodynamique des gaz de fermions ultrafroids 11 juin 2010 18 / 31



Virial Expansion

High temperature virial expansion: fugacity z = eµ/kBT → 0

P(µ,T ) =
2kBT

λ3
dB(T )

(
z + b2z

2 + b3z
3 + b4z

4 + . . .
)
,

bk is calculated from spectrum of the k-body problem.

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

è

èè
èè

èèè
è

èè
è

è
è

èè
èè

è

è

è
è

è

èèè

è
èè

è

è

è

è
è

è

èè
è

èè

è

è

è
è

è

èè

èè

è

è

è

è

è
è

è

è

è
è

è

è

èè

è

è

è

è

è

èè

è

ideal gas

virial 2

virial 3

virial 4

-2 -1 0 1 2

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

-Μ�kBT

h T b4 = 0.05(1): benchmark for the
resolution of the 4-body problem

S. Nascimbène Thermodynamique des gaz de fermions ultrafroids 11 juin 2010 18 / 31



Low-temperature regime
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Fermi Liquid Behavior

We plot the data as

P(µ,T )

P0(µ, 0)
vs

(
kBT

µ

)2
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Fermi liquid parameters:

Low-T equation of state: µ = ξnEF , ξn = 0.51(2)
Monte Carlo simulation: ξn = 0.56 C. Lobo et al, Phys. Rev. Lett. 97, 200403 (2006)

Effective mass of quasi-particles: m∗ = 1.13(3)m
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Superfluid Transition
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Superfluid transition?
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Small deviation for (kBT/µ)2 < 0.1
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Superfluid Transition
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�: independent measurement at the
lowest temperature
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We obtain the superfluid transition
temperature:(

kBT

µ

)
c

= 0.32(3)

‘High-Tc ’ system
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We obtain the superfluid transition
temperature:(

kBT

µ

)
c

= 0.32(3)

‘High-Tc ’ system

Comparison with many-body theories:

diagrammatic Monte Carlo, E. Burovski et al, Phys. Rev. Lett. 96, 160402 (2006): 0.32(2)

quantum Monte Carlo, A. Bulgac et al, Phys. Rev. A 78, 023625 (2008): 0.35(3)

renormalization group, K. Gubbels et al, Phys. Rev. Lett. 100, 140407 (2008): 0.41
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Summary
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Outline

1 Introduction: Universal Thermodynamics of a Fermi Gas

2 Methods

3 Equation of State of a Strongly-Interacting Fermi Gas

4 Superfluid Equation of State for Arbitrary Interaction Strength

5 Spin-Imbalanced Fermi Gases
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Superfluid Equation of State

Using the same method we measure the pressure

at the lowest temperatures kBT ∼ 0.03µ

for different scattering length values a

We obtain the superfluid equation of state in the BEC-BCS crossover

P(µ,T = 0, a) = P0(µ)hS

(
δ =

~√
2mµa

)
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N. Navon, S. N., F. Chevy & C. Salomon, Science 328, 729 (2010)
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Physical Content of our Data

Unitary limit

E =
3

5
NEF

(
ξs − ζ

1

kFa
+ . . .

)
ξs = 0.41(1) determines the T = 0 thermodynamics
ζ = 0.93(5) related to short-distance pair correlations S. Tan, Ann. Phys 323, 2971 (2008)

from dynamic structure factor: ζ = 0.92(3) H. Hu et al, arXiv:1001.3200

experiments in JILA: ζ = 0.91(5), 0.67(7), 0.63(7) J. Stewart et al, arXiv:1002.1987

Monte Carlo simulations: ζ = 0.95 C. Lobo et al, Phys. Rev. Lett. 97, 100405 (2006)

BCS limit

E =
3

5
NEF︸ ︷︷ ︸

ideal gas

1 +
10

9π
kFa︸ ︷︷ ︸

mean field

+ cLY(kFa)2︸ ︷︷ ︸
Lee−Yang correction

+ . . .


theory: cLY = 4(11−2 log 2)

21π2 ' 0.186 T. Lee & C. Yang, Phys. Rev. 105, 1119 (1957)

our value: cLY = 0.18(2)
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Beyond-Mean Field Interactions in a Bosonic Superfluid

Equation of state of a molecular Bose-Einstein condensate:

E =
N

2
Eb︸ ︷︷ ︸

binding energy

+
Nπ~2add

2m
n︸ ︷︷ ︸

mean field

1 + cLHY

√
na3

dd︸ ︷︷ ︸
LHY correction

+ . . .


dimer-dimer interactions: add = 0.60a
D. Petrov et al, Phys. Rev. Lett. 93, 090404 (2004), I.V. Brodsky et al, Phys. Rev. A 73, 032724 (2006)
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+ . . .


theory: cLHY = 128

15
√
π
' 4.81

T. Lee, K. Huang & C. Yang, Phys. Rev. 106, 1135 (1957), X. Leyronas & R. Combescot, Phys. Rev. Lett. 99, 170402 (2007)
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We obtain

cLHY = 4.4(5)
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Validating Fixed-Node Monte Carlo Simulations
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—: BCS mean-field theory
—: Fixed-node Monte Carlo simulations
S. Chang et al, Phys. Rev. A 70, 043602 (2004)

G. Astrakharchik et al, Phys. Rev. Lett. 93, 200404 (2004)

S. Pilati et al, Phys. Rev. Lett. 100, 030401 (2008)
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Conclusion (1)

Low-temperature behaviors observed in this thesis: superfluid & Fermi liquid

On the BEC side of the resonance: Bose liquid (Tc < T < Eb/kB)
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Conclusion (2): Other Applications of the Method

Generalization to multi-component gases

Spin-imbalanced Fermi gases

P(µ↑, µ↓,T = 0, a)
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Application to ultracold gases in optical lattices: simple
thermodynamic signature of a Mott insulator behavior

Bosonic Mott insulator
M. Greiner et al, Nature 415, 39 (2002)

Fermionic Mott insulator
U. Schneider et al, Science 322, 1520 (2008)

R. Jördens et al, Nature 455, 204 (2008)
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Determination of µ0

Determination of µ0 for high-temperature clouds
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Spin-Imbalanced Fermi Gases

We addressed the physics of spin-imbalanced Fermi gases: N↑ − N↓.
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Equation of State of a Spin-Imbalanced Fermi Gas
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(b): in the BEC-BCS crossover

S. Nascimbène Thermodynamique des gaz de fermions ultrafroids 11 juin 2010 34 / 31



Polaron Effective Mass
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In-Phase Axial Breathing Mode

ωz : axial trapping frequency
P = (N↑ − N↓)/(N↑ + N↓): spin polarization

R(t) = R0
(
1 + A1e

−γ1t cos(ω1t + φ1)
)
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Out-of-Phase Axial Breathing Mode

ωz : axial trapping frequency
P = (N↑ − N↓)/(N↑ + N↓): spin polarization
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