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Meinolf GECK Professeur à l’Université d’Aberdeen
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Je remercie aussi mes amis et ma famille qui, malgré la distance, ont réellement
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5.3.1 Eléments 8-réguliers des groupes de type F4 . . . . . . . . . 177
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Introduction

Un des enjeux majeurs dans la théorie des groupes est de comprendre les
groupes dits simples, qui forment en quelque sorte les « atomes » de la théorie.
On espère ainsi, par dévissage, retrouver les propriétés d’un groupe à partir des
propriétés de chaque composant simple qu’il contient. La percée la plus spec-
taculaire dans cette direction est certainement la classification des groupes finis
simples, annoncée par Gorenstein en 1983. Celle-ci se divise en trois grandes fa-
milles infinies :

(1) les groupes cycliques Z/pZ pour p un nombre premier ;

(2) les groupes alternés An pour n ≥ 5 ;

(3) les groupes simples de type de Lie (comme PSLn(q), SOn(q) ... avec cer-
taines restrictions sur n et q) ;

plus quelques groupes inclassables :

(4) 26 groupes sporadiques.

Cette thèse s’articule autour d’une certaine classe de groupes provenant de la
troisième famille, les groupes réductifs finis, et plus particulièrement autour de
certains aspects de leur théorie des représentations modulaires.

Depuis les travaux de Steinberg [89] on sait construire ces groupes comme de
véritables analogues finis des groupes de Lie : ce sont les points fixes GF d’un
groupe algébrique réductif défini sur Fp sous l’action d’un endomorphisme de
Frobenius F . Les groupes finis « classiques » GLn(q), SLn(q), On(q), Sp2n(q) ...
sont autant d’exemples de groupes réductifs finis.

Représentations des groupes réductifs finis

En caractéristique nulle

La structure géométrique sous-jacente des groupes réductifs finis suggère
l’utilisation de méthodes géométriques pour construire les représentations. C’est
dans cette perspective que s’inscrivent les travaux de Deligne et Lusztig [29] : à
tout élément w du groupe de Weyl W , ils associent une variété quasi-projective

Y(ẇ) =
{
gU ∈ G/U

∣∣ g−1F (g) ∈ UẇU
}

munie à la fois d’une action de GF et du groupe des points fixes TF
w d’un tore

de type w . Les représentations de GF s’obtiennent alors en « linéarisant » cette
action à l’aide des groupes de cohomologie ℓ-adique à support compact. L’action

9
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supplémentaire de TF
w permet en outre de découper les représentations obtenues

afin de se rapprocher de représentations irréductibles. Plus précisément, Deligne
et Lusztig ont étudié les caractère virtuels

RGF

TF
w

(θ) =
∑

i∈Z(−1)iHi
c(Y(ẇ ),Qℓ)θ ∈ Z Irr GF

pour θ un caractère de TF
w , appelés caractères de Deligne-Lusztig. À l’instar des

caractères irréductibles, ils engendrent le groupe Z Irr GF lorsque w et θ varient
et vérifient des formules d’orthogonalité précises. L’avantage est que les valeurs
de ces caractères peuvent se calculer à partir des fonctions de Green.

Dans une série de travaux remarquables, culminant dans [64], Lusztig a ache-
vé la classification des caractères ordinaires en calculant les multiplicités des ca-

ractères irréductibles dans chaque RGF

TF
w

(θ), à partir de matrices de Fourier as-

sociées à des petits groupes finis.

En caractéristique positive

Une fois les caractères ordinaires déterminés, l’étape suivante dans l’étude de
la théorie des représentations du groupe GF consiste à exprimer, pour différents
nombres premiers ℓ, les caractères de Brauer projectifs en fonction des caractères
ordinaires, de façon à obtenir les matrices de décomposition de GF .

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus au cours des an-
nées 80 par Fong et Srinivasan [36], [37], [38] puis par Broué, Malle et Michel [18],
[15] au début des années 90. Ces derniers ont mis en évidence un lien très profond
entre la partition de Irr GF en blocs, et la cohomologie de certaines variétés de
Deligne-Lusztig (voir théorème 4.9). Leurs travaux ont suggéré l’étude, au delà
des groupes Hi

c(Y(ẇ ),Zℓ), du complexe

RΓc(Y(ẇ),Zℓ)
représentant la cohomologie de la variété Y(ẇ) dans la catégorie dérivée des
(GF , TF

w )-bimodules. La version géométrique des conjectures de Broué [17] pré-
cise le rôle de ce complexe dans la compréhension des blocs à équivalence déri-
vée près, expliquant ainsi les nombreuses coı̈ncidences numériques issues des
travaux précédents.

La première difficulté théorique, résolue par Rouquier [80], fut de construire
un bon représentant de ce complexe, c’est-à-dire possédant de bonnes propriétés
de finitude ; c’est ce représentant que nous noterons RΓc(Y(ẇ), Λ), pour une ex-
tension finie Λ de Zℓ contenant assez de racines de l’unité. La théorie de Deligne-
Lusztig modulaire, développée par Bonnafé et Rouquier dans [6], s’est alors con-
centrée sur l’étude des complexes parfaits

RGF

TF
w

(Pθ) = RΓc(Y(ẇ), Λ)eθ ∈ Db(ΛGF -mod)

qui forment l’analogue modulaire des caractères de Deligne-Lusztig. Ici, θ est un
ℓ′-caractère de TF

w , Pθ son enveloppe projective et eθ l’idempotent associé. Parmi

10
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les nombreux résultats obtenus par Bonnafé et Rouquier, certains généralisent au
cadre modulaire des phénomènes connus pour les caractères ordinaires :

• les complexes induits
(
RGF

TF
w

(Pθ)
)
w∈W ,θ∈Irrℓ′T

F
w

engendrent la catégorie des

complexes parfaits de ΛGF -modules ;

d’autres relèvent au niveau des catégories de modules des propriétés auparavant
exprimées dans les groupes de Grothendieck de ces catégories :

• la décomposition de Jordan des caractères irréductibles de GF est le reflet
d’une équivalence de Morita.

Les résultats principaux de cette thèse contribuent à l’avancement de la théorie
de Deligne-Lusztig modulaire dans ces deux directions générales.

Modules de Gelfand-Graev

S’il est possible de calculer la somme alternée des groupes de cohomologie
d’une variété de Deligne-Lusztig à partir des formules de Lefschetz, il est en re-
vanche beaucoup plus difficile d’expliciter chacun de ces groupes, ainsi que les
caractères irréductibles qui y apparaissent. Une classe particulière de caractères
échappe néanmoins à cette obstruction : les composants irréductibles des ca-
ractères de Gelfand-Graev. Deligne et Lusztig ont en effet montré [29] que pour
tout caractère de Gelfand-Graev γGF de GF on a

〈
γGF ; Hi

c(Y(ẇ ),Qℓ)〉GF =

{
|TF

w | si i = ℓ(w)

0 sinon.

Le caractère γGF provient en fait d’un ΛGF -module projectif ΓGF , appelé mo-
dule de Gelfand-Graev. L’analogue modulaire du résultat précédent est énoncé par
Bonnafé et Rouquier dans [7] et démontré dans le cas particulier où w est un
élément de Coxeter. Le premier résultat de cette thèse concerne la résolution de
ce problème en toute généralité, c’est-à-dire sans hypothèse sur w ou G :

Théorème 1. Soit ΓGF un module de Gelfand-Graev de GF et w ∈W . Alors

∗RGF

TF
w

(ΓGF ) = RHom•
ΛGF

(
ΓGF , RΓc (Y(ẇ), Λ)

)
≃ ΛTF

w [−ℓ(w)]

dans la catégorie dérivée Db(mod-ΛTF
w ).

Avec le vocabulaire introduit dans [6], ce résultat traduit le fait que la restriction
de Deligne-Lusztig modulaire d’un module de Gelfand-Graev à un tore est un
module de Gelfand-Graev de ce tore, modulo un décalage. Ceci permet entre
autres de valider une construction fonctorielle du morphisme de Curtis, effectuée
dans [5].

Le principe de la preuve de Bonnafé et Rouquier repose sur la forme simple
que prend la variété de Deligne-Lusztig X(w) = Y(ẇ)/TF

w lorsque w est un
élément de Coxeter :

11
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• la variété X(w) est contenue dans la cellule de Schubert Bw0 · B ;

• le quotient UF\X(w) est isomorphe au tore (Gm)ℓ(w).

De telles propriétés géométriques sont évidemment spécifiques au cas des élé-
ments de Coxeter, mais elle suggèrent de découper la variété X(w) en des sous-
variétés dont le quotient par UF sera proche d’être un tore, et dont on pourra
facilement calculer la cohomologie. C’est ici qu’intervient la décomposition de
Deodhar, qui, en raffinant la stratification de Bruhat de la variété de drapeaux
G/B, permet de décomposer la variété Y(ẇ) en des sous-variétés localement
fermées et stables par l’action de UF

Y(ẇ) =
⊔

Yγ

lesquelles sont alors assez simples pour que l’on puisse calculer explicitement
la cohomologie des quotients D(U)F\Yγ . On montre alors que les caractères de
UF réguliers apparaissent dans la cohomologie d’un seul de ces quotients, ce qui
permet de calculer la contribution du module de Gelfand-Graev dans la coho-
mologie de la réunion des cellules, autrement dit Y(ẇ) (voir la section 2.4.2).

Plus le caractère de UF considéré est proche d’être régulier, plus le nombre
de cellules qui peuvent faire apparaı̂tre ce caractère est faible. De cette observa-
tion on déduit des propriétés de concentration de certains induits de modules de
Gelfand-Graev dans la cohomologie des éléments formés à partir de puissances
d’éléments de Coxeter (voir la section 2.5.2). L’élément de plus grande longueur
w0 apparaı̂t dans cette étude, et on décrit même, pour les groupe de type An, le
degré maximal des groupes de cohomologie dans lequel l’induit d’un module de
Gelfand-Graev peut apparaı̂tre. Au niveau des caractères unipotents, ce résultat
se traduit par :

Théorème 2. Soit (G, F ) un groupe déployé de type An et ρλ le caractère unipotent
associé à la partition λ de n + 1. Alors

〈
ρλ ; Hi

c

(
Y(ẇ0)

)〉
GF 6= 0 =⇒ i ∈ {νG, νG + 1, ... , 2νG − Aλ}

où ℓ(w0) = νG = n(n + 1)/2 et Aλ est le degré du degré générique associé à λ.

La borne supérieure donnée dans ce théorème, égale à 2νG − Aλ, est exac-
tement le degré dans lequel le caractère unipotent devrait apparaı̂tre selon [35].
Une étude plus approfondie des quotients de Y(ẇ0) par les sous-groupes parabo-
liques PF devrait donner une borne inférieure permettant d’obtenir les premiers
résultats de disjonction pour la variété Y(ẇ0).

Conjecture de Broué

La cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig permet non seulement de
construire tous les caractères ordinaires de GF , mais aussi de regrouper ces ca-
ractères en blocs grâce aux travaux de Broué, Malle et Michel [16]. Un de ces blocs
nous intéressera tout particulièrement dans cette thèse : si w est un bon élément
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d-régulier et que l’ordre de q modulo ℓ est exactement d , alors le ℓ-bloc principal
est donné par

⋃

θ∈IrrℓTF
w

{
ρ ∈ Irr GF

∣∣ 〈ρ ; RGF

TF
w

(θ)
〉

GF 6= 0
}

.

Broué a conjecturé dans [12] puis [15] que ce résultat était la traduction d’un
phénomène beaucoup plus général, énoncé dans le cadre modulaire. Si b (resp.
b′) désigne l’idempotent de ΛGF (resp. ΛNGF (Tw )) associé au bloc principal, alors
la version géométrique de la conjecture de Broué prédit que le foncteur

bRΓc(Y(ẇ ), Λ)
L
⊗ΛN

GF (Tw )− : Db(b′ΛNGF (Tw )-mod) −→ Db(bΛGF -mod)

induit une équivalence dérivée entre les ℓ-blocs principaux de GF et NGF (Tw ).
L’existence d’une telle équivalence repose principalement sur les deux propriétés
suivantes de la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig, conjecturées pour
les bons éléments réguliers :

• l’action de TF
w sur le complexe RΓc(Y(ẇ ), Λ) s’étend en une action du nor-

malisateur NGF (Tw ) ;

• il y a disjonction de la cohomologie, c’est-à-dire :

HomDb(bΛGF )

(
bRΓc(Y(ẇ ), Λ), bRΓc(Y(ẇ ), Λ)[n]

)
= 0 si n 6= 0.

Tous les résultats énoncés dans cette thèse sont à mettre en perspective avec
cette deuxième propriété : d’une part, la disjonction sur Qℓ traduit le fait que
les groupes de cohomologie de Y(ẇ) sont disjoints comme GF -modules, ce qui
revient à déterminer les différents caractères irréductibles de GF apparaissant
dans chacun de ces groupes. Dans cet esprit, nous arrivons à localiser certains
caractères unipotents (voir la section 3.3.2 et en particulier le théorème 2) ou
à déterminer explicitement la cohomologie de Y(ẇ) pour des éléments w par-
ticuliers (voir le cas traités au chapitre 5). D’autre part, l’étude des morphismes
RHom•

ΛGF (P , RΓc(Y(ẇ ), Λ)) pour divers modules projectifs P , comme les modules
de Gelfand-Graev et leur induits au chapitre 3, est une étape essentielle vers l’ob-
tention de la propriété de disjonction sur l’anneau Λ.

Au cours du chapitre 4, on parvient finalement à une preuve générale de
cette propriété lorsque w est un élément de Coxeter. La cohomologie à coef-
ficients dans Qℓ des variétés de Deligne-Lusztig associées à ces éléments a été
entièrement déterminée par Lusztig dans [62]. Si on suppose que les groupes de
cohomologie à coefficients dans Λ sont sans torsion, on en déduit non seulement
chacun de ces groupes, mais aussi un représentant explicite de bRΓc(Y(ẇ), Λ)
sous la forme d’un complexe borné de modules projectifs de type fini. De façon
remarquable, ce dernier est exactement le complexe de Rickard associé à l’arbre
de Brauer du ℓ-bloc principal, et la propriété de disjonction est alors une consé-
quence immédiate de [75].

D’autre part, il résulte des travaux de Rouquier [80] que dans le cas particulier
des éléments de Coxeter, l’action de TF

w se prolonge naturellement à NGF (Tw ) à

13
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l’aide de l’endomorphisme de Frobenius F . On obtient ainsi une preuve de la
version géométrique de la conjecture de Broué pour ces éléments :

Théorème 3. Soit w un élément de Coxeter, ℓ un nombre premier choisi de telle sorte
que q soit d’ordre h (le nombre de Coxeter) modulo ℓ et b le bloc principal de ΛGF . Si les
groupes de cohomologie bHi

c(Y(ẇ ), Λ) sont tous sans torsion, alors le foncteur

bRΓc(Y(ẇ ), Λ)
L
⊗ΛN

GF (Tw )− : Db(b′ΛNGF (Tw )-mod) −→ Db(bΛGF -mod)

induit une équivalence splendide entre les ℓ-blocs principaux de GF et NGF (Tw ).

Le problème de savoir si la cohomologie de Y(ẇ) est effectivement sans tor-
sion se ramène à connaı̂tre les groupes de cohomologie dans lesquels les ΛGF -
modules cuspidaux peuvent apparaı̂tre. Sur Qℓ, les caractères cuspidaux sont
concentrés en degré moitié d’après les travaux de Lusztig [62], et on espère que
le phénomène est identique sur l’anneau Λ. On parvient à résoudre entièrement
cette question dans les cas suivants :

Théorème 4. Soit w un élément de Coxeter et ℓ un nombre premier tel que q soit d’ordre
h modulo ℓ. Alors la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(ẇ ), coupée par le
bloc principal, est sans torsion dans les cas suivants :

(i) (G, F ) est un groupe de rang 1 ;

(ii) (G, F ) est de type An ou 2Dn ;

(iii) (G, F ) est de type Bn ou Cn et p 6= 2.

La preuve de ce résultat passe par l’étude précise de la contribution des mo-
dules de Gelfand-Graev dans la cohomologie de la variété Y(ẇ), donnée par le
théorème 1, ainsi que de certaines versions « généralisée » de ces modules [56].

Arbres de Brauer

Les ℓ-blocs principaux de GF construits à partir de certains éléments d-régu-
liers, comme les éléments de Coxeter, ont des groupes de défaut cycliques. À de
tels blocs on peut associer un arbre, appelé arbre de Brauer, qui caractérise le bloc
à équivalence de Morita près. Ces arbres ont été explicitement déterminés pour
la grande majorité des groupes simples, exception faite de certains blocs pour
les groupes réductifs finis de type E7 et E8 qui semblent résister aux méthodes
algébriques usuelles.

Le cas des éléments de Coxeter se distingue ici par la relation étroite, observée
par Hiss, Lübeck et Malle [51], entre l’agencement des caractères irréductibles
dans la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(ẇ) d’une part et dans
l’arbre de Brauer du ℓ-bloc associé d’autre part. Plus précisément, les caractères
unipotents d’une série de Harish-Chandra fixée étant arrangés dans la cohomo-
logie selon le tableau suivant

14
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Hr
c (Y(ẇ),Qℓ) Hr+1

c (Y(ẇ),Qℓ) · · · Hr+M−m
c (Y(ẇ),Qℓ)

χm χm+1 · · · χM

Hiss, Lübeck et Malle ont vérifié dans la plupart des cas que la branche de l’arbre
de Brauer associée était donnée par

χm χm+1 χM−1 χM

Ils ont en outre conjecturé que les valeurs propres de l’endomorphisme de Frobe-
nius définissaient le plongement planaire de cet arbre, c’est-à-dire l’ordre dans le-
quel les branches devaient être reliées au sommet exceptionnel. Sous l’hypothèse
de non torsion discutée précédemment, la détermination explicite du complexe
bRΓc(Y(ẇ), Λ) permet de résoudre ce problème en toute généralité :

Théorème 5. Soit w un élément de Coxeter et ℓ un nombre premier tel que q soit d’ordre
h modulo ℓ. Si les groupes de cohomologie bHi

c (Y(ẇ), Λ) sont tous sans torsion, alors la
conjecture de Hiss-Lübeck-Malle est vraie.

Ce mémoire s’achève par un travail effectué avec l’aide Jean Michel, à sa-
voir l’étude du problème analogue pour d’autres éléments réguliers de petite
longueur. La première étape consiste à déterminer explicitement la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig en s’inspirant de [62] et [34]. Il est très encoura-
geant de voir que les outils géométriques mis en place dans la démonstration du
théorème 1 sont encore une fois particulièrement adaptés pour généraliser « le
cas Coxeter » à d’autres éléments.

Poussé par les résultats obtenus et par la forme particulière que prennent les
arbres de Brauer connus pour les types F4 et E6, on propose finalement deux
arbres conjecturaux pour les ℓ-blocs principaux des groupes de type E7 et E8, jus-
qu’à présent inconnus. Une étude détaillée de la torsion dans la cohomologie des
variétés de Deligne-Lusztig associées fournira vraisemblablement les éléments
manquant à la preuve.
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Chapitre 1

Cohomologie des variétés
quasi-projectives et

représentations modulaires

Contexte

Ce chapitre introduit le vocabulaire homologique et géométrique que nous
emploierons tout au long de cette thèse. Depuis les travaux fondateurs de De-
ligne et Lusztig [29], l’idée générale qui prédomine en théorie des représentations
des groupes réductifs finis consiste à obtenir les représentations à partir de la co-
homologie de certaines variétés sur lesquels le groupe fini agit.

On peut donner plusieurs sens au mot « cohomologie » : lorsque l’on étudie
les représentations d’un groupe fini H sur un anneau O, on cherche à décrire
la catégorie des OH-modules de type fini. Dans le cas où O est un corps de ca-
ractéristique zéro, notamment la clôture algébrique Qℓ du corps des nombres ℓ-
adiques, cette catégorie est entièrement décrite par son groupe de Grothendieck,
et les informations cohomologiques d’une H-variété X sont encodées dans le ca-
ractère virtuel

∑

i∈Z(−1)iHi
c (X,Qℓ) ∈ ZIrr H.

En revanche, dès que O est un corps de caractéristique ℓ, avec ℓ divisant l’ordre
du groupe H, la catégorie des représentations n’est plus semi-simple et la déter-
mination des caractères virtuels précédents, ou même de chacun des groupes de
cohomologie Hi

c(X,O), ne suffit plus à rendre compte de la richesse de OH-mod.
Le bon point de vue consiste en l’étude du complexe

RΓc(X,O) ∈ Db(OH-Mod)

représentant la cohomologie de la variété X, initié dans [6]. L’avantage de cette
approche est que la plupart des propriétés géométriques de l’action de H sur
X se traduit sur ce complexe, permettant ainsi de déduire des informations sur
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les représentations modulaires de H en construisant notamment de nombreux
modules projectifs à l’aide du corollaire 1.27.

Ce chapitre est divisé en trois parties : la première énonce les principaux
résultats d’algèbre homologique dont nous aurons besoin par la suite, traduits
pour la plupart dans le langage des catégories dérivées [55]. On rappelle ensuite
les principales propriétés du complexe RΓc(X,O) construit par Rouquier dans
[80], avant de terminer le chapitre par quelques résultats permettant de couper
le complexe selon les espaces propres généralisés d’un endomorphisme de X nor-
malisant H.

1.1 Rappels d’algèbre homologique

On commence par fixer les notations, et rappeler quelques propriétés d’algè-
bre homologique, traduites dans le langage des catégories dérivées. Ce forma-
lisme sera amplement utilisé dans les chapitres suivants pour étudier les repré-
sentations modulaires des groupes réductifs finis.

1.1.1 Catégories dérivées

Pour A une catégorie abélienne, on notera C (A ) la catégorie des complexes
de cochaı̂nes, K (A ) la catégorie homotopique et D(A ) la catégorie dérivée. On
utilisera les exposants−, + et b pour désigner les sous-catégories pleines formées
des complexes majorés, minorés ou bornés.

Dans tout ce chapitre, on se placera dans le cas où A = A-Mod est la catégorie
des modules sur un anneau A quelconque, ou dans la sous-catégorie pleine A-
mod formée des modules de type fini. Cette hypothèse n’est en théorie pas très
restrictive puisque toute petite catégorie abélienne se plonge dans une certaine
catégorie de modules [67]. Puisque les modules libres sont projectifs, les catégo-
ries A-Mod et A-mod possèdent suffisamment de projectifs, ce qui permet de
construire les foncteurs dérivés des bi-foncteurs usuels. Notons que la catégorie
A-Mod a aussi suffisamment d’objets injectifs, ce qui n’est pas le cas de A-mod en
général.

(i) Résolutions. On appelera résolution projective (resp. résolution injective) d’un
complexe C ∈ Ob(A ) tout quasi-isomorphisme de la forme P −→ C (resp.
C −→ I ), tel que P (resp. I ) soit un complexe de A-modules projectifs (resp. in-
jectifs). Le fait que la catégorie A possède suffisamment de projectifs (resp. d’in-
jectifs) entraı̂ne que tout objet C ∈ Ob(C−(A )) (resp. C ∈ Ob(C+(A )) possède
une résolution projective (resp. injective). De plus, ces résolutions sont uniques à
homotopie près [91].

(ii) Bi-fonteurs usuels. D’après [55, section 10.3], on peut définir le foncteur
dérivé à droite du bifoncteur HomA : A op ×A −→ Z-Mod. On le notera

RHom•
A (−,−) : D+(A op)× D+(A ) −→ D+(Z-Mod)
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En pratique, lorsque C et C ′ sont deux complexes de A-modules, on calcule
RHom•

A (C , C ′) en choisissant une résolution projective P du complexe C , ou bien
une résolution injective I de C ′. On obtient alors les isomorphismes suivants dans
D+(Z-Mod) :

RHom•
A (C , C ′) ≃ Hom•

A (P , C ′) ≃ Hom•
A (C , I )

où le complexe Hom•
A (C , C ′) désigne le complexe total associé au bicomplexe(

HomA (Ci , C
′
j )
)
i ,j

. De plus, la cohomologie de ces complexes permet de repré-

senter simplement les morphismes dans la catégorie homotopique ainsi que dans
la catégorie dérivée puisque l’on a d’après [55, proposition 11.7.3 et Théorème
13.4.1] :

et

Hi
(
Hom•

A (C , C ′)
)
≃ HomK(A )(C , C ′[i ])

Hi
(
RHom•

A (C , C ′)
)
≃ HomD(A )(C , C ′[i ]). (1.1)

Le produit tensoriel possède lui aussi une version dérivée, que l’on notera

−
L
⊗A− : D−(Mod-A)× D−(A-Mod) −→ D−(Z-Mod)

On le calcule en pratique en prenant des résolutions plates ou projectives des
complexes concernés : si C , C ′ sont deux objets de C−(A ), et P , P ′ deux résolu-
tions projectives, on a en effet, dans D+(Z-Mod) :

C
L
⊗A C ′ ≃ C ⊗A P ′ ≃ P ⊗A C ′.

Remarque 1.2. Étant donné que les images des bifoncteurs RHom• et
L
⊗ peuvent

se construire à l’aide de la résolution d’un seul des deux complexes, on peut sup-
poser en général que l’un des deux complexes seulement est minoré ou majoré
selon les cas. En revanche, le complexe image n’aura alors aucune raison d’être
minoré ou majoré.

1.1.2 Cadre modulaire

Fixons maintenant le cadre modulaire que nous utiliserons ensuite dans les
chapitres suivants. Soit H un groupe fini et ℓ un nombre premier. On appelle
système ℓ-modulaire tout triplet (K , Λ, k) où

• K est une extension finie du corps Qℓ des nombre ℓ-adiques ;

• Λ est l’anneau des entiers de K sur Zℓ. C’est un anneau local d’unique idéal
maximal J(Λ) ;

• k = Λ/J(Λ) est le corps résiduel de l’anneau local Λ. C’est un corps fini de
caractéristique ℓ.

En résumé, on peut agencer les différents anneaux dans le diagramme suivant :
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KQℓ Λ kZℓ Fℓ
On dit que le système modulaire est assez gros pour H si le corps K contient toutes
les racines de l’unité d’ordre divisant l’exposant du groupe H. Dans ce cas, non
seulement les caractères de H sont à valeurs dans K mais toute représentation
linéaire de H est réalisable sur K [81, section 12.3]. L’algèbre KH est donc semi-
simple déployée.

Désormais, on se concentrera sur l’étude des représentations des algèbres de
la forme A = OH pour O un anneau quelconque parmi (K , Λ, k). L’étude de la
théorie des représentations de ces algèbres ainsi que des différents liens existant
entre elles constitue le coeur de la théorie des représentations modulaires de H

et formera donc le cadre général de notre travail. La majorité des représentations
étudiées dans cette thèse proviendra de certains complexes de cochaı̂nes et de
leur cohomologie ; nous donnons donc maintenant les différentes compatibilités
entre le cadre modulaire et les méthodes homologiques que nous mettrons en
oeuvre.

(i) Compatibilité dans Db(OH-Mod). À partir d’un complexe borné C de ΛH-
modules, on peut construire les complexes

KC = C
L
⊗Λ K et C = C

L
⊗Λ k.

Puisque K est le corps des fractions de Λ, il est plat sur Λ et le complexe KC

est isomorphe dans D−(KH-Mod) à l’extension usuelle des scalaires C ⊗Λ K . En
revanche, c’est en général faux pour la réduction modulo ℓ.

Pour C et C ′ deux complexes bornés de ΛH-modules, on peut, avec ces nota-
tions, écrire l’isomorphisme suivant dans D(Z-Mod) :

RHom•
ΛH(C , C ′)

L
⊗Λ K ≃ RHom•

KH(KC , KC ′).

Sans hypothèses supplémentaires sur C et C ′, l’analogue de cet isomorphisme
pour la réduction modulo ℓ est faux. Néanmoins, si ces deux complexes sont sup-
posés quasi-isomorphes à des complexes bornés de modules projectifs de type
fini (c’est-à-dire parfaits, voir la définition 1.9), on trouve effectivement

RHom•
ΛH(C , C ′)

L
⊗Λ k ≃ RHom•

kH(C , C ′).

(ii) Compatibilité de la cohomologie. Puisque K est plat sur Λ, le foncteur exten-
sion des scalaires de Λ à K est exact et la cohomologie du complexe KC = C ⊗Λ K

s’obtient naturellement par la formule
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Hi (KC ) ≃ Hi (C )⊗Λ K .

En particulier, si C et C ′ sont deux complexes bornés de ΛH-modules on trouve,
à l’aide de l’isomorphisme 1.1 :

HomDb(KH)(KC , KC ′) ≃ HomDb(ΛH)(C , C ′)⊗Λ K .

En revanche, la cohomologie de C n’est pas exactement la ℓ-réduction de la
cohomologie de C en général. Le lien entre les deux est donné par la formule des
coefficients universels :

Théorème 1.3 (Formule des coefficients universels). Soit C un complexe de ΛH-
modules. Si les termes de C sont libres sur Λ, alors pour tout entier n ≥ 1, on dispose
d’une suite exacte de kH-modules

0 −→ Hi (C )⊗Λ Λ/ℓnΛ −→ Hi
(
C

L
⊗Λ Λ/ℓnΛ

)
−→ TorΛ1 (Hi+1(C ), Λ/ℓnΛ) −→ 0.

Exemple 1.4. Le complexe C : 0 −→ Zℓ ℓ−→Zℓ −→ 0 concentré en degrés 0 et 1 a
de la cohomologie non nulle en degré 1 seulement, donnée par Z/ℓZ alors que sa

réduction C : 0 −→ Z/ℓZ 0−→Z/ℓZ −→ 0 a deux groupes de cohomologie égaux
à Z/ℓZ en degrés 0 et 1.

(iii) Facteurs de composition de la cohomologie. Le langage des foncteurs déri-
vés permet d’exprimer agréablement la présence de certains facteurs de compo-
sition dans la cohomologie d’un complexe donné :

Proposition 1.5. Soit L un kH-module simple et PL son enveloppe projective. Pour C

un complexe de kH-modules et i un entier fixé, il y a équivalence entre les assertions
suivantes :

(i) le groupe de cohomologie Hi
(
RHom•

kH(PL, C )
)

est non nul ;

(ii) le groupe HomKb(kH)(PL, C [i ]) est non nul ;

(iii) L est un facteur de composition de Hi (C ).

Démonstration. Les deux premières assertions sont équivalentes car PL étant pro-
jectif, les complexes RHom•

kH(PL, C ) et Hom•
kH(PL, C ) sont isomorphes dans la

catégorie D(kH-mod). En particulier, on a

Hi
(
RHom•

kH(PL, C )
)
≃ Hi

(
Hom•

kH(PL, C )
)
≃ HomKb(kH)(PL, C [i ]).

Montrons maintenant que les assertions (ii) et (iii) sont équivalentes : si L est
un facteur de composition du module Hi (C ) alors il existe un morphisme non
nul PL −→ Hi (C ) ≃ Ker di/Im di−1. Puisque PL est projectif, on en déduit un
morphisme non nul ϕ de PL vers Ker di et donc vers Ci par inclusion. Le fait
que ϕ soit homotopiquement nul se traduit par l’existence d’un morphisme ψ :
PL −→ Ci−1 factorisant ϕ. Si un tel morphisme existait, on aurait Imϕ = Im di−1

ce qui est exclu puisque le morphisme de départ PL −→ Hi (C ) est supposé non
nul, et ainsi (iii)⇒ (ii).
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Supposons maintenant que L n’est pas facteur de composition de Hi(C ). La
donnée d’un morphisme de complexes PL −→ C est équivalente à la donnée d’un
morphisme de modules ϕ : PL −→ Ci vérifiant Imϕ ⊂ Ker di . Étant donné que
L n’est pas facteur de composition de Hi (C ), on a en fait Imϕ ⊂ Im di−1. Or Ci−1

se projette sur ce dernier module, et la projectivité de PL nous assure l’existence
d’un morphisme ψ : PL −→ Ci−1 factorisant ϕ, c’est-à-dire tel que le diagramme
suivant commute :

· · · 0 PL 0 · · ·

· · · Ci−1 Ci Ci+1 · · ·
di−1 di

ϕψ

Ceci traduit exactement le fait que ϕ est homotope à zéro et démontre l’implica-
tion restante (ii)⇒ (iii).

1.1.3 Isomorphismes dans Db(A )

Nous rappelons ici quelques méthodes permettant de simplifier la représen-
tation des complexes à isomorphisme près dans la catégorie dérivée Db(A ).

(i) Concentration. Nous travaillerons exclusivement sur des complexes bornés
où à cohomologie bornée. Les opérations de troncation nous permettent alors de
représenter ces complexes sous une forme minimale. Rappelons que pour tout
entier relatif n, on dispose de deux foncteurs τ≥n et τ≤n définis par :

τ≥n(C ) =





Ci si i > n

Ker dn si i = n

0 sinon.
et τ≤n(C ) =





Ci si i < n

Coker dn−1 si i = n

0 sinon.

De plus, tout complexe C deOH-modules est relié à ses troncations par le triangle
distingué suivant dans D(OH-Mod) :

τ≤n(C ) −→ C −→ τ≥n+1(C ) 

Puisque les complexes acycliques sont isomorphes à zéro dans Db(OH-Mod), on
en déduit aisément le lemme suivant :

Lemme 1.6. Si C est un complexe de OH-modules dont la cohomologie est concentrée
entre les degrés m et M alors

C ≃ τ≥m ◦ τ≤M(C ) = τ≤M ◦ τ≥m(C )

dans la catégorie dérivée D(OH-Mod). En particulier, si la cohomologie de C est concen-
trée en degré m, alors C est quasi-isomorphe à Hm(C )[−m].

(ii) Le cas héréditaire. On dit qu’une catégorie abélienne A est héréditaire si pour
tout couple d’objets (M, N) de la catégorie, les groupes ExtiA (N, M) sont nuls dès
que i > 1. C’est le cas des catégories de modules sur des anneaux de dimension
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globale inférieure à 1 [91, section 4.1], comme KH (de dimension 0) ou ΛH et kH

dès que l’ordre de H est premier à ℓ (de dimensions respectives 1 et 0). Dans ce
cas, un complexe borné est, à quasi-isomorphisme près, entièrement déterminé
par sa cohomologie [55, Corollaire 13.1.20] :

Proposition 1.7. Soit A une catégorie abélienne héréditaire et C ∈ Cb(A ) un com-
plexe borné. Alors il existe un isomorphisme (non canonique) entre C et H•(C ) dans
Db(A ) .

Remarque 1.8. Ce résultat n’implique pas pour autant que la catégorie dérivée
Db(A ) est équivalente à la catégorie des complexes bornés de A de différentielle
nulle. En effet, si R est un objet de A qui possède des auto-extensions, on a
HomD(A )(R , R [1]) = Ext1A (R , R) 6= 0 alors que HomC(A )(R , R [1]) = 0.

1.1.4 Isomorphismes dans K b(A )

(i) Perfection et concentration. Le résultat précédent de concentration ne se
généralise pas directement à la catégorie homotopique car un complexe acyclique
n’est pas forcément homotope à zéro. C’est en revanche le cas si on se restreint à
une certaine classe de complexes.

Définition 1.9. On dit qu’un complexe de OH-modules est parfait s’il est isomorphe
dans Db(OH) à un complexe borné dont les termes sont des OH-modules projectifs de
type fini.

On notera D(OH-Mod)parf la catégorie des complexes parfaits. D’après la sec-
tion 1.1.2, les images des foncteurs dérivés sur les complexes parfaits se calculent
directement à partir des foncteurs usuels : si C est un complexe parfait et C ′ un
complexe de OH-modules quelconque, on a

C
L
⊗OH C ′ ≃ C ⊗OH C ′ et RHom•

OH(C , C ′) ≃ Hom•
OH(C , C ′).

En particulier, si OH-proj désigne la catégorie additive des modules projectifs de
type fini, le foncteur naturel

Kb(OH-proj) −→ D(OH-Mod)parf

est une équivalence de catégories.

En considérant uniquement des objets de Kb(OH-proj) on peut facilement
éliminer les termes superflus, et on obtient l’analogue suivant du lemme 1.6 :

Lemme 1.10. Soit C ∈ Kb(OH-proj). Si la cohomologie de C est concentrée entre les
degrés m et M alors C est homotope à un complexe

· · · −→ 0 −→ Pm−1 −→ Pm −→ · · · −→ PM −→ 0 −→ · · ·
dont les termes sont des modules projectifs de type fini concentrés entre les degrés m− 1
et M . De plus, on peut choisir Pm−1 = 0 dans les deux cas suivants :

(a) O est l’un des corps K ou k ;
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(b) O = Λ et le groupe Hm(C ) est libre sur Λ.

Démonstration. Supposons que les derniers termes du complexe C s’écrivent

· · · −→ Pr
dr−→Pr+1 −→ 0 −→ · · ·

avec r ≥ M . Par hypothèse sur la cohomologie, la différentielle dr est surjective ;
puisque Pr+1 est projectif, on en déduit qu’il existe des modules P ′ et P ′′ tels que
Pr se décompose en Pr = P ′ ⊕ P ′′ et d induise un isomorphisme entre P ′ et Pr+1.
Le complexe 0 −→ P ′ −→ Pr+1 −→ 0 est donc un facteur direct de C homotope
à zéro ; en le retirant, on obtient un complexe parfait dont la longueur a diminué.
Il suffit alors d’itérer le procédé afin d’obtenir un complexe dont les termes de
degrés strictement supérieurs à M sont nuls.

Pour éliminer les termes superflus à gauche, on procède de la même façon :
si les premiers termes du complexe s’écrivent

· · · −→ 0 −→ Pr
dr−→Pr+1 −→ · · ·

avec r < m alors la différentielle dr est injective. Elle possède une rétraction π :
Pr+1 −→ Pr dans le cas où O vaut K ou k puisqu’alors tout module projectif est
aussi injectif. Développons le cas où O = Λ : une telle rétraction existe si Coker dr

est sans torsion. En effet, Pr est (H, 1)-injectif par [26, théorème 19.12] puisqu’il
est projectif et la suite exacte 0 −→ Pr −→ Pr+1 −→ Coker dr −→ 0 se scinde sur
ΛH dès qu’elle se scinde sur Λ. Deux cas se présentent alors : si r < m − 1, alors
Im dr = Ker dr+1 et il vient Coker dr ≃ Im dr+1 qui est sans torsion comme sous-
module de Pr+2. Pour r = m − 1 le module quotient Coker dm−1/Hm(C ) ≃ Im dm

est sans torsion donc Coker dm−1 l’est aussi dès que Hm(C ) l’est, c’est-à-dire si
l’hypohèse (b) est satisfaite.

Une fois que l’on dispose d’une rétraction de dr , il est facile de vérifier que
le complexe 0 −→ Pr −→ Im dr −→ 0 est un facteur direct de C homotope à
zéro, ce qui permet d’éliminer le premier terme de C . On conclut en itérant le
procédé.

(ii) Le cas semi-simple. LorsqueO est le corps K , la situation est en fait beaucoup
plus élémentaire. Plus généralement, dès que l’algèbre OH est semi-simple, on
peut montrer que tout complexe C est homotope à sa cohomologie : en écrivant
Ci = Ker di ⊕ Mi avec Mi ≃ Im di et Ker di = Im di−1 ⊕ Ni avec Ni ≃ Hi (C ), on
définit des applications naturelles f : C ։ N et g : N →֒ C qui sont inverses l’une
de l’autre dans K (OH-Mod). En effet, on a clairement f ◦ g = IdN et l’homotopie
entre g ◦ f et IdC est donnée par composition de la projection Ci+1 ։ Im di et de
l’inclusion Im di ≃ Mi →֒ Ci .

Puisque pour les complexes munis d’une différentielle nulle les applications
homotopiquement nulles sont identiquement nulles, on en déduit que le foncteur
H• induit une équivalence entre K (OH-Mod) et la catégorie OH-ModZ des OH-
modules Z-gradués dès que O vaut K ou dès que O vaut k et que l’ordre du
groupe H est premier à ℓ.
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(iii) Une homotopie particulière. Le lemme suivant sera amplement utilisé dans
la section 4.5.1 pour éliminer certains facteurs directs dans les termes d’un com-
plexe :

Lemme 1.11. Soit (C , d) un complexe de OH-modules. Supposons que pour un entier
i fixé on dispose de décompositions Ci = Di⊕M et Ci+1 = Di+1⊕N telles que d induise
un isomorphisme entre M et N. Alors C est homotope au complexe

· · · −→ Ci−1
∂i−1−→Di

∂i−→Di+1
∂i+1−→Ci+2 −→ · · ·

où les différentielles sont définies naturellement par :

• ∂i−1 est la composée de di−1 avec la projection Ci ։ Di ;

• ∂i est la composée de la restriction de di à Di avec la projection Ci+1 ։ Di+1 ;

• ∂i+1 est la restriction de di+1 à Di+1.

Démonstration. Désignons par D le complexe construit dans l’énoncé du lemme.
Les décompositions de Ci et Ci+1 induisent des morphismes naturels de com-
plexes f : C ։ D et g : D →֒ C tels que f ◦ g = IdD . L’homotopie ψ : C −→ C [1]
entre g ◦ f et IdC se construit de la manière suivante : ψj est nulle pour j 6= i + 1
et ψi+1 est définie comme la composée de la projection Ci+1 ։ N avec l’inclusion
N ≃ M →֒ Ci . On vérifie facilement que IdC − g ◦ f = ψ ◦ d + d ◦ ψ.

1.1.5 Équivalences de Rickard

Les équivalences de Rickard sont un cas particulier d’équivalences entre ca-
tégories dérivées de modules s’inspirant des équivalences de Morita. Rappelons
que le prototype d’une équivalence de Morita entre deux anneaux A et B est
donné par un foncteur de la forme P ⊗A − : A-mod −→ B-mod où P est un
(B , A)-bimodule de type fini, projectif à gauche et à droite. La notion de com-
plexe parfait généralisant naturellement celle des modules projectifs de type fini,
Rickard a introduit dans [76] :

Définition 1.12. Soient A et B deux anneaux, et C un complexe de (B , A)-bimodules,
parfait à gauche et à droite. Une équivalence de Rickard est une équivalence de catégo-
ries triangulées induite par le foncteur

F : C
L
⊗A− : Db(A-mod) −→ Db(B-mod).

Si F est une telle équivalence alors le complexe C , vu comme complexe de
B-modules, est l’image de A par F . À ce titre on peut montrer qu’il possède les
propriétés suivantes :

• la catégorie additive add(C ) formé des facteurs directs de sommes finies de
C engendre Kb(B-mod) en tant que catégorie triangulée (voir [57]) ;

• la cohomologie du complexe REnd•
B(C ) est concentrée en degré 0 ;

• le morphisme naturel A −→ EndDb(B-mod)(C ) est un isomorphisme.
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Les deux premières propriétés traduisent le fait que C est un complexe basculant
(voir aussi le corollaire 4.77).

Dans le cadre qui nous est cher, c’est-à-dire lorsque A = ΛHe et B = ΛNe′

sont des blocs ou des sommes de blocs de certains groupes finis, Broué a donné
dans [12] des conditions suffisantes sur le complexe C pour qu’il induise une
équivalence de Rickard . En conjuguant ses résultats à [78], on obtient le théorème
suivant, démontré en annexe dans [4] :

Théorème 1.13. Soient A = ΛHe et B = ΛNe′ des sommes de Λ-blocs de groupes finis
et C un complexe de (B , A)-bimodules. On suppose que

(i) C est parfait à gauche et à droite ;

(ii) C vérifie la propriété de disjonction suivante : pour tout i 6= 0

HomDb(B-mod)(C , C [i ]) = 0.

Autrement dit, la cohomologie de REnd•
B(C ) est concentrée en degré 0 ;

(iii) le morphisme naturel A −→ EndDb(B-mod)(C ) est un isomorphisme ;

(iv) tous les caractères irréductibles de KB apparaissent dans H•(KC ).

Alors C
L
⊗A− induit une équivalence de Rickard entre Db(A-mod) et Db(B-mod).

Une telle équivalence a de nombreuses conséquences numériques : le nombre
de caractères irréductibles (ordinaires et modulaires) de A et B ainsi que les in-
variants de similitude de la matrice de Cartan sont notamment conservés [13].

Remarque 1.14. Lorsque B est un véritable bloc, l’hypothèse (iv) est superflue.
En revanche, on peut toujours ajouter à e′ des blocs b vérifiant bC ≃ 0 sans chan-
ger les trois premières hypothèses du théorème, alors que la conclusion devient
trivialement fausse.

1.2 Cohomologie d’une variété quasi-projective

Le principe de la théorie de Deligne-Lusztig modulaire, initiée par Broué [12],
[15], [17] et principalement développée par Bonnafé et Rouquier [6], réside dans
la construction et l’étude des représentations modulaires d’un groupe réductif
fini G à partir d’un complexe de ΛG -modules représentant la cohomologie d’une
variété de Deligne-Lusztig. Nous rappelons dans cette partie la construction ca-
nonique de ce complexe par Rouquier [80] ainsi que les importantes propriétés
algébriques que nous utiliserons par la suite.

1.2.1 Complexe de Rouquier

Soit X une variété algébrique quasi-projective définie sur F = Fp, H un groupe
fini agissant sur X et Υ un monoı̈de d’endomorphismes de X normalisant H. On
supposera désormais que le nombre premier p (la caractéristique des corps sur
lesquels toutes les variétés algébriques considérées sont définies) et le nombre
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premier ℓ (associé au système modulaire) sont distincts. Si O est un des anneaux
parmi (K , Λ, k), il existe deux complexes bornés de OH ⋊ Υ-modules

RΓ(X,O) et RΓc(X,O)

représentant la cohomologie ℓ-adique (resp. la cohomologie ℓ-adique à support
compact) de X, c’est-à-dire tels que

et

H•
(
RΓ(X,O)

)
≃ H•(X,O)

H•
(
RΓc(X,O)

)
≃ H•

c(X,O)

comme OH ⋊ Υ-modules.

Remarque 1.15. Les termes de ces complexes sont en général loin d’être des mo-
dules de type fini. On verra néanmoins dans la section 1.2.3 un moyen d’en ex-
pliciter des représentants (à homotopie près) possédant de bonnes propriétés de
finitude.

Ce formalisme convient parfaitement au cadre modulaire : l’opération d’ex-
tension des scalaires au niveau des complexes se traduit en effet par un change-
ment de coefficients de la cohomologie. Si O est un des corps parmi K et k , on a
les isomorphismes suivants dans Db(OH ⋊ Υ-Mod) :

RΓ(X, Λ)
L
⊗ΛO ≃ RΓ(X,O) et RΓc(X, Λ)

L
⊗ΛO ≃ RΓc(X,O).

On pourra ainsi appliquer la formule des coefficients universels 1.3 aux groupes
de cohomologie ℓ-adique.

1.2.2 Propriétés du complexe

On rappelle dans cette section les principales propriétés du complexe de co-
homologie. La plupart des résultats seront énoncés pour la cohomologie à sup-
port compact, mais restent valident pour la cohomologie usuelle. Les références
ou les preuves de ces propriétés peuvent se trouver par exemple dans [45], [28]
et [66].

Proposition 1.16 (Formule de Künneth). Soit X et Y deux variétés quasi-projectives
munies d’une action d’un groupe fini H, et Υ un monoı̈de d’endomorphismes de X et Y
normalisant H. Alors

RΓc(X× Y,O) ≃ RΓc(X,O)
L
⊗ RΓc(Y,O)

dans la catégorie dérivée D(OH ⋊ Υ-Mod).

D’après [82, proposition 19] on peut former le quotient de la variété quasi-
projective X par le groupe fini H. La cohomologie de ce quotient se déduit de la
cohomologie de X grâce à [6, section 3] :

Proposition 1.17. Si l’ordre des stabilisateurs StabH(x) de chacun des points x ∈ X
est inversible dans O, alors

RΓc(H\X,O) ≃ O
L
⊗OH RΓc(X,O)

dans la catégorie D(OΥ-Mod).
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Soit N un groupe fini agissant sur X et Y. Si on suppose que les actions de N et
H⋊Υ commutent, on peut former le produit amalgamé X×N Y comme le quotient
de X × Y par l’action diagonale de N. C’est alors une variété quasi-projective
munie d’une action de H ⋊ Υ. En conjuguant les deux résultats précédents, on en
déduit que dès que les stabilisteurs des points de X × Y sous l’action diagonale
de N sont inversibles dans O on a

RΓc(X×N Y,O) ≃ RΓc(X,O)
L
⊗ON RΓc(Y,O) (1.18)

dans la catégorie dérivée D(OH ⋊ Υ-Mod).

Le résultat suivant de Deligne et Lusztig est une retraduction de [29, propo-
sition 6.4] :

Proposition 1.19. Soit H un groupe d’ordre inversible dans O. Si l’action de H sur X
s’étend en une action d’un groupe algébrique connexe, alors l’application naturelle

RΓc(X,O) −→ O
L
⊗OH RΓc(X,O)

est un isomorphisme dans D(OΥ-Mod).

Rappelons que la cohomologie à support compact d’un espace affine de di-
mension n est concentrée en degré 2n, et isomorphe à O en ce degré. Plus géné-
ralement, on déduit de [45, Exposé XVIII, 2.9] :

Proposition 1.20. Soit π : Y −→ X un morphisme lisse, H-équivariant et de type fini.
Si les fibres de π sont isomorphes à des espaces affines de dimension constante n, alors

RΓc(Y,O) ≃ RΓc(X,O)[−2n]

dans la catégorie Db(OH-mod).

Dans la proposition précédente, on perd la trace de l’action du monoı̈de d’en-
domorphismes Υ. Néanmoins, lorsque celui-ci est engendré par un endomor-
phisme de Frobenius F définissant une Fq-structure rationnelle sur X et Y, l’iso-
morphisme précédent reste vrai dans Db(OH⋊〈F 〉mon-Mod) à condition d’ajouter
une torsion de Tate. On notera alors

RΓc(Y,O) ≃ RΓc(X,O)[−2n](n).

La stratégie principale adoptée dans les chapitres suivants pour calculer la
cohomologie d’une variété consistera à en trouver une décomposition en sous-
variétés pour lesquelles le calcul de la cohomologie est un problème élémentaire
et à appliquer ensuite la proposition suivante :

Proposition 1.21 (Suite exacte « ouvert-fermé »). Si X se décompose en une union de
sous-variétés X = Y ∐ Z, chacune étant stable par l’action de H ⋊ Υ, la variété Y étant
ouverte et Z fermée, alors il existe un triangle distingué dans Db(OH ⋊ Υ-Mod) de la
forme

RΓc(Y,O) −→ RΓc(X,O) −→ RΓc(Z,O)  

De plus, si Y est à la fois ouverte et fermée, ce triangle est scindé.
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Nous terminons cette section avec la dualité de Poincaré-Verdier. Pour C un
complexe de OH-modules, on définit le dual de C dans D(OH-mod)op par

C∨ = RHom•
O(C ,O).

Notons que cette définition ne soulève pas d’ambiguı̈té pour les modules qui
nous intéressent : en effet, l’algèbre OH étant symétrique, le complexe C∨ est
quasi-isomorphe à RHom•

OH(C ,OH).

Remarque 1.22. LorsqueO = Λ, un complexe n’est pas forcément quasi-isomor-
phe à son bidual. C’est néanmoins le cas s’il peut être représenté par un complexe
borné P dont les termes sont libres de rang fini sur Λ : en effet, on a d’une part
P∨ ≃ Hom•

Λ(P , Λ) dans Db(ΛH-mod) et d’autre part chaque terme de ce com-
plexe est isomorphe à son bidual usuel comme ΛH-module. Ceci s’appliquera en
particulier aux complexes parfaits.

Exemple 1.23. On reprend le complexe C : 0 −→ Zℓ ℓ−→Zℓ −→ 0 donné dans
l’exemple 1.4. Il est quasi-isomorphe au complexe Z/ℓZ[−1] concentré en degré
1. Son dual C∨ dans Db(Zℓ-mod) est isomorphe à C [1], alors que le dual usuel deZ/ℓZ est nul. Autrement dit, on a

(Z/ℓZ[0]
)∨ ≃ Z/ℓZ[−1]

dans la catégorie dérivée Db(Zℓ-mod).

La dualité de Poincaré-Verdier [28] appliquée au faisceau constant sur une
variété lisse permet de relier la cohomologie à support compact de la variété à sa
cohomologie usuelle :

Proposition 1.24. Si X est une variété quasi-projective lisse purement de dimension d ,
alors

RΓc(X,O)∨ ≃ RΓ(X,O)[2d ]

dans la catégorie dérivée Db(OH-Mod).

Cette fois encore, on peut garder la trace de l’action de l’endomorphisme de
Frobenius à condition de rajouter une torsion de Tate : on a en effet

RΓc(X,O)∨ ≃ RΓ(X,O)[2d ](d)

dans Db(OH ⋊ 〈F 〉mon-Mod).

Remarque 1.25. LorsqueO = K , la dualité de Poincaré-Verdier se traduit sur les
groupes de cohomologie par l’isomorphisme de KH ⋊ 〈F 〉mon-modules suivant :

HomK (Hi
c(X, K ), K ) = Hi

c (X, K )∗ ≃ H2d−i (X, K )(d).

Pour les autres valeurs de O, on disposera d’un tel isomorphisme (non cano-
nique) dans les deux situations suivantes :

• O = Λ/ℓnΛ : dans ce cas, le module Λ/ℓnΛ est un Λ/ℓnΛ-module injectif et le
dual « dérivé » défini précédemment se calcule à partir du dual usuel ;

• O = Λ avec ℓ premier à l’ordre du groupe H et chaque Hi
c(X, Λ) sans torsion

(ce qui est nécessaire afin que le dual du complexe H•
c(X, Λ) corresponde au

dual usuel).
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1.2.3 Perfection

Par définition, les termes du complexe RΓc(X,O) sont en général très loin
d’être de type fini sur O. Néanmoins, on peut, à homotopie près, représenter ce
dernier par un complexe possédant de bonnes propriétés de finitude [80, section
2.5.1] :

Théorème 1.26 (Rouquier). Soit X une variété quasi-projective munie d’une action
d’un groupe fini H. Notons S = {StabH(x) | x ∈ X} la famille des stabilisateurs des
points de X. Alors RΓc(X,O) est homotope à un complexe borné de OH-modules dont
les termes sont des facteurs directs de sommes finies de modules de permutations de la
forme O[H/S ] pour S ∈ S .

On en déduit que l’on peut toujours représenter la cohomologie de X par un
complexe de OH-modules libres de rang fini comme O-modules. Plus générale-
ment, on retiendra la conséquence suivante de ce résultat :

Corollaire 1.27. Si les ordres des stabilisateurs des points sont inversibles dansO, alors
RΓc(X,O) est homotope à un complexe borné de OH-modules projectifs de type fini. En
particulier, il est parfait.

Cette conséquence est très utile en pratique pour déterminer un représentant
de RΓc(X,O) à homotopie près. Par exemple, pour X = Gm muni de l’action par
multiplication du groupe �d = �d(Fp) des racines d-ièmes de l’unité, on peut
montrer que RΓc(X, Λ) est homotope au complexe

0 −→ Λ�d
ζ−1−→ Λ�d −→ 0

concentré en degrés 1 et 2, où ζ est une racine primitive d-ième de l’unité quel-
conque.

Plus généralement, si on suppose que X est une variété affine et irréductible,
alors sa cohomologie à coefficients dans n’importe quel anneau parmi (K , Λ, k)
est concentrée entre les degrés dim X, ... , 2 dim X. Grâce au lemme 1.10 et à la for-
mule 1.3, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.28. Soit X une variété affine et irréductible de dimension d . Si les ordres des
stabilisateurs des points sont premiers à ℓ, alors RΓc(X, Λ) est homotope à un complexe
borné de ΛH-modules projectifs de type fini concentrés en degrés d , ... , 2d . En particulier,
le groupe de cohomologie moitié Hd

c (X, Λ) est sans torsion.

Notons que le résultat reste vrai lorsque X est une union disjointe de variétés
affines de même dimension, ce qui est le cas pour toutes les variétés de Deligne-
Lusztig affines − et donc en particulier pour les variétés étudiées au chapitre 4.

1.3 L’action de l’endomorphisme de Frobenius

Cette dernière partie est consacrée au cas particulier où Υ est engendré par un
endomorphisme de Frobenius F définissant une Fq-structure rationnelle sur X.
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Le but est d’obtenir un moyen simple de couper le complexe RΓc(X,O) selon les
valeurs propres de F . À cette fin, on commence par rappeler quelques rudiments
de la théorie des représentations de l’algèbre des polynômes à une variable Λ[T ].

1.3.1 Espaces propres généralisés dans Λ-mod

Lorsque M est un Λ[T ]-module de type fini sur Λ, l’endomorphisme f de M

induit par l’action de T est annulé par un certain polynôme unitaire P . On est
donc ramené à étudier les représentations de l’algèbre Λ[T ]/(P).

Fixons donc un polynôme annulateur P ∈ Λ[T ] de f ; quitte à augmenter
K , on peut supposer que les racines {λ1, ... ,λn} de ce polynôme appartiennent
à Λ de sorte que l’on peut l’écrire P(T ) = (T − λ1)α1 · · · (T − λr )αr . De cette
décomposition on tire la décomposition usuelle du module KM en la somme
directe des espaces propres généralisés de f :

KM = Ker (f − λ1)α1 ⊕ · · · ⊕ Ker (f − λr )αr .

Pour disposer d’un résultat analogue sur Λ, il est nécessaire de regrouper les
racines de P selon leur réduction modulo ℓ pour former les blocs de l’algèbre
Λ[T ]/(P), ce qui revient à considérer les polynômes

Pλ̄(T ) =
∏

λ̄i=λ̄

(T − λi)
αi .

On obtient donc une nouvelle décomposition

P =
∏

λ̄∈k

Pλ̄

qui se réduit modulo ℓ en la décomposition usuelle de P , la réduction de chaque
facteur étant de la forme (T − λ̄)n. Par le théorème des restes chinois et le théo-
rème de relèvement des idempotents, on en déduit la décomposition en blocs des
deux algèbres k[T ]/(P) et Λ[T ]/(P) ;

Λ[T ]/(P) ≃
∏

λ̄∈k

Λ[T ]/(Pλ̄)

k[T ]/(P) ≃
∏

λ̄∈k

k[T ]/(P λ̄)

Pour λ ∈ Λ, on notera eλ ∈ Λ[T ]/(P) l’idempotent associé au facteur Λ[T ]/(Pλ̄).
On définit alors le (λ)-espace propre généralisé de f sur M par

M(λ) = eλM

si bien que M se décompose en :

M =
⊕

λ̄∈k

M(λ).
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Remarque 1.29. Cette définition est indépendante du polynôme annulateur fixé,
car le module eλM ne dépend que de l’image de l’idempotent eλ dans l’algèbre
Λ[T ]/P où P est l’idéal engendré par les polynômes annulateurs de f .

Puisque les polynômes Pλ̄ sont étrangers dans Λ[T ], le noyau de l’endomor-
phisme P(f ) se décompose en la somme directe des noyaux des morphismes
Pλ̄(f ), si bien que l’on peut identifier M(λ) et Ker Pλ̄(f ). En particulier,

Lemme 1.30. Si f et g sont deux endomorphismes de M tels que f − g soit un endo-
morphisme nilpotent de M , alors les (λ)-espaces propres généralisés de f et g coı̈ncident.

Si O est un des corps K ou k , on peut prolonger naturellement la définition
des (λ)-espaces propres généralisés par

(M ⊗Λ O)(λ) = M(λ) ⊗Λ O.

Ces deux modules sont reliés aux espaces propres généralisés usuels de f par la
proposition suivante :

Proposition 1.31. Pour λ ∈ Λ,

(i) le K [T ]-module (KM)(λ) := M(λ) ⊗Λ K est isomorphe à la somme des µ-espaces
propres généralisés usuels pour µ parcourant l’ensemble des scalaires congrus à λ
modulo ℓ ;

(ii) le k[T ]-module M(λ) := M(λ) ⊗Λ k est isomorphe au λ̄-espace propre généralisé

usuel associé à λ̄ ∈ k .

Plus généralement, pour tout anneau O parmi (K , Λ, k) on peut définir un
endofoncteur C 7−→ C(λ) de la catégorie des complexes bornés de Λ[T ]-modules
de type fini sur Λ. C’est un foncteur exact ; à ce titre, il vérifie

H•(C(λ)) ≃ H•(C )(λ). (1.32)

1.3.2 L’endomorphisme de Frobenius sur RΓc(X,O)

Soit X une variété quasi-projective muni d’un endomorphisme de Frobenius
F définissant une Fq-structure rationnelle sur X, et d’une action d’un groupe fini
H commutant à l’action de F . Le complexe RΓc(X, Λ) est alors un complexe borné
de OH × 〈F 〉mon-modules.

Afin de pouvoir utiliser les constructions précédentes, il est commode que les
termes de ce complexe soient de type fini, ce qui n’est généralement pas le cas.
Néanmoins, le théorème 1.26 nous assure l’existence d’un complexe C de OH-
modules de permutations ainsi que de morphismes H-équivariants f : C −→
C et g : C −→ C inverses l’un de l’autre dans la catégorie Kb(OH-Mod). Par
transfert, on définit un endomorphisme F sur C par F = f ◦ F ◦ g . Notons que
sa définition dépend du choix des fonctions réalisant l’homotopie entre C et C ,
mais que les images de F et F coı̈ncident sur la cohomologie de X. En particulier,
on a
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H•(C(λ)) ≃ H•
c (X,O)(λ)

l’espace propre de droite étant associé à l’endomorphisme de Frobenius F .

Si les termes de C sont en plus projectifs (par exemple si H agit librement),
les espaces propres généralisés C(λ) sont aussi des éléments de Cb(OH-proj),
mais souvent de longueur bien plus petite. On peut ainsi espérer retrouver des
représentants explicites, à homotopie près, de chacun de ces espaces propres, et
donc du complexe total RΓc(X, Λ). C’est la méthode que nous adopterons dans le
chapitre 4.
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Chapitre 2

Décomposition des variétés de
Deligne-Lusztig

Contexte

Ce chapitre et les suivants sont consacrés à l’étude, sous différents aspects,
des représentations d’une certaine classe de groupes finis dits groupes réductifs
finis ou groupes finis de type de Lie. Depuis les travaux de Steinberg [89], on sait ob-
tenir ces groupes comme les points fixes d’un groupe algébrique réductif G sous
une isogénie F . L’intérêt de cette construction est double : elle permet, d’une
part, de dériver des propriétés structurelles de GF à partir de celles de G et,
d’autre part, de construire des variétés algébriques non triviales munies d’actions
du groupe fini GF . L’introduction puis l’étude de ces variétés et leur cohomolo-
gie par Deligne et Lusztig dans la série de travaux [29] puis [62]-[64] a permis
d’élucider de nombreux mystères en théorie des représentations ordinaires des
groupes réductifs finis, aboutissant entre autres à une classification complète des
caractères irréductibles dans l’esprit du programme de Langlands. À l’aide des
outils introduits au chapitre 1, on tâchera dans notre travail de généraliser cer-
tains de leurs résultats au cadre modulaire.

Plus précisément, Deligne et Lusztig ont défini deux familles de variétés X(w)
et Y(ẇ), indexées par le groupe de Weyl de G, sur lesquelles le groupe fini GF

agit. Cependant, en dehors de certains cas très particuliers, la géométrie de ces
variétés est riche mais très mal comprise et le calcul de leur cohomologie reste
un problème difficile. La stratégie adoptée dans ce chapitre pour résoudre ce
problème consiste à décomposer ces variétés en des pièces Xγ pour lesquelles on
pourra déterminer explicitement le complexe de cohomologie RΓc(Xγ ,O), et ceci
pour n’importe quel anneau de coefficientO parmi (K , Λ, k). Les décompositions
que l’on effectuera ne sont pas stables par GF , mais le sont en revanche par un
sous-groupe unipotent maximal UF ; on espère donc obtenir ainsi la restriction
à UF de la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig. Néanmoins, ces calculs
s’avèrent pour l’instant possibles pour certains quotients de X(w) et Y(ẇ ) seule-
ment. Cela se traduit notamment par une perte d’informations concernant les re-
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présentations modulaires qui n’interviennent pas dans des modules de Gelfand-
Graev ou leurs induits (les détails seront donnés au cours de la section 3.3.2).

Ce chapitre est organisé de la façon suivante : la première partie précise les
définitions des groupes réductifs finis et des variétés de Deligne-Lusztig, ainsi
que certaines de leurs propriétés significatives pour notre étude. Le cas particu-
lier où w est un élément de Coxeter y est développé, car il donne un aperçu de la
géométrie du quotient UF\X(w) de la variété X(w) par le groupe unipotent UF .
Les outils nécessaires à l’étude de ce quotient sont mis en place dans la deuxième
partie. On y étudie une décomposition de la variété de drapeaux introduite par
Deodhar dans [31], ainsi qu’une généralisation due à Curtis [25]. Le point de
vue adopté ici est celui de Morel [68], qui montre que ces décompositions s’ob-
tiennent déjà au niveau des variétés de Bott-Samelson par des théorèmes géné-
raux de Białynicki-Birula [2]. Enfin, on relève explicitement ces décompositions
aux variétés quotient D(U)F\X(w) puis D(U)F\Y(ẇ), ce qui permet de déter-
miner la cohomologie de chaque pièce. Si cela ne suffit malheureusement pas
pour retrouver la cohomologie des variétés quotient, on peut toutefois calculer
les contributions de certains caractères de UF supposés suffisamment complexes.
Le résultat principal dans cette direction est le corollaire 2.54, qui montre que les
caractères réguliers intervenant dans la cohomologie des variétés de Deligne-
Lusztig sont concentrés en degré moitié, pour une contribution qu’on détermi-
nera explicitement. Dans une dernière partie, on tâchera de généraliser partielle-
ment ce résultat à d’autres types de caractères.

2.1 Première décomposition

2.1.1 Groupes réductifs finis

On reprend les notations du chapitre 1 : on fixe un nombre premier p et une
clôture algébrique F = Fp du corps fini à p éléments. Sauf mention explicite,
toutes les variétés algébriques considérées dans ce chapitre seront définies sur F.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F, muni d’une isogé-
nie F dont une certaine puissance est un endomorphisme de Frobenius. En d’au-
tres termes, il existe un entier positif δ tel que F δ définisse une Fqδ -structure

déployée sur G, qδ étant une certaine puissance entière de la caractéristique p.
On désignera par G = GF les points fixes de G sous F . C’est un groupe fini, ap-
pelé groupe réductif fini. Plus généralement, pour tout sous-groupe fermé H de G
stable par F , on notera H le sous-groupe fini de G associé.

Parmi les sous-groupes remarquables de G, on fixe un sous-groupe de Borel
B contenant un tore maximal T, tous les deux supposés stables par F . Ce choix
définit un système de racines Φ, ainsi qu’une base ∆ de ce système. L’ensemble
des racines positives (resp. négatives) sera noté Φ+ (resp. Φ−). De plus, F agit
sur le groupe de Weyl W de ce système de racines, de façon compatible à l’iso-
morphisme W ≃ NG(T)/T. À défaut de stabiliser Φ, F stabilise donc l’ensemble
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des réflexions de W . En particulier, si α est une racine, F (α) est un multiple po-
sitif d’une unique racine que l’on notera φ−1(α), définissant ainsi une bijection
φ : Φ −→ Φ qui stabilise ∆ et Φ+. On notera [∆/φ] un système de représentants
des orbites de ∆ sous l’action de φ. Les groupes des caractères et cocaractères de
T seront notés X (T) = Hom(T, Gm) et X∨(T) = Hom(Gm, T) ; ils sont en dualité
parfaite via le couplage usuel 〈 , 〉 : X (T)× X∨(T) −→ Z.

Soit U (resp. U−) le radical unipotent de B (resp. du sous-groupe de Borel B−

opposé à B par rapport à T). Chaque racine α définit un sous-groupe à un pa-
ramètre Uα, et on note uα : F −→ Uα un isomorphisme de groupes algébriques.
Les groupes U et U− sont stables par F , mais les sous-groupes Uα ne le sont
pas forcément. Néanmoins, on peut choisir la famille (uα)α∈Φ de telle sorte que
la restriction de F à Uα vérifie la relation F (uα(ζ)) = uφ(α)(ζ

q◦
α), où q◦

α est la
puissance de p définie par F (φ(α)) = q◦

αα. Si de plus, dα désigne la longueur
de l’orbite de α sous φ et que l’on pose qα = q◦

αq◦
φ(α) · · · q◦

φdα−1(α)
, alors le sous-

groupe Uα est stable par F dα et UF dα

α ≃ F+
qα

. On notera δ (resp. qδ) le plus petit

multiple commun des entiers dα (resp. qα). L’endomorphisme F δ est alors la plus
petite puissance de F définissant une structure rationnelle déployée sur G (qui
est alors une Fqδ -structure déployé). Indépendamment de ce choix, il sera par-
fois nécessaire de supposer que les isomorphismes uα vérifient les relations de
Chevalley, principalement pour les exemples de la section 2.2.3.

Exemple 2.1. Au cours de ce chapitre et des suivants, on accordera une attention
particulière au cas des groupes linéaire et spécial linéaire, qui permettent d’illus-
trer de nombreux concepts abordés dans cette thèse. Considérons donc le groupe
G = GLn(F), muni de l’endomorphisme de Frobenius standard F : (ai ,j) 7−→ (aq

i ,j)
définissant sur G une Fq-structure déployée. Pour cette isogénie particulière, le
groupe des points fixes est clairement GLn(q). On définit B (resp. U) comme le
groupe des matrices triangulaires (resp. unitriangulaires) supérieures inversibles
et T comme le groupe des matrices diagonales inversibles. Le groupe de Weyl
NG(T)/T s’identifie alors au groupe symétrique Sn par l’intermédiaire des ma-
trices de permutation, les réflexions étant données par les transpositions (i , j) ∈
Sn. Le système de racines est de type An−1 et on peut choisir les matrices uαi ,j

(ζ)
de la forme

uαi ,j
(ζ) = In ± ζ Ei ,j

où (Ek,l )k,l désigne la base canonique de Matn,n(F). Le choix du signe n’a d’im-
portance que dans le cas où on exige que les relations de Chevalley soient véri-
fiées [21, section 4].

2.1.2 Variétés de Deligne-Lusztig

D’après [87, section 9.3], il existe un ensemble de représentants {ẇ} de W

dans NG(T) vérifiant la propriété suivante : si w = w1w2 est tel que ℓ(w) =
ℓ(w1) + ℓ(w2), alors ẇ = ẇ1ẇ2. Les variétés de Deligne-Lusztig X(w) et Y(ẇ) sont
alors définies par :
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Y(ẇ) =
{
gU ∈ G/U

∣∣ g−1F (g) ∈ UẇU
}

X(w) =
{
gB ∈ G/B

∣∣ g−1F (g) ∈ BwB
}

πw /TwF

où πw désigne la restriction à Y(ẇ) de la projection canonique G/U −→ G/B.
Ce sont des variétés quasi-projectives sur lesquelles G agit par multiplication à
gauche. De plus, le groupe TwF agit librement par multiplication à droite, et πw

s’identifie à l’application quotient associée, induisant ainsi un isomorphisme G -
équivariant Y(ẇ )/TwF ≃ X(w). Parmi les nombreuses propriétés géométriques
de ces variétés, on retiendra principalement les suivantes [29], [46] :

Proposition 2.2. Les variétés X(w) et Y(ẇ) sont quasi-affines, lisses et purement de
dimension ℓ(w).

À la question de savoir si elles sont affines, on ne dispose pour l’instant que
de réponses partielles, même dans le cas du groupe linéaire (cf. [29, théorème
9.7], [8, théorème A], [48, théorème 1.3] et [70, section 5]) :

Théorème 2.3. Les variétés X(w) et Y(ẇ) sont affines dès que l’une des deux hy-
pothèses suivantes est vérifiée :

• q est plus grand que le nombre de Coxeter ;

• w est de longueur minimale dans sa classe de F -conjugaison.

Notons que la deuxième hypothèse est vérifiée pour les éléments de Coxeter ;
nous étudierons en détails cette situation dans le chapitre 4. À titre d’exemple,
on peut, pour le groupe linéaire, expliciter la variété X(w) dans ce cas particulier
[29, exemple 2.1] :

Exemple 2.4. Pour le groupe linéaire G = GLn(F), la variété G/B s’identifie à
l’ensemble F des drapeaux complets de l’espace vectoriel Fn :

F =
{
{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = Fn

∣∣ dim Vi = i
}

.

En effet, G agit transitivement sur cet ensemble et B est le stabilisateur du dra-
peau canonique. Via cette description, un drapeau V• appartient à X(w) si et
seulement si V• et F (V•) sont en position générale w , c’est-à-dire s’il existe une
base (ei ) adaptée au drapeau V• telle que (ew(i)) soit adaptée à F (V•). Choisissons
maintenant pour w l’élément de Coxeter (1, 2, · · · , n) ; un drapeau V• ∈ X(w)
vérifie alors Vi = V1 ⊕ F (V1) + · · · ⊕ F i−1(V1). On obtient ainsi

X(w) ≃
{
V1 ∈ P(Fn)

∣∣ dim
(
V1 + F (V1) + · · · + F n−1(V1)

)
= n

}

≃
{

[x1 : x2 : · · · : xn] ∈ Pn(F)
∣∣ ∇(x1, · · · , xn) 6= 0

}

où∇(x1, · · · , xn) désigne le déterminant suivant :

∇(x1, · · · , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x
q
1 · · · x

qn−1

1

x2 x
q
2 · · · x

qn−1

2
...

...
...

xn x
q
n · · · x

qn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Puisque l’équation définissant X(w) force x1 à être non nul, on peut ramener les
coordonnées dans An−1, et remarquer alors que X(w) est bien une variété affine
de dimension n − 1. Le même calcul dans G/U donne

Y(ẇ) ≃
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ An

∣∣ (∇(x1, · · · , xn))q−1 = 1
}

l’action de TwF s’effectuant par multiplication sur chaque coordonnée, après
avoir identifié TwF au groupe des racines (qn − 1)-ièmes de l’unité dans F.

On peut aussi remarquer qu’une droite V1 appartient à X(w) si et seulement
si elle n’est contenue dans aucun hyperplan projectif stable par F . Cela permet
de factoriser le déterminant précédent selon les équations de ces hyperplans :

∇(x1, · · · , xn) ∼
∏

[a1:···:an]∈P(Fn
q)

(a1x1 + · · ·+ anxn).

On trouvera plus de détails dans [11, section V.5, Exercice 6].

Un autre cas particulier important est celui des variétés associées à l’élément
neutre de W . En effet, pour w = 1, on vérifie facilement que X(w) et Y(ẇ) sont
des variétés de dimension nulle, respectivement isomorphes à G/B et G/U .

2.1.3 Les pièces Xx(w) et Yx(ẇ)

Pour x un élément de W , on notera Bx · B la cellule de Schubert associée à x ,
c’est-à-dire l’unique orbite de G/B sous B contenant x . C’est une sous-variété
localement fermée de G/B, isomorphe à un espace affine de dimension ℓ(x). En
vertu de la décomposition de Bruhat [21], l’ensemble de ces cellules forme une
partition de la variété de drapeaux :

G/B =
⊔

x∈W

Bx · B.

Via la projection canonique π : G/U −→ G/B, cette décomposition se relève en
une décomposition équivalente de G/U. En suivant [6], on peut considérer la
trace de ces décompositions sur les variétés X(w) et Y(ẇ) et définir les pièces

et

Yx(ẇ) =
{
gU ∈ Bx ·U

∣∣ g−1F (g) ∈ UẇU
}

Xx(w) =
{
gB ∈ Bx ·B

∣∣ g−1F (g) ∈ BwB
}

.

Notons que ces sous-variétés ne sont pas forcément stables par l’action de G ,
mais le sont en revanche par l’action de B .

Revenons à la décomposition de Bruhat : pour x ∈W on note Sx et on appelle
variété de Schubert l’adhérence dans G/B de la cellule de Schubert associée à x .
Elle est formée de l’union des cellules de Schubert By · B pour y parcourant
l’ensemble des éléments de W inférieurs à x pour l’ordre de Bruhat. En ce sens,
la décomposition de Bruhat est une stratification. Cette propriété n’est en général
pas préservée lorsque l’on se restreint aux variétés X(w) et Y(ẇ) mais on dispose
néanmoins du résultat suivant :
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Lemme 2.5. Pour toute numérotation W = {w0, w1, ... , wn} des éléments du groupe
de Weyl, compatible avec l’ordre de Bruhat inversé, les ensembles

Fi =
⊔

j≤i

Xwj
(w)

définissent une filtration X(w) = F0 ⊃ F1 ⊃ · · · Fn ⊃ Fn+1 = ∅ de X(w) en sous-
variétés fermées vérifiant Fi r Fi+1 = Xwi

(w).

Par continuité, la préimage par πw d’une telle filtration fournit une filtration
de la variété Y(ẇ ) possédant les mêmes propriétés. On dira que les décomposi-
tions (Xx(w))x∈W et (Yx(ẇ))x∈W sont filtrables. Cette propriété est essentielle si
l’on veut espérer déduire des informations cohomologiques sur les variétés de
Deligne-Lusztig à partir de calculs sur leurs pièces. On utilisera à cette fin les
triangles distingués

RΓc(Ywi
(ẇ ),O) −→ RΓc(Fi ,O) −→ RΓc(Fi+1,O) (2.6)

donnés par la proposition 1.21.

En apparence, les pièces Xx(w) et Yx(w) ne semblent pas moins complexes
que les variétés qu’elles décomposent. Néanmoins, les choses se simplifient gran-
dement dans le cas où w est un élément de Coxeter. En effet, Lusztig a montré
[62] que dans ce cas particulier,

• la variété X(w) est contenue dans Bw0 · B ;

• la variété quotient U\X(w) est isomorphe à un produit de Gm.

Autrement dit, les variétés Xx(w) sont vides dès que x 6= w0, et le quotient de
Xw0(w) par U est isomorphe à (Gm)ℓ(w). Ce résultat, tel qu’il est énoncé pour les
éléments de Coxeter, est trivialement faux pour les autres éléments du groupe de
Weyl. Par exemple, la variété X(1) rencontre toutes les cellules de Schubert as-
sociées aux éléments de W F . Nous verrons cependant dans la prochaine section
comment généraliser ce résultat en raffinant notre première décomposition (voir
section 2.3.3).

On termine cette partie en continuant l’exemple du groupe linéaire :

Exemple 2.7. On reprend les notations de l’exemple 2.1 : on rappelle que w est
supposé égal au n-cycle (1, 2, ... , n). Pour [x1 : · · · : xn] ∈ X(w) ⊂ Pn−1(F) (avec
donc xn non nul), on définit la fonction suivante :

fi ([x1 : · · · : xn]) =
1

x
1+q+···+qn−i

n

∇(xn, xn−1, ... , xi ).

Alors on peut vérifier que chaque fonction fi est constante sur les U-orbites et que
f = (f1, ... , fn−1) induit un isomorphisme entre U\X(w) et (Gm)n−1. Ceci peut se
faire soit par calcul direct, soit en utilisant [69, section 4.5, exemple 2] ou [83,
proposition 5.5.6].
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2.2 Décomposition de Curtis-Deodhar

Nous étudions dans cette partie une décomposition des cellules de Schubert
doubles en vue de l’appliquer aux pièces Xx(w) et Yx(ẇ) des variétés de Deligne-
Lusztig. Pour motiver notre démarche, considérons tout d’abord le cas particulier
où x est l’élément de plus grande longueur w0. Cet élément est involutif et stable
par F . Via l’isomorphisme u ∈ U 7−→ uw0 ·B ∈ Bw0 ·B, la pièce maximale Xw0(w)
s’écrit :

Xw0(w) ≃
{
u ∈ U

∣∣ w−1
0 u−1F (u)F (w0) ∈ BwB

}

≃
{
u ∈ U

∣∣ w0(u−1F (u)) ∈ BwB ∩U−
}

.

En particulier, l’application u 7−→ w0(u−1F (u)) induit un isomorphisme entre le
quotient U\Xw0(w) et la variété BwB ∩ U−, laquelle est isomorphe à la cellule
double Bw ·B∩B−·B. Ces variétés, obtenues comme intersection de deux cellules
de Schubert pour des sous-groupes de Borel différents, seront l’objet de cette
partie.

2.2.1 Décomposition de Bia lynicki-Birula dans les variétés de Bott-
Samelson

On commence par présenter un résultat général, dû à Białynicki-Birula, per-
mettant de décomposer les variétés projectives lisses munies d’action de tores.
Malheureusement, les variétés qui nous intéressent ne sont pas projectives, mais
elles admettent toutefois une compactifiction lisse : les variétés de Bott-Samelson.
La détermination explicite des cellules de Białynicki-Birula y est alors possible
grâce aux calculs effectués par Härterich dans [53, section 1].

(i) Généralités sur la décomposition de Bia lynicki-Birula. Le résultat princi-
pal de [2] concerne donc les variétés projectives lisses munies d’une action du
groupe algébrique Gm. Plus précisément, pour une variété Z vérifiant ces hy-
pothèses, Białynicki-Birula définit deux décompositions en sous-variétés locale-
ment fermées, chacune indexée par les intersections de composantes irréducti-
bles de ZGm . Pour simplifier l’énoncé de ses résultats, on supposera ici que l’en-
semble des points fixes de Z sous l’action de Gm est fini, ce qui sera toujours
vérifié dans les cas où on les utilisera.

Pour (λ, z) ∈ Gm × Z, on note λ · z l’action de λ sur z et on choisit un plon-
gement de Gm dans P1(F) de sorte que P1(F) r Gm = {0,∞}. Les hypothèses sur
la variété Z assurent alors que pour z fixé, les limites de λ · z en 0 et∞ existent
et sont des points fixes. On peut donc associer, à chaque élément a de ZGm , deux
ensembles non vides Z+

a et Z−
a définis par

et

Z+
a =

{
z ∈ Z | lim

λ→0
λ · z = a

}

Z−
a =

{
z ∈ Z | lim

λ→∞
λ · z = a

}
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afin d’obtenir deux partitions de Z appelées décompositions en cellules contrac-
tantes et dilatantes :

Z =
⊔

a∈ZGm

Z+
a =

⊔

a∈ZGm

Z−
a .

Le résultat principal de [2] renseigne sur la géométrie de ces ensembles :

Théorème 2.8 (Bia lynicki-Birula). Soit Z une variété projective lisse. Alors, pour tout
point fixe a de Z sous Gm,

• les ensembles Z+
a et Z−

a sont des sous-variétés localement fermées de Z ;

• les variétés Z+
a et Z−

a sont des espaces affines.

Exemple 2.9. Considérons la variété projective lisse Z = G/B. Le tore maximal T
agit sur cette variété ; on peut donc associer, à chaque cocaractère χ : Gm −→ T,
une action de Gm. Si χ est supposé strictement dominant, c’est-à-dire s’il vérifie
〈α,χ〉 > 0 pour toute racine positive α, alors les points fixes de G/B sous l’action
de Gm correspondante sont donnés par :

(G/B)Gm = {w ·B | w ∈W }.
Ainsi, les cellules de Schubert Bw ·B et B−w ·B sont stables par l’action de Gm et
ne contiennent qu’un seul point fixe. On peut en outre vérifier directement que,
pour λ ∈ Gm

χ(λ)bw · B = (χ(λ)b)w ·B −→
λ→0

w ·B si b ∈ B

et χ(λ)b′w · B = (χ(λ)b′)w ·B −→
λ→∞

w · B si b′ ∈ B−

si bien que les décompositions en cellules contractantes et dilatantes de la variété
de drapeaux s’identifient aux décompositions de Bruhat suivantes :

G/B =
⊔

w∈W

Bw · B =
⊔

w∈W

B−w ·B.

Plus généralement, pour x ∈ W , les décompositions associées au cocaractère
x−1 · χ défini par (x−1 · χ)(λ) = (χ(λ))x sont données par :

G/B =
⊔

w∈W

Bx w ·B =
⊔

w∈W

(B−)x w ·B.

(ii) Cas des variétés de Bott-Samelson. Rappelons que pour w ∈ W , on note
Sw la variété de Schubert associée à w , définie comme l’adhérence dans G/B de
la cellule Bw · B. Cette variété n’est en général pas lisse, mais Demazure en a
construit dans [30] une désingularisation ∂ : BS −→ Sw vérifiant les propriétés
suivantes :

• BS est une variété projective lisse et ∂ est un morphisme projectif surjectif ;

• ∂ est un isomorphisme au-dessus de Bw ·B.
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La définition de cette résolution nécessite l’introduction de quelques notations :
on fixe tout d’abord une décomposition réduite w = s1s2 · · · sr de w . À chaque
réflexion simple apparaissant dans cette écriture correspond un sous-groupe pa-
rabolique standard Psi = B ∪ BsiB. La variété de Bott-Samelson associée à cette
décomposition est alors définie par :

BS = BS(s1,...,sr ) = Ps1 ×B Ps2 ×B · · · ×B Psr /B.

En d’autres termes, c’est le quotient de la variété Ps1×Ps2×· · ·×Psr par le groupe
Br agissant à droite par (p1, ... , pr ) · (b1, ... , br ) = (p1b1, b−1

1 p2b2, ... , b−1
r−1prbr ). Le

morphisme ∂ : BS −→ Sw , qui envoie la classe [p1, ... , pr ] ∈ BS d’un élément
(p1, ... , pr ) ∈ Ps1 × · · · × Psr sur la classe du produit p1p2 · · · pr dans G/B, est ap-
pelé résolution de Bott-Samelson. On vérifie facilement qu’il satisfait les propriétés
énoncées précédemment.

Le tore T agit naturellement sur la variété BS, par multiplication à gauche sur
la première composante, ou, de façon équivalente, par conjugaison sur chaque
facteur

t · [p1, p2, ... , pr ] = [tp1, p2, · · · , pr ] = [tp1, tp2, ... , tpr ].

de telle sorte que ∂ est un morphisme T-équivariant. Les points fixes sous cette
action sont en nombre fini, représentés par les classes dans BS des éléments de
l’ensemble Γ = {1, s1} × {1, s2} × · · · × {1, sr} ; un tel élément sera appelé une
sous-expression de w .

Remarque 2.10. Le terme « sous-expression de w » n’a de sens que si une dé-
composition réduite de w a été fixée au préalable. Ce sera le cas dans toutes les
situations où l’on fera cet abus de langage.

Fixons maintenant, comme dans l’exemple 2.9, un cocaractère χ : Gm −→ T
strictement dominant et un élément x de W . On souhaite déterminer explici-
tement les cellules de Białynicki-Birula pour l’action de Gm sur BS induite par
x−1 · χ. Pour cela, on adapte les calculs effectués en [53, section 1] par Härterich :
pour une sous-expressionγ ∈ Γ, on considère l’immersion ouverte aγ : Ar −→ BS
définie par

aγ(z1, z2, ... , zr ) = [uγ1(−α1)(z1)γ̇1, uγ2(−α2)(z2)γ̇2, ... , uγr (−αr )(zr )γ̇r ]

où αi désigne la racine simple associée à la réflexion si . Lorsque γ parcourt Γ, les
images de ces morphismes, que l’on notera Aγ , forment un recouvrement d’ou-
verts de BS.

Exemple 2.11. Pour r = 1, la variété de Bott-Samelson associée à une réflexion
simple s est définie comme le quotient Ps/B, lequel est isomorphe à la droite
projective P1(F). Elle se décompose en une réunion de deux ouverts isomorphes
à des droites affines

G/B = Uαs · B ∪U−α · B
de la même façon que l’on peut décomposerP1(F) enP1(F) =

{
[z : 1]

}
∪
{

[1 : z ]
}

.
La compatibilité de ces deux décompositions est donnée par l’égalité suivante :
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∀ z ∈ Gm uα(z)s ·B = u−α(z−1) · B
que l’on vérifie par un calcul direct dans SL2(F).

Chaque ouvert Aγ ne contient en fait qu’un seul point fixe sous l’action de
Gm, à savoir γ ; pour le voir, et déterminer du même coup la cellule contractante
associée à ce point fixe, on peut plonger la variété BS dans un produit de variétés
de drapeaux via le morphisme ι : BS −→ (G/B)r , défini par

ι([p1, p2, ... , pr ]) = (p1 ·B, p1p2 · B, ... , p1p2 · · · pr ·B).

Notons que ∂ s’identifie à la dernière composante de ce morphisme. L’image
d’un élément de Aγ par ι s’obtient en composant aγ et ι :

ι ◦ aγ(z1, ... , zr ) =(uγ1(−α1)(z1)γ1 · B, uγ1(−α1)(z1)γ̇1uγ2(−α2)(z2)γ2 ·B, ...).

Notons γi = γ1 · · · γi le sous-mot de w formé du produit des i premiers éléments
de γ. D’après [87, section 9.3], il existe un choix de représentants {ẇ} de W dans
NG(T ) qui satisfont l’égalité

γ̇1 · · · γ̇i−1uγi (−αi )(zi )γ̇i = uγi (−αi )(±zi)γ̇1 · · · γ̇i = uα̃i
(±zi)γ̇1 · · · γ̇i

où on a posé α̃i = γi (−αi ) afin d’alléger les notations. L’expression précédente se
simplifie donc en

ι ◦ aγ(z1, ... , zr ) = (uγ1(−α1)(z1)γ1 · B, uγ1(−α1)(z1)uγ2(−α2)(±z2)γ2 ·B, ... ,

uγ1(−α1)(z1)uγ2(−α2)(±z2) · · · uγr (−αr )(±zr )γr · B)

= (uα̃1(z1)γ1 · B, uα̃1(z1)uα̃2(±z2)γ2 ·B, ... ,

uα̃1(z1)uα̃2(±z2) · · · uα̃r (±zr )γr ·B).

Puisque l’action de λ ∈ Gm via x−1 · χ sur un élément de la forme uα(z) s’obtient

par λ · uα(z) = uα
(
λ〈α,x−1·χ〉z

)
, on en déduit que

ι
(
λ · aγ(z1, ... , zr )

)
−→
λ→0

ι(γ) ⇐⇒ zi = 0 dès que 〈α̃i , x
−1 · χ〉 < 0.

Le morphisme ι étant injectif, on obtient ainsi la forme de la cellule contractante
associée à γ :

Cγ(x) = aγ
({

(z1, ... , zr )
∣∣ zi = 0 dès que 〈α̃i , x

−1 · χ〉 < 0
})

= aγ
({

(z1, ... , zr )
∣∣ zi = 0 dès que x(α̃i ) ∈ Φ−

})
.

En résumé,

Proposition 2.12. Soit x ∈ W et χ : Gm −→ T un cocaractère strictement dominant
de T. Les points fixes de BS sous l’action de Gm induite par x−1 · χ sont exactement les
sous-expressions γ ∈ Γ = {1, s1} × {1, s2} × · · · × {1, sr} et les cellules contractantes
sont données par

Cγ(x) =
{

[uγ1(−α1)(z1)γ̇1, ... , uγr (−αr )(zr )γ̇r ]
∣∣ zi = 0 dès que xγi(αi ) ∈ Φ+

}

où γi = γ1 · · · γi désigne le sous-mot constitué du produit des i premiers éléments de γ.
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2.2.2 Applications aux cellules de Schubert doubles

Nous utilisons ici les calculs de la section précédente dans le but de détermi-
ner une décomposition des cellules de Schubert doubles Bw · B ∩ (Bx)v · B où w , x

et v sont des éléments quelconques du groupe de Weyl. Comme précédemment,
on fixe une décomposition réduite w = s1 · · · sr de w ; toutes les sous-expressions
de w considérées seront définies par rapport à cette décomposition. Pour γ =
(γ1, ... , γr ) ∈ Γ, on définit les sous-ensembles suivants :

et

Jγ(x) =
{
i = 1, ... , r | xγi < xγi si

}

=
{
i = 1, ... , r | xγi (αi ) ∈ Φ+

}

Iγ =
{
i = 1, ... , r | γi = si

}
.

Avec ces notations, les théorèmes de décomposition de Deodhar [31, théorème
1.1 et corollaire 1.2] et Curtis [25] s’énoncent de la manière suivante :

Théorème 2.13 (Deodhar, Curtis). Il existe une famille (Dγ(x))γ∈Γ de sous-variétés
localement fermées de Bw · B telle que :

(i) Dγ(x) est non vide si et seulement si Jγ(x) ⊂ Iγ ;

(ii) si Dγ(x) est non-vide, il existe un isomorphisme de variétés

Dγ(x) ≃ (Ga)|Iγ |−|Jγ(x)| × (Gm)r−|Iγ |;

(iii) pour v ∈W , la cellule de Schubert double admet la décomposition suivante :

Bw ·B ∩ (Bx)v · B =
⊔

γ∈Γv

Dγ(x)

où Γv désigne le sous-ensemble de Γ formé des sous-expressions γ vérifiant γr = v .

Démonstration. En suivant [68], on utilise la décomposition de la variété BS dé-
terminée dans la section précédente. Puisque le morphisme ∂ : BS −→ Sw est un
isomorphisme au-dessus de Bw ·B, on peut définir les cellules Dγ(x) comme les
restrictions des cellules Cγ(x). La décomposition

BS ∩ ∂−1(Bw ·B) = ∂−1(Bw ·B) =
⊔

γ∈Γ

(
Cγ(x) ∩ ∂−1(Bw · B)

)

induit ainsi, via le morphisme ∂, la décomposition suivante :

Bw ·B =
⊔

γ∈Γ

∂
(
Cγ(x) ∩ ∂−1(Bw ·B)

)
.

La cellule de Curtis-Deodhar associée à la sous-expression γ est donc définie par
Dγ(x) = ∂

(
Cγ(x) ∩ ∂−1(Bw · B)

)
. Reste à la déterminer explicitement à partir de

la cellule Cγ(x). Pour cela, on reprend les notations de la section 2.2.1 : la variété
de Bott-Samelson admet un recouvrement ouvert (Aγ)γ∈Γ donné par les images
de la famille de morphismes (aγ)γ∈Γ. On remarque alors que :
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• ∂−1(Bw ·B) = A(s1,s2,...,sr ) est exactement l’ouvert correspondant à la sous-
expression (s1, s2, ... , sr ) ;

• l’intersection de Aγ avec cet ouvert se calcule comme dans l’exemple 2.11 :

Aγ ∩ A(s1,s2,...,sr ) = aγ
({

(z1, ... , zr ) ∈ Ar | zi 6= 0 dès que γi = 1
})

= aγ
({

(z1, ... , zr ) ∈ Ar | zi 6= 0 dès que i /∈ Iγ
})

.

D’autre part, d’après la proposition 2.12, la cellule Cγ(x) s’écrit

Cγ(x) = aγ
({

(z1, ... , zr ) ∈ Ar | zi = 0 dès que i ∈ Jγ(x)
})

.

En conjuguant ces deux égalités, on obtient finalement

Dγ(x) = ∂ ◦ aγ
({

(z1, · · · , zr ) ∈ Ar | zi = 0 si i ∈ Jγ(x) et zi 6= 0 si i /∈ Iγ
})

.

Les deux premières assertions du théorème sont alors claires (l’isomorphisme (ii)
étant induit par ∂ ◦ aγ) ; la troisième découle de l’inclusion ∂(Cγ(x)) ⊂ (B)xγr ·B
que l’on peut par exemple déduire de la proposition 2.12.

La condition Jγ(x) ⊂ Iγ , qui traduit le fait que la cellule de Curtis-Deodhar
associée à γ est non vide, peut s’écrire sous plusieurs formes. On retiendra la
suivante, donnée dans [31], utile pour la construction inductive de telles sous-
expressions :

Définition 2.14. Soit γ ∈ Γ une sous-expression de w . On dit que γ est x-distinguée
(ou seulement distinguée si x = w0) si elle vérifie la propriété suivante :

xγi−1 < xγi−1si =⇒ γi = si .

La détermination explicite de l’isomorphisme 2.13.(ii) est fondamentale pour
la suite de notre travail. Evidemment, le calcul de la cohomologie des variétés
de la forme (Gm)a × (Ga)b est très simple, mais ce n’est pas exactement ce qui
nous intéresse. On cherche plutôt à relever ces constructions aux variétés X(w)
et Y(ẇ), ou, de façon moins optimiste, au quotient de ces variétés par D(U)F et
non U tout entier. Le fait de connaı̂tre un paramétrage explicite de chaque cellule
nous permettra, dans la section suivante, de donner des équations relativement
simples de leur contribution à D(U)F\X(w) dans le but de calculer la cohomolo-
gie de ce quotient. Avant cela, on va préciser le paramétrage de Dγ(x) obtenu au
cours de la démonstration du théorème 2.13.

Notations 2.15. Fixons une sous-expression x-distinguée γ de w et définissons
la suite finie de racines suivante :

Φγ(x) =
(
γi (−αi )

)
i=1,...,r et xγi (αi )∈Φ− .

On veillera à ne pas oublier l’ordre des éléments de cette suite, donné par les
indices i , ainsi que les multiplicités éventuelles pouvant apparaı̂tre. À chaque
élément β = γi (−αi) correspond une variable zβ choisie dans Gm si γi = 1 ou
dans Ga sinon. Avec ces notations, l’isomorphisme 2.13.(ii) s’écrit
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(zβ)β∈Φγ (x) 7−→
( ∏

β∈Φγ(x)

uβ(zβ)
)
γr ·B

Par construction, il donne donc un représentant canonique dans Ux de chaque
élément de Dγ(x). On notera Ωγ(x) ⊂ Ux l’ensemble de ces représentants.

Remarque 2.16. Dans le cas où v = 1, l’application u 7−→ u · B induit un iso-
morphisme de BwB ∩ (Ux ∩ U−) sur Bw · B ∩ (Bx) · B ; toutefois, l’ensemble de
représentants Ωγ(x) n’est pas forcément inclus dans Ux ∩U−. Nous verrons dans
la section 2.4.1 comment résoudre ce problème.

Il existe une représentation graphique des sous-expressions particulièrement
adaptée à notre situation. On utilise pour cela une représentation de réflexion
V du groupe de Weyl (par exemple V = X∨(T) ⊗Z R) dans laquelle on fixe
une chambre fondamentale C . Chaque hyperplan de réflexion coupe l’espace en
deux composantes connexes : celle contenant C est marquée positivement, l’autre
négativement. Une sous-expression x-distinguée γ définit alors un chemin de la
chambre x−1(C ) vers la chambre (xγr )−1(C ), chaque morceau du chemin étant
représenté par l’un des trois mouvements suivants, allant de (xγi−1)−1(C ) vers
(xγi )−1(C ) :

+− +− +−

γi = 1 γi = si γi = si

zβ ∈ Gm zβ ∈ Ga zβ = 0 (car xγi (αi ) ∈ Φ+)

Notons que la propriété d’être distinguée pour une sous-expression implique que
le mouvement suivant est impossible :

+−

Exemple 2.17. Si W = 〈s, t〉 est un groupe de type A2 et x = w = w0 = sts ,
alors les sous-expressions γ = (s, t, 1) et δ = (s, 1, s) sont distinguées. Elles sont
représentées par les chemins suivants :
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+
−

+
−

+
−

+
−

+

−
+

−

On en déduit que les cellules de Deodhar associées à ces sous-expressions sont
isomorphes à Gm pour la première et Ga×Gm pour la seconde. Dans cet exemple
particulier, la seule sous-expression qui n’est pas distinguée est (s, 1, 1) ; elle est
représentée en pointillés.

Pour conclure cette partie, il nous reste à traiter certains cas particuliers selon
le type de G ou la valeur de w , x ou v . Les exemples donnés ici seront pour la
plupart réutilisés dans les prochaines sections.

(i) La cellule maximale pour x = w0. Dans le cas où x est l’élément de plus
grande longueur w0, la cellule de Schubert double Bw ·B∩B−v ·B est irréductible
(voir par exemple [74]). Si l’on suppose que Bw ·B∩B−v ·B est non vide (ce qui est
le cas si et seulement si v ≤ w ), on en déduit qu’il existe une cellule Dγ(w0) dense
dans cette variété. On peut même montrer (voir [31]) que γ est l’unique sous-
expression distinguée qui vérifie Jγ(w0) = Iγ ; en particulier, la cellule associée
est isomorphe à (Gm)ℓ(w)−ℓ(v). On l’appelera la cellule de Curtis-Deodhar maximale.

Exemple 2.18. Pour G = GLn+1(F), un groupe de type An, il existe un lien étroit
entre la décomposition en cellules et les mineurs de matrices. Illustrons ce lien
dans le cas où x = w = w0 et v = 1 : par le morphisme u 7−→ u · B, la cellule
de Schubert double Bw0 · B ∩ B− · B est isomorphe à Bw0B ∩ U−. Dans le cas
du groupe linéaire, on connaı̂t explicitement l’ensemble (B−)B = w0Bw0B : il
est formé des matrices dont les mineurs principaux sont non nuls. Avec n = 2 et
W = 〈s, t〉, on obtient par exemple :

Bw0B ∩U− =








1 0 0
b 1 0
c a 1



∣∣∣∣∣ c 6= 0 et ab − c 6= 0



 .

En considérant l’alternative a 6= 0 et a = 0, on obtient une décomposition de
cette variété en Bw0B ∩ U− ≃ (Gm)3 ∐ Ga × Gm, qui correspond exactement à
la décomposition en cellules de Curtis-Deodhar avec les sous-expressions dis-
tinguées (1, 1, 1) et (s, 1, s) de w0 = sts . La cellule maximale est donc paramétrée
par les mineurs a, c et ab − c .
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Plus généralement, pour n quelconque, on note ∆ = {β1, ... ,βn} les racines
simples du type An, ordonnées de telle sorte que les sous-groupes à un paramètre
associés parcourent la première diagonale de haut en bas et de gauche à droite.
Les réflexions simples correspondantes seront notées S = {t1, ... , tn}. On consi-
dère la décomposition réduite suivante de w0 :

w0 = tn tn−1tn tn−2tn−1tn · · · t1t2 · · · tn.

Alors, pour γ = (1, 1, ... , 1), la cellule Dγ(w0) est la cellule maximale de Bw0 ·
B ∩ B− · B. D’après les notations 2.15, les éléments du système de représentants
Ωγ(w0) ⊂ Bw0B ∩U− sont donnés par

u(n) =

n∏

i=1

n∏

j=n−i+1

u−βj
(z

(i)
j ) =




1 0 · · · 0
0
... u(n−1)

0


×




1 0 · · · 0

z
(n)
1 1

. . .
...

. . .
. . . 0

0 z
(n)
n 1




où les variables z
(i)
j sont toutes supposées non nulles. On peut alors relier certains

mineurs de la matrice u(n) à ceux de u(n−1). Les relations qui nous intéressent sont
les suivantes, pour 1 ≤ j < i ≤ n + 1 :

dét[[ i−j+1 ; i ]],[[ 1 ; j ]]

(
u(n)

)
= z

(n)
1 z

(n)
2 · · · z

(n)
j dét[[ i−j ; i−1 ]],[[ 1 ; j ]]

(
u(n−1)

)

où on a noté détI ,J le déterminant extrait à partir des lignes d’indice i ∈ I et des
colonnes d’indices j ∈ J . On en déduit par récurrence la formule suivante :

dét[[ i−j+1 ; i ]],[[ 1 ; j ]]

(
u(n)

)
=

i−j−1∏

k=0

z
(n−k)
k+1 z

(n−k)
k+2 · · · z (n−k)

k+j .

Par conséquent, l’application

u 7−→
(

dét[[ i−j+1 ; i ]],[[ 1 ; j ]]

(
u
))

1≤j<i≤n+1

définit un isomorphisme de la cellule maximale Ωγ(w0) vers (Gm)n(n+1)/2.

(ii) Cas où w est un élément de Coxeter. Dans cet exemple, on note [∆/φ] =
{β1,β2, ... ,βm} un ensemble de représentants des orbites de racines simples sous
φ et {t1, t2, ... , tm} l’ensemble des réflexions simples associées, choisis dans un
ordre quelconque. Le produit w = t1t2 ... tm de ces réflexions simples est un
élement de Coxeter tordu (au sens de [85, section 7]) ; pour cette classe particulière
d’éléments, la décomposition de Curtis-Deodhar prend une forme très simple
puisque l’on a

• Bw ·B ∩ (Bx) · B = ∅ dès que x 6= w0 ;

• Bw ·B ∩ B− · B = D(1,...,1)(w0) ≃ (Gm)r .

En effet, la seule sous-expression de w dont le produit vaut 1 est γ = (1, 1, ... , 1),
et celle-ci n’est x-distinguée que dans le cas où x = w0. On retrouve ainsi, pour
les groupes déployés, le résultat donné dans [62, section 2] (voir la remarque 2.51
pour le cas non déployé).
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2.2.3 Sur l’adhérence des cellules de Curtis-Deodhar

Nous examinons dans cette section le problème de déterminer l’adhérence
d’une cellule de Curtis-Deodhar. En dépit des apparences et des exemples traités
précédemment, on ne dispose pour l’instant d’aucune méthode générale pour
résoudre cette question. On donnera deux contre-exemples généraux (voir les
propositions 2.25 et 2.26) qui attestent de la difficulté de ce problème. Ces com-
plications ne constitueront pas pour autant des obstacles majeurs pour la suite du
travail, puisque la propriété de filtrabilité est tout de même vérifiée (cf. lemme
2.20).

On reprend les notations précédentes : w = s1 ... sr est une décomposition
réduite de w et x est un élément quelconque de W . Rappelons que l’on peut
plonger la variété BS dans un produit de variétés de drapeaux via le morphisme
ι : BS −→ (G/B)r , défini par

ι([p1, p2, ... , pr ]) = (p1 ·B, p1p2 · B, ... , p1p2 · · · pr ·B).

Soit γ ∈ Γ une sous-expression de w . Par construction de Cγ(x), on a

ι(Cγ(x)) ⊂
r∏

i=1

Bx γi ·B.

Puisque BS est une variété projective, le morphisme ι est fermé ; il envoie donc
l’adhérence d’une cellule Cγ(x) dans BS sur l’adhérence de ι(Cγ(x)). L’ordre de
Bruhat, qui décrit les relations d’inclusion entre variétés de Schubert, induit un
ordre naturel sur Γ défini par

δ � γ ⇐⇒ xδi ≤ xγi pour tout i = 1, ... , r

et on obtient

Cγ(x) ⊂
⋃

δ�γ

Cδ(x) et Dγ(x) ⊂
⋃

δ�γ

Dδ(x) (2.19)

où Dγ(x) désigne l’adhérence de Dγ(x) dans la cellule de Schubert Bw ·B. De ces
inclusions on peut déduire la filtrabilité de la décomposition de Curtis-Deodhar :

Lemme 2.20. Soient w , v , x ∈ W fixés, et w = s1 · · · sr une décomposition réduite de
w . En numérotant l’ensemble Γv (x) = {γ0, γ1, ... , γm} de façon compatible à l’ordre �,
les relations Fi \ Fi+1 = Dγi

définissent une filtration F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fm ⊃ Fm+1 =
∅ de Bw ·B ∩ B−v ·B en sous-variétés fermées.

La propriété de filtrabilité est en fait toujours vérifiée pour les décompositions
de Białynicki-Birula de variétés projectives [3]. En revanche, d’autres hypothèses
sont nécessaires si l’on souhaite obtenir des stratifications (un critère est donné
dans [3]) ; pour les variétés de Bott-Samelson, ces hypothèses ne sont en général
pas vérifiées, ce qui ne laisse que peu d’espoir pour que la décomposition de
Curtis-Deodhar soit une stratification. Les deux questions suivantes résument
les problèmes qui peuvent se poser dans notre situation :
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Question 2.21. L’adhérence de Dγ(x) est-elle une union de cellules ? En d’autres
termes, est-ce que la partition (Dγ(x))γ∈Γ définit une stratification de la variété
Bw ·B ?

Question 2.22. Si δ est une sous-expression vérifiant δ � γ, a-t-on nécessaire-
ment Dγ(x) ∩ Dδ(x) 6= ∅ ?

S’il est possible de donner une réponse positive à ces deux questions dans des
cas particuliers − si w est un élément de Coxeter ou si γ est maximal (cf. la fin de
la section 2.2.2) − on montre dans les sections suivantes que ce n’est pas vrai en
toute généralité.

(i) Formules de Chevalley pour le type Bn. À partir de maintenant et jusqu’à
la fin de cette partie, G désignera un groupe quasi-simple de type Bn (on peut
par exemple choisir pour G le groupe orthogonal SO2n+1(k)). Le groupe de Weyl
W = Wn et son système de racines correspondent donc au diagramme de Dynkin
suivant :

t1 t2 t3 t4 tn−1 tn

On notera S = {t1, ... , tn} l’ensemble des réflexions simples et ∆ = {β1, ... ,βn}
les racines simples associées. Rappelons que Φ est formé de n2 racines positives,
dont l’expression en termes des racines simples est donnée par [11, planche II] :

• βi + βi+1 + · · ·+ βj pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n ;

• 2β1 + · · ·+ 2βi + βi+1 + · · ·+ βj pour 1 ≤ i < j ≤ n.

Afin de pouvoir effectuer des calculs explicites, on choisit une famille d’iso-
morphismes (uα)α∈Φ vérifiant la formule des commutateurs de Chevalley (cf.
[21, théorème 5.2.2]). Autrement dit, si α,β ∈ Φ sont des racines linéairement
indépendantes, et x , y ∈ F des scalaires quelconques, on a :

[
uα(x) ; uβ(y)

]
= uα(x)uβ(y)uα(−x)uβ(−y) =

∏

i ,j>0

uiβ+jα(Cijβα (−y)ix j )

où le produit est calculé sur les couples (i , j) tels que iβ + jα ∈ Φ, dans un ordre
croissant pour i + j . On donne ici les cas particuliers dans lequels cette formule
sera appliquée par la suite :

Formules 2.23. Soient x , y ∈ F. Pour α,β ∈ Φ− et i = 2, ... , n − 1, on a

(i) si α+ β /∈ Φ alors

uα(x)uβ(y)uα(−x) = uβ(y) ;

(ii) si α = −βi et β = −βi+1 − · · · − βn alors

uα(x)uβ(y)uα(−x) = uα+β(±xy)uβ(y) ;

(iii) si α = −2β1 − β2 − · · · − βn−1 et β = −β2 − · · · − βn alors

uα(x)uβ(y)uα(−x) = uα+β(±xy)uβ(y) ;
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(iv) si α = −βi − · · · − βn−1 et β = −βn alors

uα(x)uβ(y)uα(−x) = uβ(y)uα+β(±xy) ;

(v) si α = −β1 − · · · − βn−1 et β = −βn alors
[
uα(x) ; uβ(y)

]
= u2α+β(±x2y)uα+β(±xy).

Remarque 2.24. Les valeurs des constantes Cijβα peuvent être déterminées par
[21, section 4.3]. Les signes de ces constantes dépendent d’un choix sur certains
éléments de la base de Chevalley de l’algèbre de Lie de G (à savoir les paires
extra-spéciales, cf. [21, section 4.2]). Néanmoins, ces choix ne seront pas signifi-
catifs dans nos calculs et nous utiliserons la notation ±.

Dans un soucis de simplicité, on s’attachera uniquement au cas où x = w0

dans les exemples suivants. Toutes les sous-expressions x-distinguées seront sim-
plement distinguées, les cellules de Curtis-Deodhar seront notées Dγ et les suites
de racines apparaissant dans l’écriture canonique de leurs éléments Φγ (cf. nota-
tions 2.15).

(ii) Obstruction à la stratification. On commence par donner une réponse né-
gative à la question 2.21. Pour cela, on considère l’élément w de Wn défini par la
décomposition réduite suivante :

w = tntn−1 · · · t2t1t2 · · · tn−1tntn−1 · · · t2t1t2 · · · tn−1

et on définit les sous-expressions distinguées γ, δ ∈ Γ par :

et

γ = (1, tn−1, tn−2, ... , t2, 1, t2, ... , tn−1, 1, tn−1, ... , t2, 1, t2, ... , tn−1)

δ = (1, tn−1, tn−2, ... , t2, t1, 1, 1, ... ... ... ... ... ... ... , 1, t1, t2, ... , tn−1).

La dimension des cellules associées à ces sous-expressions est donnée par le
théorème 2.13. On peut facilement vérifier que dim Dγ = 2n et dim Dδ = 3n − 3,
bien que les deux sous-expressions vérifient δ � γ. Par conséquent, pour n ≥ 4,
l’adhérence de la cellule Dγ ne peut contenir entièrement la cellule Dδ, ce qui
force au moins l’une des deux questions à avoir une réponse négative. On va en
fait prouver le résultat suivant :

Proposition 2.25. L’adhérence de Dγ dans la cellule de Schubert double Bw ·B∩B− ·B
contient une sous-variété de Dδ de dimension n.

Démonstration. (i) Soit Ψ le sous-ensemble du système de racines Φ défini par

Ψ = {−2β1−· · ·−2βn−1−βn ;−β2−· · ·−βn ;−β3−· · ·−βn ; ... ;−βn−1−βn ;−βn}.
Puisque la somme de deux éléments de cet ensemble n’est jamais une racine, les
sous-groupes à un paramètre associés commutent entre eux. Considérons l’en-
semble Ω suivant :

Ω =
∏

β∈Ψ

uβ(Gm) ⊂ U−.
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Par la remarque précédente et la formule 2.23.(i), ce produit ne dépend pas de
l’ordre dans lequel on le calcule. On va montrer que son image dans G/B, notée
V = Ω · B, est incluse à la fois dans Dγ et Dδ, ce qui prouvera la proposition.

(ii) À l’aide de [11, section V.4.1], on peut calculer explicitement les éléments de
la suite Φδ définie en 2.15 ; leur opposé est donné par

−Φδ =
(
βn ; 2β1 + β2 + · · · + βn−1 ;β2 ;β3 ; ... ;βn−2 ;

βn−1 + βn ;βn−2 ; ... ;β3 ;β2 ; 2β1 + β2 + · · ·+ βn−1 ;

β1 + · · · + βn−1 ;β2 + · · ·+ βn−1 ; ... ;βn−1

)
.

En reprenant les notations données en 2.15, chaque élément de Dδ s’exprime en
fonction des variables (xβ)β∈Φδ , qui appartiennent à Gm ou Ga selon la valeur
du δi correspondant. Ici, on peut vérifier que les (2n − 2) premières variables
correspondent à des variables dans Gm tandis que les (n−1) dernières parcourent
Ga. Si bien que pour y = (y1, ... , yn) ∈ (Ga)n, on peut construire l’élément de Dδ

associé à la spécialisation suivante :

(xβ)β∈Φδ = (y1, y2, ... , yn−1, yn,−yn−1, ... ,−y3,−y2, 0, ... , 0).

Le représentant uy ∈ U− correspondant s’écrit

uy = u∗
βn

(y1)u∗
2β1+β2+···+βn−1

(y2) vy u∗
2β1+β2+···+βn−1

(−y2)

avec vy = u∗
β2

(y3) · · · u∗
βn−1+βn

(yn) · · · u∗
β2

(−y3)

en notant u∗
α = u−α le sous-groupe à un paramètre correspondant à la racine −α.

On adoptera cette convention jusqu’à la fin de cette section afin de rendre les
calculs plus lisibles. Par applications successives des formules 2.23.(i) et 2.23.(ii),
l’expression de vy se simplifie en

vy = u∗
β2+···+βn

(±y3 · · · yn) · · · u∗
βn−2+βn−1+βn

(±yn−1yn)u∗
βn−1+βn

(yn).

En réinjectant cette expression dans la définition de uy et en utilisant les formules
2.23.(i) et 2.23.(iii), on obtient

uy = u∗
βn

(y1)u∗
2β1+···+2βn−1+βn

(±y2 · · · yn) vy

= u∗
βn

(y1)u∗
2β1+···+2βn−1+βn

(±y2 · · · yn)u∗
β2+···+βn

(±y3 · · · yn) · · · u∗
βn−1+βn

(yn).

Puisque tout élément de Ω peut s’écrire sous cette forme, on en déduit que Dδ

contient la variété V , qui est bien sûr de dimension n.

(iii) Comme précédemment, il est facile de déterminer la suite des racines ap-
paraissant dans l’expression canonique des éléments de Dγ (cf. notations 2.15).
L’opposé de cet ensemble est donné par

−Φγ =
(
βn ;β1 + · · · + βn−1 ;β2 + · · · + βn−1 ; ... ;βn−1 ;

βn ;β1 + · · · + βn−1 ;β2 + · · · + βn−1 ; ... ;βn−1

)
.

Pour z = (z1, · · · , zn, t) ∈ (Gm)n+1, on peut considérer le représentant uz ∈ U− de
l’élément de Dγ associé au choix de variables suivant :

(xβ)β∈Φδ = (zn, z1t, z2t
2, z3t

2, ... , zn−1t
2, t−2,−z1t,−z2t

2,−z3t
2, ... ,−zn−1t

2).

53
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Puisque chacune de ces variables est supposée non nulle, il est ici inutile de
vérifier quelle racine correspond à une variable de Ga ou Gm. De plus, on peut
changer l’ordre de certains termes de cette suite en utilisant la formule 2.23.(i) et
ainsi obtenir

uz = u∗
βn

(zn)u∗
β1+···+βn−1

(z1t) vz u∗
β1+···+βn−1

(−z1t).

avec vz = u∗
β2+···+βn−1

(z2t
2) · · · u∗

βn−1
(zn−1t

2)u∗
βn

(t−2)u∗
βn−1

(−zn−1t
2) · · ·

Par applications successives des formules 2.23.(i) et 2.23.(iv), l’expression de vz

se simplifie en

vz = u∗
βn

(t−2)u∗
β2+···+βn

(±z2)u∗
β3+···+βn

(±z3) · · · u∗
βn−1+βn

(±zn−1).

On utilise alors les formules 2.23.(i) puis 2.23.(v) pour obtenir

uz = u∗
βn

(zn)
[
u∗
β1+···+βn−1

(z1t) ; u∗
βn

(t−2)
]
vz

= u∗
βn

(zn)u∗
2β1+···+2βn−1+βn

(±z2
1 )u∗

β1+···+βn
(±z1t

−1)vz.

Cette expression admet donc une limite en t =∞, donnée par

lim
t→∞

uz = u∗
βn

(zn)u∗
2β1+···+2βn−1+βn

(±z2
1 )u∗

β2+···+βn
(±z2) · · · u∗

βn−1+βn
(±zn−1).

À nouveau, on observe que chaque élément de Ω peut être écrit sous cette forme,
ce qui prouve que la variété V = Ω · B est aussi contenue dans l’adhérence de la
cellule Dγ .

En résumé, on a construit, pour tout entier n ≥ 4, deux sous-expressions
distinguées γ, δ ∈ Γ1 vérifiant

• δ � γ ;

• Dδ * Dγ ;

• dim Dγ ∩ Dδ ≥ n.

En particulier, la réponse à la question 2.21 est négative, contrairement à ce qui
est démontré dans [90].

(iii) Disjonction des cellules. On s’intéresse maintenant au problème posé par
la question 2.22. Le groupe G est toujours supposé de type Bn, mais dans le cas
particulier où n = 3. Dans cet exemple, on considère deux sous-expressions de
w0 associées à la décomposition réduite w0 = t3t2t1t2t3t2t1t2t1 :

et

σ = (1, t2, 1, t2, 1, t2, t1, 1, t1)

τ = (1, t2, t1, 1, 1, t2, 1, t2, t1).

Ces sous-expressions vérifient τ � σ, et les cellules associées sont des sous-
variétés de B−t2 · B de dimension 6. Pourtant,

Proposition 2.26. L’adhérence Dσ de Dσ dans la cellule de Schubert Bw0 · B est dis-
jointe de la cellule Dτ , donnant ainsi une réponse négative à la question 2.22.
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Démonstration. À l’aide de [11, section V.4.1], on peut déterminer tous les sous-
groupes à un paramètre apparaissant dans l’expression canonique des éléments
de Dσ et Dτ (cf. notations 2.15). Les racines correspondantes sont données par les
suites :

et

−Φσ =
(
β3 ;β1 + β2 ;β2 ;β3 ; 2β1 + β2 ;β1 + β2

)

−Φτ =
(
β3 ; 2β1 + β2 ;β2 + β3 ;β1 ; 2β1 + β2 ;β1 + β2

)
.

Par définition, chacune des deux cellules est contenue dans B−t2·B, mais puisque
la racine−β1 n’apparaı̂t pas dans l’ensemble Φσ, la cellule Dσ est en fait contenue
dans (B− ∩ t1B−)t2 · B. Cette dernière variété étant fermée dans B−t2 · B, on en
déduit que l’adhérence de Dσ dans la cellule de Schubert double Bw0 ·B∩B−t2 ·B
est aussi contenue dans (B− ∩ t1B−)t2 · B.

D’un autre côté, −β1 n’apparaı̂t qu’une seule fois dans Φτ , et la variable cor-
respondante appartient à Gm. Plus précisément, pour i = 7 on a :

• τ i = t2t1t2 et τi = 1 si bien que i /∈ Iτ correspond à une variable dans Gm ;

• τ i (−αi ) = τ i (−β1) = t2t1t2(−β1) = −β1 ;

ce qui entraı̂ne que l’intersection de la cellule Dτ avec (B− ∩ t1B−)t2 · B (et donc
avec l’adhérence de Dσ) est vide.

Remarque 2.27. La situation de disjonction n’est pas spécifique à la dimension 3.
L’exemple précédent s’étend facilement au type Bn en concaténant σ et τ avec la
sous-expression distinguée de v = tn · · · t2t1t2 · · · tn définie par :

η = (1, 1, ... , 1, t2, 1, t2, 1, ... , 1).

Les cellules de Curtis-Deodhar associées aux sous-expressions σ̃ = η ·σ et τ̃ = η ·τ
sont alors de dimension 2n+2, et satisfont pour autant la proposition précédente.

2.3 Application au calcul de la cohomologie de la pièce

maximale

Nous nous intéressons ici à la cohomologie des pièces maximales des variétés
de Deligne-Lusztig. Les décompositions de Curtis-Deodhar étudiées précédem-
ment se relèvent naturellement en des décompositions de Xw0(w) et Yw0(ẇ) en
des sous-variétés localement fermées stables par l’action de U . Le calcul de la
cohomologie de chaque sous-variété n’est pour autant pas plus aisé ; pour sim-
plifier le problème, on choisit de se restreindre au quotient de chaque cellule par
D(U)F . On récupère ainsi de nombreuses informations sur les caractères linéaires
de U apparaissant dans la cohomologie des pièces maximales.

Détaillons les différentes étapes de cette étude : on commence par relier cer-
taines cellules de Schubert à la pièce Xw0(w) afin d’utiliser les résultats de la sec-
tion précédente pour en définir une décomposition en une famille de cellules
(Xγ) indexées par les sous-expressions distinguées de w . La détermination des
quotients D(U)F\Xγ est alors rendue possible par :
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• le paramétrage des cellules de Curtis-Deodhar donné en 2.15 ;

• une description explicite du quotient D(U)F\U.

Pour résoudre ce dernier point, on donne un procédé général pour construire des
quotients de la forme VF\B, pour une classe assez large de sous-groupes V de U
(cf. proposition 2.29). Grâce aux outils développés, on est alors en mesure de don-
ner des équations explicites pour D(U)F\Xγ . Si cette construction ne se relève pas
directement à D(U)F\Y(ẇ ), on peut, en revanche, en construire un revêtement
abélien qui aura la forme souhaitée. Ce revêtement se décompose alors en un
produit de courbes pour lesquelles on peut calculer directement la cohomologie
en utilisant les résultats de [7], et en déduire finalement celle de D(U)F\Y(ẇ)
(théorèmes 2.43 et 2.53). La description obtenue est particulièrement intéressante
lorsque l’on se restreint aux caractères réguliers, et sera amplement utilisée dans
le prochain chapitre. On montre en effet que seule la cellule maximale peut conte-
nir des caractères réguliers dans sa cohomologie, et qu’ils sont de plus concentrés
en degré moitié.

Il nous a semblé très éclairant de commencer par traiter le cas du groupe G =
GL3(F). On peut illustrer sur cet exemple la plupart des méthodes développées
dans les différentes sections de cette partie.

2.3.1 L’exemple de GL3(F)

On suppose donc dans cette section seulement que G = GL3(F). Le groupe
de Weyl s’identifie alors au groupe symétrique W ≃ S3, engendré par les trans-
positions s = (1, 2) et t = (2, 3). Comme mentionné au début de la partie 2.2, on
peut, via l’isomorphisme u ∈ U 7−→ uw0 ·B ∈ Bw0B, écrire la pièce maximale de
la variété de Deligne-Lusztig X(w0) comme suit :

Xw0(w0) =
{
gB ∈ Bw0 ·B

∣∣ g−1F (g) ∈ Bw0B}
≃
{
u ∈ U

∣∣ (u−1F (u))w0 ∈ Bw0B ∩U−
}

.

Le groupe G est ici assez petit pour que l’on puisse y effectuer des calculs con-
crets : étant donné un élément u ∈ U écrit sous forme matricielle

u =




1 a c

0 1 b

0 0 1




on trouve (u−1F (u))w0 =




1 0 0
bq − b 1 0

cq − c − a(bq − b) aq − a 1


 .

D’autre part, on a vu au cours de l’exemple 2.18 que la cellule de Schubert double
Bw0 · B ∩B− · B est isomorphe à Bw0B ∩U−, laquelle peut s’écrire

Bw0B ∩U− =








1 0 0
b′ 1 0
c ′ a′ 1



∣∣∣∣∣ c

′ 6= 0 et a′b′ − c ′ 6= 0



 .
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En identifiant U à A3, on en déduit une expression explicite de la pièce maximale,
donnée par

Xw0(w0) ≃
{

(a, b, c) ∈ A3

∣∣∣
cq − c − a(bq − b) 6= 0

cq − c − aq(bq − b) 6= 0

}
.

Même sur cet exemple particulièrement simple, on s’aperçoit de la difficulté
de calculer la cohomologie de cette variété. On peut néanmoins contourner ce
problème en considérant le quotient de la pièce maximale par D(U)F . Pour le
construire, on remarque que ce groupe, isomorphe à F+

q , agit par translation sur

la troisième variable seulement. La projection Xw0(w0) −→ D(U)F\Xw0(w0) cor-
respond alors par exemple au changement de variable C = cq − c − a(bq − b), ce
qui donne

D(U)F\Xw0(w0) ≃
{

(a, b, C ) ∈ A2 × Gm

∣∣C − (aq − a)(bq − b) 6= 0
}

.

Reste à appliquer la décomposition de Curtis-Deodhar pour la variété Bw0B ∩
U−, obtenue explicitement dans l’exemple 2.18. L’alternative a′ 6= 0 ou a′ = 0
se traduit ici par aq − a 6= 0 ou aq − a = 0. En résumé, le quotient de la pièce
maximale par D(U)F se décompose en

• une sous-variété fermée Xf définie par l’équation aq − a = 0, c’est-à-dire
a ∈ Fq. Avec la description précédente du quotient, Xf est donc isomorphe
à Fq × A1×Gm, le groupe D(U)F\U ≃ F+

q × F+
q agissant par translation sur

les deux premières composantes ;

• une sous-variété ouverte Xo définie par l’équation aq − a 6= 0. Après le
changement de variable C ′ = C/(aq − a), on peut extraire la variable a, et
écrire Xo comme le produit suivant :

Xo ≃ L−1(Gm)×
{

(b, C ′) ∈ A1 × Gm

∣∣ C ′ 6= bq − b
}

≃ L−1(Gm)×
(
(A1 × Gm) r L−1(Gm)

)

où L est l’application de Lang z 7−→ zq − z et L−1(Gm) = A1 r A1(Fq) se
plonge dans A1 × Gm via le morphisme b 7−→ (b, bq − b).

Les cellules Xf et Xo peuvent donc être exprimées en fonctions de variétés dont
on sait calculer la cohomologie. On peut par exemple vérifier que le groupe Uβ
agit trivialement sur la cohomologie de Xf . Avant de préciser ce phénomène, on
introduit quelques notations utiles par la suite :

Notations 2.28. Puisque ℓ est premier à la caractéristique, l’idempotent primitif
eψ associé à un caractère linéaire ψ : S −→ Λ+ d’un p-groupe S s’écrit

eψ =
1

|S |
∑

x∈S

ψ(x)x−1 ∈ ΛS .

Le module Λ sur lequel S agit par ψ sera noté Λψ. Il s’identifie à eψΛS .

En utilisant les propriétés données en section 1.2.2, on peut vérifier que pour
tout caractère linéaire ψ de U dont les restrictions à Uα et Uβ sont non triviales,
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la composante ψ-isotypique de la cohomologie du quotient D(U)F\Xw0(w0) est
donnée par

eψH•
c

(
D(U)F\Xw0(w0), Λ

)
≃ eψH•

c(Xo , Λ) ≃ Λψ[−3].

En d’autres termes, les caractères réguliers n’apparaissent que dans la cohomo-
logie de la cellule maximale, et en un seul degré. Ce phénomène n’est pas spéci-
fique à GL3(F), et le but de cette partie sera de montrer ce résultat pour les pièces
maximales Xw0(w) et Yw0(ẇ ) sans conditions sur G ou w .

2.3.2 Sur certains quotients des variétés de Deligne-Lusztig

Fixons un élément quelconque w de W et considérons la pièce maximale de
la variété de Deligne-Lusztig Xw0(w) donnée par :

Xw0(w) =
{
g ∈ Bw0 ·B | g−1F (g) ∈ BwB}.

Afin d’effectuer des calculs explicites, on utilisera plutôt la description suivante,
donnée par l’isomorphisme u ∈ U 7−→ uw0 · B ∈ Bw0 ·B :

Xw0(w) ≃
{
u ∈ U | (u−1F (u))w0 ∈ BwB ∩U−}.

On remarque alors que le morphisme u 7−→ (u−1F (u))w0 induit un isomorphisme
du quotient U\Xw0(w) sur BwB∩U− (la surjectivité étant donnée par le théorème
de Lang). Comme on l’a vu au cours de l’exemple précédent, l’expression de
u−1F (u) est en général très complexe par rapport à celle de u et un paramétrage,
même simple, du quotient U\Xw0(w) donne des équations pour Xw0(w) diffici-
lement exploitables . En revanche, on peut relier beaucoup plus facilement les
classes de u et u−1F (u) dans U/D(U), ce qui suggère de s’intéresser plutôt au
quotient de Xw0(w) par D(U)F . Le but de cette section est de décrire ce type de
quotients tout en gardant la trace de l’élément u−1F (u).

(i) Description des quotients VF\B. À tout sous-groupe fermé V de U normalisé
par T, on peut associer le sous-ensemble de racines ΦV défini par

ΦV = {α ∈ Φ | Uα ⊂ V} ⊂ Φ+.

Si on suppose de plus que V est stable par F , alors ce sous-ensemble est stable par
φ. Fixons un ordre total sur Φ+ pour lequel les éléments de ΦV sont inférieurs à
tous les éléments de Φ+rΦV. L’application produit associée à cet ordre détermine
alors un isomorphisme de variétés

B ≃
( ∏

α∈ΦV

Uα

︸ ︷︷ ︸
V

)
×
( ∏

α∈Φ+rΦV

Uα

)
× T

compatible avec l’action de F . Sous l’hypothèse supplémentaire où V est aussi
distingué dans U, on obtient donc un isomorphisme de variétés B ≃ V × V\B.
Plus précisément, on dispose de :
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• un morphisme de variétés V -équivariant f : B −→ V dont la restriction à
V est l’identité ;

• un morphisme de groupes algébriques πV : B −→ V\B, compatible avec
l’action de F ;

• une section j : V\B −→ V de πV comme morphisme de variétés, définie
par la relation b = f (b) j(πV(b)).

Avec ces notations, le quotient V \B peut être construit de la manière suivante :

Proposition 2.29. Si V est un sous-groupe fermé de U, distingué dans B et stable par F ,
alors l’application ϕ : b ∈ B 7−→ (b−1F (b),πV(b)) ∈ B×(V\B) induit l’isomorphisme
B-équivariant de variétés suivant :

V \B ≃
{

(b̄, h) ∈ B× (V\B)
∣∣ πV(b̄) = h−1F (h)

}

où B agit sur le couple (b̄, h) par multiplication sur h seulement.

Démonstration. Soit b un élément de B ; avec les notations précédentes, b se dé-
compose en b = f (b) j(πV(b)), et on peut calculer

b−1F (b) =
(
f (b)−1F (f (b))

)
j(πV(b)) j(πV(b))−1F (j(πV(b))).

Puisque V est distingué dans B, on en déduit que

πV

(
b−1F (b)

)
= πV

(
j(πV(b))−1F (j(πV(b)))

)
= πV(b)−1F (πV(b)).

Par conséquent, l’image de ϕ est formé des couples (b̄, h) ∈ B × (V\B) tels que
πV(b̄) = h−1F (h).

De plus, deux points b et b′ ont la même image par ϕ si et seulement si ils
sont dans la même classe. En effet l’égalité ϕ(b) = ϕ(b′) force f (b)−1F (f (b)) =
f (b′)−1F (f (b′)) d’après les calculs précédents, et ainsi f (b) ∈ V f (b′). Le résultat
découle alors de l’écriture de b (resp. b′) en fonction de f (b) (resp. f (b′)) et πV(b).

Reste à prouver que ϕ : B −→ Imϕ est un morphisme étale. Puisque les mor-
phismes B −→ B\B et Imϕ −→ B\Imϕ sont étales, il suffit de montrer que l’ap-
plication induite ϕ′ : B\B −→ B\Imϕ est un isomorphisme. Pour cela, on peut
remarquer que par la première projection B\Imϕ −→ B, cette fonction s’identifie
à l’isomorphisme canonique Bb ∈ B\B 7−→ b−1F (b) ∈ B.

Remarque 2.30. La proposition reste vraie en remplaçant B par U, et pourra ainsi
s’appliquer indifféremment aux quotients des variétés Yx(ẇ) ou Xx(w).

(ii) Quotient par les points fixes du groupe dérivé. Le sous-groupe dérivé D(U)
de U est un sous-groupe fermé, normalisé par T, distingué et stable par F . Les
conditions d’application de la proposition précédente sont donc vérifiées, et ϕ
induit l’isomorphisme suivant :

D(U)F\U ≃
{

(ū, h) ∈ U× (D(U)\U)
∣∣ πD(ū) = h−1F (h)

}
.

L’intérêt de cette description réside dans le fait que l’on obtient le quotient de la
pièce maximale de X(w) en restreignant la variable ū à U ∩ w0(BwB).
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Ici, on peut même décrire le groupe quotient D(U)\U et la projection πD =
πD(U) associée en termes des racines simples de Φ. En effet, le groupe dérivé est,
d’après [21], engendré par les sous-groupes à un paramètre associés aux racines
positives qui ne sont pas simples. Il est en fait isomorphe, en tant que variété, au
produit de ces groupes :

D(U) ≃
∏

α∈Φ+r∆

Uα.

Puisque le groupe D(U)\U est abélien, on en déduit que pour toute racine simple
α ∈ ∆, la composante d’un élément u ∈ U sur Uα ne dépend pas de l’ordre dans
lequel u se décompose sur les sous-groupes à un paramètre. En notant πα(u)
cette composante, le morphisme produit (πα)α∈∆ se factorise par πD en un iso-
morphisme de groupes algébriques

U
∏

α∈∆

Uα

D(U)\U

(πα)α∈∆

πD ∼

compatible avec l’action de F . Néanmoins, le morphisme πα, tout comme uα,
ne commute pas à F dans le cas où G n’est pas déployé, mais vérifie la relation
F ◦ πα = πφ(α) ◦ F .

Avec ces notations et celles de la section 2.1.1, l’image d’un élément h =(
uα(ζα)

)
α∈∆

par l’application de Lang s’écrit

h−1F (h) =
(
uφ(α)(ζ

q◦
α
α − ζφ(α))

)
α∈∆

.

Ainsi, l’élément (ū, h) appartient à D(U)F\U si et seulement si

∀α ∈ ∆ πφ(α)(ū) = uφ(α)

(
ζ
q◦
α
α − ζφ(α)

)
.

En particulier, le scalaire ζφ(α) est entièrement déterminé par ζα et πφ(α)(ū). Plus
généralement, pour tout entier i = 1, ... , dα on a

i−1∏

j=0

πφi (α)

(
F j(ū)

)
= uφi (α)

(
ζ
q◦
α···q

◦

φi−1(α)
α − ζφi (α)

)

ce qui, pour i < dα, détermine ζφi (α) en fonction de ζα et ū. De plus, dans le cas
où i = d , on obtient la relation suivante entre ζα et ū :

dα−1∏

j=0

πα
(
F j(ū)

)
= uα

(
ζqα
α − ζα

)
.

Reste à traduire l’action de D(U)F\U sur les variables ζα (rappelons que ce
groupe agit trivialement sur ū). Comme on l’a vu précédemment, les morphismes
(uα)α∈∆ ne commutent pas à F en général, mais en les regroupant selon une
orbite de φ, on peut définir les applications
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vα : ξ ∈ Ga 7−→
dα−1∏

j=0

F j(uα(ξ)) =

dα−1∏

j=0

uφj(α)(ξ
q◦
α···q

◦

φj−1(α)) ∈
∏

α∈∆

Uα.

Les images (Vα)α∈∆ de ces morphismes sont des sous-groupes dont les classes
engendrent D(U)\U. Ils ne sont pas forcément stables par F mais permettent de
décomposer le groupe des points fixes de D(U)\U en

D(U)F\U ≃ (D(U)\U)F ≃
∏

α∈[∆/φ]

vα(Fqα).

En remarquant que pour ξ ∈ Ga, on a vα(ξ)−1F (vα(ξ)) = uα(ξqα−ξ), on en déduit
que VF

α ≃ F+
qα

et on pourra donc noter Vα = vα(Fqα). Via cette identification,
chaque groupe Vα agit par translation sur la variable ζα correspondante. Si l’on
restreint cette description à la pièce maximale Xw0(w), on trouve finalement

Proposition 2.31. La variété quotient D(U)F\Xw0(w) est isomorphe à la sous-variété
de
(
U ∩ w0(BwB)

)
× (Ga)[∆/φ] définie par les équations suivantes :

∀α ∈ [∆/φ]

dα−1∏

j=0

πα
(
F j(ū)

)
= uα

(
ζqα
α − ζα

)

avec les variables ū ∈ U ∩ w0(BwB) et (ζα)α∈[∆/φ] ∈ (Ga)[∆/φ]. De plus, l’action

de D(U)F\U se décompose en une action par translation sur chaque variable ζα via
l’isomorphisme de groupe D(U)F\U ≃∏α ∈[∆/φ] F+

qα .

Exemple 2.32. Reprenons l’exemple donné à la fin de la section 2.2.2 : si w est
un élément de Coxeter, la variété Bw · B ∩ B− · B est réduite à sa cellule maxi-
male. Plus précisément, si on fixe une décomposition réduite w = t1 · · · tm de w

correspondant à un système de représentants [∆/φ] = {β1, ... ,βm}, la seule sous-
expression distinguée de w est γ = (1, 1, ... , 1) ; avec les notations 2.15, on trouve
ainsi

Bw · B ∩B− · B =
{
u−β1

(z1) · · · u−βm
(zm) · B

∣∣ zi ∈ Gm

}
.

Par conséquent, tout élément ū ∈ U ∩ w0(BwB) s’écrit de façon unique sous la
forme u = u−w0(β1)(z1) · · · u−w0(βm)(zm), ce qui permet de calculer directement
πα(ū) en fonction des variables zi . En posant ζi = ζ−w0(βi ) et qi = q−w0(βi ), les
équations de la proposition précédente se simplifient pour donner :

D(U)F\Xw0(w) ≃
m∏

i=1

{
(zi , ζi) ∈ Gm × Ga | zi = ζqi

i − ζi
}

.

La variété D(U)F\Xw0(w) se décompose donc en un produit de courbes dont on
peut calculer facilement la cohomologie, chacune étant isomorphe à A1 rA1(Fqi

).

Dans le cas général, la stratégie consistera à décomposer ce quotient selon
les cellules de Curtis-Deodhar et à donner une description similaire pour chaque
sous-variété intervenant dans cette décomposition.
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2.3.3 Étude du quotient de la pièce maximale Xw0
(w) de X(w)

Rappelons que via l’isomorphisme u ∈ U 7−→ uw0 · B, la pièce maximale
Xw0(w) s’écrit

Xw0(w) =
{
gB ∈ Bw0 ·B

∣∣ g−1F (g) ∈ BwB}
≃
{
u ∈ U

∣∣ (u−1F (u))w0 ∈ BwB ∩U−
}

.

Fixons une décomposition réduite w = s1 ... sr de w associées aux racines simples
{α1, ... ,αr} et considérons la décomposition de Curtis-Deodhar de la cellule de
Schubert double Bw ·B∩B− ·B. Avec les notations données en 2.15, cette décom-
position se relève dans U− en :

BwB ∩U− =
⊔

γ∈Γ1

Ωγ(w0).

Elle induit donc une décomposition de la pièce maximale Xw0(w) en des sous-
variétés localement fermées Xγ définies par

Xγ =
{
u ∈ U

∣∣ (u−1F (u))w0 ∈ Ωγ(w0)
}

.

Notons que par continuité de l’application de Lang, la propriété de filtrabilité des
cellules de Curtis-Deodhar (voir lemme 2.20) se transmet à la famille (Xγ)γ∈Γ1

.

En combinant le paramétrage des cellules Ωγ(w0) et la proposition 2.31, on
peut alors décrire explicitement le quotient de chaque sous-variété Xγ par D(U)F

à l’aide de certaines données combinatoires associées à la sous-expression γ. Pour
cela, on introduit les variétés suivantes

Xq(n, m) =
{(
ζ, (µi), (λj )

)
∈ (Ga)n+1 × (Gm)m

∣∣ ζq − ζ =
∑
i

µi +
∑
j

λj

}

où q est une puissance de la caractéristique p et m et n sont des entiers posi-
tifs. Ces variétés sont de plus munies d’une action de F+

q par translation sur la
première coordonnée.

Proposition 2.33. Soit γ une sous-expression distinguée de w . Pour toute racine simple
α, on note Oα l’orbite de α sous φ, et on définit les entiers suivants :

• nα(γ) =
∣∣{i = 1, ... , r | − w0γ

i (αi ) ∈ Oα et i ∈ Iγ r Jγ(w0)}
∣∣ ;

• mα(γ) =
∣∣{i = 1, ... , r | − w0γ

i(αi ) ∈ Oα et i /∈ Iγ}
∣∣ ;

• n̄(γ) = |Iγ | − |Jγ(w0)| −∑ nα(γ) ;

• m̄(γ) = r − |Iγ | −
∑

mα(γ).

Alors il existe un morphisme de variétés D(U)F\U-équivariant, bijectif, fini et purement
inséparable :

(Ga)n̄(γ) × (Gm)m̄(γ) ×
∏

α∈[∆/φ]

Xqα(nα(γ), mα(γ)) −→ D(U)F\Xγ

où D(U)F\U ≃ ∏α∈[∆/φ] Vα agit sur le produit
∏
α∈[∆/φ] Xqα(nα(γ), mα(γ)) via les

identifications Vα ≃ F+
qα . De plus, si (G, F ) est déployé, c’est un isomorphisme de

variétés. En général, c’est une équivalence de sites étales.
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Démonstration. Il suffit de traduire les équations de la proposition 2.31 en fonc-
tion du paramétrage de la cellule Ωγ(w0). Avec les notations 2.15, tout élément ū

appartenant au conjugué de cette cellule par w0 s’écrit de manière unique

ū =
∏

β∈Φγ(w0)

uw0(β)(zβ) ∈ U ∩ w0(BwB)

avec, pour β = −γi (αi ), la variable zβ dans Ga ou Gm selon la valeur de γi . Pour
chaque racine α ∈ [∆/φ], le calcul des éléments πα(F j(ū)) se fait directement sur
cette écriture et donne :

πα(F j (ū)) = F j
(
πφ−j(α)(ū)

)
=

∏

β∈Φγ(w0)

w0(β)=φ−j (α)

F j
(
uφ−j(α)(zβ)

)
.

En notant q◦
i = q◦

φ−i (α)
, on a F j

(
uφ−j (α)(zβ)

)
= uα(z

q◦
j
···q◦

1

β ). Les équations de la

proposition 2.31 se simplifient donc en

ζqα
α − ζα =

∑

w0(β)=α

zβ +
∑

w0(β)=φ−1(α)

z
q◦

1
β + · · · +

∑

w0(β)=φ−dα+1(α)

z
q◦

dα−1···q
◦
2 q◦

1

β .

Notons que certaines variables zβ n’apparaissent dans aucune équation. Elles
correspondent à des racines β pour lesquelles w0(β) n’est pas une racine simple,
et contribuent au facteur (Ga)n̄(γ) × (Gm)m̄(γ) donné dans l’énoncé de la proposi-
tion. Pour les autres racines, de la forme β = w0(φ−i i(α)), on pose qβ = q◦

i · · · q◦
1 ;

on obtient alors la description suivante du quotient D(U)F\Xγ :

D(U)F\Xγ ≃ (Ga)n̄(γ)×(Gm)m̄(γ)×
∏

α∈[∆/φ]

{
(ζα, (zβ)w0(β)∈Oα)

∣∣ ζqα
α −ζα =

∑
z

qβ
β

}
.

En composant cet isomorphisme avec l’application (zβ) 7−→ (z
qβ
β ), on obtient le

morphisme de variétés désiré. Si ce changement de variable permet de suppri-
mer les puissances de p intervenant dans les équations, il n’induit un isomor-
phisme que dans le cas où ces puissances sont triviales (c’est-à-dire si (G, F ) est
déployé). Néanmoins, c’est un morphisme fini, bijectif et purement inséparable
entre variétés lisses. Par [44, Exposé IX, 4.10], il induit donc une équivalence de
sites étales.

2.3.4 Sur la cohomologie de D(U)F\Yw0
(w)

(i) Relèvement des cellules à Yw0(ẇ). Rappellons que la projection canonique
π : G/U 7−→ G/B se restreint en une application πw : Y(ẇ) −→ X(w) qui s’iden-
tifie au quotient par TwF . En définissant Yγ comme la préimage de Xγ par ce
morphisme, on en déduit une décomposition de la pièce maximale

Yw0(ẇ) =
⊔

γ∈Γ1

Yγ
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CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION DES VARIÉTÉS DE DELIGNE-LUSZTIG

en une famille de sous-variétés localement fermées, stables par l’action de TwF

et vérifiant Yγ/TwF ≃ Xγ . Malheureusement, on ne peut pas déduire un pa-
ramétrage de Yγ ou de son quotient par D(U)F directement à partir de celui de
Xγ donné dans la proposition 2.33 . On peut néanmoins adapter la méthode de
[7] afin de constuire un revêtement abélien de D(U)F\Yγ qui aura la forme sou-
haitée.

Notations 2.34. Pour simplifier les notations de la proposition 2.33, on introduit
les entiers m(γ) = r − |Iγ | et n(γ) = |Iγ | − |Jγ(w0)| de telle sorte que la cellule
de Curtis-Deodhar associée à une sous-expression distinguée γ soit isomorphe à
(Ga)n(γ)× (Gm)m(γ). La variété produit donnée dans cette même proposition sera
notée X′

γ .

Considérons la préimage dans Yγ d’une composante connexe de U\Yγ que
l’on notera Y◦

γ . Par construction, la variété Y◦
γ est stable par l’action de U et le

quotient U\Y◦
γ est connexe (alors que Y◦

γ ne l’est pas forcément). De plus, puisque

U\Yγ/TwF ≃ U\Xγ est connexe, le groupe TwF agit transitivement sur les com-
posantes connexes de U\Yγ . Par conséquent, en désignant par H le stabilisateur
de U\Y◦

γ dans TwF , la multiplication induit l’isomorphisme (TwF )op-équivariant
suivant :

(U\Y◦
γ)×H TwF ≃ U\Yγ .

D’autre part, les actions de U et TwF commutent, si bien que l’on a aussi

(D(U)F \Y◦
γ)×H TwF ≃ D(U)F\Yγ . (2.35)

On peut maintenant définir l’analogue Y′
γ de X′

γ pour la variété Y(w) comme

le produit fibré de X′
γ et D(U)F\Y◦

γ au-dessus de D(U)F\Xγ . On résume cette
construction par le diagramme commutatif suivant, dont les carrés sont carté-
siens :

Y′
γ D(U)F\Y◦

γ U\Y◦
γ

X′
γ D(U)F\Xγ U\Xγ

équ

équ

π′
w π◦

w π◦
w

Dans ce diagramme et les suivants, on utilisera l’abréviation « équ » pour dési-
gner une équivalence de sites étales.

Ici, les morphismes π′w et π◦w s’identifient aux applications quotient par le
sous-groupe H de TwF qui est un p′-groupe. En particulier, la projection π◦w :
U\Y◦

γ −→ (Ga)n(γ) × (Gm)m(γ) est un revêtement étale galoisien modérément ra-
mifié. Par le lemme d’Abhyankar [44, Exposé XIII, 5.3], il existe un revêtement
galoisien ̟ : (Ga)n(γ) × (Gm)m(γ) −→ U\Y◦

γ de groupe de Galois N qui, composé

avec π◦w , envoie (µ1, ... ,µn(γ),λ1, ... ,λm(γ)) sur (µ1, ... ,µn(γ),λd
1 , ... ,λd

m(γ)) pour

un certain entier d premier à p. Cela se traduit par le diagramme commutatif
suivant :
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(Ga)n(γ) × (Gm)m(γ)

U\Y◦
γ

U\Xγ ≃ (Ga)n(γ) × (Gm)m(γ)

̟ /N

π◦
w /H

/(�d )m(γ)

où �d désigne le groupe des racines d-ièmes de l’unité dans F. Ainsi, N est un
sous-groupe de (�d)m(γ) et le quotient (�d)m(γ)/N est canoniquement isomorphe
à H. Si on définit Y′′

γ comme le produit fibré de Y′
γ avec (Ga)n(γ) × (Gm)m(γ) au-

dessus de U\Y◦
γ , on obtient finalement le diagramme suivant, dont les carrés sont

cartésiens :

Y′′
γ (Ga)n(γ) × (Gm)m(γ)

Y′
γ D(U)F\Y◦

γ U\Y◦
γ

X′
γ D(U)F\Xγ U\Xγ ≃ (Ga)n(γ) × (Gm)m(γ)

̟ /N

/(�d )m(γ)

équ

équ

/N

π′
w π◦

w π◦
w /H

(2.36)

En utilisant le grand carré et la description de X′
γ donnée par la proposition 2.33,

on a donc un isomorphisme D(U)F\U ×
(
(�d)m(γ)

)op
-équivariant

Y′′
γ ≃ (Ga)n̄(γ) × (Gm)m̄(γ) ×

∏

α∈[∆/φ]

Yqα,d(nα(γ), mα(γ)) (2.37)

dans lequel les facteurs du produit sont définis par :

Yq,s(n, m) =
{(
ζ, (µi), (λj )

)
∈ (Ga)n+1 × (Gm)m

∣∣ ζq − ζ =
∑
i

µi +
∑
j

λs
j

}
.

Deux groupes agissent donc indépendamment sur ces variétés : le groupe F+
q

par translation sur la première variable, et le groupe (�s)m par multiplication
sur (Gm)m. À équivalence de sites étales près, on a donc construit un revêtement
abélien de D(U)F\Y◦

γ qui se décompose en un produit de variétés dont on va
pouvoir calculer la cohomologie en utilisant les résultats de [7].

(ii) Cohomologie des variétés Yq,s(n, m). On fixe un caractère irréductible ψ :F+
q −→ Λ× de F+

q et on note, en accord avec 2.28, eψ l’idempotent associé. Le
calcul de la partie ψ-isotypique de la cohomologie se distingue alors en deux
cas, selon que ψ est trivial ou non. Pour pouvoir énoncer le résultat suivant cette
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valeur, on fixe un générateur g de �s et on définit le complexe de Λ�s-modules
suivant

Z : 0 −→ Λ�s
g−1−→ Λ�s −→ 0

concentré en degrés 0 et 1. À isomorphisme de Λ�s-modules près, ce complexe ne
dépend pas du choix de g . De plus, Bonnafé et Rouquier on montré au cours de la
démonstration de [7, lemme 3.6] que, à un décalage près, ce complexe représente
la cohomologie de Gm muni de l’action de �s par multiplication. On a donc un
isomorphisme

RΓc(Gm, Λ) ≃ Z [−1] (2.38)

dans la catégorie Db(Λ�s-Mod). Avec ces notations, on obtient

Proposition 2.39. Pour ψ un caractère irréductible de F+
q , on a

eψRΓc

(
Yq,s(n, m), Λ

)
≃





(Z⊗m)[−m − 2n] si ψ = 1,

Λψ(�s)m[−m] si n = 0 et ψ 6= 1,

0 sinon

dans la catégorie dérivée Db(ΛFq-Mod-Λ(�s)m).

Démonstration. Si n 6= 0, l’équation définissant Yq,s(n, m) se réécrit en :

µ1 = ζq − ζ −
m∑

i=1

λs
i −

n∑

j=2

µj

si bien que Yq,s(n, m) ≃ (Ga)n× (Gm)m, avec une action de F+
q sur la première co-

ordonnée. Puisque la cohomologie de la droite affine est donnée par RΓc(Ga, Λ) ≃
Λ[−2], ce groupe agit trivialement sur la cohomologie et seule la partie 1-isoty-
pique est non nulle.

Pour n quelconque, l’application de Lang ζ 7−→ ζq − ζ induit un isomor-
phisme du quotient Fq\Yq,s(n, m) vers (Ga)n × (Gm)m. En appliquant les propo-
sitions 1.17 et 1.20, on en déduit que

e1RΓc

(
Yq,s(n, m), Λ

)
≃ RΓc

(Fq\Yq,s(n, m), Λ
)
≃
(
RΓc(Gm, Λ)

) L
⊗m

[−2n].

Puisque le complexe RΓc(Gm, Λ) est quasi-isomorphe à Z [−1] par 2.38, il est par-
fait, et on peut remplacer le produit tensoriel dérivé par un produit tensoriel de
modules pour obtenir le résultat annoncé.

Reste à traiter le cas où n = 0 et ψ est non trivial. La variété Yq,s(0, m) peut
être exprimée en fonction des courbes Yq,s = Yq,s(0, 1) étudiées par Bonnafé et
Rouquier dans [7] (voir aussi [58]). En effet, l’application

Yq,s × Yq,s × · · · × Yq,s −→ Yq,s(0, m)
(
(ζ1,λ1), ... , (ζm,λm)

)
7−→ (ζ1 + · · ·+ ζm,λ1, ... ,λm)

induit l’isomorphisme F+
q × (�s)m-équivariant suivant :

Yq,s ×Fq ×Yq,s ×Fq · · · ×Fq Yq,s ≃ Yq,s(0, m).
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Il suffit alors de traduire cet isomorphisme dans la catégorie dérivée Db(ΛFq-
Mod-Λ(�s)m) ; le résultat se déduit ainsi du cas où m = 1, résolu dans [7, lemme
3.6] :

eψRΓc

(
Yq,s(0, m), Λ

)
≃ eψRΓc(Yq,s , Λ)

L
⊗ΛFq

· · ·
L
⊗ΛFq

eψRΓc(Yq,s , Λ)

≃ Λψ�s [−1]
L
⊗ΛFq

· · ·
L
⊗ΛFq

Λψ�s [−1] ≃ Λψ(�s)m[−m].

Tous les Λ�s-modules intervenant étant projectifs, le produit tensoriel dérivé est
ici le produit tensoriel usuel. Notons que l’on a utilisé le fait que eψ est un idem-
potent pour pouvoir le distribuer dans le premier isomorphisme.

Grâce à cette proposition et à la formule 2.37, on peut donc calculer la partie
ψ-isotypique de la cohomologie de Y′′

γ pour n’importe quel caractère ψ du groupe

abélien D(U)F\U , en fonction des restrictions de ψ aux groupes Vα.

(iii) Cohomologie des cellules D(U)F\Yγ. Pour redescendre au niveau de la
variété Y(ẇ), il suffit de traduire les effets des précédentes constructions sur la
cohomologie. On commence par la formule 2.35 qui, par la formule de Künneth,
donne :

RΓc(D(U)F\Yγ , Λ) ≃ RΓc(D(U)F\Y◦
γ , Λ)

L
⊗ΛH TwF .

Continuons les réductions : d’après le diagramme commutatif 2.36, on dispose
d’une équivalence de sites étales entre D(U)F\Y◦

γ et Y′
γ , ainsi que d’un isomor-

phisme entre Y′
γ et le quotient Y′′

γ/N, tous les deux U × Hop-équivariants. On
obtient donc, par la proposition 1.17 :

RΓc(D(U)F\Y◦
γ , Λ) ≃ RΓc(Y′′

γ , Λ)
L
⊗ΛN Λ.

Puisque le groupe H est isomorphe au quotient (�d)m(γ)/N, on en déduit par
adjonction que

RΓc(D(U)F \Yγ , Λ) ≃
(
RΓc(Y′′

γ , Λ)
L
⊗ΛN Λ

) L
⊗ΛH ΛTwF

≃
(
RΓc(Y′′

γ , Λ)
L
⊗Λ(�d )m(γ) ΛH

) L
⊗ΛH ΛTwF

RΓc(D(U)F \Yγ , Λ) ≃ RΓc(Y′′
γ , Λ)

L
⊗Λ(�d )m(γ) ΛTwF . (2.40)

Reste à utiliser la formule 2.37 et la proposition précédente pour en déduire ex-
plicitement la cohomologie de D(U)F\Yγ . Afin de l’exprimer raisonnablement,
on va d’abord introduire et préciser certaines notations.

Notations 2.41. Pour L un groupe fini et L′ un sous-groupe cyclique de L, on
définit le complexe de ΛL-modules suivant [7] :

ZL(L′) : 0 −→ ΛL
g−1−→ ΛL −→ 0

où g est un générateur de L′. À isomorphisme près, ce complexe ne dépend pas
du choix de g . On note aussi ZL(L1, ... , Lm) le produit tensoriel suivant :

ZL(L1, ... , Lm) = ZL(L1)⊗ΛL ZL(L2)⊗ΛL · · · ⊗ΛL ZL(Lm).
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avec la convention ZL(∅) = ΛL. C’est un complexe de Koszul. Dans notre cas,
on prendra L = TwF ; les sous-groupes cycliques qui vont nous intéresser se-
ront alors les images des groupes de racines de l’unité �d par le morphisme
(�d)m(γ) −→ H ⊂ TwF . On a donc besoin de distinguer chacun de ces groupes,
en se rappelant que les variables de Gm intervenant dans la cellule Dγ(w0) ≃
U\Xγ sont indexées par les éléments de [[ 1 ; r ]] r Iγ (voir notations 2.15). Pour

un élément i de ce cet ensemble, on notera �(i)
d le groupe des racines de l’unité

associé à cette variable, et Ti le groupe cyclique image dans TwF par la projection
(�d)m(γ) −→ H.

Précisons maintenant les types de représentations qui vont intervenir : si on
se donne, pour chaque α ∈ [∆/φ], une caractère linéaire ψα de Vα ≃ F+

qα , on
peut en former le produit extérieur ψ =

⊗
ψα. C’est un caractère linéaire de

U dont les restrictions aux sous-groupes Vα sont données par les caractères ψα.
De plus, puisque D(U)F\U ≃ ∏

Vα, ψ est trivial sur D(U)F et tout caractère
linéaire vérifiant cette propriété est de cette forme. Notons que cette hypothèse
supplémentaire est en général superflue, puisque D(U)F = D(U) dans la plupart
des cas (les seules exceptions étant les groupes quasi-simples de type B2 ou F4

sur F2 ou de type G2 sur F3, voir [52, lemme 7]).

Finalement, on définit la classe des représentations qui vont intervenir dans
la cohomologie des pièces Yγ :

Définition 2.42. Un caractère linéaire ψ : U −→ Λ× est dit γ-régulier si

• la restriction de ψ à D(U)F est triviale ;

• pour toute racine simple α ∈ [∆/φ], on a nα(γ) = 0 dès que ψ|Vα 6= 1.

Avec ces notations, on peut énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théorème 2.43. Soit ψ : U −→ Λ× un caractère linéaire de U , trivial sur D(U)F , et
γ ∈ Γ1 une sous-expression distinguée de w . En posant

Kγ(ψ) =
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ β = −w0γ
i (αi ) /∈ ∆ ou ψ|Vβ = 1

}

la partie ψ-isotypique de la cohomologie de la pièce Yγ est donnée par :

eψRΓc(Yγ , Λ) ≃
{

ZTwF

(
(Ti )i∈Kγ(ψ)

)
[−m(γ)− 2n(γ)] si ψ est γ-régulier,

0 sinon

dans la catégorie dérivée Db(Mod-ΛTwF ).

Démonstration. Tout d’abord, puisque ψ est trivial sur D(U)F , on a

eψRΓc(Yγ , Λ) ≃ Λ
L
⊗ΛD(U)F eψRΓc(Yγ , Λ) ≃ eψRΓc(D(U)F\Yγ , Λ)

en utilisant la proposition 1.17 et le fait que eψ est central dans ΛU . On est donc
ramené à démontrer le résultat pour le quotient D(U)F\Yγ , pour lequel on dis-
pose de la description suivante :
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RΓc(D(U)F\Yγ , Λ) ≃ RΓc(Y′′
γ , Λ)

L
⊗Λ(�d )m(γ) ΛTwF .

De plus, la décomposition de la variété Y′′
γ (voir 2.37) se traduit, par la formule

de Künneth, en un isomorphisme dans Db(ΛU-Mod-ΛTwF ) :

RΓc(Y′′
γ , Λ) ≃ RΓc

(
(Ga)n̄(γ) × (Gm)m̄(γ), Λ

) L
⊗ RΓc

(∏

α∈[∆/φ]

Yqα,d(nα(γ), mα(γ)), Λ
)

.

En notant ψα la restriction de ψ au groupe Vα ≃ F+
qα

, la ψ-partie de ce dernier
complexe s’écrit

RΓc

(
(Ga)n̄(γ) × (Gm)m̄(γ), Λ

) L
⊗
( L⊗

α∈[∆/φ]

eψαRΓc(Yqα,d(nα(γ), mα(γ)), Λ)
)

. (2.44)

Maintenant, si ψ n’est pas γ-régulier, il existe une racine simple α ∈ [∆/φ] telle
que ψα soit non trivial et nα(γ) soit non nul. Par la proposition 2.39 et la descrip-
tion précédente, on en déduit que eψRΓc(D(U)F\Yγ , Λ) est nul.

Supposons que ψ est γ-régulier ; alors aucun des termes du produit de l’ex-
pression précédente n’est nul. Par la proposition 2.39, on a même

eψαRΓc

(
Yqα,d(nα(γ), mα(γ)), Λ

)
≃
{

(Z⊗mα(γ))[−mα(γ)− 2nα(γ)] si ψα = 1,

Λ(�d)mα(γ)[−mα(γ)] sinon.

Avec les notations 2.41, chaque groupe de racines de l’unité intervenant dans
cette écriture correspond à un indice i . Le produit de ces groupes, noté précé-

demment (�d )mα(γ) sera désormais noté �(α)
d . On forme aussi l’ensemble Hγ(α)

des indices i intervenant dans cette décomposition. En d’autres termes, on a :

Hγ(α) =
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ − w0γ
i(αi ) ∈ Oα

}

et �(α)
d =

∏

i∈Hγ(α)

�(i)
d

si bien qu’avec les notations 2.41, l’alternative précédente donne

e1RΓc

(
Yqα,d(nα(γ), mα(γ)), Λ

)
≃ Z�(α)

d

(
(�(i)

d )i∈Hγ(α)

)
[−mα(γ)− 2nα(γ)]

et, lorsque ψα est non trivial,

eψαRΓc

(
Yqα,d(nα(γ), mα(γ)), Λ

)
≃ Z�(α)

d

(
∅
)
[−mα(γ)].

En injectant ces isomorphismes dans l’écriture 2.44, et en remarquant que

Kγ(ψ) =
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ − w0γ
i(αi ) /∈ ∆

}
∐
( ⋃

α∈[∆/φ]
ψα=1

Hγ(α)
)

on obtient finalement

eψRΓc(Y′′
γ , Λ) ≃ Z(�d )m(γ)

(
(�(i)

d )i∈Kγ(ψ)

)
[−m(γ)− 2n(γ)].

Il suffit alors d’appliquer les différents isomorphismes donnés au début de la
preuve pour conclure.
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Le théorème précédent prend une forme particulièrement simple dans le cas
des caractères réguliers.

Définition 2.45. Un caractère linéaire ψ : U −→ Λ× est dit régulier si

• la restriction de ψ à D(U)F est triviale ;

• pour toute racine simple α ∈ [∆/φ], on a ψ|Vα 6= 1.

Si γ ∈ Γ1 est une sous-expression différente de (1, 1, ... , 1), alors il existe
nécessairement une racine simple α telle que nα(γ) 6= 0. Par exemple, si i ∈
[[ 1 ; r ]] est le plus grand indice pour lequel γi = si alors α = −w0γ

i(αi ) ∈ ∆
convient. On en déduit qu’un caractère linéaire régulier ψ est γ-régulier pour la
sous-expression γ = (1, 1, ... , 1) uniquement. En particulier, le théorème précé-
dent assure que les caractères réguliers apparaissent seulement dans la cohomo-
logie la cellule maximale :

Corollaire 2.46. Si ψ : U −→ Λ× est un caractère linéaire régulier, alors :

eψRΓc(Yγ , Λ) ≃
{

ΛTwF [−ℓ(w)] si γ = (1, 1, ... , 1)
0 sinon

dans la catégorie dérivée Db(Mod-ΛTwF ). En particulier, on a

eψRΓc

(
Yw0(ẇ

)
, Λ) ≃ ΛTwF [−ℓ(w)].

Démonstration. L’observation précédente montre que le seul cas non trivial cor-
respond à la sous-expression γ = (1, 1, ... , 1). Pour celle-ci, on a m(γ) = r = ℓ(w),
n(γ) = 0 et Kγ(ψ) = ∅ pour tout caractère régulier ; le théorème précédent donne
donc la première partie du corollaire. En utilisant les triangles distingués donnés
par la filtration 2.20, on en déduit la seconde assertion.

On montrera dans le prochain chapitre que ce dernier résultat reste vrai en
remplacant Yw0(ẇ ) par Y(ẇ ).

Remarque 2.47. Le calcul de la cohomologie de la variété D(U)F\Yw0(w) ne se
réduit généralement pas au calcul de celle de chaque pièce D(U)F\Yγ car les tri-
angles distingués les reliant ne sont pas forcément scindés. Reprenons l’exemple
de G = GL3(F) pour illustrer ces difficultés : la variété D(U)F\Xw0(w0) se décom-
pose en deux sous-variétés Xo et Xf , dont on peut directement calculer la coho-
mologie (on peut aussi utiliser le théorème précédent). La suite exacte longue les
reliant est donnée par le tableau suivant :

H•
c(Xo) H•

c (D(U)F\Xw0(w0)) H•
c(Xf )

2 0 0 0

3 ΛUα ⊗ ΛUβ ? ΛUα

4 (ΛUα)⊕2 ⊕ ΛUβ ? ΛUα

5 ΛUα ? 0

6 Λ Λ 0
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On remarque ainsi que même en échangeant les rôles de α et β, on ne peut pas
obtenir de description précise de tous les groupes de cohomologie de la variété
quotient D(U)F\Xw0(w0) seulement à partir de ces informations.

2.4 Extension aux autres pièces

Cherchons à généraliser la construction précédente aux autres pièces Xx(w)
des variétés de Deligne-Lusztig. Comme dans le cas où x = w0, on peut, via
l’isomorphisme Bx ·B ≃ U ∩ xU−, préciser la définition de ces variétés en

Xx(w) =
{
gB ∈ Bx ·B

∣∣ g−1F (g) ∈ BwB
}

=
{
u ∈ U ∩ xU−

∣∣ u−1F (u) ∈ x(BwB)F (x)−1
}

ce qui fait apparaı̂tre deux problèmes supplémentaires :

• si x n’est pas stable par F , l’image de l’ensemble U ∩ xU− par l’application
de Lang : u 7−→ u−1F (u) est difficile à exprimer ;

• même dans le cas où x ∈ W F , la variété quotient U\Xx(w) s’identifie à
BwB∩ (Ux ∩U−) par l’application de Lang, mais les cellules Ωγ(x) définies
en 2.15 ne sont pas forcément contenues dans cette variété.

On éliminera ces difficultés en construisant un fibré vectoriel X̃x(w) de la pièce
Xx(w) pour lequel on pourra appliquer les méthodes développées dans la par-
tie précédente. On en déduira que les caractères réguliers apparaissant dans la
cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig X(w) et Y(ẇ) sont concentrés en
degré moitié.

2.4.1 Décomposition et cohomologie des pièces Xx(w) et Yx(ẇ)

(i) Relèvements des pièces Xx(w) et Yx(ẇ ). Soient w et x deux éléments de W .
Le groupe unipotent U se décompose, comme variété algébrique, en un produit
U = (U ∩ xU−)× (U ∩ xU). Si on définit

X̃x(w) =
{
u ∈ U

∣∣ x−1(u−1F (u))F (x) ∈ BwB
}

alors la projection U −→ U∩ xU− induit un morphisme surjectif π̃ de X̃x(w) vers

Xx(w). En effet, si u ∈ X̃x(w) et v ∈ U ∩ xU alors

x−1(uv)−1F (uv)F (x) = (v−1)x x−1(u−1F (u))F (x) F (v x ) ∈ BwB

ce qui prouve que X̃x(w) est stable par multiplication à droite par les éléments
de U ∩ xU. Le morphisme π̃ est donc U-équivariant et toutes ses fibres sont iso-

morphes à l’espace affine U ∩ xU. La même construction s’applique à Ỹx(ẇ), et
donne le diagramme commutatif suivant :

Yx(ẇ ) Ỹx(ẇ) =
{
b ∈ B

∣∣ x−1(b−1F (b))F (x) ∈ UẇU
}

Xx(w) X̃x(w) =
{
u ∈ U

∣∣ x−1(u−1F (u))F (x) ∈ BwB
}

.

π̃wπw
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Ici, l’action du groupe fini TwF sur Ỹx(w) est tordue par x : si b ∈ Ỹx(w) et
t ∈ TwF , alors b ·t = bxtx−1. Le morphisme π̃w s’identifie au morphisme quotient
pour cette action. Par la proposition 1.20, on en déduit que

RΓc(Ỹx(w), Λ) ≃ RΓc(Yx(w), Λ)
[
− 2 dim(U ∩ xU)

]
(2.48)

dans la catégorie dérivée Db(ΛU-Mod-ΛTwF ), ce qui permet de ramener le calcul

de la cohomologie de la pièce Yx(ẇ ) à celui de Ỹx(ẇ ).

(ii) Décomposition de X̃x(w) et Ỹx(ẇ). Afin de décomposer ces variétés en utili-

sant les résultats de la partie 2.3, on s’intéresse tout d’abord au quotient U\X̃x(w).
Par l’application de Lang, il s’identifie à :

U\X̃x(w) ≃
(
xBwBF (x)−1

)
∩U.

En reliant cette intersection à une cellule de Schubert double, on peut la décom-
poser à l’aide de cellules de Curtis-Deodhar modifiées :

Lemme 2.49. Posons x̄ = x−1F (x) et définissons, pour toute sous-expression γ ∈ Γx̄

de w , la cellule Ω̃γ(x) comme l’image du produit Ωγ(x)×(Ux∩x̄U) par la multiplication.

Alors les cellules Ω̃γ(x) sont des sous-variétés localement fermées de Ux et on a
(
xBwBF (x)−1

)
∩U =

⊔

γ∈Γx̄

x
(
Ω̃γ(x)

)
.

Démonstration. La décomposition de Curtis-Deodhar (voir théorème 2.13), ap-
pliquée à v = x̄ s’écrit :

Bw · B ∩ (B)x x̄ · B =
⊔

γ∈Γx̄

Dγ(x).

Rappelons que ce théorème définit aussi un rélèvement à Ux de chacune de ces
cellules, noté Ωγ(x), tel que l’application u 7−→ ux̄ · B induise un isomorphisme
entre Ωγ(x) et Dγ(x) (voir notations 2.15). En particulier, chaque cellule Ωγ(x) est
contenue dans (BwB)x̄−1, ce qui prouve que

(
xBwBF (x)−1

)
∩U = x

(
(BwB)x̄−1 ∩Ux

)
⊃
⊔

γ∈Γx̄

x
(
Ωγ(x)

)
.

Puisque l’ensemble (BwB)x̄−1 est stable par multiplication à droite par les élé-
ments de Ux ∩ x̄U ⊂ x̄U, on a même

(
xBwBF (x)−1

)
∩U ⊃

⊔

γ∈Γx̄

x
(
Ω̃γ(x)

)
.

Réciproquement, si u est un élément de
(
xBwBF (x)−1

)
∩U, on peut l’écrire z =

xv , avec v ∈ (BwB)x̄−1 ∩ Ux . Par conséquent, v x̄ · B appartient à la cellule de
Schubert double Bw ·B∩(B)x x̄ ·B et il existe une sous-expression γ ∈ Γx̄ telle que
v x̄ ·B ∈ Dγ(x). On en déduit que v = v ′v ′′ avec v ′ ∈ Ωγ(x) et v ′′ = v ′−1v ∈ Ux∩x̄B,

ce qui prouve que v ∈ Ω̃γ(x).
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Remarque 2.50. L’application (v ′, v ′′) ∈ Ωγ(x) × (Ux ∩ x̄U) 7−→ v ′v ′′ ∈ Ω̃γ(x) est
en fait un isomorphisme (car la restriction de u 7−→ ux̄ · B à la cellule Ωγ(x) est
injective). On peut donc rajouter, aux variables (zβ) définies en 2.15, des variables
de Ga en nombre égal à la dimension de Ux∩ x̄U afin d’obtenir un paramétrage de

la cellule modifiée Ω̃γ(x). Le principal changement dans les résultats de la section
précédente proviendra de ces variables supplémentaires.

Pour γ ∈ Γx̄ une sous-expression x-distinguée de w donnant le mot x̄ =
x−1F (x), on peut donc définir la variété

X̃γ =
{
u ∈ U

∣∣ u−1F (u) ∈ x(Ω̃γ(x))
}

ainsi que son relevé à Ỹx(ẇ) donné par Ỹγ = π̃−1
w (X̃γ) ; on obtient ainsi des

décompositions filtrables de X̃x(w) et Ỹx(ẇ) en sous variétés localement fermées

X̃x(w) =
⊔

γ∈Γx̄

X̃γ et Ỹx(ẇ) =
⊔

γ∈Γx̄

Ỹγ

avec les isomorphismes Ỹγ/TwF ≃ X̃γ . La situation est donc très similaire à celle
des sections 2.3.3 et 2.3.4, les seuls changements notables apparaissant dans les
définitions des objets combinatoires associés à γ. Nous allons donner dans les
sections suivantes les deux principaux résultats en tenant compte de ces modifi-
cations.

Remarque 2.51. Dans le cas où w = t1 · · · tn est un élément de Coxeter, [62,
lemme 2.4] assure que l’existence d’une sous-expression x-distinguée de w don-
nant x̄ force x̄ = 1. On en déduit, grâce à l’analyse effectuée en fin de section 2.2.2

que la seule cellule X̃γ non vide est associée à la sous-expression w0-distinguée
(1, ... , 1). En particulier, les pièces Xx(w) sont vides dès que x est différent de w0.

(iii) Description de D(U)\X̃γ . Si x ∈ W , les sous-groupes à un paramètre appa-
raissant dans le groupe unipotent Ux∩ x̄U sont associés aux racines de l’ensemble
suivant :

Ψx = {β ∈ Φ | x(β) ∈ Φ+ et x̄−1(β) ∈ Φ+} = x−1(Φ+) ∩ x̄(Φ+).

En accord avec les notations de la proposition 2.33, on redéfinit, pour toute sous-
expression x-distinguée γ de w et toute racine simple α ∈ ∆, les entiers suivants :

• nα(γ) =
∣∣{i = 1, ... , r | − xγi (αi ) ∈ Oα et i ∈ Iγ r Jγ(x)}

∣∣ +
∣∣x(Ψx) ∩ Oα

∣∣;
• mα(γ) =

∣∣{i = 1, ... , r | − xγi (αi ) ∈ Oα et i /∈ Iγ}
∣∣ ;

• n̄(γ) = |Ψx |+ |Iγ | − |Jγ(w0)| −∑ nα(γ) ;

• m̄(γ) = r − |Iγ | −
∑

mα(γ).

Alors, en traduisant le paramétrage de la cellule modifiée Ω̃γ(x) donné par la
remarque 2.50, on vérifie facilement que la proposition 2.33 se généralise en :

Proposition 2.52. Il existe un morphisme de variétés D(U)F\U-équivariant, bijectif,
fini et purement inséparable :
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(Ga)n̄(γ) × (Gm)m̄(γ) ×
∏

α∈[∆/φ]

Xqα(nα(γ), mα(γ)) −→ D(U)F\X̃γ

où D(U)F\U ≃ ∏α∈[∆/φ] Vα agit sur le produit
∏
α∈[∆/φ] Xqα(nα(γ), mα(γ)) via les

identifications Vα ≃ F+
qα

. De plus, si (G, F ) est déployé, c’est un isomorphisme de
variétés. En général, c’est une équivalence de sites étales.

(iv) Cohomologie de D(U)\Ỹγ . On termine cette section en énoncant le théorème
principal dans toute sa généralité. La notion de γ-régularité s’étend aux sous-
expressions x-distinguées γ en utilisant les invariant nα(γ) redéfinis précédem-
ment ; s’il y a ambiguité, on parlera de (γ, x)-régularité. On montre alors, en sui-
vant la preuve de la section 2.3.4 :

Théorème 2.53. Soit ψ : U −→ Λ× un caractère linéaire de U , trivial sur D(U)F , et
γ ∈ Γx̄ une sous-expression x-distinguée de w . En posant

Kγ(ψ) =
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ β = −xγi (αi ) /∈ ∆ ou ψ|Vβ = 1
}

la partie ψ-isotypique de la cohomologie de la pièce Yγ est donnée par :

eψRΓc(Ỹγ , Λ) ≃
{

ZTwF

(
(Ti )i∈Kγ(ψ)

)[
−m(γ)− 2(n(γ) + |Ψx |)

]
si ψ est (γ, x)-régulier,

0 sinon

dans la catégorie dérivée Db(Mod-ΛTwF ).

2.4.2 Application aux caractères réguliers

Soit x ∈ W un élément différent de w0. Alors l’ensemble x(Ψx ) = Φ+ ∩
F (x)(Φ+) contient au moins une racine simple α, ce qui force nα(γ) à être non
nul pour toute sous-expression x-distinguée γ de w . On en déduit qu’un ca-
ractère régulier ψ : U −→ Λ× n’est jamais (γ, x)-régulier, ce qui, par le théorème
précédent, généralise le corollaire 2.46 en :

Corollaire 2.54. Si ψ : U −→ Λ× est un caractère linéaire régulier et γ une sous-
expression x-distinguée de w , alors :

eψRΓc(Ỹγ , Λ) ≃
{

ΛTwF [−ℓ(w)] si x = w0 et γ = (1, 1, ... , 1),
0 sinon

dans la catégorie dérivée Db(Mod-ΛTwF ). En particulier, on a

eψRΓc

(
Y(ẇ

)
, Λ) ≃ ΛTwF [−ℓ(w)].

Ce dernier résultat résout une conjecture énoncée par Bonnafé et Rouquier
dans [7]. On verra au cours du chapitre suivant le lien entre cette assertion et la
restriction d’un module de Gelfand-Graev. On y donnera en outre une seconde
preuve, plus courte, du fait que la cohomologie des pièces non maximales ne
contient aucun caractère régulier.
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2.5 Cas particuliers

Dans cette dernière partie, on examine certains cas particuliers selon le type
de G ou la valeur de w et ψ. Sous certaines conditions, on peut calculer explicite-
ment les données combinatoires associées aux sous-expressions distinguées, afin
de donner, pour w et ψ fixés, le rang à partir duquel la composante ψ-isotypique
des groupe de cohomologie Hi

c

(
Y(ẇ)

)
s’annule. Deux directions sont envisagées :

• lorsque la restriction de ψ au radical unipotent d’un sous-groupe de Levi
maximal fixé est un caractère régulier. On donne, pour les types classiques
An, Bn, Cn et Dn, la forme que prennent les sous-expressions x-distinguées
γ pour lesquelles ψ est (γ, x)-régulier. Le cas des groupes exceptionnels est
traité à l’aide des algorithmes donnés en annexe. Sauf pour le type An, on
se restreindra au cas où w est une puissance d’un élément de Coxeter ;

• lorsque G est de type An et w est l’élément de plus grande longueur w0.

Chacun de ces résultats est en accord avec [35, conjecture 3.3.26] et sera réinter-
prété en ces termes dans le chapitre suivant (voir section 3.3.2).

2.5.1 Caractères (γ, x)-réguliers et éléments réduits du groupe de Weyl

Pour I ⊂ ∆ un sous-ensemble de racines simples, on note ΦI le sous-système
de racines de Φ engendré par I . Le groupe de Weyl associé est un sous-groupe
de W , engendré par les réflexions simples associées aux éléments de I . C’est le
sous-groupe parabolique standard associé à I , qui sera noté WI . Si on suppose de
plus que I est stable par φ, alors WI est stable par F .

Rappelons qu’un élément v ∈ W est I -réduit s’il vérifie l’une des conditions
équivalentes suivantes [42, section 2.1] :

• v est l’unique élément de longueur minimale dans WIv ;

• pour tout v ′ ∈WI on a ℓ(v ′v) = ℓ(v ′) + ℓ(v) ;

• pour toute racine α ∈ I , on a v−1(α) ∈ Φ+.

On dira aussi que v est réduit-I si v−1 est I -réduit.

Exemple 2.55. Pour un groupe déployé de type An, en notant ∆ = {β1, ... ,βn}
et S = {t1, ... , tn} selon le diagramme

t1 t2 t3 t4 tn−1 tn

les éléments ∆ r {βn}-réduits sont de la forme v = tntn−1 · · · ti avec i ≤ n + 1.

On va maintenant montrer que la condition de régularité pour les caractères
fournit de nombreux éléments réduits. Pour cela, on fixe une décomposition
réduite w = s1 · · · sr de w et un triplé (x , γ,ψ) formé d’un élément x de W ,
d’une sous-expression x-distinguée de w et d’un caractère (γ, x)-régulier de U .
Considérons le sous-ensemble φ-stable ∆(ψ) de ∆ défini par :

∆ψ = {α ∈ ∆ | ψ|Vα 6= 1}.
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La (γ, x)-régularité force alors xγi (−αi) /∈ ∆ψ dès que γi = si . Si on pose ∆̃ψ =
−w0

(
∆ψ

)
, on peut en déduire le résultat suivant :

Lemme 2.56. Si γr = 1, les éléments (w0xγ
i)i=1,...,r sont ∆̃ψ-réduits.

Démonstration. Par récurrence sur i : pour i = r , on a w0xγ
i = w0x . Si, par

l’absurde, il existe une racine α ∈ ∆̃ψ telle que (w0x)−1(α) ∈ Φ−, alors l’en-
semble x(Φ)+ rencontre ∆ψ. Puisque φ stabilise Φ+ et ∆ψ, on en déduit que
x(Ψx) = Φ+ ∩ F (x)

(
Φ+) rencontre aussi ∆ψ, ce qui contredit la régularité de

ψ (pour chaque racine β de l’intersection on a nβ(γ) > 0 et ψ|Vβ 6= 1).

Supposons maintenant que pour i < r fixé, l’élément w0xγ
i est ∆̃ψ-réduit.

Alors w0xγ
i−1 l’est aussi directement si γi = 1. Dans le cas où γi = si , on a

w0xγ
i−1 = w0xγ

i si et ainsi, pour toute racine α ∈ ∆̃ψ

(w0xγ
i−1)−1(α) = si

(
(w0xγ

i )−1(α)
)
∈ Φ+

En effet, on a :

• (w0xγ
i )−1(α) ∈ Φ+ puisque w0xγ

i est ∆̃ψ-réduit ;

• (w0xγ
i )−1(α) 6= αi car xγi (−αi) /∈ ∆ψ par régularité de ψ ;

ce qui prouve que w0xγ
i−1 est ∆̃ψ-réduit.

2.5.2 Caractères réguliers du radical unipotent d’un sous-groupe de
Levi maximal

Nous allons maintenant appliquer le résultat de la section précédente dans
le cas où ∆ψ est un sous-ensemble « maximal » de ∆. La forme des éléments
réduits pour cet ensemble permet alors de déterminer explicitement les sous-
expressions x-distinguées pour lesquelles ψ est régulier, et d’obtenir ainsi des
informations sur la partie ψ-isotypique de la cohomologie de Y(ẇ). C’est, en
quelque sorte, l’étape suivante dans la détermination de la cohomologie des
variétés de Deligne-Lusztig, après le corollaire 2.54 où on avait ∆ψ = ∆. Pour-
tant, même dans ce cas particulier, on ne peut pas espérer déduire explicitement
cette partie isotypique. On illustrera ce problème en poursuivant l’exemple de
GL3(F) entamé dans la section 2.3.1.

Pour simplifier, tous les groupes réductifs considérés ici seront supposés sim-
ples et déployés. Le groupe de Weyl W est alors irréductible et l’action de F y est
triviale. Les types classiques seront traités explicitement, alors que l’on utilisera
les algorithmes donnés en annexe pour résoudre le cas des groupes exception-
nels. Sauf pour le type An, on se restreindra au cas où w est une puissance d’un
bon élément de Coxeter.

La position d’un caractère linéaire ψ de U dans la cohomologie des variétés de
Deligne-Lusztig est gobalement controlée par sa position dans la cohomologie de
chaque pièce. La stratégie employée dans cette section et la suivante se résume à
employer le théorème 2.53 afin encadrer la contribution de ψ dans ces différents
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groupes de cohomologie. À cette fin, on utilisera le lemme suivant, en tâchant de
déterminer explicitement l’entier Kx(ψ) dans chacun des cas que l’on étudiera :

Lemme 2.57. Pour (G, F ) un groupe déployé, ψ un caractère linéaire de U trivial sur
D(U)F , et x ∈W , on pose

Kx(ψ) = max
{
|Kγ(ψ)|

∣∣ γ ∈ Γ1 est x-distinguée et ψ est (γ, x)-régulier
}

.

Alors les groupes eψHi
c

(
Yx(ẇ), Λ

)
sont nuls dès que i > ℓ(w) + Kx(ψ).

Démonstration du lemme. Fixons une décomposition réduite de w et considérons

la partition de Ỹx(w) donnée dans la section 2.4.1. Pour γ une sous-expression x-

distinguée de w , le théorème 2.53 nous assure que les groupes eψHi
c

(
Ỹγ , Λ

)
vont

s’annuler dès que i > m(γ) + 2
(
n(γ) + dim(U∩ xU)

)
+ |Kγ(ψ)|. Puisque γr = 1, on

a m(γ) + 2n(γ) = r = ℓ(w), et le lemme se déduit de la formule 2.48 et des suites
exactes longues données par le lemme 2.20 et la proposition 1.21.

(i) Le type An. Le groupe de Weyl W = Sn+1 et son système de racines sont
représentés par le diagramme de Dynkin suivant :

t1 t2 t3 t4 tn−1 tn

Comme dans les exemples précédents, on notera S = {t1, ... , tn} l’ensemble des
réflexions simples et ∆ = {β1, ... ,βn} les racines simples associées. Les éléments
de Φ+ sont alors de la forme βi + βi+1 · · ·+ βj pour i ≤ j (voir [11, planche I]).

Fixons un élément w ∈ W . On peut l’écrire sous la forme w = wnwn−1 · · ·w1

où chaque wj est un élément de Sj+1 qui est réduit-{β1, ... ,βj−1}, ce qui définit
une décomposition réduite de w de la forme

w = tin · · · tn−1tn tin−1 · · · tn−2tn−1 · · ·

Considérons alors un caractère linéaire ψ : U −→ Λ× tel que ∆ψ = {β2, ... ,βn}
et cherchons à déterminer toutes les sous-expressions x-distiguées de w vérifiant
γr = 1 et pour lesquelles ψ est régulier. Vu la forme de la décomposition réduite
de w , une telle sous-expression se décompose en γ = (γ(n), ... , γ(1)), où γ(j) est
une sous-expression de wj dont le produit sera noté vj . Avec ces notations, les
éléments vnvn−1 · · · vj+1 correspondent à certains produits partiels de γ. Puisque

∆̃ψ = {β1, ... ,βn−1}, le lemme 2.56 nous assure que, composés avec w0x , ils sont
de la forme

w0xvnvn−1 · · · vj+1 = tn · · · tmj

pour un certain entier mj inférieur ou égal à n + 1. La sous-expression γ étant
distinguée, on déduit de la forme de wi que seuls trois cas sont possibles, selon
les valeurs de mj−1 :

(A.1) si mj−1 = mj , alors on a forcément ij > mj et γ(j) = (1, ... , 1) ;
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(A.2) si mj−1 < mj , on a en fait ij < mj et mj−1 = mj − 1. La sous-expression
γ(j) est alors donnée par γ(j) = (1, ... , 1, tmj−1, 1, ... , 1) ;

(A.3) si mj−1 > mj , on trouve ij ≤ mj et mj−1 = j + 1. La seule sous-expression
possible est donc γ(j) = (1, ... , 1, tmj

, tmj+1, ... , tj). Puisque les réflexions
simples tj et tj+1 n’apparaissent pas dans les mots wi pour i < j , on en
déduit qu’à partir de ce rang la sous-expression γ est triviale, ce qui force
mn = j + 1.

Par conséquent, pour x fixé, il y a au plus une sous-expression x-distinguée de w

pour laquelle ψ est régulier. Dans le cas où elle existe, elle s’écrit

γ = (1, ... , 1, ti , 1, ... , 1, ti−1, 1, ... ... , 1, tj , 1, ... , 1, tj , tj+1, ... , ti−1, ti , 1, ... , 1)

avec x = w0tntn−1 · · · ti+1.

Exemple 2.58. Pour n = 2 et w = w0 = sts , on a donc deux sous-expressions à
considérer : γ = (1, 1, 1) qui est w0-distinguée et δ = (s, 1, s) qui est ts-distinguée.
Par la proposition 2.52, la cohomologie des pièces correspondantes est donnée
par :

et

H•
c(X̃γ , Λ) = (ΛUα ⊗ ΛUβ)[−3]⊕ (ΛU⊕2

α ⊕ ΛUβ)[−4]⊕ ΛUα[−5]⊕ Λ[−6]

H•
c (X̃δ, Λ) = ΛUβ[−5]⊕ Λ[−6].

En utilisant la formule 2.48, on en déduit que pour tout caractère linéaire ψ non
trivial sur Uβ , on a

et

eψH•
c(Xw0(w0), Λ) = Λψ[−3]⊕ Λψ[−4]

eψH•
c(Xts(w0), Λ) = Λψ[−3].

Néanmoins, même sur cet exemple simple, ces valeurs ne permettent pas de
déduire les groupes eψHi

c(X(w0), Λ) pour i = 3 ou 4. Elle assurent tout de même
qu’ils sont nuls dès que i > 4. Dans le cas général, on obtient le résultat suivant :

Proposition 2.59. Pour (G, F ) un groupe déployé de type An, P un sous-groupe para-
bolique standard de G de décomposition P = LUP avec L de type An−1 et ψ un caractère
linéaire de U dont la restriction à U ∩ L est régulière, on a

eψHi
c

(
Y(ẇ), Λ

)
= 0 dès que i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1}.

Démonstration. Grâce au lemme 2.57, il suffit de montrer que pour toute sous-
expression x-distinguée γ de w vérifiant γr = 1 et pour laquelle ψ est régulier,
l’ensemble Kγ(ψ) a au plus un élément. Rappelons qu’il est donné par

Kγ(ψ) =
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ β = −xγi (αi ) /∈ ∆ ou ψ|Vβ = 1
}

=
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ − xγi (αi ) /∈ ∆ψ}
Kγ(ψ) =

{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ w0xγ
i (αi ) /∈ ∆̃ψ

}
.

Quitte à conjuguer P, on peut supposer que L est le sous-groupe de Levi standard
associé aux racines simples {β2, ... ,βn}, ce qui ce traduit par ∆ψ ⊃ {β2, ... ,βn}.
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En reprenant l’étude précédente, on peut alors déterminer explicitement les ra-
cines w0xγ

i (αi ) lorsque γi = 1. En effet, on a, pour j ≤ n + 1,

tntn−1 · · · tj(βi ) =





βi si i < j − 1;

βi−1 si i > j ;

βi + · · · + βn si i = j − 1

ce dernier cas n’apparaissant qu’une seule fois au plus dans le calcul de w0xγ
i (αi )

pour γi = 1 (il correspond au cas (A.3) lorsque j ≤ n ; si j = n+1, on est forcément
dans la situation où x = w0 avec γ = (1, 1, ... , 1), et βn n’apparait bien qu’une

seule fois). On conclut en remarquant que ∆̃ψ = {β1, ... ,βn−1}.

(ii) Le type Bn. Ici, le groupe de Weyl W = Wn et son système de racines corres-
pondent au diagramme de Dynkin suivant :

<
t1 t2 t3 t4 tn−1 tn

On notera S = {t1, ... , tn} l’ensemble des réflexions simples et ∆ = {β1, ... ,βn}
les racines simples associées. Rappelons que Φ est formé de n2 racines positives,
dont l’expression en termes des racines simples est donnée par [11, planche II] :

• βi + βi+1 + · · ·+ βj pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n ;

• 2β1 + · · ·+ 2βi + βi+1 + · · ·+ βj pour 1 ≤ i < j ≤ n.

On choisit pour ψ un caractère linéaire de U non trivial sur les sous-groupes Uβi

pour i < n et trivial sur Uβn
, de sorte que ∆ψ = ∆̃ψ = {β1, ... ,βn−1}. Les éléments

w pour lesquels on va pouvoir expliciter les sous-expressions x-distinguées sont
les puissances des éléments de Coxeter.

On fixe pour l’instant un élément particulier c = tntn−1 · · · t1 et on pose
w = cd , avec d ≤ n. Comme pour le type An, on peut décomposer w en w =
wnwn−1 · · ·w1, où chaque wj est un élément de Wj qui est réduit-{β1, ... ,βj−1}.
On vérifie facilement que ces éléments sont donnés par :

• wj = tj−d+1 · · · tj−1tj pour j > d ;

• wj = tjtj−1 · · · t2t1t2 · · · tj−1tj pour j ≤ d .

En particulier, wd · · ·w2w1 représente l’élément de plus grande longueur de Wd .
Comme précédemment, pour γ une sous-expression x-distinguée de w , on no-
tera γ(j) les sous-expressions de wj induites, et vj le produit de leurs éléments.
Si on suppose maintenant que ψ est (γ, x)-régulier et que γr = 1, le lemme 2.56
contraint les vj à vérifier l’une des deux relations suivantes :

ou

w0xvn · · · vj+1 = tntn−1 · · · tmj
avec 2 ≤ mj ≤ n + 1

w0xvn · · · vj+1 = tntn−1 · · · t2t1t2 · · · tmj
avec 1 ≤ mj ≤ n.

La seconde égalité n’est en fait jamais vérifié dans notre cas. Nous allons le mon-
trer par une analyse précise de la forme que prennent ces sous-expressions. On
distingue pour cela deux cas :
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• si w0x = tn · · · t2t1t2 · · · tmn avec mn ≥ 1, alors pour j > d , les sous-expres-
sions γ(j) sont de la forme

γ(j) =





(1, 1, ... , 1) si mj−1 = mj ;

(1, 1, ... , 1, tmj
, 1, ... , 1) si mj−1 < mj ;

(tmj+1, ... , tmj−1
, 1, ... , 1) si mj−1 > mj .

Notons que ce dernier cas ne peut se produire qu’ une seule fois au plus, et
qu’alors forcément mj−1 < j (ceci est dû à la condition γr = 1, ainsi qu’à la
forme particulière de w ). Dans les autres cas, on trouve aussi mj−1 < j , et
donc en particulier md ≤ d . Pour j ≤ d , on trouve

γ(j) =





(1, 1, ... , 1);

(1, ... , 1, tmj+1, 1, ... , 1, tmj+1, 1, ... , 1);

(1, ... , 1, 1, tmj
, tmj−1, ... , t2, t1, t2, ... , tj). (B.0)

Puisque md ≤ d , ce dernier cas se produit au moins une fois (au plus tard
pour la sous-expression γ(md )), et γ est triviale à partir de ce rang. Vu que
γr = 1, on en déduit que xw0 = tntn−1 · · · tj+2tj+1, ce qui contredit la forme
donnée au départ ;

• si w0x = tntn−1 · · · tmn avec mn ≥ 2, alors pour j > d , on obtient, toujours
grâce au lemme 2.56 :

γ(j) =





(1, 1, ... , 1) si mj−1 = mj ;

(1, 1, ... , 1, tmj−1, 1, ... , 1) si mj−1 < mj ;

(1, ... , 1, tmj
, ... , tj−1, tj ) si mj−1 > mj .

(B.1)

(B.2)

(B.3)

Pour ce dernier cas, on a forcément mn = j + 1 et la sous-expression γ est
triviale à partir de ce rang. Pour être plus précis, on peut même donner
l’ordre dans lequel ces différentes sous-expressions apparaissent : si mn ≤
n − d + 1, alors le cas (B.3) se produit après un certain nombre de cas
(B.1) (n−d + 1−mn exactement), ce qui conduit à deux valeurs différentes
pour mn. On a donc mn > n−d +1, et les sous-expressions γ(j) apparaissent
dans l’ordre (B.2)-(B.3)-(B.1). Remarquons tout de même que les cas (B.3)
et (B.1) ne se produisent que lorsque mn ≥ d + 1, puisque la condition
mn = j + 1 ne peut être vérifiée sinon.

Plaçons nous maintenant sous l’hypothèse mn ≥ d + 1. Par l’analyse
précédente, on obtient md = mn − (n− d) car les sous-expressions γ(j) sont
toutes du type (B.2) pour j > d . Pour j ≤ d , les choix possibles sont les
suivants :

γ(j) =





(1, 1, ... , 1);

(1, ... , 1, tmj
, 1, ... , 1, tmj

, 1, ... , 1);

(1, ... , 1, tmj
, 1, ... , 1, 1, tmj +1, ... , tj);

(tj , tj−1, ... , ti , 1, ... , 1, ti , ... , tj−1, tj );

(tj , tj−1, ... , t2, t1, t2, ... , tmj−1
, 1, ... , 1).

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)
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Comme précédemment, il est facile de vérifier que les cas (B.6) et (B.7)
sont terminaux. Quant au type (B.8), on montre qu’il est exclu : si j est un
entier maximal tel que γ(j) soit de type (B.8), alors nécessairement md =
mj car les situations non terminales ne modifient pas les entiers mj . Les
cas suivants possibles sont alors du type (B.5) puis (B.0) pour une sous-
expressions γ(j ′). On obtient ainsi mj ≤ j ′ et mn = j ′ + 1, ce qui contredit
l’égalité md = mn − (n − d).

Remarquons pour finir qu’avec les mêmes arguments, le type (B.7) ne
peut apparaı̂tre que dans le cas où d = n (car on montre alors que md = mn).

De la forme particulière de ces sous-expressions distinguées on déduit le
résultat suivant :

Proposition 2.60. Pour (G, F ) un groupe déployé de type Bn, P un sous-groupe para-
bolique standard de G de décomposition P = LUP avec L de type Bn−1, ψ un caractère
linéaire de U dont la restriction à U ∩ L est régulière et w une puissance d’un élément
de Coxeter, les groupes eψHi

c

(
Y(ẇ), Λ

)
s’annulent dès que l’une des deux conditions

suivantes est vérifiée :

• i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1} et w 6= w0 ;

• i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1, ℓ(w) + 2} et w = w0.

Démonstration. Par hypothèse, on peut choisir un élément de Coxeter c et un
entier non nul d vérifiant w = cd . Puisque c−1 est aussi un élément de Coxeter,
on peut supposer que d ≤ n. En effet, pour le type Bn, le nombre de Coxeter, qui
est aussi l’ordre de c , est égal à 2n. L’élément de Coxeter c0 = tntn−1 · · · t1 vérifie
cn
0 = w0 et il est donc central dans Wn. Puisque tous les éléments de Coxeter sont

conjugués, on en déduit que cn = w0 et qu’ainsi pour tout entier d ≤ n on a
ℓ(cd) = nd .

Décomposons maintenant c en un produit vv ′ tel que ℓ(v) + ℓ(v ′) = n et
considérons un autre élément de Coxeter c ′ = v ′v . Dans cette situation, on dit
que les éléments c et c ′ sont conjugués par permutation cyclique [42, section 3.1].
L’observation précédente sur les longueurs assure que les puissances de c et
de c ′ sont aussi conjuguées par permutation cyclique : en effet, on trouve cd =

v
(
(v ′v)d−1v ′

)
et c ′

d =
(
(v ′v)d−1v ′

)
v avec

ℓ(cd) = ℓ(v) + ℓ((v ′v)d−1v) = ℓ(c ′d) = nd .

Puisque tous les éléments de Coxeter sont conjugués par une suite de permu-
tations cycliques [42, théorème 3.1.4], on déduit de [29, théorème 1.6] que les
variétés de Deligne-Lusztig associées à une puissance fixée de n’importe quel
élément de Coxeter ont toutes la même cohomologie. On peut donc supposer
que c = c0 = tntn−1 · · · t1.

On reprend alors la démonstration de la proposition 2.59 : le lemme 2.57 nous
assure qu’il suffit de majorer le cardinal de l’ensemble

Kγ(ψ) =
{
i ∈ [[ 1 ; r ]] r Iγ

∣∣ w0xγ
i (αi ) /∈ ∆̃ψ

}
.
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avec ici ∆̃ψ = ∆ψ = {β1, ... ,βn−1}. D’un autre côté, le lemme 2.56 nous donne
précisément la forme des éléments w0xγ

i . Il suffit alors de calculer, pour j ≤ n+1,

tntn−1 · · · tj(βi ) =





βi si i < j − 1;

βi−1 si i > j ;

βi + · · ·+ βn si i = j − 1

(2.61)

et de remarquer que le dernier cas ne peut se produire que dans les situations
(B.3), (B.6) (il ne se produit alors qu’une seule fois) ou (B.7) (il a lieu au plus
deux fois dans cette situation, et seulement lorsque d = n, c’est-à-dire pour w =
w0). Puisque la sous-expression γ est triviale après chacune de ces situations, on
en déduit la proposition.

Remarque 2.62. Le début de la preuve cache la notion de bon élément de Coxeter.
De façon générale, on dit qu’un élément w ∈W est un bon élément m-régulier [17]
si wm = 1 et si pour tout entier n ≤ m/2 l’élément w r est de longueur rN/m.

Si w0 est central, le nombre de Coxeter est pair et tous les éléments de Coxe-
ter sont des bons éléments h-réguliers, puisqu’ils vérifient tous ch/2 = w0 ; on
a vu alors au cours de la démonstration précédente que la cohomologie de la
variété de Deligne-Lusztig associée à une puissance d’un élément de Coxeter ne
dépendait pas du choix de cet élément. En général, si c et c ′ sont deux éléments
de Coxeter, alors d’après [42, théorème 3.1.4] et [35, proposition 3.1.6] les variétés

X(cd) et X(c′d) associées au puissances des images de c et c ′ dans le groupe de
tresses ont la même cohomologie ; si c et c ′ sont tous les deux supposés bons, on

en déduit que X(cd) et X(c ′d) ont la même cohomologie.

(iii) Le type Cn. Le groupe de Weyl W = Wn est identique au groupe de type
Bn et les sous-expressions distingués sont les mêmes. En revanche, le système de
racine est différent, mais l’équation 2.61 reste néanmoins vraie, et la proposition
précédente se généralise au type Cn :

Proposition 2.63. Pour (G, F ) un groupe déployé de type Cn, P un sous-groupe para-
bolique standard de G de décomposition P = LUP avec L de type Cn−1, ψ un caractère
linéaire de U dont la restriction à U ∩ L est régulière et w une puissance d’un élément
de Coxeter, les groupes eψHi

c

(
Y(ẇ), Λ

)
s’annulent dès que l’une des deux conditions

suivantes est vérifiée :

• i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1} et w 6= w0 ;

• i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1, ℓ(w) + 2} et w = w0.

(iv) Le type Dn. Le groupe de Weyl W = W ′
n et son système de racines sont

représentés par le diagramme de Dynkin suivant :

t1
t3

t2

t4 t5 tn−1 tn
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On notera S = {t1, ... , tn} l’ensemble des réflexions simples et ∆ = {β1, ... ,βn}
les racines simples associées. L’ensemble Φ est formé de n2 − n racines positives,
dont l’expression en termes des racines simples est donnée par [11, planche III] :

• βi + βi+1 + · · ·+ βj pour 3 ≤ i ≤ j ≤ n ;

• β1 + β3 + · · ·+ βj pour 3 ≤ j ≤ n ou β1 ;

• β2 + β3 + · · ·+ βj pour 3 ≤ j ≤ n ou β2 ;

• β1 + β2 + 2β3 + · · ·+ 2βi−1 + βi + · · · + βj pour 3 ≤ i ≤ j ≤ n.

Ici, pour d ≤ n−1, les puissances d-ièmes de l’élément de Coxeter c = tntn−1 · · · t1
peuvent s’écrire w = cd = wn · · ·w3w2 où pour j ≥ 3, wj est un élément de W ′

j

qui est réduit-{β1, ... ,βj−1}, et w2 = t2t1 . De façon plus précise, on trouve

• wj = tj−d+1 · · · tj−1tj pour j > d ;

• wj = tjtj−1 · · · t3t2t1t3 · · · tj−1tj pour 3 ≤ j ≤ d .

Comme précédemment, une sous-expression x-distinguée de w se décompose
en γ = (γ(n), ... , γ(3), γ(2)), avec γ(j) une sous-expression de wj dont le produit

sera noté vi . Si de plus ψ est un caractère (γ, x)-régulier de U vérifiant ∆̃ψ =
∆ψ = {β1,β2, ... ,βn−1} et γr = 1, alors la forme des sous-mots issus des sous-
expressions partielles de γ est donnée par le lemme 2.56. On distingue quatre
cas :

w0xvnvn−1 · · · vj+1 =





tntn−1 · · · tmj
avec 3 ≤ mj ≤ n + 1;

tntn−1 · · · t3t2 ou tntn−1 · · · t3t1;

tntn−1 · · · t3t2t1t3 · · · tmj−1tmj
avec 2 ≤ mj ≤ n.

On peut montrer qu’en fait seule la première situation est possible. La même
analyse que celle menée pour le type Bn nous donne en effet la forme précise que
prennent les sous-expressions γ(j) : pour j > d , on a

γ(j) =





(1, 1, ... , 1) si mj−1 = mj ;

(1, 1, ... , 1, tmj−1, 1, ... , 1) si mj−1 < mj ;

(1, ... , 1, tmj
, ... , tj−1, tj ) si mj−1 > mj .

(D.1)

(D.2)

(D.3)

alors que pour 3 ≤ j ≤ d on trouve :

γ(j) =





(1, 1, ... , 1);

(1, ... , 1, tmj
, 1, ... , 1, tmj

, 1, ... , 1);

(1, ... , 1, tmj
, 1, ... , 1, 1, tmj +1, ... , tj );

(tj , tj−1, ... , ti , 1, ... , 1, ti , ... , tj−1, tj);

(D.4)

(D.5)

(D.6)

(D.7)

avec en plus γ(2) = (1, 1). Là encore, les cas (D.3), (D.6) et (D.7) sont terminaux
(les sous-expressions restantes sont triviales) et ce dernier ne se produit que pour
d = n − 1, c’est-à-dire lorsque w = w0. En adaptant la démonstration de la pro-
position 2.60 à la lumière de la remarque 2.62, on trouve finalement :

Proposition 2.64. Pour (G, F ) un groupe déployé de type Dn, avec n ≥ 4, P un sous-
groupe parabolique standard de G de décomposition P = LUP avec L de type Dn−1, ψ
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un caractère linéaire de U dont la restriction à U ∩ L est régulière et w une puissance
d’un bon élément de Coxeter, les groupes eψHi

c

(
Y(ẇ), Λ

)
s’annulent dès que l’une des

deux conditions suivantes est vérifiée :

• i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1} et w 6= w0 ;

• i /∈ {ℓ(w), ℓ(w) + 1, ℓ(w) + 2} et w = w0.

(v) Groupes exceptionnels. Pour résoudre le cas des groupes exceptionnels, on
utilise les programmes donnés en annexe. Les résultats sont affichés dans le ta-
bleau suivant : chaque entrée représente l’intervalle en dehors duquel on est sûr
que les groupes eψHi

c(Y(ẇ ), Λ) sont nuls, pour w = cd une puissance non triviale
d’un bon élément de Coxeter fixé pour chaque type (d’après la remarque 2.62,
la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig associée ne dépend pas de ce
choix). D’autre part, puisque c−1 est aussi un élément de Coxeter, on se limitera
à d ≤ h/2.

type E6 type E7 type E8 type F4 type G2

1 [[ 6 ; 7 ]] [[ 7 ; 8 ]] [[ 8 ; 9 ]] [[ 4 ; 5 ]] [[ 2 ; 3 ]]

2 [[ 12 ; 13 ]] [[ 14 ; 15 ]] [[ 16 ; 17 ]] [[ 8 ; 9 ]] [[ 4 ; 6 ]]

3 [[ 18 ; 19 ]] [[ 21 ; 22 ]] [[ 24 ; 26 ]] [[ 12 ; 14 ]] [[ 6 ; 9 ]]

4 [[ 24 ; 26 ]] [[ 28 ; 30 ]] [[ 32 ; 34 ]] [[ 16 ; 19 ]]

5 [[ 30 ; 33 ]] [[ 35 ; 37 ]] [[ 40 ; 42 ]] [[ 20 ; 23 ]]

6 [[ 36 ; 41 ]] [[ 42 ; 46 ]] [[ 48 ; 51 ]] [[ 24 ; 28 ]]

7 [[ 49 ; 53 ]] [[ 56 ; 60 ]]

8 [[ 56 ; 61 ]] [[ 64 ; 69 ]]

9 [[ 63 ; 69 ]] [[ 72 ; 77 ]]

10 [[ 80 ; 86 ]]

11 [[ 88 ; 95 ]]

12 [[ 96 ; 104 ]]

13 [[ 104 ; 112 ]]

14 [[ 112 ; 120 ]]

15 [[ 120 ; 129 ]]

Remarque 2.65. Les valeurs de ce tableau ont été calculées à partir de certaines
décompositions réduites de puissances d’éléments de Coxeter seulement. Avec
une puissance de calcul plus grande, il est probable que l’on puisse diminuer la
longueur de certains intervalles.

2.5.3 Le cas de la variété Y(w0) pour les groupes de type An

On restreint notre étude au cas des groupes de type An et pour w = w0, mais
en supprimant maintenant toute condition sur les caractères linéaires considérés.
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On verra au cours du prochain chapitre que ce résultat permet de limiter la posi-
tion des caractères unipotents dans la cohomologie de Y(ẇ0), en accord avec [35,
conjecture 3.3.26] (voir théorème 3.31).

Proposition 2.66. Soit (G, F ) un groupe déployé de type An et ψ un caractère linéaire
de U . Alors, en notant

rψ =
n∑

i=1

∣∣(∆ r ∆ψ) ∩ {βi , ... ,βn}
∣∣

les groupes eψHi
c

(
Y(ẇ0), Λ

)
sont nuls dès que i > ℓ(w0) + rψ .

Démonstration. Pour chaque élément x ∈ W , on va exhiber une décomposition
réduite de w0 pour laquelle Kx(ψ) ≤ rψ ; le résultat découlera alors du lemme
2.57. On écrit pour cela w0 sous la forme w0 = x−1xw0 = x−1w0(w0x) ; notons que
les longueurs de y = x−1w0 et x̃ = (w0x) s’ajoutent, ce qui permet d’obtenir une
décomposition réduite de w0 en concaténant des décompositions réduites de y et
x̃ . Pour ce dernier élément, on choisira une décomposition de la forme

x̃ = w1 · · ·wn−1wn = · · · (tn−1tn−2 · · · tjn−1) (tntn−1 · · · tjn)

où chaque wi est un élément de Si+1 qui est {β1, ... ,βi−1}-réduit. L’intérêt d’une
telle décomposition réside dans le fait que si γ est une sous-expression x-distin-
guée de w0, alors on a forcément γi = si pour i ≤ ℓ(y). Par conséquent, γ se
décompose en γ =

(
δ, γ̃(1), ... , γ̃(n)

)
où :

• δ = (s1, s2, ... , sℓ(y)) ;

• γ̃(i) est une sous-expression w0w1 · · ·wi−1-distinguée de wi , dont le produit
sera noté vi .

Avec ces notations, l’ensemble Kγ(ψ) se partitionne en

Kγ(ψ) =

n⊔

i=1

Keγ(i)(ψ). (2.67)

On est donc ramené à étudier le cardinal de chaque ensemble Keγ(i)(ψ). Fixons un

entier i et examinons la sous-expression γ̃(i) : elle s’écrit γ̃(i) = (γj)j∈Ji
pour un

certain ensemble d’entiers consécutifs Ji et on a

Keγ(i)(ψ) =
{
j ∈ Ji | γj = 1 et w0xγ

j(αj ) /∈ ∆̃ψ

}
.

D’après le lemme 2.56, les éléments w0xγ
j sont ∆̃ψ-réduits ; étant donné que

αi est une racine simple, on en déduit que la condition w0xγ
j(αj) /∈ ∆̃ψ est

équivalente à w0xγ
j (αj) /∈ Φ e∆ψ

. Autrement dit, w0xγ
j (αj) /∈ ∆̃ψ si et seulement si

la décomposition de w0xγ
j(αj ) en une somme de racines simples fait apparaı̂tre

au moins un élément de ∆ r ∆̃ψ . On va montrer que ces éléments sont distincts.

Posons ni = min{j ∈ Ji | γj = 1} ; la forme particulière de l’élément wi permet
de vérifier l’égalité suivante :
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∑

j∈Ji
γj=1

w0xγ
j(αj ) = w1 · · ·wi−1

(
βi + βi+1 + · · ·+ βnj

)
∈ Φ.

Puisque γ est x-distinguée, chacune des racines de la somme est positive. Par
l’égalité précédente, la somme est donc aussi une racine (positive) ; par consé-
quent, les racines simples intervenant dans chacun des termes w0xγ

j(αj ) sont
deux à deux disjointes. Cette propriété étant vraie a fortiori pour w0xγ

j(αj ) si
j ∈ Keγ(i)(ψ), on déduit de l’analyse précédente que

c’est-à-dire

∣∣Keγ(i)(ψ)
∣∣ ≤

∣∣(∆ r ∆̃ψ) ∩ w1 · · ·wi−1(Φ{β1,...,βi})
∣∣

∣∣Keγ(i)(ψ)
∣∣ ≤

∣∣(∆ r ∆̃ψ) ∩ {β1, ... ,βi}
∣∣.

On conclut grâce à l’égalité 2.67 et en appliquant l’involution−w0 sur l’ensemble
des racines simples ∆.

Remarque 2.68. On peut voir ψ comme l’inflation d’un caractère régulier du
groupe unipotent U ∩ L∆ψ

, où L∆ψ
est le sous-groupe de Levi standard associé à

l’ensemble de racines simples ∆ψ . Dans le cas du type An, les classes de conju-
guaison de ces sous-groupes de Levi sont indexées par les partitions de n + 1, et
le théorème 3.31 donnera un lien entre l’entier rψ et la partition associée à L∆ψ

en
termes des fonctions a et A de Lusztig.

86



Chapitre 3

Modules de Gelfand-Graev
généralisés dans la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig

Contexte

Dans la théorie des représentations ordinaires des groupes réductifs finis se
pose le problème de calculer explicitement la table des caractères de ces groupes,
et notamment la valeur des caractères irréductibles sur les éléments unipotents.
Deux stratégies ont été développées parallèlement pour résoudre cette question :
l’introduction et l’étude, par Kawanaka, des caractères de Gelfand-Graev généralisés,
et la théorie des faisceaux-caractères développée par Lusztig. Si les deux approches
sont étroitement reliées (via les classes unipotentes et leur géométrie), c’est la
première qui retiendra notre attention dans ce chapitre, puisqu’elle s’étend natu-
rellement au cadre modulaire.

Plus précisément, lorsque la caractéristique de F est bonne pour G, on peut as-
socier à chaque élément nilpotent rationnel N de l’algèbre de Lie g de ce groupe,
un module projectif ΓN , indépendant de la classe de G -conjugaison de N, défini
comme l’induit d’une certaine représentation du groupe unipotent U . L’objet de
ce chapitre sera de comprendre le lien entre ces modules et la cohomologie des
variétés de Deligne-Lusztig, lien que l’on représentera concrètement par le com-
plexe RHom•

ΛG

(
ΓN , RΓc(Y(ẇ ), Λ)

)
.

La définition précise des modules de Gelfand-Graev généralisés repose sur la
classification des orbites nilpotentes de G, que l’on rappellera dans une première
partie. L’avantage de cette classification est qu’elle ne dépend pas de la caracté-
ristique p, en supposant que p est un bon nombre premier pour G. On donnera
ensuite, dans une deuxième partie, un point de départ au calcul du complexe
RHom•

ΛG

(
ΓN , RΓc (Y(ẇ), Λ)

)
à l’aide des pièces Yx(ẇ) introduites dans le chapitre

précédent. Le point crucial est encore la description explicite de certains quo-
tients de ces pièces, qui permet d’étendre les actions de certains groupes finis à
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un groupe algébrique connexe, afin de montrer que l’action induite sur la coho-
mologie de ces variétés est triviale. Pour finir, on s’intéressera au cas particulier
de la classe unipotente maximale, formée des éléments unipotents réguliers de
G. On obtient alors des modules de Gelfand-Graev usuels, en termes desquels
on peut traduire les résultats des parties 2.3 et 2.4. On en déduit une preuve de
la conjecture de Bonnafé-Rouquier sur la restriction de Deligne-Lusztig des mo-
dules de Gelfand-Graev, ainsi que des résultats partiels concernant leurs induits.
Tous les résultats de ce chapitre seront montrés sous l’hypothèse suivante :

(H.0) la caratéristique p de F est un très bon nombre premier pour G.

Autrement dit, les restrictions sur p seront les suivantes, selon les types des fac-
teurs simples intervenant dans G :

• type An : p ne divise pas n + 1 ;

• types Bn, Cn et Dn : p 6= 2 ;

• types E6, E7, F4 et G2 : p 6= 2, 3 ;

• type E8 : p 6= 2, 3, 5.

3.1 Modules de Gelfand-Graev généralisés

On reprend les notations données au début du chapitre précédent en y ajou-
tant les objets infinitésimaux associés : on désignera par g, t et u (resp. u−) les
algèbres de Lie de G, T et U (resp. U−). L’endomorphisme de Frobenius induit
sur ces algèbres sera toujours noté F . On désigne par N le cône nilpotent formé
des éléments nilpotents de g (c’est-à-dire les éléments dont l’image par n’importe
quelle représentation est un endomorphisme nilpotent). Le groupe algébrique G
agit sur g par adjonction, stabilisant globalement N ; les orbites d’éléments nil-
potents pour cette action sont appelées les orbites nilpotentes de G.

Dans le cas où la caractéristique de G est un bon nombre premier, de nom-
breux résultats concernant les orbites nilpotentes (notamment la classification)
ne dépendent que du type de G. Sous l’hypothèse (H.0) et lorsque G est semi-
simple, on dispose même d’isogénies centrales séparables

Gsc G Gad
π ι

où Gsc (resp. Gad) est un groupe simplement connexe (resp. de type adjoint) de
même type que G. Ces morphismes induisent, au niveau des groupes, des iso-
morphismes T-équivariants entre les sous-groupes à un paramètre Uα, et leur
différentielle induit, aux niveau des algèbres de Lie :

• des isomorphismes G-équivariants entre gsc, g et gad ;

• des homéomorphimes G-équivariantes entre les cônes nilpotents, et donc
des bijections entre les ensembles d’orbites nilpotentes ;

• des isomorphismes T-équivariants entre les algèbres de Lie des groupes à
un paramètre Uα.
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Certains invariants associés aux orbites nilpotentes, comme le nombre de compo-
santes connexes du centralisateur d’un élément nilpotent, dépendent néanmoins
du groupe G considéré, et pas seulement de son type.

3.1.1 Classification des orbites nilpotentes

Nous allons rappeler deux points de vues utilisés pour paramétrer les or-
bites nilpotentes de g, à savoir les diagrammes de Dynkin pondérés et les sous-
groupes paraboliques distingués. Les méthodes exposées brièvement ici sont par
exemple détaillées dans [21, chapitre 5] et [71].

L’ingrédient essentiel de cette classification est la finitude de l’ensemble des
classes unipotentes, démontrée dans [10]. Puisque le cône nilpotent N est irré-
ductible, il contient une unique orbite ouverte dense, appelée orbite régulière. Ce
phénomène s’applique aussi à certains sous-groupes de G, et permet ainsi de
construire des orbites nilpotentes en saturant les orbites régulières associées à
des groupes plus petits.

(i) Diagrammes de Dynkin pondérés. Fixons un groupe algébrique complexe
semi-simple et simplement connexe GC de même type que G et notons gC son
algèbre de Lie. On peut alors choisir une base de Chevalley de gC formée des
éléments (Xα)α∈Φ et (Hα)α∈∆, ce qui permet de définir une forme entière gZ de
gC. Par hypothèse sur p, on peut identifier [g, g] et gZ⊗ZF (voir par exemple [10])
et on en déduit, pour chaque racine α, un vecteur directeur εα = Xα ⊗ 1 de la
droite uα = Lie(Uα). Notons qu’il n’est pas forcément stable par F même dans les
cas où Uα l’est. Avec ces notations, l’algèbre g se décompose en :

g = u− ⊕ t⊕ u = t⊕
⊕

α∈Φ

Fεα.

Le théorème de Jacobson-Morozov nous assure que tout élément nilpotent N

de l’algèbre de Lie complexe gC peut être complété en un sl2-triplet {N, N ′, H}.
De plus, quitte à conjuguer N, on peut supposer que l’élément H est combinaison
linéaire à coefficients entiers, et même positifs, des éléments Hα. Le diagramme de
Dynkin pondéré associé à N est alors la fonction additive d : Φ −→ Z définie par
d(α) = α(H). On peut montrer qu’il ne peut prendre que les valeurs 0, 1 ou 2
sur la base ∆ et qu’il ne dépend pas de la classe de GC-conjugaison O de N ; on
pourra donc le noter dO . L’ensemble des diagrammes obtenus de cette façon sera
noté Diag(Φ).

Le résultat surprenant de cette théorie est que l’ensemble Diag(Φ) paramètre
non seulement les orbites nilpotentes du groupe complexe GC mais aussi celles
de G, alors que le théorème de Jacobson-Morozov n’y est pas toujours valable. En
effet, à chaque diagramme de Dynkin pondéré d on peut associer un sous-groupe
parabolique Pd de G défini par

Pd = 〈T, Uα | d(α) ≥ 0〉
ainsi qu’une décomposition de Levi Pd = LdUd de ce groupe, donnée par
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Ld = 〈T, Uα | d(α) = 0〉 et Ud = 〈Uα | d(α) > 0〉.
Au niveau des algèbres de Lie, d définit une graduation

(
gd(i)

)
i∈Z de g en une

famille de sous-espaces vectoriels

et

gd(i) =
⊕

d(α)=i

uα pour i 6= 0,

gd(0) = t⊕
⊕

d(α)=0

uα.

Les espaces gd(i) ne sont pas forcément des sous-algèbres de Lie de g, mais ils
sont en revanche stables par l’action adjointe du groupe réductif Ld . En notant
gd(2)rég l’unique Ld -orbite dense dans gd(2), on obtient le paramétrage annoncé :

Théorème 3.1 (Dynkin, Pommering, Premet). Si p est un très bon nombre premier
pour G, l’application d 7−→ G · gd(2)rég réalise une bijection entre l’ensemble Diag(Φ)
des diagrammes de Dynkin pondérés et l’ensemble des orbites nilpotentes de G. De plus,
pour un diagramme d fixé, on a

• Od ∩
(⊕

i≥2 gd(i)
)

est une seule Pd -orbite, et elle est dense dans
⊕

i≥2 gd(i) ;

• tout élément N de cette Pd -orbite vérifie CG(N) = CPd
(N).

Remarque 3.2. Puisque deux diagrammes distincts donnent deux orbites dis-
tinctes, le diagramme associé à une orbite O stable par F vérifie nécessairement
d ◦ φ = d . Ainsi, les sous-groupes et sous-espaces associés à d sont eux aussi
stables par F , de même que la Ld -orbite maximale gd(2)rég.

La classe OF se scinde éventuellement en plusieurs G -orbites, toutes ne ren-
contrant pas forcément gd(2)rég. Néanmoins, pour N ∈ gd(2)rég, le centralisateur
CG(N) est un sous-groupe du groupe connexe Pd , et le théorème de Lang assure
que chacune de ces classes admet tout de même un représentant dans Pd ·gd(2)F

rég,

et donc, d’après le résultat précédent, dans OF ∩
(⊕

i≥2 gd(i)
)
.

Exemple 3.3. Supposons que G = Sp4(F) est le groupe symplectique. D’après
[21, chapitre 13], le cône nilpotent se décompose en 4 orbites sous l’action de G,
lesquelles vérifient les relations d’inclusion

{0} ⊂ Omin ⊂ O ⊂ O rég = N

L’orbite Omin est appelée orbite minimale : elle est contenue dans l’adhérence de
toutes les orbites non triviales (nous y reviendront en section 3.1.3). L’orbite O

est quant à elle appelée orbite sous-régulière ; elle correspond au diagramme de
Dynkin pondéré suivant

0
<

2

c’est-à-dire le diagramme d défini sur les racines simples par d(α) = 0 (α étant la
racine simple courte) et d(β) = 2.

Munissons maintenant le groupe G de sa Fq-structure rationnelle standard,
de telle sorte que la classe sous-régulière O soit stable par F . Alors d’après [88],
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l’ensemble OF se scinde en deux classes rationnelles. On peut en préciser des
représentants après avoir fixé une base (eγ) de u stable par F et proportionnelle
à la base de Chevalley (εγ) : chaque G -orbite de OF est portée par un élément
nilpotent de la forme N(ν) = eβ − νe2α+β avec ν ∈ F×q . De plus, N(ν) et N(ν ′)
sont conjugués sous G = Sp4(q) si et seulement si ν ′ν−1 est un carré dans Fq .

Si G = PSp4(F) est le groupe de type adjoint correspondant, alors le résultat
reste vrai puisque d’après [21, chapitre 13], le groupe CG(N)/CG(N)◦ est d’ordre
2 pour tout élément nilpotent N de la classe sous-régulière.

Remarque 3.4. D’après le premier point du théorème précédent, la dimension
du centralisateur d’un élément N ∈ O est donnée par

dim CG(N) = dim Pd − dim U2 = dim G− dim U1 − dim U2.

On en déduit que la dimension d’une orbite nilpotente se calcule directement à
partir de son diagramme de Dynkin dO :

dim O = dim U1 + dim U2.

(ii) Théorie de Bala-Carter. La manipulation pratique des diagrammes de Dyn-
kin pondérés n’est pas toujours aisée ; on peut néanmoins coutourner ce pro-
blème en se concentrant sur d’autres objets associés : les sous-groupes de Levi
de G et leurs sous-groupes paraboliques. Fixons pour cela un diagramme d ∈
Diag(Φ) et N un élément de gd(2)rég ; le groupe CLd

(N) est alors un groupe réduc-
tif et on peut construire un sous-groupe de Levi L de G, défini comme le centrali-
sateur d’un tore maximal de ce groupe. En posant Q = Pd ∩ L et V = Ru(Q) son
radical unipotent on peut montrer que

• Q est un sous-groupe parabolique distingué de L, c’est-à-dire qu’il vérifie :

dim
(
D(Q)/V

)
= dim

(
V/D(V)

)
;

• N est un élément de Richardson de v = Lie(V), ce qui signifie que l’orbite Q·N
est dense dans v. On notera vrég cette orbite.

À conjugaison près, on obtient par ce procédé toutes les paires (L, Q) vérifiant
cette propriété lorsque d parcourt Diag(Φ). Plus précisément,

Théorème 3.5 (Bala-Carter, Pommering, Premet). L’application (L, Q) 7−→ G · vrég

réalise une bijection entre les classes de conjugaison des couples formés d’un sous-groupe
de Levi L de G et d’un sous-groupe parabolique distingué Q de L et l’ensemble des orbites
nilpotentes de G.

Remarque 3.6. Le diagramme de la L-orbite vrég peut-être facilement déterminé :
quitte à conjuguer la paire (L, Q), on peut en effet supposer que ces données sont
standard et s’écrivent L = LI et Q = PJ ∩ LI pour J ⊂ I ⊂ ∆. Le diagramme dvrég

prend alors la valeur 2 sur J et 0 sur I r J . En revanche, il est en général difficile
de donner explicitement celui la G-orbite associée : on s’en convaincra facilement
en remarquant par exemple qu’il ne prend pas forcément des valeurs paires sur
toutes les racines.

91



CHAPITRE 3. MODULES DE GELFAND-GRAEV GÉNÉRALISÉS

Parmi les orbites nilpotentes de G, notre attention se portera souvent sur les
deux suivantes dans les exemples de ce chapitre. Nous étudierons aussi dans la
section 3.1.3 un troisième exemple générique, celui de l’orbite nilpotente minimale.

Exemple 3.7. L’orbite régulière (définie comme l’unique orbite dense dans N )
correspond au diagramme de Dynkin vérifiant d(α) = 2 pour toute racine simple
α, ainsi qu’au couple (G, G) ; l’élément 0, seul dans son orbite, est donné quant à
lui par le diagramme de Dynkin nul et le couple (T, T).

Un des aspects remarquables de ces théorèmes est l’indépendance du para-
métrage par rapport à la caractéristique. Pour O une orbite nilpotente de G as-
sociée à un diagramme d , on notera OC l’orbite nilpotente de GC associée à ce
même diagramme, définissant ainsi une bijection entre les orbites nilpotentes de
G et celles du groupe complexe GC.

(iii) Relation d’ordre entre les orbites nilpotentes. On peut définir une relation
d’ordre partiel sur l’ensemble des orbites nilpotentes de G par :

O � O ′ ⇐⇒ O ⊂ O ′.

La même construction s’applique au cadre complexe et le résultat [84, théorème
5.2] de Spaltenstein s’interprète alors comme la compatibilité du paramétrage
précédent avec cet ordre :

Théorème 3.8 (Spaltenstein). L’application O 7−→ OC est croissante.

3.1.2 Modules de Gelfand-Graev généralisés

(i) Définition et premières propriétés. La famille (εα)α∈Φ n’étant pas forcément
adaptée à l’action de F induite sur g, on lui préfèrera une famille (eα)α∈Φ vérifiant
F (eα) = eφ(α) et eα ∈ uα. Avec les notations données en section 2.1.1, il suffit pour

cela de choisir, pour chaque représentant α ∈ [Φ/φ], un élément eα stable par F dα

et de poser ensuite eφi (α) = F i (eα).

Soit O une orbite nilpotente et d le diagramme de Dynkin pondéré associé.
On suppose que O est stable par F ; comme on l’a remarqué en 3.2, le poids des
racines est constant sur chaque orbite sous φ. On peut donc définir une filtration
de Ud = U1 ⊃ U2 ⊃ · · · par des groupes unipotents stables par F

Ui = 〈Uα | d(α) ≥ i〉
dont les algèbres de Lie seront notées ui = Lie(Ui ). Notons au passage que les
formules de Chevalley nous assurent que les quotients successifs Ui/Ui+1 sont
des groupes abéliens, isomorphes à

∏
d(α)=i Uα via la multiplication. Le cas i = 2

nous intéressera tout particulièrement, et on notera ∂ : U2 −→ gd(2) l’application
définie par

∂
( ∏

d(α)≥2

uα(ζα)
)

=
∑

d(α)=2

ζαeα.
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C’est un morphisme de groupes surjectif, Ld -équivariant et compatible avec l’ac-
tion de F . L’ordre du produit n’a ici pas d’importance puisque ∂ se factorise par
la projection U2 −→ U2/U3.

En suivant [56], on fixe un caractère linéaire χ : F+
qδ
−→ Λ× de Fqδ et on

définit, pour tout élément nilpotent N ∈ OF ∩ u2, un caractère linéaire ψN de U2

par :

∀ x ∈ U2 ψN(x) = χ
(
κ(ẇ0N, ∂(x))

)
.

où κ est la forme de Killing de g et ẇ0 un relevé de w0 dans NG (T). Notons que
puisque p est supposé très bon, la restriction de κ à [g, g] est non-dégénérée.

Remarque 3.9. En décomposant N =
∑

d(α)≥2 ηαeα sur la base de Chevalley et

en posant cα = κ(ẇ0eα, eα), on peut écrire la formule précédente en extension :

ψN

( ∏

d(α)≥2

uα(xα)
)

= χ
( ∑

d(α)=2

cαηw0(−α)xα

)
.

Sous cette forme, il est clair que pour toute racine α de poids 2, la restriction de
ψN à Vα est triviale si et seulement si la composante de N sur ew0(−α) est nulle.
On peut aussi remarquer que ψN ne dépend que de la classe de N dans u2/u3.

Pour finir, Kawanaka montre qu’il existe un sous-groupe unipotent stable par
F intermédiaire entre U1 et U2, noté U1,5, vérifiant [U1,5 : U2] = [U1 : U1,5], ainsi
qu’une extenstion ψ̃N de ψN en un caractère linéaire de U1,5. Le module de Gelfand-
Graev généralisé associé à N est alors défini par

ΓN = IndG
U1,5

ΛN

où on a noté ΛN le module Λ sur lequel U1,5 agit par le caractère ψ̃N

Proposition 3.10. Le module ΓN est un ΛG -module projectif dont le caractère γN est
donné par

[ΓN ] =
1

[U2 : U1]1/2
IndG

U2
ψN .

À isomorphisme près, ce module ne dépend pas de la classe de G -conjugaison de N.

Démonstration. Une preuve partielle de ce résultat est donnée dans [56] ; il reste
à montrer que si N et N ′ sont deux éléments de OF ∩ u2 rationnellements conju-
gués, alors les caractères ψN et ψN′ sont aussi conjugués. Par le théorème 3.1, N

et N ′ sont aussi dans la même Pd -orbite et CG(N) ⊂ Pd ; on en déduit qu’ils sont
en fait conjugués par un élément z ∈ Pd . Décomposons cet élément en z = um,
avec u ∈ Ud et m ∈ Ld . Alors

ψz ·N = (ẇ0m) · ψN . (3.11)

En effet, le groupe Ud agit trivialement sur u2/u3, et les caractères ψz ·N et ψm·N

sont donc égaux. En utilisant les compatibilités de κ et ∂ avec l’action de Ld , on
trouve alors, pour tout élément x de U2
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ψm·N(x) = χ
(
κ(ẇ0(m · N), ∂(x))

)
= χ

(
κ(ẇ0N, (ẇ0m−1) · ∂(x))

)

= χ
(
κ(ẇ0N, ∂((ẇ0m−1) · x))

)
= ψN((ẇ0m−1) · x)

ce qui traduit exactement l’équation 3.11.

Enfin, ΓN est bien projectif puisqu’il est l’induit du module ΛN qui est lui
aussi projectif (ℓ ne divisant pas l’ordre de U1,5). Sa classe d’isomorphisme est
donc déterminée par son caractère.

D’après la remarque 3.2, chaque élément nilpotent de O stable par F est ra-
tionnellement conjugué à un élément de OF ∩u2. La proposition précédente nous
assure donc que ΓN est bien défini pour n’importe quel élément de N F .

Exemple 3.12. Si O est l’orbite régulière, alors U1 = U1,5 = U2 = U ; pour tout

élément N de OF ∩ u2, le caractère ψ̃N est donc un caractère linéaire de U , trivial
sur D(U)F (puisqu’ici D(U) = U3). De plus, N étant régulier, ses composantes
sur les vecteurs eα pour toute racine simple α sont non nulles. Par la remarque

3.9, on en déduit que ψ̃N est un caractère régulier de U . Le module ΓN = IndG
U ΛN

associé est alors un module de Gelfand-Graev usuel.

Si O est réduit à zéro, on a U1 = U1,5 = U2 = {1}, et Γ0 = IndG
1 Λ = ΛG est la

représentation régulière de G .

(ii) Décomposition de γN sur les caractères unipotents. Rappelons qu’à chaque
caractère unipotent irréductible ρ de G on peut associer une orbite nilpotente
spéciale O(ρ) définie comme l’unique orbite vérifiant les deux conditions sui-
vantes (voir [65, section 11]) :

• la représentation λ de W associée au système local (O(ρ), 1) par la corres-
pondance de Springer est une représentation spéciale (autrement dit O(ρ)
est une orbite spéciale) ;

• le caractère unipotent associé à λ⊗ sgn est dans la même famille que ρ.

L’application ρ 7−→ O(ρ) permet de traduire certaines propriétés de la ma-
trice de passage entre les caractères unipotents et les caractères de Gelfand-Graev
généralisés [65, théorème 11.2] :

Théorème 3.13 (Lusztig). Soit N ∈ N F un élément nilpotent, O l’orbite nilpotente
associée et ρ ∈ Irr G un caractère unipotent de G . Alors

(i) si dim O(ρ) ≤ dim O avec O(ρ) 6= O , la multiplicité de ρ dans γN est nulle ;

(ii) si O(ρ) = O , la multiplicité de ρ dans γN est un entier borné par |W |2 ;

(iii) ρ étant fixé, il existe N ′ ∈ O(ρ)F tel que 〈γN′ ; ρ〉 6= 0.

Autrement dit, la projection d’un caractère de Gelfand-Graev généralisé γN

sur l’espace des caractères unipotents ne fait apparaı̂tre que des caractères as-
sociés à des orbites de dimensions supérieures à celle de G · N. De plus, si G · N
est spéciale, les caractères unipotents associés apparaissent avec une « petite »

multiplicité.
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Exemple 3.14. Si N est un élément nilpotent régulier, le caractère de Gelfand-
Graev généralisé γN est un caractère de Gelfand-Graev usuel. L’orbite nilpotente
Orég = G · N est spéciale, et le seul caractère unipotent associé à cette orbite est
le caractère de Steinberg StG . Il est donc le seul caractère unipotent intervenant
dans γN et il apparaı̂t avec multiplicité 1.

Exemple 3.15. Pour G = Sp4(F) muni de sa Fq-structure standard, il y a trois
orbites spéciales. Les trois familles de caractères unipotents de G associées sont
{StG}, {ρθ, ρθε, ρr , θ10} et {1G} (voir l’annexe A.2). Comme on l’a vu au cours
de l’exemple 3.3, la classe nilpotente sous-régulière se scinde en deux classes ra-
tionnelles OF = G · N ∪ G · N ′. Les projections des caractères de Gelfand-Graev
généralisés correspondants sur l’espace KE(G , 1) engendré par les caractères uni-
potents s’écrivent

π(γN) = ρθ + ρr + qStG et π(γN′) = ρθε + θ10 + qStG

en vertu des formules données en annexe.

3.1.3 Algèbre d’endomorphismes

Cette dernière section est consacrée à l’étude de certaines propriétés de l’al-
gèbre des endomorphismes du module de Gelfand-Graev généralisé que l’on
désignera par WN = EndΛG (ΓN).

Le point de départ est le suivant : si gC est une algèbre de Lie semi-simple
complexe et N un élément nilpotent de cette algèbre, il existe un U(gC)-module
qN , construit de manière analogue aux G -modules définis dans la section pré-
cédente. L’algèbre d’endomorphismes WN = EndU(gC)(qN) de ce module est ap-
pelée W -algèbre de type fini [39]. Elle admet une structure de Poisson, ainsi qu’une
filtration particulière pour laquelle l’algèbre graduée est isomorphe à l’algèbre
des fonctions sur la tranche de Slodowy associée à N. Plus précisément, si (N, N ′, H)
est un sl2-triplet contenant N, et cgC(N ′) le centralisateur de N ′ pour l’action ad-
jointe de gC, on dispose d’un isomorphisme d’algèbres de Poisson

gr WN ≃ C[N + cgC(N ′)]. (3.16)

En ce sens, l’algèbre WN est une quantification de la tranche de Slodowy.

Si l’on revient aux modules de Gelfand-Graev généralisés de G , on peut ob-
server que pour les deux cas particuliers étudiés dans l’example 3.12, l’algèbre
WN est libre de rang fini sur Λ et rgΛWN est très proche de |CG (N)|. En effet :

• si N = 0, alors WN = ΛG est bien de dimension |G | = |CG (0)| ;
• si N est un élément régulier, alors le rang de WN sur Λ est égal au nombre

de classes rationnelles d’éléments semi-simples s ∈ (G∗)F . Dans le cas où

le centre de G est connexe, ce nombre vaut
(
Z (G)◦

)F
qr , avec r le rang

semi-simple de G ; c’est aussi exactement l’ordre du groupe CG (N) (voir
par exemple [33, section 14]).
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Ces deux égalités suggèrent l’existence d’un isomorphisme analogue à 3.16. En
étudiant plus précisément la dimension des algèbres WN , on verra qu’une solu-
tion à ce problème, si elle existe, n’est pas si évidente.

(i) L’orbite minimale. Pour simplifier, on suppose dans cette sous-section que
(G, F ) est un groupe quasi-simple déployé et de type adjoint. En particulier, tous
les entiers qα sont ici égaux à q. Puisque W est irréductible, il existe une unique
orbite nilpotente non nulle de dimension minimale Omin appelée orbite nilpotente
minimale. Elle s’identifie à l’orbite du vecteur eα0 associé à la plus longue racine
α0 de Φ. Pour déterminer le diagramme de Dynkin pondéré correspondant, on
remarque tout d’abord que le sous-groupe de Borel B stabilise la droite uα0 en
vertu des formules de Chevalley. Par conséquent, le normalisateur NG(uα0) de
cette droite est un sous-groupe parabolique standard PI = BWI B pour un certain
I ⊂ ∆, explicité par exemple dans [54]. On vérifie alors facilement que

WI = CW (α0) = {w ∈W | w(α0) = α0}.
Le diagramme d associé à Omin est alors défini sur la base ∆ par

d(α) =

{
1 si α ∈ I ;

0 si α ∈ ∆ r I ;

et les sous-groupes unipotents qu’il définit sont de la forme U1 = Ud = Ru(PI ) et
U2 = Uα0 . On en déduit que OF

min ∩ u2 = uα0(F×q ), ce qui nous permet de choisir
N égal à eα0 sans restreindre la généralité de notre étude.

Avec ces notations, on peut maintenant calculer la dimension de WN , donnée
par le produit scalaire 〈γN ; γN〉. En appliquant la formule de Mackey et la des-
cription de γN donnée à la proposition 3.10, cette quantité s’écrit :

〈γN ; γN〉 =
1

[U1 : U2]

∑

g∈U2\G/U2

〈
ResU2

U2∩g U2
ψN ; Res

gU2
U2∩gU2

(g · ψN)
〉
. (3.17)

Puisque PI est aussi égal à NG(Uα0), l’intersection U2 ∩ gU2 est triviale dès que
g /∈ PI , et dans ce cas les produits scalaires des restrictions (qui sont triviales)
valent 1. De plus, U2 × (U2)op agit librement sur G r PI et on obtient ainsi

∑

g∈U2\(GrPI )/U2

〈
ResU2

U2∩gU2
ψN ; Res

gU2
U2∩gU2

(g · ψN)
〉

=
|G | − |PI |
|U2|2

.

Reste à calculer la contribution de PI : puisque WI agit trivialement sur α0, on a
U2\PI/U2 = U2\PI . De plus, pour g ∈ PI on vérifie facilement (en utilisant par
exemple la description de la remarque 3.9) que ψN = g · ψN si et seulement si
g ∈ CPI

(N). On trouve donc

∑

g∈U2\PI /U2

〈
ResU2

U2∩gU2
ψN ; Res

gU2
U2∩gU2

(g · ψN)
〉

=
∣∣U2\CPI

(N)
∣∣ =
|CG (N)|
|U2|

si bien que 〈γN ; γN〉 =
1

|U2|2[U1 : U2]

(
|G | − |PI |+ |U2||CG (N)|

)
.
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Ici, on peut décrire explicitement le centralisateur de N : l’action d’un élément p

de PI sur N se fait par multiplication par un scalaire α̃0(p) où α̃0 est une extension
triviale à PI du caractère α0 de T. On a donc CG (N) = (Ker α̃0)F . Puisque G est
de type adjoint, le groupe X (T)/Zα0 = ZΦ/Zα0 est sans torsion, et ainsi Kerα0

est un sous-groupe connexe de T. Par le théorème de Lang, on en déduit que
la restriction de α0 à TF est une application surjective de TF vers F×q , ce qui
donne |CG (N)| = |PI |/(qα0 − 1) = |PI |/(|U2| − 1) et permet d’améliorer l’égalité
précédente en

〈γN ; γN〉 =
1

|U2|2[U1 : U2]

(
|G |+ |CG (N)|

)
.

On peut finalement la réécrire en

Proposition 3.18. Soit (G, F ) un groupe quasi-simple déployé de type adjoint. Si Omin

est l’orbite nilpotente minimale, et N un élément stable par F de cette orbite, on a

dimK WN =
1

|U1| |U2|
|O F

min| |CG (N)| (3.19)

avec Omin = Omin ∪ {0}.

L’avantage de cette formulation est qu’elle reste vraie en remplaçant Omin par
les orbites {0} ou Orég (en utilisant par exemple [33, corollaire 9.5]). On observe
aussi que les quantités |U1| |U2| et |O| sont de même ordre de grandeur par la
remarque 3.4.

Remarque 3.20. L’équation 3.19 n’est malheureusement pas vérifiée pour un en-
semble d’orbites plus large. Par exemple, pour l’orbite nilpotente de PGL4(F)
associée à la partition [2, 2], on a

dimK WN

|CG (N)| =
1

q5
(q5 − q2 + 1)

alors que
∣∣O F ∣∣ = q2(q6 + q2 − 1).

On va néanmoins donner deux généralisations partielles de cette formule dans
les paragraphes suivants.

(ii) Dimension asymptotique. On calcule maintenant l’ordre de grandeur de la
dimension de l’algèbre d’endomorphismes de ΓN et on s’assure ainsi qu’il est le
même que celui de l’ordre du centralisateur de N, comme le suggère la formule
3.19. Pour fixer les notations, on dira que deux fonctions f et g sont de même
ordre de grandeur si f = O(g) et g = O(f ). On notera alors f = Θ(g). On se
placera encore sous l’hypothèse où le groupe (G, F ) est déployé ; les quantités
calculées ici sont alors des fonctions de q et seront considérées comme telles.

D’après le théorème 3.1, la dimension du centralisateur de N est donnée par :

dim CG(N) = dim Pd − dim u2 = dim G− dim U1 − dim U2

97



CHAPITRE 3. MODULES DE GELFAND-GRAEV GÉNÉRALISÉS

D’autre part, la formule 3.17 permet d’obtenir l’encadrement suivant :

1

[U1 : U2]

∣∣U2\Pdw0Pd/U2

∣∣ ≤ dimK WN ≤
1

[U1 : U2]

∣∣U2\G/U2

∣∣.

Puisque U2 ∩ w0U2 = 1, on trouve
∣∣U2\Pdw0Pd/U2

∣∣ = qdim G−2 dim U2 et on en
déduit la proposition suivante :

Proposition 3.21. Si (G, F ) est supposé déployé, la dimension de WN et l’ordre du
centralisateur CG (N) sont de même ordre de grandeur, égal à qdim G−dim O , ce qui s’écrit

dimK WN = Θ(|CG (N)|) = Θ(qdim G−dim O).

(iii) Dimension de WN et ordre de |CG (N)|. Toujours dans l’optique de géné-
raliser partiellement la formule 3.19 aux autres orbites nilpotentes, on montre le
résulat suivant :

Proposition 3.22. Pour O et une orbite nilpotente stable par F et N un élément de OF ,
il existe un entier nN,G,F ∈ N tel que

dimK WN =
1

|U1| |U2|
|CG (N)| nN,G,F .

Démonstration. Posons ϕN = IndPd

U2
ψN et décomposons le caractère de Gelfand-

Graev généralisé en γN = [U1 : U2]−1/2 IndG
Pd
ϕN . La formule de Mackey nous

donne alors

〈γN ; γN〉 =
1

[U1 : U2]

∑

w∈Wd\W /Wd

〈
ResPd

Pd∩wPd
ϕN ; Res

wPd

Pd∩wPd
(w · ϕN)

〉
.

Puisque Pd normalise U2, les caractères induits ϕN se calculent facilement : ils
sont nuls en dehors de U2 et valent, pour x ∈ U2 :

ϕN(x) =
∑

y∈Pd

ψN(xy ) =
∑

y∈Pd

(y · ψN)(x).

Afin de simplifier les notations, on mentionnera les restrictions en indice du pro-
duit scalaire seulement. On a donc, pour tout w ∈W ,

〈ϕN ; w · ϕN〉Pd∩wPd
=
|U2 ∩ wU2|
|Pd ∩ wPd |

∑

y ,z∈Pd

〈y · ψN ; wz · ψN〉U2∩wU2
.

Comme on l’a vu au cours de la proposition 3.10, l’action de Ud surψN est triviale,
et celle de Ld s’effectue sur l’élément N, après conjugaison par w0. L’action d’un
élément y = mu ∈ P se traduit donc de la façon suivante :

y · ψN = m · ψN = ψ(w0m)·N

et on en déduit que

〈ϕN ; w · ϕN〉Pd∩wPd
=
|U2 ∩ wU2|
|Pd ∩ wPd |

|CG (N)|
∑

z∈Pd

N′∈Pd ·N

〈ψN′ ; wz · ψN〉U2∩wU2
.
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Le même raisonnement montre que la fonction z 7−→∑
N′∈Pd ·N

〈ψN′ ; wz ·ψN〉 est
invariante par multiplication à gauche par un élément de Pd ∩ Pw

d , et ainsi

〈ϕN ; w · ϕN〉Pd∩wPd
= |U2 ∩ wU2| |CG (N)|

∑

z∈Pd∩Pw
d
\Pd

N′∈Pd ·N

〈ψN′ ; wz · ψN〉U2∩wU2

ce qui prouve que le quotient
〈
ResPd

Pd∩wPd
ϕN ; Res

wPd

Pd∩wPd
(w · ϕN)

〉
/|CG (N)| est un

entier positif et termine la preuve de la proposition.

Remarque 3.23. Les calculs explicites de la dimension de WN effectués dans des
petits groupes suggèrent que l’entier nN,G,F est en fait générique, c’est-à-dire po-
lynomial en les variables (qα)α∈[∆/φ].

3.2 Modules de Gelfand-Graev généralisés dans la coho-
mologie des variétés de Deligne-Lusztig

On va maintenant pouvoir entrer dans le vif du sujet, à savoir étudier le
lien entre la cohomologie de la variété Y(ẇ) et les modules de Gelfand-Graev
généralisés ΓN . Vu la nature de ces objets, ce lien sera représenté par le complexe

RHom•
ΛG

(
ΓN , RΓc(Y(ẇ ), Λ)

)
∈ Db(ΛG -Mod).

Comme dans le chapitre précédent, on va utiliser la décomposition de la variété
de Deligne-Lusztig Y(ẇ) en pièces, et espérer ainsi ramener le problème au calcul
des morphismes entre ΓN et la cohomologie de Yx(ẇ) pour chaque élément x de
W . Il faut cependant noter que les sous-variétés Yx(ẇ ) ne sont pas stables par
l’action de G en général, mais seulement par U ; puisque les modules ΓN sont
définis à partir de ce sous-groupe unipotent, cela ne posera pas de problème en
pratique.

Dans une première section, on appliquera les résultats de la section 2.3.2 afin
de construire explicitement le quotient de chaque pièce par le groupe unipotent
U3 associé à N. Grâce à cette description, on sera en mesure de prolonger les ac-
tions de certains groupes à un paramètre sur Yx(ẇ) à un groupe connexe. Enfin,
la traduction cohomologique de ce résultat donnera un critère sur x permettant
de dire si les morphismes qui nous intéressent peuvent être non triviaux (voir
corollaire 3.25).

3.2.1 Expression du quotient de Ỹx(ẇ) par U3

Soit O une orbite nilpotente de G stable par F , et d le diagramme de Dynkin
pondéré associé. On va se concentrer sur un groupe unipotent particulier dans la
filtration (Ui ) définie par d : il s’agit du groupe U3, engendré par les sous-groupes
à un paramètre Uα pour d(α) ≥ 3. Par les formules de Chevalley et la linéarité
de d , c’est un sous-groupe distingué de B et on notera π3 : B −→ U3\B le mor-
phisme quotient. Il est de plus stable par F , si bien que par la proposition 2.29,
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l’application ϕ : b ∈ B 7−→ (b−1F (b),π3(b)) ∈ B× (U3\B) induit l’isomorphisme
B-équivariant de variétés suivant :

U3\B ≃
{

(b̄, h) ∈ B× (U3\B)
∣∣ π3(b̄) = h−1F (h)

}
.

Si x et w sont deux éléments du groupe de Weyl, on dispose d’un fibré en espaces

affines Ỹx(ẇ) au dessus de la pièce Yx(ẇ), défini en section 2.4.1, et pour lequel
la restriction de cet isomorphisme donne :

U3\Ỹx(ẇ ) ≃
{

(b̄, h) ∈ B× (U3\B)
∣∣ π3(b̄) = h−1F (h) et b̄ ∈ x(UẇU)F (x)−1

}
.

Rappelons qu’avec cette identification, un élément de U agit par l’intermédiaire
de sa classe dans U3\B sur l’élément h.

3.2.2 Sur certaines composantes isotypiques de la cohomologie des
pièces Yx(ẇ)

Fixons maintenant un élément nilpotent N ∈ OF ∩ u2. Il définit un module de
Gelfand-Graev généralisé qui s’écrit ΓN = IndG

U1,5
ΛN . On cherche alors à détermi-

ner le complexe

RHom•
ΛG

(
ΓN , RΓc(Y(ẇ ), Λ)

)

afin d’obtenir des informations précises sur la contribution de ΓN dans la coho-
mologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(ẇ ). Par la formule de réciprocité de
Frobenius, ce dernier est quasi-isomorphe aux complexes

RHom•
ΛU1,5

(
ΛN , RΓc(Y(ẇ ), Λ)

)
≃ eNRΓc(Y(ẇ ), Λ)

où eN désigne l’idempotent de ΛU1,5 associé au caractère linéaire ψ̃N . On va don-
ner dans cette section des conditions sur x pour que la contribution de la pièce
associée à x , représentée par le complexe eNRΓc(Yx(ẇ), Λ), soit nulle dans la
catégorie dérivée Db(Mod-TwF ).

(i) Prolongement d’actions. La description du quotient de la pièce Ỹx(ẇ ) par
U3 donnée dans la section précédente va nous permettre d’étendre l’action de
certains groupes à un paramètre. Plus précisément, on montre :

Proposition 3.24. Soit α une racine positive vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) α est de poids 2 (i.e. d(α) = 2) ;

(ii) x−1(α) est une racine positive ;

(iii) α est maximale pour son poids, i.e. pour toute racine simple β de poids 0, on a
α + β /∈ Φ.

Alors l’action de Vα sur la variété quotient U3\Ỹx(ẇ) s’étend en une action du groupe
algébrique connexe Vα.
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Démonstration. On utilise la description de la variété quotient U3\Ỹx(ẇ) donnée
précédemment :

U3\Ỹx(w) ≃
{

(b̄, h) ∈ B× (U3\B)
∣∣ π3(b̄) = h−1F (h) et b̄ ∈ x(UẇU)F (x)−1

}
.

Par l’application quotient U3\B −→ T, tout caractère du tore T s’étend de
façon triviale en un caractère linéaire du groupe U3\B. Pour α une racine simple,
on notera α̃ : U3\B −→ Gm l’extension correspondante ; pour h ∈ U3\B on a
alors, grâce à l’hypothèse (iii) :

huα(ζ)h−1 = uα(α̃(h)ζ).

À l’aide de cette relation, on va montrer que l’on peut définir une action du

groupe connexe Vα sur la variété quotient U3\Ỹx(ẇ) par :

∀ ζ ∈ F vα(ζ) · (b̄, h) =
(
uα
(
α̃(h−1)(ζqα − ζ)

)
b̄, vα(ζ)h

)
.

Il suffit de vérifier que la variété quotient est bien stable par cette action : con-

sidérons (b̄, h) ∈ U3\Ỹx(w) et (b̄′, h′) = vα(ζ) · (b̄, h) le couple image par ζ . En
utilisant la formule vα(ζ)−1F (vα(ζ)) = uα(ζqα − ζ) (voir section 2.3.2), on peut
calculer :

h′
−1

F (h′) = h−1vα(ζ)−1F (vα(ζ))F (h)

= h−1uα(ζqα − ζ)h h−1F (h)

h′
−1

F (h′) = uα
(
α̃(h−1)(ζqα − ζ)

)
h−1F (h)

si bien que L∆(h′) = b̄′
∆ par définition de b̄′. De plus, le sous-groupe à un pa-

ramètre Uα est contenu dans xU puisque x−1(α) > 0. Par suite b̄′ ∈ xUb̄ ⊂
x(UẇU)F (x)−1, ce qui prouve que (b̄′, h′) ∈ U3\Ỹx(ẇ).

Pour conclure, on remarque que restreindre cette action au groupe fini Vα re-
vient à restreindre le paramètre ζ à Fqα . Dans ce cas on récupère l’action naturelle
de Vα qui provient de l’action de U3\U décrite précédemment.

Corollaire 3.25. Pour w et x deux éléments fixés de W , on suppose qu’il existe une
racine positive α telle que

• le couple (x ,α) vérifie les trois conditions de la proposition précédente ;

• la restriction de ψ̃N au groupe Vα est non-triviale.

Alors le complexe eNRΓc(Yx(ẇ ), Λ) est nul dans la catégorie dérivée Db(Mod-TwF ).

Démonstration. On procède comme dans la preuve du théorème 2.43 : avec les
résultats énoncés dans la section 1.2.2, et le fait que l’ordre du groupe U3 est
inversible dans Λ, on peut écrire la suite suivante de quasi-isomorphismes :

eNRΓc(Yx(ẇ), Λ) ≃ eNRΓc(Ỹx(ẇ), Λ)
[
2 dim(U ∩ xU)

]

≃ Λ⊗ΛU3
eNRΓc(Ỹx(ẇ), Λ)

[
2 dim(U ∩ xU)

]

≃ eNRΓc(U3\Ỹx(ẇ ), Λ)
[
2 dim(U ∩ xU)

]
.

D’autre part, la proposition précédente, conjuguée avec 1.19, assure que

101



CHAPITRE 3. MODULES DE GELFAND-GRAEV GÉNÉRALISÉS

RΓc(U3\Ỹx(ẇ), Λ) ≃ Λ⊗ΛVα RΓc(U3\Ỹx(ẇ), Λ).

Enfin, la restriction de ψ̃N au groupe Vα étant supposée non triviale, le complexe
précédent coupé par l’idempotent eN est quasi-isomorphe à zéro.

Remarque 3.26. Supposons que N est un élément nilpotent régulier. Puisque
pour cet élément toutes les racines simples sont de poids deux, toute racine
simple α vérifiant x−1(α) ∈ Φ+ vérifie automatiquement toutes les hypothèses
du corollaire précédent. On en déduit que

eNRΓc(Yx(ẇ ), Λ) ≃ 0.

dès que x est différent de w0. On retrouve ainsi une partie du corollaire 2.54.

3.3 Cas particulier des modules de Gelfand-Graev

On termine ce chapitre en conjuguant les résultats précédents à ceux du cha-
pitre 2 dans le cas particulier des modules de Gelfand-Graev usuels. Tout au long
de cette partie, N ∈ OF

rég désignera donc un élément nilpotent régulier et ΓN le
module de Gelfand-Graev correspondant. Rappelons que dès que le centre de G
est connexe, ce module ne dépend pas de N car alors tous les élément nilpotents
réguliers stables par F sont rationnellement conjugués [33, corollaire 14.25].

Les hypothèses sur p énoncées dans l’introduction sont superflues si l’on
s’intéresse seulement aux modules de Gelfand-Graev ; dans toute cette partie,
p sera donc à nouveau un nombre premier quelconque.

3.3.1 Conjecture de Bonnafé-Rouquier

Les sous-groupes unipotents associés à un élément régulier N sont donnés
par U2 = U et U3 = D(U). De plus, on peut toujours choisir N de sorte que
ses composantes sur les vecteurs eα associés aux racines simples soit non nulles.

Grâce à la remarque 3.9, on en déduit que le caractère ψ̃N de U associé à l’élément
nilpotent N est régulier (au sens de 2.45) dès que N l’est. En particulier, le corol-
laire 2.54 s’applique et se traduit par :

Théorème 3.27. Soit w un élément quelconque de W et Γ un module de Gelfand-Graev
de G . Alors

RHom•
ΛG

(
Γ, RΓc (Y(ẇ ), Λ)

)
≃ ΛTwF [−ℓ(w)]

dans la catégorie dérivée Db(Mod-ΛTwF ).

Notons que le module ΛTwF n’est rien d’autre que l’unique module de Gel-
fand-Graev du groupe TwF . Aussi dans le langage des foncteurs d’induction et
restriction de Deligne-Lusztig modulaires introduits par Bonnafé et Rouquier [6],
le théorème traduit le fait que la restriction d’un module de Gelfand-Graev à un
tore quelconque est un module de Gelfand-Graev décalé. Ce résultat était aupa-
ravant démontré pour les éléments de Coxeter des sous-groupes paraboliques
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de W [7, théorème 3.10]. Pour de tels éléments, très peu de cellules de Deodhar
sont non vides et le théorème se démontre à partir d’une étude approfondie de
la pièce maximale. C’est cette étude que nous avons adaptée dans le cas d’un
élément quelconque dans le chapitre 2. Concernant les autres pièces, qui sont en
général non vides, on peut utiliser les résultats de la partie 2.4 ou le corollaire
3.25.

À l’aide de ce théorème on peut retrouver de façon élémentaire plusieurs
résultats connus. Premièrement, il permet de construire une version modulaire
et conceptuelle du morphisme de Curtis K Curw : EndKG (KΓψ) −→ KTwF (voir
[5, théorème 2.7]) :

Proposition 3.28. Le quasi-isomorphisme

RHom•
ΛG

(
Γ, RΓc(Y(ẇ ), Λ)

)
≃ ΛTwF [−ℓ(w)]

donne lieu à un morphisme de Λ-algèbres

EndΛG (Γ) −→ ΛTwF

dont le produit tensoriel par K s’identifie au morphisme de Curtis K Curw .

Au niveau des caractères ensuite (après avoir tensorisé par K ), le théorème
exprime le fait que les composants irréductibles d’un caractère de Gelfand-Graev

− les caractères réguliers de G − sont concentrés dans le groupe H
ℓ(w)
c (Y(ẇ), K ).

En particulier, le caractère de Steinberg n’apparaı̂t lui aussi qu’en degré moitié,
ce qui avait été auparavant prouvé par des méthodes complétement différentes
[35, proposition 3.3.15].

Enfin, la version « numérique » du théorème 3.27 est obtenue en traduisant le
quasi-isomorphisme dans le groupe de Grothendieck de la catégorie KTwF -mod.
En appliquant la dualité d’Alvis-Curtis, on en déduit une nouvelle méthode pour
calculer les valeurs des fonctions de Green sur les éléments unipotents réguliers
[29, théorème 9.16]. Rappelons que la détermination de ces valeurs est une étape
essentielle pour montrer qu’un caractère de Gelfand-Graev a un unique compo-
sant irréductible dans chaque série rationnelle.

Nous verrons au chapitre 4 une véritable application modulaire de la conjec-
ture de Bonnafé-Rouquier, permettant de contrôler la torsion dans la cohomolo-
gie de certaines variétés de Deligne-Lusztig.

3.3.2 Modules de Gelfand-Graev induits

Considérons maintenant un sous-ensemble I de ∆ stable par φ et notons PI ,
LI et UI = Ru(PI ) les sous-groupes standard associés, de sorte que PI = LI UI .
L’ensemble de racines I étant stable par φ, tous ces groupes sont stables par F ;
on dispose alors d’une paire de foncteurs adjoints, appelé foncteurs d’induction
et de restriction de Harish-Chandra, définis pour n’importe quel anneau de base O
parmi (K , Λ, k) :
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et

RG
LI

: OLI -mod −→ OG -mod
N 7−→ O[G/UI ]⊗OLI

N

∗RG
LI

: OG -mod −→ OLI -mod
M 7−→ MUI

Si NI est un élément nilpotent rationnel de l’algèbre de Lie lI du groupe LI , alors la
contribution de l’induit RG

LI
(ΓNI

) du module de Gelfand-Graev généralisé associé
à NI s’écrit

RHom•
ΛG

(
RG

LI
(ΓNI

), RΓc(Y(ẇ ), Λ)
)
≃ eNI

RΓc(UI\Y(ẇ ), Λ)

en vertu de la proposition 1.17. Dans le cas où NI est un élément nilpotent régulier
de lI , le caractère ϕ̃NI

s’étend naturellement en un caractère ψNI
de U , trivial sur

D(U)F et vérifiant

∆ψNI
= {α ∈ ∆ | (ψNI

)|Vα 6= 1} = I .

Grâce à cette observation, on peut énoncer les résultats de la partie 2.5 en termes
de modules de Gelfand-Graev induits :

Proposition 3.29. Supposons que (G, F ) est deployé. Soit L un sous-groupe de Levi
F -stable maximal de G et Γ un module de Gelfand-Graev de L. Alors, pour w ∈ W , la
cohomologie du complexe

RHom•
ΛG

(
RG

L (Γ), RΓc (Y(ẇ), Λ)
)

est concentrée en degrés

(i) {ℓ(w), ℓ(w) + 1} si G est de type An, L de type An−1 et w quelconque ou si G
est de type Bn (resp. Cn et Dn), L de type Bn−1 (resp. Cn−1 et Dn−1) et w est une
puissance d’un bon élément de Coxeter différente de w0 (voir la remarque 2.62) ;

(ii) {ℓ(w), ℓ(w) + 1, ℓ(w) + 2} si w = w0 et G est de type Bn (resp. Cn et Dn) et L de
type Bn−1 (resp. Cn−1 et Dn−1).

De telles propriétés de concentration permettent notamment de localiser cer-
tains caractères unipotents dans la cohomologie des variétés X(ẇ) et Y(ẇ). En
effet, le complexe RHom•

ΛG

(
RG

L (Γ), RΓc (Y(ẇ), Λ)
)
, tensorisé par K , s’écrit simple-

ment
2ℓ(w)⊕

i=ℓ(w)

HomKG

(
RG

L (KΓ), Hi
c (Y(ẇ), K )

)
[−i ]

En particulier, les composants irréductibles du caractère induit RG
L (γ) de γ = [KΓ]

ne peuvent apparaı̂tre que dans certains groupes de cohomologie de Y(ẇ ). Main-
tenant, pour χ ∈ Irr W , la multiplicité du caractère unipotent ρχ dans l’induit
RG

LI
(γ) se calcule directement dans le groupe de Weyl :

〈RG
LI

(γ) ; ρχ〉G = 〈RG
LI

(StLI
) ; ρχ〉G = 〈IndW

WI
sgn ; χ〉W .

Dans le cas présent, ces multiplicités s’obtiennent aisément à l’aides des règles
de Pieri [42, 6.1.7 et 6.1.9]. En adoptant les notations usuelles des caractères des
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groupes de Weyl, données par exemple dans [42, chapitre 5] ou [21, chapitre 11],
on trouve

Proposition 3.30. Soit (G, F ) un groupe déployé et w ∈W .

(i) Si G est de type An, alors le caractère unipotent associé à la partition [2, 1n−1]
(appelé caractère sous-régulier) ne peut apparaı̂tre que dans les groupes de coho-
mologie ℓ-adiques

H
ℓ(w)
c (Y(ẇ)) et H

ℓ(w)+1
c (Y(ẇ)).

(ii) Si G est de type Bn, Cn ou Dn, et w une puissance d’un bon élément de Coxeter
(voir la remarque 2.62), alors les caractères unipotents associés aux bipartitions(
[2, 1n−2], ∅

)
et
(
[1n−1], [1]

)
ne peuvent apparaı̂tre que dans les groupes

H
ℓ(w)
c (Y(ẇ )) et H

ℓ(w)+1
c (Y(ẇ ))

(
et H

ℓ(w)+2
c (Y(ẇ )) si w = w0

)
.

Pour finir, on peut traduire la proposition 2.66, en accord avec [35, conjecture
3.3.26] donnant l’arrangement exact des caractères unipotents dans la cohomolo-
gie de Y(w0) :

Théorème 3.31. Soit (G, F ) un groupe déployé de type An. Pour λ une partition de
n + 1, le caractère unipotent associé vérifie

〈ρλ ; Hi
c

(
Y(ẇ0)

)
〉G 6= 0 =⇒ i ∈ {νG, νG + 1, ... , 2νG − Aλ}

où ℓ(w0) = νG = n(n + 1)/2 et Aλ est le degré du degré générique associé à λ.

Démonstration. À chaque partition λ = [λ1 ≤ · · · ≤ λs ] de n + 1 on peut associer
un sous-ensemble de racines simples Iλ ⊂ {β1, ... ,βn} défini par son complémen-
taire

∆ r Iλ =
{
βλ1

,βλ1+λ2
, ... ,βλ1+···+λs−1

}
.

Notons Lλ le sous-groupe de Levi associé, et fixons un caractère de Gelfand-
Graev γ de Lλ. Si λ′ est la partition conjuguée, alors la multiplicité du caractère
unipotent ρλ′ dans le caractère induit se calcule par

〈RG
Lλ

(γ) ; ρλ′〉G = 〈IndW
Wλ

sgn ; χλ′〉W .

Par définition, cette dernière multiplicité vaut exactement 1. Afin de prouver le
théorème, il suffit donc d’utiliser la proposition 2.66 et de montrer que

νG − Aλ′ =
n∑

i=1

∣∣(∆ r Iλ) ∩ {βi , ... ,βn}
∣∣.

En arrangeant les termes de cette dernière somme selon leur valeur, on trouve
facilement

n∑

i=1

∣∣(∆ r Iλ) ∩ {βi , ... ,βn}
∣∣ =

s∑

i=1

(s − i)λi =

s∑

i=1

(
λ′i
2

)

Finalement, en utilisant par exemple [42, théorème 10.5.2], on vérifie que cette
dernière quantité est exactement aλ = νG − Aλ′ .
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Remarque 3.32. Puisque ρλ est l’unique caractère unipotent apparaissant à la
fois dans RG

Lλ′
(γ) et RG

Lλ
(1) on pourrait espérer le « coincer » dans un groupe de

cohomologie en étudiant la contribution de RG
Lλ

(1) dans la cohomologie de Y(ẇ0).
Cela revient à étudier le quotient de Y(ẇ0) par Pλ dans la mesure où

〈
RG

Lλ
(Id) ; H•

c

(
Y(ẇ0)

)〉
G

=
〈
Id ; H•

c

(
Y(ẇ0)

)Uλ〉
Lλ

= dimgr H•
c

(
Y(ẇ0)

)Pλ .

Les pièces Yx(ẇ0) n’étant généralement pas stables par l’action de Pλ, on les re-
groupe selon la classe de x dans Wλ\W . Autrement dit, on restreint la décom-
position de G/U en Pλ-orbites à la variété Y(ẇ0) de manière à obtenir

Y(ẇ0) =
⊔

x∈[Wλ\W ]

{
px ·U ∈ Pλx ·U/U

∣∣ p−1F (p) ∈ x(Uw0U)
}

=
⊔

x∈[Wλ\W ]

Zx(ẇ0).

Chaque sous-variété Zx(ẇ0) apparaissant dans cette décomposition admet une

fibration Pλ-équivariante Z̃x(ẇ0)։ Zx(ẇ0) à fibres isomorphes à Pλ∩xU, induite
naturellement par la projection Pλ −→ Pλx ·U :

Z̃x(ẇ0) =
{
p ∈ Pλ

∣∣ p−1F (p) ∈ x(Uw0U)
}

.

Pour cette dernière variété, le quotient par Pλ se calcule facilement puisque l’on a

Pλ\Z̃x(ẇ0) ≃ x(Uw0U)∩Pλ. En reprenant la fibration précédente sur ce quotient,
on trouve

H•
c

(
Pλ\Zx(ẇ0)

)
≃ H•

c

(
Uw0 ·U ∩ (Pλ)x ·U

)
.

En composant les isomorphismes Uw0 ·U ≃ U ≃ Bw0 ·B, on obtient finalement

H•
c

(
Pλ\Zx(ẇ0)

)
≃ H•

c

(
Bw0 ·B ∩ (Pλ)x ·B

)
.

Ces variétés ne sont pas anodines : lorsque Pλ = B on retrouve bien les cel-
lules de Bruhat doubles apparaissant dans la décomposition de U\X(w0). Dans
le cas général, on peut une nouvelle fois décomposer ces dernières en

Bw0 ·B ∩ (Pλ)x ·B =
⊔

v∈Wλ

Bw0 · B ∩ (BvB)x · B.

Supposons maintenant que x est de longueur minimale dans la classe Wλx de
telle sorte que x soit Iλ-réduit. Dans ce cas, on a BvBx−1B = Bvx−1B pour tout
élément v de Wλ et ainsi

Bw0 · B ∩ (Pλ)x · B =
⊔

v∈Wλ

Bw0 ·B ∩ Bxv x ·B.

On en déduit que la cohomologie de la variété quotient Pλ\Y(ẇ0) peut s’étudier à
partir de la cohomologie des cellules de Curtis-Deodhar Dγ(x) lorsque x parcou-
rant l’ensemble des éléments Iλ-réduits de W et γ l’ensemble des sous-expression
x-distinguées de w0 dont le produit appartient à (Wλ)x . On peut ainsi obtenir
un degré mλ en dessous duquel la cohomologie de toutes les cellules est nulle.
Malheureusement, les calculs explicites effectués sur des groupes de petit rang
montrent qu’en général mλ < 2νG − Aλ.
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Chapitre 4

Cohomologie de la variété de
Deligne-Lusztig associée à un

élément de Coxeter

Contexte

Jusqu’à présent, on s’est intéressé à une partie seulement des représentations
modulaires intervenant dans la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig,
à savoir les modules de Gelfand-Graev et leurs induits. Les résultats obtenus
précédemment n’utilisaient que très peu de renseignements sur la théorie des
représentations ordinaires des groupes réductifs finis. En ce sens, le point de vue
adopté dans ce chapitre est différent : on se concentre sur le cas particulier des
variétés associées à un élément de Coxeter, pour lesquelles on connaı̂t explicite-
ment les groupes de cohomologie ℓ-adiques grâce aux travaux de Lusztig [62].
En conjuguant ces résultats et ceux du chapitre 1, on espère retrouver ainsi un
représentant explicite du complexe RΓc(Y, Λ), ou du moins de la partie unipo-
tente de ce complexe, en vue d’établir l’équivalence splendide prédite par la ver-
sion géométrique de la conjecture de Broué [15].

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : la première partie rappelle
les travaux de Broué-Malle-Michel sur les blocs des groupes réductifs finis, et
leur lien avec la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig. Le cas particulier
du ℓ-bloc principal b, lorsque q est d’ordre h (le nombre de Coxeter) modulo ℓ,
constituera l’objet d’étude de ce chapitre, et plus particulièrement de la deuxième
partie. Le pendant géométrique de ce bloc étant incarné par la variété de Deligne-
Lusztig associée à un élément de Coxeter c , on énoncera les principaux résultats
de [62] concernant la cohomologie à coefficients dans Qℓ de cette variété, ainsi
qu’une conjecture de Hiss-Lübeck-Malle donnant l’arbre de Brauer associé au
bloc principal à partir de cette description. À l’aide des résultats de Lusztig et
des méthodes introduites au chapitre 1, on donnera, dans une troisième partie,
une preuve partielle de cette conjecture, conditionnée par l’hypothèse suivante :

107



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIÉTÉ DE COXETER

(W) Pour λ une valeur propre de F δ sur le groupe de cohomologie moitié
Hr

c(X(c), K ), les (λ)-espaces propres généralisés de F δ sur bHi
c(Y(ċ), Λ)

sont sans torsion.

Le but de la quatrième partie de ce chapitre sera de donner de nombreux résultats
partiels plaidant en faveur de cette hypothèse, ainsi que de la suivante :

(S) Les Λ-modules bHi
c(Y(ċ), Λ) sont sans torsion.

dont on montrera qu’elle est vérifiée pour certains groupes classiques. Sous cette
dernière hypothèse, on sera en mesure, dans une dernière partie, d’exprimer
le complexe bRΓc(Y(ċ), Λ) sous la forme d’un complexe de Rickard [75], et on
en déduira l’équivalence splendide prédite par la conjecture de Broué. Deux
conséquences importantes de cette équivalence seront étudiées : le plongement
planaire de l’arbre de Brauer associé au bloc principal d’une part, et l’unitrian-
gularité de la matrice de décomposition d’autre part. Pour ce dernier point, on
utilisera le formalisme d’équivalence perverse introduit par Chuang-Rouquier
dans [22].

4.1 Blocs et variétés de Deligne-Lusztig

Dans la théorie des représentations ordinaires des groupes réductifs finis, les
caractères irréductibles se regroupent en séries, chacune correspondant à une
classe de conjugaison (rationnelle ou géométrique) d’un élément semi-simple
stable par F du groupe dual G∗. Parmi celles-ci, on distingue la série associée
à l’élément neutre de G∗, constituée des caractères unipotents, laquelle forme en
quelque sorte un modèle pour les autres. Les principaux résultats de classifica-
tion [16] montrent alors que les propriétés des caractères unipotents (nombre,
degré...) sont le reflet de propriétés d’objets génériques associés au squelette du
groupe (G, F ).

L’un des aspects remarquables de la théorie des blocs pour les groupes ré-
ductifs finis est que cette généricité se conserve au niveau des représentations
modulaires. Le cadre théorique de ce phénomène étant détaillé dans [14] et [16],
on se contentera d’en développer seulement deux notions importantes, qui suf-
firont pour comprendre l’objet d’étude de ce chapitre.

4.1.1 Blocs et séries de Lusztig

On conserve les notations du chapitre 2 : (K , Λ, k) est un sytème ℓ-modulaire
assez grand, si bien que les algèbres kG et KG sont déployées. Le nombre premier
ℓ sera toujours supposé différent de la caractéristique p de F.

On fixe une paire (G∗, F ) en dualité avec (G, F ). Pour tout élément semi-
simple s ∈ G ∗

ss du groupe dual, on notera E(G , s) la série rationnelle associée.
Si la partition en séries convient parfaitement à l’étude des caractères ordinaires,
il est nécessaire de la modifier pour l’étude des représentations modulaires. En
effet, l’ensemble E(G , s) n’est généralement pas une union de blocs ; pour pallier
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ce problème, on peut regrouper les séries associées à des éléments semi-simples
ayant la même ℓ′-partie. On définit ainsi

Eℓ(G , s) =
⋃

t∈G∗
ss

tℓ′=sℓ′

E(G , t)

et on note bℓ(G , s) l’idempotent de KG associé. L’ensemble défini ci-dessus ne
dépendant que de la ℓ′-partie de s , on pourra supposer que s est d’ordre premier
à ℓ. Cette fois-ci, bℓ(G , s) est bien un élément de ΛG et plus précisément

Théorème 4.1 (Broué-Michel [18], Hiss [49]). Pour s un élément semi-simple de G ∗

d’ordre premier à ℓ, l’ensemble Eℓ(G , s) est l’union des blocs qui rencontrent la série
E(G , s).

Nous nous intéresserons par la suite au cas où s est l’élément neutre de G ∗,
c’est-à-dire à l’ensemble Eℓ(G , 1). Les blocs contenus dans cet ensemble seront
appelés blocs unipotents. Par le théorème précédent, un bloc est unipotent s’il
contient au moins un caractère unipotent. En particulier, le bloc principal, qui
contient le caractère unipotent trivial, est unipotent.

4.1.2 Blocs unipotents et d-cuspidalité

En suivant les travaux de Broué-Malle-Michel, nous allons maintenant don-
ner un paramétrage des blocs unipotents à l’aide des paires d-cuspidales, et relier
les caractères contenus dans ces blocs à la cohomologie de certaines variétés de
Deligne-Lusztig.

(i) Tores et sous-groupes de Levi d-déployés. Avec les notations de la section
2.1.1, l’endomorphisme F δ munit G d’une Fqδ -structure déployée. C’est d’ailleurs
la plus petite puissance de F vérifiant cette propriété. Afin de simplifier l’exposé
des résultats de [16], on se placera dans le cas où F est un endomorphisme de
Frobenius. Cela revient à exclure les facteurs « tordus » du type 2B2, 2F4 et 2G2.
Dans ce cas, la fonction qα est constante, égale à q (qui est alors un entier).

Pour S un sous-tore de G stable par F , l’ordre du groupe des points fixes est
donné par l’action de F sur le groupe des cocaractères X∨(S), puisque l’on a :

|S | = |SF | = |dét(F − 1 |X∨(S)⊗Z C)|.
Par hypothèse sur F , l’endomorphisme q−1F stabilise X∨(S) et il est d’ordre fini.
On en déduit que l’ordre du tore se décompose en un produit de polynômes
cyclotomiques évalués en q :

|SF | =
∏

d

Φd(q)a(d)

où la fonction a prend des valeurs non nulles sur un ensemble fini d’entiers po-
sitifs. Dans le cas où il existe au plus un entier d tel que a(d) 6= 0, on dit que S est
un Φd -tore. De façon plus intrinsèque,
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Définition 4.2. Un tore S de G stable par F est appelé Φd -tore si l’endomorphisme
Φd(q−1F ) est identiquement nul sur X∨(S). Dans ce cas, l’ordre |SF | du groupe des
points fixes est une puissance de Φd(q).

Exemple 4.3. Le cas d = 1 correspond au cas usuel des tores déployés : les Φ1-
tores sont exactement les tores sur lesquels F agit par élévation à une certaine
puissance de p. Plus généralement, Fqd est la plus petite extension sur laquelle
les Φd -tores se déploient. Par exemple, pour G = SL2(F), le groupe fini associé
au tore maximal Ts de type s est isomorphe à �q+1 ; c’est donc un Φ2-tore, et il se
déploie sur Fq2 .

Remarque 4.4. Lorsque F est seulement une isogénie, l’endomorphisme q−1F

est encore d’ordre fini. En revanche, il ne stabilise pas X∨(S) mais seulement
X∨(S)⊗Z R pour une certaine extension R de Z (en pratique, R = Z[

√
p−1] pour

p = 2, 3). On a alors besoin de remplacer les polynômes Φd par certains produits
de polynômes cyclotomiques sur Z[

√
p], étudiés par exemple dans [14].

Les polynômes cyclotomiques Φd interviennent non seulement dans le calcul
du cardinal des tores, mais aussi plus généralement dans celui des sous-groupes
de Levi, et donc de G lui-même [14]. Pour la structure des groupes réductifs fi-
nis, les polynômes cyclotomiques Φd se comportent, en quelque sorte, comme
les nombres premiers dans la théorie des groupes finis usuels. Le résultat sui-
vant, qui énonce un analogue du théorème de Sylow, est une autre manifestation
intéressante de ce phénomène :

Théorème 4.5 (Broué-Malle). Écrivons |G |p′ =
∏

d Φd(q)a(d). Alors, pour tout en-
tier positif d , il existe un sous-tore S de G, stable par F et vérifiant |SF | = Φd(q)a(d).
C’est un Φd -tore maximal pour cette propriété, appelé Φd -sous-groupe de Sylow de G.
De plus, les Φd -sous-groupes de Sylow sont conjugués sous G .

Rappelons pour finir que les caractères irréductibles de G se regroupent en
séries de Harish-Chandra. Celles-ci sont construites en étudiant les morphismes
d’induction et de restriction associés à des sous-groupes de Levi déployés, qui
sont définis comme les centralisateurs des tores déployés. Dans l’optique de
généraliser cette construction, Broué, Malle et Michel ont introduit une notion
naturelle de sous-groupes de Levi d-déployés :

Définition 4.6. Si d un entier strictement positif, on appelera sous-groupes de Levi
d-déployés les centralisateurs des Φd -tores dans G . Ce sont des sous-groupes de Levi

stables par F , qui sont GF d
-déployés, dans le sens où ce sont des compléments de Levi

de sous-groupes paraboliques F d -stables.

(ii) d-séries de Harish-Chandra. Rappelons que pour tout sous-groupe de Levi L
de G stable par F , on dispose d’un morphisme de restriction de Deligne-Lusztig
∗RG

L du groupe des caractères virtuels de G vers celui de L. En considèrant uni-
quement des sous-groupes de Levi d-déployés, on peut définir une notion de
d-cuspidalité :
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Définition 4.7. Soit ρ un caractère unipotent de G , et d un entier positif. On dit que
ρ est d-cuspidal si pour tout sous-groupe de Levi d-déployé propre de G , la restriction
∗RG

L (ρ) est nulle.

Remarque 4.8. Avec la définition précédente, le cas d = 1 correspond effective-
ment à la notion usuelle de cuspidalité.

En suivant [16], on peut définir une relation sur l’ensemble des paires (L,χ)
formées d’un sous-groupe de Levi d-déployé L et d’un caractère unipotent χ de
L. Elle est donnée par :

(L,χ) ≤ (M, η) ⇐⇒ L ⊂M et 〈RM
L (χ) ; η〉M 6= 0.

Les propriétés de cette relation sont analogues au cas déployé, puisqu’il est mon-
tré dans [16] que :

• la relation ≤ est une relation d’ordre partiel ;

• les paires (L,χ) minimales pour cette relation sont exactement les paires
formées d’un sous-groupe de Levi d-déployé et d’un caractère d-cuspidal
de L. On les appelle les paires d-cuspidales ;

• deux paires d-cuspidales (L,χ) et (M, η) sont conjuguées sous G si et seule-
ment si il existe un caractère unipotent ρ de G tel que (L,χ) ≤ (G, ρ) et
(M, η) ≤ (G, ρ).

La d-série de Harish-Chandra associée à la classe de conjugaison [L,λ] d’une paire
d-cuspidale est alors définie par

Ed(G , (L,λ)) =
{
ρ ∈ E(G , 1)

∣∣ (L,λ) ≤ (G, ρ)
}

et elle vérifie E(G , 1) =
⊔

[L,λ]

Ed(G , (L,λ)).

où l’union est indexée par l’ensemble des classes de conjugaison sous G des
paires d-cuspidales.

(iii) Blocs unipotents et paires d-cuspidales. Pour pouvoir relier les ℓ-blocs uni-
potents aux paires d-cuspidales, on se place dans le cas où ℓ divise l’ordre de G

mais pas celui de W F . Les conséquences de cette hypothèse sont les suivantes :

• ℓ est un bon nombre premier pour G ;

• ℓ ne divise ni
∣∣(Z (G )/Z (G )◦

)F ∣∣ ni
∣∣(Z (G ∗)/Z (G ∗)◦

)F ∣∣ ;
• il existe un unique entier d tel que ℓ divise Φd(q) (d est alors l’ordre de q

modulo ℓ).

Si (L,λ) est une paire d-cuspidale, on peut montrer que les composants irré-
ductibles du caractère virtuel RG

L (λ) sont tous dans le même ℓ-bloc. Mieux, ce
résultat reste vrai si l’on multiplie λ par certains caractères linéaires de L as-
sez réguliers, et on obtient de cette façon tout le bloc. En suivant [16], on notera
AbℓIrr(L) l’ensemble des ℓ-caractères irréductibles du groupe abélien L/[L, L]F (vu
comme caractères de L) et on pose
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Bℓ(G , (L,λ)) =
⋃

θ∈AbℓIrr(L)

{
ρ ∈ Irr G

∣∣ 〈RG
L (λθ) ; ρ〉G 6= 0

}
.

L’un des résultats principaux de [16] assure que cet ensemble est bien un ℓ-bloc
de G . En notant bℓ(G , (L,λ)) l’idempotent de ΛG associé, on peut l’énoncer en :

Théorème 4.9 (Broué-Malle-Michel). L’application (L,λ) 7−→ bℓ(G , (L,λ)) induit
une bijection entre les classes de conjugaisons de paires d-cuspidales et les ℓ-blocs unipo-
tents de G . Autrement dit,

bℓ(G , 1) =
∑

[(L,λ)]

bℓ(G , (L,λ))

est exactement la décomposition de bℓ(G , 1) en une somme d’idempotents primitifs cen-
traux de ΛG .

Remarque 4.10. L’étude précédente a été généralisée depuis par Cabanes et En-
guehard [19] aux blocs non-unipotents à l’aide de la décomposition de Jordan.

(iv) L’exemple de SL2(q). Pour conclure cette partie, nous allons développer le
théorème précédent sur l’exemple du groupe G = SL2(F). Il est suffisamment
simple pour être traité « à la main » et suffisamment compliqué pour illustrer
la plupart des résultats de ce chapitre. Nous essaierons, autant que possible, de
faire passer les idées essentielles de ces résultats sur cet exemple précis.

Le groupe fini SL2(q) est d’ordre q(q − 1)(q + 1). On peut donc distinguer
dans SL2(F) deux types de tores rationnels : le tore déployé T qui est un Φ1-tore
avec T ≃ �q−1, et le tore T′ de type s qui est un Φ2-tore dont les points fixes
sont donnés par T ′ ≃ �q+1. Les seules paires d-cuspidales sont donc (T, 1) pour
d = 1 et (T′, 1) pour d = 2. Le théorème 4.9 nous assure alors que lorsque ℓ est
un nombre premier impair divisant q − 1 ou q + 1, le bloc principal est l’unique
bloc unipotent et ses éléments sont donnés par :

• pour ℓ | q − 1 : les composants irréductibles des caractères RG
T (θ) avec θ un

ℓ-caractère de T . On peut calculer

(a) RG
T (1T ) = 1G + StG ;

(b) RG
T (θ) est un caractère irréductible dès que θ est un ℓ-caractère de T

non trivial. De plus, RG
T (θ) = RG

T (η) si et seulement si θ = η±1, en notant
η−1 le caractère défini par (η−1)(t) = η(t−1).

On en déduit que le bloc principal contient 2 caractères unipotents ainsi
que ((q − 1)ℓ − 1)/2 caractères irréductibles non-unipotents.

• pour ℓ | q + 1 : les composants irréductibles des caractères virtuels RG
T ′(θ)

avec θ un ℓ-caractère de T ′. On trouve ici

(a′) RG
T ′(1T ′) = 1G − StG ;

(b′) −RG
T ′(θ) est un caractère irréductible dès que θ est un ℓ-caractère de T ′

non trivial. De plus, RG
T ′(θ) = RG

T ′(η) si et seulement si θ = η±1.

Ici, le bloc principal contient 2 caractères unipotents et ((q + 1)ℓ − 1)/2
caractères irréductibles non-unipotents (ceux de la série discrète).
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4.2 Le ℓ-bloc principal, pour q d’ordre h modulo ℓ

Cette partie est consacrée à l’étude du ℓ-bloc principal dans le cas où l’ordre
de q modulo ℓ est égal au nombre de Coxeter h. C’est en un sens le cas maximal
pour lequel l’étude des représentations modulaires de G est intéressante, puisque
h est aussi le plus grand entier d pour lequel le polynôme cyclotomique Φd(q)
divise l’ordre de G .

Les résultats de la partie précédente nous permettent d’identifier les carac-
tères de ce bloc avec les composants irréductibles de certains induits RG

Tc
(θ) à

partir d’un tore de Coxeter Tc . Dans ce cas particulier, on est en mesure de
décomposer explicitement ces caractères virtuels grâce aux travaux de Lusztig
sur la cohomologie de la variété X(c). Deux types de caractères apparaissent :

• les caractères RG
Tc

(θ), pour θ un ℓ-caractère non trivial du tore, qui sont
irréductibles (à un signe près) ;

• les caractères unipotents qui apparaissent dans la cohomologie de X(c).

Ici, le groupe de défaut du ℓ-bloc principal est cyclique et la distinction « unipo-
tent/non-unipotent » se retrouve dans la théorie des blocs à défaut cyclique en
« non-exceptionnel/exceptionnel ». Le lien est en fait plus profond, et aussi Hiss,
Lübeck et Malle ont énoncé dans [51] une conjecture reliant l’arbre de Brauer
du bloc principal à la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig X(c). Nous
allons détailler leurs résultats dans cette partie.

4.2.1 Le cas Coxeter

On supposera dans un premier temps que G ne contient pas de facteurs
tordus du type 2B2, 2F4 ou 2G2. Les groupes de Ree et Suzuki seront traités
indépendamment, dans la section (iii).

(i) Éléments de Coxeter. Formons le C-espace vectoriel V = X∨(T)⊗Z C de di-
mension m. Le groupe de Weyl W se plonge dans le groupe des automorphismes
de cet espace vectoriel ; de plus, l’endomorphisme σ = q−1F est un automor-
phisme de V d’ordre fini δ normalisant W (avec les hypothèses sur (G, F ), c’est
exactement le prolongement linéaire de φ). D’après [89], on peut donc choisir des
vecteurs propres (f1, ... , fm) de σ dans S(V ) de degrés (d1, ... , dm), invariants par
l’action de W et associés aux valeurs propres (ε1, ... , εm), tels que l’algèbre des
invariants S(V )W soit isomorphe à l’algèbre de polynômes C[f1, ... , fm]. À per-
mutation près, les couples (dj , εj) sont entièrement déterminés par σ. L’ordre du
groupe G est alors donné par la formule

|G | = qN
m∏

j=1

(qdj − ε−1
j ) = qN

∏

d

Φd(q)a(d)

où a(d) est égal au nombre d’entiers j tels que εj = exp(2iπdj/d) [14]. Le plus
grand des entiers vérifiant a(d) 6= 0 sera noté h ; on l’appelle le nombre de Coxeter
de la paire (W , F ).

113



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIÉTÉ DE COXETER

On supposera désormais G semi-simple et W irréductible. Dans ce cas, le C-
espace vectoriel V = X∨(T) ⊗Z C s’identifie à la représentation de réflexion de
W . On connaı̂t alors explicitement [20] les couples (dj , εj ) donnés par l’action de
σ sur V et on en déduit les valeurs des nombres de Coxeter pour chaque type :

type An Bn Dn E6 E7 E8 F4 G2
2A2n

2A2n+1
2Dn

3D4
2E6

h n + 1 2n 2n − 2 12 18 30 12 6 4n + 2 4n + 2 2n 12 18

De plus, avec les mêmes données numériques, on vérifie facilement que a(h) = 1.

En suivant [85, section 7], on peut définir une notion d’éléments de Coxeter
« tordus », qui généralise la notion usuelle pour les groupes déployés :

Définition 4.11. Pour tout système de représentants [∆/φ] = {β1, ... ,βr} des orbites
de racines simples sous l’action de φ, le produit c = sβ1

sβ2
· · · sβr

est appelé élément de
Coxeter de la paire (W , F ).

L’élément c a les mêmes propriétés que les éléments de Coxeter usuels, à condi-
tion de remplacer la conjugaison sur W par la F -conjugaison. La traduction de
ces propriétés est alors plus évidente en considérant l’élément cσ = q−1cF de
GL(V ) :

Théorème 4.12 (Springer). Pour un élément de Coxeter c de (W , F ), avec W supposé
irréductible, on a :

(i) L’élément cσ est d’ordre h et il est h-régulier.

(ii) Tous les éléments de la forme c ′σ qui possèdent une valeur propre d’ordre h sont
réguliers, et il sont conjugués à cσ. En particulier, tous les élément de Coxeter sont
F -conjugués.

(iii) Les valeurs propres de cσ sont de la forme ε−1
j exp(2iπ(dj − 1)/h). De plus, les

valeurs propres d’ordre exactement h sont de multiplicité 1.

(iv) Le centralisateur CW (cσ) de cσ dans W est un groupe cyclique, engendré par
(cσ)δ = cF (c) · · · F δ−1(c).

En particulier, δ divise h et on notera h0 l’entier h/δ en accord avec la défini-
tion de Lusztig [62, section 1.13]. Les différentes valeurs de cet entier sont donc
donnés par :

type An Bn Dn E6 E7 E8 F4 G2
2A2n

2A2n+1
2Dn

3D4
2E6

h0 n + 1 2n 2n − 2 12 18 30 12 6 2n + 1 2n + 1 n 4 9

Remarque 4.13. Dans [85], Springer définit l’entier h comme l’ordre maximal que
peut prendre une valeur propre d’un élément de la forme wσ. En remarquant
que le cardinal d’un tore de type w fait apparaı̂tre les polynômes cyclotomiques
associés à l’ordre de ces valeurs propres, on en déduit par le théorème 4.5 que ces
deux définitions sont équivalentes.
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Remarque 4.14. Des deux assertions (ii) et (iii) on peut déduire que les Φh-
sous-groupes de Sylow sont d’ordre exactement Φh(q), ce qui force a(h) = 1
d’après le théorème 4.5. On notera cependant que dans le cas non déployé, la
démonstration de ce dernier théorème s’effectue uniquement au cas par cas.

(ii) Tore de Coxeter. Un tore rationnel Tc dont le type est un élément de Coxeter
c de (W ,σ) est appelé tore de Coxeter. Rappelons que (Tc , F ) est isomorphe à
(T, cF ) et que l’ordre du groupe fini associé se calcule par :

|Tc | = |TcF | = |dét(qcσ − 1 |X∨(T)⊗Z C)|.
Puisque a(h) = 1, on en déduit que Tc contient un unique Φh-sous-groupe de
Sylow Sh de G. On donne dans la proposition suivante quelques propriétés de ce
sous-groupe que l’on utilisera par la suite :

Proposition 4.15. Soit ℓ un nombre premier différent de p. On suppose que ℓ ne divise
pas |W F | mais divise Φh(q). Alors :

(i) L’ensemble des ℓ-éléments de Sh forme un ℓ-sous-groupe de Sylow cyclique de G

que l’on notera Tℓ.

(ii) NG (Tℓ)/CG (Tℓ) ≃ NG (Tc)/Tc ≃ CW (cσ).

(iii) Si θ est un ℓ-caractère non trivial de Tc , alors θ est en position générale. Autrement
dit, CW (θ) = {1}.

Démonstration. Ces propriétés sont des traductions du théorème 4.12 ; on va tout
de même détailler une partie de leur démonstration car elle met en lumière les
principales constructions de [14], et leur lien avec la théorie de Springer.

Considérons le sous-tore S de T, stable par cF , défini par son groupe de coca-
ractères X∨(S) = Ker Φh(cσ). Puisque cσ a au moins une valeur propre d’ordre
h, ce noyau n’est pas trivial ; de plus a(h) = 1 et ainsi le groupe ScF est cyclique
d’ordre Φh(q) (voir [14, proposition 3.3]). La conjugaison permet alors de trans-
former ce tore en un Φh-sous groupe de Sylow de G : on choisit un élément g ∈ G
vérifiant Tc = g T, et le Φh-tore cherché s’obtient par Sh = gS. L’assertion (i) s’en
déduit.

Pour s un élément de Tℓ non trivial, on va montrer que CG(s) = Tc . Les hy-
pothèses sur ℓ forcent CG(s) à être un sous-groupe de Levi. Son centre connexe
Z (CG(s))◦ est un sous-tore rationnel de Tc qui contient le ℓ-élément s . En ef-
fet, s appartient à Z (CG(s)) et par hypothèse, ℓ ne divise pas l’ordre du groupe
Z (CG(s))/Z (CG(s))◦. Puisque ℓ ne divise aucun entier Φd(q) pour d 6= h, on en
déduit que Z (CG(s))◦ contient l’unique Φh-Sylow de Tc , à savoir Sh, et qu’ainsi
CG(s) = CG(Sh). On est donc ramené à montrer que CG(Sh) = Tc . Pour cela, on
peut remarquer que les racines du groupe de Levi CG(S) sont exactement les ra-
cines α ∈ Φ orthogonales à X∨(S). Or, si l’on traduit le fait que cσ est h-régulier,
il existe un élément de X∨(S) ⊗Z C qui n’est orthogonal à aucune racine, ce qui
prouve que CG(S) est en fait un tore, égal à T.

De l’étude précédente on déduit CG(Tℓ) = Tc . Les inclusions NG(Tc) ⊂
NG(Tℓ) ⊂ NG(CG(Tℓ)) forcent alors NG(Tℓ) = NG(Tc) et on en déduit l’assertion
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(ii) en passant aux points fixes sous F . Pour finir, l’assertion (iii) est la traduction,
aux niveaux des caractères, de l’égalité CG(s) = Tc , vérifiée pour tout élément s

de Tℓ distinct de l’élément neutre.

(iii) Le cas des groupes de Ree et Suzuki. La proposition précédente reste tout
de même vraie lorsque G est de type 2B2, 2F4 ou 2G2. La notion d’élément de
Coxeter se généralise directement aux cas tordus, en prenant garde au fait que
σ = q−1F ne stabilise pas X∨(T) mais seulement X∨(T) ⊗Z Z[

√
p−1] pour p = 2

ou 3 selon le type considéré. On peut alors compléter le tableau précédent grâce
aux ordres des éléments cσ :

type 2B2
2F4

2G2

h 8 24 12

Dans chacun de ces cas, le groupe des points fixes Tc du tore de Coxeter est un
groupe cyclique, dont l’ordre est donné par :

type 2B2
2F4

2G2

|Tc | 1− q
√

2 + q2 1− q
√

2 + q2 − q3
√

2 + q4 1− q
√

3 + q2

On peut alors vérifier, au cas par cas (voir par exemple [40, section 4.6]), que
lorsque ℓ divise l’un de ces nombres sans diviser l’ordre du groupe de Weyl as-
socié, l’ensemble des ℓ-éléments de Tc est un ℓ-Sylow de G vérifiant les assertions
(ii) et (iii) de la proposition 4.15.

4.2.2 Les caractères du bloc principal

Afin d’utiliser les résultats de la section précédente, on supposera, jusqu’à la
fin de ce chapitre, que G est un groupe semi-simple et que W est irréductible (on
dit alors que G est quasi-simple). On fixe un nombre premier ℓ étranger à l’ordre
de W F , vérifiant l’une des deux hypothèses suivantes, selon le type de (G, F ) :

• cas « non tordus » : ℓ divise Φh(q) ;

• cas « tordus » : ℓ divise l’ordre de Tc pour c un élément de Coxeter.

Pour (K , Λ, k) un système ℓ-modulaire assez gros pour G, ces hypothèses sur ℓ
forcent l’ordre de q dans le groupe multiplicatif k× à être exactement h. Le bloc
principal de ΛG dans ce cas particulier sera l’objet d’étude de ce chapitre.

Fixons un élément de Coxeter c de la paire (W , F ), ainsi qu’un tore rationnel
maximal Tc de type c . D’après la proposition 4.15, ce tore est le centralisateur
d’un Φh-tore Sh (avec Sh = Tc dans les cas tordus), et c’est donc, à ce titre, un
sous-groupe de Levi h-déployé. Le théorème 4.9 assure alors que les caractères
du ℓ-bloc principal correspondent à la paire h-cuspidale (Tc , 1) : ce sont les com-
posants irréductibles des caractères virtuels RG

Tc
(θ), pour θ un ℓ-caractère de Tc .

En utilisant les travaux de Lusztig, on va identifier et paramétrer les deux types
de caractères qui apparaissent.
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(i) Les caractères non-unipotents du bloc. La proposition 4.15 nous assure que
les ℓ-caractères de Tc non triviaux sont en position générale, et que leurs in-
duits sont donc des caractères irréductibles de G . Ce résultat est le reflet d’une
propriété beaucoup plus profonde de la cohomologie de la variété de Deligne-
Lusztig Y(ċ) [29, corollaire 9.9] : si θ est un ℓ-caractère de TcF , alors la compo-
sante θ-isotypique Hi

c(Y(ċ), K )θ du i -ème groupe de cohomologie est non nulle
pour i = ℓ(c) = r seulement.

Puisque l’endomorphisme de Frobenius F δ fixe c , il agit sur le groupe TcF , et
on en déduit une action à droite de TcF ⋊ 〈F δ〉mon sur la variété Y(ċ). Cette action
induit une action linéaire sur la cohomologie qui vérifie

F δ
(
Hr

c(Y(ċ), K )θ
)

= Hr
c (Y(ċ), K )F δ(θ) = Hr

c (Y(ċ), K )v ·θ

où v = cF (c) · · · F δ−1(c) est le générateur (d’ordre h0 = h/δ) du groupe cy-
clique CW (cσ). Puisque F commute à l’action de G , les modules associés à deux
ℓ-caractères dans la même orbite sous CW (cσ) sont isomorphes.

Notations 4.16. Pour chaque ℓ-caractère θ de TcF suppposé non trivial, la com-
posante θ-isotypique de Hr

c (Y(ċ), K ) est un KG -module que l’on notera Yθ. Sa
classe d’isomorphisme ne dépend que de l’orbite de θ sous CW (cσ) et le caractère
associé sera noté χθ.

Proposition 4.17. Lorsque θ parcourt [Irrℓ(TcF )/CW (cσ)] et qu’il est supposé non tri-
vial, les caractères χθ sont des caractères cuspidaux, deux à deux distincts ; ils possèdent
néanmoins la même restriction à l’ensemble Gℓ′ des ℓ′-éléments de G .

Démonstration. L’élément de Coxeter c n’étant contenu dans aucun sous-groupe
parabolique de W stable par F , autre que W lui–même, le tore de Coxeter Tc ne
peut être contenu dans un sous-groupe parabolique rationnel propre de G. Par
[63, Corollaire 2.19], on en déduit que les caractères χθ sont cuspidaux.

Fixons deux ℓ-caractères θ et θ′ de TcF . La formule de Mackey [33, théorème
11.13], appliquée au tore (T, cF ) plutôt que (Tc , F ) s’écrit :

〈χθ ; χθ′〉G =
∑

w∈W cF

〈θ ; w · θ′〉TcF .

Puisque θ et θ′ sont en position générale, cette somme est non nulle si et seule-
ment si θ et θ′ sont dans la même orbite sous W cF = CW (cσ).

Finalement, un ℓ-caractère de TcF prend la valeur 1 sur les éléments d’ordre
premier à ℓ ; la formule des caractères [33, proposition 12.2] assure donc que la
restriction de χθ à Gℓ′ est indépendante de θ.

(ii) Les caractères unipotents du bloc. Ce sont les composants irréductibles du
caractère virtuel RG

Tc
(1), construit à partir de la variété de Deligne-Lusztig X(c).

Les trois théorèmes suivants, qui énoncent certaines propriétés fondamentales
de la cohomologie de cette variété, nous permettre de déterminer simplement les
caractères unipotents du ℓ-bloc principal :
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Théorème 4.18 (Lusztig). L’endomorphisme de Frobenius F δ agit de façon semi-simple
sur

⊕
i Hi

c(X(c), K ) et ses espaces propres sont des KG -modules simples.

De plus, Lusztig montre que les valeurs propres de F δ sont de la forme ζqmδ/2,
où m est un entier positif et ζ une racine de l’unité, et les détermine même expli-
citement pour chaque type. En utilisant [62, table 7.3], on peut vérifier que :

Fait 4.19. Les classes des valeurs propres de F δ dans k sont deux à deux dis-
jointes, et forment le groupe des racines h0-ièmes de l’unité, avec h0 = h/δ.

Remarque 4.20. Cette observation traduit un phénomène beaucoup plus pro-
fond selon lequel l’action du morphisme F δ, vu comme élément de l’algèbre
EndKb(kG)

(
RΓc(X(c), k)

)
, est d’ordre fini h0 (voir corollaire 4.80).

Par hypothèse sur ℓ, la classe de l’entier qδ est d’ordre h0 dans k× et fournit
ainsi un générateur particulier du groupe des racines h0-ièmes de l’unité. On fait
dès maintenant le choix d’une racine carrée de q dans K , de sorte que chaque
valeur propre de F δ corresponde, modulo ℓ, à une unique puissance de qδ. Cette
observation permet d’introduire la notation suivante :

Notations 4.21. On notera Yj (ou parfois Yj(ζ)) l’espace propre de F δ associé à
l’unique valeur propre ζqδm/2 dont la classe dans k s’identifie à celle de qjδ. Le
caractère correspondant sera noté χj .

Avec ces notations, l’ensemble {χj | j = 0, ... , h0 − 1} constitue l’ensemble des
caractères unipotents du ℓ-bloc principal.

Il sera parfois important de garder la trace de la racine de l’unité ζ intervenant
dans la valeur propre de F δ, car elle rend compte de la série de Harish-Chandra
dans laquelle se trouve l’espace propre associé :

Théorème 4.22 (Lusztig). Deux modules Yi(ζ) et Yj(ξ) sont dans la même série de
Harish-Chandra si et seulement si ζ = ξ.

Pour finir, le théorème suivant donne la répartition des espaces propres ap-
partenant à une série de Harish-Chandra fixée :

Théorème 4.23 (Lusztig). L’ensemble des entiers j tels que Yj est dans la série de
Harish-Chandra associée à une racine de l’unité ζ est un intervalle d’entiers de la forme
[[ mζ ; Mζ ]] et la répartition de ces espaces propres dans la cohomologie de X(c) est la
suivante :

Hr
c(X(c), K ) Hr+1

c (X(c), K ) · · · H
r+Mζ−mζ
c (X(c), K )

Ymζ(ζ) Ymζ+1(ζ) · · · YMζ
(ζ)

De plus, Yj est cuspidal si et seulement si j = mζ = Mζ .

Exemple 4.24. Dans le cas où G = SL2(F) et c = s , la variété X(c) est isomorphe
à P1 r P1(Fq) et on peut calculer sa cohomologie à l’aide de la proposition 1.21.
Le G -ensemble P1(Fq) étant identifié à G/B , on trouve :
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• H1
c (X(c), K ) = K [G/B ]/K avec la valeur propre 1. Le caractère associé est

le caractère de Steinberg StG ;

• H2
c (X(c), K ) = K avec la valeur propre q, laquelle se réduit en−1 modulo ℓ.

Avec les notations précédentes, χ0 = StG et χ1 = 1G sont exactement les ca-
ractères unipotents du bloc principal.

4.2.3 L’arbre de Brauer

Les caractères irréductibles du ℓ-bloc principal se regroupent donc en deux
familles distinctes :

{
χθ | θ ∈ [IrrℓT

cF/CW (cσ)] et θ 6= 1
}

et {χi | i = 0, ... , h0 − 1}.
Les caractères du premier ensemble ont la même restriction à Gℓ′ et jouent, à
ce titre, le même rôle dans la théorie des représentations ℓ-modulaires de G . Si
on définit le caractère exceptionnel χexc comme la somme de ces éléments, alors la
structure du bloc peut s’exprimer à l’aide de l’ensemble V = {χ0,χ1, ... ,χh0−1} ∪
{χexc}. Plus précisément, la théorie des blocs à défaut cyclique nous dit que le
caractère de tout ΛG -module projectif indécomposable P s’écrit [P ] = χ + χ′

avec χ 6= χ′ ∈ V . À partir des travaux de Brauer, on peut définir le graphe
suivant :

• les sommets du graphe sont indexés par V = {χ0,χ1, ... ,χh0−1} ∪ {χexc}.
Le sommet associé à χexc est appelé sommet exceptionnel. Par extension, les
autres sommets seront dits non exceptionnels ;

• une arête relie deux sommets χ et χ′ si et seulement si χ+χ′ est le caractère
d’un ΛG -module projectif indécomposable.

Le graphe Γ ainsi défini est en fait un arbre, appelé arbre de Brauer du bloc. Les
arêtes de l’arbre pourront donc être indexées soit par les ΛG -modules projectifs
indécomposables du bloc, soit par les kG -modules simples du bloc (les projectifs
indécomposables étant exactement les enveloppes projectives des simples).

Exemple 4.25. Soit D un ℓ-groupe cyclique et E un ℓ′-sous-groupe de Aut(D).
L’arbre de Brauer de l’unique ℓ-bloc du groupe H = D ⋊ E est une étoile. En ef-
fet, les kH-modules simples s’identifient aux kE -modules simples munis d’une
action triviale de D . Puisque E est un ℓ′-groupe, un tel module se relève de

façon unique en un ΛE -module S̃ libre sur Λ, dont l’enveloppe projective est

indécomposable et donnée par IndH
E S̃ . Le caractère de ce dernier module se dé-

compose en

[IndH
E S̃ ] = [S̃ ] + χexc

avec χexc désignant la somme des caractères ordinaires irréductibles de H dont
la restriction à D provient d’une représentation triviale de D . Par construction,
l’arbre de Brauer est alors de la forme suivante :
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Les travaux de Rickard [75], [77] et Linckelmann [59] on montré qu’il est possible
de « déplier » l’arbre de Brauer du ℓ-bloc principal de G de façon à obtenir cette
étoile, et que ce « dépliage » se traduit par une équivalence splendide entre les
ℓ-blocs principaux de G et TcF ⋊CW (cσ). L’un des buts de ce chapitre est de mon-
trer que ce dépliage peut s’effectuer via le complexe de cohomologie RΓc(Y(ċ), Λ)
de la variété de Deligne-Lusztig Y(ċ).

La conjecture de Hiss-Lübeck-Malle s’inscrit dans cette démarche en donnant
l’arbre de Brauer du ℓ-bloc principal de G en fonction du paramétrage des ca-
ractères unipotents donné dans la section précédente [51] :

Conjecture 4.26 (Hiss-Lübeck-Malle). Soit Γ• le graphe obtenu à partir de l’arbre
de Brauer du ℓ-bloc principal en retirant le sommet exceptionnel ainsi que les arêtes
incidentes. Alors

(i) Les composantes connexes de Γ• sont indexées par les séries de Harish-Chandra, et
donc par les racines de l’unité ζ .

(ii) Si ζ est une racine de l’unité, la composante connexe associée est :

χmζ χmζ+1 χMζ−1 χMζ

(iii) Les sommets indexés par les caractères χmζ sont les seuls sommets reliés au sommet
exceptionnel.

Cette conjecture a été vérifiée au cas par cas seulement, pour tous les types
hormis E7 et E8. Nous en donnerons une démonstration générale sous l’hypo-
thèse (W) (cf. l’introduction du chapitre ou la section 4.3).

A priori, l’arbre de Brauer encode uniquement la matrice de décomposition
du bloc considéré. Cependant, en reprenant l’exemple précédent, on peut remar-
quer qu’une fois les sommets indexés, le dessin de l’arbre définit un plongement
planaire du graphe. De fait, cette donnée est essentielle pour la compréhension
des représentations du bloc : si on fixe un sommet de l’arbre, et que l’on considère
les kG -modules simples S1, ... , Sm qui indexent les arêtes incidentes à ce som-
met, alors il existe des modules unisériels dont les facteurs de composition sont
les modules Si , et l’ordre dans lequel ces modules apparaissent est toujours le
même, à permutation cyclique près [43]. On définira le plongement planaire de
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l’arbre à partir de cet ordre, les arêtes incidentes étant dessinées dans le sens
trigonométrique.

Exemple 4.27. On reprend l’exemple précédent dans le cas particulier où E est
un groupe cyclique, engendré par un élément x ∈ Aut(D) d’ordre m premier
à ℓ. Rappelons que D aussi est cyclique ; par conséquent, x agit par élévation
à une certaine puissance n première à |D| = ℓα, uniquement déterminée dans
[[ 0 ; ℓα − 1 ]]. Puisque x est d’ordre m, la classe de l’entier n modulo ℓ est d’ordre
d |m. D’autre part, ℓ > m et ainsi vℓ(n

d −1) = vℓ(n
m−1) ≥ ℓα, ce qui force d = m.

Par le lemme de Hensel, on en déduit qu’il existe une (unique) racine pri-
mitive m-ième de l’unité ζ ∈ Z×

ℓ vérifiant ζ ≡ n mod ℓZℓ. En numérotant les
caractères exceptionnels χj : E −→ Z×

ℓ de telle sorte que χj(x) = ζ j , on obtient le
plongement planaire de l’arbre de Brauer :

χ0

χ1

χm−1

χ2

χm−2

χ3

Par conséquent, si on désigne par Sj le kH-module simple associé au caractère χj ,
alors Ext1kH(Si , Sj) est non nul si et seulement si i ≡ j + 1 mod m.

L’exemple précédent n’est pas anodin, puisqu’il donne aussi l’arbre de Brauer
du ℓ-bloc principal de TcF ⋊ CW (cσ), ainsi que son plongement planaire. Dans
ce cas, on remarque que le générateur x = (cF (c) · · · F δ−1(c))−1 de CW (cF ) agit
sur T cF par élévation à la puissance qδ via l’endomorphisme de Frobenius F δ ;
d’autre part, les caractères non-exceptionnels du ℓ-bloc principal de G sont in-
dexés par les valeurs propres de F δ sur la cohomologie de X(c). Puisque les deux
actions de F δ sont compatibles, il est naturel de proposer la conjecture suivante,
permettant de déterminer le plongement planaire de Γ :

Conjecture 4.28. Les arêtes reliant le sommet exceptionnel aux sommets indexés par
χmζ sont ordonnées par valeurs de mζ croissantes.

Les seuls cas pour lesquels cette conjecture est intéressante sont ceux pour
lesquels il y a différents choix possibles pour le plongement planaire. Ce n’est
par exemple pas le cas du groupe SL2(F) dont l’arbre Γ est donné par :

StG 1G
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Les seuls types où une indétermination subsiste sont les types F4, E7, E8 et 2G2.
Pour ce dernier, on conjecture donc que l’arbre de Brauer est représenté par :

StG 1G

2G2[ξ]

2G2[ξ]

2G2[i]

2G2[−i]

où i = ξ3, avec ξ l’unique racine 12-ième de l’unité de Λ× dont la classe dans k est
égale à celle de q. La lecture de l’arbre devient plus claire si on choisit d’indexer
les sommets non exceptionnels par les entiers qjδ congrus modulo ℓ aux valeurs
propres de F δ :

1 q2

q4

q10

q6

q8

Nous donnerons dans la dernière partie une preuve de cette conjecture condi-
tionnée par l’hypothèse (S) (cf. l’introduction de ce chapitre).

4.3 Preuve de la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle

Nous présentons dans cette partie une preuve générale de la conjecture 4.26
sous une certaine hypothèse de non torsion dans la cohomologie. Le point de vue
adopté ici est encore une fois géométrique, le but étant d’utiliser les propriétés
de la variété de Deligne-Lusztig X(c) afin d’en déduire des informations sur la
théorie des représentations modulaires du groupe réductif fini associé. À cette
fin, les travaux de Lusztig [62] sur cette variété seront d’une aide précieuse.

Dans la première section, on se restreint à l’étude des kG -modules non cus-
pidaux et de leur enveloppe projective. L’effet de cette restriction sur l’arbre de
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Brauer du ℓ-bloc principal se traduit par l’isolement des droites données par l’as-
sertion (ii) de la conjecture. L’élément final de la preuve consiste donc à montrer
que les arêtes indexées par des modules cuspidaux sont exactement les arêtes
supprimées lors du passage de Γ à Γ•. C’est ici que l’hypothèse (W) intervient,
puisqu’elle permet, avec les outils introduits au chapitre 1, d’isoler un module
projectif de caractère χexc + χmζ dans la cohomologie de Y(ċ). Ainsi, chaque
branche « non cuspidale » est reliée au sommet exceptionnel par l’intermédiaire
d’un kG -module cuspidal.

4.3.1 Les kG -modules non cuspidaux du bloc

Soit I un sous-ensemble de racines simples stable par φ. Le sous-groupe pa-
rabolique standard PI associé, ainsi que le sous-groupe de Levi standard LI , sont
tous les deux stables par F . Rappelons que l’on dispose alors des foncteurs d’in-
duction et restriction de Harish-Chandra, définis pour n’importe quel anneau de
base O parmi (K , Λ, k) :

et

RG
LI

: OLI -mod −→ OG -mod
N 7−→ O[G/UI ]⊗OLI

N

∗RG
LI

: OG -mod −→ OLI -mod
M 7−→ MUI .

Voici quelques propriétés de ces foncteurs que nous utiliserons par la suite :

• RG
LI

et ∗RG
LI

sont des foncteurs exacts, qui stabilisent la catégorie des mo-
dules projectifs de type fini et celle des modulesO-libres de type fini.

• RG
LI

et ∗RG
LI

commutent aux opérations d’extension des scalaires au corps
des fractions −⊗Λ K et de réduction modulo ℓ −⊗Λ k .

En particulier, les morphismes entre groupes de Grothendieck associés sont com-
patibles avec les applications de décomposition. Plus précisément, si décG (resp.
décLI

) désigne l’application de décomposition entre K0(KG -mod) et K0(kG -mod)
(resp. entre K0(KLI -mod) et K0(kLI -mod)), alors

décG ◦ RG
LI

= RG
LI
◦ décLI

et décLI
◦ ∗RG

LI
= ∗RG

LI
◦ décG .

On va étudier les enveloppes projectives des kG -modules non cuspidaux à
partir de leur restriction de Harish-Chandra. Cette méthode repose sur le fait que
la restriction de la cohomologie de X(c) s’exprime à partir de variétés de Coxeter
associés à des groupes « plus petits » pour lesquels les catégories de modules sur
k sont semi-simples.

(i) Restriction d’un kG -module. Désormais, la variété de Deligne-Lusztig as-
sociée à l’élément de Coxeter c sera simplement notée X. Pour I un sous-ensemble
de ∆ stable par φ, on peut former un élément de Coxeter cI de la paire (WI , F ) à
partir de c en supprimant les réflexions associées aux racines simples qui n’ap-
partiennent pas à I . En notant BI = B ∩ LI , la variété de Deligne-Lusztig XI

associée à cI est, par définition,
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XI = XLI
(cI ) =

{
gBI ∈ LI/BI

∣∣ g−1F (g) ∈ BI cI BI

}
.

Lorsque I est maximal, le lien entre la cohomologie de cette variété et celle de X
est donnée par [62, corollaire 2.10] :

Proposition 4.29. Supposons I maximal, c’est-à-dire vérifiant |I/φ| = |∆/φ|−1. Alors
on dispose d’un isomorphisme de KLI -modules, compatible à l’action de F δ

∗RG
LI

(
Hi

c (X, K )
)
≃ Hi−1

c (XI , K )⊕ Hi−2
c (XI , K )(−1)

étant entendu que l’action de F δ sur Hi−2
c (XI , K ) est modifiée par une torsion de Tate,

indiqué par la notation (−1).

Des applications successives de cette proposition permettent d’étendre l’iso-
morphisme précédent au cas où I n’est pas supposé maximal :

∗RG
LI

(
Hi

c (X, K )
)
≃
⊕

j≥0

(
r − rI

j

)
Hi−r+rI−j

c (XI , K )(−j)

où on a noté rI = |I/φ|. En particulier, toute valeur propre de F δ en tant qu’en-
domorphisme de la cohomologie de XI l’est aussi pour F δ en tant qu’endomor-
phisme de la cohomologie de X. Afin de traduire la proposition en termes des
espaces propres associés, on introduit la notation suivante, valable pour I quel-
conque :

Notations 4.30. Pour λ = ζqmδ/2 une valeur propre de F δ sur H•
c(X, K ), et j

l’unique entier de [[ 0 ; h0 − 1 ]] tel que les classes modulo ℓ de λ et qjδ coı̈ncident,
on notera Y I

j (ou Y I
j (ζ) s’il y a risque de confusion), le λ-espace propre de F δ sur

H•
c(XI , K ). C’est un KLI -module (qui peut être nul) dont le caractère associé sera

noté χI
j .

Remarque 4.31. Lorsque l’ordre de F sur WI est aussi égal à δ, le théorème 4.22
s’applique à la variété XI , même si WI n’est pas forcément irréductible ou LI semi-
simple. Les Yj(ζ) non nuls, qui sont exactement les espaces propres de F δ sur
H•

c(XI , K ), sont alors des KLI -modules simples deux à deux non isomorphes. Les
seuls cas non triviaux où l’ordre de F sur WI diminue sont ceux où WI est de type
An. Les valeurs propres de F étant alors 1, q, ... , qn, il n’y a pas de regroupement
d’espaces propres possible entre F et F δ et les modules Yj(ζ) non nuls sont encore
des KLI -modules simples deux à deux non isomorphes.

Avec ces notations, la proposition précédente permet donc de calculer la res-
triction d’un KG -module simple du bloc, qui, lorsque I est maximal, s’exprime
par la formule suivante :

∗RG
LI

(Yj(ζ)) ≃ Y I
j (ζ)⊕ Y I

j−1(ζ). (4.32)

(ii) Détermination des kG -modules non cuspidaux. Si M est un kG -module
simple, son enveloppe projective se relève de façon unique (à isomorphisme
près) en un ΛG -module projectif indécomposable que l’on notera PM . Dans le
cas où M n’est pas cuspidal, le lemme suivant détermine le caractère de PM :
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Lemme 4.33. Soit M un kG -module simple appartenant au ℓ-bloc principal. Si M n’est
pas cuspidal, alors il existe une unique racine de l’unité ζ et un entier j ∈ [[ mζ + 1 ; Mζ ]]
tels que

[PM ] = [Yj(ζ)] + [Yj−1(ζ)] = χj + χj−1.

De plus, si I est un sous-ensemble de ∆ stable par φmaximal, alors le module ∗RG
LI

(M) se
relève de façon unique (à isomorphisme près) en un ΛLI -module libre sur Λ et de caractère
χI

j−1.

Démonstration. D’après la proposition 4.17 le caractère χexc est cuspidal, et ne
peut donc pas intervenir dans le calcul du caractère de PM . En effet, ∗RG

LI
com-

mute à la ℓ-réduction et ainsi tous les facteurs de composition de la ℓ-réduction
d’un KG -module cuspidal sont eux aussi cuspidaux. On en déduit qu’il existe
des racines de l’unité ζ et ξ, ainsi que des entiers distincts i et j tels que

[PM ] = [Yj(ζ)] + [Yi(ξ)].

Autrement dit, M est facteur de composition des ℓ-réductions de Yj(ζ) et Yi(ξ).

Soit I un sous-ensemble de ∆ stable par φ maximal, tel que la restriction
∗RG

LI
(M) soit non nulle (un tel sous-ensemble existe puisque M n’est pas cus-

pidal). Les propriétés du morphisme de restriction assurent que les facteurs de
composition de ∗RG

LI
(M) sont aussi facteurs de composition des ℓ-réductions de

∗RG
LI

(Yj(ζ)) et ∗RG
LI

(Yi(ξ)). D’autre part, la formule 4.32 donne

et

∗RG
LI

(Yj(ζ)) ≃ Y I
j (ζ)⊕ Y I

j−1(ζ)

∗RG
LI

(Yi(ξ)) ≃ Y I
i (ξ)⊕ Y I

i−1(ξ).

Puisque LI est un sous-groupe de Levi propre de G, l’ordre du groupe de ses
points fixes n’est pas divisible par ℓ (sinon LI contiendrait un tore de Coxeter
d’après les résultats de la section 4.2.1, ce qui est exclu). Par conséquent, les KLI -
modules simples restent simples après réduction modulo ℓ. Vu la remarque 4.31,
cela force ζ = ξ, |i − j | = 1 et ∗RG

LI
(M) à être un module simple, isomorphe à

n’importe quelle ℓ-réduction de Y I
min(i ,j)(ζ).

Notations 4.34. Un kG -module simple non cuspidal vérifiant les propriétés du
lemme précédent est unique à isomorphisme près, et sera noté Sj(ζ). Si pour un
couple (j , ζ) donné un tel module n’existe pas ou s’il est cuspidal, on posera par
convention Sj(ζ) = {0}.

Avec ces notations, on déduit du lemme que les facteurs de composition
des ℓ-réductions de Yj(ζ) qui ne sont pas cuspidaux sont isomorphes à Sj(ζ)
ou Sj+1(ζ), ce qui donne la partie non cuspidale de l’arbre de Brauer. Reste à
déterminer les couples (j , ζ) pour lesquels Sj(ζ) est non nul :

Lemme 4.35. Si Yj(ζ) est un espace propre non nul de F δ avec j > mζ , alors Sj(ζ)
est non nul et apparaı̂t avec multiplicité 1 comme facteur de composition dans les ℓ-
réductions de Yj(ζ) et Yj−1(ζ).
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Démonstration. Par hypothèse sur j , le module Yj(ζ) est un espace propre de F δ

dans un certain groupe de cohomologie Hi
c (X, K ) avec i > r . Puisqu’il n’est pas

cuspidal, il existe un sous-ensemble de racines simples I stable par φ et maximal
pour cette propriété, tel que la restriction ∗RG

LI

(
Yj(ζ)) soit non nulle. Par la for-

mule 4.32, cela force un des deux modules parmi Y I
j (ζ) et Y I

j−1(ζ) à être non nul.

En fait, Y I
j−1(ζ) est toujours non nul : en effet, par la proposition 4.29, Y I

j (ζ) est

un sous-espace propre de F δ sur Hi−1
c (XI , K ) avec i − 1 > r − 1 ; le théorème 4.23

appliqué à la variété de Coxeter XI de dimension r − 1 assure alors que Y I
j−1(ζ)

est non nul dès que Y I
j (ζ) l’est aussi.

Notons a (resp. b) la multiplicité de Sj(ζ) (resp. Sj+1(ζ)) dans les suites de
compositions des ℓ-réductions de Yj(ζ) (en convenant que la multiplicité est nulle
si le module Sm(ζ) considéré est nul). D’après le lemme précédent, ces modules
sont les seuls facteurs de composition non cuspidaux possibles. Puisque la res-
triction commute aux applications de décomposition, on en déduit que

décLI

([
∗RG

LI
(Yj(ζ))

])
= a

[
∗RG

LI
(Sj(ζ))

]
k

+ b
[
∗RG

LI
(Sj+1(ζ))

]
k

dans K0(kG -mod). Avec la formule 4.32, l’égalité devient

décLI

([
Y I

j (ζ)
])

+ décLI

([
Y I

j−1(ζ)
])

= a
[
∗RG

LI
(Sj(ζ))

]
k

+ b
[
∗RG

LI
(Sj+1(ζ))

]
k

Mais par le lemme 4.33, on sait que le caractère de la restriction d’un module
Sm(ζ) est soit nul, soit égal à décLI

([
Y I

m−1(ζ)
])

. Puisque ce dernier est non nul
pour m = j , l’égalité précédente force ∗RG

LI
(Sj(ζ)) 6= {0} et a = 1. En particu-

lier Sj(ζ) est un kG -module simple qui apparaı̂t avec multiplicité 1 dans toute
ℓ-réduction de Yj(ζ). En appliquant le même raisonnement à l’égalité

décLI

([
∗RG

LI
(Yj−1(ζ))

])
= a′

[
∗RG

LI
(Sj−1(ζ))

]
k

+ b′
[
∗RG

LI
(Sj(ζ))

]
k

on en déduit que Sj(ζ) est aussi un facteur de composition de multiplicité b′ = 1
dans toute ℓ-réduction de Yj−1(ζ).

En particulier, lorsque j n’est pas égal à l’un des entiers mζ , la somme χj+χj−1

est toujours le caractère d’un ΛG -module projectif indécomposable, que l’on no-
tera Pj (ou Pj (ζ) s’il y a ambiguité).

Conséquence 4.36. Des deux lemmes précédents on déduit que les droites

χmζ χmζ+1

Pmζ+1 Pmζ+2

χMζ−1 χMζ

PMζ

sont des sous-arbres de l’arbre de Brauer Γ du ℓ-bloc principal de G . De plus, les
arêtes manquantes sont indexées par les kG -modules cuspidaux.

Exemple 4.37. Dans le cas où G = SL2(F), avec ℓ un nombre premier impair
divisant q + 1, le caractère χ1 + χ0 = 1G + StG est exactement le caractère du
module projectif ΛG/B = IndG

B Λ.
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4.3.2 Les kG -modules cuspidaux du bloc

La partie la plus délicate dans la démonstration de la conjecture de Hiss-
Lübeck-Malle consiste à recoller les branches non cuspidales au sommet excep-
tionnel. Si on suppose que la conjecture est vérifiée, l’étude précédente nous
assure que les arêtes reliant ces branches sont indexées par des kG -modules
simples cuspidaux dont l’enveloppe projective a pour caractère χexc +χmζ . Nous
allons ici construire explicitement ces modules projectifs à l’aide du complexe
RΓc(Y(ċ), Λ). D’après la section 1.2.3 on sait que ce complexe possède de bonnes
propriétés de perfection et fournit ainsi de nombreux modules projectifs. Cepen-
dant, ces derniers sont trop gros pour être calculés explicitement ; aussi est-il
nécessaire de les couper suivant l’action de F δ, en utilisant les outils introduits
au chapitre 1. À cette fin, nous ferons l’hypothèse suivante :

(W) Pour chaque racine de l’unité ζ associée à une série de Harish-Chandra
rencontrant le bloc principal, les (qmζδ)-espaces propres généralisés de
F δ sur bHi

c(Y(ċ), Λ) sont sans torsion.

Par le théorème 4.23, ces valeurs propres sont exactement celles qui interviennent
lorsque l’on restreint l’action de F δ au groupe de cohomologie moitié Hr

c(X, K ).

Sous cette hypothèse, on peut construire les modules projectifs manquants,
en considérant l’espace propre de F δ associé sur le complexe de cohomologie
C = bRΓc(Y(ċ), Λ) représentant la cohomologie de la variété Y(ċ), coupée par le
bloc principal b. Pour cela, on travaillera dorénavant avec un représentant parti-
culier de C , disposant de propriétés de finitudes nécessaires pour appliquer les
résultats de la partie 1.3.

D’après le corollaire 1.27, il existe un complexe borné C de (ΛG , ΛTcF )-bi-
modules de type fini, projectifs à gauche et à droite, ainsi que des applications
équivariantes f : C −→ C et g : C −→ C inverses l’une de l’autre dans la
catégorie Kb(ΛG × (TcF )op). On notera F = f ◦ F δ ◦ g l’application induite par
le Frobenius sur le complexe C .

Proposition 4.38. Soit ζ une racine de l’unité vérifiant l’hypothèse (W), et λ l’unique
valeur propre de F δ sur H•

c(X, K ) congrue à qmζδ modulo ℓ. Alors le complexe C(λ) est
homotope à un ΛG -module projectif P concentré en degré r dont le caractère est donné
par

[P ] = χexc + χmζ .

Démonstration. De la proposition 1.31 on peut déduire que le complexe C(λ) pos-
sède les propriétés suivantes :

• C(λ) est un complexe borné de ΛG -modules projectifs ;

• la cohomologie du complexe C(λ) ⊗Λ k est concentrée en degrés r , ... , 2r

(celle de C ⊗Λ k l’est déja car Y(ċ) est affine et irréductible) ;

• pour i > r , le i -ème groupe de cohomologie du complexe C(λ) ⊗λ K est nul
en vertu des résultats [29, corollaire 9.9] et 4.23 ainsi que du fait 4.19. En
effet, on a successivement
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Hi
c(C(λ) ⊗λ K )

1.31
= bHi

c(Y(ċ), K )(λ)
[29]
= Hi

c (X, K )(λ)
4.19

= Hi
c (X, K )λ

4.23
= 0.

L’hypothèse (W) traduisant le fait que les groupes Hi
c (C(λ)) sont sans torsion,

on en déduit qu’ils sont nuls pour i 6= r . Dès lors, le lemme 1.10 assure que l’on
peut, à homotopie près, scinder le complexe C(λ) de façon à obtenir le ΛG -module
projectif P = Hr

c(C(λ)) concentré en degré r ; son caractère est donné par

[P ] =

2r∑

i=r

(−1)i−r
[
C

i
(λ)

]
=
[
bHr

c (Y(ċ), K )λ
]
.

De plus, d’après le théorème 4.23, il n’y a qu’un seul caractère non exceptionnel
(i.e. unipotent) qui apparaı̂t dans ce caractère, à savoir χmζ . La seule possibilité
est donc [P ] = χexc + χmζ .

D’après la section précédente, les modules obtenus ainsi sont exactement les
enveloppes projectives des kG -modules cuspidaux. Ces derniers seront notés Smζ

et leur enveloppe projective Pmζ . Ils forment les arêtes reliant les branches non-
cuspidales (ou de façon équivalente, les composantes connexes de Γ•) au sommet
exceptionnel. On a donc montré

Corollaire 4.39. Sous l’hypothèse (W) la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle est vraie.

4.3.3 Applications numériques

Nous donnons, pour finir cette partie, deux applications directes de l’étude
précédente, toujours sous l’hypothèse (W).

Proposition 4.40. Soit M un KG -module unipotent simple du bloc principal. Si M est
cuspidal, alors sa réduction modulo ℓ est un kG -module simple supercuspidal.

Démonstration. Les caractères irréductibles unipotents cuspidaux du bloc sont de
la forme χmζ avec mζ = Mζ (par le théorème 4.23). La conjecture de Hiss-Lübeck-
Malle assure alors que les sommets associés sont des extrémités de l’arbre de
Brauer, ce qui prouve que la réduction modulo ℓ d’un module associé à un tel
caractère est isomorphe au module simple Smζ .

De plus, l’enveloppe projective de Smζ a pour caractère χexc +χmζ qui est cus-
pidal par la proposition 4.17 et le théorème 4.23. Ceci traduit la supercuspidalité
du module Smζ .

Dans la classification de Lusztig [64], les caractères unipotents se regroupent
en familles. On peut vérifier que la fonction a de Lusztig − c’est-à-dire la valua-
tion du degré d’un caractère unipotent comme polynôme en q − est constante
sur chaque famille F ; on la notera a(F).

Proposition 4.41. SoientF1,F2, . . . ,Fm les familles F -stables de caractères unipotents
qui rencontrent le bloc principal, ordonnées de telle sorte que a(F1) ≤ · · · ≤ a(Fm).
Alors on peut arranger les caractères de Brauer du bloc de façon à ce que la restriction de
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la matrice de décomposition à l’ensemble des caractères unipotents ait une forme trian-
gulaire inférieure

D =




Ir1 0 · · · 0

∗ Ir2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

∗ · · · ∗ Irm




où les blocs diagonaux correspondant à chaque famille sont des matrices identité.

Démonstration. Une fois l’ordre sur les caractères unipotents fixé, on ordonnera
les caractères de Brauer du bloc via la correspondance χj ↔ [Sj ].

D’après [17, lemme 5.11], la puissance de q apparaissant dans la valeur propre
de F δ associée à χ est donnée par

nχ =
2νG − (aχ + Aχ)

r
·

Puisque cette quantité est constante sur les familles, on déduit de la forme de
l’arbre que deux caractères dans la même famille ne peuvent être sur la même
branche de l’arbre. Autrement dit, pour χ et η deux caractères distincts de la
même famille, les images déck(χ) et déck(η) n’ont aucun composant en commun.
Ceci traduit la présence des matrices identité sur la diagonale de D .

D’autre part, on peut vérifier, au cas par cas, que pour deux caractères du
bloc principal, on a aχ ≤ aη si et seulement si nη ≥ nχ. Puisque la fonction nχ
est croissante sur chaque branche de l’arbre (par la conjecture 4.26), on en déduit
aisément que la matrice de décomposition est unitriangulaire.

De façon plus générale, il est conjecturé que ces deux résultats (sans la super-
cuspidalité, voir la remarque 5.38) restent vrais lorsque ℓ est seulement supposé
bon [41, conjecture 3.4]. Nous donnerons une autre interprétation de la proposi-
tion précédente dans la dernière partie de ce chapitre.

4.4 Autour de la torsion dans la cohomologie des variétés

de Deligne-Lusztig

La preuve de la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle donnée dans la partie pré-
cédente est conditionnée par une hypothèse de non torsion de certains espaces
propres de F δ sur la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(ċ) (hy-
pothèse (W)). Nous donnons dans cette partie quelques résultats partiels autour
de la torsion dans les variétés X(c) et Y(ċ) dans le but de s’affranchir de cette
hypothèse. Voici les différentes étapes dans notre programme :

(1) lorsque I est un sous-ensemble propre de ∆ stable par φ, il n’y a pas de
torsion dans la cohomologie de XI ;

(2) les groupes de torsion de Hi
c(X, Λ) et bHi

c(Y(ċ), Λ) sont des ΛG -modules
cuspidaux ;
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(3) les facteurs de composition cuspidaux de Hi
c (X, Λ) sont concentrés en degré

moitié.

La résolution des deux premiers points est détaillée dans les sections 4.4.2 et
4.4.3 de cette partie, et consiste à exprimer la cohomologie des quotients de X et
Y(ċ) par les sous-groupes unipotents UI à partir de la cohomologie de certaines
variétés que l’on sait sans torsion. Grâce à ces résultats, on est ramené à connaı̂tre
l’emplacement des facteurs de composition cuspidaux dans la cohomologie de la
variété X. Malheureusement, notre analyse ne peut pas se conduire sur chaque
espace propre de F δ, mais aboutit en revanche à la considération d’une hypothèse
plus forte que (W), à savoir

(S) Les Λ-modules bHi
c(Y(ċ), Λ) sont sans torsion.

Celle-ci sera partiellement démontrée au cours de la section 4.4.4 mais entière-
ment résolue pour les groupes quasi-simples de type An, Bn, Cn et 2Dn à la fin
de ce chapitre. Notons que la propriété d’être sans torsion pour la variété X est
certainement spécifique à l’élément de Coxeter, et ne sera en général pas vérifiée
pour les éléments réguliers de plus grande longueur, comme nous le verrons au
chapitre suivant (voir remarque 5.37).

Indépendamment de ces résultats, il nous a semblé intéressant de donner
dans une première section un résultat analogue au point (1) pour les compac-
tifications de variétés de Deligne-Lusztig X(w). Cela pourra constituer un point
de départ à l’étude de la torsion pour les variétés associées à d’autres éléments
du groupe de Weyl.

4.4.1 Le cas des variétés XI

On revient dans un premier temps au cas général : w est un élément quel-
conque du groupe de Weyl, et ℓ est seulement supposé différent de p. Le peu de
renseignements dont on dispose sur la géométrie de la variété de Deligne-Lusztig
X(w) font que l’étude de la torsion dans la cohomologie de cette variété reste un
problème difficile. Il n’existe d’ailleurs à notre connaissance que peu de critères
généraux permettant de vérifier une telle propriété ; celui que nous utiliserons ici
s’inspire de l’exemple de la variété de drapeaux G/B, stratifiée par des espaces
affines :

Lemme 4.42. Soit Z une variété quasi-projective filtrée par une suite de sous-variétés
fermées Z = F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fn = ∅. On suppose que la cohomologie des variétés
Zj = Fj r Fj+1 est concentrée en degré maximal, c’est-à-dire vérifie

H•
c (Zj , Λ) = H

2 dim Zj
c (Zj , Λ).

Alors les groupes de cohomologie de Z sont sans torsion, et non nuls en degrés pairs
uniquement.

Démonstration. On raisonne sur les sous-variétés Fj par récurrence sur j : on sup-
pose pour cela que la cohomologie de Fj+1 est sans torsion et non nulle en degrés
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pairs seulement. La partition Fj = Zj ∪ Fj+1 induit une suite exacte longue en
cohomologie

· · · −→ Hi
c(Zj , Λ) −→ Hi

c(Fj , Λ) −→ Hi
c(Fj+1, Λ) −→ Hi+1

c (Zj , Λ) −→ · · ·
Notons N = 2 dim Zi . Lorsque i est différent de 2N et 2N − 1, il n’y a pas de
contribution de Zj dans la suite précédente, et la flèche Hi

c(Fj , Λ) −→ Hi
c(Fj+1, Λ)

est un isomorphisme. Pour i = 2N−1, c’est une injection ; mais la cohomologie de
Fj−1 étant concentrée en degrés pairs, on en déduit que H2N−1

c (Fj , Λ) = 0. Enfin,
dans le cas où i = 2N, on obtient la suite exacte courte suivante :

0 −→ H2N
c (Zj , Λ) −→ H2N

c (Fj , Λ) −→ H2N
c (Fj+1, Λ) −→ 0

ce qui prouve que H2N
c (Fj , Λ) est sans torsion.

Remarque 4.43. On peut même montrer que la suite exacte précédente se scinde :
en effet, si on note Z i l’adhérence de Zi dans Z , la flèche ι : H2N

c (Zj , Λ) −→
H2N

c (Z j , Λ) est un isomorphisme, et on construit une rétraction en composant
l’application de restriction H2N

c (Fj , Λ) −→ H2N
c (Z j , Λ) et ι−1 [61, proposition 2.7].

Exemple 4.44. La variété G/B est stratifiée par les cellules de Schubert Bv · B
pour v ∈ W , qui sont isomorphes à des espaces affines de dimension ℓ(v). La
filtration obtenue à partir de cette stratification vérifie donc les hypothèses du
lemme, et on en déduit que la cohomologie de G/B est sans torsion.

Pour des raisons évidentes, il n’y a aucun espoir d’appliquer le lemme pré-
cédent directement aux variétés de Deligne-Lusztig. En revanche, on peut, en
suivant [61], construire une variété raisonnablement proche de X(w) et vérifiant
les hypothèses du lemme. Nous allons maintenant détailler cette construction.

Rappelons que pour toute décomposition réduite w = s1 · · · sm de w , il existe
une compactification lisse de X(w) à la Bott-Samelson (voir section 2.2.1), notée
X(w) par abus de notation. Elle est définie dans [29] comme l’ensemble des (m +
1)-uplets (g0B, · · · , gmB) ∈ (G/B)m+1 vérifiant

• g−1
i−1gi ∈ Psi = B ∪ BsiB pour tout i = 1, ... , m ;

• g−1
m F (g0) ∈ B.

C’est une variété projective lisse, et le morphisme π : X(w) −→ X(w) donné
par la première projection (g0B, · · · , gmB) 7−→ g0B induit un isomorphisme de
π−1(X(w)) sur X(w), ce qui justifie la terminologie employée. D’autre part, l’ac-
tion du groupe fini G sur X(w) s’étend naturellement en une action sur X(w)
par multiplication à gauche sur chaque composante, et on peut définir le produit
amalgamé

Z = X(w)×G X(w).

Lusztig a construit dans [61] une partition de X(w) × X(w) en une famille
de sous-variétés localement fermées indexées par un ensemble partiellement or-
donné (M,≤). Chacune des pièces Za de cette décomposition vérifie :

(i) Za est stable par l’action diagonale de G sur X(w)× X(w) ;
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(ii) l’adhérence Za de Za est contenue dans
⋃

a′≤a Za′ ;

(iii) la cohomologie de la variété quotient G\Za à coefficients dans le corps K

est concentrée en degré maximal (égal à 2 dim Za).

En particulier, la décomposition induite sur Z par les variétés G\Za est très proche
de vérifier les conditions d’application du lemme 4.42. Le seul problème vient du
point (iii) qui concerne la cohomologie à coefficients dans K et non sur l’anneau
Λ. Cette obstruction peut être levée en supposant que le nombre premier ℓ est
assez grand :

Proposition 4.45. Si ℓ ne divise par l’ordre de G , alors la cohomologie de la variété
Z = X(w)×G X(w) à coefficient dans Λ est sans torsion.

Démonstration. En vertu du lemme 4.42, il suffit donc de montrer que la cohomo-
logie des variétés G\Za à coefficients dans Λ est concentrée en degré maximal.
On reprend à cette fin l’argument de Lusztig utilisé pour montrer (iii) : a étant
fixé, il construit les objets suivants :

• une variété quasi-projective Z0 muni d’une action de G × T op, avec T un
groupe fini agissant librement, ainsi qu’un morphisme surjectif G -équiva-
riant π0 : Z0 −→ Za induisant un isomorphisme entre les G -variétés Z0/T
et Za ;

• une variété quasi-projective Z1 munie de deux actions libres de G et T qui
commutent, et telles que G\Z1 soit un quasi-espace affine ;

• un quasi-fibré vectoriel G × T op-équivariant π1 : Z0 −→ Z1.

Les traductions cohomologiques de ces constructions s’écrivent, via les résultats
de la section 1.2.2 :

• RΓc(Za, Λ) ≃ RΓc(Z0, Λ)
L
⊗ΛT Λ dans Db(ΛG -Mod) ;

• Λ
L
⊗ΛG RΓc(Z1, Λ) ≃ Λ[−2 dim Z1] dans Db(Mod-ΛT ) ;

• RΓc(Z0, Λ) ≃ RΓc(Z1, Λ)[−2(dim Z0 − dim Z1)] dans Db(ΛG -Mod-ΛT ) ;

et, puisque ℓ ne divise pas |G |, on en déduit que

RΓc(G\Za, Λ) ≃ Λ
L
⊗ΛG RΓc(Za, Λ) ≃ Λ

L
⊗ΛT Λ[−2 dim Z0].

dans Db(Λ-Mod).

Pour finir, T est isomorphe à un sous-groupe de TvF pour un certain élément
v du groupe de Weyl [61], et son ordre est donc inversible dans Λ par hypothèses
sur ℓ. On trouve donc RΓc(G\Za, Λ) ≃ Λ[−2 dim Za], ce qui termine la preuve.

Remarque 4.46. L’action de G sur Za n’est pas libre, et dans le cas où ℓ di-
vise l’ordre de G , les ordres des stabilisateurs des points de Za sous cette action
peuvent ne pas être inversibles dans Λ. Dans ce cas, la cohomologie de la variété
quotient G\Za n’est pas forcément donnée par les coinvariants de la cohomolo-
gie.
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Corollaire 4.47. Si ℓ ne divise pas l’ordre de G , alors la cohomologie de la variété X(w)
à coefficients dans Λ est sans torsion.

Démonstration. Pour simplifier les notations de cette preuve, on désignera par
X la variété de Deligne-Lusztig compactifiée. Puisque ℓ ne divise pas l’ordre de
G , les ΛG -modules projectifs de type fini sont exactement les ΛG -modules libres
de rang fini sur Λ. Aussi le complexe D = RΓc(X, Λ) est parfait par le théorème
1.26. On en déduit par la formule de Künneth [91, théorème 3.6.1] la suite exacte
suivante, pour tout entier n :

0 −→
⊕

i+j=n

Hi (D)⊗ΛG Hj(D) −→ Hn(D ⊗ΛG D)

qui, à l’aide la formule RΓc(Z , Λ) ≃ D ⊗ΛG D donnée dans la section 1.2.2, se
traduit par

0 −→
⊕

i+j=n

Hi (X, Λ)⊗ΛG Hj (X, Λ) −→ Hn(Z , Λ)

En vertu de la proposition 4.45, les groupes Hi (X, Λ)⊗ΛG Hj(X, Λ) sont donc sans
torsion. On va en déduire que chacun des groupes Hi (X, Λ) l’est aussi. Pour cela,
on note Hi (X, Λ)tor la torsion de ce dernier groupe et on écrit

0 −→ Hi (X, Λ)tor −→ Hi (X, Λ) −→ Hi (X, Λ)/Hi (X, Λ)tor −→ 0

Puisque l’ordre de G est inversible dans Λ et que Hi (X, Λ)/Hi (X, Λ)tor est sans
torsion par définition, le module de torsion est en fait facteur direct de Hi (X, Λ).
Par passage au produit tensoriel, on en déduit que Hi (X, Λ)tor⊗ΛG Hj (X, Λ) est un
sous-module de torsion de Hi (X, Λ)⊗ΛG Hj(X, Λ), et qu’à ce titre il est nul.

Puisque les groupes de cohomologie non nuls sont en nombre fini, et chacun
de type fini, on peut fixer un entier n tel que pour tout m ∈ Z

TorΛ1
(
Hm(X, Λ), Λ/ℓnΛ

)
= Hm(X, Λ)tor.

Autrement dit, n est choisi de sorte que chaque élément de torsion soit en fait
annulé par ℓn. En particulier, Hi (X, Λ)tor est un Λ/ℓnΛ-module et par réduction
modulo ℓn, on a

Hi (X, Λ)tor ⊗(Λ/ℓnΛ)G

(
Hj(X, Λ)⊗Λ Λ/ℓnΛ

)
= 0

et la formule des coefficients universels nous permet donc d’affirmer que

Hi (X, Λ)tor ⊗(Λ/ℓnΛ)G Hj(X, Λ/ℓnΛ) ≃ Hi (X, Λ)tor ⊗(Λ/ℓnΛ)G Hj+1(X, Λ)tor.

L’analyse précédente nous assure que ce dernier terme est nul, comme la ℓn-
réduction d’un facteur direct de Hi (X, Λ)tor ⊗ΛG Hj+1(X, Λ). On obtient ainsi

Hi (X, Λ)tor ⊗(Λ/ℓnΛ)G Hj (X, Λ/ℓnΛ) = 0.

D’autre part, X est une variété projective lisse, et la dualité de Poincaré fournit
un isomorphisme de (Λ/ℓnΛ)G -modules entre le groupe Hj(X, Λ/ℓnΛ) et le dual
de H2r−j (X, Λ/ℓnΛ) sur Λ/ℓnΛ (voir la remarque 1.25). L’égalité précédente peut
donc se réécrire en
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Hom(Λ/ℓnΛ)G

(
H2r−j (X, Λ/ℓnΛ), Hi (X, Λ)tor

)
= 0.

Appliquée au cas j = 2r − i − 1, on trouve

Hom(Λ/ℓnΛ)G

(
Hi−1(X, Λ/ℓnΛ), Hi (X, Λ)tor

)
= 0

ce qui force le module Hi (X, Λ)tor = TorΛ1
(
Hi (X, Λ), Λ/ℓnΛ

)
à être nul par la for-

mule des coefficients universels 1.3.

Ce dernier corollaire s’incrit parfaitement dans notre démarche : rappelons
que pour un sous-ensemble de racines simples I stable par φ, on peut former
la variété de Deligne-Lusztig XI = XLI

(cI ) associée à l’élément de Coxeter cI de
(WI , F ) obtenu à partir de c en ne gardant que les réflexions simples de I . Si on
reprend les hypothèses sur ℓ données dans le début de la section 4.2.2, l’ordre
du groupe LI est étranger à ℓ dès que I est un sous-ensemble propre de ∆. En
particulier,

Corollaire 4.48. Si ℓ vérifie les hypothèses données en 4.2.2, et si I est un sous-ensemble
propre de ∆ stable par φ, alors la cohomologie de la variété XI à coefficients dans Λ est
sans torsion.

4.4.2 Torsion et cuspidalité

Avec les hypothèses sur ℓ énoncées en 4.2.2, on résoud dans cette section le
problème de la torsion pour les variétés XI lorsque I ( ∆. L’idée qui prédomine
ici, et que nous réutiliserons dans le cours de cette partie, consiste à montrer que
la torsion est nécessairement cuspidale, et étudier alors la présence ou non de
facteurs de composition cuspidaux. On gagne alors à utiliser tous les triangles
exacts donnés par les constructions de Lusztig [62] afin d’identifer les groupes
de cohomologie qui possèdent potentiellement des facteurs de composition cus-
pidaux. Les détails sont donnés dans la preuve de la proposition suivante :

Proposition 4.49. Soit I un sous-ensemble propre de ∆, stable par φ. Alors la cohomo-
logie de la variété XI à coefficients dans Λ est sans torsion.

Démonstration. On procède par récurrence sur le cardinal de |I |, la proposition
étant trivialement vérifiée lorsque I = ∅. Fixons donc un ensemble de racines
simples non vide et stable par F . La récurrence est amorcée par [62, corollaire
2.10] (cf. aussi la section suivante pour plus de détails) : pour tout sous-ensemble
J ⊂ I stable par φ et maximal pour cette propriété, on dispose d’un isomorphisme
de variétés (UJ ∩ LI )\XI ≃ XJ × Gm, qui se traduit par l’isomorphisme de Λ-
modules suivant :

∗RLI

LJ

(
Hi

c(XI , Λ)
)
≃ Hi−1

c (XJ , Λ)⊕ Hi−2
c (XJ , Λ).

Par conséquent, la restriction de H•
c(XI , Λ)tor est un Λ-sous-module de torsion

de H•
c(XJ , Λ) qui est donc nul par hypothèse de récurrence. Autrement dit, tout

sous-module de torsion de H•
c(XI , Λ) est un ΛLI -module cuspidal.
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Posons rI = |I/φ|. En suivant [62], on peut filtrer la compactification XI par
une suite de sous-variétés fermées et LI -stables XI = DrI (I ) ⊃ DrI−1(I ) ⊃ · · · ⊃
D0(I ) = LI/BI . Chaque couple (Da(I ), Da−1(I )) donne lieu à des suites exactes
longues de kLI -modules :

· · · −→
⊕

J⊂I stable par φ

|J/φ|=a

RLI

LJ

(
Hi

c(XJ , k)
)
−→ Hi (Da(I ), k) −→ Hi (Da−1(I ), k) −→ · · ·

Puisque kLI est semi-simple, on se trouve dans le cas où

• tout facteur de composition cuspidal d’un kLI -module M est en fait facteur
direct. On peut donc définir naturellement la partie cuspidale de M , notée
Mcusp comme la somme de tous les sous-modules cuspidaux ;

• un kLI -module induit RLI

LJ
(M) a une partie cuspidale nulle si J 6= I ;

• la dualité de Poincaré exprime le fait que Hi (XI , k) est isomorphe au k-dual
du kLI -module H2rI−i(XI , k) (voir la remarque 1.25) ;

On en déduit, comme dans [62], que la partie cuspidale de Hi
c (XI , k) est nulle dès

que i > rI , grâce aux isomorphismes

Hi
c (XI , k)cusp ≃ Hi (XI , k)cusp ≃ H2rI−i(XI , k)∗cusp ≃ H2rI−i

c (XI , k)∗cusp = 0.

Pour finir, on revient aux groupes de cohomologie à coefficients dans Λ : pour
i > rI , le module Hi

c (XI , Λ)tor ⊗Λ k est un sous-module cuspidal de Hi
c(XI , Λ)⊗Λ k

et donc aussi de Hi
c (XI , k) par la formule des coefficients universels 1.3. Il est donc

nul, ce qui prouve que Hi
c(XI , Λ) est sans torsion. Le cas i = rI se déduit quant à

lui de l’affinité de XI : puisque HrI−1
c (XI , k) est nul, le groupe HrI

c (XI , Λ) est sans
torsion par la formule 1.3 (voir le corollaire 1.28).

Remarque 4.50. Le fait que ℓ ne divise pas l’ordre des groupes considérés est
primordial : dans le cas contraire, un module induit peut avoir des facteurs de
composition cuspidaux. Par exemple, le module RG

T (k) = k[G/B ] a un facteur de
composition cuspidal (égal à S0 avec les notations de la section 4.3.2). C’est en
grande partie à cause de ce phénomène que l’argument de [62, proposition 4.3]
ne peut pas s’appliquer dans le cas modulaire, même si on espère que le résultat
sur la concentration des modules cuspidaux reste vrai.

Comme conséquence immédiate de cette proposition et de l’isomorphisme
donné par [62, corollaire 2.10], on trouve :

Corollaire 4.51. Les modules de torsion de chaque groupe Hi
c(X, Λ) sont des ΛG -modules

cuspidaux.

Remarque 4.52. Pour montrer qu’il n’y a pas de torsion dans la cohomologie de
X, il suffit donc de prouver que pour i > r , les groupes Hi

c(X, k) n’ont pas de
facteurs de composition cuspidaux et procéder comme dans la fin de la preuve
de la proposition précédente.

Réciproquement, si les groupes Hi
c(X, Λ) sont sans torsion et que la conjecture

de Hiss-Lübeck-Malle est vérifiée, alors les facteurs de composition cuspidaux
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sont concentrés en degré moitié d’après l’étude effectuée dans la partie 4.3. Cela
justifie la démarche que nous adopterons jusqu’à la fin de cette partie.

4.4.3 Réduction de Y à X

Cette section est consacrée à l’étude du lien entre les problèmes de torsion
pour les deux types de variétés de Deligne-Lusztig. Plus précisément, on donne
une condition sur X pour que la cohomologie de Y, coupée par le bloc principal,
soit sans torsion. L’avantage de la variété X est qu’elle possède une compactifica-
tion qui est lisse, contrairement à celle de Y qui, en général, est seulement ration-
nellement lisse [9]. Cela nous permettra d’utiliser de façon intensive la dualité
de Poincaré-Verdier pour déduire certaines propriétés de concentration des kG -
modules cuspidaux dans la section suivante, ce qui s’inscrira naturellement dans
notre démarche.

On dispose de deux façons de couper la cohomologie de la variété Y : la
première consiste à couper à gauche par l’idempotent b associé au bloc princi-
pal de ΛG , tandis que la seconde consiste à couper à droite par l’idempotent b′

associé au bloc principal de ΛTcF . La conjecture de Broué [15] prédit que les deux
complexes sont homotopes, c’est-à-dire que l’on a l’isomorphisme suivant dans
Kb(ΛG -Mod) :

bRΓc(Y, Λ) ≃ RΓc(Y, Λ)b′.

En vertu du théorème 4.9, le résultat est déjà vrai au niveau du corps K , et se
transmet donc à Λ dans les cas où il n’y a pas de torsion dans la cohomologie. On
se concentrera désormais sur le complexe donné par le membre de droite de cet
isomorphisme, qui se calcule simplement par la proposition 1.17 :

RΓc(Y, Λ)b′ ≃ RΓc(Y, Λ)⊗ΛTℓ′
Λ ≃ RΓc(Y/Tℓ′ , Λ)

où Tℓ′ désigne la ℓ′-composante du groupe abélien TcF . La variété quotient Y/Tℓ′

sera quant à elle notée Yℓ.

On a vu précédemment (cf. corollaire 4.51) que la torsion dans la cohomologie
de la variété X était forcément cuspidale. En généralisant l’étude du quotient de
X par UI à la variété Y, on dispose d’un analogue de [62, corollaire 2.10] pour la
variété Yℓ :

Proposition 4.53. Soit I un sous-ensemble propre de ∆, stable par φ et maximal pour
cette propriété. Alors la cohomologie du quotient UI\Yℓ est donnée par l’isomorphisme
de Λ-modules suivant :

Hi
c(UI\Yℓ, Λ) ≃ ∗RG

LI

(
Hi

c(Yℓ, Λ)
)
≃ Hi−1

c (XI , Λ)⊕ Hi−2
c (XI , Λ).

Démonstration. Écrivons c = s1 · · · sr et [∆/φ] = {β1, · · · ,βr} les racines simples
associées à cette décomposition. L’ensemble I étant maximal, il s’obtient à par-
tir de ∆ en retirant les éléments dans l’orbite d’une certaine racine simple βj ;
autrement dit, I = ∆ r {〈φ〉 · βj}.
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D’après [62, corollaire 2.10] on dispose d’un isomorphisme de variétés UI\X ≃
XI ×Gm, qui n’est pas LI -équivariant en général, mais néanmoins VI -équivariant,
avec VI = LI ∩ U. Vu l’importance de cet isomorphisme dans les preuves de
ce chapitre, il convient de détailler sa construction. On emploiera à cette fin le
vocabulaire du chapitre 2 et plus particulièrement de la section 2.3.2. En notant
π : B −→ UI\B la projection canonique, on peut décrire la variété quotient UI\U
par :

UI\U ≃
{

(ū, h) ∈ U×UI\U
∣∣ h−1F (h) = π(ū)

}

avec VI agissant sur h seulement, par multiplication à gauche. D’autre part, pour
les éléments de Coxeter, la décomposition de Deodhar prend une forme très
simple : seule la cellule maximale est non vide (cf. remarque 2.51). En particu-
lier,

• l’injection Xw0(c) −→ X est un isomorphisme U-équivariant ;

• la cellule de Schubert double Bc · B ∩ B− · B est isomorphe à un tore, via
l’isomorphisme

(Gm)r −→ Bc ·B ∩ B− ·B
(z1, ... , zr ) 7−→ u−β1

(z1) · · · u−βr
(zr ) · B

Avec ces observations, on obtient

X ≃
{
u ∈ U | u−1F (u) ∈ uβ1

(Gm) · · · uβr
(Gm)

}

et ainsi

UI\X ≃
{(

(z1, ... , zr ), h
)
∈ (Gm)r ×UI\U

∣∣ h−1F (h) = π(uβ1
(z1) · · · uβr

(zr ))
}

.

Maintenant, pour i 6= j , le morphisme de groupes π ◦ uβi
est injectif. Mieux, la

projection π se scinde en un morphisme de variétés VI -équivariant ι, obtenu en
composant UI\U ≃ VI et VI ⊂ U. Via cette section, on a

ι ◦ π ◦ uβi
(zi) =

{
uβi

(zi) si i 6= j

1 sinon

et par conséquent

UI\X ≃
{(

(zi ), h
)
∈ (Gm)r × VI

∣∣ h−1F (h) = uβ1
(z1) · · · ûβj

(zj) · · · uβr
(zr )

}
.

L’application ((zi ), h) 7−→ (h, zj) induit alors un isomorphisme VI -équivariant
entre les variétés UI\X et XI × Gm.

Remarque 4.54. Plus généralement, on peut effectuer la même construction si I

n’est pas supposé maximal. Le quotient UI\X est toujours paramétré par des va-
riables zi ∈ Gm et h ∈ VI , et l’application consistant à oublier les zi pour lesquels
βi ∈ I induit un isomorphisme VI -équivariant de variétés

φI ,∆ : UI\X ≃ XI × (Gm)r−rI

où, rappelons-le, rI est égal à |I/φ|. Puisque XI est aussi une variété de Deligne-
Lusztig associée à un élément de Coxeter, mais pour le groupe réductif LI , on
dispose en fait d’une famille d’isomorphismes
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φI ,J : (VJ ∩ UI )\XJ ≃ XI × (Gm)rJ−rI

indexées par les couples (I , J) de sous-ensembles de ∆ stables par φ et tels que
I ⊂ J . Il est alors facile de vérifier qu’ils sont compatibles entres eux, c’est-à-dire
que pour I ⊂ J ⊂ L, on a

φI ,L = (φI ,J × id(Gm)rL−rJ ) ◦ φJ,L.

Retour à la démonstration. On reprend l’idée de [7] déjà utilisée dans la section
2.3.4 : l’isomorphisme UI\X ≃ XI × Gm ne se rélève pas directement à Y, mais
seulement à revêtement abélien de cette variété. Considérons la préimage Y◦

d’une composante connexe de U\Y. C’est une variété stable par l’action de U ,
mais pas nécessairement par l’action de TcF , qui agit transitivement sur les com-
posantes connexes de U\Y (puisque U\Y/TcF ≃ U\X est connexe). En notant H

le stabilisateur de la composante U\Y◦ dans TcF , on obtient un isomorphisme
VI -équivariant

UI\Y◦ ×H TcF ≃ UI\Y. (4.55)

L’avantage de cette construction est que l’on peut maintenant relever le revête-
ment galoisien U\Y −→ U\X ≃ (Gm)r en un revêtement ̟ : (Gm)r −→ (Gm)r

de groupe de Galois
∏�mi

. Les détails sont donnés dans [7] et dans la section
2.3.4. On peut alors former le diagramme suivant, dans lequels les carrés sont
cartésiens :

Ỹ (Gm)r

UI\Y◦ U\Y◦

UI\X U\X ≃ (Gm)r

̟ /N

/
Q�mi

π◦ /H π◦ /H

/N

(4.56)

Via l’identifiation U\X ≃ XI×Gm et d’après la remarque précédente, l’application
U\X −→ (Gm)r se décompose en πI × idGm

où πI : XI −→ VI\XI ≃ (Gm)r−1 est
le morphisme quotient associé à XI . Autrement dit, si on forme le produit fibré
suivant :

ỸI (Gm)r−1

XI (Gm)r−1

/Q
i 6=j

�mi

/Q
i 6=j

�mi

(4.57)

on peut décomposer la variété Ỹ en Ỹ ≃ ỸI × Gm, de façon compatible à la
décomposition du groupe

∏�mi
≃
(∏

i 6=j �mi

)
× �mj

.

Traduisons maintenant ces constructions en termes cohomologiques à l’aide
de la proposition 1.17 : en conjuguant l’équation 4.55 et le diagramme 4.56 on
obtient
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RΓc(UI\Y, Λ) ≃ RΓc(UI\Y◦, Λ)
L
⊗ΛH ΛTcF

≃ RΓc(Ỹ, Λ)
L
⊗Λ

Q�mi
ΛTcF

ce qui, via l’isomorphisme Ỹ ≃ ỸI × Gm, et les notations introduites en 2.41,
s’écrit finalement

RΓc(UI\Y, Λ) ≃
(

RΓc(ỸI , Λ)
L
⊗Λ

Q
i 6=j

�mi
ΛTcF

) L
⊗ΛTcF

(
RΓc(Gm, Λ)

L
⊗Λ�mj

ΛTcF
)

≃
(

RΓc(ỸI , Λ)
L
⊗Λ

Q
i 6=j

�mi
ΛTcF

) L
⊗ΛTcF ZTcF (�mj

)[−1]

(4.58)
dans la catégorie Db(Mod-ΛTcF ).

En général, les groupes de cohomologie du complexe ZTcF (�mj
) ne sont pas

munis d’une action triviale de TcF , car l’application �mj
−→ TcF n’est pas surjec-

tive. On peut d’ailleurs calculer explicitement l’image de cette dernière applica-
tion : avec les notations de Bonnafé et Rouquier, [7, proposition 3.5] nous dit que
cette image est exactement le groupe Nc (Yc,cI

). On trouve donc

H0(ZTcF (�mj
)) = H1(ZTcF (�mj

)) ≃ Λ
[
TcF/Nc(Yc,cI

)
]
.

Par [6, proposition 4.4], le groupe quotient apparaissant est aussi isomorphe à
TcI F/NcI

(Yc,cI
) qui est d’ordre premier à ℓ. En particulier, l’image de l’applica-

tion �mj
−→ TcF contient le ℓ-sous-groupe de Sylow de TcF , c’est-à-dire que le

morphisme �mj
−→ TcF/Tℓ′ est assurément surjectif.

Rappelons que l’on cherche à calculer la cohomologie d’un quotient de Y
seulement, défini par Yℓ = Y/Tℓ′ . Grâce à la proposition 1.17, il suffit de prendre
les coinvariants sous Tℓ′ des complexes calculés précédemment. On dispose du
triangle distingué suivant dans Db(ΛTcF -Mod)

Λ
[
TcF/Nc (Yc,cI

)
]
−→ ZTcF (�mj

) −→ Λ
[
TcF/Nc (Yc,cI

)
]
[−1] 

dont les coinvariants sous Tℓ′ prennent une forme relativement simple grâce à
l’observation précédente :

Λ −→ ZTcF (�mj
)

L
⊗ΛTℓ′

Λ −→ Λ[−1] (4.59)

Combiné à RΓc(ỸI , Λ)
L
⊗Λ

Q
i 6=j

�mi
ΛTcF via l’équation 4.58, ce triangle devient

RΓc(ỸI , Λ)
L
⊗Λ

Q
i 6=j

�mi
Λ[−1] −→ RΓc(UI\Yℓ, Λ) −→ RΓc(ỸI , Λ)

L
⊗Λ

Q
i 6=j

�mi
Λ[−2] 

où plus simplement, par définition de ỸI :

RΓc(XI , Λ)[−1] −→ RΓc(UI\Yℓ, Λ) −→ RΓc(XI , Λ)[−2] 

Examinons de plus près les morphismes de connexion Hi−2
c (XI , Λ) −→ Hi

c(XI , Λ)
de la suite exacte longue en cohomologie associée. Puisque le triangle 4.59 se
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scinde sur K , ce sont des morphismes nuls sur K entre des Λ-modules qui sont
sans torsion d’après la proposition 4.49. Ils sont donc identiquement nuls. On en
déduit des suites exactes

0 −→ Hi−1
c (XI , Λ) −→ Hi

c(Yℓ, Λ)UI −→ Hi−2
c (XI , Λ) −→ 0

qui donnent l’isomorphisme cherché.

Grâce à cet isomorphisme et à la proposition 4.49, on obtient un analogue du
corollaire 4.51 pour la variété Y :

Corollaire 4.60. Les modules de torsion de chaque groupe Hi
c (Yℓ, Λ) sont des ΛG -

modules cuspidaux.

Si on suppose la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle vraie, seul le groupe Hr
c (Yℓ)

peut, après ℓ-réduction, faire apparaı̂tre des kG -modules cuspidaux. Conjectura-
lement, l’absence de torsion dans la variété Yℓ est donc équivalente au fait que les
groupes Hi

c (Yℓ, k) ne contiennent aucun facteur de composition cuspidal lorsque
i > r (voir aussi la remarque 4.52). Il suffit en fait que la même propriété soit
vérifiée pour la variété X seulement :

Corollaire 4.61. Si les facteurs de composition cuspidaux dans la cohomologie de X à
coefficients dans k sont concentrés en degré moitié, alors les groupes Hi

c(Yℓ, Λ) sont sans
torsion.

Démonstration. Notons πℓ : Yℓ −→ X le morphisme quotient par le ℓ-Sylow
Tℓ de TcF . Le module trivial étant le seul kTℓ-module simple, l’image du fais-
ceau constant égal à k par πℓ s’écrit comme extensions successives de faisceaux
constants kX :

(πℓ)∗(kYℓ) ≃




kX

kX
...

kX




Au niveau des complexes, on peut donc construire RΓc(Yℓ, k) = RΓc(X, (πℓ)∗(kYℓ))
à partir d’extensions successives de RΓc(X, k). Autrement dit, il existe une suite
de complexes RΓc(Yℓ, k) = C0, C1, ... , Cn = RΓc(X, k) reliés par des triangles dis-
tingués dans Db(kG -Mod-kTℓ)

Ci+1 −→ Ci −→ RΓc(X, k) 

En appliquant le foncteur RHom•
kG (P ,−) à chacun de ces triangles, on en déduit

que les complexes RHom•
kG (P , Ci ) sont concentrés en degré r dès que le complexe

RHom•
kG (P , Cn) l’est. En particulier, si P est l’enveloppe projective d’un module

cuspidal L, alors L ne peut être facteur de composition de Hi
c(Yℓ, k) s’il n’est pas

facteur de composition de Hi
c(X, k) (voir proposition 1.5). Le lien avec la torsion

s’obtient à l’aide du corollaire précédent.
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Au vu de l’étude effectuée au cours de la section 4.4.2 (voir par exemple la
remarque 4.52), ce corollaire permet effectivement de relier l’absence de torsion
dans la cohomologie des deux types de variétés de Deligne-Lusztig :

Corollaire 4.62. La cohomologie de Yℓ à coefficients dans Λ est sans torsion dès que les
deux propriétés suivantes sont vérifiées :

• la cohomologie de X à coefficients dans Λ est sans torsion ;

• la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle (cf. conjecture 4.26) est vraie.

4.4.4 Étude de la torsion dans la cohomologie de X

Pour (G, F ) un groupe réductif connexe quelconque, on démontre dans cette
section deux résultats partiels, ne permettant malheureusement pas de s’affran-
chir totalement des hypothèses de torsion faible (W) ou forte (S).

Proposition 4.63. Si λ est une valeur propre de F δ sur Hr
c(X, K ), alors les λ̄-espaces

propres généralisés de F δ sur H•
c (X, k) n’ont pas de facteurs de composition cuspidaux

en dehors du degré r . En particulier, les groupes Hi
c (X, Λ)(λ) sont sans torsion.

Démonstration. En accord avec [62], on notera D = Dr−1(∆) le complémentaire
de X dans X. Soit I un sous-ensemble propre de ∆ stable par φ. En vertu du
théorème 4.23 et de la proposition 4.29, les λ̄-espaces propres généralisés de F δ

sur Hi
c(XI , K ) sont nuls si i 6= |I/φ|. Par la proposition 4.49, le résultat reste vrai en

considérant les groupes de cohomologie à coefficients dans k . Des suites exactes
longues

· · · −→
⊕

I stable par φ
|I/φ|=a

RG
LI

(
Hi

c (XI , k)
)
−→ Hi

c(Da(∆), k) −→ Hi
c(Da−1(∆), k) −→ · · ·

on déduit que les groupes Hi
c(D, k)(λ) sont nuls dès que i ≥ r , si bien que pour

i > r on trouve

Hi
c(X, k)(λ) ≃ Hi (X, k)(λ).

D’autre part, si µ = q2rλ−1, alors par le même raisonnement que précédemment
on montre que les µ̄-espace propres généralisés sur Hi

c(D, k) sont nuls pour tout
entier i (il suffit de remarquer que µ est une valeur propre maximale dans sa série
de Harish-Chandra et qu’à ce titre elle n’intervient jamais dans la cohomologie
des sous-variétés XI ). Puisque X est lisse, on peut alors appliquer la dualité de
Poincaré-Verdier 1.24 et on obtient, pour i > r , les isomorphismes suivants

Hi
c (X, k)(λ) ≃ Hi (X, k)(λ) ≃

(
H2r−i (X, k)(µ)

)∗ ≃
(
H2r−i

c (X, k)(µ)

)∗
.

Reste à remarquer que X étant affine et irréductible, les groupes H2r−i
c (X, k) sont

nuls lorsque i > r , ce qui prouve que Hi
c(X, k)(λ) est nul.
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Remarque 4.64. Même si l’énoncé de ce résultat est très proche de l’hypothèse
(W), il ne permet pas de déduire une quelconque information sur la présence ou
non de torsion dans la cohomologie de Yℓ. En effet, la méthode de réduction de
Yℓ à X mise en oeuvre dans le corollaire 4.61 ne conserve pas les espaces propres
généralisés de F δ.

Notons cependant que Bonnafé et Rouquier ont construit dans [9] une com-
pactification de Yℓ de Yℓ telle que Yℓ r Yℓ ≃ X r X. Cette compactification est
en général seulement rationnellement lisse, mais si elle s’avère être aussi k-lisse,
alors la démonstration précédente se généralise à Yℓ, ce qui permettrait d’achever
la démonstration de la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle.

Le second résultat général de cette section permet de passer partiellement
de l’hypothèse (W) à l’hypothèse (S). On montre en effet que seuls certains es-
paces propres très précis de la cohomologie de X peuvent éventuellement faire
apparaı̂tre de la torsion :

Proposition 4.65. Soit λ = ζqmδ une valeur propre de F sur H•
c (X, K ) congrue à qjδ

modulo ℓ. Supposons la conjecture 4.26 vérifiée. Alors si j = mζ ou si j < Mζ les groupes
Hi

c(X, Λ)(λ) sont sans torsion.

Démonstration. Soit I un sous-ensemble propre de ∆ stable par φ et µ une valeur
propre de F δ sur H•

c(X, K ). On commence par observer que les modules induits
RG

LI

(
Hi

c (XI , k)(µ)

)
n’ont aucun facteur de composition cuspidal si i > |I/φ| ou si µ

n’est pas congrue à qδmξ c’est-à-dire minimale dans sa série de Harish-Chandra.
En effet, la proposition 4.29 donne

〈
χmξ ; RG

LI

(
Hi

c (XI , K )(µ)

)〉
=
〈
∗RG

LI

(
Hr

c(X, K )
(q
δmξ )

)
; Hi

c (XI , K )(µ)

〉
6= 0

si et seulement si i = dim XI = |I/φ| et µ est congru à qδmξ . D’autre part, l’absence
de torsion dans la cohomologie des variétés XI donne

décG

[
RG

LI

(
Hi

c(XI , K )
)]

=
[
RG

LI

(
Hi

c(XI , k)
)]

k
.

Il suffit alors de remarquer qu’en vertu de la conjecture de Hiss-Lübeck-Malle et
de l’analyse effectuée dans la section 4.3.1, seules les ℓ-réductions des caractères
de la forme χmξ peuvent avoir des facteurs de composition cuspidaux.

En reprenant les suites exactes

· · · −→
⊕

I stable par φ
|I/φ|=a

RG
LI

(
Hi

c(XI , k)
)
−→ Hi

c (Da(∆), k) −→ Hi
c(Da−1(∆), k) −→ · · ·

avec a < r , on en déduit que pour D = Dr−1(∆) :

• les groupes Hi
c(D, k) n’ont pas de facteurs de composition cuspidaux dès

que i ≥ r − 1 ;

• si µ n’est pas congru modulo ℓ à une valeur propre de F δ sur Hr
c(X, K ) alors

les groupes Hi
c(D, k)(µ) n’ont aucun facteur de composition cuspidal.
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On procède alors comme dans la preuve de la proposition précédente : si L est
un kG -module simple cuspidal et si i > r alors on peut former la suite d’isomor-
phismes

HomkG (PL, Hi
c(X, k)(λ)) ≃ HomkG (PL, Hi (X, k)(λ))

≃ HomkG

(
PL, (H2r−i (X, k)(µ))∗

)

≃ HomkG

(
PL, (H2r−i

c (X, k)(µ))∗
)

avec µ = q2rλ−1. Notons que le dernier isomorphisme est justifié par le fait que le
dual d’un module cuspidal est bien cuspidal. Puisque X est affine et irréductible,
on en déduit que L n’est facteur de composition d’aucun groupe Hi

c (X, k)(λ) pour

i > r , ce qui, conjugué avec le corollaire 4.51, assure que les groupes Hi
c (X, Λ)(λ)

sont sans torsion.

Remarque 4.66. Pour venir à bout de l’hypothèse (S), il reste à traiter le cas
des valeurs propres λ qui sont congrues à qδMζ modulo ℓ. Examinons le cas du
groupe G = SL2(F) : lorsque l’on calcule la cohomologie de X, on utilise la suite
exacte suivante :

0 −→ H0(X, k) −→ H0
c (D, k) −→ H1

c (X, k).

Dans cet exemple, on a H0
c(D, k) ≃ kG/B avec la valeur propre 1 de F , et ce

module fait intervenir un facteur de composition cuspidal. Rien ne peut garantir
a priori que ce facteur n’intervient pas dans H0(X, k). Ce n’est néanmoins pas le
cas puisqu’ici H0(X, k) est le module trivial.

4.4.5 Quelques cas particuliers

Pour finir cette partie, on va donner quelques cas particuliers pour lesquels
on peut effectivement montrer que l’hypothèse (S) est vérifiée. Par le corollaire
4.61, il suffit de prouver que les facteurs de composition cuspidaux ne peuvent
pas apparaı̂tre dans les groupes Hi

c (X, k) dès que i > r . Cela revient à montrer
que le complexe

RHom•
kG

(
P , RΓc(X, k)

)

est concentré en degré r lorque P est l’enveloppe projective d’un kG -module cus-
pidal.

Au cours du chapitre 2, nous avons étudié un phénomène similaire, faisant
intervenir des modules projectifs particuliers : les modules de Gelfand-Graev. En
combinant l’étude des chapitres 2 et 3 avec les résultats de cette partie, on montre
le théorème suivant :

Théorème 4.67. Avec les hypothèses de la section 4.2.2 sur ℓ et (G, F ), la cohomologie
de la variété Yℓ à coefficient dans Λ, coupée par le bloc principal de ΛG , est sans torsion
dans les cas suivants :

(i) (G, F ) est un groupe de Fq-rang 1 ;
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(ii) (G, F ) est de type An ou 2Dn ;

(iii) (G, F ) est de type Bn ou Cn et p 6= 2.

(i) Les groupes de Fq-rang 1. La variété Yℓ est le quotient d’une variété affine
par un groupe fini : elle est donc affine. D’autre part, c’est une variété irrédutible
de dimension 1 : sa cohomologie est donc concentrée en degrés 1 et 2 à la fois sur
Λ et sur k . Puisque H0

c(Yℓ, k) = 0, il n’y a pas de torsion dans H1
c(Yℓ, Λ) ; il ne peut

pas y avoir non plus de torsion dans le groupe H2
c(Yℓ, Λ), puisqu’il est toujours

libre de rang égal au nombre de composantes irréductibles de dimension 1 de Yℓ.

(ii) Les groupes de type An et 2Dn. Pour chacun de ces deux types, il n’y a
que les caractères de la série principale qui sont susceptibles d’être dans le bloc
principal (voir [62, table 7.3]). Dès lors, on sait d’après les résultats de la section
4.3.1 qu’il ne peut y avoir qu’un seul kG -module simple cuspidal dans ce bloc, et
on va pouvoir construire son enveloppe projective.

Soit ψ un caractère régulier de U , et Γψ le module de Gelfand-Graev associé.
D’après [29], son caractère rencontre une et une seule fois chaque série rationnelle
E(G , s). En particulier, il n’a qu’un seul composant unipotent, et c’est le caractère
de Steinberg StG , que l’on a noté χ0 en 4.21. Par conséquent, son caractère, coupé
par le bloc principal b est forcément donné par

[bΓψ]K = χexc + StG = χexc + χ0

ce qui permet d’identifier bΓψ à l’enveloppe projective de l’unique module cus-
pidal du bloc principal.

On peut alors utiliser le théorème 3.27 dans le cas particulier de l’élément de
Coxeter, ce qui donne

RHom•
kG (Γψ, RΓc (X, k)) ≃ eψRΓc(X, k) ≃ k[−r ].

Par la proposition 1.5, cette dernière propriété traduit le fait que tout kG -module
situé dans la tête de Γψ ne peut être facteur de composition de Hi

c (X, k) pour i = r

seulement. En particulier, l’unique kG -module simple cuspidal du bloc principal,
qui se trouve dans la tête de bΓψ , ne peut être facteur de composition de Hi

c(X, k)
lorsque i > r . À l’aide du corollaire 4.61, on en déduit que la cohomologie du
complexe bRΓc(Yℓ, Λ) est sans torsion.

(iii) Le type B2. Pour les types Bn et Cn, la situation est un peu plus compliquée
que précédemment : il y a deux séries qui rencontrent le bloc principal, et ainsi
deux kG -modules simples cuspidaux dans ce bloc. Le module de Gelfand-Graev,
coupé par le bloc, donne comme précédemment l’enveloppe projective de l’un
d’entre eux mais ne donne aucune information sur le second. L’objectif général
est alors de construire, pour tout kG -module simple cuspidal L du bloc, un mo-
dule projectif QL tel que

• L est dans la tête du module QL. Autrement dit, PL est facteur direct de QL ;
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• la cohomologie du complexe RHom•
ΛG

(
QL, RΓc(X, Λ)

)
est sans torsion.

Si ces deux conditions sont remplies, on déduit de la formule 1.3 que la cohomo-
logie du complexe RHom•

kG

(
PL, RΓc (X, k)

)
est concentrée en degré r (puisqu’elle

l’est déjà sur K ) . Ainsi, par la proposition 1.5, L ne peut pas apparaı̂tre comme
module de torsion de H•

c (X, Λ).

Dans le cas des groupes de type Bn et Cn, nous allons construire le module
QL à l’aide des modules de Gelfand-Graev généralisés associés à la classe uni-
potente sous-régulière. Afin d’effectuer des premiers calculs de façon explicite,
nous commencerons par traiter le cas n = 2. On notera α et β les racines simples,
la racine β étant supposée longue. Les réflexions associées seront notées s et t :

s
<

t

Avec ces notations, le diagramme de Dynkin pondéré d associé à la classe sous-
régulière O est défini par d(α) = 0 et d(β) = 2. Le groupe unipotent U2 associé
est donc engendré par Uβ , Uα+β et U2α+β .

Pour toute la suite, on fera le choix c = ts pour l’élément de Coxeter. La
variété X s’écrit alors

X =
{
u ∈ U

∣∣ u−1F (u) ∈ uα(Gm)uβ(Gm)
}

En écrivant u = u(x , y , z , t) = uα(x)uβ(y)uα+β(z)u2α+β(t), la condition sur l’élé-
ment u−1F (u) est donnée par les équations suivantes :





xq − x 6= 0

yq − y 6= 0

zq − z + y(xq − x) = 0

tq − t + 2z(xq − x)− y(xq − x)2 = 0

De plus, l’action du groupe fini U2 = UβUα+βU2α+β y est donnée par :

u(0, a, b, c)u(x , y , z , t) = u(x , y + a, z + b − ax , t + c − 2bx + ax2).

Afin de simplifier cette action, on effectue le changement de variable u(x , y , z , t) =
v(x , y , z ′, t ′) avec :

{
z ′ = z + xy

t ′ = t + 2xz + x2y

si bien que les équations deviennent :




xq − x 6= 0

yq − y 6= 0

z ′
q − z ′ − xq(yq − y) = 0

t ′
q − t ′ − x2q(yq − y) = 0

avec action du groupe U2 donnée par :

u(0, a, b, c)v(x , y , z ′, t ′) = v(x , y + a, z ′ + b, t ′ + c).
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D’après [29, proposition 1.23], la G -variété X ne dépend que du type de (G, F ) ;
on peut supposer que le groupe G est simplement connexe, égal à Sp4(F). On
a vu alors au cours de l’exemple 3.3 que tout élément nilpotent N ∈ OF est
conjugué à un élément de la forme N(ν) = eβ − νe2α+β , avec ν ∈ F×q . De plus, les
éléments N(ν) et N(ν ′) sont rationnellement conjugués si et seulement si ν ′ν−1

est un carré dans Fq. À l’aide de cette forme précise, le caractère de Gelfand-
Graev généralisé associé à N(ν) peut se construire de la façon suivante : on fixe
un caractère linéaire non trivial χ : F+

q −→ Λ×, et on définit ψN(ν) : U2 −→ Λ×

par

ψN(ν)(u(0, a, b, c)) = χ(a − νc)

et on note Λν le module Λ muni de l’action de U2 par ce dernier caractère. Le
module de Gelfand-Graev généralisé est alors défini comme l’induit ΓN(ν) =

IndG
U2

Λν . C’est un ΛG -module projectif qui, d’après l’exemple 3.15 et avec les no-
tations de la partie 4.3, se décompose sur le bloc principal en :

bΓN(ν) ≃
{

(P0)q−1 ⊕ P1 si ν est un carré dans Fq;

(P0)q ⊕ P3 sinon.

C’est le deuxième cas qui va retenir notre attention, car les deux modules pro-
jectifs qui apparaissent dans la décomposition sont exactement les enveloppes
projectives des deux kG -modules simples cuspidaux du bloc principal. Nous al-
lons donc étudier le complexe

RHom•
ΛG (ΓN(ν), RΓc(X, Λ)) ≃ eψN(ν)

RΓc(X, Λ).

Il est assez surprenant de voir que dans le cas où ν est un carré dans Fq , ce com-
plexe a une cohomologie non nulle en degrés 2 et 3, alors qu’elle est concentrée
en degré 2 dans le cas contraire. Pour simplifier, on notera désormais eν (resp.
ψν) à la place de eψN(ν)

(resp. ψN(ν)).

Les équations de X sont trop compliquées pour pouvoir calculer la cohomo-
logie de cette variété par des méthodes élémentaires. Néanmoins, puisque c’est
uniquement la composante ψν -isotypique qui nous intéresse, on peut remplacer
X par son quotient par le noyau de ψν sans changer cette composante. Notons
que ce noyau est formé des éléments de la forme u(0, νa, b, a) et qu’il s’écrit donc
comme un produit {u(0, νa, 0, a)}×Uα+β , ce qui permet d’effectuer le quotient en
deux étapes. Tout d’abord, quotienter par Uα+β revient à prendre z ′

q− z ′ comme
variable, et la troisième équation disparait pour donner la description suivante
de Uα+β\X :





xq − x 6= 0

yq − y 6= 0

t ′
q − t ′ − x2q(yq − y) = 0

Afin de simplifier le second passage au quotient, on effectue dans les équations
précédentes le changement de variable t = t ′ − ν−1y , de sorte qu’en posant y =
yq−y , le quotient de X par le noyau de ψν est donné par les équations suivantes :
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xq − x 6= 0

y 6= 0

tq − t = (x2q − ν−1)y

Finalement, en écrivant ν = θ2 avec θ ∈ Fq2 , et en effectuant un dernier change-
ment de variable (par dilatation), la variété quotient (Kerψν)\X est donnée par :





xq − θq−1x 6= 0

y 6= 0

tq − t = (x2q − 1)y

et l’action de (Kerψν)\U2 ≃ Fq s’effectue par translation sur la variable t. Il est
alors clair que la nature de ν influe fortement sur les équations de cette variété.
En effet, si ν est un carré dans Fq, alors θq−1 vaut 1, et ainsi x2q − 1 n’est jamais
nul. En reprenant les notations de la section 2.3.1, on en déduit l’isomorphisme
suivant :

(Kerψν)\X ≃ L−1(Gm)×L−1(Gm)

avec Fq agissant sur le second terme du produit. On trouve alors facilement
eνH•

c(X, Λ) = Λq[−2]⊕ Λ[−3].

Remarque 4.68. Ce résultat est conforme à nos attentes puisque dans le cas où ν
est un carré dans Fq , les seuls caractères unipotents intervenant dans ΓN(ν) sont
χ0 = StG avec multiplicité q et χ1 avec multiplicité 1. D’autre part, ils appa-
raissent respectivement dans le second et troisième groupe de cohomologie de la
variété de Deligne-Lusztig X.

Intéressons-nous maintenant au cas où ν n’est pas un carré dans Fq . On a
alors θq−1 = −1. Élever la première équation à la puissance q et remplacer xq par
x ne change pas la cohomologie de la variété, et on peut donc supposer que les
équations sont données par :





xq + x 6= 0

y 6= 0

tq − t = (x2 − 1)y

Puisque [bΓN(ν)] = (q + 1)χexc + qStG + θ10, on connaı̂t la cohomologie à coeffi-
cients dans K de cette variété, qui est donnée par RHom•

KG (KΓN(ν), RΓc(X, K )) ≃
Kq+1[−2]. Pour obtenir un résultat similaire sur Λ ou k , il suffit de montrer que
eνH•

c(X, Λ) est sans torsion. Commençons par découper la variété quotient : l’al-
ternative x2 = 1 ou x2 6= 1 induit une décomposition (Kerψν)\X = Xo ∪ Xf où

• Xo est une sous-variété ouverte qui, après le changement de variable y′ =
(x2 − 1)y s’identifie à (A1 r {q + 2 points}) × L−1(Gm), avec action de Fq

par translation sur la deuxième composante ;

• Xf est une sous variété fermée isomorphe à {±1}×Gm×Fq , avec action deFq sur la troisième composante.
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La suite exacte longue en cohomologie est alors donnée par le tableau suivant :

eνH•
c (Xo , Λ) eνH•

c (X, Λ) eνH•
c(Xf , Λ)

1 0 0 Λ2

2 Λq+2 eνH2
c (X) Λ2

3 Λ eνH3
c (X) 0

4 0 eνH4
c (X) 0

La composante ψν -isotypique de la cohomologie de X peut donc être potentielle-
ment non nulle en degré 3, mais elle est forcément de torsion puisque eνH3

c(X, K )
est nul. Elle s’identifie au conoyau du morphisme de connexion Λ2 −→ Λ. On se
propose de montrer que cette dernière flèche est en fait surjective, en rajoutant
une information à notre étude : l’action d’un groupe fini.

Chacune des variétés X, Xf et Xo est stable par l’action de Z/2Z, qui agit
naturellement sur la variable x, indépendamment de l’action de Fq . De plus,
l’action induite sur eνH3

c(Xo , Λ) est triviale, puisqu’elle correspond à l’action sur
H•

c(A1, Λ). On déduit du tableau précédent que

eνH3
c(X, Λ) = eνH3

c (X, Λ)Z/2Z = eνH3
c

(Z/2Z\X, Λ
)
.

Il suffit donc de montrer que ce dernier module, qui est de torsion, est en fait nul.
En écrivant

X =
{

(x, y, t) ∈ (Gm)2 × Ga

∣∣ xq−1 6= −1 et tq − t = (x2 − 1)y
}

on peut, via l’application x 7−→ x2, identifier le quotient de la variété X par Z/2Z
avec la variété

{
(x, y, t) ∈ (Gm)2 × Ga

∣∣ x(q−1)/2 6= −1 et tq − t = (x− 1)y
}

.

Cette dernière variété peut se plonger comme ouvert dense dans la variété sui-
vante, obtenue en enlevant les conditions sur la variable x :

X̃ =
{

(x, y, t) ∈ Ga × Gm × Ga

∣∣ tq − t = (x− 1)y
}

.

Le changement de variable x′ = (x− 1)y nous donne clairement X̃ ≃ Gm × A1, ce

qui prouve que la composante ψν-isotypique de la cohomologie de X̃ est nulle.
On trouve donc en particulier

eνH3
c

(Z/2Z\X, Λ
)
≃ eνH2

c (X̃ r X, Λ).

Puisque X̃ r X est une union disjointe de variétés affines irréductibles de dimen-
sion 2, ce dernier groupe est sans torsion, et par conséquent nul. En résumé, on a
montré que la cohomologie du complexe

RHom•
ΛG (ΓN(ν), RΓc(X, Λ)) ≃ eνRΓc(X, Λ)

est concentrée en degré 2 (et sans torsion dans ce degré puisque X est affine et
irréductible), ce qui, en vertu du corollaire 4.61 et de la forme particulière de
ΓN(ν), assure que les groupes bHi

c(Yℓ, Λ) sont sans torsion.
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(iv) Les types Bn et Cn. Revenons maintenant au cas général où (G, F ) est de
type Bn ou Cn avec n ≥ 2. Les racines simples seront notées ∆ = {α,β, γ3, ... , γn}
de sorte que le sous-système de racines engendré par α et β soit de type B2.

Par [24, section 4.2], il existe une unique classe nilpotente F -stable O de g

telle que O soit dense dans N rOreg. On l’appelle l’orbite sous-régulière ; elle est de
plus spéciale et de codimension 2 dans N . À l’aide de [21, chapitre 13], on vérifie
facilement qu’elle correspond aux diagrammes de Dynkin pondérés suivants :

type Bn

0
<

2 2 2 2 2

type Cn

2
>

0 2 2 2 2

De plus, lorsque G est supposé de type adjoint, alors pour tout N ∈ O on a
CG(N)/CG(N)◦ ≃ Z/2Z. Nous allons travailler avec des représentants particuliers
des orbites rationnelles de cette classe, donnés par le lemme suivant :

Lemme 4.69. Supposons G de type adjoint. Alors tout élément de O est conjugué à un
élément de la forme

N(ν) = eα − νeα+2β +

n∑

i=3

eγi

avec ν ∈ Fq . De plus, N(ν) et N(ν ′) sont rationnellement conjugués si et seulement si
ν ′ν−1 est un carré dans Fq .

Démonstration. D’après [84] et [21], la classe sous-régulière du groupe de type
adjoint SO2n+1(F) (resp. du groupe simplement connexe Sp2n(F)) est obtenue
par restriction de la classe de SL2n+1(F) correspondant à la partition [2n − 1, 12](
resp. de la classe de SL2n(F) correspondant à [2n − 2, 2]

)
. Puisque la projection

Sp2n(F) ։ PSp2n(F) induit une bijection sur les classes unipotentes (et nilpo-
tentes si p 6= 2), il suffit de vérifier de façon élémentaire que N(ν), vu comme
élément de sl2n ou sl2n+1, possède la décomposition de Jordan appropriée.

Supposons maintenant que N(ν) et N(ν ′) soient rationnellement conjugués,
et reprenons les notations de la section 3.1.1. Puisque CG(N(ν)) ⊂ Pd et que
N(ν) et N(ν ′) sont conjugués sous Pd , on en déduit qu’il existe z ∈ Pd tel que
N(ν) = z · N(ν ′). En écrivant Pd = LdU1 on remarque que U1 ne change pas les
coordonnées de N(ν ′) sur les racines de poids 2. En particulier, si z s’écrit z = lu

alors N(ν) = l · N(ν ′). Vu la forme du sous-groupe de Levi Ld = 〈T, Uα, U−α〉, le
résultat se déduit du rang 2 traité au cours de l’exemple 3.3.

Grâce à la forme particulière de ces éléments, on peut calculer aisément la
contribution du module de Gelfand-Graev généralisé sur la cohomologie de X
à partir des résultats obtenus dans le type B2. Pour χ : F+

q −→ Λ× un caractère
linéaire non trivial et ψN(ν) le caractère de U2 associé comme en section 3.1.2, on
va ainsi vérifier que la cohomologie du complexe
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RHom•
ΛG

(
ΓN(ν), RΓc(X, Λ)

)
≃ eψN(ν)

RΓc(X, Λ)

est sans torsion. Pour simplifier, on notera désormais eν = eψN(ν)
.

Afin de faire intervenir les calculs précédents, on va considérer trois sous-
groupes unipotents particuliers de U, à savoir

• UB2 = U ∩ Lα,β le sous-groupe de U engendré par les groupes Uα et Uβ ,
qui s’identifie au sous-groupe unipotent maximal d’un groupe de type B2 ;

• UAn−2 = U∩Lγ3,...,γn le sous-groupe de U engendré par les Uγi
, lequel s’iden-

tifie au sous-groupe des matrices unitriangulaires de GLn−1(q) ;

• V le sous-groupe de U engendré par les sous-groupes à un paramètre res-
tants, c’est-à-dire correspondant à des racines positives qui ne sont pas
dans l’ensemble 〈α,β〉 ∪ 〈γ3, ... , γn〉. C’est un sous-groupe distingué de U
normalisé par T.

On dispose alors d’un isomorphisme de groupe algébriques V\U ≃ UB2 ×UAn−2

et on notera πV la composée de la projection canonique U −→ V\U avec cette
identification.

Vu la forme des éléments N(ν), le caractère ψN(ν) se factorise en un caractère

linéaire de V \U et se décompose à ce titre en ψN(ν) = ψB2
ν ⊠ ψ

An−2 . Clairement,

le caractère ψAn−2 est un caractère régulier de UAn−2 et ψB2
ν correspond quant à lui

au caractère de UB2
2 étudié précédemment.

Détaillons maintenant l’analogue géométrique de cette décomposition. Avec
l’élément de Coxeter c = sαsβsγ3 · · · sγn , la variété de Deligne-Lusztig s’écrit :

X =
{
u ∈ U

∣∣ u−1F (u) ∈ uα(Gm)uβ(Gm)uγ3(Gm) · · · uγn(Gm)
}

.

À l’aide de la proposition 2.29 et de l’identification V\U ≃ UB2 × UAn−2 , on peut
alors réaliser son quotient par V de la façon suivante :

V \X ≃
{

(ū, v1, v2) ∈ U×UB2 ×UAn−2

∣∣∣∣∣
πV(ū) = v−1

1 F (v1)v−1
2 F (v2)

ū ∈ uα(Gm)uβ(Gm) · · · uγn(Gm)

}

ce qui se traduit par l’isomorphisme UB2 × UAn−2-équivariant suivant :

V \X ≃ XLα,β
(sαsβ)× XLγ3,...,γn

(sγ3 · · · sγn).

On en déduit finalement que le complexe RHom•
Λ

(
ΓN(ν), RΓc(X, Λ)

)
est donné

dans Db(Λ-Mod) par

eνRΓc(X, Λ) ≃ eνRΓc(V \X, Λ)

≃ e
ψ

B2
ν

RΓc(XLα,β
(sαsβ), Λ)

) L
⊗Λ eψAn−2 RΓc(XLγ3,...,γn

(sγ3 · · · sγn), Λ)

eνRΓc(X, Λ) ≃ e
ψ

B2
ν

RΓc(XLα,β
(sαsβ), Λ)

)
[−r + 2]

le dernier isomorphisme étant obtenu par le corollaire 2.54 puisque ψAn−2 est
un caractère régulier. Par conséquent, les calculs effectués pour le type B2 as-
surent que la cohomologie de ce complexe est sans torsion, et qu’ainsi tous les
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kG -modules simples cuspidaux apparaissant dans la tête de ΓN(ν) pour un cer-
tain ν ne peuvent apparaı̂tre comme modules de torsion de H•

c (X, Λ).

Il reste donc à montrer que le second kG -module simple cuspidal du bloc (i.e.
celui qui n’apparait pas dans la tête du module de Gelfand-Graev usuel) apparaı̂t
effectivement dans la tête de ΓN(ν) pour un certain ν ∈ Fq . Rappelons d’abord que
pour un groupe réductif de type Bn ou Cn, l’arbre de Brauer du ℓ-bloc principal
est donné par :

χ2n−1 χ2n−2

P2n−1 Pn+1

χn+1 χ0

P0

χn−1 χn

Pn

Les enveloppes projectives des deux kG -modules cuspidaux du bloc sont donc
P0 et Pn+1 ; elles sont associées aux caractères unipotents χ0 = StG et χn+1, ainsi
qu’au caractère exceptionnel χexc.

Avec les notations de [38], les caractères de la série principale {χ0, ... ,χn}
rencontrant le ℓ-bloc principal correspondent aux symboles

χi ↔
(

0 1 2 · · · (n − i − 1) n

1 2 · · · · · · (n − i)

)

pour i = 0, ... , n et ceux de la série associée au caractère cuspidal de B2 corres-
pondent à des symboles de défaut 3 donnés par

χn+j ↔
(

0 1 2 · · · · · · (n − j) n

1 2 · · · (n − j − 1)

)
·

avec j = 1, ... , n − 1. Notons de plus que les caractères χj et χn+j sont dans la
même famille car les entiers intervenant dans leur symbole sont les mêmes. En
particulier, le caractère χn+1 dont on veut garder la trace est dans la même famille
que χ1 qui correspond au symbole

χ1 ↔
(

0 1 2 · · · n− 2 n

1 2 · · · · · · n − 1

)

À l’aide de [21, chapitre 11], on peut vérifier que le caractère de W associé à ce
caractère unipotent, qui vit dans la série principale, correspond à la bipartition
([1], [1n−1]). En tant que caractère de W , il est spécial. Le conjugué de cette bipar-
tition est ([n − 1], [1]) et correspond au produit tensoriel de ce dernier caractère
avec la signature. On vérifie alors facilement, toujours à l’aide de [21], que la
classe spéciale associée à ce caractère par la correspondance de Springer est exac-
tement la classe O considérée précédemment. En résumé, la classe O est exac-
tement la classe nilpotente associée par [65, section 11.1] au caractère unipotent
χn+1 (voir aussi la fin de la section 3.1.2).

D’après le théorème 3.13, les seuls caractères unipotents du bloc principal qui
sont susceptibles d’apparaı̂tre dans le module ΓN(ν) sont donc χ1 et χn+1 (avec
multiplicité indépendante de q) et χ0 = StG (avec multiplicité polynomiale). En
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particulier, les seuls facteurs directs indécomposables du module projectif bΓN(ν)

sont P0, P1 et Pn+1. De plus, on est certain que χn+1 apparaı̂t effectivement dans
le caractère d’un des modules ΓN(ν) ce qui assure que Pn+1 est bien facteur direct
d’un de ces module. Par conséquent, les calculs précédents assurent que la coho-
mologie du complexe RHom•

ΛG

(
Pn+1, RΓc(X, Λ)

)
est sans torsion, et qu’à ce titre

l’hypothèse (S) est vérifiée.

4.5 Applications sous l’hypothèse de non-torsion forte

Cette partie finalise l’analyse du bloc principal de G , à partir de l’étude de
l’arbre de Brauer entamée au cours de la partie 4.3. Tous les résultats énoncés ici
le seront sous l’hypothèse de non-torsion suivante :

(S) Les Λ-modules bHi
c(Yℓ, Λ) sont sans torsion

où, on le rappelle, la variété Yℓ est le quotient de Y(ċ) par la ℓ′-partie du tore TcF .
En particulier, les groupes de cohomologie bHi

c(Yℓ, Λ) sont des formes entières
des groupes bHi

c(Yℓ, K ) et leurs réductions modulo ℓ s’identifient aux groupes
bHi

c(Yℓ, k). Ceci permet de court-circuiter l’étude de la cohomologie de Yℓ à co-
efficients dans k en passant par les travaux de Lusztig.

Dans un premier temps, on détermine un représentant explicite du complexe
bRΓc(Yℓ, Λ) à l’aide des modules projectifs Pj étudiés dans la partie 4.3. Plus
précisément, on donne, pour chaque valeur propre λ de F δ, un complexe par-
fait de ΛG -modules homotope au (λ)-espace propre généralisé de F δ. Sous l’hy-
pothèse (S), on connaı̂t explicitement l’arbre de Brauer du bloc principal, et ce
dernier complexe prend la forme du complexe de Rickard associé au sommet
de l’arbre indexé par λ [75, section 4]. De cette observation on déduira, dans
la deuxième section, que bRΓc(Yℓ, Λ) induit une équivalence splendide entre les
blocs principaux de G et TcF ⋊ CW (cσ), en accord avec la version géométrique
de la conjecture de Broué [15]. Dans les sections suivantes on établira deux con-
séquences de cette équivalence, à savoir le plongement planaire de l’arbre de
Brauer du bloc principal, et l’unitriangularité de la matrice de décomposition.
Concernant ce dernier point, seule la connaissance de l’arbre est nécessaire, l’uni-
triangularité se vérifiant au cas par cas pour chaque type (voir proposition 4.41).
Néanmoins, on expliquera ce résultat en utilisant le formalisme d’équivalence
perverse récemment introduit dans [22], dans le but de comprendre le phéno-
mène dans toute sa généralité.

4.5.1 Détermination du complexe de cohomologie

Comme annoncé dans l’introduction, on détermine ici la contribution de cha-
que espace propre de F δ sur la cohomologie de Yℓ. En un sens, la démarche
généralise celle de la proposition 4.38, qui concerne uniquement les valeurs pro-
pres « minimales » de F δ. La méthode reste la même : l’hypothèse de non-torsion
permet, à homotopie près, de scinder le complexe pour ne faire apparaı̂tre que
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certains modules projectifs et en certains degrés. La détermination explicite de
ces modules se fait au moyen des travaux de Lusztig donnant le caractère total
du complexe.

Comme dans la section 4.3.2, on travaillera avec un représentant particulier
de C = bRΓc(Yℓ, Λ) possédant de bonnes propriétés de finitude : par le théorème
1.27, il existe un complexe borné C de (ΛG , ΛTcF )-modules de type fini, projectifs
à gauche et à droite, homotope au complexe bRΓc(Yℓ, Λ). Par transfert, on peut
définir un endomorphisme F de C tel que les images de F et F δ coı̈ncident via
l’isomorphisme EndKb(ΛG)(C ) ≃ EndKb(ΛG)(C ).

Afin de comprendre les méthodes homologiques mises en oeuvre dans cette
section, on commencera par traiter l’exemple du groupe SL2(F) en suivant [4].

(i) L’exemple du groupe SL2(F). Ici, la variété Yℓ étant une courbe lisse, sa coho-
mologie est sans torsion [28, Arcata, section III.3] et l’hypothèse (S) est vérifiée.
D’après la proposition 4.38, le (1)-espace propre généralisé de F sur le complexe
C est homotope au module projectif P0 concentré en degré 1. Quant au (q)-espace
propre, il est homotope à un complexe à deux termes

0 −→ P
d−→Q −→ 0

où P et Q sont deux ΛG -modules projectifs. Puisque H2
c (Yℓ)(q) = Λ, le module

Q se projette sur Λ, et on en déduit qu’il existe un module projectif Q ′ tel que
Q = P1 ⊕ Q ′ avec Q ′ ⊂ Im d (P1 étant le relevé de l’enveloppe projective du kG -
module trivial). Puisque Q ′ est projectif, l’application d−1(Q ′) ։ Q ′ se scinde ;
on notera Q ′′ le sous-module de d−1(Q ′) isomorphe à Q ′. Pour montrer que Q ′′

est un facteur direct de P , on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.70. Soit B un ΛG -modules de type fini, et A un sous-module projectif de B .
Si le quotient B/A est libre sur Λ alors A est un facteur direct de B .

Démonstration. Si B/A est libre sur Λ, alors la suite exacte

0 −→ A −→ B −→ B/A −→ 0

se scinde en tant que suite de Λ-modules. Puisque A est projectif comme ΛG -
module, il est en particulier relativement (G , 1)-projectif, et donc (G , 1)-injectif
par [26, théorème 19.12]. Autrement dit, la suite exacte précédente se scinde aussi
comme suite de ΛG -modules, et ainsi A est facteur direct de B .

Pour vérifier que P/Q ′′ est sans torsion, il suffit alors de remarquer que d

induit une injection de (P/Q ′′)/(d−1(Q ′)/Q ′′) dans Q/Q ′. Puisque Q/Q ′ ≃ P1 et
d−1(Q ′)/Q ′′ ≃ d−1(Q ′) ∩ Ker d ⊂ P sont sans torsion, on en déduit que P/Q ′′

aussi. Mais alors, il existe un module projectif P ′ tel que P = P ′ ⊕ Q ′′. En notant
∂ : P ′ −→ P1 la composée de d|P′ avec la projection Q −→ P1, on a construit un
complexe

0 −→ P ′ ∂−→P1 −→ 0
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homotope à C(q) d’après le lemme 1.11. De plus, son caractère est donné, au signe
près, par [P ] − [Q] = [H1

c(Yℓ)(q)] − [H2
c (Yℓ)(q)] = χexc − χ1, ce qui force [P ′] =

χexc − χ1 + χ0 + χ1 = χexc + χ0. On en déduit que P ′ est isomorphe à P0. Si on
récapitule, on a

et

C(1) : 0 −→ P0 −→ 0

C(q) : 0 −→ P0 −→ P1 −→ 0.

(ii) Le cas général. En s’inspirant de l’exemple précédent, on va montrer le
résultat suivant sur le complexe C :

Théorème 4.71. Soit ζ une racine de l’unité associée à une série de Harish-Chandra
rencontrant le bloc principal, et j ∈ [[ mζ ; Mζ ]]. Alors le (qjδ)-espace propre de F sur C

est homotope au complexe de ΛG -modules suivant, concentré en degrés [[ r ; r + j−mζ ]] :

0 −→ Pmζ −→ Pmζ+1 −→ · · · −→ Pj−1 −→ Pj −→ 0.

De plus, après ℓ-réduction, les différentielles d i : P i −→ P i+1 sont non nulles.

Notons que ce complexe est exactement le complexe associé au sommet de
l’arbre de Brauer indexé par χj dans la construction de Rickard [75, section 4].
Cette observation sera fondamentale pour la suite de ce chapitre (voir la re-
marque 4.76).

Avant de démontrer le théorème, on rappelle certaines notations, ainsi que
quelques propriétés de l’arbre de Brauer Γ du ℓ-bloc principal étudiées dans la
section 4.2.3. Les sommets non exceptionnels de l’arbre sont indexés par les ca-
ractères unipotents χj du bloc, avec j ∈ [[ 0 ; h0 − 1 ]]. Il y a autant de kG -modules
simples que de caractères unipotents, mais ils se regroupent en deux familles :

• les modules non cuspidaux Sj où j n’est pas de la forme mζ . Leur enveloppe
projective dans ΛG -mod, notée Pj , est associée à l’arête reliant χj à χj−1

puisque son caractère est donné par [Pj ] = χj + χj−1 ;

• les modules cuspidaux Smζ pour ζ une racine de l’unité associée à une série
de Harish-Chandra rencontrant le bloc principal. Le caractère du module
projectif associé est donné par [Pmζ ] = χmζ + χexc.

De plus, la forme particulière de l’arbre (donnée par la conjecture de Hiss-Lübeck-
Malle) nous permet de déterminer explicitement les module projectifs P j pour
j 6= mζ [43]. Ils sont de la forme

P j =




Sj

Sj−1 ⊕ Sj+1

Sj




si j 6= Mζ , c’est-à-dire si le sommet indexé par χj ne se trouve pas à l’extrémité
d’une branche, et de la forme

PMζ
=




SMζ

SMζ−1

SMζ
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sinon. En revanche, si le plongement planaire de Γ n’est pas déterminé, on ne
peut pas donner la forme précise des modules projectifs Pmζ . On sait néanmoins
qu’ils ont une tête et un socle simples, isomorphes à Smζ , et que leur classe dans
le groupe de Grothendieck K0(kG -mod) est donnée par :

[
Pmζ

]
k

= [Smζ ]k + [Smζ+1]k +
|TcF |ℓ − 1

h0

∑

ξ

[Smξ ]k .

Ici, la quantité (|TcF |ℓ − 1)/h0 désigne la multiplicité du sommet exceptionnel,
c’est-à-dire le nombre de caractères irréductibles qui composent χexc.

Définition 4.72. Pour P un ΛG -module projectif indécomposable du bloc, on appelera
hauteur de P dans l’arbre Γ et on notera hΓ(P) le nombre minimum de sommets à
parcourir pour atteindre le sommet exceptionnel depuis l’arête indexée par P .

La convention adoptée sera hΓ(Pmζ ) = 0. Par extension, la hauteur d’un mo-
dule projectif est la hauteur maximale de ses facteurs directs indécomposables.
De plus, la hauteur d’un kG -module simple sera définie comme la hauteur de
son enveloppe projective.

Remarque 4.73. Si P est un module projectif de hauteur n, l’analyse précédente
montre que ses facteurs de composition sont de hauteur au plus n + 1.

Pour démontrer le théorème, on commence par parcourir le complexe C(qjδ)

de gauche à droite en enlevant les modules projectifs de hauteur trop grande. On
pourra supposer pour simplifier que j est différent de mζ , ce cas ayant été traité
dans la section 4.3.2. On montre alors :

Lemme 4.74. Le complexe Cj = C(qjδ) est homotope à un complexe borné de ΛG -
modules projectifs

0 −→ Rmζ

δmζ−→Rmζ+1 −→ · · · −→ Rj−1
δj−1−→Rj −→ 0

vérifant hΓ(Ri ) ≤ hΓ(Pi ).

Démonstration. L’hypothèse (S) ainsi que les résultats [29, corollaire 9.9] et 4.23
assurent que les groupes de cohomologie du complexe Cj sont non nuls en degrés
r et r + j −mζ seulement. On en déduit par le lemme 1.10 que ce complexe peut-
être représenté par un complexe de ΛG -modules projectifs

0 −→ Qmζ

dmζ−→Qmζ+1 −→ · · · −→ Qj−1
dj−1−→Qj −→ 0

vérifiant :

• Im di = Ker di+1 pour tout i = mζ , ... , r + j −mζ − 1 ;

• Hr (Cj) = Ker dmζ est un ΛG -module libre sur Λ dont le caractère vaut njχexc,
pour un certain entier positif nj ;

• Hr+j−mζ (Cj) = Qj/Im dj−1 est un ΛG -module libre sur Λ de caractère χj .
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De plus, l’entier nj est forcément non nul car le caractère χj n’est pas combinaison
linéaire de caractères de modules projectifs (pour une raison de parité). En outre,
d’après la section 4.2.2, la multiplicité de χexc dans la cohomologie de Yℓ vaut∑

i ni = |CW (cσ)| = h0 et force ainsi chaque entier ni à valoir 1.

Remarque 4.75. Au passage, on observe que toutes les valeurs propres de F δ

sur la cohomologie de Yℓ (et pas seulement de X) se réduisent modulo ℓ en une
racine h-ième de l’unité.

Pour démontrer le lemme, on procède par récurrence en montrant que pour
tout n, le complexe Cj est homotope à un complexe de la forme

0 −→ Rmζ

δmζ−→Rmζ+1

δmζ+1

−→ · · ·
δn−2

−→Rn−1

d ′
n−1−→Q ′

n

d ′
n−→· · ·

d ′
j−1−→Q ′

j −→ 0

où pour i < n, on a hΓ(Ri) ≤ hΓ(Pi). L’analyse précédente résoud le cas n = mζ et
amorce ainsi la récurrence.

Supposons que l’on dispose du complexe précédent pour un certain entier
n ≥ mζ et cherchons à construire Rn. Pour simplifier les notations, on notera
d : A −→ B en lieu et place de d ′

n : Q ′
n −→ Q ′

n+1. Pour Pm un facteur direct de
A de hauteur strictement supérieure à celle de Pn (et donc de hauteur non nulle),
décomposons le module A en A = Pm ⊕ A′. On peut vérifier que

• la restriction de d à Pm est injective : en effet, par construction, le caractère
de Pm vaut χm + χm−1 alors que celui de Ker d est égal à

[Ker d ] = [Rn−1]− [Rn−2] + · · ·+ (−1)n−mζ+1[Rmζ ] + (−1)n−mζχexc.

Or, par hypothèse de récurrence, ni χm ni χm−1 ne peut apparaı̂tre dans
cette expression ; le module Pm ∩ Ker d a donc un caractère nul. Étant sans
torsion, c’est le module nul ;

• le quotient B/d(Pm) est sans torsion : on dispose de la suite exacte de kG -
modules suivante :

0−→TorΛ1
(
B/d(Pm), k

)
−→Pm

d−→B .

Par conséquent, il suffit de montrer que Ker d ∩ Pm est nul. Mais la classe
de Ker d dans K0(kG -mod) est donnée par :
[
Ker d

]
=
[
Rn−1

]
−
[
Rn−2

]
+ · · ·+ (−1)n−mζ+1

[
Rmζ

]
+ (−1)n−mζ

[
Ker δmζ

]
.

Par l’hypothèse (S) de non-torsion et la formule des coefficients universels,
le kG -module Hr (Cj ⊗Λ k) = Ker δmζ s’identifie à la ℓ-réduction de Hr (Cj),
ce qui s’écrit

Ker δmζ ≃ Hr (Cj)⊗Λ k = Ker δmζ .

Le caractère de Hr (Cj) étant cuspidal (il vaut χexc), le module Ker δmζ n’a
que des facteurs de composition cuspidaux. Puisque le module Sm est de
hauteur hΓ(Pm), on en déduit que sa classe dans K0(kG -mod) n’apparaı̂t
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– ni dans la classe de [Ri ] pour i < n, qui, par hypothèse de récurrence,
fait intervenir des kG -modules simples de hauteur au plus celle de Pn

(voir la remarque 4.73) ;

– ni dans la classe de Ker δmζ dont les facteurs de composition sont cus-
pidaux et donc de hauteur nulle.

Il ne peut donc pas non plus apparaı̂tre dans l’expression de la classe de
Ker d donnée précédemment. Puisque Soc(Pm) ≃ Sm, cela force Ker d ∩Pm

à être nul.

Par conséquent, on peut décomposer B en B = d(Pm) ⊕ B ′ de telle sorte que d

induise un isomorphisme entre Pm et d(Pm). Si on définit d ′ : A′ −→ B ′ comme
la composée de la restriction d|A′ et de la projection B −→ B ′, alors le lemme 1.11
nous assure que le complexe

0 −→ Rmζ

δmζ−→· · · −→Rn−1−→A′
d ′

−→B ′ −→ · · ·
d ′

j−1−→Q ′
j −→ 0

est homotope à Cj . La récurrence s’établit en répétant ce procédé afin de suppri-
mer tous les facteurs directs de A qui sont de hauteur strictement supérieure à
celle de Pn.

Dans le lemme précédent, on a modifié le complexe de gauche à droite en
éliminant des modules projectifs superflus. La même méthode fonctionne en par-
courant le complexe dans l’autre sens, ce qui permet de terminer la preuve du
théorème.

Fin de la démonstration du théorème. On procède une fois de plus par récurrence,
en montrant que Cj est homotope à un complexe de la forme

0 −→ Rmζ

δmζ−→Rmζ+1 −→ · · ·
δn−1−→Rn

δ
−→Pn+1 −→ · · · −→ Pj −→ 0

où chaque module Ri vérifie hΓ(Ri ) ≤ hΓ(Pi ). Le lemme précédent assure que
c’est le cas pour n = j et amorce donc la récurrence.

Supposons que l’on dispose du complexe précédent pour un certain entier
n ≤ j . Dans ce cas, le caractère du ΛG -module Coker δn−1 = Rn/Im δn−1 est donné
par

[Coker δn−1] = [Pn+1]− [Pn+2] + · · ·+ (−1)j−n+1[Pj ] + (−1)j−n
[
Hj (Cj)

]

= (χn + χn+1)− (χn+1 + χn+2) + · · · + (−1)j−nχj

[Coker δn−1] = χn + (χn+1 − χn+1)− (χn+2 − χn−2) + · · · = χn.

De plus, c’est un module sans torsion : il est en effet isomorphe à Im δ lorsque
n < j et à Hj(Cj) lorsque n = j . Par conséquent, la tête du ΛG -module Coker δn−1

consiste en au plus deux modules simples, à savoir Sn et Sn+1. Si P en est une
enveloppe projective, la projection Rn ։ Coker δn−1 se factorise par P et ainsi
hΓ(P) ≤ hΓ(Rn) ≤ hΓ(Pn), forçant P à être isomorphe à Pn. On en déduit que le
module Rn se décompose en Rn = Pn ⊕ R ′ avec R ′ ⊂ Im δn−1.
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Afin d’alléger les notations, on notera désormais ∂ : A −→ B à la place de
δn−1 : Rn−1 −→ Rn. On procède alors comme dans l’exemple SL2(F) : puisque
R ′ est projectif, l’application ∂−1(R ′) ։ R ′ se scinde. L’image R ′′ de la section
associée est un sous-module de A isomorphe à R ′, tel que le quotient A/R ′′ soit
sans torsion. En effet, ∂ permet de plonger (A/R ′′)/(∂−1(R ′)/R ′′) dans B/R ′ et
les deux modules B/R ′ ≃ Pn et ∂−1(R ′)/R ′′ ≃ ∂−1(R ′) ∩ Ker ∂ ⊂ A sont sans
torsion. Ainsi, A se décompose en A = R ′′ ⊕A′ et le lemme 1.11 nous montre que
le complexe Cj est homotope à

0 −→ Rmζ −→ · · · −→ A′−→Pn−→Pn+1 −→ · · · −→ Pj −→ 0

où les modules Rmζ , ... , Rn−1, A′ vérifient les conditions de hauteur données par
le lemme 4.74. Si on répète cette construction on trouve finalement un complexe

0 −→ R −→ Pmζ+1 −→ · · · −→ Pj −→ 0

dont il suffit de calculer le caractère total (valant χexc +(−1)j−mζχj ) pour montrer
que R est isomorphe à Pmζ .

Remarque 4.76. On peut préciser la forme des différentielles di : Pi −→ Pi+1.
Les caractères du noyau et de l’image de di s’obtiennent grâce à la cohomologie
de la variété Yℓ à coefficients dans K : on a respectivement [Ker di ] = χi−1 et
[Im di ] = χi . De plus, on a vu au cours de la démonstration du théorème que le
conoyau de di est un module sans torsion de caractère [Coker di ] = χi+1. On en
déduit que la réduction modulo ℓ de di se factorise en




Sj

Sj−1 ⊕ Sj+1

Sj




(
Sj

Sj+1

) 


Sj+1

Sj ⊕ Sj+2

Sj+1




et que le complexe C = bRΓc(Yℓ, k) est effectivement homotope au complexe
construit par Rickard [75].

En définitive, on peut représenter la cohomologie de la variété Yℓ par un com-
plexe construit directement à partir de l’arbre de Brauer du bloc principal. Les
résultat suivants sont des conséquences de la forme particulière de ce complexe :

Corollaire 4.77. Le complexe C = bRΓc(Yℓ, k) est un complexe basculant pour kGb.
Autrement dit, c’est un complexe parfait de kGb-modules qui vérifie

• HomKb(kGb)(C , C [i ]) = 0 dès que i 6= 0 ;

• la catégorie additive add(C ) formée des facteurs directs de sommes finies de copies
de C engendre Kb(kGb-mod) en tant que catégorie triangulée.

Démonstration. La remarque précédente assure que bRΓc(Yℓ, k) est homotope, en
tant que complexe de kG -modules, au complexe de Rickard associée à Γ. Le co-
rollaire se déduit alors directement de la preuve de [75, théorème 4.2 ].
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Corollaire 4.78. Le complexe C = bRΓc(Yℓ, Λ) est basculant pour ΛGb. Son algèbre
d’endomorphismes EndKb(ΛGb)(C ) est libre sur Λ et elle est homotope au complexe total

Hom•
ΛGb(C , C ) en tant que complexe de (ΛTcF , ΛTcF )-bimodules.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour C . Ce dernier est basculant,
comme l’unique complexe basculant relevant C (en vertu de [77, proposition 3.1
et théorème 3.3]). On en déduit que la cohomologie de E = Hom•

ΛG (C , C ) est
non nulle en degré 0 seulement. De même la cohomologie de E = E ⊗Λ k est
concentrée en degrée 0 par le corollaire précédent.

La propriété de perfection de C assure que Hom•
ΛG (C , C ) est un complexe de

(ΛTcF , ΛTcF )-bimodules projectifs de type fini. On en déduit grâce au lemme 1.10
que E est homotope à H0(E ) ≃ EndKb(ΛG)(C ). En particulier, ce dernier module
est libre sur Λ.

Corollaire 4.79. Le morphisme naturel de Λ-algèbres

EndKb(ΛGb)

(
bRΓc(Yℓ, Λ)

)
−→ Endgr

ΛGb

(
H•

c (Yℓ, Λ)
)

est injectif.

Démonstration. Puisque la catégorie KG -mod est semi-simple, on dispose du dia-
gramme commutatif suivant, avec C = bRΓc(Yℓ, Λ) :

EndDb(ΛGb)(C ) EndDb(KGb)(C )

Endgr
ΛGb

(
H•(C )

)
Endgr

KGb

(
H•(C )

)

ι

Or par le corollaire précédent EndDb(ΛGb)(C ) ≃ EndKb(ΛGb)(C ) est sans torsion, et
le morphisme ι est donc injectif ; le résultat s’en déduit.

Corollaire 4.80. L’image de F h − 1 dans EndKb(kGb)

(
bRΓc(Yℓ, k)

)
est nilpotente.

Démonstration. Posons A = EndKb(ΛGb)

(
bRΓc(Yℓ, Λ)

)
. D’après le corollaire 4.78, la

réduction modulo ℓ de A est exactement EndKb(kGb)

(
bRΓc(Yℓ, k)

)
. Si χ désigne le

polynôme minimal de F δ sur H•
c (Yℓ, K ), alors l’image de χ(F δ) dans A est nulle en

vertu de l’hypothèse (S) et du corollaire précédent. Mais d’après le fait 4.19 et la
remarque 4.75, la réduction modulo ℓ de χ est un facteur d’un certaine puissance
du polynôme X h − 1 ce qui assure que F h − 1 est nilpotent modulo ℓ.

4.5.2 Conjecture de Broué

La conjecture de Broué, sous sa forme originelle [12], prédit l’existence d’une
équivalence dérivée entre la catégorie des modules sur un bloc et celle de son
correspondant de Brauer dès que le défaut du bloc est abélien. Plus précisément,
pour un bloc de défaut D abélien, représenté par l’idempotent b, et c = Br(b) le
bloc de NG (D) associé, il existe une équivalence
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Db(ΛGb-Mod)
∼−→Db(ΛNG (D)c-Mod).

Une telle équivalence induit, entre autre, une isométrie parfaite entre les groupes
de Grothendieck possèdant de nombreuses propriétés arithmétiques. Les con-
séquences numériques de l’existence d’une telle isométrie sont nombreuses : on
peut en déduire la conservation du nombre de caractères irréductibles (ordinaires
et modulaires) et des invariants de similitude de la matrice de Cartan [13]. Sous
cette forme, la conjecture à été prouvée dans les cas suivants :

• avec restrictions sur le défaut : lorsque D est un groupe cyclique [75], [59]
et [79], ou isomorphe au groupe de Klein Z/2Z × Z/2Z [78] et [60] ;

• avec restrictions sur G : lorsque G est ℓ-résoluble [27], [72] et [47], lorsqu’il
est isomorphe à un groupe symétrique ou à un groupe linéaire [23], ou
lorsque c’est un groupe réductif fini et que ℓ divise q − 1 [73].

De nombreux autres cas particuliers ont aussi été résolus, et constituent autant
d’indices attestant du bien-fondé de cette conjecture.

Il n’est pas clair qu’il existe une manière canonique de réaliser l’équivalence,
ce qui est une des principales difficultés du problème. Cependant, dans le cas où
G est un groupe réductif fini, la cohomologie de certaines variétés de Deligne-
Lusztig fournit un bon candidat pour induire l’équivalence souhaitée : c’est la
version géométrique de la conjecture de Broué, telle qu’elle est précisée dans [15] et
[17].

Les variétés Y(ẇ ) dont la cohomologie possède les propriétés requises pour
réaliser une équivalence dérivée sont associés à des éléments vérifiant les hy-
pothèses suivantes :

(B1) wσ est un bon élément d-régulier au sens de [17].

(B2) ℓ divise |Tw |mais ne divise pas [G : Tw ].

On supposera de plus que le nombre premier ℓ est grand, c’est-à-dire vérifie :

(B3) ℓ ne divise pas |W F |.
Alors la conjecture de Broué prédit que le complexe bRΓc(Y(ẇ ), Λ) induit une
équivalence de Rickard splendide, et donc une équivalence dérivée, entre les
blocs principaux des groupes G et NG (Tw ). Plus précisément,

Conjecture 4.81 (Broué). Sous les hypothèses précédentes, il existe un complexe borné
D de

(
ΛGb, ΛNG (Tw )

)
-bimodules tel que

(i) Les restrictions de bRΓc(Y(ẇ ), Λ) et D à la catégorie des complexes bornés de
(ΛGb, ΛTw )-bimodules sont homotopes.

(ii) Le complexe D induit une équivalence de Rickard splendide entre les ℓ-blocs prin-
cipaux de G et NG (Tw ).

Remarque 4.82. Dans le cas où l’élément w n’est pas supposé bon, la disjonction
de la cohomologie n’est pas toujours vraie. Les autres hypothèses sur w prennent
une forme plus simple lorsque (G, F ) n’a pas de facteurs tordus du type 2B2, 2F4

ou 2G2, puisqu’elle traduisent essentiellement le fait que (Tw , 1) est une paire
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d-cuspidale. En ce sens, le théorème 4.9 est une conséquence numérique de cette
conjecture (qui peut d’ailleurs s’adapter aux autres blocs). De plus, Tw contient
un unique ℓ-sous-groupe de Sylow Tℓ de G . C’est un groupe de défaut du bloc
principal et on peut vérifier, en suivant la preuve de la proposition 4.15, que son
normalisateur est donné par NG (Tℓ) = NG (Tw ) = NG (Tw ).

Lorsque w est un élément de Coxeter associé à la paire (W , F ), une hypothèse
supplémentaire est vérifiée :

(B4) Le groupe CW (wσ) est cyclique, engendré par wF (w) · · · F δ−1(w).

Dans ce cas, l’action de l’endomorphisme de Frobenius F δ fournit un moyen
naturel d’étendre l’action de Tw ≃ TwF sur le complexe bRΓc(Y(ẇ), Λ) en une
action de NG (Tw ). Fort de cette observation, Rouquier a montré dans [80] que
l’hypothèse de disjonction de la cohomologie à coefficients dans k suffisait à
démonter la conjecture de Broué. Grâce à la section précédente, on sait que cette
propriété de disjonction est vérifiée lorsque w est un élément de Coxeter, ce qui
nous permet d’énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théorème 4.83. Sous l’hypothèse (S), la conjecture 4.81 est vérifiée lorsque w est un
élément de Coxeter.

Le théorème est une conséquence directe du corollaire 4.77 et de [80, théorème
4.5]. Nous donnons ici quelques détails de la démonstration de ce dernier résultat
afin de comprendre le lien entre les actions de v = cF (c) · · · F δ−1(v) et F δ sur la
cohomologie de Y(ẇ).

Considérons l’algèbre A = EndKb(ΛGb)(C ) associée à C = bRΓc(Yℓ, Λ). La pro-
priété de disjonction assure qu’elle est homotope à End•

ΛGb(C ) en tant que com-
plexe de (ΛTcF , ΛTcF )-bimodules (voir corollaire 4.78). Elle est de plus libre sur
Λ et vérifie ainsi

A = A⊗Λ k ≃ EndKb(kGb)(C ).

Puisque l’action de G sur C commute aussi à celle de F δ, on dispose d’un mor-
phisme canonique φ : ΛTcF ⋊〈F δ〉mon −→ A dont on peut montrer qu’il est surjec-
tif. Notons τ l’image de F h dans A et 〈τ〉 la sous-algèbre qu’il engendre. La classe
de τ dans A sera notée τ . D’après le corollaire 4.80, l’élément τ − 1 est nilpotent.
Puisque h est premier à ℓ, le lemme de Hensel appliqué à l’idéal m = Nil〈τ〉+ℓ〈τ〉
nous assure qu’il existe un élément α ∈ 〈τ〉 tel que αh0 = τ et α− 1 soit nilpotent.
On peut alors déformer φ en un morphisme

ψ : ΛTcF ⋊ CW (cσ) −→ A

en posant ψ(v−1) = α−1φ(F δ). En d’autres termes, on a défini une action de v

sur C à homotopie près qui, modulo ℓ, ressemble à l’inverse de l’action de F δ.
Reste à appliquer [80, lemme 4.9] pour conclure qu’il existe un complexe D de
(ΛGb, ΛTcF ⋊ CW (cσ))-bimodules et une équivalence d’homotopie f entre les
restrictions de C et D à la catégorie des complexes de (ΛGb, ΛTcF )-bimodules
telle que le diagramme suivant commute :
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ΛTcF ⋊ CW (cσ) EndKb(ΛGb)(C )

EndKb(ΛGb)(D)

ψ

can
f

Le foncteur D∨ ⊗ΛG − induit alors une équivalence de Rickard splendide entre
les ℓ-blocs principaux de G et TcF ⋊ CW (cσ).

Exemple 4.84. Pour G = SL2(F), l’image F de F dans A vérifie la relation qua-
dratique suivante :

F2 = −qD + F ◦ E

avec E =
∑

t∈TcF

t ∈ ΛTcF et D =

(
−1 0

0 −1

)
∈ TcF .

Notons que cette relation a lieu sans hypothèse sur ℓ (voir [4, théorème 7.3.9]).
Néanmoins, lorsque ℓ est impair et divise q+1, l’image de E dans A est nilpotente,
etD agit par l’identité sur RΓc(Yℓ, Λ) (D est un ℓ′-élément). La relation précédente

assure donc que F2 − 1 est aussi nilpotent.

Dans cet exemple, on peut directement construire l’image de s dans A à par-
tir de F et E [4, théorème 8.3.4]. Si on note

√−q l’unique racine de −q dans Λ
congrue à 1 modulo ℓ, on définit S par :

S =
1√−q

(
F − 1

2
E
)(

1−
√−q − 1

(
√−q + 1)(1 − q)

E
)

.

On peut alors vérifier « à la main » que cet endomorphisme commute à l’action
de TcF de la même façon que s et qu’il vérifie de plus S2 = D. Il constitue enfin
une bonne approximation de F dans le sens ou les images de S et F coı̈ncident
dans A/Rad A.

Remarque 4.85. Le morphisme quotient NG (Tc)։ CW (cσ) donné par la propo-
sition 4.15 ne se scinde pas en général, et les groupes NG (Tc) et TcF ⋊ CW (cσ) ne
sont pas isomorphes. En revanche, lorsque ℓ vérifie les hypothèses données en
4.2.2, les algèbres ΛNG (Tc) et ΛTcF ⋊ CW (cσ) sont isomorphes et on peut ainsi
identifier leur bloc principal.

En conjuguant ce résultat avec le théorème 4.67, on a finalement démontré la
version géométrique de la conjecture de Broué dans les cas suivants, qui viennent
s’ajouter au cas des groupes de Fq-rang 1 [80] ou de type An [6] :

Théorème 4.86. La version géométrique de la conjecture de Broué est vraie pour les
éléments de Coxeter dans les cas suivants :

(i) (G, F ) est de type 2Dn (avec ℓ divisant Φn(q2)) ;

(ii) (G, F ) est de type Bn ou Cn et p 6= 2 (avec ℓ divisant Φ2n(q)).
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L’action de v−1 sur les groupes Hi
c (Yℓ, Λ) qui, modulo ℓ, s’identifie à l’action

de la partie semi-simple de F δ va nous permettre d’expliciter la valeur du fonc-

teur D
∨ ⊗kG − sur les kG -modules simples du bloc et d’obtenir ainsi d’autres

propriétés de l’équivalence dérivée induite par ce foncteur.

4.5.3 Plongement planaire de l’arbre de Brauer

On commence par construire un représentant D de D qui possède de bonnes
propriétés de finitude, comme on l’a fait précédemment pour C = bRΓc(Yℓ, Λ).
Remarquons d’abord que la restriction de D à la catégorie des complexes de
(ΛG , ΛTcF )-bimodules est homotope à C , et donc à C qui est bien un complexe
borné de modules projectifs à gauche et à droite. Reste à définir l’action du
groupe CW (cw) sur ce complexe.

Par transfert, on peut définir un endomorphisme ṽ sur C tel que les images
de v et ṽ s’identifient via l’isomorphisme EndKb(ΛG)(D) ≃ EndKb(ΛG)(C ). No-
tons que la définition de ṽ dépend du choix des fonctions réalisant l’équiva-
lence d’homotopie entre C et D . L’image de ṽ est donc d’ordre h0 et il existe
un endomorphisme n de C homotope à zéro vérifiant ṽh0 = 1 + n. On procède
alors comme dans [4] : on considère le complexe de (ΛG , ΛTcF )-bimodules D ob-
tenu en retirant les facteurs directs de C homotopes à zéro. Puisque ℓ > h0 on
peut alors extraire une racine h0-ième de 1 + n grâce à la série formelle h0

√
1 + X .

Autrement dit, il existe un endomorphisme n′ de D homotope à zéro tel que
(1 + n′)h0 = 1 + n. On définit finalement l’action de v ∈ CW (cσ) sur D via l’endo-
morphisme V = (1 + n′)−1ṽ .

En résumé, on a construit un complexe borné D de (ΛG , ΛTcF ⋊ CW (cσ))-
bimodules tel que :

• D est un complexe borné de modules de type fini projectifs à gauche et à
droite (car CW (cσ) est d’ordre inversible dans Λ) ;

• les restrictions de D et C = bRΓc(Yℓ, Λ) à la catégorie des complexes de
(ΛG , ΛTcF )-bimodules sont homotopes ;

• via l’identification EndKb(kG)(D) ≃ EndKb(kG)(C ), les images de v−1 et F δ

diffèrent d’un élément nilpotent.

En particulier, on peut, grâce au lemme 1.30, identifier les (λ)-espaces propres
généralisés de v−1 à ceux de F δ sur les groupes de cohomologie de Yℓ. Le couple
(D , V ) possède alors les mêmes propriétés que le couple (C , F ) qui sont requises
pour la démonstration du théorème 4.71. Aussi peut-on montrer que pour j ∈
[[ mζ ; Mζ ]], l’espace propre généralisé Dj de V sur D associé à la classe de q−jδ

est homotope au complexe de kG -modules suivant :

0 −→ Pmζ −→ Pmζ+1 −→ · · · −→ Pj−1 −→ Pj −→ 0

En utilisant cette forme particulière on peut déterminer le plongement planaire
de l’arbre de Brauer, conjecturé dans la section 4.2.3 :

Théorème 4.87. Sous l’hypothèse (S), la conjecture 4.28 est vraie.
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Démonstration. Il suffit de montrer que si le groupe Ext1kG (Smζ , Smξ) est non nul,
alors l’entier mξ est forcément congru à Mζ + 1 modulo h0. Le formalisme des
catégories dérivées nous permet d’écrire ce groupe comme

Ext1kG (Smζ , Smξ) ≃ HomDb(kG)(Smζ , Smξ [1])

qui, via le fonteur D
∨ ⊗kG −, est aussi isomorphe à

Hom
Db
(
kTcF ⋊CW (cσ)

)(D∨ ⊗kG Smζ , D
∨ ⊗kG Smξ [1]

)
.

Maintenant, pour j 6= mζ , on a Pj
∨ ⊗kG Smζ = HomkG (P j , Smζ) = 0. En coupant

le complexe D selon les valeurs propres de v , on peut écrire les isomorphismes
suivants, dans la catégorie Kb(kCW (cσ)-mod) :

D
∨ ⊗kG Smζ ≃

h0−1⊕

j=0

D
∨
j ⊗kG Smζ ≃

Mζ⊕

j=mζ

D
∨
j ⊗kG Smζ ≃

Mζ⊕

j=mζ

kj [−r ]

où kj désigne le kCW (cσ)-module simple sur lequel v agit par multiplication
par la classe modulo ℓ de q−jδ. En particulier, le caractère de Brauer φj du mo-
dule kj vérifie φj(v) ≡ q−jδ mod ℓ, en accord avec les notations introduites dans
l’exemple 4.27 (ici l’élément v agit sur TcF par élévation à la puissance q−δ). On

en déduit que le complexe D
∨⊗kG Smζ est quasi-isomorphe à un kTcF ⋊CW (cσ)-

module Nmζ concentré en degré r , qui vérifie

Res
kTcF

⋊CW (cσ)
kCW (cσ)

(
Nmζ

)
≃ kmζ ⊕ kmζ+1 ⊕ · · · ⊕ kMζ

.

Ainsi, les facteurs de composition du module Nmζ sont tous de la forme kj , avec
j ∈ [[ mζ ; Mζ ]].

D’autre part, le groupe d’extensions Ext1
kTcF ⋊CW (cσ)(ki , kj) est non nul si et

seulement si j = i + 1 modulo h0 (voir l’exemple 4.27). Puisque

Ext1kG (Smζ , Smξ) ≃ Ext1
kTcF ⋊CW (cσ)(Nmζ , Nmξ)

on en déduit que pour que ce dernier groupe soit non nul, il faut qu’il existe
i ∈ [[ mζ ; Mζ ]] et j ∈ [[ mξ ; Mξ ]] tel que j = i + 1 modulo h0. Mais les seuls entiers
pouvant vérifier cette égalité sont i = Mζ et j = mξ , ce qui termine la preuve.

Remarque 4.88. On peut préciser la forme du module Nmζ : puisqu’il est image
d’un module indécomposable, il est lui même indécomposable. D’autre part, ses
facteurs de composition sont exactement kmζ , kmζ+1, ... , kMζ

; on en déduit que
Nmζ est unisériel, et qu’il s’écrit

Nmζ =




kMζ

kMζ−1

...

kmζ




.

164



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIÉTÉ DE COXETER

Notons cependant qu’il peut exister une ambiguité dans le cas d’un groupe de
type A1 comme SL2(q).

Remarque 4.89. Grâce au théorème 4.67, on en déduit que pour le groupe de Ree
de type 2G2, dont le Fq-rang est 1, l’arbre de Brauer du ℓ-bloc principal lorsque q

est d’ordre 12 modulo ℓ est bien

StG 1G

2G2[ξ]

2G2[ξ]

2G2[i]

2G2[−i]

4.5.4 Perversité et matrice de décomposition

Pour clore ce chapitre, on observe que l’équivalence induite par le complexe
de cohomologie est perverse au sens de [22], donnant ainsi une preuve concep-
tuelle de l’unitriangularité de la matrice de décomposition du ℓ-bloc principal.

Donnons avant cela quelques précisions sur les notations intervenant dans la
définition. On rappelle qu’une sous-catégorie pleine B d’une catégorie abélienne
A est une sous-catégorie de Serre si pour toute suite exacte

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

dans A . B est un objet de B si et seulement si A et C sont eux-même dans B. Au-
trement dit, la catégorie B est stable par quotients et sous-modules quelconques,
ainsi que par extensions par objets de B.

Étant donné une telle catégorie, on notera Db
B

(A ) la sous-catégorie pleine de
Db(A ) formée des complexes dont la cohomologie est constituée d’objets de B

et on pourra former les catégories quotient A /B et Db(A )/Db
B

(A ).

Définition 4.90. Soient A et A ′ deux catégories abéliennes, S et S ′ l’ensemble des
classes d’isomorphismes d’objets simples de ces catégories. Une équivalence de catégories
Θ : Db(A )

∼−→Db(A ′) est dite perverse s’il existe

• des filtrations ∅ = S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ Sr = S et ∅ = S ′
0 ⊂ S ′

1 ⊂ · · · ⊂ S ′
r =

S ′ des ensembles S et S ′,

• une fonction p : [[ 0 ; r ]] −→ Z représentant la perversité,

telles que si Ai (resp. A ′
i ) désigne la sous-catégorie de Serre engendrée par Si (resp. S ′

i ),
alors pour tout i

(i) Θ se restreint en des équivalences Db
Ai

(A ) ≃ Db
A ′

i
(A ′) ;
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(ii) le foncteur composé Ai/Ai−1 →֒ Db
Ai

(A )/Db
Ai−1

(A )
Θ−→Db

A ′
i
(A ′)/Db

A ′
i−1

(A ′)

se factorise selon le diagramme suivant

Db
Ai

(A )/Db
Ai−1

(A ) Db
A ′

i
(A ′)/Db

A ′
i−1

(A ′)

Ai/Ai−1 A ′
i /A

′
i−1

Θ

∼

can [p(i)]

de sorte que Θ[−p(i)] induise une équivalence Ai/Ai−1 ≃ A ′
i /A

′
i−1.

Dans la suite, on supposera que tous les objets des catégories abéliennes
considérées ont des suites de composition de longueur finie, de sorte que la no-
tion de facteur de composition ait un sens. Les propriétés (i) et (ii) se reformulent
alors en partique en :

• pour L un module simple appartenant à Si , les facteurs de composition de
Hn(Θ(L)) appartiennent à S ′

i ; de plus, ils appartiennent même à S ′
i−1 dès

que n 6= −p(i) ;

• si L ∈ Si r Si−1 alors H−p(i)(Θ(L)) a un unique facteur de composition
L′ appartenant à S ′

i et l’application L 7−→ L′ induit une bijection entre les
modules simples de Si r Si−1 et ceux de S ′

i r S ′
i−1.

En des termes plus simples, Θ(L) est quasi-isomorphe à L′[p(i)] « modulo des
facteurs de composition dans Si−1 ».

Remarque 4.91. Si F est une équivalence perverse de perversité p, et G un fonc-
teur inverse de F , alors G est une équivalence perverse de perversité −p.

Revenons maintenant au cas de l’équivalence dérivée étudiée précédemment.
On a construit un complexe borné D de (ΛG , ΛTcF ⋊ CW (cσ))-bimodules repré-
sentant la cohomologie de Yℓ, et dont les termes sont des modules projectifs de
type fini à gauche et à droite. En reprenant la démonstration du théorème [], on
montre facilement que pour Sj un kG -module simple avec j ∈ [[ mζ ; Mζ ]], on a

D
∨ ⊗kG Sj ≃ Nj [mζ − j − r ] (4.92)

avec Nj un kTcF ⋊ CW (cσ)-module vérifiant

Res
kTcF

⋊CW (cσ)
kCW (cσ)

(
Nj

)
≃ kj ⊕ kj+1 ⊕ · · · ⊕ kMζ

.

En particulier, les facteurs de composition de Nj sont exactement les inflations
des modules simples kj , ... , kMζ

.

De cette observation on va déduire que le foncteur Θ : D ⊗kG − induit une
équivalence perverse. Rappelons d’abord qu’à tout module simple S on peut
associer sa hauteur dans l’arbre de Brauer, comme sa distance au sommet excep-
tionnel. Avec les notations précédentes, on a par exemple hΓ(Sj) = j−mζ . À l’aide
de cette fonction on définit les ensembles de kG -modules simples
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Si =
{
S ∈ Irr kG

∣∣ hΓ(S) ≤ r − i
}

ainsi que leurs analogues

S ′
i =

{
kj ∈ Irr kTcF ⋊ CW (cσ)

∣∣ Sj ∈ Si

}

où, par abus de notation, on notera toujours kj l’inflation du module kj de CW (cσ)
à TcF ⋊ CW (cσ). Notons que Sr = Irr kG et S ′

r = Irr kT cF ⋊ CW (cσ) sont les
derniers éléments de la filtration.

Enfin, l’image par Θ d’un module Sj ∈ SirSi−1 possède, par l’isomorphisme
4.92, un unique facteur de composition dans S ′

i r S ′
i−1, à savoir kj . Ce dernier

est concentré en degré r + j −mζ = r + hΓ(Sj) = 2r − i , de sorte que si on définit
la fonction de perversité par p(i) = i − 2r , on obtient finalement :

Théorème 4.93. Le foncteur Θ : D ⊗kG − muni du triplet (S•, S ′
•, p) induit une

équivalence perverse entre les blocs principaux de kG et kTcF ⋊ CW (cσ). La bijection
induite sur les modules simples par cette équivalence est Sj ←→ kj .

Pour les équivalences dérivées prédites par la conjecture de Broué, où l’une
des deux algèbres apparaissant est du type D ⋊ E avec D un ℓ-groupe abélien et
E un ℓ′-sous groupe de Aut(D), l’existence d’une donnée perverse renseigne sur
les matrices de décomposition des blocs considérés [22] :

Corollaire 4.94 (Chuang-Rouquier). On peut ordonner les KG -modules simples et les
kG -modules simples de telle sorte que la matrice de décomposition du bloc principal de
ΛG soit unitriangulaire.

Démonstration. Il suffit de choisir un ordre sur les modules respectant la perver-
sité (ici donnée par la hauteur). Par semi-simplicité, le foncteur

KΘ : Db(KG -mod) −→ Db(KT cF ⋊ CW (cσ))

induit une bijection sur les simples appartenant aux blocs principaux, bijection
qui, par définition des modules Yj et kj (voir la notation 4.21 et l’exemple 4.27),
envoie le module simple Yj sur un module décalé isomorphe à un relevé à Λ de
kj .

Soit Θ∗ un foncteur inverse de Θ. Il induit aussi une équivalence perverse,
pour les mêmes filtrations, mais pour une fonction de perversité opposée. La
filtration sur les simples étant donnée par la hauteur, on trouve

décG [Yj ]K = Θ∗
(
[kj ]k

)
= [Sj ]k +

∑

hΓ(Si )≥hΓ(Sj )

ai ,j [Si ]k

pour certains entiers ai ,j , ce qui traduit l’unitriangularité de la matrice de décom-
position de ΛGb.

Bien sûr, on aurait pu vérifier directement que l’ordre induit par la hau-
teur dans l’arbre de Brauer donne une matrice de décomposition unitriangulaire,
mais la démonstration donnée dans [22] s’applique à des situations où l’on ne
dispose que de l’équivalence perverse, et pas de la structure détaillée du bloc.
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Chapitre 5

Cohomologie des variétés de
Deligne-Lusztig associées à
d’autres éléments réguliers

Contexte

Au cours de cette thèse, l’étude de la cohomologie des variétés de Deligne-
Lusztig a été essentiellement conduite dans deux directions différentes :

• pour identifier une certaine classe de représentations modulaires appa-
raissant dans la cohomologie des variétés Y(ẇ) et X(w) associées à n’im-
porte quel élément du groupe de Weyl, ceci grâce à des décompositions
géométriques de ces variétés ;

• pour comprendre toutes les représentations données par la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig associées à des éléments particuliers de W

(les éléments de Coxeter).

Ce dernier chapitre est un travail effectué avec l’aide de Jean Michel, qui ouvre
des perspectives de recherche où se mêlent les différents points de vue adoptés
dans les chapitres précédents.

Les éléments de Coxeter étudiés précédemment sont des éléments réguliers
particuliers. La version géométrique des conjectures de Broué, telle qu’elle est
précisée dans [17], fait intervenir les variétés de Deligne-Lusztig associées à d’au-
tres éléments réguliers dans le but de décrire tous les ℓ-blocs principaux pour
différents nombres premiers ℓ à partir de la cohomologie des variétés associées.

La première étape dans la généralisation des résultats du chapitre précédent
à d’autres éléments réguliers est le calcul explicite de la cohomologie de ces
variétés. On s’inspire pour cela des méthodes utilisées dans les travaux récents
de Digne, Michel et Rouquier [34], [35] en y ajoutant les ingrédients du chapitre
2. Le lien entre les deux points de vue est détaillé dans les deux premières parties,
où on développe une méthode générale permettant de calculer la cohomologie
du quotient des variétés de Deligne-Lusztig à partir de variétés plus petites, re-
groupées selon certaines cellules de Deodhar. On observe ensuite que pour des
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éléments réguliers de petite longueur, très peu de variétés interviennent, ce qui
permet de mener à bien quelques calculs dans les groupes de type F4, E6, E7 et
E8. La traduction modulaire de ces résultats est donnée dans une dernière partie,
sous la forme de deux arbres de Brauer décrivant conjecturalement le Φ14-bloc
principal d’un groupe de type E7 et le Φ24-bloc principal d’un groupe de type E8.
Une inspection plus approfondie de la torsion dans la cohomologie modulaire
de ces variétés devrait, comme dans le cas des éléments de Coxeter, donner assez
d’informations pour mener à bien cette étude.

5.1 Quotient de variétés de Deligne-Lusztig

On cherche à calculer la cohomologie de certaines variétés de Deligne-Lusztig
de manière inductive. Rappelons que lorsque w est un élément de Coxeter, le
quotient de X(w) par le sous-groupe unipotent UI s’exprime en fonction d’une
autre variété de Deligne-Lusztig, elle-même associée à un élément de Coxeter du
sous-groupe parabolique WI . C’est en grande partie sur ce phénomène que re-
posent les travaux de Lusztig [62] que nous avons utilisés au chapitre précédent.

Nous donnons dans cette première partie une méthode générale permettant
de généraliser ce résultat. La philosophie du chapitre 4 est conservée : la décom-
position de Curtis-Deodhar permet d’exprimer le quotient UI\X(w) pour n’im-
porte quel élément w ∈W à l’aide de variétés de Deligne-Lusztig « plus petites ».
Chaque variété apparaissant correspond à une certaine cellule de Deodhar, ex-
pliquant ainsi le fait qu’une seule variété apparaisse dans le cas d’un élément de
Coxeter. En pratique, on commencera par regrouper les pièces de X(w) en sui-
vant [34], de manière à obtenir une décomposition du quotient en sous-variétés
stables par l’action de LI . On décomposera à nouveau ces dernières en utilisant
les outils introduits aux chapitre 2, afin de faire apparaı̂tre les variétés de Deligne-
Lusztig associées aux éléments de WI .

5.1.1 Regroupement des pièces

Soit w ∈ W et I un sous-ensemble de racines simples stable par φ. Les sous-
groupes standards PI , LI et UI (voir section 3.3.2) sont donc stables par F . Rap-
pelons que la variété de Deligne-Lusztig X(w) se décompose en pièces Xx(w),
selon la décomposition de Bruhat de G/B. Ces pièces sont en général permutées
par l’action de LI mais on peut les regrouper selon la classe de x dans WI\W
de façon à obtenir des sous-variétés stables par LI . De manière équivalente, la
décomposition de G/B en PI -orbites induit la décomposition suivante de X(w) :

X(w) =
⊔

x∈[WI\W ]

{
px · B ∈ PI x · B/B

∣∣ p−1F (p) ∈ xBwBF (x)−1
}

=
⊔

x∈[WI\W ]

Zx(w).

Le quotient de chacune de ces variétés par UI se calcule plus facilement si on les
relève à P : on définit, pour tout x ∈W , la variété
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Z̃x(w) =
{
p ∈ PI

∣∣ p−1F (p) ∈ xBwBF (x)−1
}

de sorte que la projection canonique PI ։ PI x · B/B induise un isomorphisme

PI -équivariant entre Z̃x(w)/(PI ∩ xB) et Zx(W ).

On supposera désormais que x est I -réduit. En particulier, le groupe PI ∩ xB
se décompose en PI ∩ xB = BI · (UI ∩ xU) où on a noté BI = LI ∩B le sous-groupe

de Borel de LI provenant de B. Puisque UI ∩ xU agit librement sur Z̃x(w) on en
déduit par la proposition 1.20 l’isomorphisme suivant dans Db(KPI -Mod) :

RΓc(Zx(w), K ) ≃ RΓc

(
Z̃x(w)/BI , K

)[
2 dim(UI ∩ xU)

]
.

On est donc ramené à comprendre la cohomologie du quotient UI\Z̃x(w)/BI .

Notons πI : PI −→ LI la projection canonique associée à la décomposition
de Levi PI = UI LI . En procédant comme dans la section 2.3.2, on peut réaliser
le quotient UI\PI comme l’image de l’application p −→ (p−1F (p),πI (p)). En re-

streignant cette image à la variété Z̃x(w) on trouve

UI\Z̃x(w) ≃
{

(p̄, m) ∈ PI × LI

∣∣ p̄ ∈ xBwBF (x)−1 et m−1F (m) = πI (p̄)
}

≃
{

(p̄, m) ∈
(
(xBwBF (x)−1) ∩ PI

)
× LI

∣∣m−1F (m) = πI (p̄)
}

.

Via cet isomorphisme, LI agit uniquement sur m, par multiplication à gauche, et
l’action de b ∈ BI se fait par (p̄, m) · b = (b−1p̄F (b), mb). L’oubli de la variable p̄

fait alors apparaı̂tre les variétés de Deligne-Lusztig associées à certains éléments
de WI : en effet, la projection PI × LI ։ LI se restreint en

UI\Z̃x(w)
⊔

v∈WI

{
m ∈ L

∣∣ m−1F (m) ∈ πI

(
(xBwBF (x)−1) ∩ (BvB)

)}
.

Mais les éléments x et F (x) étant I -réduits, le groupe BI est à la fois contenu dans
B, xB et F (x)B, si bien que l’ensemble πI

(
(xBwBF (x)−1) ∩ (BvB)

)
est la réunion

des doubles classes BIvBI pour v vérifiant (xBwBF (x)−1) ∩ (BvB) 6= ∅. En pas-
sant au quotient par BI , on en déduit un morphisme surjectif LI -équivariant

UI\Z̃x(w)/BI

⊔

v∈WI

(xBwBF (x)−1)∩(BvB)6=∅

XLI
(v) LI/BI . (5.1)

5.1.2 Utilisation des cellules de Curtis-Deodhar

Un premier lien entre la cohomologie de la variété quotient UI\X(w) et celle
des variétés de Deligne-Lusztig associées au groupe algébrique LI est donné par
la projection 5.1. Pour approfondir ce lien, il faut :

(i) déterminer l’ensemble des éléments v ∈ WI pour lesquels l’intersection
(xBwBF (x)−1) ∩ (BvB) est non vide ;

(ii) calculer les fibres du morphisme 5.1 dans l’espoir d’exprimer la cohomolo-
gie de la préimage de XLI

(v) à partir de celle de XLI
(v) ;
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Le premier point se résoud aisément grâce à la combinatoire introduite au cha-
pitre 2 : l’ensemble (BwB) ∩ (x−1BvBF (x)) est non vide si et seulement si son
image dans G/B l’est aussi. Or F (x) étant I -réduit, on a x−1BvBF (x) · B =
x−1BvF (x) ·B. On en déduit que (BwB)∩ (x−1BvBF (x)) est non vide si et seule-
ment si la cellule de Schubert double Bw ·B∩ (B)xx−1vF (x) ·B l’est aussi. Autre-
ment dit, si on fixe une décomposition réduite w = s1 · · · sr de w , alors cette inter-
section est non vide si et seulement si il existe une sous-expression x-distinguée
de w dont le produit vaut x−1vF (x).

Le point (ii) est en revanche un peu plus délicat mais les résultats du chapitre
2 permettent d’en donner un point de départ acceptable. Observons d’abord que
tout élément de BvB se décompose de manière unique en uu′vb avec u ∈ BI ∩
vU−, u′ ∈ UI et b ∈ BI . Dès lors, cet élément appartient à xBwBF (x)−1 si et
seulement si u′ ∈ xBwB(vF (x))−1. On a ainsi

xBwBF (x)−1∩BvB =
{
uu′vb | u ∈ BI ∩vU−, b ∈ BI , u′ ∈ UI ∩xBwB(vF (x))−1

}
.

En remarquant que πI (uu′vb) = uvb, on en déduit que les fibres du morphisme

{
(p̄, m) ∈ (xBwBF (x)−1) ∩ (BvB)× LI

∣∣m−1F (m) = πI (p̄)
}
/BI XLI

(v)

sont toutes isomorphes à UI ∩ xBwB(vF (x))−1. L’avantage de cette description
est que l’on peut facilement paramétrer les éléments de cette fibre, ou du moins
de l’extension U∩xBwB(vF (x))−1 : en suivant la méthode employée au cours de
la partie 2.4, on peut en effet utiliser la décomposition de Curtis-Deodhar pour
écrire

U ∩ xBwB(vF (x))−1 =
⊔

γ∈Γ
x−1vF (x)

(
xΩγ(x)

)
·
(
U ∩ vF (x)U

)
.

D’autre part, chaque cellule Dγ(x) = Ωγx
−1vF (x) ·B est stable par multiplication

à gauche par les éléments de U ∩ Ux (on vérifie facilement que Cγ(x) l’est déjà
comme cellule contractante). Puisque U ∩ xBwB(vF (x))−1 est stable par l’action
du conjugué U ∩ xU, on en déduit que chaque sous-variété apparaissant dans la
décomposition précédente l’est aussi. En particulier, chacune des pièces est stable
par l’action de BI ∩U et ainsi, en notant̟I la projection de B sur UI associée à la
décomposition B = BI UI , on peut écrire

UI ∩ xBwB(vF (x))−1 =
⊔

γ∈Γ
x−11vF (x)

̟I

(
xΩγ(x) · (U ∩ vF (x)U)

)
.

Posons Υγ(x) = ̟I

(
xΩγ(x) ·U ∩ vF (x)U

)
. Sous certaines conditions que nous

détaillerons dans la proposition 5.4, on peut obtenir un paramètrage précis de
cette cellule à partir de celui de Ωγ(x). D’autre part, puisque BI est contenu
dans F (x)B, la variété xΩγ(x) · U ∩ vF (x)U admet une action de BI ∩ U ∩ vBI à
droite, et donc une action de BI ∩ vBI par conjugaison qui se transmet à Υγ(x).

En définitive, on peut décomposer la variété quotient UI\Z̃x(w) en une union de
sous-variétés localement fermées, stables par les actions des groupes LI et BI
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UI\Z̃x(w) =
⊔

v∈WI
γ∈Γ

x−1vF (x)

Z̃γ

avec Z̃γ ≃
{

(z , m) ∈ Υγ(x)× LI

∣∣ m−1F (m) ∈ BI vBI

}

l’action de b ∈ BI s’effectuant par multiplication à droite sur m, et de façon un
peu moins élémentaire sur z : en écrivant m−1F (m) = u1vb1 avec u1 ∈ BI ∩
vU− et b1 ∈ BI et en décomposant b−1u1 en u′

1b
′ avec u′

1 ∈ BI ∩ vU− et b′ ∈
BI ∩ vBI , l’élément b ∈ BI agit par (u, m) · b = (b′

z , mb). En d’autres termes,
BI agit de telle sorte que l’injection (z , m) 7−→ (u1zvb, m) ∈ PI × LI soit BI -
équivariante. On résume les différentes constructions ainsi que leurs propriétés
dans la proposition suivante :

Proposition 5.2. Pour w ∈ W et I un sous-ensemble de racines simples stable par φ,
on dispose de deux décompositions

UI\X(w) =
⊔

x I -réduit

UI\Zx(w) et UI\Z̃x(w) =
⊔

v∈WI
γ∈Γ

x−1vF (x)

Z̃γ

avec, pour tout élément I -réduit x et toute sous-expression x-distinguée γ de w dont le
produit vaut x−1vF (x) pour un certain élément v ∈WI :

• un quasi-fibré vectoriel LI -équivariant UI\Z̃x(w)/BI ։ UI\Zx(w) de fibres de
dimension dim(UI ∩ xU) ;

• une projection LI -équivariante Z̃γ/BI ։ XLI
(v) de fibres isomorphes à Υγ(x).

Exemple 5.3. Lorsque w = c est un élément de Coxeter, on peut montrer qu’il
ne peut y avoir de sous-expression x-distinguée dont le produit appartient à
x−1WIF (x) si x n’est pas dans WIw0. De plus, lorsque x est l’élément minimal
de cette classe, la seule sous-expression x-distinguée est obtenue en choisissant
uniquement les réflexions simples associées aux racines simples de I , et son pro-
duit est un élément de Coxeter cI de WI . La proposition précédente nous donne
alors un morphisme LI -équivariant

UI\X(c) XLI
(cI )

dont les fibres sont isomorphes à (Gm)|(∆rI )/φ| (à comparer avec [62]).

5.2 Calcul de la cohomologie

5.2.1 Conditions sur les cellules Υγ(x) pour la cohomologie de UI\X(w)

En reprenant les notations de la section 2.2.2 et en considérant les entiers
a(γ) = |Iγ | − |Jγ(x)| + ℓ(vF (x)) et b(γ) = ℓ(w) − |Iγ | on peut construire un mor-
phisme de variétés

(Ga)a(γ) × (Gm)b(γ) Υγ(x)
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obtenu en composant le paramétrage de xΩγ(x) ·U∩ vxU et le morphisme̟I . Les
fibres de ce morphisme sont donc des espaces affines de dimension |Φ+

I |. Cela ne

suffit malheureusement pas pour déterminer la cohomologie de la variété Z̃γ/BI

et il est nécessaire de disposer d’un paramétrage particulier de la cellule. Celui
donné dans la proposition suivante est non optimal mais suffira pour les calculs
explicites que nous effectuerons par la suite :

Proposition 5.4. Soit x un élément I -réduit, v ∈ WI et γ une sous-expression x-
distinguée de w donnant x−1vF (x). On suppose qu’il existe des racines deux à deux
distinctes α1, ... ,αn,β,β′ ∈ Φ+ r Φ+

I telles que la cellule Υγ(x) soit donnée par l’une
des deux variétés suivantes :

(i) uα1(Ga) · · · uαi
(Ga) uβ(Gm) uαi+1

(Ga) · · · uαn(Ga) ;

(ii) uα1(Ga) · · · uαi
(Ga) uβ(Gm) uαi+1

(Ga) · · · uαj
(Ga) uβ′(Gm) uαj+1

(Ga) · · · uαn(Ga).

Alors la cohomologie ℓ-adique de la variété Z̃γ/BI s’obtient par

H•
c (Z̃γ/BI , K ) ≃ H•

c(Υγ(x), K ) ⊗ H•
c(XLI

(v), K ).

Démonstration. Le groupe BI ∩ vBI agit par conjugaison sur Υγ(x) et donc né-
cessairement trivialement sur les variables appartenant à Gm. On en déduit que
les cellules obtenues en remplaçant Gm par {0} ou Ga sont aussi stables par cette
action.

On se place dans le cas le plus complexe (ii). Au niveau de Z̃γ , l’observation
précédente se traduit par l’existence de variétés munies d’une action de LI ×
(BI )op vérifiant les relations suivantes :

Z̃γ = ZGa,Gm
r Z0,Gm

et Z0,Gm
= Z0,Ga

r Z0,0.

Puisque BI agit librement sur chacune de ces variétés (il agit par translation sur
la variable m ∈ LI ), les égalités restent vraies pour les quotients par BI . On en
déduit les triangles distingués suivants dans Db(LI -Mod) :

RΓc(Z̃γ/BI , K ) −→ RΓc(ZGa,Gm
/BI , K ) −→ RΓc(Z0,Gm

/BI , K ) 

et RΓc(Z0,Gm
/BI , K ) −→ RΓc(Z0,Ga

/BI , K ) −→ RΓc(Z0,0/BI , K ) 

D’autre part, les fibres des projections Z0,Ga
/BI ։ Z0,0/BI ։ XLI

(v) sont des es-
paces affines ce qui permet de calculer la cohomologie de chacune de ces variétés
à partir de la cohomologie de XLI

(v) via la proposition 1.20.

Pour conclure, on procède comme dans la preuve de [34, proposition 8.17] :
d’après la proposition 1.20, le morphisme RΓc(Z0,Ga

/BI , K ) −→ RΓc(Z0,0/BI , K )
provient d’un morphisme de faisceaux ∂ : KZ0,0/BI

[−2] −→ KZ0,0/BI
. Puisque ce

dernier est LI -équivariant, c’est un élément de H2(Z0,0/BI , K )LI . Mais par dualité
on a

H2(Z0,0/BI , K )LI ≃ H2(XLI
(v), K )LI ≃ HomKLI

(
H

2ℓ(v)−2
c (XLI

(v), K ), K
)

et ce dernier groupe est nul en vertu de [35, proposition 3.3.14]. On en déduit que
la cohomologie de Z0,Gm

/BI est donnée par
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H•
c(Z0,Gm

/BI , K ) ≃ H•
c(Z0,0/BI , K )[−2] ⊕ H•

c(Z0,0/BI , K )[−1]

≃ H•
c(Gm × XLI

(v), K )
[
2|Φ+

I | − 2a(γ)
]
.

Notons que cela suffit à démontrer la proposition dans le cas (i). Pour traiter la
deuxième forme, on procède comme précédemment en utilisant une nouvelle
fois les isomorphismes

H2(Z0,Gm
/BI , K )LI ≃ H2(Gm×XLI

(v), K )LI ≃ HomKLI

(
H

2ℓ(v)
c (Gm×XLI

(v), K ), K
)

.

Puisque H
2ℓ(v)
c (Gm × XLI

(v), K ) ≃ H
2ℓ(v)−1
c (XLI

(v), K ) ⊕ H
2ℓ(v)−2
c (XLI

(v), K ), on
en déduit que le morphisme RΓc(ZGa,Gm

/BI , K ) −→ RΓc(Z0,Gm
/BI , K ) est nul et

qu’ainsi

H•
c (Z̃γ/BI , K ) ≃ H•

c (Z0,Gm
/BI , K )[−2] ⊕H•

c (Z0,Gm
/BI , K )[−1]

≃ H•
c ((Gm)2 × XLI

(v), K )
[
2|Φ+

I | − 2a(γ)
]

≃ H•
c (Υγ(x)× XLI

(v), K )

en tant que KLI -modules.

Remarque 5.5. Le cas b(γ) = 2 est le cas le plus complexe qui puisse être traité
avec cette méthode. En continuant le procédé on aurait en effet à considérer entre
autres le groupe

HomKLI

(
H

2ℓ(v)+2
c ((Gm)2 × XLI

(v), K ), K
)

qui est cette fois-ci non trivial.

Remarque 5.6. Dans le cas où w = c est un élément de Coxeter et I un sous-
ensemble maximal de ∆ stable par φ, on retrouve [62, corollaire 2.10] (voir aussi
la proposition 4.29) qui s’écrit

H•
c (UI\X(c), K ) ≃ H•

c (Gm, K )⊗ H•
c(XLI

(cI ), K ). (5.7)

5.2.2 Caractères cuspidaux

Par définition, les représentations cuspidales de G n’ont aucun élément non
nul fixe par UI dès que I est un sous-ensemble propre de ∆. Aussi l’étude des
quotients UI\X(w) ne donne aucune information sur les caractères cuspidaux
apparaissant dans la cohomologie de X(w). Le but de cette section est de rappeler,
très brièvement, certains résultats et méthodes développés dans [34] et [35] qui
nous permettront de déterminer la position de ces caractères dans la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig qui nous intéresseront.

Notons B+
W le monoı̈de de tresse associé au groupe de Weyl W , engendré par

{sα |α ∈ ∆}. La projection canonique B+
W ։W admet une section de Tits, que l’on

notera w 7−→ w : on la définit par w = s1 · · · sr pour toute décomposition réduite
w = s1 · · · sr de w ∈ W . L’image de cette section sera noté W. Par un théorème
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de Deligne, on peut étendre la définition des variétés de Deligne-Lusztig au
monoı̈de de tresse : si b s’écrit w1 · · ·wr avec wi ∈W, on définit

X(b) =
{

(g0, g1, ... , gr ) ∈ (G/B)r+1
∣∣ g−1

i−1gi ∈ BwiB et g−1
r F (g0) ∈ B

}
.

À isomorphisme unique près, cette variété ne dépend pas du choix des wi . En
particulier, pour w ∈ W, les variétés X(w) et X(w) sont isomorphes. Finalement,
on peut définir une compactification de X(b) en une variété

X(w1 · · ·w r ) =
{

(g0, g1, ... , gr ) ∈ (G/B)r+1
∣∣ g−1

i−1gi ∈ BwiB et g−1
r F (g0) ∈ B

}

qui possède les propriétés suivantes (voir [34] et [35]) :

Proposition 5.8. Pour w1, ... , wr des élément de W ,

(i) X(w1 · · ·w r ) est une variété projective de dimension ℓ(w1) + · · · + ℓ(wr ) ;

(ii) X(w1 · · ·w r ) est lisse dès que chaque variété BwiB l’est ;

(iii) X(w1 · · ·w r ) est rationnellement lisse dès que chaque variété BwiB l’est ;

(iv) X(w1 · · ·w r ) est filtrée par les sous-variétés fermées X(v1 · · · v r ) où les éléments
vi vérifient vi ≤ wi pour tout i .

Remarque 5.9. Dans le cas où chaque wi est une réflexion si , on retrouve la com-
pactification lisse introduite dans [29] (voir aussi la section 4.4.1).

Fixons un élément w ∈ W . Afin de pouvoir calculer la partie cuspidale de la
cohomologie de X(w) à l’aide des compactifications précédentes, nous utiliserons
principalement les quatre points suivants :

• la cohomologie de la variété X(w) est concentrée en degrés ℓ(w), ... , 2ℓ(w)
[35, corollaire 3.3.22] ;

• le triangle suivant est distingué dans Db(KG -Mod) :

RΓc

(
X(w), K

)
−→ RΓc

(
X(w), K

)
−→ RΓc

( ⋃

v<w

X(v), K
)
 

• lorsque X(w) est rationnellement lisse, sa cohomologie en tant que G ×
〈F δ〉mon-module gradué se calcule explicitement par [35, corollaire 3.3.8] ;

• soit ρ une représentation cuspidale de G apparaissant dans la cohomolo-
gie de la variété de Coxeter. Alors si w n’est pas un élément de Coxeter,

les valeurs propres de F δ sur H
ℓ(w)
c (X(w), K )ρ sont de module strictement

inférieur à qδℓ(w)/2. Ce résultat est un cas particulier de [35, proposition
3.3.21].

Notons que la propriété de X(w) d’être rationnellement lisse se vérifie sur
les polynômes de Kazhdan-Lusztig de W [35, proposition 3.2.5]. Dans le cas où
cette propriété fait défaut, on pourra décomposer w en un produit d’éléments
w = w1 · · ·wr tels que chaque variété BwiB soit lisse.

176



CHAPITRE 5. AUTRES ÉLÉMENTS RÉGULIERS

5.3 Cas particuliers

Pour les éléments réguliers de petite longueur, on peut observer − sans pou-
voir pour l’instant l’expliquer − que très peu de cellules Υγ(x) sont non vides,
et que ces dernières satisfont en outre les hypothèses de la proposition 5.4. On
se propose donc, pour certains de ces éléments, de déterminer explicitement la
cohomologie du quotient UI\X(w). En utilisant les outils rappelés dans la section
5.2.2, on sera ensuite en mesure d’en déduire chaque groupe de cohomologie de
la variété de Deligne-Lusztig X(w).

Pour manipuler les différents groupes de cohomologie de manière agréable,
on utilisera les notations introduites dans [34] : la cohomologie d’une variété de
Deligne-Lusztig X(w) munie de l’action de G × 〈F δ〉mon sera représentée par un
polynôme HX(w)(t

1/2, h) dont les coefficients sont des combinaisons entières de
caractères unipotents. Par un théorème de Lusztig, lorsque ρ est un caractère
unipotent, les valeurs propres de F δ sur la partie ρ-isotypique de Hi

c (X(w), K )
sont de la forme λρq

δj/2, avec λρ une racine de l’unité ne dépendant ni de w ni de
i . La multiplicité de ρ dans le groupe Hi

c (X(w), K ) avec une valeur propre λρq
δj/2

sera donc encodée par le coefficient de hi t j/2 dans le polynôme HX(w)(t
1/2, h).

5.3.1 Eléments 8-réguliers des groupes de type F4

Soit (G, F ) un groupe déployé de type F4. Les entiers d pour lesquels il existe
des éléments d-réguliers sont {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12} (voir par exemple [85]), le dernier
entier correspondant aux éléments de Coxeter. Nous allons nous intéresser à des
éléments 8-réguliers particuliers, ceux dont l’image dans le groupe de tresse est
une bonne racine 8-ième de π [17] (voir aussi la remarque 2.62). Pour fixer les
notations des racines simples, on utilisera le diagramme de Dynkin suivant :

β1 β2 β3 β4
>

Les réflexions simples associées seront notées t1, t2, t3, t4.

On peut vérifier que tous les bonnes racines 8-ièmes de π sont conjuguées
par une suite de permutations circulaires dans le groupe de tresse, et qu’ainsi
la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig associée ne dépend pas de la
racine choisie. De façon générale, il résulte des travaux de Bessis [1], Digne et
Michel [32] que les bonnes racines d-ièmes de π sont conjuguées par une suite
de permutations circulaires dès que le groupe (G, F ) est supposé déployé. Il est
conjecturé que le résultat reste vrai pour les F -racines de π dans un groupe non
déployé [17]. Dans notre cas on choisira

w = t2t4t3t2t1t3.

(i) Cohomologie de UI\X(w). On commence par déterminer la cohomologie
du quotient UI\X(w) dans le cas où I = {β2,β3}. À l’aide du programme GAP
donné en annexe, on peut vérifier qu’il n’existe que trois cellules Υγ(x) non vides,
données par :
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• pour x1 l’élément I -réduit dans la classe WIw0 et v = t2t3t2t3

Υγ(x1) = uβ2+2β3+β4
(Gm) uβ1

(Gm)

• pour x2 l’élément I -réduit dans la classe WIw0t1t2 et v = t3t2

Υγ(x2) = uβ2+2β3+β4
(Gm) uβ1+β2

(Ga) uβ1+β2+β3
(Gm) UI ∩ xU

• pour x3 l’élément I -réduit dans la classe WIw0t4t3 et v = t3t2

Υγ(x3) = uβ2+2β3+β4
(Ga) uβ4

(Ga) uβ2+2β3+2β4
(Gm) uβ1+β2

(Gm) uβ2+β3+β4
(Ga)

On en déduit grâce aux propositions 5.2, 5.4 ainsi que 1.20 la cohomologie de
chaque pièce UI\Zx(w) :

WIx dim(UI ∩ xU) H•
c (UI\Zx(w), K )

WIw0 0 H•
c

(
(Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t2t3t2t3)
)

WIw0t1t2 2 H•
c

(
Ga × (Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t3t2)
)

WIw0t4t3 2 H•
c

(
Ga × (Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t3t2)
)

De plus, les éléments I -réduits x2 et x3 des classes WIw0t1t2 et WIw0t4t3 sont
incomparables par l’ordre de Bruhat, et on obtient ainsi

H•
c

(
UI\Zx2(w) ∪ UI\Zx3(w), K

)
≃
(

H•
c

(
Ga × (Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t3t2)
))⊕2

.

Le groupe de Weyl LI est un groupe de type B2. Ses caractères unipotents sont,
avec les notations données en annexe, {Id, St, ρθ, ρθε, ρr , θ10}. De [35, théorème
4.3.4] on tire alors facilement

HUI \Zx1 (w) = (h2t + h)2
(
h4St + h5t2(ρθ + ρθε + 2θ10) + h8t4Id

)

= h6St + h7
(
2tSt + t2(ρθ + ρθε + 2θ10)

)
+ h8

(
t2St + 2t3(ρθ + ρθε + 2θ10)

)

+ h9t4(ρθ + ρθε + 2θ10) + h10t4Id + 2h11t5Id + h12t6Id

ainsi que

HUI \Zx2 (w) = h2t(h2t + h)2
(
h2(St + tθ10) + h3tρr + h4t2Id

)

= h6(tSt + t2θ10) + h7
(
t2(2St + ρr ) + 2t3θ10

)

+ h8
(
t3(St + 2ρr + Id) + t4θ10

)
+ h9t4(ρr + 2Id) + h10t5Id.

Les caractères unipotents ρθ, ρθε et ρr apparaissent dans la cohomologie d’une
des deux variétés seulement. En écrivant la suite exacte longue associée à la
décomposition

UI\X(w) = UI\Zx1(w) ∪
(
UI\Zx2(w) ∪ UI\Zx3(w)

)
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on en déduit la position exacte de ces caractères dans la cohomologie de UI\X(w),
donnée par

h7t2(ρθ + ρθε + 2ρr ) + h8t3(2ρθ + 2ρθε + 4ρr ) + h9t4(ρθ + ρθε + 2ρr ).

Quant aux caractères St et Id, ils peuvent être obtenus à partir des suites exactes
suivantes :

0 −→ St −→ H6
c

(
UI\X(w)

)
St
−→ 2tSt −→ 2tSt −→ H7

c

(
UI\X(w)

)
St

−→ 4t2St −→ t2St −→ H8
c

(
UI\X(w)

)
St
−→ 2t3St −→ 0

0 −→ H8
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 2t3Id −→ 0

0 −→ H9
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 4t4Id −→ t4Id −→ H10

c

(
UI\X(w)

)
Id

−→ 2t5Id −→ 2t5Id −→ H11
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 0

0 −→ t6Id −→ H12
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 0

Tous les morphismes des suites exactes précédentes sont 〈F δ〉mon-équivariants, ce
qui permet de séparer les contributions de chaque puissance de t . D’autre part,
les seuls caractères unipotents de G dont la restriction de Harish-Chandra à LI

vaut St ou Id sont les caractères équivalents de G , c’est-à-dire StG et IdG . Mais on
sait d’après [35, proposition 3.3.14 et 3.3.15] où ces derniers apparaissent dans la
cohomologie de X(w) et avec quelle valeur propre. On en déduit que

• tSt n’apparaı̂t pas ni dans H6
c

(
UI\X(w)

)
ni dans H7

c

(
UI\X(w)

)
;

• t2St n’apparaı̂t pas dans H8
c

(
UI\X(w)

)
;

• t4Id n’apparaı̂t pas dans H10
c

(
UI\X(w)

)
;

• t5Id n’apparaı̂t pas dans H11
c

(
UI\X(w)

)
.

Avec ces informations supplémentaires, on trouve finalement

Proposition 5.10. Pour w = t2t4t3t2t1t3 et I = {β2,β3}, la contribution des ca-
ractères de la série principale dans la cohomologie de UI\X(w) est donnée par

h6St + h7t2(3St + ρθ + ρθε + 2ρr ) + h8t3(2St + 2ρθ + 2ρθε + 4ρr + 2Id)

+ h9t4(ρθ + ρθε + 2ρr + 3Id) + h12t6Id

Remarque 5.11. Les suites exactes longues « ouvert - fermé » ne donnent en re-
vanche pas assez d’informations pour pouvoir déterminer la position précise du
caractère cuspidal θ10 :

0 −→ H6
c

(
UI\X(w)

)
θ10
−→ 2t2θ10 −→ 2t2θ10 −→ H7

c

(
UI\X(w)

)
θ10
−→ 4t3θ10

−→ 4t3θ10 −→ H8
c

(
UI\X(w)

)
θ10
−→ 2t4θ10 −→ 2t4θ10 −→ H9

c

(
UI\X(w)

)
θ10
−→ 0

On peut néanmoins espérer que les morphismes de connexion de cette suite
exacte sont des isomorphismes, et en déduire ainsi que le caractère θ10 n’apparaı̂t
pas dans la cohomologie de UI\X(w).
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(ii) Caractères cuspidaux. Le théorème 4.9 assure que les caractères unipotents
de la série principale de G intervenant dans la somme alternée de la cohomo-
logie de X(w) sont ceux du Φ8-bloc principal, c’est-à-dire IdG , StG , φ9,10, φ16,5

et φ9,2 avec les notations de [21]. On peut alors observer que les restrictions de
ces caractères au groupe LI sont exactement les caractères apparaissant dans la
proposition précédente, ce qui permet de retrouver dans un premier temps une
partie de la cohomologie de X(w). Les caractères manquants sont deux types : ils
peuvent être cuspidaux, ou appartenir à la série de Harish-Chandra associé à θ10.
Nous allons mettre en oeuvre les outils rappelés au cours de la section 5.2.2 afin
de detérminer explicitement la contribution des caractères cuspidaux.

Rappelons que G possède 7 caractères unipotents cuspidaux, notés F4[−1],
F4[i], F4[−i], F4[θ], F4[θ2], FI

4[1], FII
4 [1] où i (resp. θ) est un générateur fixé du groupe

des racines de l’unité �4 (resp. �3). Soit ρ un caractère cuspidal et v ≤ w . Le
caractère ρ ne peut apparaı̂tre dans la cohomologie des variétés X(v) ou X(v) si
v est dans un sous-groupe parabolique strict de W . Les éléments v à considérer
appartiennent donc à l’ensemble

V =
{
w , t4t3t2t3t1, t4t2t3t2t1, t4t2t3t1, t4t3t2t1

}
.

Notons F = X(t4t2t3t2t1) ∪ X(t4t3t2t3t1) et F ′ = X(t4t3t2t1) ∪ X(t4t2t3t1). De
la filtration donnée par la proposition 5.8 on peut donc déduire les suites exactes
longues en cohomologie suivantes :

· · · −→ Hi
c

(
X(w)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(w)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F
)
ρ
−→ · · · (5.12)

· · · −→ Hi
c

(
X(t4t3t2t3t1)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(t4t3t2t3t1)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F ′
)
ρ
−→ · · · (5.13)

· · · −→ Hi
c

(
X(t4t2t3t2t1)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(t4t2t3t2t1)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F ′
)
ρ
−→ · · · (5.14)

De plus, on peut vérifier que chacune des compactifications est rationnellement
lisse et calculer ainsi la partie cuspidale de leur cohomologie, que l’on notera
HX(t1/2, h). Elle est donnée par

HX(w) = h6t3
(
F4[−1] + F4[i] + F4[−i] + 2F4[θ] + 2F4[θ2]

)
(5.15)

et HX(t4t3t2t3t1) = HX(t4t2t3t2t1) = (h4t2 + h6t3)
(
F4[i] + F4[−i] + F4[θ] + F4[θ2]

)
.

D’autre part, les éléments t4t3t2t1 et t4t2t1t1 sont minimaux dans l’ensemble V ,
ce qui permet d’écrire, pour tout caractère cuspidal ρ

Hi
c (F ′)ρ ≃ Hi

c

(
X(t4t2t3t1)

)
ρ
⊕ Hi

c

(
X(t4t3t2t1)

)
ρ
≃ Hi

c

(
X(c)

)⊕2

ρ

et d’en déduire ainsi la partie cuspidale de la cohomologie de F ′ à partir de celle
de la variété de Coxeter. Elle vaut donc, d’après [62, table 7.3] :

HF ′ = 2h4t2
(
F4[i] + F4[−i] + F4[θ] + F4[θ2]

)
.

En combinant ces données numériques avec les suites exactes 5.13 et 5.14, sans
oublier le fait que la cohomologie des variétés X(t4t3t2t3t1) et X(t4t2t3t2t1) est
nulle en degré 4, on en déduit que
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HX(t4t3t2t3t1) = HX(t4t2t3t2t1) = (h5t2 + h6t3)
(
F4[i] + F4[−i] + F4[θ] + F4[θ2]

)
.

À partir de ces résultats, on peut maintenant obtenir des informations sur la
cohomologie de la variété F : en utilisant, pour tout caractère cuspidal ρ, la suite
exacte longue suivante

· · · −→ Hi
c

(
X(t4t3t2t3t1)

)
ρ
⊕ Hi

c

(
X(t4t2t3t2t1)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F
)
ρ
−→ Hi

c

(
F ′
)
ρ
−→ · · ·

on trouve des entiers εi valant 0, 1 ou 2 tels que

HF = (h4 + h5)t2
(
ε1F4[i] + ε2F4[−i] + ε3F4[θ] + ε4F4[θ2]

)

+ 2h6t3
(
F4[i] + F4[−i] + F4[θ] + F4[θ2]

)
.

Mais en reprenant la suite exacte 5.12, chaque caractère εiρ s’injecte dans le groupe
H5

c

(
X(w)

)
puisque H4

c

(
X(w)

)
est nul par 5.15. Étant donné que la cohomologie de

X(w) est concentrée en degrés 6, ... , 12, on en déduit que tous les entiers εi sont
nuls. Par conséquent, la suite exacte 5.12 se décompose en

0 −→ H6
c

(
X(w)

)
F4[1]
−→ t3F4[1] −→ 0

0 −→ H6
c

(
X(w)

)
F4[i]
−→ t3F4[i] −→ 2t3F4[i] −→ H7

c

(
X(w)

)
F4[i]
−→ 0

0 −→ H6
c

(
X(w)

)
F4[−i]

−→ t3F4[−i] −→ 2t3F4[−i] −→ H7
c

(
X(w)

)
F4[−i]

−→ 0

0 −→ H6
c

(
X(w)

)
F4[θ]
−→ 2t3F4[θ] −→ 2t3F4[θ] −→ H7

c

(
X(w)

)
F4[θ]
−→ 0

0 −→ H6
c

(
X(w)

)
F4[θ2]

−→ 2t3F4[θ2] −→ 2t3F4[θ2] −→ H7
c

(
X(w)

)
F4[θ2]

−→ 0

Finalement, on applique [35, proposition 3.3.21] pour résoudre ces suites :
les caractères F4[i], F4[i], F4[θ] et F4[θ2] apparaissent déjà dans la cohomologie de
la variété de Coxeter. Puisque w n’est pas F -conjugué à un élément de Coxeter,
ils ne peuvent apparaı̂tre dans le groupe H6

c

(
X(w)

)
avec une valeur propre de

module q3. En définitive,

Proposition 5.16. Pour w = t2t4t3t2t1t3, la contribution des caractères cuspidaux
dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h6t3F4[−1] + h7t3
(
F4[i] + F4[−i]).

(iii) Cohomologie de X(w). Les caractères unipotents du Φ8-bloc principal b sont
donnés par

buni =
{

Id, StG ,φ9,10,φ16,5,φ9,2, F4[−1], F4[i], F4[−i]
}

.

En coupant la cohomologie de X(w) par ce bloc, les caractères de la série associée
à B2 disparaissent. Puisque la position de tous les autres caractères unipotents a
été déterminée, on peut résumer les résultats de cette section dans le théorème
suivant :
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Théorème 5.17. Soit (G, F ) un groupe déployé de type F4 et w un bon élément 8-
régulier. La cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig X(w), coupée par le Φ8-bloc
principal, est donnée par

i 6 7 8 9 10 11 12

bHi
(
X(w), K

)
St q2φ9,10 q3φ16,5 q4φ9,2 q6Id

−q3F4[−1]

iq3F4[i]

−iq3F4[−i]

5.3.2 Eléments 9-réguliers des groupes de type E6

On suppose ici que (G, F ) est un groupe déployé de type E6. Le plus grand
entier régulier (en dehors du nombre de Coxeter) est 9 et on s’intéresse donc au
calcul de la cohomologie de X(w) lorsque w est une bonne racine 9-ième de π.
On numérotera les racines simples selon le diagramme suivant :

β1 β3

β2

β4 β5 β6

Les réflexions simples associées seront notées t1, ... , t6.

Comme précédemment, on fixera une racine particulière de π puisque la co-
homologie de la variété de Deligne-Lusztig associée ne dépend pas de ce choix.
On fixera

w = t1t3t4t3t2t4t5t6.

(i) Cohomologie de UI\X(w). On calcule ici la cohomologie du quotient UI\X(w)
lorsque I = {β2,β3,β4,β5} à partir de la cohomologie de certaines variétés de
Deligne-Lusztig associées au sous-groupe de Levi LI . Pour commencer, on vérifie
à l’aide du programme GAP donné en annexe qu’il n’existe que trois cellules
Υγ(x) non vides, données par :

• pour x1 l’élément I -réduit dans la classe WIw0 et v = t4t2t5t4t2t3

Υγ(x1) = uβ2+β3+2β4+2β5+β6
(Gm) uβ1+β3

(Gm)

• pour x2 l’élément I -réduit dans la classe WIw0t6t5t4 et v = t2t5t4t3

Υγ(x2) = uβ2+β3+2β4+2β5+β6
(Gm) uβ1+β3+β4

(Ga) uβ1+β2+β3+β4
(Gm) UI ∩ xU

• pour x3 l’élément I -réduit dans la classe WIw0t1t3 et v = t5t4t2t3

Υγ(x3) = uβ3+β4+β5+β6
(Gm) uβ2+β3+2β4+2β5+β6

(Ga) uβ1+β2+β3+β4
(Gm)

uβ2+β3+β4+β5+β6
(Ga) uβ2+β3+2β4+β5+β6

(Ga)
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On en déduit grâce aux propositions 5.2, 5.4 ainsi que 1.20 la cohomologie de
chaque pièce UI\Zx(w) :

WIx dim(UI ∩ xU) H•
c (UI\Zx(w), K )

WIw0 0 H•
c

(
(Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t4t2t5t4t2t3)
)

WIw0t6t5t4 3 H•
c

(
Ga × (Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t2t5t4t3)
)

WIw0t1t3 2 H•
c

(
Ga × (Gm)2

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t5t4t2t3)
)

Encore une fois, les éléments x2 et x3 ne sont pas comparables par l’ordre de
Bruhat, ce qui assure que les variétés UI\Zx2(w) et UI\Zx3(w) sont à la fois fermées
et ouvertes dans leur union. On peut donc décomposer le quotient UI\X(w) =
Xo ∪ Xf en deux sous-variétés dont la cohomologie est donnée par [34, théorème
12.4] pour l’ouvert, et [62, table 7.3] pour le fermé :

HXo
= (h2t + h)2

(
h6St + h7

(
t2(ρ12+ + ρ12− + ρ212) + 2t3D4

)
+ 2h8t3ρ1.21

+ h9t4(ρ2+ + ρ2− + ρ31) + h12t6Id
)

HXf
= 2h2t(h2t + h)2

(
h4(St + t2D4) + h5tρ1.13 + h6t2ρ12.2 + h7t3ρ1.3 + h8t4Id

)

en ayant noté ρλ le caractère unipotent de la série principale correspondant au
caractère λ de WI et D4 l’unique caractère unipotent cuspidal de LI .

Comme précédemment, les caractères de la série principale autres que St et
Id n’interviennent que dans la cohomologie d’une seule des deux variétés, de
sorte que leur contribution dans la cohomologie de UI\X(w) est donnée par le
polynôme

h9t2
(
ρ12+ + ρ12− + ρ212 + 2ρ1.13

)

+ h10t3
(
2ρ12+ + 2ρ12− + 2ρ212 + 4ρ1.13 + 2ρ1.21 + 2ρ12.2

)

+ h11t4
(
ρ12+ + ρ12− + ρ212 + 2ρ1.13 + 4ρ1.21 + 4ρ12.2 + ρ2+ + ρ2− + ρ31 + 2ρ1.3

)

+ h12t5
(
2ρ1.21 + 2ρ12.2 + 2ρ2+ + 2ρ2− + 2ρ31 + 4ρ1.3

)

+ h13t6
(
ρ2+ + ρ2− + ρ31 + 2ρ1.3

)
.

Pour les deux autres caractères unipotents de la série principale, à savoir St
et Id, on obtient les suites exactes suivantes :

0 −→ St −→ H8
c

(
UI\X(w)

)
St
−→ 2tSt −→ 2tSt −→ H9

c

(
UI\X(w)

)
St

−→ 4t2St −→ t2St −→ H10
c

(
UI\X(w)

)
St
−→ 2t3St −→ 0

0 −→ H12
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 2t5Id −→ 0

0 −→ H13
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 4t6Id −→ t6Id −→ H14

c

(
UI\X(w)

)
Id

−→ 2t7Id −→ 2t7Id −→ H15
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 0
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0 −→ t8Id −→ H16
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 0

que l’on peut résoudre avec la méthode utilisée pour le type F4. En définitive,

Proposition 5.18. Pour w = t1t3t4t3t2t4t5t6 et I = {β2,β3,β4,β5}, la contribution
des caractères de la série principale dans la cohomologie de UI\X(w) est donnée par

h8St + h9t2
(
3St + ρ12+ + ρ12− + ρ212 + 2ρ1.13

)

+ h10t3
(
2St + 2ρ12+ + 2ρ12− + 2ρ212 + 4ρ1.13 + 2ρ1.21 + 2ρ12.2

)

+ h11t4
(
ρ12+ + ρ12− + ρ212 + 2ρ1.13 + 4ρ1.21 + 4ρ12.2 + ρ2+ + ρ2− + ρ31 + 2ρ1.3

)

+ h12t5
(
2ρ1.21 + 2ρ12.2 + 2ρ2+ + 2ρ2− + 2ρ31 + 4ρ1.3 + 2Id

)

+ h13t6
(
ρ2+ + ρ2− + ρ31 + 2ρ1.3 + 3Id

)
+ h16t8Id.

Remarque 5.19. Comme dans le cas précédent (voir remarque 5.11), on ne dis-
pose pas de suffisamment d’informations pour localiser le caractère cuspidal D4

de LI dans la cohomologie de UI\X(w).

(ii) Caractères cuspidaux. Le groupe G ne possède que deux caractères unipo-
tents cuspidaux, notés E6[θ] et E6[θ2] avec θ une racine primitive 3-ième de l’unité
fixée. Pour déterminer leur position dans la cohomologie de X(w), on procède ici
comme pour le type F4 à une différence près : les compatifications X(v) que l’on
souhaite utiliser ne sont pas toutes rationnellement lisses, et on travaillera donc
plutôt avec la compactification de Bott-Samelson, obtenue en soulignant toutes
les réflexions simples de w . Pour plus de détails concernant les méthodes de cal-
cul explicite de la cohomologie, on pourra se référer à la section précédente.

On définit d’abord la sous-variété fermée de X(w)

F = X(t1t4t3t2t4t5t6)∪X(t1t3t3t2t4t5t6)∪X(t1t3t4t2t4t5t6)∪X(t1t3t4t3t2t5t6)

de manière à obtenir, pour tout caractère unipotent cuspidal ρ, une suite exacte
longue en cohomologie

· · · −→ Hi
c

(
X(w)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(w)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F
)
ρ
−→ · · · (5.20)

La partie cuspidale de F se calcule comme précédemment : on commence par
calculer, pour v ∈ {t1t4t3t2t4t5t6, t1t3t4t2t4t5t6, t1t3t4t3t2t5t6}

HX(v) = HX(v) = (h7t3 + h8t4)
(
E6[θ] + E6[θ2]

)

à l’aide des suites exactes longues

· · · −→ Hi
c

(
X(v)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(v)

)
ρ
−→

(
Hi

c (X(c))ρ
)⊕2 −→ · · ·

et des valeur précises

et

HX(v) = (h6t3 + h8t4)
(
E6[θ] + E6[θ2]

)

HX(c) = h6t3
(
E6[θ] + E6[θ2]

)
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données par [62] et [35]. Notons que la suite exacte précédente peut effectivement
se résoudre étant donné que la cohomologie de X(v) est nulle dans les degrés
strictement inférieurs à 7.

Pour l’élément v = t1t3t3t2t4t5t6 on peut utiliser [35, proposition 3.2.10] afin
d’obtenir

HX(v) = (h2t + h) HX(c) = (h7t3 + h8t4)
(
E6[θ] + E6[θ2]

)
.

En observant que tous les éléments v considérés donnent lieu à la même partie
cuspidale, on peut finalement écrire la suite exacte

· · · −→
(
Hi

c

(
X(t1t4t3t2t4t5t6))ρ

)⊕4 −→ Hi
c

(
F
)
ρ
−→

(
Hi

c(X(c))ρ
)⊕4 −→ · · ·

dont on déduit

HF = 4h8t4
(
E6[θ] + E6[θ2]

)
. (5.21)

Là encore, la suite exacte précédente ne suffit pas a priori pas pour déterminer
cette quantité ; il faut aussi utiliser le fait que

• X(w) n’a pas de cohomologie en degré 7 ;

• HX(w) = 3h8t4
(
E6[θ] + E6[θ2]

)
ce qui force en particulier H6

c(X(w)) à n’avoir
aucun composant cuspidal.

En vertu de 5.20, ces deux propriétés assurent que le coefficient de h6 dans HF est
nul, et permet de ce fait de retrouver la formule 5.21.

On dispose donc, pour tout caractère unipotent cuspidal ρ, d’une suite exacte

0 −→ H8
c(X(w))ρ −→ 3t4ρ −→ 4t4ρ −→ H9

c(X(w))ρ −→ 0

dont on déduit, à l’aide de [35, proposition 3.3.21], la position exacte des ca-
ractères cuspidaux dans la cohomologie de X(w) :

Proposition 5.22. Pour w = t1t3t4t3t2t4t5t6, la contribution des caractères cuspidaux
dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h9t4
(
E6[θ] + E6[θ2]

)
.

(iii) Cohomologie de X(w). D’après [18] (voir aussi le théorème 4.9), le caractère
virtuel associé à la cohomologie de X(w) fait apparaı̂tre les caractères unipotents
du Φ9-bloc principal b de (G, F ), donnés par

buni =
{

IdG , StG ,φ20,20,φ64,13,φ90,8,φ64,4,φ20,2, E6[θ], E6[θ2]
}

.

La restriction de ces caractères au sous-groupe de Levi LI pour I = {β2,β3,β4,β5}
s’obtient à partir de la table A.5 donnée en annexe. On déduit alors des proposi-
tions 5.18 et 5.22 le théorème suivant :

Théorème 5.23. Soit (G, F ) un groupe déployé de type E6 et w un bon élément 9-
régulier de W . Alors la cohomologie de X(w), coupée par le Φ9-bloc principal, est donnée
par
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i 8 9 10 11 12 13 14 15 16

bHi (X(w), K ) St q2φ20,20 q3φ64,13 q4φ90,8 q5φ64,4 q6φ20,2 q8Id

θq4E6[θ]

θ2q4E6[θ2]

L’indétermination sur la présence où non des caractères de la série de D4 dans
la cohomologie de X(w) n’a pas pu être levée, mais le problème disparait lorsque
l’on coupe cette cohomologie par le Φ9-bloc principal. Il est en fait conjecturé que
cette opération est inutile [15], c’est-à-dire que les seuls caractères apparaissant
dans les groupes de cohomologie sont ceux de la somme alternée. Dans notre cas,
cette propriété se traduit par

Hypothèse 5.24. La cohomologie de la variété X(w) ne contient aucun caractère
de la série associée à l’unique représentation cuspidale de D4.

Cette hypothèse sera indispensable pour énoncer un analogue complet du
théorème précédent pour les groupes de type E7 et E8 (voir théorèmes 5.28 et
5.34).

5.3.3 Eléments 14-réguliers des groupes de type E7

Dans toute cette section, (G, F ) désignera un groupe déployé de type E7. Les
entiers réguliers étant {1, 2, 3, 6, 7, 9, 14, 18}, on s’attachera au calcul de la coho-
mologie de X(w) lorsque w est une bonne racine 14-ième de π. On numérotera les
racines simples selon le diagramme suivant, de façon compatible avec la section
précédente :

β1 β3

β2

β4 β5 β6 β7

Les réflexions simples associées seront notées t1, ... , t7.

Comme dans les cas précédents, on effectuera les calculs pour une racine par-
ticulière de π, donnée ici par :

w = t7t6t5t4t5t2t4t3t1.

(i) Cohomologie de UI\X(w). On cherche à déterminer la cohomologie du quo-
tient UI\X(w) lorsque I est maximal, égal à {β1, ... ,β6}, à partir des résultats de
la section précédente. Ici, on vérifie à l’aide du programme GAP donné en annexe
qu’il n’existe que deux cellules Υγ(x) non vides, données par :

• pour x1 l’élément I -réduit dans la classe WIw0 et v = t1t3t4t3t2t4t5t6 l’élé-
ment régulier étudié dans la section précédente

Υγ(x1) = uβ0
(Gm)
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où on a noté β0 la plus haute racine ;

• pour x2 l’élément I -réduit dans la classe WIw0t7t6t5 et v = t1t3t4t2t5t6

Υγ(x2) = uβ(Gm) uβ+β2
(Ga) UI ∩ xU

avec β = β1 + β2 + 2β3 + 3β4 + 3β5 + 2β6 + β7.

On en déduit grâce aux propositions 5.2, 5.4 ainsi que 1.20 la cohomologie de
chaque pièce UI\Zx(w) :

WIx dim(UI ∩ xU) H•
c (UI\Zx(w), K )

WIw0 0 H•
c

(
Gm

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t1t3t4t3t2t4t5t6)
)

WIw0t7t6t5 3 H•
c

(
Ga × Gm

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t1t3t4t2t5t6)
)

Chacune des deux cohomologies se calcule : la première grâce aux résultats
de la section précédente, et la seconde à l’aide de [62, table 7.3]. Rappelons en
effet que pour un élément de Coxeter cI de WI , on a

HXLI
(cI ) = h6

(
St + t2D4,ε + t3E6[θ] + t3E6[θ2]

)
+ h7

(
tφ6,25 + t3D4,r

)

+ h8
(
t2φ15,17 + t4D4,Id

)
+ h9t3φ20,10 + h10t4φ15,5 + h11t5φ6,1 + h12t6Id.

Lorsque l’on considère uniquement les caractères unipotents de la série prin-
cipale, en excluant St et Id, on observe que la cohomologie des variétés UI\Zx1(w)
et UI\Zx2(w) sont disjointes. Ainsi, la contribution de ces caractères sur l’union
UI\X(w) s’en déduit aisément. Pour le caratère de Steinberg et le caractère trivial,
les suites exactes longues « ouvert - fermé » donnent

0 −→ St −→ H9
c

(
UI\X(w)

)
St
−→ tSt −→ tSt −→ H10

c

(
UI\X(w)

)
St
−→ t2St −→ 0

0 −→ H15
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ t7Id −→ 0

0 −→ H16
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ t8Id −→ t8Id −→ H17

c

(
UI\X(w)

)
Id

0 −→ t9Id −→ H18
c

(
UI\X(w)

)
Id
−→ 0

Le caractère St ne peut apparaı̂tre dans le groupe H8
c

(
UI\X(w)

)
avec le coeffi-

cient t , car étant le seul caractère de la série principale à apparaı̂tre avec cette
valeur propre, on en déduirait que H8

c

(
X(w)

)
contient StG avec cette même va-

leur propre, ce qui exclu vu [35, proposition 3.3.15]. De même, H17
c

(
UI\X(w)

)
ne

contient par le caractère trivial en vertu de [35, proposition 3.3.14]. Ces observa-
tions suffisent à résoudre les suites exactes précédentes et on trouve :

Proposition 5.25. Pour w = t7t6t5t4t5t2t4t3t1 et I = ∆ r {β7}, la contribution des
caractères de la série principale dans la cohomologie de UI\X(w) est donnée par
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h9St + h10t2
(
St + φ6,25 + φ20,20

)
+ h11t3

(
φ6,25 + φ20,20 + φ15,17 + φ64,13

)

+ h12t4
(
φ15,17 + φ64,13 + φ20,10 + φ90,8

)
+ h13t5

(
φ20,10 + φ90,8 + φ15,5 + φ64,4

)

+ h14t6
(
φ15,5 + φ64,4 + φ6,1 + φ20,2

)
+ h15t7

(
φ6,1 + φ20,2 + Id

)
+ h18t9Id.

Pour déterminer la position des caractères de la série {D4,Id, D4,r , D4,ε

}
as-

sociée au caractère cuspidal de D4, il faut connaı̂tre leur contribution dans la co-
homologie de la variété XLI

(t1t3t4t3t2t4t5t6). Malheureusement, les résultats de
la section précédente laissent une indétermination quant à cette contribution. Si
on suppose néanmoins que ces caractères n’apparaissent pas, on trouve

Proposition 5.26. Si l’hypothèse 5.24 est vérifiée, alors pour w = t7t6t5t4t5t2t4t3t1 et
I = ∆r{β7}, la contribution des caractères de la série associée à D4 dans la cohomologie
de UI\X(w) est donnée par

h9t3D4,ε + h10t4
(
D4,ε + D4,r

)
+ h11t5

(
D4,r + D4,Id

)
+ h12t6D4,Id.

Finalement, pour les caractères cuspidaux E6[θ] et E6[θ2], la suite exacte longue
s’écrit

0 −→ H9
c

(
UI\X(w)

)
E6[θ]
−→ t4E6[θ] −→ t4E6[θ] −→ H10

c

(
UI\X(w)

)
E6[θ]

−→ t5E6[θ] −→ t5E6[θ] −→ H11
c

(
UI\X(w)

)
E6[θ]
−→ 0

Encore une fois, on ne peut pas en déduire la position précise de ces caractères
mais seulement espérer qu’ils n’apparaissent pas.

(ii) Caractères cuspidaux. Le groupe G possède 2 caractères unipotents cuspi-
daux, notés E7[i ] et E7[−i ], où i désigne une racine primitive 4-ième de l’unité
fixée. La méthode permettant de déterminer leur position dans la cohomologie
de X(w) est identique au cas du type E6 et donne

Proposition 5.27. Pour w = t7t6t5t4t5t2t4t3t1, la contribution des caractères cuspi-
daux dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h10t9/2
(
E7[i] + E7[−i]

)
.

(iii) Cohomologie de X(w). En combinant les propositions 5.25 et 5.26, on ob-
tient la restriction de la cohomologie de X(w) au sous-groupe de Levi LI . Après
examen des tables d’induction-restriction données en annexe, on peut retrouver
les caractères de H•

c (X(w)) à partir de leur restriction, en sachant de plus qu’en
vertu du théorème 4.9, les caractères unipotents du Φ14-bloc principal

buni =
{

StG , IdG ,φ27,37,φ105,26,φ189,17,φ189,10,φ105,5,φ27,2,

D4,13., D4,12.1, D4,1.2, D4,.3, E7[i], E7[−i]
}

apparaissent effectivement dans la cohomologie de X(w). En ajoutant les ca-
ractères cuspidaux obtenus dans la proposition 5.27, on trouve finalement

188



CHAPITRE 5. AUTRES ÉLÉMENTS RÉGULIERS

Théorème 5.28. Soit (G, F ) un groupe déployé de type E7 et w un bon élément 14-
régulier. La cohomologie de X(w), coupée par le Φ14-bloc principal, est donnée par

i 9 10 11 12 13

bHi (X(w), K ) St q2φ27,37 q3φ105,26 q4φ189,17 q5φ189,10

−q3D4,13. −q4D4,12.1 −q5D4,1.2 −q6D4,.3

iq9/2E7[i]

−iq9/2E7[−i]

i 14 15 16 17 18

bHi (X(w), K ) q6φ105,5 q7φ27,2 q9Id

la position des caractères de la série de D4 étant donnée sous réserve que l’hypothèse 5.24
est vérifiée.

Au vu des calculs réalisés dans cette section, la seule différence pouvant sub-
sister entre H•

c(X(w)) et bH•
c(X(w)) provient des caractères des deux séries as-

sociées aux caractères cuspidaux E6[θ] et E6[θ2]. Il est néanmois conjecturé que
les seuls caractères pouvant apparaı̂tre dans la cohomologie de X(w) sont ceux
du bloc principal, ce qui, dans notre situation, est équivalent à

Hypothèse 5.29. Les caractères des deux séries associées aux caractères cuspi-
daux E6[θ] et E6[θ2] n’apparaissent pas dans la cohomologie de X(w).

5.3.4 Eléments 24-réguliers des groupes de type E8

On termine cette partie par le cas où (G, F ) est un groupe déployé de type
E8. Le plus grand entier régulier (en dehors du nombre de Coxeter) est 24 et on
s’intéresse donc au calcul de la cohomologie de X(w) lorsque w est une bonne
racine 24-ième de π. On numérotera les racines simples selon le diagramme sui-
vant, de façon compatible avec les diagrammes précédents :

β1 β3

β2

β4 β5 β6 β7 β8

Les réflexions simples associées seront notées t1, ... , t8.

Comme précédemment, on fixera un élément 24-régulier particulier, donné
ici par

w = t8t7t6t5t4t5t2t4t3t1.

(i) Cohomologie de UI\X(w). On calcule ici la cohomologie du quotient UI\X(w)
lorsque I est maximal, égal à {β1, ... ,β7}, à partir des résultats de la section
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précédente. On commence par vérifier à l’aide du programme GAP donné en
annexe qu’il n’existe que deux cellules Υγ(x) non vides, données par :

• pour x1 l’élément I -réduit dans la classe WIw0 et v = t7t6t5t4t5t2t4t3t1 l’élé-
ment régulier étudié dans la section précédente

Υγ(x1) = uβ0−β8
(Gm)

où on a noté β0 la plus haute racine ;

• pour x2 l’élément I -réduit dans la classe WIw0t8t7t6t5 et v = t7t6t5t4t2t3t1

Υγ(x2) = uβ(Gm) uβ+β3
(Ga) UI ∩ xU

avec β = 2β1 + 2β2 + 3β3 + 5β4 + 4β5 + 3β6 + 2β7 + β8

La proposition 5.4 s’applique donc à chacune de ces cellules et permet de déter-
miner la cohomologie des pièces associées :

WI x dim(UI ∩ xU) H•
c (UI\Zx(w), K )

WIw0 0 H•
c

(
Gm

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t7t6t5t4t5t2t4t3t1)
)

WIw0t8t7t6t5 4 H•
c

(
Ga × Gm

)
⊗ H•

c

(
XLI

(t7t6t5t4t2t3t1)
)

La cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig qui apparaissent dans ce
tableau ont suffisamment peu de caractères en commun pour que l’on puisse
déterminer la partie principale de la cohomologie de UI\X(w). Rappelons en ef-
fet que d’après [62, table 7.3] on a

HXLI
(cI ) = h7

(
St + t2D4,ε + t3(E6[θ]ε + E6[θ2]ε) + t7/2(E7[i] + E7[−i])

)

+ h8
(
tφ7,46 + t3D4,1.12 + t4(E6[θ]Id + E6[θ2]Id)

)

+ h9
(
t2φ21,33 + t4D4,2.1

)
+ h10

(
t3φ35,22 + t5D4,Id

)

+ h11t4φ35,13 + h12t5φ21,6 + h13t6φ7,1 + h14t7Id

à comparer avec les calculs de la section précédente. La méthode étant identique
au cas de l’élément 14-régulier pour le type E7, on énonce seulement le résultat :

Proposition 5.30. Pour w = t8t7t6t5t4t5t2t4t3t1 et I = ∆ r {β8}, la contribution des
caractères de la série principale dans la cohomologie de UI\X(w) est donnée par

h10St + h11t2
(
St + φ7,46 + φ27,37

)
+ h12t3

(
φ7,46 + φ27,37 + φ21,33 + φ105,26

)

+ h13t4
(
φ21,33 + φ105,26 + φ35,22 + φ189,17

)
+ h14t5

(
φ35,22 + φ189,17 + φ35,13 + φ189,10

)

+ h15t6
(
φ35,13 + φ189,10 + φ21,6 + φ105,5

)
+ h16t7

(
φ21,6 + φ105,5 + φ7,1 + φ27,2

)

+ h17t8
(
φ7,1 + φ27,2 + Id

)
+ h20t10Id.

Concernant les autres caractères, il faut une nouvelle fois disposer de toute
la cohomologie de la variété XLI

(t7t6t5t4t5t2t4t3t1) et pas seulement de sa partie
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principale si on souhaite retrouver leur position. En supposant par exemple que
les hypothèses 5.24 et 5.29 sont vérifiées, on trouve facilement :

Proposition 5.31. Soient w = t8t7t6t5t4t5t2t4t3t1 et I = ∆ r {β8}.
(i) Si l’hypothèse 5.24 est vérifiée, alors la contribution des caractères de la série as-

sociée à D4 dans la cohomologie de UI\X(w) est donnée par

h10t3
(
D4,ε + D4,13.

)
+ h11t4

(
D4,ε + D4,13. + D4,1.12 + D4,12.1

)

+ h12t5
(
D4,1.12 + D4,12.1 + D4,2.1 + D4,1.2

)

+ h13t6
(
D4,2.1 + D4,1.2 + D4,Id + D4,.3

)
+ h14t7

(
D4,Id + D4,.3

)
.

(ii) Si l’hypothèse 5.29 est vérifiée, alors la contribution des caractères des deux séries
associées au caractères cuspidaux de E6 est donnée par

h10t4E6[θ]ε + h11t5
(
E6[θ]ε + E6[θ]Id

)
+ h12t6E6[θ]Id

et h10t4E6[θ2]ε + h11t5
(
E6[θ2]ε + E6[θ2]Id

)
+ h12t6E6[θ2]Id.

(ii) Caractères cuspidaux. Le groupe G possède de nombreux caractères uni-
potents cuspidaux, notés E8[±i], E8[±θ], E8[±θ2], EI

8[1], EII
8 [1] et E8[ζ j ] pour ζ une

racine primitive 5-ième de l’unité et j = 1, 2, 3, 4. La méthode générale pour
déterminer la position de ces caractères dans la cohomologie de X(w) est la même
que précédemment, mais les calculs sont ici un peu plus fastidieux en raison de
la présence de nombreux caractères.

On commence par écrire, pour tout caractère unipotent cuspidal ρ, la suite
exacte longue

· · · −→ Hi
c

(
X(w)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(w)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F
)
ρ
−→ · · · (5.32)

où F est l’union des variétés X(v) pour v de la forme

t8t7t6t4t5t2t4t3t1, t8t7t6t5t4t2t4t3t1, t8t7t6t5t4t5t2t3t1, t8t7t6t5t5t2t4t3t1.

Les éléments du groupe de tresse obtenus en « désoulignant » les réflexions sim-
ples seront notés v1, v2, v3 et v4. Notons que seul le dernier élément n’appartient
pas à l’image W de W par la section de Tits. La partie cuspidale de la cohomolo-
gie des variétés X(vj) ≃ X(vj) pour j = 1, 2, 3 se déduit de la suite exacte

· · · −→ Hi
c

(
X(vj)

)
ρ
−→ Hi

c

(
X(vj)

)
ρ
−→

(
Hi

c (X(c))ρ
)⊕2 −→ · · ·

en utilisant les informations suivantes :

• la partie cuspidale de H•
c(X(vj)) se calcule par [35] :

HX(vj)
= (h8t4 + h10t5)

(
E8[−θ] + E8[−θ2] + E8[ζ] + E8[ζ2] + E8[ζ3] + E8[ζ4]

)

• la partie cuspidale de la cohomologie de la variété de Coxeter est donnée
par [62] :

HX(c) = h8t4
(
E8[−θ] + E8[−θ2] + E8[ζ] + E8[ζ2] + E8[ζ3] + E8[ζ4]

)
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• la variété X(vj) n’a pas de cohomologie en degré 8.

On trouve alors, pour j = 1, 2, 3 :

HX(vj ) = (h9t4 + h10t5)
(
E8[−θ] + E8[−θ2] + E8[ζ] + E8[ζ2] + E8[ζ3] + E8[ζ4]

)

En utilisant [35, proposition 3.2.10], on vérifie que c’est aussi la valeur de la partie
cuspidale de la cohomologie de X(v4).

Pour déterminer la contribution des caractères cuspidaux sur la cohomologie
de F , on utilise une nouvelle suite exacte « ouvert - fermé » reliant la cohomologie
de F à celle de l’union des ouverts X(vj ). Après simplification, elle peut s’écrire,
pour tout caractère cuspidal ρ :

· · · −→
4⊕

j=1

Hi
c

(
X(vj)

)
ρ
−→ Hi

c

(
F
)
ρ
−→

(
Hi

c (X(c))ρ
)⊕4 −→ · · ·

Encore une fois, l’information nécessaire à la résolution de cette suite provient
du fait que la variété X(w) n’a pas de cohomologie en degré 9. Puisque la partie
cuspidale de H•

c (X(w)) est concentrée en degré 10, donnée par

h10t5
(
E8[i] + E8[−i] + 3(E8[−θ] + E8[−θ2]) + 4(E8[ζ] + E8[ζ2] + E8[ζ3] + E8[ζ4])

)

la partie cuspidale de H8
c (F ) est nulle en vertu de la suite exacte 5.32, et on trouve

HF = 4h10t5
(
E8[−θ] + E8[−θ2] + E8[ζ] + E8[ζ2] + E8[ζ3] + E8[ζ4]

)
.

À l’aide de ces deux dernières données numériques, on peut décomposer la
suite exacte 5.32 selon les parties isotypiques des différents caractères cuspidaux
pour obtenir

0 −→ H10
c

(
X(w)

)
E8[±i]

−→ t5E8[±i] −→ 0

0 −→ H10
c

(
X(w)

)
E8[−θ]

−→ 3t5E8[−θ] −→ 4t5E8[−θ] −→ H11
c

(
X(w)

)
E8[−θ]

−→ 0

0 −→ H10
c

(
X(w)

)
E8[−θ2]

−→ 3t5E8[−θ2] −→ 4t5E8[−θ2] −→ H11
c

(
X(w)

)
E8[−θ2]

−→ 0

0 −→ H10
c

(
X(w)

)
E8[ζ j ]

−→ 4t5E8[ζ j ] −→ 4t5E8[ζ j ] −→ H11
c

(
X(w)

)
E8[ζ j ]

−→ 0

Pour conclure, il suffit d’observer que les caractères E8[−θ], E8[−θ2] et E8[ζ j ] ap-
paraissent déjà dans la variété de Coxeter, et qu’à ce titre ils ne peuvent appa-
raitre dans la cohomologie moitié de X(w) avec une valeur propre de module q5

[35, proposition 3.3.21]. En résumé,

Proposition 5.33. Pour w = t8t7t6t5t4t5t2t4t3t1, la contribution des caractères cuspi-
daux dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h10t5
(
E8[i] + E8[−i]

)
+ h11t5

(
E8[−θ] + E8[−θ2]

)
.
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(iii) Cohomologie de X(w). On termine ici l’étude du cas E8 en explicitant la
partie principale de la cohomologie de X(w). Les caractères unipotent du Φ24-
bloc principal b étant donnés par

buni =
{

IdG , StG ,φ35,74,φ160,55,φ350,38,φ448,25,φ350,14,φ160,16,φ35,2, D4,φ′′2,16
,

D4,φ′′8,9
, D4,φ12,4

, D4,φ′8,3
, D4,φ′2,4

, E6[θ]φ′1,3 , E6[θ]φ2,2
, E6[θ]φ′′1,3 , E6[θ2]φ′1,3 ,

E6[θ2]φ2,2
, E6[θ2]φ′′1,3 , E8[i], E8[−i], E8[−θ], E8[−θ2]

}

on déduit des propositions 5.30, 5.31 et 5.33 ainsi que des tables d’induction-
restriction données en annexe :

Théorème 5.34. Soit (G, F ) un groupe déployé de type E8 et w un bon élément 24-
régulier. La cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig X(w), coupée par le Φ24-bloc
principal, est donnée par

i 10 11 12 13

bHi(X(w), K ) St q2φ35,74 q3φ160,55 q4φ350,38

−q3D4,φ′′2,16
−q4D4,φ′′8,9

−q5D4,φ12,4
−q6D4,φ′8,3

θq4E6[θ]φ′1,3 θq5E6[θ]φ2,2
θq6E6[θ]φ′′1,3

θ2q4E6[θ2]φ′1,3 θ2q5E6[θ2]φ2,2
θ2q6E6[θ2]φ′′1,3

iq5E8[i]

−iq5E8[−i]

−θq5E8[−θ]

−θ2q5E8[−θ2]

i 14 15 16 17 18 19 20

bHi(X(w),Qℓ) q5φ448,25 q6φ350,14 q7φ160,7 q8φ35,2 q10Id

−q7D4,φ′2,4

la position des caractères de la série de D4 étant donnés sous l’hypothèse 5.24 et ceux des
deux séries de E6 sous l’hypothèse 5.29.

5.3.5 Traduction des résultats

Les éléments du groupe de Weyl considérés dans cette partie sont non seule-
ment des bon éléments réguliers, mais ils vérifient aussi la propriété suivante,
déjà mentionnée en section 4.5.2 pour les élément de Coxeter :

(B4) − cas déployé − Le groupe CW (w) est cyclique, engendré par w .

Avec cette hypothèse supplémentaire, il est conjecturé que l’algèbre d’endomor-
phisme de la cohomologie de la variété de X(w) est une algèbre de Hecke cyclo-
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tomique dont les paramètres ce calculent à partir des fonctions a et A de Lusztig
[17, conjecture 5.7].

De façon plus détaillée, pour d un entier positif, on considère un ensemble
de paramètres u = (u0, ... , ud−1) et on définit l’algèbre de Hecke générique Hu

associée au groupe cyclique Z/dZ par

Hu = Z[u, u−1, T]/
〈

(T− u0) · · · (T− ud−1)
〉
.

Pour ζ une racine primitive d-ième de l’unité dans K , et n0, ... , nd−1 des entiers
positifs, une spécialisation d-cyclotomique est un morphisme d’algèbre de la forme

ϕ : Z[u, u−1] −→ K

uj 7−→ ζ j(ζ−1q)nj

L’algèbre KHϕ obtenue via cette spécialisation est dite cyclotomique. Dans les cas
que nous avons traités précédemment, la conjecture s’énonce en

Théorème 5.35. Soit (G, F ) un groupe déployé et w ∈ W un bon élément d-régulier.
On se place dans l’un des cas suivants :

• (G, F ) est de type F4 et d = 8.

• (G, F ) est de type E6 et d = 9.

• (G, F ) est de type E7, d = 14 et l’hypothèse 5.24 est vérifiée.

• (G, F ) est de type E8, d = 24 et les hypothèses 5.24 et 5.29 sont vérifiées.

Si b est le Φd -bloc principal, alors

(i) REnd•
KG (bRΓc(X(w), K )) est homotope à l’algèbre EndDb(KG)(bRΓc(X(w), K ))

concentrée en degré 0 ;

(ii) il existe des entiers nj tels que l’application T 7−→ F induise un isomorphisme
d’algèbres entre KHϕ et EndDb(KG)(bRΓc(X(w), K )) ;

(iii) via la spécialisation q 7−→ ζ , les valeurs propres de F sur bH•
c (X(w), K ) sont

exactement les racines d-ièmes de l’unité 1, ζ, ... , ζd−1 et les entiers nj sont donnés
par

nj =
2νG − aχj

− Aχj

ℓ(w)

où χj désigne le caractère unipotent associé à la valeur propre se réduisant en ζ j .

Remarque 5.36. Pour les groupes de type E6 et E8, il existe d’autres bon éléments
réguliers w vérifiant l’hypothèse (B4). Pour chacun de ses éléments, on peut ob-
server que très peu de cellules Υγ(x) sont non vides, et qu’elles vérifient toutes
les hypothèses de la proposition 5.4. Néanmoins, la cohomologie des variétés de
Deligne-Lusztig du sous-groupe parabolique considéré qui apparaissent dans le
quotient UI\X(w) ne sont pas assez disjointes pour que l’on puisse recoller les
différents morceaux simplement.
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5.4 Arbres de Brauer associés

Pour conclure ce chapitre on propose, à partir des résultats de la partie pré-
cédente et à la lumière de l’étude menée au chapitre 4, deux conjectures sur les
arbres de Brauer des ℓ-blocs principaux pour les groupes de type E7 et E8.

Dans certains cas particuliers, on a déterminé explicitement les caractères du
Φd -bloc principal dans la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig associée
à un élément d-régulier, ainsi que les valeurs propres de l’endomorphisme de
Frobenius sur chacun de ces caractères. La situation est très similaire à celle des
éléments de Coxeter étudiée au cours du chapitre 4 (voir la partie 4.2) : si ℓ divise
Φd(q) sans diviser l’ordre de W , alors

• Tw ≃ TwF contient un ℓ-Sylow cylique Tℓ de G et NG (Tℓ)/Tℓ ≃ CW (w) est
un groupe cylclique d’ordre d engendré par w ;

• les ℓ-caractères non triviaux θ de Tw sont en position générale et ainsi les
caractères RG

Tw
(θ) sont des caractères cuspidaux de G ;

• les valeurs propres de F sur H•
c(X(w), K ) se réduisent modulo ℓ en les ra-

cines d-ièmes de l’unité.

On en déduit que le ℓ-bloc principal b, donné par le théorème 4.9, se partitionne
comme dans le cas des éléments de Coxeter en

b = bℓ([Tw , 1]) =
{[

H
ℓ(w)
c (Y(ẇ), K )θ

] ∣∣ θ ∈ IrrℓT
wF et θ 6= Id

}
∪ {χ0, · · · ,χd−1

}

où χj désigne l’unique caractère unipotent de G associé à une valeur propre de
F congrue à qj modulo ℓ. Ces derniers forment les caractères non exceptionnels
du bloc, alors que le caractère exceptionnel est donné par

χexc =
1

|CW (w)|
∑

θ∈IrrℓT
wF

θ 6=Id

[
H
ℓ(w)
c (X(w), K )θ

]
.

De nombreuses ressemblances se trouvent aussi du côté géométrique : les
calculs effectués dans ce chapitre montrent que la cohomologie de la variété
X(w) a une forme très similaire au cas de l’élément de Coxeter (traité dans les
théorèmes 4.18, 4.22 et 4.23). Sans aucun doute, ces observations constituent au-
tant de preuves de l’existence d’un analogue de la conjecture de Hiss-Lübeck-
Malle pour les éléments d-réguliers étudiés ici.

Pour renforcer cette conviction, nous rappelerons dans une première partie
les résultats existants sur les arbres de Brauer associés aux groupes de type F4 et
E6 avant de proposer deux arbres conjecturaux pour les groupes de type E7 et E8.

5.4.1 Observations

Soit (G, F ) un groupe déployé de type F4 et w un bon élément 8-régulier.
Lorsque q est supposé d’ordre 8 modulo ℓ, la structure du ℓ-bloc principal est
donné par l’arbre de Brauer représenté par la figure 5.1 et déterminé dans [50].
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F4[−1] St φ9,10 φ16,5 φ9,2 Id

F4[i]

F4[−i]

FIG. 5.1 – Arbre de Brauer du ℓ-bloc principal de F4 pour q d’ordre 8 modulo ℓ

L’entier q est d’ordre 8 modulo ℓ et chaque valeur propre de F sur la cohomo-
logie de X(w) se réduit en une unique racine 8-ième de l’unité, permettant ainsi
de numéroter les caractères unipotents du bloc. Comme dans le cas Coxeter, on
peut donc indexer les sommets de l’arbre par les entiers j ∈ [[ 0 ; 7 ]] pour obtenir
la figure 5.2.

7 0 2 3 4 6

1

5

FIG. 5.2 – Sommets indexés selon les valeurs propres de F

Supposons maintenant que (G, F ) un groupe déployé de type E6 et que ℓ est
choisi de tel sorte que l’ordre de q modulo ℓ soit exactement 9. Alors l’arbre de
Brauer du ℓ-bloc principal, représenté par la figure 5.3, est donné par [51].

St φ20,20 φ64,13 φ90,8 φ64,4 φ20,2 Id

E6[θ]

E6[θ2]

FIG. 5.3 – Arbre de Brauer du ℓ-bloc principal de E6 pour q d’ordre 9 modulo ℓ
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Si, comme précedemment, on indexe les sommets de l’arbre selon les puis-
sance de q congrues aux valeurs propres de F sur la cohomologie de X(w), on
obtient la figure 5.4 grâce au théorème 5.23.

0 2 3 4 5 6 8

1

7

FIG. 5.4 – Sommets indexés selon les valeurs propres de F

Remarque 5.37. Il faut noter une différence majeure avec le cas des variétés as-
sociées aux éléments de Coxeter : les branches associées à chaque série de Harish-
Chandra ne sont pas toutes reliées au sommet exceptionnel. Un des effets de
bord majeurs est l’apparition de torsion dans la cohomologie de Y(ẇ). Il n’y a
par exemple aucune chance de pouvoir représenter le (q2)-espace propre de F

sur la cohomologie de Y(ẇ) par un complexe à deux termes formés de modules
projectifs

0 −→ P
d−→Q −→ 0

sans que le conoyau de d soit sans torsion. D’ailleurs, le complexe de Rickard
associé aux deux arbres de Brauer précédents a lui-même de la torsion dans sa
cohomologie. Celle-ci est néanmoins toujours cuspidale.

5.4.2 Conjectures

Fort de ces observations et des résultats énoncés dans les théorèmes 5.34 et
5.23, on conjecture que les arbres de Brauer du Φ14-bloc principal de E7 et du
Φ24-bloc principal de E8 peuvent être représentés par les figures 5.5 et 5.6. Pour
étayer ces conjectures, notons que dans les deux cas, on peut :

• utiliser l’induction de Harish-Chandra pour construire certains modules
projectifs et vérifier ainsi que les branches obtenues en considérant chaque
série sont bien des sous-graphes des arbres représentés ici ;

• calculer le caractère total du complexe RΓc(Yℓ, Λ)(λ) pour chaque valeur
propre afin de vérifier à l’aide du corollaire 1.27 que pour chaque arête

χ χ′

le caractère χ + χ′ est bien un caractère virtuel projectif − c’est-à-dire un
élément de K0(ΛG -proj).
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CHAPITRE 5. AUTRES ÉLÉMENTS RÉGULIERS

Remarque 5.38. Notons que pour tous les blocs principaux considérés dans cette
partie, la ℓ-réduction d’un KG -module simple cupsidal reste simple, mais ce n’est
pas forcément un kG -module supercuspidal, contrairement au cas traité dans la
proposition 4.40. Cette situation est néanmoins spécifique aux types exception-
nels (voir [41, théorème 3.12]).
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Annexe

A.1 Programmes GAP

La fonction AllxDistinguishedSubExpr renvoie la liste des sous-expressions
x-distinguées de w dont le produit vaut v . Les entrées correspondantes sont :

• W : représente le groupe de Weyl W , défini par la fonction CoxeterGroup ;

• base : liste d’entiers de 1 à W.N représentant la décomposition réduite de
l’élément w ;

• v et x : éléments de W.elements représentant v et x .

En sortie, les éléments de la liste sont représentés par des listes contenant les
mêmes entrées que base avec éventuellement des 0 à la place de certains entiers
pour marquer le fait que γi = 1.

AllxDistinguishedSubExpr:=function(W,base,v,x)
local n,s,base2,v2,L,M;
n:=Length(base);
if (n=0 and v=()) then

return [[]];
elif (n=0 and v<>()) then

return [];
fi;
s:=base[n];
base2:=base{[1..n-1]};
v2:=v*EltWord(W,[s]);
if s/(x*v) <= W.N then

L:=AllxDistinguishedSubExpr(W,base2,v2,x);
return List(L,i->Concatenation(i,[s]));

else
L:=AllxDistinguishedSubExpr(W,base2,v2,x);
M:=AllxDistinguishedSubExpr(W,base2,v,x);
return Concatenation(List(L,i->Concatenation(i,[s])),

List(M,i->Concatenation(i,[0])));
fi;

end;

Exemple A.1. Les sous-expressions distinguées de l’élément sts du groupe de
Weyl de GL3(F) sont (s, 1, s) et (1, 1, 1) :

#gap> W:=CoxeterGroup("A",2);;
#gap> w0:=LongestCoxeterElement(W);;
#gap> AllxDistinguishedSubExpr(W,[1,2,1],(),w0);
#[ [ 1, 0, 1 ], [ 0, 0, 0 ] ]
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Les entrées de nonZeroSubExpr sont identiques à celles de la fonction pré-
cédente, avec une donnée supplémentaire : la liste d’entiers I encodant les ra-
cines simples ∆ψ. La fonction renvoie une liste formés de couples [l,m] où l
est une sous-expression x-distinguée γ et m représente l’entier |Kγ(x)| + ℓ(w),
qui donne le degré maximal du groupe de cohomologie de la variété Yγ qui fait
apparaı̂tre des caractères linéaires ψ vérifiant ∆ψ = I.

nonZeroSubExpr:=function(W,base,v,x,I)
local n,s,base2,v2,L,M;
n:=Length(base);
if (n=0 and v=()) then return [[[],0]];
elif (n=0 and v<>()) then return []; fi;
s:=base[n];
base2:=base{[1..n-1]};
v2:=v*EltWord(W,[s]);
if s/(x*v) <= W.N then

L:=nonZeroSubExpr(W,base2,v2,x,I);
return List(L,i->[Concatenation(i[1],[s]),i[2]+2]);

elif s/(x*v) > W.N and Position(I,s/(x*v)-W.N)<>false then
L:=nonZeroSubExpr(W,base2,v,x,I);
return List(L,i->[Concatenation(i[1],[0]),i[2]+1]);

else
L:=nonZeroSubExpr(W,base2,v2,x,I);
M:=nonZeroSubExpr(W,base2,v,x,I);
return Concatenation(List(L,i->[Concatenation(i[1],[s]),i[2]]),

List(M,i->[Concatenation(i[1],[0]),i[2]+2]));
fi;

end;

Exemple A.2. Pour G = GL5(F), les caractères unipotents différents de Id ne
peuvent apparaı̂tre que dans les groupes de cohomologie de degré 10 à 16 de
Yw0(ẇ0), conformément au théorème 3.31 :

#gap> W:=CoxeterGroup("A",4);;
#gap> w0:=LongestCoxeterElement(W);;
#gap> nonZeroSubExpr(W,LongestCoxeterWord(W),(),w0,[4]);
[ [ [ 0, 2, 1, 3, 0, 1, 0, 3, 2, 0 ], 12 ],

[ [ 0, 2, 0, 3, 0, 0, 0, 3, 2, 0 ], 14 ],
[ [ 0, 2, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0 ], 13 ],
[ [ 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 2, 0 ], 15 ],
[ [ 0, 0, 0, 3, 0, 0, 0, 3, 0, 0 ], 14 ],
[ [ 0, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0 ], 15 ],
[ [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ], 16 ] ]

Cette dernière fonction renvoie, par itération de la fonction précédente, le
degré maximal de la cohomologie de Y(ẇ) dans lequel ψ peut apparaı̂tre :

maxDimension:=function(W,base,I)
local L,V;
V:=ReflectionSubgroup(W,I);
L:=List(ReducedRightCosetRepresentatives(W,V),
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w->LongestCoxeterElement(V)*w);
return Maximum(Flat(List(L,x->List(nonZeroSubExpr(W,base,(),x,I),

i->i[2]))));
end;

Exemple A.3. En reprenant l’exemple précédent, on obtient cette fois un résultat
pour la variété totale Y(ẇ0)

#gap> W:=CoxeterGroup("A",4);;
#gap> w0:=LongestCoxeterElement(W);;
#gap> maxDimension(W,LongestCoxeterWord(W),[4]);
16

A.2 Le groupe simple de type B2

Le groupe de Weyl de type B2 possède 5 classes de conjugaisons données par
{1}, {s, tst}, {t, sts}, {st, ts}, {w0}. Sa table de caractère est donnée par

1 s t st w0

1 1 1 1 1 1

ε 1 −1 −1 1 1

θ 1 1 −1 −1 1

θε 1 −1 1 −1 1

r 2 0 0 0 −2

Le groupe réductif simple associé (le groupe PSp4(F)) possède 4 classes uni-
potentes, dont une se scindant en deux classes rationnelles (la sous-régulière). À
l’aide de [86, section 7.15], on peut calculer les fonctions de Green associées aux
différentes classes non triviales :

1 s t st w0

Qw (u0) 1 1 1 1 1

Qw (u1) 3q + 1 −q − 1 q + 1 −q + 1 −q + 1

Qw (u′
1) q + 1 q + 1 −q + 1 q + 1 −3q + 1

Qw (u2) (q + 1)2 −q2 + 1 q2 + 1 −q2 + 1 (q − 1)2
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Avec les tables données dans [21, section 13.6], on peut aussi calculer explici-
tement les caractères de Deligne-Lusztig du groupe G :

RG
T1

(1) = IdG + StG + ρθ + ρθε + 2ρr

RG
Ts

(1) = IdG − StG + ρθ − ρθε
RG

Tt
(1) = IdG − StG − ρθ + ρθε

RG
Tst

(1) = IdG + StG − ρr + θ10

RG
Tw0

(1) = IdG + StG − ρθ − ρθε − 2θ10

en en déduire les caractères fantômes :

R1 = IdG , Rε = StG

Rθ =
1

2

(
ρθ − ρθε + ρr − θ10

)

Rθε =
1

2

(
− ρθ + ρθε + ρr − θ10

)

Rr =
1

2

(
ρθ + ρθε + ρr + θ10

)

R? =
1

2

(
ρθ + ρθε − ρr − θ10

)

le dernier caractère virtuel étant défini comme l’un des deux caractères virtuels
de norme 1 orthogonal à tous les autres.

En utilisant les formules donnée dans [56], on peut alors déterminer les pro-
jections des caractères de Gelfand-Graev généralisés sur l’espace des fonctions
unipotentes uniformes. On trouve
[
πuni(Γu0)

]
= StG[

πuni(Γu1)
]

= Rθ + Rr + qStG = ρθ + ρr + qStG[
πuni(Γu′

1
)
]

= Rr − Rθ + qStG = ρθε + θ10 + qStG
[
πuni(Γu2)

]
= Rθ + qRr + q2StG =

q + 1

2
ρθ +

q − 1

2
ρθǫ +

q + 1

2
ρr +

q − 1

2
θ10

Pour obtenir la partie unipotente des caractères de Gelfand-Graev généralisés, il
reste à déterminer la contribution de R? dans chacun de ces caractères. Puisque
chaque [Γu] est un véritable caractère, il n’y a pas d’ambiguité pour les trois pre-
miers et le coefficient sur R? est nul.

A.3 Tables d’induction et restriction

Pour tout groupe de Weyl W non trivial on notera Id (ou 1) le caractère trivial
et ε la signature. Les groupes de type A2 possèdent un caractère supplémentaire
associé à la representation de réflexion que l’on notera r . Hormis pour le groupe
de type B2, pour lequel on reprendra les notations précédentes, on indexera les
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caractères des groupes de type Bn, Cn et Dn grâce aux bipartitions (certaines pou-
vant donner deux caractères différents dans le type Dn) en suivant [21] ou [42].

Nous aurons besoin au chapitre 5 des tables d’induction-restriction suivantes
entre un sous-groupe parabolique WI et W . Par manque de place, on ne reco-
piera pas les tables d’induction de E6 à E7 et de E7 à E8. Elle peuvent néanmoins
s’obtenir grâce au package CHEVIE de GAP3 via la commande

> Display(InductionTable(V,W))

où W est un groupe de Coxeter créé par la fonction CoxeterGroup et V un sous-
groupe créé à l’aide de ReflectionSubgroup.

ε Id

φ1,0 . 1
φ1,6 1 .
φ′1,3 . 1
φ′′1,3 1 .
φ2,1 1 1
φ2,2 1 1

TAB. A.1 – Induction de A1 à G2

ε r Id

13. 1 . .
12.1 1 1 .
1.12 1 1 .
ε 1 . .

21. . 1 .
1.2 . 1 1
2.1 . 1 1
.21 . 1 .
Id . . 1
.3 . . 1

TAB. A.2 – Induction de A2 à C3
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A
N

N
E
X
E

θ r ε Id θε

φ1,0 . . . 1 .
φ′′1,12 . . . . 1
φ′1,12 1 . . . .
φ1,24 . . 1 . .
φ′′2,4 . . . 1 1
φ′2,16 1 . 1 . .
φ′2,4 1 . . 1 .
φ′′2,16 . . 1 . 1
φ4,8 1 . 1 1 1
φ9,2 1 2 . 3 1
φ′′9,6 . 2 1 1 3
φ′9,6 3 2 1 1 .
φ9,10 1 2 3 . 1
φ′6,6 1 2 . . 1
φ′′6,6 . 2 1 1 .
φ12,4 1 4 1 1 1
φ4,1 . 1 . 2 .
φ′′4,7 . 1 . . 2
φ′4,7 2 1 . . .
φ4,13 . 1 2 . .
φ′′8,3 . 2 . 2 2
φ′8,9 2 2 2 . .
φ′8,3 2 2 . 2 .
φ′′8,9 . 2 2 . 2
φ16,5 2 4 2 2 2

TAB. A.3 – Induction de B2 à F4

13. 12.1 1.12 ε 21. 1.2 2.1 .21 Id .3

φ1,0 . . . . . . . . 1 .
φ′′1,12 1 . . . . . . . . .
φ′1,12 . . . . . . . . . 1
φ1,24 . . . 1 . . . . . .
φ′′2,4 . . . . 1 . . . . .
φ′2,16 . . . . . . . 1 . .
φ′2,4 . . . . . . . . 1 1
φ′′2,16 1 . . 1 . . . . . .
φ4,8 . . . . 1 . . 1 . .
φ9,2 . . . . 1 1 1 . 1 .
φ′′9,6 1 1 1 . 1 . . . . .
φ′9,6 . . . . . 1 1 1 . 1
φ9,10 . 1 1 1 . . . 1 . .
φ′6,6 . 1 . . . 1 . . . .
φ′′6,6 . . 1 . . . 1 . . .
φ12,4 . 1 1 . . 1 1 . . .
φ4,1 . . . . . . 1 . 1 .
φ′′4,7 1 1 . . . . . . . .
φ′4,7 . . . . . 1 . . . 1
φ4,13 . . 1 1 . . . . . .
φ′′8,3 . 1 . . 1 . 1 . . .
φ′8,9 . . 1 . . 1 . 1 . .
φ′8,3 . . . . . 1 1 . 1 1
φ′′8,9 1 1 1 1 . . . . . .
φ16,5 . 1 1 . 1 1 1 1 . .

TAB. A.4 – Induction de C3 à F4

206



A. ANNEXE

11.+ 11.− 1.111 .1111 11.2 1.21 .211 2.+ 2.− .22 1.3 .31 .4
φ1,0 . . . . . . . . . . . . 1
φ1,36 . . . 1 . . . . . . . . .
φ10,9 . . . . . 1 . . . 1 . . .
φ6,1 . . . . . . . . . . 1 . 2
φ6,25 . . 1 2 . . . . . . . . .
φ20,10 . . 1 . 2 . . . . . 1 . .
φ15,5 . . . . 1 . . . . . 2 . 1
φ15,17 . . 2 1 1 . . . . . . . .
φ15,4 . . . . . . . 1 1 1 1 1 .
φ15,16 1 1 1 . . . 1 . . 1 . . .
φ20,2 . . . . . . . 1 1 . 2 1 3
φ20,20 1 1 2 3 . . 1 . . . . . .
φ24,6 . . . . 1 1 . 1 1 . . 1 1
φ24,12 1 1 . 1 1 1 1 . . . . . .
φ30,3 . . . . . 1 . 1 1 . 3 1 1
φ30,15 1 1 3 1 . 1 1 . . . . . .
φ60,8 1 1 . . 2 3 1 1 1 3 . 1 .
φ80,7 1 1 1 . 2 5 1 1 1 1 1 1 .
φ90,8 1 1 2 . 4 4 1 1 1 . 2 1 .
φ60,5 . . . . 1 3 . 2 2 2 2 2 .
φ60,11 2 2 2 . 1 3 2 . . 2 . . .
φ64,4 . . . . 2 2 . 2 2 . 4 2 2
φ64,13 2 2 4 2 2 2 2 . . . . . .
φ81,6 1 1 . . 3 3 1 2 2 . 3 2 .
φ81,10 2 2 3 . 3 3 2 1 1 . . 1 .

TAB. A.5 – Induction de D4 à E6
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G : groupe des points fixes GF de G sous F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
G∗ : dual de Langlands de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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Ga : groupe algébrique additif F+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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IrrℓH : caractères linéaires d’ordre une puissance de ℓ du groupe abélien H . . 117
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K−(A ) : sous-catégorie des complexes majorés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Ỹγ : cellule de Ỹx(ẇ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Yq,s(n, m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
Yj , Yj(ζ) : espace propre de F δ sur H•

c (X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
Y I

j , Y I
j (ζ) : espace propre de F δ sur H•

c(XI ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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GEOMETRY OF DELIGNE-LUSZTIG VARIETIES, DECOMPOSITIONS,
MOD ℓ COHOMOLOGY AND MODULAR REPRESENTATIONS

Abstract. This work is a contribution to the modular representation theory of
finite reductive groups. As in the ordinary setting, we are mainly interested in
geometric constructions of the representations by means of the cohomology of
Deligne-Lusztig varieties. We start by studying a Deodhar-type decomposition
that we use to locate a certain class of representations, the so-called Gelfand-
Graev modules and some of their generalizations. More precise results are ob-
tained for varieties associated to some short-length regular elements. The case
of Coxeter elements holds an important place in this work: for these specific
elements we give an explicit construction of a complex representing the coho-
mology of the corresponding varieties, leading to a proof of the geometric ver-
sion of Broué’s conjecture for some prime numbers. We also deduce the Brauer
tree of the principal block in this case, which settles a conjecture of Hiss, Lübeck
and Malle. Both of these results rely on the assumption that the cohomology is
torsion-free, which is shown to hold for several classical and exceptional groups.

Keywords. finite reductive groups, Deligne-Lusztig theory, Deodhar decomposi-
tion, Białynicki-Birula decomposition, Gelfand-Graev modules, generalized Gel-
fand-Graev modules, Brauer trees, Broué’s conjecture.

Résumé. Cette thèse porte sur la construction et l’étude des représentations mo-
dulaires des groupes réductifs finis. Comme dans le cas ordinaire, l’accent est mis
sur les constructions de nature géométrique, obtenues à partir de la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig. On commence par introduire des méthodes de
décomposition du type Deodhar, permettant de déterminer en toute généralité
la présence d’une classe particulière de représentations, les modules de Gelfand-
Graev, ainsi que certaines de leurs versions généralisées. Des résultats plus précis
sont ensuite démontrés pour des variétés associées à certains éléments réguliers
de petite longueur. Le cas des éléments de Coxeter tient une place importante
dans ce mémoire : pour ces éléments, on détermine un représentant explicite du
complexe de cohomologie, aboutissant à une preuve de la version géométrique
de la conjecture de Broué pour certains nombres premiers. On en déduit aussi
la forme de l’arbre de Brauer du bloc principal dans ce cas, ce qui résout une
conjecture de Hiss, Lübeck et Malle. Ces deux résultats sont conditionnés par une
hypothèse assurant l’absence de torsion dans la cohomologie, dont on montre
qu’elle est satisfaite pour de nombreux groupes classiques et exceptionnels.

Mots clefs. groupes réductifs finis, théorie de Deligne-Lusztig, décomposition de
Deodhar, décomposition de Białynicki-Birula, modules de Gelfand-Graev, mo-
dules de Gelfand-Graev généralisés, arbres de Brauer, conjecture de Broué.
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