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Introduction

Un des enjeux majeurs dans la théorie des groupes est de comprendre les
groupes dits simples, qui forment en quelque sorte les « atomes » de la théorie.
On espere ainsi, par dévissage, retrouver les propriétés d’un groupe a partir des
propriétés de chaque composant simple qu’il contient. La percée la plus spec-
taculaire dans cette direction est certainement la classification des groupes finis
simples, annoncée par Gorenstein en 1983. Celle-ci se divise en trois grandes fa-
milles infinies :

(1) les groupes cycliques Z/pZ pour p un nombre premier;
(2) les groupes alternés 2, pour n > 5;

(3) les groupes simples de type de Lie (comme PSL,(g), SO,(q) ... avec cer-
taines restrictions sur net q);

plus quelques groupes inclassables :
(4) 26 groupes sporadiques.
Cette these s’articule autour d’une certaine classe de groupes provenant de la

troisieme famille, les groupes réductifs finis, et plus particulierement autour de
certains aspects de leur théorie des représentations modulaires.

Depuis les travaux de Steinberg [89] on sait construire ces groupes comme de
véritables analogues finis des groupes de Lie : ce sont les points fixes G d'un
groupe algébrique réductif défini sur F, sous l'action d’'un endomorphisme de
Frobenius F. Les groupes finis « classiques » GL,(q), SLa(q), On(q), Sp2,(q) .-
sont autant d’exemples de groupes réductifs finis.

Représentations des groupes réductifs finis

En caractéristique nulle

La structure géométrique sous-jacente des groupes réductifs finis suggere
l'utilisation de méthodes géométriques pour construire les représentations. C’est
dans cette perspective que s’inscrivent les travaux de Deligne et Lusztig [29] : &
tout élément w du groupe de Weyl W, ils associent une variété quasi-projective

Y(w) = {gU € G/U| g 1F(g) € UwU}

munie a la fois d’une action de GF et du groupe des points fixes T/, d’un tore
de type w. Les représentations de G s’obtiennent alors en « linéarisant » cette
action a l'aide des groupes de cohomologie ¢-adique a support compact. L'action
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supplémentaire de T, permet en outre de découper les représentations obtenues
afin de se rapprocher de représentations irréductibles. Plus précisément, Deligne
et Lusztig ont étudié les caractere virtuels

REE(0) = D (~1)H(Y(#). Qo € ZIG”
iez
pour 6 un caractere de T/, appelés caracteres de Deligne-Lusztig. A instar des
caracteres irréductibles, ils engendrent le groupe Z Irr G lorsque w et 6 varient
et vérifient des formules d’orthogonalité précises. L’avantage est que les valeurs
de ces caracteres peuvent se calculer a partir des fonctions de Green.

Dans une série de travaux remarquables, culminant dans [64], Lusztig a ache-
vé la classification des caracteres ordinaires en calculant les multiplicités des ca-
racteres irréductibles dans chaque R$£ (0), a partir de matrices de Fourier as-
sociées a des petits groupes finis. )

En caractéristique positive

Une fois les caracteres ordinaires déterminés, ’étape suivante dans I'étude de
la théorie des représentations du groupe GF consiste a exprimer, pour différents
nombres premiers /, les caracteres de Brauer projectifs en fonction des caracteres
ordinaires, de fagon a obtenir les matrices de décomposition de GF.

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus au cours des an-
nées 80 par Fong et Srinivasan [36], [37], [38] puis par Broué, Malle et Michel [18],
[15] au début des années 90. Ces derniers ont mis en évidence un lien tres profond
entre la partition de Irr G’ en blocs, et la cohomologie de certaines variétés de
Deligne-Lusztig (voir théoreme 4.9). Leurs travaux ont suggéré 1'étude, au dela
des groupes H.(Y (W), Z;), du complexe

RI(Y(w), Z¢)

représentant la cohomologie de la variété Y(w) dans la catégorie dérivée des
(GF, Tf )-bimodules. La version géométrique des conjectures de Broué [17] pré-
cise le role de ce complexe dans la compréhension des blocs a équivalence déri-
vée pres, expliquant ainsi les nombreuses coincidences numériques issues des
travaux précédents.

La premiere difficulté théorique, résolue par Rouquier [80], fut de construire
un bon représentant de ce complexe, c’est-a-dire possédant de bonnes propriétés
de finitude; c’est ce représentant que nous noterons RI'.(Y(w), A), pour une ex-
tension finie A de Z, contenant assez de racines de I'unité. La théorie de Deligne-
Lusztig modulaire, développée par Bonnafé et Rouquier dans [6], s’est alors con-
centrée sur 1'étude des complexes parfaits

RSr (Py) = RI(Y(W),A)ey € DP(AGF-mod)

qui forment ’analogue modulaire des caracteres de Deligne-Lusztig. Ici, f est un
('-caractere de T/, Py son enveloppe projective et ey 'idempotent associé. Parmi

10
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les nombreux résultats obtenus par Bonnafé et Rouquier, certains généralisent au
cadre modulaire des phénomenes connus pour les caracteres ordinaires :

e les complexes induits (R.('r;,f (Py)) +r engendrent la catégorie des

weW ,0¢€lrr,,
complexes parfaits de AG"-modules;

d’autres relevent au niveau des catégories de modules des propriétés auparavant
exprimées dans les groupes de Grothendieck de ces catégories :

e la décomposition de Jordan des caracteres irréductibles de GF est le reflet
d’une équivalence de Morita.

Les résultats principaux de cette these contribuent a I’avancement de la théorie
de Deligne-Lusztig modulaire dans ces deux directions générales.

Modules de Gelfand-Graev

S’il est possible de calculer la somme alternée des groupes de cohomologie
d’une variété de Deligne-Lusztig a partir des formules de Lefschetz, il est en re-
vanche beaucoup plus difficile d’expliciter chacun de ces groupes, ainsi que les
caracteres irréductibles qui y apparaissent. Une classe particuliere de caracteres
échappe néanmoins a cette obstruction : les composants irréductibles des ca-
racteres de Gelfand-Graev. Deligne et Lusztig ont en effet montré [29] que pour
tout caractere de Gelfand-Graev ygr de GF on a

TH| sii=f(w
L P
0 sinon.

Le caractére ygr provient en fait d’'un AG"-module projectif I'gr, appelé mo-
dule de Gelfand-Graev. L'analogue modulaire du résultat précédent est énoncé par
Bonnafé et Rouquier dans [7] et démontré dans le cas particulier ott w est un
élément de Coxeter. Le premier résultat de cette these concerne la résolution de
ce probleme en toute généralité, c’est-a-dire sans hypothése sur w ou G :

Théoréme 1. Soit I'gr un module de Gelfand-Graev de GF et w € W. Alors
“R§r (Ter) = RHomigr (Tar, RIc(Y(#),A)) = AT [—((w)]
dans la catégorie dérivée DP(mod-ATF,).

Avec le vocabulaire introduit dans [6], ce résultat traduit le fait que la restriction
de Deligne-Lusztig modulaire d"un module de Gelfand-Graev a un tore est un
module de Gelfand-Graev de ce tore, modulo un décalage. Ceci permet entre
autres de valider une construction fonctorielle du morphisme de Curtis, effectuée
dans [5].

Le principe de la preuve de Bonnafé et Rouquier repose sur la forme simple
que prend la variété de Deligne-Lusztig X(w) = Y(w)/TF, lorsque w est un
élément de Coxeter :

11
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e la variété X(w) est contenue dans la cellule de Schubert Bw; - B ;
e le quotient UF\X(w) est isomorphe au tore (G,)"(*).

De telles propriétés géométriques sont évidemment spécifiques au cas des élé-
ments de Coxeter, mais elle suggeérent de découper la variété X(w) en des sous-
variétés dont le quotient par UF sera proche d’étre un tore, et dont on pourra
facilement calculer la cohomologie. C’est ici qu’intervient la décomposition de
Deodhar, qui, en raffinant la stratification de Bruhat de la variété de drapeaux
G/B, permet de décomposer la variété Y(w) en des sous-variétés localement
fermées et stables par I'action de UF

Y(w) =] ]Y,
lesquelles sont alors assez simples pour que 1’on puisse calculer explicitement
la cohomologie des quotients D(U)F\Y.,. On montre alors que les caracteres de
UF réguliers apparaissent dans la cohomologie d’un seul de ces quotients, ce qui
permet de calculer la contribution du module de Gelfand-Graev dans la coho-
mologie de la réunion des cellules, autrement dit Y (w) (voir la section 2.4.2).

Plus le caractere de UF considéré est proche d’étre régulier, plus le nombre
de cellules qui peuvent faire apparaitre ce caractere est faible. De cette observa-
tion on déduit des propriétés de concentration de certains induits de modules de
Gelfand-Graev dans la cohomologie des éléments formés a partir de puissances
d’éléments de Coxeter (voir la section 2.5.2). L’élément de plus grande longueur
wp apparait dans cette étude, et on décrit méme, pour les groupe de type A, le
degré maximal des groupes de cohomologie dans lequel I'induit d'un module de
Gelfand-Graev peut apparaitre. Au niveau des caracteres unipotents, ce résultat
se traduit par :

Théoreme 2. Soit (G, F) un groupe déployé de type A, et py le caractere unipotent
associé a la partition X de n+ 1. Alors

(pai HE(Y(W0)) )gr #0 = i € {vg,v6 + 1., 206 — Ax}

ot {(wp) = vg = n(n+ 1)/2 et Ay est le degré du degré générique associé a \.

La borne supérieure donnée dans ce théoréme, égale a 2vg — A), est exac-
tement le degré dans lequel le caractere unipotent devrait apparaitre selon [35].
Une étude plus approfondie des quotients de Y (i) par les sous-groupes parabo-
liques PF devrait donner une borne inférieure permettant d’obtenir les premiers
résultats de disjonction pour la variété Y (wp).

Conjecture de Broué

La cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig permet non seulement de
construire tous les caracteres ordinaires de G, mais aussi de regrouper ces ca-
ractéres en blocs grace aux travaux de Broué, Malle et Michel [16]. Un de ces blocs
nous intéressera tout particulierement dans cette thése : si w est un bon élément

12
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d-régulier et que 'ordre de g modulo ¢ est exactement d, alors le /-bloc principal
est donné par

U {pelr GH ‘ {p; R'GI'E(H»GF #0}.

O€lrr, T,

Broué a conjecturé dans [12] puis [15] que ce résultat était la traduction d'un
phénomeéne beaucoup plus général, énoncé dans le cadre modulaire. Si b (resp.
b') désigne 'idempotent de AGF (resp. ANgr(T)) associé au bloc principal, alors
la version géométrique de la conjecture de Broué prédit que le foncteur

L
BRI(Y (W), A) @anp(1,) — ¢ DP(B'ANge(Ty)-mod) — DP(bAGF-mod)

induit une équivalence dérivée entre les ¢-blocs principaux de GF et Ngr(Ty).
L’existence d"une telle équivalence repose principalement sur les deux propriétés
suivantes de la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig, conjecturées pour
les bons éléments réguliers :

e l'action de T/, sur le complexe R[(Y (i), A) s’étend en une action du nor-
malisateur Ngr(Tw);

e il y a disjonction de la cohomologie, c’est-a-dire :
Hom ps(pagry (BRI (Y (W), A), BRI (Y (W), A)[n]) = 0 sin#0.

Tous les résultats énoncés dans cette thése sont & mettre en perspective avec
cette deuxiéme propriété : d’une part, la disjonction sur Q, traduit le fait que
les groupes de cohomologie de Y (i) sont disjoints comme GF-modules, ce qui
revient a déterminer les différents caracteres irréductibles de G apparaissant
dans chacun de ces groupes. Dans cet esprit, nous arrivons a localiser certains
caracteres unipotents (voir la section 3.3.2 et en particulier le théoreme 2) ou
a déterminer explicitement la cohomologie de Y(w) pour des éléments w par-
ticuliers (voir le cas traités au chapitre 5). D’autre part, 'étude des morphismes
RHom3¢r (P, Rl (Y(w), A)) pour divers modules projectifs P, comme les modules
de Gelfand-Graev et leur induits au chapitre 3, est une étape essentielle vers 1’ob-
tention de la propriété de disjonction sur 'anneau A.

Au cours du chapitre 4, on parvient finalement a une preuve générale de
cette propriété lorsque w est un élément de Coxeter. La cohomologie a coef-
ficients dans Q, des variétés de Deligne-Lusztig associées a ces éléments a été
entierement déterminée par Lusztig dans [62]. Si on suppose que les groupes de
cohomologie a coefficients dans A sont sans torsion, on en déduit non seulement
chacun de ces groupes, mais aussi un représentant explicite de bRI-(Y(w), A)
sous la forme d’un complexe borné de modules projectifs de type fini. De fagon
remarquable, ce dernier est exactement le complexe de Rickard associé a 1’arbre
de Brauer du /-bloc principal, et la propriété de disjonction est alors une consé-
quence immédiate de [75].

D’autre part, il résulte des travaux de Rouquier [80] que dans le cas particulier
des éléments de Coxeter, 'action de T/, se prolonge naturellement & Ngr(T,) a

13
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I'aide de I'endomorphisme de Frobenius F. On obtient ainsi une preuve de la
version géométrique de la conjecture de Broué pour ces éléments :

Théoreme 3. Soit w un élément de Coxeter, ¢ un nombre premier choisi de telle sorte
que q soit d’ordre h (le nombre de Coxeter) modulo ¢ et b le bloc principal de NGF. Si les
groupes de cohomologie bH.(Y (W), \) sont tous sans torsion, alors le foncteur

L
bREC(Y (W), A) ®ANgr(Tw) — DP(b'ANgr (T )-mod) — DP(bAGF-mod)
induit une équivalence splendide entre les (-blocs principaux de GF et Ngr(T ).

Le probleme de savoir si la cohomologie de Y(w) est effectivement sans tor-
sion se rameéne a connaitre les groupes de cohomologie dans lesquels les AGF-
modules cuspidaux peuvent apparaitre. Sur Q,, les caracteéres cuspidaux sont
concentrés en degré moitié d’apres les travaux de Lusztig [62], et on espere que
le phénomene est identique sur I’anneau A. On parvient a résoudre entiérement
cette question dans les cas suivants :

Théoreme 4. Soit w un élément de Coxeter et £ un nombre premier tel que q soit d’ordre
h modulo £. Alors la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig Y (w), coupée par le
bloc principal, est sans torsion dans les cas suivants :

(i) (G, F) est un groupe de rang 1;
(ii) (G, F) est de type A, ou ?D,,;
(iii) (G, F) est de type B, ou Cp et p # 2.

La preuve de ce résultat passe par I'étude précise de la contribution des mo-
dules de Gelfand-Graev dans la cohomologie de la variété Y(w), donnée par le
théoreme 1, ainsi que de certaines versions « généralisée » de ces modules [56].

Arbres de Brauer

Les (-blocs principaux de G construits a partir de certains éléments d-régu-
liers, comme les éléments de Coxeter, ont des groupes de défaut cycliques. A de
tels blocs on peut associer un arbre, appelé arbre de Brauer, qui caractérise le bloc
a équivalence de Morita pres. Ces arbres ont été explicitement déterminés pour
la grande majorité des groupes simples, exception faite de certains blocs pour
les groupes réductifs finis de type E7 et Eg qui semblent résister aux méthodes
algébriques usuelles.

Le cas des éléments de Coxeter se distingue ici par la relation étroite, observée
par Hiss, Liibeck et Malle [51], entre 1'agencement des caracteres irréductibles
dans la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(w) d’une part et dans
I'arbre de Brauer du ¢-bloc associé d’autre part. Plus précisément, les caracteres
unipotents d"une série de Harish-Chandra fixée étant arrangés dans la cohomo-
logie selon le tableau suivant
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HUY(). ) [ KAV, T) | [ HEM (Y, T)
Xm ‘ Xm+1 ‘ ‘ XM

Hiss, Liibeck et Malle ont vérifié dans la plupart des cas que la branche de I'arbre
de Brauer associée était donnée par

O O o NTITUR O :

IIs ont en outre conjecturé que les valeurs propres de I'endomorphisme de Frobe-
nius définissaient le plongement planaire de cet arbre, c’est-a-dire 1’ordre dans le-
quel les branches devaient étre reliées au sommet exceptionnel. Sous ’hypothese
de non torsion discutée précédemment, la détermination explicite du complexe
bRI (Y (w), \) permet de résoudre ce probleme en toute généralité :

Théoreme 5. Soit w un élément de Coxeter et ¢ un nombre premier tel que q soit d’ordre
h modulo £. Si les groupes de cohomologie bH.(Y (W), ) sont tous sans torsion, alors la
conjecture de Hiss-Liibeck-Malle est vraie.

Ce mémoire s’acheéve par un travail effectué avec 1'aide Jean Michel, a sa-
voir I'étude du probléme analogue pour d’autres éléments réguliers de petite
longueur. La premiere étape consiste a déterminer explicitement la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig en s’inspirant de [62] et [34]. Il est trés encoura-
geant de voir que les outils géométriques mis en place dans la démonstration du
théoréme 1 sont encore une fois particulierement adaptés pour généraliser « le
cas Coxeter » a d’autres éléments.

Poussé par les résultats obtenus et par la forme particuliére que prennent les
arbres de Brauer connus pour les types Fs4 et Eg, on propose finalement deux
arbres conjecturaux pour les ¢-blocs principaux des groupes de type E7 et Eg, jus-
qu’a présent inconnus. Une étude détaillée de la torsion dans la cohomologie des
variétés de Deligne-Lusztig associées fournira vraisemblablement les éléments
manquant a la preuve.
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Chapitre 1

Cohomologie des variétés
quasi-projectives et
représentations modulaires

Contexte

Ce chapitre introduit le vocabulaire homologique et géométrique que nous
emploierons tout au long de cette these. Depuis les travaux fondateurs de De-
ligne et Lusztig [29], I'idée générale qui prédomine en théorie des représentations
des groupes réductifs finis consiste a obtenir les représentations a partir de la co-
homologie de certaines variétés sur lesquels le groupe fini agit.

On peut donner plusieurs sens au mot « cohomologie » : lorsque I'on étudie
les représentations d'un groupe fini H sur un anneau O, on cherche a décrire
la catégorie des OH-modules de type fini. Dans le cas ot O est un corps de ca-
ractéristique zéro, notamment la cloture algébrique Q, du corps des nombres /-
adiques, cette catégorie est entierement décrite par son groupe de Grothendieck,
et les informations cohomologiques d'une H-variété X sont encodées dans le ca-
ractere virtuel

D (-1)HUX, Q) € ZIrr H.

iez
En revanche, dés que O est un corps de caractéristique ¢, avec ¢ divisant 1’ordre
du groupe H, la catégorie des représentations n’est plus semi-simple et la déter-
mination des caracteres virtuels précédents, ou méme de chacun des groupes de
cohomologie HL(X, ©), ne suffit plus a rendre compte de la richesse de O H-mod.
Le bon point de vue consiste en I'étude du complexe

RM(X,0) € DP(OH-Mod)

représentant la cohomologie de la variété X, initié dans [6]. L'avantage de cette
approche est que la plupart des propriétés géométriques de l'action de H sur
X se traduit sur ce complexe, permettant ainsi de déduire des informations sur
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les représentations modulaires de H en construisant notamment de nombreux
modules projectifs a I'aide du corollaire 1.27.

Ce chapitre est divisé en trois parties : la premiere énonce les principaux
résultats d’algebre homologique dont nous aurons besoin par la suite, traduits
pour la plupart dans le langage des catégories dérivées [55]. On rappelle ensuite
les principales propriétés du complexe RI¢(X, O) construit par Rouquier dans
[80], avant de terminer le chapitre par quelques résultats permettant de couper
le complexe selon les espaces propres généralisés d'un endomorphisme de X nor-
malisant H.

1.1 Rappels d’algebre homologique

On commence par fixer les notations, et rappeler quelques propriétés d’alge-
bre homologique, traduites dans le langage des catégories dérivées. Ce forma-
lisme sera amplement utilisé dans les chapitres suivants pour étudier les repré-
sentations modulaires des groupes réductifs finis.

1.1.1 Catégories dérivées

Pour </ une catégorie abélienne, on notera C(«/) la catégorie des complexes
de cochaines, K(<7) la catégorie homotopique et D(.<7) la catégorie dérivée. On
utilisera les exposants —, + et b pour désigner les sous-catégories pleines formées
des complexes majorés, minorés ou bornés.

Dans tout ce chapitre, on se placera dans le cas ot &/ = A-Mod est la catégorie
des modules sur un anneau A quelconque, ou dans la sous-catégorie pleine A-
mod formée des modules de type fini. Cette hypothese n’est en théorie pas tres
restrictive puisque toute petite catégorie abélienne se plonge dans une certaine
catégorie de modules [67]. Puisque les modules libres sont projectifs, les catégo-
ries A-Mod et A-mod possedent suffisamment de projectifs, ce qui permet de
construire les foncteurs dérivés des bi-foncteurs usuels. Notons que la catégorie
A-Mod a aussi suffisamment d’objets injectifs, ce qui n’est pas le cas de A-mod en
général.

(i) Résolutions. On appelera résolution projective (resp. résolution injective) d'un
complexe C € Ob(«/) tout quasi-isomorphisme de la forme P — C (resp.
C — 1), tel que P (resp. /) soit un complexe de A-modules projectifs (resp. in-
jectifs). Le fait que la catégorie &7 possede suffisamment de projectifs (resp. d'in-
jectifs) entraine que tout objet C € Ob(C~(&)) (resp. C € Ob(CT (7)) possede
une résolution projective (resp. injective). De plus, ces résolutions sont uniques a
homotopie preés [91].

(ii) Bi-fonteurs usuels. D’apres [55, section 10.3], on peut définir le foncteur
dérivé a droite du bifoncteur Hom, : &/°P x &/ — Z-Mod. On le notera

RHom®,(—, —) : D (/) x D*(a/) — D*(Z-Mod)
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En pratique, lorsque C et C’ sont deux complexes de A-modules, on calcule
RHom¢,(C, C’) en choisissant une résolution projective P du complexe C, ou bien
une résolution injective / de C’. On obtient alors les isomorphismes suivants dans
DT (Z-Mod) :

RHom?,(C, C') ~ Hom?$,(P, C') ~ Hom$,(C, /)

ou le complexe Hom$,(C, C’) désigne le complexe total associé au bicomplexe
(Hom(G;, ¢ ))i’j. De plus, la cohomologie de ces complexes permet de repré-
senter simplement les morphismes dans la catégorie homotopique ainsi que dans
la catégorie dérivée puisque 1'on a d’apres [55, proposition 11.7.3 et Théoréme
13.4.1] :

H"(Hom;{(C, ) ~ Hom () (C, C'[i])
et H(RHom?,(C, C')) ~ Homp (. (C, C'[i]). (1.1)

Le produit tensoriel posséde lui aussi une version dérivée, que 1’on notera

L
— ®a— : D~(Mod-A) x D~(A-Mod) — D~ (Z-Mod)

On le calcule en pratique en prenant des résolutions plates ou projectives des
complexes concernés : si C, C’ sont deux objets de C~ (<), et P, P’ deux résolu-
tions projectives, on a en effet, dans D(Z-Mod) :

L
CRNC =~ CRaAP ~ P®yC.

Remarque 1.2. Etant donné que les images des bifoncteurs RHom® et é peuvent
se construire a ’aide de la résolution d"un seul des deux complexes, on peut sup-
poser en général que 1'un des deux complexes seulement est minoré ou majoré
selon les cas. En revanche, le complexe image n’aura alors aucune raison d’étre
minoré ou majoré.

1.1.2 Cadre modulaire

Fixons maintenant le cadre modulaire que nous utiliserons ensuite dans les
chapitres suivants. Soit H un groupe fini et £ un nombre premier. On appelle
systeme (-modulaire tout triplet (K, A, k) ot

e K est une extension finie du corps Q, des nombre ¢-adiques;

e A estl’anneau des entiers de K sur Z;. C’est un anneau local d"unique idéal
maximal J(A);

e k= NA/J(N) est le corps résiduel de I'anneau local A. C’est un corps fini de
caractéristique /.

En résumé, on peut agencer les différents anneaux dans le diagramme suivant :
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K

Qe N——""k

Zy — Iy
On dit que le systeme modulaire est assez gros pour H si le corps K contient toutes
les racines de l'unité d’ordre divisant I'exposant du groupe H. Dans ce cas, non
seulement les caractéres de H sont a valeurs dans K mais toute représentation
linéaire de H est réalisable sur K [81, section 12.3]. L'algebre KH est donc semi-
simple déployée.

Désormais, on se concentrera sur I'étude des représentations des algebres de
la forme A = OH pour O un anneau quelconque parmi (K, A, k). L'étude de la
théorie des représentations de ces algebres ainsi que des différents liens existant
entre elles constitue le coeur de la théorie des représentations modulaires de H
et formera donc le cadre général de notre travail. La majorité des représentations
étudiées dans cette thése proviendra de certains complexes de cochaines et de
leur cohomologie ; nous donnons donc maintenant les différentes compatibilités
entre le cadre modulaire et les méthodes homologiques que nous mettrons en
oeuvre.

(i) Compatibilité dans D?(OH-Mod). A partir d'un complexe borné C de AH-
modules, on peut construire les complexes

L — L
KC=CepnK et C=Conk.
Puisque K est le corps des fractions de A, il est plat sur A et le complexe KC
est isomorphe dans D~ (KH-Mod) a I'extension usuelle des scalaires C @5 K. En
revanche, c’est en général faux pour la réduction modulo 4.

Pour C et C' deux complexes bornés de AH-modules, on peut, avec ces nota-
tions, écrire I'isomorphisme suivant dans D(Z-Mod) :

L
RHomay(C, C')®@p K ~ RHomjy(KC, KC').

Sans hypotheses supplémentaires sur C et C’, 'analogue de cet isomorphisme
pour la réduction modulo ¢ est faux. Néanmoins, si ces deux complexes sont sup-
posés quasi-isomorphes a des complexes bornés de modules projectifs de type
fini (c’est-a-dire parfaits, voir la définition 1.9), on trouve effectivement

L -
RHom{,(C, C') @ k ~ RHom},(C, C').

(ii) Compatibilité de la cohomologie. Puisque K est plat sur A, le foncteur exten-
sion des scalaires de A a K est exact et la cohomologie du complexe KC = C ®p K
s’obtient naturellement par la formule
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HI(KC) ~ H(C) ®p K.

En particulier, si C et C’ sont deux complexes bornés de AH-modules on trouve,
al’aide de l'isomorphisme 1.1 :

Home(KH)(KC, KC,) >~ Home(AH)(C, C,) ®/\ K.

En revanche, la cohomologie de C n’est pas exactement la ¢-réduction de la
cohomologie de C en général. Le lien entre les deux est donné par la formule des
coefficients universels :

Théoreme 1.3 (Formule des coefficients universels). Soit C un complexe de NH-
modules. Si les termes de C sont libres sur N, alors pour tout entier n > 1, on dispose
d’une suite exacte de kH-modules

. i L .
0 — HI(C) @p /LA — HI (C @A NE"N) — Tory (HF1(C), A/£"A) — 0.

Exemple 1.4. Le complexe C : 0 — Z, 4 Z; — 0 concentré en degrésOet1a
de la cohomologie non nulle en degré 1 seulement, donnée par Z/¢Z alors que sa

réduction C : 0 — Z/(Z 2z /lZ — 0 a deux groupes de cohomologie égaux
aZ/lZ endegrés0et 1.

(iii) Facteurs de composition de la cohomologie. Le langage des foncteurs déri-
vés permet d’exprimer agréablement la présence de certains facteurs de compo-
sition dans la cohomologie d"un complexe donné :

Proposition 1.5. Soit L un kH-module simple et P, son enveloppe projective. Pour C
un complexe de kH-modules et i un entier fixé, il y a équivalence entre les assertions
suivantes :

(i) le groupe de cohomologie H' (RHom}y (P, C)) est non nul;
(i) le groupe Hom koy (Pr, C[i]) est non nul ;

(iii) L est un facteur de composition de H'(C).

Démonstration. Les deux premieres assertions sont équivalentes car P, étant pro-
jectif, les complexes RHom}, (P, C) et Hom}, (P, C) sont isomorphes dans la
catégorie D(kH-mod). En particulier, on a

H(RHom%, (P, C)) ~ H'(Hom}yy (P, €)) ~ Hom ko (i) (P, Cli]).-

Montrons maintenant que les assertions (ii) et (iii) sont équivalentes : si L est
un facteur de composition du module H(C) alors il existe un morphisme non
nul P, — H/(C) ~ Kerd;/Imd;_;. Puisque P, est projectif, on en déduit un
morphisme non nul ¢ de P; vers Ker d; et donc vers C; par inclusion. Le fait
que ¢ soit homotopiquement nul se traduit par I'existence d’'un morphisme v :
Py — Cj_1 factorisant ¢. Si un tel morphisme existait, on aurait Im ¢ = Imd;_;
ce qui est exclu puisque le morphisme de départ P, — H/(C) est supposé non
nul, et ainsi (iii) = (ii).
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Supposons maintenant que L n’est pas facteur de composition de H'(C). La
donnée d"un morphisme de complexes P, — C est équivalente a la donnée d'un
morphisme de modules ¢ : P, — ; vérifiant Im¢ C Ker d;. Etant donné que
L n’est pas facteur de composition de H"(C ),onaen fait Imp C Imd;_1. Or C;_4
se projette sur ce dernier module, et la projectivité de P; nous assure 'existence
d’un morphisme ) : P — Cj_; factorisant ¢, c’est-a-dire tel que le diagramme
suivant commute :

0 Py 0
v ®
‘...di—l d;
Cia G Cis1
Ceci traduit exactement le fait que ¢ est homotope a zéro et démontre I'implica-
tion restante (i) = (iii). O

1.1.3 Isomorphismes dans D’(.<)

Nous rappelons ici quelques méthodes permettant de simplifier la représen-
tation des complexes & isomorphisme prés dans la catégorie dérivée D?(7).

(i) Concentration. Nous travaillerons exclusivement sur des complexes bornés
ol a cohomologie bornée. Les opérations de troncation nous permettent alors de
représenter ces complexes sous une forme minimale. Rappelons que pour tout
entier relatif n, on dispose de deux foncteurs 7>, et 7<, définis par :

C sii>n G sii<n
7>n(C) = < Kerd, sii=n et T<n(C) = | Cokerd,_1 sii=n
0 sinon. 0 sinon.

De plus, tout complexe C de OH-modules est relié a ses troncations par le triangle
distingué suivant dans D(OH-Mod) :

TS,,(C) — C — 7’2”4_1((:) ~

Puisque les complexes acycliques sont isomorphes a zéro dans D?(OH-Mod), on
en déduit aisément le lemme suivant :

Lemme 1.6. Si C est un complexe de O H-modules dont la cohomologie est concentrée
entre les degrés m et M alors

C =~ Tomot<em(C) = 7<mo T>m(C)

dans la catégorie dérivée D(OH-Mod). En particulier, si la cohomologie de C est concen-
trée en degré m, alors C est quasi-isomorphe a H™(C)[—m].

(i) Le cas héréditaire. On dit qu'une catégorie abélienne o/ est héréditaire si pour
tout couple d’objets (M, N) de la catégorie, les groupes Ext.,(N, M) sont nuls des
que i > 1. C’est le cas des catégories de modules sur des anneaux de dimension
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globale inférieure a 1 [91, section 4.1], comme KH (de dimension 0) ou AH et kH
deés que l'ordre de H est premier a ¢ (de dimensions respectives 1 et 0). Dans ce
cas, un complexe borné est, a quasi-isomorphisme pres, entierement déterminé
par sa cohomologie [55, Corollaire 13.1.20] :

Proposition 1.7. Soit o7 une catégorie abélienne héréditaire et C € CP(/) un com-
plexe borné. Alors il existe un isomorphisme (non canonique) entre C et H*(C) dans
DP(a7) .

Remarque 1.8. Ce résultat n'implique pas pour autant que la catégorie dérivée
DP(o7) est équivalente a la catégorie des complexes bornés de <7 de différentielle
nulle. En effet, si R est un objet de &/ qui posséde des auto-extensions, on a
Homp(./) (R, R[1]) = Exti,(R, R) # 0 alors que Hom¢()(R, R[1]) = 0.

1.1.4 Isomorphismes dans K°(«7)

(i) Perfection et concentration. Le résultat précédent de concentration ne se
généralise pas directement a la catégorie homotopique car un complexe acyclique
n’est pas forcément homotope a zéro. C’est en revanche le cas si on se restreint a
une certaine classe de complexes.

Définition 1.9. On dit qu’'un complexe de OH-modules est parfait s’il est isomorphe
dans D®(OH) a un complexe borné dont les termes sont des O H-modules projectifs de

type fini.

On notera D(OH-Mod) . la catégorie des complexes parfaits. D’apres la sec-
tion 1.1.2, les images des foncteurs dérivés sur les complexes parfaits se calculent
directement a partir des foncteurs usuels : si C est un complexe parfait et C' un
complexe de OH-modules quelconque, on a

L
C®oy C' ~ Coop C’' et RHomg,4(C, C') ~ Homg,,(C, C').

En particulier, si OH-proj désigne la catégorie additive des modules projectifs de
type fini, le foncteur naturel

K®(OH-proj) — D(OH-Mod)par
est une équivalence de catégories.

En considérant uniquement des objets de K?(OH-proj) on peut facilement
éliminer les termes superflus, et on obtient I’analogue suivant du lemme 1.6 :

Lemme 1.10. Soit C € KP(OH-proj). Si la cohomologie de C est concentrée entre les
degrés m et M alors C est homotope a un complexe

-—0— Py —Pyp— - —Py—0—--

dont les termes sont des modules projectifs de type fini concentrés entre les degrés m — 1
et M. De plus, on peut choisir Py,_1 = 0 dans les deux cas suivants :

(a) O est I'un des corps K ou k;
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(b) O = Net le groupe H™(C) est libre sur A.
Démonstration. Supposons que les derniers termes du complexe C s’écrivent
'—>Pri>Pr+1 -0 — -

avec r > M. Par hypothese sur la cohomologie, la différentielle d, est surjective;
puisque P, est projectif, on en déduit qu'il existe des modules P’ et P” tels que
P, se décompose en P, = P’ @ P" et d induise un isomorphisme entre P’ et P, 1.
Le complexe 0 — P’ — P,41 — 0 est donc un facteur direct de C homotope
a zéro ; en le retirant, on obtient un complexe parfait dont la longueur a diminué.
Il suffit alors d’itérer le procédé afin d’obtenir un complexe dont les termes de
degrés strictement supérieurs a M sont nuls.

Pour éliminer les termes superflus a gauche, on procede de la méme fagon :
si les premiers termes du complexe s’écrivent

d,
-—>O—>Pr—r>Pr+1—>---

avec r < m alors la différentielle d, est injective. Elle posséde une rétraction = :
P41 — P, dans le cas ott O vaut K ou k puisqu’alors tout module projectif est
aussi injectif. Développons le cas out O = A : une telle rétraction existe si Coker d,
est sans torsion. En effet, P, est (H, 1)-injectif par [26, théoreme 19.12] puisqu’il
est projectif et la suite exacte 0 — P, — P,;1 — Coker d, — 0 se scinde sur
AH dés qu’elle se scinde sur A. Deux cas se présentent alors : si r < m — 1, alors
Im d, = Kerd,;; etil vient Coker d, ~ Im d,; qui est sans torsion comme sous-
module de P,5. Pour r = m — 1 le module quotient Coker dp,—1/H™(C) ~ Im d,
est sans torsion donc Coker dy,,_1 'est aussi des que H™(C) l'est, c’est-a-dire si
I’hypohese (b) est satisfaite.

Une fois que I'on dispose d"une rétraction de d,, il est facile de vérifier que
le complexe 0 — P, — Imd, — 0 est un facteur direct de C homotope a
zéro, ce qui permet d’éliminer le premier terme de C. On conclut en itérant le
procédé. O

(i) Le cas semi-simple. Lorsque O est le corps K, la situation est en fait beaucoup
plus élémentaire. Plus généralement, des que 1'algébre OH est semi-simple, on
peut montrer que tout complexe C est homotope a sa cohomologie : en écrivant
C; = Kerd; @ M; avec M; ~ Imd; et Kerd; = Imd;_; © N; avec N; ~ H/(C), on
définit des applications naturelles f : C - Netg : N — C qui sont inverses 'une
de l'autre dans K(OH-Mod). En effet, on a clairement f o g = Idy et ’homotopie
entre g o f et Id¢ est donnée par composition de la projection C;y 1 — Imd; et de
I'inclusion Imd; ~ M; — C,.

Puisque pour les complexes munis d’une différentielle nulle les applications
homotopiquement nulles sont identiquement nulles, on en déduit que le foncteur
H® induit une équivalence entre K(OH-Mod) et la catégorie OH-Modz des OH-
modules Z-gradués des que O vaut K ou dés que O vaut k et que l'ordre du
groupe H est premier a /.
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(iii) Une homotopie particuliere. Le lemme suivant sera amplement utilisé dans
la section 4.5.1 pour éliminer certains facteurs directs dans les termes d"un com-
plexe:

Lemme 1.11. Soit (C, d) un complexe de O H-modules. Supposons que pour un entier
i fixé on dispose de décompositions C; = D;® M et Ci11 = Djy1® N telles que d induise
un isomorphisme entre M et N. Alors C est homotope au complexe

8,',1 8,' 8i+1
+— CG1—Di—Dijy1— Cija — -+

out les différentielles sont définies naturellement par :
e 0;_1 est la composée de d;_1 avec la projection C; — D;;
e 0; est la composée de la restriction de d; a D; avec la projection Ciy1 — Dji1;
e 01 est la restriction de dij11 a Djy1.

Démonstration. Désignons par D le complexe construit dans 1’énoncé du lemme.
Les décompositions de C; et (i1 induisent des morphismes naturels de com-
plexes f : C - Detg: D — C telsque f o g = |dp. L'homotopie ) : C — C[1]
entre g o f et Id¢ se construit de la maniere suivante : v; est nulle pour j # i + 1
et 1)1 est définie comme la composée de la projection C;1 — N avec I'inclusion
N ~ M — C;. On vérifie facilement que ldc —gof =t od+doq. O

1.1.5 Equivalences de Rickard

Les équivalences de Rickard sont un cas particulier d’équivalences entre ca-
tégories dérivées de modules s’inspirant des équivalences de Morita. Rappelons
que le prototype d'une équivalence de Morita entre deux anneaux A et B est
donné par un foncteur de la forme P ®4 — : A-mod — B-mod ol P est un
(B, A)-bimodule de type fini, projectif a gauche et a droite. La notion de com-
plexe parfait généralisant naturellement celle des modules projectifs de type fini,
Rickard a introduit dans [76] :

Définition 1.12. Soient A et B deux anneaux, et C un complexe de (B, A)-bimodules,
parfait a gauche et a droite. Une équivalence de Rickard est une équivalence de catégo-
ries triangulées induite par le foncteur

L
F:C®a— : DP(A-mod) — DP(B-mod).

Si F est une telle équivalence alors le complexe C, vu comme complexe de
B-modules, est 'image de A par F. A ce titre on peut montrer qu’il possede les
propriétés suivantes :

e la catégorie additive add( C) formé des facteurs directs de sommes finies de
C engendre K°(B-mod) en tant que catégorie triangulée (voir [57]);

e la cohomologie du complexe REndg(C) est concentrée en degré 0;

e le morphisme naturel A — Endps(p-mod)(C) est un isomorphisme.
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Les deux premiéres propriétés traduisent le fait que C est un complexe basculant
(voir aussi le corollaire 4.77).

Dans le cadre qui nous est cher, c’est-a-dire lorsque A = AHe et B = AN¢'
sont des blocs ou des sommes de blocs de certains groupes finis, Broué a donné
dans [12] des conditions suffisantes sur le complexe C pour qu’il induise une
équivalence de Rickard . En conjuguant ses résultats a [78], on obtient le théoréme
suivant, démontré en annexe dans [4] :

Théoreme 1.13. Soient A = AHe et B = ANe’ des sommes de N-blocs de groupes finis
et C un complexe de (B, A)-bimodules. On suppose que

(i) C est parfait a gauche et a droite;

(it) C vérifie la propriété de disjonction suivante : pour tout i # 0

Hom pe(5-mod)(C. C[i]) = 0.

Autrement dit, la cohomologie de REndg(C) est concentrée en degré 0;
(iii) le morphisme naturel A — Endps(g.mod)(C) est un isomorphisme ;
(iv) tous les caracteres irréductibles de KB apparaissent dans H*(KC).

L
Alors C @4 — induit une équivalence de Rickard entre D’(A-mod) et DP(B-mod).

Une telle équivalence a de nombreuses conséquences numériques : le nombre
de caractéres irréductibles (ordinaires et modulaires) de A et B ainsi que les in-
variants de similitude de la matrice de Cartan sont notamment conservés [13].

Remarque 1.14. Lorsque B est un véritable bloc, I'hypothese (iv) est superflue.
En revanche, on peut toujours ajouter a e’ des blocs b vérifiant bC ~ 0 sans chan-
ger les trois premieres hypotheses du théoréme, alors que la conclusion devient
trivialement fausse.

1.2 Cohomologie d’une variété quasi-projective

Le principe de la théorie de Deligne-Lusztig modulaire, initiée par Broué [12],
[15], [17] et principalement développée par Bonnafé et Rouquier [6], réside dans
la construction et I'étude des représentations modulaires d'un groupe réductif
fini G a partir d'un complexe de AG-modules représentant la cohomologie d"une
variété de Deligne-Lusztig. Nous rappelons dans cette partie la construction ca-
nonique de ce complexe par Rouquier [80] ainsi que les importantes propriétés
algébriques que nous utiliserons par la suite.

1.2.1 Complexe de Rouquier

Soit X une variété algébrique quasi-projective définie sur F = [, H un groupe
fini agissant sur X et T un monoide d’endomorphismes de X normalisant H. On
supposera désormais que le nombre premier p (la caractéristique des corps sur
lesquels toutes les variétés algébriques considérées sont définies) et le nombre

26



CHAPITRE 1. COHOMOLOGIE ET REPRESENTATIONS MODULAIRES

premier / (associé au systeme modulaire) sont distincts. Si O est un des anneaux
parmi (K, A, k), il existe deux complexes bornés de OH x T-modules

RI(X,0) et RI(X 0)
représentant la cohomologie /-adique (resp. la cohomologie /-adique a support
compact) de X, c’est-a-dire tels que

H* (RM(X, 0)) ~ H*(X,0)
et H* (RM(X, 0)) ~ H(X, O)
comme OH x T-modules.
Remarque 1.15. Les termes de ces complexes sont en général loin d’étre des mo-
dules de type fini. On verra néanmoins dans la section 1.2.3 un moyen d’en ex-

pliciter des représentants (& homotopie prés) possédant de bonnes propriétés de
finitude.

Ce formalisme convient parfaitement au cadre modulaire : 'opération d’ex-
tension des scalaires au niveau des complexes se traduit en effet par un change-
ment de coefficients de la cohomologie. Si O est un des corps parmi K et k, on a
les isomorphismes suivants dans D?(OH x T-Mod) :

L L
RI(X,A)®r O ~ RI(X,0) et  RIM(X,A)@rO ~ RI(X,O).

On pourra ainsi appliquer la formule des coefficients universels 1.3 aux groupes
de cohomologie ¢-adique.

1.2.2 Propriétés du complexe

On rappelle dans cette section les principales propriétés du complexe de co-
homologie. La plupart des résultats seront énoncés pour la cohomologie a sup-
port compact, mais restent valident pour la cohomologie usuelle. Les références
ou les preuves de ces propriétés peuvent se trouver par exemple dans [45], [28]
et [66].

Proposition 1.16 (Formule de Kiinneth). Soit X et Y deux variétés quasi-projectives
munies d'une action d'un groupe fini H, et T un monoide d’endomorphismes de X et Y
normalisant H. Alors
L
RI(XxY,0) ~ RI(X,0) @ R[(Y,0)
dans la catégorie dérivée D(OH x T-Mod).
D’apres [82, proposition 19] on peut former le quotient de la variété quasi-

projective X par le groupe fini H. La cohomologie de ce quotient se déduit de la
cohomologie de X grace a [6, section 3] :

Proposition 1.17. Si l'ordre des stabilisateurs Staby(x) de chacun des points x € X
est inversible dans O, alors
L
RI(H\X, 0) ~ O®pHRI(X,O)
dans la catégorie D(OT-Mod).
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Soit N un groupe fini agissant sur X et Y. Si on suppose que les actions de N et
HxT commutent, on peut former le produit amalgamé X x Y comme le quotient
de X x Y par l'action diagonale de N. C’est alors une variété quasi-projective
munie d"une action de H x T. En conjuguant les deux résultats précédents, on en
déduit que des que les stabilisteurs des points de X x Y sous 'action diagonale
de N sont inversibles dans O on a

L
RM(X xn Y, 0) ~ RM(X,0) @on RI(Y, 0) (1.18)

dans la catégorie dérivée D(OH x T-Mod).
Le résultat suivant de Deligne et Lusztig est une retraduction de [29, propo-
sition 6.4] :

Proposition 1.19. Soit H un groupe d’ordre inversible dans O. Si I'action de H sur X
s’étend en une action d'un groupe algébrique connexe, alors 'application naturelle

L
Rl (X, 0) — O ®oH R (X, O)
est un isomorphisme dans D(OT-Mod).

Rappelons que la cohomologie a support compact d'un espace affine de di-
mension n est concentrée en degré 2n, et isomorphe a O en ce degré. Plus géné-
ralement, on déduit de [45, Exposé XVIII, 2.9] :

Proposition 1.20. Soit m : Y — X un morphisme lisse, H-équivariant et de type fini.
Si les fibres de  sont isomorphes a des espaces affines de dimension constante n, alors

RI.(Y, 0) =~ RT(X, O)[-21]
dans la catégorie DP(OH-mod).

Dans la proposition précédente, on perd la trace de I’action du monoide d’en-
domorphismes T. Néanmoins, lorsque celui-ci est engendré par un endomor-
phisme de Frobenius F définissant une [ 5-structure rationnelle sur X et Y, I'iso-
morphisme précédent reste vrai dans D?(OH x (F)mon-Mod) a condition d’ajouter
une torsion de Tate. On notera alors

RI(Y,O) ~ RI(X, O)[—2n](n).

La stratégie principale adoptée dans les chapitres suivants pour calculer la
cohomologie d"une variété consistera a en trouver une décomposition en sous-
variétés pour lesquelles le calcul de la cohomologie est un probleme élémentaire
et a appliquer ensuite la proposition suivante :

Proposition 1.21 (Suite exacte « ouvert-fermé »). Si X se décompose en une union de
sous-variétés X = Y Il Z, chacune étant stable par I'action de H x T, la variété Y étant
ouverte et Z fermée, alors il existe un triangle distingué dans DP(OH x T-Mod) de la
forme

RM(Y,0) — RI¢(X,0) — RI¢(Z,0) ~

De plus, si Y est a la fois ouverte et fermée, ce triangle est scindé.
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Nous terminons cette section avec la dualité de Poincaré-Verdier. Pour C un
complexe de OH-modules, on définit le dual de C dans D(OH-mod)°P par

CY = RHom%(C, 0).

Notons que cette définition ne souleve pas d’ambiguité pour les modules qui
nous intéressent : en effet, ’algebre OH étant symétrique, le complexe CV est
quasi-isomorphe a RHom¢g,,(C, OH).

Remarque 1.22. Lorsque O = A, un complexe n’est pas forcément quasi-isomor-
phe a son bidual. C’est néanmoins le cas s’il peut étre représenté par un complexe
borné P dont les termes sont libres de rang fini sur A : en effet, on a d"une part
PV ~ Hom4(P,A\) dans D’(AH-mod) et d’autre part chaque terme de ce com-
plexe est isomorphe a son bidual usuel comme AH-module. Ceci s’appliquera en
particulier aux complexes parfaits.

Exemple 1.23. On reprend le complexe C : 0 — Z, .7, — 0 donné dans
I'exemple 1.4. Il est quasi-isomorphe au complexe Z/¢Z[—1] concentré en degré
1. Son dual CV dans D®(Z;-mod) est isomorphe a C[1], alors que le dual usuel de
Z/0Z est nul. Autrement dit, on a
(z/ez)0))" ~ z/0z[-1]
dans la catégorie dérivée D?(Z,-mod).
La dualité de Poincaré-Verdier [28] appliquée au faisceau constant sur une

variété lisse permet de relier la cohomologie a support compact de la variété a sa
cohomologie usuelle :

Proposition 1.24. Si X est une variété quasi-projective lisse purement de dimension d,
alors

RI(X,0)Y ~ RI(X, 0)[2d]
dans la catégorie dérivée DP(OH-Mod).
Cette fois encore, on peut garder la trace de l’action de 'endomorphisme de
Frobenius a condition de rajouter une torsion de Tate : on a en effet
RI(X, 0)Y ~ RI(X, 0)[2d](d)
dans D’(OH x (F)mon-Mod).

Remarque 1.25. Lorsque O = K, la dualité de Poincaré-Verdier se traduit sur les
groupes de cohomologie par I'isomorphisme de KH X (F)mon-modules suivant :

Homy (HL(X, K), K) = HL(X, K)* ~ H24=/(X, K)(d).
Pour les autres valeurs de O, on disposera d'un tel isomorphisme (non cano-

nique) dans les deux situations suivantes :

e O = N\/{"\:dans ce cas, le module A/¢"A est un A/¢"A-module injectif et le
dual « dérivé » défini précédemment se calcule a partir du dual usuel ;

e O = Aavec { premier a I'ordre du groupe H et chaque H.(X, A) sans torsion
(ce qui est nécessaire afin que le dual du complexe H2(X, A) corresponde au
dual usuel).
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1.2.3 Perfection

Par définition, les termes du complexe RI¢(X, O) sont en général tres loin
d’étre de type fini sur O. Néanmoins, on peut, a homotopie pres, représenter ce
dernier par un complexe possédant de bonnes propriétés de finitude [80, section
2.51]:

Théoreme 1.26 (Rouquier). Soit X une variété quasi-projective munie d’une action
d’un groupe fini H. Notons S = {Staby(x)|x € X} la famille des stabilisateurs des
points de X. Alors RT (X, O) est homotope a un complexe borné de OH-modules dont
les termes sont des facteurs directs de sommes finies de modules de permutations de la
forme O[H/S] pour S € S.

On en déduit que I’on peut toujours représenter la cohomologie de X par un
complexe de OH-modules libres de rang fini comme O-modules. Plus générale-
ment, on retiendra la conséquence suivante de ce résultat :

Corollaire 1.27. Siles ordres des stabilisateurs des points sont inversibles dans O, alors
RI (X, O) est homotope a un complexe borné de O H-modules projectifs de type fini. En
particulier, il est parfait.

Cette conséquence est tres utile en pratique pour déterminer un représentant
de RI'.(X, O) a homotopie prés. Par exemple, pour X = G, muni de l’action par
multiplication du groupe pg = pq(Fp) des racines d-iemes de l'unité, on peut
montrer que RI'<(X, A) est homotope au complexe

0— /\[Udg)/\ﬂid — 0

concentré en degrés 1 et 2, o1 ¢ est une racine primitive d-ieme de 'unité quel-
conque.

Plus généralement, si on suppose que X est une variété affine et irréductible,
alors sa cohomologie a coefficients dans n'importe quel anneau parmi (K, A, k)
est concentrée entre les degrés dim X, ..., 2dim X. Grace au lemme 1.10 et a la for-
mule 1.3, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.28. Soit X une variété affine et irréductible de dimension d. Si les ordres des
stabilisateurs des points sont premiers a £, alors RT (X, A) est homotope a un complexe
borné de NH-modules projectifs de type fini concentrés en degrés d, ..., 2d. En particulier,
le groupe de cohomologie moitié HY (X, A) est sans torsion.

Notons que le résultat reste vrai lorsque X est une union disjointe de variétés
affines de méme dimension, ce qui est le cas pour toutes les variétés de Deligne-
Lusztig affines — et donc en particulier pour les variétés étudiées au chapitre 4.

1.3 L’action de I'endomorphisme de Frobenius

Cette derniere partie est consacrée au cas particulier ot T est engendré par un
endomorphisme de Frobenius F définissant une [ 4-structure rationnelle sur X.
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Le but est d’obtenir un moyen simple de couper le complexe RI'-(X, O) selon les
valeurs propres de F. A cette fin, on commence par rappeler quelques rudiments
de la théorie des représentations de 'algebre des polynémes a une variable A[T].

1.3.1 Espaces propres généralisés dans A-mod

Lorsque M est un A[T]-module de type fini sur A, 'endomorphisme f de M
induit par l'action de T est annulé par un certain polynéme unitaire P. On est
donc ramené a étudier les représentations de l'algebre A[T]/(P).

Fixons donc un polyndme annulateur P € A[T] de f; quitte a augmenter
K, on peut supposer que les racines {1, ..., A\p} de ce polyndme appartiennent
a A de sorte que 'on peut l'écrire P(T) = (T — A1) --- (T — \,)*. De cette
décomposition on tire la décomposition usuelle du module KM en la somme
directe des espaces propres généralisés de f :

KM = Ker (f = X\1)** @ --- @ Ker (f — Ap)*.

Pour disposer d"un résultat analogue sur A, il est nécessaire de regrouper les
racines de P selon leur réduction modulo ¢ pour former les blocs de l'algebre
A[T]/(P), ce qui revient a considérer les polynomes

Pi(T) = TL(T—x)~.

X=X
On obtient donc une nouvelle décomposition
P=1]rs
ek
qui se réduit modulo ¢ en la décomposition usuelle de P, la réduction de chaque
facteur étant de la forme (T — \)". Par le théoréme des restes chinois et le théo-

réme de relevement des idempotents, on en déduit la décomposition en blocs des
deux algebres k[T]/(P) et A[T]/(P);

AITI/(P) = TTAITI/(P3)

ek

KTI/(P) = [T KIT1/(P)
ek
Pour A € A, on notera ey, € A[T]/(P) I'idempotent associé au facteur A[T]/(P5).
On définit alors le (\)-espace propre généralisé de f sur M par
M( \) = e,\l\/l
si bien que M se décompose en :

M = @ M.

ek
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Remarque 1.29. Cette définition est indépendante du polyndme annulateur fixé,
car le module ey M ne dépend que de I'image de l'idempotent ey dans l'algebre
A[T]/P ou P estl'idéal engendré par les polyndmes annulateurs de f.

Puisque les polynomes P; sont étrangers dans A[T], le noyau de 1'endomor-
phisme P(f) se décompose en la somme directe des noyaux des morphismes
P5(f), si bien que I'on peut identifier M(,) et Ker P5(f). En particulier,

Lemme 1.30. Si f et g sont deux endomorphismes de M tels que f — g soit un endo-
morphisme nilpotent de M, alors les (\)-espaces propres généralisés de f et g coincident.

Si O est un des corps K ou k, on peut prolonger naturellement la définition
des (\)-espaces propres généralisés par

(M @a O)(A) = /VI(A) Qp O.

Ces deux modules sont reliés aux espaces propres généralisés usuels de f par la
proposition suivante :

Proposition 1.31. Pour \ € A,

(i) le K[T]-module (KM)\) := M) @ K est isomorphe i la somme des ji-espaces
propres généralisés usuels pour i parcourant I'ensemble des scalaires congrus a \
modulo {;

(ii) le k[T]-module My := My ®n k est isomorphe au X-espace propre généralisé
usuel associé a \ € k.

Plus généralement, pour tout anneau O parmi (K, A, k) on peut définir un
endofoncteur C —— () de la catégorie des complexes bornés de A[T]-modules
de type fini sur A. C’est un foncteur exact; a ce titre, il vérifie

1.3.2 L’endomorphisme de Frobenius sur Rl (X, O)

Soit X une variété quasi-projective muni d"un endomorphisme de Frobenius
F définissant une [ 4-structure rationnelle sur X, et d"une action d"un groupe fini
H commutant a I'action de F. Le complexe RI(X, A) est alors un complexe borné
de OH X (F)mon-modules.

Afin de pouvoir utiliser les constructions précédentes, il est commode que les
termes de ce complexe soient de type fini, ce qui n’est généralement pas le cas.
Néanmoins, le théoréeme 1.26 nous assure 'existence d"un complexe ¢ de OH-
modules de permutations ainsi que de morphismes H-équivariants f : ¢ —
€ etg : € — C inverses I'un de l'autre dans la catégorie K?(OH-Mod). Par
transfert, on définit un endomorphisme .% sur ¢ par .# = f o F o g. Notons que
sa définition dépend du choix des fonctions réalisant I’'homotopie entre C et ¥,
mais que les images de .# et F coincident sur la cohomologie de X. En particulier,
ona
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H*(%(n) =~ H(X, O)n
I'espace propre de droite étant associé a I'endomorphisme de Frobenius F.

Si les termes de ¢ sont en plus projectifs (par exemple si H agit librement),
les espaces propres généralisés %(,) sont aussi des éléments de CP(OH-proj),
mais souvent de longueur bien plus petite. On peut ainsi espérer retrouver des
représentants explicites, a homotopie pres, de chacun de ces espaces propres, et
donc du complexe total RI(X, A). C’est la méthode que nous adopterons dans le
chapitre 4.
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Chapitre 2

Décomposition des variétés de
Deligne-Lusztig

Contexte

Ce chapitre et les suivants sont consacrés a 1'étude, sous différents aspects,
des représentations d’une certaine classe de groupes finis dits groupes réductifs
finis ou groupes finis de type de Lie. Depuis les travaux de Steinberg [89], on sait ob-
tenir ces groupes comme les points fixes d"un groupe algébrique réductif G sous
une isogénie F. L'intérét de cette construction est double : elle permet, d'une
part, de dériver des propriétés structurelles de G' a partir de celles de G et,
d’autre part, de construire des variétés algébriques non triviales munies d’actions
du groupe fini GF. L'introduction puis I'étude de ces variétés et leur cohomolo-
gie par Deligne et Lusztig dans la série de travaux [29] puis [62]-[64] a permis
d’élucider de nombreux mysteres en théorie des représentations ordinaires des
groupes réductifs finis, aboutissant entre autres a une classification complete des
caracteres irréductibles dans l’esprit du programme de Langlands. A 1'aide des
outils introduits au chapitre 1, on tachera dans notre travail de généraliser cer-
tains de leurs résultats au cadre modulaire.

Plus précisément, Deligne et Lusztig ont défini deux familles de variétés X(w)
et Y(w), indexées par le groupe de Weyl de G, sur lesquelles le groupe fini G*
agit. Cependant, en dehors de certains cas tres particuliers, la géométrie de ces
variétés est riche mais trés mal comprise et le calcul de leur cohomologie reste
un probleme difficile. La stratégie adoptée dans ce chapitre pour résoudre ce
probleme consiste a décomposer ces variétés en des pieces X, pour lesquelles on
pourra déterminer explicitement le complexe de cohomologie RI'.(X, O), et ceci
pour n'importe quel anneau de coefficient O parmi (K, A, k). Les décompositions
que l'on effectuera ne sont pas stables par GF, mais le sont en revanche par un
sous-groupe unipotent maximal U’ ; on espére donc obtenir ainsi la restriction
a UF de la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig. Néanmoins, ces calculs
s’averent pour l'instant possibles pour certains quotients de X(w) et Y(w) seule-
ment. Cela se traduit notamment par une perte d’informations concernant les re-
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présentations modulaires qui n’interviennent pas dans des modules de Gelfand-
Graev ou leurs induits (les détails seront donnés au cours de la section 3.3.2).

Ce chapitre est organisé de la facon suivante : la premiere partie précise les
définitions des groupes réductifs finis et des variétés de Deligne-Lusztig, ainsi
que certaines de leurs propriétés significatives pour notre étude. Le cas particu-
lier ot1 w est un élément de Coxeter y est développé, car il donne un apergu de la
géométrie du quotient UM \X(w) de la variété X(w) par le groupe unipotent UF.
Les outils nécessaires a 1’étude de ce quotient sont mis en place dans la deuxiéme
partie. On y étudie une décomposition de la variété de drapeaux introduite par
Deodhar dans [31], ainsi qu'une généralisation due a Curtis [25]. Le point de
vue adopté ici est celui de Morel [68], qui montre que ces décompositions s"ob-
tiennent déja au niveau des variétés de Bott-Samelson par des théorémes géné-
raux de Bialynicki-Birula [2]. Enfin, on releve explicitement ces décompositions
aux variétés quotient D(U)F\X(w) puis D(U)F\Y(w), ce qui permet de déter-
miner la cohomologie de chaque piece. Si cela ne suffit malheureusement pas
pour retrouver la cohomologie des variétés quotient, on peut toutefois calculer
les contributions de certains caracteres de UF supposés suffisamment complexes.
Le résultat principal dans cette direction est le corollaire 2.54, qui montre que les
caractéres réguliers intervenant dans la cohomologie des variétés de Deligne-
Lusztig sont concentrés en degré moitié, pour une contribution qu’on détermi-
nera explicitement. Dans une derniere partie, on tichera de généraliser partielle-
ment ce résultat a d’autres types de caracteres.

2.1 Premiere décomposition

2.1.1 Groupes réductifs finis

On reprend les notations du chapitre 1 : on fixe un nombre premier p et une
cloture algébrique F = [, du corps fini a p éléments. Sauf mention explicite,
toutes les variétés algébriques considérées dans ce chapitre seront définies sur F.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F, muni d"une isogé-
nie F dont une certaine puissance est un endomorphisme de Frobenius. En d’au-
tres termes, il existe un entier positif J tel que F° définisse une I 4s-structure
déployée sur G, q° étant une certaine puissance entiére de la caractéristique p.
On désignera par G = G’ les points fixes de G sous F. C’est un groupe fini, ap-
pelé groupe réductif fini. Plus généralement, pour tout sous-groupe fermé H de G
stable par F, on notera H le sous-groupe fini de G associé.

Parmi les sous-groupes remarquables de G, on fixe un sous-groupe de Borel
B contenant un tore maximal T, tous les deux supposés stables par F. Ce choix
définit un systéme de racines ®, ainsi qu'une base A de ce systeme. L'ensemble
des racines positives (resp. négatives) sera noté ®+ (resp. ®~). De plus, F agit
sur le groupe de Weyl W de ce systéme de racines, de fagon compatible a 'iso-
morphisme W =~ Ng(T)/T. A défaut de stabiliser , F stabilise donc I’ensemble
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des réflexions de W. En particulier, si « est une racine, F(«) est un multiple po-
sitif d’une unique racine que 1'on notera ¢—!(«), définissant ainsi une bijection
¢ : & — & qui stabilise A et 7. On notera [A/¢] un systéme de représentants
des orbites de A sous l’action de ¢. Les groupes des caracteres et cocaracteres de
T seront notés X(T) = Hom(T, G,,,) et XV(T) = Hom(G,, T); ils sont en dualité
parfaite via le couplage usuel (, ) : X(T) x XV(T) — Z.

Soit U (resp. U™) le radical unipotent de B (resp. du sous-groupe de Borel B~
opposé a B par rapport a T). Chaque racine « définit un sous-groupe a un pa-
rametre U,, et on note u, : F — U, un isomorphisme de groupes algébriques.
Les groupes U et U™ sont stables par F, mais les sous-groupes U, ne le sont
pas forcément. Néanmoins, on peut choisir la famille (uq)ace de telle sorte que
la restriction de F a U, vérifie la relation F(ua(C)) = Ug(a)(¢ 92), ol g2 est la
puissance de p définie par F(¢(«)) = g5 Si de plus, d, désigne la longueur
de l'orbite de a sous ¢ et que I'on pose q, = ng;(a) e q;da_l ()’ alors le sous-

groupe U, est stable par F% et Ugda ~ Fg . On notera J (resp. q°) le plus petit
multiple commun des entiers d,, (resp. q,). L'endomorphisme F° est alors la plus
petite puissance de F définissant une structure rationnelle déployée sur G (qui
est alors une [ js-structure déployé). Indépendamment de ce choix, il sera par-
fois nécessaire de supposer que les isomorphismes u, vérifient les relations de
Chevalley, principalement pour les exemples de la section 2.2.3.

Exemple 2.1. Au cours de ce chapitre et des suivants, on accordera une attention
particuliére au cas des groupes linéaire et spécial linéaire, qui permettent d’illus-
trer de nombreux concepts abordés dans cette thése. Considérons donc le groupe
G = GL,(F), muni de 'endomorphisme de Frobenius standard F : (a; ;) — (aj ;
définissant sur G une [ 4-structure déployée. Pour cette isogénie particuliére, le
groupe des points fixes est clairement GL,(q). On définit B (resp. U) comme le
groupe des matrices triangulaires (resp. unitriangulaires) supérieures inversibles
et T comme le groupe des matrices diagonales inversibles. Le groupe de Weyl
Ng(T)/T s’identifie alors au groupe symétrique &, par l'intermédiaire des ma-
trices de permutation, les réflexions étant données par les transpositions (i, j) €
&,. Le systeme de racines est de type A,_1 et on peut choisir les matrices u,,;(()
de la forme

ua,'j(() = /n + C E,"j
ot (Ex )k, désigne la base canonique de Mat, ,(F). Le choix du signe n’a d’im-
portance que dans le cas ot on exige que les relations de Chevalley soient véri-
fiées [21, section 4].

2.1.2 Variétés de Deligne-Lusztig

D’apres [87, section 9.3], il existe un ensemble de représentants {w} de W
dans Ng(T) vérifiant la propriété suivante : si w = wyws est tel que {(w) =
(wi) + £(we), alors w = wiws. Les variétés de Deligne-Lusztig X(w) et Y(w) sont
alors définies par :
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Y(w) = {gU € G/U | g 'F(g) e UwU}
Tw l J TV
X(w) = {gB€G/B ! g 'F(g) € BwB}

ou m, désigne la restriction a Y(w) de la projection canonique G/U — G/B.
Ce sont des variétés quasi-projectives sur lesquelles G agit par multiplication a
gauche. De plus, le groupe T*F agit librement par multiplication a droite, et ,,
s’identifie a ’application quotient associée, induisant ainsi un isomorphisme G-
équivariant Y(w)/T"F ~ X(w). Parmi les nombreuses propriétés géométriques
de ces variétés, on retiendra principalement les suivantes [29], [46] :

Proposition 2.2. Les variétés X(w) et Y (w) sont quasi-affines, lisses et purement de
dimension {(w).

A la question de savoir si elles sont affines, on ne dispose pour l'instant que
de réponses partielles, méme dans le cas du groupe linéaire (cf. [29, théoreme
9.7], [8, théoréeme A], [48, théoreme 1.3] et [70, section 5]) :

Théoreme 2.3. Les variétés X(w) et Y(w) sont affines des que I'une des deux hy-
potheses suivantes est vérifiée :

o q est plus grand que le nombre de Coxeter ;

o w est de longueur minimale dans sa classe de F-conjugaison.

Notons que la deuxieme hypothese est vérifiée pour les éléments de Coxeter ;
nous étudierons en détails cette situation dans le chapitre 4. A titre d’exemple,
on peut, pour le groupe linéaire, expliciter la variété X(w) dans ce cas particulier
[29, exemple 2.1] :

Exemple 2.4. Pour le groupe linéaire G = GL,(F), la variété G/B s’identifie a
I'ensemble F des drapeaux complets de I'espace vectoriel F" :

F={{0}=VocViC---CV,=F"|dimV; =i}.

En effet, G agit transitivement sur cet ensemble et B est le stabilisateur du dra-
peau canonique. Via cette description, un drapeau V, appartient a X(w) si et
seulement si V, et F(V,) sont en position générale w, c’est-a-dire s’il existe une
base (e;) adaptée au drapeau Vi telle que (e, ;) soitadaptée a F(V, ). Choisissons
maintenant pour w 'élément de Coxeter (1,2,---,n); un drapeau V, € X(w)
vérifie alors V; = V1 @ F(V;) + --- @ F'=1(V4). On obtient ainsi

X(w) ~ {V1 € P(F") | dim (V1 4+ F(V1) +--- + F"}(W1)) = n}

~ {[Xl ixp i xp] € Pp(F) ! V(x1, -+ Xn) 750}
ot V(x1, -+, xp) désigne le déterminant suivant :
xg k8 xT
q g1
X2 X e X
V(x, Xp) = 2 2
xn X3 X3
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Puisque l'équation définissant X(w) force x; a étre non nul, on peut ramener les
coordonnées dans A,_1, et remarquer alors que X(w) est bien une variété affine
de dimension n — 1. Le méme calcul dans G/U donne

Y(W) ~ {(x1,%2, -+, xa) € An | (V(x1,-+  x0))9 7 =1}

l'action de T*F s’effectuant par multiplication sur chaque coordonnée, apreés
avoir identifi¢ T*F au groupe des racines (q" — 1)-iémes de I'unité dans F.

On peut aussi remarquer qu'une droite V4 appartient a X(w) si et seulement
si elle n’est contenue dans aucun hyperplan projectif stable par F. Cela permet
de factoriser le déterminant précédent selon les équations de ces hyperplans :

Vi, x) ~ [ (a4 + anxn).
[a1:--:an]€P(F D)

On trouvera plus de détails dans [11, section V.5, Exercice 6].

Un autre cas particulier important est celui des variétés associées a 1'élément
neutre de W. En effet, pour w = 1, on vérifie facilement que X(w) et Y(w) sont
des variétés de dimension nulle, respectivement isomorphesa G/B et G/U.

2.1.3 Les pieces X,(w) et Y,(w)

Pour x un élément de W, on notera Bx - B la cellule de Schubert associée a x,
c’est-a-dire I'unique orbite de G/B sous B contenant x. C’est une sous-variété
localement fermée de G/B, isomorphe a un espace affine de dimension ¢(x). En
vertu de la décomposition de Bruhat [21], 'ensemble de ces cellules forme une
partition de la variété de drapeaux :

G/B = | | Bx-B.
xeW

Via la projection canonique 7 : G/U — G/B, cette décomposition se releve en
une décomposition équivalente de G/U. En suivant [6], on peut considérer la
trace de ces décompositions sur les variétés X(w) et Y(w) et définir les pieces

Y. () = {gU € Bx-U| g F(g) € UiwU}
et Xi(w) = {gB € Bx-B| g *F(g) € BwB}.

Notons que ces sous-variétés ne sont pas forcément stables par l'action de G,
mais le sont en revanche par 'action de B.

Revenons a la décomposition de Bruhat : pour x € W on note S, et on appelle
variété de Schubert I’adhérence dans G/B de la cellule de Schubert associée a x.
Elle est formée de 1'union des cellules de Schubert By - B pour y parcourant
I'ensemble des éléments de W inférieurs a x pour l'ordre de Bruhat. En ce sens,
la décomposition de Bruhat est une stratification. Cette propriété n’est en général
pas préservée lorsque 1’on se restreint aux variétés X(w) et Y(w) mais on dispose
néanmoins du résultat suivant :
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Lemme 2.5. Pour toute numérotation W = {wy, wi, ..., w, } des éléments du groupe
de Weyl, compatible avec I'ordre de Bruhat inversé, les ensembles

Fi = |_|'ij(w)

j<i

définissent une filtration X(w) = Fo D F1 D ---Fp D Fpy1 = @ de X(w) en sous-
variétés fermées vérifiant F; . Fir1 = Xy, (w).

Par continuité, la préimage par m, d’une telle filtration fournit une filtration
de la variété Y (w) possédant les mémes propriétés. On dira que les décomposi-
tions (Xx(w))xew et (Yx(W))xew sont filtrables. Cette propriété est essentielle si
I'on veut espérer déduire des informations cohomologiques sur les variétés de
Deligne-Lusztig a partir de calculs sur leurs pieces. On utilisera a cette fin les
triangles distingués

RrC(YWi(W)' O) - ch(Fi: O) - ch(Fi-i-l: O) ~ (26)

donnés par la proposition 1.21.

En apparence, les pieces X, (w) et Y,(w) ne semblent pas moins complexes
que les variétés qu’elles décomposent. Néanmoins, les choses se simplifient gran-
dement dans le cas ot w est un élément de Coxeter. En effet, Lusztig a montré
[62] que dans ce cas particulier,

e la variété X(w) est contenue dans Bwy - B;

e la variété quotient U\X(w) est isomorphe a un produit de G,.

Autrement dit, les variétés X, (w) sont vides dés que x # wy, et le quotient de
Xuwo(w) par U est isomorphe a (G,,)“"). Ce résultat, tel qu’il est énoncé pour les
éléments de Coxeter, est trivialement faux pour les autres éléments du groupe de
Weyl. Par exemple, la variété X(1) rencontre toutes les cellules de Schubert as-
sociées aux éléments de WF. Nous verrons cependant dans la prochaine section
comment généraliser ce résultat en raffinant notre premiére décomposition (voir
section 2.3.3).

On termine cette partie en continuant I'exemple du groupe linéaire :

Exemple 2.7. On reprend les notations de 1'exemple 2.1 : on rappelle que w est

supposé égal au n-cycle (1,2,...,n). Pour [x; : --- : x5] € X(w) C P,_1(F) (avec
donc x,, non nul), on définit la fonction suivante :
1
f;([Xl T Xn]) = V(Xn,Xn_]_,...,Xi)-

1 n—i
Xn—i-q—i- +q

Alors on peut vérifier que chaque fonction f; est constante sur les U-orbites et que
f = (f, ..., f,_1) induit un isomorphisme entre U\X(w) et (G,,)" 1. Ceci peut se
faire soit par calcul direct, soit en utilisant [69, section 4.5, exemple 2] ou [83,
proposition 5.5.6].
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2.2 Décomposition de Curtis-Deodhar

Nous étudions dans cette partie une décomposition des cellules de Schubert
doubles en vue de I'appliquer aux pieces X,(w) et Y, (w) des variétés de Deligne-
Lusztig. Pour motiver notre démarche, considérons tout d’abord le cas particulier
ol x est I’élément de plus grande longueur wy. Cet élément est involutif et stable
par F. Vial'isomorphisme u € U — uwp - B € Bwy - B, la piece maximale X, (w)
s’écrit :

Xuo(w) = {ueU| wy tuT F(u)F(wo) € BwB}
~ {ueU|"(uF(u)) e BwBNU"}.

En particulier, 'application u — "0 (u~1F(u)) induit un isomorphisme entre le
quotient U\X,,(w) et la variété BwB N U~, laquelle est isomorphe a la cellule
double Bw-BNB™-B. Ces variétés, obtenues comme intersection de deux cellules
de Schubert pour des sous-groupes de Borel différents, seront I'objet de cette
partie.

2.2.1 Décomposition de Biatynicki-Birula dans les variétés de Bott-
Samelson

On commence par présenter un résultat général, dti a Bialynicki-Birula, per-
mettant de décomposer les variétés projectives lisses munies d’action de tores.
Malheureusement, les variétés qui nous intéressent ne sont pas projectives, mais
elles admettent toutefois une compactifiction lisse : les variétés de Bott-Samelson.
La détermination explicite des cellules de Biatynicki-Birula y est alors possible
grace aux calculs effectués par Harterich dans [53, section 1].

(i) Généralités sur la décomposition de Biatynicki-Birula. Le résultat princi-
pal de [2] concerne donc les variétés projectives lisses munies d'une action du
groupe algébrique G,. Plus précisément, pour une variété Z vérifiant ces hy-
pothéses, Biatynicki-Birula définit deux décompositions en sous-variétés locale-
ment fermées, chacune indexée par les intersections de composantes irréducti-
bles de Z&m. Pour simplifier I'énoncé de ses résultats, on supposera ici que I'en-
semble des points fixes de Z sous l'action de G, est fini, ce qui sera toujours
vérifié dans les cas ol on les utilisera.

Pour (), z) € G, x Z, on note \ - z l'action de A sur z et on choisit un plon-
gement de G, dans P1(F) de sorte que P1(F) \ G, = {0, oo}. Les hypotheses sur
la variété Z assurent alors que pour z fixé, les limites de A - z en 0 et oo existent
et sont des points fixes. On peut donc associer, a chaque élément a de Z®, deux
ensembles non vides Z7 et Z; définis par

Zf ={zeZ| /{imo)\-z: a}

et Z;:{ZEZ|/\Iim Az = a}

41



CHAPITRE 2. DECOMPOSITION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG

afin d’obtenir deux partitions de Z appelées décompositions en cellules contrac-

tantes et dilatantes :
z= || zit= 1] zo.

acZGm acZ6m

Le résultat principal de [2] renseigne sur la géométrie de ces ensembles :

Théoreme 2.8 (Biatynicki-Birula). Soit Z une variété projective lisse. Alors, pour tout
point fixe a de Z sous G,

o les ensembles Z7 et Z sont des sous-variétés localement fermées de Z ;

e les variétés 27 et Z sont des espaces affines.

Exemple 2.9. Considérons la variété projective lisse Z = G/B. Le tore maximal T
agit sur cette variété ; on peut donc associer, a chaque cocaractere x : G, — T,
une action de Gp,. Si x est supposé strictement dominant, c’est-a-dire s’il vérifie
(o, x) > 0 pour toute racine positive c, alors les points fixes de G/B sous l’action
de G, correspondante sont donnés par :

(G/B)S» = {w-B|we W).

Ainsi, les cellules de Schubert Bw - B et B~ w - B sont stables par 1’action de G, et
ne contiennent qu'un seul point fixe. On peut en outre vérifier directement que,
pour A € G,

x(\)bw - B = (><(A)b)W.BAﬁ0 w-B sibecB

et x\Nb'w-B = (XVp)w-B — w-B sib €B-

A—00

sibien que les décompositions en cellules contractantes et dilatantes de la variété
de drapeaux s’identifient aux décompositions de Bruhat suivantes :

G/B=||Bw-B=||Bw:B
wew weW

Plus généralement, pour x € W, les décompositions associées au cocaractere
x~1.x défini par (x~1 - x)(A\) = (x()\))* sont données par :

GB=||BwB=|]|(B)w:-B.

weW wew

(ii) Cas des variétés de Bott-Samelson. Rappelons que pour w € W, on note
Sw la variété de Schubert associée a w, définie comme 1’adhérence dans G/B de
la cellule Bw - B. Cette variété n’est en général pas lisse, mais Demazure en a
construit dans [30] une désingularisation 0 : BS — S, vérifiant les propriétés
suivantes :

e BS est une variété projective lisse et 0 est un morphisme projectif surjectif;

e 0 est un isomorphisme au-dessus de Bw - B.
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La définition de cette résolution nécessite 1'introduction de quelques notations :
on fixe tout d’abord une décomposition réduite w = sysp---s, de w. A chaque
réflexion simple apparaissant dans cette écriture correspond un sous-groupe pa-
rabolique standard Ps, = B U Bs;B. La variété de Bott-Samelson associée a cette
décomposition est alors définie par :

BS = BS(,

En d’autres termes, c’est le quotient de la variété P, x P, x - - - x P, par le groupe
B’ agissant a droite par (p1, ..., pr) - (b1, ..., br) = (p1b1, bl_lpzbz, s br__llprbr). Le
morphisme 0 : BS — S, qui envoie la classe [p;, ..., p/] € BS d’un élément
(p1,...,pr) € Ps x --- x Pg, sur la classe du produit p1p> - - - p, dans G/B, est ap-
pelé résolution de Bott-Samelson. On vérifie facilement qu’il satisfait les propriétés
énoncées précédemment.

s) T Ps, xg Ps, xg --- xg Ps,/B.

Le tore T agit naturellement sur la variété BS, par multiplication a gauche sur
la premiere composante, ou, de facon équivalente, par conjugaison sur chaque
facteur

t' [p11p2v---1pr] = [tp11p2v vpl‘] = [tp].vtp2V"'1tpr]'

de telle sorte que 0 est un morphisme T-équivariant. Les points fixes sous cette
action sont en nombre fini, représentés par les classes dans BS des éléments de
I'ensemble I' = {1,s1} x {1,s} x --- x {1,s.}; un tel élément sera appelé une
sous-expression de w.

Remarque 2.10. Le terme « sous-expression de w » n’a de sens que si une dé-
composition réduite de w a été fixée au préalable. Ce sera le cas dans toutes les
situations o1 'on fera cet abus de langage.

Fixons maintenant, comme dans I'exemple 2.9, un cocaractére x : G,, — T
strictement dominant et un élément x de W. On souhaite déterminer explici-
tement les cellules de Biatynicki-Birula pour 'action de G, sur BS induite par
x~1.x. Pour cela, on adapte les calculs effectués en [53, section 1] par Harterich :
pour une sous-expressiony € I, on considére l'immersion ouverte a, : A, — BS
définie par

a“/(zlv 22, .,2) = [u"/l(—al)(zl);yl' Uwz(—az)(z2)'.72v e Uvr(—ar)(zr)'.Vr]

ou «; désigne la racine simple associée a la réflexion s;. Lorsque y parcourt ', les
images de ces morphismes, que I'on notera A, forment un recouvrement d’ou-
verts de BS.

Exemple 2.11. Pour r = 1, la variété de Bott-Samelson associée a une réflexion
simple s est définie comme le quotient P;/B, lequel est isomorphe a la droite
projective P1([F). Elle se décompose en une réunion de deux ouverts isomorphes
a des droites affines

G/B=U,s-BUU_,-B

de la méme fagon que 'on peut décomposer P1(F) en P1(F) = {[z: 1]}U{[1: 2]}.
La compatibilité de ces deux décompositions est donnée par 1'égalité suivante :
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VzeGn Ua(2)s B =u_o(z71)-B
que l'on vérifie par un calcul direct dans SLy(F).

Chaque ouvert A, ne contient en fait qu'un seul point fixe sous l'action de
G, a savoir v ; pour le voir, et déterminer du méme coup la cellule contractante
associée a ce point fixe, on peut plonger la variété BS dans un produit de variétés
de drapeaux via le morphisme ¢ : BS — (G/B)", défini par

!([pr.p2, - pr]) = (p1-B,p1p2-B, ..., p1p2---pr - B).
Notons que 0 s’identifie & la derniere composante de ce morphisme. L'image
d'un élément de A, par ¢ s’obtient en composant a, et ¢ :

LO av(zl, ,Zr) :(U%(_al)(zl)’yl . B, U,Yl(_al)(zl)"}/lU,Y2(_a2)(22)’}/2 . B, )
Notons 7' = 71 - - - 7; le sous-mot de w formé du produit des i premiers éléments
de ~. D’apres [87, section 9.3], il existe un choix de représentants {w} de W dans
Ng(T) qui satisfont 1’égalité

Y1 FimtUy(—a)(Z0)Vi = Uyiap(F2i) - Fi = ug(£2i) 51 i
olion a posé &; = v'(—a;) afin d’alléger les notations. Lexpression précédente se
simplifie donc en

voay(zr, ..., zr) = (Upap (V' - B, tyi(Zay)(21)U2(—ay)(£22)7% - B, ...,

u’yl(—al)(zl)u'y2(—a2)(:l:z2) T u’y’(—ar)(izr)’yr : B)
= (ua,(z1)y! - B, uay (z1)ua,(£22)72 - B, ...,
ua (21)va, (£22) - - va, (27" - B).
Puisque l'action de A € G, via x ™! - y sur un élément de la forme u,(z) s’obtient
par A - ua(z) = uy ()\<a'x_1'x>z), on en déduit que

v(N-ay(z1, . ze)) o u(y) <= z =0 désque (& ,x1 x)<0.

Le morphisme ¢ étant injectif, on obtient ainsi la forme de la cellule contractante
associée a vy :

C(x) = ay({(z1,....z) | zr = 0 des que (&, x~'-x) <0})
= a,({(z1,....zr) | zi = 0 des que x(&;) € }).

En résumé,

Proposition 2.12. Soit x € W et x : G, — T un cocaractere strictement dominant
de T. Les points fixes de BS sous 'action de G, induite par x~1 - y sont exactement les
sous-expressions v € [ = {1,s1} x {1,s2} x -+ x {1,s,} et les cellules contractantes
sont données par

C(x) = {lty(—an) (210 Uy (o) (20)Fr] | Zi = O des que xy () € OT}

oit ' = ~y1 - - - y; désigne le sous-mot constitué du produit des i premiers éléments de .
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2.2.2 Applications aux cellules de Schubert doubles

Nous utilisons ici les calculs de la section précédente dans le but de détermi-
ner une décomposition des cellules de Schubert doubles Bw - B N (B*)v - B ot w, x
et v sont des éléments quelconques du groupe de Weyl. Comme précédemment,
on fixe une décomposition réduite w = s; - - - s, de w ; toutes les sous-expressions
de w considérées seront définies par rapport a cette décomposition. Pour v =
(71, ---,7r) €T, on définit les sous-ensembles suivants :

Jy(x) = {i =1,....r|xy < X'yis;}
={i=1..r|xy(a;) edt}
et L, = {i:1,...,r|7,-:s,-}.

Avec ces notations, les théoremes de décomposition de Deodhar [31, théoréme
1.1 et corollaire 1.2] et Curtis [25] s’énoncent de la maniére suivante :

Théoreme 2.13 (Deodhar, Curtis). Il existe une famille (D-(x))yer de sous-variétés
localement fermées de Bw - B telle que :

(i) Dy(x) est non vide si et seulement si J.,(x) C I,;
(i) si D,(x) est non-vide, il existe un isomorphisme de variétés

D,(x) =~ (G,)h=HXl % (G,,)—IHl;
(iii) pour v € W, la cellule de Schubert double admet la décomposition suivante :

Bw-BN(B)v-B= | | Dy(x)
vely

ou I, désigne le sous-ensemble de I formé des sous-expressions -y vérifiant v = v.

Démonstration. En suivant [68], on utilise la décomposition de la variété BS dé-
terminée dans la section précédente. Puisque le morphisme 0 : BS — S, est un
isomorphisme au-dessus de Bw - B, on peut définir les cellules D (x) comme les
restrictions des cellules C,(x). La décomposition

BSNo~!(Bw-B) = 07}(Bw-B) = | | (C,(x)no '(Bw-B))
yel
induit ainsi, via le morphisme 9, la décomposition suivante :
Bw-B= | |0(C,(x)no " (Bw-B)).
~ver

La cellule de Curtis-Deodhar associée a la sous-expression 7y est donc définie par
D, (x) = 9(Cy(x) N0~ (Bw - B)). Reste a la déterminer explicitement & partir de
la cellule C,(x). Pour cela, on reprend les notations de la section 2.2.1 : la variété
de Bott-Samelson admet un recouvrement ouvert (A, ) cr donné par les images
de la famille de morphismes (a,),cr. On remarque alors que :
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d a_l(BW'B) = A(S1y52 ----- sr)
expression (si, s, ..., Sr) ;

est exactement 1’ouvert correspondant a la sous-

e lintersection de A, avec cet ouvert se calcule comme dans I'exemple 2.11 :

AN Ass.s) = ay({(z1.....z) € A | 2 # 0 des que v; = 1})
=a,({(z1,....z7) €A |z #£0 desque i ¢ I, }).
D’autre part, d’apres la proposition 2.12, la cellule C,(x) s’écrit
C(x) = a,({(z1,....27) € A, | zi =0 des que i € J,(x)}).
En conjuguant ces deux égalités, on obtient finalement
Dy(x) = doay({(z1,--- ,z/) €A | zi=0sii€ Jy(x) et zi#0sii¢l}).

Les deux premieres assertions du théoreme sont alors claires (1'isomorphisme (ii)
étant induit par d o a,) ; la troisieme découle de I'inclusion 9(C,(x)) C (B)*y" - B
que I’on peut par exemple déduire de la proposition 2.12. O

La condition J,(x) C I, qui traduit le fait que la cellule de Curtis-Deodhar
associée a v est non vide, peut s’écrire sous plusieurs formes. On retiendra la
suivante, donnée dans [31], utile pour la construction inductive de telles sous-
expressions :

Définition 2.14. Soit v € T une sous-expression de w. On dit que y est x-distinguée
(ou seulement distinguée si x = wy) si elle vérifie la propriété suivante :

X’yi_l < X’}/i_l

S = i =5;.

La détermination explicite de 'isomorphisme 2.13.(ii) est fondamentale pour
la suite de notre travail. Evidemment, le calcul de la cohomologie des variétés
de la forme (G,,)? x (G,)® est trés simple, mais ce n’est pas exactement ce qui
nous intéresse. On cherche plutét a relever ces constructions aux variétés X(w)
et Y(w), ou, de facon moins optimiste, au quotient de ces variétés par D(U)" et
non U tout entier. Le fait de connaitre un paramétrage explicite de chaque cellule
nous permettra, dans la section suivante, de donner des équations relativement
simples de leur contribution a D(U)F\X(w) dans le but de calculer la cohomolo-
gie de ce quotient. Avant cela, on va préciser le paramétrage de D,(x) obtenu au
cours de la démonstration du théoreme 2.13.

Notations 2.15. Fixons une sous-expression x-distinguée v de w et définissons
la suite finie de racines suivante :

(D’Y(X) = (,yi(_a"))izl ret xy'(o;)ed—"

On veillera a ne pas oublier 1'ordre des éléments de cette suite, donné par les
indices /, ainsi que les multiplicités éventuelles pouvant apparaitre. A chaque
élément 5 = fyi (—a;) correspond une variable z3 choisie dans G, si y; = 1 ou
dans G, sinon. Avec ces notations, I'isomorphisme 2.13.(ii) s’écrit
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(Zﬂ)ﬁeda(x)'_’( H Uﬁ(Zg))’yr'B
BED(x)

Par construction, il donne donc un représentant canonique dans U* de chaque
élément de D, (x). On notera Q,(x) C U* I'ensemble de ces représentants.

Remarque 2.16. Dans le cas out v = 1, I'application v —— v - B induit un iso-
morphisme de BwB N (U* N U~) sur Bw - BN (BX) - B; toutefois, 'ensemble de
représentants Q. (x) n’est pas forcément inclus dans U* N U~. Nous verrons dans
la section 2.4.1 comment résoudre ce probléme.

I existe une représentation graphique des sous-expressions particuliérement
adaptée a notre situation. On utilise pour cela une représentation de réflexion
V du groupe de Weyl (par exemple V = XV(T) ®z R) dans laquelle on fixe
une chambre fondamentale C. Chaque hyperplan de réflexion coupe 1'espace en
deux composantes connexes : celle contenant C est marquée positivement, l'autre
négativement. Une sous-expression x-distinguée v définit alors un chemin de la
chambre x~1(C) vers la chambre (xy")~1(C), chaque morceau du chemin étant
représenté par 1'un des trois mouvements suivants, allant de (x7/'~1)~1(C) vers

(x7')"H(C) -

— |+ — |+ — |+
7i=1 Vi = Si Vi = Si
z3€ G z3€ G, z5 =0 (car x7/(a;) € &%)

Notons que la propriété d’étre distinguée pour une sous-expression implique que
le mouvement suivant est impossible :

Exemple 2.17. S5i W = (s, t) est un groupe de type As et x = w = wy = sts,
alors les sous-expressions v = (s, t,1) et § = (s, 1, s) sont distinguées. Elles sont
représentées par les chemins suivants :
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+ +

On en déduit que les cellules de Deodhar associées a ces sous-expressions sont
isomorphes a G, pour la premiére et G, x G, pour la seconde. Dans cet exemple
particulier, la seule sous-expression qui n’est pas distinguée est (s, 1,1); elle est
représentée en pointillés.

Pour conclure cette partie, il nous reste a traiter certains cas particuliers selon
le type de G ou la valeur de w, x ou v. Les exemples donnés ici seront pour la
plupart réutilisés dans les prochaines sections.

(i) La cellule maximale pour x = wy. Dans le cas out x est 'élément de plus
grande longueur wy, la cellule de Schubert double Bw-BNB~v-B estirréductible
(voir par exemple [74]). Sil’on suppose que Bw-BNB~v-B est non vide (ce qui est
le cas si et seulement si v < w), on en déduit qu’il existe une cellule D, (wp) dense
dans cette variété. On peut méme montrer (voir [31]) que v est 'unique sous-
expression distinguée qui vérifie J,(wp) = [, ; en particulier, la cellule associée
est isomorphe a (G,,)/(")=“"). On I'appelera la cellule de Curtis-Deodhar maximale.

Exemple 2.18. Pour G = GL,1(F), un groupe de type A,, il existe un lien étroit
entre la décomposition en cellules et les mineurs de matrices. Illustrons ce lien
dans le cas ot x = w = wp et v = 1: par le morphisme u —— u - B, la cellule
de Schubert double Bwy - B N B~ - B est isomorphe a BuwyB N U~. Dans le cas
du groupe linéaire, on connait explicitement I'ensemble (B™)B = wyBwB : il
est formé des matrices dont les mineurs principaux sont non nuls. Avec n = 2 et
W = (s, t), on obtient par exemple :

1 00
BwyBNU~ = b1 0)|c#0Qetab—c#0
c a1l

En considérant 1'alternative a # 0 et a = 0, on obtient une décomposition de
cette variété en BwoB N U~ ~ (G,,)® II G, x G,,, qui correspond exactement a
la décomposition en cellules de Curtis-Deodhar avec les sous-expressions dis-
tinguées (1,1,1) et (s, 1, s) de wy = sts. La cellule maximale est donc paramétrée
par les mineurs a, c et ab — c.
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Plus généralement, pour n quelconque, on note A = {1, ..., B} les racines
simples du type A, ordonnées de telle sorte que les sous-groupes a un parametre
associés parcourent la premiere diagonale de haut en bas et de gauche a droite.
Les réflexions simples correspondantes seront notées S = {ti, ..., t,}. On consi-
dere la décomposition réduite suivante de wy :

wo = tptp—1ththoth—1tp- - tito- - ty.

Alors, pour v = (1,1,...,1), la cellule D,(wp) est la cellule maximale de Bwy -
B N B~ - B. D’apres les notations 2.15, les éléments du systéme de représentants
Q,(wg) C BwoB N U™ sont donnés par

10 ... 0 1 0 --- 0
n n . 0 Z(”) 1 :
i =JI 11 wag” = |. T :
i=1 j=n—i+1 : u .
0 0 z,(,n) 1

ol les variables zj(') sont toutes supposées non nulles. On peut alors relier certains

mineurs de la matrice u(") & ceux de u("~1). Les relations qui nous intéressent sont
les suivantes, pour 1 < j <i<n+1:

détyi ;i (u™) = 2727 2V déty iy oy (uY)

ol on a noté dét, ; le déterminant extrait a partir des lignes d'indice / € / et des
colonnes d’indices j € J. On en déduit par récurrence la formule suivante :

i—j—1

, n — k) _(n—k —k

dEt[[i—jJrl;i]I,ﬂl;j]](“( )) = H Z/Eil )Zl((,ji-2 )"'Zlgrji-j :
k=0

Par conséquent, 'application

v (détﬂi_jﬂ D) (u)>1§j<i§n+1

définit un isomorphisme de la cellule maximale Q. (wp) vers (G,)"("+1)/2,

(ii) Cas ou w est un élément de Coxeter. Dans cet exemple, on note [A/¢] =
{41, B2, ..., Bm} un ensemble de représentants des orbites de racines simples sous
¢ et {ty, to, ..., tm} 'ensemble des réflexions simples associées, choisis dans un
ordre quelconque. Le produit w = tito... t,, de ces réflexions simples est un
élement de Coxeter tordu (au sens de [85, section 7]) ; pour cette classe particuliere
d’éléments, la décomposition de Curtis-Deodhar prend une forme tres simple
puisque l'on a

e Bw-BN(B¥)-B=2 desquex# w;

e Bw-BNB™-B=Dg,. 1)(w)~(Gm)"
En effet, la seule sous-expression de w dont le produit vaut 1 esty = (1,1,..., 1),
et celle-ci n’est x-distinguée que dans le cas ott x = wp. On retrouve ainsi, pour
les groupes déployés, le résultat donné dans [62, section 2] (voir la remarque 2.51
pour le cas non déployé).
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2.2.3 Sur I'adhérence des cellules de Curtis-Deodhar

Nous examinons dans cette section le probléme de déterminer I'adhérence
d"une cellule de Curtis-Deodhar. En dépit des apparences et des exemples traités
précédemment, on ne dispose pour l'instant d’aucune méthode générale pour
résoudre cette question. On donnera deux contre-exemples généraux (voir les
propositions 2.25 et 2.26) qui attestent de la difficulté de ce probleme. Ces com-
plications ne constitueront pas pour autant des obstacles majeurs pour la suite du
travail, puisque la propriété de filtrabilité est tout de méme vérifiée (cf. lemme
2.20).

On reprend les notations précédentes : w = s; ... s, est une décomposition
réduite de w et x est un élément quelconque de W. Rappelons que 'on peut
plonger la variété BS dans un produit de variétés de drapeaux via le morphisme
. : BS — (G/B)", défini par

[p1.p2, ... pr]) = (p1-B,p1p2- B, ..., p1p2--- pr - B).

Soit v € ' une sous-expression de w. Par construction de C,(x), ona

.
(G (x) c [[B*+ -B.
i=1
Puisque BS est une variété projective, le morphisme ¢ est fermé; il envoie donc
I’adhérence d’une cellule C,(x) dans BS sur 1’adhérence de +(C,(x)). L'ordre de
Bruhat, qui décrit les relations d’inclusion entre variétés de Schubert, induit un
ordre naturel sur I" défini par

§<v <= x§ <xy pourtout i=1,..,r

et on obtient
C(x) c |JGKx) et Dyx) c | Ds(x) (2.19)
0=y 6=y

ot D, (x) désigne I'adhérence de D,(x) dans la cellule de Schubert Bw - B. De ces
inclusions on peut déduire la filtrabilité de la décomposition de Curtis-Deodhar :

Lemme 2.20. Soient w,v,x € W fixés, et w = sy - - - s, une décomposition réduite de
w. En numérotant I'ensemble I',(x) = {70, 71, ..., Ym} de fagon compatible a I'ordre <,
les relations F; \ Fi11 = D, définissent une filtration Fo O F1 D -+ D Fn D Fpp1 =
@ de Bw - BN B~ v - B en sous-variétés fermées.

La propriété de filtrabilité est en fait toujours vérifiée pour les décompositions
de Biatynicki-Birula de variétés projectives [3]. En revanche, d’autres hypotheéses
sont nécessaires si ’on souhaite obtenir des stratifications (un critere est donné
dans [3]) ; pour les variétés de Bott-Samelson, ces hypotheses ne sont en général
pas vérifiées, ce qui ne laisse que peu d’espoir pour que la décomposition de
Curtis-Deodhar soit une stratification. Les deux questions suivantes résument
les problemes qui peuvent se poser dans notre situation :
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Question 2.21. L'adhérence de D, (x) est-elle une union de cellules ? En d’autres
termes, est-ce que la partition (D,(x))yer définit une stratification de la variété
Bw-B?

Question 2.22. Si § est une sous-expression vérifiant § < +, a-t-on nécessaire-

ment D, (x) N Ds(x) # @7

S’il est possible de donner une réponse positive a ces deux questions dans des
cas particuliers — si w est un élément de Coxeter ou si vy est maximal (cf. la fin de
la section 2.2.2) — on montre dans les sections suivantes que ce n’est pas vrai en
toute généralité.

(i) Formules de Chevalley pour le type B,. A partir de maintenant et jusqu’a
la fin de cette partie, G désignera un groupe quasi-simple de type B, (on peut
par exemple choisir pour G le groupe orthogonal SO, 1(k)). Le groupe de Weyl
W = W, et son systéme de racines correspondent donc au diagramme de Dynkin
suivant :

t to t3 ty th—1  tn

On notera S = {t1, ..., t,} 'ensemble des réflexions simples et A = {1, ..., On}
les racines simples associées. Rappelons que ¢ est formé de n? racines positives,
dont I'expression en termes des racines simples est donnée par [11, planche II] :

o Bi+fBiy1+--+ B pourl <i<j<n;

® 261+ +28i +Big1+---+ B pourl1 < i <j<n

Afin de pouvoir effectuer des calculs explicites, on choisit une famille d’iso-
morphismes (uy)qace Vérifiant la formule des commutateurs de Chevalley (cf.

[21, théoréeme 5.2.2]). Autrement dit, si o, 6 € ® sont des racines linéairement
indépendantes, et x, y € [ des scalaires quelconques, on a :

[ua(x); up(y)] = ua()up(y)ua(=x)us(=y) = [T viptia(Ciga (—y)'x')
ij>0
ot le produit est calculé sur les couples (i, ) tels que i + jo € , dans un ordre

croissant pour i/ + j. On donne ici les cas particuliers dans lequels cette formule
sera appliquée par la suite :

Formules 2.23. Soient x,y € F. Pour o, 3 € " eti=2,...,.n—1,0na
(i) sia+ 3 ¢ & alors

ua(x)up(y)ua(—x) = ug(y);
(i) sia=—0iet 6=—LFit1— -+ — By alors
Ua(X)u,B(y)uoz(_X) = Ua—i-,@(ixy)uﬁ(y);
(iii) sia = =201 — o — -+ — Boret f = —P2— - — 3 alors

ua(X)up(y)ua(=x) = tasp(Exy)us(y);
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(iv) sia = —fj— -+ — fBp_1 et =—0, alors
ua(x)ug(y)ua(=x) = ug(y)uats(£xy);
(v) sia=—01—---— [Bp_1et f=—0, alors

[Ua(X) ' Uﬁ(Y)] = U2a+ﬁ(iX2Y)ua+ﬁ(iXY)'

Remarque 2.24. Les valeurs des constantes Cjjg, peuvent étre déterminées par
[21, section 4.3]. Les signes de ces constantes dépendent d"un choix sur certains
éléments de la base de Chevalley de l'algebre de Lie de G (a savoir les paires
extra-spéciales, cf. [21, section 4.2]). Néanmoins, ces choix ne seront pas signifi-
catifs dans nos calculs et nous utiliserons la notation =+.

Dans un soucis de simplicité, on s’attachera uniquement au cas olt x = wy
dans les exemples suivants. Toutes les sous-expressions x-distinguées seront sim-
plement distinguées, les cellules de Curtis-Deodhar seront notées D, et les suites
de racines apparaissant dans I’écriture canonique de leurs éléments ®., (cf. nota-
tions 2.15).

(ii) Obstruction a la stratification. On commence par donner une réponse né-
gative a la question 2.21. Pour cela, on considere I'élément w de W,, défini par la
décomposition réduite suivante :

W = thtp_1---Doltita - th_1tptp—1-- - D2lito - th—1

et on définit les sous-expressions distinguées v, d € I par :

v = (1, th—1, th—2, ..., to, 1, tr, ..., th—1, 1, th—1, ..., b2, 1, tr, ..., tn—l)
et o = (1, th—1,th—o, ..., b, t1, 1,1, 1 tn—l)-
La dimension des cellules associées a ces sous-expressions est donnée par le
théoreme 2.13. On peut facilement vérifier que dim D, = 2n et dimDs = 3n — 3,
bien que les deux sous-expressions vérifient § < . Par conséquent, pour n > 4,
I'adhérence de la cellule D, ne peut contenir entierement la cellule Ds, ce qui
force au moins l'une des deux questions a avoir une réponse négative. On va en
fait prouver le résultat suivant :

Proposition 2.25. L'adhérence de D, dans la cellule de Schubert double Bw-BNB~-B
contient une sous-variété de Dg de dimension n.

Démonstration. (i) Soit W le sous-ensemble du systeme de racines ¢ défini par

V= {_2ﬁ1_"'_2ﬁn—1_ﬁn;_ﬁ2_"'_ﬁn;_ﬁ3_"'_ﬁn;--- ) _ﬁn—l_ﬁn;_ﬁn}-

Puisque la somme de deux éléments de cet ensemble n’est jamais une racine, les
sous-groupes a un parametre associés commutent entre eux. Considérons 1’en-
semble 2 suivant :

Q = H uﬁ(Gm) c U,
pev
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Par la remarque précédente et la formule 2.23.(i), ce produit ne dépend pas de
l'ordre dans lequel on le calcule. On va montrer que son image dans G/B, notée
V = Q- B, estincluse a la fois dans D, et Ds, ce qui prouvera la proposition.

(i) A l'aide de [11, section V.4.1], on peut calculer explicitement les éléments de
la suite ®5 définie en 2.15; leur opposé est donné par

—®5 = (Bn:201+ 6o+ +Bn-1:52:835...: Bn2i
Bn-1+BniBn—2;..:03:02:201 + B2+ -+ + Bp-1
i+ +Bn1iBat 4 Bootii Boo1).
En reprenant les notations données en 2.15, chaque élément de D; s’exprime en
fonction des variables (x3)sce;, qui appartiennent a G,, ou G, selon la valeur
du §; correspondant. Ici, on peut vérifier que les (2n — 2) premieres variables
correspondent a des variables dans G, tandis que les (n—1) derniéres parcourent
G.. Sibien que pour 'y = (yi, ..., ¥n) € (Gz)", on peut construire I'élément de D;s
associé a la spécialisation suivante :
(Xﬁ)/@6¢5 = (y11y2v e Yn—1Yn —Yn—-1,--.» —Y3, 7 Y2, Ov vO)

Le représentant uy € U™ correspondant s’écrit
by = UEH (yl)u§ﬁ1+ﬁ2+"'+ﬁnfl (v2) vy u§ﬁ1+62+"'+ﬁn71 (=2)

avec v = () e up, g, (vn) o U (2ys)
en notant u}, = u_, le sous-groupe a un parametre correspondant a la racine —a.
On adoptera cette convention jusqu’a la fin de cette section afin de rendre les
calculs plus lisibles. Par applications successives des formules 2.23.(i) et 2.23.(ii),
I'expression de vy se simplifie en
W = U, (Y3 Yn) G g s, (FYn-1yn)u, g, (Yn)-
En réinjectant cette expression dans la définition de vy et en utilisant les formules
2.23.(i) et 2.23.(iii), on obtient
uy = uj,(V1)U3s, 426, 45, (EY2 " Yn) vy
- uEn(yl)u;ﬁ1+"'+2ﬁn—1+ﬁn(iy2 o 'y”)ug2+"~+ﬁn(j:y3 i Yn) u;n—l"l‘ﬁn(yn).

Puisque tout élément de Q peut s’écrire sous cette forme, on en déduit que Ds
contient la variété V, qui est bien siir de dimension n.

(iii) Comme précédemment, il est facile de déterminer la suite des racines ap-
paraissant dans 1’expression canonique des éléments de D, (cf. notations 2.15).
L’opposé de cet ensemble est donné par

-, = (Bn;ﬂl+"'+5n—1;B2+"'+5n—1;---;5n—1;
BniBi+-+Bn1ifat+PBn1i.ifBn1)-

Pourz = (z1, -+, zy, t) € (Gm)™?, on peut considérer le représentant u, € U~ de
I’élément de D., associé au choix de variables suivant :

(x8)ged;, = (zn, 21t, 2ot?, 2312, . Zp 1t 172, —zit, —2ot?, —z3t?, .., —z,_1t2).
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Puisque chacune de ces variables est supposée non nulle, il est ici inutile de
vérifier quelle racine correspond a une variable de G, ou G,. De plus, on peut
changer I'ordre de certains termes de cette suite en utilisant la formule 2.23.(i) et
ainsi obtenir

Up = uf (Zo)Ujy 4. yp (Zit) o uf 5 (—21t).

avec v, = UZ2+...+gn_1(22f2) - UEH_I(Zn—1t2)UEn(t_2)UEn_1(_Zn—l t2) .-
Par applications successives des formules 2.23.(i) et 2.23.(iv), I'expression de v,
se simplifie en

Ve = U5, (870G, (2205, (H23) - U5, g, (£ 201)-

On utilise alors les formules 2.23.(i) puis 2.23.(v) pour obtenir

e = 0 (20) [y, (210): 05, ()] e
= U5, (Z0)U35, 428, 10, (F2) Uy g, (F21ET e
Cette expression admet donc une limite en t = oo, donnée par
Jim ;= U, (20)U35, 1y, 1 (F2D) Uy, (£22) o 0y, (F2nm1).

A nouveau, on observe que chaque élément de Q peut étre écrit sous cette forme,
ce qui prouve que la variété V = Q - B est aussi contenue dans 1’adhérence de la
cellule D,. O

En résumé, on a construit, pour tout entier n > 4, deux sous-expressions
distinguées v, § € I'; vérifiant

e d=1;
[ DggD_;
° dimEﬂDg > n.

En particulier, la réponse a la question 2.21 est négative, contrairement a ce qui
est démontré dans [90].

(iii) Disjonction des cellules. On s’intéresse maintenant au probleme posé par
la question 2.22. Le groupe G est toujours supposé de type B,, mais dans le cas
particulier ot n = 3. Dans cet exemple, on considere deux sous-expressions de
wo associées a la décomposition réduite wy = t3tatitatztotytoty :

o= (1nlLtlhtlnh)
et 7= (1Lt t,11 1t t).
Ces sous-expressions vérifient 7 < o, et les cellules associées sont des sous-
variétés de B~ t, - B de dimension 6. Pourtant,

Proposition 2.26. L'adhérence D, de D, dans la cellule de Schubert Bwy - B est dis-
jointe de la cellule D, donnant ainsi une réponse négative a la question 2.22.
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Démonstration. A l’aide de [11, section V.4.1], on peut déterminer tous les sous-
groupes a un parametre apparaissant dans I'expression canonique des éléments
de D, et D (cf. notations 2.15). Les racines correspondantes sont données par les
suites :

—b, = (B3 51+ B2:P2: 83201+ B2 b1 + f2)
et —®, = (B3:201+ B2 B2+ B3 1: 201 + B2 B1 + Ba).

Par définition, chacune des deux cellules est contenue dans B~ t,-B, mais puisque
la racine —/%; n’apparait pas dans I'ensemble @, la cellule D, est en fait contenue
dans (B~ N 2B7)t, - B. Cette derniére variété étant fermée dans B~ t, - B, on en
déduit que I'adhérence de D, dans la cellule de Schubert double Bwy-BNB~t,-B
est aussi contenue dans (B~ N “2B~)t, - B.

D’un autre c6té, — 3 n’apparait qu'une seule fois dans ¢, et la variable cor-
respondante appartient a G,. Plus précisément, pour /i = 7ona:

o 7/ = trt1ty et 7; = 1 sibien que i ¢ I, correspond a une variable dans G, ;

o 7/(—a;) = 7/(= 1) = tatrta(=P1) = —fu;
ce qui entraine que l'intersection de la cellule D, avec (B~ N %B~)t, - B (et donc
avec I'adhérence de D,) est vide. O

Remarque 2.27. La situation de disjonction n’est pas spécifique a la dimension 3.
L'exemple précédent s’étend facilement au type B, en concaténant o et 7 avec la
sous-expression distinguée de v = t,, - - - taty to - - - t,, définie par :

n=(11,..,1t11t1 .,1).

Les cellules de Curtis-Deodhar associées aux sous-expressions & = n-o et 7 = n-7
sont alors de dimension 2n+2, et satisfont pour autant la proposition précédente.

2.3 Application au calcul de la cohomologie de la piéece
maximale

Nous nous intéressons ici a la cohomologie des pieces maximales des variétés
de Deligne-Lusztig. Les décompositions de Curtis-Deodhar étudiées précédem-
ment se relevent naturellement en des décompositions de X,,,(w) et Y, (W) en
des sous-variétés localement fermées stables par 1’action de U. Le calcul de la
cohomologie de chaque sous-variété n’est pour autant pas plus aisé; pour sim-
plifier le probleme, on choisit de se restreindre au quotient de chaque cellule par
D(U)F. On récupere ainsi de nombreuses informations sur les caractéres linéaires
de U apparaissant dans la cohomologie des pieces maximales.

Détaillons les différentes étapes de cette étude : on commence par relier cer-
taines cellules de Schubert a la piece X, (w) afin d’utiliser les résultats de la sec-
tion précédente pour en définir une décomposition en une famille de cellules
(X,) indexées par les sous-expressions distinguées de w. La détermination des
quotients D(U)F\X, est alors rendue possible par :
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e le paramétrage des cellules de Curtis-Deodhar donné en 2.15;
e une description explicite du quotient D(U)F\U.

Pour résoudre ce dernier point, on donne un procédé général pour construire des
quotients de la forme VF\B, pour une classe assez large de sous-groupes V de U
(cf. proposition 2.29). Grace aux outils développés, on est alors en mesure de don-
ner des équations explicites pour D(U)F\X,. Si cette construction ne se reléve pas
directement a D(U)F\Y(w), on peut, en revanche, en construire un revétement
abélien qui aura la forme souhaitée. Ce revétement se décompose alors en un
produit de courbes pour lesquelles on peut calculer directement la cohomologie
en utilisant les résultats de [7], et en déduire finalement celle de D(U)"\Y(w)
(théoremes 2.43 et 2.53). La description obtenue est particulierement intéressante
lorsque I’on se restreint aux caracteres réguliers, et sera amplement utilisée dans
le prochain chapitre. On montre en effet que seule la cellule maximale peut conte-
nir des caracteres réguliers dans sa cohomologie, et qu’ils sont de plus concentrés
en degré moitié.

Il nous a semblé tres éclairant de commencer par traiter le cas du groupe G =
GL3(F). On peut illustrer sur cet exemple la plupart des méthodes développées
dans les différentes sections de cette partie.

2.3.1 L’exemple de GL;([F)

On suppose donc dans cette section seulement que G = GL3(F). Le groupe
de Weyl s’identifie alors au groupe symétrique W ~ G3, engendré par les trans-
positions s = (1,2) et t = (2, 3). Comme mentionné au début de la partie 2.2, on
peut, via I'isomorphisme v € U — uwp - B € BwyB, écrire la piece maximale de
la variété de Deligne-Lusztig X(wp) comme suit :

XWO(W()) = {gB €Bwy-B ‘ g_lF(g) S BWOB}
~ {ueU|(uF(u))* € BwgBNU~}.

Le groupe G est ici assez petit pour que 1'on puisse y effectuer des calculs con-
crets : étant donné un élément v € U écrit sous forme matricielle

1 a c

u= 101 b

0 01
1 0 0
on trouve (u=F(u))m = b9 — b 1 0
c9—c—ab9—b) a%—a 1

D’autre part, on a vu au cours de 'exemple 2.18 que la cellule de Schubert double
Bwp - BN B~ - B estisomorphe a BwyB N U™, laquelle peut s’écrire

1 0 0
BwBNnU™ = b1 0f||c#0etadb—c#0
¢ a1
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En identifiant U a A3, on en déduit une expression explicite de la piece maximale,
donnée par

XWO(W()) ~ {(a,b,c) EA3 Cq_C_a(bq_b)#O }

c9—c—a9(b?—b)#0

Méme sur cet exemple particuliérement simple, on s’apercoit de la difficulté
de calculer la cohomologie de cette variété. On peut néanmoins contourner ce
probléme en considérant le quotient de la piece maximale par D(U)F. Pour le
construire, on remarque que ce groupe, isomorphe a F, agit par translation sur
la troisiéme variable seulement. La projection Xy, (wp) — D(U)F\Xy, (wp) cor-
respond alors par exemple au changement de variable C = c9 — c — a(b? — b), ce
qui donne

D(U)F\X o (wo) =~ {(a,b, C) € by x G| C — (a% — 2)(b7 — b) #0}.

Reste a appliquer la décomposition de Curtis-Deodhar pour la variété BuwgB N
U~, obtenue explicitement dans I'exemple 2.18. L'alternative &’ # 0 ou @ = 0
se traduit ici par a7 — a # 0 ou a? — a = 0. En résumé, le quotient de la piece
maximale par D(U)F se décompose en
e une sous-variété fermée Xy définie par I'équation a9 — a = 0, c’est-a-dire
a € [ 4. Avec la description précédente du quotient, X¢ est donc isomorphe
aFg x A1 X Gy, le groupe D(U)F\U ~ F} x F} agissant par translation sur
les deux premieres composantes ;
e une sous-variété ouverte X, définie par I'équation a9 — a # 0. Apres le
changement de variable C' = C/(a% — a), on peut extraire la variable a, et
écrire X, comme le produit suivant :

Xo = L7Y(Gp) x {(b,C') € Ay X Gy | C' # b9 — b}
~ L7YGp) x (A1 X Gm) N L7YH(Gp))
ou L est I'application de Lang z — z9 — z et L71(G,,) = A1 ~ A1(Fy) se
plonge dans A; x G, via le morphisme b —— (b, b9 — b).

Les cellules X¢ et X, peuvent donc étre exprimées en fonctions de variétés dont
on sait calculer la cohomologie. On peut par exemple vérifier que le groupe Us
agit trivialement sur la cohomologie de X¢. Avant de préciser ce phénomene, on
introduit quelques notations utiles par la suite :

Notations 2.28. Puisque ¢ est premier a la caractéristique, 'idempotent primitif
e, associé a un caractere linéaire ¢p : S — AT d’un p-groupe S s’écrit

ey = % Zi/}(x)x_l € NS.

x€ES

Le module A sur lequel S agit par 1) sera noté A,. Il s’identifie a e;AS.

En utilisant les propriétés données en section 1.2.2, on peut vérifier que pour
tout caractere linéaire 1) de U dont les restrictions a U, et Ug sont non triviales,
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la composante 1)-isotypique de la cohomologie du quotient D(U)F\X,,, (wp) est
donnée par

esHE (D(U)F\X o (w0), A) = esHE (X0, A) = Ay[-3].

En d’autres termes, les caracteres réguliers n’apparaissent que dans la cohomo-
logie de la cellule maximale, et en un seul degré. Ce phénomene n’est pas spéci-
fique a GL3(I), et le but de cette partie sera de montrer ce résultat pour les pieces
maximales X, (w) et Y, (W) sans conditions sur G ou w.

2.3.2 Sur certains quotients des variétés de Deligne-Lusztig

Fixons un élément quelconque w de W et considérons la piéce maximale de
la variété de Deligne-Lusztig X, (w) donnée par :

Xw(w) = {g € Bwy-B|g 'F(g) € BwB}.

Afin d’effectuer des calculs explicites, on utilisera plutot la description suivante,
donnée par I'isomorphisme v € U — uwg - B € Bup - B :

Xo(w) ~ {ueU| (v F(u))™ e BwBNU"}.

On remarque alors que le morphisme v — (v~1F(u))" induit un isomorphisme
du quotient U\X,,(w) sur BwBNU™ (la surjectivité étant donnée par le théoreme
de Lang). Comme on l’a vu au cours de 1'exemple précédent, I'expression de
u~F(u) est en général trés complexe par rapport a celle de u et un paramétrage,
méme simple, du quotient U\X,, (w) donne des équations pour X, (w) diffici-
lement exploitables . En revanche, on peut relier beaucoup plus facilement les
classes de u et u=1F(u) dans U/D(U), ce qui suggere de s’intéresser plutdt au
quotient de X, (w) par D(U)F. Le but de cette section est de décrire ce type de
quotients tout en gardant la trace de ’élément u=1F (u).

(i) Description des quotients VF\B. A tout sous-groupe fermé V de U normalisé
par T, on peut associer le sous-ensemble de racines ®y défini par

oy = {aed|U, CV} CoOt.

Sion suppose de plus que V est stable par F, alors ce sous-ensemble est stable par
¢. Fixons un ordre total sur ®* pour lequel les éléments de ®y sont inférieurs a
tous les éléments de ¢\ ®y. L'application produit associée a cet ordre détermine
alors un isomorphisme de variétés

B:<HUQ>><< 11 Ua>><T

acdy a€dt by
——
\")

compatible avec l'action de F. Sous I'’hypothese supplémentaire ot V est aussi
distingué dans U, on obtient donc un isomorphisme de variétés B ~ V x V\B.
Plus précisément, on dispose de :
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e un morphisme de variétés V-équivariant f : B — V dont la restriction a
V est l'identité;
e un morphisme de groupes algébriques my : B — V\B, compatible avec
I'action de F;
e une section j : V\B — V de my comme morphisme de variétés, définie
par la relation b = f(b) j(my(b)).
Avec ces notations, le quotient V'\ B peut étre construit de la maniere suivante :

Proposition 2.29. SiV est un sous-groupe fermé de U, distingué dans B et stable par F,
alors U'application p : b € B —— (b~1F(b), my(b)) € B x(V\B) induit l'isomorphisme
B-équivariant de variétés suivant :

VAB =~ {(b, h) € B x (V\B) | my(b) = h™1F(h)}
ot B agit sur le couple (b, h) par multiplication sur h seulement.

Démonstration. Soit b un élément de B; avec les notations précédentes, b se dé-
compose en b = f(b) j(my (b)), et on peut calculer

b~ F(b) = (F(b)"MF(£(b)))/vED j(my (b))~ F(j(my(b)))-

Puisque V est distingué dans B, on en déduit que
my (5LF()) = v (j(mv(5) (v (5))) = mv(B)Fla(b).

Par conséquent, 'image de ¢ est formé des couples (b, h) € B x (V\B) tels que
mv(b) = h=*F(h).

De plus, deux points b et b’ ont la méme image par ¢ si et seulement si ils
sont dans la méme classe. En effet 'égalité ¢(b) = ¢(b') force f(b)"1F(f(b)) =
f(B')"LF(f(b')) d’apres les calculs précédents, et ainsi f(b) € V f(b'). Le résultat
découle alors de I'écriture de b (resp. b’) en fonction de f(b) (resp. f(b')) et my(b).

Reste a prouver que ¢ : B — Im ¢ est un morphisme étale. Puisque les mor-
phismes B — B\B et Im ¢ — B\Im ¢ sont étales, il suffit de montrer que 1’ap-
plication induite ¢’ : B\B — B\Im ¢ est un isomorphisme. Pour cela, on peut
remarquer que par la premiere projection B\Im ¢ — B, cette fonction s’identifie
a l'isomorphisme canonique Bb € B\B — b~1F(b) € B. O

Remarque 2.30. La proposition reste vraie en remplacant B par U, et pourra ainsi
s’appliquer indifféremment aux quotients des variétés Y, (w) ou Xy (w).

(ii) Quotient par les points fixes du groupe dérivé. Le sous-groupe dérivé D(U)
de U est un sous-groupe fermé, normalisé par T, distingué et stable par F. Les
conditions d’application de la proposition précédente sont donc vérifiées, et ¢
induit I'isomorphisme suivant :

D(U)F\U =~ {(@, h) € U x (D(U)\U) | mp(a) = h"1F(h)}.

L'intérét de cette description réside dans le fait que 1’on obtient le quotient de la
piece maximale de X(w) en restreignant la variable za U N *°(BwB).
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Ici, on peut méme décrire le groupe quotient D(U)\U et la projection 7p =
Tp(u) associée en termes des racines simples de ®. En effet, le groupe dérivé est,
d’apres [21], engendré par les sous-groupes a un parametre associés aux racines
positives qui ne sont pas simples. Il est en fait isomorphe, en tant que variété, au
produit de ces groupes :

pU) ~ J] V..
acdPtNA
Puisque le groupe D(U)\U est abélien, on en déduit que pour toute racine simple
a € A, la composante d'un élément v € U sur U, ne dépend pas de I'ordre dans
lequel u se décompose sur les sous-groupes a un parametre. En notant 7, (u)
cette composante, le morphisme produit (74 )aca se factorise par mp en un iso-
morphisme de groupes algébriques

(ﬂ-a)aeA

U IT v

aEA
" /
D(U)\U
compatible avec l'action de F. Néanmoins, le morphisme 7,, tout comme u,,

ne commute pas a F dans le cas ot G n’est pas déployé, mais vérifie la relation
Foma =Ty oF.

Avec ces notations et celles de la section 2.1.1, I'image d'un élément h =
(ta(Ca)) ,en par I'application de Lang s’écrit

W F(h) = () (CF = Cs(@))) nea-

Ainsi, I'élément (@, h) appartient a D(U)F\U si et seulement si

Vaed  mye)(B) = tga) (8" = Coa))-

En particulier, le scalaire §¢(a) est entierement déterminé par (, et 7r¢(a)(ﬂ). Plus
généralement, pour tout entier i =1,...,d, ona

qg/"qo,'_l(a

i—1
7o) (F(@) = vy 7 = i)
=0

ce qui, pour i < d,, détermine Cgi(a) €N fonction de ¢, et 4. De plus, dans le cas
ou / = d, on obtient la relation suivante entre (, et & :
do—1

H wa(FJ(D)) = ua( Jox —(a).
Jj=0

Reste a traduire I'action de D(U)F\ U sur les variables ¢, (rappelons que ce
groupe agit trivialement sur ). Comme on I’a vu précédemment, les morphismes
(Ua)aca ne commutent pas & F en général, mais en les regroupant selon une
orbite de ¢, on peut définir les applications

60



CHAPITRE 2. DECOMPOSITION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG

do—1 do—1

Va1 €€ G, — [[ Flual®) = [] toi€™ @) € ] Ua.

j=0 j=0 aEA

Les images (Vo )aca de ces morphismes sont des sous-groupes dont les classes
engendrent D(U)\U. IIs ne sont pas forcément stables par F mais permettent de
décomposer le groupe des points fixes de D(U)\U en

D(WA\U =~ (DUNU)F = T valFq.).

ac[A/d]

En remarquant que pour £ € G,, 0na v, (&) " F(va(€)) = ua(£9 —£), on en déduit
que V/ ~ [Fj,ra et on pourra donc noter V,, = v,(Fg,). Via cette identification,
chaque groupe V,, agit par translation sur la variable (, correspondante. Si 'on
restreint cette description a la piece maximale X, (w), on trouve finalement

Proposition 2.31. La variété quotient D(U)F\X,,, (w) est isomorphe & la sous-variété
de (UN"(BwB)) x (G,)[A/9] définie par les équations suivantes :

da—1

vae[a/gl ][ m(F(@) = va(¢E - Ca)

j=0

avec les variables i € U N " (BwB) et (Ca)ac[a/g) € (G,)[2/9. De plus, I'action
de D(U)F\U se décompose en une action par translation sur chaque variable ¢, via
I'isomorphisme de groupe D(U)F\U ~ T, cla/d] Fa.

Exemple 2.32. Reprenons 'exemple donné a la fin de la section 2.2.2 : si w est
un élément de Coxeter, la variété Bw - B N B~ - B est réduite a sa cellule maxi-
male. Plus précisément, si on fixe une décomposition réduite w = t; - - t,, de w
correspondant a un systéeme de représentants [A/¢] = {51, ..., Bm}, la seule sous-
expression distinguée de w esty = (1,1, ..., 1) ; avec les notations 2.15, on trouve
ainsi

Bw-BNB™-B = {u_p(z1) - u_p,(zm) - B| z € Gn}.

Par conséquent, tout élément o € U N "°(BwB) s’écrit de facon unique sous la
forme u = u_y(3,)(21) - U_wy(8,)(Zm), ce qui permet de calculer directement
7o(t) en fonction des variables z;. En posant (; = (_(5,) et gi = g_y,(3,), les
équations de la proposition précédente se simplifient pour donner :

m

D(U)\Xuo(w) ~ [[{(2.¢) € Gm x Ga| zi = ¢ — (i}

i=1

La variété D(U)F\X,,(w) se décompose donc en un produit de courbes dont on
peut calculer facilement la cohomologie, chacune étant isomorphe a A; ~ A1 (Fg, ).

Dans le cas général, la stratégie consistera a décomposer ce quotient selon
les cellules de Curtis-Deodhar et a donner une description similaire pour chaque
sous-variété intervenant dans cette décomposition.
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2.3.3 Etude du quotient de la piece maximale X, (w) de X(w)

Rappelons que via l'isomorphisme v € U — uwp - B, la piece maximale
X (W) s’écrit

X (W)

0

= {gB€Bw-B ‘ g 1F(g) € BwB}

~ {ueU| (v F(u))* e BwBNU™}.
Fixons une décomposition réduite w = s ... s, de w associées aux racines simples
{a1,...,a,} et considérons la décomposition de Curtis-Deodhar de la cellule de

Schubert double Bw -BNB™ - B. Avec les notations données en 2.15, cette décom-
position se releve dans U™ en:

BWwBNU™ = | | Q,(w).
ven
Elle induit donc une décomposition de la piece maximale X,,(w) en des sous-
variétés localement fermées X., définies par
Xy = {uecU|(utF(u))*™ e Qy(w)}.
Notons que par continuité de I'application de Lang, la propriété de filtrabilité des
cellules de Curtis-Deodhar (voir lemme 2.20) se transmet a la famille (Xy)er,

En combinant le paramétrage des cellules Q,(wp) et la proposition 2.31, on
peut alors décrire explicitement le quotient de chaque sous-variété X., par D(U)"
al’aide de certaines données combinatoires associées a la sous-expression 7. Pour
cela, on introduit les variétés suivantes

Xq(nm) = {(¢ (1), () € (Ga)™ x (Gm)™ [ (T = ¢ = > i+ 2y}

ol g est une puissance de la caractéristique p et m et n sont des entiers posi-
tifs. Ces variétés sont de plus munies d"une action de [ par translation sur la
premiere coordonnée.

Proposition 2.33. Soit v une sous-expression distinguée de w. Pour toute racine simple
o, on note Oy, l'orbite de o sous ¢, et on définit les entiers suivants :

e no(7) = |{l—1 r| —woy (i) € O et i € 1y~ Jy(
e my(y) = Hl—l f|—Wo’yi(a;)E(9aeti§él
o 1(7) = [Hl = [H(wo)l = 2 na(7);
o m(y) =r—I[h[ =2 ma(7).
Alors il existe un morphisme de variétés D(U)F\ U-équivariant, bijectif, fini et purement
inséparable :

(G)" x (Gm)™ ™ x T Xqu(ma(7), ma(7)) — D(U)\X,
acla/d]
oit D(U)F\U = T1,c(a /g Vo agit sur le produit T (a5 Xaa (na(7), ma (7)) via les
identifications V,, ~ F} . De plus, si (G, F) est déployé, c’est un isomorphisme de
variétés. En général, c’est une équivalence de sites étales.
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Démonstration. 11 suffit de traduire les équations de la proposition 2.31 en fonc-
tion du paramétrage de la cellule Q2 (wp). Avec les notations 2.15, tout élément &
appartenant au conjugué de cette cellule par wy s’écrit de maniere unique

u= H Uwo(ﬁ)(zﬁ) e UNn"°(BwB)
IBEQDW(WO)
avec, pour 3 = — (o), la variable zg dans G, ou G, selon la valeur de ;. Pour

chaque racine a € [A/¢), le calcul des éléments 7, (F/ (1)) se fait directement sur
cette écriture et donne :

ma(F@) = F(mysio@) =TT F(0gi0)(29)).
ﬁe‘bv(wﬁ))
wo(B)=¢ ()

o o i q7--q7
En notant ¢f = ¢5_;,, ona FI (up-i(a)(23)) = ualzg ™
proposition 2.31 se simplifient donc en

ga —Ca = Z zg + Z ng + o+ Z zg‘?"*”'ngf.

wo ()= wo(B)=¢~*(c) wo(B)=¢~ %t (c)

)- Les équations de la

Notons que certaines variables zg n’apparaissent dans aucune équation. Elles
correspondent a des racines 3 pour lesquelles wy(3) n’est pas une racine simple,
et contribuent au facteur (G,)™) x (G,,)™") donné dans 1’énoncé de la proposi-
tion. Pour les autres racines, de la forme 3 = wo(¢~"i(c)), on pose g3 = q7 - - - G5 ;
on obtient alors la description suivante du quotient D(U)F\X,, :

D(U)F\X; = (G5)"™) x (Gn)™07) x H {(Cas (28)wo(8)c0a) ‘ (@ —Ca = Zzgﬁ}-
a€[A/¢]

En composant cet isomorphisme avec 1'application (zg) — (zgﬁ ), on obtient le
morphisme de variétés désiré. Si ce changement de variable permet de suppri-
mer les puissances de p intervenant dans les équations, il n’induit un isomor-
phisme que dans le cas ol ces puissances sont triviales (c’est-a-dire si (G, F) est
déployé). Néanmoins, c’est un morphisme fini, bijectif et purement inséparable
entre variétés lisses. Par [44, Exposé IX, 4.10], il induit donc une équivalence de
sites étales. O

2.3.4 Sur la cohomologie de D(U)F\Y,, (w)

(i) Relevement des cellules a Y, (w). Rappellons que la projection canonique
7 : G/U — G/B se restreint en une application 7, : Y(Ww) — X(w) qui s’iden-
tifie au quotient par T*F. En définissant Y., comme la préimage de X, par ce
morphisme, on en déduit une décomposition de la piece maximale

YWO(W) = |_| Y’Y

el
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en une famille de sous-variétés localement fermées, stables par 1’action de TWF
et vérifiant Y, /T*F ~ X,. Malheureusement, on ne peut pas déduire un pa-
ramétrage de Y, ou de son quotient par D(U)F directement a partir de celui de
X, donné dans la proposition 2.33 . On peut néanmoins adapter la méthode de
[7] afin de constuire un revétement abélien de D(U)F\Y,, qui aura la forme sou-
haitée.

Notations 2.34. Pour simplifier les notations de la proposition 2.33, on introduit
les entiers m(y) = r — || et n(y) = |Iy| — |Jy(wo)| de telle sorte que la cellule
de Curtis-Deodhar associée a une sous-expression distinguée y soit isomorphe a
(G.)"™ x (G,,)™"). La variété produit donnée dans cette méme proposition sera
notée X

Considérons la préimage dans Y, d'une composante connexe de U\Y,, que
I'on notera Y5. Par construction, la variété Y5 est stable par l'action de U et le
quotient U\ Y7 est connexe (alors que Y ne I'est pas forcément). De plus, puisque
U\Y,/T"F ~ U\X, est connexe, le groupe T"F agit transitivement sur les com-
posantes connexes de U\Y,. Par conséquent, en désignant par H le stabilisateur
de U\Y? dans T*F, la multiplication induit I'isomorphisme (T"*)°P-équivariant
suivant :

(U\Yf{) Xy TWF ~ U\Y,.
D’autre part, les actions de U et TYF commutent, si bien que l'on a aussi
(D(U)F\Y2) xpy T ~ D(U)F\Y,. (2.35)

On peut maintenant définir 'analogue Y, de X|, pour la variété Y(w) comme
le produit fibré de X/, et D(U)F\Y? au-dessus de D(U)"\X,. On résume cette
construction par le diagramme commutatif suivant, dont les carrés sont carté-
siens :

équ
A D(U)F\Y? U\Y?
X — . pU)F\X U\X
v v y

Dans ce diagramme et les suivants, on utilisera 1’abréviation « équ » pour dési-
gner une équivalence de sites étales.

Ici, les morphismes 7, et 7, s’identifient aux applications quotient par le
sous-groupe H de T qui est un p’-groupe. En particulier, la projection 73, :
U\YS — (G.)"™) x (G,,,)™) est un revétement étale galoisien modérément ra-
mifié. Par le lemme d’Abhyankar [44, Exposé XIII, 5.3], il existe un revétement
galoisien @ : (G,)") x (G,,)™") — U\Y; de groupe de Galois N qui, composé
avec 7T3V, envoie (,ul, ,,u,,(,y), )\1, 1)‘m(’y)) sur (,ul, ,,u,,(,y), )\g, ,)\7"”)) pOLlI'
un certain entier d premier a p. Cela se traduit par le diagramme commutatif
suivant :
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(G,)"™) x (G,,)™)

w | /N
U\YS /()™
w5 | /H

U\)(7 ~ (Ga)”(V) % (Gm)m(v)

ol pg désigne le groupe des racines d-iémes de 1'unité dans F. Ainsi, N est un
sous-groupe de (Lg)™) et le quotient (bdg)™) /N est canoniquement isomorphe
a H. Si on définit Y] comme le produit fibré de Y/, avec (G,)"™) x (G;)™™) au-
dessus de U\Y?, on obtient finalement le diagramme suivant, dont les carrés sont
cartésiens :

Y;’ (Ga)"(“*) > (Gm)m(v)
/N w | /N
! éau F o o
Y'y D(U) \Y'y U\Y'y /(pg)™
w, e w5 | /H
/ fa F () my)  (2.36)
X D(U)"\X, U\Xy >~ (G5)™ x (Gm) ‘

En utilisant le grand carré et la description de X!, donnée par la proposition 2.33,
on a donc un isomorphisme D(U)F\U x ((pq)™))*P-équivariant

Y ~ (Go)"™ x (Gm)™ 5 T Yaua(na(7), ma(7)) (2.37)
a€[A/4]

dans lequel les facteurs du produit sont définis par :

Yas(n,m) = {(C (1), (A7) € (Ga)™ x (Gm)™ [ (T = C =3 pi + 32X

Deux groupes agissent donc indépendamment sur ces variétés : le groupe F}
par translation sur la premiere variable, et le groupe (ps)™ par multiplication
sur (G,)™. A équivalence de sites étales prés, on a donc construit un revétement
abélien de D(U)F \Y5 qui se décompose en un produit de variétés dont on va
pouvoir calculer la cohomologie en utilisant les résultats de [7].

(ii) Cohomologie des variétés Y, (n, m). On fixe un caractere irréductible ) :
[Fj; — N* de [Fj; et on note, en accord avec 2.28, e, l'idempotent associé. Le
calcul de la partie y-isotypique de la cohomologie se distingue alors en deux
cas, selon que v est trivial ou non. Pour pouvoir énoncer le résultat suivant cette
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valeur, on fixe un générateur g de ps et on définit le complexe de Aps-modules
suivant

Z:0 — Aps £ Aps — 0

concentré en degrés 0 et 1. A isomorphisme de Aps-modules prés, ce complexe ne
dépend pas du choix de g. De plus, Bonnafé et Rouquier on montré au cours de la
démonstration de [7, lemme 3.6] que, a un décalage pres, ce complexe représente
la cohomologie de G, muni de l'action de ps par multiplication. On a donc un
isomorphisme

RMe(Gm, A) =~ Z[-1] (2.38)

dans la catégorie D?(Aps-Mod). Avec ces notations, on obtient

Proposition 2.39. Pour i) un caractere irréductible de [F;F, ona
(Z%™)[-m—2n] sip =1,
ewRFC(Yq,s(n, m),/\) ~ ¢ Ay(ps)T[—=m] sin=0et  #1,
0 sinon

dans la catégorie dérivée DP(NF g-Mod-A(s)™).

Démonstration. Si n # 0, ’équation définissant Y4 s(n, m) se réécrit en :

m n
pr=CT—C= Y N => g
i-1 =2

si bien que Yq,s(n, m) >~ (G,)" x (Gp)™, avec une action de [} sur la premiére co-
ordonnée. Puisque la cohomologie de la droite affine est donnée par RI.(G,, \) ~
A[—2], ce groupe agit trivialement sur la cohomologie et seule la partie 1-isoty-
pique est non nulle.

Pour n quelconque, 'application de Lang ¢ —— (9 — ¢ induit un isomor-
phisme du quotient Fg\Yg s(n, m) vers (G,)” x (Gn)™. En appliquant les propo-
sitions 1.17 et 1.20, on en déduit que

L
eRTc(Yqs(n, m),A) =~ RM¢(Fg\Yqs(n, m),A) = (RTc(Gm, A))®"[-2n].

Puisque le complexe RI'.(Gp,, A) est quasi-isomorphe a Z[—1] par 2.38, il est par-
fait, et on peut remplacer le produit tensoriel dérivé par un produit tensoriel de
modules pour obtenir le résultat annoncé.

Reste a traiter le cas ott n = 0 et ¢ est non trivial. La variété Y, s(0, m) peut
étre exprimée en fonction des courbes Y, s = Y, 5(0,1) étudiées par Bonnafé et
Rougquier dans [7] (voir aussi [58]). En effet, 'application

Yas X Yqs X XYqs — Yq4(0,m)
induit I'isomorphisme F x (ps)™-équivariant suivant :

Yas XFq XYgs XFq =" XFq Yqs = Yqs(0, m).
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1 suffit alors de traduire cet isomorphisme dans la catégorie dérivée DP(AF,-
Mod-A(us)™); le résultat se déduit ainsi du cas ott m = 1, résolu dans [7, lemme
3.6] :

L L
eyRI ¢ (Yq,s(O, m), /\) >~ ey RI'C(Yq,s, /\)®/\qu o OAF, €y RI'C(Yq,s, N)

L L
=~ Nys[=1]Onr, - @nr Apiis[=1] = Ay (ps)™[=m].
Tous les Aps-modules intervenant étant projectifs, le produit tensoriel dérivé est

ici le produit tensoriel usuel. Notons que 'on a utilisé le fait que e, est un idem-
potent pour pouvoir le distribuer dans le premier isomorphisme. O

Grace a cette proposition et a la formule 2.37, on peut donc calculer la partie
y-isotypique de la cohomologie de Y pour n'importe quel caractere 1) du groupe
abélien D(U)F\ U, en fonction des restrictions de ¢ aux groupes V.

(iii) Cohomologie des cellules D(U)"\Y.,. Pour redescendre au niveau de la
variété Y(w), il suffit de traduire les effets des précédentes constructions sur la
cohomologie. On commence par la formule 2.35 qui, par la formule de Kiinneth,
donne :

RF(D(U)F\Y., A) =~ RT(D(U)F\Y2, A) Gy THF.

Continuons les réductions : d’apres le diagramme commutatif 2.36, on dispose
d’une équivalence de sites étales entre D(U)"\YS et Y/, ainsi que d’un isomor-
phisme entre Y/, et le quotient YJ/N, tous les deux U x H°P-équivariants. On
obtient donc, par la proposition 1.17 :

L
RT(D(U)F\YS,A) = RT(YZ,A) San A,

Puisque le groupe H est isomorphe au quotient (pg)™) /N, on en déduit par
adjonction que

RC(D(U)F\Y,, A) ~ (RF(Y4,A) é,w A) @BAH ATWF
~ (RT(YZ,A) Gy AH) Sy AT
RI(D(U)F\Y,, A) ~ RI(YZ,A) é,\(mmm ATWE. (2.40)
Reste a utiliser la formule 2.37 et la proposition précédente pour en déduire ex-

plicitement la cohomologie de D(U)F\Y,. Afin de I'exprimer raisonnablement,
on va d’abord introduire et préciser certaines notations.

Notations 2.41. Pour L un groupe fini et L’ un sous-groupe cyclique de L, on
définit le complexe de AL-modules suivant [7] :

Zi(L') 0 — ALESAL— 0

oil g est un générateur de L. A isomorphisme pres, ce complexe ne dépend pas
du choix de g. On note aussi Z; (L1, ..., Lm) le produit tensoriel suivant :

Zi(Ly, ... Lm) = Zi(L1) @A Zi(L2) @AL -+ - OaL Zi(Lm).
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avec la convention Z;(@) = AL. C’est un complexe de Koszul. Dans notre cas,
on prendra L = T"F; les sous-groupes cycliques qui vont nous intéresser se-
ront alors les images des groupes de racines de 1'unité pgy par le morphisme
(ug)™) — H c T"F. On a donc besoin de distinguer chacun de ces groupes,
en se rappelant que les variables de G, intervenant dans la cellule D,(wp) ~
U\X, sont indexées par les éléments de [1; r] \ /, (voir notations 2.15). Pour
un élément / de ce cet ensemble, on notera [pg,l) le groupe des racines de 1'unité
associé a cette variable, et T; le groupe cyclique image dans T"F par la projection
(bg)™) — H.

Précisons maintenant les types de représentations qui vont intervenir : si on
se donne, pour chaque o € [A/¢], une caractere linéaire ), de V, ~ [F;Fa, on
peut en former le produit extérieur ¢ = Q) 1),. C’est un caractere linéaire de
U dont les restrictions aux sous-groupes V,, sont données par les caracteres v,.
De plus, puisque D(U) \U ~ [] Va, ¥ est trivial sur D(U)F et tout caractere
linéaire vérifiant cette propriété est de cette forme. Notons que cette hypothese
supplémentaire est en général superflue, puisque D(U)F = D(U) dans la plupart
des cas (les seules exceptions étant les groupes quasi-simples de type B, ou Fy
sur [ ou de type G, sur F3, voir [52, lemme 7]).

Finalement, on définit la classe des représentations qui vont intervenir dans
la cohomologie des pieces Y- :

Définition 2.42. Un caractere linéaire i) : U — N* est dit y-régulier si
e la restriction de 1) a D(U)F est triviale ;
e pour toute racine simple o € [A /@], on a no(v) = 0 des que 1y, # 1.

Avec ces notations, on peut énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 2.43. Soit 1) : U — A* un caractere linéaire de U, trivial sur D(U)F, et
v € Ty une sous-expression distinguée de w. En posant

Ky(v) = {ie [1;r]~ L ‘ 8= —Wofyi(a;) ¢ A ou T/J\Vﬁ = 1}

la partie «p-isotypique de la cohomologie de la piece Y., est donnée par :

Z-,-Wp((T;),-eKw(w))[—m(y) —2n(7)] si ¢ est y-régulier,

eRTe(Yy A) = {0 sinon

dans la catégorie dérivée DP(Mod-AT"F).

Démonstration. Tout d’abord, puisque ¥ est trivial sur D(U)F, on a

L
eyRTc(Yo, A) = A@ppuyr esRTc(Y4 A) = eyRT(D(U)F\Y,, A)

en utilisant la proposition 1.17 et le fait que e, est central dans AU. On est donc
ramené & démontrer le résultat pour le quotient D(U)F\Y.,, pour lequel on dis-
pose de la description suivante :
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L
RI(D(U)F\Y,, A) ~ R (Y, A) N (1)) ATWF
De plus, la décomposition de la variété YZ (voir 2.37) se traduit, par la formule
de Kiinneth, en un isomorphisme dans D?(AU-Mod-AT"F) :

ch(ny/v /\) ~ ch((Ga)ﬁ(’Y) X (Gm)ﬁ?(’y), /\) é ch< H anyd(na('y), ma(v)), /\)
a€[A/¢]

En notant 1), la restriction de 1 au groupe V,, ~ F} , la ¢)-partie de ce dernier
complexe s’écrit

R (" % (6)7,0) & (R 0, RIe¥aalmalr) mar ) ) (28
a€[A/¢]

Maintenant, si 1) n’est pas y-régulier, il existe une racine simple o € [A/¢] telle
que 1), soit non trivial et n,(7) soit non nul. Par la proposition 2.39 et la descrip-
tion précédente, on en déduit que e, RI(D(U)F\Y.,, A) est nul.

Supposons que 1) est y-régulier; alors aucun des termes du produit de 1'ex-
pression précédente n’est nul. Par la proposition 2.39, on a méme

(ZEmeON)[=ma(y) = 2na(7)] si P =1,
A(pag) ™ [—mqy ()] sinon.

Avec les notations 2.41, chaque groupe de racines de 'unité intervenant dans

cette écriture correspond a un indice /. Le produit de ces groupes, noté précé-
demment (py)™ (") sera désormais noté [pg,a). On forme aussi I'ensemble H. (o)

des indices / intervenant dans cette décomposition. En d’autres termes, on a :
Hy(e) = {i e [1; r]I~ | —wory'(ai) € Oa}

et NN, § 0

i€eHy (@)

€ Rr (Y (na(’}/)'ma(/}/))'/\) = {

si bien qu’avec les notations 2.41, I'alternative précédente donne
1Rl (Yo a(na(1). ma(1)).A) = Z o (1 )ieh, (@) [-ma(7) = 2a(7)]
et, lorsque v, est non trivial,
&6 RTe(Yand(na(7), ma(1). A) = Z ) (2)[=ma(7)]

En injectant ces isomorphismes dans I’écriture 2.44, et en remarquant que

K@) = {fe [ rls b | —wov'(a) g a1 ( J Hy(a)

a€[A/¢]

a=

on obtient finalement

eyRI(Y5, ) = Z;, ymea) (([UE/I))ieKw(w))[_m('V) —2n(7)]-
Il suffit alors d’appliquer les différents isomorphismes donnés au début de la
preuve pour conclure. O
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Le théoreme précédent prend une forme particulierement simple dans le cas
des caracteres réguliers.

Définition 2.45. Un caractere linéaire i) : U — N> est dit régulier si
e la restriction de ) a D(U)F est triviale ;
e pour toute racine simple o € [A/$], on a iy, # 1.

Si v € I est une sous-expression différente de (1,1, ..., 1), alors il existe
nécessairement une racine simple « telle que n,(y) # 0. Par exemple, si i €
[1; r] est le plus grand indice pour lequel 7; = s; alors & = —wpy'(a;) € A
convient. On en déduit qu'un caractére linéaire régulier 1) est y-régulier pour la
sous-expression v = (1,1,..., 1) uniquement. En particulier, le théoréeme précé-
dent assure que les caractéeres réguliers apparaissent seulement dans la cohomo-
logie la cellule maximale :

Corollaire 2.46. Si ) : U — N* est un caractere linéaire régulier, alors :

ATYF[—e(w)] si v=(1,1,...,1
e RF (Y, A) = {O Sim{n (w)] ( )

dans la catégorie dérivée DP(Mod-ATYF). En particulier, on a
eyRTc (Yo (W), A) == AT"F[—t(w)].

Démonstration. L'observation précédente montre que le seul cas non trivial cor-
respond a la sous-expressiony = (1, 1, ..., 1). Pour celle-ci, ona m(vy) = r = {(w),
n(y) = 0 et K,(¢) = @ pour tout caractere régulier ; le théoreme précédent donne
donc la premiere partie du corollaire. En utilisant les triangles distingués donnés
par la filtration 2.20, on en déduit la seconde assertion. O

On montrera dans le prochain chapitre que ce dernier résultat reste vrai en
remplacant Y, (w) par Y (w).

Remarque 2.47. Le calcul de la cohomologie de la variété D(U)F\Y,, (w) ne se
réduit généralement pas au calcul de celle de chaque piece D(U)F\Y, car les tri-
angles distingués les reliant ne sont pas forcément scindés. Reprenons I'exemple
de G = GL3(F) pour illustrer ces difficultés : la variété D(U)"\X,,,(wp) se décom-
pose en deux sous-variétés X, et X¢, dont on peut directement calculer la coho-
mologie (on peut aussi utiliser le théoreme précédent). La suite exacte longue les
reliant est donnée par le tableau suivant :

HE(Xo) H2(D(U) \Xup(wo))  H2(Xr)
2 0 0 0
3| AU, ®AUg ? AU,
4| (AUL)®2 @ AUg ? AU,
5 AU, ?
6 A A
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On remarque ainsi que méme en échangeant les roles de « et 3, on ne peut pas
obtenir de description précise de tous les groupes de cohomologie de la variété
quotient D(U)F\X,, (wo) seulement a partir de ces informations.

2.4 Extension aux autres piéces

Cherchons a généraliser la construction précédente aux autres pieces X, (w)
des variétés de Deligne-Lusztig. Comme dans le cas o x = wp, on peut, via
I'isomorphisme Bx - B ~ U N*U~, préciser la définition de ces variétés en

Xy(w)={gB € Bx-B| g 'F(g) € BwB}
={ueun*U~ | u"'F(u) € x(BwB)F(x)~}
ce qui fait apparaitre deux problémes supplémentaires :

e si x n'est pas stable par F, 'image de I'’ensemble U N *U~ par I'application
de Lang : u — u~1F(u) est difficile a exprimer;

e méme dans le cas ot x € WF, la variété quotient U\X,(w) s’identifie a
BwB N (U*NU™) par l'application de Lang, mais les cellules Q2 (x) définies
en 2.15 ne sont pas forcément contenues dans cette variété.

On éliminera ces difficultés en construisant un fibré vectoriel >~(X(W) de la piece
X«(w) pour lequel on pourra appliquer les méthodes développées dans la par-
tie précédente. On en déduira que les caracteres réguliers apparaissant dans la

cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig X(w) et Y(w) sont concentrés en
degré moitié.

2.4.1 Décomposition et cohomologie des pieces X, (w) et Y, (w)

(i) Relevements des pieces X, (w) et Y,(w). Soient w et x deux éléments de W
Le groupe unipotent U se décompose, comme variété algébrique, en un produit
U= (UN*U") x (UN*U). Si on définit

Xu(w) = {ueU|xY(u"1F(u))F(x) € BwB}

alors la projection U — U N*U~ induit un morphisme surjectif 7 de Xy (w) vers
Xx(w). En effet, si u € X,(w) et v e UN*U alors

x Huv)LF(uv)F(x) = (v 1)*x Y (u=tF(u))F(x) F(v¥) € BwB

ce qui prouve que )?X(W) est stable par multiplication & droite par les éléments
de U N *U. Le morphisme 7 est donc U-équivariant et toutes ses fibres sont iso-
morphes a 1'espace affine U N *U. La méme construction s’applique a \?X(v'v), et
donne le diagramme commutatif suivant :

Y, (W) Y.(w) = {beB|x (b~ F(b))F(x) € UwU}
Xy (w) Xu(w) = {ue U] xL(u1F(u))F(x) € BwB}.
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Ici, 'action du groupe fini T" sur Y, (w) est tordue par x :si b € Yo (w) et
t € T*, alors b-t = bxtx 1. Le morphisme #,, s’identifie au morphisme quotient
pour cette action. Par la proposition 1.20, on en déduit que

RM(Yx(w),A) = RM(Yx(w),A)[ — 2dim(U N *U)] (2.48)

dans la catégorie dérivée DP(AU-Mod-AT"F), ce qui permet de ramener le calcul
de la cohomologie de la piece Y, (w) a celui de Y, (w).

(ii) Décomposition de X, (w) et Y, (). Afin de décomposer ces variétés en utili-
sant les résultats de la partie 2.3, on s’intéresse tout d’abord au quotient U\ X, (w).
Par I’application de Lang, il s’identifie a :

U\Xy (W) ~ (xBwBF(x)"!)nu.

En reliant cette intersection a une cellule de Schubert double, on peut la décom-
poser a l'aide de cellules de Curtis-Deodhar modifiées :

Lemme 2.49. Posons X = x~'F(x) et définissons, pour toute sous-expression v € Iz
de w, la cellule Q. (x) comme I'image du produit Q. (x) x (UXN*U) par la multiplication.

Alors les cellules S, (x) sont des sous-variétés localement fermées de U* et on a

(xBwBF(x)"')nU = |_| X(ﬁy(x)).

velk

Démonstration. La décomposition de Curtis-Deodhar (voir théoréme 2.13), ap-
pliquée a v = X s’écrit :
Bw-BN(B)x-B = | | Dy(x).
vy€elx
Rappelons que ce théoreme définit aussi un rélevement a U* de chacune de ces
cellules, noté Q,(x), tel que 'application u —— ux - B induise un isomorphisme

entre Q,(x) et Dy(x) (voir notations 2.15). En particulier, chaque cellule Q,(x) est
contenue dans (BwB)x ™!, ce qui prouve que

(xBwBF(x)™) nU = *((BwB)x 1nU~) o> | | *(Q(x)).
velx

Puisque l’ensemble (BwB)x~! est stable par multiplication a droite par les élé-
ments de UX N XU C XU, on a méme

(xBwBF(x)"')nU > |_| X(ﬁy(x)).
v€Elx
Réciproquement, si u est un élément de (xBwBF(x)™') NU, on peut 'écrire z =
Xy, avec v € (BwB)x~1 N UX. Par conséquent, vx - B appartient a la cellule de
Schubert double Bw-BN(B)*x- B etil existe une sous-expression y € Ik telle que
vx-B € D,(x).Onendéduitque v = v/v" avec v/ € Q,(x)etv” = v/"lv € UXN*B,
ce qui prouve que v € ﬁw(x). O
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Remarque 2.50. L'application (v/,v") € Q,(x) x (UXNXU) — v/v// € Q,(x) est
en fait un isomorphisme (car la restriction de v — ux - B a la cellule Q,(x) est
injective). On peut donc rajouter, aux variables (zg) définies en 2.15, des variables
de G, en nombre égal a la dimension de UXN*U afin d’obtenir un paramétrage de
la cellule modifiée §~27(x). Le principal changement dans les résultats de la section
précédente proviendra de ces variables supplémentaires.

Pour v € [z une sous-expression x-distinguée de w donnant le mot x =
x~1F(x), on peut donc définir la variété

{uEU‘u‘lF u) € ( (x))}

ainsi que son relevé a (W) donné par Yﬂ, = 71X 7)' on obtient ainsi des
decomposmons filtrables de X, (w) et Y, (W) en sous variétés localement fermées
L] X, et Yw)=|]Y,
velrx vels
avec les isomorphismes \Z, JTWF ~ )M(ﬂ,. La situation est donc tres similaire a celle
des sections 2.3.3 et 2.3.4, les seuls changements notables apparaissant dans les
définitions des objets combinatoires associés a v. Nous allons donner dans les

sections suivantes les deux principaux résultats en tenant compte de ces modifi-
cations.

Remarque 2.51. Dans le cas ot w = ty---t, est un élément de Coxeter, [62,
lemme 2.4] assure que 'existence d’une sous-expression x-distinguée de w don-
nant x force X = 1. On en déduit, grace a ’analyse effectuée en fin de section 2.2.2
que la seule cellule )~(7 non vide est associée a la sous-expression wy-distinguée
(1,...,1). En particulier, les pieces X, (w) sont vides deés que x est différent de wy.

(iii) Description de D(U)\)M(ﬂ,. Six € W, les sous-groupes a un parametre appa-
raissant dans le groupe unipotent UXN*U sont associés aux racines de I’ensemble
suivant :

V, = {Bed|x(B) e dT et x1B) € T} = xH(dT)Nx(dT).
En accord avec les notations de la proposition 2.33, on redéfinit, pour toute sous-
expression x-distinguée v de w et toute racine simple o € A, les entiers suivants :
e na(M=i=1...r] =xy () € Oq et i€~ J(x)} + [x(Wx) N Onl;
omay) Hi=1,...r] —xy' () €Oy et i ¢l
o 5() = W+ 1] — 1 (w0)] — 3 na():
o m(7) =r—Ih| =22 ma(v).
Alors, en traduisant le paramétrage de la cellule modifiée §~2a,(x) donné par la
remarque 2.50, on vérifie facilement que la proposition 2.33 se généralise en :

Proposition 2.52. Il existe un morphisme de variétés D(U)F\ U-équivariant, bijectif,
fini et purement inséparable :
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(G2)™ % (Gm)™™ x T Xqu(a(3) ma(7)) — D(U)F\X,
a€g[A/¢]

ot D(U)F\U ~ [lacia o) Vo agit sur le produit T e (a /¢ Xao (Ma (), ma(7)) via les
identifications Vi, ~ F} . De plus, si (G, F) est déployé, c’est un isomorphisme de
variétés. En général, c’est une équivalence de sites étales.

(iv) Cohomologie de D(U)\\?V. On termine cette section en énoncant le théoreme
principal dans toute sa généralité. La notion de y-régularité s’étend aux sous-
expressions x-distinguées ~ en utilisant les invariant n, () redéfinis précédem-
ment; s’il y a ambiguité, on parlera de (7, x)-régularité. On montre alors, en sui-
vant la preuve de la section 2.3.4 :

Théoréme 2.53. Soit 1) : U — A* un caractere linéaire de U, trivial sur D(U)F, et
v € Tx une sous-expression x-distinguée de w. En posant

Ko@) = {ie[1: rl~ by | 8= —xyi(ai) ¢ A ou y, =1}

la partie ¢)-isotypique de la cohomologie de la piece Y est donnée par :

Zrwr ((Ti)iek, () [ — m(v) = 2(n(v) + |Wi)] si 1 est (v, x)-régulier,

esRT (Y4, ) ~ {o o

dans la catégorie dérivée DP(Mod-AT"F).

2.4.2 Application aux caractéres réguliers

Soit x € W un élément différent de wy. Alors I'ensemble x(V,) = &+ N
F(x)(®™) contient au moins une racine simple «, ce qui force n,(7) & étre non
nul pour toute sous-expression x-distinguée v de w. On en déduit qu'un ca-
ractere régulier ¢ : U — A* n’est jamais (v, x)-régulier, ce qui, par le théoreme
précédent, généralise le corollaire 2.46 en :

Corollaire 2.54. Si ¢y : U — N* est un caracteére linéaire régulier et v une sous-
expression x-distinguée de w, alors :

ATYF[—¢(w)] si x=wp et v=(1,1,...,1),

eRTe(Ys, A) = {0 sinon

dans la catégorie dérivée DP(Mod-AT"F). En particulier, on a
eyRIc(Y(w), A) ~ AT [—l(w)].
Ce dernier résultat résout une conjecture énoncée par Bonnafé et Rouquier
dans [7]. On verra au cours du chapitre suivant le lien entre cette assertion et la
restriction d'un module de Gelfand-Graev. On y donnera en outre une seconde

preuve, plus courte, du fait que la cohomologie des pieces non maximales ne
contient aucun caractére régulier.
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2.5 Cas particuliers

Dans cette derniére partie, on examine certains cas particuliers selon le type
de G ou la valeur de w et 7). Sous certaines conditions, on peut calculer explicite-
ment les données combinatoires associées aux sous-expressions distinguées, afin
de donner, pour w et 1 fixés, le rang a partir duquel la composante 1-isotypique
des groupe de cohomologie H. (Y (w)) s’annule. Deux directions sont envisagées :

e lorsque la restriction de v au radical unipotent d"un sous-groupe de Levi
maximal fixé est un caractere régulier. On donne, pour les types classiques
Ay, By, C, et Dy, la forme que prennent les sous-expressions x-distinguées
7 pour lesquelles 1 est (7, x)-régulier. Le cas des groupes exceptionnels est
traité a I'aide des algorithmes donnés en annexe. Sauf pour le type A,, on
se restreindra au cas olt w est une puissance d'un élément de Coxeter;

e lorsque G est de type A, et w est 'élément de plus grande longueur wy.

Chacun de ces résultats est en accord avec [35, conjecture 3.3.26] et sera réinter-
prété en ces termes dans le chapitre suivant (voir section 3.3.2).

2.5.1 Caracteres (7, x)-réguliers et éléments réduits du groupe de Weyl

Pour | C A un sous-ensemble de racines simples, on note ®, le sous-systeme
de racines de ¢ engendré par /. Le groupe de Weyl associé est un sous-groupe
de W, engendré par les réflexions simples associées aux éléments de /. Cest le
sous-groupe parabolique standard associé a /, qui sera noté W,. Si on suppose de
plus que / est stable par ¢, alors W, est stable par F.

Rappelons qu'un élément v € W est [-réduit s’il vérifie 'une des conditions
équivalentes suivantes [42, section 2.1] :

e v est'unique élément de longueur minimale dans Wjv;
e pour tout v/ € Wjona l(v'v) = £(V') + {(v);
e pour toute racine o € /,ona v1(a) € &7,

On dira aussi que v est réduit-1 si v—! est [-réduit.

Exemple 2.55. Pour un groupe déployé de type A,, ennotant A = {1, ..., n}
etS = {t1,..., tp} selon le diagramme

t to t3 ty th—1  tn
o—O0—CO——O o—=O

les éléments A \ {f,}-réduits sont de la forme v = t,t,_1---tjaveci < n+ 1.

On va maintenant montrer que la condition de régularité pour les caracteres
fournit de nombreux éléments réduits. Pour cela, on fixe une décomposition
réduite w = s;---s, de w et un triplé (x,7,1) formé d'un élément x de W,
d’une sous-expression x-distinguée de w et d’un caractere (v, x)-régulier de U.
Considérons le sous-ensemble ¢-stable A(v)) de A défini par :

Ay = {ac Ay, #1}.
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La (v, x)-régularité force alors xy'(—«;) ¢ A, deés que 7; = s;. Si on pose Aw =
—wo(Ay), on peut en déduire le résultat suivant :

Démonstration. Par récurrence sur / : pour /i = r, on a WoX’}/i = wox. Si, par
I'absurde, il existe une racine o € Aw telle que (wox)1(a) € ®~, alors I'en-
semble x(®)" rencontre A,. Puisque ¢ stabilise 1 et Ay, on en déduit que
x(Vy) = &F N F(x)(®") rencontre aussi Ay, ce qui contredit la régularité de
1 (pour chaque racine /3 de l'intersection on a ng(y) > 0 et Vv, #= 1).

Supposons maintenant que pour i < r fixé, 'élément woxy' est Aw—réduit.
Alors woxy'~! l'est aussi directement si v; = 1. Dans le cas ot 4; = s;, on a

woxy' 1 = wox~y's; et ainsi, pour toute racine « € A,

(woxy' 1) Ha) = si((woxy)H(a)) € &
En effet,on a :
o (wox7')71(a) € dF puisque woxy' est Ay-réduit;
o (woxy')"Ha) # aj car xy/(—a;) ¢ Ay par régularité de ¢ ;

ce qui prouve que woxy' ! est ﬁw—réduit. O

2.5.2 Caracteres réguliers du radical unipotent d’un sous-groupe de
Levi maximal

Nous allons maintenant appliquer le résultat de la section précédente dans
le cas ot Ay est un sous-ensemble « maximal » de A. La forme des éléments
réduits pour cet ensemble permet alors de déterminer explicitement les sous-
expressions x-distinguées pour lesquelles ¢ est régulier, et d’obtenir ainsi des
informations sur la partie ¢-isotypique de la cohomologie de Y(w). C’est, en
quelque sorte, I'étape suivante dans la détermination de la cohomologie des
variétés de Deligne-Lusztig, apres le corollaire 2.54 ot on avait A, = A. Pour-
tant, méme dans ce cas particulier, on ne peut pas espérer déduire explicitement
cette partie isotypique. On illustrera ce probléme en poursuivant 'exemple de
GL3(F) entamé dans la section 2.3.1.

Pour simplifier, tous les groupes réductifs considérés ici seront supposés sim-
ples et déployés. Le groupe de Weyl W est alors irréductible et 1’action de F y est
triviale. Les types classiques seront traités explicitement, alors que 1'on utilisera
les algorithmes donnés en annexe pour résoudre le cas des groupes exception-
nels. Sauf pour le type A,, on se restreindra au cas olt w est une puissance d'un
bon élément de Coxeter.

La position d"un caractere linéaire ) de U dans la cohomologie des variétés de
Deligne-Lusztig est gobalement controlée par sa position dans la cohomologie de
chaque piece. La stratégie employée dans cette section et la suivante se résume a
employer le théoréme 2.53 afin encadrer la contribution de 1) dans ces différents
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groupes de cohomologie. A cette fin, on utilisera le lemme suivant, en tichant de
déterminer explicitement l'entier K, (v’) dans chacun des cas que I'on étudiera :

Lemme 2.57. Pour (G, F) un groupe déployé, 1) un caractere linéaire de U trivial sur
D(U)F, et x € W, on pose

Ki(v) = max {|Ky(¥)| | v € Ty est x-distinguée et v est (v, x)-régulier }.
Alors les groupes ey HL(Y (W), N) sont nuls des que i > {(w) + Ky ().

Démonstration du lemme. Fixons une décomposition réduite de w et considérons
la partition de \N(X(W) donnée dans la section 2.4.1. Pour v une sous-expression x-
distinguée de w, le théoréme 2.53 nous assure que les groupes e;HL. (\77 A) vont
s’annuler des que i > m(y)+2(n(vy) +dim(UN*U)) +|K, (). Puisque v = 1, on
a m(y) + 2n(y) = r = {(w), et le lemme se déduit de la formule 2.48 et des suites
exactes longues données par le lemme 2.20 et la proposition 1.21. O

(i) Le type A,. Le groupe de Weyl W = &, et son systéme de racines sont
représentés par le diagramme de Dynkin suivant :

t1 to t3 ta th-1 tp
o—0O0——_0——0 o—=oO
Comme dans les exemples précédents, on notera S = {t, ..., t,} 'ensemble des

réflexions simples et A = {1, ..., B} les racines simples associées. Les éléments
de ®* sont alors de la forme ; + Bi1+1 - - + §j pour i < j (voir [11, planche IJ).

Fixons un élément w € W. On peut 'écrire sous la forme w = wpw,_1---wq
ol chaque w; est un élément de &1 qui est réduit-{f, ..., §j—1}, ce qui définit
une décomposition réduite de w de la forme

W = tj - th1tp ti - thotp_1---

Considérons alors un caractere linéaire ¢ : U — A* tel que Ay, = {02, ..., Gn}
et cherchons a déterminer toutes les sous-expressions x-distiguées de w vérifiant
7" = 1 et pour lesquelles ¢ est régulier. Vu la forme de la décomposition réduite
de w, une telle sous-expression se décompose en v = ("), ..., 4(1)), ot1 vU) est
une sous-expression de w; dont le produit sera noté v;. Avec ces notations, les
éléments v,v,_1 - - - vj11 correspondent a certains produits partiels de . Puisque
Aw = {f1, ..., Bn—1}, le lemme 2.56 nous assure que, composés avec wyXx, ils sont
de la forme

WOXVpVp—1 - Vjy1l = tp - tmj

pour un certain entier m; inférieur ou égal a n + 1. La sous-expression ~ étant
distinguée, on déduit de la forme de w; que seuls trois cas sont possibles, selon
les valeurs de m;_; :

(A.1) si mj_; = mj, alors on a forcément i; > m; et AU) = (1,...,1);
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(A.2) si mj_1 < mj, onaen fait i; < mj et mj_; = m; — 1. La sous-expression
~yU) est alors donnée par vV) = (1, ..., 1, tm—1,1,...,1);

(A.3) simj_1 > mj, ontrouve ij < m; et mj_; = j+ 1. La seule sous-expression
possible est donc AU) = (1,..,1, tm;s tm; 11, -, tj). Puisque les réflexions
simples t; et tj;; n"apparaissent pas dans les mots w; pour i < j, on en
déduit qu’a partir de ce rang la sous-expression vy est triviale, ce qui force
m,=j+1.

Par conséquent, pour x fixé, il y a au plus une sous-expression x-distinguée de w
pour laquelle ) est régulier. Dans le cas ot elle existe, elle s’écrit

vy=1,..,1,¢1..,1,t1,1 ... Aot 1 Lt e, o, 8,1 1)
avec X = Wotptp—1 - tit1.

Exemple 2.58. Pour n = 2 et w = wy = sts, on a donc deux sous-expressions a
considérer : v = (1, 1, 1) qui est wy-distinguée et § = (s, 1, s) qui est ts-distinguée.
Par la proposition 2.52, la cohomologie des piéces correspondantes est donnée
par:

H2 (X, A) = (AUs @ AUp)[—3] & (AUZ? @ AUg)[—4] @ AU, [—5] & A[—6]
et H:(Xs,A) = AUs[-5] & A[-6].
En utilisant la formule 2.48, on en déduit que pour tout caractere linéaire 1) non
trivial sur Ug, on a

ey He(Xwg(wo), A) = Ay[=3] © Ay[ 4]
et ewH;(th(Wo),/\) = /\w[—?)]
Néanmoins, méme sur cet exemple simple, ces valeurs ne permettent pas de

déduire les groupes e, H.(X(wp), A) pour i = 3 ou 4. Elle assurent tout de méme
qu’ils sont nuls dés que / > 4. Dans le cas général, on obtient le résultat suivant :

Proposition 2.59. Pour (G, F) un groupe déployé de type A,, P un sous-groupe para-
bolique standard de G de décomposition P = LUp avec L de type A,_1 et 1) un caractere
linéaire de U dont la restriction a U N L est réguliere, on a

eyHL(Y (W), A\) = 0 des que i ¢ {{(w), {(w) + 1}.

Démonstration. Grace au lemme 2.57, il suffit de montrer que pour toute sous-
expression x-distinguée v de w vérifiant v" = 1 et pour laquelle ) est régulier,
I'ensemble K, (v) a au plus un élément. Rappelons qu’il est donné par
Kyw) = {iell;rI~k|B=—xy(ci) & A ou Vv, = 1}
= {iellirl~ b | —xy(ei) & Ay}
Ky() = {i € [1; rI~ 1 | woxy/(ci) & Ay}

Quitte a conjuguer P, on peut supposer que L est le sous-groupe de Levi standard
associé aux racines simples {3, ..., 34}, ce qui ce traduit par Ay D {52, ..., Gn}.
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En reprenant I'étude précédente, on peut alors déterminer explicitement les ra-
cines wox7'(a;) lorsque v; = 1. En effet, on a, pour j < n+1,
Bi sii<j—1;
tnta_1--- t(B;) =  Bi-1 sii>];
Bi+ -+ By sii=j—1

ce dernier cas n’apparaissant qu'une seule fois au plus dans le calcul de wox7y'(c;)
pour 7; = 1 (il correspond au cas (A.3) lorsque j < n;sij = n+1, on est forcément
dans la situation ott x = wp avec v = (1,1, ..., 1), et 5, n’apparait bien qu'une
seule fois). On conclut en remarquant que Aw ={0G1, ., Bn-1} O

(ii) Le type B,. Ici, le groupe de Weyl W = W, et son systéme de racines corres-
pondent au diagramme de Dynkin suivant :

i D t3 14 th—1 tn

On notera S = {ti, ..., t,} 'ensemble des réflexions simples et A = {1, ..., Bn}
les racines simples associées. Rappelons que ¢ est formé de n? racines positives,
dont I’expression en termes des racines simples est donnée par [11, planche II] :

® Bi+Biy1+ -+ 6 pourl <i<j<n;
© 261+ -+ 2B+ fBig1+--+f pourl < i< j<n
On choisit pour 9 un caractere linéaire de U non trivial sur les sous-groupes U,

pour i < nettrivial sur Ug,, de sorte que Ay, = Kw ={p1, ..., Bn—1}. Les éléments
w pour lesquels on va pouvoir expliciter les sous-expressions x-distinguées sont
les puissances des éléments de Coxeter.

On fixe pour l'instant un élément particulier ¢ = t,t,—1---t; et on pose
w = c? avec d < n. Comme pour le type A,, on peut décomposer w en w =
WnWy_1 - - - wq, olt chaque w; est un élément de W, qui est réduit-{f, ..., 3j—1}.
On vérifie facilement que ces éléments sont donnés par :

o wj=ti_qgy1---tji_1tj pourj>d;

o w; = titj_1---totita---tj_1t; pOUI‘j <d.
En particulier, wy - - - wow; représente I’élément de plus grande longueur de Wj.
Comme precedemment pour vy une sous-expression x-distinguée de w, on no-
tera 7U) les sous-expressions de w; induites, et v; le produ1t de leurs éléments.
Si on suppose maintenant que 1 est (7, x)-régulier et que 4" = 1, le lemme 2.56
contraint les v; a vérifier 'une des deux relations suivantes :

WOXVp - - Vit1 = tptp—1-- - tm;, avec 2<m;<n+1
ou WoXVp« -+ Viy1 = tptp—1 - tatito--- tmj avec 1 < m; < n.

La seconde égalité n’est en fait jamais vérifié dans notre cas. Nous allons le mon-
trer par une analyse précise de la forme que prennent ces sous-expressions. On
distingue pour cela deux cas :

79



CHAPITRE 2. DECOMPOSITION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG

80

® siwox = t,---totitr - tym, avec m, > 1, alors pour j > d, les sous-expres-

sions 7U) sont de la forme
(1,1,...,1) simj_y = mj;
Y = (L1, 0,1, b, 1, 1) siomisg < my;
(tmj1r o tmy g, 1, 1) sl mjg > my.

Notons que ce dernier cas ne peut se produire qu” une seule fois au plus, et
qu’alors forcément m;_; < j (ceci est di a la condition v" = 1, ainsi qu’a la
forme particuliére de w). Dans les autres cas, on trouve aussi mj_; < j, et
donc en particulier my < d. Pour j < d, on trouve

(1,1,...,1);
Y = ¢ (1 Ltmen, 1 Litmg1, 1,0, 1);
(L L1ty tm—1, o B2, B, B2, ). (B.0)

Puisque my < d, ce dernier cas se produit au moins une fois (au plus tard
pour la sous-expression (7)), et y est triviale a partir de ce rang. Vu que
7" =1, on en déduit que xwp = tyty,_1- - tj42tj+1, ce qui contredit la forme
donnée au départ;

Si WoX = tptp—1--- tm, avec m, > 2, alors pour j > d, on obtient, toujours
grace au lemme 2.56 :

(1,1,...,1) si mj_l :mj; (Bl)
fy(l) — (].,].,...,l,tmj_l,].,...,l) si mij_1 < mj; (B2)
(1,...,l,tmj,...,tj_l,tj) si mj_1 > mj. (B3)

Pour ce dernier cas, on a forcément m, = j + 1 et la sous-expression v est
triviale & partir de ce rang. Pour étre plus précis, on peut méme donner
'ordre dans lequel ces différentes sous-expressions apparaissent : si m, <
n — d + 1, alors le cas (B.3) se produit apres un certain nombre de cas
(B.1) (n—d+ 1 — m, exactement), ce qui conduit & deux valeurs différentes
pour m,. Onadonc m, > n—d+1, et les sous-expressions yU) apparaissent
dans l’ordre (B.2)-(B.3)-(B.1). Remarquons tout de méme que les cas (B.3)
et (B.1) ne se produisent que lorsque m, > d + 1, puisque la condition
m, = j + 1 ne peut étre vérifiée sinon.

Plagons nous maintenant sous I'hypothese m, > d + 1. Par 'analyse
précédente, on obtient my = m,, — (n — d) car les sous-expressions y!) sont
toutes du type (B.2) pour j > d. Pour j < d, les choix possibles sont les
suivants :

(1,1,...,1) (B.4)
(Lo Lt Lo 1 by, 1, 1) (B.5)
A0 =< (1,...,1, tmo 1, L1 tmgn, o £); (B.6)
(i, tji1, o tiy 1 Lt ot 8); (B.7)
(ti, tj—1, ... o, tr, to, o by, 1,0 1), B8}
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Comme précédemment, il est facile de vérifier que les cas (B.6) et (B.7)
sont terminaux. Quant au type (B.8), on montre qu’il est exclu : si j est un
entier maximal tel que ) soit de type (B.8), alors nécessairement my =
mj car les situations non terminales ne modifient pas les entiers m;. Les
cas suivants possibles sont alors du type (B.5) puis (B.0) pour une sous-
expressions ~U"). On obtient ainsi m;j < j et m, = j/ + 1, ce qui contredit
I'égalité my = m, — (n — d).

Remarquons pour finir qu’avec les mémes arguments, le type (B.7) ne
peut apparaitre que dans le cas ol d = n (car on montre alors que my = mj,).

De la forme particuliére de ces sous-expressions distinguées on déduit le
résultat suivant :

Proposition 2.60. Pour (G, F) un groupe déployé de type B,, P un sous-groupe para-
bolique standard de G de décomposition P = LUp avec L de type B,_1, ¢ un caractere
linéaire de U dont la restriction a U N L est réguliére et w une puissance d'un élément
de Coxeter, les groupes eyHL(Y (W), \) s‘annulent dés que I'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :

o id {l(w) l(w)+1}etw # wy;
o ¢ {l(w) l(w)+1l(w)+2}etw=wp.

Démonstration. Par hypothese, on peut choisir un élément de Coxeter c et un
entier non nul d vérifiant w = ¢. Puisque ¢~ 1 est aussi un élément de Coxeter,
on peut supposer que d < n. En effet, pour le type B,, le nombre de Coxeter, qui
est aussi l'ordre de c, est égal a 2n. L'élément de Coxeter ¢y = tpt,_1 - - - t Vérifie
¢j = wy et il est donc central dans W,,. Puisque tous les éléments de Coxeter sont
conjugués, on en déduit que c” = wy et qu’ainsi pour tout entier d < non a
{(c) = nd.

Décomposons maintenant ¢ en un produit v’ tel que ¢(v) + ¢(v') = n et
considérons un autre élément de Coxeter ¢/ = v/v. Dans cette situation, on dit
que les éléments c et ¢’ sont conjugués par permutation cyclique [42, section 3.1].
L’observation précédente sur les longueurs assure que les puissances de c et
de ¢’ sont aussi conjuguées par permutation cyclique : en effet, on trouve c? =
v((v'v)9 1) et ! = ((v/v)91V) v avec

0(c) = £(v) + 6((V'v)T ) = 4(?) = nd.

Puisque tous les éléments de Coxeter sont conjugués par une suite de permu-
tations cycliques [42, théoreme 3.1.4], on déduit de [29, théoréme 1.6] que les
variétés de Deligne-Lusztig associées a une puissance fixée de n’importe quel
élément de Coxeter ont toutes la méme cohomologie. On peut donc supposer
que ¢ = ¢ = tptp—1 - t1.

On reprend alors la démonstration de la proposition 2.59 : le lemme 2.57 nous
assure qu'il suffit de majorer le cardinal de ’ensemble

Ky(y) = {ie[Ll; rI~ b | woxvi(a;) ¢ Ay}
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avec ici Aw = Ay = {B1,..., Ba—1}. D'un autre c6té, le lemme 2.56 nous donne
précisément la forme des éléments woxy'. Il suffit alors de calculer, pour j < n+1,

Gi sii<j—1,;
thth—1--- tj(ﬂ,') = { Bi-1 sii>}; (2.61)
Bi+-+Ppsii=jj—1

et de remarquer que le dernier cas ne peut se produire que dans les situations
(B.3), (B.6) (il ne se produit alors qu'une seule fois) ou (B.7) (il a lieu au plus
deux fois dans cette situation, et seulement lorsque d = n, c’est-a-dire pour w =
wo). Puisque la sous-expression vy est triviale aprés chacune de ces situations, on
en déduit la proposition. O

Remarque 2.62. Le début de la preuve cache la notion de bon élément de Coxeter.
De fagon générale, on dit qu'un élément w € W est un bon élément m-réqulier [17]
si w™ = 1 et si pour tout entier n < m/21’élément w" est de longueur rN/m.

Si wy est central, le nombre de Coxeter est pair et tous les éléments de Coxe-
ter sont des bons éléments h-réguliers, puisqu’ils vérifient tous c¢"/?> = wy; on
a vu alors au cours de la démonstration précédente que la cohomologie de la
variété de Deligne-Lusztig associée a une puissance d'un élément de Coxeter ne
dépendait pas du choix de cet élément. En général, si c et ¢’ sont deux éléments
de Coxeter, alors d’apres [42, théoréme 3.1.4] et [35, proposition 3.1.6] les variétés
X(c?) et X(c'?) associées au puissances des images de c et ¢/ dans le groupe de
tresses ont la méme cohomologie; si c et ¢’ sont tous les deux supposés bons, on
en déduit que X(c9) et X(c’ ) ont la méme cohomologie.

(iii) Le type C,. Le groupe de Weyl W = W, est identique au groupe de type
B, et les sous-expressions distingués sont les mémes. En revanche, le systeme de
racine est différent, mais 1'équation 2.61 reste néanmoins vraie, et la proposition
précédente se généralise au type Cp, :

Proposition 2.63. Pour (G, F) un groupe déployé de type C,, P un sous-groupe para-
bolique standard de G de décomposition P = LUp avec L de type C,_1, ¢ un caractere
linéaire de U dont la restriction a U N L est réguliere et w une puissance d’'un élément
de Coxeter, les groupes eyHL(Y (W), \) s‘annulent des que I'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :

o ¢ {l(w)lw)+1}etw #wy;

o ¢ {l(w),l(w)+1Lw)+2}etw=w.

(iv) Le type D,. Le groupe de Weyl W = W, et son systéme de racines sont
représentés par le diagramme de Dynkin suivant :

t
t3 ty ts th-1 tp

to
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On notera S = {ty, ..., t,} 'ensemble des réflexions simples et A = {1, ..., Bn}
les racines simples associées. L'ensemble ¢ est formé de n? — n racines positives,
dont I’expression en termes des racines simples est donnée par [11, planche III] :

® fi+fiyr+---+f pour3<i<j<n;

® i+ B3+ -+ 0 pour3 <j<nouf;

® o+ B3+ -+ 0 pour3 <j<nouf;

e Bi+B+2034 - +20ja+fi+--+ 5 pour3<i<j<n
Ici, pour d < n—1, les puissances d-iémes del’élément de Coxeter ¢ = tpt,—1--- 11
peuvent s’écrire w = ¢ = w, -+ w3wy ol pour j > 3, w; est un élément de Wi
qui est réduit-{1, ..., Bj—1}, et wo = tot; . De fagon plus précise, on trouve

o Wi =1tj_gy1---tji—1tj pOLlI‘j >d;

o w; = tjtj_1---t3tat1t3 - tj_1t; pOLlI‘3 <j<d.
Comme précédemment, une sous-expression x-distinguée de w se décompose
eny = (fy(”), ,7(3),7(2)), avec vY) une sous-expression de w; dont le produit
sera noté v;. Si de plus ¢ est un caractere (v, x)-régulier de U vérifiant Aw =
Ay = {41,02,.... -1} et 4" = 1, alors la forme des sous-mots issus des sous-
expressions partielles de v est donnée par le lemme 2.56. On distingue quatre
cas:

tatp—1--tm; avec 3<m; <n+1;
WOXVpVp—1 - Viy1 = § Iptp—1---83l2 OU fptp—1--- B3t1;
thth—1-- - t3totyty - - tmj—ltmj avec 2 < m;j < n.

On peut montrer qu’en fait seule la premiere situation est possible. La méme
analyse que celle menée pour le type B, nous donne en effet la forme précise que
prennent les sous-expressions yY) : pour j > d, on a

(1,1,...,1) si mj_l = mj; (Dl)
fy(l) — (].,].,...,l,tmj_l,].,...,l) si mj_1 < mj; (D2)
(1,...,].,tmj,...,tj_l,tj) si mj_1 > mj. (D3)

alors que pour 3 < j < d on trouve :

(1,1,..,1); 0.
) = ) Gty Lo Lty L ) (D.5)
(1,...,1,tmj,].,...,1,1,tmj+]_,...,tj); (D6)
(it 1, tin 1 1t o, £); (D7)

avec en plus 7(2) = (1, 1). La encore, les cas (D.3), (D.6) et (D.7) sont terminaux
(les sous-expressions restantes sont triviales) et ce dernier ne se produit que pour
d = n — 1, c’est-a-dire lorsque w = wy. En adaptant la démonstration de la pro-
position 2.60 a la lumiére de la remarque 2.62, on trouve finalement :

Proposition 2.64. Pour (G, F) un groupe déployé de type D, avec n > 4, P un sous-
groupe parabolique standard de G de décomposition P = LUp avec L de type D1, ¢
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un caractere linéaire de U dont la restriction a U N L est réguliere et w une puissance
d'un bon élément de Coxeter, les groupes e, H. (Y (W), \) s‘annulent des que 'une des
deux conditions suivantes est vérifiée :

o g {l(w)l(w)+1}etw # wp;
o i ¢ {l(w),l(w)+1l(w)+2}etw=wp.

(v) Groupes exceptionnels. Pour résoudre le cas des groupes exceptionnels, on
utilise les programmes donnés en annexe. Les résultats sont affichés dans le ta-
bleau suivant : chaque entrée représente l'intervalle en dehors duquel on est stir
que les groupes e, HL(Y (), A) sont nuls, pour w = ¢ une puissance non triviale
d’un bon élément de Coxeter fixé pour chaque type (d’apres la remarque 2.62,
la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig associée ne dépend pas de ce
choix). D’autre part, puisque ¢~ 1 est aussi un élément de Coxeter, on se limitera
ad<h/2.

type Eg  typekE, type Eg typeF, typeG,
1] [6:7] [7;8] [8;9] [4;5] 1[2;3]
2 | [12; 13] [14;15] [16; 17] [8;9] [4;6]
3 1[18;19] [21;22] [24;26] [12;14] 1[6;9]
4 | [24;26] [28;30] [32;34] [16;19]
5 1[30;33] [35;37] [40;42] [20; 23]
6 | [36;41] [42;46] [48;51] [24; 28]
7 [49; 53] [56;60]
8 [56;61] [64;69]
9 [63;69] [72;77]
10 [80;86]
11 [88;95]
12 [96; 104]
13 [104; 112]
14 [112; 120]
15 [120; 129]

Remarque 2.65. Les valeurs de ce tableau ont été calculées a partir de certaines
décompositions réduites de puissances d’éléments de Coxeter seulement. Avec
une puissance de calcul plus grande, il est probable que 1’on puisse diminuer la
longueur de certains intervalles.

2.5.3 Le cas de la variété Y(w,) pour les groupes de type A,

On restreint notre étude au cas des groupes de type A, et pour w = wp, mais
en supprimant maintenant toute condition sur les caractéres linéaires considérés.
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On verra au cours du prochain chapitre que ce résultat permet de limiter la posi-
tion des caracteres unipotents dans la cohomologie de Y (), en accord avec [35,
conjecture 3.3.26] (voir théoreme 3.31).

Proposition 2.66. Soit (G, F) un groupe déployé de type A, et 1 un caractere linéaire
de U. Alors, en notant

= DA DY) N {5 )

les groupes ey HL(Y (Vin), N) sont nuls des que i > £(wo) + ry.

Démonstration. Pour chaque élément x € W, on va exhiber une décomposition
réduite de wy pour laquelle K, (¢)) < ry; le résultat découlera alors du lemme
2.57. On écrit pour cela wy sous la forme wy = x~1xwg = x~1wp("0x) ; notons que
les longueurs de y = x 1wy et X = ("x) s’ajoutent, ce qui permet d’obtenir une
décomposition réduite de wy en concaténant des décompositions réduites de y et
%. Pour ce dernier élément, on choisira une décomposition de la forme

X =Wy Wh1W, = ”’(tn—ltn—2"'tjn,l)(tntn—l"'tjn)

ot chaque w; est un élément de G;41 qui est {1, ..., Bi—1 }-réduit. L'intérét d'une
telle décomposition réside dans le fait que si v est une sous-expression x-distin-
guée de wy, alors on a forcément 7; = s; pour i < {(y). Par conséquent, v se
décompose eny = (6,71, ..., 7(M) ou:

° (5 = (51,52, ,Sg(y));

° ﬁ(" ) est une sous-expression wows - - - wij_1-distinguée de w;, dont le produit

sera noté v;.

Avec ces notations, I'ensemble K, (1) se partitionne en

K@) = || K50 @). (2.67)
i—1

On est donc ramené a étudier le cardinal de chaque ensemble K-, (¢). Fixons un
entier / et examinons la sous-expression )+ elle s’écrit F() = (7j)jes; pour un
certain ensemble d’entiers consécutifs J; et on a

Ksoy(1) = {j € Jily =1 et woxyd(ay) ¢ Ay}

D’apres le lemme 2.56, les éléments wox? sont Aw—réduits; étant donné que
a; est une racine simple, on en déduit que la condition woxy/(a;) ¢ A, est
équivalente a woxy/ () ¢ @ Ay Autrement dit, woxy? (;j) ¢ Aw si et seulement si
la décomposition de wox1/(a;) en une somme de racines simples fait apparaitre
au moins un élément de A ~ &j,. On va montrer que ces éléments sont distincts.

Posons nj = min{j € J;|~; = 1}; la forme particuliere de I'élément w; permet
de vérifier I'égalité suivante :
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Z woxy (o) = wy -+ w1 (Bi + Big1 + - + By) €.

Jed;

%=1
Puisque v est x-distinguée, chacune des racines de la somme est positive. Par
'égalité précédente, la somme est donc aussi une racine (positive); par consé-
quent, les racines simples intervenant dans chacun des termes wox/(c;) sont
deux a deux disjointes. Cette propriété étant vraie a fortiori pour wox/(a;) si
J € K5 (), on déduit de I'analyse précédente que

K5 ()] < [(ANAy) Nwi--wig(Pys, 5]
c’est-a-dire ‘K:/(,-)(z/})‘ < [(a~ Ad,) N{B1. ... Bi}]-

On conclut grace a I’égalité 2.67 et en appliquant I'involution —wg sur ’ensemble
des racines simples A. O

Remarque 2.68. On peut voir ¢y comme l'inflation d"un caractere régulier du
groupe unipotent U NLa,, ot La, estle sous-groupe de Levi standard associé a
I’ensemble de racines simples A,. Dans le cas du type A, les classes de conju-
guaison de ces sous-groupes de Levi sont indexées par les partitions de n + 1, et
le théoréme 3.31 donnera un lien entre l'entier ry, et la partition associée a L ,en
termes des fonctions a et A de Lusztig.
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Chapitre 3

Modules de Gelfand-Graev
généralisés dans la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig

Contexte

Dans la théorie des représentations ordinaires des groupes réductifs finis se
pose le probléme de calculer explicitement la table des caracteres de ces groupes,
et notamment la valeur des caracteres irréductibles sur les éléments unipotents.
Deux stratégies ont été développées parallelement pour résoudre cette question :
lI'introduction et I'étude, par Kawanaka, des caractéres de Gelfand-Graev généralisés,
et la théorie des faisceaux-caracteres développée par Lusztig. Siles deux approches
sont étroitement reliées (via les classes unipotentes et leur géomeétrie), c’est la
premiere qui retiendra notre attention dans ce chapitre, puisqu’elle s’étend natu-
rellement au cadre modulaire.

Plus précisément, lorsque la caractéristique de F est bonne pour G, on peut as-
socier a chaque élément nilpotent rationnel N de l'algebre de Lie g de ce groupe,
un module projectif Iy, indépendant de la classe de G-conjugaison de N, défini
comme l'induit d"une certaine représentation du groupe unipotent U. L'objet de
ce chapitre sera de comprendre le lien entre ces modules et la cohomologie des
variétés de Deligne-Lusztig, lien que 1'on représentera concretement par le com-
plexe RHom{ ¢ (T, RT(Y(w), A)).

La définition précise des modules de Gelfand-Graev généralisés repose sur la
classification des orbites nilpotentes de G, que 1’on rappellera dans une premiere
partie. L'avantage de cette classification est qu’elle ne dépend pas de la caracté-
ristique p, en supposant que p est un bon nombre premier pour G. On donnera
ensuite, dans une deuxiéme partie, un point de départ au calcul du complexe
RHomA¢ (M'v, RTc(Y(w), A)) & laide des pieces Y (w) introduites dans le chapitre
précédent. Le point crucial est encore la description explicite de certains quo-
tients de ces piéces, qui permet d’étendre les actions de certains groupes finis a
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un groupe algébrique connexe, afin de montrer que l’action induite sur la coho-
mologie de ces variétés est triviale. Pour finir, on s’intéressera au cas particulier
de la classe unipotente maximale, formée des éléments unipotents réguliers de
G. On obtient alors des modules de Gelfand-Graev usuels, en termes desquels
on peut traduire les résultats des parties 2.3 et 2.4. On en déduit une preuve de
la conjecture de Bonnafé-Rouquier sur la restriction de Deligne-Lusztig des mo-
dules de Gelfand-Graev, ainsi que des résultats partiels concernant leurs induits.
Tous les résultats de ce chapitre seront montrés sous I’hypothése suivante :

(H.0) la caratéristique p de F est un trés bon nombre premier pour G.

Autrement dit, les restrictions sur p seront les suivantes, selon les types des fac-
teurs simples intervenant dans G :

o type A, : pnedivisepasn+1;
types B,, CpetD,:p #2;
types E¢, E7, Faet Go: p # 2,3;
type Eg: p # 2,3,5.

3.1 Modules de Gelfand-Graev généralisés

On reprend les notations données au début du chapitre précédent en y ajou-
tant les objets infinitésimaux associés : on désignera par g, t et u (resp. u™) les
algebres de Lie de G, T et U (resp. U™). L'endomorphisme de Frobenius induit
sur ces algebres sera toujours noté F. On désigne par .4 le cone nilpotent formé
des éléments nilpotents de g (c’est-a-dire les éléments dont 'image par n’importe
quelle représentation est un endomorphisme nilpotent). Le groupe algébrique G
agit sur g par adjonction, stabilisant globalement .#"; les orbites d’éléments nil-
potents pour cette action sont appelées les orbites nilpotentes de G.

Dans le cas ou la caractéristique de G est un bon nombre premier, de nom-
breux résultats concernant les orbites nilpotentes (notamment la classification)
ne dépendent que du type de G. Sous I'’hypothese (H.0) et lorsque G est semi-
simple, on dispose méme d’isogénies centrales séparables

Gs°© i G ‘ Gad
ot G (resp. G*?) est un groupe simplement connexe (resp. de type adjoint) de
méme type que G. Ces morphismes induisent, au niveau des groupes, des iso-
morphismes T-équivariants entre les sous-groupes a un parametre U,, et leur
différentielle induit, aux niveau des algebres de Lie :

e des isomorphismes G-équivariants entre g*¢, g et g%;

e des homéomorphimes G-équivariantes entre les cones nilpotents, et donc
des bijections entre les ensembles d’orbites nilpotentes;

e des isomorphismes T-équivariants entre les algebres de Lie des groupes a
un parametre U,,.
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Certains invariants associés aux orbites nilpotentes, comme le nombre de compo-
santes connexes du centralisateur d’un élément nilpotent, dépendent néanmoins
du groupe G considéré, et pas seulement de son type.

3.1.1 Classification des orbites nilpotentes

Nous allons rappeler deux points de vues utilisés pour paramétrer les or-
bites nilpotentes de g, a savoir les diagrammes de Dynkin pondérés et les sous-
groupes paraboliques distingués. Les méthodes exposées brievement ici sont par
exemple détaillées dans [21, chapitre 5] et [71].

L'ingrédient essentiel de cette classification est la finitude de 1’ensemble des
classes unipotentes, démontrée dans [10]. Puisque le cone nilpotent .4 est irré-
ductible, il contient une unique orbite ouverte dense, appelée orbite réguliere. Ce
phénomene s’applique aussi a certains sous-groupes de G, et permet ainsi de
construire des orbites nilpotentes en saturant les orbites régulieres associées a
des groupes plus petits.

(i) Diagrammes de Dynkin pondérés. Fixons un groupe algébrique complexe
semi-simple et simplement connexe G¢ de méme type que G et notons g¢ son
algebre de Lie. On peut alors choisir une base de Chevalley de gc formée des
éléments (X, )aco et (Ha)aca, ce qui permet de définir une forme entiere gz de
gc. Par hypothese sur p, on peut identifier [g, g] et gz ®z F (voir par exemple [10])
et on en déduit, pour chaque racine «, un vecteur directeur ¢, = X, ® 1 de la
droite u,, = Lie(U,). Notons qu’il nest pas forcément stable par F méme dans les
cas out U, 'est. Avec ces notations, 1’algebre g se décompose en :

g=u Otdou = t@@[ﬂ—:a.
acd

Le théoreme de Jacobson-Morozov nous assure que tout élément nilpotent N
de l'algebre de Lie complexe gc peut étre complété en un sl,-triplet {N, N/, H}.
De plus, quitte a conjuguer N, on peut supposer que I'élément H est combinaison
linéaire a coefficients entiers, et méme positifs, des éléments H,. Le diagramme de
Dynkin pondéré associé a N est alors la fonction additive d : & — Z définie par
d(a) = a(H). On peut montrer qu’il ne peut prendre que les valeurs 0, 1 ou 2
sur la base A et qu’il ne dépend pas de la classe de G¢-conjugaison & de N; on
pourra donc le noter ds. L'ensemble des diagrammes obtenus de cette fagon sera
noté Diag(®).

Le résultat surprenant de cette théorie est que 1’ensemble Diag(®) parametre
non seulement les orbites nilpotentes du groupe complexe G¢ mais aussi celles
de G, alors que le théoréme de Jacobson-Morozov n’y est pas toujours valable. En
effet, a chaque diagramme de Dynkin pondéré d on peut associer un sous-groupe
parabolique P4 de G défini par

Py = (T,U, | d(a) > 0)

ainsi qu'une décomposition de Levi P4 = LyU4 de ce groupe, donnée par
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Ly = (T.Uy|d(@)=0) et Uy = (U, |d(a)> 0.

Au niveau des algebres de Lie, d définit une graduation (gd(i))i ¢z de g en une
famille de sous-espaces vectoriels

5(i) = €D ua pour i 0,
d(a)=i
et g4(0) = t® @ Uq.

d(a)=0

Les espaces gq(/) ne sont pas forcément des sous-algebres de Lie de g, mais ils
sont en revanche stables par l'action adjointe du groupe réductif Ly. En notant
9d(2)reg 'unique L4-orbite dense dans g4(2), on obtient le paramétrage annoncé :

Théoreme 3.1 (Dynkin, Pommering, Premet). Si p est un trées bon nombre premier
pour G, 'application d — G - gq(2).sg réalise une bijection entre I'ensemble Diag(®)
des diagrammes de Dynkin pondérés et I'ensemble des orbites nilpotentes de G. De plus,
pour un diagramme d fixé, on a

e 04N ( Di>» 9a(i)) est une seule P 4-orbite, et elle est dense dans D;>294(i);
e tout élément N de cette P 4-orbite vérifie Cg(N) = Cp (N).

Remarque 3.2. Puisque deux diagrammes distincts donnent deux orbites dis-
tinctes, le diagramme associé a une orbite & stable par F vérifie nécessairement
d o ¢ = d. Ainsi, les sous-groupes et sous-espaces associés a d sont eux aussi
stables par F, de méme que la Ly-orbite maximale g4(2),¢g-

La classe 0 se scinde éventuellement en plusieurs G-orbites, toutes ne ren-
contrant pas forcément gy(2)r¢g. Néanmoins, pour N € gq(2)rsg, le centralisateur
Cg(N) est un sous-groupe du groupe connexe Py, et le théoreme de Lang assure
que chacune de ces classes admet tout de méme un représentant dans P4- gd(2)fég,

et donc, d’apres le résultat précédent, dans & N (P>, g4(7)).

Exemple 3.3. Supposons que G = Sp,(F) est le groupe symplectique. D’apres
[21, chapitre 13], le cone nilpotent se décompose en 4 orbites sous I'action de G,
lesquelles vérifient les relations d’inclusion

{0} C Omin C O C Oreg=N

L'orbite Onin est appelée orbite minimale : elle est contenue dans 1’adhérence de
toutes les orbites non triviales (nous y reviendront en section 3.1.3). L'orbite &
est quant a elle appelée orbite sous-réguliere ; elle correspond au diagramme de
Dynkin pondéré suivant

0 2

Oo=0
c’est-a-dire le diagramme d défini sur les racines simples par d(«) = 0 (« étant la
racine simple courte) et d(3) = 2.

Munissons maintenant le groupe G de sa [ 4-structure rationnelle standard,
de telle sorte que la classe sous-réguliére & soit stable par F. Alors d’apres [88],
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I'ensemble &F se scinde en deux classes rationnelles. On peut en préciser des
représentants apres avoir fixé une base (e,) de u stable par F et proportionnelle
a la base de Chevalley (e,) : chaque G-orbite de &F est portée par un élément
nilpotent de la forme N(v) = eg — vesq1 5 avec v € ;. De plus, N(v) et N(v/')
sont conjugués sous G = Sp,(q) si et seulement si /v~ est un carré dans [ .

Si G = PSp,(F) est le groupe de type adjoint correspondant, alors le résultat
reste vrai puisque d’apres [21, chapitre 13], le groupe Cg(N)/Cg(N)° est d’ordre
2 pour tout élément nilpotent N de la classe sous-réguliere.

Remarque 3.4. D’apres le premier point du théoreme précédent, la dimension
du centralisateur d’un élément N € & est donnée par

dim Cg(N) = dimP4 —dimU,; = dimG — dimU; — dim U,.

On en déduit que la dimension d’une orbite nilpotente se calcule directement a
partir de son diagramme de Dynkin dy :

dim & = dimU; + dim Us.

(ii) Théorie de Bala-Carter. La manipulation pratique des diagrammes de Dyn-
kin pondérés n’est pas toujours aisée; on peut néanmoins coutourner ce pro-
bleme en se concentrant sur d’autres objets associés : les sous-groupes de Levi
de G et leurs sous-groupes paraboliques. Fixons pour cela un diagramme d €
Diag(®) et N un élément de gy(2)r¢g ; le groupe Cp,(N) est alors un groupe réduc-
tif et on peut construire un sous-groupe de Levi L de G, défini comme le centrali-
sateur d’un tore maximal de ce groupe. En posantQ = Py4NLetV = R,(Q) son
radical unipotent on peut montrer que

¢ Q est un sous-groupe parabolique distingué de L, c’est-a-dire qu'il vérifie :
dim (D(Q)/V) = dim (V/D(V));

e N estun élément de Richardson de v = Lie(V), ce qui signifie que 1'orbite Q- N
est dense dans v. On notera v, cette orbite.
A conjugaison pres, on obtient par ce procédé toutes les paires (L, Q) vérifiant
cette propriété lorsque d parcourt Diag(®). Plus précisément,

Théoreme 3.5 (Bala-Carter, Pommering, Premet). L'application (L, Q) — G - v
réalise une bijection entre les classes de conjugaison des couples formés d’un sous-groupe
de Levi L de G et d'un sous-groupe parabolique distingué Q de L et I'ensemble des orbites
nilpotentes de G.

Remarque 3.6. Le diagramme de la L-orbite v,¢; peut-étre facilement déterminé :
quitte a conjuguer la paire (L, Q), on peut en effet supposer que ces données sont
standard et s’écrivent L = L, et Q = P, N L, pour J C | C A. Le diagramme db,,
prend alors la valeur 2 sur J et 0 sur / \. J. En revanche, il est en général difficile
de donner explicitement celui la G-orbite associée : on s’en convaincra facilement
en remarquant par exemple qu’il ne prend pas forcément des valeurs paires sur
toutes les racines.
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Parmi les orbites nilpotentes de G, notre attention se portera souvent sur les
deux suivantes dans les exemples de ce chapitre. Nous étudierons aussi dans la
section 3.1.3 un troisieme exemple générique, celui de I'orbite nilpotente minimale.

Exemple 3.7. L'orbite réguliere (définie comme "'unique orbite dense dans .4")
correspond au diagramme de Dynkin vérifiant d(«) = 2 pour toute racine simple
«, ainsi qu’au couple (G, G) ; I'élément 0, seul dans son orbite, est donné quant a
lui par le diagramme de Dynkin nul et le couple (T, T).

Un des aspects remarquables de ces théoremes est I'indépendance du para-
métrage par rapport a la caractéristique. Pour & une orbite nilpotente de G as-
sociée a un diagramme d, on notera ¢ 1'orbite nilpotente de G¢ associée a ce
méme diagramme, définissant ainsi une bijection entre les orbites nilpotentes de
G et celles du groupe complexe Gg.

(iii) Relation d’ordre entre les orbites nilpotentes. On peut définir une relation
d’ordre partiel sur I'ensemble des orbites nilpotentes de G par :

0<0 << 0cCo.

La méme construction s’applique au cadre complexe et le résultat [84, théoréme
5.2] de Spaltenstein s’interprete alors comme la compatibilité du paramétrage
précédent avec cet ordre :

Théoreme 3.8 (Spaltenstein). L'application & — O¢ est croissante.

3.1.2 Modules de Gelfand-Graev généralisés

(i) Définition et premieres propriétés. La famille (¢, )qce n'étant pas forcément
adaptée a l’action de F induite sur g, on lui préférera une famille (e, )qco Vérifiant
F(ea) = eg(a) €t €q € Uy. Avec les notations données en section 2.1.1, il suffit pour
cela de choisir, pour chaque représentant a € [®/¢], un élément e, stable par F9%
et de poser ensuite e4(,) = F'(€a)-

Soit & une orbite nilpotente et d le diagramme de Dynkin pondéré associé.
On suppose que € est stable par F; comme on 1’a remarqué en 3.2, le poids des
racines est constant sur chaque orbite sous ¢. On peut donc définir une filtration
de Uy = U; D Uy D -+ par des groupes unipotents stables par F

Ui = (U, | d(a) > i)

dont les algebres de Lie seront notées u; = Lie(U;). Notons au passage que les
formules de Chevalley nous assurent que les quotients successifs U;/U;1 sont
des groupes abéliens, isomorphes a [ [ ;,)—; Ua via la multiplication. Le cas i = 2
nous intéressera tout particulierement, et on notera 0 : Uy — g4(2) 'application
définie par

o( TI wl@) = X Gaen

d(a)>2 d(a)=2
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C’est un morphisme de groupes surjectif, L y-équivariant et compatible avec 1’ac-
tion de F. L'ordre du produit n’a ici pas d’importance puisque 0 se factorise par
la projection Uy — U, /Us.

En suivant [56], on fixe un caractére linéaire y : [F;ﬁ; — N de [ et on
définit, pour tout élément nilpotent N € & F N uy, un caractere linéaire vy de Us
par:

Vx e U Un(x) = x(k("N, (x))).
ol « est la forme de Killing de g et Wy un relevé de wy dans Ng(T). Notons que
puisque p est supposé tres bon, la restriction de « a [g, g] est non-dégénérée.
Remarque 3.9. En décomposant N = d(a)>2 Ta€a SUT la base de Chevalley et
en posant ¢, = k(" e,, €,), on peut écrire la formule précédente en extension :

1/1/\/( H ua(xa)> = X( Z canWO(_a)xa).

d(a)>2 d(a)=2

Sous cette forme, il est clair que pour toute racine o de poids 2, la restriction de
Yy a V, est triviale si et seulement si la composante de N sur up(—a) €St nulle.
On peut aussi remarquer que 1y ne dépend que de la classe de N dans u /us.

Pour finir, Kawanaka montre qu’il existe un sous-groupe unipotent stable par
F intermédiaire entre U; et Uy, noté Uy 5, vérifiant [Uy 5 : U] = [Ur : Uy 5, ainsi
qu’'une extenstion TZN de )y en un caractere linéaire de U, 5. Le module de Gelfand-
Graev généralisé associé a N est alors défini par

My = Ind§,, Aw

ol on a noté Ay le module A sur lequel U; 5 agit par le caractére U

Proposition 3.10. Le module Iy est un NG-module projectif dont le caractére ~yy est
donné par

[Tn] = Ind§, ¥

1
[U2 . Ul]l/ 2
A isomorphisme prés, ce module ne dépend pas de la classe de G-conjugaison de N.

Démonstration. Une preuve partielle de ce résultat est donnée dans [56] ; il reste
a montrer que si N et N sont deux éléments de &F N u, rationnellements conju-
gués, alors les caracteres 1y et ¢ sont aussi conjugués. Par le théoréme 3.1, N
et N’ sont aussi dans la méme P 4-orbite et Cg(N) C P4 ; on en déduit qu’ils sont
en fait conjugués par un élément z € Py. Décomposons cet élément en z = um,
avecu € Uyjet me Ly. Alors

bon = (*om) - Yn. (3.11)

En effet, le groupe Uy agit trivialement sur uy/u3, et les caracteres v,.y et Y.y
sont donc égaux. En utilisant les compatibilités de « et 9 avec 'action de Ly, on
trouve alors, pour tout élément x de Us
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Ymn(x) = x(k("(m - N),0(x))) = x(s(" N, (**m™) - 9(x)))
= x(r("™N,0((**m™1) - x))) = ¢n((*om™) - x)
ce qui traduit exactement I'équation 3.11.
Enfin, 'y est bien projectif puisqu’il est I'induit du module Ay qui est lui

aussi projectif (¢ ne divisant pas l'ordre de U, 5). Sa classe d’isomorphisme est
donc déterminée par son caractere. O

D’apres la remarque 3.2, chaque élément nilpotent de & stable par F est ra-
tionnellement conjugué a un élément de & Nu,. La proposition précédente nous
assure donc que 'y est bien défini pour n’importe quel élément de .4 F.

Exemple 3.12. Si 0 est 'orbite réguliéere, alors U; = U5 = Uy = U; pour tout
élément N de 0F N uy, le caractere JN est donc un caractere linéaire de U, trivial
sur D(U)F (puisqu’ici D(U) = Us). De plus, N étant régulier, ses composantes
sur les vecteurs e, pour toute racine simple a sont non nulles. Par la remarque
3.9, on en déduit que JN est un caractere régulier de U. Le module 'y = Indﬁ An
associé est alors un module de Gelfand-Graev usuel.

Si O est réduit a zéro,ona U; = Uy 5 = Uy = {1}, ety = Ind1G/\ = AG estla
représentation réguliere de G.

(ii) Décomposition de vy sur les caractéres unipotents. Rappelons qu’a chaque
caractére unipotent irréductible p de G on peut associer une orbite nilpotente
spéciale O(p) définie comme 1'unique orbite vérifiant les deux conditions sui-
vantes (voir [65, section 11]) :
e la représentation \ de W associée au systeme local (&'(p), 1) par la corres-
pondance de Springer est une représentation spéciale (autrement dit &'(p)
est une orbite spéciale) ;

e le caractere unipotent associé a A @ sgn est dans la méme famille que p.

L'application p — €(p) permet de traduire certaines propriétés de la ma-
trice de passage entre les caractéres unipotents et les caracteres de Gelfand-Graev
généralisés [65, théoréme 11.2] :

Théoréme 3.13 (Lusztig). Soit N € AF un élément nilpotent, & I'orbite nilpotente
associée et p € Irr G un caractere unipotent de G. Alors
(i) sidim O(p) < dim & avec O(p) # O, la multiplicité de p dans ~yy est nulle;
(ii) si O(p) = O, la multiplicité de p dans ~yy est un entier borné par |W|?;
(iii) p étant fixé, il existe N' € O(p)F tel que (yn:; p) # 0.

Autrement dit, la projection d'un caractere de Gelfand-Graev généralisé -y
sur I'espace des caractéres unipotents ne fait apparaitre que des caracteres as-
sociés a des orbites de dimensions supérieures a celle de G - N. De plus, si G - N
est spéciale, les caracteres unipotents associés apparaissent avec une « petite »
multiplicité.
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Exemple 3.14. Si N est un élément nilpotent régulier, le caractere de Gelfand-
Graev généralisé vy est un caractere de Gelfand-Graev usuel. L'orbite nilpotente
Owg = G - N est spéciale, et le seul caractére unipotent associé a cette orbite est
le caractére de Steinberg Stg. Il est donc le seul caractére unipotent intervenant
dans vy et il apparait avec multiplicité 1.

Exemple 3.15. Pour G = Spy(F) muni de sa [F4-structure standard, il y a trois
orbites spéciales. Les trois familles de caracteres unipotents de G associées sont
{StG}, {po. poc, pr. 010} et {1g} (voir I'annexe A.2). Comme on 1’a vu au cours
de I'exemple 3.3, la classe nilpotente sous-réguliere se scinde en deux classes ra-
tionnelles ¢F = G - NU G - N. Les projections des caracteres de Gelfand-Graev
généralisés correspondants sur I'espace KE(G, 1) engendré par les caracteres uni-
potents s’écrivent

w(yn) = po + pr + qStg et (Yn') = poe + 610 + qSte

en vertu des formules données en annexe.

3.1.3 Algebre d’endomorphismes

Cette derniere section est consacrée a I'étude de certaines propriétés de 1'al-
gebre des endomorphismes du module de Gelfand-Graev généralisé que I'on
désignera par Wy = Endpg(I'n).

Le point de départ est le suivant : si gc est une algébre de Lie semi-simple
complexe et N un élément nilpotent de cette algebre, il existe un U(gc)-module
qn, construit de maniere analogue aux G-modules définis dans la section pré-
cédente. L'algébre d’endomorphismes 2y = Endyg.)(qn) de ce module est ap-
pelée W-algebre de type fini [39]. Elle admet une structure de Poisson, ainsi qu'une
filtration particuliere pour laquelle 'algebre graduée est isomorphe a l'algebre
des fonctions sur la tranche de Slodowy associée a N. Plus précisément, si (N, N’, H)
est un sl-triplet contenant N, et ¢y (N') le centralisateur de N’ pour l’action ad-
jointe de gc, on dispose d"un isomorphisme d’algebres de Poisson

gr Wy =~ C[N + cqe (N)]. (3.16)

En ce sens, I’algebre 20y est une quantification de la tranche de Slodowy.

Si l'on revient aux modules de Gelfand-Graev généralisés de G, on peut ob-
server que pour les deux cas particuliers étudiés dans 1'example 3.12, I'algébre
Wy est libre de rang fini sur A et rg\Wy est tres proche de |Cg(N)|. En effet :

e si N =0, alors Wy = AG est bien de dimension |G| = |C5(0)|;

e si NV est un élément régulier, alors le rang de W)y sur A est égal au nombre
de classes rationnelles d’éléments semi-simples s € (G*)F. Dans le cas ot
le centre de G est connexe, ce nombre vaut (Z (G)O)Fq’, avec r le rang
semi-simple de G; c’est aussi exactement 1'ordre du groupe Cg(N) (voir
par exemple [33, section 14]).
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Ces deux égalités suggerent 'existence d'un isomorphisme analogue a 3.16. En
étudiant plus précisément la dimension des algebres Wy, on verra qu'une solu-
tion a ce probleme, si elle existe, n’est pas si évidente.

(i) L’orbite minimale. Pour simplifier, on suppose dans cette sous-section que
(G, F) est un groupe quasi-simple déployé et de type adjoint. En particulier, tous
les entiers g, sont ici égaux a q. Puisque W est irréductible, il existe une unique
orbite nilpotente non nulle de dimension minimale Gy, appelée orbite nilpotente
minimale. Elle s’identifie a 'orbite du vecteur e,, associé a la plus longue racine
ag de ®. Pour déterminer le diagramme de Dynkin pondéré correspondant, on
remarque tout d’abord que le sous-groupe de Borel B stabilise la droite u,, en
vertu des formules de Chevalley. Par conséquent, le normalisateur Ng(u,,) de
cette droite est un sous-groupe parabolique standard P, = BW,B pour un certain
I C A, explicité par exemple dans [54]. On vérifie alors facilement que

W, = Cw(ao) = {w € W[ w(ag) = ao}-

Le diagramme d associé a O, est alors défini sur la base A par

d(a) = {1 sia € I

0siae AN,

et les sous-groupes unipotents qu’il définit sont de la forme U; = Uy = R, (P)) et
Uo = U,,. On en déduit que ﬁnﬁin Nuy = uao([Fg ), ce qui nous permet de choisir
N égal a e,, sans restreindre la généralité de notre étude.

Avec ces notations, on peut maintenant calculer la dimension de Wy, donnée
par le produit scalaire (yy ;yn). En appliquant la formule de Mackey et la des-

cription de yy donnée a la proposition 3.10, cette quantité s’écrit :

1
(Wi = =—= Y. (Resy ¥niResy 2o (8- ¢n)).  (317)
[+ U] geUx\G/Us

Puisque P, est aussi égal a Ng(U,, ), I'intersection U, N €U, est triviale des que
g ¢ P, et dans ce cas les produits scalaires des restrictions (qui sont triviales)
valent 1. De plus, U, x (U,)°P agit librement sur G . P; et on obtient ainsi
u paEU |G| — | Py
Z <ReSU§mgU2 1/}N ) ReSUQrQWgU2 (g : 1/’N)> = ‘U2|2 .
g€U2\(G\P[)/U2

Reste a calculer la contribution de P : puisque W, agit trivialement sur o, on a
Us\P; /U, = Ux\Py. De plus, pour g € P; on vérifie facilement (en utilisant par
exemple la description de la remarque 3.9) que ¢y = g - ¥y si et seulement si
g € Cp,(N). On trouve donc

|C6(N)|
§ : <ResZ§mgU2 ¢N;Resi/gr21guz (g'l/)/\/)> = ‘U2\CP/(N)‘ = |U(2|)
ge\P; /U
1
si bien que : = —— (|G| = |P)| + |Us||Cg(N)]).
aue (i) = g (161 P+ 1Uall Ca(M))
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Ici, on peut décrire explicitement le centralisateur de N : I’action d"un élément p
de P, sur N se fait par multiplication par un scalaire o (p) ot cg est une extension
triviale a P; du caractere g de T. On a donc Cg(N) = (Kerag)F. Puisque G est
de type adjoint, le groupe X(T)/Zag = Z®/Zay est sans torsion, et ainsi Ker ag
est un sous-groupe connexe de T. Par le théoréme de Lang, on en déduit que
la restriction de ap a TF est une application surjective de TF vers Fg, ce qui
donne |Cg(N)| = |P1|/(gag — 1) = |Pi1|/(JU2]| — 1) et permet d’améliorer I'égalité
précédente en

1
(i) = m(

On peut finalement la réécrire en

|Gl +Ce(N)]).

Proposition 3.18. Soit (G, F) un groupe quasi-simple déployé de type adjoint. Si Omin
est l'orbite nilpotente minimale, et N un élément stable par F de cette orbite, on a

1

—F
m|ﬁmin||CG(N)| (3.19)

dimK WN =

avec O min = Opmin U {0}.

L'avantage de cette formulation est qu’elle reste vraie en remplagant Gy, par
les orbites {0} ou ¢, (en utilisant par exemple [33, corollaire 9.5]). On observe
aussi que les quantités |U;||Us| et |O] sont de méme ordre de grandeur par la
remarque 3.4.

Remarque 3.20. L'équation 3.19 n’est malheureusement pas vérifiée pour un en-
semble d’orbites plus large. Par exemple, pour l'orbite nilpotente de PGL4([F)
associée a la partition [2, 2], on a

K IN = (g5 1
Gy — @ Tty
alors que |5F| = q*(q®°+q*>—-1).

On va néanmoins donner deux généralisations partielles de cette formule dans
les paragraphes suivants.

(ii) Dimension asymptotique. On calcule maintenant 1'ordre de grandeur de la
dimension de 1’algebre d’endomorphismes de I'y et on s’assure ainsi qu'il est le
méme que celui de I'ordre du centralisateur de N, comme le suggere la formule
3.19. Pour fixer les notations, on dira que deux fonctions f et g sont de méme
ordre de grandeur si f = O(g) et g = O(f). On notera alors f = O(g). On se
placera encore sous I'hypothese ou1 le groupe (G, F) est déployé; les quantités
calculées ici sont alors des fonctions de g et seront considérées comme telles.

D’apres le théoréme 3.1, la dimension du centralisateur de N est donnée par :

dim Cg(N) = dimPy4 —dimuy = dim G — dimU; — dim U,
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D’autre part, la formule 3.17 permet d’obtenir I’encadrement suivant :

1 1
————— U\ Pagwo Py /Us| < dimgWpy < ———
iUz]‘ \PawoPg/Uz| < dimyk Wy < RA

%
Puisque U, N " U, = 1, on trouve ‘UQ\PdWOPd/UQ‘ = gdimG-2diml2 ot on en
déduit la proposition suivante :

|U\G/Us.

Proposition 3.21. Si (G, F) est supposé déployé, la dimension de Wy et 'ordre du
centralisateur Cg(N) sont de méme ordre de grandeur, égal a g9 C=dm & ce qui s'écrit

dimx Wy = ©(|Cg(N)|) = ©(gdimG—dima),

(iii) Dimension de Wy et ordre de |Cs(N)|. Toujours dans 1'optique de géné-
raliser partiellement la formule 3.19 aux autres orbites nilpotentes, on montre le
résulat suivant :

Proposition 3.22. Pour O et une orbite nilpotente stable par F et N un élément de oF,
il existe un entier ny g,F € N tel que

1
dimgWy = ——— |Cg(N :
img Wy AN |Cc(N)| nn.6.F
Démonstration. Posons ¢y = Indz‘; 1 et décomposons le caractere de Gelfand-
Graev généralisé en vy = [U; : Us] /2 Ind$ _¢on. La formule de Mackey nous

donne alors
1 P wp
(Wi = U1 Us] Z <Re5PZmWPd90N;Respdr‘%wpd(W'SDN»-
we Wd\W/Wd

Puisque Py normalise Us, les caracteres induits ¢y se calculent facilement : ils
sont nuls en dehors de U, et valent, pour x € Us :

pn(x) = Y on() = Y (v vw)(x).
YEPy yEPy
Afin de simplifier les notations, on mentionnera les restrictions en indice du pro-
duit scalaire seulement. On a donc, pour tout w € W,
| UnNv U2|

m Z (Y- ¥n: wz - Yn) v,
y

,ZzEPy

(oniw - oN)PAwp, =

Comme onl’a vu au cours de la proposition 3.10, I’action de Uy sur 1y est triviale,
et celle de L4 s’effectue sur 1'élément NV, apres conjugaison par wy. L'action d'un
élément y = mu € P se traduit donc de la fagon suivante :

Y YN = m-Yy = Pmom)n

et on en déduit que

UnNvUs
(oniw - on)Pvp, = WMG(NN > i wz ) vrn s
z€eP,
N'EePdd-N
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Le méme raisonnement montre que la fonction z — 3 i p (¥ ; Wz - 1hp) est
invariante par multiplication a gauche par un élément de Py N P, et ainsi

(oniw - on)pyrvp, = (U2 U [Ca(N)| > (i wz - Yn)urwu,
ZEPdﬂP;V\Pd
N'€Py-N
ce qui prouve que le quotient <Resgjmwpd<p/\, ; Res;;fr‘éwpd(w - on))/|Cc(N)| est un
entier positif et termine la preuve de la proposition. O

Remarque 3.23. Les calculs explicites de la dimension de Wy effectués dans des
petits groupes suggerent que 'entier ny g, est en fait générique, c’est-a-dire po-
lynomial en les variables (ga)ac|a/4]-

3.2 Modules de Gelfand-Graev généralisés dans la coho-
mologie des variétés de Deligne-Lusztig

On va maintenant pouvoir entrer dans le vif du sujet, a savoir étudier le
lien entre la cohomologie de la variété Y(w) et les modules de Gelfand-Graev
généralisés [y. Vu la nature de ces objets, ce lien sera représenté par le complexe

RHomj (T, RT(Y(#),A)) € DP(AG-Mod).

Comme dans le chapitre précédent, on va utiliser la décomposition de la variété
de Deligne-Lusztig Y (W) en piéces, et espérer ainsi ramener le probléme au calcul
des morphismes entre Iy et la cohomologie de Y (w) pour chaque élément x de
W. 11 faut cependant noter que les sous-variétés Y,(w) ne sont pas stables par
I'action de G en général, mais seulement par U; puisque les modules I'y sont
définis a partir de ce sous-groupe unipotent, cela ne posera pas de probléeme en
pratique.

Dans une premiere section, on appliquera les résultats de la section 2.3.2 afin
de construire explicitement le quotient de chaque piece par le groupe unipotent
Us associé a N. Grace a cette description, on sera en mesure de prolonger les ac-
tions de certains groupes a un parametre sur Y,(w) a un groupe connexe. Enfin,
la traduction cohomologique de ce résultat donnera un critere sur x permettant
de dire si les morphismes qui nous intéressent peuvent étre non triviaux (voir
corollaire 3.25).

3.2.1 Expression du quotient de Y,(w) par U;

Soit &' une orbite nilpotente de G stable par F, et d le diagramme de Dynkin
pondéré associé. On va se concentrer sur un groupe unipotent particulier dans la
filtration (U;) définie par d : il s’agit du groupe U3, engendré par les sous-groupes
a un parametre U, pour d(a) > 3. Par les formules de Chevalley et la linéarité
de d, c’est un sous-groupe distingué de B et on notera 73 : B — U3\B le mor-
phisme quotient. Il est de plus stable par F, si bien que par la proposition 2.29,
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l'application ¢ : b € B — (b1F(b), 73(b)) € B x (U3\B) induit I'isomorphisme
B-équivariant de variétés suivant :

Us\B =~ {(b, h) € B x (U3\B)|m3(b) = h"1F(h)}.

Si x et w sont deux éléments du groupe de Weyl, on dispose d"un fibré en espaces
affines Y, (w) au dessus de la piece Y, (w), défini en section 2.4.1, et pour lequel
la restriction de cet isomorphisme donne :

Us\Yx(w) ~ {(b, h) € B x (Us\B) | m3(b) = h~1F(h) et b € x(UwU)F(x)1}.

Rappelons qu’avec cette identification, un élément de U agit par l'intermédiaire
de sa classe dans U3\B sur I'élément h.

3.2.2 Sur certaines composantes isotypiques de la cohomologie des
pieces Y, (w)

Fixons maintenant un élément nilpotent N € &F Nu,. Il définit un module de
Gelfand-Graev généralisé qui s’écrit 'y = Indﬁ1 ; A\nv. On cherche alors a détermi-
ner le complexe

RHom} g (T, RTc(Y (W), A))

afin d’obtenir des informations précises sur la contribution de 'y dans la coho-
mologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(w). Par la formule de réciprocité de
Frobenius, ce dernier est quasi-isomorphe aux complexes

RHomAy, , (An. RTe(Y(#), A)) = enRT(Y(w), A)

ol ey désigne l'idempotent de AU 5 associé au caractere linéaire ¢n. On va don-
ner dans cette section des conditions sur x pour que la contribution de la piece
associée a x, représentée par le complexe eyRI(Y, (W), A), soit nulle dans la
catégorie dérivée D?(Mod-T"F).

(i) Prolongement d’actions. La description du quotient de la piece Y, () par
Uz donnée dans la section précédente va nous permettre d’étendre 1’action de
certains groupes a un parametre. Plus précisément, on montre :

Proposition 3.24. Soit o une racine positive vérifiant les trois conditions suivantes :
(i) «estde poids 2 (i.e. d(a) = 2);
(i) x~Y(«) est une racine positive ;

(iii) o est maximale pour son poids, i.e. pour toute racine simple (3 de poids 0, on a
a+ B3¢0

Alors U'action de V,, sur la variété quotient Us\Y (W) s'étend en une action du groupe
algébrique connexe V.
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Démonstration. On utilise la description de la variété quotient Us\Y,(w) donnée
précédemment :

Us\Yx(w) =~ {(b, h) € B x (U3\B)|m3(b) = h"1F(h) et b € x(UWU)F(x)~}.

Par l'application quotient Us\B — T, tout caractére du tore T s’étend de
fagon triviale en un caractere linéaire du groupe U3z\B. Pour a une racine simple,
on notera & : U3\B — G, I'extension correspondante; pour h € U3\B on a
alors, grace a '’hypothese (iii) :

hua (O)h™t = ua(&(h)0C).

A l'aide de cette relation, on va montrer que l'on peut définir une action du
groupe connexe V,, sur la variété quotient Us\Y,(w) par :

VCEF  vo(Q)- (b h) = (ua(@(h™1)(¢% —¢))b, va(C)h).
Il suffit de vérifier que la variété quotient est bien stable par cette action : con-
sidérons (b, h) € Us\Yx(w) et (b, h') = va(C) - (b, h) le couple image par ¢. En
utilisant la formule v, (¢) " F(va(¢)) = ua(¢% — () (voir section 2.3.2), on peut
calculer :
WTEF(R) = hva(Q) T F(va(Q)F (h)
= B U (¢ — Q)b b F(h)
WEE(H) = wa(@(h)(C = Q)h2F(h)
si bien que La(H') = by par définition de b'. De plus, le sous-groupe a un pa-
rametre U, est contenu dans XU puisque x!(a) > 0. Par suite b’ € *Ub C
x(UwU)F(x)~1, ce qui prouve que (b', h') € Us\Y(W).
Pour conclure, on remarque que restreindre cette action au groupe fini V,, re-
vient a restreindre le parametre ( a [y, . Dans ce cas on récupere 1’action naturelle
de V,, qui provient de l'action de Us\U décrite précédemment. O

Corollaire 3.25. Pour w et x deux éléments fixés de W, on suppose qu'il existe une
racine positive « telle que

e le couple (x, o) vérifie les trois conditions de la proposition précédente ;
e [a restriction de JN au groupe V., est non-triviale.
Alors le complexe eyRT (Y (W), A) est nul dans la catégorie dérivée DP(Mod-TF).

Démonstration. On procede comme dans la preuve du théoreme 2.43 : avec les
résultats énoncés dans la section 1.2.2, et le fait que 1’ordre du groupe Uz est
inversible dans A, on peut écrire la suite suivante de quasi-isomorphismes :

enRT (Y« (W), A\) = eyRT(Yx(#), A)[2dim(U N*U)]
~ A @y, enRT(Yx (W), A) [2dim(U N *U)]
~ enyRT(Us\Yx(w), A)[2dim(U N*U)].

D’autre part, la proposition précédente, conjuguée avec 1.19, assure que

l
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RMc(Us\Yy (W), A) ~ A®pv, RTc(Us\Yy (W), A).

Enfin, la restriction de ¢y au groupe V,, étant supposée non triviale, le complexe
précédent coupé par l'idempotent ey est quasi-isomorphe a zéro. O

Remarque 3.26. Supposons que N est un élément nilpotent régulier. Puisque
pour cet élément toutes les racines simples sont de poids deux, toute racine
simple a vérifiant x (o) € &7 vérifie automatiquement toutes les hypotheses
du corollaire précédent. On en déduit que

enRTc(Yx(W), A) =~ 0.

des que x est différent de wy. On retrouve ainsi une partie du corollaire 2.54.

3.3 Cas particulier des modules de Gelfand-Graev

On termine ce chapitre en conjuguant les résultats précédents a ceux du cha-
pitre 2 dans le cas particulier des modules de Gelfand-Graev usuels. Tout au long
de cette partie, N € ﬁr’zg désignera donc un élément nilpotent régulier et 'y le
module de Gelfand-Graev correspondant. Rappelons que dés que le centre de G
est connexe, ce module ne dépend pas de N car alors tous les élément nilpotents
réguliers stables par F sont rationnellement conjugués [33, corollaire 14.25].

Les hypotheses sur p énoncées dans l'introduction sont superflues si 1'on
s’intéresse seulement aux modules de Gelfand-Graev; dans toute cette partie,
p sera donc a nouveau un nombre premier quelconque.

3.3.1 Conjecture de Bonnafé-Rouquier

Les sous-groupes unipotents associés a un élément régulier N sont donnés
par Uo = U et U3 = D(U). De plus, on peut toujours choisir N de sorte que
ses composantes sur les vecteurs e, associés aux racines simples soit non nulles.
Grace a la remarque 3.9, on en déduit que le caractére ¢ de U associé a I'élément
nilpotent N est régulier (au sens de 2.45) dés que N l’est. En particulier, le corol-
laire 2.54 s’applique et se traduit par :

Théoréme 3.27. Soit w un élément quelconque de W et I un module de Gelfand-Graev
de G. Alors

RHoma ¢ (T, RTc(Y(w), A)) ~ AT*F[—£(w)]
dans la catégorie dérivée DP(Mod-AT"F).

Notons que le module AT*F n’est rien d’autre que 'unique module de Gel-
fand-Graev du groupe T"F. Aussi dans le langage des foncteurs d’induction et
restriction de Deligne-Lusztig modulaires introduits par Bonnafé et Rouquier [6],
le théoréme traduit le fait que la restriction d’'un module de Gelfand-Graev a un
tore quelconque est un module de Gelfand-Graev décalé. Ce résultat était aupa-
ravant démontré pour les éléments de Coxeter des sous-groupes paraboliques
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de W [7, théoréme 3.10]. Pour de tels éléments, trés peu de cellules de Deodhar
sont non vides et le théoreme se démontre a partir d'une étude approfondie de
la piece maximale. C’est cette étude que nous avons adaptée dans le cas d'un
élément quelconque dans le chapitre 2. Concernant les autres pieces, qui sont en
général non vides, on peut utiliser les résultats de la partie 2.4 ou le corollaire
3.25.

A l'aide de ce théoréme on peut retrouver de facon élémentaire plusieurs
résultats connus. Premierement, il permet de construire une version modulaire
et conceptuelle du morphisme de Curtis xCur,, : Endkg(KTy) — K T*F (voir
[5, théoreme 2.7]) :

Proposition 3.28. Le quasi-isomorphisme
RHomf ¢ (T, RI(Y (W), A)) ~ AT"F[—¢(w)]
donne lieu a un morphisme de N-algeébres
Endpg(F) — ATYF

dont le produit tensoriel par K s’identifie au morphisme de Curtis xCur,,.

Au niveau des caractéres ensuite (apres avoir tensorisé par K), le théoreme
exprime le fait que les composants irréductibles d"un caractére de Gelfand-Graev
— les caracteres réguliers de G — sont concentrés dans le groupe HA™) (Y(w), K).
En particulier, le caractere de Steinberg n’apparait lui aussi qu’en degré moitié,
ce qui avait été auparavant prouvé par des méthodes complétement différentes
[35, proposition 3.3.15].

Enfin, la version « numérique » du théoreme 3.27 est obtenue en traduisant le
quasi-isomorphisme dans le groupe de Grothendieck de la catégorie KT*F-mod.
En appliquant la dualité d”Alvis-Curtis, on en déduit une nouvelle méthode pour
calculer les valeurs des fonctions de Green sur les éléments unipotents réguliers
[29, théoreme 9.16]. Rappelons que la détermination de ces valeurs est une étape
essentielle pour montrer qu'un caractere de Gelfand-Graev a un unique compo-
sant irréductible dans chaque série rationnelle.

Nous verrons au chapitre 4 une véritable application modulaire de la conjec-
ture de Bonnafé-Rouquier, permettant de controler la torsion dans la cohomolo-
gie de certaines variétés de Deligne-Lusztig.

3.3.2 Modules de Gelfand-Graev induits

Considérons maintenant un sous-ensemble / de A stable par ¢ et notons Py,
L, et Uy = R,(P/) les sous-groupes standard associés, de sorte que P, = L,U,.
L’ensemble de racines / étant stable par ¢, tous ces groupes sont stables par F;
on dispose alors d'une paire de foncteurs adjoints, appelé foncteurs d’induction
et de restriction de Harish-Chandra, définis pour n’importe quel anneau de base O
parmi (K, A, k) :
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RLGI: OL;-mod — OG-mod
N — O[G/U/]@@L,N

et *Rg: OG-mod — ©OL;-mod
M — MU

Si N; estun élément nilpotent rationnel de 1’algebre de Lie [; du groupe L, alors la
contribution de l'induit RLG, (Fn,) du module de Gelfand-Graev généralisé associé
a N, s’écrit

RHomA 6 (RE (Tw,), RTc(Y(W), A)) =~ en,RT(UN\Y(w), A)

en vertu de la proposition 1.17. Dans le cas ou1 N; est un élément nilpotent régulier
de [;, le caractére ¢y, s’étend naturellement en un caractere 1y, de U, trivial sur
D(U)F et vérifiant

A111/\/, = {aeAl(Wn)v, #1} = 1.

Grace a cette observation, on peut énoncer les résultats de la partie 2.5 en termes
de modules de Gelfand-Graev induits :

Proposition 3.29. Supposons que (G, F) est deployé. Soit L un sous-groupe de Levi
F-stable maximal de G et T un module de Gelfand-Graev de L. Alors, pour w € W, la
cohomologie du complexe

RHom} ¢ (RP (1), RT<(Y(w), A))
est concentrée en degrés

(i) {€(w),(w) + 1} si G est de type Ap, L de type Ap—1 et w quelconque ou si G
est de type B, (resp. C, et Dy), L de type B,—1 (resp. Cp_1 et Dp_1) et w est une
puissance d'un bon élément de Coxeter différente de wy (voir la remarque 2.62) ;

(i) {€(w),f(w)+1,4(w)+ 2} si w = wy et Gest de type B, (resp. C, et D) et L de
type B,_1 (resp. Cp—1 et Dp_1).

De telles propriétés de concentration permettent notamment de localiser cer-
tains caracteres unipotents dans la cohomologie des variétés X(w) et Y(w). En
effet, le complexe RHom} s (RE ('), RT (Y (W), A)), tensorisé par K, s’écrit simple-
ment

20(w)
D Homie (RE(KT), HL(Y (), K))[-i]
i=4(w)

En particulier, les composants irréductibles du caractere induit R{ () de y = [KT]
ne peuvent apparaitre que dans certains groupes de cohomologie de Y (w). Main-
tenant, pour x € lrr W, la multiplicité du caracteére unipotent p, dans l'induit
RLG, () se calcule directement dans le groupe de Weyl :

(RE (1) px)e = (RE(StL,): py)e = (Indiy,sen; x)w-

Dans le cas présent, ces multiplicités s’obtiennent aisément a l'aides des régles
de Pieri [42, 6.1.7 et 6.1.9]. En adoptant les notations usuelles des caractéres des
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groupes de Weyl, données par exemple dans [42, chapitre 5] ou [21, chapitre 11],
on trouve

Proposition 3.30. Soit (G, F) un groupe déployé et w € W.
(i) Si G est de type A, alors le caractere unipotent associé a la partition [2,1771]
(appelé caractere sous-régulier) ne peut apparaitre que dans les groupes de coho-
mologie (-adiques

HE (Y (W) et HE Ty (w).

i) Si G est de type B,,, C, ou D,,, et w une puissance d'un bon élément de Coxeter
yp p
(voir la remarque 2.62), alors les caractéres unipotents associés aux bipartitions
([2.172], @) et ([1™1], [1]) ne peuvent apparaitre que dans les groupes

HE (Y (i) et HETHY () (et HEP2(Y (1) siw = wo).

Pour finir, on peut traduire la proposition 2.66, en accord avec [35, conjecture
3.3.26] donnant I’arrangement exact des caractéres unipotents dans la cohomolo-
giede Y(wp) :

Théoreme 3.31. Soit (G, F) un groupe déployé de type A,. Pour X\ une partition de
n + 1, le caracteére unipotent associé vérifie

(px: He(Y(o)))6 #0 = i€ {ve,v6 +1,...,2v6 — A\}
ot (wp) = vg = n(n+ 1)/2 et Ay est le degré du degré générique associé a \.

Démonstration. A chaque partition A = [A\; < --- < A;] de n+ 1 on peut associer
un sous-ensemble de racines simples I\ C {1, ..., 8, } défini par son complémen-
taire

A~ I)\ == {/8)\1,/8)\1+)\2, ,5)\14_...4_)\5_1}.

Notons L) le sous-groupe de Levi associé, et fixons un caractere de Gelfand-
Graev «y de Ly. Si X est la partition conjuguée, alors la multiplicité du caractere
unipotent py dans le caractére induit se calcule par

(RE (7): px)e = (Indyy, sen; xo)w-
Par définition, cette derniére multiplicité vaut exactement 1. Afin de prouver le
théoréme, il suffit donc d’utiliser la proposition 2.66 et de montrer que

v6 — Ay = D |(B )N (B B}

En arrangeant les termes de cette derniere somme selon leur valeur, on trouve
facilement

n S S A,

A i Bnt = — DA = !
OISR SR 2;(2)
Finalement, en utilisant par exemple [42, théoreme 10.5.2], on vérifie que cette
derniere quantité est exactement ay = vg — Ay'. ]
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Remarque 3.32. Puisque p, est l'unique caractere unipotent apparaissant a la
fois dans RLGA, (7) et R,i(l) on pourrait espérer le « coincer » dans un groupe de
cohomologie en étudiant la contribution de RfA (1) dans la cohomologie de Y ().
Cela revient a étudier le quotient de Y () par Py dans la mesure ot

(RE (1d): He(Y(0)) )¢ = (Id: HE(Y () ™), = dimgr HE (Y (o)) ™.

Les pieces Y, (W) n’étant généralement pas stables par 1'action de P), on les re-
groupe selon la classe de x dans W)\ W. Autrement dit, on restreint la décom-
position de G/U en P-orbites a la variété Y(ip) de maniére a obtenir

Y(io) = || {px-UePxx-U/U|ptF(p) e *(UnoU)} = || Zd(w).
xe[Wx\W] x€[WH\W]
Chaque sous-variété Z, (W) apparaissant dans cette décomposition admet une
fibration Py-équivariante Z,(wy) — Zx(wp) a fibres isomorphes a P, N*U, induite
naturellement par la projection Py — P)x-U:

Z.(w) = {p € Py| p1F(p) € *(UnoU)}.
Pour cette derniére variété, le quotient par P, se calcule facilement puisque 'on a

P\Zx (W) ~ *(UwoU) N Py. En reprenant la fibration précédente sur ce quotient,
on trouve

H;(PA\ZX(W())) ~ H;(UWO UN(Py)~- U).
En composant les isomorphismes Uwo - U =~ U =~ Bwy - B, on obtient finalement
He (PA\Zx(W0)) =~ H2(Bwo - BN (Py)*-B).

Ces variétés ne sont pas anodines : lorsque P, = B on retrouve bien les cel-
lules de Bruhat doubles apparaissant dans la décomposition de U\X(wp). Dans
le cas général, on peut une nouvelle fois décomposer ces dernieres en

Bwo-BN(P,)*-B = | | Bw:-BnN(BvB)*-B.
veW,

Supposons maintenant que x est de longueur minimale dans la classe Wyx de
telle sorte que x soit /y-réduit. Dans ce cas, on a BvBx'B = Bvx~'B pour tout
élément v de W, et ainsi

Bwo-BN(P))*-B = | | Bw-BNB*v*-B.
veW,y,

On en déduit que la cohomologie de la variété quotient Py\Y (ip) peut s’étudier a
partir de la cohomologie des cellules de Curtis-Deodhar D, (x) lorsque x parcou-
rant I’ensemble des éléments /\-réduits de W ety I'ensemble des sous-expression
x-distinguées de wy dont le produit appartient a (W))*. On peut ainsi obtenir
un degré my en dessous duquel la cohomologie de toutes les cellules est nulle.
Malheureusement, les calculs explicites effectués sur des groupes de petit rang
montrent qu’en général my < 2vg — Aj.
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Chapitre 4

Cohomologie de la variété de
Deligne-Lusztig associée a un
élément de Coxeter

Contexte

Jusqu’a présent, on s’est intéressé a une partie seulement des représentations
modulaires intervenant dans la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig,
a savoir les modules de Gelfand-Graev et leurs induits. Les résultats obtenus
précédemment n’utilisaient que treés peu de renseignements sur la théorie des
représentations ordinaires des groupes réductifs finis. En ce sens, le point de vue
adopté dans ce chapitre est différent : on se concentre sur le cas particulier des
variétés associées a un élément de Coxeter, pour lesquelles on connait explicite-
ment les groupes de cohomologie /-adiques grace aux travaux de Lusztig [62].
En conjuguant ces résultats et ceux du chapitre 1, on espére retrouver ainsi un
représentant explicite du complexe RI'(Y,A), ou du moins de la partie unipo-
tente de ce complexe, en vue d’établir ’équivalence splendide prédite par la ver-
sion géométrique de la conjecture de Broué [15].

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : la premiere partie rappelle
les travaux de Broué-Malle-Michel sur les blocs des groupes réductifs finis, et
leur lien avec la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig. Le cas particulier
du /-bloc principal b, lorsque g est d’ordre h (le nombre de Coxeter) modulo ¥,
constituera 1’objet d’étude de ce chapitre, et plus particuliérement de la deuxiéme
partie. Le pendant géométrique de ce bloc étant incarné par la variété de Deligne-
Lusztig associée a un élément de Coxeter c, on énoncera les principaux résultats
de [62] concernant la cohomologie a coefficients dans Q, de cette variété, ainsi
qu'une conjecture de Hiss-Liibeck-Malle donnant I'arbre de Brauer associé au
bloc principal a partir de cette description. A l'aide des résultats de Lusztig et
des méthodes introduites au chapitre 1, on donnera, dans une troisieme partie,
une preuve partielle de cette conjecture, conditionnée par '’hypothese suivante :
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(W) Pour A une valeur propre de F° sur le groupe de cohomologie moitié
HZ(X(c), K), les (\)-espaces propres généralisés de FO sur bHL(Y(¢), A)
sont sans torsion.

Le but de la quatrieme partie de ce chapitre sera de donner de nombreux résultats
partiels plaidant en faveur de cette hypothese, ainsi que de la suivante :

(S) Les A-modules bH.(Y(¢&), A) sont sans torsion.

dont on montrera qu’elle est vérifiée pour certains groupes classiques. Sous cette
derniere hypothese, on sera en mesure, dans une derniére partie, d’exprimer
le complexe bRI<(Y(¢),A) sous la forme d'un complexe de Rickard [75], et on
en déduira 1'équivalence splendide prédite par la conjecture de Broué. Deux
conséquences importantes de cette équivalence seront étudiées : le plongement
planaire de 'arbre de Brauer associé au bloc principal d'une part, et 'unitrian-
gularité de la matrice de décomposition d’autre part. Pour ce dernier point, on
utilisera le formalisme d’équivalence perverse introduit par Chuang-Rouquier
dans [22].

4.1 Blocs et variétés de Deligne-Lusztig

Dans la théorie des représentations ordinaires des groupes réductifs finis, les
caracteres irréductibles se regroupent en séries, chacune correspondant a une
classe de conjugaison (rationnelle ou géométrique) d'un élément semi-simple
stable par F du groupe dual G*. Parmi celles-ci, on distingue la série associée
a l’élément neutre de G*, constituée des caracteres unipotents, laquelle forme en
quelque sorte un modele pour les autres. Les principaux résultats de classifica-
tion [16] montrent alors que les propriétés des caracteres unipotents (nombre,
degré...) sont le reflet de propriétés d’objets génériques associés au squelette du
groupe (G, F).

L'un des aspects remarquables de la théorie des blocs pour les groupes ré-
ductifs finis est que cette généricité se conserve au niveau des représentations
modulaires. Le cadre théorique de ce phénomene étant détaillé dans [14] et [16],
on se contentera d’en développer seulement deux notions importantes, qui suf-
tiront pour comprendre 'objet d’étude de ce chapitre.

4.1.1 Blocs et séries de Lusztig

On conserve les notations du chapitre 2 : (K, A, k) est un sytéme ¢-modulaire
assez grand, si bien que les algeébres kG et KG sont déployées. Le nombre premier
¢ sera toujours supposé différent de la caractéristique p de [.

On fixe une paire (G*, F) en dualité avec (G, F). Pour tout élément semi-
simple s € G du groupe dual, on notera £(G, s) la série rationnelle associée.
Si la partition en séries convient parfaitement a ’étude des caracteres ordinaires,
il est nécessaire de la modifier pour 1’'étude des représentations modulaires. En
effet, 'ensemble £(G, s) n’est généralement pas une union de blocs ; pour pallier
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ce probléme, on peut regrouper les séries associées a des éléments semi-simples
ayant la méme ¢'-partie. On définit ainsi

&(G,s) = | &G, 1)
teGx
ty=syr
et on note by(G, s) I'idempotent de KG associé. L'ensemble défini ci-dessus ne
dépendant que de la ¢'-partie de s, on pourra supposer que s est d’ordre premier
a (. Cette fois-ci, by(G, s) est bien un élément de AG et plus précisément

Théoreme 4.1 (Broué-Michel [18], Hiss [49]). Pour s un élément semi-simple de G*
d’ordre premier a (, I'ensemble £/(G,s) est 'union des blocs qui rencontrent la série
E(G,s).

Nous nous intéresserons par la suite au cas ot s est 'élément neutre de G,
c’est-a-dire a I’'ensemble &;(G, 1). Les blocs contenus dans cet ensemble seront
appelés blocs unipotents. Par le théoreme précédent, un bloc est unipotent s’il
contient au moins un caractére unipotent. En particulier, le bloc principal, qui
contient le caractére unipotent trivial, est unipotent.

4.1.2 Blocs unipotents et d-cuspidalité

En suivant les travaux de Broué-Malle-Michel, nous allons maintenant don-
ner un paramétrage des blocs unipotents a 1’aide des paires d-cuspidales, et relier
les caractéres contenus dans ces blocs a la cohomologie de certaines variétés de
Deligne-Lusztig.

(i) Tores et sous-groupes de Levi d-déployés. Avec les notations de la section
2.1.1,Yendomorphisme F° munit G d'une [ 4s-structure déployée. C’est d"ailleurs
la plus petite puissance de F vérifiant cette propriété. Afin de simplifier I'exposé
des résultats de [16], on se placera dans le cas ot F est un endomorphisme de
Frobenius. Cela revient a exclure les facteurs « tordus » du type 2B,, 2F, et 2G,.
Dans ce cas, la fonction q, est constante, égale a g (qui est alors un entier).

Pour S un sous-tore de G stable par F, 'ordre du groupe des points fixes est
donné par I'action de F sur le groupe des cocaracteres XV (S), puisque 'on a:

S| = ISF| = [dét(F — 1| X¥(S) @2 C)|.

Par hypothese sur F, ’'endomorphisme g1 F stabilise X"V (S) et il est d’ordre fini.
On en déduit que 'ordre du tore se décompose en un produit de polynomes
cyclotomiques évalués en q :

SFI = T ®a(a)"
d

ol la fonction a prend des valeurs non nulles sur un ensemb]e fini d’entiers po-
sitifs. Dans le cas ot il existe au plus un entier d tel que a(d) # 0, on dit que S est
un ¢ 4-tore. De fagon plus intrinséque,
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Définition 4.2. Un tore S de G stable par F est appelé ®4-tore si I'endomorphisme
®y(qLF) est identiqguement nul sur XV(S). Dans ce cas, l'ordre |SF| du groupe des
points fixes est une puissance de ®4(q).

Exemple 4.3. Le cas d = 1 correspond au cas usuel des tores déployés : les ;-
tores sont exactement les tores sur lesquels F agit par élévation a une certaine
puissance de p. Plus généralement, [ .« est la plus petite extension sur laquelle
les ®4-tores se déploient. Par exemple, pour G = SLy(F), le groupe fini associé
au tore maximal T, de type s est isomorphe a g1 ; c’est donc un ®»-tore, et il se
déploie sur F .

Remarque 4.4. Lorsque F est seulement une isogénie, I'endomorphisme q—!F
est encore d’ordre fini. En revanche, il ne stabilise pas XV(S) mais seulement
XV(S) ®z R pour une certaine extension R de Z (en pratique, R = Z[,/p" '] pour
p = 2,3). On a alors besoin de remplacer les polynémes ®4 par certains produits
de polynémes cyclotomiques sur Z[,/p], étudiés par exemple dans [14].

Les polyndmes cyclotomiques ¢4 interviennent non seulement dans le calcul
du cardinal des tores, mais aussi plus généralement dans celui des sous-groupes
de Levi, et donc de G lui-méme [14]. Pour la structure des groupes réductifs fi-
nis, les polynémes cyclotomiques ®4 se comportent, en quelque sorte, comme
les nombres premiers dans la théorie des groupes finis usuels. Le résultat sui-
vant, qui énonce un analogue du théoreme de Sylow, est une autre manifestation
intéressante de ce phénomene :

Théoréme 4.5 (Broué-Malle). Ecrivons |G|y = [[, Pa(q)* ). Alors, pour tout en-
tier positif d, il existe un sous-tore S de G, stable par F et vérifiant |SF| = ®4(q)2(9).
C'est un ®y-tore maximal pour cette propriété, appelé ® 4-sous-groupe de Sylow de G.
De plus, les ® 4-sous-groupes de Sylow sont conjugués sous G.

Rappelons pour finir que les caractéres irréductibles de G se regroupent en
séries de Harish-Chandra. Celles-ci sont construites en étudiant les morphismes
d’induction et de restriction associés a des sous-groupes de Levi déployés, qui
sont définis comme les centralisateurs des tores déployés. Dans 1'optique de
généraliser cette construction, Broué, Malle et Michel ont introduit une notion
naturelle de sous-groupes de Levi d-déployés :

Définition 4.6. Si d un entier strictement positif, on appelera sous-groupes de Levi
d-déployés les centralisateurs des ® 4-tores dans G. Ce sont des sous-groupes de Levi
stables par F, qui sont GF c'—déployés, dans le sens ot ce sont des compléments de Levi
de sous-groupes paraboliques F9-stables.

(ii) d-séries de Harish-Chandra. Rappelons que pour tout sous-groupe de Levi L
de G stable par F, on dispose d"un morphisme de restriction de Deligne-Lusztig
*R¢ du groupe des caracteres virtuels de G vers celui de L. En considérant uni-
quement des sous-groupes de Levi d-déployés, on peut définir une notion de
d-cuspidalité :
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Définition 4.7. Soit p un caractere unipotent de G, et d un entier positif. On dit que
p est d-cuspidal si pour tout sous-groupe de Levi d-déployé propre de G, la restriction
*RE(p) est nulle.

Remarque 4.8. Avec la définition précédente, le cas d = 1 correspond effective-
ment a la notion usuelle de cuspidalité.

En suivant [16], on peut définir une relation sur I'ensemble des paires (L, x)
formées d'un sous-groupe de Levi d-déployé L et d'un caractére unipotent x de
L. Elle est donnée par :

(L)< (M) <= LCM et RY():nm #0.
Les propriétés de cette relation sont analogues au cas déployé, puisqu’il est mon-
tré dans [16] que :
e larelation < est une relation d’ordre partiel ;

e les paires (L, x) minimales pour cette relation sont exactement les paires
formées d"un sous-groupe de Levi d-déployé et d'un caractere d-cuspidal
de L. On les appelle les paires d-cuspidales ;

e deux paires d-cuspidales (L, x) et (M, ) sont conjuguées sous G si et seule-
ment si il existe un caractere unipotent p de G tel que (L, x) < (G, p) et
(M, 7) < (G, p).

La d-série de Harish-Chandra associée a la classe de conjugaison [L, \] d'une paire
d-cuspidale est alors définie par

E4(G.(L V) = {p (6.1 | (LX) < (G.p))

et elle vérifie £(G,1) = | | £a(G.(L,N).

(LA]
ou "'union est indexée par I'ensemble des classes de conjugaison sous G des
paires d-cuspidales.

(i) Blocs unipotents et paires d-cuspidales. Pour pouvoir relier les ¢-blocs uni-
potents aux paires d-cuspidales, on se place dans le cas ou ¢ divise I'ordre de G
mais pas celui de WF. Les conséquences de cette hypothese sont les suivantes :

e ( est un bon nombre premier pour G;
e ¢nedivise ni |(Z(G)/Z(G)°) | ni |(Z(G*)/2(G*)°)"

e il existe un unique entier d tel que ¢ divise ®4(q) (d est alors l'ordre de ¢
modulo ¢).

7

Si (L, \) est une paire d-cuspidale, on peut montrer que les composants irré-
ductibles du caractere virtuel Rf()) sont tous dans le méme ¢-bloc. Mieux, ce
résultat reste vrai si I'on multiplie A\ par certains caracteres linéaires de L as-
sez réguliers, et on obtient de cette fagon tout le bloc. En suivant [16], on notera
Abylrr(L) I'ensemble des (-caracteres irréductibles du groupe abélien L/[L, L]F (vu
comme caracteres de L) et on pose
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Bi(G.(LA) = | {pelrG|(RF(N); p)c #0}.
0cAbyglrr(L)
L'un des résultats principaux de [16] assure que cet ensemble est bien un ¢-bloc
de G. En notant by(G, (L, X)) I'idempotent de AG associé, on peut I"énoncer en :

Théoreme 4.9 (Broué-Malle-Michel). L'application (L, \) — by(G, (L, X)) induit
une bijection entre les classes de conjugaisons de paires d-cuspidales et les {-blocs unipo-
tents de G. Autrement dit,

b(G.1) = 3 b6, (L)
[(L.2)]

est exactement la décomposition de by(G, 1) en une somme d’idempotents primitifs cen-

traux de NG.

Remarque 4.10. L’étude précédente a été généralisée depuis par Cabanes et En-
guehard [19] aux blocs non-unipotents a I'aide de la décomposition de Jordan.

(iv) L’exemple de SLy(q). Pour conclure cette partie, nous allons développer le
théoreme précédent sur 'exemple du groupe G = SL,(F). Il est suffisamment
simple pour étre traité « a la main » et suffisamment compliqué pour illustrer
la plupart des résultats de ce chapitre. Nous essaierons, autant que possible, de
faire passer les idées essentielles de ces résultats sur cet exemple précis.

Le groupe fini SL(q) est d’ordre g(q — 1)(g + 1). On peut donc distinguer
dans SL,(F) deux types de tores rationnels : le tore déployé T qui est un ®;-tore
avec T =~ g1, et le tore T’ de type s qui est un ®,-tore dont les points fixes
sont donnés par T’ =~ 1. Les seules paires d-cuspidales sont donc (T, 1) pour
d =1et(T' 1) pour d = 2. Le théoreme 4.9 nous assure alors que lorsque ¢ est
un nombre premier impair divisant g — 1 ou g + 1, le bloc principal est 'unique
bloc unipotent et ses éléments sont donnés par :

e pour /| q — 1: les composants irréductibles des caracteres R%(6) avec 6 un

{-caractere de T. On peut calculer

(a) R¢(17) = 16 + Stg;

(b) R%(6) est un caractere irréductible dés que ¢ est un (-caractere de T
non trivial. De plus, R$(8) = R%(n) si et seulement si § = 5+, en notant
1! le caractere défini par (n=1)(t) = n(t71).

On en déduit que le bloc principal contient 2 caractéres unipotents ainsi

que ((qg — 1), — 1)/2 caracteres irréductibles non-unipotents.

e pour ¢|q + 1 : les composants irréductibles des caracteres virtuels R%,(6)
avec § un /-caractere de T'. On trouve ici

(a’) R?—,(].T/) =1¢ — Stg;

(b') —R%,(6) est un caractere irréductible dés que 6 est un (-caractere de T
non trivial. De plus, R$,(0) = R$,(n) si et seulement si § = n*L.

Ici, le bloc principal contient 2 caracteres unipotents et ((g + 1), — 1)/2

caracteres irréductibles non-unipotents (ceux de la série discrete).
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4.2 Le /-bloc principal, pour g d’ordre h modulo /

Cette partie est consacrée a 1’étude du ¢-bloc principal dans le cas ou ’ordre
de g modulo ¢ est égal au nombre de Coxeter h. C’est en un sens le cas maximal
pour lequel I'étude des représentations modulaires de G est intéressante, puisque
h est aussi le plus grand entier d pour lequel le polynéme cyclotomique $4(q)
divise I'ordre de G.

Les résultats de la partie précédente nous permettent d’identifier les carac-
teres de ce bloc avec les composants irréductibles de certains induits R%(Q) a
partir d'un tore de Coxeter T.. Dans ce cas particulier, on est en mesure de
décomposer explicitement ces caractéres virtuels grace aux travaux de Lusztig
sur la cohomologie de la variété X(c). Deux types de caracteres apparaissent :

e les caracteres R%(Q), pour 6 un {-caractere non trivial du tore, qui sont
irréductibles (4 un signe pres);
e les caracteres unipotents qui apparaissent dans la cohomologie de X(c).

Ici, le groupe de défaut du ¢-bloc principal est cyclique et la distinction « unipo-
tent/non-unipotent » se retrouve dans la théorie des blocs a défaut cyclique en
« non-exceptionnel/exceptionnel ». Le lien est en fait plus profond, et aussi Hiss,
Liibeck et Malle ont énoncé dans [51] une conjecture reliant I’arbre de Brauer
du bloc principal a la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig X(c). Nous
allons détailler leurs résultats dans cette partie.

4.2.1 Le cas Coxeter

On supposera dans un premier temps que G ne contient pas de facteurs
tordus du type 2By, ?F4 ou 2Gy. Les groupes de Ree et Suzuki seront traités
indépendamment, dans la section (iii).

(i) Eléments de Coxeter. Formons le C-espace vectoriel V = XV(T) ®7 C de di-
mension m. Le groupe de Weyl W se plonge dans le groupe des automorphismes
de cet espace vectoriel ; de plus, 'endomorphisme o = g~ 'F est un automor-
phisme de V d’ordre fini 6 normalisant W (avec les hypotheses sur (G, F), c’est
exactement le prolongement linéaire de ¢). D’apres [89], on peut donc choisir des
vecteurs propres (fi, ..., fp) de o dans S(V) de degrés (di, ..., dp), invariants par
'action de W et associés aux valeurs propres (1, ...,em), tels que 'algebre des
invariants S(V)" soit isomorphe a l'algébre de polyndomes C[fi, ..., f]. A per-
mutation pres, les couples (d;, €;) sont entierement déterminés par o. L'ordre du
groupe G est alors donné par la formule

Gl = ¢"[[(a% =) = ¢" [] ®a(q)*®
Jj=1 d
ol a(d) est égal au nombre d’entiers j tels que ¢; = exp(2ind;/d) [14]. Le plus

grand des entiers vérifiant a(d) # 0 sera noté h; on l'appelle le nombre de Coxeter
de la paire (W, F).
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On supposera désormais G semi-simple et W irréductible. Dans ce cas, le C-
espace vectoriel V = XY(T) ®z C s’identifie a la représentation de réflexion de
W. On connait alors explicitement [20] les couples (d}, ;) donnés par I'action de
o sur V et on en déduit les valeurs des nombres de Coxeter pour chaque type :

type‘ A, ‘Bn

D, ‘E6‘E7‘E8‘F4‘G2‘ 2Aon ‘2A2n+1‘2Dn

3D4 ‘ 2E6

h |n+1]on]on—2]12|18]30]12]| 6 [an+2|an+2 |20 | 12| 18

De plus, avec les mémes données numériques, on vérifie facilement que a(h) = 1.

En suivant [85, section 7], on peut définir une notion d’éléments de Coxeter
« tordus », qui généralise la notion usuelle pour les groupes déployés :

Définition 4.11. Pour tout systeme de représentants [A/¢| = {1, ..., B+ } des orbites
de racines simples sous I'action de ¢, le produit ¢ = sg,sg, - - - s, est appelé élément de
Coxeter de la paire (W, F).

L’élément c a les mémes propriétés que les éléments de Coxeter usuels, a condi-
tion de remplacer la conjugaison sur W par la F-conjugaison. La traduction de
ces propriétés est alors plus évidente en considérant 1'élément co = g~ 1cF de
GL(V):

Théoreme 4.12 (Springer). Pour un élément de Coxeter c de (W, F), avec W supposé
irréductible, on a :

(i) L’élément co est d’ordre h et il est h-régulier.

(ii) Tous les éléments de la forme c'o qui possedent une valeur propre d’ordre h sont
réguliers, et il sont conjugués a co. En particulier, tous les élément de Coxeter sont
F-conjugués.

(iii) Les valeurs propres de co sont de la forme Ej_l exp(2im(d; — 1)/h). De plus, les
valeurs propres d’ordre exactement h sont de multiplicité 1.

(iv) Le centralisateur Cy/(co) de co dans W est un groupe cyclique, engendré par
(co)? = cF(c)--- Fo~(c).

En particulier, 0 divise h et on notera hg I'entier h/é en accord avec la défini-
tion de Lusztig [62, section 1.13]. Les différentes valeurs de cet entier sont donc
donnés par :

type‘ A, ‘B,,

D, ‘E6‘E7‘E8‘F4‘G2‘ 2Ao, ‘2A2n+1‘2Dn‘3D4‘2E6

ho |n+1|2n|2n—2[12]18|30]12] 6 |20+1]20+1] n | 4 | 0

Remarque 4.13. Dans [85], Springer définit ’entier h comme I'ordre maximal que
peut prendre une valeur propre d’un élément de la forme wo. En remarquant
que le cardinal d"un tore de type w fait apparaitre les polyndémes cyclotomiques
associés a ’ordre de ces valeurs propres, on en déduit par le théoreme 4.5 que ces
deux définitions sont équivalentes.
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Remarque 4.14. Des deux assertions (ii) et (iii) on peut déduire que les ®-
sous-groupes de Sylow sont d’ordre exactement ®,(q), ce qui force a(h) = 1
d’apres le théoreme 4.5. On notera cependant que dans le cas non déployé, la
démonstration de ce dernier théoréme s’effectue uniquement au cas par cas.

(ii) Tore de Coxeter. Un tore rationnel T dont le type est un élément de Coxeter
c de (W, o) est appelé tore de Coxeter. Rappelons que (T, F) est isomorphe a
(T, cF) et que I'ordre du groupe fini associé se calcule par :

|Te| = |TF| = |dét(qco — 1| XV (T) @z C)|.

Puisque a(h) = 1, on en déduit que T, contient un unique ®-sous-groupe de
Sylow Sj, de G. On donne dans la proposition suivante quelques propriétés de ce
sous-groupe que 1'on utilisera par la suite :

Proposition 4.15. Soit ¢ un nombre premier différent de p. On suppose que £ ne divise
pas |WF | mais divise ®(q). Alors :
(i) L'ensemble des (-éléments de Sy, forme un (-sous-groupe de Sylow cyclique de G
que I'on notera Ty.
(i) Ne(Te)/Co(Te) ~ Ne(Te)/Te = Cw(co).
(iii) Si 0 est un (-caractere non trivial de T, alors 0 est en position générale. Autrement
dit, Cw(0) = {1}.

Démonstration. Ces propriétés sont des traductions du théoréme 4.12 ; on va tout
de méme détailler une partie de leur démonstration car elle met en lumieére les
principales constructions de [14], et leur lien avec la théorie de Springer.

Considérons le sous-tore S de T, stable par cF, défini par son groupe de coca-
racteres XV(S) = Ker ®,(co). Puisque co a au moins une valeur propre d’ordre
h, ce noyau n’est pas trivial ; de plus a(h) = 1 et ainsi le groupe S est cyclique
d’ordre ®4(q) (voir [14, proposition 3.3]). La conjugaison permet alors de trans-
former ce tore en un ®4-sous groupe de Sylow de G : on choisit un élément g € G
vérifiant T, = &T, et le ®,-tore cherché s’obtient par S, = &S. L’assertion (i) s’en
déduit.

Pour s un élément de T, non trivial, on va montrer que Cg(s) = T.. Les hy-
potheses sur ¢ forcent Cg(s) a étre un sous-groupe de Levi. Son centre connexe
Z(Cg(s))° est un sous-tore rationnel de T. qui contient le ¢-élément s. En ef-
fet, s appartient a Z(Cg(s)) et par hypothese, £ ne divise pas 'ordre du groupe
Z(Cgs(s))/Z(Cg(s))°. Puisque ¢ ne divise aucun entier ®4(q) pour d # h, on en
déduit que Z(Cg(s))° contient I'unique ®,-Sylow de T, a savoir Sj, et qu’ainsi
Cc(s) = Cg(Sh). On est donc ramené a montrer que Cg(Sp) = T.. Pour cela, on
peut remarquer que les racines du groupe de Levi Cg(S) sont exactement les ra-
cines o € ¢ orthogonales a XV (S). Or, si l'on traduit le fait que co est h-régulier,
il existe un élément de XV(S) @z C qui n’est orthogonal & aucune racine, ce qui
prouve que Cg(S) est en fait un tore, égala T.

De l'étude précédente on déduit Cg(T;) = T.. Les inclusions Ng(T.) C
Ng(Ty) C Ng(Cg(Ty)) forcent alors Ng(T;) = Ng(T.) et on en déduit "assertion
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(i) en passant aux points fixes sous F. Pour finir, I’assertion (iii) est la traduction,
aux niveaux des caracteres, de 1'égalité Cg(s) = T, vérifiée pour tout élément s
de T, distinct de 1’élément neutre. O

(iii) Le cas des groupes de Ree et Suzuki. La proposition précédente reste tout
de méme vraie lorsque G est de type 2B,, 2F4 ou 2G,. La notion d’élément de
Coxeter se généralise directement aux cas tordus, en prenant garde au fait que
o = g F ne stabilise pas X" (T) mais seulement XV (T) ®z Z[,/p '] pour p = 2
ou 3 selon le type considéré. On peut alors compléter le tableau précédent grace
aux ordres des éléments co :

type‘282‘2F4‘2G2
hls a2

Dans chacun de ces cas, le groupe des points fixes T. du tore de Coxeter est un
groupe cyclique, dont I’ordre est donné par :

type‘ 2B2 ‘ 2F4 ‘ 2G2
Tl ‘1—q\@+q2 ‘ l—qﬁ+q2—q3ﬁ+q4‘1—q\/§+q2

On peut alors vérifier, au cas par cas (voir par exemple [40, section 4.6]), que
lorsque ¢ divise I'un de ces nombres sans diviser 1'ordre du groupe de Weyl as-
socié, I'ensemble des /-éléments de T, est un ¢-Sylow de G vérifiant les assertions
(ii) et (iii) de la proposition 4.15.

4.2.2 Les caracteres du bloc principal

Afin d’utiliser les résultats de la section précédente, on supposera, jusqu’a la
fin de ce chapitre, que G est un groupe semi-simple et que W est irréductible (on
dit alors que G est quasi-simple). On fixe un nombre premier ¢ étranger a 1'ordre
de WF, vérifiant I'une des deux hypothéses suivantes, selon le type de (G, F) :

e cas « non tordus » : ¢ divise ®p(q);
e cas « tordus » : £ divise I'ordre de T, pour c un élément de Coxeter.
Pour (K, A, k) un systéme ¢-modulaire assez gros pour G, ces hypotheses sur ¢

N A

forcent l'ordre de g dans le groupe multiplicatif k* a étre exactement h. Le bloc
principal de AG dans ce cas particulier sera I'objet d’étude de ce chapitre.

Fixons un élément de Coxeter c de la paire (W, F), ainsi qu’un tore rationnel
maximal T de type c. D’aprés la proposition 4.15, ce tore est le centralisateur
d’un ®,-tore S, (avec S, = T, dans les cas tordus), et c’est dong, a ce titre, un
sous-groupe de Levi h-déployé. Le théoréme 4.9 assure alors que les caracteres
du ¢-bloc principal correspondent a la paire h-cuspidale (T, 1) : ce sont les com-
posants irréductibles des caracteres virtuels R%(G), pour ¢ un /-caractére de T..
En utilisant les travaux de Lusztig, on va identifier et paramétrer les deux types
de caracteres qui apparaissent.
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(i) Les caractéres non-unipotents du bloc. La proposition 4.15 nous assure que
les /-caracteres de T, non triviaux sont en position générale, et que leurs in-
duits sont donc des caracteres irréductibles de G. Ce résultat est le reflet d’'une
propriété beaucoup plus profonde de la cohomologie de la variété de Deligne-
Lusztig Y(¢) [29, corollaire 9.9] : si § est un ¢-caractere de T, alors la compo-
sante f-isotypique H.(Y(¢), K)s du i-eme groupe de cohomologie est non nulle
pour i = {(c) = r seulement.

Puisque 'endomorphisme de Frobenius F?° fixe c, il agit sur le groupe T, et
on en déduit une action a droite de T x (F%)0n sur la variété Y(¢). Cette action
induit une action linéaire sur la cohomologie qui vérifie

FO(HE(Y(€), K)o) = HL(Y(€), K)ps(ey = HE(Y(E) K)o

ol v = cF(c)--- FO71(c) est le générateur (d’ordre hy = h/5) du groupe cy-
clique Cw/(co). Puisque F commute a I'action de G, les modules associés a deux
(-caracteres dans la méme orbite sous Cy/(co) sont isomorphes.

Notations 4.16. Pour chaque /-caracteére § de T<F suppposé non trivial, la com-
posante #-isotypique de HL(Y(¢), K) est un KG-module que 'on notera Yp. Sa
classe d’isomorphisme ne dépend que de I'orbite de § sous Cyy(co) et le caractere
associé sera noté yy.

Proposition 4.17. Lorsque 6 parcourt [lrry(TF)/Cy (co)] et qu'il est supposé non tri-
vial, les caracteres xg sont des caracteres cuspidaux, deux a deux distincts ; ils possedent
néanmoins la méme restriction i 'ensemble Gy des ('-éléments de G.

Démonstration. L'élément de Coxeter ¢ n’étant contenu dans aucun sous-groupe
parabolique de W stable par F, autre que W lui-méme, le tore de Coxeter T ne
peut étre contenu dans un sous-groupe parabolique rationnel propre de G. Par
[63, Corollaire 2.19], on en déduit que les caractéres xy sont cuspidaux.

Fixons deux (-caracteres 0 et ¢’ de TF. La formule de Mackey [33, théoréme
11.13], appliquée au tore (T, cF) plutdt que (T, F) s’écrit :

(xo: x0')6 = Z O; w-0)qe.

weWeF

Puisque 6 et 6’ sont en position générale, cette somme est non nulle si et seule-
ment si 0 et 6’ sont dans la méme orbite sous W< = Cy/(co).

Finalement, un ¢-caractere de T<F prend la valeur 1 sur les éléments d’ordre
premier a /; la formule des caracteres [33, proposition 12.2] assure donc que la
restriction de xg a Gy est indépendante de 6. O

(ii) Les caracteres unipotents du bloc. Ce sont les composants irréductibles du
caractere virtuel R%(l), construit a partir de la variété de Deligne-Lusztig X(c).
Les trois théoremes suivants, qui énoncent certaines propriétés fondamentales
de la cohomologie de cette variété, nous permettre de déterminer simplement les
caracteres unipotents du ¢-bloc principal :

117



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIETE DE COXETER

Théoréme 4.18 (Lusztig). L'endomorphisme de Frobenius F? agit de fagon semi-simple
sur @; HL(X(c), K) et ses espaces propres sont des KG-modules simples.

De plus, Lusztig montre que les valeurs propres de Fo sont de la forme (g™/?,

ou m est un entier positif et ( une racine de I'unité, et les détermine méme expli-
citement pour chaque type. En utilisant [62, table 7.3], on peut vérifier que :

Fait 4.19. Les classes des valeurs propres de F? dans k sont deux a deux dis-
jointes, et forment le groupe des racines hg-iemes de 1'unité, avec hy = h/é.

Remarque 4.20. Cette observation traduit un phénoméne beaucoup plus pro-
fond selon lequel I'action du morphisme F°, vu comme élément de 'algébre
End sk (RTc(X(c), k)), est d’ordre fini ho (voir corollaire 4.80).

Par hypothese sur /, la classe de l'entier q° est d’ordre hy dans k* et fournit
ainsi un générateur particulier du groupe des racines hg-iemes de 1'unité. On fait
dés maintenant le choix d’une racine carrée de q dans K, de sorte que chaque
valeur propre de F? corresponde, modulo /, & une unique puissance de g°. Cette
observation permet d’introduire la notation suivante :

Notations 4.21. On notera Y; (ou parfois Y;(¢)) I'espace propre de F° associé a
l'unique valeur propre (g°™/? dont la classe dans k s’identifie a celle de ¢/%. Le
caractére correspondant sera noté ;.

Avec ces notations, I'ensemble {x; | =0, ..., hg — 1} constitue I'ensemble des
caracteres unipotents du /-bloc principal.

Il sera parfois important de garder la trace de la racine de 1'unité { intervenant
dans la valeur propre de F?, car elle rend compte de la série de Harish-Chandra
dans laquelle se trouve 1'espace propre associé :

Théoreme 4.22 (Lusztig). Deux modules Yi(C) et Yj(§) sont dans la méme série de
Harish-Chandra si et seulement si { = &.

Pour finir, le théoreme suivant donne la répartition des espaces propres ap-
partenant a une série de Harish-Chandra fixée :

Théoreme 4.23 (Lusztig). L'ensemble des entiers j tels que Y; est dans la série de
Harish-Chandra associée a une racine de I'unité ¢ est un intervalle d’entiers de la forme
[ me; M et la répartition de ces espaces propres dans la cohomologie de X(c) est la
suivante :

H(X(e) K) [HEMX(e). K) | [HE ™ (X(e). K)

Yo ) | Ymer© | o | Ym(©

De plus, Y est cuspidal si et seulement si j = m¢ = M.

Exemple 4.24. Dans le cas ot G = SLy(F) et ¢ = s, la variété X(c) est isomorphe
a Py \ P1(F,) et on peut calculer sa cohomologie a l'aide de la proposition 1.21.
Le G-ensemble P (F ) étant identifié a G/B, on trouve :
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e H1(X(c),K) = K[G/B]/K avec la valeur propre 1. Le caractere associé est
le caractere de Steinberg Stg ;

e H2(X(c), K) = K avec la valeur propre g, laquelle se réduit en —1 modulo .

Avec les notations précédentes, xo = Stg et x1 = 1l sont exactement les ca-
racteres unipotents du bloc principal.

4.2.3 L’arbre de Brauer

Les caracteres irréductibles du ¢-bloc principal se regroupent donc en deux
familles distinctes : {xg |0 € [Irr, T /Cpw(co)] et # 1} et {x;|i=0,..., hg — 1},
Les caracteres du premier ensemble ont la méme restriction a Gy et jouent, a
ce titre, le méme role dans la théorie des représentations /-modulaires de G. Si
on définit le caractere exceptionnel xexc comme la somme de ces éléments, alors la
structure du bloc peut s’exprimer a 1’aide de ’ensemble *" = {xo, X1, ..., Xhy—1} U
{Xexc}. Plus précisément, la théorie des blocs a défaut cyclique nous dit que le
caractere de tout AG-module projectif indécomposable P s’écrit [P] = x + x’
avec Y # X' € 7. A partir des travaux de Brauer, on peut définir le graphe
suivant :

e les sommets du graphe sont indexés par 7 = {xo0, X1, .-+ Xhp—1} U {Xexc}-
Le sommet associé a xexc est appelé sommet exceptionnel. Par extension, les
autres sommets seront dits non exceptionnels ;

e une aréte relie deux sommets y et x’ si et seulement si y + ’ est le caractere
d’un AG-module projectif indécomposable.

Le graphe I ainsi défini est en fait un arbre, appelé arbre de Brauer du bloc. Les
arétes de I'arbre pourront donc étre indexées soit par les AG-modules projectifs
indécomposables du bloc, soit par les kG-modules simples du bloc (les projectifs
indécomposables étant exactement les enveloppes projectives des simples).

Exemple 4.25. Soit D un ¢-groupe cyclique et E un ¢'-sous-groupe de Aut(D).
L'arbre de Brauer de I'unique ¢-bloc du groupe H = D x E est une étoile. En ef-
fet, les kH-modules simples s’identifient aux kE-modules simples munis d"une
action triviale de D. Puisque E est un ¢'-groupe, un tel module se releve de
fagon unique en un AE-module S libre sur A, dont I'enveloppe projective est
indécomposable et donnée par Indf S. Le caractere de ce dernier module se dé-
compose en

[IndZ S = [S] + Xexc
avec Xexc désignant la somme des caractéres ordinaires irréductibles de H dont

la restriction a D provient d’une représentation triviale de D. Par construction,
I'arbre de Brauer est alors de la forme suivante :
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Les travaux de Rickard [75], [77] et Linckelmann [59] on montré qu'il est possible
de « déplier » I'arbre de Brauer du ¢-bloc principal de G de fagon a obtenir cette
étoile, et que ce « dépliage » se traduit par une équivalence splendide entre les
¢-blocs principaux de G et TF x Cy/(co). L'un des buts de ce chapitre est de mon-
trer que ce dépliage peut s’effectuer via le complexe de cohomologie RI'(Y(¢), A)
de la variété de Deligne-Lusztig Y(¢).

La conjecture de Hiss-Liibeck-Malle s’inscrit dans cette démarche en donnant
I'arbre de Brauer du ¢-bloc principal de G en fonction du paramétrage des ca-
racteéres unipotents donné dans la section précédente [51] :

Conjecture 4.26 (Hiss-Liibeck-Malle). Soit I'* le graphe obtenu a partir de I'arbre
de Brauer du (-bloc principal en retirant le sommet exceptionnel ainsi que les arétes
incidentes. Alors

(i) Les composantes connexes de ['* sont indexées par les séries de Harish-Chandra, et
donc par les racines de 'unité ¢.

(ii) Si ¢ est une racine de I'unité, la composante connexe associée est :

Xmg Xme+1 XM,—1 XM,
)
O O O v O——O
(iii) Les sommets indexés par les caracteres x m, sont les seuls sommets reliés au sommet
exceptionnel.

Cette conjecture a été vérifiée au cas par cas seulement, pour tous les types
hormis E7 et Eg. Nous en donnerons une démonstration générale sous I'’hypo-
these (W) (cf. I'introduction du chapitre ou la section 4.3).

A priori, I'arbre de Brauer encode uniquement la matrice de décomposition
du bloc considéré. Cependant, en reprenant I'exemple précédent, on peut remar-
quer qu'une fois les sommets indexés, le dessin de 1’arbre définit un plongement
planaire du graphe. De fait, cette donnée est essentielle pour la compréhension
des représentations du bloc : si on fixe un sommet de l’arbre, et que I'on considere
les kG-modules simples Sy, ..., Sy, qui indexent les arétes incidentes a ce som-
met, alors il existe des modules unisériels dont les facteurs de composition sont
les modules S;, et 'ordre dans lequel ces modules apparaissent est toujours le
méme, a permutation cyclique pres [43]. On définira le plongement planaire de
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I'arbre a partir de cet ordre, les arétes incidentes étant dessinées dans le sens
trigonométrique.

Exemple 4.27. On reprend l'exemple précédent dans le cas particulier ot E est
un groupe cyclique, engendré par un élément x € Aut(D) d’ordre m premier
a (. Rappelons que D aussi est cyclique; par conséquent, x agit par élévation
a une certaine puissance n premiére a |D| = (¢, uniquement déterminée dans
[0; ¢ —1]. Puisque x est d’ordre m, la classe de l'entier n modulo ¢ est d’ordre
d | m. D’autre part, £ > met ainsi v,(n? — 1) = vy(n™ —1) > ¢, ce qui force d = m.

Par le lemme de Hensel, on en déduit qu'il existe une (unique) racine pri-
mitive m-ieme de l'unité ¢ € Z; vérifiant ¢ = n mod ¢Z,. En numérotant les
caracteres exceptionnels y; : E — Z de telle sorte que x;(x) = ¢/, on obtient le
plongement planaire de I’arbre de Brauer :

X3

Par conséquent, si on désigne par S; le kH-module simple associé au caractere ;,
alors Ext},(Si, S;) est non nul si et seulement si i = j 4+ 1 mod m.

L’exemple précédent n’est pas anodin, puisqu’il donne aussi l’arbre de Brauer
du ¢-bloc principal de T<F x Cy/(co), ainsi que son plongement planaire. Dans
ce cas, on remarque que le générateur x = (cF(c)--- F*~1(c))~! de Cy(cF) agit
sur T<F par élévation a la puissance q° via 'endomorphisme de Frobenius F°;
d’autre part, les caracteres non-exceptionnels du ¢-bloc principal de G sont in-
dexés par les valeurs propres de F? sur la cohomologie de X(c). Puisque les deux
actions de F sont compatibles, il est naturel de proposer la conjecture suivante,
permettant de déterminer le plongement planaire de I" :

Conjecture 4.28. Les arétes reliant le sommet exceptionnel aux sommets indexés par
Xm, sont ordonnées par valeurs de m¢ croissantes.

Les seuls cas pour lesquels cette conjecture est intéressante sont ceux pour
lesquels il y a différents choix possibles pour le plongement planaire. Ce n’est
par exemple pas le cas du groupe SLy([F) dont I'arbre ' est donné par :

Stg 1¢

@ O O
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Les seuls types o1 une indétermination subsiste sont les types Fy4, E7, Eg et 2G,.
Pour ce dernier, on conjecture donc que l’arbre de Brauer est représenté par :

2G;[¢]

2G;[¢]

otui = &3, avec ¢ 'unique racine 12-ieme de I'unité de A* dont la classe dans k est
égale a celle de g. La lecture de I’arbre devient plus claire si on choisit d’indexer
les sommets non exceptionnels par les entiers ¢/ congrus modulo ¢ aux valeurs
propres de F° :

or
O

Nous donnerons dans la derniere partie une preuve de cette conjecture condi-
tionnée par 'hypothese (S) (cf. 'introduction de ce chapitre).

4.3 Preuve de la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle

Nous présentons dans cette partie une preuve générale de la conjecture 4.26
sous une certaine hypotheése de non torsion dans la cohomologie. Le point de vue
adopté ici est encore une fois géométrique, le but étant d’utiliser les propriétés
de la variété de Deligne-Lusztig X(c) afin d’en déduire des informations sur la
théorie des représentations modulaires du groupe réductif fini associé. A cette
fin, les travaux de Lusztig [62] sur cette variété seront d’une aide précieuse.

Dans la premiere section, on se restreint a I'étude des kG-modules non cus-
pidaux et de leur enveloppe projective. L'effet de cette restriction sur 1’arbre de
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Brauer du /-bloc principal se traduit par 1'isolement des droites données par l'as-
sertion (ii) de la conjecture. L’élément final de la preuve consiste donc a montrer
que les arétes indexées par des modules cuspidaux sont exactement les arétes
supprimées lors du passage de ' a '*. C’est ici que I'hypothese (W) intervient,
puisqu’elle permet, avec les outils introduits au chapitre 1, d’isoler un module
projectif de caractére yexc + Xm, dans la cohomologie de Y(¢). Ainsi, chaque
branche « non cuspidale » est reliée au sommet exceptionnel par l'intermédiaire
d"un kG-module cuspidal.

4.3.1 Les kG-modules non cuspidaux du bloc

Soit / un sous-ensemble de racines simples stable par ¢. Le sous-groupe pa-
rabolique standard P, associé, ainsi que le sous-groupe de Levi standard L;, sont
tous les deux stables par F. Rappelons que I'on dispose alors des foncteurs d’in-
duction et restriction de Harish-Chandra, définis pour n’importe quel anneau de
base O parmi (K, A, k) :

Rf : OLj-mod — OG-mod
N +— O[G/U]®or, N

et *RLGI: OG-mod — OL;-mod
M — MY,

Voici quelques propriétés de ces foncteurs que nous utiliserons par la suite :

. Rf/ et *RLG, sont des foncteurs exacts, qui stabilisent la catégorie des mo-
dules projectifs de type fini et celle des modules O-libres de type fini.

. RLG, et *RLGI commutent aux opérations d’extension des scalaires au corps
des fractions — ®p K et de réduction modulo ¢/ — ®p k.

En particulier, les morphismes entre groupes de Grothendieck associés sont com-
patibles avec les applications de décomposition. Plus précisément, si décg (resp.
décy,) désigne l'application de décomposition entre Ky(KG-mod) et Ko(kG-mod)
(resp. entre Ko(KL;-mod) et Ko(kL;-mod)), alors

décg oRf = Rf odéc;, et  décy, o *Rf = *Rf odéce.

On va étudier les enveloppes projectives des kG-modules non cuspidaux a
partir de leur restriction de Harish-Chandra. Cette méthode repose sur le fait que
la restriction de la cohomologie de X(c) s’exprime a partir de variétés de Coxeter
associés a des groupes « plus petits » pour lesquels les catégories de modules sur
k sont semi-simples.

(i) Restriction d’un kG-module. Désormais, la variété de Deligne-Lusztig as-
sociée a l’élément de Coxeter ¢ sera simplement notée X. Pour / un sous-ensemble
de A stable par ¢, on peut former un élément de Coxeter ¢; de la paire (W), F) a
partir de ¢ en supprimant les réflexions associées aux racines simples qui n’ap-
partiennent pas a /. En notant B; = B N L,, la variété de Deligne-Lusztig X,
associée a c; est, par définition,
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X = XL,(C/) = {gB/ S L//B/ !g_lF(g) € B/C/B/}.

Lorsque / est maximal, le lien entre la cohomologie de cette variété et celle de X
est donnée par [62, corollaire 2.10] :

Proposition 4.29. Supposons | maximal, c’est-a-dire vérifiant |1 /¢| = |A/p|—1. Alors
on dispose d'un isomorphisme de KL;-modules, compatible & I'action de F°

RE (HEOG K)) = HEH 0, K) @ HE2(X0, K)(-1)

étant entendu que Uaction de FO sur H=2(X,, K) est modifiée par une torsion de Tate,
indiqué par la notation (—1).

Des applications successives de cette proposition permettent d’étendre 1'iso-
morphisme précédent au cas ou1 / n’est pas supposé maximal :

; r—un i— _i .
*RLGI(H’C(X, K)) ~ @( . >ch =X, K)(—))
>0 N J
iz
oli on a noté r; = |//¢|. En particulier, toute valeur propre de F° en tant qu’en-
domorphisme de la cohomologie de X; I'est aussi pour F° en tant qu’endomor-
phisme de la cohomologie de X. Afin de traduire la proposition en termes des
espaces propres associés, on introduit la notation suivante, valable pour / quel-
conque :

Notations 4.30. Pour A = (¢™/? une valeur propre de F° sur H2(X, K), et j
'unique entier de [0; hy — 1] tel que les classes modulo ¢ de \ et ¢/° coincident,
on notera YJ-’ (ou Yj’ (¢) ¢’il y a risque de confusion), le A\-espace propre de F% sur
H2(X;, K). C’est un KL;-module (qui peut étre nul) dont le caractere associé sera
noté XJI--

Remarque 4.31. Lorsque I'ordre de F sur W, est aussi égal a §, le théoréme 4.22
s’applique a la variété X;, méme si W, n’est pas forcément irréductible ou L; semi-
simple. Les Y;(¢) non nuls, qui sont exactement les espaces propres de F° sur
H2(X/, K), sont alors des KL;-modules simples deux a deux non isomorphes. Les
seuls cas non triviaux ot1 I'ordre de F sur W, diminue sont ceux ot W est de type
A,. Les valeurs propres de F étantalors 1, g, ..., ", il n’y a pas de regroupement
d’espaces propres possible entre F et F° et les modules Y;(¢) non nuls sont encore
des KL;-modules simples deux a deux non isomorphes.

Avec ces notations, la proposition précédente permet donc de calculer la res-
triction d'un KG-module simple du bloc, qui, lorsque / est maximal, s’exprime
par la formule suivante :

"RE(Y(Q) = Y/ () @ VL) (4.32)
(ii)) Détermination des kG-modules non cuspidaux. Si M est un kG-module
simple, son enveloppe projective se releve de facon unique (a isomorphisme

pres) en un AG-module projectif indécomposable que 1’on notera Py. Dans le
cas out M n’est pas cuspidal, le lemme suivant détermine le caractere de Py :
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Lemme 4.33. Soit M un kG-module simple appartenant au {-bloc principal. Si M n’est
pas cuspidal, alors il existe une unique racine de I'unité ¢ et un entier j € [m¢e +1; M¢]
tels que

[Pm] = [Y;(Ol + [Yi-1(O] = Xj + xj-1.

De plus, si | est un sous-ensemble de A stable par ¢ maximal, alors le module * RLG/ (M) se
releve de facon unique (1 isomorphisme pres) en un AL;-module libre sur N et de caractere

I
Xj—1-

Démonstration. D’apres la proposition 4.17 le caractére xe« est cuspidal, et ne
peut donc pas intervenir dans le calcul du caractere de Py. En effet, *RE/ com-
mute a la /-réduction et ainsi tous les facteurs de composition de la ¢-réduction
d'un KG-module cuspidal sont eux aussi cuspidaux. On en déduit qu'il existe
des racines de l'unité ¢ et £, ainsi que des entiers distincts / et j tels que

[Pum] = [Y;(O] + [Yi()]-
Autrement dit, M est facteur de composition des ¢-réductions de Y;(¢) et Y;(¢).

Soit / un sous-ensemble de A stable par ¢ maximal, tel que la restriction
*RLGI( M) soit non nulle (un tel sous-ensemble existe puisque M n’est pas cus-
pidal). Les propriétés du morphisme de restriction assurent que les facteurs de
composition de *RLG/ (M) sont aussi facteurs de composition des ¢-réductions de

*RLG,(YJ(C)) et *RLGI(Y,-(g)). D’autre part, la formule 4.32 donne

“RE(Y5(€) = Y/ (Q) @ Y/ 1(¢)
et “RE(Yi(€)) = Y/(&) @ Y 1(6).

Puisque L; est un sous-groupe de Levi propre de G, l'ordre du groupe de ses
points fixes n’est pas divisible par ¢ (sinon L, contiendrait un tore de Coxeter
d’apres les résultats de la section 4.2.1, ce qui est exclu). Par conséquent, les KL,-
modules simples restent simples apres réduction modulo /. Vu la remarque 4.31,
celaforce ( =&, |i—j| = 1et *RLGI(I\/I) a étre un module simple, isomorphe a
n’importe quelle /-réduction de Yriﬁn( i1 (©)- O

Notations 4.34. Un kG-module simple non cuspidal vérifiant les propriétés du
lemme précédent est unique a isomorphisme pres, et sera noté S;(¢). Si pour un
couple (j, ¢) donné un tel module n’existe pas ou s’il est cuspidal, on posera par
convention 5;(¢) = {0}.

Avec ces notations, on déduit du lemme que les facteurs de composition
des /-réductions de Y;({) qui ne sont pas cuspidaux sont isomorphes a 5;(¢)
ou Sj;1(¢), ce qui donne la partie non cuspidale de 1’arbre de Brauer. Reste a
déterminer les couples (j, ¢) pour lesquels S;({) est non nul :

Lemme 4.35. Si Y;(C) est un espace propre non nul de F® avec j > m¢, alors S;()
est non nul et apparait avec multiplicité 1 comme facteur de composition dans les (-
réductions de Y;(C) et Yi—1(C).
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Démonstration. Par hypothese sur j, le module Y;(¢) est un espace propre de F?
dans un certain groupe de cohomologie H.(X, K) avec i > r. Puisqu’il n’est pas
cuspidal, il existe un sous-ensemble de racines simples / stable par ¢ et maximal
pour cette propriété, tel que la restriction *RE/ (Y;(€)) soit non nulle. Par la for-
mule 4.32, cela force un des deux modules parmi Yj’ (C) et le_l(C ) a étre non nul.
En fait, Yj’_l(( ) est toujours non nul : en effet, par la proposition 4.29, Yj’ (€) est
un sous-espace propre de F® sur H1(X;, K) avec i — 1 > r — 1; le théoréme 4.23
appliqué a la variété de Coxeter X; de dimension r — 1 assure alors que Yj’_l(g“ )
est non nul des que YJ-’ (¢) lest aussi.

Notons a (resp. b) la multiplicité de S;(¢) (resp. Sj+1(¢)) dans les suites de
compositions des /-réductions de Yj(¢) (en convenant que la multiplicité est nulle
si le module S,,(¢) considéré est nul). D’apres le lemme précédent, ces modules
sont les seuls facteurs de composition non cuspidaux possibles. Puisque la res-
triction commute aux applications de décomposition, on en déduit que

décy, (["RE (Yi(O)]) = a[*RE (S(O)], + b[*RE (Sj41(0))]
dans Ko(kG-mod). Avec la formule 4.32, I'égalité devient

décy, ( [YJI(C)] ) + décy, ( [Y_,I_l(C)D = a [*RE, (SJ(C))] W T b [*RLG, (5J+1(<))] k

Mais par le lemme 4.33, on sait que le caractere de la restriction d'un module
Sm(¢) est soit nul, soit égal a déc;, ([Y;,_1(¢)]). Puisque ce dernier est non nul
pour m = j, I'égalité précédente force *REI(SJ-(()) # {0} et a = 1. En particu-
lier 5;(¢) est un kG-module simple qui apparait avec multiplicité 1 dans toute
¢-réduction de Yj(¢). En appliquant le méme raisonnement a 1'égalité

décy, (["RE (Yi-1(O)]) = ' ['RE (S-1(O)], + B ["RE (S(0))]

on en déduit que S;(¢) est aussi un facteur de composition de multiplicité b’ =1
dans toute /-réduction de Y;_1((). O

En particulier, lorsque j n’est pas égal a I'un des entiers m¢, la somme x;+x;_1
est toujours le caractere d’un AG-module projectif indécomposable, que 'on no-
tera Pj (ou P;(¢) s’il y a ambiguité).

Conséquence 4.36. Des deux lemmes précédents on déduit que les droites

Xmg¢ Xme+1 XM¢—1 XM

O O O v O———O

sont des sous-arbres de 1’arbre de Brauer I' du ¢-bloc principal de G. De plus, les
arétes manquantes sont indexées par les kG-modules cuspidaux.

Exemple 4.37. Dans le cas ot G = SLy(F), avec ¢ un nombre premier impair
divisant g + 1, le caractere y1 + xo = 1g + Stg est exactement le caractére du
module projectif AG/B = Ind§ A.
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4.3.2 Les kG-modules cuspidaux du bloc

La partie la plus délicate dans la démonstration de la conjecture de Hiss-
Liibeck-Malle consiste a recoller les branches non cuspidales au sommet excep-
tionnel. Si on suppose que la conjecture est vérifiée, 'étude précédente nous
assure que les arétes reliant ces branches sont indexées par des kG-modules
simples cuspidaux dont ’enveloppe projective a pour caractere Xexc + Xm,- Nous
allons ici construire explicitement ces modules projectifs a 1'aide du complexe
RIc(Y(¢), N). D’apres la section 1.2.3 on sait que ce complexe posseéde de bonnes
propriétés de perfection et fournit ainsi de nombreux modules projectifs. Cepen-
dant, ces derniers sont trop gros pour étre calculés explicitement; aussi est-il
nécessaire de les couper suivant I'action de F?, en utilisant les outils introduits
au chapitre 1. A cette fin, nous ferons I’hypothése suivante :

(W) Pour chaque racine de I'unité ¢ associée a une série de Harish-Chandra
rencontrant le bloc principal, les (¢™¢®)-espaces propres généralisés de
F? sur bHL(Y(¢), A) sont sans torsion.

Par le théoreme 4.23, ces valeurs propres sont exactement celles qui interviennent
lorsque I'on restreint 'action de F? au groupe de cohomologie moitié HZ(X, K).

Sous cette hypothése, on peut construire les modules projectifs manquants,
en considérant I'espace propre de F° associé sur le complexe de cohomologie
C = bRI(Y(¢), N) représentant la cohomologie de la variété Y(¢), coupée par le
bloc principal b. Pour cela, on travaillera dorénavant avec un représentant parti-
culier de C, disposant de propriétés de finitudes nécessaires pour appliquer les
résultats de la partie 1.3.

D’apres le corollaire 1.27, il existe un complexe borné ¢ de (AG, AT<F)-bi-
modules de type fini, projectifs a gauche et a droite, ainsi que des applications
équivariantes f : C — ¢ et g : ¥ — C inverses I'une de l'autre dans la
catégorie K®(AG x (T<F)°P). On notera .# = f o F° o g I'application induite par
le Frobenius sur le complexe %'

Proposition 4.38. Soit ¢ une racine de 'unité vérifiant I’hypothese (W), et A l'unique
valeur propre de F sur H2(X, K) congrue a q™<° modulo {. Alors le complexe () est
homotope a un NG-module projectif P concentré en degré r dont le caractere est donné
par

[P] = Xexc T Xmp-
Démonstration. De la proposition 1.31 on peut déduire que le complexe %() pos-
sede les propriétés suivantes :

® %[, est un complexe borné de AG-modules projectifs ;

e la cohomologie du complexe ¢,y ®a k est concentrée en degrés r, ..., 2r
(celle de € ®p k l'est déja car Y(¢) est affine et irréductible) ;

e pour/ > r,le i-eme groupe de cohomologie du complexe %) @) K est nul
en vertu des résultats [29, corollaire 9.9] et 4.23 ainsi que du fait 4.19. En
effet, on a successivement
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29] 4.19

; ; 423
= H{(X,K)y = HLX K\ =

i 131 i vy [
HC(CK()\) (PN K) = bHC(Y(C),K)()\) 0.
L’hypothese (W) traduisant le fait que les groupes HL(%(y)) sont sans torsion,
on en déduit qu’ils sont nuls pour i # r. Deés lors, le lemme 1.10 assure que I'on
peut, a homotopie pres, scinder le complexe %, de facon a obtenir le AG-module
projectif P = H(%(,)) concentré en degré r; son caractére est donné par

2r
[Pl = > _(~1)7"[%()] = [bH(Y(&), K)A].
De plus, d’aprés le théoréme 4.23, il n’y a qu'un seul caractere non exceptionnel
(i.e. unipotent) qui apparait dans ce caractere, a savoir x,.. La seule possibilité
est donc [P] = Xexc + Xm- O

D’apreés la section précédente, les modules obtenus ainsi sont exactement les
enveloppes projectives des kG-modules cuspidaux. Ces derniers seront notés Sp,.
et leur enveloppe projective Pp,.. lls forment les arétes reliant les branches non-
cuspidales (ou de fagon équivalente, les composantes connexes de '*) au sommet
exceptionnel. On a donc montré

Corollaire 4.39. Sous I'hypothese (W) la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle est vraie.

4.3.3 Applications numériques

Nous donnons, pour finir cette partie, deux applications directes de 1’étude
précédente, toujours sous ’hypothese (W).

Proposition 4.40. Soit M un KG-module unipotent simple du bloc principal. Si M est
cuspidal, alors sa réduction modulo ¢ est un kG-module simple supercuspidal.

Démonstration. Les caracteres irréductibles unipotents cuspidaux du bloc sont de
la forme xm, avec m; = M, (par le théoréme 4.23). La conjecture de Hiss-Liibeck-
Malle assure alors que les sommets associés sont des extrémités de 1’arbre de
Brauer, ce qui prouve que la réduction modulo ¢ d'un module associé a un tel
caractere est isomorphe au module simple Sp, .

De plus, I'enveloppe projective de 5m< a pour caractere Xexc + Xme qui est cus-
pidal par la proposition 4.17 et le théoreme 4.23. Ceci traduit la supercuspidalité
du module Smg. O

Dans la classification de Lusztig [64], les caractéres unipotents se regroupent
en familles. On peut vérifier que la fonction a de Lusztig — c’est-a-dire la valua-
tion du degré d'un caractére unipotent comme polyndéme en g — est constante
sur chaque famille F ; on la notera a(F).

Proposition 4.41. Soient F1, F>, ..., Fm les familles F-stables de caracteres unipotents
qui rencontrent le bloc principal, ordonnées de telle sorte que a(F1) < --- < a(Fpm).
Alors on peut arranger les caracteres de Brauer du bloc de facon a ce que la restriction de
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la matrice de décomposition a I'ensemble des caractéres unipotents ait une forme trian-
Qulaire inférieure

I, 0 0

D — * Ay,
. 0
* x

ot les blocs diagonaux correspondant a chaque famille sont des matrices identité.

Démonstration. Une fois I'ordre sur les caractéres unipotents fixé, on ordonnera
les caracteres de Brauer du bloc via la correspondance x; < [Sj].

D’apres [17,lemme 5.11], la puissance de g apparaissant dans la valeur propre
de F? associée a y est donnée par
2ug — (aX + AX) )
r

ny =
Puisque cette quantité est constante sur les familles, on déduit de la forme de
I'arbre que deux caractéres dans la méme famille ne peuvent étre sur la méme
branche de l'arbre. Autrement dit, pour x et n deux caracteres distincts de la
méme famille, les images déck(x) et déck(n) n’ont aucun composant en commun.
Ceci traduit la présence des matrices identité sur la diagonale de D.

D’autre part, on peut vérifier, au cas par cas, que pour deux caractéres du
bloc principal, on a a, < a, si et seulement si n,, > n,. Puisque la fonction n,
est croissante sur chaque branche de I'arbre (par la conjecture 4.26), on en déduit
aisément que la matrice de décomposition est unitriangulaire. O

De facon plus générale, il est conjecturé que ces deux résultats (sans la super-
cuspidalité, voir la remarque 5.38) restent vrais lorsque ¢ est seulement supposé
bon [41, conjecture 3.4]. Nous donnerons une autre interprétation de la proposi-
tion précédente dans la derniére partie de ce chapitre.

4.4 Autour de la torsion dans la cohomologie des variétés
de Deligne-Lusztig

La preuve de la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle donnée dans la partie pré-
cédente est conditionnée par une hypothése de non torsion de certains espaces
propres de F° sur la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig Y(¢) (hy-
pothese (W)). Nous donnons dans cette partie quelques résultats partiels autour
de la torsion dans les variétés X(c) et Y(¢) dans le but de s’affranchir de cette
hypothese. Voici les différentes étapes dans notre programme :

(1) lorsque / est un sous-ensemble propre de A stable par ¢, il n'y a pas de
torsion dans la cohomologie de X, ;

(2) les groupes de torsion de H.(X,A) et bHL(Y(¢), A) sont des AG-modules
cuspidaux;
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(3) les facteurs de composition cuspidaux de HZ(X, A) sont concentrés en degré
moitié.

La résolution des deux premiers points est détaillée dans les sections 4.4.2 et
4.4.3 de cette partie, et consiste a exprimer la cohomologie des quotients de X et
Y(¢) par les sous-groupes unipotents U, a partir de la cohomologie de certaines
variétés que 'on sait sans torsion. Grace a ces résultats, on est ramené a connaitre
I'emplacement des facteurs de composition cuspidaux dans la cohomologie de la
variété X. Malheureusement, notre analyse ne peut pas se conduire sur chaque
espace propre de F?, mais aboutit en revanche a la considération d’une hypothese
plus forte que (W), a savoir

(S) Les A-modules bH.(Y(¢), A) sont sans torsion.

Celle-ci sera partiellement démontrée au cours de la section 4.4.4 mais entiere-
ment résolue pour les groupes quasi-simples de type A, B,, C, et 2D, a la fin
de ce chapitre. Notons que la propriété d’étre sans torsion pour la variété X est
certainement spécifique a I'élément de Coxeter, et ne sera en général pas vérifiée
pour les éléments réguliers de plus grande longueur, comme nous le verrons au
chapitre suivant (voir remarque 5.37).

Indépendamment de ces résultats, il nous a semblé intéressant de donner
dans une premiere section un résultat analogue au point (1) pour les compac-
tifications de variétés de Deligne-Lusztig X(w). Cela pourra constituer un point
de départ a I’'étude de la torsion pour les variétés associées a d’autres éléments
du groupe de Weyl.

4.4.1 Le cas des variétés X,

On revient dans un premier temps au cas général : w est un élément quel-
conque du groupe de Weyl, et ¢ est seulement supposé différent de p. Le peu de
renseignements dont on dispose sur la géométrie de la variété de Deligne-Lusztig
X(w) font que I’étude de la torsion dans la cohomologie de cette variété reste un
probleme difficile. Il n’existe d’ailleurs a notre connaissance que peu de criteres
généraux permettant de vérifier une telle propriété ; celui que nous utiliserons ici
s’inspire de 'exemple de la variété de drapeaux G/B, stratifiée par des espaces
affines :

Lemme 4.42. Soit Z une variété quasi-projective filtrée par une suite de sous-variétés
fermées Z = Fo O F1 D -+ D F, = @&. On suppose que la cohomologie des variétés
Z;j = Fj \ Fj11 est concentrée en degré maximal, c’est-a-dire vérifie

HE(Zj, ) = HM A (Z5,0).

Alors les groupes de cohomologie de Z sont sans torsion, et non nuls en degrés pairs
uniquement.

Démonstration. On raisonne sur les sous-variétés F; par récurrence sur j : on sup-
pose pour cela que la cohomologie de Fj est sans torsion et non nulle en degrés
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pairs seulement. La partition F; = Z; U F;;; induit une suite exacte longue en
cohomologie

— H(Z;, \) — HL(Fj, A) — HU(Fj1, A) — HEHZ A) — -

Notons N = 2dim Z;. Lorsque i est différent de 2N et 2N — 1, il n’y a pas de
contribution de Z; dans la suite précédente, et la fleche H.(F;, A) — HL(Fj11,\)
est un isomorphisme. Pour i = 2N —1, c’est une injection ; mais la cohomologie de
F;_1 étant concentrée en degrés pairs, on en déduit que H2V=1(F;, A) = 0. Enfin,
dans le cas o1 i = 2N, on obtient la suite exacte courte suivante :

0 — HV(Z;, A) — HV(F;, A) — HV(Fjy1, A) — 0
ce qui prouve que H2V(F;, A) est sans torsion. O

Remarque 4.43. On peut méme montrer que la suite exacte précédente se scinde :
en effet, si on note Z; I'adhérence de Z; dans Z, la fleche ¢ : H%N (Zj,N\) —
H2N(Z;, ) est un isomorphisme, et on construit une rétraction en composant
l'application de restriction H2V(F;, A) — H2N(Z;, A) et .71 [61, proposition 2.7].

Exemple 4.44. La variété G/B est stratifiée par les cellules de Schubert Bv - B
pour v € W, qui sont isomorphes a des espaces affines de dimension ¢(v). La
filtration obtenue a partir de cette stratification vérifie donc les hypotheses du
lemme, et on en déduit que la cohomologie de G/B est sans torsion.

Pour des raisons évidentes, il n'y a aucun espoir d’appliquer le lemme pré-
cédent directement aux variétés de Deligne-Lusztig. En revanche, on peut, en
suivant [61], construire une variété raisonnablement proche de X(w) et vérifiant
les hypotheses du lemme. Nous allons maintenant détailler cette construction.

Rappelons que pour toute décomposition réduite w = s; - - - 5., de w, il existe
une compactification lisse de X(w) a la Bott-Samelson (voir section 2.2.1), notée
X(w) par abus de notation. Elle est définie dans [29] comme 1’ensemble des (m +
1)-uplets (goB, - - - , gmB) € (G/B)™ 1 vérifiant

. g,-__llg,- € P, =BUBs;B pourtouti=1,...,m;

* 8,'F(g) €B.
C’est une variété projective lisse, et le morphisme 7 : X(w) — X(w) donné
par la premiere projection (goB, - - , gmB) —— goB induit un isomorphisme de
7~} (X(w)) sur X(w), ce qui justifie la terminologie employée. D’autre part, l'ac-
tion du groupe fini G sur X(w) s’étend naturellement en une action sur X(w)
par multiplication & gauche sur chaque composante, et on peut définir le produit
amalgamé

Z = X(w) x¢g X(w).
Lusztig a construit dans [61] une partition de X(w) x X(w) en une famille

de sous-variétés localement fermées indexées par un ensemble partiellement or-
donné (M, <). Chacune des pieces Z, de cette décomposition vérifie :

(i) Za est stable par l'action diagonale de G sur X(w) x X(w);

131



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIETE DE COXETER

(i) I'adhérence Z, de Z, est contenue dans Ua/ga Za;

(iii) la cohomologie de la variété quotient G\Z, a coefficients dans le corps K
est concentrée en degré maximal (égal a 2dim Zj).

En particulier, la décomposition induite sur Z par les variétés G\ Z, est trés proche
de vérifier les conditions d’application du lemme 4.42. Le seul probleme vient du
point (iii) qui concerne la cohomologie a coefficients dans K et non sur I'anneau
A. Cette obstruction peut étre levée en supposant que le nombre premier ¢ est
assez grand :

Proposition 4.45. Si ¢ ne divise par 'ordre de G, alors la cohomologie de la variété
Z = X(w) x g X(w) a coefficient dans N est sans torsion.

Démonstration. En vertu du lemme 4.42, il suffit donc de montrer que la cohomo-
logie des variétés G\Z, a coefficients dans A est concentrée en degré maximal.
On reprend a cette fin ’argument de Lusztig utilisé pour montrer (iii) : a étant
fixé, il construit les objets suivants :

e une variété quasi-projective Zp muni d’une action de G x 7°P, avec 7 un
groupe fini agissant librement, ainsi qu'un morphisme surjectif G-équiva-
riant mo : Zp — Z, induisant un isomorphisme entre les G-variétés Z,/7
et Zy;

e une variété quasi-projective Z; munie de deux actions libres de G et 7 qui
commutent, et telles que G\ Z; soit un quasi-espace affine ;

e un quasi-fibré vectoriel G x 7T°P-équivariant w1 : Zy — Zj.

Les traductions cohomologiques de ces constructions s’écrivent, via les résultats
de la section 1.2.2 :

L
e R[(Za,\) =~ RI(Zy, N\)@pa7 A dans DP(AG-Mod);
L
e A@pg RM(Z1,N) ~ A[-2dim Z;] dans D?(Mod-AT);
e R[(Zy,N\) =~ RI(Z1, N)[-2(dim Zy — dim Z1)] dans D?(AG-Mod-AT);

et, puisque ¢ ne divise pas |G|, on en déduit que

L L
RI(G\Za, N) =~ AR RI(Za, N) =~ N @p7 A[-2dim Zp)].
dans D®(A-Mod).

Pour finir, 7 est isomorphe a un sous-groupe de T pour un certain élément
v du groupe de Weyl [61], et son ordre est donc inversible dans A par hypotheses
sur £. On trouve donc RI(G\ Z,, ) >~ A[-2dim Z;], ce qui termine la preuve. O

Remarque 4.46. L'action de G sur Z, n’est pas libre, et dans le cas ou ¢ di-
vise l'ordre de G, les ordres des stabilisateurs des points de Z, sous cette action
peuvent ne pas étre inversibles dans A. Dans ce cas, la cohomologie de la variété
quotient G\ Z, nest pas forcément donnée par les coinvariants de la cohomolo-

gle.
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Corollaire 4.47. Si ¢ ne divise pas I'ordre de G, alors la cohomologie de la variété X(w)
a coefficients dans N est sans torsion.

Démonstration. Pour simplifier les notations de cette preuve, on désignera par
X la variété de Deligne-Lusztig compactifiée. Puisque ¢ ne divise pas 1'ordre de
G, les AG-modules projectifs de type fini sont exactement les A G-modules libres
de rang fini sur A. Aussi le complexe D = RI'(X, A) est parfait par le théoreme
1.26. On en déduit par la formule de Kiinneth [91, théoreme 3.6.1] la suite exacte
suivante, pour tout entier n :

0 — @ H(D)®r¢ H(D) — H"(D @p¢ D)
i+j=n
qui, a l'aide la formule R[.(Z,A\) ~ D ®a¢ D donnée dans la section 1.2.2, se
traduit par
0— @ H(X A)@r H(X,A) — H"(Z,A)
i+j=n
En vertu de la proposition 4.45, les groupes H'(X, A) @6 H/ (X, A) sont donc sans

torsion. On va en déduire que chacun des groupes H'(X, A) I'est aussi. Pour cela,
on note H'(X, A)or la torsion de ce dernier groupe et on écrit

0— HI(X, /\)tor — HI(X, /\) — Hi(Xv A)/HI(X' /\)tor —0

Puisque l'ordre de G est inversible dans A et que H/(X,A)/H/(X, A)ior est sans
torsion par définition, le module de torsion est en fait facteur direct de H'(X, A).
Par passage au produit tensoriel, on en déduit que H/ (X, A)tor @ac H/ (X, A) est un
sous-module de torsion de H'(X, A) @a¢ H/(X, A), et qu’a ce titre il est nul.

Puisque les groupes de cohomologie non nuls sont en nombre fini, et chacun
de type fini, on peut fixer un entier n tel que pour tout m € Z

Tory (H™(X, A), A/"A) = H™(X, A)sor.

Autrement dit, n est choisi de sorte que chaque élément de torsion soit en fait
annulé par ¢". En particulier, H' (X, A)tor est un A/¢"A-module et par réduction
modulo /", on a

H' (X, Ator @(asennyc (H (X, A) @a AJE"A) =0
et la formule des coefficients universels nous permet donc d’affirmer que
H (X, Ator @(asennyc H (X, A/LTA) =~ H(X, A)sor D sennye X, Asor.
L’analyse précédente nous assure que ce dernier terme est nul, comme la ¢"-
réduction d"un facteur direct de H (X, A)ior ®pg H/1(X, A). On obtient ainsi
H (X, Ator ®(ajennye H (X, A/E"A) = 0.

D’autre part, X est une variété projective lisse, et la dualité de Poincaré fournit
un isomorphisme de (A/¢"A)G-modules entre le groupe H/(X, A/¢"A) et le dual
de H2 =/ (X, A/£"A) sur A/¢"A (voir la remarque 1.25). L'égalité précédente peut
donc se réécrire en
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Hom(/\/én/\)c(Hzr__](yv /\/En/\)v H’(X, /\)tor) = O
Appliquée au cas j = 2r — i — 1, on trouve
Hom(A/znA)G(H’_l(X, /\/En/\), H’(X, /\)tor) = O

ce qui force le module H'(X, A)yr = Torf (H (X, A), A/¢"A) & étre nul par la for-
mule des coefficients universels 1.3. O

Ce dernier corollaire s’incrit parfaitement dans notre démarche : rappelons
que pour un sous-ensemble de racines simples / stable par ¢, on peut former
la variété de Deligne-Lusztig X; = X,(¢/) associée a 1'élément de Coxeter ¢; de
(W, F) obtenu a partir de ¢ en ne gardant que les réflexions simples de /. Si on
reprend les hypotheses sur ¢ données dans le début de la section 4.2.2, I’ordre
du groupe L, est étranger a ¢/ dés que / est un sous-ensemble propre de A. En
particulier,

Corollaire 4.48. Si { vérifie les hypotheses données en 4.2.2, et si | est un sous-ensemble
propre de A stable par ¢, alors la cohomologie de la variété X, a coefficients dans N\ est
sans torsion.

4.4.2 Torsion et cuspidalité

Avec les hypotheses sur ¢ énoncées en 4.2.2, on résoud dans cette section le
probleme de la torsion pour les variétés X, lorsque / C A. L'idée qui prédomine
ici, et que nous réutiliserons dans le cours de cette partie, consiste a montrer que
la torsion est nécessairement cuspidale, et étudier alors la présence ou non de
facteurs de composition cuspidaux. On gagne alors a utiliser tous les triangles
exacts donnés par les constructions de Lusztig [62] afin d’identifer les groupes
de cohomologie qui posseédent potentiellement des facteurs de composition cus-
pidaux. Les détails sont donnés dans la preuve de la proposition suivante :

Proposition 4.49. Soit | un sous-ensemble propre de A, stable par ¢. Alors la cohomo-
logie de la variété X, a coefficients dans A est sans torsion.

Démonstration. On procede par récurrence sur le cardinal de |/|, la proposition
étant trivialement vérifiée lorsque / = @. Fixons donc un ensemble de racines
simples non vide et stable par F. La récurrence est amorcée par [62, corollaire
2.10] (cf. aussi la section suivante pour plus de détails) : pour tout sous-ensemble
J C I stable par ¢ et maximal pour cette propriété, on dispose d'un isomorphisme
de variétés (U, N L;)\X; ~ X, x Gp,, qui se traduit par l'isomorphisme de A-
modules suivant :

Par conséquent, la restriction de H2(X;, A)tor est un A-sous-module de torsion
de H2(X,, A) qui est donc nul par hypothése de récurrence. Autrement dit, tout
sous-module de torsion de H2(X;, A) est un AL;-module cuspidal.
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Posons r; = |I/¢|. En suivant [62], on peut filtrer la compactification X; par
une suite de sous-variétés fermées et L-stables X; = D, (/) D D,_1(l) D -+ D
Do(/) = L;/By. Chaque couple (D,(/), D,—1(/)) donne lieu a des suites exactes
longues de kL;-modules :

— @B RE(HL(Xy, k) — H(Da(1), k) — H(Day(1), k) — -+
JClI stable par ¢
[/ ¢l=a
Puisque kL, est semi-simple, on se trouve dans le cas o1

e tout facteur de composition cuspidal d"un kL;-module M est en fait facteur
direct. On peut donc définir naturellement la partie cuspidale de M, notée
Mcusp comme la somme de tous les sous-modules cuspidaux ;

e un kL;-module induit Rf’J (M) a une partie cuspidale nulle si J # /;

e la dualité de Poincaré exprime le fait que H' (X, k) est isomorphe au k-dual
du kL;-module H27~/(X}, k) (voir la remarque 1.25);

On en déduit, comme dans [62], que la partie cuspidale de HL(X, k) est nulle dés
que i > r;, grace aux isomorphismes

HL(X), K)eusp = HI(X, K)eusp = H2TI(X), K)buep = HE" ™/ (X1, k)fusp = 0.

Pour finir, on revient aux groupes de cohomologie a coefficients dans A : pour
i > r;, le module H.(X/, A)ior ®n k est un sous-module cuspidal de H.(X;, A) ®n k
etdonc aussi de H. (X}, k) par la formule des coefficients universels 1.3. Il est donc
nul, ce qui prouve que HL(X/, A) est sans torsion. Le cas i = r; se déduit quant a
lui de 'affinité de X; : puisque HZ !(X;, k) est nul, le groupe HZ(X;, A) est sans
torsion par la formule 1.3 (voir le corollaire 1.28). O

Remarque 4.50. Le fait que ¢ ne divise pas l'ordre des groupes considérés est
primordial : dans le cas contraire, un module induit peut avoir des facteurs de
composition cuspidaux. Par exemple, le module R$ (k) = k[G/B] a un facteur de
composition cuspidal (égal a Sp avec les notations de la section 4.3.2). C’est en
grande partie a cause de ce phénomene que I'argument de [62, proposition 4.3]
ne peut pas s’appliquer dans le cas modulaire, méme si on espere que le résultat
sur la concentration des modules cuspidaux reste vrai.

Comme conséquence immédiate de cette proposition et de I'isomorphisme
donné par [62, corollaire 2.10], on trouve :

Corollaire 4.51. Les modules de torsion de chaque groupe HL(X, A) sont des AG-modules
cuspidaux.

Remarque 4.52. Pour montrer qu’il n’y a pas de torsion dans la cohomologie de
X, il suffit donc de prouver que pour i > r, les groupes H.(X, k) n’ont pas de
facteurs de composition cuspidaux et procéder comme dans la fin de la preuve
de la proposition précédente.

Réciproquement, si les groupes H.(X, A) sont sans torsion et que la conjecture
de Hiss-Liibeck-Malle est vérifiée, alors les facteurs de composition cuspidaux
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sont concentrés en degré moitié d’apres I'étude effectuée dans la partie 4.3. Cela
justifie la démarche que nous adopterons jusqu’a la fin de cette partie.

4.4.3 Réduction de Y a X

Cette section est consacrée a 1'étude du lien entre les problemes de torsion
pour les deux types de variétés de Deligne-Lusztig. Plus précisément, on donne
une condition sur X pour que la cohomologie de Y, coupée par le bloc principal,
soit sans torsion. L'avantage de la variété X est qu’elle possede une compactifica-
tion qui est lisse, contrairement a celle de Y qui, en général, est seulement ration-
nellement lisse [9]. Cela nous permettra d’utiliser de fagon intensive la dualité
de Poincaré-Verdier pour déduire certaines propriétés de concentration des kG-
modules cuspidaux dans la section suivante, ce qui s’inscrira naturellement dans
notre démarche.

On dispose de deux fagons de couper la cohomologie de la variété Y : la
premiere consiste a couper a gauche par l'idempotent b associé au bloc princi-
pal de AG, tandis que la seconde consiste a couper & droite par l'idempotent b’
associé au bloc principal de AT<F. La conjecture de Broué [15] prédit que les deux
complexes sont homotopes, c’est-a-dire que 1’on a I'isomorphisme suivant dans
K5(AG-Mod) :

BRI (Y, A) ~ RI(Y,A)Y.

En vertu du théoreme 4.9, le résultat est déja vrai au niveau du corps K, et se
transmet donc a A dans les cas ot1il n’y a pas de torsion dans la cohomologie. On
se concentrera désormais sur le complexe donné par le membre de droite de cet
isomorphisme, qui se calcule simplement par la proposition 1.17 :

RE(Y,A)D >~ RT(Y,A) @a1, A = RT(Y/Te, )

ol Ty désigne la ¢'-composante du groupe abélien T<F. La variété quotient Y/ Ty
sera quant a elle notée Y.

On a vu précédemment (cf. corollaire 4.51) que la torsion dans la cohomologie
de la variété X était forcément cuspidale. En généralisant I'étude du quotient de
X par U; a la variété Y, on dispose d'un analogue de [62, corollaire 2.10] pour la
variété Y :

Proposition 4.53. Soit | un sous-ensemble propre de A, stable par ¢ et maximal pour
cette propriété. Alors la cohomologie du quotient Uj\Y, est donnée par I'isomorphisme
de N\-modules suivant :

HL(UN\Ye, ) =~ *RE (HL(Ye, A)) =~ HIH(X), A) & HZ2(X), A).
Démonstration. Ecrivons ¢ = s;---s, et [A/@] = {f1,--- , 3, } les racines simples
associées a cette décomposition. L'ensemble / étant maximal, il s’obtient a par-

tir de A en retirant les éléments dans 1'orbite d"une certaine racine simple 3;;
autrement dit, / = A ~ {(¢) - §; }.
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D’apres [62, corollaire 2.10] on dispose d 'un isomorphisme de variétés U;\X =~
X; x G, quin’est pas L;-équivariant en général, mais néanmoins V;-équivariant,
avec V; = L; N U. Vu l'importance de cet isomorphisme dans les preuves de
ce chapitre, il convient de détailler sa construction. On emploiera a cette fin le
vocabulaire du chapitre 2 et plus particuliéerement de la section 2.3.2. En notant
7 : B — U/\B la projection canonique, on peut décrire la variété quotient U;\U

par:
UN\U =~ {(a,h) € U x U\U | h"tF(h) = n(D)}
avec V) agissant sur h seulement, par multiplication a gauche. D’autre part, pour
les éléments de Coxeter, la décomposition de Deodhar prend une forme tres
simple : seule la cellule maximale est non vide (cf. remarque 2.51). En particu-
lier,
e l'injection Xy, (c) — X est un isomorphisme U-équivariant;
e la cellule de Schubert double Bc - BN B~ - B est isomorphe a un tore, via
I'isomorphisme
(Gm)" — Bc-BnB™-B
(21,002) — w_p(@) - up(z)B
Avec ces observations, on obtient
X~ {ueU|uF(u) € ug(Gm) - us(Gm)}
et ainsi
UNX =~ {((z1,....2zr), h) € (Gm)" x UA\U | A"1F(h) = m(ug,(z1) - - ug,(z/)) }-

Maintenant, pour i/ # j, le morphisme de groupes 7 o ug, est injectif. Mieux, la
projection 7 se scinde en un morphisme de variétés Vj-équivariant ¢, obtenu en
composant U;\U ~ V, et V; C U. Via cette section, on a

uﬁ;(zi) sii#]
1 sinon
et par conséquent

UNX ~ {((z1), h) € (Gm)" x V; | "1F(h) = ug,(z1) - Up,(z)) - - - up,(2/) }.
L'application ((z;), h) — (h, zj) induit alors un isomorphisme V;-équivariant
entre les variétés U;\X et X; x G,.
Remarque 4.54. Plus généralement, on peut effectuer la méme construction si /
n’est pas supposé maximal. Le quotient U;\X est toujours paramétré par des va-

riables z; € G, et h € V|, et 'application consistant a oublier les z; pour lesquels
Bi € I induit un isomorphisme Vj-équivariant de variétés

(bI,A : U/\X ~ X/ X (Gm)r—r,
otl, rappelons-le, r; est égal a |//¢|. Puisque X, est aussi une variété de Deligne-

Lusztig associée a un élément de Coxeter, mais pour le groupe réductif L,;, on
dispose en fait d"'une famille d’isomorphismes
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o1, : (VJ N U/)\X_j ~ X; X (Gm)fJ—f/

indexées par les couples (/, J) de sous-ensembles de A stables par ¢ et tels que
I C J. 1l est alors facile de vérifier qu’ils sont compatibles entres eux, c’est-a-dire
quepour/ C JC L,ona

G1,.L = (1,0 X id(g, 1) © b1

Retour a la démonstration. On reprend l'idée de [7] déja utilisée dans la section
2.3.4 : I'isomorphisme U/\X >~ X; x G, ne se réleve pas directement a Y, mais
seulement a revétement abélien de cette variété. Considérons la préimage Y°
d’une composante connexe de U\Y. C’est une variété stable par l'action de U,
mais pas nécessairement par l'action de T, qui agit transitivement sur les com-
posantes connexes de U\Y (puisque U\Y /T ~ U\X est connexe). En notant H
le stabilisateur de la composante U\Y® dans T<F, on obtient un isomorphisme
Vj-équivariant

UN\Y® xy T ~ U)\Y. (4.55)

L’avantage de cette construction est que 1'on peut maintenant relever le revéte-
ment galoisien U\Y — U\X ~ (G,,)" en un revétement w : (Gn)" — (Gm)"
de groupe de Galois [ pm,. Les détails sont donnés dans [7] et dans la section
2.3.4. On peut alors former le diagramme suivant, dans lequels les carrés sont
cartésiens :

Y (Gp)’
/N @ | /N
U\Y? U\Y® / T im;
| /H | /H
UPX UX =~ (G) (4.56)

Via l'identifiation U\X ~ X; x G, et d’apres la remarque précédente, 'application
U\X — (G,,)" se décompose en 7, X idg,, ot 7 : X; — V)\X; = (G,)" ! est
le morphisme quotient associé a X;. Autrement dit, si on forme le produit fibré
suivant :

YI (Gm)r—l
/il;[jlpm,- /Il;[jl}im,-
X, (G)' ! (4.57)

on peut décomposer la variété YenVY ~ \7/ x Gp, de facon compatible a la
décomposition du groupe [Tpm = (I bmi) X Um;-

Traduisons maintenant ces constructions en termes cohomologiques a 'aide
de la proposition 1.17 : en conjuguant 1’équation 4.55 et le diagramme 4.56 on
obtient
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L
RT(U\Y, A) = RT(U\Y®, A) @ap AT
~ L
~ RT(Y, A) A1, AT

ce qui, via I'isomorphisme Y ~ \7/ x Gp,, et les notations introduites en 2.41,
s’écrit finalement

RI(U\Y, A)

1

v L cF L L cF
(RTe(Y1 A) @A [, AT ) Eprer (RTe(Gim, A) @y, AT
i

~ L L
= (RTe(Y1,N) @ 11 o, ATF) Eprer Zrer (bim)[-1]
i
(4.58)
dans la catégorie D?(Mod-AT<F).

En général, les groupes de cohomologie du complexe Zycr(um,) ne sont pas
munis d’une action triviale de T, car I'application p m T<F n’est pas surjec-
tive. On peut d’ailleurs calculer explicitement 1'image de cette derniére applica-
tion : avec les notations de Bonnafé et Rouquier, [7, proposition 3.5] nous dit que
cette image est exactement le groupe N¢(Yc (). On trouve donc

HO(ZTCF(I]ij)) = Hl(ZTCF([ij)) = /\[TCF/NC(YC'C’)]'

Par [6, proposition 4.4], le groupe quotient apparaissant est aussi isomorphe a
TP /N, (Ye,) qui est d’ordre premier a £. En particulier, I'image de 'applica-
tion pm, — T<F contient le (-sous-groupe de Sylow de T, c’est-a-dire que le
morphisme p,, — T /Ty est assurément surjectif.

Rappelons que l'on cherche a calculer la cohomologie d'un quotient de Y
seulement, défini par Y, = Y/ T. Grace a la proposition 1.17, il suffit de prendre
les coinvariants sous Ty des complexes calculés précédemment. On dispose du
triangle distingué suivant dans D?(AT<F-Mod)

A[TCF/NC(Yc,c/ )] - ZTCF(I]ij) - /\[TCF/NC(Yc,c/ )] [-1] ~

dont les coinvariants sous T, prennent une forme relativement simple grace a
'observation précédente :

L
N — ZTcF(I]ij) QAT N — N[-1] ~ (4.59)
~ L
Combiné a RIc(Y/, A) @A [T, AT<F via I'équation 4.58, ce triangle devient
ii

~ L ~ L
RFC(Y,, /\) (SN IT bim; /\[—1] — RrC(U/\Yg, /\) — RFC(Y,, /\) (SN I1 b, /\[—2] ~
i#j i#j
ot plus simplement, par définition de Y
RI(X), N)[-1] — RI(Uj\Ye, A) — R (X, A)[—2] ~

Examinons de plus prés les morphismes de connexion H:=2(X;, A) — HL(X;,A)
de la suite exacte longue en cohomologie associée. Puisque le triangle 4.59 se
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scinde sur K, ce sont des morphismes nuls sur K entre des A-modules qui sont
sans torsion d’apres la proposition 4.49. IlIs sont donc identiquement nuls. On en
déduit des suites exactes

0— HQ_I(X/,/\) — HL(YZ,/\)U’ — HQ_2(X/,/\) — 0

qui donnent I'isomorphisme cherché. O

Grace a cet isomorphisme et a la proposition 4.49, on obtient un analogue du
corollaire 4.51 pour la variété Y :

Corollaire 4.60. Les modules de torsion de chaque groupe H.(Y,, N) sont des NG-
modules cuspidaux.

Si on suppose la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle vraie, seul le groupe H.(Y/)
peut, apres (-réduction, faire apparaitre des kG-modules cuspidaux. Conjectura-
lement, I'absence de torsion dans la variété Y, est donc équivalente au fait que les
groupes H.(Yy, k) ne contiennent aucun facteur de composition cuspidal lorsque
i > r (voir aussi la remarque 4.52). Il suffit en fait que la méme propriété soit
vérifiée pour la variété X seulement :

Corollaire 4.61. Si les facteurs de composition cuspidaux dans la cohomologie de X a
coefficients dans k sont concentrés en degré moitié, alors les groupes HL(Y,, \) sont sans
torsion.

Démonstration. Notons 7, : Y, — X le morphisme quotient par le ¢-Sylow
T, de T<. Le module trivial étant le seul kT;-module simple, 'image du fais-
ceau constant égal a k par 7, s’écrit comme extensions successives de faisceaux
constants kx :

kx
k
(m)elky,) = |

kx
Auniveau des complexes, on peut donc construire R (Y, k) = R[ (X, (7¢)«(kv,))
a partir d’extensions successives de RI[(X, k). Autrement dit, il existe une suite

de complexes RI'<(Yy, k) = Co, C1, ..., C, = RT (X, k) reliés par des triangles dis-
tingués dans D?(kG-Mod-kT;)

Ci+1 — C,' — RFC(X, k) ~

En appliquant le foncteur RHom},; (P, —) a chacun de ces triangles, on en déduit
que les complexes RHom}; (P, C;) sont concentrés en degré r des que le complexe
RHom} (P, C,) I'est. En particulier, si P est I'enveloppe projective d’'un module
cuspidal L, alors L ne peut étre facteur de composition de H.(Y,, k) s'il n’est pas
facteur de composition de H.(X, k) (voir proposition 1.5). Le lien avec la torsion
s’obtient a I’aide du corollaire précédent. O
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Au vu de I'étude effectuée au cours de la section 4.4.2 (voir par exemple la
remarque 4.52), ce corollaire permet effectivement de relier ’'absence de torsion
dans la cohomologie des deux types de variétés de Deligne-Lusztig :

Corollaire 4.62. La cohomologie de Y, a coefficients dans N est sans torsion des que les
deux propriétés suivantes sont vérifiées :

e la cohomologie de X i coefficients dans N est sans torsion ;

e la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle (cf. conjecture 4.26) est vraie.

4.4.4 Etude de la torsion dans la cohomologie de X

Pour (G, F) un groupe réductif connexe quelconque, on démontre dans cette
section deux résultats partiels, ne permettant malheureusement pas de s’affran-
chir totalement des hypotheses de torsion faible (W) ou forte (S).

Proposition 4.63. Si \ est une valeur propre de F° sur HL(X, K), alors les A-espaces
propres généralisés de F° sur H2(X, k) n’ont pas de facteurs de composition cuspidaux
en dehors du degré r. En particulier, les groupes Hi (X, N) () sont sans torsion.

Démonstration. En accord avec [62], on notera D = D,_1(A) le complémentaire
de X dans X. Soit / un sous-ensemble propre de A stable par ¢. En vertu du
théoréme 4.23 et de la proposition 4.29, les A-espaces propres généralisés de F?
sur H.(X;, K) sontnuls si i # |//¢|. Par la proposition 4.49, le résultat reste vrai en
considérant les groupes de cohomologie a coefficients dans k. Des suites exactes
longues

— D RE(HX1, k) — HL(Ds(8), k) — H(Ds1(B), k) — -
I stable par ¢
1/¢l=a
on déduit que les groupes H.(D, k), sont nuls dés que i > r, si bien que pour
i > r on trouve

D’autre part, si p = g*" A1, alors par le méme raisonnement que précédemment
on montre que les ji-espace propres généralisés sur H.(D, k) sont nuls pour tout
entier / (il suffit de remarquer que 1 est une valeur propre maximale dans sa série
de Harish-Chandra et qu’a ce titre elle n'intervient jamais dans la cohomologie
des sous-variétés X;). Puisque X est lisse, on peut alors appliquer la dualité de
Poincaré-Verdier 1.24 et on obtient, pour i/ > r, les isomorphismes suivants

HL(X, K)oy =~ HI(X K)oy = (H (X k) )" = (HZ(X, k)"

Reste a remarquer que X étant affine et irréductible, les groupes H2=/(X, k) sont
nuls lorsque i > r, ce qui prouve que H; (X, k), est nul.
O
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Remarque 4.64. Méme si I’énoncé de ce résultat est tres proche de I'hypotheése
(W), il ne permet pas de déduire une quelconque information sur la présence ou
non de torsion dans la cohomologie de Y,. En effet, la méthode de réduction de
Y, a X mise en oeuvre dans le corollaire 4.61 ne conserve pas les espaces propres
généralisés de F°.

Notons cependant que Bonnafé et Rouquier ont construit dans [9] une com-
pactification de Y, de Y, telle que Y, \. Y, =~ X ~ X. Cette compactification est
en général seulement rationnellement lisse, mais si elle s’avere étre aussi k-lisse,
alors la démonstration précédente se généralise a Y, ce qui permettrait d’achever
la démonstration de la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle.

Le second résultat général de cette section permet de passer partiellement
de I'hypothese (W) a I'hypothese (S). On montre en effet que seuls certains es-
paces propres tres précis de la cohomologie de X peuvent éventuellement faire
apparaitre de la torsion :

Proposition 4.65. Soit \ = (q™ une valeur propre de F sur H2(X, K) congrue a ¢/°
modulo £. Supposons la conjecture 4.26 vérifiée. Alors si j = m¢ ou si j < M les groupes
HL(X, A)(x) sont sans torsion.

Démonstration. Soit | un sous-ensemble propre de A stable par ¢ et i une valeur
propre de F? sur H2(X, K). On commence par observer que les modules induits
RLG, (HL(X;, k)(,)) n’ont aucun facteur de composition cuspidal si i > |//¢| ou si
n’est pas congrue a g°™ ¢’est-a-dire minimale dans sa série de Harish-Chandra.
En effet, la proposition 4.29 donne

<Xm5 ; RLG/ (HQ(X/' K)(H))> = <*RLG,(H::(Xv K)(qé"’g)) ; HQ(X/, K)(,u)> #0

si et seulementsi i = dim X; = |//¢| et 1 est congru a ¢°™. D’autre part, I’absence
de torsion dans la cohomologie des variétés X; donne
décg [Rf (HL(X), K))] = [RE (HL(X/, k)],

II suffit alors de remarquer qu’en vertu de la conjecture de Hiss-Liibeck-Malle et
de I'analyse effectuée dans la section 4.3.1, seules les /-réductions des caracteres
de la forme x, peuvent avoir des facteurs de composition cuspidaux.

En reprenant les suites exactes
- D RE(H(X1 k) — He(Da( &), k) — He(Ds-1(8). k) — -+

I stable par ¢
[1/¢l=a

avec a < r, on en déduit que pour D = D,_1(A):
e les groupes H.(D, k) n’ont pas de facteurs de composition cuspidaux des
quei>r—1;
e sijin’est pas congru modulo £ a une valeur propre de F° sur H.(X, K) alors
les groupes H.(D, k)(,) n’ont aucun facteur de composition cuspidal.
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On procede alors comme dans la preuve de la proposition précédente : si L est
un kG-module simple cuspidal et si i > r alors on peut former la suite d’isomor-
phismes

Homug (PL, HE(X, k)(x)) =~ Homyg(Pr, H' (X, k)(ny)
~ Homyg (P, (H* (X, k)(4))")
~ Homyg (Pr, (HZ (X, k)(4))")

avec = g*>"A~1. Notons que le dernier isomorphisme est justifié¢ par le fait que le
dual d"un module cuspidal est bien cuspidal. Puisque X est affine et irréductible,
on en déduit que L n’est facteur de composition d’aucun groupe H. (X, k)y) pour
i > r, ce qui, conjugué avec le corollaire 4.51, assure que les groupes HL(X, )y
sont sans torsion. O

Remarque 4.66. Pour venir a bout de I'hypothese (S), il reste a traiter le cas
des valeurs propres A qui sont congrues a ¢°¢ modulo /. Examinons le cas du
groupe G = SLy(F) : lorsque 1'on calcule la cohomologie de X, on utilise la suite
exacte suivante :

0 — HO(X, k) — HY(D, k) — HL(X, k).

Dans cet exemple, on a HY(D, k) ~ kG/B avec la valeur propre 1 de F, et ce
module fait intervenir un facteur de composition cuspidal. Rien ne peut garantir
a priori que ce facteur n’intervient pas dans H°(X, k). Ce n’est néanmoins pas le
cas puisqu’ici H%(X, k) est le module trivial.

4.4.5 Quelques cas particuliers

Pour finir cette partie, on va donner quelques cas particuliers pour lesquels
on peut effectivement montrer que ’hypothese (S) est vérifiée. Par le corollaire
4.61, il suffit de prouver que les facteurs de composition cuspidaux ne peuvent
pas apparaitre dans les groupes H.(X, k) dés que i > r. Cela revient a montrer
que le complexe

RHom} ¢ (P, RT¢(X, k))
est concentré en degré r lorque P est1’enveloppe projective d’'un kG-module cus-
pidal.

Au cours du chapitre 2, nous avons étudié un phénomeéne similaire, faisant
intervenir des modules projectifs particuliers : les modules de Gelfand-Graev. En
combinant I’étude des chapitres 2 et 3 avec les résultats de cette partie, on montre
le théoreme suivant :

Théoreme 4.67. Avec les hypotheses de la section 4.2.2 sur { et (G, F), la cohomologie
de la variété Y a coefficient dans N, coupée par le bloc principal de NG, est sans torsion
dans les cas suivants :

(i) (G, F) est un groupe de F4-rang 1;
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(i) (G, F) est de type A, ou ?D,;
(iii) (G, F) est de type B, ou Cp et p # 2.

(i) Les groupes de [4-rang 1. La variété Y, est le quotient d’une variété affine
par un groupe fini : elle est donc affine. D’autre part, c’est une variété irrédutible
de dimension 1 : sa cohomologie est donc concentrée en degrés 1 et 2 a la fois sur
A et sur k. Puisque H2(Y,, k) = 0,iln’y a pas de torsion dans H1(Y,, A); il ne peut
pas y avoir non plus de torsion dans le groupe H2(Y,, A), puisqu'il est toujours
libre de rang égal au nombre de composantes irréductibles de dimension 1 de Y,.

(i) Les groupes de type A, et ?D,. Pour chacun de ces deux types, il n'y a
que les caracteres de la série principale qui sont susceptibles d’étre dans le bloc
principal (voir [62, table 7.3]). Des lors, on sait d’apres les résultats de la section
4.3.1 qu’il ne peut y avoir qu'un seul kG-module simple cuspidal dans ce bloc, et
on va pouvoir construire son enveloppe projective.

Soit 1 un caractere régulier de U, et 'y, le module de Gelfand-Graev associé.
D’apres [29], son caractere rencontre une et une seule fois chaque série rationnelle
&(G, s). En particulier, il n’a qu'un seul composant unipotent, et c’est le caractere
de Steinberg Stg, que I'on a noté xo en 4.21. Par conséquent, son caractere, coupé
par le bloc principal b est forcément donné par

[brw]K = Xexc+StG = Xexc T X0

ce qui permet d’identifier bl'y, a 'enveloppe projective de l'unique module cus-
pidal du bloc principal.

On peut alors utiliser le théoreme 3.27 dans le cas particulier de 1’élément de
Coxeter, ce qui donne

RHom;G(Fw, RMc(X, k)) ~ &yRI(X, k) =~ k[-r].

Par la proposition 1.5, cette derniere propriété traduit le fait que tout kG-module
situé dans la téte de ', ne peut étre facteur de composition de HL(X, k) pour i = r
seulement. En particulier, l'unique kG-module simple cuspidal du bloc principal,
qui se trouve dans la téte de bl'y, ne peut étre facteur de composition de HL(X, k)
lorsque i > r. A l'aide du corollaire 4.61, on en déduit que la cohomologie du
complexe bR (Y, A\) est sans torsion.

(i) Le type By. Pour les types B, et C,,, la situation est un peu plus compliquée
que précédemment : il y a deux séries qui rencontrent le bloc principal, et ainsi
deux kG-modules simples cuspidaux dans ce bloc. Le module de Gelfand-Graev,
coupé par le bloc, donne comme précédemment I'enveloppe projective de 1'un
d’entre eux mais ne donne aucune information sur le second. L’objectif général
est alors de construire, pour tout kG-module simple cuspidal L du bloc, un mo-
dule projectif Q; tel que

e [ estdans la téte du module Q,. Autrement dit, P, est facteur direct de Q; ;
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e la cohomologie du complexe RHom}; (QL, R (X, A)) est sans torsion.

Si ces deux conditions sont remplies, on déduit de la formule 1.3 que la cohomo-
logie du complexe RHomj (P, RT<(X, k)) est concentrée en degré r (puisqu’elle
I'est déja sur K) . Ainsi, par la proposition 1.5, L ne peut pas apparaitre comme
module de torsion de H2(X, A).

Dans le cas des groupes de type B, et C,, nous allons construire le module
Q. a l'aide des modules de Gelfand-Graev généralisés associés a la classe uni-
potente sous-réguliere. Afin d’effectuer des premiers calculs de fagon explicite,
nous commencerons par traiter le cas n = 2. On notera « et 3 les racines simples,
la racine /3 étant supposée longue. Les réflexions associées seront notées s et ¢ :

S t

Avec ces notations, le diagramme de Dynkin pondéré d associé a la classe sous-
réguliere & est défini par d(a) = 0 et d(3) = 2. Le groupe unipotent U, associé
est donc engendré par Ug, U, 3 et Uzqy 3.

Pour toute la suite, on fera le choix ¢ = ts pour I'élément de Coxeter. La
variété X s’écrit alors

X ={ueU|uv'F(u) € us(Gm)us(Gm)}

En écrivant v = u(x,y, z, t) = ua(xX)ug(y)ta+s5(2)t20+5(t), la condition sur 1'élé-
ment u~1F(u) est donnée par les équations suivantes :

x9—x#0
yi—y#0
z9—z4+y(x?—-x)=0
t9 — t+2z(x9 — x) — y(x9 —x)?> =0
De plus, I'action du groupe fini Us = UgU,43Uoq+3 y est donnée par :
u(0,a, b, c)u(x,y,z,t) = u(x,y +a,z+b—ax, t+c—2bx + ax?).

Afin de simplifier cette action, on effectue le changement de variable u(x, y, z, t) =
v(x,y, 2z, t') avec:

Z =z+xy
t' =t +2xz + x%y

si bien que les équations deviennent :

x9—x#0
yi—y#0
Z9-2 =Xy —y) =0

t9—t/ —x*(y7 —y) =0
avec action du groupe U, donnée par :

u(0,a,b,c)v(x,y, 2/, t') = v(x,y +a,z + b, t' + ¢).
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D’apres [29, proposition 1.23], la G-variété X ne dépend que du typede (G, F);
on peut supposer que le groupe G est simplement connexe, égal a Sp,(F). On
a vu alors au cours de I'exemple 3.3 que tout élément nilpotent N € &F est
conjugué a un élément de la forme N(v) = eg — vea1 5, avec v € F. De plus, les
éléments N(v) et N(v') sont rationnellement conjugués si et seulement si /v !
est un carré dans F,. A l'aide de cette forme précise, le caractére de Gelfand-
Graev généralisé associé a N(v) peut se construire de la fagon suivante : on fixe
un caractere linéaire non trivial y : [F;r — N, et on définit Yy (,) 1 U — A~
par

Yn@)(u(0,a b, c)) = x(a—wvc)

et on note A, le module A muni de 'action de U, par ce dernier caractere. Le
module de Gelfand-Graev généralisé est alors défini comme l'induit I'y(,) =
Ind&/\,,. C’est un AG-module projectif qui, d’apres I'exemple 3.15 et avec les no-
tations de la partie 4.3, se décompose sur le bloc principal en :

br (Po)? 1@ Py sivestun carré dans Fy;
M) (Po)9@® P;  sinon.

C’est le deuxiéme cas qui va retenir notre attention, car les deux modules pro-
jectifs qui apparaissent dans la décomposition sont exactement les enveloppes
projectives des deux kG-modules simples cuspidaux du bloc principal. Nous al-
lons donc étudier le complexe

RHomA 6 (M) RT (X, A)) = ey, RT(X, A).

Il est assez surprenant de voir que dans le cas ot v est un carré dans [, ce com-
plexe a une cohomologie non nulle en degrés 2 et 3, alors qu’elle est concentrée
en degré 2 dans le cas contraire. Pour simplifier, on notera désormais e, (resp.
1) ala place de €Yniw) (resp. Y (v))-

Les équations de X sont trop compliquées pour pouvoir calculer la cohomo-
logie de cette variété par des méthodes élémentaires. Néanmoins, puisque c’est
uniquement la composante 1), -isotypique qui nous intéresse, on peut remplacer
X par son quotient par le noyau de 1, sans changer cette composante. Notons
que ce noyau est formé des éléments de la forme u(0, va, b, a) et qu'il s’écrit donc
comme un produit {u(0, va, 0, a)} x Uy, ce qui permet d’effectuer le quotient en
deux étapes. Tout d’abord, quotienter par U, 5 revient a prendre 2’ — z/ comme
variable, et la troisieme équation disparait pour donner la description suivante
de Ua+ﬁ\X :

x4 —x#0
yi—y#0
t9—t/ =y —y) =0

Afin de simplifier le second passage au quotient, on effectue dans les équations
précédentes le changement de variable t = t' — v =1y, de sorte qu’en posant y =
y9—y,le quotient de X par le noyau de 1, est donné par les équations suivantes :
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x4 —x#0

y70
t9—t=(x?9—vl)y

Finalement, en écrivant v = 62 avec § € Fg2, eten effectuant un dernier change-
ment de variable (par dilatation), la variété quotient (Ker ¢, )\X est donnée par :

x9 — 097 1x £0

y#0
t? —t=(x2 - 1)y

et 'action de (Ker,)\U> ~ F, s’effectue par translation sur la variable t. Il est
alors clair que la nature de v influe fortement sur les équations de cette variété.
En effet, si v est un carré dans [, alors 09-1 vaut 1, et ainsi x29 — 1 n’est jamais
nul. En reprenant les notations de la section 2.3.1, on en déduit I'isomorphisme
suivant :

(Ker, )\X ~ L7YGp) x L7HGpm)

avec 4 agissant sur le second terme du produit. On trouve alors facilement
e HZ(X,A\) = N[-2] & A[-3].

Remarque 4.68. Ce résultat est conforme a nos attentes puisque dans le cas ot v
est un carré dans [, les seuls caractéres unipotents intervenant dans I'y(,) sont
Xo = Stg avec multiplicité g et x1 avec multiplicité 1. D’autre part, ils appa-
raissent respectivement dans le second et troisieme groupe de cohomologie de la
variété de Deligne-Lusztig X.

Intéressons-nous maintenant au cas ot v n’est pas un carré dans F4. On a
alors #9~1 = —1. Elever la premiére équation a la puissance g et remplacer x9 par
x ne change pas la cohomologie de la variété, et on peut donc supposer que les
équations sont données par :

x9+x#0

y7#0

t9—t=(x>-1)y
Puisque [bT y,)] = (g + 1)Xexc + qStc + 010, on connait la cohomologie a coeffi-
cients dans K de cette variété, qui est donnée par RHomj (KT p(,), Rl (X, K)) =~
K9+1[-2]. Pour obtenir un résultat similaire sur A ou k, il suffit de montrer que

e, H2(X, A) est sans torsion. Commengons par découper la variété quotient : 1’al-
ternative x> = 1 ou x? # 1 induit une décomposition (Ker 1, )\X = X, U X¢ ol1

e X, est une sous-variété ouverte qui, apres le changement de variable y' =
(x? — 1)y s’identifie a (A1 \ {q + 2 points}) x £L71(G,), avec action de F,
par translation sur la deuxiéme composante;

e Xy est une sous variété fermée isomorphe a {£1} x G, x F4, avec action de
Fq sur la troisieme composante.
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La suite exacte longue en cohomologie est alors donnée par le tableau suivant :

e H:(Xo, A) e HZ(X,A) e, HE(Xs, A)
1 0 0 A?
2 NT+2 e, H2(X) A?
3 A e, H3(X) 0
4 0 e, H%(X) 0

La composante v, -isotypique de la cohomologie de X peut donc étre potentielle-
ment non nulle en degré 3, mais elle est forcément de torsion puisque e, H3(X, K)
est nul. Elle s’identifie au conoyau du morphisme de connexion A> — A. On se
propose de montrer que cette derniere fleche est en fait surjective, en rajoutant
une information a notre étude : ’action d"un groupe fini.

Chacune des variétés X, X¢ et X, est stable par 'action de Z/2Z, qui agit
naturellement sur la variable x, indépendamment de l’action de F. De plus,
l'action induite sur e,H3(X,, A) est triviale, puisqu’elle correspond a I'action sur
H2(A1, A\). On déduit du tableau précédent que

e H3(X,N) = e H3(X,N)2/22 = ¢, H3(Z/2Z\X, ).
Il suffit donc de montrer que ce dernier module, qui est de torsion, est en fait nul.
En écrivant
X ={(xy.t) €(Gm)*x G, |x97 1 # -1 et t9—t=(x>—1)y}

on peut, via 'application x — x2, identifier le quotient de la variété X par 7 /27
avec la variété

{(x,y,t) € (Gm)? x G, ‘ x@ /2 £ 1 et td—t=(x— l)y}.

Cette derniere variété peut se plonger comme ouvert dense dans la variété sui-
vante, obtenue en enlevant les conditions sur la variable x :

X = {(xy,t) €Gsx G x G, | tI—t = (x— 1)y}.

Le changement de variable x' = (x — 1)y nous donne clairement X ~ G, X Ay, ce
qui prouve que la composante v, -isotypique de la cohomologie de X est nulle.
On trouve donc en particulier

e H3(2/22\X, \) =~ e,H2(X ~ X, A).

Puisque X \ X est une union disjointe de variétés affines irréductibles de dimen-
sion 2, ce dernier groupe est sans torsion, et par conséquent nul. En résumé, on a
montré que la cohomologie du complexe

RHom# (M), RTc(X, A)) = e,RT (X, A)

est concentrée en degré 2 (et sans torsion dans ce degré puisque X est affine et
irréductible), ce qui, en vertu du corollaire 4.61 et de la forme particuliere de
[ n(v), assure que les groupes bH¢ (Y, ) sont sans torsion.
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(iv) Les types B, et C,. Revenons maintenant au cas général ot (G, F) est de
type B, ou C, avec n > 2. Les racines simples seront notées A = {«, 5,73, ..., Vn}
de sorte que le sous-systeme de racines engendré par « et 3 soit de type Bo.

Par [24, section 4.2], il existe une unique classe nilpotente F-stable & de g
telle que & soit dense dans A\ 0. On I'appelle I'orbite sous-réguliére ; elle est de
plus spéciale et de codimension 2 dans .#". A I'aide de [21, chapitre 13], on vérifie
facilement qu’elle correspond aux diagrammes de Dynkin pondérés suivants :

0 2 2 2 2 2
type B, O=0—0—0 o—oO
2 0 2 2 2 2
type C, O=—=0—=0—0 O0—oO

De plus, lorsque G est supposé de type adjoint, alors pour tout N € & on a
Ce(N)/Cg(N)° =~ Z/2Z. Nous allons travailler avec des représentants particuliers
des orbites rationnelles de cette classe, donnés par le lemme suivant :

Lemme 4.69. Supposons G de type adjoint. Alors tout élément de O est conjugué a un
élément de la forme

n
N(v) = eq — veat23 + Z ey
i=3
avec v € Fq. De plus, N(v) et N(v") sont rationnellement conjugués si et seulement si
v'vt est un carré dans [F,.

Démonstration. D’apres [84] et [21], la classe sous-réguliere du groupe de type
adjoint SO2p,4+1(F) (resp. du groupe simplement connexe Sp,,(F)) est obtenue
par restriction de la classe de SLy,1(F) correspondant a la partition [2n — 1, 12]
(resp. de la classe de SLy,(F) correspondant & [2n — 2,2]). Puisque la projection
Spon(F) — PSp,,(F) induit une bijection sur les classes unipotentes (et nilpo-
tentes si p # 2), il suffit de vérifier de fagon élémentaire que N(v), vu comme
élément de sly, ou sl 1, possede la décomposition de Jordan appropriée.

Supposons maintenant que N(v) et N(v') soient rationnellement conjugués,
et reprenons les notations de la section 3.1.1. Puisque Cg(N(v)) C P4 et que
N(v) et N(v') sont conjugués sous P4, on en déduit qu’il existe z € P, tel que
N(v) = z - N(v/'). En écrivant Py = LyU; on remarque que U; ne change pas les
coordonnées de N(v') sur les racines de poids 2. En particulier, si z s’écrit z = lu
alors N(v) = /- N(v'). Vu la forme du sous-groupe de Levi Ly = (T, U,, U_,), le
résultat se déduit du rang 2 traité au cours de 'exemple 3.3. O

Grace a la forme particuliere de ces éléments, on peut calculer aisément la
contribution du module de Gelfand-Graev généralisé sur la cohomologie de X
a partir des résultats obtenus dans le type By. Pour x : Ff — A* un caractere
linéaire non trivial et ¢y, le caractere de U, associé comme en section 3.1.2, on
va ainsi vérifier que la cohomologie du complexe
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RHomR s (M), RTe(X,A)) ~ ey RCc(X,A)

est sans torsion. Pour simplifier, on notera désormais e, = ey, .
Afin de faire intervenir les calculs précédents, on va considérer trois sous-
groupes unipotents particuliers de U, a savoir

e U2 = UnNL,s le sous-groupe de U engendré par les groupes U, et Ug,

qui s’identifie au sous-groupe unipotent maximal d"un groupe de type B, ;

e UA2=UnNL,, ., lesous-groupede U engendré par les U.,, lequel s’iden-

tifie au sous-groupe des matrices unitriangulaires de GL,_1(q);

e V le sous-groupe de U engendré par les sous-groupes a un parametre res-

tants, c’est-a-dire correspondant a des racines positives qui ne sont pas
dans l'ensemble («, 5) U (73, ..., 7n). C’est un sous-groupe distingué de U
normalisé par T.
On dispose alors d"un isomorphisme de groupe algébriques V\U ~ UBz x UAn-2
et on notera my la composée de la projection canonique U — V\U avec cette
identification.

Vu la forme des éléments N(v), le caractere 9/, se factorise en un caractére
linéaire de V\U et se décompose a ce titre en () = B2 & ¢pAn-2, Clairement,
le caractere 1)"»-2 est un caractere régulier de UA"2 et )52 correspond quant a lui
au caractere de UE > étudié précédemment.

Détaillons maintenant ’analogue géométrique de cette décomposition. Avec
I’élément de Coxeter ¢ = 5,535y, - - - 5y,, la variété de Deligne-Lusztig s’écrit :

X={ueU ! utF(u) € ua(Gm)ua(Gm)uy; (Gm) - - - Uy, (Gm) } -

A l'aide de la proposition 2.29 et de I'identification V\U ~ UB2 x U%»-2, on peut
alors réaliser son quotient par V de la fagon suivante :

(@) = vi PF(v1) vy LF () }
0 € Ua(Gm)up(Gm) - - 1y, (Gm)

ce qui se traduit par l'isomorphisme UB? x UA»2-¢quivariant suivant :

VAX ~ {(D vi, v2) € U x UB2 x UAn—2

On en déduit finalement que le complexe RHom} (I'y(,), RFc(X, A)) est donné
dans D®(A-Mod) par

e, RT(X,A) ~ e,RT(V\X,A)
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ey RI(X,A) ~ ewgz RFC(XL(M (5a53), /\)) [—r+2]
le dernier isomorphisme étant obtenu par le corollaire 2.54 puisque A2 est

un caractere régulier. Par conséquent, les calculs effectués pour le type B, as-
surent que la cohomologie de ce complexe est sans torsion, et qu’ainsi tous les
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kG-modules simples cuspidaux apparaissant dans la téte de I'y(,) pour un cer-
tain v ne peuvent apparaitre comme modules de torsion de H?(X, A).

Il reste donc a montrer que le second kG-module simple cuspidal du bloc (i.e.
celui qui n’apparait pas dans la téte du module de Gelfand-Graev usuel) apparait
effectivement dans la téte de I'y(,) pour un certain v € F,. Rappelons d’abord que
pour un groupe réductif de type B, ou C,, I'arbre de Brauer du ¢-bloc principal
est donné par :

Les enveloppes projectives des deux kG-modules cuspidaux du bloc sont donc
Py et P11 ; elles sont associées aux caractéres unipotents xg = Stg et x 41, ainsi
qu’au caractere exceptionnel Yexc.

Avec les notations de [38], les caracteres de la série principale {xo, ..., Xn}
rencontrant le /-bloc principal correspondent aux symboles

012---(n—i—1) n
e
Xi 12 coun.. (n—i)
pour i = 0,..., n et ceux de la série associée au caractére cuspidal de B, corres-
pondent a des symboles de défaut 3 donnés par

012 ... (n—j) n
DN .
Xnti 12 (n—j—1)
avec j = 1,...,n — 1. Notons de plus que les caracteres x; et x,4; sont dans la
méme famille car les entiers intervenant dans leur symbole sont les mémes. En

particulier, le caractere x,11 dont on veut garder la trace est dans la méme famille
que x1 qui correspond au symbole

012---n—-2n
X1 <

12 nnn. n—1
A l'aide de [21, chapitre 11], on peut vérifier que le caractére de W associé a ce
caractere unipotent, qui vit dans la série principale, correspond a la bipartition
([1], [L"~1]). En tant que caractere de W, il est spécial. Le conjugué de cette bipar-
tition est ([n — 1], [1]) et correspond au produit tensoriel de ce dernier caractere
avec la signature. On vérifie alors facilement, toujours a l'aide de [21], que la
classe spéciale associée a ce caractere par la correspondance de Springer est exac-
tement la classe &' considérée précédemment. En résumé, la classe & est exac-

tement la classe nilpotente associée par [65, section 11.1] au caractére unipotent
Xn+1 (voir aussi la fin de la section 3.1.2).

D’apreés le théoreme 3.13, les seuls caracteres unipotents du bloc principal qui
sont susceptibles d’apparaitre dans le module I'y(,) sont donc x; et xp41 (avec
multiplicité indépendante de q) et xo = Stg (avec multiplicité polynomiale). En
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particulier, les seuls facteurs directs indécomposables du module projectif bl y .
sont Py, Py et Ppy1. De plus, on est certain que x,11 apparait effectivement dans
le caractére d’un des modules Iy, ce qui assure que Py est bien facteur direct
d’un de ces module. Par conséquent, les calculs précédents assurent que la coho-
mologie du complexe RHom}; (Pp+1, RTc(X, A)) est sans torsion, et qu’a ce titre
I'hypothese (S) est vérifiée.

4.5 Applications sous I'hypothése de non-torsion forte

Cette partie finalise I'analyse du bloc principal de G, a partir de l'étude de
I’arbre de Brauer entamée au cours de la partie 4.3. Tous les résultats énoncés ici
le seront sous I’hypothése de non-torsion suivante :

(S) Les A-modules bH.(Y,, A) sont sans torsion

ot on le rappelle, la variété Y, est le quotient de Y (¢) par la #/-partie du tore T<F.
En particulier, les groupes de cohomologie bH.L(Y,, A) sont des formes entieres
des groupes bHL(Y/, K) et leurs réductions modulo ¢ s’identifient aux groupes
bHL (Y, k). Ceci permet de court-circuiter I'étude de la cohomologie de Y, a co-
efficients dans k en passant par les travaux de Lusztig.

Dans un premier temps, on détermine un représentant explicite du complexe
bRl (Y, A) & I'aide des modules projectifs P; étudiés dans la partie 4.3. Plus
précisément, on donne, pour chaque valeur propre A de F°, un complexe par-
fait de AG-modules homotope au ())-espace propre généralisé de F°. Sous I'hy-
pothese (S), on connait explicitement I'arbre de Brauer du bloc principal, et ce
dernier complexe prend la forme du complexe de Rickard associé au sommet
de l'arbre indexé par A [75, section 4]. De cette observation on déduira, dans
la deuxieme section, que bRl (Y, A) induit une équivalence splendide entre les
blocs principaux de G et TF x Cy/(co), en accord avec la version géométrique
de la conjecture de Broué [15]. Dans les sections suivantes on établira deux con-
séquences de cette équivalence, a savoir le plongement planaire de 1’arbre de
Brauer du bloc principal, et l'unitriangularité de la matrice de décomposition.
Concernant ce dernier point, seule la connaissance de I’arbre est nécessaire, 1'uni-
triangularité se vérifiant au cas par cas pour chaque type (voir proposition 4.41).
Néanmoins, on expliquera ce résultat en utilisant le formalisme d’équivalence
perverse récemment introduit dans [22], dans le but de comprendre le phéno-
mene dans toute sa généralité.

4.5.1 Détermination du complexe de cohomologie

Comme annoncé dans 'introduction, on détermine ici la contribution de cha-
que espace propre de F? sur la cohomologie de Y,. En un sens, la démarche
généralise celle de la proposition 4.38, qui concerne uniquement les valeurs pro-
pres « minimales » de F°. La méthode reste la méme : I'hypothése de non-torsion
permet, a homotopie pres, de scinder le complexe pour ne faire apparaitre que
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certains modules projectifs et en certains degrés. La détermination explicite de
ces modules se fait au moyen des travaux de Lusztig donnant le caractere total
du complexe.

Comme dans la section 4.3.2, on travaillera avec un représentant particulier
de C = bRT (Y, \) possédant de bonnes propriétés de finitude : par le théoreme
1.27, il existe un complexe borné % de (AG, AT<F)-modules de type fini, projectifs
a gauche et a droite, homotope au complexe bRI'(Y/, A). Par transfert, on peut
définir un endomorphisme .# de % tel que les images de .# et F? coincident via
l'isomorphisme Endks(rg)(¢) =~ Endksag)(C)-

Afin de comprendre les méthodes homologiques mises en oeuvre dans cette
section, on commencera par traiter 'exemple du groupe SL(F) en suivant [4].

(i) L’exemple du groupe SLy([). Ici, la variété Y, étant une courbe lisse, sa coho-
mologie est sans torsion [28, Arcata, section II1.3] et I'hypothese (S) est vérifiée.
D’apres la proposition 4.38, le (1)-espace propre généralisé de .# sur le complexe
¢ esthomotope au module projectif Py concentré en degré 1. Quant au (q)-espace
propre, il est homotope a un complexe a deux termes

ot P et Q sont deux AG-modules projectifs. Puisque H2(Y;)4) = A, le module
Q se projette sur A, et on en déduit qu’il existe un module projectif Q' tel que
Q =P ® Q avec Q@ C Imd (P; étant le relevé de 1'enveloppe projective du kG-
module trivial). Puisque Q' est projectif, 'application d~}(Q’) — Q' se scinde;
on notera Q" le sous-module de d~1(Q’) isomorphe a Q’. Pour montrer que Q"
est un facteur direct de P, on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.70. Soit B un NG-modules de type fini, et A un sous-module projectif de B.
Si le quotient B/ A est libre sur N\ alors A est un facteur direct de B.

Démonstration. Si B/A est libre sur A, alors la suite exacte
0—A—B—B/A—0

se scinde en tant que suite de A-modules. Puisque A est projectif comme AG-
module, il est en particulier relativement (G, 1)-projectif, et donc (G, 1)-injectif
par [26, théoréme 19.12]. Autrement dit, la suite exacte précédente se scinde aussi
comme suite de AG-modules, et ainsi A est facteur direct de B. [l

Pour vérifier que P/Q" est sans torsion, il suffit alors de remarquer que d
induit une injection de (P/Q")/(d~}(Q’)/Q") dans Q/Q’. Puisque Q/Q" ~ P; et
d~1Q")/Q" ~ d~1(Q") N Kerd C P sont sans torsion, on en déduit que P/Q"
aussi. Mais alors, il existe un module projectif P’ tel que P = P’ & Q”. En notant
0 : P' — Py la composée de d|p: avec la projection @ — Py, on a construit un
complexe

0—P 2P 0
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homotope a 6(,) d’apres le lemme 1.11. De plus, son caractere est donné, au signe
pres, par [P] — [@] = [HX(Ys)g)] — [H2(Yo)(q)] = Xexe — 11, ce qui force [P] =
Xexc — X1+ X0 + X1 = Xexc + X0- On en déduit que P’ est isomorphe a Py. Si on
récapitule, on a

%1 00— Pp—0
et Clq + 0— Pp— PL — 0.

(ii) Le cas général. En s’inspirant de 'exemple précédent, on va montrer le
résultat suivant sur le complexe ¢ :

Théoreme 4.71. Soit ¢ une racine de l'unité associée a une série de Harish-Chandra
rencontrant le bloc principal, et j € [ m¢; M, ]. Alors le (¢/°)-espace propre de F sur €
est homotope au complexe de AG-modules suivant, concentré en degrés [ r; r+j—m¢] :

0—>Pm4_’Pm<+1—>"'—> j—l_’Pj_’O-
De plus, apres (-réduction, les différentielles d; : P; — P;1 sont non nulles.

Notons que ce complexe est exactement le complexe associé au sommet de
I'arbre de Brauer indexé par x; dans la construction de Rickard [75, section 4].
Cette observation sera fondamentale pour la suite de ce chapitre (voir la re-
marque 4.76).

Avant de démontrer le théoreme, on rappelle certaines notations, ainsi que
quelques propriétés de 1'arbre de Brauer I' du ¢-bloc principal étudiées dans la
section 4.2.3. Les sommets non exceptionnels de 'arbre sont indexés par les ca-
ractéres unipotents y; du bloc, avecj € [0; hg — 1]. Il y a autant de kG-modules
simples que de caracteres unipotents, mais ils se regroupent en deux familles :

e les modules non cuspidaux S; ot1j n’est pas de la forme m,. Leur enveloppe
projective dans AG-mod, notée P;, est associée a l'aréte reliant x; a x;_1
puisque son caractere est donné par [P;] = x; + Xj—1;

e les modules cuspidaux Sy, pour ¢ une racine de l'unité associée a une série
de Harish-Chandra rencontrant le bloc principal. Le caractere du module
projectif associé est donné par [’Dmc] = Xme t Xexc-

De plus, la forme particuliere de I’arbre (donnée par la conjecture de Hiss-Liibeck-
Malle) nous permet de déterminer explicitement les module projectifs P; pour
J # m¢ [43]. 1Is sont de la forme

S

ﬁj =|S5_19541

5j
sij # M;, c’est-a-dire si le sommet indexé par x; ne se trouve pas a l'extrémité
d’une branche, et de la forme
Pum. = | Smc—1

Swm,
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sinon. En revanche, si le plongement planaire de ' n’est pas déterminé, on ne
peut pas donner la forme précise des modules projectifs ﬁmg. On sait néanmoins
qu’ils ont une téte et un socle simples, isomorphes a Sp,, et que leur classe dans
le groupe de Grothendieck Ky(kG-mod) est donnée par :

1 _ T -1 s
13

Ici, la quantité (|TF|, — 1)/hy désigne la multiplicité du sommet exceptionnel,
c’est-a-dire le nombre de caracteres irréductibles qui composent Xexc.

Définition 4.72. Pour P un NG-module projectif indécomposable du bloc, on appelera
hauteur de P dans l'arbre I et on notera hr(P) le nombre minimum de sommets a
parcourir pour atteindre le sommet exceptionnel depuis I'aréte indexée par P.

La convention adoptée sera hr(Pp,. ) = 0. Par extension, la hauteur d’un mo-
dule projectif est la hauteur maximale de ses facteurs directs indécomposables.
De plus, la hauteur d'un kG-module simple sera définie comme la hauteur de
son enveloppe projective.

Remarque 4.73. Si P est un module projectif de hauteur n, ’analyse précédente
montre que ses facteurs de composition sont de hauteur au plus n + 1.

Pour démontrer le théoréme, on commence par parcourir le complexe /s
de gauche a droite en enlevant les modules projectifs de hauteur trop grande. On
pourra supposer pour simplifier que j est différent de m¢, ce cas ayant été traité
dans la section 4.3.2. On montre alors :

Lemme 4.74. Le complexe 6; = G 45y est homotope a un complexe borné de NG-
modules projectifs

Om .
¢ -1
O—>Rm<—>RmC+1—>~~~—> J'_1J—>Rj—>0

Uérifant hr(R,') < hr(P,‘).

Démonstration. L'hypothese (S) ainsi que les résultats [29, corollaire 9.9] et 4.23
assurent que les groupes de cohomologie du complexe %} sont non nuls en degrés
r et r +j — m¢ seulement. On en déduit par le lemme 1.10 que ce complexe peut-
étre représenté par un complexe de AG-modules projectifs

dm d-
C j—1
0 — Qm, — Qmey1 — -+ — Q17> Q — 0

vérifiant :
e Imd; = Kerd;;;pourtouti =me,....r+j—me—1;

e H"(%}) = Ker dp, estun AG-module libre sur A dont le caractére vaut njxexc,
pour un certain entier positif n;;

e H™=m¢(%;) = Q;/Im d;_1 est un AG-module libre sur A de caractere ;.
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De plus, 'entier n; est forcément non nul car le caractére x; n’est pas combinaison
linéaire de caracteres de modules projectifs (pour une raison de parité). En outre,
d’apres la section 4.2.2, la multiplicité de xexc dans la cohomologie de Y, vaut
> ni = |Cw(co)| = hg et force ainsi chaque entier n; a valoir 1.

Remarque 4.75. Au passage, on observe que toutes les valeurs propres de F°
sur la cohomologie de Y/ (et pas seulement de X) se réduisent modulo ¢ en une
racine h-ieme de 1'unité.

Pour démontrer le lemme, on procéde par récurrence en montrant que pour
tout n, le complexe ¢; est homotope a un complexe de la forme

6m< 6m4+1 6n72 d,l1_1 ’ d,l1 dj/—l ’
O—>Rm<—>RmC+1 — ---—>Rn_1—>Qn—>---—>Qj — 0
ot pour / < n,ona hr(R;) < hr(P;). Lanalyse précédente résoud le cas n = m¢ et

amorce ainsi la récurrence.

Supposons que 1'on dispose du complexe précédent pour un certain entier
n > m¢ et cherchons a construire R,. Pour simplifier les notations, on notera
d: A — Benlieuetplace de d}, : Q, — Q. Pour P, un facteur direct de
A de hauteur strictement supérieure a celle de P, (et donc de hauteur non nulle),
décomposons le module Aen A = P, & A’. On peut vérifier que
e la restriction de d a Py, est injective : en effet, par construction, le caractere
de Pp, vaut xm + xm—1 alors que celui de Ker d est égal a

[Kerd] = [Ro-1] = [Ro—2] + -+ + (=1)"" " Rom ] + (=1)"™ Xec.

Or, par hypothese de récurrence, ni x, ni xn»—1 ne peut apparaitre dans
cette expression; le module Pp, N Ker d a donc un caractere nul. Etant sans
torsion, c’est le module nul ;

e le quotient B/d(Pp,) est sans torsion : on dispose de la suite exacte de kG-
modules suivante :

0— Tor} (B/d(Pm), k) — Pm -1 B.

Par conséquent, il suffit de montrer que Kerd N P,, est nul. Mais la classe
de Ker d dans Ky(kG-mod) est donnée par :

[Kerﬁ] = [ﬁn_l] - [F,,_g] o (1) metl [ﬁmg] +(=1)"m¢ [Kergmg].

Par I’hypothese (S) de non-torsion et la formule des coefficients universels,
le kG-module H" (%} ®p k) = Ker 0, s'identifie a la f-réduction de H'(%}),
ce qui s’écrit

Kerdm, ~ H'(6}) ©p k = Keropm,.

Le caractere de H"(%}) étant cuspidal (il vaut xexc), le module Ker Smg n'a
que des facteurs de composition cuspidaux. Puisque le module S, est de
hauteur hr(Pp,), on en déduit que sa classe dans Ky(kG-mod) n’apparait
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— ni dans la classe de [R;] pour i < n, qui, par hypothese de récurrence,
fait intervenir des kG-modules simples de hauteur au plus celle de P,
(voir la remarque 4.73) ;

— ni dans la classe de Ker Smc dont les facteurs de composition sont cus-
pidaux et donc de hauteur nulle.

Il ne peut donc pas non plus apparaitre dans I'expression de la classe de
Ker d donnée précédemment. Puisque Soc(P,,) ~ S,,, cela force Kerd N Py,
a étre nul.

Par conséquent, on peut décomposer B en B = d(Pp,) & B’ de telle sorte que d
induise un isomorphisme entre P, et d(Py,). Si on définit d’ : A* — B’ comme
la composée de la restriction dj4 et de la projection B — B’, alors le lemme 1.11
nous assure que le complexe

6m ’ /

O—>Rm<—>---—>Rn_1—>A/—>B,—>---SQJ{—>O
est homotope a %;. La récurrence s’établit en répétant ce procédé afin de suppri-
mer tous les facteurs directs de A qui sont de hauteur strictement supérieure a
celle de Py, O

Dans le lemme précédent, on a modifié le complexe de gauche a droite en
éliminant des modules projectifs superflus. La méme méthode fonctionne en par-
courant le complexe dans l’autre sens, ce qui permet de terminer la preuve du
théoreme.

Fin de la démonstration du théoreme. On procede une fois de plus par récurrence,
en montrant que %; est homotope & un complexe de la forme

Om Sn—1 5
S
0 — Ry —5 Rip1 — -+ —— Ry — Ppy1 — -+ — P; — 0

ou chaque module R; vérifie hr(R;) < hr(P;). Le lemme précédent assure que
c’est le cas pour n = j et amorce donc la récurrence.
Supposons que 1'on dispose du complexe précédent pour un certain entier

n < j. Dans ce cas, le caractere du AG-module Coker 6,1 = R,/Im §,_1 est donné
par

[Coker 0p—1] = [Pnsa] = [Prsa] + -+ (1Y 7" [P + (-1) " [H(¥))]

= (Xn + Xn+1) - (Xn+1 + Xn+2) +---+ (_1)j_an

[Coker 5n—1] = Xn+ (Xn+1 - Xn+1) - (Xn+2 - Xn—2) + = Xn
De plus, c’est un module sans torsion : il est en effet isomorphe a Im ¢ lorsque
n < jeta H/(%j) lorsque n = j. Par conséquent, la téte du AG-module Coker §,_1
consiste en au plus deux modules simples, a savoir S, et S,11. Si P en est une
enveloppe projective, la projection R, — Coker d,_; se factorise par P et ainsi

hr(P) < hr(R,) < hr(Pp,), forcant P a étre isomorphe a P,. On en déduit que le
module R, se décompose en R, = P, & R’ avec R' C Im§,_;.

157



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIETE DE COXETER

Afin d’alléger les notations, on notera désormais 0 : A — B a la place de
dn—1 : Rno1 — R,. On procede alors comme dans l'exemple SLy(F) : puisque
R’ est projectif, I'application 9~ 1(R’) — R’ se scinde. L'image R” de la section
associée est un sous-module de A isomorphe a R’, tel que le quotient A/R” soit
sans torsion. En effet, 0 permet de plonger (A/R")/(0"1(R’)/R") dans B/R’ et
les deux modules B/R' ~ P, et 9~ }(R")/R" ~ 07}(R') N Kerd C A sont sans
torsion. Ainsi, A se décomposeen A= R” & A’ et le lemme 1.11 nous montre que
le complexe %; est homotope a

0—>Rm<—>"'—>A/—>Pn—>Pn+1_’”’—>Pj—>0

ot les modules Rmey v Rn—1, A’ vérifient les conditions de hauteur données par
le lemme 4.74. Si on répete cette construction on trouve finalement un complexe

O—>R—>Pm<+1—>"'—>Pj—>O

dont il suffit de calculer le caractere total (valant yexc + (— 1)j_m< Xj) pour montrer
que R estisomorphe a Pp,.. O

Remarque 4.76. On peut préciser la forme des différentielles d; : P; — Pji1.
Les caractéres du noyau et de I'image de d; s’obtiennent grace a la cohomologie
de la variété Y, a coefficients dans K : on a respectivement [Ker d;] = x;_1 et
[Im di] = xi. De plus, on a vu au cours de la démonstration du théoreme que le
conoyau de d; est un module sans torsion de caractere [Coker dj] = xj+1. On en
déduit que la réduction modulo ¢ de d; se factorise en

Sj S Sj+1
Sj_l ) 5j+1 E——— <S'J1> — Sj ) 5j+2
Sj " Sj+1

et que le complexe C = bR (Y, k) est effectivement homotope au complexe
construit par Rickard [75].

En définitive, on peut représenter la cohomologie de la variété Y, par un com-
plexe construit directement a partir de I'arbre de Brauer du bloc principal. Les
résultat suivants sont des conséquences de la forme particuliere de ce complexe :

Corollaire 4.77. Le complexe C = bRT (Yy, k) est un complexe basculant pour kGb.
Autrement dit, c’est un complexe parfait de kG b-modules qui vérifie

o Homy (5 (C. Clil) = 0 des que i #0;
e la catégorie additive add(C) formée des facteurs directs de sommes finies de copies
de C engendre KP(kGb-mod) en tant que catégorie triangulée.

Démonstration. La remarque précédente assure que bRI (Y, k) est homotope, en
tant que complexe de kG-modules, au complexe de Rickard associée a I'. Le co-
rollaire se déduit alors directement de la preuve de [75, théoreme 4.2 ]. O
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Corollaire 4.78. Le complexe C = bRI (Y, \) est basculant pour AGb. Son algebre
d’endomorphismes End koagp)(C) est libre sur A et elle est homotope au complexe total

Hom? ¢, (C, C) en tant que complexe de (NTF, AT <F)-bimodules.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour 4. Ce dernier est basculant,
comme l'unique complexe basculant relevant ¢ (en vertu de [77, proposition 3.1
et théoreme 3.3]). On en déduit que la cohomologie de E = Hom} (%, ¢) est
non nulle en degré 0 seulement. De méme la cohomologie de E = E ® k est
concentrée en degrée 0 par le corollaire précédent.

La propriété de perfection de ¢ assure que Hom}; (%, €) est un complexe de
(AT<F, AT<F)-bimodules projectifs de type fini. On en déduit grace au lemme 1.10
que E est homotope a H°(E) ~ End ko(aG)(€)- En particulier, ce dernier module
est libre sur A. O
Corollaire 4.79. Le morphisme naturel de A-algebres

End ks(ag) (PRT(Yr, A)) — Endig, (H2(Ye, A))
est injectif.
Démonstration. Puisque la catégorie KG-mod est semi-simple, on dispose du dia-
gramme commutatif suivant, avec C = bR (Y, A\) :

Endps(acr) (€) Endps(ker) (C)

End{¢, (H*(C)) — End%,(H*(C))

Or par le corollaire précédent Endpe(agr)(C) = Endys(agp) (C) est sans torsion, et
le morphisme ¢ est donc injectif ; le résultat s’en déduit. O

Corollaire 4.80. L'image de F" — 1 dans Endcs,c5) (PRT<(Ye, k)) est nilpotente.

Démonstration. Posons A = Endks(ngp) (BRI c(Ye, A)). D’apres le corollaire 4.78, la
réduction modulo ¢ de A est exactement End ;o) (BRI (Y, k)). Si x désigne le

polynome minimal de F sur H2(Y/, K), alors I'image de x(F°) dans A est nulle en
vertu de I’hypothese (S) et du corollaire précédent. Mais d’apres le fait 4.19 et la
remarque 4.75, la réduction modulo /¢ de x est un facteur d"un certaine puissance
du polyndme X" — 1 ce qui assure que F" — 1 est nilpotent modulo /. O

4.5.2 Conjecture de Broué

La conjecture de Broué, sous sa forme originelle [12], prédit I'existence d'une
équivalence dérivée entre la catégorie des modules sur un bloc et celle de son
correspondant de Brauer des que le défaut du bloc est abélien. Plus précisément,
pour un bloc de défaut D abélien, représenté par I'idempotent b, et c = Br(b) le
bloc de N (D) associé, il existe une équivalence
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D2(AGb-Mod) = DP(ANg (D)c-Mod).

Une telle équivalence induit, entre autre, une isométrie parfaite entre les groupes
de Grothendieck possedant de nombreuses propriétés arithmétiques. Les con-
séquences numériques de l'existence d"une telle isométrie sont nombreuses : on
peut en déduire la conservation du nombre de caracteres irréductibles (ordinaires
et modulaires) et des invariants de similitude de la matrice de Cartan [13]. Sous
cette forme, la conjecture a été prouvée dans les cas suivants :

e avec restrictions sur le défaut : lorsque D est un groupe cyclique [75], [59]
et [79], ou isomorphe au groupe de Klein 7 /27 x 7 /27 [78] et [60];

e avec restrictions sur G : lorsque G est /-résoluble [27], [72] et [47], lorsqu’il
est isomorphe a un groupe symétrique ou a un groupe linéaire [23], ou
lorsque c’est un groupe réductif fini et que ¢ divise q — 1 [73].

De nombreux autres cas particuliers ont aussi été résolus, et constituent autant
d’indices attestant du bien-fondé de cette conjecture.

Il n’est pas clair qu’il existe une maniére canonique de réaliser I'équivalence,
ce qui est une des principales difficultés du probleme. Cependant, dans le cas o1
G est un groupe réductif fini, la cohomologie de certaines variétés de Deligne-
Lusztig fournit un bon candidat pour induire I'équivalence souhaitée : c’est la
version géométrique de la conjecture de Broué, telle qu’elle est précisée dans [15] et
[17].

Les variétés Y(w) dont la cohomologie possede les propriétés requises pour
réaliser une équivalence dérivée sont associés a des éléments vérifiant les hy-
pothéses suivantes :

(B1) wo est un bon élément d-régulier au sens de [17].
(B2) ¢ divise | T,,| mais ne divise pas [G : T,/].

On supposera de plus que le nombre premier ¢ est grand, c’est-a-dire vérifie :
(B3) ¢ ne divise pas |WF|.

Alors la conjecture de Broué prédit que le complexe bRI (Y (w), A) induit une

équivalence de Rickard splendide, et donc une équivalence dérivée, entre les
blocs principaux des groupes G et Ng(T,,). Plus précisément,

Conjecture 4.81 (Broué). Sous les hypotheses précédentes, il existe un complexe borné
D de (NGb, ANG( Ty ))-bimodules tel que

(i) Les restrictions de bRI (Y (w), ) et D a la catégorie des complexes bornés de
(AGb, AT, )-bimodules sont homotopes.

(ii) Le complexe D induit une équivalence de Rickard splendide entre les ¢-blocs prin-
cipaux de G et Ng(Ty).

Remarque 4.82. Dans le cas ou I'élément w n’est pas supposé bon, la disjonction
de la cohomologie n’est pas toujours vraie. Les autres hypotheéses sur w prennent
une forme plus simple lorsque (G, F) n’a pas de facteurs tordus du type By, 2F4
ou 2Gy, puisqu’elle traduisent essentiellement le fait que (T, 1) est une paire

160



CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DE LA VARIETE DE COXETER

d-cuspidale. En ce sens, le théoreme 4.9 est une conséquence numérique de cette
conjecture (qui peut d’ailleurs s’adapter aux autres blocs). De plus, T,, contient
un unique ¢-sous-groupe de Sylow T, de G. C’est un groupe de défaut du bloc
principal et on peut vérifier, en suivant la preuve de la proposition 4.15, que son
normalisateur est donné par Ng(T;) = Ng(Tw) = Ng(Tw).

Lorsque w est un élément de Coxeter associé a la paire (W, F), une hypothése
supplémentaire est vérifiée :

(B4) Le groupe Cy/(wo) est cyclique, engendré par wF(w)--- FO~1(w).
Dans ce cas, 'action de I'endomorphisme de Frobenius F% fournit un moyen
naturel d’étendre I'action de T,, ~ T"F sur le complexe bRI.(Y(w),A) en une
action de Ng(T,). Fort de cette observation, Rouquier a montré dans [80] que
I'hypothése de disjonction de la cohomologie a coefficients dans k suffisait a
démonter la conjecture de Broué. Grace a la section précédente, on sait que cette
propriété de disjonction est vérifiée lorsque w est un élément de Coxeter, ce qui
nous permet d’énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théoreme 4.83. Sous I'hypothese (S), la conjecture 4.81 est vérifiée lorsque w est un
élément de Coxeter.

Le théoreme est une conséquence directe du corollaire 4.77 et de [80, théoreme
4.5]. Nous donnons ici quelques détails de la démonstration de ce dernier résultat
afin de comprendre le lien entre les actions de v = cF(c)--- FO~1(v) et F° sur la
cohomologie de Y(w).

Considérons l'algebre A = Ends(pgp)(C) associée a C = bRT (Y, A). La pro-
priété de disjonction assure qu’elle est homotope a End},(C) en tant que com-
plexe de (AT<F, AT<F)-bimodules (voir corollaire 4.78). Elle est de plus libre sur
A et vérifie ainsi

Puisque l'action de G sur C commute aussi a celle de F%, on dispose d’un mor-
phisme canonique ¢ : ATF % (F 5>mon — Adont on peut montrer qu’il est surjec-
tif. Notons 7 'image de F" dans A et () la sous-algébre qu’il engendre. La classe
de 7 dans A sera notée 7. D’apres le corollaire 4.80, 'élément 7 — 1 est nilpotent.
Puisque h est premier a /, le lemme de Hensel appliqué a I'idéal m = Nil(7) +¢(T)
nous assure qu'il existe un élément o € (1) tel que a™ = 7 et @ — 1 soit nilpotent.
On peut alors déformer ¢ en un morphisme

Y ATF % Cy(co) — A

en posant ¢)(v1) = a"1¢(F%). En d’autres termes, on a défini une action de v
sur C & homotopie prés qui, modulo ¢, ressemble a I'inverse de l'action de F°.
Reste a appliquer [80, lemme 4.9] pour conclure qu’il existe un complexe D de
(AGb, ATF x Cy/(co))-bimodules et une équivalence d’homotopie f entre les
restrictions de C et D a la catégorie des complexes de (AGb, AT<F)-bimodules
telle que le diagramme suivant commute :
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/\TCF X CW(CO') Ende(/\Gb)(C)

f
can

Endys(agp) (D)

Le foncteur DY ®p¢ — induit alors une équivalence de Rickard splendide entre
les ¢-blocs principaux de G et TF x Cy(co).

Exemple 4.84. Pour G = SLy(F), 'image F de F dans A vérifie la relation qua-
dratique suivante :

F2=—-qD+Fo€

-1 0

_ F _ F

avec £ = E t AT et D—<O _1>€IC.
teTeF

Notons que cette relation a lieu sans hypothese sur ¢ (voir [4, théoreme 7.3.9]).
Néanmoins, lorsque / est impair et divise g+1,'image de £ dans A est nilpotente,
et D agit par l'identité sur R[ (Y, A) (D est un ¢/-élément). La relation précédente

assure donc que 2 — 1 est aussi nilpotent.

Dans cet exemple, on peut directement construire I'image de s dans A a par-
tir de F et £ [4, théoreme 8.3.4]. Si on note \/—q "'unique racine de —q dans A
congrue a 1 modulo ¢, on définit S par :

S = L(J—“— 15) (1- v=q-1 £).

2 (V=a+(1—q)
On peut alors vérifier « a la main » que cet endomorphisme commute a 1’action
de T<F de la méme fagon que s et qu'il vérifie de plus S? = D. Il constitue enfin
une bonne approximation de F dans le sens ou les images de S et F coincident
dans A/Rad A.

Remarque 4.85. Le morphisme quotient Ng(7.) - Cy(co) donné par la propo-
sition 4.15 ne se scinde pas en général, et les groupes Ng(T¢) et T<F x Cy(co) ne
sont pas isomorphes. En revanche, lorsque /¢ vérifie les hypotheses données en
4.2.2, les algébres ANg(T.) et ATSF x Cy/(co) sont isomorphes et on peut ainsi
identifier leur bloc principal.

En conjuguant ce résultat avec le théoréme 4.67, on a finalement démontré la
version géométrique de la conjecture de Broué dans les cas suivants, qui viennent
s’ajouter au cas des groupes de F4-rang 1 [80] ou de type A, [6] :

Théoreme 4.86. La version géométrique de la conjecture de Broué est vraie pour les
éléments de Coxeter dans les cas suivants :

(i) (G, F) est de type D, (avec { divisant ®,(q?));
(ii) (G, F) est de type B, ou C, et p # 2 (avec ¢ divisant ®,(q)).
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L’action de v~! sur les groupes H.(Y,, A) qui, modulo ¢, s’identifie a ’action
de la partie semi-simple de F va nous permettre d’expliciter la valeur du fonc-
teur D' @4 — sur les kG-modules simples du bloc et d’obtenir ainsi d’autres
propriétés de 1’équivalence dérivée induite par ce foncteur.

4.5.3 Plongement planaire de I'arbre de Brauer

On commence par construire un représentant & de D qui posséde de bonnes
propriétés de finitude, comme on l'a fait précédemment pour C = bR (Y, A).
Remarquons d’abord que la restriction de D a la catégorie des complexes de
(AG, AT<F)-bimodules est homotope a C, et donc & ¥ qui est bien un complexe
borné de modules projectifs a gauche et a droite. Reste a définir I'action du
groupe Cy (cw) sur ce complexe.

Par transfert, on peut définir un endomorphisme v sur ¢ tel que les images
de v et v s’identifient via l'isomorphisme Endkspg)(D) =~ Endyeag)(%). No-
tons que la définition de v dépend du choix des fonctions réalisant I'équiva-
lence d’homotopie entre ¢ et D. L'image de v est donc d’ordre hg et il existe
un endomorphisme n de ¢ homotope a zéro vérifiant v = 1 + n. On procede
alors comme dans [4] : on considére le complexe de (AG, AT<F)-bimodules 2 ob-
tenu en retirant les facteurs directs de ¥ homotopes a zéro. Puisque ¢ > hg on
peut alors extraire une racine hp-ieme de 1 + n grace a la série formelle %1+ X.
Autrement dit, il existe un endomorphisme n" de 2 homotope a zéro tel que
(1+ n")M0 = 14 n. On définit finalement I'action de v € Cy/(co) sur Z via l'endo-
morphisme ¥ = (1 + n’)~1v.

En résumé, on a construit un complexe borné 2 de (AG,ATF x Cy(co))-
bimodules tel que :

e 7 est un complexe borné de modules de type fini projectifs a gauche et a

droite (car Cyy(co) est d’ordre inversible dans A);
e les restrictions de Z et C = bRI(Y,,A) a la catégorie des complexes de
(AG, AT<F)-bimodules sont homotopes;
e via l'identification Endys(x)(2) ~ Endys(xc)(C), les images de v~ et F°
different d'un élément nilpotent.
En particulier, on peut, grace au lemme 1.30, identifier les (\)-espaces propres
généralisés de v~1 a ceux de F? sur les groupes de cohomologie de Y. Le couple
(2,7) possede alors les mémes propriétés que le couple (¢, .#) qui sont requises
pour la démonstration du théoréme 4.71. Aussi peut-on montrer que pour j €
[ m¢; M ], Vespace propre généralisé &; de ¥ sur & associé a la classe de g—°
est homotope au complexe de kG-modules suivant :

O—>Pm<—>PmC+1—>“‘_’ j_1—>Pj—>O

En utilisant cette forme particuliere on peut déterminer le plongement planaire
de I'arbre de Brauer, conjecturé dans la section 4.2.3 :

Théoreme 4.87. Sous I'hypothese (S), la conjecture 4.28 est vraie.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que si le groupe Ext,l(G(SmCv Sme) est non nul,
alors I'entier m¢ est forcément congru a My + 1 modulo hg. Le formalisme des
catégories dérivées nous permet d’écrire ce groupe comme

EXtiG (SmC , Smg) ~ Hom Db(kG) (SmC , Smg [1])
qui, via le fonteur 7" @i —, est aussi isomorphe a

Db (KTF % Cyy(co)) (
Maintenant, pour j # m¢, on a E’v ®kG Sm; = Homkg(ﬁj, Sm¢) = 0. En coupant
le complexe 7 selon les valeurs propres de v, on peut écrire les isomorphismes
suivants, dans la catégorie K°(kCy (co)-mod) :

ho—1 M M

—V —=V —V

7" k6 Sm. ~ P P @u6 Sm. ~ B Z; ®u6 Sm. ~ P kil-r]
j=0 j:mC j:mg

ol kj désigne le kCyy(co)-module simple sur lequel v agit par multiplication
par la classe modulo ¢ de g~/°. En particulier, le caractére de Brauer ¢; du mo-
dule k; vérifie ¢;(v) = g~/° mod ¢, en accord avec les notations introduites dans
'exemple 4.27 (ici I'élément v agit sur T<F par élévation a la puissance g—°). On
en déduit que le complexe 2’ Qe Sm, est quasi-isomorphe a un kT x Cyy(co)-
module Np,, concentré en degré r, qui vérifie

Resig;:(if)w(ca) (ng) >~ Kme ® Kme+1 @ -+ © K, -
Ainsi, les facteurs de composition du module ng sont tous de la forme k;, avec
Jelme: Mc].
D’autre part, le groupe d’extensions EXtiTCFNCW( CU)(k,-, k;) est non nul si et
seulement si j = i + 1 modulo hg (voir 'exemple 4.27). Puisque

Ethl<G(Smg' Smg) = EXtiTCFNCW(CU)(NmC' ng)

on en déduit que pour que ce dernier groupe soit non nul, il faut qu’il existe
i€[me; Mc]etje[me; Me] tel quej =i+ 1 modulo hg. Mais les seuls entiers
pouvant vérifier cette égalité sont i = M, et j = mg, ce qui termine la preuve. [

Remarque 4.88. On peut préciser la forme du module Np,, : puisqu’il est image
d’un module indécomposable, il est lui méme indécomposable. D’autre part, ses
facteurs de composition sont exactement kmc' km<+1, - k’V’c ; on en déduit que
N, est unisériel, et qu'il s’écrit

ki,

k-1

Nm, =

km,
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Notons cependant qu'il peut exister une ambiguité dans le cas d'un groupe de
type A; comme SLy(q).

Remarque 4.89. Grace au théoreme 4.67, on en déduit que pour le groupe de Ree
de type 2G,, dont le F,-rang est 1, 'arbre de Brauer du ¢-bloc principal lorsque g
est d’ordre 12 modulo ¢ est bien

’Gyl¢]
2Gali]

*Gol€]

4.5.4 Perversité et matrice de décomposition

Pour clore ce chapitre, on observe que 1’'équivalence induite par le complexe
de cohomologie est perverse au sens de [22], donnant ainsi une preuve concep-
tuelle de 'unitriangularité de la matrice de décomposition du ¢-bloc principal.

Donnons avant cela quelques précisions sur les notations intervenant dans la
définition. On rappelle qu'une sous-catégorie pleine % d’une catégorie abélienne
</ est une sous-catégorie de Serre si pour toute suite exacte

0—A—B—C—0

dans 7. B est un objet de % si et seulement si A et C sont eux-méme dans %. Au-
trement dit, la catégorie Z est stable par quotients et sous-modules quelconques,
ainsi que par extensions par objets de %.

Etant donné une telle catégorie, on notera D%(.<7) la sous-catégorie pleine de
D*(<7) formée des complexes dont la cohomologie est constituée d’objets de %
et on pourra former les catégories quotient <7 /% et D?(7)/ D5, (7).

Définition 4.90. Soient o7 et o/’ deux catégories abéliennes, .7 et ./’ 'ensemble des
classes d'isomorphismes d’objets simples de ces catégories. Une équivalence de catégories
O : Db(7) = DP(a") est dite perverse s'il existe

o des filtrations @ = S C A C - C =S et @=Sy3C S C---CSl =

" des ensembles ./ et /",

e une fonction p : [0; r]| — Z représentant la perversité,
telles que si <7 (resp. <7!) désigne la sous-catégorie de Serre engendrée par ./ (resp. ./}),
alors pour tout i

(i) © serestreint en des équivalences D_f{i (o) ~ D~s4’( A');
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(ii) le foncteur composé /<t 1 — D, (<7)/Dh, () S, Db, (<")/ D" . (")
se factorise selon le diagramme suivant

D, (#)/DY, (o) —— Db, (a")/Dk, (/'

de sorte que ©[—p(i)] induise une équivalence ;| <t;_1 ~ <! | <! .

Dans la suite, on supposera que tous les objets des catégories abéliennes
considérées ont des suites de composition de longueur finie, de sorte que la no-
tion de facteur de composition ait un sens. Les propriétés (i) et (ii) se reformulent
alors en partique en :

e pour L un module simple appartenant a .#; , les facteurs de composition de
H"(©(L)) appartiennent a .77 ; de plus, ils appartiennent méme a .#/ ; des
que n # —p(i);

e sil € .7\ % alors HP()(Q(L)) a un unique facteur de composition
L’ appartenant a .#7 et I'application L —— L’ induit une bijection entre les
modules simples de .%/; \. .j_1 et ceux de ./ \ ./_;.

En des termes plus simples, ©(L) est quasi-isomorphe a L'[p(i)] « modulo des
facteurs de composition dans .%;_1 ».

Remarque 4.91. Si F est une équivalence perverse de perversité p, et G un fonc-
teur inverse de F, alors G est une équivalence perverse de perversité —p.

Revenons maintenant au cas del’équivalence dérivée étudiée précédemment.
On a construit un complexe borné 2 de (AG, ATF x Cy/(co))-bimodules repré-
sentant la cohomologie de Y/, et dont les termes sont des modules projectifs de
type fini a gauche et a droite. En reprenant la démonstration du théoréme [], on
montre facilement que pour S; un kG-module simple avecj € [m¢; M ], on a

7" @6 S = Nifme —j— 1] (4.92)
avec Nj un kTF x Cy(co)-module vérifiant

kT xCy(co) ~
ReSicy oy (Ni) = ki © k1 @ - & k.
En particulier, les facteurs de composition de N; sont exactement les inflations
des modules simples k;, ..., k-

De cette observation on va déduire que le foncteur © : Z ®,¢ — induit une
équivalence perverse. Rappelons d’abord qu’a tout module simple S on peut
associer sa hauteur dans 'arbre de Brauer, comme sa distance au sommet excep-
tionnel. Avec les notations précédentes, on a par exemple hr(S;) = j—mc. ATaide
de cette fonction on définit les ensembles de kG-modules simples
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i = {S€elrkG |hr(S) <r—i}
ainsi que leurs analogues
i = {kj € IrrkTF x Cw(co) | Sj € 7}

otl, par abus de notation, on notera toujours k; l'inflation du module k; de Cyy(co)
a T x Cw/(co). Notons que ., = IrrkG et .7 = Irr kTF x Cyy(co) sont les
derniers éléments de la filtration.

Enfin, I'image par © d'unmodule S; € .¥;~\..%;_1 possede, par I'isomorphisme
4.92, un unique facteur de composition dans ./ \. .7 _,, a savoir k;. Ce dernier
est concentré en degré r + j — m¢ = r + hr(S;) = 2r — i, de sorte que si on définit
la fonction de perversité par p(i) = i — 2r, on obtient finalement :

Théoreme 4.93. Le foncteur © : 9 Qg — muni du triplet (S, 7., p) induit une
équivalence perverse entre les blocs principaux de kG et kTF x Cy/(co). La bijection
induite sur les modules simples par cette équivalence est S; «—— k;.

Pour les équivalences dérivées prédites par la conjecture de Broué, ot 'une
des deux algebres apparaissant est du type D x E avec D un /-groupe abélien et
E un ¢'-sous groupe de Aut(D), I’existence d’'une donnée perverse renseigne sur
les matrices de décomposition des blocs considérés [22] :

Corollaire 4.94 (Chuang-Rouquier). On peut ordonner les KG-modules simples et les
kG-modules simples de telle sorte que la matrice de décomposition du bloc principal de
NG soit unitriangulaire.

Démonstration. 11 suffit de choisir un ordre sur les modules respectant la perver-
sité (ici donnée par la hauteur). Par semi-simplicité, le foncteur

KO : D’(KG-mod) — DP(KT x Cy(co))

induit une bijection sur les simples appartenant aux blocs principaux, bijection
qui, par définition des modules Y] et k; (voir la notation 4.21 et I'exemple 4.27),
envoie le module simple Y; sur un module décalé isomorphe a un relevé a A de
kj.

Soit ©* un foncteur inverse de ©. Il induit aussi une équivalence perverse,
pour les mémes filtrations, mais pour une fonction de perversité opposée. La
filtration sur les simples étant donnée par la hauteur, on trouve

décg [Yilk = ©*([klk) = [Slk + Y aijlSilk
hr(Si))>hr(S;)

pour certains entiers a; j, ce qui traduit I'unitriangularité de la matrice de décom-
position de AGb. O

Bien sfir, on aurait pu vérifier directement que l'ordre induit par la hau-
teur dans ’arbre de Brauer donne une matrice de décomposition unitriangulaire,
mais la démonstration donnée dans [22] s’applique a des situations o1 'on ne
dispose que de I'équivalence perverse, et pas de la structure détaillée du bloc.
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Chapitre b

Cohomologie des variétés de
Deligne-Lusztig associées a
d’autres éléments réguliers

Contexte

Au cours de cette these, I'étude de la cohomologie des variétés de Deligne-
Lusztig a été essentiellement conduite dans deux directions différentes :

e pour identifier une certaine classe de représentations modulaires appa-
raissant dans la cohomologie des variétés Y(w) et X(w) associées a n'im-
porte quel élément du groupe de Weyl, ceci grace a des décompositions
géométriques de ces variétés;

e pour comprendre toutes les représentations données par la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig associées a des éléments particuliers de W
(les éléments de Coxeter).

Ce dernier chapitre est un travail effectué avec 1'aide de Jean Michel, qui ouvre
des perspectives de recherche ot se mélent les différents points de vue adoptés
dans les chapitres précédents.

Les éléments de Coxeter étudiés précédemment sont des éléments réguliers
particuliers. La version géométrique des conjectures de Broué, telle qu’elle est
précisée dans [17], fait intervenir les variétés de Deligne-Lusztig associées a d’au-
tres éléments réguliers dans le but de décrire tous les ¢-blocs principaux pour
différents nombres premiers ¢ a partir de la cohomologie des variétés associées.

La premiere étape dans la généralisation des résultats du chapitre précédent
a d’autres éléments réguliers est le calcul explicite de la cohomologie de ces
variétés. On s’inspire pour cela des méthodes utilisées dans les travaux récents
de Digne, Michel et Rouquier [34], [35] en y ajoutant les ingrédients du chapitre
2. Le lien entre les deux points de vue est détaillé dans les deux premieres parties,
ol on développe une méthode générale permettant de calculer la cohomologie
du quotient des variétés de Deligne-Lusztig a partir de variétés plus petites, re-
groupées selon certaines cellules de Deodhar. On observe ensuite que pour des
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éléments réguliers de petite longueur, tres peu de variétés interviennent, ce qui
permet de mener a bien quelques calculs dans les groupes de type Fi, Eg, E7 et
Es. La traduction modulaire de ces résultats est donnée dans une derniére partie,
sous la forme de deux arbres de Brauer décrivant conjecturalement le ®14-bloc
principal d"un groupe de type E7 et le ®24-bloc principal d"un groupe de type Es.
Une inspection plus approfondie de la torsion dans la cohomologie modulaire
de ces variétés devrait, comme dans le cas des éléments de Coxeter, donner assez
d’informations pour mener a bien cette étude.

5.1 Quotient de variétés de Deligne-Lusztig

On cherche a calculer la cohomologie de certaines variétés de Deligne-Lusztig
de maniére inductive. Rappelons que lorsque w est un élément de Coxeter, le
quotient de X(w) par le sous-groupe unipotent U, s’exprime en fonction d'une
autre variété de Deligne-Lusztig, elle-méme associée a un élément de Coxeter du
sous-groupe parabolique W,. C’est en grande partie sur ce phénomene que re-
posent les travaux de Lusztig [62] que nous avons utilisés au chapitre précédent.

Nous donnons dans cette premiere partie une méthode générale permettant
de généraliser ce résultat. La philosophie du chapitre 4 est conservée : la décom-
position de Curtis-Deodhar permet d’exprimer le quotient U;\X(w) pour n’im-
porte quel élément w € W al’aide de variétés de Deligne-Lusztig « plus petites ».
Chaque variété apparaissant correspond a une certaine cellule de Deodhar, ex-
pliquant ainsi le fait qu'une seule variété apparaisse dans le cas d’un élément de
Coxeter. En pratique, on commencera par regrouper les pieces de X(w) en sui-
vant [34], de maniere & obtenir une décomposition du quotient en sous-variétés
stables par l'action de L;. On décomposera a nouveau ces derniéres en utilisant
les outils introduits aux chapitre 2, afin de faire apparaitre les variétés de Deligne-
Lusztig associées aux éléments de W;.

5.1.1 Regroupement des piéces

Soit w € W et | un sous-ensemble de racines simples stable par ¢. Les sous-
groupes standards P, L, et U; (voir section 3.3.2) sont donc stables par F. Rap-
pelons que la variété de Deligne-Lusztig X(w) se décompose en pieces X (w),
selon la décomposition de Bruhat de G/B. Ces pieces sont en général permutées
par l'action de L; mais on peut les regrouper selon la classe de x dans W\ W
de fagon a obtenir des sous-variétés stables par L;. De maniére équivalente, la
décomposition de G/B en P,-orbites induit la décomposition suivante de X(w) :

X(w) = | | {px-BeP;x-B/B|p'F(p) e xBwBF(x)"'} = || Zdw).
xe[W\W] xe[W\W]

Le quotient de chacune de ces variétés par U, se calcule plus facilement si on les
releve a P : on définit, pour tout x € W, la variété
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Z(w) = {peP/| p'F(p) € xBwBF(x)"'}

de sorte que la projection canonique P; — P;x - B/B induise un isomorphisme
Pj-équivariant entre Z(w)/(P; N*B) et Z,(W).

On supposera désormais que x est /-réduit. En particulier, le groupe P; N *B
se décompose en P;N*B = B, - (U;N*U) ot on a noté B, = L; N B le sous-groupe
de Borel de L; provenant de B. Puisque U; N *U agit librement sur ZX(W) on en
déduit par la proposition 1.20 I'isomorphisme suivant dans D?(KP;-Mod) :

RM(Z(w), K) =~ RMc(Z(w)/By, K)[2dim(U; N *U)].

On est donc ramené a comprendre la cohomologie du quotient U\Z(w)/B;.

Notons m; : P; — L, la projection canonique associée a la décomposition
de Levi P, = U/L,. En procédant comme dans la section 2.3.2, on peut réaliser
le quotient U;\P; comme l'image de I'application p — (p~*F(p), 7;(p)). En re-
streignant cette image a la variété Z,(w) on trouve

UN\Zx(w) ~ {(p.m) € Py x L;|p € xBwBF(x)™* et m~*F(m) =m(p)}
~ { p.m) € ((XBWBF(X) 1) N P/) x Ly ! m_lF(m) = 7r/(,5)}.
Via cet isomorphisme, L; agit uniquement sur m, par multiplication a gauche, et
l'action de b € B se fait par (p, m) - b = (b=1pF(b), mb). L'oubli de la variable p

fait alors apparaitre les variétés de Deligne-Lusztig associées a certains éléments
de W, : en effet, la projection P; x L; — L; se restreint en

UN\Zy(w) — |_| {meL|m'F(m)emn((xBwBF(x)~ 1N (BvB))}.
veWw,

Mais les éléments x et F(x) étant /-réduits, le groupe By est a la fois contenu dans
B, *B et F¥)B, si bien que 'ensemble 7 ((xBwBF(x)~1) N (BvB)) est la réunion
des doubles classes B,vB, pour v vérifiant (xBwBF(x)~!) N (BvB) # @. En pas-
sant au quotient par B, on en déduit un morphisme surjectif L;-équivariant

UNZc(w)/B) — | ] X (v) = Li/B,. (5.1)

vew,
(xBwBF(x)~1)N(BvB)#2

5.1.2 Utilisation des cellules de Curtis-Deodhar

Un premier lien entre la cohomologie de la variété quotient U;\X(w) et celle
des variétés de Deligne-Lusztig associées au groupe algébrique L, est donné par
la projection 5.1. Pour approfondir ce lien, il faut :

(i) déterminer 'ensemble des éléments v € W, pour lesquels l'intersection
(xBwBF(x)~1) N (BvB) est non vide;

(i) calculer les fibres du morphisme 5.1 dans I’espoir d’exprimer la cohomolo-
gie de la préimage de X;,(v) a partir de celle de Xy, (v);
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Le premier point se résoud aisément grace a la combinatoire introduite au cha-
pitre 2 : I'ensemble (BwB) N (x !BvBF(x)) est non vide si et seulement si son
image dans G/B l'est aussi. Or F(x) étant /-réduit, on a x 'BvBF(x) - B =
x~!BvF(x)-B. On en déduit que (BwB) N (x !BvBF(x)) est non vide si et seule-
ment si la cellule de Schubert double Bw - BN (B)*x~1vF(x) - B I'est aussi. Autre-
ment dit, si on fixe une décomposition réduite w = s; - - - s, de w, alors cette inter-
section est non vide si et seulement si il existe une sous-expression x-distinguée
de w dont le produit vaut x 1 vF(x).

Le point (ii) est en revanche un peu plus délicat mais les résultats du chapitre
2 permettent d’en donner un point de départ acceptable. Observons d’abord que
tout élément de BvB se décompose de maniere unique en uu'vb avec u € B; N
YU-, v € Uj et b € By. Deés lors, cet élément appartient a xBWBF(x)_1 si et
seulement si v’ € xBwB(vF(x))~1. On a ainsi

xBwBF(x)"1NBvB = {uu’vb| ueBNYU~, be B, v €U nNxBwB(vF(x }

En remarquant que 7;(uv’vb) = uvb, on en déduit que les fibres du morphisme
{(p,m) € (xBWwBF(x)™*) N (BvB) x L; | m~*F(m) = m(p)}/B; — Xi,(v)

sont toutes isomorphes a U; N xBwB(vF(x))~!. L’avantage de cette description
est que 1'on peut facilement paramétrer les éléments de cette fibre, ou du moins
de I'extension UNxBwB(vF(x))~! : en suivant la méthode employée au cours de
la partie 2.4, on peut en effet utiliser la décomposition de Curtis-Deodhar pour
écrire

UnxBwB(vF(x)™' = || (")) (Un“F™U).

Pyerx_l vF(x)

D’autre part, chaque cellule D, (x) = Q,x 1vF(x) - B est stable par multiplication
a gauche par les éléments de U N U* (on vérifie facilement que C,(x) 'est déja
comme cellule contractante). Puisque U N xBwB(vF(x))~! est stable par l'action
du conjugué U N *U, on en déduit que chaque sous-variété apparaissant dans la
décomposition précédente I'est aussi. En particulier, chacune des piéces est stable
par I’action de B, N U et ainsi, en notant w, la projection de B sur U, associée a la
décomposition B = B,U,, on peut écrire

U, N xBwB(vF(x))™! = |_| @ (*Q2y(x) - (UﬂVFX)U))

7€ I_X_l 1vF(x)

Posons T, (x) = @ (*Q,(x) -UNn"F (X)U). Sous certaines conditions que nous
détaillerons dans la proposition 5.4, on peut obtenir un parametrage précis de
cette cellule a partir de celui de Q,(x). D’autre part, puisque B, est contenu
dans FXB, la variété *Q,(x) - U N FIU admet une action de B nU N VB, a
droite, et donc une action de B, N VB, par conjugaison qui se transmet a T (x).
En définitive, on peut décomposer la variété quotient U/\Zx(w) en une union de
sous-variétés localement fermées, stables par les actions des groupes L, et B,
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U\Zd(w) = || Z,
veWw,
ﬂferxflvF(x)

avec Z, ~ {(z,m) € Ty(x) x L; | m1F(m) € B;vB,}

I'action de b € B, s’effectuant par multiplication & droite sur m, et de fagcon un
peu moins élémentaire sur z : en écrivant m~1F(m) = wuvb; avec u; € By N
YU~ et by € B, et en décomposant b~1u; en ujb’ avec uj € B, NVU™ et b €
B, N vB,, I'élément b € B, agit par (u,m) - b = (Y z, mb). En d’autres termes,
B, agit de telle sorte que l'injection (z, m) —— (u1zvb,m) € P; x L; soit B-
équivariante. On résume les différentes constructions ainsi que leurs propriétés
dans la proposition suivante :

Proposition 5.2. Pour w € W et | un sous-ensemble de racines simples stable par ¢,
on dispose de deux décompositions

UN\X(w) = | | U\Zu(w) et U\Z«(w) = | | Z,
x [-réduit veW,
’yerxflvF(x)
avec, pour tout élément I-réduit x et toute sous-expression x-distinguée v de w dont le
produit vaut x~*vF(x) pour un certain élément v € W, :

e un quasi-fibré vectoriel L-équivariant UN\Zu(w)/B; — U\Zy(w) de fibres de
dimension dim(U; N *U);

e une projection Lj-équivariante fZVV /By — Xy,(v) de fibres isomorphes a T (x).

Exemple 5.3. Lorsque w = c est un élément de Coxeter, on peut montrer qu’il
ne peut y avoir de sous-expression x-distinguée dont le produit appartient a
x“1W,F(x) si x n’est pas dans Wjwp. De plus, lorsque x est I’élément minimal
de cette classe, la seule sous-expression x-distinguée est obtenue en choisissant
uniquement les réflexions simples associées aux racines simples de /, et son pro-
duit est un élément de Coxeter ¢; de W,. La proposition précédente nous donne
alors un morphisme L;-équivariant

U\X(c) — X, (a)

(AN

dont les fibres sont isomorphes a (Gp,) )/¢| (a comparer avec [62]).

5.2 Calcul de la cohomologie

5.2.1 Conditions sur les cellules T (x) pour la cohomologie de U;\X(w)

En reprenant les notations de la section 2.2.2 et en considérant les entiers
a(y) = |l — |4y(x)| + £(vF(x)) et b(y) = £(w) — || on peut construire un mor-
phisme de variétés

(Ga)a(ﬂ/) X (Gm)b(w — T,(x)
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obtenu en composant le paramétrage de *2,(x) - UN**U et le morphisme ;. Les
fibres de ce morphisme sont donc des espaces affines de dimension |®; |. Cela ne

suffit malheureusement pas pour déterminer la cohomologie de la variété Z., /B,
et il est nécessaire de disposer d'un paramétrage particulier de la cellule. Celui
donné dans la proposition suivante est non optimal mais suffira pour les calculs
explicites que nous effectuerons par la suite :

Proposition 5.4. Soit x un élément I-réduit, v € W, et vy une sous-expression x-
distinguée de w donnant x 1vF(x). On suppose qu'il existe des racines deux a deux
distinctes o, ..., an, 3,8 € T\ & telles que la cellule T, (x) soit donnée par I'une
des deux variétés suivantes :

(1) Uy (Ga) -+ a;(Ga) us(Gm) tay1 (Ga) - - - U (Ga) ;
(il) ta;(Ga)- -~ ta;(Ga) Us(Gm) oy, (Ga) - - oy (Ga) U (Gim) a1 (Ga) - - e, (Ga)-

Alors la cohomologie (-adique de la variété ’ZVV /By s’obtient par
HY(Z,/B1, K) = HY(T5(x), K) @ H2(XL, (v), K).

Démonstration. Le groupe B; N VB agit par conjugaison sur T(x) et donc né-
cessairement trivialement sur les variables appartenant a G.,. On en déduit que
les cellules obtenues en remplacant G, par {0} ou G, sont aussi stables par cette
action.

On se place dans le cas le plus complexe (ii). Au niveau de fZVV, l’observation
précédente se traduit par l'existence de variétés munies d'une action de L; x
(B/)°P vérifiant les relations suivantes :

Z,y = ZG,—,,Gm ~ ZO,Gm et ZO,G,,, = ZO,Ga ~ ZO,O-

Puisque B, agit librement sur chacune de ces variétés (il agit par translation sur
la variable m € L), les égalités restent vraies pour les quotients par B,. On en
déduit les triangles distingués suivants dans D?(L;-Mod) :

RM(Z,/B), K) — RT(Zg,.G,/Bi, K) — Rl (Zo,6,,/B1, K) ~

et Rl(Zo,6,,/B1, K) — Rl (Zo,6,/B1, K) — Rl c(Zo,0/B), K) ~

D’autre part, les fibres des projections Z g,/B; — Zo,0/B; — X,(v) sont des es-
paces affines ce qui permet de calculer la cohomologie de chacune de ces variétés
a partir de la cohomologie de Xy, (v) via la proposition 1.20.

Pour conclure, on procede comme dans la preuve de [34, proposition 8.17] :
d’apres la proposition 1.20, le morphisme RI'<(Zy g,/B;, K) — RI<(Zo,0/By, K)
provient d'un morphisme de faisceaux 0 : Kz, /g,[—2] — Kz,,/8,- Puisque ce
dernier est L;-équivariant, c’est un élément de H?(Zy o/B, K )L, Mais par dualité
ona

H2(Zo,0/B1, K)b ~ H2(Xy,(v), K)H ~ Homye, (HX)72(Xy, (v), K), K)

et ce dernier groupe est nul en vertu de [35, proposition 3.3.14]. On en déduit que
la cohomologie de Z; g,,/B/ est donnée par
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He(Zo,6,/B1. K) =~ H(Zo,o/By, K)[=2] ®© HE(Zo,0/B), K)[-1]
~ H2(Gp x Xi,(v), K)[2|®] | — 2a(7)].
Notons que cela suffit a démontrer la proposition dans le cas (i). Pour traiter la

deuxieme forme, on procede comme précédemment en utilisant une nouvelle
fois les isomorphismes

H2(Zo.6,/B/, K) =~ H2(Gpx Xy, (v), K)H ~ Hompy, (H2) (G x Xy, (v), K), K).

Puisque H2')(G,, x Xy, (v), K) = HZ (X, (v), K) @ HZM) (X, (v), K), on
en déduit que le morphisme RI.(Zg, g,,/Bi, K) — RI¢(Zo, /B, K) est nul et
qu’ainsi
H2(Z, /B, K) ~ H2(ZoG,/B1, K)[-2] ® H(Zo,, /B, K)[-1]
~ HZ((Gm)? x Xy, (v), K)[2|]| — 2a(7)]
=~ HZ(T5(x) x X, (v), K)

en tant que KL;-modules. O

Remarque 5.5. Le cas b(y) = 2 est le cas le plus complexe qui puisse étre traité
avec cette méthode. En continuant le procédé on aurait en effet a considérer entre
autres le groupe

Homic, (HE™2((Gm)? x X4, (v), K), K)
qui est cette fois-ci non trivial.

Remarque 5.6. Dans le cas ot w = c¢ est un élément de Coxeter et / un sous-
ensemble maximal de A stable par ¢, on retrouve [62, corollaire 2.10] (voir aussi
la proposition 4.29) qui s’écrit

H2(U\X(c), K) ~ H (G, K) @ H2 (X, (cr), K). 5.7)

5.2.2 Caracteres cuspidaux

Par définition, les représentations cuspidales de G n’ont aucun élément non
nul fixe par U; dés que / est un sous-ensemble propre de A. Aussi I'étude des
quotients U;\X(w) ne donne aucune information sur les caractéres cuspidaux
apparaissant dans la cohomologie de X(w). Le but de cette section est de rappeler,
tres brievement, certains résultats et méthodes développés dans [34] et [35] qui
nous permettront de déterminer la position de ces caractéres dans la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig qui nous intéresseront.

Notons By}, le monoide de tresse associé au groupe de Weyl W, engendré par
{sa | @ € A}.La projection canonique By}, — W admet une section de Tits, que 'on
notera w —— w : on la définit par w = s - - - s, pour toute décomposition réduite
w = s1---5, de w € W. L'image de cette section sera noté W. Par un théoréme
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de Deligne, on peut étendre la définition des variétés de Deligne-Lusztig au
monoide de tresse : si b s’écrit wy - - - w, avec w; € W, on définit

X(b) = {(go,gl, ...&) € (G/B)*1 ‘gi__llg,- € BwB et g7 1F(g) € B}.

A isomorphisme unique prés, cette variété ne dépend pas du choix des w;. En
particulier, pour w € W, les variétés X(w) et X(w) sont isomorphes. Finalement,
on peut définir une compactification de X(b) en une variété

X(wyq---w,) = {(go,gl, ...&) € (G/B)*! |g,-__11g; € Bw;Betg 1F(g) < B}

qui possede les propriétés suivantes (voir [34] et [35]) :

Proposition 5.8. Pour wy, ..., w, des élément de W,

(i) X(wy ---w,) est une variété projective de dimension £(wy) + - - - + £(w;);
(i) X(wy ---w,) est lisse dés que chaque variété Bw;B I'est ;
(i) X(wy - - - w,) est rationnellement lisse des que chaque variété Bw;B l'est ;
(iv) X(wy - --w,) est filtrée par les sous-variétés fermées X(v; ---v,) oit les éléments

v; vérifient v; < w; pour tout i.

Remarque 5.9. Dans le cas ol chaque w; est une réflexion s;, on retrouve la com-
pactification lisse introduite dans [29] (voir aussi la section 4.4.1).

Fixons un élément w € W. Afin de pouvoir calculer la partie cuspidale de la
cohomologie de X(w) a l'aide des compactifications précédentes, nous utiliserons
principalement les quatre points suivants :

e la cohomologie de la variété X(w) est concentrée en degrés ¢(w), ..., 2¢(w)
[35, corollaire 3.3.22] ;

e le triangle suivant est distingué dans D?(KG-Mod) :

RMc(X(w), K) — RI(X(w), K) — ch( U X(Z),K) -

v<w

e lorsque X(w) est rationnellement lisse, sa cohomologie en tant que G X
(F 5>mon-module gradué se calcule explicitement par [35, corollaire 3.3.8] ;

e s0it p une représentation cuspidale de G apparaissant dans la cohomolo-
gie de la variété de Coxeter. Alors si w n’est pas un élément de Coxeter,
les valeurs propres de F? sur Hﬁ(w)(X(W), K), sont de module strictement
inférieur a ¢°“(")/2. Ce résultat est un cas particulier de [35, proposition

3.3.21].

Notons que la propriété de X(w) d’étre rationnellement lisse se vérifie sur
les polynomes de Kazhdan-Lusztig de W [35, proposition 3.2.5]. Dans le cas ot
cette propriété fait défaut, on pourra décomposer w en un produit d’éléments
w = w - - - w, tels que chaque variété Bw;B soit lisse.
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5.3 Cas particuliers

Pour les éléments réguliers de petite longueur, on peut observer — sans pou-
voir pour l'instant 'expliquer — que trés peu de cellules T, (x) sont non vides,
et que ces dernieres satisfont en outre les hypotheses de la proposition 5.4. On
se propose donc, pour certains de ces éléments, de déterminer explicitement la
cohomologie du quotient U;\X(w). En utilisant les outils rappelés dans la section
5.2.2, on sera ensuite en mesure d’en déduire chaque groupe de cohomologie de
la variété de Deligne-Lusztig X(w).

Pour manipuler les différents groupes de cohomologie de maniére agréable,
on utilisera les notations introduites dans [34] : la cohomologie d'une variété de
Deligne-Lusztig X(w) munie de I'action de G x (F%)0n sera représentée par un
polyndéme HX(W)(tl/ 2 h) dont les coefficients sont des combinaisons entieres de
caracteres unipotents. Par un théoreme de Lusztig, lorsque p est un caractere
unipotent, les valeurs propres de F° sur la partie p-isotypique de H.(X(w), K)
sont de la forme )\pq‘;f /2 avec Ap une racine de 1'unité ne dépendant ni de w ni de
i. La multiplicité de p dans le groupe HL(X(w), K) avec une valeur propre \,q%/?
sera donc encodée par le coefficient de h't//? dans le polynome Hy,(t¥/2, h).

5.3.1 Eléments 8-réguliers des groupes de type F,

Soit (G, F) un groupe déployé de type F4. Les entiers d pour lesquels il existe
des éléments d-réguliers sont {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12} (voir par exemple [85]), le dernier
entier correspondant aux éléments de Coxeter. Nous allons nous intéresser a des
éléments 8-réguliers particuliers, ceux dont I'image dans le groupe de tresse est
une bonne racine 8-ieme de 7 [17] (voir aussi la remarque 2.62). Pour fixer les
notations des racines simples, on utilisera le diagramme de Dynkin suivant :

Br B B3 Da
O—C==0—"7"=20

Les réflexions simples associées seront notées ti, to, t3, ta.

On peut vérifier que tous les bonnes racines 8-iémes de 7 sont conjuguées
par une suite de permutations circulaires dans le groupe de tresse, et qu’ainsi
la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig associée ne dépend pas de la
racine choisie. De fagon générale, il résulte des travaux de Bessis [1], Digne et
Michel [32] que les bonnes racines d-iémes de 7 sont conjuguées par une suite
de permutations circulaires dés que le groupe (G, F) est supposé déployé. Il est
conjecturé que le résultat reste vrai pour les F-racines de 7 dans un groupe non
déployé [17]. Dans notre cas on choisira

w = bitatztrty t3.

(i) Cohomologie de U;\X(w). On commence par déterminer la cohomologie
du quotient U;\X(w) dans le cas ot /| = {3, #3}. A l'aide du programme GAP
donné en annexe, on peut vérifier qu’il n’existe que trois cellules T, (x) non vides,
données par :

177



CHAPITRE 5. AUTRES ELEMENTS REGULIERS

e pour x; 'élément /-réduit dans la classe Wjwg et v = trt3tots
TV(Xl) = u52+253+54(Gm) ug, (Gm)
e pour x l'élément /-réduit dans la classe Wjwotits et v = t3to
Ty(x2) = up,+285+6,(Gm) g, +6,(Ga) U +6,+5,(Gm) Uy N¥U
e pour x3 'élément /-réduit dans la classe Wjwytsts et v = t3ts
TV(X3) = UBr42B3+p54 (Ga) ug, (Ga) UBy+283+284 (Gm) ug;+; (Gm) UBo+B3+084 (Ga)

On en déduit grace aux propositions 5.2, 5.4 ainsi que 1.20 la cohomologie de
chaque piece U/\Z (w) :

Wix | dim(U; n*U) HE(UN\Zx(w), K)

W, wo 0 H2((Gm)?) ® He (XL, (t2t3t2t3))
W woty t 2 H2 (G, x (Gm)?) ® HE (X, (t3t2))
Wiwotats 2 H2(Ga x (Gm)?) @ HE (X, (1312))

De plus, les éléments /-réduits x> et x3 des classes Wjwotitr et Wiwptsts sont
incomparables par 1'ordre de Bruhat, et on obtient ainsi

HE (UNZo(w) U UNZig (), K) = (HE(G x (Gm)?) @ He (X4, (1512)))

Le groupe de Weyl L, est un groupe de type B,. Ses caracteres unipotents sont,
avec les notations données en annexe, {ld, St, py, py-, pr, 010}. De [35, théoréme
4.3.4] on tire alors facilement

Hupz, w) = (Bt + h)?(h*St + h°t%(pp + poe + 2610) + hPt*Id)
= hOSt + h"(2tSt + t2(pg + pee + 2610)) + h®(£2St + 2t3(pg + poe + 2610))
+ h2t*(pg + poe + 2010) + h1Ot41d + 2h1t31d + K12 £0Id
ainsi que
HU/\sz(W) = h2t(h2t + h)2(h2(St + t910) + h3t,0r + h4t2|d)
= hO(tSt + t2610) + " (£2(2St + p/) + 2t3610)
+ h8(3(St+ 2p, + Id) + t*610) + H2t*(p, + 2Id) + A1O01d.

Les caractéeres unipotents py, pg. et p, apparaissent dans la cohomologie d"une
des deux variétés seulement. En écrivant la suite exacte longue associée a la
décomposition

UN\X(wW) = UN\Zg (W) U (UN\Zy(w) U U\Zys (w)
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on en déduit la position exacte de ces caracteres dans la cohomologie de U, \X(w),
donnée par

h"t2(pg + po= + 2pr) + hBE3(2p9 + 2002 + 4pr) + W t*(po + po- + 20r).

Quant aux caracteres St et Id, ils peuvent étre obtenus a partir des suites exactes
suivantes :

0— St— H@(U,\X(w))St — 2tSt — 2tSt — HZ:(U/\X(W))St

— 4125t — 125t — HE(U)\X(w))g, — 2835t — 0
0— H?:(UI\X(W))M —2t3ld — 0

0 — H2(U\X(w)),; — 4*ld — t41d — H0 (U)\X(w))
— 2t51d — 2t%Id — HI (U)\X(w)),, — 0

Id

0 — t%ld — HZ (U)\X(w)), — O

Tous les morphismes des suites exactes précédentes sont (F?),,,-équivariants, ce
qui permet de séparer les contributions de chaque puissance de t. D’autre part,
les seuls caractéres unipotents de G dont la restriction de Harish-Chandra a L,
vaut St ou Id sont les caracteres équivalents de G, c’est-a-dire St et Id. Mais on
sait d’apres [35, proposition 3.3.14 et 3.3.15] ot1 ces derniers apparaissent dans la
cohomologie de X(w) et avec quelle valeur propre. On en déduit que

tSt n’apparait pas ni dans H% (U;\X(w)) ni dans H. (U,\X(w)) ;
t?St n’apparait pas dans H2 (U;\X(w)) ;

w));
t°ld n’apparait pas dans HX* (U, \X(w)).

Avec ces informations supplémentaires, on trouve finalement

t*Id n’apparait pas dans H2® (U;\X(

Proposition 5.10. Pour w = tytatstrtits et | = {052, B3}, la contribution des ca-
racteres de la série principale dans la cohomologie de U;\X(w) est donnée par

RSt + ht2(3St + pg + pge + 2pr) + hBt3(2St + 2pp + 2pg- + 4p, + 21d)
+ h2t*(pg + po- + 2pr + 31d) + A12£01d

Remarque 5.11. Les suites exactes longues « ouvert - fermé » ne donnent en re-
vanche pas assez d’informations pour pouvoir déterminer la position précise du
caractere cuspidal 61 :

0— H?:(U/\X(W))@10
— 4t3910 — Hg(U/\X(W))

— 22019 — 22019 — HL(U\X(w)),  — 4t3610

oy 2t%010 — 2t*010 — Hg(U’\X(W))Om —0

On peut néanmoins espérer que les morphismes de connexion de cette suite
exacte sont des isomorphismes, et en déduire ainsi que le caractere 019 n’apparait
pas dans la cohomologie de U;\X(w).
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(ii) Caracteres cuspidaux. Le théoreme 4.9 assure que les caractéres unipotents
de la série principale de G intervenant dans la somme alternée de la cohomo-
logie de X(w) sont ceux du ®g-bloc principal, c’est-a-dire Idg, Stg, ¢9,10, ¢16,5
et ¢g2 avec les notations de [21]. On peut alors observer que les restrictions de
ces caractéres au groupe L; sont exactement les caracteres apparaissant dans la
proposition précédente, ce qui permet de retrouver dans un premier temps une
partie de la cohomologie de X(w). Les caractéres manquants sont deux types : ils
peuvent étre cuspidaux, ou appartenir a la série de Harish-Chandra associé a 1.
Nous allons mettre en oeuvre les outils rappelés au cours de la section 5.2.2 afin
de detérminer explicitement la contribution des caracteres cuspidaux.

Rappelons que G posseéde 7 caractéres unipotents cuspidaux, notés F4[—1],
Fali], Fa[—i], Fa[0], F4[6?], F4[1], FY[1] ot i (resp. 0) est un générateur fixé du groupe
des racines de l'unité pa (resp. p3). Soit p un caractere cuspidal et v < w. Le
caractere p ne peut apparaitre dans la cohomologie des variétés X(v) ou X(v) si
v est dans un sous-groupe parabolique strict de W. Les éléments v a considérer
appartiennent donc a I'ensemble

V= {W, tatztatsty, tatatstaty, tatatsty, t4t3t2t1}-

Notons F = X(t4t2 t3t2t1) U X(t4t3t2 t3t1) et F/ = X(t4t3t2t1) U X(t4t2 t3t1). De
la filtration donnée par la proposition 5.8 on peut donc déduire les suites exactes
longues en cohomologie suivantes :

NN HQ(X(W))p — Hi(X(y))p — HQ(F)p — (5.12)
- — H{(X(tatstatst1)) | — HL(X(tatstotsts)) | — HL(F'), — -+ (5.13)

C— HQ(X(t4t2t3t2t1))p — HQ(X(t4t2t3t2t1))p — HQ(F’)p — - (5.14)

De plus, on peut vérifier que chacune des compactifications est rationnellement
lisse et calculer ainsi la partie cuspidale de leur cohomologie, que 'on notera
Hy (t'/2, h). Elle est donnée par

Hy(w) = h°t> (Fa[—1] + Fa[i] + Fa[—i] + 2F4[0] 4 2F4[6%]) (5.15)

et ﬂx(t4t3t2t3t1) = ﬂx(t4t2t3t2t1) = (h4t2 + h6t3)(F4[|] + F4[_I] + F4[9] + F4[92])

D’autre part, les éléments tst3toty et tatrtit; sont minimaux dans I'ensemble V,
ce qui permet d’écrire, pour tout caractere cuspidal p

Hé(Fl)p ~ Hé(X(t4t2t3t1))p@ Hé(X(t4t3t2t1))p ~ H::(X(C))i”

et d’en déduire ainsi la partie cuspidale de la cohomologie de F’ a partir de celle
de la variété de Coxeter. Elle vaut donc, d’apres [62, table 7.3] :

He = 2h* 2 (F4li] 4+ Fa[—i] 4+ F4[0] + F4[67]).

En combinant ces données numériques avec les suites exactes 5.13 et 5.14, sans
oublier le fait que la cohomologie des variétés X(tatstatst;) et X(tatotstaty) est
nulle en degré 4, on en déduit que
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H)((1’41’31_“21_“31_“1) = ﬂx(t4t2t3t2t1) = (h5t2 + h6t3)(F4[|] + F4[_I] + F4[9] + F4[92])

A partir de ces résultats, on peut maintenant obtenir des informations sur la
cohomologie de la variété F : en utilisant, pour tout caractere cuspidal p, la suite
exacte longue suivante

D — HQ(X(t4t3t2t3t1))p ® HQ(X(t4t2t3t2t1))p — HQ(F)p — HQ(F’)p —_—
on trouve des entiers ¢; valant 0, 1 ou 2 tels que
ﬂ,: = (h4 + h5)t2 (€1F4[i] + €2F4[—i] + E3F4[9] + E4F4[92])
+ 2h6t3(F4[i] + F4[—I] + F4[(9] + F4[(92])

Mais en reprenant la suite exacte 5.12, chaque caracteére ¢;p s'injecte dans le groupe
HS (X(w)) puisque H% (X(w)) est nul par 5.15. Etant donné que la cohomologie de
X(w) est concentrée en degrés 6, ..., 12, on en déduit que tous les entiers ¢; sont
nuls. Par conséquent, la suite exacte 5.12 se décompose en

0 — HE(X(wW))p 1y — t3Fa[1] — 0

Fa[1]

0 — H(X(W)) g,y — Fall] — 2Fafi] — HI(X(W)) g,y — O

Fali]

0— HS(X(W)) — t3F4[—i] — 2t3F4[-i] — HZ(X(W))F4[_i] —0

Fa[—i]

0 — HE(X(w)) — 263F4[0] — 263F4[0] — HI(X(w)) 0

Fa[0] Falo] —

0 — HE(X(W)) g 1oy — 263F4[02] — 263F4[0%] — HT(X(w))

—0

F4[62] F4[62]

Finalement, on applique [35, proposition 3.3.21] pour résoudre ces suites :
les caracteres Fy[i], F4[i], F4[0] et F4[0?] apparaissent déja dans la cohomologie de
la variété de Coxeter. Puisque w n’est pas F-conjugué a un élément de Coxeter,
ils ne peuvent apparaitre dans le groupe H%(X(w)) avec une valeur propre de
module ¢3. En définitive,

Proposition 5.16. Pour w = tytatatatits, la contribution des caractéres cuspidaux
dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h6t3F4[—1] + h7t3(F4[i] + F4[—I])

(iii) Cohomologie de X(w). Les caracteres unipotents du ®g-bloc principal b sont
donnés par

buni = {Id, Stg., ¢ 10, ¢165. P02, Fa|—1], Fali], Fa[—i]}.

En coupant la cohomologie de X(w) par ce bloc, les caracteres de la série associée
a By disparaissent. Puisque la position de tous les autres caractéres unipotents a
été déterminée, on peut résumer les résultats de cette section dans le théoréme
suivant :
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Théoreme 5.17. Soit (G, F) un groupe déployé de type F4 et w un bon élément 8-
réqulier. La cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig X(w), coupée par le ®g-bloc
principal, est donnée par

i 6 7 8 9 10 11| 12
bH' (X(w), K) St Phor0 | di65 | 9 o2 q°ld
—q*F4[—1]
ig3F4[i]
—ig3Fa[—i]

5.3.2 Eléments 9-réguliers des groupes de type Eg

On suppose ici que (G, F) est un groupe déployé de type Es. Le plus grand
entier régulier (en dehors du nombre de Coxeter) est 9 et on s’intéresse donc au
calcul de la cohomologie de X(w) lorsque w est une bonne racine 9-ieme de 7.
On numérotera les racines simples selon le diagramme suivant :

f2
o—=C i o—=O
b B3 Ba PBs Ds
Les réflexions simples associées seront notées ti, ..., te.

Comme précédemment, on fixera une racine particuliere de = puisque la co-
homologie de la variété de Deligne-Lusztig associée ne dépend pas de ce choix.
On fixera

w = t1t3tat3trtytsty.

(i) Cohomologie de U;\X(w). On calcule ici la cohomologie du quotient U;\X(w)
lorsque | = {32, 33, B4, B5} & partir de la cohomologie de certaines variétés de
Deligne-Lusztig associées au sous-groupe de Levi L,;. Pour commencer, on vérifie
a l'aide du programme GAP donné en annexe qu’il n’existe que trois cellules
T,(x) non vides, données par :

e pour x; 'élément /-réduit dans la classe Wjwy et v = tatotstatats

T, (x1) = ug,185+28,+285+5(Gm) U, 485(Gm)

e pour x l'élément /-réduit dans la classe Wjwotetsts et v = totstats

T (x2) = gyt p5128.+285+6s(Gm) Uy +85+8,(Ga) Up+ 8y 48318, (Gm) Uy N*U

e pour x3 l'élément /-réduit dans la classe Wjwytit3 et v = tstatrts

T’Y(XEI) = UB3+B4+B5+0s (Gm) UB,+B3+284+2085+ 086 (Ga) UB1+B82+83+084 (Gm)
UBs+B3-+84+085+086 (Ga) UB,+B3+284+85+5 (Ga)
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On en déduit grace aux propositions 5.2, 5.4 ainsi que 1.20 la cohomologie de
chaque piece U/\Z(w) :

Wix dim(U; N*U) HZ(UNZx(w), K)

W) wo 0 H2 ((Gm)?) @ HE (X, (tatatstatats))
Wiwotetsts 3 H2(Ga x (Gm)?) ® HE(Xy, (t2tstats))
Wwoty ts 2 H2 (G, x (Gm)?) ® HE(Xy, (tstatat3))

Encore une fois, les éléments x, et x3 ne sont pas comparables par 1'ordre de
Bruhat, ce qui assure que les variétés U;\Z,,(w) et U;\Z,,(w) sont a la fois fermées
et ouvertes dans leur union. On peut donc décomposer le quotient U;\X(w) =
Xo U X¢ en deux sous-variétés dont la cohomologie est donnée par [34, théoréme
12.4] pour l'ouvert, et [62, table 7.3] pour le fermé :

on = (h2t + h)2(h6St + h7(t2(p12+ + p12_ + p212) + 2t3D4) + 2h8t3p1_21
+ W t*(pos + po_ + p31) + h12t6|d)

Hx, = 2h?t(h*t 4 h)?(h*(St 4 t2Da) + h°tpy 13 + hot2p12 5 + W t3p13 + KBtHId)

en ayant noté p, le caractére unipotent de la série principale correspondant au
caractere A de W, et D4 I'unique caractere unipotent cuspidal de L;.

Comme précédemment, les caracteres de la série principale autres que St et
Id n’interviennent que dans la cohomologie d"une seule des deux variétés, de
sorte que leur contribution dans la cohomologie de U;\X(w) est donnée par le
polynéme
hot?(p124 + pro + por2 +2p113)
+ 03 (2p12y +2p12_ + 2p212 + 4p11s + 2p121 + 2p122)
+ W4 (pr2g 4 pr2— + parz + 2p1.13 + 4pr21 + 4p1zo + p2t + pa— + p31 4 2p13)
+ h'2t5(2p101 + 2p125 + 2p21 + 2p2— + 2p31 + 4p13)
+ 3t (poy + po— + p31 + 2p13).

Pour les deux autres caractéres unipotents de la série principale, a savoir St
et Id, on obtient les suites exactes suivantes :

0 — St — HE(U/\X(w))s, — 2tSt — 2tSt — HZ(U)\X(w)).,
— 4t2St — t2St — H (U/\X(w))g, — 2t3St — 0

0 — HE(U\X(w)),, — 2t°ld — 0

0 — HE(U\X(w)),, — 4t°ld — t°1d — H* (U/\X(w)),
— 2t7ld — 2t7Ild — H®(U)\X(w)),, — 0
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0 — t8ld — H(1:6(U/\X(W))Id —0
que l'on peut résoudre avec la méthode utilisée pour le type F,4. En définitive,

Proposition 5.18. Pour w = tytstatstatststs et | = {532, B3, Ba, Bs}, la contribution
des caracteres de la série principale dans la cohomologie de U;\X(w) est donnée par

h8St + hOt2(3St + pr2y + pr2_ + porz + 2py 13)
+ h'0t3(2St + 2p12y + 2p12_ + 2p212 + 4py1s +2p121 + 2p12 )
+ W4 (pr12g 4 pr2— + parz + 2p113 + 4pro1 + 4p1zo + p2r + p2- + 31+ 2013)
+ h'2t5(2p101 + 2p12.0 + 202+ + 2p2— + 2p31 + 4p13 + 2ld)
+hB3t8(pay + pa + pa1 + 2p13 + 3d) + A10L8Id.

Remarque 5.19. Comme dans le cas précédent (voir remarque 5.11), on ne dis-
pose pas de suffisamment d’informations pour localiser le caractere cuspidal D4
de L; dans la cohomologie de U;\X(w).

(ii) Caracteres cuspidaux. Le groupe G ne possede que deux caracteres unipo-
tents cuspidaux, notés Eg[f] et E¢[0?] avec f une racine primitive 3-ieme de 1'unité
fixée. Pour déterminer leur position dans la cohomologie de X(w), on procede ici
comme pour le type Fa & une différence pres : les compatifications X(v) que I'on
souhaite utiliser ne sont pas toutes rationnellement lisses, et on travaillera donc
plutot avec la compactification de Bott-Samelson, obtenue en soulignant toutes
les réflexions simples de w. Pour plus de détails concernant les méthodes de cal-
cul explicite de la cohomologie, on pourra se référer a la section précédente.

On définit d’abord la sous-variété fermée de X(w)

de maniere a obtenir, pour tout caractére unipotent cuspidal p, une suite exacte
longue en cohomologie

- — H{(X(w)), — HL(X(w)),, — HL(F), — - (5.20)

La partie cuspidale de F se calcule comme précédemment : on commence par
calculer, pour v € {titatstotstste, titstatotatsts, t1tstatstatsts}

Hxw) = Hx) = (h"t> + h®t*)(Ee[0] + Eq[67])
al’aide des suites exactes longues
i i i 2
- — HL(X(v)), — HL(X(v), — (HL(X(c)),)™* — -
et des valeur précises
Hyy = (h° + h°t*) (Ee[0] + E6[0])
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données par [62] et [35]. Notons que la suite exacte précédente peut effectivement
se résoudre étant donné que la cohomologie de X(v) est nulle dans les degrés
strictement inférieurs a 7.

Pour I'élément v = t;tststotstste on peut utiliser [35, proposition 3.2.10] afin
d’obtenir
Hx) = (PPt +h)Hyy = (h"t> + h®t*)(Eq[6] + Eq[67]).

En observant que tous les éléments v considérés donnent lieu a la méme partie
cuspidale, on peut finalement écrire la suite exacte

C— (HQ(X(t1t4t3t2t4t5t6))p)®4 —>H£(F)p — (HL(X(C))p)694 —

dont on déduit
Hp = 4h®t*(Ee[0] + Eo[67]). (5.21)
La encore, la suite exacte précédente ne suffit pas a priori pas pour déterminer
cette quantité; il faut aussi utiliser le fait que
e X(w) n’a pas de cohomologie en degré 7;
o Hy(,) = 3h*t*(Ee[0] + Es[0°]) ce qui force en particulier HY(X(w)) a n’avoir
aucun composant cuspidal.

En vertu de 5.20, ces deux propriétés assurent que le coefficient de h® dans Hf est
nul, et permet de ce fait de retrouver la formule 5.21.

On dispose donc, pour tout caractére unipotent cuspidal p, d"une suite exacte
0 — H(X(w)), — 3t*p — 4t*p — HAX(W)), — 0
dont on déduit, a l'aide de [35, proposition 3.3.21], la position exacte des ca-

racteres cuspidaux dans la cohomologie de X(w) :

Proposition 5.22. Pour w = tit3tatstatststs, la contribution des caracteres cuspidaux
dans la cohomologie de X(w) est donnée par

hot4(Ee[0] + Eo[67]).

(iii) Cohomologie de X(w). D’apres [18] (voir aussi le théoreme 4.9), le caractere
virtuel associé a la cohomologie de X(w) fait apparaitre les caracteres unipotents
du ®g-bloc principal b de (G, F), donnés par

buni = {ldg,Stg, #2020, P6s,13. P08, Pes 4, $202. Es[0], Es[62]}.

La restriction de ces caracteres au sous-groupe de Levi L; pour | = {32, 33, B4, 5}
s’obtient a partir de la table A.5 donnée en annexe. On déduit alors des proposi-
tions 5.18 et 5.22 le théoréme suivant :

Théoreme 5.23. Soit (G, F) un groupe déployé de type E¢ et w un bon élément 9-
réqulier de W. Alors la cohomologie de X(w), coupée par le ®g-bloc principal, est donnée
par
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i 8 9 10 11 12 13 14(15| 16
bH!(X(w), K)| St | a°¢2020 |G P6a,13| a*Po0s | G°Peaa | G°02 q8ld
0¢° Es[0]
92q4E6[92]

L'indétermination sur la présence ot1 non des caractéres de la série de D4 dans
la cohomologie de X(w) n’a pas pu étre levée, mais le probleme disparait lorsque
I’on coupe cette cohomologie par le ®g-bloc principal. Il est en fait conjecturé que
cette opération est inutile [15], c’est-a-dire que les seuls caractéres apparaissant
dans les groupes de cohomologie sont ceux de la somme alternée. Dans notre cas,
cette propriété se traduit par

Hypothese 5.24. La cohomologie de la variété X(w) ne contient aucun caractere
de la série associée a I'unique représentation cuspidale de Dj.

Cette hypothese sera indispensable pour énoncer un analogue complet du
théoreme précédent pour les groupes de type E7 et Eg (voir théoremes 5.28 et
5.34).

5.3.3 Eléments 14-réguliers des groupes de type E-

Dans toute cette section, (G, F) désignera un groupe déployé de type E7. Les
entiers réguliers étant {1,2,3,6,7,9, 14,18}, on s’attachera au calcul de la coho-
mologie de X(w) lorsque w est une bonne racine 14-iéme de 7. On numérotera les
racines simples selon le diagramme suivant, de fagon compatible avec la section
précédente :

B2
o——=0 i o—0O——o0
i B3 Ba Bs Be 7

Les réflexions simples associées seront notées ti, ..., t7.
Comme dans les cas précédents, on effectuera les calculs pour une racine par-
ticuliére de 7, donnée ici par :
w = tytgtstatstrtytsty.

(i) Cohomologie de U;\X(w). On cherche a déterminer la cohomologie du quo-
tient U;\X(w) lorsque / est maximal, égal a {f31, ..., O}, & partir des résultats de
la section précédente. Ici, on vérifie a I'aide du programme GAP donné en annexe
qu’il n’existe que deux cellules T (x) non vides, données par :
e pour x; 1'élément /-réduit dans la classe Wjwy et v = titstatstotatsts 1é16-
ment régulier étudié dans la section précédente

To0a) = ug(Gm)

186



CHAPITRE 5. AUTRES ELEMENTS REGULIERS

ol on a noté By la plus haute racine ;

e pour x; 'élément /-réduit dans la classe Wywotrtets et v = titstatotsts
Ty(x2) = us(Gm) us15,(Ga) Uy N U
avec = 1+ B2 + 23 + 3064 + 305 + 206 + F7-

On en déduit grace aux propositions 5.2, 5.4 ainsi que 1.20 la cohomologie de
chaque piece U/\Z.(w) :

Wix | dim(U, N*U) He (UN\Zx(w), K)
Wiwg 0 H;(Gm) & H;(XL,(t1t3t4t3t2t4t5t6))
Wiwg tr tgts 3 H;(Ga X Gm) & H;(XL/(t1t3t4t2t5t6))

Chacune des deux cohomologies se calcule : la premiere grace aux résultats
de la section précédente, et la seconde a 'aide de [62, table 7.3]. Rappelons en
effet que pour un élément de Coxeter ¢; de W), on a

Hx, (o) = h°(St+ t?Dac + t°Ee[0] + t°E6[0%]) + h'(tde,25 + t°Da,)
+ h3(t2¢15,17 + t*Daja) + h2t3¢o0,10 + 0t ¢15 5 + h'1 2 1 4+ h2101d.
Lorsque 'on considére uniquement les caracteres unipotents de la série prin-
cipale, en excluant St et Id, on observe que la cohomologie des variétés U;\Z,, (w)
et U/\Z,,(w) sont disjointes. Ainsi, la contribution de ces caractéres sur 1'union

U\X(w) s’en déduit aisément. Pour le caratere de Steinberg et le caractere trivial,
les suites exactes longues « ouvert - fermé » donnent

0 — St — H2(U\X(w))¢, — tSt — tSt — HO(U)\X(w))g, — t°St — 0
0 — HI (U\X(w)),y — t7ld — 0
0 — HIS (UN\X(w)),y — t81d — t81d — HY7 (U/\X(w)),,
0 — t°ld — HEB(U\X(w)),, — O

Le caractere St ne peut apparaitre dans le groupe H3(U;\X(w)) avec le coeffi-
cient t, car étant le seul caractére de la série principale a apparaitre avec cette
valeur propre, on en déduirait que H3(X(w)) contient St avec cette méme va-
leur propre, ce qui exclu vu [35, proposition 3.3.15]. De méme, HY (U;\X(w)) ne
contient par le caractere trivial en vertu de [35, proposition 3.3.14]. Ces observa-
tions suffisent a résoudre les suites exactes précédentes et on trouve :

Proposition 5.25. Pour w = trtetstytstatststy et | = A~ {37}, la contribution des
caracteres de la série principale dans la cohomologie de U;\X(w) est donnée par
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hoSt + h1Ot2(St + ¢e25 + P20.20) + W t3(¢6,25 + B20,20 + P15,17 + Pea,13)
+ h12t*(¢15,17 + 64,13 + P20,10 + Po0,8) + M3t°(d20,10 + P08 + P155 + Pes4)
+ 140 (p155 + Peaa + P61 + d20,2) + W2t (P61 + P02 + 1d) + ABE%Id.

Pour déterminer la position des caracteres de la série {Dg 4, D4, D4,5} as-
sociée au caractere cuspidal de Dy, il faut connaitre leur contribution dans la co-
homologie de la variété X, (titstatstrtststs). Malheureusement, les résultats de
la section précédente laissent une indétermination quant a cette contribution. Si
on suppose néanmoins que ces caractéres n’apparaissent pas, on trouve

Proposition 5.26. Sil'hypothese 5.24 est vérifiée, alors pour w = trtetstatstotatsty et
I = A~ {Br}, la contribution des caracteres de la série associée a D4 dans la cohomologie
de U\X(w) est donnée par

h9t3D4yg + h10t4(D4yg + D4’r) + h11t5(D4’r + D4’|d) + h12t6D4’|d.

Finalement, pour les caractéres cuspidaux Eg[¢] et E¢[0?], la suite exacte longue
s’écrit

0— Hg(Ul\X(W))EG[Q] — t*Eg[0] — t*Eq[0] — HZ° (U/\X(w))

—_— t5E6[9] — t5E6[9] — H%l (U/\X(W)) Ee

Ee[0]

—0

[6]
Encore une fois, on ne peut pas en déduire la position précise de ces caractéres
mais seulement espérer qu’ils n"apparaissent pas.

(ii) Caracteres cuspidaux. Le groupe G possede 2 caracteres unipotents cuspi-
daux, notés E;[i] et E7[—i], out i désigne une racine primitive 4-iéme de 1'unité
fixée. La méthode permettant de déterminer leur position dans la cohomologie
de X(w) est identique au cas du type E¢ et donne

Proposition 5.27. Pour w = tytststatstatatsty, la contribution des caractéres cuspi-
daux dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h10t9/2 (E7[i] + E7[—i]).

(iii) Cohomologie de X(w). En combinant les propositions 5.25 et 5.26, on ob-
tient la restriction de la cohomologie de X(w) au sous-groupe de Levi L;. Apres
examen des tables d’induction-restriction données en annexe, on peut retrouver
les caracteres de H2(X(w)) a partir de leur restriction, en sachant de plus qu’en
vertu du théoréme 4.9, les caracteres unipotents du ®;4-bloc principal

buni = {Stg,dg, $27,37, $105,26, P180,17. P189,10, P105,5, $27.2,
Dy 13 D121, D412, D4 3, E7[i], E7[—]}

apparaissent effectivement dans la cohomologie de X(w). En ajoutant les ca-
racteres cuspidaux obtenus dans la proposition 5.27, on trouve finalement
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Théoreme 5.28. Soit (G, F) un groupe déployé de type E7 et w un bon élément 14-
régqulier. La cohomologie de X(w), coupée par le ®14-bloc principal, est donnée par

i 9 10 11 12 13
bH'(X(w), K) St 9P har,37 Phr0526 | 9 180,17 | G°P180,10
~@°Dy13. | —q*Dsr21 | —9°Dan2 | —q°Da 3
iq%2 E[i]
—ig%2E7[—i]
] 14 15 16 | 17 | 18
bH/(X(w), K) | ¢°¢10s,5 | q"¢27.2 ¢°ld

la position des caracteres de la série de Dy étant donnée sous réserve que I'hypothese 5.24
est vérifiée.

Au vu des calculs réalisés dans cette section, la seule différence pouvant sub-
sister entre H2(X(w)) et bH2(X(w)) provient des caracteres des deux séries as-
sociées aux caractéres cuspidaux Eg[f] et Eg[6?]. 11 est néanmois conjecturé que
les seuls caractéres pouvant apparaitre dans la cohomologie de X(w) sont ceux
du bloc principal, ce qui, dans notre situation, est équivalent a

Hypotheése 5.29. Les caractéres des deux séries associées aux caracteres cuspi-
daux Eg[0] et Eg[0?] n’apparaissent pas dans la cohomologie de X(w).

5.3.4 Eléments 24-réguliers des groupes de type Eg

On termine cette partie par le cas ol (G, F) est un groupe déployé de type
Es. Le plus grand entier régulier (en dehors du nombre de Coxeter) est 24 et on
s’intéresse donc au calcul de la cohomologie de X(w) lorsque w est une bonne
racine 24-iéme de 7. On numérotera les racines simples selon le diagramme sui-
vant, de fagon compatible avec les diagrammes précédents :

B2
o0——=O0 i o—O0—~0O——=0
Br B3 Ba Bs Be Br P

Les réflexions simples associées seront notées t, ..., tg.
Comme précédemment, on fixera un élément 24-régulier particulier, donné
ici par
w = tgtytetstststrtytaty.

(i) Cohomologie de U;\X(w). On calcule ici la cohomologie du quotient U;\X(w)
lorsque | est maximal, égal a {f1,..., 37}, a partir des résultats de la section
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précédente. On commence par vérifier a I'aide du programme GAP donné en
annexe qu’il n’existe que deux cellules T, (x) non vides, données par :

e pour x; I'élément /-réduit dans la classe Wjwy et v = trtetstatstotataty 1'é1é-
ment régulier étudié dans la section précédente
T“/(Xl) = uﬁo—ﬁs(Gm)
ol on a noté fy la plus haute racine;

e pour x; 'élément /-réduit dans la classe Wjwytgtrtets et v = trtststatotsty
Ty(x2) = us(Gm) us1,(Ga) Uy N U
avec 8= 2081 + 2032 + 383 + 504 + 485 + 306 + 267 + (s

La proposition 5.4 s’applique donc a chacune de ces cellules et permet de déter-
miner la cohomologie des pieces associées :

W x dim(U; N *U) He(UN\Ze(w), K)
Wi wo 0 H2 (Gm) ® HE (Xy, (trtetstatstatatsty))
W, wotsts tets 4 H2 (G, x Gpm) @ HE (XL, (trtetstatatsts))

La cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig qui apparaissent dans ce
tableau ont suffisamment peu de caractéres en commun pour que 'on puisse
déterminer la partie principale de la cohomologie de U,\X(w). Rappelons en ef-
fet que d’apres [62, table 7.3] on a

Hx,, (e) = " (St+ t?Dac + t3(Eq[f]: + Eo[6°]:) + t7/2(E7[i] + E7[i]))
+ h8(td7.46 + t3D4 112 + t*(Es[0]ia + Es[0%1a))
+ h?(t2¢21,33 + t*Da2.1) + h'O(3 35,20 + t°Dg 1a)
B s 13 + h265001 6 + h3t5¢7 1 + h14¢T1d

a comparer avec les calculs de la section précédente. La méthode étant identique
au cas de I’élément 14-régulier pour le type E7, on énonce seulement le résultat :

Proposition 5.30. Pour w = tgtrtetstatstatatsty et | = A~ {Gg}, la contribution des
caracteéres de la série principale dans la cohomologie de Uj\X(w) est donnée par

RSt + 1 e2 (St + 746 + ¢27,37) + M2 (d7.46 + P27,37 + P21,33 + 105,26
+ W34 (21,33 + P105,26 + P35.20 + P189,17) + MM ° (P35,22 + 180,17 + P35,13 + P189,10)
+ 't (35,13 + P189,10 + P21,6 + P105,5) + MOt (21,6 + 1055 + P71 + P27,2)
+ h7t8(¢7.1 + dar2 + Id) + h*0t101d.

Concernant les autres caracteres, il faut une nouvelle fois disposer de toute
la cohomologie de la variété X, (t7tetstatstatatsty) et pas seulement de sa partie
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principale si on souhaite retrouver leur position. En supposant par exemple que
les hypotheses 5.24 et 5.29 sont vérifiées, on trouve facilement :

Proposition 5.31. Soient w = tgtytetstatstatatsty et | = A~ {Gs}.
(i) SiI'hypothese 5.24 est vérifiée, alors la contribution des caracteres de la série as-
sociée a D4 dans la cohomologie de U;\X(w) est donnée par
h'Ot3(Dac + Dgq2) + h''t*(Dac + Dy g3 4+ Dy112 + Dy 121)
+h'?t>(Dg 112 + Dygg21 + Da21 + Daji2)
+ h'3t%(Ds21 + D412+ Daja + Da,3) + h'*t"(Da,a + Da, 3).

(ii) Sil’hypothese 5.29 est vérifiée, alors la contribution des caracteres des deux séries
associées au caracteres cuspidaux de Eg est donnée par

hlot'4E6[9]6 + hllts(E6[9]5 + E6[9]Id) + h12t6E6[9]|d

et h'0t*Eq[62]. + h11t° (E6[62] + E6[6°]ia) + h*2t°Es[0%]i4.

(ii) Caracteres cuspidaux. Le groupe G posséde de nombreux caractéres uni-
potents cuspidaux, notés Eg[+i], Eg[+0], Eg[£6?], E}[1], ES[1] et Eg[¢/] pour ¢ une
racine primitive 5-iéme de l'unité et j = 1,2,3,4. La méthode générale pour
déterminer la position de ces caracteres dans la cohomologie de X(w) estla méme
que précédemment, mais les calculs sont ici un peu plus fastidieux en raison de
la présence de nombreux caracteres.

On commence par écrire, pour tout caractére unipotent cuspidal p, la suite
exacte longue

- — H{(X(w)), — HL(X(w)),, — HL(F), — - (5.32)

ol F estl'union des variétés X(v) pour v de la forme

Les éléments du groupe de tresse obtenus en « désoulignant » les réflexions sim-
ples seront notés v, vo, v3 et v4. Notons que seul le dernier élément n’appartient
pas al'image W de W par la section de Tits. La partie cuspidale de la cohomolo-
gie des variétés X(v;) ~ X(v;) pour j = 1,2, 3 se déduit de la suite exacte
. . — . @2
s HLX(g)), — HLX(g)), — (HLX()))*? — -
en utilisant les informations suivantes :

e la partie cuspidale de H2(X(v;)) se calcule par [35] :
Hy,) = (h°t* + h'%t°)(Eg[~0] + Eg[~0°] + Es[¢] + Es[¢?] + Es[C®] + Es[¢*])

e la partie cuspidale de la cohomologie de la variété de Coxeter est donnée
par [62] :

Hy() = h°t*(Es[-0] + Es[-07] + Es[¢] + Es[¢?] + Es[C’] + Es[¢*])
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e la variété X(v;) n’a pas de cohomologie en degré 8.
On trouve alors, pour j =1,2,3:
Hx() = (h°t* + ht°) (Eg[—0] + Es[—6°] + Es[C] + Es[¢?] + Es[¢®] + Es[¢*])
En utilisant [35, proposition 3.2.10], on vérifie que c’est aussi la valeur de la partie
cuspidale de la cohomologie de X(v4).

Pour déterminer la contribution des caracteres cuspidaux sur la cohomologie
de F, on utilise une nouvelle suite exacte « ouvert - fermé » reliant la cohomologie
de F a celle de I'union des ouverts X(v;). Aprées simplification, elle peut s’écrire,
pour tout caractére cuspidal p :

4

- DHX(W), — He(F), — (HeX(@))™" — -
j=1

Encore une fois, I'information nécessaire a la résolution de cette suite provient
du fait que la variété X(w) n’a pas de cohomologie en degré 9. Puisque la partie

cuspidale de H2(X(w)) est concentrée en degré 10, donnée par
h'0t° (Egli] + Eg[—i] + 3(Es[—0] + Es[—6?]) + 4(Es[¢] + Es[¢?] + Es[¢] + Es[¢*]))
la partie cuspidale de H3(F) est nulle en vertu de la suite exacte 5.32, et on trouve
Hp = 4h'%t>(Eg[—0] + Eg[—6?] + Eg[¢] + Es[¢?] + Es[¢®] + Es[¢Y]).

A l’aide de ces deux dernieres données numériques, on peut décomposer la
suite exacte 5.32 selon les parties isotypiques des différents caractéres cuspidaux
pour obtenir

0 — HP(X(W))g,puy — t°Es[i] — 0

[+i]
0— HE;O(X(W))ES[_G] — 3t°Eg[—0] — 4t°Eg[-0] — Hil(X(W))ES[_G] —0
0 — HLO0 (X(W))Eg[—02] —_— 3t5E8[—92] — 4t5E8[—92] — HI (X(W))Eg[—02] — 0

0 — HO(X(W))g, i) — 4°Esl¢/] — 4t9Es[¢] — HE(X(W))g, () — O

Es[¢’]

Pour conclure, il suffit d’observer que les caracteres Eg[—0], Eg[—0?] et Eg[¢/] ap-
paraissent déja dans la variété de Coxeter, et qu’a ce titre ils ne peuvent appa-
raitre dans la cohomologie moitié de X(w) avec une valeur propre de module g°
[35, proposition 3.3.21]. En résumé,

Proposition 5.33. Pour w = tgtytetstatstatatsty, la contribution des caracteéres cuspi-
daux dans la cohomologie de X(w) est donnée par

h0t>(Egli] + Eg[—i]) + A t°(Eg[—6] + Eg[—6?]).

192



CHAPITRE 5. AUTRES ELEMENTS REGULIERS

(iii) Cohomologie de X(w). On termine ici I'étude du cas Eg en explicitant la
partie principale de la cohomologie de X(w). Les caracteres unipotent du ®p4-
bloc principal b étant donnés par

buni = {ldg,Stg, #3574, P160,55, $350,38, Pass 25, P350,14, P160,16., 9352, Da,gy.0

Da. gy Dagnoar Dagy 1 Da gy, Eol0ly; o E6l[0os,. Esl0lay,. E6[0%]g; .
E[0%)6,2: E6l0%]y,. Esli], Esl—i], Es[~0], Es[-0°]}

on déduit des propositions 5.30, 5.31 et 5.33 ainsi que des tables d’induction-
restriction données en annexe :

Théoreme 5.34. Soit (G, F) un groupe déployé de type Eg et w un bon élément 24-
régulier. La cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig X(w), coupée par le ®o4-bloc
principal, est donnée par

i 10 11 12 13
bH (X(w), K) St q° 35,74 9> P160,55 q*$350,38
~@®Dygy | 0 Dagy, | —9Dagns | —0°Dagy,
0q*Es[0]s, | 09°Eel0]s,, | 0a°Es[0lyy,
92‘7456[92]%3 €2q5E6[92]¢2,2 92‘7656[92](;);(3
iq° Egli]
—ig® Eg[—i]
—9q5E8[—0]
_92q5 E8[_02]
Il 14 15 16 17 18 | 19 20
bH!(X(w), Qo) | qdass s | ¢°d3s0.14 | G d1607 | GBeh3s 2 q'°ld
~q" Dy gy,

la position des caracteres de la série de D4 étant donnés sous I’hypothese 5.24 et ceux des
deux séries de E¢ sous I'hypothese 5.29.

5.3.5 Traduction des résultats

Les éléments du groupe de Weyl considérés dans cette partie sont non seule-
ment des bon éléments réguliers, mais ils vérifient aussi la propriété suivante,
déja mentionnée en section 4.5.2 pour les élément de Coxeter :

(B4) — cas déployé — Le groupe Cyy(w) est cyclique, engendré par w.

Avec cette hypothese supplémentaire, il est conjecturé que 1'algebre d’endomor-
phisme de la cohomologie de la variété de X(w) est une algebre de Hecke cyclo-
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tomique dont les parametres ce calculent a partir des fonctions a et A de Lusztig
[17, conjecture 5.7].

De facon plus détaillée, pour d un entier positif, on considere un ensemble
de parametres u = (up, ..., uy—1) et on définit ’algebre de Hecke générique H,
associée au groupe cyclique Z/dZ par

Hy = Z[u,u™, T)/((T = uo) -+ (T — ug—1)).
Pour ¢ une racine primitive d-iéme de 1'unité dans K, et no, ..., ng_1 des entiers
positifs, une spécialisation d-cyclotomique est un morphisme d’algéebre de la forme
¢ Zluul] — K
uj ()

L’algebre KH, obtenue via cette spécialisation est dite cyclotomique. Dans les cas
que nous avons traités précédemment, la conjecture s’énonce en

Théoreme 5.35. Soit (G, F) un groupe déployé et w € W un bon élément d-réqulier.
On se place dans I'un des cas suivants :

(G, F) est de type Fy et d = 8.

(G, F) est de type E¢ et d = 9.

(G, F) est de type E7, d = 14 et I'hypothese 5.24 est vérifiée.

(G, F) est de type Eg, d = 24 et les hypotheses 5.24 et 5.29 sont vérifiées.
Si b est le ®4-bloc principal, alors

(i) REndj(bRT(X(w), K)) est homotope a I'algebre Endps (i) (BRI c(X(w), K))
concentrée en degré 0 ;

(i) il existe des entiers n; tels que I'application T —— F induise un isomorphisme
d’algebres entre K'Hy, et End ps iy (BRI (X(w), K))

(iii) via la spécialisation q —— (, les valeurs propres de F sur bH2(X(w), K) sont
exactement les racines d-iemes de I'unité 1, ¢, ..., (91 et les entiers n; sont donnés
par

v — ay; — Ay,
{(w)

nj =
oir x; désigne le caracteére unipotent associé i la valeur propre se réduisant en (/.

Remarque 5.36. Pour les groupes de type Eg et Eg, il existe d’autres bon éléments
réguliers w vérifiant ’hypothese (B4). Pour chacun de ses éléments, on peut ob-
server que trés peu de cellules T, (x) sont non vides, et qu’elles vérifient toutes
les hypotheéses de la proposition 5.4. Néanmoins, la cohomologie des variétés de
Deligne-Lusztig du sous-groupe parabolique considéré qui apparaissent dans le
quotient U;\X(w) ne sont pas assez disjointes pour que 'on puisse recoller les
différents morceaux simplement.
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5.4 Arbres de Brauer associés

Pour conclure ce chapitre on propose, a partir des résultats de la partie pré-
cédente et a la lumiere de I'étude menée au chapitre 4, deux conjectures sur les
arbres de Brauer des ¢-blocs principaux pour les groupes de type E7 et Es.

Dans certains cas particuliers, on a déterminé explicitement les caracteres du
®4-bloc principal dans la cohomologie de la variété de Deligne-Lusztig associée
a un élément d-régulier, ainsi que les valeurs propres de 'endomorphisme de
Frobenius sur chacun de ces caracteres. La situation est trés similaire a celle des
éléments de Coxeter étudiée au cours du chapitre 4 (voir la partie 4.2) : si £ divise
®4(q) sans diviser 'ordre de W, alors

e T, ~ T"F contient un (-Sylow cylique T, de G et Ng(T;)/T; ~ Cw(w) est
un groupe cylclique d’ordre d engendré par w;

e les /-caracteres non triviaux ¢ de T, sont en position générale et ainsi les
caracteres R%(Q) sont des caracteres cuspidaux de G ;

e les valeurs propres de F sur H2(X(w), K) se réduisent modulo / en les ra-
cines d-iémes de l'unité.
On en déduit que le ¢-bloc principal b, donné par le théoréme 4.9, se partitionne
comme dans le cas des éléments de Coxeter en

b= b([Tw.1]) = {[HE)(Y(i), K)g] | 0 € ler, T*F et #1d} U {x0, -~ , Xd_1}

ou x; désigne 1'unique caractere unipotent de G associé a une valeur propre de
F congrue a ¢/ modulo /. Ces derniers forment les caractéres non exceptionnels
du bloc, alors que le caractére exceptionnel est donné par

X = e S0 [HE(X(w), K)g).

‘CW(W” O€lrr, TWF
0#£1d

De nombreuses ressemblances se trouvent aussi du coté géométrique : les
calculs effectués dans ce chapitre montrent que la cohomologie de la variété
X(w) a une forme tres similaire au cas de I'élément de Coxeter (traité dans les
théorémes 4.18, 4.22 et 4.23). Sans aucun doute, ces observations constituent au-
tant de preuves de l'existence d’un analogue de la conjecture de Hiss-Liibeck-
Malle pour les éléments d-réguliers étudiés ici.

Pour renforcer cette conviction, nous rappelerons dans une premiére partie
les résultats existants sur les arbres de Brauer associés aux groupes de type F4 et
Es avant de proposer deux arbres conjecturaux pour les groupes de type E7 et Es.

5.4.1 Observations

Soit (G, F) un groupe déployé de type Fs4 et w un bon élément 8-régulier.
Lorsque q est supposé d’ordre 8 modulo ¢, la structure du ¢-bloc principal est
donné par 'arbre de Brauer représenté par la figure 5.1 et déterminé dans [50].
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Fa[—i]
O
Fa[-1] St ®9,10 D165 ®9,2 Id
O—@—O0—O0—O0—0—=0
O
Fali]

FIG. 5.1 — Arbre de Brauer du /-bloc principal de F4 pour g d’ordre 8 modulo ¢

L’entier g est d’ordre 8 modulo ¢ et chaque valeur propre de F sur la cohomo-
logie de X(w) se réduit en une unique racine 8-ieme de 1'unité, permettant ainsi
de numéroter les caractéres unipotents du bloc. Comme dans le cas Coxeter, on
peut donc indexer les sommets de 1’arbre par les entiers j € [0; 7] pour obtenir
la figure 5.2.

5
O
7 0 2 3 4 6
(@ ) ) ) )
O \./ O O O O O
O
1

FIG. 5.2 — Sommets indexés selon les valeurs propres de F

Supposons maintenant que (G, F) un groupe déployé de type Eg et que ¢ est
choisi de tel sorte que 'ordre de g modulo ¢ soit exactement 9. Alors I’arbre de
Brauer du ¢-bloc principal, représenté par la figure 5.3, est donné par [51].

E6[92]

O

St 2020 P6413  Po08  Peas P20, Id
@®—O0—O0—O0—O0—O0—0—o0

O

Ee[0]

FIG. 5.3 — Arbre de Brauer du ¢-bloc principal de E¢ pour q d’ordre 9 modulo ¢
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Si, comme précedemment, on indexe les sommets de 'arbre selon les puis-
sance de g congrues aux valeurs propres de F sur la cohomologie de X(w), on
obtient la figure 5.4 grace au théoréme 5.23.

7
O
o({( 2 3 4 5 6 8
@®—O0—O0—O0—O0—O0—0—o0
O
1

FIG. 5.4 — Sommets indexés selon les valeurs propres de F

Remarque 5.37. Il faut noter une différence majeure avec le cas des variétés as-
sociées aux éléments de Coxeter : les branches associées a chaque série de Harish-
Chandra ne sont pas toutes reliées au sommet exceptionnel. Un des effets de
bord majeurs est I'apparition de torsion dans la cohomologie de Y(w). Il n'y a
par exemple aucune chance de pouvoir représenter le (g2)-espace propre de F
sur la cohomologie de Y (w) par un complexe a deux termes formés de modules
projectifs

sans que le conoyau de d soit sans torsion. D’ailleurs, le complexe de Rickard
associé aux deux arbres de Brauer précédents a lui-méme de la torsion dans sa
cohomologie. Celle-ci est néanmoins toujours cuspidale.

5.4.2 Conjectures

Fort de ces observations et des résultats énoncés dans les théorémes 5.34 et
5.23, on conjecture que les arbres de Brauer du ®14-bloc principal de E7 et du
®4-bloc principal de Eg peuvent étre représentés par les figures 5.5 et 5.6. Pour
étayer ces conjectures, notons que dans les deux cas, on peut :

e utiliser I'induction de Harish-Chandra pour construire certains modules
projectifs et vérifier ainsi que les branches obtenues en considérant chaque
série sont bien des sous-graphes des arbres représentés ici;

e calculer le caractere total du complexe RI (Y, A)(n) pour chaque valeur

propre afin de vérifier a 'aide du corollaire 1.27 que pour chaque aréte
X X/
o——oO0

le caractere x + x’ est bien un caractere virtuel projectif — c’est-a-dire un
élément de Ko(AG-proj).
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Remarque 5.38. Notons que pour tous les blocs principaux considérés dans cette
partie, la /-réduction d"un KG-module simple cupsidal reste simple, mais ce n’est
pas forcément un kG-module supercuspidal, contrairement au cas traité dans la
proposition 4.40. Cette situation est néanmoins spécifique aux types exception-
nels (voir [41, théoréeme 3.12]).
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FIG. 5.5 — Arbre de Brauer du ¢-bloc principal de E7 pour q d’ordre 14 modulo ¢
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Annexe

A.1 Programmes GAP

La fonction Al | xDi st i ngui shedSubExpr renvoie la liste des sous-expressions
x-distinguées de w dont le produit vaut v. Les entrées correspondantes sont :

e W:représente le groupe de Weyl W, défini par la fonction Coxet er G oup;

e base : liste d’entiers de 1 & W Nreprésentant la décomposition réduite de
I'élément w ;

e Vet X : éléments de W el enent s représentant v et x.

En sortie, les éléments de la liste sont représentés par des listes contenant les
mémes entrées que base avec éventuellement des 0 a la place de certains entiers
pour marquer le fait que v; = 1.

Al | xDi sti ngui shedSubExpr: =functi on(W base, v, x)

|l ocal n,s, base2,v2, L, M

n: =Lengt h( base) ;

if (n=0 and v=()) then
return [[]];

elif (n=0 and v<>()) then
return [];

fi;

s: =base[ n];

base2: =base{[1..n-1]};

v2: =v+El tWord(W|[s]);

if s/(xxv) <= WN then
L: =Al | xDi sti ngui shedSubExpr (W base2, v2, x) ;
return List(L,i->Concatenation(i,[s]));

el se
L: =Al | xDi sti ngui shedSubExpr (W base2, v2, x) ;
M =Al | xDi sti ngui shedSubExpr (W base2, v, x);
return Concatenation(List(L,i->Concatenation(i,[s])),

Li st(Mi->Concatenation(i,[0])));
fi;
end;

Exemple A.1. Les sous-expressions distinguées de 1'élément sts du groupe de
Weyl de GL3(F) sont (s,1,s) et (1,1,1):

#gap> W =Coxeter G oup("A", 2);;

#gap> w0: =Longest Coxet er El enent (W ; ;

#gap> Al | xDi sti ngui shedSubExpr (W[ 1, 2, 1], (), w0);
# [ 1, 0, 11, [ 0, 0, 0] ]
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Les entrées de nonZer oSUbExpr sont identiques a celles de la fonction pré-
cédente, avec une donnée supplémentaire : la liste d’entiers | encodant les ra-
cines simples A,. La fonction renvoie une liste formés de couples [ | , m] ou |
est une sous-expression x-distinguée v et mreprésente 'entier |K,(x)| + ¢(w),
qui donne le degré maximal du groupe de cohomologie de la variété Y., qui fait
apparaitre des caractéres linéaires ) vérifiant A, =1 .

nonZer oSubExpr: =functi on( W base, v, x, |)
local n,s,base2,v2, L, M
n: =Lengt h( base);
if (n=0 and v=()) then return [[[],0]];
elif (n=0 and v<>()) then return []; fi;
s: =base[ n];
base2: =base{[ 1..n-1]};
v2: =v+El tWord(W[s]);
if s/(xxv) <= WN then
L: =nonZer oSubExpr (W base2, v2, x, | );
return List(L,i->[Concatenation(i[1],[s]).,i[2]+2]);
elif s/(xxv) > WN and Position(l,s/(x*xv)-WN)<>fal se then
L: =nonZer oSubExpr (W base2, v, x, | );
return List(L,i->Concatenation(i[1],[0]),i[2]+1]);
el se
L: =nonZer oSubExpr (W base2, v2, x, | );
M =nonZer oSubExpr (W base2, v, x, | );
return Concatenation(List(L,i->[Concatenation(i[1],[s]).,i[2]]),
List(Mi->[Concatenation(i[1],[0]),i[2]+2]));
fi;
end;

Exemple A.2. Pour G = GLs(F), les caracteres unipotents différents de Id ne
peuvent apparaitre que dans les groupes de cohomologie de degré 10 a 16 de
Y w, (Wo), conformément au théoreme 3.31 :

#gap> W =Coxeter G oup("A",4);;

#gap> w0: =Longest Coxet er El enent (W ; ;

#gap> nonZer oSubExpr (W Longest Coxet er Wrd(W, (), w0, [4]);
[ [ 0, 2, 1, 3, 0, 1, 0, 3, 2, 0], 12],

[
[ [0 2 0 3 0 0 0 3 2 0], 141,
[ [0 2 1, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0], 131,
[ [0 0 0 0 2 0 0 0 2 0], 151,
[ [0 0 0 3 0 0 0 3 0 0], 141,
[ [0 2 0 0 2 0 0 0 0 0], 151,
[ [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0], 16 ] ]

Cette derniere fonction renvoie, par itération de la fonction précédente, le
degré maximal de la cohomologie de Y (w) dans lequel ¢ peut apparaitre :

maxDi mensi on: =f uncti on( W base, | )
local L,V
V: =Ref | ecti onSubgroup(W 1) ;
L: =Li st (ReducedRi ght Coset Represent ati ves(W V),
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w- >Longest Coxet er El ement (V) *w) ;

return Maxi mun( Fl at (Li st (L, x->Li st (nonZer oSubExpr (W base, (), x, 1),

end;

i->i[2]))));

Exemple A.3. Enreprenant I'exemple précédent, on obtient cette fois un résultat
pour la variété totale Y (wp)

#gap> W =Coxeter G oup("A",4);;

#gap> w0: =Longest Coxet er El ement (W ; ;

#gap> maxDi nensi on( W Longest Coxet erWord(W,[4]);

16

A.2 Le groupe simple de type B,

Le groupe de Weyl de type B, possede 5 classes de conjugaisons données par
{1}, {s, tst}, {t, sts}, {st, ts}, {wp}. Sa table de caractere est donnée par

1 S t st wo
1 1 1 1 1 1
€ 1 -1 ] -1 1 1
0 1 1 -1 1] -1 1
Oe 1 -1 1 -1 1
r 2 0 0 0 -2

Le groupe réductif simple associé (le groupe PSp,(F)) possede 4 classes uni-
potentes, dont une se scindant en deux classes rationnelles (la sous-réguliere). A
I'aide de [86, section 7.15], on peut calculer les fonctions de Green associées aux
différentes classes non triviales :

1 S t st wp
Quw(uo) 1 1 1 1 1
Qu(w) [ 3g+1 | —g—1 | g+1 | —q+1 | —q+1
Qu(uy g+1 g+1 | —g+1| g+1 | -3qg+1
Qu() | (g+1)2? | —¢?+1| ¢®?°+1 | —¢°+1| (g—1)?
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Avec les tables données dans [21, section 13.6], on peut aussi calculer explici-
tement les caractéres de Deligne-Lusztig du groupe G :

RG( ) = Idg + StG + pg + pe: + 2pr
1
1
1
1

Id¢ — St + po — poe
Idg — St — po + poe
= Ildg +Stg — pr + b0

R$.(1) =
R$,(1) =
R%, (1)
RS, (1) = ldg + Ste — pp — pp — 2010

en en déduire les caracteres fantomes :
Ry = Idg, R. = Stg

Ry = %(pe — poe + pr — 010)

1
Ro- = 5(—,09+Pee+pr—91o)

1
R, = E(p" + po= + pr + 010)

1
R, = E(pe + po= — pr — 010)

le dernier caractere virtuel étant défini comme 1'un des deux caractéres virtuels
de norme 1 orthogonal a tous les autres.

En utilisant les formules donnée dans [56], on peut alors déterminer les pro-
jections des caractéres de Gelfand-Graev généralisés sur 1'espace des fonctions
unipotentes uniformes. On trouve

[7runi (ruo )] = StG

[ﬂ-uni(rul)] = Ry + R+ qStG = po +pr+ qStG
[Tuni(Twy)] = Rr — Ro + St = pe: + 010 + St

+1 -1 +1 g—1
[Tuni(Tw)] = Ro+ R, + ¢%Stg = = 5o+ 7 5 Poe + q2 pr+ ——5—b1o

Pour obtenir la partie unipotente des caracteres de Gelfand-Graev généralisés, il
reste a déterminer la contribution de R, dans chacun de ces caractéres. Puisque
chaque [I,] est un véritable caractere, il n'y a pas d’ambiguité pour les trois pre-
miers et le coefficient sur R; est nul.

A.3 Tables d’induction et restriction

Pour tout groupe de Weyl W non trivial on notera Id (ou 1) le caractere trivial
et ¢ la signature. Les groupes de type A, possedent un caractere supplémentaire
associé a la representation de réflexion que I'on notera r. Hormis pour le groupe
de type By, pour lequel on reprendra les notations précédentes, on indexera les
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caracteres des groupes de type B,, C,, et D,, grace aux bipartitions (certaines pou-
vant donner deux caracteres différents dans le type D) en suivant [21] ou [42].

Nous aurons besoin au chapitre 5 des tables d'induction-restriction suivantes
entre un sous-groupe parabolique W, et W. Par manque de place, on ne reco-
piera pas les tables d'induction de E¢ a E7 et de E7 a Eg. Elle peuvent néanmoins
s’obtenir grace au package CHEVIE de GAP3 via la commande

> Di spl ay( Il nductionTabl e(V, W)

ot West un groupe de Coxeter créé par la fonction Coxet er G- oup et V un sous-
groupe créé a l'aide de Ref | ecti onSubgr oup.

el rlld
e |1d o1
2
1 12111
o0 11211
d16 | 1] . : .
Prs| |1 ©
oy |1 2L | . |1 .
b1 |1]1 12 . ]1]1
bno 1] 1 21| .|1]1
21 .| 1] .
TAB. A.1 —Induction de A; a Gy d | .|.|1
3 o1

TAB. A.2 — Induction de A, a C3
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O|lr|e|ld]|fe
®1,0 1
112 1
112 |1
®1,24 1
1] 1
P16 | 1 1
. |1 1] .
216 | - 1 1
dag |1]. 11111
doo |1]2].13]1
oo | |2]1]1]3
she [312)1]1] .
$9101]2]|3 1
oo [1]2]. 1
oo | |2|1]1
boa|1]4|1]1]1
$a1 1 2| .
S >
ANPIEED
$4,13 12 :
rol 2] |22
o |2]2]2]
oy 212 2] .
oy | |2]2] . |2
des |24 2] 22

TAB. A.3 — Induction de B> a F4

13,

12.1

1.12

21.

1.2

21

21

®1.0
//
1,12
/
1,12

01,24
/!
2.4
/
216

L/
2.4
11

?2,16

P48
$9,2
//

9,6
/
9,6
99,10
/
6,6
//
P6,6
?12,4
®a1
/!
47
47

413
/!

8,3
/
8,9

L/

?g,3

11
¥g,9

?16,5

1

1

1

TAB. A.4 — Induction de C3 a F4

IXANNV 'V



A. ANNEXE

®1,0
®1,36
$10,9
®6,1
®6,25
$20,10
$15,5
$15,17
¢15,4
¢15,16
$20,2
20,20
$24.6
$24,12
$30,3
®30,15
$60,8
®80,7
®90,8
®60,5
®60,11
®64,4
064,13
¢81,6
¢81,10

11.+

[ W T W G

N =N

11.—

[ W T W G

N =N

1.111

111

11.2

W W NN ERERERFEBNDDN -

1.21

W W NN WWPHHPoOwRkR,r PR -

211

[ W T W G

N =N

2.4

N = =

1

TAB. A.5 — Induction de D4 a Eg

N = ==

22

1.3

31

N = =
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GEOMETRY OF DELIGNE-LUSZTIG VARIETIES, DECOMPOSITIONS,
MOD ¢ COHOMOLOGY AND MODULAR REPRESENTATIONS

Abstract. This work is a contribution to the modular representation theory of
finite reductive groups. As in the ordinary setting, we are mainly interested in
geometric constructions of the representations by means of the cohomology of
Deligne-Lusztig varieties. We start by studying a Deodhar-type decomposition
that we use to locate a certain class of representations, the so-called Gelfand-
Graev modules and some of their generalizations. More precise results are ob-
tained for varieties associated to some short-length regular elements. The case
of Coxeter elements holds an important place in this work: for these specific
elements we give an explicit construction of a complex representing the coho-
mology of the corresponding varieties, leading to a proof of the geometric ver-
sion of Broué’s conjecture for some prime numbers. We also deduce the Brauer
tree of the principal block in this case, which settles a conjecture of Hiss, Liibeck
and Malle. Both of these results rely on the assumption that the cohomology is
torsion-free, which is shown to hold for several classical and exceptional groups.

Keywords. finite reductive groups, Deligne-Lusztig theory, Deodhar decomposi-
tion, Biatynicki-Birula decomposition, Gelfand-Graev modules, generalized Gel-
fand-Graev modules, Brauer trees, Broué’s conjecture.

Résumé. Cette these porte sur la construction et I’étude des représentations mo-
dulaires des groupes réductifs finis. Comme dans le cas ordinaire, ’accent est mis
sur les constructions de nature géométrique, obtenues a partir de la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig. On commence par introduire des méthodes de
décomposition du type Deodhar, permettant de déterminer en toute généralité
la présence d"une classe particuliéere de représentations, les modules de Gelfand-
Graev, ainsi que certaines de leurs versions généralisées. Des résultats plus précis
sont ensuite démontrés pour des variétés associées a certains éléments réguliers
de petite longueur. Le cas des éléments de Coxeter tient une place importante
dans ce mémoire : pour ces éléments, on détermine un représentant explicite du
complexe de cohomologie, aboutissant a une preuve de la version géométrique
de la conjecture de Broué pour certains nombres premiers. On en déduit aussi
la forme de l'arbre de Brauer du bloc principal dans ce cas, ce qui résout une
conjecture de Hiss, Liibeck et Malle. Ces deux résultats sont conditionnés par une
hypothese assurant 1’absence de torsion dans la cohomologie, dont on montre
qu’elle est satisfaite pour de nombreux groupes classiques et exceptionnels.

Mots clefs. groupes réductifs finis, théorie de Deligne-Lusztig, décomposition de
Deodhar, décomposition de Biatynicki-Birula, modules de Gelfand-Graev, mo-
dules de Gelfand-Graev généralisés, arbres de Brauer, conjecture de Broué.
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