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I Définition de la topologie
I Optimisation de formes classique/topologique
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Méthode de la dérivée topologique en
optimisation de formes



Qu’est-ce qu’un problème d’optimisation de formes ?

But :
min
Ω∈O

j(Ω)

où

I O est un ensemble de formes admissibles,

I j(Ω) = J(uΩ),

I uΩ est la solution d’une EDP posée dans Ω.

Difficulté : j ′(Ω) ?



Exemples

Exemple 1 : Problèmes isopérimétriques

Soit O := {Ω domaine borné de RN , |Ω| = S0 > 0}, N ≥ 2
On considère j : O → R définie par :

j(Ω) := surface du bord ou périmètre de Ω

Le pb d’optimisation de formes est :

(P) : Ω∗? | j(Ω∗) = min
Ω∈O

j(Ω).

Par l’inégalité isopérimétrique [J. Steiner-E. Schmidt] :

|Ω|N−1 ≤ 1

NNVN
j(Ω)N ,

où VN est le volume de la boule unité, on obteint :

Ω∗ = la boule de volume S0



Exemple 2 : Optimisation de la forme d’une membrane

I Ω : domaine de référence

I ∂Ω = Γ ∪ ΓN ∪ ΓD

I Γ : variable

I ΓD : fixe (Dirichlet bc)

I Des efforts g (Neumann bc) sur
ΓN

Le déplacement vertical uΩ est solution de :
∆uΩ = 0 dans Ω
uΩ = 0 sur ΓD

∂nuΩ = g sur ΓN

∂nuΩ = 0 sur Γ.

O :=

{
Ω ⊂ R2 | ΓD ∪ ΓN ⊂ ∂Ω et

∫
Ω

dx = V0 > 0

}
.



I On peut choisir comme critère la compliance qui prend ici la forme
suivante :

j(Ω) = J(uΩ) =

∫
ΓN

g uΩ dΓN .

I Si on veut obtenir un déplacement cible u0(x), on peut choisir
comme critère :

j(Ω) = J(uΩ) =

∫
Ω

|u(x)− u0(x)|2 dx .

Finalement, le problème d’optimisation de la forme d’une membrane
s’écrit :

(P) : Ω∗? | j(Ω∗) = min
Ω∈O

j(Ω)



Définition de la topologie

I Deux formes ont la même topologie si on peut passer de l’une à
l’autre par une déformation continue

I En dimension 2 la topologie est caractérisée par le nombre de
composantes connexes du bord ou de trous

I En dimension 3 c’est plus compliqué ! il faut tenir compte du nombre
de composantes connexes du bord mais aussi du nombre de boucles

I une boule 6= un tore 6= un bretzel



Optimisation de formes classique/topologique
Parmi les problèmes d’optimisation de formes on peut distinguer deux
catégories :

I l’optimisation de formes classique où, à partir d’une forme initiale,
on varie la position des frontières de la forme (sans toutefois changer
la topologie de la forme, c’est-à-dire le nombre de trous en 2-d),

I l’optimisation de formes topologique où, l’on cherche, sans aucune
restriction explicite ou implicite, la meilleure forme possible quitte à
changer de topologie.



Principe de la méthode de la dérivée topologique

Fonction à minimiser :

Ω 7→ uΩ 7→ j(Ω) = J(uΩ).

La méthode de la dérivée topologique étudie comment varie la fonction
coût lorsque l’on effectue un trou B(x , ε) dans le domaine Ω à l’endroit
x :

ε 7→ Ωε = Ω\B(x , ε) 7→ uΩε
7→ j(Ωε) = J(uΩε

).

D’une manière générale :

j(Ωε)− j(Ω) = f (ε)g(x) + o(f (ε))

où f (ε) > 0 et f (0+) = 0. La fonction g est la dérivée topologique.
On a intérêt à trouer là où la dérivée topologique est la plus négative.
CNS d’optimalité : g(x) ≥ 0 pour tout x ∈ Ω∗.



Méthode de l’adjoint

I Soit V un C-espace de Hilbert (fixe) et J : V → R :

(H1) : J(u + h) = J(u) + Re(Lu(h)) + o(‖h‖V ).

Exemple : Soit J : V → R la fonction définie par :

J(u) = ‖u‖2
V , ∀ u ∈ V .

Dans ce cas, pour u ∈ V , on a :

Lu(h) = 2Re(h, u)V , ∀ h ∈ V .

I Pour tout ε ≥ 0, soit uε ∈ V solution de :

aε(uε, v) = `(v), ∀ v ∈ V .

I On suppose : ∃α > 0 tq :

(H2) : ∀ u ∈ V , ∃ v ∈ V ∗ | |a0(u, v)| ≥ α‖u‖V ‖v‖V .



I On suppose :

(H3) : ‖aε − a0 − f (ε)δa‖ = o(f (ε))

où f (ε) > 0, f (0+) = 0 et δa : V × V → C une forme sesquilinéaire
et continue.

I Soit p0 ∈ V (état adjoint) solution du problème adjoint :

a0(v , p0) = −Lu0 (v), ∀ v ∈ V .

On montre lé résultat suivant :

Proposition :
On suppose que les hypothèses (H1)-(H3) sont vérifiées. On a :

J(uε)− J(u0) = f (ε)Re(δa(u0, p0)) + o(f (ε)) �



Dérivée topologique pour l’équation de Helmholtz

Pb initial : Soit Ω un ouvert borné de RN (N = 2 ou 3), ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1.

(P) :

 ∆uΩ + k2uΩ = 0 dans Ω,
uΩ = 0 sur Γ0,
∂nuΩ = SuΩ + h sur Γ1.

On pose :

V (Ω) = {v ∈ H1(Ω) | v|Γ0
= 0},

aΩ(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdx − k2

∫
Ω

uvdx− < Su, v >,

`(v) = < h, v > .

uΩ ∈ V (Ω) est solution du problème variationnel :

(Pv ) : aΩ(uΩ, v) = `(v), ∀ v ∈ V (Ω).



Fonction coût : J : V (O)→ R, où

V (O) = {v ∈ H1(O) | v|Γ0
= 0}.

On pose :

j(Ω) = J(uΩ|O)

Etat adjoint : pΩ ∈ V (Ω) solution de :

aΩ(v , pΩ) = −LuΩ|O (v), ∀ v ∈ V (Ω).



Pb avec trou : Pour ε > 0 (assez petit), on considère le domaine avec
trou Ωε = Ω\ωε, x0 ∈ Ω, ωε = x0 + εω, ω ⊂ RN . ∆uΩε

+ k2uΩε
= 0 dans Ωε

uΩε = 0 sur Γ0 ∪ ∂ωε
∂nuΩε = SuΩε + θ sur Γ1.

Pour tout ε > 0, on pose :

j(Ωε) = J(uΩε |O), j(Ω) = J(uΩ|O).

But : Développement asymptotique de j(Ωε)− j(Ω) ?

Problème ! uΩε appartient à un espace fonctionnel qui dépend de ε.



Troncature du domaine : Soit R > 0 tel que :

ωε ⊂ B(x0,R) et B(x0,R) ⊂ Ω.

On définit le domaine tronqué :

ΩR = Ω\B(x0,R)

Pour tout ε ≥ 0, on introduit l’opérateur Dirichlet-to-Neumann :

Tε : H1/2(ΓR)→ H−1/2(ΓR)

défini par :
Tεϕ = ∇uϕε · n|ΓR

, ∀ϕ ∈ H1/2(ΓR)

où ∆uε
ϕ + k2uε

ϕ = 0 dans Dε
uε
ϕ = 0 sur ∂ωε

uε
ϕ = ϕ sur ΓR

{
∆u0

ϕ + k2u0
ϕ = 0 dans B(x0,R)

u0
ϕ = ϕ sur ΓR



Reformulation du problème dans un espace fonctionnel fixe : On définit
l’espace fonctionnel fixe :

V (ΩR) = {v ∈ H1(ΩR) | v|Γ0
= 0}.

On pose :
uε = uΩε |ΩR

, u0 = uΩ|ΩR
, p0 = pΩ|ΩR

.

On peut écrire :

j(Ω) = J(uΩ|O) = J(u0|O) et j(Ωε) = J(uΩε |O) = J(uε|O)

On montre que :

aε(uε, v) = `(v), a0(v , p0) = −Lu0|O (v) ∀ v ∈ V (ΩR)

aε(u, v) =

∫
ΩR

(∇u · ∇v − k2u v) dx− < Su, v > +< Tεu|ΓR
, v >

But : J(uε|O)− J(u0|O) pour ε→ 0+ : Méthode de l’adjoint



Hypothèse (H3) : trouver f (ε) et δa : V (ΩR)× V (ΩR)→ C avec

‖aε − a0 − f (ε)δa‖ = o(f (ε)).

Etude asymptotique de aε − a0 :

(aε − a0)(u, v) =

∫
ΓR

(Tε − T0)u v dΓR

L’étude asymptotique de aε − a0 revient à l’étude asymptotique de
(Tε − T0)ϕ pour ϕ ∈ H1/2(ΓR).

I Pour un trou de forme particulière (cercle, sphère,...) on peut avoir
une expression explicite de Tε − T0.

I Pour un trou de forme quelconque, on utilise une représentation
intégrale de la solution.



Le cas N = 2 et ωε = B(x0, ε)

Pour ϕ ∈ H1/2(ΓR), on obtient les expressions suivantes :

Tεϕ (R, θ) = k
∑
n∈Z

J ′n(kR)Yn(kε)− Jn(kε)Y ′n(kR)

Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)
ϕn e

inθ

T0ϕ (R, θ) = k
∑
n∈Z

J ′n(kR)

Jn(kR)
ϕne

in0(1)

On introduit l’opérateur : δT : H1/2(ΓR)→ H−1/2(ΓR) défini par :

δT ϕ (R, θ) =
1

RJ2
0 (kR)

ϕ0, ∀ϕ ∈ H1/2(ΓR).

Proposition :∥∥∥∥Tε − T0 −
−1

ln ε
δT

∥∥∥∥ = o

(
1

ln ε

)
�



On pose :

δa(u, v) =
umean

J0(kR)

vmean

J0(kR)
, ∀ u, v ∈ V (ΩR).

Proposition :

‖aε − a0 − f (ε)δa‖ = o(f (ε)), f (ε) =
−2π

ln ε
�

La méthode de l’adjoint ⇒ J(uε)− J(u0) = f (ε)Re(δa(u0, p0)) + o(f (ε)).
On montre que :

δa(u0, p0) = δa(uΩ, pΩ) = uΩ(x0) pΩ(x0)



Théorème (Samet, Amstutz, Masmoudi, 2003) :
Pour N = 2, on a le développement asymptotique suivant :

j(Ω\B(x0, ε))− j(Ω) =
−2π

ln ε
Re(uΩ(x0) pΩ(x0)) + o

(
1

ln ε

)
�

Ainsi, la dérivée topologique en x0 est donnée par :

g(x0) = Re(uΩ(x0) pΩ(x0)).

Remarque : L’expression de la dérivée topologique pour N = 2 est
indépendante de la forme du trou. Ce n’est pas le cas pour N = 3 ! ! !



Le cas N = 3 et ωε = εω

Dans le cas où ω est de forme quelconque, l’idée consiste à approcher
uϕε − uϕ0 par la solution d’un problème extérieur à ωε où seulement la
partie principale de l’opérateur non-homogène est considérée.
La variation uϕε − uϕ0 est solution de : ∆(uϕε − uϕ0 ) + k2(uϕε − uϕ0 ) = 0 dans Dε

uϕε − uϕ0 = −uϕ0 sur ∂ωε
uϕε − uϕ0 = 0 sur ΓR

On approche uϕε − uϕ0 par uε,ϕ solution de : ∆uε,ϕ + k2uε,ϕ = 0 dans Dε
uε,ϕ = −uϕ0 (0) sur ∂ωε
uε,ϕ = 0 sur ΓR

On approche uε,ϕ par vϕε , où vϕε (x) = vϕω
(
x
ε

)



Ici, vϕω est la solution du problème extérieur : −∆vϕω = 0 dans R3\ω
vϕω = 0 à ∞
vϕω = −uϕ0 (0) sur ∂ω

On montre que :

vϕε (x) = ε

(∫
∂ω

pω(x) dω

)
E (x) + O(ε2),

où pω ∈ H−1/2(∂ω) est la solution de l’équation intégrale :∫
∂ω

E (y − x)pω(x) dω = −uϕ0 (0), ∀ y ∈ ∂ω.

En posant : Pϕω (x) =
(∫
∂ω

pω(x) dω
)
E (x), on peut écrire :

uϕε − uϕ0 = εPϕω (x) + R(ε)



Première tentative d’approximation : On introduit l’opérateur δT défini
par :

δTϕ = ∇Pϕω · n|ΓR
, ∀ϕ ∈ H1/2(ΓR).

On montre le résultat suivant :

‖Tε − T0 − εδT‖ = O(ε)

Résultat non exploitable ! on cherche o(ε) non O(ε).
Approximation finale : On introduit un terme correctif Qϕ

ω solution du
problème intérieur :{

∆Qϕ
ω + k2Qϕ

ω = 0 dans B(0,R)
Qϕ
ω = Pϕω |ΓR

sur ΓR

On introduit l’opérateur δT défini par :

δTϕ = ∇(Pϕω − Qϕ
ω ) · n|ΓR

, ∀ϕ ∈ H1/2(ΓR)

Proposition :

‖Tε − T0 − εδT‖ = o(ε) �



On pose :

δa(u, v) =

∫
ΓR

δTu v dΓR , ∀ u, v ∈ V (ΩR)

Proposition :

‖aε − a0 − εδa‖ = o(ε) �

La méthode de l’adjoint ⇒ J(uε)− J(u0) = εRe(δa(u0, p0)) + o(ε).
On montre que :

δa(u0, p0) = δa(uΩ, pΩ) = Aω(uΩ(x0))pΩ(x0)

Ici,

Aω(uΩ(x0)) =

∫
∂ω

pω(x) dω,

où ∫
∂ω

E (y − x)pω(x) dω = −uΩ(x0), ∀ y ∈ ∂ω.



Théorème(Samet-Pommier, 2004) :
Pour N = 3, ωε = x0 + εω, on a le développement asymptotique suivant :

j(Ω\ωε)− j(Ω) = εRe

[(∫
∂ω

pω(x) dω

)
pΩ(x0)

]
+ o(ε). �

Ainsi, l’expression de la dérivée topologique en dimension 3 est donnée
par :

g(x0) = Re

[(∫
∂ω

pω(x) dω

)
pΩ(x0)

]
Cas perticulier ωε = B(x0, ε) : Dans ce cas, on montre que :

g(x0) = 4πRe(uΩ(x0) pΩ(x0))



Optimisation d’un guide d’ondes électromagnétique

Model : H-plane, harmonic wave (Helmholtz), mode TE10

Une exitation est imposée sur Γ1 : ue(y) = cos
(
πy
d

)
.

Fonction coût à maximiser : j(Ω) = J(uΩ) = |S12(uΩ)|2
Ici, uΩ = Ez , k = 10.



I 88.45% de l’énergie est réfléchie.

I La dérivée topoloogique présente trois maxima locaux.

I En chaque maximum local, on introduit un point métallique.



I Première itération : 39.19% de l’énergie est perdue

I Deuxième itération : 0.7 % de l’énérgie est perdue !



Inégalité de Wente pour l’opérateur de
Helmholtz modifié



Introduction

Problème de Wente :

I Soit Ω un ouvert de R2 et u = (a, b), a, b ∈ H1(Ω,R).

I On considère le problème : trouver Φ0 solution de

(W0) : −∆Φ0 = det(∇u) = ax1bx2 − ax2bx1 dans Ω

avec la condition aux limites (condition de Dirichlet) :

(D) :

∣∣∣∣ Φ0 = 0 sur ∂Ω si Ω est borné,
Φ0(x) → 0 quand ‖x‖ → +∞ si Ω = R2.

I Le problème (W0)− (D) est connu en littérature sous le nom du
problème de Wente classique.

I A première vue, on a :

f = det(∇u) ∈ L1(Ω)⇒ Φ0 ∈W 1,p(Ω) ∩ Lq(Ω), p < 2, q <∞.



Régularité :
En adaptant un travail de H. Wente, H. Brezis et J. M. Coron ont obtenu
une régularité plus forte de la solution du problème (W0)− (D).

Théorème (Brezis-Coron, 1984) :
Soit Ω un ouvert borné et régulier de R2. Supposons que a, b ∈ H1(Ω) et
soit Φ0 ∈W 1,1

0 (Ω) l’unique solution de (W0)− (D). Alors :

1. Φ0 ∈ C (Ω) ∩ H1
0 (Ω)

2. Il existe C (Ω) > 0 telle que :

(∗) ‖Φ0‖∞ + ‖∇Φ0‖2 ≤ C (Ω)‖∇a‖2‖∇b‖2 �

(∗) : inégalité de Wente



Inégalité de Wente avec une constante universelle :

I Le cas Ω = B(0, 1) : ∃C > 0 tel que :

‖Φ0‖L∞(B) + ‖∇Φ0‖L2(B) ≤ C‖∇a‖L2(B)‖∇b‖L2(B)

I Le cas Ω un ouvert borné simplement connexe de frontière C 1 : il
existe une transformation conforme

T : Ω → B(0, 1)

x = (x1, x2) 7→ Tx = (T1(x),T2(x))

Pour a, b ∈ H1(Ω) et Φ0 la solution de (W0)− (D) dans Ω, on pose :

ã(y) = a(T−1(y)), b̃(y) = b(T−1(y)), Φ̃0(y) = Φ0(T−1(y)).

On vérifie que Φ̃0 est la solution de :

(W̃0) : −∆Φ̃0 = det(∇ũ) dans B(0, 1)

avec la condition aux limites :

(D̃) : Φ̃0 = 0 sur ∂B(0, 1).



D’après le cas précédent :

‖Φ̃0‖L∞(B) + ‖∇Φ̃0‖L2(B) ≤ C‖∇ã‖L2(B)‖∇b̃‖L2(B).

On vérifie :

‖Φ̃0‖L∞(B) = ‖Φ0‖L∞(Ω), ‖∇Φ̃0‖L2(B) = ‖∇Φ0‖L2(Ω).

I Cas d’un ouvert borné quelconque (non nécessairement simplement
connexe) : [F. Bethuel-J. M. Ghidaglia, 1993].



Constantes optimales :
Notons :

C 0
∞(Ω) := sup

∇a,∇b 6=0

‖Φ0‖∞
‖∇a‖2‖∇b‖2

, C 0
2 (Ω) := sup

∇a,∇b 6=0

‖∇Φ0‖2

‖∇a‖2‖∇b‖2

Constante optimale pour la norme ‖ · ‖∞ :

Théorème (Baraket, 1996) :

1. C 0
∞(R2) = 1/2π

2. Si Ω est un ouvert borné de R2, alors : C 0
∞(Ω) ≥ 1/2π

3. Si de plus, Ω est simplement connexe, C 0
∞(Ω) = 1/2π �

Théorème (Topping, 1997) :
Soit Ω un ouvert borné de R2. On a :

C 0
∞(Ω) = 1/2π �



Constante optimale pour la norme ‖ · ‖2 :

Théorème (Yuxin, 1998) :
Soit Ω un ouvert borné de R2. On a :

C 0
2 (Ω) =

√
3

16π
�



Problème de Wente pour l’équation de HM

Soit Ω un ouvert de R2, u = (a, b) ∈ H1(Ω,R2), α > 0 (constante) et
Φα solution de (Wα)− (D), où

(Wα) : −∆Φα + αΦα = det(∇u) sur Ω.

Proposition (régularité) :
Soit Ω un ouvert borné et régulier de R2 et a, b ∈ H1(Ω). Alors
(Wα)− (D) admet une et une seule solution Φα ∈ H1

0 (Ω) ∩ C (Ω). De
plus,

(∗∗) ‖Φα‖∞ +
‖∇Φα‖2

2 + α‖Φα‖2
2

‖∇Φα‖2
≤ C‖∇a‖2‖∇b‖2,

où C > 0 est une constante universelle. �

Pour α = 0, (∗∗) est l’inégalité de Wente classique.



Démonstration : Il suffit d’écrire :

Φα = Φ0 + Ψα,

où Φ0 est solution de (W0)− (D) et Ψα est solution de{
−∆Ψα + αΨα = −αΦ0 dans Ω

Ψα = 0 sur ∂Ω.

On note :

Cα∞(Ω) := sup
∇a,∇b 6=0

‖Φα‖∞
‖∇a‖2‖∇b‖2

, Cα2 (Ω) := sup
∇a,∇b 6=0

‖∇Φα‖2
2 + α‖Φα‖2

2

‖∇a‖2‖∇b‖2‖∇Φα‖2

Difficultés :

I Opérateur non-homogène : pas d’invariance par transformation
conforme.

I Manipulation des fonctions de Bessel modifiées.



Constante optimale pour la norme ‖ · ‖∞
On s’intéresse à la détermination de la constante optimale :

Cα∞(Ω) := sup
∇a,∇b 6=0

‖Φα‖∞
‖∇a‖2‖∇b‖2

.

Théorème (Samet-Jleli, 2008) :

Cα∞(R2) = C 0
∞(R2) =

1

2π
, ∀α > 0 �

Théorème (Samet-Jleli, 2008) :
Soit Ω un ouvert borné et régulier de R2. On a :

1

2π
≤ Cα∞(Ω) ≤ 1

π
, ∀α > 0 �

La détermination exacte de Cα∞(Ω) reste un problème ouvert !



Constante optimale pour la norme ‖ · ‖2

On s’intéresse à la détermination de la constante optimale :

Cα2 (Ω) := sup
∇a,∇b 6=0

‖∇Φα‖2
2 + α‖Φα‖2

2

‖∇a‖2‖∇b‖2‖∇Φα‖2.

On a obtenu le résultat suivant.

Théorème (Samet-Jleli, 2008) :
Soit Ω un ouvert borné et régulier de R2. On a :

Cα2 (R2) ≤
√

3/32π ≤ Cα2 (Ω) ≤
√

3/16π, ∀α > 0 �



Extension à une large classe d’opérateurs

Nous considérons le problème :

(W ) :

{
A ~UA = ~F dans R2

~UA(x) → ~0 quand ‖x‖ → +∞

où A est un opérateur elliptique,
−→
UA et ~F sont deux vecteurs de RN

donnés par :

~UA(x) = (U1
A(x),U2

A(x), · · · ,UN
A (x)), x ∈ R2

~F (x) = (F 1(x),F 2(x), · · · ,FN(x)).

Pour tout i , la composante F i est donnée par :

F i (x) = aix1
bix2
− aix2

bix1
= det(∇ui ),

où ui = (ai , bi ) ∈ H1(R2,R2).



Notations :

I Soit ~X une fonction vectorielle définie par :

~X (x) = (X 1(x),X 2(x), · · · ,XN(x)), ∀ x ∈ R2.

Nous notons :
‖~X‖∞ := sup

1≤i≤N
‖X i‖∞.

I La distribution matricielle EA ∈ D′(R2,RN×N) désigne la solution

fondamentale de A : chaque colonne E j
A est solution de AE j

A = δej ,
où δ est la distribution de Dirac et (ej)j est la base canonique de RN .



Hypothèses :

I (H1) : Pb (W) admet une et une seule solution dans H1(R2)N .

I (H2) : La solution fondamentale s’écrit :

EA(x) = τ f (r)IN + GA(x)

où GA = (GA(i , j))1≤i,j≤N satisfait :{
GA(i , j) ∈ L∞(R2), ∀ i , j
∃ j | ∂rGA(i , j) = 0, ∀ i .

I (H3) : La fonction f ∈ C 1(0,+∞) et vérifie :
lim
r→0+

rf (r) = 0

r 7→ rf ′(r) ∈ L∞(0,+∞)
sup
r≥0

r |f ′(r)| = 1.

I (H4) : A[ ~UA(x + x0)] = ~F (x + x0), ∀ x , x0 ∈ R2.



Estimation dans L∞ :

Proposition :
Sous les hypothèses (H1)-(H4), nous avons l’estimation suivante :

‖ ~UA‖∞ ≤ (τ + ν)
N∑
i=1

‖∇ai‖2‖∇bi‖2,

où ν := sup
1≤i,j≤N

‖GA(i , j)‖∞ �

On note :

CA
∞(R2) := sup

(a,b)∈V

‖ ~UA‖∞∑N
i=1 ‖∇ai‖2‖∇bi‖2

où
V := {(a, b) ∈ H1(R2,R2N) | ∃ i0; ‖∇ai0‖2‖∇bi0‖2 6= 0}.



Estimation de la constante optimale : On a le résultat suivant.

Théorème (Samet-Jleli, 2007) :
On suppose que les hypothèses (H1)-(H4) sont vérifiées. Soit
g : (0,+∞)→ R une fonction vérifiant :

I g ∈ C∞(0,+∞)\{0}
I r 7→ rg2(r) ∈ L1(0,+∞)

I r 7→ r3g ′2(r) ∈ L1(0,+∞)

I lim
r→0+

rg(r) = 0

I lim
r→0+

r2f (r)g2(r) = 0.

Alors,
τLA(g) ≤ CA

∞(R2) ≤ (τ + ν),

où

LA(g) :=

∣∣∣∫ +∞
0

r2f ′(r)g2(r) dr
∣∣∣∫ +∞

0
r3g ′2(r) dr

�



Cas particuliers :
Opérateur de Laplace : A = −∆ et N = 1

EA(x) = − 1

2π
ln r , ∀ x ∈ R2\{0}

I Les hypothèses (H1)-(H4) sont vérifiées avec :

τ =
1

2π
, f (r) = − ln r , GA ≡ 0.

I On considère la famille de fonctions (gε)ε>0 :

gε(r) = rε−1e−r/2, ∀ r > 0.

I On applique le théorème précédent : pour tout ε > 0,

1

2π
L−∆(gε) ≤ C−∆

∞ (R2) ≤ 1

2π
.

I On fait tendre ε→ 0+ : C−∆
∞ (R2) = 1/2π.



Opérateur de HM : A = −∆ + αI et N = 1

EA(x) =
1

2π
K0(
√
αr), ∀ x ∈ R2\{0}

où K0 est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce et d’ordre 0.

I Les hypothèses (H1)-(H4) sont vérifiées avec :

τ =
1

2π
, f (r) = K0(

√
αr), GA ≡ 0.

I On applique le théorème précédent : pour tout ε > 0,

1

2π
L−∆+αI (gε) ≤ C−∆+αI

∞ (R2) ≤ 1

2π
.

I On fait tendre ε→ 0+ : C−∆+αI
∞ (R2) = 1/2π.



Opérateur de Lamé :
A~U = −µ∆~U − (λ+ µ)∇(div~U), λ ≥ 0, µ > 0, N = 2
La solution fondamentale EA ∈ D′(R2,R2×2) de A est donnée par :

EA(x) = β ln r I2 + γere
t
r , ∀ x ∈ R2\{0}

où

β = − λ+ 3µ

4πµ(λ+ 2µ)
, γ =

λ+ µ

4πµ(λ+ 2µ)
.

I Les hypothèses (H1)-(H4) sont vérifiées avec :

τ = −β, f (r) = − ln r , GA(x) = γere
t
r , ν = γ.

I On applique le théorème précédent :

−βLA(gε) ≤ CA
∞(R2) ≤ −β + γ, ∀ ε > 0.

I Pour ε→ 0+, on obtient :

−β ≤ CA
∞(R2) ≤ −β + γ.



FIN


