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Introduction

Ce travail est motivé par le probleme de I'étude de la structure des sous-facteurs du facteur
hyperfini de type II; selon la classification de Murray-von Neumann. Rappelons qu’un facteur est
une algebre de von Neumann dont le centre est trivial. Les références de base sur la théorie des
sous-facteurs, développée par V. Jones, sont larticle [J] et le livre [GHJ]. Parmi les invariants
classiques d’un sous-facteur My du facteur hyperfini M7, se trouvent deux invariants numériques,
Iindice et la profondeur, et le graphe principal. Un théoreme fondamental de V. Jones affirme que
les valeurs possibles pour l'indice [M; : My] appartiennent & ’ensemble

T

{4cos*(=),n > 3} U [4, +o0).
n

La classification des sous-facteurs de M7 a été donnée par S. Popa pour les valeurs d’indice

inférieures ou égales a 4 et dans une série de travaux plus récents pour les valeurs d’indices dans I'in-

tervalle |4, 3++/3[. En revanche, ce probléme reste largement ouvert pour d’autres valeurs d’indice.

Beaucoup de travaux ont consisté a décrire les inclusions & l'aide d’actions de structures
algébriques sur M;. Si My C M; est une inclusion de facteurs de type II; la construction de
base permet de fabriquer une tour de facteurs

My C My C My C M3 C ...

appelée tour de Jones. Lorsque l'inclusion est irréductible (c’est-a-dire M| N M; = C), lindice
[M; : Mp] fini et la profondeur égale & 2, le travail de W. Szymanski ([Szy]) a montré 'existence
d’une C*-algebre de Hopf de dimension finie (ou groupe quantique fini) B agissant sur M; et telle
quon ait My = M, I'algebre des points fixes de M; sous l'action de B, et My ~ M; x B, le
produit croisé de M; par B. Lorsque U'indice est infini, M. Enock et R. Nest ont montré ([EnNe])
que l'inclusion provenait de I'action d’'un groupe quantique localement compact dans le sens de
J. Kustermans et S. Vaes ([KV]). Lorsque l'inclusion est réductible, l'indice fini et la profondeur
toujours égale a 2, D. Nikshych et L. Vainerman ont montré dans Particle [NV] que I'inclusion était
cette fois-ci décrite par I'action d’une C*-algebre de Hopf faible de dimension finie ou groupoide
quantique fini ([BNSz]). Plus précisément, ils ont muni les commutants relatifs A = M} N Mz et
B = M{ N Mjs de structures de C*-algebres de Hopf faibles duales I'une de I'autre agissant respecti-
vement sur M; et Ms telles que My ~ Mf‘, My ~ My x A, My ~ MQB et M3 ~ Ms x B. M. Enock
et J-M. Vallin ont traité le cas d’indice infini & ’aide des groupoides quantiques infinis ([EV]).

Nous revenons maintenant au probleme de la classification des sous-facteurs par le biais de
I’étude des facteurs intermédiaires d’une inclusion. Lorsque l'inclusion My C M; est irréductible,

iii



iv INTRODUCTION

Y. Watatani a montré dans [W] que ses facteurs intermédiaires formaient un treillis fini. Dans
le cas réductible en revanche, on peut seulement affirmer que les algebres de von Neumann in-
termédiaires forment un treillis, infini en général. Cependant, supposons que nous ayons une in-
clusion MZ C M; C M; x B d’indice fini et de profondeur 2 ol B est C*-algebre de Hopf faible,
D. Nikshych et L. Vainerman ont démontré dans [NV1] 'existence d’une correspondance de Galois
entre les facteurs intermédiaires de inclusion M7 C M; x B et certains sous-objets de B, les
coidalgebres involutives connexes (la terminologie « coidalgebre » a été introduite par M-C. David
et N. Thiéry dans l'article [DT], & ceci prés qu’une coidalgebre était toujours supposée involutive).
Plus précisément, si M est un facteur intermédiaire M; C M C My x B, alors (M) N M est une
coidalgebre involutive connexe de B et, réciproquement, si I est coidalgebre involutive connexe de
B, alors My x I est un facteur intermédiaire de My C M; x B. De plus, le graphe principal d’un
facteur intermédiaire peut-étre obtenu a partir du diagramme de Bratteli d’une inclusion d’algebres
de dimension finie.

Les algebres de Hopf faibles sont liées & un autre domaine de recherche, les catégories de fusion
([ENQ]). Comme les algebres de Hopf, leur coproduit permet de mettre une structure monoidale sur
la catégorie de leurs représentations ([BSz],[NTV]), et sous certaines hypotheses supplémentaires,
notamment de semi-simplicité, la catégorie de leurs représentations est une catégorie de fusion.
Réciproquement, T. Hayashi et K. Szlachanyi ont, indépendamment, démontré que toute catégorie
de fusion était équivalente a la catégorie des représentations d’une algebre de Hopf faible semi-
simple ([H],[Sz]). Ce théoreme de reconstruction possede la qualité d’étre explicite et donc de per-
mettre, a partir d’une catégorie de fusion donnée, de décrire ’algebre de Hopf faible la réalisant.
C’est ce lien avec les catégories qui nous permettra a la fois de construire des C*-algebres de Hopf
faibles, mais aussi d’étudier leurs coidalgebres grace a la théorie des catégories de module ([O1]).

Le but de ce travail est donc de mettre en pratique la correspondance de Galois de D. Nik-
shych et L. Vainerman. Nous parviendrons ainsi, grace a des méthodes algébriques, a décrire une
famille concrete d’inclusions de facteurs de type I1; d’indice de la forme (n + /n)? avec n > 1 en-
tier. De plus, nous serons en mesure de décrire des graphes principaux de facteurs intermédiaires et
de montrer ’existence d’une sous-famille d’inclusions pour laquelle cette description est exhaustive.

Le premier chapitre présente les objets mathématiques et les résultats que nous utiliserons au
cours de ce travail. En particulier, ce chapitre comporte la définition des catégories de Tambara-
Yamagami ([TY]), 'énoncé du théoreme de reconstruction ([H], [Sz]) et de la correspondance de
Galois. Une catégorie de Tambara-Yamagami C(G, x, 3) est une catégorie de fusion paramétrée
par un groupe abélien fini GG, un bicaractere symétrique non dégénéré y sur G et une constante
[ liée a l'ordre n de . Ses objets simples sont les éléments du groupe G et un élément m et les
morphismes d’associativité sont donnés a ’aide de x et 3. Ce sont a partir de ces catégories que
nous construirons une famille de C*-algebres de Hopf faibles.

Le second chapitre comporte deux parties. La premiere est consacrée a la construction des
algebres de Hopf faibles associées aux catégories de Tambara-Yamagami, en utilisant le théoréeme
de reconstruction. Nous en décrivons toute la structure (structure d’algebre, coproduit, antipode,
co-unité) ainsi que la structure des sous-algebres co-unitales By et B et le diagramme de Bratteli
de l'inclusion By C B. Ce qui nous permet de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit B l'algébre de Hopf faible semi-simple associée a la catégorie de Tambara-



Yamagami C(G, x, 3), n = |G|. Alors :

(i) La décomposition de B en somme directe d’algebres simples est

B~ @D My 11(C) ® Moy (C).
geG

(ii) B est une C*-algébre de Hopf faible biconnexe, réguliére et autoduale, et 'indice de I'in-
clusion B; C B est égal & (n + v/n)2.

Grace a ce théoreme, nous pourrons construire, dans le chapitre suivant, une inclusion M C
M x B de facteurs hyperfinis de type II; d’indice (n + /n)? pour tout n supérieur a 1.

Dans la deuxieéme partie de ce chapitre nous calculons deux familles de coidalgebres involutives
connexes de B, Iy et Jy, paramétrées par les sous-groupes H de G pour toute C*-algebre de
Hopf faible associée a une catégorie de Tambara-Yamagami C(G, x, ). Nous donnons notamment
la décomposition en somme directe d’algebres simples, le diagramme de Bratteli de l'inclusion
B: C I et le projecteur de Jones p; pour toute coidalgebre I appartenant a une de ces familles.
Ces résultats nous permettront dans le chapitre trois de construire des facteurs intermédiaires de
Iinclusion M C M x B et de calculer leur indice et leur graphe principal. Finalement, nous mon-
trons que Pensemble {Iy|H < G} U{Jy|H < G} forme un treillis et donnons 'exemple concret

de ce treillis lorsque G = H Z,/pZ avec P un ensemble de nombres premiers deux a deux distincts.
peP

Le troisieme chapitre est scindé en trois parties. La premiere partie est théorique. Nous éta-
blissons le lien entre les catégories de module sur une catégorie de fusion et les algebres de comodule
sur une algebre de Hopf faible. Dans la deuxieme partie, nous adaptons la théorie de Clifford pour
les catégories de module développée par C. Galindo dans [G] pour calculer une famille de catégories
de module sur les catégories de Tambara-Yamagami. Lorsque 'ordre du groupe G paramétrant la
catégorie de Tambara-Yamagami est sans facteur carré, nous obtenons une classification complete
des catégories de module simples sur C(G, x, ) :

Théoréme. Soit M une catégorie de module simple sur la catégorie C = C(G, x, 8) avec |G| sans
facteur carré. Il existe un sous-groupe H de G tel que M soit équivalente a la catégorie M(H) dont
les objets simples sont les classes de G/H et de G/H* (ou H+ = {g € H| x(g9,h) = 1,Yh € H})
avec la structure de catégorie de module sur C :

g M =g+ M, me M= @ ]\Nf7
NeG/H*:
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et les morphismes structurels

fgg' v = idgigiin
Pggar = 1dg-&-g'—&-1'v77
HgmM = @ x(u(M), g)id4;,
MeG/H*'
Hm.g,M = @ x(u HQM)dM7
MeG/H-
:U’g,m,M = @ X ldM,
MeG/H
gt = B xlu 57)idar,
MeG/H
tmmn = P (x —g—u(M))idN>~ ’
NeG/H MeG/H+,geG,g+M=N
Mo BlH —g—u(M))id ) -
- ﬁée (HN @O, g —u(D)idg)

pour tous ¢, ¢ dans G, M dans G/H, M dans G/H".
De plus, les catégories de module M(H) et M(H’) sont équivalentes si et seulement si H = H’
ou H=H'"".

Dans la troisieme partie, nous commencons par déduire de la classification précédente que, si
B est associée & C(G, x, 3), |G| sans facteur carré, pour toute coidalgebre involutive connexe I
de B, le diagramme de Bratteli de B; C I est un de ceux calculés dans le chapitre deux. Nous
appliquons ensuite les différents théoremes de la correspondance de Galois pour construire une
inclusion M C M x B de facteurs hyperfinis de type II; d’indice (n + +/n)?, pour tout n supérieur
ou égal a 1, et, dans le cas ou n est sans facteur carré, nous obtenons la description exhaustive
des graphes principaux des facteurs intermédiaires de I'inclusion M C M x B. Il s’agit des graphes
suivants, ou d parcourt I’ensemble des diviseurs de n :

* 1 1
2
d
d

Figure a Figure b



vii

Cette description permet alors de prouver le théoréeme suivant :

Théoréme. Soit B la C*-algebre de Hopf faible biconnexe et réguliere associée a la catégorie de
Tambara-Yamagami C( H Z/pZ,x, 3). Soit
peP

My C My C My C Mjs
la tour de Jones de profondeur 2 de facteurs hyperfinis de type II; telle que
M1:M2B et M3:M2><|B.

On définit sur les facteurs intermédiaires de l'inclusion My C My x B la relation d’équivalence R
suivante : deux facteurs intermédiaires M et N sont équivalents s’ils ont le méme graphe principal.
Alors les classes d’équivalence pour R forment un treillis isomorphe au treillis des sous-ensembles
d’un ensemble a card(P) + 1 éléments.

Dans 'appendice, nous décrivons les structures de catégorie de module des catégories des
représentations des coidalgebres du chapitre deux et nous donnons des conditions d’équivalence
de Morita pour des algebres de Hopf faibles possédant la méme structure d’algebre.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Algebres de Hopf faibles.

1.1.1 Définition.

La notion de groupoide quantique fini sur C coincide avec la notion de C*-algebre de Hopf
faible (de dimension finie). Nous utiliserons cette derniére terminologie. On suppose pour I'instant
que k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Définition 1.1.1. Une cogébre B (sur k) est un k-espace vectoriel B muni d’une application k-
linéaire A : B — B ®j, B coassociative, c’est-a-dire vérifiant (A @ id)A = (id @ A)A, appelée
coproduit, et d’'une application k-linéaire € : B — k vérifiant (¢ ® id)A = (id® €)A = id, appelée
co-unité.

Soient (A, A4,e4) et (B,Ap,ep) deux cogébres. Un morphisme de cogébres o : A — B est
une application k-linéaire telle que Agpop =(p® p)oAy etepop =cy4.

Soit 7 : B ®, B — B ®y, B lapplication k-linéaire définie par 7(b ® ¢) = (¢ ® b) pour tous
b,c dans B. Un anti-morphisme de cogébres 1 : A — B est une application k-linéaire telle que
Apotp=(p®@¢)oToAy eteporh =cq.

On utilise la notation de Sweedler A(b) = b(1) ® bz) pour tout élément b appartenant a une
cogebre B.

Définition 1.1.2 ([BNSz], 2.1). Une algébre de Hopf faible (sur k) est un k-espace vectoriel B
de dimension finie muni d’une structure d’algébre (B, m,1) et d’une structure de cogébre (B, A, ¢)
telles que :

(i) A(ab) = A(a)A(b), Ya,b € B,

(1) (A®idA(1) =1 A1)(A1)®1)=(A1)®1)(1®A(1)),

(ZZZ) e(abc) = 6(@()(1))6(17(2)6) = €(ab(2))€(b(1)c), Ya,b,c € B,

(iv) il existe un anti-isomorphisme d’algébres et de cogébres S : B — B appelé antipode
vérifiant pour tout b dans B :

m(zd® S)A(b) = 5(1(1)17)1(2),

1



2 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

S(b1))b2)S(besy) = S(b).

Si A et B sont deux algébres de Hopf faibles, ¢ : A — B est un morphisme d’algébres de Hopf
faibles si @ est un morphisme d’algebres et de cogébres vérifiant que Spop =@p oS4 ou S et Sp
sont les antipodes respectives de A et B.

Une algebre de Hopf faible est une algebre de Hopf si et seulement si on a A(1) =1® 1 ou la
co-unité est un morphisme d’algebre.

1.1.2 Algebre de Hopf faible duale.

Définition et proposition 1.1.3 ([BNSz], 2.1). Soit B une algébre de Hopf faible. L’espace
vectoriel dual B = Homy (B, k) muni du produit, du coproduit et de l’antipode définis par :

(e, b) = (p @Y, A(b)),

o~

(Ap),b® a) = (p,ab),

(S(0),0) = (0, S(b)),

de lunité 1 = £ et de la co-unité & : © — (1) est une algébre de Hopf faible, appelée algébre de
Hopf faible duale de B.

L’isomorphisme k-linéaire canonique de B dans B qui & = associe l'application p — p(x) est
un isomorphisme d’algebres de Hopf faibles.

1.1.3 Sous-algebres co-unitales.

Définition et proposition 1.1.4 ([BNSz], 2.2). Soit B une algébre de Hopf faible.
On appelle application co-unité but de B Uapplication e, définie par £,(b) = €(1(1)b)1(2) pour
tout b dans B. L’image By = &1(B) est une sous-algébre de B appelée sous-algébre co-unitale but.
On appelle application co-unité source de B lapplication e, définie par £,(b) = 1(1ye(bl(z))
pour tout b dans B. L’image By = £5(B) est une sous-algebre de B appelée sous-algébre co-unitale
source.

Proposition 1.1.5 ([BNSz|, 2.2). Soit B une algébre de Hopf faible, &, et €5 les applications
co-unités but et source, By et By les sous-algébres co-unitales but et source. On a les propriétés
sutvantes :

(i) eroer =€, €5 065 = €5,

(i) By = {b € B|A(b) = A(l)(i)@ 1)}, Bs = {b € B|A(b) :£1 ®b)A(1)},

(iii) Bt = {(¢ @ id)A(1),¢ € B}, Bs = {(id® ¢)A(1),¢ € B},

(iv) A(1) € Bs; ® By,

(v) esoey =Soeg =¢e5008,

(vi) S(By) = Bs, S(Bs) = By,

(vi) zt =tz, Vz € B, Vt € By

Si B est une algebre de Hopf, alors la représentation triviale de B est la représentation de
dimension 1 donnée par la co-unité. Lorsque B est une algebre de Hopf faible, la co-unité n’est pas
un morphisme d’algebres et ne définit donc pas une représentation de B.
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Définition et proposition 1.1.6 ([BNSz], 2.4). Soit B une algébre de Hopf faible. L’algébre
co-unitale but By est un B-module via b.z = €;(bz) pour tous b dans B et z dans B;. On Uappelle
la représentation triviale de B. R

De plus, Uapplication de By vers Bs qui a z associe T(1)<T(2),z> est un isomorphisme de B-
modules.

Remarque. L’application z —— T(1)<T(2),z> est aussi un isomorphisme d’algebres de B, vers
B,.

Nous rappelons maintenant la notion d’algebre séparable et d’élément de séparabilité, symétrique
ou non. Cette notion interviendra dans le théoréeme de reconstruction.

Définition et proposition 1.1.7 ([P], [A]). Une k-algébre (A, m,1) est séparable si la multi-
plication m : A ®x A — A possede un inverse a droite en tant que morphisme de A-bimodules.
Cette condition est équivalente a l’existence d’un élément dit de séparabilité e € A ®y A tel que
me) =1, (a®1l)e =e(l®a) et (1®@a)e =e(a® 1) pour tout a dans A. Si e est un élément
de séparabilité pour A vérifiant 7(e) = e (la volte est définie dans la définition 1.1.1), on dit que
e est symétrique. Toute k-algebre semi-simple de dimension finie posséde un unique élément de
séparabilité symétrique.

Proposition 1.1.8 ([BNSz], proposition 2.11). Soit B une algébre de Hopf faible. Les sous-algébres
co-unitales By et B, sont séparables. L’élément S(1(1y) ® 1(2) est un élément de séparabilité pour
By et Iélément 11y @ S(1(2y) est un élément de séparabilité pour Bs.

Nous donnons quelques égalités qui nous serviront pour les futurs calculs.

Lemme 1.1.9 ([BNSz]). Pour tous b dans B, t dans B et z dans By, on a :
() 1pla) ®le) ®le) =10 @elle) ®lw),
(i1) b1y ® b(z)S(t) = byt @ b(ay,
(i11) 5(2)b) ® biz) = b1y ® 2b(a),
(iv) 6,5(1(1)) ® 1oz = 5(1(1)) ® lgyz = et(l(l)z) ® 1(g)-

Les trois premieres égalités sont les égalités (2.11a), (2.31a) et (2.31b) de [BNSz| tandis que la
quatriéme est obtenue en combinant les égalités (2.24a) et (2.30d) de [BNSz].

1.1.4 Les exemples issus des groupoides.

Pour tout groupe fini G, I'algébre du groupe kG et 1'algebre des fonctions sur le groupe k(G)
sont des algebres de Hopf. Un ro6le analogue est joué par les groupoides finis pour les algebres de
Hopf faibles. Nous rappelons ici la notion de catégorie.

Définition 1.1.10. Une catégorie C est la donnée :

(i) d’une classe d’objets Ob(C), nous noterons X € C pour X € 0b(C),

(i) d’un ensemble Hom(X,Y') pour tous objets X,Y de C dont les éléments ¢ sont appelés
morphismes de X versY et notés p: X — Y,

(iii) d’un morphisme @ o : X — Z pour tous morphismes p : X — Y et ¢ 1Y — Z
appelé composée de ) et o vérifiant la condition d’associativité v o (1) on) = (@ o1h) on pour tous
morphismes @, ¥ et n composables,
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(iv) d’un morphisme idx : X — X pour tout objet X de C appelé identité de X vérifiant
idx o @ = p pour tout morphisme ¢ d’un objet Y de C vers X ety oidx = 1 pour tout morphisme
¥ de X wers un objet Z de C.

Lorsque les objets de C forment un ensemble, on appelle C une petite catégorie.

Définition 1.1.11. Un groupoide est une petite catégorie dans laquelle tous les morphismes sont
inversibles. Un groupoide est dit fini s’il possede un nombre fini de morphismes. Si G est un
groupoide, on note G° = {gg~'|g € G} l'ensemble des unités de G.

Définition et proposition 1.1.12 ([NTV]). Soit G un groupoide. L’algébre du groupoide kG est
le k-espace vectoriel kG = Vect{glg € G} muni du produit défini sur les éléments de la base par
gh =goh si g et h sont composables, 0 sinon, et étendu par linéarité. Munie du coproduit, de la
co-unité et de l’antipode définis respectivement par A(g) = g®g, e(g) = 1 et S(g) = g~ pour tout
g dans G, kG est une algébre de Hopf faible. Les applications co-unités but et source sont définies
par :(9) = g9~ et e5(g) = g~ 1g pour tout g dans G et correspondent respectivement a prendre le
but et la source du morphisme. Les algébres co-unitales but et source, kG; et kGs, sont confondues
et égales a kG = Vect{gg~'|g € G}.

L’algeébre des fonctions sur le groupoide Fon(G,k) est le k-espace vectoriel Vect{py|lg € G}
muni du produst défini par pgpn = gDy pour tous g,h dans G et étendu par linéarité. Munie

du coproduit, de la co-unité et de l'antipode définis respectivement par A(py) = th & Pgn-1,

heg
e(pg) = 0g.99-1, S(pg) = pg—1 pour tout g dans G, l'algebre Fon(G, k) est une algebre de Hopf faible
isomorphe a l’algébre de Hopf faible duale de kG.

Le coproduit sur les éléments de la base de l'algebre du groupoide kG a la forme tres simple
A(g) = g ® g pour tout g dans G. On dit que ces éléments sont de type groupe. On va définir ce
type d’élément pour une algebre de Hopf faible quelconque.

Définition 1.1.13 ([BNSz|, définition 4.11). Soit B une algébre de Hopf faible.
Un élément b de B est dit de type groupe s’il vérifie

A(b) = AM)(b®b) = (bR b)A(L) et bS(b) = 1.

1.1.5 Connexité et régularité.

Définition 1.1.14. Soit B une algébre de Hopf faible.

On dit que B est connezxe si B; N Z(B) =k et coconnexe si B est connexe. Losrque B est a la
fois connexe et coconneze, on dit qu’elle est biconnexe.

On dit que B est régulicre si S est égale & Uidentité sur By et B.

Proposition 1.1.15 ([BNSz], 2.4). Soit B une algébre de Hopf faible semi-simple. On a :
(i) BsNZ(B)=k< BiNZ(B) =k,
(i) B est connexe si et seulement si B, est un B-module simple,
(ii) B est coconneze si et seulement si By N By = k.

1.1.6 Coidalgebres.

Définition 1.1.16. Soit B une algébre de Hopf faible. Une coidalgébre (a gauche) de B est une
sous-algeébre unifére de B vérifiant A(I) C B® I (on dit que I est un coidéal).
Une coidalgébre I est dite connexe si Z(I) N Bs = k.
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Exemples 1.1.17. 1) B est une coidalgebre d’elle-méme.
2) By est une coidalgebre de B. Elle est incluse dans toute coidalgebre de B. De plus, si B est
coconnexe, alors B; est connexe.

1.2 Catégories de fusion.

1.2.1 Généralités sur les catégories.

Nous avons déja rappelé la définition d’une catégorie (définition 1.1.10). Tout ce qui suit est
tiré du livre [M].

Définition 1.2.1. Soit C une catégorie.
Un morphisme ¢ : X — Y de C est appelé monomorphisme si pour tous morphismes
V1: 4 — X ethy: Z — X, pothy = pohy implique 1 = s.
Un morphisme ¢ : X — Y de C est appelé épimorphisme si pour tous morphismes
V1:Y — Z el g :— Z, 1 0 ¢ = b3 0  implique 1 = .
Un morphisme ¢ : X — 'Y de C est appelé isomorphisme s’il existe un morphisme
e 1Y — X deC tel que o~ op =idx et oot =idy.
Un sous-objet d’un objet X de C est un objet Y de C muni d’un monomorphisme de 'Y vers X.

Définition 1.2.2. Soient C et D deux catégories. Un foncteur F : C — D est la donnée d’une
application des objets de C vers les objets de D et d’une application des morphismes de C vers les
morphismes de D toutes deux notées F telles que :

(i) pour tous objets X,Y de C et pour tout morphisme ¢ : X — Y, F(p) est un morphisme
de F(X) vers F(Y),

(ZZ) f(zdx) = id]:(X), VX eC,

(iti) F(p o) = F(p) o F(¥), si ¢ et 1p sont des morphismes composables de C.

Un foncteur F est dit plein s’il est surjectif sur les ensembles de morphismes.

Un foncteur F est dit fidéle s’il est injectif sur les ensembles de morphismes.

Un foncteur F de C vers D est dit essentiellement surjectif si, pour tout objet Y de D, il existe
un objet X de C tel que F(X) soit isomorphe a Y.

Définition 1.2.3. Une sous-catégorie d’une catégorie C est une catégorie dont les objets sont des
objets de C et dont les morphismes sont des morphismes de C. Une sous-catégorie D de C est dite
pleine si pour tous objets X, Y de D, on a Homp(X,Y) = Home(X,Y).

Définition 1.2.4. Soient C et D deux catégories et F et G deux foncteurs de C vers D. Une
transformation naturelle 0 de F vers G est une application des objets de C vers les morphismes de
D telle que pour tous objets X, Y de C et tout morphisme ¢ : X — Y le diagramme suivant soit
commutatif :

Fx) 22 gx)

F(e) ig(@

F(Y) 55 6Y)

Une transformation naturelle telle que 8(X) soit un isomorphisme pour tout X de C est appelée
une équivalence naturelle.
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Définition 1.2.5. Soit C et D deuz catégories. Une équivalence de catégorie entre C et D est un
foncteur F : C — D tel qu’il existe un foncteur G : D — C et des équivalences naturelles de
G o F vers ide et de F oG wvers idp.

Proposition 1.2.6. Un foncteur F est une équivalence de catégorie si et seulement si il est plein,
fidéle et essentiellement surjectif.

Définition et proposition 1.2.7. Soit C une catégorie. Un squelette de C est une sous-catégorie
pleine S de C telle que chaque objet de S soit isomorphe a exactement un objet de C. L’inclusion
S C C est une équivalence de catégories pour tout squelette S de C. Une catégorie est dite squelette
si chaque classe d’isomorphisme est réduite a un élément.

Définition 1.2.8. Soient C et D deux catégories. Le produit cartésien C X D est la catégorie dont
les objets sont les couples (X,Y) pour X dans C etY dans D et dont les ensembles de morphismes
sont Hom((X,Y),(X",Y")) = Hom(X, X') x Hom(Y,Y") pour tous objets X, X' de C et Y)Y’ de
D avec la composition composante par composante.

Un foncteur d’un produit cartésien de catégories vers une catégorie est appelé bifoncteur.

1.2.2 Catégories semi-simples.
Commengons par rappeler la définition d’une catégorie abélienne « classique ».

Définition 1.2.9 ([M], VIIL.3). Une catégorie C est dite abélienne si les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) Pour tous objets X,Y de C, l'ensemble des morphismes Hom(X,Y') est un groupe abélien
(additif) et pour tous objets X,Y,Z de C, la composition

{Hom(X,Y)xHom(Y,Z) — Hom(X,Z),
(0, 9) — Yoy,

est additive en chaque variable.
(i) Il existe un objet dit nul de C noté 0 tel que pour tout objet X de C on ait :

Hom(X,0) = Hom(0, X) = {0}.

(iii) Pour tous objets X,Y de C, leur somme directe existe, ¢’est-d-dire qu’il existe un objet de
C noté X Y et des morphismesix : X — X @Y, iy : Y — XY, px: XY — X et
py : X®Y — Y tels que :

px oix =idx, pY oiy =idy et (ixopx)+ (iyopy)=idxgy.

(iv) Pour tous objets X, Y de C, tout morphisme ¢ : X — Y posséde un noyau, c’est-a-dire un
morphisme o d’un objet K de C vers X vérifiant popg = 0 et tel que tout morphisme pg: d'un
objet K’ de C vers X vérifiant popg: = 0 se factorise de maniére unique par o (A'f : K' — K,
YK =Ko f)

(iv’) Pour tous objets X, Y de C, tout morphisme ¢ : X — Y posséde un conoyau, c’est-
a-dire un morphisme oo de Y wvers un objet C de C vérifiant oo o @ = 0 et tel que tout autre
morphisme pcr de' Y vers un objet C' de C se factorise de maniére unique par oo (3'f : C — C’,
por = fopc).

(v) Tout monomorphisme est un noyau, tout épimorphisme est un conoyau.
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Remarque. Les conditions (i) & (iii) définissent ce qu’on appelle une catégorie additive ([M]).

Exemples 1.2.10. 1) La catégorie Ab dont les objets sont les groupes abéliens et dont les mor-
phismes sont les morphismes de groupes est une catégorie abélienne.

2) Soit R un anneau. La catégorie R-Mod dont les objets sont les R-modules et dont les
morphismes sont les morphismes de R-modules est une catégorie abélienne.

On suppose toujours que k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Lorsque
Panneau R de I’exemple précédent n’est pas seulement un anneau mais une algebre sur k&, Hom(X,Y)
est un k-espace vectoriel pour tous objets X,Y de R-Mod et la composition est k-bilinéaire. Cela
motive la définition suivante d’une catégorie k-linéaire abélienne :

Définition 1.2.11 ([BK], définition 1.1.1). Une catégorie C est dite k-linéaire (ou additive sur k)
abélienne si elle vérifie les conditions (4i) & (v) de la définition précédente ainsi que :
(i’) Pour tous objets X, Y de C, l’ensemble des morphismes Hom(X,Y') est un k-espace vectoriel.
(#’) Pour tous objets X,Y,Z de C, la composition

{ Hom(X,Y) x Hom(Y,Z) — Hom(X,Z2),
(0, 0) — 1oy,

est k-bilinéasire.
Nous pouvons maintenant définir la notion de catégorie semi-simple.

Définition 1.2.12 ([BK], définition 1.1.3). Soit C une catégorie k-linéaire abélienne. Un objet X
de C est dit simple si tout sous-objet (définition 1.2.1) de X est isomorphe ¢ X ou égal a 0. C est
dite semi-simple si tout objet est isomorphe a une somme directe finie d’objets simples.

Une catégorie semi-simple est dite finie si elle posséde un nombre fini de classes d’isomorphisme
d’objets simples.

Le lemme suivant permet de caractériser les objets simples.

Lemme 1.2.13 ([BK], 1.1). Soit C une catégorie semi-simple. Un objet X de C est simple si et
seulement si End(X) = k. De plus, si X et Y sont deux objets simples, soit ils sont isomorphes et
on a Hom(X,Y) =k, soit on a Hom(X,Y) = {0}.

Exemples 1.2.14. 1) La catégorie Vecty dont les objets sont les k-espaces vectoriels de dimension
finie et dont les morphismes sont les applications k-linéaires est semi-simple avec une seule classe
d’isomorphisme d’objets simples, la classe de k.

2) Soit A une k-algebre semi-simple de dimension finie. La catégorie dont les objets sont les
A-modules de dimension finie et dont les morphismes sont les morphismes de A-modules est une
catégorie semi-simple.

Nous donnons maintenant la définition des foncteurs respectant la structure des catégories
semi-simples.

Définition 1.2.15 ([BK], 1.1). Soient C et D deux catégories semi-simples. Un foncteur de C vers
D est dit k-linéaire s’il est k-linéaire sur les k-espaces vectoriels de morphismes.

Les catégories C et D sont équivalentes s’il existe un foncteur k-linéaire de C vers D qui est
aussi une équivalence de catégories.
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Le théoreme suivant permet de réaliser toute catégorie semi-simple finie comme la catégorie
des modules de dimension finie sur une k-algebre semi-simple de dimension finie.

Théoreme 1.2.16 ([Mi], IV. théoréme 4.1). Soit C une catégorie semi-simple finie. Il existe une
k-algébre semi-simple de dimension finie A telle que C soit équivalente a la catégorie des A-modules
de dimension finie.

Remarque. Le théoreme original concerne les catégories abéliennes. Lorsque C est semi-simple,
la démonstration est semblable. Il faut juste remarquer que l'objet U de C tel que A = Endg(U) est
semi-simple et donc A 'est également et que le foncteur réalisant 1’équivalence entre les catégories
est k-linéaire.

On utilisera souvent la notion de somme directe de deux catégories semi-simples, notamment
pour définir 'indécomposabilité.

Définition et proposition 1.2.17. La catégorie somme directe C & D de deux caltégories semi-
simples C et D est la catégorie C x D (définition 1.2.5). On note un objet (X,Y) de C x D par
XY si XY #£0, un objet (X,0) de C XD par X et un objet (0,Y) de C x D parY. La catégorie
C & D est semi-simple pour la structure k-linéaire composante par composante. Ses objets simples
sont les objets simples de C et les objets simples de D.

Remarque. SiC; et Cy sont deux sous-catégories semi-simples (pleines ou non) d’une catégorie
semi-simple C, par abus de notation, on note Cy @ C; la sous-catégorie semi-simple de C engendrée
par Cy et Cy. Elle est équivalente a la catégorie somme directe « extérieure » définie précédemment.

Définition 1.2.18. Une catégorie semi-simple est dite décomposable si elle est équivalente a la
somme directe de deux catégories semi-simples non triviales.

Un catégorie semi-simple C est dite simple si elle ne posséde pas de sous-catégorie propre (c’est-
a-dire différente de C) semi-simple pleine non triviale.

Corollaire 1.2.19 (du théoréme 1.2.16). Soit A une k-algébre semi-simple de dimension finie.
La catégorie semi-simple Rep(A) est décomposable si et seulement si A est décomposable. Plus
précisément, si Rep(A) est équivalente & My @ May, alors il existe deux algébres semi-simples Ay
et As non triviales telles que A soit égale & Ay @ As, My soit équivalente o Rep(Ay) et My a
Rep(As) en tant que catégories semi-simples. Réciproquement, si A se décompose en A1 & As ot
A; et Ag sont deux algébres semi-simples non triviales, alors la catégorie Rep(A) est équivalente
en tant que catégorie semi-simple d la catégorie Rep(A1) ® Rep(As).

Nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 1.2.20. Une catégorie semi-simple finie est simple si et seulement si elle est indé-
composable.

Démonstration. Soit C une catégorie semi-simple finie. On suppose que C n’est pas simple.
Soit Cy une sous-catégorie semi-simple pleine de C propre et non triviale. On choisit un ensemble
Qo de représentants des classes d’isomorphisme d’objets simples de Cy. Si X est un objet de Cp,
comme Cy est pleine, X est simple dans Cy si et seulement si X est simple dans C. On peut donc
compléter Qg pour obtenir un ensemble ) de représentants des classes d’isomorphisme d’objets
simples de C. On pose ; = Q\Qy. Comme Cy est propre et non triviale, ; n’est ni vide ni égal &



1.2. CATEGORIES DE FUSION. 9

Q. Soient C{ la catégorie squelette de Cy dont les objets sont les sommes directes finies d’objets de
Qo (définition 1.2.7) et C; la sous-catégorie semi-simple pleine de C dont les objets sont les sommes
directes finies d’objets de ;. La catégorie C; est non propre et non triviale car €; est différent
de Q et non vide. Alors la catéorie C) & C; est un squelette de C et, d’aprés la proposition 1.2.7,
Iinclusion est une équivalence de catégories, clairement k-linéaire.

Réciproquement, on suppose que C est décomposable. Il existe alors deux catégories semi-
simples finies Cy et C; non triviales et une équivalence de catégories semi-simples F de Cy @ Cy vers
C. D’apres la proposition 1.2.6, F est bijectif sur les espaces de morphismes. La catégorie F(Cp) est
donc une sous-catégorie semi-simple pleine de C non propre et non triviale (considérer un ensemble
de représentants des objets simples de C) et C n’est pas simple. ]

1.2.3 Catégorie monoidale, catégorie rigide.

On dira par abus de langage que des isomorphismes sont fonctoriels s’ils définissent une trans-
formation naturelle entre deux foncteurs.

Définition 1.2.21 ([M], VIL.1). Une catégorie C est dite monoidale s’il existe un bifoncteur

® : C xC — C, des isomorphismes fonctoriels axyz : (X ®Y)®7Z — X ® (Y ® Z) pour
tous objets X,Y,Z de C, un objet unité 1 et des isomorphismes fonctoriels lx : 1 ®@ X — X et
rx : X ®1 — X tels que les diagrammes

(XoY)2Z)oT

XoYo2zZ)eT (XoY)®(ZeT)

Xo(YoZ)®T)

ax,y,zggT\L

1d@puy, z, T

XY ((ZaT))

et

ax,1,y

(X21)QY X®(1eY)

X®Y

commutent pour tous X,Y,Z, T dans C.

Les isomorphismes ax,y,z, pour X,Y,Z dans C, sont appelés les morphismes d’associativité et
les isomorphismes lx et rx, X dans C, sont appelés les morphismes unité respectivement gauche
et droit. La commutativité du premier diagramme est appelée condition du pentagone et celle du
deuziéeme condition du triangle.

Lorsque C est semi-simple, on demande que le bifoncteur ® soit k-bilinéaire sur les espaces de
morphismes.

Exemples 1.2.22. 1) La catégorie Vecty est une catégorie monoidale pour le produit tensoriel
usuel. L’'unité est le corps de base k, les morphismes d’associativité sont le changement de pa-
renthéses ax y,z : (TQy) @2z +— x® (y ® z) pour tous X,Y, Z dans Vecty, z dans X, y dans ¥ et
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z dans Z et les morphismes unité sont définis par Ix (A ® z) = rx(z ® A) = Az pour tout X dans
Vecty, z dans X et A dans k.

2) Soit G un groupe fini. La catégorie Rep(G) dont les objets sont les représentations de
G et dont les morphismes sont les opérateurs d’entrelacement munie du produit tensoriel des
représentations est une catégorie monoidale. L’unité de cette catégorie est la représentation triviale
de G.

Nous donnons maintenant la définition des foncteurs respectant la structure monoidale :

Définition 1.2.23 ([M], XI.2). Soit C et D deux catégories monoidales. Un foncteur F : C — D
est dit monoidal s’il existe des isomorphismes fonctoriels Fxy : F(X®Y) — F(X)@F(Y) pour
tous X,Y dans C et un isomorphisme JF1 : F(1) — 1 tels que les diagrammes

Flax,v,z)

F(X®Y)®2)

FX® (Y ®2Z)

fx@y,zi i]:X.Y(@Z
FXRY)F(Z) FX)@F(Y®Z)
fxy@’bdi iid@f}qz

(FX)@F(Y)@F(Z) FX)e (FY)®F(2)

_—
AF(X),F(Y),F(Z)

Fle X)X F1) e FX) et FX©1) 22 F(X) o F(1)
mx)i lmid M)l iim
FX) =18 F(1) FX) = F(X) @1

commutent pour tous X,Y, Z dans C.
Une équivalence de catégories monoidales est un foncteur monoidal qui est aussi une équivalence
de catégories.

Le définition suivante de rigidité d’une catégorie monoidale est I’axiomatisation de la notion de
dual.

Définition 1.2.24 ([BK], définitions 2.1.1, 2.1.2). Soit C une catégorie monoidale. Soit X un objet
de C. Un dual a droite de X est un objet X* de C muni de deuz morphismesex : X* @ X — 1
etix : 1 — X ® X* tels qu’on ait :
rx O (idX ® 6x> oax x* x O (iX ® idx) o l;fl = idx
et
Ix~o0 (GX X idx*) o a)_(;X x* © (de* ®ix) o T‘)_(}k = idx~.
De maniére symétrique, un dual a gauche pour X est un objet *X de C muni de deux morphismes

e XX —1letiy:1—"X®X tels qu'on ait :

Tr+x O (ZdX ® 63() O axx, x,*X O (Z/X ® Zd*X) o l:Xl = idex
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et
Ix o (e ®idx) oaxly x o (idxy ®@ix)ory' = idx.

Une catégorie monoidale est dite rigide si tout objet posseéde un dual a droite et un dual a
gauche.

Exemples 1.2.25. 1) Soit X un k-espace vectoriel de dimension finie. Soient E une base de X et
E* = {z*|x € E} la base duale de X* = Hom(X, k). Muni des applications ex : X*® X — k et
ix : k — X®X* définies par ex (f®x) = f(x) pour tout z dans X et ix (1) = Z x@z*, X* est un

z€E
dual & droite pour X dans Vecty et muni des applicationsex : X @ X* — ketix : k — X" ®@X

définies par ex(z ® f) = f(x) pour tous = dans X et ¢ dans X* et ix (1) = Z ¥ @z, X* est un
TER
dual & gauche pour X dans Vecty. La catégorie Vecty est donc rigide.

2) Soit G un groupe fini et 7 une représentation de G. La représentation contragrédiente 7 est
un dual a droite et & gauche pour 7. La catégorie Rep(G) est une catégorie rigide.

Proposition 1.2.26 ([BK], lemme 2.1.6). Soit C une catégorie semi-simple et monoidale. Si'Y
posséde un dual a droite et a gauche dans C, alors les k-espaces vectoriels suivants sont canoni-
quement isomorphes pour tous Y, Z dans C :

Hom(X ®Y,Z) ~ Hom(X,ZQY™),

Hom(X,Y ® Z) ~ Hom(Y* ® X, Z),
Hom(Y ® X,Z) ~ Hom(X,*'Y ® Z),
Hom(X,Z ®Y) ~ Hom(X &Y, Z).

1.2.4 Définition des catégories de fusion.

Définition 1.2.27 ([ENO], 2). Une catégorie de fusion (sur k) est une catégorie semi-simple finie,
monoidale rigide telle que 'objet unité soit simple.

Une équivalence de catégories de fusion est un foncteur k-linéaire et monoidal qui est aussi une
équivalence de catégories.

Exemples 1.2.28. 1) La catégorie Vecty, est une catégorie de fusion. Toute catégorie de fusion a
une seule classe d’isomorphisme d’objets simples lui est équivalente.
2) Soit G un groupe fini. La catégorie Rep(G) est une catégorie de fusion.

Pour réduire les problemes liés aux identifications entre objets isomorphes, on utilise des
catégories squelettes. La proposition suivante permet de restreindre I’étude des catégories de fusion
a I’étude des catégories de fusion squelettes.

Proposition 1.2.29 ([HH]). Toute catégorie de fusion est équivalente a une catégorie de fusion
squelette.

Les objets d’une catégorie de fusion squelette C sont les sommes directes des objets simples.
C est donc entierement définie par ses objets simples et la structure monoidale au niveau de ces
objets simples.
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Définition 1.2.30 ([CE], 1.3). On appelle régles de fusion les régles de décomposition en somme
directe d’objets simples des produits tensoriels d’objets simples.

Exemple 1.2.31. Soit G un groupe fini. On note Vectq la catégorie de fusion définie de la maniere
suivante :

(i) Les objets simples de Vectg sont les éléments g de G,

(ii) Les regles de fusion sont données par le produit dans G, g ® h = gh pour tous g, h dans G,

(iii) Les morphismes d’associativité et unité sont égaux a l'identité,

(iv) Le dual & gauche et & droite de g dans G est g~!, les morphismes ig, €g, ifq et e’g sont égaux
a l'identité.

La notation Vectg provient du fait que cette catégorie est équivalente a la catégorie des espaces
vectoriels G-gradués de dimension finie (voir par exemple [ENO], 2), c’est un de ses squelettes.

1.2.5 Catégories de Tambara-Yamagami.

Dans cette partie, le corps de base k est pris égal & C. Nous pouvons maintenant définir les
catégories de Tambara-Yamagami. Nous avons besoin de la notion de bicaractére sur un groupe
fini.

Définition 1.2.32. Un bicaractére x sur un groupe fini G est une application de G x G — C*
telle que

x(gh, k) = x(g, k)x(h, k), x(g,hk) = x(g,h)x(g, k)

pour tous g, h, k dans G et x(g,e) = x(e,g) = 1 pour tout g dans G.

Un bicaractére x est dit symétrique si x(g,h) = x(h,g) pour tous g,h dans G.

Un bicaractére est dit non-dégénéré si x(g,h) = 1 pour tout h dans G implique g = e et
x(g,h) =1 pour tout g dans G implique h = e.

Si x est un bicaractére symétrique et non-dégénéré sur G et si H est un sous-groupe de G, on

définit l'orthogonal H- de H par H- = {k € H|x(k,h) = 1,Vh € H}.

Définition et proposition 1.2.33 ([TY], définition 3.1, proposition 3.4). Soient G un groupe
abélien fini (on wutilise la notation additive), x un bicaractere symétrique non-dégénéré sur G et
Be{——+ %G‘} La catégorie de Tambara-Yamagami C(G, x, 3) est la catégorie de fusion sur

Vier Vil

C d’objets simples Q@ = G U {m} avec les régles de fusion g@ h=g+h, g@m=m, m®g=m,

pour tous g,h dans G, et m @ m = @ g et les morphismes d’associativité suivants :

geG

Qg bk = idgyhik,

Qg h,m = dea

Qm,g,h = dea

Qg m.h = X(gv h)ldm’

Ag.m,m = @ idha
heG

Qm,m,g = @ idha
heG

tmgm = €D x(g,h)idy,
heG

Um,m,m = (6X(gah)71idm,)g,h ;
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pour tous g, h,k dans G. Les morphismes unité sont triviauz. Les duaux a gauche et a droite d’un
élément du groupe g dans G sont égaux & g~ avec les morphismes identité et le dual a gauche et

. ; S IS ; _ N
a droite de m est m avec i, = i, : 0 — m ® m l'injection canonique et ey, = e;, = —Pm OU

2P
B
Dm : mm — 0 est la projection canonique (ici 0 est l'objet simple de la catégorie correspondant
a élément neutre du groupe et non l'objet nul de la catégorie).

Les catégories de Tambara-Yamagami possedent une décomposition en somme directe de caté-
gories semi-simples qui nous servira pour calculer leurs catégories de module. Donnons d’abord
une définition.

Définition 1.2.34 ([ENOJ, 5.9). Soit A un groupe fini d’unité e et C une catégorie de fusion. On

dit que C est A-graduée si C = @CA ou les Cx, X dans A, sont des sous-catégories semi-simples

AEA
pleines de C telles que 1 appartienne a Ce, le produit tensoriel envoie Cy x C,, dans Cy,, et telles que

si X dans Cy alors X* et *X appartiennent a Cyx-1. On dit que C est fidélement graduée si Cy # 0
pour tout A dans A.

Lemme 1.2.35. Les catégories de Tambara-Yamagami sont des catégories fidélement 7 /27-gra-
duées, Cy est la catégorie squelette Veclg et Cy =< m >, la catégorie semi-simple engendrée par
m (Z/2Z est ici noté additivement).

1.3 Lien entre les algebres de Hopf faibles et les catégories
de fusion.

1.3.1 La catégorie des représentations d’une algebre de Hopf faible.

Soit B une algebre de Hopf faible. On note Rep(B) la catégorie des représentations de B, c’est-
a-dire la catégorie dont les objets sont les B-modules de dimension finie et dont les morphismes sont
les morphismes de B-modules. Nous définissons une structure de catégorie monoidale sur Rep(B)
par le bifoncteur ® : Rep(B) x Rep(B) — Rep(B) par X @ Y = A(1)(X ®; Y) pour tous X,Y
dans Rep(B).

Les morphismes d’associativité sont alors le changement de parentheses, c’est-a-dire 'applica-
tion axy,z de (X ®Y)® Z vers X @ (Y ® Z) définie par ax vy z((z®@y) ® z) =z ® (y ® z) pour
tous X,Y, Z dans Rep(B), « dans X, y dans Y et z dans Z.

L’objet unité est le B-module B;. On définit les applications [x de By ® X vers X et rx de
X ® By vers X par

Ix(A(D)(z®@z)) =22 et rx(A(l)(z®z2))=5(2).x

pour tous X dans Rep(B), z dans B; et « dans X.

On définit maintenant une structure de catégorie rigide sur Rep(B). Soit X dans Rep(B), on
note X* l'espace vectoriel dual Hom(X, k) de X muni de la structure de B-module définie par
(b.)(z) = ¢(S(b).x) pour tous b dans B, ¢ dans X* et « dans X, et *X Despace vectoriel dual
de X muni de la structure de B-module définie par (b.)(z) = »(S~1(b).x) pour tous b dans B, ¢
dans X* et x dans X.
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Soient E et E* = {a*|x € E} des bases duales respectivement de X et de Hom(X, k). On
définit les applications ex : X* ® X — By et ix : By — X ® X* par

ex(p@a) = p(la)a)le) et ix(z)=2() z®a),
el

et les applications €’y : X @ *X —— 1L et i’y : 1 — *X ® X par

(2 ®p) = plga)ely) et ix(z)=S=).(Y 2" ®a),
zeE

pour tous z dans X, ¢ dans X* et z dans B;.

Proposition 1.3.1 ([BSz] 2.1, 2.2, [NTV], propositions 4.1 et 4.2). La catégorie Rep(B) mu-
nie du produit tensoriel ® dunité B, des morphismes d’associativité axy,z, pour tous X,Y,Z
dans Rep(B), des morphismes unité lx et rx et des dualités a gauche et a droite (X*,ex,ix) et
("X, éx,i’y) pour tout X dans Rep(B) est une catégorie monoidale et rigide.

Pour que la catégorie des représentations de B soit une catégorie de fusion, nous devons ajouter
des hypotheses sur B. On obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.2. Soit B une algébre de Hopf faible semi-simple et connexe. La catégorie Rep(B)
est une catégorie de fusion.

La semi-simplicité provient de la semi-simplicité de B. Comme B est connexe, d’apres la pro-
position 1.1.15, B; est un B-module simple.

1.3.2 Théoreme de reconstruction.

Nous énongons maintenant le théoréeme de reconstruction de type tanakienne pour les catégories
de fusion. Nous avons besoin de la structure monoidale de la catégorie des bimodules sur une
algebre.

Définition et proposition 1.3.3. Soit R une k-algébre (de dimension finie). On note R-Bimod
la catégories dont les objets sont les R-bimodules de dimension finie et dont les morphismes sont
les morphismes de R-bimodules. La catégorie R-Bimod est monoidale pour le produit tensoriel
au-dessus de R, d’unité R.

Théoreme 1.3.4 ([Sz], [CE], 2.3.2). Soit C une catégorie de fusion et R une algébre semi-simple
(de dimension finie). On note Q0 Uensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de C. On
suppose qu’il existe un foncteur k-linéaire et monoidal F : C — R — Bimod.

On pose B = Endy,(F) = @ End,(F(x)). On définit les inclusions s: R — B ett: R — B

€N
compatibles respectivement avec les actions a droite et a gauche de R, c’est-a-dire s(r)b = b.r
et t(r)b = r.b pour tous r dans R et b dans B et on note J = @ Fuy la somme directe des
z,yeN

isomorphismes fonctoriels Fy , : F(z @ y) — F(x) @ F(y) pour tous x,y dans .

Alors, l'algébre B posséde une structure d’algébre de Hopf faible semi-simple réguliére et connexe
dont le coproduit est donné par

A(b) = (s(ri) @ t(pi)J o bo T !

iel
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pour tout b dans B, ot Z r; @ p; est U'élément de séparabilité symétriqgue de R (définition 1.1.7).
iel

On a
A1) = s(ri) ® t(p:)

icl

et les sous-algébres co-unitales but et source ont pour bases respectives les ensembles {t(p;),i € I}
et {s(r;),i € I'}.
De plus, les catégories C et Rep(B) sont équivalentes en tant que catégories de fusion.

Remarque. Nous ne donnons pas de formules pour la co-unité et ’antipode de B. Nous utili-
serons les axiomes des algebres de Hopf faibles pour les calculer.

Bien qu’une catégorie de fusion C puisse étre réalisée par plusieurs algebres de Hopf faibles, il
existe une algebre semi-simple R et un foncteur monoidal F : C — R — Bimod canoniques.

Définition et proposition 1.3.5 ([H]). Soit C une catégorie de fusion, Q@ un ensemble de

représentants de ses classes d’isomorphisme d’objets simples et R = @kpx Ol PPy = Oz yDx,

€N
pour x,y dans 2. Le foncteur de Hayashi F : C — R — Bimod est défini de la maniéere suivante :

(i) F(x) = @ Hom(z,y ® x), pour tout x dans C et la structure de R-bimodule est donnée

Y,2€0
par

py - F(z) p. = Hom(z,y @ x), V(z,y) € Q%

(ii) si x,y dans C, F(f)(p) = (id, ® f) o, pour tous f dans Hom(z,y), z,t dans Q2 et ¢ dans
D= f((E) * Pt
(iii) si z,y dans C, Fy . : F(x) @ F(y) — F(x @ y) est donné par

Fry(p@Y) = sz 0 (p®idy) 01,

pour tous ¢ dans p, - F(x) - pe, ¥ dans py - F(y) - ps, z,8,t dans Q ;
(iv) Fyt: R — F(1) défini par Fi(ps) = r; ", pour tout x dans .
Le foncteur de Hayashi est un foncteur monoidal.

Nous utiliserons ce foncteur pour construire les algebres de Hopf faibles réalisant les catégories
de Tambara-Yamagami.

1.3.3 Catégories de module.

Définition 1.3.6 ([O1]). Soit C une catégorie monoidale. Une catégorie M est une catégorie
de module sur C s’il existe un bifoncteur ® de C x M vers M et des isomorphismes fonctoriels
pxyy:(XY)V — XY V)etdy :10V — V pour tous X,Y dans C et V dans M
vérifiant les conditions du pentagone et du triangle, c’est-a-dire tels que les diagrammes
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(XRY)®2)®

(X ® (Y ®2)) (XeY)®(ZaV)

iﬂX,YQJZ,V P«X,Y,Z®Mi

Xe(Y®z)oV) Al XeYoZeV))

et

nX,1,Y

(X®1)eV Xo1eV)

XeV

commutent pour tous X,Y,Z dans C et V dans M.
Une sous-catégorie de module de M est une sous-catégorie pleine de M qui est une catégorie
de module pour la structure héritée de M.

Les foncteurs respectant la structure de catégorie de module sont les foncteurs de module :

Définition 1.3.7 ([O1]). Soient M et N deuz catégories de module sur une catégorie monoidale
C. Un foncteur G : M — N est dit de module s’il existe des isomorphismes fonctoriels Gx v :
GX®V)— X®G(V) pour tous X dans C et V dans M tels que les diagrammes

(XeY)®V)

GX® (Y aV)) (X®Y)®G(V)

/Ax,y,vl
1d®Gy, v

XeG(YaV) X® (Y 2G(V))

igx,)/@v

et
G(Av)

Gi,v %

1e§G((V)

commutent pour tous X,Y dans C et V dans M.
Une équivalence de catégories de module est un foncteur de module qui est aussi une équivalence

de catégories.

Gg1ev) g(v)

On suppose maintenant que C est une catégorie de fusion. On ne considere dans ce cas que
des catégories de module semi-simples sur C, c’est-a-dire des catégories semi-simples en tant que
catégories telles que le bifoncteur F soit k-bilinéaire sur les espaces de morphismes. La rigidité de
C nous fournit encore une fois des isomorphismes canoniques.
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Lemme 1.3.8 ([O1]). Si X posséde un dual a gauche et a droite dans C, les k-espaces vectoriels
susvants sont canoniquement isomorphes pour tous U,V dans M :

Hom(U, X ® V) ~ Hom(X* @ U,V),

Hom(X @ U,V) ~ Hom(U X @ V).

Nous établissons la proposition suivante qui permet de se restreindre aux catégories de module
squelettes :

Proposition 1.3.9. Toute catégorie de module semi-simple finie sur une catégorie de fusion C est
équivalente a une catégorie de module squelette.

Démonstration. On choisit un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme d’objets
simples et on prend comme squelette S(M) la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les
sommes directes de ces représentants. On choisit une famille d’isomorphismes 0y : V +—— S(V)
pour tout V dans C ot S(V) est I'unique objet isomorphe & V' appartenant a S(M). Il existe un
unique foncteur S de M vers S(M) telle que ces isomorphismes deviennent fonctoriels. Ce foncteur
est une équivalence de catégories ([M]). Mettons la structure de C-module sur S(M) suivante :

(i) on définit un bifoncteur ®s : € x S(M) — S(M) par X ®sV = Oxgv (X ® V) pour tous
X dans C et V dans S(M),

(ii) Vassociativité est définie pour tous X,Y dans C et V dans S(M) par

S o —1
BX,v,v = Oxe(vev) © kx,y,v © 0(X®Y)®V’

(iii) le morphisme unité est défini pour tout V dans S(M) par

A = Av o fiay

On définit maintenant une famille d’isomorphismes Sx v : S(X @ V) — X ®s S(V') pour tous
X dans C et V dans M par

Sx,v =0Oxgsv) o (idx @ 0y) oy

Le foncteur S munit de cette famille d’isomorphismes est un foncteur de module. La fonctorialité
des isomorphismes Sx v, X dans C, V dans M découle de la fonctorialité des isomorphismes 6y,
V dans M, tandis que la commutativité des diagrammes se réduit pour tous X,Y dans C et V
dans M a

(idx ® (idy ® 0v)) o ux,y,v = px,v,s(v) © (idxey ® 0v)

et
Oy oAy = /\5(\/) o (ldl (9 ev),

ce qui est vrai par fonctorialité des isomorphismes d’associativité et unité de M. O

Nous définissons maitenant les notions de somme directe, d’indécomposabilité et de simplicité
pour les catégories de module semi-simples.
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Définition et proposition 1.3.10 ([O1]). Soit C une catégorie de fusion.

(i) Si M et N sont deuz catégories de module semi-simples sur C, leur somme directe en tant
que catégories semi-simples est une catégorie de module sur C pour la structure de catégorie de
module composante par composante.

(i) Une catégorie de module semi-simple sur C est dite décomposable si elle est équivalente a
la somme directe de deuz catégories de module semi-simples non triviales.

(iii) Une catégorie de module semi-simple sur C est dite simple si elle ne posséde pas de sous-
catégorie de module (définition 1.3.6) semi-simple non triviale.

Nous donnons maintenant une démonstration de la propriété suivante énoncée dans l'introduc-

tion de [G] :

Proposition 1.3.11. Soit C une catégorie de fusion. Une catégorie de module M semi-simple
finie sur C est indécomposable si et seulement si elle est simple.

Démonstration. Supposons que M ne soit pas simple, c’est-a-dire qu’il existe My une sous-
catégorie de module semi-simple de M sur C non-triviale. On choisit un squelette My de M
comme dans la proposition 1.2.20. D’apres la proposition précédente, M, est une catégorie de
module sur C équivalente a M. Il existe alors une sous-catégorie semi-simple squelette M; de M,
telle que M ~ M{ & M. Soit V dans M;. D’apres le lemme 1.3.8, Hom(U, X ® V') est isomorphe
& Hom(X* ® U, V) pour tous X dans C et U dans M[. Comme M| est stable par laction de
C, Hom(U, X @ V) est réduit & {0} pour tout X dans C et U dans M. Ainsi M; est stable par
I’action de C. En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 1.3.9, on peut munir
M d’une structure de catégorie de module sur C telle que I'inclusion soit un foncteur de module.
L’inclusion de M{ & M; dans M est alors une équivalence de catégories de module.
Réciproquement, supposons que M soit décomposable, ¢’est-a-dire qu’il existe deux catégories
de module semi-simples Mg et M7 sur C non triviales et une équivalence k-linéaire de catégories
de module F : My ® M; — M. Comme F est une équivalence de catégories, F est bijectif sur
les espaces de morphismes et F (M) est une sous-catégorie pleine de C. La catégorie F (M) est
donc une sous-catégorie de module semi-simple de M non propre et non triviale. O

Nous donnons quelques exemples de catégories de module. L’exemple 2 est la classification
complete des catégories de modules simples sur Vectg ou G est un groupe abélien fini. Elle nous
servira de point de départ pour calculer des catégories de module sur les catégories de Tambara-
Yamagami.

Exemples 1.3.12. 1) Si C est une catégorie de fusion, alors C est une catégorie de module sur
elle-méme via son produit tensoriel et ses morphismes structurels.

2) ([Na]) Soit G un groupe abélien fini (noté additivement). Si A est un groupe abélien (noté
multiplicativement) sur lequel G agit, un 2-cocycle sur G & valeur dans A est une application
de G x G dans A vérifiant [g.u(h, k)|u(g,h + k) = p(g,h)u(g + h,k) pour tous g, h, k dans G.
L’ensemble des 2-cocycles sur G & valeurs dans A est un groupe noté Z2(G, A).

Soit H un sous-groupe de G et {u(M)|M € G/H} un ensemble de représentants des classes de
G/H tel que u(H) =1 et on pose kg v = u(g + M) — u(M) — g pour tous g dans G et M dans
G/H. On munit C* de action triviale de G, c’est-a-dire g.A = A pour tous g dans G et A dans C*
et le groupe Fon(G/H,C*) de laction de G définie par ¢g.o(M) = ¢(g + M) pour tous g dans G,
¢ dans Fon(G/H,C*) et M dans G/H. L’application de Z2(H,C*) vers Z?(G,Fon(G/H,C*)) qui
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a n associe p défini par p(g, ¢")(M) = n(Kg.g'+M, kg, M), POUr tous g,g" dans G et M dans G/H,
est un isomorphisme de groupes.

Soit 7 un 2-cocycle sur H. On définit une catégorie de module M(H,n) sur Vectq. Ses objets
simples sont les classes M dans G/H et les morphismes d’associativité sont donnés par

Hg,g' .M = w(g, 9/)(M)idg+g’+M»

ot 1 est 'image de n via 'isomorphisme précédent, pour tous g, ¢’ dans G et M dans G/H. Deux
catégories M(H,n) et M(H’,n') sont équivalentes en tant que catégories de module si et seulement
si H = H' et n est cohomologue & 7’. Les catégories de module simples sur la catégorie squelette
Vectq sont classifiées par les paires (H,n) ou H est un sous-groupe de G et i est un 2-cocycle sur
H.

3) Si C est une catégorie de fusion A-graduée, alors Cy est une catégorie de module semi-simple
finie sur C, pour tout A dans A.

1.4 (*-algebres de Hopf faibles.

1.4.1 Définition, premieres propriétés dues a l’involution.

Définition et proposition 1.4.1. Une C*-algebre B est une algébre de Banach involutive telle
que ||z*z| = ||z||* pour tout x dans B.

Nous complétons maintenant la définition 1.1.2 dans le cadre des C*-algebres.

Définition 1.4.2 ([BNSz|, 4.1). Une C*-algébre de Hopf faible (de dimension finie) est une algébre
de Hopf faible (de dimension finie) B sur C telle que B soit une C*-algébre de dimension finie et
que linvolution commute avec le coproduit, c’est-a-dire (* @ x) o A = A o x.

Un morphisme ¢ de C*-algebres de Hopf faibles est un morphisme d’algébres de Hopf faibles
tel que p(b*) = @(b)* pour tout b dans B.

D’apres la proposition 1.1.3, I'espace vectoriel dual d’'une C*-algebre de Hopf faible possede
une structure d’algebre de Hopf faible. En fait, on peut le munir d’une involution :

Proposition 1.4.3 ([BNSz|, 4.1). Si B est une C*-algébre de Hopf faible, alors son algébre de
Hopf faible duale B munie de l'involution définie par

(0%, 0) = (,5(b)"),
est une C*-algebre de Hopf faible. On lappelle la C*-algébre de Hopf faible duale de B. L’isomor-

phisme usuel B~ B est un isomorphisme de C*-algébres de Hopf faibles.

Proposition 1.4.4 ([BNSz], 4.1). Si B est une C*-algébre de Hopf faible, alors les sous-algébres
co-unitales By et B sont des sous-C*-algébres de B.

1.4.2 Projection de Haar, mesure de Haar, espérances conditionnelles
de Haar.

Nos rappelons les notions d’application linéaire positive, de forme linéaire fidele, d’automor-
phisme modulaire et d’espérance conditionnelle.
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Définition 1.4.5. Soient A et B deux C*-algébres.

Une application linéaire p : A — B est dite positive si p(a) est un élément positif de B pour
tout élément a positif de A.

Une forme linéaire v : B — C est dite fidéle si ¢(ab) = 0 pour tout b dans B implique a = 0.
Si @ : B — C est une forme linéaire fidele, on définit son automorphisme modulaire 0, : B — B
par p(ab) = (b, (a)) pour tous a,b dans B.

Si A est incluse dans B, on appelle espérance conditionnelle une application linéaire positive
E: B — A qui est un morphisme de A-bimodules tel que E(a) = a pour tout a dans A.

Proposition 1.4.6 ([BNSz], 4.2). Soit B une C*-algébre de Hopf faible. Il existe une unique projec-
tion p dans B appelée projection de Haar telle que S(p) = p et vérifant les conditions équivalentes
sutvantes :

(i) bp = ¢(b)p, Vb € B et e1(p) =1,

(7i) pb = pe4(b), Vb € B et e5(p) = 1.

11 existe une unique forme linéaire positive ¢ sur B appelée mesure de Haar normalisée vérifiant
¢poS = ¢ et les conditions équivalentes suivantes :

(i) (iId® P)A = (e, @ P)A et ¢poe =¢,

(1) (P @ id)A = (pRes)A et Poes =e.

1l existe deux espérances conditionnelles Ey : B — By et Es : B — By vérifiant la condition
¢po Ey = ¢oEs = ¢ appelées espérances conditionnelles de Haar définies pour tout b dans B par :

Ei(b) = (id® ¢)A(b),  Es(b) = (¢ @ id)A(D).

1.4.3 Elément de type groupe canonique, automorphisme modulaire.

Proposition 1.4.7 ([BNSz|, 4.3). Toute C*-algébre de Hopf faible B posséde un élément de type
groupe (définition 1.1.13) Q positif et inversible implémentant le carré de lantipode, c’est-a-dire
tel qu’on ait S?(b) = QbQ ™! pour tout b dans B. On ’appelle I’élément de type groupe canonique
de B. Cet élément se décompose en QQ = Et(p)%E'S (p)_% ou p est la projection de Haar et Ey,
les espérances conditionnelles de Haar.

Proposition 1.4.8 ([BNSz], proposition 4.14). L’automorphisme modulaire (définition 1.4.5) de
la mesure de Haar sur B est donné, pour tout b dans B, par

05(b) = Ey(p) By (p)2bE,(p) 2 Ey(p) 2.

1.5 Action d’une C*-algebre de Hopf faible.

1.5.1 Action sur une algebre involutive.
Rappelons la définition d’une algebre de von Neumann.

Définition 1.5.1. Une algébre involutive M est une algébre de von Neumann s’il existe un espace
de Hilbert H tel que M soit contenue dans B(H), non-dégénérée et fermée pour la topologie faible.

Définition 1.5.2 ([N], 2.2). Soit M une algébre involutive. On dit qu’une algébre de Hopf faible
B agit (a gauche) sur M s’il existe une structure de B-module sur M notée > telle que, pour tout
b dans B, l'on ait :
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(i) b > (zy) = (bry > z)(b2) > ),

(ii) (br> x)* = S(b)* > z*,

(115) b> 1 =¢,(b) > 1, Yo,y € M,

(w) br>1=0=¢,(b)=0,Vbe B.

Si M est une algébre de von Neumann (resp. une C*-algébre), on demande en plus que lappli-
cation de M dans M définie par b @ m —— b > m soit faiblement continue (resp. continue pour la
norme,).

Proposition 1.5.3 ([N], 2.2). Soit B une C*-algébre de Hopf faible agissant sur une algébre
involutive M. La condition
b>1=0=¢(b)=0, Vbe B,

est équivalente a la condition z ® 1 — z > 1 est un isomorphisme de B, sur une sous-algébre de
M. On dit parfois que les actions de ce type sont standard.

Exemples 1.5.4 ([N], 2.2). Une C*-algebre de Hopf faible B agit sur B; via b > z = 4(bz) pour
tous b dans B et z dans B;. Elle agit sur B via b > ¢ = (1) < ¢(2),b > pour tous b dans B et ¢
dans B.

1.5.2 Produit croisé.

Lorsque B agit sur une algebre involutive M, nous pouvons construire deux nouvelles algebres
involutives appelées produit croisé de M par B et algébre des points fixes de B pour l'action de
B.

Définition et proposition 1.5.5 ([N], 2.2). Soient M une algébre involutive et B une C*-algébre
de Hopf faible agissant sur M. Le produit croisé a gauche M x B est le C-espace vectoriel M @p, B
ot on identifie m(z>1) ® b et m ® zb pour tous m dans M, b dans B et z dans By. Soit [m ® g]
la classe de m ® g. On munit le produit croisé d’une structure d’une algébre involutive en posant
pour tous a et b dans B et x ety dans M :

[z®@adly @b = [z(aqy>y) @apb],  [z@b]" = [(bfy) > z7) @ by)].
L’algebre des points fixes de M pour l'action de B est l’ensemble
MP ={zx e Mbrz =e,(b) > 2,Yb € B}.

Lorsque M est une algébre de von Neumann (resp. une C*-algébre), le produit croisé M x B
et algébre des points fives MP sont des algébres de von Neumann (resp. des C*-algébres).

Exemples 1.5.6 ([N], 2.2). Les actions de B sur By et B nous permettent de construire les
produits croisés By x B et Bx B. On a B ~ B; X B et I'isomorphisme de B; vers B qui a z associe
z> 1 (proposition 1.1.6) permet d’identifier les sous-algebres co-unitales B et B; dans B x B.

1.6 Coidalgebres involutives.

Définition 1.6.1 ([DT], définition 2.2.1). Soit B une C*-algébre de Hopf faible. Une coidalgébre
involutive 1 (a gauche) est une sous-algébre unifére involutive I de B telle que A(I) C B® I.

!La terminologie est différente de celle de I'article [DT] oll une coidalgebre involutive est appelée simplement
coidalgebre.
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Si B agit sur une algebre involutive M, on note
MxI=Vet{lxr®allt e M,acI} CMxB

pour toute coidalgebre involutive I de B.

Proposition 1.6.2 ([NV1], 3). Soit B une C*-algébre de Hopf faible. Les coidalgébres involutives
de B forment un treillis noté I(B) pour les opérations INJ =INJ et IVJ = (TUJ)", ot (IUJ)"
est le bicommutant 2 de I UJ dans B, pour tous I,J dans [(B). Le plus grand élément de [(B) est
B et le plus petit élément de [(B) est B.

Proposition 1.6.3 ([NV1], proposmon 3. 3) Soit B une C*-algébre de Hopf faible. Si I appar-
tient a (B), alors on pose I = Q_fS( )Q? ot @ est I’élément de type groupe canonique de B

(proposmon 1.4.7). L’application § : I — I'N B C B x B est un anti- zsomorphzsme de treillis de
I(B) wvers Z(B) et le commutant relatif 6(I)' N B vu dans Bx B est égal a 1.

Les coidalgebres involutives connexes (définition 1.1.16) ne forment pas en général un sous-
treillis de I(B). Néanmoins, nous établissons le lemme suivant :

Lemme 1.6.4. Soit B une C*-algébre de Hopf réguliére (définition 1.1.14) Une coidalgébre invo-
lutive I de B est connexe si et seulement si §(I) est conneze.

Démonstration. Soit I une *-coidalgebre de B. Notons que, comme B est réguliére, () commute
avec les éléments de B;. D’apres la définition de ¢, on a

S(H)NB,=I'NB,=TNB,

car les algebres B, et B, sont identifiées dans B x B (exemple 1.5.6). De 6(1) N B = I, on déduit

sIYNBN§I)NnB, = INI'NB,,
& Z(§(N)NB, = zZ(I)NBy,
& Z@()NB, = Z(QiS(NQ)N B,
& Z(6(I)) N B, Z(S(I)) N By.

Comme S réalise un isomorphisme entre Z(S(I)) N By et Z(I) N B,, on obtient I'équivalence
souhaitée.
O

1.7 Inclusions d’algebres semi-simples de dimension finie.

Toute cette partie est tirée du chapitre 2 du livre [GHJ].

Définition 1.7.1. Soient N une algébre semi-simple de dimension finie et q;, i = 1,...,7 ses
idempotents mzmmaum centrauz, c’est-a-dire tels que la décomposition de N en somme d algebres

simples soit N = @qu On dit que N est de type i = (n1,...,n,) st Ng; ~ M,,(C) pour tout
=1
ie{l,...,r}.

2Si A est un sous-ensemble d’une algebre B, le commutant A’ de A dans B est A’ = {b € Blab = ba,Va € A}.
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Deﬁmtlon 1.7.2. Soit N C M wune inclusion d algebres semi-simples de dimension finie o

@Nq] est de type n = (n1,...,n,) et M = EBMpi est de type m = (mq,...,ms).
j=1 i=1
On pose M; ; = piq; Mp;q; et N; ; = pig; Npiq; pour tousi € {1,...,s} et je{1,...,r}.

On appelle matrice d’inclusion et on note AX, la matrice de taille s x r dont les coefficients
dzm(M,j)
dim(N;,;)
j€{1,...,r}. On appelle indice de linclusion et note [M : N| I’élément |ARF]|2.

On appelle diagramme de Bratteli de linclusion le multigraphe bipartite pondéré a r sommets
pairs munis des poids nj, j = 1,...,7 et s sommets impairs munis des poids m;, i = 1,...,s, tel
que le j-ieme sommet pair soit reli€ par \; ; arétes au i-eme sommet impair. Lorsqu’on omet les
poids, on appelle ce graphe le diagramme de Bratteli non pondéré.

3
sont définis par N;j = 0 sipig; =0 et A\;; = ( > sinon, pour tous i € {1,...,s} et

Proposition 1.7.3. Soient Ny C My et Ny C M, deuz inclusions d’algebres semi-simples de
dimension finie dont les diagrammes de Bratteli pondérés sont égauz. Il existe un isomorphisme
d’algébres 0 : Mo — M; tel que 6(Ny) = Ny.

Cette proposition combinée avec le théoreme de Skolem-Ncether nous donne :

Corollaire 1.7.4. Soient Ng C M et N1 C M deuz inclusions d’algébres semi-simples de dimen-
sion finie dont les diagrammes de Bratteli pondérés sont égaux. Il existe un inversible u dans M
tel que N1 = ulNgu ™!

Définition et proposition 1.7.5. Une trace sur une algébre M est une forme linéaire sur M
telle que p(zy) = w(yx) pour tous x,y € M. On dit qu’une trace ¢ est normalisée si p(1) = 1.
kA T

Si la décomposition de M en somme directe d’algebres simples est M = @ Mp; ~ @ M,,(C

i=1 i=1
toute trace @ sur M est de la forme p(x Z pitr(x) avec p; = #@(pi), ot tr est la trace usuelle
sur les algébres de matrices, c’est-a-dire tr(A Zajj st A= (ajk)jk
On la représente par le vecteur trace @ = (<p1, e )

Proposition 1.7.6. Soit N C M une inclusion d’algébres semi-simples de dimension finie. Si ¢
est une trace sur N et ¥ une trace sur M, alors ¢ est la restriction de ¥ a N si et seulement si

5= pAM.

On peut associer & une inclusion N C M, l'inclusion M C L = Endy (M) ot M est vu comme
N-module & droite. Cette construction s’appelle la construction de base.

Proposition 1.7.7. Soit N C M une inclusion d’algébres semi-simples de dimension finie et
L = Endy(M) la construction de base. On a :

(i) Ak, = (AMY!,

(ii) [L: M] =[M : NJ,

(iii) le diagramme de Bratteli non pondéré de l'inclusion M C L est le symétrique du diagramme
de Bratteli non pondéré de l'inclusion N C M.

(iv) M est incluse dans L via o(x)(y) = zy pour tous x,y dans M.



24 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Proposition 1.7.8. Soient N C M wune inclusion d’algebres semi-simples de dimension finie,
L = Endy (M) la construction de base et v : M — L Uinclusion de M dans L définie précédemment.
(i) Si tr est une trace sur M dont la restriction ¢ N est fidéle, alors il existe une espérance
conditionnelle fidele E : M — N telle que tro E = tr.
(ii) Dans ce cas, L est engendré en tant qu’espace vectoriel par les éléments de la forme
vx)Euy), z,y € M.

Nous pouvons maintenant définir la notion de trace de Markov.

Définition 1.7.9. On se place dans les conditions de la proposition précédente. Une trace tr sur
M dont la restriction a N est fidéle est appelée une trace de Markov de module 7= € k sl existe
une trace Tr sur L telle qu’on ait, pour tout x dans M :

Tr(v(z)) = tr(z), et 7 'Tr(u(x)E) = tr(z).
La proposition suivante permet de calculer explicitement la trace de Markov d’une inclusion.

Proposition 1.7.10. Soient N C M wune inclusion d’algébres semi-simples de dimension finie et
A= A%I la matrice d’inclusion. On suppose que tr est une trace fidéle sur M de vecteur trace s
dont la restriction a N est fidéle de vecteur trace ?, c’est-a-dire qu’on a T = FA. Soit T € k,
7 # 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) tr est une trace de Markov de module 771,

(i) on a AN =771 et tAA =717

De plus, dans le cas k = C et Z(N)NZ (M) = C, il existe une unique trace de Markov normalisée
sur M et elle est de module 771 = [M : N]

1.8 Inclusion de facteurs de type II;.

1.8.1 Propriétés de ’indice, tour de Jones.

Définition 1.8.1 ([JS], définition 1.4.10). Un facteur est une algébre de von Neumann dont le
centre est trivial, c¢’est-a-dire M' N M = C. Un facteur M est dit de type I} s’il est de dimension
infinie et posséde une trace tr normale (c’est-a-dire faiblement continue), fidéle, finie (c’est-a-dire
p(1) < 00) et normalisée. Si elle existe, cette trace est unique.

Un facteur M de type II; est dit hyperfini s’il existe une suite croissante d’algébres de dimension
finie dont la réunion est faiblement dense dans M.

St M un facteur de type I} et tr sa trace normale, fidéle, finie et normalisée. On définit un
produit scalaire sur M par (x,y) = tr(x*y) pour tous x,y dans M. On note L*>(M) l’espace de
Hilbert obtenu par complétion de M pour ce produit scalaire.

Théoreme 1.8.2 ([JS], théoréme 1.4.11). Il existe a isomorphisme prés un unique facteur hyperfini
de type II;.

De méme que pour les inclusions d’algébres semi-simples de dimension finie, il existe une notion
d’indice pour les inclusions de facteurs de type II; (se référer & [GHJ] ou [J]). Nous en donnons
quelques propriétés :
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Proposition 1.8.3 ([J], proposition 2.8). Soit N C M C P une inclusion de facteurs de type II;.
On a les propriétés suivantes :

(i) [M : N] > 1,

(ii)) [M:N] =1 M =N,

(i) [P: N] =[P : M|[M : NJ.

Théoreme 1.8.4 ([J], théoreme 4.3.1). Soit N C M une inclusion de facteurs de type II. Les

valeurs possibles pour lindice [M : N| appartiennent o l’ensemble {400325, n >3} UM, 4o0].
n

Lorsque l'indice de l'inclusion My C M est fini, 'analogue de la construction de base pour les
inclusions d’algebres semi-simples de dimension finie nous fournit une nouvelle inclusion de facteurs
de type I1;.

Définition et proposition 1.8.5 ([J], §3, [GHIJ]). Soit My C My une inclusion de facteurs de
type II;. Soit ey la projection orthogonale de L*(M) sur L?(N) en tant que sous-espace vectoriel
fermé. L’algébre de von Neumann My = (Vect < M, ey >)" C L?*(M), appelée construction de base
de My C My, est un facteur de type II, si et seulement si lindice [My : My] est fini. Dans ce cas,
Uindice [Ms : Mq] est égal a Uindice [My : My].

La projection ey est appelée projecteur de Jones de linclusion My C M.

La tour de Jones de l'inclusion My C My est la tour de facteurs de type Il obtenue en réiterant
la construction de base :

My C My C My C M3 C ...

On a [Myy1 : My] = [My : My_1] pour tout k > 1.

1.8.2 Tour dérivée et graphe principal.

Définition 1.8.6 ([GHJ], définition 4.6.1). Soit My C My une inclusion de facteurs de type II;
d’indice fini. On appelle tour dérivée de linclusion My C My, la tour des commutants relatifs :

C:MéﬂMOCMéﬂM1CMéﬂMQCMéﬂMgC....

Le lemme suivant et la multiplicativité de I’indice impliquent que la tour dérivée est une tour
d’algebres semi-simples de dimension finie.

Lemme 1.8.7 ([GHJ], lemme 3.6.2). Soit N C M wune inclusion de facteurs de type II, d’indice
fini. On a dimi,(N' N M) < [M : N].

Chaque niveau de la tour dérivée étant une inclusion d’algebres semi-simples de dimension finie,
on peut y associer son diagramme de Bratteli. On peut ainsi définir le diagramme de Bratteli de la
tour elle-méme comme étant le diagramme infini obtenu en mettant bout a bout les diagrammes
de Bratteli non pondérés des inclusions successives.

Le théoréme 4.6.3 de [GHJ] implique que le diagramme de Bratteli de chaque niveau posséde
le symétrique du diagramme de Bratteli du niveau précédent. On peut donc définir un nouveau
graphe qui oublie & chaque niveau le niveau précédent et regarder ses propriétés, notamment de
finitude.

Définition 1.8.8 ([GHJ], définition 4.6.5). Le graphe principal de linclusion My C My est le
graphe obtenu a partir du diagramme de Bratteli de la tour dérivée en enlevant a chaque niveau le
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symétrique du diagramme de Bratteli du niveau précédent. L’unique point du niveau 0 est appelé
point étoilé. On dit que l'inclusion est de profondeur finie lorsque le graphe principal est fini, la
profondeur étant le dernier niveau atteint, c’est-a-dire la distance mazimale entre un point et le
point étoilé.

1.8.3 Correspondance de Galois.

Théoréeme 1.8.9 ([NV] 6, [D], 3.8). Soit My C M; une inclusion de facteurs de type I, de
profondeur 2 et d’indice fini et

MQCM1CM2CM3C...

la tour de Jones correspondante. Les commutants relatifs A = MiN My et B = M| N Ms possédent
des structures de C*-algéebres de Hopf faibles biconnezes et régulieres duales l'une de ’autre, avec
By = A, = M{N My, Ay = MjN My et Bs = MjN Ms. De plus, B agit sur My (resp. A agit sur
M) et on a My = MP et My = My x B (resp. My = M{* et My = M; x A).

L’inclusion By C B admet une unique trace de Markov normalisée tr de module 7. Le graphe
principal de Uinclusion My C My est donné par le diagramme de Bratteli de l'inclusion By C B et
Vindice 7=1 = [My : My) est égal a lindice [B : By).

Des formules explicites sont données pour la structure de A et de B dans [NV] et [D] avec des
dualités différentes, la deuxieéme respectant l'involution sur B héritée des facteurs.

Remarque. Sil'inclusion My C M; est irréductible, c’est-a-dire si elle vérifie My N M| = C, les
commutants relatifs A et B sont des algebres de Kac.

On peut calculer la mesure de Haar sur B, son automorphisme modulaire et 1’élément de type
groupe canonique de B a partir de la trace de Markov de 'inclusion B; C B.

Proposition 1.8.10 ([NV] corollaire 4.7, [NV1], 2, [D], 3.2). Soit 5" = (s1, ..., 8,) le vecteur trace
—

de la trace de Markov sur B et t = (t1,...,tm) le vecteur trace de sa restriction sur By. On note

e; pour i = 1,..,m les projections centrales minimales de By et d; la dimension du bloc Bie;. On

m
_1 1
pose q = Zti >d?e;. Alors :
i=1
(i) L’élément de type groupe canonique de B est Q = ¢*>S(q?).

(ii) La mesure de Haar sur B est donnée par ¢(b) = tr(q®S(q*)b) pour tout b dans B.

(ii) L’automorphisme modulaire de la mesure de Haar sur B est donné, pour tout b dans B,
par
05(b) = ¢*S(¢*)bS(a"*)g .

Le théoreme 1.8.9 permet d’associer a une inclusion de profondeur 2 et d’indice fini donnée
deux algebres de Hopf faibles biconnexes et régulieres en dualité. Le théoréme suivant montre
que, réciproquement, tout couple d’algebres de Hopf biconnexes et régulieres en dualité permet de
construire une telle inclusion.

Théoréme 1.8.11 ([D], annexe A). Soient A et B deux C*-algébres de Hopf faibles biconnexes et
régulieres duales 'une de 'autre. On peut construire une tour de Jones de facteurs hyperfinis de
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type II; (définition 1.8.1) d’indice fini et de profondeur 2
My C My C My C M;

telle que A = M, N My, B = My N Mz, M = My, My x B = Mz, M{* = My et M x A = Ms.
De plus, les structures d’algébres de Hopf faibles sur A et B obtenues en appliquant a cette tour
de Jones le théoréme 1.8.9 coincident avec les structures initiales.

Le théoréme suivant énonce la correspondance de Galois :

Théoréme 1.8.12 ([NV1], théoreme 4.3). Soient My C My une inclusion de facteurs de type 1T
d’indice fini et de profondeur 2,

MOCMlCMQCM3C...

la tour de Jones correspondante et B la C*-algébre de Hopf faible agissant sur My telle que My =
MQB et Ms = My x B. On note [(My C Ms) le treillis des algebres de von Neumann intermédiaires
de Uinclusion My C M3). Les treillis I(B) et I(My C Ms) sont isomorphes. Plus précisément, si M
appartient a l(My C M3), alors I = M{N M est une coidalgébre involutive de B. Réciproquement,
si I est une coidalgébre involutive de B, alors M = My x I est une algébre de von Neumman
intermédiaire de Ma C Ms. De plus, M est un facteur si et seulement si I est connexe.

Les deux propositions suivantes nous permettent de calculer les indices des facteurs intermédiaires
associés aux coidalgebres involutives connexes.

Définition et proposition 1.8.13 ([DT] proposition 2.3.2, [NV1], proposition 4.7). Soit I une
coidalgebre involutive de B. On note 1 linverse de lindice de l'inclusion My C Mo X1, c’est-a-dire
77t = [My % I : My), et xp Uunique élément positif de I tel que €(a) = tr(zra) pour tout a dans I.
On appelle projecteur de Jones de I la projection définie par :

pr=1rq ‘wrg .

1 1

L’inverse 11 de Uindice [Ma x I : M| est Uunique constante Ay € C telle que A\rq~ soit une
projection et on a tr(pr) = 77.

Lorsque I = B, on a

rrq -

1 _ _
PB =1 54 1$Bq !

[B : Bt]
Proposition 1.8.14 ([DT], proposition 2.4.2). Si I est une *-coidalgébre involutive connexe de
B, alors :
(i) My x 6(I) C My C My x I est la construction de base,
(ZZ) [Ml A 5([) : Ml][M2 x1: Mg] = [MQ x B : MQ]

Nous donnons pour finir cette proposition qui permet de décrire les graphes principaux des
facteurs intermédiaires & partir de diagrammes de Bratteli (non pondérés).

Proposition 1.8.15 ([NV1], proposition 5.9). Soit I une coidalgébre involutive connexe de B. Le
graphe principal de linclusion My C My X I est la composante connexe du diagramme de Bratteli
non pondéré de l'inclusion §(I) C B contenant la représentation triviale de B. Cette représentation
en est le point étoilé.
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Chapitre 2

Algebres de Hopf faibles associées
aux catégories de
Tambara- Yamagami.

Ce chapitre est consacré a la construction et a ’étude d’une famille d’exemples de C*-algebres
de Hopf faibles de dimension finie. En utilisant le théoréme de reconstruction, nous allons associer
a chaque catégorie de Tambara-Yamagami C = C(G, x, ) une C*-algebre de Hopf faible B telle que
Rep(B) ~ C en tant que catégories de fusion. Nous en calculerons toute la structure et étudierons
I'inclusion By C B. Nous donnerons un isomorphisme explicite entre B et B qui nous permettra
de calculer deux familles de coidalgebres involutives connexes.

2.1 Application du théoreme de reconstruction aux catégories
de Tambara-Yamagami.

Soit C(G, x, 8) une catégorie de Tambara-Yamagami (définition 1.2.33), n = |G|. On note
Q = G U {m} l'ensemble de ses objets simples, R 'algebre engendrée par les éléments {p,,x € Q}
dont le produit est défini par p,p, = 0, yp. pour tous z,y dans 2 et F : C — R — Bimod le
foncteur de Hayashi (définition 1.3.5).

2.1.1 Structure d’algebre de B et inclusion B; C B.
Structure d’algebre.

Proposition 2.1.1. Soit B [’algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara- Yamagami

C(G,x, ). La décomposition de B en somme directe d’algébres simples est B = @BI avec

zeN
B9 ~ M, 11(C) pour g dans G et B™ ~ My, (C).

29
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Démonstration.
D’apres le théoreme 1.3.4, La structure d’algebre de B est donnée par B = @ Endy (F(z)).

€N
On note B* = Endy(F(x)) pour tout x dans . Le foncteur de Hayashi F est défini sur les objets

x de C par F(x) = @ Hom(z,y @ ) = @ py-F(z).p;. On obtient pour tout g dans G

y,2€0Q Y,2€Q
Flg) = @ Hom(h, (h — g) ® g) @ Hom(m, m ® g)
heG
= P rroF(9)rn ® pmF(9)Pm
heG
et
F(m) = @ Hom(m,h @ m) ® @ Hom(k, m ® m)
hea keG
= P rnFm)pm & @ pmF (m)ps.
hea keG

Les dimensions des espaces vectoriels F(g), g € G, et F(m) nous donnent B9 ~ Mg41(C) et
B™ ~ MQ‘G|((C)

On pose, pour tous g, h dans G :

g _ g _— mo__ mo__
U, = 1y Flo)pn> U = Ly F(g)pm U = Ly, F(m)pm s v = 1p,, Fm)p,-

Les ensembles {vjl|h € G} U {vg,} et {v;'|h € G} U {v]'|k € G} forment respectivement une base
de F(g) pour tout g dans G et une base de F(m). On note Q, = Q = G U {m} pour tout g dans
G et Q, = GUG o G = {g|g € G} est une deuxieme copie de G. On prend comme base de B les
unités matricielles ey , définies par :

’
T xT
€y Vs

= 0p,2 02,20y, Y, 2 €Q, y,2 € Qy, 2/ € Q.

Sous-algebres co-unitales.

Proposition 2.1.2. Soit B l’algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara- Yamagami

C(G,x, B). On pose :

_ h m
ef = § :eg+h,g+h tegg V9€ G,
heG
m _ ] m
e = E:em,m+§:€ﬁ,ﬁ7
geG heG
_ h m
g = Z €9.9 + €59 Vg € G,
heG
_ E : g § ’ m
em = em’m—&— €h
geG heqG

L’ensemble {e|x € Q} forme une base de By et l’ensemble {e;|x € Q} forme une base de Bs.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.3.4, les sous-algebres co-unitales B; et B sont égales
respectivement a l'image de R par t et a 'image de R par s dans B. Par exemple, on a

t(pg)vlfcl = pg“l? = 59J€*h”1’37
t(pg)vyt = pgup’ = Og,kVy",
t(pg)v;;n = t(pg)vr‘(r]n = 0,
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pour tous g, h, k dans G. On obtient donc pour tout g dans G

h
t(pg) = Z €g+h,g+h + egfg'
heG

On note e9 = t(py) pour tout g dans G. De la méme maniere, on obtient :

em = t(pM) = Z egn,m + Z egfﬁa

geG heG
h
eg = slpg) = Y eh, +eps VgeG,
hea
em = S(pm) = Zegn,erzehm,h-
geqG heG

Biconnexité de B.

Proposition 2.1.3. L’algebre de Hopf faible B associée a la catégorie de Tambara-Yamagami
C(G,x, B) est biconneze.

Démonstration. Comme B réalise C, d’apres le théoreme 1.3.4, elle est connexe. D’apres la
proposition 1.1.15, la coconnexité de B est équivalente a la condition By N By = C. Calculons

B;NB,. Soit b€ ByNB,. Onab=Y c"e" =Y cye,, c'est-d-dire
e z€eQ

g h m m h m _
Z ¢ <Z €gth,g+h T 6g79> t+c < €m,m T Z 6h,h> =
heG

geG heG heG

e (Z +e3?g) +em (z T m) |

geG heG heG heG

Cela implique ¢ = ¢,,, = ¢9 = ¢4 pour tout g dans G et donc on a B, N B, = C. O

L’inclusion B; C B.

Proposition 2.1.4. Soit B l’algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara- Yamagami
C(G,x, ) et By sa sous-algébre co-unitale but.

1) Le diagramme de Bratteli de l'inclusion By C B est donné par la figure 1.

2) La matrice de Uinclusion est la matrice (n +1) X (n+ 1)

A= Do
1 - 1 1
1 -~ 1 n

3) Lindice de linclusion est 7—1 = [B : By] = (n + /n)?.
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4) La trace de Markov normalisée tr sur B admet pour vecteur trace

S =71(1,...,1,v/n)

et sa restriction sur By le vecteur trace

—

¢ =v7(1,...,1,v/n).

B()
B92

Bm

Figure 1 : Diagramme de Bratteli de By C B.

Démonstration. Les éléments de la base de B; sont donnés dans la base de B par les formules

_ h m
ed = Zeg+hyg+h+eg7g, g € G,
heG
m h m
e = E em’m—i— E eﬁ,ﬁ?
heG heG

ce qui nous donne le diagramme de Bratteli et la matrice de la proposition. Le polynéme ca-
ractéristique de cette matrice est P(X) = X"~ 1(X? —2nX —n+n?). La plus grande valeur propre
de cette matrice est donc n + +/n, qui est égale & sa norme car A est symétrique. L’indice est donc

7' =[B: By = (n+n)

Passons au calcul de la trace de Markov. On a

n+1l -+ n+1 2n
AAt:AtA:AQZ : . .

n+1l -+ n+1 2n

2n 2n n+ n?

D’apres la proposition 1.7.10, les vecteurs s et T sont les vecteurs propres (lignes) pour la matrice

A2 pour la valeur propre 7 tels que 5 = AT et que les traces qu’ils représentent soient normalisées.
|
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2.1.2 Calcul du coproduit.

Proposition 2.1.5. Soit B l’algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara- Yamagami
C(G,x, ). Le coproduit sur B est donné par les formules suivantes, pour g,k,l € G :

I —h
Aleq,) = Z Ch—gihh—gtl @ €y T eRg1 g ® €1
hed
h —h _
A(ei,m) = Z Ch—g+k,m ® ez,m + ﬁz X(97 l) 16?_9,1 ® eglv
heG . leG
Al ) = D ehmngrn®ehy +0Y X(g,0efs_ @ e,
hed ) leG
h —h
A(ei]n,m) = Z em,m ® ei]n,m + E Z X(ga k — l>e%jf ® eZ:LZ’
heG k,leG
h
A(erl) = Z x(g,l = k)eily @ e, + Z €htk htl © €hk htls
geG heq
h
Aer) = > e —@el, + > x(h 1= k)el, ,, ® ey,
geaG hea
—1_h
A(eg?l) = Z X(gv 1)6%71 ® ez,m + Z X(hv k) 1677’L,h+l & eg?h-&-l’
geG heG
_ h
Aleyp) = Do X(gR) e @ e+ D X Deh g ® e g
geG heq
Démonstration.

D’apres le théoreme 1.3.4, le coproduit est donné pour tout b dans B par A(b) = r.(Jobo J 1)

ou J est défini par J = @ Foyetr= Z Dr ® py est ’élément de séparabilité symétrique de R.
z,ycf) e

Commencons par calculer les isomorphismes J et J~!. D’apres la définition 1.3.5, les isomorphismes

fonctoriels de F sont donnés par :

F { TWOF0) = oy
v peu = taayo(p®1,)00

pour tous ¢ dans psF(x)p;, ¥ dans pF(y)p., s, t, z dans 2. On obtient pour tout g, h, k dans G :

Flg)@r F(h) — F(g+h) Flg) — F(h)®@rF(g—h)
UZ R Uf?-&-k — ’UZIZ et ’Ug — UZ—g+k Qg ,U]gifh

vd, Qr Uﬁn — vf,j‘h vd, — Uﬁz QR v;‘i{h
F(m)®@r F(g) — F(m) F(m) — F(m)®grF(9)

vt @R VY, —  x(g, k)vp? et v — v% Qg V]

”U%n ®R ’Ug+k — ;n:kk: ’UIT N X(ga k)_lv? ®R v;qn
F(g) ®r F(m) — F(m) F(m) — F(g) @r F(m)

vf, ®R V7 — x(g, b et VP U OV,

g m ) -1 m
U ®R Uy 7 Uk vg —  X(9,k)" v, @r vy
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F(m)@r F(m) — EPFlg) e Dri9 — Fim)orFm)
geG geG
vy, @R vp — o " vy, = Uil ®R VP
vF @R v — By x(g.h) g, vg, — B x(g, )l @r vy
geG heG

Le dernier isomorphisme est obtenu grace a I'orthogonalité des (bi)caracteres de G

1 _
=3 g hX Ak ) = G
heG
On note A( I'application qui & b associe J o bo J~!. Nous allons calculer Ao(ei,l), avec g, k,
dans G. On a, pour tout h dans G :

—h —h
Aolef J(Wh_gr ®r V) = vi_ o w ®RVL

Ao(eg ) (v ®r vf") = Ulg®rUp.
On obtient 0 sur les autres tenseurs simples d’éléments de base des B-modules F(x) pour x dans
Q. On en déduit, pour tous g, k,l dans G :

g\ _ h g—h m m
Ao ) =D ehgrnn—gr Or el + e g1 g @r Rl
heG
En procédant de la méme maniere pour les autres unités matricielles de B, on obtient :

_h _
Ao(ei,m) = Z eZ—g-&-k,m QR ezﬂ’ﬂ +5 Z x(9,1) 1621977 ®r e%?l’
heG leG
h —h
Aolen i) = Z €mh—gtk OR €y + Z X, l)eﬂjk—g ©r €
hed | ¢
ANo(edy ) = Z erom @R e+ - Z x(g:k = leg’; ®r ey,
hed kl€G
Aoef) = Y X9l =Ky ORr €%+ > Ehip st ®R €y niis
geG heG
Bo(ef) = D iy Orehat X Xl = k)eh  Or e,
geq heG
M) = S e b X AR s e
geG heG
Aoley) = X9 R e @ren + ) X el ym @R €
geG heG

pour tous g, k,! dans G.

Il ne reste plus qu’a faire agir a gauche 1’élément de séparabilité symétrique r = @ Pz @ pp de
e
R. Le calcul nous donne pour A les mémes formules que pour Ay.
|

Proposition 2.1.6. L’algébre de Hopf faible B associée a la catégorie de Tambara-Yamagami
C(G,x, B) est une C*-algébre de Hopf faible pour linvolution matricielle usuelle.

Démonstration.
La propriété x(g,h) = x(g,h)~! pour tous g,h dans G implique A o* = (* ® x) o A ol1 * est
I'involution matricielle usuelle. (|
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2.1.3 Counité, applications co-unités but et source, antipode.

Proposition 2.1.7. Soit B la C*-algébre de Hopf faible réguliére associée a la catégorie de
Tambara-Yamagami C(G, x, 3).

1) La co-unité de B est donnée par E(egyy) =1, 2,y € Q, sur le bloc B® et est nulle sur les
autres blocs. ‘

2) Les applications co-unités but et sources de B sont données pare,(el ) = e* etes(ed ) = ey,
x,y € Q, sur le bloc B et sont nulles sur les autres blocs.

3) L’antipode de B est donnée, pour tous g,k,l dans G, par les formules suivantes :

S(ei,l) - e;—gg,k—y’ S(e i )= e;@?k—g’ S(efn,k) = e];i?g,"” S(e}qn,m)
sty =iy’ s el | seli-ad!" s -

)

Démonstration. Nous allons calculer la co-unité et ’antipode en utilisant les axiomes des
algebres de Hopf faibles. Commencgons par la co-unité. En utilisant ’axiome

(e®id)A = (id®e)A =id,

on obtient (el ) = 1 pour tous z,y dans Q et 0 sur les autres blocs de matrices.
Les applications co-unités but et source sont définies respectivement par :(b) = e(1(1)b)1(2)

et e5(b) = 1(1)e(bl(2)) pour tout b dans B. Comme on a A(l Z e; ® €, nous obtenons
€N
(el y) *,e4(€) ) = ey pour tous z, y dans Q et 0 sur les autres blocs. Nous utilisons maintenant

les axiomes

m(S®id)A=e;, (1) et mId®S)A=¢ (2)
liant ces applications co-unités et 1'antipode pour calculer cette derniere. Soient h,k,l dans G,
nous allons calculer en détail S(ej. ;) et S (ex). 11 faut appliquer les axiomes (1) et (2) aux unités
matricielles dont le coproduit possede dans sa décomposition les facteurs qui nous intéressent. On
applique l'axiome (1) & e} ;, g dans G et e};. On obtient

h —h h
Z S(ehyrnri)ers +S(ef)er; = Z e+ e
heG heG

h —h :
Z S(ehfg+k,h7g+l)e'z;,l + S(e?,l)e?_%@ = 0, si g#0,
heG

N b h

Z x(h, 1= k)S(ex!)em m + Z S(enyrnr)enrny = 0
heG heG

On applique maintenant 'axiome (2) & ek 1 Eoms 9 € G, ey et e” On obtient

h —h h
Z EhahnrS(€ry) +epySler’) = Z €hthkih T €k
heG heG
B —h .
Z ehffg+k,hfg+ls(ez,l ) + e’l’cnfg,lfgs(egfz) = 07 s1 g 7é O>
heG )
h —h
Z em,ms(egi,m) + ﬁ Z X( k — l) S(ek l) = 07
heG klEG
> x(h = k)efSel, )+ eZ-&-k,h-&-lS(em—k,hH) = 0,
heG heG

Do et S + Y x(h 1= kel . S(er) = 0.

heG heG
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Ainsi on a S(e? Cothgtl) = e et Sleyy) = e;%- En procédant de maniére similaire pour les

autres unités matricielles, on obtient, pour tous g, k [ dans G :

S(ez,l) = el__gg,]g_gv S(6Z7m) = ey_rf)]]g_qa S(ei]mk) = 6]:—gg,ma S(eg@,m) = e;L,ma
Ser) = e{%, S(e%”j = el S(egl) = ﬂe{lk, S(ezlj) =[5 6;%

O

Remarque. On vérifie facilement que S(e*) = e, et S(e,) = e* pour tout = dans Q. L’applica-
tion S? est donc égale & Iidentité sur les sous-algebres co-unitales et B est réguliere, ce que nous
savions déja d’apres le théoreme de reconstruction.

2.1.4 Elément de type groupe canonique, projection de Haar, mesure
de Haar, espérances conditionnelles de Haar et automorphisme
modulaire.

Grace a la trace de Markov sur B, nous pouvons calculer ’élément de type groupe canonique
de B.

Proposition 2.1.8. L’élément q de la proposition 1.8.10 est égal a

(n+v/n)%( Ze"+n g™

geG
et l’élément de type groupe canonique de B est
T DI IS o
g,heG geG geq geq

Démonstration. On utilise la formule de la proposition 1.8.10. On a

_1
1= St A et aien

yeN geG

ou ty, y € §2, sont les composantes du vecteur trace 7 de la trace de Markov tr sur B, (proposition
2.1.4) et on calcule :

¢*S(a7?) = Z edep + —= Ze eg—&-\fZeg +emen

g,heG gEG geG

_ g—

= E:eh,h E:egg+f§:egg+§:e
g,h€G geG geG geG

O

Proposition 2.1.9. Soit B la C*-algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-
Yamagami C(G, x, ).
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1) La projection de Haar de B est I’élément

1 0
p= o 1 Z ez’y.
z,ye

2) La mesure de Haar sur B est la forme linéaire ¢ définie pour tous g, h,k dans G et x,y dans

Q,, -
1
fb(@;gl,k) = h,k?ﬁ,
g _
¢(6nz,m) n(n +11)’
pley,) = 5mym

et nulle sur les autres unités matricielles.
3) Les espérances conditionnelles de Haar E; et Es sont données par :

1
Ei(eh,) = 5h,k711+ e Vg hk€G,
E 9 = - M v G

t(em,m) TL(TL +11)€ ge G,
Bilepn) = Onp 1eh Vh,k € G,
Bilef'r) = Onp 1" Vh,k € G,
et

1
Es<€i,k) = 5h,kn L1 Vg, h,k € G,
ES (eg’L,m) = mem V!] S Ga
Es(epy) = 5h,kn 16n Vh,k € G,
Es(e’-,lf,;) = 5h,kn Tom Vh,k € G,

FElles sont nulles sur les autres unités matricielles.

4) L’automorphisme modulaire de la mesure de Haar de B est donné par 9¢(6Z,m) = L¢f

n“h,m
et Oy(el ) = nel . pour tous g,h dans G et est égal a Uidentité sur toutes les autres unités
matricielles.

Démonstration.

1) Nous utilisons la définition de la projection de Haar (définition 1.4.6) pour la calculer. Comme
e¢(b) est nul si b n’appartient pas & B°, la condition bp = &,(b)p pour tout b dans B implique que

p appartient & B°. Soit donc p = Z cI,yeg’y. Quelque soit g dans G, on a d’une part :
z,ye)

0 _ } : 0
€g,mP = Cm,y€q.y
yeN
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et d’autre part :

0 _
Et(eg,m)p = ¢ep
k m

(Z Co+k,g+k + eg,g)p
keG

_ 0

= Z Cq,y€q,y
yeQ

Ainsi, on obtient ¢, , = ¢, pour tous g dans G et y dans . La propriété symétrique pb = pe;(b)
pour tout b dans B implique ¢z ,, = ¢y, pour tout g dans G et x dans 2. On obtient donc

p=A Z 62711.

z,yeN

La condition de normalisation &;(p) = 1 implique A = T

2) On utilise la formule de la proposition 1.8.10, ¢(b) = tr(¢%S(¢?)b), pour tout b dans

1
B, ou tr est la trace de Markov normalisée et g ’élément de la proposition précédente. On calcule

*S(¢®) = %( Z efen + Ze eg + Ze em + e em)

1 g,heCG gEG gEG
= - o Z Z 53
- 7-( Z €h,h +—0= €g, 9 €5.9 + = e
9,h€eq gEG geG gEG

Il ne reste plus qu’a appliquer la formule, les valeurs de tr sur B étant données par le vecteur trace
s (proposition 2.1.4).

3) On applique les définitions F;(b) = (id @ ¢)A(b) et Eq(b) = (¢ @ id)A(b) pour tout b dans
B. Nous donnons un exemple de calcul. Soient g, h, k dans G.

-1
Et(ei,k) = Z eé—g+h7l—g+k¢(ei,k ) + ezn—g,k—gqb(e%LE)’
leG

Onk— E el g+hi—g+h T €hghy)s
n+1leG

1
= 6 h—g
h,kn i 16

(proposition 2.1.2).

4) On applique la définition (définition 1.4.5).

2.1.5 Projecteur de Jones de l’inclusion B; C B.

Nous avons maintenant décrit toute la structure de B et nous pouvons finir de décrire I'inclusion
B, C B en calculant le projecteur de Jones de B;.

Proposition 2.1.10. Le projecteur de Jones de linclusion By C B est

1
pB_ ’I’L+f Zekl+n4Z(gm+e(r)n,g)+n269n,m]'

k,leG geG
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Démonstration.

D’apres la définition 1.8.13, le projecteur de Jones de B est défini par pp = 7¢ 'zpq~"! ou zp
est I'unique élément positif de B tel que £(b) = tr(zpb) pour tout b dans B. On a e(el) ) = 1 pour
tous z,y dans Q et 0 sur les autres blocs donc xp appartient au bloc B°. Le vecteur trace de tr

sur B est
S =71(1,...,1,/n).

On obtient donc zp = 77! Z egw. L’inverse de I’élément ¢ (proposition 2.1.8) est
z,yeN

¢t = T%(Z e’ + n%em)

et on a pour tous z,y, z dans € :

0 z
€py€ = 0y,z€

0 z,0 __
x,z? € em,y - (SI,Zez,y'

Le projecteur de Jones pp est donc égal a

% Z ekl—’_n4 Z( gm+e%,g)+n§€9n,m]'

kleG geG

2.1.6 Autodualité de B.

Proposition 2.1.11. Soit B la C*-algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-
Yamagami C(G, x, 3). On pose, pour tous g, h, k dans G :

~1_h
fhk_e ,k’ fhm:ezn—h,—h’ fvgnkzez,nfk 7fmm ZX% Cm,m>

)

fhk_e_kma fhk m ka fhk_ﬁX(h k) —h —K’ fhk (hvk)_le%7_h

et on note {]Tyix € Q,y,z € N,} la base de B duale de la base {fy .0 € Qy,2 € Q.}. Lapplication

@:{B —)E’\

¢y — Ji-
est un isomorphisme de C*-algébres de Hopf faibles.

1 x
L’isomorphisme inverse @~ envoie e”y” . sur fy . pour tous x dans §, y,z dans Q.

Démonstration.
Un simple calcul permet de vérifier que le coproduit dans la base {f; .z € Q,y,2 € Q,} est
bien le coproduit comatriciel, c’est-a-dire

A( ym,z): Zf;,t@)ftm,zv Vl‘EQay,ZGQz-
teEQ,



40 CHAPITRE 2. ALGEBRES DE HOPF FAIBLES

Ainsi la base {fg\zx € Qy,z € Q,} est une base d’unités matricielles et Papplication ® est un
isomorphisme d’algebres.

Les formules pour le coproduit, 'antipode et la co-unité duaux sont donnés dans la proposition
1.1.3. Pour montrer que ® est un isomorphisme de C*-algebres de Hopf faibles, nous devons vérifier
que ® est un morphisme de cogebres, c’est-a-dire (PR P)o A = Aod et Poe = £, que P entrelace
les antipodes, c’est-a-dire ¢ o § = So D, et que  ox = x o ®. Ainsi, il suffit de vérifier que les
égalités

<((I) ® q)) o A( )’ y z’ ® ey y'’ z”> = <(I)( g,z>7ei’,z/€$” z”>’
@ oa( D= (e,
(© o S(ey ,> = (D)), S(esr ),
<(I)((ey z) )7 y z/ = <€ 29 (eZ’,z/)*>7
sont vraies pour toutes les unités matricielles ey , 1€yt ars €y Z,, de B.
La dualité entre les bases {f;z,x €Ny, z€N } et {ey x €Qy,z € Q) est donnée par :
< fk 1€ h ¢ >=0g,p—qOk,h—q0—q,l, < f;l”n eg,m >= 0k, h—p0i,—ps
— 1
< kl’ mq> 6kh q6 q,l7 <f'glm7e¢nm>: 7X(gah>7
<fkm’ ;nq >=0g.p—q0k,—q> <fg Im, pq> 5911 q01,—q

1

<

kl’ > ﬂ 5 k(s—q,lX(p7 q)7 y < kl’ p7q >= 0 ,—l(;—q,kX(p’ q)a

pour tous g, h, k,l,p,q dans G, les autres unités matricielles étant deux a deux orthogonales. Ces
formules permettent de vérifier les égalités précédentes. @ est bien un isomorphisme de C*-algebres
de Hopf faibles.

La matrice de passage de la base {ey 2
égale & sa transposée, donc &' envoie ey .

€ Q,y,2 € A} alabase {f) ,x€Q,y,2€Q} est
sur f, . pour tous z dans 2 et y, z dans €2.
([l

Nous avons calculé le produit, 'antipode, la co-unité et 'involution de B, ainsi que ’écriture
des e, r € (), dans la nouvelle base {f; .,z € Q,y,2z € (2, }. Nous en donnons les formules qui
nous serviront dans les prochains calculs.

Lemme 2.1.12. Le produit de B dans la base {f,; ,,x € Q,y,z € Q. } est donné par les formules :

B pfioge = Oy B bg S0 B = O serg S0

fg,mfi(f/,, = On’ htg’ fh’+m/’ oo Fim = F55

Ity 5 = On—ka— k’fh/ , i ke = OkkrOn, w Frms

ST = O BX(h = 1Y, k) Wy = O X (K = R)FN

fﬁ,kf,?ﬁkf = 5h,h’5k,k/fﬁn_g,k_ga fh k;fm m — X(gv k— h)fh ko

I mf,?%/ = Onwx (9, K 2 el = Ok —gx(h, g)fh k"
T = Og,h— hX(gvk)f£?7k7 gl ;L'/L,k/ = Ok x(9, 1) %n,le—g’

E,thmk' = O —g0k k' —g g},%/’ nm E”,LE = xlg: k= h)fy; hok’

pour tous g,g',h,h', k, k" dans G. Les autres produits d’éléments de {f;; .,z € Q,y,z € Q,} sont
nuls.
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L’antipode de B est donnée dans la base {f;,z,x € Q,y,z € Q. } par les formules :

(filfk) fk g,h—g> (fhm)—fmh g’ S(fmk) fk— 7n7 S(fgl,m): n;:qm’
(fhlc) i SR = filns S(f;:g):ﬂ v SUTY) =8I,

pour tous g, h, k dans G.
La co-unité de B est donnée dans la base {f;..,x € Qy,z € U} par e(fi ) = e(fily) =
e(f}:”ﬁ) = s(f,?,h) =1 pour tous g,h dans G et est nulle sur les autres éléments de la base.
L’involution de B est donnée dans la base {fy .,x € Q,y,z € Qu} par :

(filp) = f:5+h,7g+k, (fhm) = [
(Fnm) = gonm  Un )* = fo—gth
( }Tk)* = f;‘T;;a ( ) = fh,k?
( }ZL]})* = ﬂf}?}k’ (fhk) = 671f;:b]’€7

pour tous g, h, k dans G.
La base de By s’écrit dans la base {fy .,z € Q,y,2 € Qu.}

ef = Z fgg,y’ VgeG, " = Z f’r?’b,y'
yeN yeQ

De méme, nous avons calculé la projection, la mesure et les espérances conditionnelles de Haar,
ainsi que ’automorphisme modulaire de B dans la nouvelle base.

Lemme 2.1.13. 1) La projection de Haar de B est
p= U R S S LY )
g.h€G heG heG [pre:

2)La mesure de Haar de B est donnée pour tous h,k dans G par

¢(fhk) = "1”7
i) = oo
o) = ey
o fom) =

et est nulle sur les autres éléments de la base.
3) Les espérances conditionelles de Haar de B sont données par

E(fS,) = nl e Lk EG,
Bffn) = ——e VheG,
E(fS,) = Tl ™, Vh e G,
E(fom) = ™,

n+1
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et

1
E,(f° = ——e_p, VhEkEG
( h,k) nTle hs ke,
E,(f° = _n, YVhed
( h,m) nTle hs SHEH
ES( 27(7}7‘) = nii»lem, Vh S G,
ES( r?ﬁ,,m) = n+1 ms

et sont nulles sur les autres éléments de la base.
4) L’automorphisme modulaire 0, de la mesure de Haar de B est égal a Uidentité sur tous les

1
éléments de la base {fy .,x € Q,y,2 € Q. } a Uexception de 05(f7") = —fi et 0s(fi%) = nfi:
K ? n ’ k) b
pour tous h, k dans G.

2.2 Deux familles de coidalgebres involutives.

2.2.1 Les coidalgebres involutives [j.

Proposition 2.2.1. Soit B l’algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara- Yamagami
C(G,x, B) et soit H un sous-groupe de G. On pose, pour tous h dans H et x dans €,

h h
ult =>"fr,.

yeN

L’espace vectoriel Iy = Vect{ul|h € H,x € Q} est une coidalgébre involutive conneve de B. Leur
ensemble {Ig|H < G} forme un sous-treillis de l(B) isomorphe au treillis des sous-groupes de G
dont le plus petit élément est By.

Donnons d’abord un lemme.

Lemme 2.2.2. On a :
. ho R h+h'

) o hg b h+ _ h,h' _ h b _ ’ ’
(i) ugug = Ogr g4/ Ugi "y Up Uy = U™ Ugup, = upug = 0,Yh,h' € H,g,9" € G,

(ii) (uft)* = u;fh et (ul)* =u,h Vhe HgeGa,
(ii) e9 =u? ,, Vg € G et €™ =u),.

Démonstration. On utilise les formules du produit et de I'involution ainsi que I’écriture de e*,
z € Q) dans la base {f; .,z € Q,y,2 € Q,} (lemme 2.1.12). O

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition.

Démonstration.
Le coproduit étant le coproduit comatriciel dans la base { Jyr €y, 2z € Q,}, on a

Al =3 1,

yeN

pour tous h dans H,  dans 2, et donc A(Ip) est incluse dans B ® Ip.
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Le lemme précédent montre que Iy est une coidalgebre involutive (le point (iii) implique que
1= Z e’ appartient bien & Ip).

zeQ

Montrons que Iy vérifie la condition Iy N Bs = C. Soit u dans Iy N Bs. Une base de By est
donnée par les éléments e, = Z foﬁg, geGete,= Z fg’m. On doit donc avoir

zEQ €N
_ h _ 0
u= > e ) fry=d e ) foy
heH,ze yeQ yeQ e

Ceci n’est possible que si ¢, , = 0si h # 0 et cp, = ¢y, = ¢ pour tous z,y dans {2. On a bien
Iy N By = C et donc a fortiori Z(Iy) N By = C. La coidalgebre involutive Iy est connexe pour
tout sous-groupe H de G.

Soient H et K deux sous-groupes de G. D’apres la définition des coidalgebres I, on a clairement
Iynx C Ig N Ig. Réciproquement, soit u € Ig NIg. On a :

u = E E ch@uZ: E E ck,yuz

heH z€Q keEK yeQ

Comme les éléments ug sont linéairement indépendants pour tous g dans G et z dans €2, on a
nécessairement ¢, j, = ¢, = 0 pour tout h,k ¢ HN K. Ainsi, Iy A Ix = Iynk. De méme, on voit
facilement que Iy V Ix = Iyyk. Le treillis des coidalgebres Iy est donc un sous-treillis de I(B)
isomorphe au treillis des sous-groupes de G. L’égalité entre I(p) et B; est donnée par le lemme
2.2.2. O

Nous allons maintenant étudier la structure de C*-algebre de Iy et I'inclusion de B; dans Ip.
Lorsque H est un sous-groupe de G, on choisit un ensemble {u(M)|M € G/H} de représentants
des classes M de G/H tel que u(H) = 0, on note [g] la classe de g dans G/H, H* l'orthogonal

de H par rapport au bicaracteére y (définition 1.2.32) et H le dual de H, c’est-a-dire le groupe des
caracteres de H.

Proposition 2.2.3. Soient B l’algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara- Yamagami
C(G,x, ) et H un sous-groupe de G. On pose d = |H|. La décomposition de la coidalgébre invo-

lutive Iy en somme directe de C*-algéebres simples est donnée par Iy = @ I}{VI D EB I ot
MeG/H peH
IM ~ My(C) pour tout M dans G/H et If, ~ C pour tout p dans H. Le diagramme de Bratteli de

1
Uinclusion de By dans Iy est donné par la figure 2 et le projecteur de Jones de Iy de trace p est

pfyzézzuz

heH e
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ug
0
)

uj,

0

Ug
i

0
ungh

P1
IH

U,
15

Figure 2 : Diagramme de Bratteli de By C Iy .

Démonstration. D’apres I'écriture du produit dans la base {u”|z € Q} de I'y (lemme 2.2.2), on
pose eﬁ{k = uﬁ&@Hk pour tous M dans G/H et h,k dans H. Pour tout M dans G/H, les éléments

eﬁ/{k ou h et k parcourent H engendrent une C*-algebre isomorphe & My(C) (voir formules du
produit et de l'involution du lemme 2.2.2). On note I le bloc correspondant & la classe M de
G/H.

D’un autre c6té, application h — u”, est une représentation unitaire de H, donc la C*-algebre

1 ~
Z p(h)ul,, p € H sont

engendrée par les éléments u!’, ott h parcourt H est EB Cp, oup, = I
heH

peﬁ
les projections centrales minimales. On note I%; le bloc correspondant au caractére p de H.

Comme e9 = v, pout tout g dans G et e™ = uf), (lemme 2.2.2), on obtient le diagramme

]

de Bratteli voulu : pour tout g dans G, ug est connecté au bloc Il[g avec multiplicité 1 et n’est

connecté & aucun bloc I%, p € H, €™ n’est connecté & aucun bloc 111}4, M € G/H, et est connecté

a tous les blocs I?, p € H, avec multiplicité 1.

Calculons z7,, 'unique élément positif de Iy tel que e(u?) = tr(zzul) pour tous h dans H et

z dans Q. Nous savons que e(u) = 1, tr(ull) = dn0(n+ /n)~" et tr(ull,) = do.n(1+ /n)~* pour

tous h dans H, g dans G et x dans 2. Cela implique que x7,, = Z Z cz,th avec cp g =n++/n
heH z€Q
et ¢pm = v/n + 1 pour tous h dans H et g dans G. On obtient donc

w1y = v 3 [ S+

heH \geG \/ﬁ

D’apres la définition 1.8.13, le projecteur de Jones est I'unique projection qui soit un multiple de

q 'zr,q 1. D’apres les formules des points (i) et (iii) du lemme 2.2.2 et la valeur de ¢ (proposition
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2.1.8), il existe donc A > 0 tel que

Pry = A lw gt =AY 0> k.

heH zeQ)

1
Pour que py,, soit une projection, on doit avoir A = 7 O

2.2.2 Les coidalgebres involutives Jy.

La C*-algebre de Hopf faible B étant autoduale, Ianti-isomorphisme de treillis 6 : [(B) — I(B)
(proposition 1.6.3) nous fournit un anti-isomorphisme de treillis de I(B).

Proposition 2.2.4. Soient B la C*-algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-
Yamagami C(G,x,[) et H un sous-groupe de G. La coidalgébre involutive Jg = ®~' o 6(Ig)
(proposition 1.6.3) de B est conneze et est engendrée en tant qu’espace vectoriel par les éléments

g9 _ E g k _ fk
UI,M - fx,u(]V[)+h 9 Ua:,m - fm,m b

heH

m m m_ m

Yy M = Z fy,u(M)+h ’ /Uy,ﬁ - Z yu(M)+h ’
heH heH

pour tous g dans G, x dans 2, M dans G/H, k dans H* et y dans G U G. On note G/iH une
deuziéme copie de G/H définie par G/H = {M|M € G/H}.

De plus, l’ensemble {Jy|H < G} forme un sous-treillis de [(B) anti-isomorphe au treillis des
sous-groupes de G dont le plus grand élément est B.

Démonstration. Comme B est réguliere, le lemme 1.6.4 implique, pour tout sous-groupe H de
G, la connexité de la coidalgebre involutive Jy = ®~1 0 §(1y).

Nous souhaitons maintenant en calculer une base. Soient H un sous-groupe de G et @ I’élément
de type groupe canonique de B (proposition 2.1.8). L’anti-isomorphisme ¢ est défini pour toute
coidalgebre involutive I de B par

§(In)={Uy) NBCBxB ot Iy=Q 2S(Iy)Qx.
Démontrons d’abord un lemme.

Lemme 2.2.5. On pose ﬂ;‘ = Z fiy, pour tous h dans H ety dans Q. Alors :

zeN
(i) S(up) =a,", et S(ul)=a," Yhe Hgedq,
(ii) ﬂg = Z efl/:ggﬁg + e;?fg’_fg, VYhe H,g €@,
9'eG
W) ul = en oo+ v(g' k)Y . VheH,
m h—g’,—g m,m

g'eG g'eG

(iii) S(ei(al)) = ay_,, et S(ei(ay,)) =ad),, Vhe H,g € G,

(iv) @' commute avec Q2 pour tous h € H et x € Q.

Démonstration (du lemme).
Pour démontrer les points (i) a (iii), on utilise les formules du lemme 2.1.12.
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(iv) D’apres la proposition 2.1.8, on a :

D S DILAERC) SR Sr

g,h€G geG geq geqG
On vérifie ensuite que Qi = @"Q = @” pour tous h dans H et = dans Q. Comme @" commute
avec @, il commute avec la racine carrée de @, pour tous h € H et z € (. (]

Le lemme précédent nous permet d’affirmer que §(/y) est le commutant dans B x B de
S(Ig) = {a"h e H,z € Q}.
Nous allons maintenant extraire de cette définition des conditions calculables.

Lemme 2.2.6. Un élément ¢ de B commute o S(Ig) si et seulement si il vérifie S(e,(u))>e = upep
pour tout u dans S(Ig).

Démonstration (du lemme). Par définition du produit croisé B x B (exemple 1.5.6) et du
commutant, on a

8(In) = {v € Bllp(1ay > 1) @ 1)) = [(uqy > ¢) @ uz), Yu € S(In)}.

Démontrons ’égalité suivante pour tout z dans B :

SE)pp=p(zn1) (B).
Quelque soit b dans B, on a S(z) > ¢(b) = ¢(bS(2)). D un autre coté, I’égalité
byt ®@ b2y = b1y @ b(2)S(t)

pour tous b dans B et t dans By (lemme 1.1.9) et la régularité de B impliquent

e(z>1)(0) = @(ba))e(be)z) = p(z)S(2))e(z(2),
= o(rme(re)S(2) = p(xS(2)),Vo € B,z € By,b € B.

Ainsi, on a [p(1(1) DT) ®1(2)u] = [p®u] pour tous ¢ dans B et u dans S(Ig). D’apres la proposition
1.4.6, il existe une projection p de B, appelée projection de Haar, vérifiant bp = 4(b)p pour tout
b dans B. Nous cherchons donc des éléments ¢ dans B vérifiant

[p @ er(w)p] = [(uq) > @) @i (ue)pl;

pour tout w dans S(Iy). En utilisant (E), la définition du produit tensoriel et les propriétés de
I’action, on obtient d’un coté

[p @ er(w)p] = [p(2>1) @ p] = (S(ee(u) > @) @ 1)

et d’un autre coté

[(u) > @) ® ee(ue))p] = [(u) > @) (et (ue) > 1) @ p] = [(uay > @) (ue) > 1) @ p] = [(u> ) @ ]
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c’est-a-dire S(g¢(u)) > @ = ud> ¢ pour tout u dans S(Ig).
Ces conditions sont suffisantes. En effet, elles impliquent :

[(uy > @) ®u@)) = [(S(et(uw)) > @) ® uw)l,
= [e®@e(uny)ue),
= [p®ul.

(|
Nous pouvons maintenant caculer une base de 6(Iy).

Lemme 2.2.7. Onposecp—z Z Cy €y - Alors, onacrg+h—c g pour tout h dans H

z€Q yY,2€Q,
si g appartient ¢ G, x a Q et g' a G, c§,, = 0 si g n'appartient pas @ H*L et x appartient a 9,
Corgran = Cpg €t cz TR Cy'gr pour tout h dans H si x dans ).

Démonstration (du lemme).
D’apres les formules du lemme 2.2.5 et la définition de ’action >, les conditions nécessaires et
suffisantes du lemme précédent se traduisent pour h dans H et g dans G par :

u'; >€g7y =0y gem,h p et Eg_h DEgﬁy = 5y,h*g€g:h—g’ Vg € G,x,y €,
ugl> hy =0, geth 5 et ﬂg_hbé\;rfyzéy,fgé\;rfh_ , VYr,y e GUG,
ey, = 5y,mx(g', h)'ey,, et Ul >el, =0y mel,, Vg €GxzyeQ,
uﬁlbé\;’fy—znh+y et E’,ﬁlb’e\;’fy:%’fw siye G, x€ GUG,
up, ey, =0 et atver, =0, siyeG, xeGUG.

On lit alors les conditions sur les coefficients. O

Pour conclure la démonstration de la proposition, on applique ® ! et on obtient la base désirée.
De plus, comme ® ! 0§ est un anti-isomorphisme de treillis, les coidalgebres connexes Jy forment
un sous-treillis de [(B) anti-isomorphe au treillis des sous-groupes de G et on a

J{O} =dlo 5([{0}) =dto 5(Bt) =B
O
Nous allons maintenant étudier la structure de C*-algebre de Jy et l'inclusion B; C Jy.
Commencgons par démontrer quelques lemmes.

Lemme 2.2.8. Le produit est donné dans la base de Jyg par :

g 9 g+g’ k K k+k'
Vh A1V v = O/ htg? OMY g/ + M/ V) 3 Uy U = Ui,

U;’}MUE/7W = 5Q,M79/7Mf’l13:;\§/ ’Uz’M’UZ} M = 5h,h’6M,M/U;Ln_g7_g+M
;”Mvmm = x(k,u(M) — g)vity, Vim.m Vo = X(k, u(M) — g)vg””ﬁ
VSV M = OM gk MOW bt g U 5 U Vo = O g X (B —g)v) 5
’
gt = Bt o b = O (M), Rt
UgnvagM, = 5M,M’X(ha 79)”?79+M rU];i’m'Uh:’m = 5h’,h+k/vztg

d
U}’i,mv]:’rf’ﬁ = 6h,h/X( (Ml) k) h kM7 Ug Mvg’ M = 5697.@,6]\4,]\/—1' Z X(k7g - U(M))Ufn,m

keH+
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VU g = Bdon,mrx(g — g'su(M))vi, 7, sig—g' € H*

m w(M")—u(M)+h
VI = B D X(gs b u(M') = u(d))op b DT
heH
pour tous g,g',h,h' dans G, k, k' dans H+, M, M' dans G/H. Les autres produits d’éléments
de la base de Jg sont nuls.
Linvolution est donnée dans la base de Jg par :

(UZ’,M)* = :g-l-g ,—g+M> (Ug@,m)* = Upimo
(”;T,LM)* = Ug i (Ugﬁ)* = Vgns
k —k
(rurgn,M))’< = vm? g+M> (Ug,m)* = U—I€1+g,m’
(v;nﬁ)* = U_g}M’ (Ug:LM)* = B UZM’
pour tous g, g dans G, k dans H+ et M dans G/H.
Démonstration.
On calcule en utilisant la définition de la base de Jg et les formules du lemme 2.1.12. O

Lemme 2.2.9. On pose :
(i) JY = Vect{v;ngM,vfmmm €N,geG, MeG/H ke H-},

(1) vpr = ZUS’QJFM, VM e G/H,g € G,

geG
(iii) 2t = Y x(k,u(M))orr +vf, ., V€ HE,
MeG/H
d —
; 1 _ 7 1 1
(i) pp=— > pk)zy, ¥p € H-.
keH+

L’espace vectoriel J3; est une algébre et la décomposition de Z(J3;) en somme directe d’algébres

simples est donnée par
14

peﬁI

Démonstration. Le fait que J}; soit une algebre découle du lemme précédent. Soit u un élément

1
de Jy,
+ + m + k k
U= Ch M“h M Ch MUh M C;; Mvﬁ bvi Crm,mYm,m-

g.h,M k

Alors u commute avec vh,’M, pour tout ¢’,h’ dans G, M’ dans G/H si et seulement si pour tous
h dans G et M dans G/H on a :

G = 0, si g#0,
v = G =0
Chot = . g+h, g+Ma Vg e G.
La derniere condition est équivalente a ch7h+M = g’g+M pour tous g, h dans G et M dans G/H.

En posant vy = Z v(g),g+M pour tout M dans M, on obtient :

geG
2 : 2 : k k
u = cMvM + Cm,mvm,’m'
MeG/H keH-+
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En multipliant maintenant des deux c6tés par U;)LM on obtient c_g4p = Z cfn,mx(k, u(M)—g)
keHL
pour tous g dans G et M dans G/H, c’est-a-dire cpr = Z cﬁl’mx(k,u(M)) pour tout M dans

keHL
G/H. On a donc montré que les éléments du centre de J}; sont de la forme :

u=Y | D xteuM)oa +0k,,,
keHL MeG/H

La dimension du centre de Jy est donc égale a [G : H] = % et les éléments
Zli = Z X(k7 U(M))UM + vvlfn,,m
MeG/H

ou k parcourt H+ en forment une base. On remarque que z,iz,i, = z,i 4 bour tous k, k' dans HL.
L’application k —— z} est donc une représentation de H+ dans Z(J}). On obtient donc

Z(Jh) = P Cp).

pelf]I
O
Lemme 2.2.10. Les éléments
p g —g ) m p m p k
€o.90 = Vg g'+M> Cgm = Vgg+M>  Cmg = V5 g el Cpm =~ E : P(k) Vi

keH+

pour tous p € I/{I, 9,9 dans G ot M dans G/H est tel que p = x(u(M),.)~! engendrent une
C*-algébre simple Jt; isomorphe & M,41(C).

. \ re re \ n
Démonstration. D’aprés le lemme précédent, algebre J}; est la somme de ||H| =3 blocs de

matrices. Il nous reste & en exhiber une base d’unités matricielles. Soient p € HL et M dans G/H.
Le calcul nous donne :

1,9-9  _ 9 —g 1,m _ m
Pplq g/ +M = 6PaX(u(M)7~)_lvg’,9'+M’ PypVg.g+n = Opx(u(M),)~1Vg g+ M)

d d
1 k k
ppvg?g—i-M - Jp,x(u(M),‘)*lvg?g_i_M et p})ﬁ E p(k)vm,m - E § p(k)vm,m
keHL keH-+

pour tous g,¢’ dans G. On en déduit le lemme (pour vérifier que I'involution est bien I'involution
matricielle usuelle, on utilise les formules du lemme 2.2.8). g

Lemme 2.2.11. On pose :
(i)J% = Vect{vth,ng,v;"M,U;mm €G,xeQ,MeG/H ke H'Y,
(i) 2= D> v+ > x(gh) vy, YheH,
MeG/H geG
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1 =
(iii) p? = Il >hempr(h)z;, Ype H.
L’espace vectoriel J% est une algébre et la décomposition en somme directe d’algébres simples
de Z(J%) est donnée par :
- @

peH

Démonstration. Le fait que J% soit une algebre découle du lemme 2.2.8. Soit u un élément de

J%,
u_zcmN[UmM+Zchqu+ch]vf gM+ZC‘17

Alors u commute avec v m.y bour tous g dans G et M dans G/H, si et seulement sion a:

(i) gl = e =0, VgGG MeG/H,

(i) ¢j, 2 =0, VM € G/H,Vg € G\H,

(iii) ¢, pp = ¢y Vi€ HL M, M’ € G/H.

On obtient :

u=2 e ), va+chm U
heH MeG/H

Ensuite, © commute avec v;”ﬁ, si et seulement si on a c’;,m = 0 pour tout g dans G si k # 0 et

g ™= Z cnx(g, h) ™! pour tout g dans G, et par suite
heH

_ h —1,,0
w=3 o | D vmart D X900 g
heH MeG/H geq

La dimension de Z(J%) est donc égale & |H| = d et les éléments

Z U%,M+Zx(g7h)_lvg,m7

MeG/H geG

ol h parcourt H, en forment une base. Comme on a 27z, = z}, ., lapplication h — 2} est une
représentation de H dans Z(J%) et on a

_ 2

B @ Cp P

peH

Lemme 2.2.12. Pour tout M € G/HL, les éléments

M _ ok _ Z htu(M)—u(M)
ek’k/ = k’+u(M) m M M= |H| = h + 'U/(M ) 'LL(M))'U MY
M = ;X(u(M) ko™ —— eM = ;X(U(M) k)~ to™
M,k /7|H| ) ket u(M), M ) k,M ﬁ /7|H| ’ k+u(M) i

pour tous k,k' dans H+, M, M’ dans G/H engendrent une C*-algeébre isomorphe d MQ%((C) que

l'on note JI;AZ.
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Démonstration. D’apres le lemme précédent, l'algébre J% est la somme de |H| = d blocs de
matrices. Nous donnons juste un exemple de vérification. Soient M dans G/H*, M, M’, M" dans
G/H et k dans H*. Calculons e} €3t ;. On a:

T 1 ~ hepu( M) —u(M
cHaw i = |H%%XW(M%WL(M/)—u<M>>va<, OO M) R
1 T u N—u
= Qe - > X(u(M), b+ u(M') — u(M)yol M) 0D
heH

o3
X x(u(M"), k)x(k + w(M), —h — u(M') + u(M))v™

) ktu(M),—h—u(M")+u(M)+M"’
= Sy My — kyu(M))v™——
MM |H|% };{X( (M)) ftu (M), M

1
= (5 / 1" — ]{ M miﬂv s
M IH,IX( ul ))”Hu(M),M

M
= O My -

ott 'on a utilisé x(h, k) = 1 pour tous k dans H*, h dans H. a

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition.

Proposition 2.2.13. Soient B la C*-algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-

Yamagami C(G, x,3) et H un sous-groupe de G, d = |H|. La décomposition de la coidalgebre

involutive Jg en somme directe de C*-algébres simples est donnée par Jg = @ Jﬁ,@ @ J}y
pEHL MeG/H+

ot J; ~ My, 11)(C) pour tout p dans HL et JII}IY =~ My= (C) pour tout M dans G/H*, le diagramme

de Bratteli de linclusion By C Jy est donné par la figure 3 et le projecteur de Jones de Jy de

trace dr est

m\»—t

pJH -

Z Z ZUhMJF”“UhMJF”“U, % ok,

MEG/H heM \geG



52 CHAPITRE 2. ALGEBRES DE HOPF FAIBLES

P1
JH

Figure 3 : Diagramme de Bratteli de By C Jp.

Démonstration.

La structure d’algebre est démontrée dans les lemmes précédents. Maintenant que nous connais-
sons une base d’unités matricielles de Jp, nous pouvons donner le diagramme de Bratteli de
By C Jg. Il est obtenu en écrivant les éléments e9 = u(iw g € G, et e™ =2, dans la base d'unités
matricielles de Jg. On a pour tout g dans G :

0 0o _ 0 0
Ug ngyy_ E: Vg, Mt Vg ms

yeQ MeG/H

— x(g—u(M),.) 4 ol
MGZG:/H 9.9 t 0Bl

E 0o _ E 0 0
fm,y - Um,M + Um,m’

yeN MeG/H

> > e%,MJF > el

MeG/H MeG/HE pEHT

et

SO

Ainsi, pour tout g dans G, ug est connecté au bloc J }?] avec multiplicité 1, ou [g] est la classe de g

modulo Ht, et & tous les blocs J5, p € HL, et u, est connecté a tous les blocs J}Sj, M e G/H*,

— G
avec multiplicité 1 et & tous les blocs Jf;, p € H+, avec multiplicité ||H||

Il ne nous reste plus qu’a calculer le projecteur de Jones de Jg. Soit
_ g g k k m m
D DD DD DR SRR DI DT Y DR CAYTHY:
9€G x€Q MeG/H keHL zeQ yEGUG MeG/HUG/H

l'unique élément positif de Jg tel que tr(z s, u) = e(u) pour tout u dans Jg. Calculons les coeffi-
cients.
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Quelques soient ¢’, h dans G et M dans G/H, on a

’
g = m
Tl = Z Ch—g', M~ g'vh M + ch o/ M—g Uh, D
geG
g+’ _ 5 H
tr(vyar) = Og-gTIH]
m _
tr(“;}yf) = 0,
g _ . .
E(UhyM) = 1, si h € M, 0 sinon.

On obtient donc

Cheg' M—g' = Olsi h¢ M, Vg e G
CfgL—g’,M—g’ = | si he M.VgecQ,
c’est-a-dire, quelque soit M dans G/H :
G = Olsi h¢ M, Vged
G = el si heM.Vgeq@.

Quelques soient ¢’ dans G, M dans G/H, on a

’
TInVn = ZCZTM_g/x(g,g 1“m*+ Z Cm, Mg fﬁ’m
geqG g'nG
tr(U;’le) = 0,
tr(vd'Y) = 69, —g'TVnlH|,

c’est-a-dire cm M—g
Quelque soit k dans H+, on a

kK ;
xJHUI;z,m = Z cmm m+m +ZX(/€,U(M) _g)c;rqu);l:LM7
k'eH+ 9s
tr(vpth) = TZX(k+k'79)_1 = 0, T|G],
geqG
tr(v:g,LM) = 07
e(op, ) = L
c’est-a-dire v,¥ = ——. On obtient donc vk = L pour tout k dans H+.
mm = TGl 7|G]|
Quelques soient k dans H* et g dans G, on a
kK
Tig Vg, = Z o X (W(M), k)vghy + Z Cg kmVg 1 >
MeG/H k'eHL
tr(ng:%,) = 0,
tr(vkgfk m) = On—wTVn,
e(vg ar) =0
cest-d-dire ¢ %, = 0. On obtient donc c = 0 pour tous k dans H* et g dans G.

g—km

, = 0. On obtient donc ¢}, ,, = 0 pour tous g dans G et M dans G/H.

33
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Quelques soient g dans G et M dans G/H, on a

H]| . k !
Ty = G mr > Xk = u(M))h, D v g
keH~+ g'€G
tr( Z g’ ,M— g) = 07
tI‘( U, TYL) = 5k,0T|G|a
6(1);’}M) = 1sige M, 0sinon
di . . S M mo
c’est-a-dire ¢™ 97 W Sl g appartient a et Com = 0 sinon.
Quelques soient g dans G et M dans G/H. On a
—q k
xJva?M - Z CZJr’l,g’*ngMvgngVEI] + Z cm»mX(k’u(M) _g)vgﬁ’
, g'eG keHL
tr(vg,}? ) = dg97|H|
tr(v;’jﬁ) = 0,
g . .
€(Ug,ﬁ) 1sige M, 0 sinon
1

c’est-a-dire ™ si g appartient a M et CC”M = 0 sinon.

9. 7‘|H| 95
En étudiant tr(z,,vg'y,) et tr(xJHv 7) de la méme maniere, on trouve c'y, = cg =

tous g dans G et M dans G/H.
On a donc

von = 2 0| X v R o |+ g 3 vh

MeG/HheM geqG keH+

= 0 pour

1 1 T
-1 —Lavecq =71 E e + n1e™ | . Alaide des formules du lemme
geG

2.1.12, on obtient, pour tous g,¢’, h dans G, M dans G/H, k dans H* :

On calcule maintenant ¢~ x5, ¢q

’ ’

!’ ’
x,9 _ g g T __ g
eV M = 51,9'*hvh,M et vy pet = 617*9’Uh,M7

X ,,m J— m m xr __ m
e vh =0p—nVpy €t Uy eT =0y mvg IS
— m —
eTy™ v 5z,m’0§7ﬂ et vg Me =0y, _hv BTE
ainsi que
x, k k x
€V m = Umom€ = 5$,mvm,m.

Le projecteur de Jones py, est donc égal a

_1 1 1 1 1
AT | — Z Z(ZUZ,M+n4UITM+”4U}%M> +@n2 va)m ,

|H‘ MeG/H heM geG keHL

pour une certaine constante A. Pour que py,, soit une projection, on doit avoir A = |H|r.
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2.2.3 Le treillis des coidalgebres involutives Iy et Jy.

Si B est la C*-algebre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-Yamagami C(G, x, ),
d’apres les propositions 2.2.1 et 2.2.4, les familles {Ig|H < G} et {Jy|H < G} forment des sous-
treillis de [(B) respectivement isomorphe et anti-isomorphe au treillis des sous-groupes de G. La
proposition suivante montre qu’ils ne sont pas disjoints et que leur réunion forme un treillis.

Proposition 2.2.14. Soit B la C*-algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-
Yamagami C(G, x, B). La réunion des treillis {Iy|H < G} et {Ju|H < G} forme un treillis inclus
dans I(B) pour les opérations Iy N Jx = Igngs et Iy V Jx = Jgiqk pour tous sous-groupes H
et K de G. Le plus grand élément de ce treillis est B et le plus petit élément est By.

Démonstration.
Soient H et K deux sous-groupes de G et u dans Iy N Jg.

Onau:ZZcZu’;et
heH €2
ZZ Z mMU M+chmmzm

geG zeQ MeG/H leKL zeQ
LD DR DRV YE D D e Tl
yeGUG MeG/H yeGUG MEG/H

c’est-a-dire u = Z Z ch Z f;f’y et

heH z€Q yeQ

u = Z zMZfzu(M k+zcrmrm

g,z M kEK
+ Z e D Fyony ek + Z AE D o e
keK Y keK

On obtient ¢}",, = 0 pour tous y dans G UG et M dans G/H U G/H, . M= =c ., =
tous = dans Q et M dans G/H si g,l, h n’appartiennent pas & HN K= et c M= C‘Z N=¢ . =c
pour tous g dans H N K+, M, N dans G/H et z dans 2. On obtient donc

U= Z Zcquq

geHNKL zeQ

3

Ainsi la coidalgebre Iy N Jg est égale a la coidalgebre Igqg.
En prenant K = H™', cela implique Iy C Jyo et donc on a bien Iy C Jyinx. On vérifie
facilement que les conditions d’associativité et d’absorption sont vérifiées. O
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Corollaire 2.2.15. Soit B la C*-algebre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-
Yamagami C(G, x, 5) avec G = H Z/pZ, P un ensemble fini de nombres premiers deuzr o deux

peEP
distincts. Le treillis {Ig|H < G}U{Jg|H < G} est alors isomorphe au treillis T des sous-ensembles
d’un ensemble & card(P)+ 1 éléments.

Démonstration.

Lorsque G est de la forme H Z/pZ, ou P est un ensemble fini de nombres premiers deux
peEP
4 deux distincts, quelque soit le bicaractere y, l'orthogonal H+ d'un sous-groupe H de G est
"unique sous-groupe de G tel que |H||H*| = |G|. On pose [ = card(P). On écrit P sous la forme
P ={plit =1,...,1} et on pose E = {1,...,1l}. Si H est un sous-groupe de G, on définit Fy
comme étant le sous-ensemble de E formé des i tels que p; divise lordre de H (autrement dit
H~ H Z[piZ).

i€Ey

L’isomorphisme de treillis est donné par Papplication de {Ig|H < G} U{Jg|H < G} dans T
qui & Iy associe Ey et qui & Jy associe Eg. U {l + 1} pour tout sous-groupe H de G. O

Les figures 4, 5 et 6 illustrent les cas G = Z/pZ, G = Z/pqZ et G = 7Z/pqrZ. La symétrie des
treillis obtenus est due a I'autodualité de B.

B = J{o} B
/ \ A
Ia Ja
\ / Iz/pz Iz/42 Ja
B = Iy By

Figure 4, Z/pZ Figure 5, 7./ pqZ
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B,

Figure 6, Z/pqrZ

2.3 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons construit une famille de C*-algebres de Hopf faibles biconnexes
et régulieres en appliquant le théoreme de reconstruction aux catégories de Tambara-Yamagami.
Pour toute C*-algebre de Hopf faible B réalisant un catégorie C(G, x, ), nous avons calculé sa
structure et étudié l'inclusion B, C B en calculant son indice, son projecteur de Jones et en
donnant son diagramme de Bratteli. Nous avons ensuite démontré que B était autoduale et exploité
cette autodualité pour calculer deux familles de coidalgebres involutives connexes, les familles
{Ig,H < G} et {Ju,H < G}. Nous avons & nouveau étudié les inclusions B, C Iy et B, C Jy
(projecteurs de Jones, diagrammes de Bratteli), puis décrit les sous-treillis de [(B) formés par
ces deux familles de coidalgebres involutives de B respectivement isomorphe et anti-isomorphe au
treillis des sous-groupes de G. Pour finir, nous avons remarqué que leur réunion formait un treillis
inclus dans I(B), isomorphe au treillis des sous-ensembles d’un ensemble fini lorsque G est de la

forme H Z/pZ, ot P est un ensemble de nombres premiers deux & deux distincts.
peP
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Chapitre 3

Application des catégories aux
sous-facteurs.

Ce nouveau chapitre comporte trois parties, le but étant d’appliquer la théorie des catégories
de module au calcul des coidalgebres des C*-algebres de Hopf faibles construites dans le chapitre
précédent. Nous allons commencer par établir le lien entre les algebres de comodule d’une algebre
de Hopf faible quelconque B (dont les coidalgebres sont un cas particulier) et les catégories de
module sur Rep(B). La deuxiéme partie est consacrée au calcul d’un certain type de catégories de
module simples sur les catégories de Tambara-Yamagami, dites de multiplicité 1. Les catégories de
Tambara-Yamagami étant Z/2Z-graduées, nous utiliserons la théorie de Clifford développée dans

[G]. Nous montrerons ensuite que toute catégorie de module simple sur C = C( H Z/pZ,x, ), ou

peEP
P est un ensemble de nombres premiers deux a deux distincts, est de multiplicité 1. Si B est la

C*-algebre de Hopf faible associée a C, grace au lien entre les coidalgebres de B et les catégories de
module sur C, nous prouverons que le diagramme de Bratteli (pondéré) de I'inclusion By C I pour
toute coldalgebre connexe I de B est soit le diagramme de Bratteli (pondéré) de B, C Iy, soit le
diagramme de Bratteli (pondéré) de B, C Jy. Grace a la correspondance de Galois et aux résultats
du chapitre 2, nous pourrons alors décrire les graphes principaux des facteurs intermédiaires de
I'inclusion My C My x B lorsque B réalise C.

3.1 Algebres de comodule et catégories de module.

Si B est une algebre de Hopf faible, nous établissons le lien entre les algebres de comodules sur
B et les catégories de module sur Rep(B). Ce lien est déja connu pour les algebres de Hopf (voir
par exemple [AM]).

3.1.1 Algebre de comodule.

On suppose toujours que k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Définition 3.1.1 ([NV2], définition 4.1.2). Soit B une algébre de Hopf faible (de dimension finie)
(sur k). On appelle comodule (& gauche) sur B un k-espace vectoriel I muni d’une application

59
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k-linéaire § de I vers B ®y I, appelée coaction, vérifiant :

(i) (A ®id)d = (id® 0)J,

(ii) (e ® id)d = id.

On note 6(a) = a'™ @ a® pour tout a dans I.

On appelle algébre de comodule (¢ gauche) sur B une k-algébre I munie d’une structure de
comodule (1,0) telle que :

(ii1) 6(ab) = 6(a)d(b), Ya,b e I,

(iv) (es ® id)d(1) = 6(1).

Une sous-algébre de comodule d’une algébre de comodule I est une sous-algébre (non unifére)
J de I qui est une algébre de comodule pour la restriction de 6 & J, que l’on notera encore §.

Une coidalgebre de B est donc une sous-algébre unifere I de B telle que (I, A) soit une algebre
de comodule.
Nous allons maintenant donner quelques propriétés des algebres de comodules.

Proposition 3.1.2. Soit B une algébre de Hopf faible et (I,0) une algébre de comodule sur B.
Alors :
(i) I est un Bi-bimodule via

21.0.29 = s(zl.a(l).zQ)a(Q)

pour tous z1, 29 dans By et a dans I et on a z.1 = 1.z pour tout z dans By.
(ii) La coidalgébre (By, A) est incluse canoniquement dans Ualgébre de comodule (I,0) via

1(z) = 2.1, Vz € B;.

En particulier, on a 11y ® t(1(2)) = 10 1@,
(#ii) Pour tous z,z1,22 dans By et a dans I,

0(z.a) = z2aM®ad? (I),
d(a.z) = aWMze«d? (1)),
z1.4.22 = uz)a(ze) (I2),
gi(aM).a® = aq (I3).

Démonstration.
(i) On a, pour tous z1, 2o dans B; et a dans I, d’une part

(z1.0).20 = £(z16M)a® .25 = e(z16M)e(aP 25)a® = e(z1aM 25)a?
et d’autre part
z1.(a.23) = z1.6(aM 23)a® = e(aM 23)e(21a?)a® = (210 25)a'?
ainsi que
21.(20.0) = 21.6(20a)a® = g(e(22aM)210?)a® = e(21200M)a® = 21250

et
(a.z1).22 = E(a(l)zl)a(z).,@ = E(E(a(l)zl)a(Z)zg)a(B) = E(a(l)zlzg)a(2) = q.212.
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De plus, on a 2.1 = £(210)1) = (1M )13 = 1.2, Vz € B,.
(ii) D’apres le (i), ¢ est un morphisme d’algebres. Montrons que (id ® ¢)A(z) = §(¢(z)) pour
tout z dans B;. On a pour tout z dans By :

(id®)A(z) = 1(1)Z®L(1(2)) = 1(1)Z®€(1(2)1(1))1(2)
= 1qe(lglM)z01® = 14)e(1M1y)z 013
et
5(u(2)) = d(e(21M)1() = £(z1M)1® 16

= ¢(1M2)1® 10 = 5(1(1)1(1)7:)1(2)1(2)®1(3)
= 1M1,

(iii) Propriétés (I ) et (I1). On a, pour tous z dans B; et a dans I :
5(z.a) = e(zaM)a® ® a® = £(21MaM)1P? @ a® = 26V @ .

La propriété (I;’) se démontre de la méme maniére.
Propriété (Iy). On a, pour tous z1, 2o dans B; et a dans T :

§(z1.0.22) = z1aWz @ a® = (211M 1)@ @ a®)(1Wz 0 13)
= 0(21.1)0(a)0(l.22) = 6(e(z1)ac(z2))

ol nous avons utilisé les propriétés (I1) et (I7). Il ne reste plus qu’a appliquer € ® id aux deux
membres de égalité.

Propriété (I3). On a g;(a™M).a® = g(g4(aM)a?)a® = (aM)a?® = a pour tout a dans I, ot
nous avons utilisé la propriété e;(b(1))b2y = b pour tout b dans B. (]

3.1.2 La catégorie des représentations d’une algebre de comodule.

Nous pouvons maintenant décrire la structure de Rep(B)-module de la catégorie Rep(I) des
I-modules de dimension finie. Si V' est un I-module, alors V' est un By-module via z.v = t(z).v
pour tous z € By et v e V.

Proposition 3.1.3. Soient B une algebre de Hopf faible et I une algebre de comodule sur B. La
catégorie Rep(I) est une catégorie de module sur Rep(B) pour le bifoncteur défini sur les objets
par X @ V =6(1)(X ® V), pour tout objet X de Rep(B) et tout objet V de Rep(I), avec comme
morphismes structurels uxyy : (X Y)®V — X ® (Y ® V) le changement de parenthése et
ly : Bi®@V — V défini par Iy (§(1)(z®@v)) = z.v, 2 € By, v € V pour tous objets X,Y de Rep(B)
et V de Rep(I). On la note Rep(1,0), excepté si I est une coidalgébre ot on mote simplement
Rep(I).

Démonstration. Quelques soient X € Rep(B) et V € Rep(I), on peut munir X @ V de la
structure de I-module définie par a.(x ® v) = d(a)(z ®v), a € I, x € X, v € V. L’application ®
définie ainsi sur les objets de C x M induit un bifoncteur de C x M — M. Le fait que px y,v,
X,Y € Rep(B), V € Rep(I), soit un morphisme de I-modules et qu’il vérifie la condition du
pentagone sont assurés par la coassociativité de § et de A. D’apres leur définition, ces morphismes
sont clairement bijectifs et fonctoriels.
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Montrons que Ay est un isomorphisme de I-modules pour tout objet V' de Rep(I). On a, pour
tous a dans I, z dans B, et v dans V :

M(a[d(Dzov)]) = MAw@Pza®v) = aW.2).(a®.v)
= e(@Mz2)aPw = (e(aMz).a?)w
= (a.z)w = auz)w
= a.(u(2)v).

Nous avons utilisé ici les propriétés (I7) et (I3).
Le morphisme inverse )\‘_,1 de V vers B; ® V est donné par )\‘_,1 (v) =1M.1® 13 v pour tout
v dans V. En effet, on a, pour tous z dans B; et v dans V :

A o) (1Wz01@0) = 1W1013) (2.0)
= (id@L)(et(l(l))®1(2)Z)(1®U)
= 1MW 01@ 0

grace & la propriété 11y @ ¢(1(2)) = 1M @ 1) et & la propriété &¢(1(1)) ® Lgyz = &¢(1(1)2) ® 1(2)
pour tout z dans B (lemme 1.1.9). De plus, on a (Ay 0 A;;')(v) = 1.v = v pour tout v dans V. Ces
deux conditions impliquent que )\;1 est un morphisme de I-modules.

Il reste & montrer que la famille { Ay, V € Rep(I)} est fonctorielle et qu’elle vérifie la conditon
du triangle. Soient V, W deux objets de Rep(I) et f : V — W un morphisme de Rep(I). On a,
pour tous z dans By et v dans V' :

Aw o (id® f))AD 2@ 13 v) A (1M .2 13 f(v))
u(2).f(v)

f(e(2).v)

(fod)(1M .2 @13 p).

Les isomorphismes Ay, V' € Rep(I) sont bien fonctoriels.

Soient maintenant X dans Rep(B) et V' dans Rep(I). Nous allons montrer la condition du
triangle en terme des applications r)_(l et )\‘71. On rappelle que r)_(l : X ® By — X est défini par
ryt(z) = 1(1).-z ® 1¢z) pour tout = dans X et quon a 1(1) ® ¢(l(g)) = 1M © 13 pour tout z dans
B;. On a, pour tous « dans X et v dans V :

(7“;(1 2 idv)(l(l)ﬂ? ® 1(2)'1]) — 1(1)'(/1(1).{,6) ® 1) ® 1/(2),1)
= 1lye® 1 @ulfy).v
L)z @ e(lz) ® L)

d’aprés la propriété 1(1y1(1) ® 1ig) ® 1ay = 1(1) @ £¢(1(2)) @ 1(3y (lemme 1.1.9). D’autre part, on
a, pour tous x dans X et v dans V :

(idy @ A\gH)(1Wz@1®0) = 1Wze1M 1013 (13).0)

= ([doide[(1n)@e(lay) ®leyle)lz@l®wv)
= ([deide )1y @a(layle) @ley)l(z@lewv)
= 1(1).I & Et(l(z)) ® L(l(g)).v

d’apres la propriété e;:(1(1)) ® 122 = €4(1(1)2) ® 1(2) pour tout z dans B;. O
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3.1.3 Indécomposabilité de Rep(]).

Lorsque B est une algebre de Hopf faible semi-simple, nous considérons des algebres de co-
module sur B semi-simples. Dans ce cas, nous regardons comment se lit au niveau d’une algebre
de comodule semi-simple I, I'indécomposabilité en tant que catégorie de module sur Rep(B) de
la catégorie Rep(I). Nous définissons d’abord la notion d’indécomposabilité pour une algebre de
comodule semi-simple.

Définition 3.1.4. Soit B une algébre de Hopf faible semi-simple. Une algébre de comodule semi-
simple est dite décomposable si elle peut s’écrire comme somme directe de deux sous-algébres de
comodule non triviales.

Proposition 3.1.5. Soit B une algébre de Hopf faible semi-simple et I une algébre de comodule
sur B semi-simple. La catégorie Rep(I,0) est décomposable en tant que catégorie de module sur
Rep(B) si et seulement si I est décomposable en tant qu’algébre de comodule sur B.

Démonstration. On suppose qu’il existe deux catégories de module sur Rep(B) semi-simples
et non triviales M; et My et une équivalence de catégorie F de M1 @ My vers Rep(Z, d). Comme
Rep(1,§) est semi-simple finie, I se décompose en une somme directe d’algebres semi-simples finies
non triviales Iy @ Iy avec F(Mj) ~ Rep(l1) et F(M2) ~ Rep(I2) en tant que catégories semi-
simples (corollaire 1.2.19). Le foncteur F est essentiellement surjectif, donc il existe X; dans M;
et Xo dans My tels qu’on ait Iy ~ F(X1) et Iy ~ F(X5). Comme F est une foncteur de module,
omaBH ~BRF(X;)~F(B®X;)et BRI, ~B®F(Xy)~F(B® Xs). Ainsi, B® I; est
un I;-module donc d(a) = 0(a)(1® 1) € B® I, pour tout a dans I, et B ® I est un Iz-module
donc §(a) = §(a)(1®1) € B® I, pour tout a dans 5. L’algébre de comodule I est décomposable.

La réciproque est évidente. O

Nous nous intéressons particulierement aux coidalgebres, notamment aux coidalgebres connexes.
Démontrons d’abord un lemme.

Lemme 3.1.6. Si I est une algébre de comodule semi-simple sur une algebre de Hopf faible semi-
simple B, alors I est décomposable si et seulement si elle posséde une projection p dans Z(I) telle

que §(p) = 1(1) @ p.1(2).

Démonstration. Si I est une algebre de comodule semi-simple décomposable, alors il existe
une projection p dans Z(I) telle que I = pI & (1 — p)I et pI et (1 — p)I. Comme p est I'unité de
pl, on a d(p) = (es ®id)d(p). Donc on a :

(es ®1d)d(p) = 11)e(pPV12)) ® p@ = 1) @ e(pM1(2))p'? = 111y ® p.1(o).
(OH a aussi 5(1 - p) = 1(1) ® (1 - p).l(g).)
Réciproquement, soit p dans Z(I) une projection telle que d(p) = 1) ® p.1(2). On a I =
pI & (1 — p)I en tant qu’algebre semi-simple. De plus on a, pour tout a dans I :
d(pa) = d0(p)é(a) = (11) ®p.1(2))d(a) = (1@ p)(id ® )A(1)d(a) = (1@ p)d(a) € B pl.

De méme, on a 0((1 —p)I) C B® (1 —p)l. O

La proposition suivante établit le lien entre la connexité d’une coidalgebre et I'indécomposabilité
de la catégorie de ses représentations.
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Proposition 3.1.7. Soit I une coidalgébre d’une algébre de Hopf faible semi-simple B. La catégorie
Rep(I) est indécomposable en tant que catégorie de module sur Rep(B) si et seulement si I est
conneze.

Démonstration. Il suffit de combiner la proposition 3.1.5 avec le lemme précédent et la propo-
sition 1.1.5. ]

3.1.4 Déformations d’algebres de comodule

Nous savons maintenant associer a chaque algebre de comodule sur B une catégorie de mo-
dule sur Rep(B). Il est naturel de se demander quand deux algebres de comodule donnent deux
catégories de module équivalentes sur Rep(B). Soient (I, 4), (J,v) deux algebres de comodule sur
B. Lorsque les catégories Rep(I,d) et Rep(J, ) sont équivalentes en tant que Rep(B)-modules,
nous dirons que (I,0) et (J,v) sont équivalentes au sens de Morita. Nous allons adapter la notion
de déformation au cas des algebres de comodule et ensuite donner des conditions d’équivalence de
Morita en s’inspirant de [N1] (des conditions similaires pour I’équivalence de Morita des algebres
de Hopf faibles sont données dans ’annexe B).

Définition 3.1.8. Soient (I,0) une algébre de comodule sur B. On dit que (I,7y) est déformée de
(I,0) s’il existe un couple, appelé un -couple de déformation, (w,w) € (B®I) x (B®I) tel que :
(i) wo = ww = §(1),
(#) (A ®id)(w) = (1 ®@w)(id® d)(w),
(iii) et (WM 2).w® =1, pour tout z € By, ot on note w = wM @ W),
(iv) (i) = wo(i)w pour tout i € I.

Proposition 3.1.9. Soient (I,61) et (I,02) deux structures de B-algébre de comodule sur I telles
que 01(1) = d2(1). Les algébres de comodule (1,01) et (I,02) sont équivalentes au sens de Morita
si et seulement si elles sont déformées l'une de [’autre.

Démonstration. Soient {X,}aco un ensemble de représentants des B-modules irrédutibles,
{Vs}sen un ensemble de représentants des I-modules irréductibles et {7y facq, {Ps}sea les repré-
sentations irréductibles associées.

Pour tout a appartenant a §2 et tout 3 appartenant a A, comme les catégories des représentations
de (I,01) et (I,02) sont équivalentes en tant que catégories de module sur Rep(B), les produits
tensoriels de représentations m, ®1 pg = (Ta ® pg) 0 01 et Ty ®2 pg = (7o ® pg) © J2 ont la méme
décomposition en somme de représentations irréductibles et donc les algebres (m, ® pg)di(I) et
(To ® pp)d2(I) sont isomorphes. L'égalité entre d1(1) et d2(1) implique existence d’une algebre
simple I, g incluse dans 74 (B) ® pg(I) d’unité d1(1)(m4(1) ® ps(1)) contenant (m, ® p)d1(l) et
(To ® pg)d2(I). L'isomorphisme entre ces algebres s’étend donc en un automorphisme de I, g,
qui est intérieur par simplicité de cette algebre. Il existe donc w, g inversible dans I, g tel que
(Ta @ pg)da(x) = Wa,p(Ta & pg)dl(x)w;lﬁ pour tout z € I.

On pose
=Yy 5=
a,f3 a,

On a bien d2(x) = wd(x)w pour tout = dans I et ww = ww = J1(1).

Les propriétés vérifiées par le couple (w,w) sont la traduction des conditions du pentagone et
du triangle. L’équivalence entre les catégories Rep(7,d1) et Rep(1,d3) est réalisée par le foncteur
F : Rep(I,61) — Rep(I,d2) défini sur les objets par F(V) = V et dont les isomorphismes
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fonctoriels Fx v : F(X @ V) — X @ F(V) sont donnés par Fx (112 ®1?) .v) = w(z ®v) pour
tous objets X de Rep(B), V de Rep(I) et « dans X, v dans V.

L’associativité étant le changement de parentheses, la condition du pentagone se réduit donc a
(A®id)(w) =(1®@w)(id ® §)(w).

Soit maintenant V un I-module. On a I{,(11M 2@ 13 .0) = 12 (1.2 ® 1) .v) = 2.v pour tous 2
dans B; et v dans V ou l{, est 'isomorphisme unité pour V dans Rep(I,d) et ¥, dans Rep(Z, d2).
D’aprés la définition de F, la condition du triangle s’écrit donc z.v = (w™M.2).(w®.v) pour tous
z dans By et v dans V. On doit donc avoir (w™.2).w® = z, cest-a-dire g;(wMz).w? = 2, pour
tout z dans B;.

La réciproque est claire. O

Passons maintenant aux coidalgebres. Nous voulons savoir quand deux coidalgebres conjuguées
sont équivalentes au sens de Morita.

Corollaire 3.1.10. Soient I et J deuz coidalgébres de B conjuguées et soit u un inversible de
B tel que I = uJu™'. I et J sont équivalentes au sens de Morita si et seulement si il existe un
A-couple de déformation (w,w) € (B®I) x (B®I) tel que (1 @ u)wA(a)w(l @u~t) = A(uau™1)
pour tout a € I.

3.2 Catégories de module sur les catégories de Tambara-
Yamagami.

3.2.1 Théorie de Clifford.

Dans [G], une théorie de Clifford est développée pour les catégories monoidales abéliennes
fortement graduées, c’est-a-dire telle que chaque composante homogene possede au moins un objet
inversible (un objet X d’une catégorie monoidale C est dit inversible 8’il existe un objet Y de C
tel que X ® Y soit isomorphe a 1). Elle permet de décrire les catégories de module sur C = @ Cx

AEA
a partir des catégories de module sur C., qui est elleeméme une catégorie monoidale abélienne.

Dans le cas des catégories de Tambara-Yamagami, la catégorie C. est la catégorie Vectg dont la
classification des catégories de module simples est rappelée dans ’exemple 1.3.12. Les catégories
de Tambara-Yamagami n’étant pas fortement graduées mais seulement fidelement graduées, nous
allons réécrire les démonstrations des résultats qui nous intéressent dans ce contexte.

Définition 3.2.1. Si D et D’ sont deux sous-catégories d’une catégorie de fusion C, on note
DRD' la sous-catégorie semi-simple pleine de C engendrée par les objets de la forme X @ Y ou X
appartient a D et Y appartient a D’.

Si D est une sous-catégorie d’une catégorie de fusion C et N une sous-catégorie d’une catégorie
de module semi-simple M sur C, on note DN la sous-catégorie semi-simple pleine de M en-
gendrée par les objets de la forme X @ V' ou X appartient a D et V appartient o N.

Si D et D' sont deux sous-catégories d’une catégorie semi-simple C, on note D' + D la sous-
catégorie semi-simple pleine de C engendrée par D et D’.

D’apres la proposition 1.3.9, nous pouvons nous restreindre aux catégories de module semi-
simples squelette. Cela simplifie les démonstrations. Nous démontrons d’abord un lemme.
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Lemme 3.2.2. Soit M une catégorie de module semi-simple finie et squelette sur C et N une
sous-catégorie de module semi-simple sur C. de M vue comme catégorie de module sur C.. On a
les propriétés suivantes :

(i) Pour tout A dans A, la catégorie Cx\QN est une sous-catégorie de module semi-simple sur
C. de M et CARN est simple si et seulement si N est simple,

(ii) Le groupe A agit sur l'ensemble des classes d’équivalence de sous-catégories de module
simples sur C. de M par \.[N] = [CAQN].

Démonstration.

(i) Soient A et p dans A. Comme M est squelette, pour tous objets X de Cy, X, de C, et V
de NV, X, ® (X, ®@V) est égal & (X, ® X,,) @V et appartient & C,®N. La catégorie CA®(C,QN)
est donc une sous-catégorie semi-simple pleine de C,®N. En particulier, la catégorie semi-simple
C\®N est stable pour I'action de C,. et on peut la munir de la structure de catégorie de module
sur C, héritée de M.

On suppose que N est simple sur C.. Soit P une sous-catégorie de module sur C. semi-simple
propre et non triviale de CA®N . La catégorie Cy—1 @P est alors égale & une sous-catégorie de module
semi-simple sur C, non triviale de A et donc on a Cy-1®P = N. Mais alors on a CA®(Cy-1®P) =
CA®N et C,®(CA-1®P) C P. Contradiction.

Pour la réciproque il suffit de prendre A = e.

(ii) Si NV est une catégorie de module simple sur C., alors la catégorie Cy,®N est simple sur C,
et donc on a CA®(CL,@N) = Cr,@N. 0

Théoréme 3.2.3. Soit M une catégorie de module squelette finie simple sur une catégorie de
fusion C fidélement A-graduée. Alors :

(i) L’action de A sur les classes d’équivalence de sous-catégories de module de M simples sur
C. définie précédemment est transitive.

(it) Si N est une sous-catégorie de module sur C. simple de M et ¥ le stabilisateur de [N,

alors My = Z(CAgN) est une catégorie de module simple sur Cx = @C)\.

AES AES
(iii) On a M ~ @ (Cum®@M ) en tant que catégorie de module sur Ce.
HEAN/S
Démonstration.

(i) La catégorie semi-simple C®AN munie de la structure de catégorie de module sur C héritée
de M est une sous-catégorie de module semi-simple de M non triviale. Comme M est simple, on a
donc CAN = M. Or, on a CRN = Z CA®N. Soit P une sous-catégorie de module simple sur C,

AEA

de M. Comme les catégories CA®N, A € A, engendrent M, il existe A dans A tel que PN (CARN)
soit non trivial. La simplicité des catégories P et CAQN impliquent alors P = CA\®N . Donc, si Ny
et Ny sont deux sous-catégories de module de M simples sur Ce, il existe A; et Ao dans A tels que
Ny = C>\1®N et Ny = C)\2®N et on a Ny = C/\Q)\IA@NL

(ii) Le méme raisonnement que précédemment implique que ¥ agit transitivement sur les classes
d’équivalence de sous-catégories de module de M s simples sur C.. Si P est une sous-catégorie de
module semi-simple sur Cy de M/, alors P = Z CA®N en tant que catégorie de module sur Ce,

€=
ou = est un sous-ensemble de ¥. La transitivité de 'action de ¥ implique alors = = X..

(iii) 11 suffit de réordonner et de regrouper les termes de M = Z CAQN.
AEA
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3.2.2 Catégories de module de multiplicité 1 sur les catégories
de Tambara-Yamagami

Toujours grace a la proposition 1.3.9, nous ne travaillons qu’avec des catégories squelettes.

Définition et proposition 3.2.4. Soient C = C(G, x, 3) une catégorie de Tambara- Yamagami
et soit M wune catégorie de module simple et squelette sur C. Alors, M vérifie l'une des deux
conditions suivantes :

(i) I existe deuz sous-groupes H et K de G, un 2-cocycle ng appartenant a Z*(G, Fon(G/H,C*))
et un 2-cocycle nx appartenant ¢ Z*(G, Fon(G/K,C*)) tels que M se décompose en tant que
catégorie de module sur Cy = Vectg en une somme directe My &My ou My et Mo sont équivalentes
en tant que catégories de module sur Cy respectivement ¢ M(H, pup) et M(K, ng) (exemple 1.3.12)
et ou on on a :

meM= @ oM , moM= @ aM, VMeG/H ¥MeG/K.
MEG/K MeG/H

(ii) Il existe un sous-groupe H de G et un 2-cocycle p appartenant a Z*(G, Fon(G/H,C*)) tels
que M soit équivalente en tant que catégorie de module sur Coy et sur C & M(H, pg) et ot on a :

meoM= @5 cN, VM € G/H.
NeG/H

On dit qu’une catégorie de module est de multiplicité 1 si co = c; = 1 dans le premier cas ou
st c =1 dans le deuxieme.

Démonstration.

La catégorie C étant une catégorie Z/2Z-graduée avec Cy = Vectg et C; = (m), d’apres la théorie
de Clifford (théoréme 3.2.3), il y a deux cas possibles : soit M est la somme directe de deux sous-
catégories de module simples sur Vects, Mg et My, telles que mMgy = M; et mQM; = My,
soit M est une catégorie de module simple sur Vectg avec m@M = M. On utilise ensuite la
classification des catégories de module simples sur Vects de 'exemple 1.3.12.

Dans le premier cas, nous avons donc deux sous-catégories de module squelettes de M, simples
sur Co, Mo ~ M(H, pug) et My ~ M(K, ug), vérifant M = My @ M. L’ensemble YT des objets
simples de M est donc G/H UG/K. Si M appartient & G/H, comme on a m@My = M, on a

me M ~ @ c];[]v
NeG/K
D’apres Iisomorphisme
fgman : (g@©mM) @M — g & (m® M),
on a C]AT/][ = CIE pour tout N dans G/H, et d’apres I'isomorphisme
mgr: (M g) @M — m® (g ®@m),

on a ¢}y = 3 pour tous N, N dans G/K. On note ce nombre cg. De maniere symétrique, on

obtient cJ\N7 = c%f pour tous ZT], N dans G/K et tous M, N dans G/H. On note ce nombre c;.
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Dans le deuxiéme cas, nous avons une unique catégorie M ~ M(H, py) avec

meM = @ eV N.
NeG/H

Les isomorphismes structurels impliquent cette fois ¢}, = CS pour tous M, N, P,Q dans G/H et
on note ce nombre c. ]

Nous allons maintenant classifier les catégories de module de multiplicité 1. Les deux théoremes
suivants sont respectivement la classification dans le premier et le deuxieme cas. Démontrons
d’abord un lemme justifiant nos futurs calculs. Nous utilisons ’analogue pour les catégories de
module de la méthode de [HH] et [TY] pour calculer des catégories de fusion. Soit M une catégorie
de module squelette semi-simple finie sur C de multiplicité 1 et T I’ensemble de ses objets simples.
On note V7, l'espace vectoriel Hom(y ® z,x) pour tous z,y,z dans  (on rappelle que Q est
I'ensemble des objets simples de C) et par W%, I'espace vectoriel Hom(z ® N, M) pour tous M, N
dans T et = dans . Ces espaces Vectorielslsont soit nuls soit de dimension 1. On choisit des

éléments de base vy , de V', et wMy de W pour tous z,y,z dans Q et M, N dans G/H tels

que ces espaces Vectorlels solent non nuls

Lemme 3.2.5. Les morphismes d’associativité pi, 4 v pour x,y dans ) et M dans T sont déterminés
par les applications linéaires ui\{y’M de

N'eQ

vers

Hom((x ® y) @ M,N) ~ (P V;}
zeX

ot N parcourt Y.

Les morphismes unité Ap; sont déterminés par Uapplication linéaire Ap; appartenant a W1M§\4
pour tout M dans Y.

Pour tous x,y,z dans Q2 et M dans Y, la condition du pentagone de

Hom(z ® (y ® (2 @ M)) @ M 1 ® WyN];/[’ ® Wé\,]N'
M'.N'eQ

vers

Hom(((z®y)®z) @ M,N)~ @ Vi, eV e Wl
s, teX

en termes de ces applications est la commutativité du diagramme suivant (les produits tensoriels
sont implicites) :
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. N
/ ’ D idy, 0 How oy 0t 4
B W Wi W oY b wiive,whe
M’ ,N’eQ seX,M’'eQ
N’ .
D uy,z,NIlde]\fN,J/ i’r
! ’
D vi.wwlihe b v Wil
teX,N’eQ SEX,M’eN
Drex idv;.zﬂjzv,t,M\L i@s idvg  Bae
t s N t s N
D Vi Ve Wiy D Vi, vewiu
s,teX eas ai,y,zidWsNM s,teX

ot T est la volte (définition 1.1.2), tandis que la condition du triangle est donnée par :
Wy o (ide © Aag) = 12 © ida.

Démonstration.

Comme C and M sont semi-simples, tous morphismes f : ¢ — yde Cet F: M — N
de M sont déterminés par des morphismes f, : Hom(y,2) — Hom(z,z) ol z parcourt ) et
Fp : Hom(N, P) — Hom(M, P) ou P parcourt Y.

Le fait que les catégories C et M soient squelettes permet d’écrire facilement f et F' en fonction
des f,, z€ Q,etdes Fp, Pe Y :siy= @cgz et N = @ ch, on note p¥ et p¥ les projections

zeQ PeY
canoniques respectives de y sur ¢z et de N sur ¢® P, pour tous z dans Q et P dans T ; on a alors
F=ED 1Y) et F=EP Frpp).
2€0Q PeY
Réciproquement, si f : © — y est un morphisme de C et ' : M — N un morphisme de

M, on leur associe f, : Hom(y, z) — Hom(z, z) défini par f.(p) = ¢ o f pour tout z dans Q et
Fp : Hom(N, P) — Hom(M, P) défini par Fp(y)) =+ o F pour tout P dans Y.
Pour tous z,y dans €2 et M dans Y, I’associativité pi, . as est donc déterminée par une famille
de morphismes ui\f%M :Hom(z ® (y ® M), N) — Hom((z ® y) ® M, N) ou N parcourt Y.
L’isomorphisme
P Wy © Wy, ~Hom(z® (y ® M),N)
N'eQ

est donné par ¢ ® 1 — 1 o (id; ® ¢) et I'isomorphisme

P v;, @ Wy ~ Hom((z @ y) @ M, N)
zeX

est donné par ¢ ® ¥ — ¥ o (¢ ®iday).
Les conditions sont alors la traduction des conditions du pentagone et du triangle. O

Théoréme 3.2.6. Soit M une catégorie de module squelette simple de multiplicité 1 sur la
catégorie de Tambara- Yamagami C(G, x, 3). On suppose que M est de la forme M = Mg @® M,
ou My et My sont des catégories de modules simples sur Cy. Il existe un sous-groupe H de G tel
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que M soit équivalente a la catégorie M(H) définie de la maniére suivante : ses objets simples
sont les éléments de Y = G/H UG/H* et sa structure de module est donnée par

gRM =g+ M, g®M:g—|—M, mM = @ N, meoM = @ N

NeG/H* NeG/H
et les morphismes structurels
Hgg' M = Z:ngrg“rM
Hogaf = iy g 57
Hgm,M = @ x(u(M), g)idsz,
MeG/Hi
HmgM = @ X(u(M), kg, n)idgy,
MeG/HL
'U/gm,]\/‘i = @ X<U(M)’g)ldM7
MeG/H
,u'm’gJTj = @ X(U(M)aﬂgM))ZdMa
MeG/H
Hmm,M = @ (X(U(M),—Q—U(M))ZdN)
Nea/H MEG/HL,gEG,ngM N
S Hix(u(M), —g — u(M 'd) _
it = D (OHN@O), g —u()yidg)
NeG/HL

pour tous g,g" dans G, M dans G/H, M dans G/H*.
De plus, les catégories de module M(H) et M(H') sont équivalentes si et seulement si H = H'
ou H=H'".

Démonstration.

Soit M = M@ M; une catégorie de module squelette simple de multiplicité 1 sur C avec
Mo ~ M(H,ng) et My ~ M(K,ngk). Remarquons pour commencer qu'on a |G| = |H||K]|. En
effet, si M € G/H, comme on a ¢g = ¢; = 1, I'isomorphisme

Ummm i (M@mM) Q@M — m® (m® M)

G|
nous donne @ g+ M) = @ @ N et donc |H| = Kl
geG NeG/H MeG/K
N
~ oom Hog 500 Fgm 0
,ui‘:fg/ o et uN  _ pour g,¢' dans G, M, N dans G/H et M, N dans G/K. On pose pour tous

m,m,M

9,9 dans G, M, N dans G/H et M dans G/K :

Les morphismes non nuls sont du type /Jévg/ M> uéwm_M, ,u%g/ [T

M??;{M : g+M® Z;g’JWM — (g, g/)(M) g+g ® gt]ngM,

Ng,myM : wmf'JJvrjM®wA% it ap(g, M, M) m ®wm e

“ﬂM;Q’M : ngjvfM Qu) oy Bulds M, M)Um,gf @wl

W s wh @0l — Y (M NN, g0, @ why, VN € G/K,

9€G,g+M=N
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et les applications symétriques pour K, c’est-a-dire en échangeant les roles de H et de K, et des
classes M,N € G/H et M,N € G/K.

On peut s’arranger pour choisir une base de W pour tout M dans G/H telle que A\j; soit
égal a I'identité.

Les conditions du pentagone non triviales sont (g,g’,m, M), (g,m,g¢’, M), (m,g,g", M),
(g,m,m, M), (m,g,m, M), (m,m,qg, M), (m,m,m, M) pour tous g, ¢’ dans G et M dans G/H et
les conditions symétriques pour K. Elles nous donnent :

an(g', M, —g+ M)a(g, M, M) = ux(g,9")(M)an(g+g', M, M), (1)
Bu(g', M, —g + M)a (g, M, M)x(g.9') = aulg, g +M,M)Bu(g . M, M), (2)
pi(g,g')(M)Bu(g +g', M, M) = Bulg.g + M,M)Bu(g', M, M), (3)
v (M, —g + N)(M,~g +g') = (M, N)(M,g")ax(g,M,N), (4)
(g, M, g+ M)x(g,¢')vu (M, N)(g+ M,g") = Bi(g, M, N)yya(M,N)(M,g'),  (5)
i (M, N)(M, g")B (g, M, M) = yulg+ M N)(M,g - g), (6)
> (M, N)(N,9)Bu(g. M, M)x(g.g)™" = 0,sig +N#DM, (7)
9,9+ M=N
B> (M, N)N,g)Bu(g, M, M)x(g,g)"" = (N, M)(N,g")au(g, M, M), (8)
g7g+M:N

sig’+N:M,

ces équations étant vraies pour tous g,¢ dans G, M, N dans G/H et M,ZV € G/K excepté les
équations (4), (5) et (6) qui ne sont vraies que pour ¢’ dans G tel que ¢’ + M = N, et les équations
symétriques pour K que l'on note (i') pour i € {1,...,8}.

Nous allons maintenant résoudre les équations pour H, le cas de K = H' étant parfaitement
symétrique.

Les équations (3) et (3’) nous disent que pp et px sont triviaux. Ensuite, en prenant g dans K
et ¢’ dans H dans équation (2), on obtient x(g, g’) = 1 pour tous g dans K et ¢’ dans H. Comme
|G| = |H||K|, on a K = H* (définition 1.2.32).

Les équations (1) et (3) signifient que ag (-, M, ) et B (-, -, M) sont des 1- cocycles sur G & va-
leurs respectivement dans Fon(G /K, C*) avec 'action induite par g.M = —g+ M et Fon(G/H, C*)
avec ’action induite par g.M = g + M. On choisit, comme dans l’exemple 1.3.12, un ensemble de
représentants {u(M)|M € G/H} des classes G/ H tel que u(H) = 0 et un ensemble de représentants
{u(MﬂM € G/K} des classes de G/K tel que u(K) = 0, et on pose pour tous g dans G, M dans
G/H et M dans G/K :

kg =u(lg+M)—u(M)—g et HgyM:u(g—I—M)—u(]T/[/)—g.

L’application de Z'(H,C*) vers Z'(G,Fon(G/H,C*)) qui associe & un 1-cocycle ¢ sur H le 1-
cocycle v sur G a valeurs dans Fon(G/H,C*)) défini par v(g)(M) = ¢(kg m) pour tous g dans G
et M dans G//H est un isomorphisme de groupes ([Na]). Le 1-cocycle Sp (-, -, M) est donc I'image

d’un 1-cocycle sur H, c’est-a-dire By (g, M, M) = pi7(kg,nm) avec o3 € Z1(H,C*) pour tout M
dans G/K.

En prenant ¢’ dans H et M = K dans 'équation (2), on obtient p7; = X(U(M), ek . On pose
¢ = ¢r. On a donc Br (g, M, M) = x(u(M), kg,m)p(kg,ar) pour tous g dans g, M dans G/H et
M dans G/K.
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En remplacant By par sa valeur dans 1’équation (2), on obtient, pour tous g,¢’ dans g, M
dans G/H et M dans G/K, ag(g,q" + M, M) = x(g'" — /fgf,M,g)ozH(g,M,M) et en prenant
M = H, on obtient apy (g, M, M) =xw(M),g9)an(g, H, M) 11 suffit donc de connaitre agy (-, H, -).
Or, d’apres lisomorphisme entre Z1(G, Fon(G/K,C*)) et Z1(K,C*), il existe un 1-cocycle 1 sur
K tel que ag(g, H, ]T/f) = 1/’(*/‘5,9’1\7) pour tous g dans G et M dans G/K. On obtient donc
am(g, M, M) = X(u(M), g)ip(—k_, 37) pour tous g dans G, M dans G/H et M dans G/K.

Les équations symétriques pour K nous donnent

K (g, M, M) = x(u(M), g)(~F—g,11)
et
Brc(g. M, M) = x(u(M), 5, 5)3(5, 57)

pour tous g dans G, M dans G/K et M dans G/H.

Ensuite, en prenant g € K dans ’équation (5) et g € H dans I’équation (5’), on obtient ¢» = @
et p = {/;

En conclusion, il existe un 1-cocycle ¢ appartenant & Z'(H,C*) et un 1-cocycle ¢ appartenant
A Z'(K,C*) tels que, pour tous g dans G, M dans G/H et M dans G/K, on ait :

a (g, M, M) X(w(M), )i (=k_ 37),
Bu(g, M M) = X(w(M), kg0 )p(kg,n),
ag(g, M, M) = x(u(M),g)p(—r—gm),
B (g, M, M) X(u(M), 5, 37)U (K, 37)-

Passons au calcul suivant. Soient M, N dans G/H et M dans G /K. L’équation (4) implique

(M, N)(M,u(N) + g) = x(u(M), —u(N))yur (M, H)(M, g)

pour tout g dans —M.
Ensuite, I’équation (6) nous donne

i (M, H)(M, h — w(M)) = 5 (H, H)(M, h) By (u(M), H, M),
cest-a-dire vy (M, H)(M,h —u(M)) = vy (H, H)(M, h) pour tout h dans H. On a donc
i (M, N)(M, h = u(M) + u(N)) = x(u(M),u(N)) ™"y (H, H)(M, )
pour tout h dans H. L’équation (5) implique
o (u(M), H, M)x(u(M), )y (H, H)(M, h) = B (w(M), K, H)yu (H, H)(K, ),

cest-a-dire vy (H, H)(M,h) = x(w(M), h)~ vy (H, H)(K, h) pour tout h dans H, puis I'équation
(6) nous donne vy (H, H)(K,h)Bu(g,H, K) = vu(H, H)(K,0) c’est-a-dire

v (H, H)(K, h) = o(h)~ yu (H, H)(K,0)
pour tout h dans H. On pose A = vy (H, H)(K,0). On obtient

(M, N)(M, h — u(M) +u(N)) = Ax(w(M),u(N) + h) " p(h)
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pour tout h dans H. En posant g = h — u(M) + u(NV), on obtient
i (M, N)(M, g) = Ax(w(M), =g — w(M))p(—Fg,.ar)
pour tout g dans G tel que g + M = N. Les équations symétriques pour K nous donnent

i (M, N)(M, g) = Mx(u(M), =g — u(M))(=~, 57),

tandis que I'équation (8) implique 8|H|A = A.

Il existe donc A dans C non nul tel que, pour tous M, N dans G/H, M dans G/K et g dans G
vérifiant g + M = N, on ait

i (M, N)(M. g) = W (u(M), ~g — u(M))p(~ g 1)
et . N
Y (M, N)(M,g) = BIH[Ax(u(M), —g — w(M))¥(—k, 57)-

En conclusion, il existe un 1-cocycle ¢ appartenant & Z'(H,C*), un 1-cocycle 1 appartenant a

ZY(K,C*) et A dans C* tels qu’on ait :

Hogm = idgigrin
Pog it = Wgygiip
Bgm,M = @ X(u(M)7g)i/)(—,‘$_g’]\~/[)id]\77
MeG/HL -
Bm,gM = @ X(U(M%“g,M)(P(ﬁg,M)id]\’/j,
MeG/H*
Mg,m,j\\j = @ X(u<M)7g)@(_H*9;M)idMa
MeG/H
tgit = D X)), 7)) (s, 5pida,
MeG/H
it = D (), —g — u(M)p(~rgan)idy) ,
NeG/H MecG/H+,geG,g+M=N
~ = H M). —qg — M - Y ~)
Hosm, 3 ~@ (m IX(u(M), =g = u(M))y( ngM)ldN MeG/H,geG g+M=N"

NeG/H+

pour tous g, ¢’ dans G, M dans G/H, M dans G/H*.
Nous devons maintenant exhiber un foncteur entre M et M(H) qui réalise une équivalence de
catégories de module. Il suffit de définir sur les objets simples F(M) = M et F(M) = M, et de

poser Fy ar = (kg ar)y Fon = A7Hd, ]—'q = 9071(,% 77) et F 47 = id pour tous g dans H,

M dans G/H et M dans G/K, ou F, p est I'isomorphisme entre F(z ® P) et x ® F(P) pour tous
x dans Q et P € Y. Toute catégorie de module indécomposable sur C est donc équivalente & M (H)
pour un certain sous-groupe H de G.

Soient maintenant deux catégories M(H) et M(H’) équivalentes en tant que catégories de
module et soit F le foncteur réalisant cette équivalence. Comme elles sont toutes les deux squelettes,
on a une bijection de T sur ’ensemble Y’ des objets simples de M(H’). On doit avoir F(h® M) =
F(M) ~h® F(M) pour tous h dans H et M dans G/H et F(ko M) = .7-'(]\7) ~ k®.7:(]\7) pour

tous k dans K et M dans G/K. Cela implique soit H = H', soit H = H'*. O
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Théoreme 3.2.7. La catégorie C admet une catégorie de module M squelette simple sur elle-méme
et sur Cy de multiplicité 1 si et seulement si |G| = d? et qu’il existe un sous-groupe H d’ordre d tel
que H- = H. Dans ce cas, la catégorie M est équivalente a la catégorie N'(H) d’objets simples

les classes M € G/H avec la structure de module donnée par g M =g+ M, m@ M = @ N

NeG/H
pour tous M dans G/H et g dans G et les morphismes structurels

fg.g'. M = idgtgn,
Hg,m, M = @ X(U(M)v g) ide

NeG/H
Hm.g,M = @ X(u(N), kg,0r)idy

NeG/H
Hm,m,M = @ (X(U(P)a -9 U(M))ZdN)PeG/H,gEG,ngM:N ’

NeG/H

pour tous g,g" dans G et M dans G/H.
De plus, N(H) ~ N (H') si et seulement si H = H'.

Démonstration. L’isomorphisme entre (m ®@ m) ® M et m ® (m ® M) nous donne cette fois-ci

|G/H|?> = |G|, c’est-a-dire |G| = |H|?. Nous n’avons plus maintenant que trois applications de
structure a calculer «, 0 et «y vérifiant les mémes équations que précédemment, c’est-a-dire
a(g', M, —g+ N)a(g, M,N) = uu(9,9)(N)alg+g',M,N), (1)
By, M, —g + N)a(g, M, N)x(g,9') = a(g,g'+ M,N)B(g’, M,N), (2)
pw(g,9')(M)B(g +g', M, N) = Blg,9'+ M,N)B(g",M,N), (3)
’}/(M,—g—i—N)(P,—g—Fgl) = 'Y(M7N)(P’gl)a(97P’N)v (4)
a(g, M, g+ P)x(g,9')y(M,N)(g + P, g) = plg, P,N(M,N)(P,g'), (5)
V(MvN)(Pagl)ﬂ(ganP) = 7(9+M7N)(Paglfg)a (6)
> AMN)Q,9)8(9, M, P)x(9,9")"" = 0,if g +Q#P, (7)
9,9+M=N
B> A(M,N)Q,9)8(g,M,P)x(g.9)" = 7(Q,P)N,g)alg,M,P),  (8)
g9,9+M=N

ifg +Q=P,
ces équations étant vraies pour tous ¢, ¢’ dans G, M, N dans G/H, excepté les équations (4), (5)
et (6) qui ne sont vraies que pour ¢’ dans G tel que ¢ + M = N.
En procédant de la méme maniere que dans le théoréeme précedent, on obtient les applications de
structures suivantes :

Hgg' M = dgiginr,

Hgm,M = @ x(w(M), g)p(—K—g,m)idn,
NeG/H

pmgrt = D x(u(N), kg a0)p(kga)idn,
NeG/H

Mmm, M = @ ()\X(’U,(P), -9 U(M))@(_HQ,M)idN)PEG/H,gGG,g+M=N ’
NeG/H

pour tous g,¢" dans G et M dans G/H. De plus, quelques soient A et ¢, nous obtenons des
catégories équivalentes et N'(H) ~ N(H’) si et seulement si H = H’ (voir la démonstration du
théoréme précédent).
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O

Remarque. Quelque soit la multiplicité ¢, I'isomorphisme entre (m®@m) @ M et m® (m @ M)

1]
c

nous donne |G| = . L’existence d’une catégorie de module squelette simple M = M(H, )

sur C(G, x, ) implique donc que |G| est un carré. Certaines catégories de Tambara-Yamagami sont
réalisables par des algebres de Hopf (voir [T]). Une condition nécessaire et suffisante est ’existence
de catégories de module de rang 1. On voit qu’il doit exister x dans H?(G,C*) tel que M(G, p)
soit une catégorie de module sur C(G, x, ). Dans ce cas, la multiplicité est ¢ = \/@

Nous avons donc calculé une famille de catégorie de module squelettes simples sur C(G, x, 5).
Démontrons un résultat général.

Lemme 3.2.8. Soit M = M(H,up) ® M(K, uk) une catégorie de module squelette simple sur
une catégorie de Tambara-Yamagami C(G,x,[3). Si co et ¢1 sont premiers entre euz, alors on a
Cop = C1 = 1.

Démonstration. Soit C = C(G, x, 5) une catégorie de Tambara-Yamagami et
M= M(H,pg) ® M(K, i)

une catégorie de module squelette simple sur C telle que ¢y et ¢; soient premiers entre eux. L’iso-
morphisme fm mar 2 (M@ m) @ M — m ® (m @ M) nous donne dans ce cas

@ngM ED @ cocr N

9eG NeG/H pNeG/K
G|

K|
d’associativité figm, v €t fim,g,ar sont déterminés par les applications linéaires

et donc |H| = ¢pcq On rappelle que, pour tous g dans G et M dans G/H les morphismes

M g+M M m M
/”Lg,m,M Wm M @ Wg g+M Vg,m ® Wm,M
et . . .

M . g+M M m M
,LLm,g,JVI . Wg,M @ Wm,g+M Vm,g ® Wm,M

olt M parcourt G/K.Pour tous M dans G/H et M dans G/ K, on choisit une base ((wn]\;[,M)i)izl,...,co
de D’espace W), On a

lu’év,[m,M = (O‘H(gva M)Z,J) .

2]

et Mn]\{,g,M = (ﬁH(ganﬂ)i,j)ij

ol (ozH(g,M M)”> _ (,BH(g,M M)”) ~sont des matrices de taille ¢y pour tout g dans G.
0.

Soient g, ¢’ dans G, M dans G/H, la condition du pentagone (g, m,g’, M) se traduit en terme de
ces matrices par

x(9,9") (OéH(gva M)i,j)i,j (ﬁH(g/an -9+ M)m)i’j = (OéH(979' + M, M)i,j)i,j (ﬁH(9/7M7 ]T/f)”) ,

]
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pour tout M dans G /K. En prenant g dans K, ¢’ dans H et en passant au déterminant, on obtient

x(g,9' ) = 1. Le raisonnement symétrique ou les rdles de H et K sont échangés nous donne

x(g,9")°* = 1 pour tous g dans K et ¢’ dans H. Comme ¢y et ¢; sont premiers entre eux (et

X symétrique), on a x(g,¢’) = 1 pour tous g dans H et ¢’ dans K. On a donc H C K*. Cela
G

implique |H| < |K|| et donc |H||K| < |G|. Mais on a coc; |G| = |H||K|. On obtient donc H = K+

et co =c1 = 1. O

Nous pouvons maintenant regarder le cas G = H Z/pZ avec P un ensemble de nombres

peEP
premiers deux a deux distincts.

Théoréme 3.2.9. Si M une catégorie de module simple sur C(H Z/pZ,x,3) ou P est un

peEP
ensemble de nombres premiers deur d deux distincts, alors il existe un sous-groupe H de G

tel que M ~ M(H). Deux catégories de module simples My ~ M(H) et My ~ M(H') sur
C(H Z/pZ,x, B) sont équivalentes si et seulement si H' = H ou H' = H+.
peEP

Démonstration. On ne peut pas dans ce cas avoir de catégorie de module squelette simple du
type M = M(H, p), car |G| serait un carré (voir la derniére remarque). D’apres la proposition

3.2.4, les catégories de module squelettes simples sur C (H Z/pZ, x, ) sont donc de la forme
peP

M =M(H,pp) ® M(K, k)

avec H et K deux sous-groupes de G, gy dans Z?(G, Fon(G/H),C)) et px dans Z?(G, Fon(G/K),C)).

H||K
De plus, lorsque |G| est sans facteur carré, la condition coe; = | |g| | implique que ¢y et ¢ sont
premiers entre eux. Il ne reste plus qu’a appliquer le lemme précédent et le théoreme 3.2.6. O

3.3 Applications.

3.3.1 Structure des coidalgebres connexes de B :

le cas G = HZ/pZ.

peEP

Proposition 3.3.1. Soit B la C*-algébre de Hopf faible associée a la catégorie de Tambara-

Yamagami C = C( H Z/pZ, X, 3) ot P est un ensemble de nombres premiers deux o deuz distincts.

peEP
Si I est une coidalgebre connexe de B, alors il existe un sous-groupe H de G tel que : soit les

inclusions By C I et By C Iy ont le méme diagramme de Bratteli (pondéré), soit les inclusions
B, C I et B C Jug ont le méme diagramme de Bratteli (pondéré).

Démonstration. Comme [ est connexe, d’aprés la proposition 3.1.7, la catégorie Rep(I) est
une catégorie de module simple sur la catégorie Rep(B) ~ C. D’apres le théoréme 3.2.9, la



3.3. APPLICATIONS. 7

décomposition de I en somme directe d’algebres simples est donc de la forme

I~ P Me P IV

MeG/H MeG/H-

D’apres le chapitre 2 partie 2.2.1, on a B = @ B? et By = @ Cug. La structure monoidale
e €N
de Rep(B), ainsi que son action sur Rep(I) et Rep(B;) impliquent que :
(i) la multiplicité de Cu?, dans I'™ (respectivement I™) ne dépend pas de M (respectivement
de M),

(i) la multiplicité de Cuf) dans I (respectivement I M ) est égale & la multiplicité de Cu®

9'+g
dans I9'+M (respectivement Igl+]‘7) pour tous g, ¢’ dans G, M dans G/H (respectivement M dans
G/H%), B

(i) la multiplicité de I'M (respectivement I™) dans B™ ne dépend pas de M dans G/H (res-
pectivement de M dans G/H*Y),

(ii’) la multiplicité de I™ (respectivement IM) dans BY est égale & la multiplicité de 19"+
(respectivement 19 +M) dans B9 +9.

Démontrons par exemple les points (i) et (ii) pour les blocs I™, M € G/H. Pour tout M dans
G/H, la décomposition de IM en tant que Bi-module est de la forme

M ., M, 0 o Me, 0
1 _@cg Cuy @ ¢y, Cuy,
geG

ott ¢M est la multiplicité de Cul dans I'M pour tout = dans . D’aprés la structure de catégorie
de module sur Rep(B) de Rep(I) et de Rep(B;), on a, pour tout ¢’ dans G,

’ ’
9+M ., Ry M M, 0 M, 0
1 ~BY I _@cg Cugr iy ® ¢ Cuyy,.
geG

. . . 4 ’
Ainsi, on obtient cz:g],w =) et ¢, M = M pour tous g, ¢’ dans G et M dans G/H.

Rappelons que 'inclusion B; C B est donnée par la matrice

1 - 1 1
1 - 1 |G|

Cas 1 : le bloc Cul), est connecté a tous les blocs de I. Soit g dans G. Comme la multiplicité
de Cul, dans BY est 1, BY ne peut étre connecté qu’a un seul bloc de I et avec multiplicité 1.
Soit M dans G/H tel que BY soit connecté au bloc I™ (nous obtiendrons ainsi une coidalgebre
conjuguée a Jg, si 'on avait choisi un bloc I M avec M dans G /H*, nous aurions obtenu une
coidalgebre conjuguée a Jg1). Comme (Cug, est connecté & BY avec multiplicité 1 pour tout ¢’
dans G, (Cug, doit étre connecté a IM pour tout ¢’ dans G. Ainsi, 'unité de I™ est la somme de
|G| + 1 projections minimales et donc on obtient I'M ~ M g|4+1)- La transitivité de I'action de
G sur les classes M de G/H et la propriété (ii) impliquent alors que ug est connecté & IM avec
multiplicité 1 pour tout M dans G/H et donc on a I™M ~ M| 41) pour tout M dans G/H.
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Regardons maintenant les connexions entre I, M € G/H, et B™. En comparant les dimen-
sions, on voit qu’il existe au plus un M dans G//H tel que I'™ soit connecté & B™. Comme Cu?, est
connecté & I'M avec multiplicité 1 et & B™ avec multiplicité |G|, il doit y avoir |G| — 1 connexions
entre Cul, et B™ via les blocs I, M dans G/H*. D’apreés la propriété (i), [G : H] doit donc
diviser |G| — 1. Ceci n’est possible que si H- = G et dans ce cas [ = B = J{0}- Supposons donc
que, pour tout M dans G/H, I™ n’est pas connecté & B™. Toutes les connexions entre Cul, x

dans €2, et B™ passent donc par les blocs IM, M dans G/H*. Toujours d’apres la propriété (i), la
— G —

multiplicité de Cu?, dans I'M est égale |[H+| = |H|| pour tout M dans G/H~*. Soit maintenant g

dans G. La multiplicité de (Cug dans B™ est égale a 1. Ainsi, il existe M dans G/H* tel que (Cug

soit connecté & I'™ avec multiplicité 1. La propriété (ii) implique que tout g’ dans la classe de g

modulo H* est aussi connecté & I'M avec multiplicité 1 et on a IM ~ Msyc/1m)(C). En raisonnant

de la méme maniere pour chaque g de G, on obtient ™~ Ms)c/1m)(C) pour tout M dans G/H*.
On obtient donc I ~ Jy en tant qu’algebres avec les mémes diagrammes de Bratteli. La figure 6
illustre ces arguments, oll nous avons supposé que (Cug était connecté au bloc de I correspondant

ala classe [g] de G/H* et BY au bloc de I correspondant & la classe [g] de G//H pour tout g dans G.

Cas 2 : le bloc Cu?, est connecté uniquement aux blocs I'M M dans G JH* (ce choix arbitraire
permet d’obtenir des coidalgebres conjuguées a Iy et non a Iy;1 ). L'inclusion By C I étant unifere,
pour tout g dans G, il existe M dans G/H tel que (Cug soit connecté & I™ | ainsi que tout (Cug,
pour tout ¢’ dans la classe de g modulo H (propriété (ii)). Comme (Cug est connecté a B™ avec
multiplicité 1, I™ est connecté & B™ et avec multiplicité 1. Ainsi, I™ est isomorphe & M, 171(C)
pour tout M dans G/H.

Comme Cu?, est connecté & BY avec multiplicité 1, pour tout M dans G JH*, il existe g dans
G tel que I M §oit connecté a BY avec multiplicité 1 et Cul, est connecté & tous les blocs [ M
avec multiplicité 1. La propriété (ii’) implique que I M ost aussi connecté & BY' pour tout ¢’ dans
la classe de ¢ modulo H+. De plus, la multiplicité de Cul), dans B™ étant |G|, la propriété (i’)

7 G
implique que I'M est connecté & B™ avec multiplicité |H+| = |H|| En raison des multiplicités,
quelques soient g dans G et M dans G/H*, (Cug n’est pas connecté a I, Ainsi, on a ™M~ C
pour tout M dans G/H*. La figure 7 illustre ces arguments ol nous avons supposé que (Cug était
connecté au bloc de I correspondant & la classe [g] de G/H et BY au bloc de I correspondant & la

classe [g] de G/H* . O

D’apres la proposition 1.7.4, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.2. Si I est une coidalgébre semi-simple connexe de B alors il existe un sous-groupe
H de G tel que I soit conjuguée a Iy ou a Jy.
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Jl9'l

Figure 7

3.3.2 Etude de l’inclusion My C M, x B et de ses facteurs intermédiaires.

Nous avons montré dans le premier chapitre que si B est une C*-algebre de Hopf faible associée
a une catégorie de Tambara-Yamagami C(G, x, 3), alors B était biconnexe et réguliere. D’apres le
théoreme 1.8.11, nous pouvons donc construire une tour de Jones de facteurs hyperfinis de type
II; de profondeur 2 et d’indice fini.
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Théoréme 3.3.3. Soit B la C*-algébre de Hopf faible biconneze et réguliere associée a la catégorie
de Tambara-Yamagami C(G, x, ), n = |G|. Soit

My C My C My C M;
la tour de Jones de profondeur 2 de facteurs hyperfinis de type II; telle que
M, =MP et Ms= M, xB.

Alors, le graphe principal de linclusion Ms C Ms x B est donné par la figure 8 et l'indice de
Uinclusion est [Ma x B : Ms] = (n + /n)?.

Soit H un sous-groupe de G, d = |H|. Les inclusions My C My x Iy et My C My x Jg
ont respectivernent comme graphes principauz les figures 9 et 10 et on a [My x Iy : M| = d et

(Mo 0 Ty < M) = é(n—l— 2.

De plus, si G est de la forme H Z/pZ ou P est un ensemble de nombres premiers deuzx o deuz

peP
distincts, alors ce sont les seuls graphes principaux possibles pour un facteur intermédiaire M de

MQCMQXIB.

* 1 1
2
n
d
Figure 9 Figure 10

Figure 8

Démonstration. D’apres la proposition 1.8.9, le graphe principal de I’inclusion est le diagramme
de Bratteli de l'inclusion By C B figure 1, 2.1.1. et I'indice est [B : By].
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Comme B est autoduale, si I est une coidalgebre, alors le diagramme de Bratteli de I'inclusion
0(I) C B est le diagramme de Bratteli de l'inclusion ® o §(I) C B. Soit H un sous-groupe de G,
d = |H|. Le graphe principal de My C My x Iz est donc la composante connexe contenant B°
du diagramme de Bratteli de Jg C B et le graphe principal de My C My x Jy la composante
connexe contenant BY du diagramme de Bratteli de Iy C B. Il suffit de lire les figures 6 et 7dela
proposition 3.3.1. Ensuite, le point étoilé doit correspondre a la représentation triviale de B ~ B.
D’apres la définition 1.8.13 l'indice [Ma x Iy : Ms] (resp. [Mz X Jp : Ms)) est donné par l'inverse
de la trace du projecteur de Jones p;,, (resp. py, ) qui est calculée dans la proposition 2.2.3 (resp.
2.2.13). Si G est de la forme H Z/pZ, nous savons, toujours d’apres la proposition 3.3.1, que pour

peEP
toute coidalgebre connexe I, il existe un sous-groupe H telle que l'inclusion B; C I a le méme

diagramme de Bratteli que l'inclusion By C Iy ou By C Jgy. On applique ensuite le théoreme
1.8.15.
a

Lorsque G est de la forme H Z/pZ, les graphes principaux des facteurs intermédiaires sont en

peP
nombre fini et permettent de définir une relation d’équivalence.

Théoréeme 3.3.4. Soit B la C*-algebre de Hopf faible biconnexe et réguliere associée a la catégorie
de Tambara- Yamagami C(H Z/pZ,x, ). Soit
peP

My C My C My C M;
la tour de Jones de profondeur 2 de facteurs hyperfinis de type I telle que
M1:MQB et M3:M2><IB.

On définit sur les facteurs intermédiaires de l'inclusion My C Ms x B la relation d’équivalence
R suivante : on dira que deux facteurs intermédiaires M et N sont équivalents s’ils ont le méme
graphe principal. Alors les classes d’équivalence pour R forment un treillis isomorphe au treillis
des sous-ensembles d’un ensemble & card(P) + 1 éléments.

Démonstration. 1l suffit de remarquer qu’on peut prendre comme représentants des classes
d’équivalence de R les facteurs Ms x Iy et My x Jg ou H parcourt ’ensemble des sous-groupes
de G = H Z/pZ. En effet, quelques soient H et K deux sous-groupes de G les graphes principaux
ep
des inchplsions My C My x Iy et Mo x Ji sont différents, ainsi que les graphes principaux de Iy
et I d’une part et de Jy et Jx d’autre part si H et K sont différents car ils sont caractérisés par
Iordre des sous-groupes. Les classes d’équivalences forment donc un treillis isomorphe au treillis
{Ig|H < G} U{Jg|H < G} qui est isomorphe au treillis des sous-ensembles d’un ensemble &
Card(P) éléments d’apres le corollaire 2.2.15. O
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Annexe A

Les catégories de module Rep(/y)
et Rep(Jy).

Nous allons calculer les catégories de module squelettes sur C(G, x, 3) équivalentes aux catégories
de module Rep(Iy) et Rep(Jy) pour tout sous-groupe H de G.

A.1 La catégorie de module Rep(/y).

Soient Vis le Ig-module de base {eﬁ{o,h € H}, pour tout M € G/H, et V3; le Ig-module
de base p3; = p,, pour tout M e G/H* on p = X(]Tf,.). Les modules Vi, M € G/H, et V37,
M € G/H*, forment un ensemble de représentants des classes d’équivalence de modules simples
de Ip. La catégorie squelette de Rep(Iy) a donc comme objets simples les classes M € G/H et

les classes M € G/H*.

Proposition A.1.1. La catégorie de module squelette M de Rep(Iy) est la catégorie d’objets
simples M € G/H et M € G/H* avec la structure de module basé

gOM = g+

g M =~ g+ M

meM =~ @ M
MeG/HL

m®/]\z o~ @ M
MeG/H

83
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et les morphismes d’associativité

Kg,g' .M = Z:dg—O—g’—O—JVI
/“L.«Lg’,ﬁ = ng+g’+17
Hgm, M - @ X(U(M), g) Zd]\’z
MeG/HL -
pmgy = D x(M), kg )idy;
MeG/HL .
Mg,m,f\lv = @ X(_U(M)vﬁfg,M)idM
MeG/H
MeG/H
m,m = u M , U N)—u(M) — )N
T NE@H (M), Ny —u(M) =g)) o
Fom,m, 3 = @ (BIHIX(W(M); =9)) srecym.gec g Di=N -
NeG/H~*

Elle est équivalente a la catégorie M(H).

Démonstration. La premiére étape est le calcul des isomorphismes explicites entre les produits
tensoriels des objets simples de Rep(/y) et leur décomposition en éléments simples.

1. f(g) ® Vi >~ va_H\/[.
Une base de F(g)® Vi est donnée par les éléments eﬁh_u(Mm@eﬁ/{O pour h € H (on rappelle
que F(g) ® Var = A(1)(F(g9) ®c Var)). Calculons la structure de Iy-module de F(g) ® V.

On a
M’ g M - h'—h' g M
A<€h’,h//)(e—h—u(M)7O (9 eh,O) = A(UU(M/)-‘!‘h”)(e—h—u(M),O ® eh70)
_ h'’'—hn' R —n' g M
- Z (fu(M')+h“,y ®u, )(e—h—u(M),o ® %o)
yeX
N e 4 9 B —h'—h
= Tk (M) +h = h—u(),0 D Uy (ar)
w(M")=u(M)+h" —h R —h'—h

€t — bt —h—u(M),—h—u(M) D (01
- 5 eg ® uh”*h’*h
= Qu(M’)—u(M)+h"—h,g " _p'—h—u(M),0 w(M)

et zéro pour les autres élements de base de Iy. La condition u(M")—u(M)+h" —h = g signifie

M =g+ M et " —h = kg4 n. On en conclut que la structure de Iy-module de F(g) ® Vi
) +M M _ M

est donnée par ei,JL,,.egh,,JMg’M?u(M)’O ® €l a0 = eih,ﬂgvM,u(M)_’O ® €pr_y, op,00 POUT

tous h/, h’” € H. On obtient donc

F(g) ® VM ~ VQ_L\J\;
g M g9 .
€ htrgar—u(),0 © Ch—rg 0 T €ho

2. .7:(9)@‘/1\72 Vg+1\7'

F(g) ® V7 est de dimension 1 engendré par e,gmo ® pyz- Pour simplifier, nous allons calculer
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'action de ul, = Z X(u(]\Af),h)*lpM7 heH :

MeG/HL
Alul) (e, o @p5) = Y (fh, @ul)(ed, o @py)
yex

} |H| 3 Uy ® u)(eho® 3 x(u(D) )ul)
yeX h'eH

- W Zx( (VD). ) o Sl
heH

- | Z (g’h) ' 7gn0®uh+h
heH

= X(U(M)7h)_ X(gah) ! g 0D DPr

et zéro sinon. Un calcul simple permet de vérifier que I'application

Flg) @V =~ Vg+1\7
o ®Pi; T Doyir

est bien un isomorphisme de Ig-modules.

MeG/HL:

, VA m
Une base de F(m) ® Vs est donnée par les éléments em,o

encore nous faisons agir un élément du type uh h' € H, pour simplifier les calculs :

® 62{0, h € H. Cette fois

Alup)(e™—rmo @) = Dy @ uy )€ 5—p o © eho)
yeX
_ B —h
- fm,u(M)Jrh —u(M)— ho®um
m h' —h
a0 2 Ym

et zéro sinon. On obtient

12

F(m) @ Vi GB Vs
MeG/H+ .

m ®e%0 —

e—
—h—u(M),0

m

4. Fm)eVy~ @ V.
MeG/H
Une base est donnée par les éléments g’y @ py7, g € G et on a :

m h'—h - m
Al ero®@py) = Y (Fiihow, @up ey @)
yeX

fﬁ(ﬂﬁh’ m€g,0 ® uh hpM s
= Ou() =1 g€ () —hyo @ x(u(M),h — W )py;
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et zéro sinon. On obtient donc

o - —
e - X(W(M), h)e™ a0 © Par = X(w(M), h)e™ iy _no @ Pip
et I'isomorphisme suivant :
F(m) ® Viz ~ D v
3 MeG/H
X(U’(M)? h)elnhfu(M),O ® pM [ — 6}17\:[0
Nous allons maintenant passer au calcul des morphismes d’associativité. Au niveau de la
catégorie Rep(Iy), nous savons que ce sont les isomorphismes canoniques (c’est-a-dire le chan-

gement de parentheses).
L (Flg) @ F(g) @ Vu =~ F(g) ® (F(9') ® Var).

g g M 9 g’ M
(€2 g w0 @ €L puan,0) @ €ho > el w0 @ (€1 w0 @ €no)

| |

g'+M

g+g’ M g
€ h—u(m),0 ® €ho € iy as—h—u(g'+M),0 D Chtry 1,0
g+9'+M g+g'+M

h+’ig+g’,l\/l70 h+ﬁg’,M+Hg,g’+M70

Comme on a Kgyg/ M = Kg/,M + Kg,g'+M, o0 obtient g o v = idgig/ 401

2. (Flg) @ F(g") @ Viz = F(g9) @ (F(g') @ V)

’ ’

(€m0 ® €m.0) ® Pyy > ey 0@ (€9, 0 ®Pip)

| |

g+g’ g s
€m0 ®Par €m.0 ®pg/+M
Poyg+ Pyygrynt

On obtient My o 3T = idg+g,+1\7.
3. (Flg) @ F(m)) @ Vi =~ F(g) @ (F(m) @ V).

(€0 ® 61—7141\4),0) ® 62/,[0 €m0 ® (er_nh_iu(M),o ® e}]l{o)
X(g, —h —u(M))e™— | ® ejy €m0 @ Uy

| N

X(ga —h — U(M))u’;’bh X(g7 _h)um
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On obtient figm m = x(g, u(M)) @idﬁ.

M
4. (Flg) © F(m)) @ Vip =~ Fg) © (F(m) @ Vip).

(ef0 ®efl) @ Py ero @ (epo ® pyyp)
ef;cnfgfo ® pﬁ ei,o ® X(U(M)7 _K’*k;H)efi\{kyH,O

| |

~ ~ —k
(D), g i)l o~ x(u(M), )l

Comme on a Kk_j g + Kg,l—k] = Kg—k,H €t Kg [ k] = K_g,[g—k], O1 obtient

Mg,m,M = @X(U(M%—K,Q’M)idM.
M

5. (F(m)® F(g)) ® Vi ~ F(m) ® (F(g) ® Vi)

m g M
e agrino @ € w0 @ €no)

| |

m M m g+M
en e e e
—h—u(M),0 ®eno —h—rg m—u(g+M),0 © Chtrg ar.0

| |

—h —h—k M
m Um, g

m g M
(a0 © Conu(),0) @ Chio —>¢€

On obtient fim, g.pm = @ x(w(M), Kg,m)idv .
M
6. (F(m)® F(g)) @ Vi =~ F(m) @ (F(g) @ Viz)

(ello @ €p0) ® Pp ey ® (€7, 0 ® Pir)
X(xag>erm70 ®pf\;f e;rfO ®pg+M

| |

1Y [—a] [—a]

X(97 ZU)X(U(M), nx,[—x])enl‘[fw],o I X(U(g + M)v Hx,[—x])enww[fz],o

On obtient y,, 77 = @ x(u(M), g)idy,, -
M
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7. (F(m) ® F(m)) @ Vay =~ F(m) @ (F(m) @ V).
Ici, —k appartient a la classe M.

(o ®er ) @ eM a0 emty @ (e @M o)
ellz;Jg ® e]l/lkfu(M),O ego ® ulu )
k—g+M (M), —k — w(M) + k1 1)e =9
e*k‘gi’likfg,Mfu(M),O %X( ( ) ( ) 9,[ g]) Kg,[—g],0
k—g+M [—4]

Comme on a [-k] =M, onae o- De plus, on a

—k+rr—g,m—u(M),0 = e_“g,[*gh

(o0 = 2 XD, ~k—u(M) +gtull=gD)es) o

g —FRg,[-g>
M

S X)), ~k—u(M)+ 5y - g)e 2!
M

10 lut fm s = M), u(N) —u(M) — x)id N .
n en conclut i, m,ar ;(X(U( );u(N) = u(M) — x)i VN>M€G/HL@€G@+M:N

8. (F(m) @ F(m)) @ Vi =~ F(m) @ (F(m) @ V7).

(egfo ® e_g?o) ®pﬁ egfo & (egrfo ®p1\7)
k —1_k ~ m —~ _
T%X(Qv )" €m0 @ Px; ex ®X(“(M))“g,[fg])e[—ngj,[,g],o

|

-1 —~
T E X(gak) Pyinr X(U(M),Iig’[,g])uf,{”[fg]
keG

On a x(u(M), Ky (=g Um % = @X(u(ﬂ) —u(N), Kg,[—g])P» donc I'isomorphisme i+
N
est I'inverse de celui qui envoie pg sur
TX(N) =u(M), kg g) > x(9:k) P ar
keG k+M=N
Comme on a kg [_g = g+ u([—g]), on a

XW(N) —u(M), kg —g) > xR 'pm=7 >, x(-glk)p,, 5
k€G,k+M=N keG k+M=N

On en conclut que 1, 7 = (T|H|x(w(M), 7k)idvﬁ)M€G/H,k€G,k+M:ﬁ'

N
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L’équivalence entre la categorle M et M(H) est réalisée  par le foncteur F défini sur les objets
par F(M) = M et f( M) =M pour tous M € G/H et M € G/H* et muni des morphismes

cg.m =1id, ¢ id, cm7M =1id et Cm,]T/f = X(U(M),u( M))id .

g9, M —
O

A.2 La catégorie de module Rep(Jy).

Proposition A.2.1. La catégorie squelette de Rep(Jy) est équivalente o la catégorie squelette de
Rep(Ig1).

Démonstration. Nous prenons comme représentants des classes d’équivalence des Jg-modules
simples les modules Vy;, M € G/H*, de base

1 —
M _ -k i M o __ 1 om
{eko = Uyirrymo b €H U {eM,o |H|UT(1W),J\7’M € G/HY,

et les modules V,, p € fft, de base

{eg,o—v 9 EGHULe] g =0 ~}

0,M
ou p~t = X(U(M ),.). Nous procédons ensuite de la méme fagon que pour Igy. Nous donnons
directement les résultats.
La structure de catégorie de module squelette sur C(G, x, 0) de Rep(J 1) est donnée pour tous

g,9 dans G, k dans H+, M dans G/H, M dans G/H* et p dans HL par :

Xg®@ VM ~  Vogim X,®V, ~  Vig.)p
eg—k—u(M%O ® 6716\/10 — 6iif\fg,M»0 eéig’ 0® eg, o T e;(—(&-gg;;)g
u(l e : : :
X(u(M), g 11)ef, g @ elt et @b, — e8P
X @ Vs ~ @ Vs
pEfI_I
m u(M 1
@M BIH P (u(M), —g)ey
m M P
T (M),0 ®epog Z/\ P(k)em,o
peHL
Xm @V, = D vu
MeG/H+
—u(M) ko ® e 0 P(—k)ez%
e ® e;(,(“( M)y > X(“(M)’g)e_ﬁz\?fo
’ MeG/H*: ’

avec les morphismes d’associativité
/jlg,g’,M ldV g+g’+M?
Pg.g'p = 1dvx(q+q e’
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tig,m.m = X(u(M), g) @ ide’

peﬁI
Hm,g,M = @ p(kg,nr)idy,,
pEI’?Ij
Hg,m,p = Z p(—F—gnm)idv,,,
MeG/H
Hm,g,p = @ X(U(M)’gﬁdVM’
MeG/H+
pmmrt = P (X(u(M)’_Kg’M)idVN)JTIeG/H €G,g+M=N’
NeG/H+L IEEIT=
ﬂm,m,p: @ (6|H‘X(U(M)’7g)idvp)]\/IEG'/H,gEG',X(g,.)p:p"
p’eflI

Il ne reste plus qu’a poser Viy =V, si p = x(u(ZTl/), .) avec M e G/H et on obtient ’équivalence
Rep(Jg) ~ Rep(Ig1).

O



Annexe B

Equivalence de Morita et
déformation des algebres de Hopf
faibles semi-simples.

Ce qui suit est inspiré de larticle [N1]. Soient A et B deux algebres de Hopf faibles semi-simples
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle. On dit que A et B sont équivalentes
au sens de Morita si les catégories Rep(A) et Rep(B) sont équivalentes en tant que catégories de
fusion.

Définition B.0.2. Soit B une algébre semi-simple munie de deux structures d’algébres de Hopf
faibles By et Bs de coproduits respectifs Ay et Ao vérifiant Aq(1) = As(1), d’antipodes respectives
Sy et Sy et d’applications co-unités sources respectives e} et €2. On dit qu’elles sont déformées
l'une de autre s’il existe un couple (2,Q) d’éléments de B ® B vérifiant :

(i) QQ = Q0 = A (1),

(ii) (A1 ® id) () (2@ 1) (id® A1) (Q)(1 @ Q) = (id® A1) (Q)(1 @ Q)(A; @ id)(Q) (A 1),

(i) Etl(Q(l)Z)Q(g) = z, pour tout z € By,

() S1(ef (Q2)2))Q(1) = S1(2), pour tout z € By (on note Q = Q1) @ Qz)),

(v) Ag(b) = QA1 (b)Q pour tout b € B.

Proposition B.0.3. Soit B une algébre semi-simple munie de deux structures d’algebre de Hopf
faible By et By de coproduits respectifs Ay et Ay. On suppose qu’on a A1(1) = Aqg(1). By et By
sont équivalentes au sens de Morita si et seulement si By et By sont déformées 'une de autre.

Démonstration. On suppose que B; et By sont équivalentes au sens de Morita. Soient {X; }ier
un ensemble de représentants des B-modules irrédutibles et {m; };c les représentations irréductibles
associées. Soient i, j € I. Comme les catégories des représentations de By et Bs sont équivalentes
en tant que catégories de fusion, les produits tensoriels de représentations m; @1 7; = (m; @ pj) 0 Aq
et m @2 m; = (m; @) 0 Ay ont la méme décomposition en somme de représentations irréductibles
et donc les algebres (m; ® m;)A1(B) et (m; @ mj)A2(B) sont isomorphes. Comme A;(1) = Ay(1), il
existe une algebre simple B; ; incluse dans 7;(B) @ m;(B) d'unité A;(1)(m;(1) ®@m;(1)) contenant les
algebres (m; ® mj)Aq(B) et (m; ® 7;)As(B). L’isomorphisme entre ces algebres s’étend donc en un
automorphisme de B; j, qui est intérieur par simplicité de cette algebre. Il existe donc €2; ; inversible
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dans B, ; tel que (m; @ m;)Aq(x) = Q; ;(m; ®7rj)A1(x)Qi_,j1 pour tout x € I. On pose Q2 = Z Q
igel
et Q = Z Q;j et on a bien Ay(z) = QA (z)Q pour tout z € I avec Q0 = QQ = A(1).
ijel
L’équivalence entre Rep(B1) et Rep(B2) est alors réalisée par le foncteur défini sur les objets
par F(X) = X pour tout X € Rep(B) et dont les isomorphismes structurels sont donnés par
Fxy(la)r ®1g).y) = Qz ®y) pour tous X,Y € Rep(By), z € X et y € Y et F; = idp,. Les
autres conditions sont alors la traduction des conditions de commutativité des diagrammes de la
définition d’'un foncteur monoidal. ]
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