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Introduction

Le fil rouge de ce mémoire est une classe de variations de structures de Hodge (VSH en
abrégé) sur des variétés complexes compactes. Dans la premiere partie, on construit des va-
riétés projectives lisses munies de VSH a partir de certaines familles de sections hyperplanes
a singularités simples. On en donne ensuite quelques propriétés qui découlent de résultats
connus. Les deux parties suivantes correspondent & I’étude de ces VSH de deux points de vue
différents.

Dans la deuxieme partie, on étudie leur application des périodes. Carlos Simpson a montré
dans un cas particulier ([Sim93]) qu’elle était génériquement immersive, et nous généralisons
ce résultat a toutes les VSH construites dans la premiere partie. Pour cela, on est amené a
étudier I’application des périodes d’images directes supérieures de VSH et a adapter le théo-
reme de Torelli infinitésimal de M. Green ([Green85]). En application, on obtient pour ces
VSH un résultat de « non-factorisation » similaire a celui de C. Simpson (voir [Sim93], partie
8)

Dans la troisieme partie, on étudie ces VSH d’un point de vue plus cohomologique. On
commence par appliquer le théoreme de décomposition de Saito aux familles de sections
hyperplanes considérées dans la premiere partie. Au passage, ce théoreme permet de calcu-
ler plusieurs groupes de cohomologie ainsi que leur structure de Hodge. Le premier résultat
de cette partie est un théoreme de dégénérescence de suite spectrale de Leray pour certaines
familles de sections hyperplanes a singularités simples, qui généralise un résultat similaire por-
tant sur les pinceaux de Lefschetz. Le second résultat est le calcul d’une partie des groupes de
cohomologie des VSH ; ceci permet par exemple de construire des systemes locaux possédant
des déformations.

Présentation de la premiere partie

Comme point de départ, rappelons brievement la définition d’une variation de structure
de Hodge. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie. Une structure de Hodge
complexe (polarisée) de poids w sur V est la donnée d’une forme hermitienne non dégénérée
S sur V et d’une décomposition V' = @1 4= HP?, orthogonale pour S, et telle que (—1)PS
soit définie positive sur HP¢. On note hP? := dim HP? et on appelle vecteur de Hodge le
vecteur h := (hP9).

Soit X une variété complexe. Une variation de structure de Hodge complexe polarisée de
poids w sur X est la donnée d’un systeme local V d’espaces vectoriels complexes de dimension
finie sur X, de connexion plate D, et d'une forme hermitienne S non dégénérée et plate, tels
que :

(i) V® Ox soit muni d’une filtration décroissante F'® par sous-fibrés holomorphes;

(ii) le fibré différentiel V' sous-jacent a V se décompose en une somme directe de sous-fibrés
V = ®prg=0HP? vérifiant FP = @p/szp’,q ;

(iii) les fibres de V, munies de la restriction de S et F'*®, soient des structures de Hodge
complexes polarisées ;



(iv) la transversalité de Griffiths soit vérifiée : DFP C FP~1 @ QL.

Les VSH ont une importance fondamentale dans 1’étude des groupes fondamentaux de
variétés projectives lisses grace aux travaux de Carlos Simpson, qui a montré qu’une repré-
sentation linéaire d’un tel groupe peut toujours étre déformée en une représentation provenant
d’une VSH. Cependant, on dispose d’assez peu de classes d’exemples de VSH sur des variétés
projectives lisses.

L’exemple classique de variation de structure de Hodge est di a P. Griffiths, qui a montré
que les fibrés de cohomologie primitive d’une famille lisse de variétés projectives lisses sont des
VSH. Cependant, la base d’une telle famille est en général non compacte. Dans cette partie,
on souhaite construire des VSH sur des bases compactes a partir d’une situation géométrique
un peu plus générale.

Contexte général Etant donné un morphisme projectif f : X — Y entre deux variétés
complexes, non lisse a priori, on obtient une VSH sur l'ouvert des valeurs régulieres de f.
L’idée générale est alors d’essayer d’étendre cette VSH a une complétion projective lisse.
Malheureusement, ce n’est pas toujours possible. Rappelons un résultat classique d’extension

de VSH :

THEOREME. ([Gri70], théoréme 9.5) — Soit V une VSH sur le disque épointé A*, telle que le
systeme local sous-jacent ait une transformation de monodromie d’ordre fini. Alors, il existe
un revétement cyclique fini A* — A* tel que le tiré en arriere de V s’étende en une VSH sur

A.

Ce théoreme résulte du cas particulier ou I'opérateur de monodromie autour de l’origine
est trivial : on peut alors étendre V en une VSH sur le disque. De fagon plus générale, si une
VSH sur un ouvert d’une variété s’étend en un systeme local, alors celui-ci est sous-jacent &
une VSH.

Passons au principe général de construction de nos exemples. L’objectif est de construire
un espace projectif P, un revétement ramifié fini p : P — P avec P lisse, et une VSH V sur
I'ouvert de P au-dessus duquel p est étale, telle que p*V s’étende en une VSH sur P. Pour
cela, les monodromies locales de V doivent nécessairement étre d’ordre fini.

Description de la construction Soit X une variété projective lisse de dimension impaire
n + 1 plongée dans un espace projectif P. Il existe une famille universelle de sections hyper-
planes, 7 : X — PV, ol PV est 'espace projectif dual de P. Si s € PV, on note X la section hy-
perplane de X correspondant & s. Soit U I'ouvert de PV qui parameétre les sections hyperplanes
lisses, et XV son complémentaire. Alors, U est muni d'une VSH, notée V, dont la fibre en u est
la cohomologie évanescente de la section hyperplane X,. La représentation de monodromie
de V est notée p : 1 (U,u) — GL,(C). Si s € XV, on appelle groupe de monodromie local de
V au voisinage de s 'image du morphisme composé w1 (%(s,e) NU,u) — 71 (U, u) & GL,.(C),
ol A(s,¢e) est une petite boule de PV centrée en s. Il peut étre fini ou infini.

Dans [Sim93], poursuivant une idée de J. Carlson (publié dans [CT93]), C. Simpson consi-
dere un plan projectif générique P2 C PV. Quitte & composer le plongement X C P par un



plongement de Veronese, 'intersection XY N P? est une courbe irréductible dont les seules
singularités sont des nceuds et des cusps. Les groupes de monodromie locaux de V autour des
points de cette courbe sont finis, ce qui permet de construire un revétement ramifié de P? au-
quel on étend V. Sous certaines conditions, la VSH obtenue sur ce revétement ramifié de P? a
une application des périodes génériquement immersive et un gros groupe de monodromie. En
application de ses résultats sur les images directes supérieures de fibrés harmoniques, Simpson
montre que la VSH ainsi construite est non rigide sil’on choisit bien X ([Sim93], théoréme 9.2).

Le résultat principal de cette partie est la généralisation de cette construction en dimension
3a6:

THEOREME 0.1. (théoréme 2.35) — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire
n+1, plongée dans un espace projectif P, linéairement normale, U C PV "ouvert des sections
hyperplanes lisses de X et V le systéme local sur U de cohomologie évanescente des sections
hyperplanes.

Soit m un entier compris entre 3 et 6, P C PV un sous-espace projectif générique de
dimension m, et Uy, := U NP™ Pouvert paramétrant des sections hyperplanes lisses. La res-
triction de V a U, est encore notée V.

(a) Si Ox(1) engendre ses m-jets, il existe une variété quasiprojective lisse Uy, et un
revétement galoisien (fini) p : U — U, tels que pour toute compactification i : U —
Y, Vy := 0,p*V so0it un systéeme local sur'Y (en particulier, pour une compactification
Y lisse).

(b) Si de plus Ox (1) est m-jet ample (voir 1.1), il existe une telle compactification lisse
finie sur P™.

Les conditions sur &x(1) et sur m suffisent pour que les groupes de monodromie locaux
de V au voisinage de P™ \ U soient des groupes finis. En effet, par un argument de théorie
de singularités détaillé en 1.6, les sections hyperplanes paramétrées par s € P™ n’ont alors
que des singularités de type ADE, et la monodromie de V se déduit des représentations de
monodromie de ces singularités. Or, celles-ci ont une image finie. Ceci permet de construire
le revétement.

Organisation de la partie La partie est constituée de trois sections. La premiere est
essentiellement une étude de la variété duale de X. Pour m < 6, on définit des conditions
de positivité sur O'x (1) qui suffisent & décrire une stratification de XV jusqu’aux strates de
codimension m :

THEOREME. (théoréme 1.30) — Soit X une variété projective lisse, plongée dans un espace
projectif P, linéairement normale, et PV ’espace projectif dual.

Soit m un entier compris entre 3 et 6. Supposons que Ox (1) soit m-jet-ample. Alors, il
existe un sous-ensemble fermé Z,, de XV de codimension au moins m + 1 dans PV, tel que
pour tout s € PV \ Z, les singularités de la section hyperplane X soient isolées, simples, et
la somme de leurs nombres de Tjurina soit inférieure ou égale a m.
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La deuxieme section regroupe des résultats sur les groupes de monodromie locaux de V
puis la démonstration du théoreme 0.1.

A ce stade, signalons que la construction faite dans la partie I est en fait 1égerement plus
générale que celle décrite plus haut : au lieu de considérer les groupes de cohomologie évanes-
cente H"(X,,C)e, de sections hyperplanes de X, on prend les groupes H" (X, W x, )ev, Ol
W est une VSH quelconque sur X. La procédure fournit donc un couple (Y, Vy ) a partir d'un
couple (X, W), et peut étre itérée si on choisit 'entier m impair. Si W est une VSH réelle,
rationnelle ou entiere, il en est de méme de Vy.

Dans la troisieme section, on commence a établir quelques propriétés de Vy, essentielle-
ment lorsque W = C. Dans I’exemple original en dimension deux, Carlson montre sous cer-
taines conditions que le groupe de monodromie de la VSH est Zariski-dense dans un groupe
orthogonal et méme arithmétique ([CT93] p. 135, voir aussi [CT99] théoremes 3.2 et 9.1),
en utilisant des arguments de Deligne et de Beauville. On étend ces résultats en dimension
supérieure, ainsi que les théoremes de non rigidité et de Torelli infinitésimal de [Sim93]. Dans
le cas ou W est de rang quelconque, le probléeme de Torelli infinitésimal est étudié dans la
partie II.

On remarque enfin que la construction de Y et Vy fait apparaitre en filigrane un champ
de Deligne-Mumford et une VSH sur ce champ, qui semblent étre les objets intrinseques.

Présentation de la deuxieme partie

Dans cette partie, on étudie I'application des périodes de Vy lorsque W est une VSH de
rang quelconque sur X. Rappelons d’abord quelques propriétés des applications et domaines
de périodes.

Soit h := (hP7)p4 4=y une suite finie de nombres entiers, Vp := C=r """ ot S une forme
hermitienne non dégénérée sur Vp de signature (P, Q) = (3_,=qjg) P7%, 2_ =19 I7?). L'espace
de modules des structures de Hodge complexes sur V de vecteur de Hodge h et polarisées
par S s’identifie a la variété complexe Z(h) := U(P,Q)/[[,U(hP9). C’est un exemple de
domaine de Griffiths.

Soit M une variété complexe, et V une variation de structure de Hodge complexe polarisée
sur M, de vecteur de hodge h. Supposons que le systeme local sous-jacent a V soit trivial.
Alors, toutes les fibres sont canoniquement isomorphes & un espace vectoriel noté V. L’appli-
cation des périodes de V est 'application & : M — 2(h) qui a un point ¢t € M associe la
structure de Hodge complexe polarisée sur V; = V. Cette application est holomorphe. Lorsque
le systeme local sous-jacent a V n’est pas trivial, 'application des périodes de V n’est pas
bien définie, mais le devient en tirant en arriere V sur le revétement universel M de M.

Dans cette partie, on montre le

THEOREME 0.2. (théoréme 6.2) — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire
n+1, et W une VSH sur X. On suppose X plongée dans un espace projectif P, linéairement
normale, et on note X <~ ¥ 5 PV la famille universelle de sections hyperplanes de X .

11



Soit m un entier tel que dimPV > m + dim HY(X,Tx) et que Ox(1) soit m-jet ample.
Soit P™ un sous-espace projectif générique de PV et (Y,Vy) le couple construit dans la géné-
ralisation du théoreme 0.1. Alors, quitte a composer X — P par un plongement de Veronese,
Uapplication des périodes de Vy est génériquement de rang mazximal.

La partie est composée de trois sections. Dans la premiere, on rappelle certains résul-
tats sur 'application des périodes d’'une VSH, sa connexion de Gauss-Manin ainsi que sur la
structure de Hodge portée par ses groupes de cohomologie. Ces résultats sont classiques. On
démontre ensuite un lemme qui fait le lien entre 'application de Kodaira-Spencer et la dérivée
de 'application des périodes. Contrairement au cas classique, la différentielle de I'application
des périodes ne se factorise pas par ’application de Kodaira-Spencer, mais apres composition
par un certain morphisme qui « oublie » une partie de 'information, c’est essentiellement le
cas.

Dans la deuxieme section, on montre un lemme d’injectivité de cup-produit similaire a
celui de [Green85], dans un cadre un peu plus général.

Enfin, dans la troisitme section, on étudie I'application des périodes de (R"m.a*W); et
on en déduit le théoreme 6.2.

Présentation de la troisieme partie

Dans cette derniere partie, on étudie la VSH Vy par des méthodes cohomologiques. Le
point de départ de cette partie est le résultat suivant. Soit X une variété projective lisse
quelconque et soit P! la base d’un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X. On note
7 : Xp1 — P! le morphisme projectif dont les fibres sont précisément les sections hyperplanes
du pinceau. On sait qu’il existe un nombre fini de fibres singuliéres : ces fibres ont un seul
point singulier, qui est un point quadratique ordinaire. Le résultat suivant est démontré dans
Iexposé XVIII de SGAT (« Etude cohomologique des pinceaux de Lefschetz ») :

THEOREME. ([SGA7], XVIII, 5.6.7) — La suite spectrale de Leray du morphisme m dégénére
en Fs.

Ce résultat découle assez directement du critere de dégénérescence de suites spectrales de
Deligne ([Del68], théoreme 1.5) lorsque X est de dimension impaire.

Le premier résultat de cette partie est la généralisation de ce théoreme aux familles de
section hyperplanes de dimension 2 a 6 déja introduites, lorsque X est de dimension impaire.
On démontre en fait un théoreme de décomposition d’image directe dérivée qui entraine la
dégénérescence de la suite spectrale de Leray.

THEOREME 0.3. (voir théoréme 8.1) — Soit X une variété projective lisse de dimension
impaire n + 1 plongée dans un espace projectif P, linéairement normale, X < X 5 PV la
section hyperplane universelle, W une VSH sur X et m un entier positif compris entre 2 et
6.

Supposons que Ox (1) soit max (3, m)-jet ample. Soit P™ un sous-espace projectif générique
de PV, et X < X,, =2 P™ la famille de sections hyperplanes paramétrée par P™. Alors,
limage directe dérivée Ry, (a,W) est décomposable dans 2°(P™,C).

12



La preuve de ce théoreme repose sur 'utilisation du théoreme de décomposition de Saito
pour les modules de Hodge, ainsi que sur ’existence de la variété Y construite dans la premiere
partie.

Le deuxieme théoréme concerne les groupes de cohomologie H!(Y,Vy). Ils sont munis
d’une action du groupe G du revétement Y — P". On note B le lieu de base de la sous-
famille P C PV.

THEOREME 0.4. (théoréme 9.1) — On conserve les notations et hypothéses du théoréme
précédent.

Sil <m, ousil=m et m >n, la structure de Hodge sur HZ(Y, Vy)G porte une filtration
dont les gradués successifs sont isomorphes a

H{(PY) @ H™ P 2(X, W) i (i — 1+ 1),

pour i variant entre 0 et [ — 1. Sil = m et que m < n, la filtration a un cran de plus et le
gradué supplémentaire est isomorphe a H" ™™ (B, W), (—m).

En particulier si H" (X, W), n'est pas nul, alors H!(Y, Vy) non plus. On donne deux
applications de ce fait : la construction d’un systeme local déformable sur Y, et la vérification
de la conjecture de Toledo pour Y.

Organisation de la partie Cette partie est composée de trois sections. Dans la premiére,
on commence par rappeler quelques définitions et résultats fondamentaux sur les faisceaux
pervers et des modules de Hodge, parmi lesquels le théoreme de décomposition de Beilinson,
Bernstein, Deligne et Gabber pour les faisceaux pervers, et le théoreme de décomposition
de Saito pour les modules de Hodge. On applique ensuite le théoreme de Saito a la famille
universelle de sections hyperplanes de X, ainsi qu’aux sous-familles paramétrées par des sous-
espaces génériques P, m < 6. Dans les deux cas, on détermine des conditions de positivité
sur Ox (1) qui suffisent & identifier tous les modules de Hodge irréductibles qui apparaissent
dans les deux décompositions (théoréeme 7.27). Dans le cas de la famille universelle, cette
décomposition doit étre considérée comme connue, méme si elle donnée dans un cadre un peu
plus général et avec une condition de positivité plus faible sur 'x (1) que ce qui figure dans
la littérature (par exemple dans [BFNP09]).

Ayant déterminé ces deux décompositions, on en donne une application immédiate : le
calcul des groupes de cohomologie d’intersection de V sur PV et sur P ainsi que leur structure
de Hodge (proposition 7.34 et proposition 7.37). Cette section contient aussi une application
du théoreme de connexité de Nori au calcul des groupes de cohomologie classiques de V,
n’utilisant pas les modules de Hodge.

Dans la deuxieme section, on démontre un lemme sur les extensions intermédiaires de
faisceaux pervers, qui entraine le théoreme de dégénérescence 0.3 annoncé plus haut. Dans la
troisieme section, on prouve le théoreme 0.4, puis les deux applications annoncées.

Conventions générales

Toutes les variétés, analytiques ou algébriques, sont définies sur C. Les lettres X, Y, Z
désigneront en général des variétés, V et W des systemes locaux ou des variations de structure
de Hodge et V', W les fibrés différentiables sous-jacents.
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Dans la plus grande partie du mémoire, la lettre X désigne une variété projective lisse
de dimension impaire n + 1 plongée dans un espace projectif PP, linéairement normale. Cette
hypothese sera rappelée dans les énoncés des théoremes principaux. On énoncera sporadi-
quement des lemmes généraux en utilisant la notation X pour une variété quelconque (ou
vérifiant d’autres hypotheses), notamment dans les paragraphes de rappels. Ceci sera alors
précisé.

Par variation de structure de Hodge (VSH) on entendra, sauf mention du contraire, une
variation de structure de Hodge compleze et polarisable. Dans la partie III, on supposera en
général que les VSH sont rationnelles afin d’utiliser la théorie des modules de Hodge. Cette
hypothese sera précisée a chaque fois. Remarquons qu’il serait peut-étre possible de suppo-
ser seulement les VSH réelles dans la partie I11 et de travailler avec des modules de Hodge réels.
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Premiere partie
Une classe de VSH sur des bases
compactes de dimension 3 a 6

1 Sections hyperplanes a singularités simples

Introduction

Dans cette section, nous démontrons principalement le résultat suivant :

THEOREME. 1.30 — Soit X une variété projective lisse, plongée dans un espace projectif P,
linéairement normale, et PV ’espace projectif dual. Soit m un entier compris entre 3 et 6.
Supposons que Ox (1) soit m-jet-ample. Alors, il existe un sous-ensemble fermé Z,, de XV de
codimension au moins m + 1 dans PV, tel que pour tout v € XV \ Z,, les singularités de la
section hyperplane X, soient isolées, simples, et la somme de leurs nombres de Tjurina soit
inférieure ou égale a m.

La recherche de partitions ou stratifications naturelles de la variété duale est un probleme
relativement ancien. Considérons tout d’abord un cas particulier, celui des hypersurfaces
de degré d d’un espace projectif. L’espace vectoriel des polynémes homogenes de degré d a
n + 1 variables est muni d’une action de G := GL(n 4+ 1,C), et on cherche a décrire une
stratification de Whitney G-invariante de cet espace. On peut alors considérer la partition
par type et nombre de singularités des hypersurfaces. Dans [Bru80], J.W. Bruce a étudié le cas
des surfaces cubiques et des courbes quartiques. Dans ces deux cas, les sections hyperplanes
avec des singularités non isolées forment un nombre fini de G-orbites. Bruce a montré que
les ensembles de courbes quartiques (resp. surfaces cubiques) a singularités simples ayant un
nombre et un type fixé de singularités étaient lisses, réguliers au sens de Whitney, et que leur
codimension était exactement la somme des nombres de Milnor des singularités.

Dans [Bru81], Bruce a ensuite étudié les sections hyperplanes d’une variété X qui est une
hypersurface générique lisse de P12,

THEOREME. (/Bru81], 2.12) — Soitn <5, d > 2n+T7 et X une hypersurface générique lisse
de degré d de P2, Alors, toutes les singularités des sections hyperplanes de X sont simples.
De plus, la variété duale de X est localement l’'union transverse de diagrammes de bifurcation
de singularités simples.

Bruce obtient donc une description tres précise de la variété duale, mais la condition sur
X d’étre une hypersurface lisse de P"*2 est extrémement forte. Le résultat démontré dans
cette section ne décrit qu’une partie d’une stratification de la variété duale, mais s’applique
a toutes les variétés projectives lisses plongées par un faisceau inversible assez positif.

Les deux premiers paragraphes regroupent les rappels nécessaires de dualité projective
(1.1) et de théorie des singularités (1.2). Nous minorons ensuite la codimension de I'ensemble
des sections hyperplanes ayant des singularités non isolées (1.3). Nous donnons aussi une des-
cription locale de la variété duale au voisinage d’une section hyperplane a singularités isolées
(1.4).
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L’ensemble des sections hyperplanes a singularités isolées peut étre écrit comme union
disjointe de sous-ensembles qui parametrent des sections hyperplanes ayant les mémes singu-
larités (en méme nombre). Ces sous-ensembles sont analytiques et on minore leur codimension
en fonction de la somme des nombres de Tjurina des singularités présentes (1.5). Cependant,
cette partition n’est pas localement finie, ce qui motive I'introduction des singularités simples.

Dans le paragraphe 1.6, on minore la codimension de ’ensemble des sections hyperplanes
ayant des singularités non simples, puis celle de I’ensemble des sections hyperplanes ayant
des singularités simples mais dont la somme des nombres de Tjurina est supérieure a [, en
utilisant les résultats du paragraphe précédent. Ceci permet d’obtenir le théoreme 1.30.

1.1 Rappels : variétés plongées, variété duale et hypersurface universelle

Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie. On note P(V') I'espace projectif associé,
dont les points correspondent aux droites vectorielles de V. On note V'V le dual de V. L’espace
projectif P(VY) parametre les hyperplans vectoriels de V', ¢’est-a-dire les hyperplans projectifs
de P(V); on le note P(V)Y, et on lappelle le dual de P(V).

Soit X C PY une variété projective. Un hyperplan projectif de PV est dit tangent & X s'il
existe un point lisse x de X tel que H contienne ’espace tangent & X en x. La variété duale de
X est par définition I'adhérence de Zariski dans (PV)Y de I’ensemble de tous les hyperplans
tangents a X.

On note 3 et on appelle variété conormale de X 1’adhérence de Zariski dans PV x (PV)Y
de ’ensemble

{(z,H) € Xjjsse X (PV)V, H est tangent a4 X en z}.

C’est une variété irréductible de dimension N — 1. Remarquons que X" est I'image de 3
par la projection sur le facteur (PV)Y. C’est donc une variété irréductible.

Définissons
def(X) := codim X" — 1,

le défaut de la variété X. Il s’annule si et seulement si la variété duale X est une hypersur-
face. Dans ce cas, elle est définie par un polynome homogene irreductible appelé discriminant
et noté Ax.

En fait, il suffit qu’il existe une section hyperplane avec une singularité quadratique or-
dinaire pour que la variété duale soit une hypersurface. En effet, la projection de la variété
conormale sur la variété duale est une immersion aux points (z, H) tels que x soit un point
quadratique ordinaire de X N H (voir [Voi02], lemme 14.7).

Variétés linéairement normales La variété X est dite linéairement non dégénérée si elle
n’est pas incluse dans un hyperplan projectif. Si une variété irréductible X est contenue dans
un hyperplan H, alors sa variété duale est un cone de sommet H. Réciproquement, si la
variété duale est un cone, alors X est contenue dans I'hyperplan qui correspond au sommet.
Ceci permet de se restreindre au cas des variétés non dégénérées.
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Soit X C PV une variété projective, et Ox (1) la restriction & X de &(1). Considérons le
morphisme de restriction :

r: HY(PN 0(1)) - HY (X, 0x(1)).

Ce morphisme est injectif si et seulement si X est non dégénérée. S’il est bijectif, on dit
que la variété plongée X est linéairement normale. C’est le cas si et seulement si le plongement
provient d’un systéme linéaire complet.

Jets Soit X une variété projective lisse et . un faisceau inversible sur X. On appelle J! (%)
le fibré des 1-jets de .Z. C’est un fibré vectoriel algébrique de rang dim X + 1.

A toute section f de £ on peut associer son jet d’ordre un, noté j!(f). Supposons mainte-
nant que .Z soit tres ample, et que X soit plongée par le systeme linéaire complet |.Z|. Alors,
f € H'(X, 0x (1)) représente un point de XV si et seulement si j'(f) s’annule en un point.

REMARQUE 1.1. — Si dim H°(X, Ox (1)) > dim X + 1, alors pour tout v € X, il existe une
section hyperplane ayant une singularité en x. En effet, le morphisme j. : HO(X, Ox (1)) — J}
ne peut étre injectif pour des raisons de dimension, et son noyau est exactement [’ensemble
des sections globales de Ox (1) qui s’annulent et sont singuliéres en x.

THEOREME 1.2. (voir [Tev03]) — Soit X une variété projective lisse plongée de dimension
d, et & = Ox(1). Alors XV est une hypersurface si et seulement si cq(J* (L)) # 0, et dans
ce cas son degré est [y cq(JH(L)).

On rappelle enfin plusieurs notions de positivité pour des faisceaux inversibles.

NOTATIONS 1.3. On dit qu’un faisceau inversible £ engendre ses k-jets si pour tout point
x € X, on a une surjection :
ﬁX,w

H(X, %) — .
X 2) >

Soit k un multi-indice de longueur l. On dit que £ engendre ses k-multijets si pour tout
l-uplet (x;) de points distincts de X, on a une surjection :

On dit que £ est k-jet ample ([BeSo]) si pour l-uplet d’entiers naturels (k;)i1<i<; tels que
Y ki=k+1 et tout l-uplet (z;) de points distincts de X, on a une surjection :

l

OX .z,
0 Xwi
H(X,.2) - P —=.

i=1 M
REMARQUE 1.4. — Ox (1) est 1-jet ample (équivalent a trés ample).

REMARQUE 1.5. — Si £ est p-jet ample et £, est q-jet ample, alors L) ® £, est (p+ q)-jet
ample.
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REMARQUE 1.6. — Si Ox(1) est 2-jet ample, alors pour tout x € X, il existe une section
hyperplane singuliere en x et lisse aux autres points. En effet, considérons le sous-espace
Kerjl ¢ HY(X,0x(1)) des sections hyperplanes singuliéres en x ; il est de dimension au
moins deuzx, puisque Ox (1) engendre ses 2-jets en x. De plus, le faisceau engendrant ses
(1,0)-multijets, le lieu de base de Ker jL est réduit a x. Par le théoréme de Bertini, un élément
générique de ce systeme linéaire est donc lisse en-dehors de x.

1.2 Rappels : singularités et déformations

Nous rappelons quelques définitions et propriétés des germes d’espaces analytiques et de
leurs déformations, en particulier dans le cas des germes de singularités isolées d’hypersurface.

Germes de fonctions holomorphes et germes d’hypersurfaces

Soit X une variété lisse de dimension n + 1, et f une fonction holomorphe sur un ouvert
U de X. Le sous-espace analytique fermé de U défini par f est noté Xy. Si x est un point de
X, alors & tout idéal I C Ox, on associe un germe (Y, ) de sous-espace analytique de X,
avec Oy, = Ox /1. Lorsque f € Ox , est un germe de fonction holomorphe en z s’annulant
en x, I'idéal principal engendré par f, souvent noté Iy, définit un germe d’hypersurface de X,
que 'on note (Xy,x).

LEMME 1.7. ([Dim87], prop. 3.16 p. 23) — Soient f et g deuz fonctions holomorphes définies
au voisinage de x, f, et g, leurs germes dans Ox .. Alors, les algebres locales ﬁXf,x et Ox,z
sont isomorphes si et seulement s’il existe un germe « défini au voisinage de x, non nul en
x, et un biholomorphisme v d’un ouvert contenant x et fixant x tels qu’au voisinage de x, on
ait :

9(2) = a(z).f(p(2)).

DEFINITION 1.8. — Lorsque les conditions équivalentes précédentes sont vérifiées, on dit
que les germes f, et gy sont A -équivalents (V -équivalents dans la terminologie d’Arnold).
L’ensemble des germes JH -équivalents a f, forme la classe (ou orbite) de # -équivalence de
fz dans Ox . C’est lorbite de f sous Uaction d’un groupe que l'on note & (voir [Dim87],
3.8 p. 18).

DEFINITION 1.9. — Soient f et g deux germes de fonction dans Ox 4. On dit que g est dans
la grande orbite de JZ -équivalence de f s’il existe un ouvert U de X contenant x sur lequel g
est défini et un pointy € U tel que le germe de g en y soit J -équivalent a f,. Il est équivalent
de dire qu’il existe un germe a € ﬁ)?y, et un germe ¢ de biholomorphisme envoyant y sur
tel que, dans des coordonnées holomorphes locales en y, on ait :

DEFINITION 1.10. — Soit f un germe de fonction holomorphe en x s’annulant en x. On

appelle idéal jacobien de f lidéal Jac(f) = (g—;;, s %) de Oxy, et idéal de Tjurina de f
of

Vidéal Tju(f) = (f, g—ZJ;, oy 52-). Si ces idéaux sont de codimension finie, on note yi et T leur
codimension. Par abus de langage, on désigne également par nombre de Milnor et de Tjurina
ces codimensions méme lorsqu’elles sont infinies, et on les note de la méme maniére.
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Le germe f est singulier (en x) si et seulement si I'idéal jacobien est de codimension stric-
tement positive, et la singularité du germe (Xy,x) en = est isolée si et seulement si cette
codimension est finie.

DEFINITION 1.11. — Soit I un entier. Le quotient de Ox 5 par mltl est par définition I'espace
des l-jets en x. On note J. cet espace et j' la projection canonique Ox .o — JL.

On dit qu'un germe f € Ox , est [-suffisant si tout germe g ayant méme jet d’ordre [ que f
lui est £ -équivalent. Lorsqu’il existe un entier k tel que f soit k-suffisant, on dit qu’il est de
détermination finie. C’est le cas si et seulement si I'idéal de Tjurina est de codimension finie.
De plus, si I'idéal de Tjurina de f contient m¥, alors f est k + 1-suffisant ([Dim87], théoréme
6.11 p. 67).

PROPOSITION 1.12. (voir [Dim87], 4.24 p. 39) — Soit f € Oxy, et | un entier positif.
L’image dans J. de lorbite de H# -équivalence de f est Uorbite de j'f sous laction d’un
groupe algébrique ' qui agit sur J.. C’est donc une sous-variété lisse. Son espace tangent
en f est espace vectoriel j'(m.Jac(f) + Iy).

PROPOSITION 1.13. (voir [Dim87], 6.52 p. 92) — Soit f € Ox, un germe de singularité
isolée, et | un entier positif. La trace dans J. de la grande orbite GOrb(f) est au voisinage
de j' une sous-variété complexe de J.. Son espace tangent en j'f est j{(Tju(f)).

Déformation miniverselle d’une singularité isolée d’hypersurface

On décrit maintenant de fagon explicite la déformation miniverselle d’un germe de singu-
larité isolée d’hypersurface, en suivant ’exposition de [Loo]. Soit f € m, C Ox , un germe de
fonction défini sur U C X. On suppose que (X, ) est un germe d’hypersurface & singularité
isolée en z, et on note (ar, ..., a,) une base d’'un supplémentaire de I'idéal de Tjurina dans Ox ;.

Le germe g en (z,0) de la fonction holomorphe

UxC —=C,

(2,0, 5 Ar) = f(2) ) Niai(2)
=1

est appelé déploiement miniversel de f, et 'espace des parametres C” en est la base.
Considérons alors ¢, le germe de ’application
UxCT — CxC,
(2, A1, A7) = (g(2, A1y o A2), AL, ey Ar),

et
o (Y,y) = (C7,0)

sa restriction au-dessus de ’hyperplan {0} x C™, o y = (z,0).

DEFINITION 1.14. — L’ensemble des valeurs critiques de ® est le discriminant ou diagramme
de bifurcation de la singularité f.
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On obtient un carré cartésien de germes d’espaces analytiques :
(Xp,2) — (Y, y)
.
{z} (C",0)

Cest la déformation miniverselle de (X, x), qui vérifie les propriétés universelles suivantes
([Loo], p. 101) :
— pour tout autre carré cartésien de germes d’espaces analytiques

(X5, 2) —= (Y. y/)

N

{z} (B',b)

avec {Y' y'} et {B’,b'} lisses, on a un diagramme commutatif :

(X, z)

o'

B V)

@ {z}
/ \
(", 0) . (

dg : Tb/B/ — T()CT

— la différentielle

est unique pour tous les tels morphismes de déformations.

Singularités simples

Soit f € Ox , un germe définissant une singularité isolée. Sa J# -orbite est donc de codi-
mension finie. On dit que la singularité est simple si une transversale locale a la £ -orbite de
f me rencontre qu’un nombre fini de classes de % -équivalence. Ces germes ont été classifiés
par Arnold et se répartissent en deux familles infinies et trois singularités exceptionnelles :

THEOREME 1.15. — ([Arn/, théoréme 2.10 p. 256)

Tout germe de singularité simple en 0 € C*H1 est . -équivalent ¢ l'un des suivants

~ A 24 Q, avec k> 1;

- Dy 22y 4+ 4+ Q, avec k> 4;

-~ Es: 2+ 9yt +Q;

~ B 23yt +Q;

~ Eg : 22 +9°+Q; ou Uon a noté Q une forme quadratique non dégénérée en les
vartables manquantes.
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Dans le méme article, Arnold donne la codimension dans Ox ;, de ’ensemble des germes
ayant une singularité non simple au voisinage de x.

THEOREME 1.16. ([Arn/, théoréme 2.11 p. 256) —

Sin > 2, ensemble des germes en n+ 1 variables ayant une singularité non simple
au voisinage de x est de codimension 6 dans m?, ou dans m? /m* pour tout k > 4. Si
n =1, cette codimension est 7 dans m?> ou dans m2/mk pour tout k > 5; sin =0,
tout germe non simple est nul.

Remarquons que la borne est optimale pour n > 2 : I’ensemble des singularités non
simples contient I’ensemble des singularités de corang 3 ou plus, et ce dernier ensemble est de
codimension 6. Lorsque n = 1, les germes ont deux variables et il n’y a plus de singularités de
corang 3. Lorsque n = 0, on sait que les singularités isolées a une variable sont toutes simples,
du type Aj.

Nous utiliserons ce résultat en faisant appel au corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.17. — Soit n > 2 et f € C{xo,...,xn} un germe de singularité non simple
en 0, E C C{xo,...,xn} un sous-espace de dimension finie contenant f, et B une boule de E
centrée en f. Alors, il existe une boule U centrée en 0 dans C*1 tel que tous les éléments
de B soient des germes définis sur U. Soit N C B le sous-ensemble des germes ayant une
singularité non simple dans U.

Si E s’envoie surjectivement sur C{x1, ..., x,}/m* par Uapplication de 3-jet, alors N est
un fermé analytique de codimension 7 dans B.

DEMONSTRATION — Soit Ny = N N'm? le sous-ensemble des germes ayant une singu-
larité non simple au point 0 € C**1. Alors, comme E s’envoie surjectivement sur 'espace
des 3-jets, le théoreme 1.16 entraine que Ny est un fermé analytique de codimension 6 dans
m2N B. Or, un germe est dans N si et seulement si ¢’est le composé d’un germe de Ny par
une translation de C"*!. Par [Dim87], 6.52 p. 92, N est de codimension 6 dans B Nm. Il
est donc de codimension 7 dans B.

1.3 Ensemble des sections hyperplanes ayant des singularités non isolées

Soit XY, le sous-ensemble de X" paramétrant les section hyperplanes de X dont les sin-
gularités ne sont pas isolées. C’est un sous-ensemble constructible (voir 1.19), dont nous
cherchons & minorer la codimension. On s’attend a ce que la codimension de XY, soit arbitrai-
rement grande quitte a composer le plongement X C P par un plongement de Veronese. La
raison principale a ceci est que les germes de singularités non isolées forment un sous-ensemble
de codimension infinie dans l'espace des germes de fonctions (une variété proalgébrique de
codimension infinie dans J := lim, J!, voir [Dim87)).

PROPOSITION 1.18. — Si les m-jets de Ox (1) sont engendrés par ses sections globales, alors
codim X/, > m + 1.

DEMONSTRATION — La démonstration suivante est similaire & celle rédigée dans [Sch08].
Il existe des stratifications de Whitney pour X € X x PV et XV C PV telles que la pro-
jection m : X — PV soit un morphisme stratifié ([Dim92], chapitre 1). On peut de plus
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supposer que la variété conormale 3 C X est elleeméme une union de strates de X. Si S
est une strate de PV, alors m~!(S) est une fibration topologique sur S. En particulier, le
type topologique des sections hyperplanes ne varie pas le long d’une strate de PV. De plus,
771(S) est une union de strates de X, et chacune d’elles est envoyée submersivement sur

S.

Soit s € HY(X, Ox (1)), et p = [s] sa classe dans PV. L’espace tangent & PV en p est
HO(X, 0x(1))
C-s '

Si S est une strate de PV, et p € S, I'espace tangent & S en p peut étre décrit par un sous-
espace de HO(X, Ox (1)) qui s’envoie sur T, par la projection H(X, Ox (1)) — Tpv .

T[p\/ p =

On utilisera le lemme suivant, qui m’a été indiqué par Christian Schnell :
LEMME 1.19. ([Sch08], lemma 6.5.1 p. 127) — Soit S C PV une strate, et p € S. Soit
T une composante arbitraire d'une strate dans 7=2(S) N3, Z :==TNX,, V(z) = {f €
HYX,0x(1)) | f(z) =0} et V(Z) =Ny V(z). Alors :

V(Z)
C-s’

DEMONSTRATION — Soit # € Z, et montrons que Ty, est inclus dans I'image de
V(z). Soit v € Ts,,. La strate S étant lisse au point p, on peut trouver une famille & un
parametre de sections hyperplanes tangente a v en p. Fixons des coordonnées locales
holomorphes au voisinage de x et de p pour X et pour la famille & un parametre. On est
alors réduit au probléme suivant : soit f une fonction holomorphe sur D"*! x D, avec
£(0,0) = 0. De plus, il existe une section o : D — D"*! avec o(0) = 0, et pour tout
t € D, le point (o(t),t) est un point singulier de I'hypersurface {z € X; f(x,t) = 0}.
Dérivons la relation f(o(t),t) = 0 et évaluons en (0,0). On obtient :

TSJQ C

"9 , B
O—Zaé(o,oyai(owajg(o,oy
=0

Mais tous les termes g—i(o, 0) sont nuls, donc

of B
E(an) - Oa

ce qui signifie que v € V (z).
O
Terminons la preuve de la proposition. L’ensemble X, C X est une union de strates
de PV; en effet, si X, a une singularité non isolée et que S est la strate contenant p,
alors toutes les sections hyperplanes X, sont homéomorphes a X, lorsque ¢q décrit S. Ces
sections hyperplanes ont donc une singularité non isolée.

Soit S une strate incluse dans X, et p € S. Soit Z une composante de dimension

positive du lieu singulier de X,,. Alors, on a I'inclusion

V(Z)
T
»S C .
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ce qui donne l'estimation
codim(S,PV) > codim(V(Z), H*(X, Ox(1))).

1l suffit donc de montrer la majoration codim(V (Z), H*(X, €'x(1))) > m+1. Soit z € Z,
et (zo, 21, ...zn) un systéme de coordonnées locales holomorphes de X en z, tel que z, fasse
aussi partie d'un systeme de coordonnées locales de Z en z. Par hypothese, il existe des
sections globales fo, f1,...fm € H°(X, Ox (1)) dont le jet d’ordre m en z s’écrit localement
1,20,,28, .., 2y". Ces m + 1 sections globales sont donc linéairement indépendantes, et ne
s’annulent pas le long de Z donc n’appartiennent pas au sous-espace V(7). On en déduit
la majoration souhaitée, ce qui termine la démonstration. O

Remarquons que dans certains cas, X,v; est vide : toutes les sections hyperplanes de X ont
alors un nombre fini de singularités. En fait, on a I’énoncé suivant, di a Dimca ([Dim86]) :

PROPOSITION 1.20. — Les sections hyperplanes de X sont toutes a singularités isolées si et
seulement si Nx/p(—1) est ample au sens d’Hartshorne. C’est le cas par evemple si X est une
intersection compléte de multidegré (dy,...d.), avec d; > 2 Vi.

Dans la suite on note X, C PV le complémentaire de X', dans XV, c’est-a-dire I’ensemble
des sections hyperplanes singuliéres n’ayant que des singularités isolées.

1.4 Singularités de la variété duale.

Etudions la variété duale XV en un point de X'

Soit p € X,’. La section globale X, a donc k singularités aux points z1, ..., z, et on
note fi, ..., fr les germes de singularités correspondants. On note aussi 71, ..., 7, les nombres
de Tjurina de ces singularités.

Le germe de PV au point p est la base d’une déformation de la variété singuliere X,. Cette
déformation induit une déformation de chaque singularité de X,,. Par la propriété universelle
des déploiements miniversels de singularités, il existe des morphismes de germes d’espaces
analytiques

(BY,p) = (CT,0),

et les différentielles en p de ces morphismes de germes sont déterminées de maniere unique.

Ainsi, il existe un morphisme
k

g: (BY,p) = [J(C™,0),
i=1
dont la différentielle en p est détérminée de maniére unique (et non nulle car Ox (1) est tres
ample).

Notons ¥; C C7 les diagrammes de bifurcation des singularités, U; les ouverts complé-
mentaires, U = [[ U; et X le complémentaire de U dans Hle C™, autrement dit

k
5= {(t;) € [[C™ i, t; € i}
=1
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Le résultat qui suit décrit la variété duale au point p.

PROPOSITION 1.21. — Le germe de XV en p est evactement le germe de g~ (X).

DEMONSTRATION — La variété conormale est fermée, donc si p’ est assez proche de p,
les singularités de X,y proviennent toutes par déformation des singularités de X,,. Ainsi,
les p proches de p qui appartiennent a la variété duale sont dans I'image réciproque par g
d’au moins un diagramme de bifurcation ;. O

PROPOSITION 1.22. — Si le faisceau Ox (1) engendre ses (171 —1, ..., T, — 1)-multijets au k-uplet
(x1,...xk) (en particulier, s’il est (> ;) — 1)-jet ample), alors le morphisme g est lisse.

DEMONSTRATION — Notons T'ju( f;) les idéaux de Tjurina des singularités. Alors on a
m7 C Tju(f;), d’ott une surjection

k

k
Bt — P Oxa/Tiulf).

i=1 i=1 i

La différentielle de g se factorise par cette surjection. Par hypothese, I’évaluation des (1 —
1,...,7x — 1)-multijets en (x;) est surjective, donc la différentielle de g en p est surjective.

1.5 Codimension de certains sous-ensembles

Dans cette section nous minorons la codimension de certains sous-ensembles de X, en
fonction des nombres de Tjurina et de la positivité de Ox(1). Le résultat principal est le
suivant :

PROPOSITION 1.23. — Soient fi, ...fi des germes de singularités isolées (éventuellement les
mémes), Ti, ..., Ty leurs nombres de Tjurina. Supposons que Ox (1) engendre ses (I —1, ..., 1 —
1)-multijets avec l; < ;. Si l'ensemble S des sections globales de Ox (1) ayant exactement pour
singularités les singularités f; est non vide, c¢’est un sous-ensemble analytique de codimension
au moins y_ ;.

En pratique, nous utiliserons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.24. Soit | un entier et supposons que Ox(1) soit m-jet ample. Soient fi,
...[i des germes de singularités isolées (éventuellement les mémes), 71, ..., T leurs nombres
de Tjurina, avec Y, 1; > m. Alors l’ensemble S de la proposition ci-dessus est (vide ou) de
codimension au moins m + 1.

DEMONSTRATION du corollaire — Soient a1, ..., a; des entiers naturels tels que a; < 7;
et > a; =m+ 1. Alors, comme Ox (1) est m-jet ample, on a une surjection

H(X,0x(1) —» @ Jo "

1<i<k

En appliquant la proposition 1.23, on obtient que S est de codimension au moins »  a; =
m+1 .
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Nous démontrons la proposition 1.23 pour le cas particulier k& = 2 singularités, dont on
déduit facilement le cas général.

PROPOSITION 1.25. — Soient f1 et fo deux germes de singularités isolées (éventuellement les
mémes), dont on note 11 et 7o les nombres de Tjurina. Soit S l’ensemble des sections globales
de Ox (1) ayant exactement une singularité fi et une singularité fo et lisse en-dehors de ces
deux points. Supposons que le morphisme

p—1. . .g—1
ng e93;2 ﬁX,xl

® ﬁX,Z‘Q

H(X,0x(1)) s -

soit surjectif, avec p < 1 et ¢ < 1. Alors, si S est non vide, c’est un sous-ensemble analytique
de codimension au moins p + q.

DEMONSTRATION — Soit ¢ € S. On note z; et x5 les deux points singuliers de o.
Au voisinage de o, S est Uintersection de I’ensemble S; des sections globales ayant une
singularité fi proche de x1, et de I’ensemble Sy des sections globales ayant une singularité
fo proche de x5. La preuve de la proposition se fait alors en deux étapes.

étape 1 : Sy (resp. Sa) est de codimension au moins p (resp. q)

Considérons 'application d’évaluation des germes
jxl : HO(X, ﬁx(l)) — ﬁX,Ir

On note H C Ox 4, I'image de jg,, 05, le germe de o en x1, GOrb(oy,) C Ox 5, la
grande orbite du germe o, et T' C Ox, I'idéal de Tjurina de 0.

Le morphisme j,, est injectif, c’est donc un isomorphisme sur H. De plus, j, est au
voisinage de x; une bijection entre S et la trace de la grande orbite GOrb(o,,) N H.
Or, par la proposition 1.13, GOrb(o;,) N H est un sous-ensemble analytique de H
au voisinage de o,,, et son espace tangent de Zariski en o,, est exactement la trace
dans H de l'idéal de Tjurina, c’est-a-dire T'N H.

On en déduit qu’au voisinage de o, S1 est un sous-ensemble analytique de H°(X, Ox (1)),
et que son espace tangent de Zariski T, , est de codimension ¢ := codim(T'NH, H).
On a alors la suite d’inégalités :
c¢=codim(T'NH,H)

> codim((T+mP)N H, H)

> codim((T + mP) N (H +w?), (H + m?))

> codim((T' +mP), Ox )

> p,
ou la derniere inégalité découle du lemme suivant :
LEMME 1.26. — Soitx € X, f € Ox, une singularité isolée, T' son idéal de Tjurina,
T son nombre de Tjurina et j un entier naturel. Si j < 1, alors

codim(T + m?) > j.

Sinon, cette codimension est égale a T.
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DEMONSTRATION — Si codim (7 +m/) = codim(T +m/ 1), alors m? C T. 1l s’en-

suit que la suite d’entiers (codim (7 + m™)),>0 est strictement croissante jusqu’a

ce qu’elle stationne a 7 = codim T'. Elle stationne donc a partir d’un rang inférieur

a 7. On en déduit les deux résultats. O
Un raisonnement similaire montre que Ss est un sous-ensemble analytique de codi-
mension au moins q.

€tape 2 : étude de 'intersection

Il suffit de montrer que I'intersection Ts, » N7, » est de codimension au moins p+-gq.
La condition de génération des multijets implique qu’il existe deux sous-espaces vec-
toriels E1 et By de HO(X, Ox(1)) vérifiant :

jxl(El) + mgl = ﬁX@l’
Jzs (EQ) + m%g = ﬁX,iDQv
Juo (En) C mi,,

Remplagons E; et Fy par des sous-espaces de telle sorte que jz, (E£1) soit un supplé-
mentaire de T} +m%, dans & X215 €6 que jz, (E2) soit un supplémentaire de T5 + mi,
dans Ox ,,.

Par le lemme 1.26 on a dim E] > p et dim Ey > ¢; de plus, E1 et Eo sont d’intersec-
tion triviale, et enfin, Fo N Ty, , = {0} = E1 N Tg, ». On en déduit que

codim (Ts, » N Ts, ») > dim(Ey @ Es) > p+q.

Ceci implique que S7 N Sy est de codimension au moins p + q. O

1.6 Reésultat principal

Soit X C X’ l'ensemble des sections hyperplanes a singularités simples, et X', son
complémentaire dans X'

ProprosiTIiON 1.27. — Il existe une collection finie de singularités simples a laquelle appar-
tiennent toutes les singularités des sections hyperplanes X, pour tout p € X'

DEMONSTRATION — Par [Dim86], la somme des nombres de Milnor des singularités de

X, est égale & la multiplicité de X en p. On en déduit qu’il existe pimq tel que pour tout

€ X, les singularités aient toutes un nombre de Milnor inférieur & fq.. Or, il n'y a
qu’un nombre fini de telles singularités simples.

REMARQUE 1.28. La preuve de la proposition montre aussi que le nombre de singularités
d’une section hyperplane X, avec p € X est borné indépendamment de p.

Nous étudions maintenant le complémentaire de X'.

PROPOSITION 1.29. — Supposons que les sections globales de Ox (1) engendrent les 3-jets en
tout point de X. Alors XY, est de codimension au moins 7 dans PV. Si X est de dimension
au moins 3, alors sous la méme condition, cette codimension est égale a 7.
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DEMONSTRATION — On démontre la proposition dans le cas ot dim X > 3. Il suffit de
démontrer que le cone C*. X, est de codimension 7 dans H°(X, 0x(1)). Soit o une section
globale de @x (1) dont les singularités sont isolées, et qui a [ singularités non simples, aux
points x1, ..., ;. Soient U; des petites boules de X centrées aux points z; et disjointes. Soit
B une boule de H°(X, 0x (1)) centrée en o telle que si v € B, alors les singularités de v
sont toutes isolées et dans les ouverts U;.

Ecrivons BN C*. XY, = U; NS;, ot NS; est I’ensemble des éléments de B ayant une
singularité non simple dans U;, et montrons que N.S; est un sous-ensemble analytique de
codimension 7 de B.

Soit jz; : HO(X, Ox(1)) — Ox ., Pévaluation des jets en x;, et H son image. On note
B’ I'image de B, et C 'image de N S;. Par le corollaire 1.17, C' est de codimension 7 dans
B’, et comme j,, est un isomorphisme sur son image, N.S; est de codimension 7 dans B.
Ainsi, BN C*.X,/, est une union finie de sous-ensembles de codimension 7 de B, ce qu'il
fallait démontrer. O

On arrive donc au résultat principal de cette section :

THEOREME 1.30. — Soit X une variété projective lisse, plongée dans un espace projectif P,
linéairement normale, et PV ’espace projectif dual.

Soit m un entier compris entre 3 et 6. Supposons que Ox (1) soit m-jet-ample. Alors, il
existe un sous-ensemble fermé Z,, de X" de codimension au moins m + 1 dans PV tel que
pour tout v € XV \ Z,,, les singularités de la section hyperplane X, soient isolées, simples, et
la somme de leurs nombres de Tjurina soit inférieure ou égale a m.

DEMONSTRATION — Ecrivons PV sous forme d’union disjointe

PY = X UX U X UV,

Zm

N \Y% ) . N sl 2 .
ou XS»Z > €5t I’ensemble des sections hyperplanes a singularités simples dont la somme
des nombres de Tjurina est strictement supérieure a m. Nous savons que V,,, est un ouvert
de PV. Montrons que son complémentaire est de codimension au moins m + 1.

Les ensembles X", et XY, sont tous deux de codimension au moins m + 1 par les
propositions 1.18 et 1.29. On remarque ensuite que par la proposition 1.27, I’ensemble
st,z >m €St une union disjointe finie de sous-ensembles du type

{p € XY, les singularités de X, sont exactement fi, ..., fx},

ou la somme des nombres de Tjurina des singularités f; est strictement supérieure a m.
Par le corollaire 1.24, ces ensembles sont des sous-ensembles analytiques de codimension
au moins m + 1. On en déduit le résultat. O

Le corollaire suivant est immédiat.

COROLLAIRE 1.31. — Sous les hypothéses du théoréme 1.30, soit P™ un sous-espace projectif
générique de PV. Alors, pour tout p € P™, la section hyperplane X, n'a que des singularités
isolées simples et la somme des nombres de Tjurina de ses singularités est inférieure ou €gale
am.
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2 Généralisation d’une construction de Carlson

Introduction

Soit m un entier compris entre 2 et 6, X une variété projective lisse de dimension impaire
n + 1 plongée dans un espace projectif P, non dégénérée et projectivement normale. Nous
notons XV C PV la variété duale, et U son complémentaire. Supposons que Ox (1) soit m-jet
ample. Soit P un sous-espace projectif générique de PV. Dans cette section, nous construi-
sons une variété projective lisse Y de dimension m munie d’un systéme local Vy (théoreme
2.35). La variété Y est obtenue comme revétement d’un sous-espace projectif générique de
PV, ramifié au-dessus de la variété duale.

Dans les trois premier paragraphes, on rappelle des résultats connus sur les systemes lo-
caux, les pinceaux de Lefschetz a coefficients « tordus » et la monodromie des singularités.

On donne ensuite un résultat de complétion locale de revétements en utilisant certaines
propriétés des groupes de Coxeter finis (proposition 2.33), puis, on détermine les monodromies
locales de la famille de sections hyperplanes lisses paramétrée par U NP™ (proposition 2.34).

Dans le dernier paragraphe, on construit la variété Y et le systéme local Vy sur Y (théo-
réme 2.35).

2.1 Rappels : systemes locaux et VSH
Généralités sur les systéemes locaux

Soit A un anneau commutatif, M un A-module, et X un espace topologique localement
connexe. Un systeme local sur X de fibre M est un faisceau de A-modules localement iso-
morphe au faisceau constant M. On rappelle les faits suivants :

— le tiré en arriere d’un systeme local par une application continue est un systeme local ;

— si X est connexe, localement connexe par arcs et simplement connexe, tout systeme
local sur X est trivial;

— si X est connexe et localement connexe par arcs, on a une bijection naturelle entre
I’ensemble des classes d’isomorphisme de systeémes locaux de fibre M et ’ensemble noté
H'(m1(X), Aut(M)) des morphismes 71 (X ) — Aut(M) modulo I'action par conjugaison
de Aut(M);

— si X est localement contractile et ¢ : Y — X est une fibration topologique, les images
directes supérieures de systemes locaux sur Y sont des systemes locaux sur X.

Un systeme local est semi-simple quand la représentation associée est semi-simple.

THEOREME 2.1. (C. Simpson, [Sim92] lemme 2.6) — Soit X une variété projective lisse sur
C de dimension d, V un systeme local semi-simple sur X et L l'opérateur de Lefschetz. Alors,
pour 0 <1 <d,

L& HY(X,V) — H¥{(X,V)

est un isomorphisme. En notant H'(X,V)prim C HY(X,V) le noyau de L™, on a une
décomposition de Lefschetz

H*(X,V) = L' H" (X, V) prim.
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Variations de structure de Hodge

DEFINITION 2.2. — Soit X une variété complexe et w € N. Une variation de structure de
Hodge complexe polarisée de poids w est la donnée d’un fibré €°° en C-espaces vectoriels
de dimension finie, V', muni d’une décomposition en somme directe V = @pyq=w VP, dune
connexion plate D sur V wvérifiant la condition de transversalité de Griffiths :

D : VP — AVO(VPa) g A (VPHhaly g ADL(VPa) @ ABO(VP ety

et d’une forme hermitienne paralléle S pour laquelle la décomposition de Hodge est orthogo-
nale, et dont la restriction a VP9 est définie positive si p est pair et définie négative sinon.
Le systéeme local des sections plates de V' est noté V.

De facon équivalente, une variation de structure de Hodge complexe polarisée de poids w
est la donnée d’un systeme local V de C-espaces vectoriels de dimension finie de connexion
plate D, d’une filtration décroissante finie F'* de V ® Ox par des sous-faisceaux analytiques
cohérents localement libres, et d’une forme S hermitienne plate et non dégénérée, vérifiant :

— le fibré différentiable V associé a V se décompose en une somme directe de sous-fibrés

V =@, g0 VP vérifiant FP = D,>p VP

- (p,q) # (r,q) = S(VPL V™) =0 et (—1)PS est définie positive sur VP4 ;

- DYWFP C PPl @ ay”.

On munit les fibrés différentiables VP9 de la structure holomorphe de FP/FP+1,

DEFINITION 2.3. — Une wvariation de structure de Hodge réelle de poids w est la donnée
d’une C-VSH de poids w et d’une structure réelle plate Vg C V telle que VP4 = VP, Une
polarisation réelle est une forme bilinéaire S : Vg ® Vp — R, symétrique si w est paire et
alternée sinon, telle que (u,v) = i"S(u,v) soit une polarisation compleze.

THEOREME 2.4. (P. Griffiths, [Gri70]) — Soit X une variété projective lisse, U un ouvert
de Zariski, et V un systéme local sur U sous-jacent a une VSH. Si'V s’étend en un systéme
local sur X, ce dernier est sous-jacent a une VSH sur X.

THEOREME 2.5. (P. Deligne, voir [Sim93], p. 408) — Soit f : X — S un morphisme projectif
lisse entre variétés quasiprojectives lisses, et W une VSH sur X. Alors les images directes
supérieures de W par f sont des systémes locaux sous-jacents d des VSH.

THEOREME 2.6. (C. Simpson, [Sim92] corollaire 4.3) — Soit f : Y — X un morphisme entre
variétés kdahlériennes compactes tel que le morphisme induit entre groupes fondamentaux soit
surjectif, et V un systéme local sur X tel que f*V soit sous-jacent a une VSH sur Y. Alors
V est sous-jacent a une VSH sur X.

2.2 Rappels : pinceaux de Lefschetz
Soit X une variété projective lisse de dimension n + 1, plongée dans un espace projectif
P, linéairement normale.

Pinceaux de Lefschetz

DEFINITION 2.7. — Un pinceau d’hypersurfaces (ou de sections hyperplanes) sur X est la
donnée d’une droite projective P! C PV. Chaque élément t € P! de ce pinceau fournit une
section hyperplane Xy C X. Le lieu de base du pinceau est B := (,cp1 X¢.
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DEFINITION 2.8. — Un pinceau d’hypersurfaces (X;)t € P! est un pinceau de Lefschetz si les
conditions suivantes sont satisfaites :

— le lieu de base B est lisse de codimension deux dans X ;

— chaque hypersurface X; posséde au pire une singularité quadratique ordinaire.

La proposition suivante permet de caractériser les pinceaux de Lefschetz parmi les pinceaux
d’hypersurfaces de X :

PROPOSITION 2.9. — Un pinceau d’hypersurfaces est de Lefschetz si et seulement si l'une des
conditions suivantes est satisfaite :
~ XV est une hypersurface de PV et la droite P! C PV définissant le pinceau rencontre
transversalement XV en son lieu lisse ;
— XV est de codimension supérieure et la droite P C PV ne rencontre pas X".

On en déduit qu’un pinceau générique est un pinceau de Lefschetz.

Soit (X¢);ecpr un pinceau de Lefschetz, et X une section hyperplane lisse de ce pinceau.
Pour tout s € P! un point du pinceau tel que X ait un point double ordinaire, on peut choisir
u € P! un point proche de s tel que X, soit lisse et construire dans la section hyperplane X,
une sphere réelle de dimension 2n — 1, appelée sphere évanescente (associée a la singularité
de X). Le choix d'un chemin reliant v & 0 dans P!\ XV permet de transporter (de maniére
non canonique) cette sphere dans la section hyperplane Xj. Les différentes sphéres obtenues
lorsque s décrit P N XV sont les sphéres évanescentes du pinceau.

Soit X comme plus haut, ¥ une section hyperplane lisse. Alors on a un morphisme de
Gysin

jo: HY(Y,Q) — H"?(X,Q).

La cohomologie évanescente de Y est par définition le noyau du morphisme de Gysin.

PROPOSITION 2.10. (voir [Voi02], 14.26 et 14.27) — La cohomologie évanescente est nulle
sauf quand k = dimY . Dans ce dernier cas, la cohomologie évanescente est contenue dans la
chomologie primitive, et engendrée par les classes des sphéres évanescentes de tout pinceau
de Lefschetz passant par Y. Enfin, on a une décomposition en somme directe orthogonale
relativement a la forme d’intersection

H*(Y,Q) = H"(Y, Q)ev © j"H"(X, Q).

Représentation de monodromie

Soit U le complémentaire dans PV de la variété duale XV. Le faisceau R"m,Q sur PV
restreint a U est un systeme local de Q-espaces vectoriels de dimension finie sur U. Fixons un
point-base u € U. Alors on a la représentation de monodromie

p:mi(Uu) = Aut((R"m.Q)y).

La fibre (R"m,Q),, est isomorphe & H"(X,, Q) et de plus, la forme d’intersection est invariante
par monodromie, c’est-a-dire que p est a valeurs dans Aut(H"™(X,,Q), (,)).

PROPOSITION 2.11. (Zariski) — Soit P C PV une droite rencontrant transversalement X"
en son lieu lisse. Alors linclusion P N U — U induit au niveau des groupes fondamentauz
un morphisme surjectif.
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En particulier, le groupe 71 (U, u) est engendré par un nombre fini de lacets de P N U
tournant autour de chaque s tel que la section hyperplane X, soit singuliere. Il suffit donc de
décrire D'effet de la monodromie pour ces lacets. C’est la formule de Picard-Lefschetz :

PROPOSITION 2.12. — Soit (Xi)iepr un pinceau de Lefschetz, X5 une section hyperplane
singuliére et X,, une section hyperplane lisse proche. On note T € Aut(H"(X,,Q)) ’endo-
morphisme de monodromie autour de s, et § la classe de la sphére évanescente de X, associée
a la singularité de Xs. Alors, on a :

T(a) = a — (=112 (0, 6)6.
Une conséquence de la formule de Picard-Lefschetz est

PROPOSITION 2.13. — Les cycles évanescents d’un pinceau de Lefschetz sont conjugués sous
laction de monodromie.

THEOREME 2.14. — Le monodromie laisse stable la cohomologie évanescente et la représen-
tation induite
p/ : 7T1(U, U) — Aut(Hn(Xm Q)e’u)

est irréductible.

Enfin, on rappelle un résultat sur les vecteurs invariants de p.

PROPOSITION 2.15. (théoréme local des cycles invariants) — Soit P C PV un pinceau de
Lefschetz, s € PPN XY, u € UNP! un point proche de s, et v un lacet de U NP basé en u
tournant une fois autour de s. Alors, on a un isomorphisme

H"(Xy, Q)" =~ H"(X;, Q).

Résultats additionnels sur la monodromie

Dans [Del80], Deligne étudie 'adhérence de Zariski du groupe de monodromie d’un pinceau
de Lefschetz de sections hyperplanes. Il démontre plusieurs résultats qui sont résumés dans
[CT99], Theorem 3.2 :

THEOREME 2.16. (Deligne) — L’image de p' : w1 (U,u) — Aut(H™(Xy, Q)ev, (, ) est soit finie,
soit Zariski-dense dans le groupe Aut(H™(Xy, Q)ev, (,)), qui est orthogonal ou symplectique
selon la parité de n.

Il existe un résultat un peu plus précis sur l'image de la représentation de monodromie,
démontré par Beauville [Bea86] dans le cas des hypersurfaces de degré d de PV en utilisant
des résultats d’Ebeling [Ebe] et Janssen [Jan], et qui se généralise comme suit :

THEOREME 2.17. ([CT99], Theorem 9.1) — On suppose que X est de dimension au moins 3,
et qu’il existe une section hyperplane admettant une des quatorze singularités unimodulaires
exceptionnelles, par exemple la singularité Uijs : o3 + a3 + $§ + D i3 $22 = 0. Alors l'image
de p' est d’indice fini dans Auty,(H™( Xy, Z)ev, {,))-

En ce qui concerne le noyau de la représentation de monodromie, il est démontré dans le
méme article [CT99] que ce sous-groupe est gros, c¢’est-a-dire qu’il est muni d’un morphisme
dans un groupe de Lie réel non compact et semi-simple, dont I'image est Zariski-dense.
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Généralisations

Nous rappelons enfin comment se généralisent les énoncés standard sur la monodromie des
pinceaux de Lefschetz dans un cadre un peu plus général, a condition d’utiliser le théoreme
de Lefschetz difficile a coefficients dans un systeme local semi-simple.

Soit X une variété projective lisse de dimension n + 1, plongée dans un espace projectif
P, linéairement normale, W un systeme local semi-simple sur X, et X la section hyperplane
universelle, munie des deux projections 7 et a vers PV et X. On note V* le systéme local
(ka(a*W))w sur U. Le faisceau localement constant de fibre H*(X, W) sur U est muni

d’un morphisme vers V¥ dont on note V¥, le conoyau.
PROPOSITION 2.18. ([Sim93], lemma 2.4) — Le systéme local V¥, est nul sauf si k = n.

PROPOSITION 2.19. ([Sim93], lemma 2.5) — Le systéme local V7, n’a pas de vecteurs fizes
par monodromie.

PROPOSITION 2.20. ([Sim93], lemma 2.7, 2.8) — Si W est de rang un, alors V7, est irré-
ductible, V" est semi-simple, somme directe de la partie invariante et de la partie irréductible
vz,

Dans la suite, on note simplement V le systeme local V7. Sa fibre en un point u est
Vo = H"( Xy, W)ey.

On peut également considérer le systéme local sur U dont la fibre en un point u est le
groupe d’homologie H,(X,, W). Ce systéme local est muni d’'un morphisme naturel vers le
systeme local constant de fibre H, (X, W), et le noyau de ce morphisme est le systéme local
d’homologie évanescente. Ce systeme local a des propriétés similaires a celles de V.

2.3 Représentation de monodromie d’une singularité isolée d’hypersurface

Soit f un germe de singularité isolée en n + 1 variables, 7 son nombre de Tjurina, g un
déploiement miniversel de f, et ® : (Y,y) — (C7,0) la déformation miniverselle de f associée.
On note U C C” son complémentaire du diagramme de bifurcation, By une boule de Y cen-
trée en y, et B une boule de C™ centrée en 0, petite par rapport a By.

Le groupe 71 (U N B) est appelé le groupe fondamental de la singularité f. L’ouvert U N B
est la base d’une fibration, dont la fibre F, au-dessus de u € UN B est le fibre de ® intersectée
avec la boule By. On appelle ces fibres les fibres de Milnor.

ProprosITION 2.21. ([AVG], tome 2, p. 32) — Les fibres de Milnor contiennent u sphéres
réelles, les spheres évanescentes, et sont homotopes au bouquet de ces spheres. Les groupes
d’homologie de degré n de toutes les fibres de Milnor sont de rang p, engendrés par les classes
des spheres évanescentes.

DEFINITION 2.22. — Le systéme local de rang p sur U N B dont les fibres sont les groupes
d’homologie a coefficients des fibres de Milnor est noté Vy, et sa représentation de monodromie
est notée

pr:m(UNB,u) = GL(F,,Z).
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C’est la représentation de monodromie de la singularité f. Son image est le groupe de mono-
dromie de la singularité f. La méme construction est possible avec les groupes de cohomologie.

La forme d’intersection de la singularité est la forme d’intersection sur la cohomologie de
la fibre de Milnor. On dit que le réseau de Milnor de la singularité est non dégénéré si la
forme d’intersection est non dégénérée. C’est par exemple le cas pour les singularités ADE en
dimension paire.

REMARQUE 2.23. — Soit ¢ : (Y',y) — (B',V) une déformation de la singularité f. Si
U’ C B’ est l’ensemble des valeurs réguliéres de ', alors U’ est la base d’une fibration et du
systeme local associé, que ’on note V.

Par la propriété universelle de la déformation miniverselle, on a un carré cartésien

(Y/7 y/) L> (Ya y)
I
(B/, b/) 49) ((CTa 0)
Ceci montre que Vi est exactement g*Vy.
2.4 Complétion locale de revétements, singularités simples et groupes de
Coxeter

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant :

PROPOSITION. 2.33— Soit (f;)jes une famille finie de singularités ADE a un nombre im-
pair de variables, C™ des bases de déploiement miniversels, X; C C" les diagrammes de
bifurcation.
Soient p; : m(C7 \ ¥;) — GL(Ej) les représentations de monodromie des singularités.
Soit B = [[C™, U =[[,(C7 \ %) et p: m(U) = [[m(C7 \ X;) — &; GL(Ej;) le pro-
duit des p;. Le noyau de p correspond a un revétement étale (galoisien) de U, noté p : U—U.

Alors, il existe une variété lisse B, un morphisme fini p : B — B et une immersion
ouverte U — B tels que le diagramme

soit un carré cartésien, et U soit étale sur U.

Ce résultat sera utilisé pour montrer la lissité d’un espace analytique normal, dans la
section 2.6
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Rappels sur les groupes de Coxeter

DEFINITION 2.24. — Soit W un groupe et S un ensemble de générateurs vérifiant S = S~! et
1 ¢ S. On demande de plus que les éléments de S soient d’ordre deuzx. Si s et s’ sont dans S,
on note m(s, s") Uordre de ss'. On dit que (W, S) est un systéme de Coxeter si les générateurs
dans S et les relations (ss’)m(s’sl) =1 pour m(s, s") # oo forment une présentation du groupe
W. Par abus de langage, on dit aussi que W est un groupe de Coxeter.

DEFINITION 2.25. Soit I un ensemble. Un graphe de Cozxeter de type I est un couple (T, f),
ou I' est un graphe ayant I pour ensemble de sommets, et f une application de ’ensemble des
arétes de I" vers {3,4,5,...4+00}. On dit que T" est le graphe sous-jacent au graphe de Coxeter.

Soit (W, S) un groupe de Coxeter. On peut lui associer le graphe de Coxeter dont le graphe
sous-jacent a S pour ensemble de sommets, et deux sommets s et s’ sont reliés par une aréte si
m(s,s’) > 3. Ceci définit une bijection entre les groupes de Coxeter et les graphes de Coxeter.
Un groupe de Coxeter est dit de type A, D ou E si son graphe 'est ([LIE], annexe).

DEFINITION 2.26. — On dit qu’un graphe de Coxeter est irréductible si le graphe sous-jacent
est connexe. Un groupe de Coxeter est irréductible si son graphe de Coxeter [’est.

PROPOSITION 2.27. — Soit W un groupe de Coxeter, I son graphe, I';, j € J les composantes
connezes de I', S; les ensembles de sommets des I';, et W; les sous-groupes de W engendrés
par les éléments (s;)jcy. Les Wj sont des groupes de Cozeter irréductibles, et W est isomorphe
au produit direct des W;. On dit que les W; sont les composantes irréductibles de W'.

DEFINITION 2.28. — Soit W un groupe de Coxeter fini. Le groupe de tresses associé a W,
noté B(W), est le groupe défini par l'ensemble de générateurs (ts)ses et les relations

totats.ty = totste..ts .

m(s,s’) termes  m(s,s’) termes

Ce groupe est muni de Uapplication canonique vers le groupe de Cozeter W qui envoie tg sur s.
Le noyau de ce morphisme est le groupe des tresses pures, ou encore groupe des tresses colorées.
On le note B(W). C’est le sous-groupe normal engendré par les carrés des générateurs ts.

REMARQUE 2.29. — Si W a pour composantes irreductibles W;, alors B(W) est isomorphe
au produit des B(Wj), et Uapplication B(W) — W s’identifie avec Uapplication produit

Les groupes de Coxeter admettent une représentation géométrique naturelle : si S est un
ensemble fini et (W, S) est un systeme de Coxeter, alors 1’espace vectoriel Fr = R est muni
d’une forme bilinéaire symétrique associée a (W, S), et de reflexions orthogonales (05)scs. Il
existe un unique homomorphisme

o: W — GL(ER)

tel que o(s) = o pour tout s € S, et cet homomorphisme est injectif. Les éléments de o (W)
préservent la forme bilinéaire, et envoient les vecteurs de la base canonique de Er sur leur
Opposé.

Si W a pour composantes irréductibles W, j € J, alors RS = []R%, et la représentation
est simplement la représentation produit.
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Revétement, groupe fondamental, systémes locaux.

Soit W un groupe de Coxeter fini, et Er ’espace vectoriel réel sur lequel il agit comme
groupe de réflexions. Cette action se prolonge en une action sur le complexifié de Er, que ’'on
note E. Soit

p: E— E/W

Papplication quotient. L’espace quotient E/W peut étre muni d’une structure d’espace vec-
toriel complexe faisant de p un morphisme analytique fini, ¢’est-a-dire un revétement ramifié
(galoisien de groupe W). Dans la suite on note F' le quotient E//W vu comme espace vectoriel.

L’ensemble H des points de F ayant un stablisateur non trivial est un ensemble d’hy-
perplans de E. L’image de H dans F' est un sous-ensemble analytique A contenant 'origine.
L’application restreinte

p: E\H — F\A

est un revetement galoisien étale, et induit une injection de groupes fondamentaux :
Px
m(E\ H) = m(F\ A).

LEMME 2.30. ([Del72]) — Le groupe fondamental de F'\ A est isomorphe au groupe de tresses
B(W), et l'image de m(E \ H) dans m1(F \ A) par p. est exactement B(W).

Notons .# le systeme local sur F'\ A qui a pour représentation de monodromie le mor-
phisme composé B(W) — W — GL(E). Le tiré en arriere p*.# sur E'\ H est un systéme local
dont la représentation monodromie est le morphisme 7 (E\ H) — m(F\A) - W — GL(E).
Mais ce morphisme est identiquement nul, puisque p, (m(E \ H)) = Ker(B(W) — W) d’apres
le lemme précédent. Le tiré en arriere de % est donc trivial et s’étend donc au systéme local
trivial sur tout ’espace vectoriel E.

Dans le cas ou le groupe de Coxeter W a pour composantes irréductibles les groupes W,
on peut faire les remarques suivantes :
— Le sous-ensemble H C E = @& E; est formé des éléments h = (h;) avec hj € H; pour au
moins un j € J; Le complémentaire de £\ H est donc le produit des E; \ Hj;
— Le complémentaire de A dans F' est isomorphe au produit des Fj \ A;.

Groupes de Coxeter et singularités

THEOREME 2.31. (voir [Arnold]) — Soit f un germe de singularité simple (de type A, D, ou
E) a un nombre impair de variables. On note B la base d’un déploiement miniversel de f, et
Y C B le diagramme de bifurcation de f. Si & € B\ X, alors on note Mg la fibre de Milnor
en &. Enfin, on note W le groupe de Coxeter irréductible de méme type que la singularité f
(type A, D, ou E d’indice adéquat). Les notations E, F', B(W), sont celles définies plus haut
pour les groupes de Cozxeter.

Alors, il existe un isomorphisme de paires d’espaces analytiques ® : (B,X) — (F,A) et
un isomorphisme ¥ : H"(M¢,C) — E envoyant une base de cycles évanescents sur la base
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canonique de E, de telle sorte que le diagramme suivant commudte.

D

771(3\235) WI(F\A7C)L>B(W)

monodromie de fl i \L

GL(H"(Me, C)) 222X+ GL(E) ~——W

~

Ce résultat s’étend au cas d’'un groupe de Coxeter fini réductible dont les composantes
irréductibles sont de type ADE :

COROLLAIRE 2.32. — Soit W un groupe de Cozxeter fini dont les composantes irréductibles
(Wj)jes sont de type A, D ou E.

Soient f; des germes de singularités simples (a un nombre impair de variables) correspon-
dant a chaque composante irréductible de W, fj des déploiements miniversels, B; les bases
de ces déploiements, et ¥; C Bj les diagrammes de bifurcation.

Soit B := [[ Bj, et ¥ le complémentaire dans B de [[;(B; \ ¥j).

Soit enfin § = (§;)jes € B\ X, et M, la fibre de Milnor en §; de la singularité f;.

Alors, il existe un isomorphisme de paires d’espaces analytiques ® : (B,X) — (F,A) et
un isomorphisme ¥ : @, H"(M¢,,C) — E faisant commuter le diagramme

[T m(B;\ 3),&) ~ m(B\ %,0)% T (F\ A, () == B(W)
produit des monodromies des fji i i
GL(@; H" (M, C)) —=2— GL(E) ~———W

Des résultats sur les revétements associés aux groupes de Coxeter et du théoreme de
comparaison ci-dessus, on déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 2.33. — Soit (f;)jes une famille finie de singularités ADE, C™7 des bases de
déploiement miniversels, X; C C™ les diagrammes de bifurcation.

Soient pj : m(C7 \ £;) = GL(Ej) les représentations de monodromie des singularités.
Soit B =[[C™, U = [[;(C7 \ %) et p: m(U) = [[m(C7 \ Z;) — &; GL(E}) le pro-

duit des pj. Le noyau de p correspond & un revétement étale (galoisien) de U, noté p : U—U.

Alors, il existe une variété lisse B, un morphisme fini p - B — B et une immersion
ouverte U — B tels que le diagramme

soit un carré cartésien.
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2.5 Groupes de monodromie locaux

On étudie maintenant le groupes de monodromie locaux. Rappelons que X C P est une
variété projective lisse linéairement normale de dimension impaire n 4+ 1, X < X 5 PV
la, famille universelle de sections hyperplanes, XV la variété duale et U son complémentaire
dans PV, qui parametre les sections hyperplanes lisses, W une VSH sur X, dont on note S la
polarisation, et V = (R"m,.a*W)¢, la VSH de cohomologie évanescente des fibres, sur 'ouvert
U. Enfin, on note

p:m(U,u) — Aut(Vy)

la représentation de monodromie de V.

Soit s un point de XV. On définit la représentation de monodromie locale et le groupe de
monodromie local (de V, en s) de la fagon suivante. Soit Bs une petite boule de PV centrée
en s, Us := BsNU et u € Us. On note Vy, la restriction a Ug du systeme local V, et

ps M1 (Usy,u) = GL(H™( Xy, W)ey)

sa représentation de monodromie. On 'appelle la représentation de monodromie locale de V
en s. Son image est le groupe de monodromie local de V en s.

PROPOSITION 2.34. — Awec les notations précédentes, soit s € XV tel que la section hy-
perplane de X correspondante X n’ait que des singularités simples. Alors, l'image de ps est
finde. Si de plus Ox (1) est m-jet ample, avec m un entier supérieur a la somme des nombres
de Tjurina des singularités de X, alors m(Us,u) est isomorphe au produit des groupes fon-
damentaux des singularités de X et la représentation de monodromie locale est isomorphe au
produit des représentations de monodromie des singularités (voir 2.22) de Xs.

DEMONSTRATION — Pour faciliter I’exposition, nous étudions plutot la représentation
de monodromie locale sur le groupe d’homologie

Hp (X, W)y := Ker(H, (X, W) = H, (X, W)).

Soient x1, ...z; les points singuliers de X et (B;) une famille de petites boules disjointes
centrées en x;. Soit ¢ un entier compris entre 1 et [. Alors F; := X,, N B; s’identifie a « la »
fibre de Milnor de la singularité de X en z;. L inclusion j; : F; < X, induit une fleche
en homologie :

Jiw 2 Hp(Fy, W) — H, (X, W),
Remarquons que le systeme local W est trivial sur la boule B;, et donc que ’espace vectoriel
H,(F;,W) est isomorphe a Hy,(F;,C) @ W,,.

Soit & une sphere évanescente de la fibre de Milnor Fj, v une section de W sur § et

0.v € Hy(F;, W) le cycle correspondant. L’image de ce cycle par la composée

H,(F;,W) — H,(Xy,,W) = H,(X,W)
est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif

H,(F;,W) — H,(X,,W)

l |

H,(B;,W) —— H,(X,W)
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Or, le groupe H,(B;, W) est trivial car la boule est contractile. Mais les éléments d.v
comme plus haut engendrent H,(F;, W). On en déduit que 'image de j;, est incluse dans
I’homologie évanescente H,,(X,, W),,. Nous notons donc :

,ji* : Hn(Fz,W) — Hn(Xuyw)ev-

Les espaces vectoriels Hy,(F;, W) et H,(X,, W), sont munis de formes hermitiennes
obtenues en combinant la forme d’intersection sur les cycles topologiques et la polarisa-
tion de W sur les sections de W. Ces formes hermitiennes seront notées (, ). La forme
hermitienne correspondante sur H, (F;, W) ~ H,(F;,C) ® W, est le produit de la forme
d’intersection et de la forme hermitienne S sur la fibre W,,.

La forme S est par hypothese non dégénérée sur W,,. De plus, la forme d’intersection
sur ’homologie de la fibre de Milnor F; est non dégénérée. Alors, la forme hermitienne (, )
sur H,(F;, W) est non dégénérée. D’autre part, le morphisme j;, est compatible aux deux
formes hermitiennes ci-dessus; il est donc injectif.

Soient ¢ et k deux entiers différents compris entre 1 et I, « € Im (j;,) et 5 € Im (Ji,);
ce sont des cycles de X, a valeurs dans W sont le support est disjoint, puisque F; et
F}, sont disjoints. Donc (a, ) = 0. On en déduit que les images des morphismes j;, et
Jks sont orthogonales pour la forme (, ) sur Hy,(X,, W). D’autre part ces images sont
non dégénérées. Elles sont donc d’intersection triviale. Autrement dit, on a une injection
compatible aux structures hermitiennes

1
P Hn(F;, W) — Hp (X, W).

Dans la suite on écrira par abus de langage les espaces H,,(F;, W) comme des sous-espaces
de Hp,( Xy, W)ey.

Revenons a la représentation de monodromie locale ps : w1 (Us, u) — GL(Hp( Xy, W)ey).
Le groupe 71 (U, u) est engendré par des lacets tournant autour des points du lieu lisse de
XV. Ces lacets agissent sur Hy,(X,, W), par des réflexions de Picard-Lefschetz. Parmi ces
lacets, ceux qui sont homotopes a des lacets inclus dans Uy engendrent mq (Us, u) et agissent
par des transformations de Picard-Lefschetz de la forme

v-a=ax{a,d)d,

ou 0 est la sphere évanescente correspondant au lacet v (située dans une des fibres de Mil-
nor F;), et Pécriture (o, d) désigne l'intersection du W-cycle « avec la sphere 4, c’est-a-dire
la section de W sur Suppa N § suivante : (Supp a, d).a5. Avec ces notations, (a,d)d est
bien un n-cycle a valeurs dans W.

La formule de Picard-Lefschetz montre que 71 (Us, u) stabilise les sous-espaces (images
de) H,(F;,W). La représentation quotient

o (Us,u) = GL(Hp (X, W)y /(B H, (F;, W)))
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est triviale, également par la formule de Picard-Lefschetz. On en déduit que la représenta-
tion de monodromie locale ps; admet une décomposition en sous-représentations

Hn(XuaW)ev = (@HH(FZ,W)) ) Hn(X'mW) (USJL).

1
ev

Il reste & identifier les sous-représentations
Psyi - 7T1(U5, u) — GL(Hn(FZ,W)

dans la décomposition ci-dessus.
La boule B; est la base d’une déformation de la variété singuliere X, et donc de chacune
de ses singularités. Quitte a rétrecir cette boule, on a donc des morphismes

g; - Bs — (C’Fi’

ou 7; est le nombre de Tjurina de la singularité de X, en x;, et C™ est la base de la
déformation miniverselle de cette singularité. L'image de Uy par ce morphisme est incluse
dans C™\ X;, le complémentaire du discriminant de la singularité. On note g;, : 71 (Us, u) —
m1(C7\ X, gi(u)) le morphisme induit au niveau des groupes fondamentaux. Le diagramme
suivant est commutatif (voir la remarque 2.23) :

Gi s

71 (Us, u) m1(C7\ 3y, gi(u))

\Lps,i ipfz

GL(H,(F;,C) @ W,,) = GL(H,(F},C))

On en déduit que I'image de la représentation de monodromie locale en s est finie. En
effet, I'image de la représentation de monodromie locale est un sous-groupe du produit
des groupes de monodromie des singularités de X;. Or le groupe de monodromie d’une
singularité simple est fini, c’est le groupe de Weyl de type ADE correspondant.

Si de plus Ox (1) est m-jet ample, avec m supérieur a la somme des nombres de Tjurina
des singularités de X, alors la déformation de X, de base B engendre simultanément les
déformations miniverselles de toutes les singularités de X, c’est-a-dire que les morphismes
gi sont tous submersifs. Donc, les morphismes induits g;, entre groupes fondamentaux
sont bijectifs. Le diagramme commutatif précédent permet de conclure que le groupe de
monodromie locale en s est exactement le produit des groupes de monodromie de toutes
les singularités. O

2.6 Construction de Y et de Vy

Dans cette section, on démontre le résultat principal de cette premiere partie :

THEOREME 2.35. — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n + 1, plongée
dans un espace projectif P, linéairement normale, X < X 5 PV la famille universelle de sec-
tions hyperplanes, U C PV louvert paramétrant les sections hyperplanes lisses et V le systéme
local de cohomologie évanescente sur U. Soit m un entier compris entre 3 et 6, P™ C PV un
sous-espace projectif générique de dimension m et Uy, := U NP™. La restriction de V a U,
est encore notée V.
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(a) Si Ox(1) engendre ses m-jets, il existe une variété quasiprojective lisse Uy, et un
revétement galoisien (fini) p : U — Up, tels que pour toute compactification i : Uy, —
Y, Vy := 0,p*V soit un systéme local sur'Y (en particulier, pour une compactification
Y lisse).

(b) Si de plus Ox (1) est m-jet ample, il existe une telle compactification lisse finie sur
Pm™.

DEMONSTRATION —

Démonstration du point (a) :
Soit u € Up,, p la représentation de monodromie de V sur U,,, et I' le groupe de
monodromie, c’est-a-dire 'image de 71 (U, u) par p dans GL(V,). Le groupe fonda-
mental 71 (Up,, u) est de type fini, donc I' aussi.

Par le théoreme de Selberg ([Sel60]), il existe un sous-groupe distingué d’indice fini
G’ de T, sans torsion. Son image inverse dans 71 (U, u) est notée G. C’est un sous-
groupe distingué d’indice fini. On note

p:[fm—>Um

le revétement étale galoisien correspondant a G, de groupe de Galois 71 (Up,,u)/G.
Par le théoreme d’existence de Riemann ([SGA1], th. 5.1 p. 251), la catégorie des
revétements étales finis analytiques de U, est équivalente a celle des revétements
étales finis algébriques de U,,. On peut supposer que U,, est une variété algébrique
quasiprojective.

Montrons maintenant que le systeme local p*V s’étend en un systéme local sur toute
complétion Y de Up,.

Pour cela, on étudie la structure locale du revétement U, — Uy,. Soit s € PN XY,
B, une petite boule de P™ centré en s, U := Uy, N B, et Uy = p~H(Uy). Ainsi,
la fleche Us — U est la restriction du revétement [fm — U, au-dessus de Us. Ce
revétement restreint n’est en général pas connexe, mais c’est une somme disjointe
finie de revétements connexes galoisiens identiques. Déterminons ces revétements.

Fixons des points base u et % dans U, et p~'(u). Alors, le diagramme suivant est un
carré cartésien :

7T1(US,’L~L) *>7T1(Um,’a) =G

m1(Us, u) 71 (Upn, )

D’autre part, on a un diagramme commutatif :

7T1(U5,u) *>771(Um,u) ~—G

lps lp

I's := Im psC© Imp el
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Puisque Ox (1) engendre ses m-jets, le groupe de monodromie local Im pg est fini par
la proposition 2.34. Or, le groupe G’ est sans torsion, il intersecte donc trivialement
le sous-groupe fini Im ps. On en déduit que le diagramme

G

|

7r1(U5,u) —>7r1(Um,u)

Ker p;

est un carré cartésien. Par unicité d’un tel carré, on a Kerp; = m(US,ﬂ), ce qui
signifie que la composante connexe de U, contenant @ est exactement le revétement
galoisien de U; correspondant au sous-groupe distingué Ker p;. En particulier, la
représentation tirée en arriere

p*ps s m (U, ) — m1(Us, ) — GL(V,)

est triviale. Autrement dit, le systeme local p*V restreint & U, est trivial. Ceci suffit
a montrer que pour toute complétion Y de U,,, le systeme local p*V s’étend en un
systeme local Vy sur Y.

Démonstration du point (b) :

Notons [Ug] la composante connexe de Ug contenant @. On a vu dans la démonstration

[
du point (a) que le revétement [Us] — Uy est donné par le sous-groupe distingué

Ker(ps : m1(Us,u) — GL(Vy)).

Montrons que le revétement [Us] — Us est isomorphe & un autre revétement de U
qui admet une complétion naturelle.

La section hyperplane X, a [ singularités, de type ADE. On note 7; leurs nombres
de Tjurina, C™ des bases de déploiements miniversels, >; C C" les diagrammes de
bifurcation, B = [[C™ et ¥ = B\ [[(C™ \ ;). Alors, par la proposition 2.33, il
existe une variété B lisse, un morphisme fini p : B — B ramifié au-dessus de ¥ et
étale ailleurs, tel que le revétement étale

B\p (X)) = B\X
corresponde exactement au noyau du produit des représentations de monodromie
l
m1(B\ %) = [ GL(H.(F;, C)).
i=1
Par la propriété universelle des déformations miniverselles, on a un morphisme
g: (P s)— (B,0).

Comme Ox (1) est supposé m-jet ample, g est submersif par la remarque 1.21. Quitte
a rétrécir By, on peut supposer que g est défini sur Bs.
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On peut alors former le produit fibré :
US XB B

Muni de la projection canonique sur Uy, c’est un revétement galoisien étale (fini) de
Us, isomorphe au revétement

[Us] — Us.
Soit [B,] := By x BB Alors, [B,] est une variété lisse, et [Bs] — B est un revétement

fini qui compléte [U,] — U,. C’est la complétion (locale) recherchée.

En complétant de la sorte chaque composante connexe de U, s, on obtient le résultat
suivant : il existe une variété complexe lisse By un morphisme analytique fini vers
B; tel que le diagramme suivant

S
S

S<—&
UU<— DUI

soit un carré cartésien.

Ceci montre que l'on peut compléter localement le revétement étale U,, en une va-
riété finie sur P™. Il reste & montrer que ces complétions locales se recollent bien.
Rappelons alors le théoreme suivant :

THEOREME 2.36. (Grauert-Remmert, voir [SGA1], théoréme 5.4 p. 254) — Soient
2 un espace analytique normal, % un sous-ensemble analytique fermé tel que % =
X\ soit dense dans 2. Soit %' un revétement normal fini de % ; on suppose
qu’il existe une partie analytique fermée rare . de 2 telle que la restriction de U’
aU\U NS soit étale. Alors il existe un revétement fini normal 2’ de X qui
prolonge %', et 2 est unique a isomorphisme pres.

On applique ce théoréme au revétement U,, — Uy, ce qui donne une variété Y
normale, finie sur P™, qui compléte le revétement U,, — U,,. Elle est unique &
isomorphisme pres. La restriction du revétement ramifié ¥ — P au-dessus de la
boule B est une complétion du revétement étale Uy, — Usy,. Toujours par le théoréme
de Grauert-Remmert, c’est la seule a isomorphisme pres. Elle coincide donc avec le
revétement ramifié By — B, construit explicitement un peu plus haut. Mais By est
lisse. On en déduit qu’au-dessus de By, la variété Y est lisse.

Comme ceci vaut pour tout s € P N XV, on en déduit que Y est lisse. ]

REMARQUE 2.37. — Reprenons les hypothéses du théoréme 1.30. Notons V,, le complémen-
taire du fermé Zp, : pour tout u € Vi, X, est a singularités simples et la somme des nombres
de Tjurina de ses singularités est inférieure ou égale a m. Alors, la preuve du théoréme 2.85
montre qu’il existe en fait un revétement étale p : U — U et une variété lisse Vin formant un
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carré cartésien
inclusion

h

%
=
S

.

inclusion

et tels que p*V s’étende en un systéme local sur Vin. La variété Y est une sous-variété compacte
de V.

3 Premieres propriétés du systeme local Vy

La plupart des propriétés de Y et Vy établies dans cette section sont des adaptations de
résultats présents dans [Sim93] ou [CT93].

3.1 Variations de structures de Hodge

PropoSITION 3.1. — S5t W est sous-jacent a une VSH sur X, alors le systéme local Vy est
sous-jacent a une variation de structures de Hodge sur'Y .

DEMONSTRATION — Le systéme local V sur Uy est une image directe supérieure de
VSH par un morphisme projectif lisse, il est donc sous-jacent a une VSH par la proposition
2.5. Le tiré en arriere par un revétement étale d’'une VSH est encore une VSH. Enfin, cette
VSH s’étend en un systéme local sur Y, donc par le théoreme d’extension de Griffiths (2.4),
le systeme local Vy est également sous-jacent a une VSH sur Y.

3.2 Torelli infinitésimal si W est de rang 1

Dans le cas ou W est une VSH de rang 1 sur X, et sous certaines conditions sur le
plongement X C P, application des périodes de Vy est génériquement de rang maximal.

THEOREME 3.2. — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n+1, W une VSH
de rang 1 sur X et 6 := dim HY(X, Tx). On suppose X plongée dans un espace projectif IP,
linéairement normale, et on note X <~ X = PV la famille universelle de sections hyperplanes
de X.

Soit m un entier tel que dimPV > m + § et que Ox(1) soit m-jet ample. Soit P™ un
sous-espace projectif générique PV et (Y, Vy) le couple construit dans le théoréme 2.35. Alors,
quitte a composer X — P par un plongement de Veronese, l'application des périodes de Vy
est génériquement de rang mazximal.

La démonstration de Simpson ([Sim93], proposition 8.2 et corollaire 8.3; le résultat est
également mentionné dans [CT93], p. 136, pour des familles d’hypersurfaces de ’espace pro-
jectif) en dimension deux consiste & montrer que 'application des périodes de V sur U est
de rang supérieur au rang de ’application de Kodaira-Spencer, puis a minorer ce rang par
2. Elle s’étend sans changement majeur en dimension 3 a 6. La généralisation de ce résultat
lorsque W est de rang quelconque est traitée dans la partie II.

DEMONSTRATION — On commence par démontrer un lemme.
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LEMME 3.3. — Soit m un entier. Si on a l'inégalité
dim H(X, Ox (1)) > m + 1 + dim H(X, Tx),

alors Uapplication Kodaira-Spencer est de rang supérieur a m.

DEMONSTRATION — Soit G le sous-groupe de Aut(X) qui préserve Ox(1). Alors,
G agit sur PV, et l'orbite d'un point b € PV est '’ensemble des &’ € PV tels que Xy
soit isomorphe a X;. L’espace tangent a l'orbite de b s’identifie a 1’espace des champs
de vecteurs holomorphes sur X préservant Ox (1), sa dimension est donc inférieure a la
dimension d de I’espace de tous les champs de vecteurs sur X. D’autre part, cet espace
tangent est exactement le noyau de l’application de Kodaira-Spencer (en b) :

oy Tevp — HY (X, T,).
Ceci donne l'estimation indépendante de Ox (1) :
dim Ker p, < dim H(X, Tx).
Par hypothese, on a dim PV > m + dim H°(X, Tx). Soit b € U. Alors, on a :
rk pp = dim P¥ — dim Ker py,

> dim PV — dim H°(X, Tx)

>m.

Continuons la démonstration du théoreme.

On sait que la différentielle en b de 'application des périodes de Vs est la composée de
I'application de Kodaira-Spencer Ty, , — H (X, Tx,), et d'un morphisme de cup-produit
qui est injectif par le théoréme de Torelli infinitésimal de M. Green [Green85], si Ox (1) est
assez positif. Il reste donc & montrer que si O'x (1) est assez ample et si le sous-espace P™
est générique, 'application de Kodaira-Spencer est injective pour b dans un ouvert dense.

Or, quitte & composer le plongement X C P par un plongement de Veronese (ou
imposer une condition de positivité suffisante sur @x (1)), on a dim H°(X, Ox (1)) > m +
1 +dim H°(X, Tx). Par le lemme 3.3, on sait alors qu’en tout point b € U, le morphisme
de Kodaira-Spencer

TU,b — Hl (Xb, TXb)

est de rang supérieur ou égal & m. On en déduit que si P est générique dans PV, I’appli-
cation de Kodaira-Spencer restreinte

TUm,b — Hl (Xb, TXb)

est injective pour tout b dans un ouvert de Zariski non vide de Up,. O
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Le théoreme précédent a pour corollaire important que Vy ne provient pas d’une variété
de dimension inférieure par tiré en arriere. Ce fait est démontré dans [Sim93], lemme 8.5, pour
m = 2, et se généralise avec la méme démonstration en dimension supérieure. On redonne
rapidement la démonstration d’un énoncé un peu plus faible, puis ’énoncé général, sans
démonstration.

COROLLAIRE 3.4. — Awec les notations du théoréme 3.2, il n’existe pas de variété lisse qua-
siprojective C de dimension strictement inférieure a m et de morphisme w :' Y — C tel que
la représentation de monodromie de Vy se factorise par my : m(Y) = m1(C).

DEMONSTRATION — Supposons qu'une telle factorisation existe. Quitte & prendre la
factorisation de Stein, on peut supposer que 7 est a fibres connexes et surjectif. Alors,
le systeme local sur C' dont Vy est le tiré en arriere doit également étre sous-jacent a
une VSH, par le théoréeme de « descente » de Simpson 2.6. Le rang de 'application des
périodes de cette VSH ne peut étre supérieur a la dimension de C, pourtant, son tiré en
arriere Vy a une application des périodes de rang génériquement égal a m > dim C, ce qui
est absurde. O

Le corollaire auquel on aboutit en suivant [Sim93], lemme 8.5, est le suivant.

COROLLAIRE 3.5. — Awec les notations du théoreme 3.2, il n’existe pas de variété quasiprojec-
tive lisse C de dimension < m, de variété lisse quasiprojective Z et de couple de morphismes
(9:Z =Y, p: Z— C) tels que le systéme local g*Vy soit isomorphe au tiré en arriére par
p d’un systéme local sur C. Ol

3.3 Taille du groupe de monodromie si W = Cx

Supposons que la variété X soit de dimension (impaire) au moins trois.

Dans le cas ou W est le systeme local trivial Cx, le systeme local V est sous-jacent a une
VSH entiere, et son groupe de monodromie est un sous-groupe de Aut(H™(Xy, Z)ev, (, ))-

Des résultats d’Ebeling ([Ebe]) et Beauville ([Bea86]), rappelés par Carlson et Toledo dans
[CT99], conduisent alors au résultat suivant :

PROPOSITION 3.6. — Soient X C P, Ox (1), m, P™ C PV, Y et Vy comme dans le théoréme

2.85. S5in > 2 et W = C, le groupe de monodromie de Vy est d’indice fini dans le groupe
orthogonal Aut(H™( Xy, Z)ew, (, )).

DEMONSTRATION — Comme rappelé dans [CT99], théoreme 9.1, la condition sur n et
sur Ox (1) implique qu’il existe une section hyperplane de X avec une singularité Uja ; on
sait alors que le groupe de monodromie de V est d’indice fini dans Aut(H™(Xy,Z)ev, (, ).
Par le théoreme de Zariski de type Lefschetz, le groupe de monodromie de la restriction de
V a Uy, est donc d’indice fini dans le méme groupe orthogonal. Comme le revétement étale
U — Uy, est fini, Vimage de 71 (U, 1) dans 71 (Up,, 1) est d’indice fini. Donc le groupe de
monodromie du systeme local tiré en arriere p*V est toujours d’indice fini dans le groupe
orthogonal Aut(H™(Xy,Z)ev, (, ))-

Enfin, Vy est l'extension de p*V a Y, il a donc le méme groupe de monodromie.
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3.4 Déformations de Vy

Soit I un groupe de présentation finie, et r un entier positif. On note .#Zp(I",r) I'espace
des modules des représentations de rang r de I' ([Sim93], p. 345).

Une famille de représentations de I'" paramétrée par un schéma T est dit non stationnaire
([Sim93], p. 346) si le morphisme correspondant

T — %B(P,T)

n’est pas constant. Le résultat qui suit est dit & Simpson pour m = 2 ([Sim93], théoreme 9.2).
La démonstration, qui repose sur les théoreme généraux de Simpson sur les familles d’images
directes supérieures de fibrés harmoniques, s’adapte sans changement en dimension > 2.

PROPOSITION 3.7. — Soient X C P, Ox (1), m, P™ C PV, Y et Vy comme dans le théoréme
2.85. Si'W fait partie d’une famille non stationnaire de représentations de w1 (X), paramétrée
par une variété irreductible T, alors Vy fait également partie d’une famille non stationnaire
de représentations de m(Y).

DEMONSTRATION — Par [Sim93], théoreme 5.1 p. 386, le systeme local (R"7«(a*W)) ;s
fait partie d'une famille non stationnaire sur U C PV. Par le théoréme de Zariski de type
Lefschetz et puisque P™ C PV est générique, le morphisme

m(UNP™) — 7 (U)

est surjectif ; la restriction a P™ de (R"m(a*W))|; fait donc également partie d'une famille
non stationnaire. Enfin, par [Sim93], lemme 1.5, le tiré en arriére par un revétement étale
fini vérifie également la méme propriété.

Une conséquence de ce résultat est que si W fait partie d’une famille non stationnaire,
alors Vy est un systéme local non rigide sur Y. Ceci entraine que la conjecture de Toledo
est vraie pour m1(Y") (voir par exemple [Rez98], proposition 8.1). Un argument similaire sera
utilisé dans la troisieme partie, proposition 9.9.

3.5 VSH sur des champs de Deligne-Mumford

On peut interpréter le couple (Y, Vy) en termes de systémes locaux ou de VSH sur des
champs de Deligne-Mumford.

Reprenons la construction de Y et de Vy. Une fois choisis I’entier m (entre 2 et 6) et le
plongement X C P, alors pour tout P C PV générique, la structure de la variété discrimi-
nante et les groupes de monodromie locaux ne changent pas. Cependant la construction de
Y dépend encore d'un choix : celui d’un sous-groupe distingué G de 71 (U NP™), qui n’est
pas explicite. De fait, on choisit arbitrairement un revétement parmi tous ceux qui pourraient
convenir : tout revétement étale fini de Y pourrait remplacer Y dans les applications.

On peut alors se demander s’il existe un revétement canonique, minimal, qui serait entiere-
ment déterminé par la structure de la variété duale, et les monodromies locales. En cherchant
a répondre a cette question, on voit apparaitre un champ de Deligne-Mumford, le champ quo-
tient [Y/G]. C’est un champ de Deligne-Mumford, muni d’un morphisme vers P™, son espace
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grossier. Au-dessus du complémentaire de la variété duale, ce morphisme est un isomorphisme.

La VSH V se prolonge alors en une VSH V sur [Y/G]. En un sens, 'objet principal dans
cette partie est ([Y/G],V) et non (Y, Vy). Nous reviendrons briévement sur cette interpréta-
tion dans la partie III, ot apparaissent les groupes de cohomologie H'([Y/ G],ﬂ’). Cependant
nous n’étudieront pas directement [Y/G].

REMARQUE 3.8. — La remarque 2.37 montre que sous les hypothéses du théoreme 2.35, (b),
il existe en fait un champ plus gros (a savoir [V, /G]) dont [Y/G] est un sous-champ fermé.
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Deuxieme partie

Autour du théoréme de Torelli infinitésimal

On étudie maintenant le probleme de Torelli infinitésimal pour Vy lorsque W est de rang
quelconque. On obtient le théoreme suivant.

THEOREME. 6.2 — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n+1, W une VSH
sur X et § ;= dim H(X, Tx). On suppose X plongée dans un espace projectif P, linéairement
normale, et on note X <~ % 5 PV la famille universelle de sections hyperplanes de X.

Soit m un entier tel que dimPY > m + & et que Ox (1) soit m-jet ample. Soit P™ un
sous-espace projectif générique de PV et (Y,Vy) le couple construit dans le théoréme 2.35.
Alors, quitte a composer X — P par un plongement de Veronese, I’application des périodes
de Vy est génériquement de rang maximal.

La démonstration de ce théoreme occupe toute la partie. Dans les deux premieres sections
on rappelle ou on établit des résulats préliminaires, puis on termine la démonstration dans la
troisieme section.

4 Préliminaires

Dans cette section, les notations sont indépendantes de ce qui précede. On rappelle
quelques résulats connus sur les variations de structures de Hodge et leurs applications des pé-
riodes. Ensuite, on démontre un lemme sur la contribution de la géométrie dans I'application
des périodes d’une image directe supérieure d’'une VSH (lemme 4.2).

4.1 Applications des périodes

Soit V une variation de structure de Hodge de poids w sur une variété complexe M, que I’'on
supposera simplement connexe pour simplifier. On note V le fibré différentiable sous-jacent
a 'V, et D sa connexion plate. Alors, V' se décompose en somme de sous-fibré différentiables
V = @prg=wV?1, de telle sorte que la restriction de cette décomposition a une fibre définisse
une structure de Hodge de poids w. On note hP? le rang de VP4.

Soit 0 € M un point de la base. Comme le fibré V' est trivial, on peut voir la variation de
structure de Hodge comme une famille de sous-espaces (V7'?)cps de 'espace vectoriel V.

Considérons la derniere composante de ’application des périodes :

PY . M — Grass(h™°, Vp),
t= VY v,
Sa différentielle en 0 s’écrit

d:@éﬂ : TM,O — TG =~ Hom(vow707 Vb/vbwp)v

rass(hva,Vo),VOw’O

et se calcule comme suit. Pour u € Ty, 0 € Vow’o, et ¢ une section différentiable du sous-fibré
Vw0 valant o en 0, on a :

d2Y (u)(0) = Dy() mod. V.

Enfin, par transversalité de Griffiths, I'image de dZ7} est incluse dans le sous-espace
Hom(‘/ow,O’ wa—l,l).
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4.2 Images directes de fibrés plats et de VSH

Soit 7 : X — .5 un morphisme projectif lisse entre variétés complexes, et W une VSH sur
X, dont on note W le fibré différentiable sous-jacent, et Dx la connexion plate associée. On
note X, la fibre de m au-dessus d’un point s € S, et V le fibré R¥7, W et D sa connexion
plate. Au voisinage de b € S, on peut décrire cette connexion comme suit : une section €°
de V sur un voisinage de b peut-étre représentée par une famille €°° de k-formes o a valeurs
dans W sur X;. Il existe alors une k-forme o a valeurs dans W sur X telle que o|x, = 0. Si
u est un champ de vecteurs sur S et @ un relevement a X, la connexion plate D sur V en b
est donnée par la formule :

Dy(los]) = [int(a)(Dx0))x,]-

On peut vérifier que ceci ne dépend pas du choix de @ ni de celui de la forme o.

4.3 Cohomologie a coefficients dans une VSH

Soit Z une variété de dimension n, W une variation de structure de Hodge de poids w sur
Z, W le fibré € sous-jacent et WP les sous-fibrés de Hodge, avec W = @pyq—, WP

On note </ le faisceau de k-formes différentielles > sur Z, et &/™* celui des (r, s)-formes
différentielles. Le faisceau des k-formes holomorphes est noté 2¥. De méme, on note &% (W) et
A" (W) (vesp. &/*F(WP) et o/™5(WP1)) les faisceaux de formes différentielles & valeurs dans
le fibré W (resp. WP9). Le faisceau des formes holomorphes & valeurs dans W est noté Q¥ ().

Ecrivons la connexion D sous la forme D = 9+ 0+ 0 + 0, avec :
N~ ——
D/ D//

A/ (WPA) C o/ THh5(WP),
g(ﬂr,s(wp,q) C JZ{T’S+1(Wp’q),
(dr,s(Wp,q) C %r-i—l,s(Wp—l,q—i—l)’

0
§<£{r,s(Wp,q) C dr,s+1(wp+1,q—1).

Soit o (W)@ = @ /"3 (WP9). Alors D' est de type (1,0) et D” de type (0,1). De
p+r=P,s+q=Q

plus, on a D"? = 0. Soit K}, o le complexe K o= (W)HPQ=7+i muni de la différentielle

D"”. Deligne a montré que H "(Z W) admet une structure de Hodge

HYZ,W)= & H"(Z WP, avec H"(Z,W)P? :=H"(Z, K} ).
P+Q=n+w

Terminons avec deux remarques sur les termes (n+w,0) et (n+w —1,1) de cette décom-
position.

PROPOSITION 4.1. — Awec les notations précédentes, on a un isomorphisme
H™(Z,W)"twd = g%z, Q% @ w*0).
De plus, il existe un morphisme

Hn(Z, W)n—l—m—l,l N Hn(27 %n_l’.(Ww’O)[l o n]) ~ HI(Z, Qn—l ® Ww,()).
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DEMONSTRATION — Le complexe K., o[n] coincide avec la résolution de Dolbeault
de Q" @ Ww0, donc
H™(Z, W)t = g7, Q% @ W*0).

D’autre part, le morphisme de complexes

Qe wel Qp e weo
J{D”@-H‘) ia
0 @ Ww=11 g g7n—11 g w0 — L1 g w0
J{a+9 la
g™ QWb @ b2 @ WO /" hE @ Wl

donne en hypercohomologie un morphisme

Hn(Z, W)n+w—1,1 N Hn(Z, szn_l’.(Ww’O)[l _ n]) ~ HI(Z, Qn—l ® Ww,O)‘

4.4 Application des périodes et application de Kodaira-Spencer

Pour finir cette section, on démontre un résultat qui relie I’application de Kodaira-Spencer
a I'application des périodes d’une image directe dupérieure d’'une VSH.

Soit 7 : X — S un morphisme projectif lisse entre variétés complexe, de dimension relative
n. Si s € S, on note X, la fibre de m au-dessus de s, et

ps: Tss — HY (X, Tx,)

I’application de Kodaira-Spencer en s.

Soit W une VSH de poids w sur X, V= R"m, W, qui est une VSH de poids n + w sur 5,
et VP les fibrés de Hodge (différentiables) de V. Pour 0 < p < n + w, on note Z?P la p-éme
composante de I’application des périodes. Sa différentielle est a valeurs dans

Hom (VP4 Vp—l,q+1)'

Si W = Cyx, il est connu que cette différentielle est simplement le cup-produit par la classe
de Kodaira-Spencer. Autrement dit, la variation au premier ordre de la structure de Hodge
ne dépend que de la variation au premier ordre des fibres du morphisme.

Lorsque W est une VSH quelconque, la différentielle de I'application des périodes de V
dépend certes de la facon dont varient les fibres de 7, mais également aussi de la variation de
structure de Hodge W elle-méme. En général, il n’est pas immédiat d’isoler la contribution de
7 ou de W dans la différentielle de I’application des périodes de V. Cependant, pour certaines
composantes de &, on peut arriver a un résultat qui sera suffisant pour les applications en vue.

Soit 22"t la derniére composante de I'application des périodes de V, qui & un point s € S

associe V2% c V; (la derniere composante de la filtration de Hodge).

Soit 0 un point de S. La différentielle de 22 t% en 0 est a valeurs dans Hom(Voner’O, 1/()"+w_1’1).
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Par la proposition 4.1, I'espace vectoriel ‘/()n+w’0 est isomorphe a H O(XO,Q§0 ® Ww0),

D’autre part, toujours par 4.1, on sait qu’il existe un morphisme
~11 _
Vot HY (X0, Q%' @ W),

Par composition, on obtient :

dgn+w _
TSO Hom(vn+w,0 n—+w 1,1)

e |

Hom(H®(Xo, 0%, @ W*), H'(Xo, ¥y @ W*0)).

LEMME 4.2. — Le diagramme ci-dessus se compléte en un diagramme commutatif :

Hom

o T |

H'(Xo, Tx,) —= Hom(H®(Xo, 0%, @ W), H'(Xo, Uyt © W),

n+4w
T570 a2 (Vn-‘,-w,O n—i—w—l,l)

ot py : Tso — Hl(XO,TXO) est 'application de Kodaira-Spencer, et la seconde fleche hori-
zontale est le cup produit :
a—ald—.

DEMONSTRATION — Soit u € Tg. Calculons l'effet du morphisme ®(u) sur un élément
o€ HO(XO,QSL(O ®@ Wwo),

Soit @ un champ de vecteurs de type (1,0) sur X défini au voisinage de Xy et tel que
Tl x, = U, et & une n-forme sur X a valeurs dans W0 définie au voisinage de Xg, dont
la restriction aux fibres proches de Xg est D-fermée. On suppose aussi que la classe de la
composante de type (n + w,0) de 0)x, est égale a 0. Alors, on a

AP (u)(0) = [(int(@)(DF)] x, )" ™71,

La composition par H™(Xy, W)»tv-L1 Hl(Q}gl ® W) consiste & projeter les
représentants dans szf)?;l’l ® W0 avant de prendre leur classe de Dolbeault classique.
En écrivant D = 8§ + 0 + 6 + 0, on voit que l'image de [(int(a)(Dd)|x,)"t* ] dans
Hl(Q?{;l ® W) est pour des raisons de type [int(@)(95" ) y,]. Donc

®(u)(0) = [int(a)(95"°) x|

Soit int(0u)(—) opérateur qui combine le produit extérieur pour la partie covariante
et la contraction pour la partie contravariante. En dérivant terme a terme, on obtient

B (int(0)(")) = int(9a) (3") — int(a) (B5"0).
Ceci implique 1’égalité de classes de Dolbeault :

[int () (95" 0) x,] = [int(8@)(6"T) x, -
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Enfin, o := 91| x, est précisément un représentant de Dolbeault de la classe de Kodaira-
Spencer po(u) du vecteur u. On a donc :

B(u)(0) = [int(0) (3] )] = po(u) U [5]5%) = plu) Uo. O

La section suivante vise a démontrer que dans certains cas, le morphisme de cup-produit
obtenu est injectif.

5 Injectivité d’un cup-produit

On démontre ici qu'un morphisme de cup-produit est injectif, dans un cadre un peu plus
général que dans [Green85]. Les notations sont toujours indépendantes de la premiere partie.

PROPOSITION. 5.2 — Soit Y une variété lisse de dimension n+ 1 > 2, F un fibré vectoriel
holomorphe sur'Y , L un fibré en droites holomorphe trés ample sur'Y . Quitte a remplacer L
par L% ou k est un entier dépendant de Y, L et F, alors pour toute section globale s de L
dont le lieu d’annulation Z CY est lisse, le morphisme de cup-produit

HY(Z,Tz) - HYZ, Kz @ F)* @ H(Z,Q, '@ F)
est injectif.
Pour plus de simplicité, on regroupe dans un lemme les arguments généraux (extraits de
[Green85]) portant sur les suites spectrales. On finit ensuite la démonstration.

5.1 Un lemme sur les suites spectrales

LEMME 5.1. — Soit EP'? une suite spectrale de premier quadrant.

— Si la suite aboutit a 0 et que tous ses termes sont concentrés dans la zone 0 < p < n,
alors la fleche d,, : EX" — EM est un isomorphisme.

- 1 1 1 g . L
— Side plus on a B ~ E""| ~ ...~ Ey"" alors il existe un morphisme injectif

n,1 0,n
Ey — B

DEMONSTRATION — Les fleches de’qul : E£ﬁ1 — Eﬁf{“"Hn sont forcément nulles
par ’hypothese sur la localisation des termes non nuls, donc la suite dégénere en E, 1.
Comme elle aboutit & zéro, tous les termes Eﬁfl sont nuls. Or, ceux-ci sont définis comme

les groupes de cohomologie des complexes formant la n-eme page de la suite spectrale :

Dq . Ker(dn : Eﬁvq N Eg‘f'nalJ-&-n—l)
En+1 = o )
Im (d,, : En, BP9

On en déduit que le complexe

_ 1 d d d _
En n,2n—1 dn Eg,n n E;L,l n Eznz n
~— —

0 0
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est exact, ce qui donne le premier point.

Pour le deuxiéme point, il suffit de remarquer que pour tout 7 et tout g, E?fl s’injecte

0 . - . . :
dans E;"!, puis de considérer la chaine de morphismes suivante :

(isom)

d
Eg’l ~ Eg’l ~ ..~ FW T O Eg’fl L E?’n. O

5.2 Démonstration de la proposition 5.2

On rappelle I'énoncé de la proposition :

PROPOSITION 5.2. — Soit Y une variété lisse de dimension n+ 1 > 2, F' un fibré vectoriel
holomorphe sur'Y , L un fibré en droites holomorphe trés ample sur'Y . Quitte a remplacer L
par L% ou k est un entier dépendant de Y, L et F, alors pour toute section globale s de L
dont le lieu d’annulation Z C'Y est lisse, le morphisme de cup-produit

H'(Z,T7) - H'(2,Kz © F)* © H(2, ' © F)
est ingjectif.

DEMONSTRATION — Soit k un entier tel qu’en remplacant L par L2, on ait :
(i) H{(Y,KZ2 @ L"® F) =0;
(i) HI(Y,F @ O, @ LPT1™") = 0 et HI"H (Y, F @ Q). @ LP™") = 0sip < n—1et
0<g<n;
(ili) HI(Y,Ky'@ Q) @ LP™) =0 et HH (Y, Ky @ Q) @ L)) =0sip < n et
0<g<n;
(iv) le morphisme H)(Y, Ky ® L® F)® H(Y, Ky ® L") @ F*) — H(Y, L"*Y) @ K2)
est surjectif.
Pour les trois premieres conditions, I'existence de k résulte des théoremes d’annulation et
dualité de Serre. Pour la derniere condition de surjectivité, I’existence de k résulte plus
précisément du lemme suivant :
LEMME 5.3. (voir lemme 1.28 de [Green85]) — Soit Y wune variété lisse de dimension
n+1, Ey et Ey des fibrés homolomorphes sur'Y, (a,b) un couple d’entiers supérieurs a 1
et L un fibré en droites positif. Alors, quitte a remplacer L par une puissance tensorielle
assez grande de L, la fleche

H(Y,Ey® L*) @ H(Y, By ® L) — H)(Y, B © B, © L")

est surjective.

Dans la suite, on suppose, quitte & remplacer L par L2, que L vérifie toutes les condi-
tions énumérées ci-dessus.

Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver qu’il existe des morphismes
HYZ,Kz® F)* @ HY(Z,Qy '@ F) - H'(Z, Kz ® F)* ® H"(Z, LY @ F)
et

HY(Z,Tz) — H(Z, LU @ K1)
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formant un diagramme commutatif :

HNZ,Kz @ F)*@ H (2,0, '@ F) —= HY(Z,K; ® F)* @ H*(Z, L' @ F) ,

| J

HY(Z,Tz)" HY(Z, L0 @ K1)

ou la premiere fleche verticale est le cup-produit, et la seconde fleche verticale est duale de
la multiplication :

HYZ,K; 9 F)@ H(Z,L" V@ K; @ F*) — H*(Z, LY @ K%).

On considere les deux suites exactes obtenues en tordant par Fj, ou par Kgl la suite
exacte de Koszul

(2—n)
|z

0L saler

b 'Sl leo, -yt —o.

n—2
— = Qy ®L|Z

Soient E et E* les suites spectrales d’hypercohomologie de ces deux complexes. Ce sont des

suites spectrales de premier quadrant, concentrées dans la zone 0 < p < n et aboutissant

a zéro puisque les complexes sont exacts. De plus, la plupart de leurs termes E? et B}

sont nuls. En effet, la suite exacte courte de faisceaux sur Y
0= Oy(LY)Y =0y =07 -0

tordue respectivement par F @ O}, ® LPFI=m ot K;l R ® LPTI=7 fournit deux suites
exactes longues en cohomologie :

HI(Y,FoQ, @ P - H(Z,Fo Q) @ LFT'™") - HT (Y, Fe O}, @ LP");
HUY, Ky @0 @ IP™) = HI(Z, K;' @00 @ LPT17") 5 HIPY(Y, Ko Ob @ LP~ (),
Comme L vérifie les conditions d’annulation (ii) et (iii), on en déduit que :

EPI=HUZ,Fo O @ IPT1™") =0sip<n—1et0<q<n,
EP=HYZ,K;' @O} @ LPT1"") =0sip<net 0< g<n.
Ceci force BV = E;l’l et B = E;n’l = Efn’l.
Le lemme 5.1 donne des fleches E;L’l — E?’" et Efn’l = E;"’l — Efo’", c’est-a-dire :

HYZ,F QL)
HY (Z,Fo Oy 'eoy)

— H"(Z,F @ LU=),

HY(Z,Tz) — H"(Z,K;' @ LU~).

La premiere fleche fournit enfin un morphisme

HYZ,Fo Q) —» HY(Z,F @ L),
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D’autre part, la multiplication par H°(Z, Kz ® F*) définit un morphisme de suites
spectrales entre E* et E; elle commute donc aux différentielles des deux suites spectrales
et donc aux deux fleches construites plus haut. On obtient donc un diagramme commutatif

HY(Z, Kz ® F)* © H'(Z,Qy"' @ F) —= H(Z, Kz ® F)* © H(Z, L0~ © F)

| |

HY(Z,Tz)" HY(Z, LU~ @ K1)

Il suffit donc maintenant de montrer que la fleche
HY(Z, L™ @ K;') - HY(Z, Kz ® F)* @ H(Z, L™ @ F)
est injective ou, ce qui revient au méme, de montrer que la fleche duale
HY(Z, Kz @ F)o H(Z,L" Yo Ky @ F*) » H(Z, L™V @ K2)

est surjective. Considérons le diagramme commutatif formé par les fleches de restriction et
de multiplication :

HYZ,Kz;® F)@ H(Z,L" V@ K; @ F*)<— H(Y,Ky ® L® F) ® H(Y, Ky ® L™ @ F*)

l l

HO(Z’L(TL—l) ® K%) HO(Y, L(n+1) ® K}Q/)

Par hypothese sur L (condition (i)), on a HY(Y,KZ ® L" ® F) = 0 et donc le mor-
phisme de restriction HO(Y, LY @ K2) — HO(Z, L") @ K2) est surjectif. D’autre
part, toujours par hypothese sur L (condition (iv)), le morphisme

HYY,Ky ® L® F)® H)(Y, Ky ® L' @ F*) — H(Y, L™V © K%)
est également surjectif. On en déduit que le morphisme
HYZ,K; @ F)@ H(Z,L"" ™V @ K; @ F*) — H(Z, L'"D @ K%)

est surjectif, ce qu’il fallait démontrer. O

6 Applications

Dans cette section, on reprend les notations et les objets de la premiere partie : X est une
variété projective lisse de dimension impaire n 4+ 1 plongée dans un espace projectif P, linéai-
rement normale. On note X la section hyperplane universelle. Elle est munie d’un morphisme
7 vers PV. Les fibres de ce morphisme sont exactement les sections hyperplanes de X.

Soit W une VSH de poids w sur X et Wy la VSH tirée en arriere sur ’hypersurface

universelle X. Si U C PV est I'ouvert des valeurs régulieres de , alors R"7, Wy est une VSH
de poids k =n + w sur U.
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6.1 Application des périodes de R"mw, Wy
On note V' := (R"mWx)y, et, si b € U, on note

Po - T[pvl, — Hl(Xb,TXb)

I’application de Kodaira-Spencer en b. On note également X; C X la fibre de m au-dessus
de b. Lorsque c’est pratique, on identifie X; et X;. Dans cette section, on montre le résultat
suivant :

PROPOSITION 6.1. — Quitte a composer X — P par un plongement de Veronese, le rang de
Uapplication des périodes de V' est supérieur au rang de ’application de Kodaira-Spencer.

DEMONSTRATION — Soit 2" la derniére composante de I'application des périodes
de V', qui & un point b € U associe V' Z+w’0 C V'y (la derniere composante de la filtration
de Hodge). Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que le rang de 2"t est
supérieur au rang de I’application de Kodaira-Spencer.

Soit 0 un point de U, et dg22"+%0 la différentielle de 22"+ en 0. Par les lemmes 4.1,
et 4.2, on a un diagramme commutatif :

T]PV,O Hom(vln—l—w,O /n—l—w—l,l)

0 » Vo
b
Po
H'(Xo, Tx,) — Hom(H"(Xo, W%, @ W*0), H (X, Q% @ W)
oup:dpvyg - H Y(Xo,Tx,) est I'application de Kodaira-Spencer, et la seconde fleche

horizontale est
a—ald—.

Par la proposition 5.2, le morphisme de cup-produit
H*(Xo, Tx,) — Hom(H"(Xo, %, @ W), H' (X, 2%t @ W0)),

a— oalU—,

est injectif quitte & composer le plongement X C PP par un plongement de Veronese de degré
assez haut. Le carré cartésien du lemme ci-dessus montre alors que le rang de do Z" ™ est
supérieur au rang de I’application de Kodaira-Spencer p.

6.2 Rang de I’application des périodes de Vy
On peut enfin démontrer le théoréme déja annoncé :

THEOREME. — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n + 1, et W une
VSH sur X. On suppose X plongée dans un espace projectif P, linéairement normale, et on
note X <~ X 5 PV la famille universelle de sections hyperplanes de X .

Soit m un entier tel que dimPY > m+dim H°(X, Tx) et que Ox (1) soit m-jet ample. Soit
P™ un sous-espace projectif générique de PV et (Y,Vy) le couple construit dans le théoréme
2.35. Alors, quitte a composer X < P par un plongement de Veronese, l’application des
périodes de Vy est génériquement de rang mazximal.
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DEMONSTRATION — La proposition 5.2 d’injectivité du cup-produit implique que 1’ap-
plication des périodes de R"m,Wx est de rang supérieur au rang de l'application de
Kodaira-Spencer, quitte a composer le plongement X C P par un plongement de Vero-
nese.

Mais par le lemme 3.3, la condition dimPY > m 4 dim H°(X, Tx) entraine que I’appli-
cation de Kodaira-Spencer est de rang supérieur a m. On en déduit que le rang de 'appli-
cation des périodes de R™m, Wy est supérieur a m. Si P™ est un sous-espace générique de
PV, alors la restriction de (R"W*ng)w a P™ est une VSH sur U NP dont I'application
des périodes est génériquement immersive. Il en est donc de méme pour Vy. O

On en déduit des résultats de non factorisation du méme type que ceux rappelés dans 3.2.
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Troisieme partie

Etude cohomologique de Vy

Dans cette partie, on étudie la variété Y et la VSH Vy par des méthodes cohomologiques.
Les deux principaux résultats obtenus sont les suivants.

THEOREME. 8.1— Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n+1 plongée dans
un espace projectif P, linéairement normale, X <~ ¥ = PV la section hyperplane universelle,
W une VSH sur X et m un entier positif compris entre 2 et 6.

Supposons que Ox (1) soit max (3, m)-jet ample. Soit P™ un sous-espace projectif générique
de PV, et X < X,, =2 P™ la famille de sections hyperplanes paramétrée par P™. Alors,
limage directe dérivée Ry, (a2, W) est décomposable dans 2°(P™,C).

THEOREME. 9.1 — On conserve les notations et hypothéses du théoréme précédent.
Sil <m, ousil=m et m>n, la structure de Hodge sur HZ(Y, Vy)G porte une filtration
dont les gradués successifs sont isomorphes a

H(PY)® H™ V72X, W) i (i — 1+ 1),

pour i variant entre 0 et [ — 1. Sil = m et que m < n, la filtration a un cran de plus et le
gradué supplémentaire est isomorphe a H™" "™ (B, W), (—m).

On donne ensuite deux applications de ce dernier résultat. En rapport avec la conjecture
de Toledo, on montre d’abord que H?(71(Y),R) est non nul. On construit ensuite un systeme
local sur Y ayant des déformations infinitésimales non obstruées.

7 Le théoreme de décomposition

Introduction

La section est organisée comme suit. Pour commencer (7.1), on effectue quelques rappels
sur les faisceaux pervers et les modules de Hodge, puis on énonce les théoréemes de décompo-
sition de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber, et de Saito (théoremes 7.15 et 7.26).

Dans (7.2), on applique le théoréme de décomposition de Saito a la famille universelle
d’hypersurfaces de X, puis on détermine explicitement la décomposition. Le calcul est simi-
laire & celui effectué dans la partie 5 de [BFNP09] et améliore légerement ce dernier. On étudie
ensuite la décomposition de Saito pour des sous-familles de sections hyperplanes.

On donne dans (7.3) et (7.4) deux application de ce qui précede : le calcul de certains
groupes de cohomologie d’intersection IH*(PY,V) et IHF (P™, Vipm) ainsi que leurs struc-
tures de Hodge, en fonction des groupes de cohomologie primitive de X (et de la cohomologie
évanescente du lieu de base de P™ pour le second).

Enfin (7.5), en utilisant le théoréme de connexité de Nori et quitte & composer X C P par
un plongement de Veronese, il est possible de déterminer les groupes de cohomologie usuelle
H*(U,V) en fonction des groupes de cohomologie H'(U) et des groupes de cohomologie pri-
mitive de X.
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Les résultats qui seront utilisés par la suite sont ceux de (7.2) et (7.4).

7.1 Rappels : faisceaux pervers et modules de Hodge

On rappelle brievement quelques définitions et propriétés indispensables. Les notations
utilisés dans ces rappels sont indépendantes du reste du mémoire.

Catégories dérivées, catégories triangulées On suppose connues les notions de caté-
gorie additive, abélienne, et triangulée ([Ver|,[GM96]). La catégorie dérivée (resp. dérivée
bornée) d’une catégorie abélienne A est notée D(A) (resp. DP(A)).

DEFINITION 7.1. — Un objet K de D°(A) est décomposable s’il est isomorphe dans D(A) a
un complexe avec des différentielles nulles. Dans ce cas, on a

K ~ @ H'(K)[-i].

Une décomposition de K est le choix d’un tel isomorphisme induisant l'identité sur les objets
de cohomologie.

DEFINITION 7.2. ([BBD], définition 1.3.1) — Une t-catégorie est une catégorie triangulée 2,
munie de deux sous-catégories pleines D= et 229, telles que, posant P=" := P=Y[—n] et
=" = P=0—n], on ait :

(i) pour o dans 2=° et B dans 221, on a Hom(a, 3) = 0;

(ii) 2= C 9=t et 920> 921,

(iii) pour tout v dans 9, il existe un triangle distingué (a,~y, ) avec o dans 2= et B

dans 2-9.

On dira aussi que (2=°, 22°) est une t-structure sur 9. Son ceeur est la sous-catégorie pleine

¢ =990 920,

Dans la suite de cette section de rappels, X désigne une variété algébrique complexe
quelconque. Les faisceaux sont des faisceaux de C-espaces vectoriels.

DEFINITION 7.3. — On note 2(X,C) (resp. 2°(X,C) ) la catégorie dérivée (resp. dérivée
bornée) de la catégorie des faisceauz de C-vectoriels sur X. C’est une catégorie triangulée.

Soit j : U — X linclusion d'un ouvert, et i : F' — X celle du fermé complémentaire. Par
dérivation des foncteurs (exacts) i, et j* entre les catégories de faisceaux sur F, X et U, on
obtient des foncteurs entre catégories dérivées, que ’on note :

2(F,C) ™ 9(x,C) L5 9(U, ).

On a alors les propriétés suivantes :
— Les foncteurs 7, et j* ci-dessus admettent des adjoints a gauche, que I'on note * et ji,
et & droite, que 'on note i' et Rj,.
— On a j%, =0;
— Pour tout objet K € 2(X,C), on a des triangles distingués :

Ji"K — K — 1,°K ﬂ>,

i K = K — Rjj K s
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— Les foncteurs iy, ji et j7* sont pleinement fideles.

Faisceaux pervers sur une variété stratifiée Soit 3 une stratification de X, c’est-a-dire
dans la suite de ces rappels une partition finie en sous-ensembles algébriques localement fer-
més, tels que I'adhérence d’une strate est union de strates. Comme une partition algébrique
admet toujours un raffinement de Whitney ([Dim92], chapitre 1), on supposera que les stra-
tifications sont de Whitney.

Soit p : X — Z une application constante sur chaque strate, appelée perversité. Construi-
sons une t-structure associée a p.

DEFINITION 7.4. ([BBD], définition 2.1.2) — On note *2(X,C)<" (resp. *P(X,C)=°) la
sous-catégorie de 2(X,C) formée des complexes K (resp. K dans 97 (X,C)) tels que pour
chaque strate S, notant ig linclusion de S dans X, on ait A"iGK = 0 pour n > p(S) (resp.
A K =0 pour n < p(S)).

PROPOSITION 7.5. (/[BBD], proposition 2.2.3 et corollaire 2.1.4) — Pour chaque perversité p,

le couple
(*2(X,C)=’, *2(X,C)=")

est une t-structure sur 2(X, C), et induit des t-structures sur 2 (X,C), 2~ (X,C), 2°(X,C).

Comme 3 est une stratification algébrique, toutes les strates sont de dimension paire, et
il y a un choix privilégié de perversité. Elle est donnée par

1

et on 'appelle la perversité autoduale. C’est celle que I’on utilisera dans la suite.
Cette perversité induit une t-structure sur 2(X, C) (resp. 2°(X,C)), dont le cceur est la
catégorie des faisceaux px-pervers.

Faisceaux pervers sur les variétés algébriques On note Z5(X,C) (resp. @g(X ,C),
9.(X,C), 2°(X,C)) la sous-catégorie pleine de Z(X, C) formée des complexes ¥-constructibles
(resp. X-constructibles bornés, constructibles, constructibles bornés).

La catégorie 2°(X,C) est la réunion filtrante des sous-catégories 22(X, C). Sur chacune
de ces catégories, la perversité autoduale associée a Y. fournit une t-structure. Par passage a
la limite sur les stratification de plus en plus fines ([BBD], proposition 2.1.14), on obtient une
t-structure sur 2°2(X, C).

DEFINITION 7.6. Cette t-structure est dite de perversité autoduale. Les foncteurs de troncation
sont notés Pr<g et Pr>g. Le ceur de cette t-structure est appelée la catégorie des faisceaux
pervers sur X. Le foncteur cohomologique associé a cette t-structure est noté P29 = Preg o
Pr>o. Les faisceauz pervers de cohomologie perverse d’un compleze K sont notés P (K) =

PO (Ki]).
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Soit j : U — X linclusion d’un ouvert union de strates, et ¢ : F' — X l'inclusion de son
complémentaire. On rappelle que 'on a deux suites de trois foncteurs adjoints (ji, j*, Rjs),
(1*,ix,1') entre les catégories dérivées adéquates. Par ([BBD], proposition 1.4.16), les foncteurs
ji et i* (resp. j* et iy, resp. Rj, et i') soient t-exacts & droite (resp. t-exacts, resp. t-exacts
a gauche). Si on note €, 6y et €r les ceeurs des t-structures, il existe deux suites de trois
foncteurs adjoints (Pjy,P5*,7j,), (Pi*, Pi., Pi') qui les relient.

Si B est un objet de 2(U,C), on appelle prolongement de B un objet X de Z(X,C) tel
que j*X ~ B. Il existe un foncteur ji, : 6y — %, appelé foncteur d’extension intermédiaire,
tel que ([BBD], corollaires 1.4.24 et 1.4.25) :
— Si B est un objet de 6y, j1.B est 'unique prolongement X de B dans Z(X,C) tel que
i*X soit dans Z(F,C)<~! et i' X soit dans 2(F,C)=';

— Si B est un objet de 6y, ji. B est 'unique prolongement X de B dans % sans sous-objet
ou quotient non trivial dans 'image essentielle de € par i,.

Enfin, la proposition suivante caractérise les objets simples de € :

PROPOSITION 7.7. ([BBD], prop. 1.4.26) — Les objets simples de € sont les Pi,S, pour S
simple dans 6F, et les ji,.S, pour S simple dans €.

PROPOSITION 7.8. ([BBD], th. 4.3.1) — La catégorie des faisceauz pervers est noethérienne
et artinienne : tout objet est de longueur finie.

Enfin, on rappelle quelques résultats sur la t-exactitude des foncteurs image directe, que
I’on utilisera dans la suite.

PROPOSITION 7.9. ([BBD], cor. 2.2.6) — Soit f : X — Y un morphisme fini. Alors, Rf. est
t-exract.

PROPOSITION 7.10. ([dCMO07], 4.1.18 p. 45) — Soit f : X — Y. Si la dimension des fibres
est inférieure ou €gale a d et si f est propre, alors Rf. envoie les faisceaur pervers dans
PP (V)2 N vl (y)=d,

ProPOSITION 7.11. ([dCMO7], 4.3.9 p. 56) — Soiti : X — Y wune inclusion normalement
réguliere de codimension d transverse a une stratification ¥ de Y. Alors

i*[—d] = 4'[d] : 2%(Y,C) — 2°(X,C)
est t-exact.

Cette proposition a pour corollaire le résultat suivant (changement de base transverse
pour les extensions intermédiaires)

COROLLAIRE 7.12. — Soit X une variété projective lisse sur C de dimension n, Y une sous-
variété projective irréductible (éventuellement singuliére), U son complémentaire, j : U — X
Uinclusion, L un systéme local simple sur U. Soit 3 une stratification de X telle que ji.L[n]
soit Yi-constructible.

Soit Z une sous-variété lisse de dimension m de X transverse a la stratification X, i :
7Z — X linclusion, Uy :==UNZ, Y, :=Y N Z, j Uinclusion de Uy dans Z, et i l'inclusion
de Uy dans U.

Alors, on a un isomorphisme de faisceaux pervers sur Z :

*(JuLn])[m — n] = ji,(i" L[m]).
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DEMONSTRATION Comme linclusion i : Z — X est transverse a X, le foncteur i*[n —

m] : D%(X,C) — D(Z) est t-exact : il envoie les faisceaux Y-pervers sur X dans les

faisceaux pervers sur Z. Donc i* (ji« L[n])[m —n] est pervers sur Z. Sa restriction a ZNU est

i’ % L[m], il contient donc 'extension intermédiaire j, (¢ L[m]) comme sous-objet. Or, il est

simple car ji,L[n] est un faisceau pervers simple. Il est donc isomorphe & j{, (i"*L[m]). O
Et enfin, la derniere propriété de t-exactitude dont on aura besoin est la

PRrROPOSITION 7.13. ([BBD], th. 4.1.1) — Soit f : X — Y un morphisme affine. Alors, Rf,

est t-exact a droite.
Une conséquence de cette proposition est le résultat suivant, de type « Lefschetz faible ».

THEOREME 7.14. ([dCMO07], p. 78)— Soit f : X — Y wun morphisme propre, Z une sous-
variété fermée de X, U son complémentaire et C € PP (X, C)=0. Supposons que le morphisme
h dans le diagramme commutatif suivant soit affine.

U*J'>X<.;Z
7

s

Alors le morphisme

PAI(Rf.C) — P (Rg,i*C)

est un isomorphisme pour j < —1 et un monomorphisme pour j = —1.

Le théoreme de décomposition et la suite de Leray perverse La classe des objets
d’origine géométrique est définie dans [BBD], 6.2. Elle contient entre autres le complexe
d’intersection de X. Nous ne redonnons pas la définition car on utilisera par la suite une
autre version du théoreme de décomposition, dans le cadre des modules de Hodge.

THEOREME 7.15. [BBD], théoréme de décomposition 6.2.5, p. 163 — Soient X et Y des
variétés algébriques complexes, K € D%(X) un objet d’origine géométrique, et f: X — Y un
morphisme propre. Alors on a un isomorphisme

Rf.K ~ P P (Rf.K)[-il,
€7
et chacun des termes de cette décomposition est un faisceau pervers semi-simple.

Dans la suite on supposera que K est un faisceau pervers.

REMARQUE 7.16. — i les fibres de f sont de dimension au plus d, alors par la proposition
7.10, " (Rf.K) = 0 pour |i|] > d. Dans ce cas, on écrira la somme directement pour
—d<i<d.

REMARQUE 7.17. — Filtrons le complexe Rf. K a l'aide de la troncation perverse : Pr>eRf, K.
Cette filtration induit une filtration sur [’hypercohomologie de ce complexe. On note PLer® cette
filtration, et on Uappelle la filtration de Leray perverse. La suite spectrale d’objet filtré associée
s’appelle la suite spectrale de Leray perverse, on l’écrit

HP(Y, 271 (Rf. K)) = HPT(X, K).

Le théoreme de décomposition implique que cette suite dégénére en Fs.
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REMARQUE 7.18. Supposons que K soit autodual. Alors »~(Rf.K) est le dual de Verdier
de P (Rf.K). En effet, on a la chaine d’égalités :

D2 (REK) = A (D(RLK)) = A (RA(DK)) = A (Rf.(DK)) = A (RF.(K)).

En particulier, si un faisceau pervers simple I est facteur direct dans un des P (Rf.K),
son dual de Verdier est facteur direct (avec méme multiplicité) dans *¢ " (Rf.K).

PROPOSITION 7.19. — Sous les hypothéses du théoréme de décomposition, si f: X — Y est
de dimension relative d et F' est un faisceau pervers irréductible facteur direct dans un des
PAN(Rf.K) et c est la codimension de son support, alors c+i < d si i est positif, et c—i < d
st 1 est négatif.

DEMONSTRATION — Remarquons que ce résultat est une amélioration de la proposition
7.10. L’argument suivant est attribué a Goresky et MacPherson dans [Chau08] théoreme 2
p. 188. Supposons que ¢ soit positif. Alors, F' est un complexe d’intersection ICz(L). Soit
p un point dans I'ouvert de Z sur lequel F' est un systeme local, et F, la fibre de F' en ce
point. Alors F}, est un espace vectoriel placé en degré —dimY + c.

Par hypothese, le complexe F[—i] est facteur direct dans Rf, K, et donc H~ ™Y +i( F[—])
est facteur direct dans H~4™Y+i(X K). Par changement de base propre pour linclu-
sion {p} — Y, H*¢(X,, K) contient donc un espace vectoriel non trivial. Ceci force
d+1i+c < 2d, c’est-a-dire c 41 < d, car X, est de dimension 2d.

Si i est négatif, on remarque que F' et son dual de Verdier DF ont méme support, et
que DF est facteur direct de P27 %(Rf,DK), et on applique le méme raisonnement. [

Enfin, lorsque le morphisme est projectif, on a la version suivante du théoreme de Lefschetz
difficile :

THEOREME 7.20. (/BBD], théoréme 6.2.10 p. 165) — Soit f : X — Y un morphisme projectif
lisse, ou X est lisse. Notons n la premiere classe de Chern d’un faisceau inversible f-ample
sur X, alors on a un théoréme de Lefschetz difficile relatif dans le cadre des faisceaux pervers :

nt: P (Rf,Cldim X]) = P (Rf,Cldim X]).

Modules de Hodge Les résultats précédents ont été généralisés par M. Saito dans son
travail sur les modules de Hodge. Dans [Sa88], Saito construit la catégorie des modules de
Hodge (resp. modules de Hodge polarisables) de poids n sur une variété complexe X, notée
MH(X,n) (resp. MH(X,n)P). Ce sont des sous-catégories pleines de la catégorie des Zx-
modules holonomes filtrés munis d’une structure rationnelle. Ses objets sont notés (M, F, K),
ou (M, F) est un Zx-module filtré par F, et K € Perv(X,Q) un faisceau pervers tel que
K®C~DR(M).

On dit que (M, F,K) € MH(X,n) est a support strict Z si Supp M = Z, Z est irréduc-
tible, et M (ou K) n’a pas de sous-objet ou de quotient non trivial dont le support est plus
petit que Z. On note M Hz(X,n) la catégorie des modules de Hodge polarisables de poids n
a support strict Z.

Nous ne détaillons pas la construction de la catégorie M H (X, n), mais ses propriétés les
plus importantes sont résumées ci-dessous.
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PROPOSITION 7.21. ([Sa88], lemme 4 p. 854 et lemme 5.1.10 p. 957) — Si (M,F,K) est
un module de Hodge polarisable sur X, de support strict Z C X, alors le faisceau pervers K
associé est un complezxe d’intersection ICz(L), ou L est un systéme local défini sur un ouvert
de Zariski de Z, sous-jacent a une variation de structure de Hodge.

PROPOSITION 7.22. ([Sa88], lemme 3 p. 854) — Si (M,F,K) € MHx(X,n)P et que K est
un systeme local sur X, alors K est sous-jacent a une variation de structure de Hodge.

De ces deux propositions on déduit qu’un module de Hodge polarisable est génériquement
une variation de structure de Hodge polarisée. La réciproque de ce résultat est plus difficile
(voir plus bas). Nous n’aurons besoin ici que d’une réciproque partielle, démontrée dans le
premier article [Sa88] :

PROPOSITION 7.23. ([Sa88], théoréme 2 p. 856 et théoréme 5.4.3 p. 989) — Une variation de
structure de Hodge rationnelle polarisée (de poids w) sur X est un module de Hodge polarisé
(de poids dim X + w).

Enfin, les catégories M H(X,n), MH(X,n)P, MHz(X,n) et MHz(X,n)P jouissent de
bonnes propriétés :

PROPOSITION 7.24. ([Sa88], lemme 5 p. 854) — Les catégories MH(X,n), MH(X,n)?,
MHz(X,n) et MHz(X,n)P sont abéliennes, et leurs morphismes sont strictement compatibles
avec les filtrations. De plus les catégories M H (X, n)P et MHz(X,n)P sont semi-simples.

Le point culminant de cette théorie est la généralisation par Saito du théoreme de Lefschetz
difficile et du théoreme de décomposition de Beilinson-Bernstein et Deligne.

THEOREME 7.25. ([Sa88], théoréme 1 p. 852 et théoreme 5.3.1 p. 977) — Soit f : X = Y
un morphisme projectif entre variétés complexes, | la premiere classe de Chern d’un fais-
ceau inversible relativement ample, et (M, F,K) € MH(X,w)?. Alors les faisceauzr pervers
PAN(RfK) sont sous-jacents a des modules de Hodge E; de poids w + i. De plus, on a le
théoreme de Lefschetz difficile :

I': E_; = E;(i), pouri > 0.

THEOREME 7.26. ([/Sa88], corollaire 5.4.8 p. 992) — Soit f : X — Y un morphisme projectif
entre variétés analytiques (non nécessairement lisses), L un systéme local sur un ouvert de
Zariski de X, sous-jacent a une variation de structure de Hodge polarisée localement semi-
géométrique relativement a X, et K = ICx(L). Alors, on a la décomposition suivante dans
DY(Y,C) :
Rf.K ~ @) " (RfK)[—i].
1€EZ
De plus, les faisceauz pervers P (Rf.K)[—i] sont des sommes directes de complexes d’in-
tersection.

Ce théoreme s’applique si K est une variation de structure de Hodge polarisée sur X,
d’apres la définition des objets localement semigéométriques ([Sa88], 5.4.4 p. 992). C’est ce
cas particulier que nous utiliserons par la suite. Soulignons que K n’est pas supposé d’origine
géométrique.
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On peut également définir une suite spectrale de Leray perverse dans le contexte des mo-
dules de Hodge de la méme maniere que plus haut. C’est une suite spectrale de structures de
Hodge.

Enfin, un module de Hodge (polarisé) sur un point est une structure de Hodge (polarisée).
On en déduit les résultats suivants :

(a) Si X est une variété projective lisse et W est une variation de structure de Hodge (ra-
tionnelle) de poids w sur X, les espaces vectoriels de cohomologie H*(X, W) sont munis
d’une structure de Hodge (canonique) de poids w + k. Ce résultat était déja connu, il
est di a Deligne (voir [Zuc79)).

(b) Si X est lisse, U est un ouvert de Zariski de X, et W une variation de structure de
Hodge (rationnelle, polarisable) sur U qui s’étend en un module de Hodge sur X, alors
les groupes de cohomologie d’intersection IH¥(X, W) sont munis d’une structure de
Hodge de poids w + k. Ceci est a rapprocher des résultats de Catani, Kaplan, Schmid
([CKS)), et de Kashiwara et Kawai ([KK87]), qui établissent ceci si le complémentaire
de U est a croisement normaux et X est kéhlérienne.

La question consiste a savoir quelles VSH sur des ouverts sont des restrictions de modules
de Hodge. Le probleme est partiellement résolu dans [Sa88] (voir le corollaire 1 p. 856) et
completement résolu dans [Sa90], théoreme 3.21 p. 303 : une variation de structure de Hodge
(rationnelle) polarisée sur un ouvert de Zariski U de X s’étend en un unique module de Hodge
polarisé a support strict X si la monodromie est quasi-unipotente au voisinage de X \ U.

Autres généralisations Le théoreme de décomposition reste vrai lorsque ’on remplace les
modules de Hodge par des faisceaux pervers semi-simples quelconques. Ceci a été démontré
par Drinfel’d en 2001 en utilisant une conjecture (démontrée en 2003), par voie arithmétique.
Une démonstration analytique a été donnée par C. Sabbah ([Sab05]) lorsque X est lisse et
pour I'image directe d’un systeéme local semi-simple, et le cas général des faisceaux pervers
semi-simples a été démontré par voie analytique par T. Mochizuki ([Moch07]). Nous n’utili-
serons aucune de ces généralisations, mais il serait intéressant de vérifier si les constructions
présentées dans cette partie s’étendent dans ce cadre.

7.2 Application a la famille universelle d’hypersurfaces

On reprend les notations de la premiere partie. X désigne une variété projective lisse de
dimension n+ 1, plongée dans un espace projectif P de dimension IV, et linéairement normale.
La section hyperplane universelle X est munie de projections sur X et sur PV, que I’on note
a et 7. Notons que 7 est propre. Le complémentaire de la variété duale XV C PV est noté U.
La dimension n + N de X sera parfois notée dx.

On désigne par W une VSH de poids w (rationnelle, polarisable) sur X, et par Wy le tiré

en arriere a*W. Comme X est lisse, Wx[dx] est un faisceau pervers sur X, sous-jacent par 7.23
a un module de Hodge (polarisable) sur X, de poids w := w + n + N.

65



La notation G, désigne le systéme local constant de fibre G sur une variété Z. On omettra
de noter la variété lorsque cela ne crée pas de confusion.

Dans ce paragraphe, on applique le théoreme de décomposition de Saito a 'image di-
recte dérivée Rm,Wx[dx] et on détermine une condition sur Ox(1) qui suffit a expliciter
tous les termes qui apparaissent dans la décomposition. Ce résultat figure dans la littérature
([BFNPO09] dans le cas particulier W = Cy, et avec une condition sur &'x (1) non optimale.

Remarquons que contrairement & [BFNPO09], 'objectif n’est pas d’étudier la famille univer-
selle toute entiere, mais surtout certaines sous-familles. Il n’est donc pas nécessaire d’expliciter
tous les modules de Hodge irreductibles dans la décomposition de Saito, seulement ceux dont
le support est de petite codimension. Ceci permet d’affaiblir les hypotheses sur O'x(1).

THEOREME 7.27. — Soit X C P une variété projective lisse linéairement normale de dimen-
sion impaire n +1 >3, X << X 5 PV la famille universelle de sections hyperplanes, W une
VSH sur X, et W = a*W.

(a) Si Ox (1) est n-jet ample, on a la décomposition explicite suivante :

R, Wlde] = (@ X W[N ﬂ)

i=—n

D juVIN] ® H" (X, W)[N]

® <Gn9 H" (X, W)[N — i]) .

=1

(b) Soit m > 1 un entier. Si Ox (1) est m-jet ample, alors on a la décomposition :

R Wy[dx] = <@ H" (X, W)[N — i])

=—n
@ V[N]e H"(X,W)[N]® R
n
& (@ HY™ (X, W)[N - i]) ,
=1
ou R est un faisceau pervers dont le support est de codimension au moins m + 1.

On démontre d’abord trois propositions, puis on termine la démonstration du théoreme.

Le morphisme 7 est propre de dimension relative n. Le théoreme de décomposition de
Saito 7.26 pour I'image directe dérivée de Wy s’écrit :

Rm,Wx[dx] = €D Ei[-il, (7.2.1)

i=—n

ol les E; sont des modules de Hodge de poids w + ¢, dont les faisceaux pervers sous-jacents
sont P (R Wx[dx])[—1].
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Par le théoreme de Lefschetz difficile de Saito, on a F_; ~ E;(i), et si E est un module de
Hodge simple facteur direct d’un des Ej, alors ¢ + codim Supp E < n par la proposition 7.19.

PROPOSITION 7.28. — Sii <0, alors E; = H" (X, W)[N] et E_; = H" (X, W)[N](4).

DEMONSTRATION — La premiere assertion découle du théoréme de Lefschetz faible
relatif, qui résulte du théoréme général 7.14, en remplacant X, Y, f et Z par X x PV,
PV, pro et X. La seconde assertion est une conséquence du théoréeme de Lefschetz difficile
rappelé plus haut. O

Le seul module de Hodge qu’il reste donc & calculer est Ej.

PROPOSITION 7.29. — Le module de Hodge Ey contient ji, V[N] et H"(X,W)[N] en facteurs
directs. Si n est pair, alors tout autre facteur direct irréductible E de Ey a un support de
codimension strictement supérieure a un.

DEMONSTRATION — La restriction de Ey a I'ouvert U, complémentaire de la variété
duale, est exactement

VN] @ H™(X, W)[N].

Donc, Ej contient ji, VIN] et H™ (X, W)[N] en facteurs directs, et les autres facteurs directs
sont supportés dans la variété duale.

Supposons qu’il existe F un facteur irréductible non trivial de Ey supporté en co-
dimension un. Son support est donc dense dans la variété duale XV. Soit p un point
général de S := Supp E. Alors, (#~NTL(E)), est non trivial et donc l'espace vecto-
riel H""H(X,, W) = (s Nt Rr,Wx[dx]), n'est pas isomorphe (N t1(E[-1])), ~
H1(X).

Soit maintenant P! C P¥ un pinceau de Leschetz passant par p. On note j; 'inclusion
P!\ XV C PL. Par [SGAT7], XVIII, 6.3, si n est pair, on a la propriété suivante (notée
« (A) » dans [SGAT], XVIII, 5.3.2) :

Rl Wx = j1,51" Rl Wy, V5.
En particulier, pour I = n + 1, on obtient en prenant la tige en p :
H"NX,, W) ~ H" (X, W),

ol u € P! est une valeur réguliere de 7 proche de p et v est un lacet d’origine u tournant
une fois autour de p. En appliquant le théoreme de Lefschetz difficile sur X, a coefficients
dans W, on obtient :

H"™ (X, W) ~ H" 1 (X, W)Y ~ H" (X, W).
On en déduit une contradiction, donc il n’existe pas de tel facteur £ non trivial. ]

REMARQUE 7.30. — La condition de parité sur n n’est utilisée que dans cette étape de la
démonstration, et peut étre enlevée quitte a composer le plongement X C P par un plongement
de Veronese. Voir la remarque qui suit la démonstration du théoréme pour un exemple et une
référence.
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ProposITION 7.31. — Si E est un module de Hodge irréductible facteur direct de Ey tel
que codim Supp E > 1, alors son support est contenu dans le lieu des sections hyperplanes
réductibles ou a singularités non isolées.

DEMONSTRATION — Soit S le support de E, ¢ > 1 la codimension de S, et p un point
général de S. Alors la fibre de F en p est un espace vectoriel non nul placé en degré —N +c.

Calculons #~N*+¢(Rr,Wx[dx]). Par le théoréeme de décomposition, on a

ANV R, W(dx]) = 2~ (P Ei[—1])

= HN(By) @ NP Eil-i)])
i#0

= jf_N'i_C(Eo) (S5) %_N+C(Ec[_c])

= N (By) © H" (X, W)(—c).

Ainsi, la fibre en p de S~ N*¢(Rm,Wx[dx]) contient en facteur direct 'espace vectoriel
H"¢(X, W), ainsi que la fibre de E en p, qui est un espace vectoriel non trivial. Par le
changement de base propre pour l'inclusion p < PV, on en déduit que H""¢(X,, W) n’est
pas isomorphe & H" ¢(X, W).

Ceci n’est possible que si X, est réductible, ou a singularités non isolées. En effet, s’il
était irréductible et a singularités isolées, alors par le théoreme 7.33 dont on donne un
énoncé et une preuve plus bas, on aurait, puisque ¢ > 1 :

H" (X, W) ~ H" (X, W).

En appliquant le théoréme de Lefschetz faible, on obtiendrait donc H"T¢(X,, W)
H"¢(X, W), contradiction.

R

On peut maintenant achever la démonstration du théoreme 7.27.

DEMONSTRATION du théoreme 7.27 — Montrons d’abord la partie (a). Supposons
qu’il y ait un autre facteur direct E non trivial dans Ey. Par les deux propositions pré-
cédentes, son support est contenu dans le lieu des sections hyperplanes réductibles, ou a
singularités non isolées. Comme n > 2, ces sections hyperplanes ont dans tous les cas des
singularités non isolées. Mais le lieu des sections hyperplanes avec singularités non iso-
lées est de codimension au moins n + 1 puisque Ox (1) est n-jet ample (voir 1.3), donc
codim Supp £ > n+ 1. Or on sait que le support de E doit étre de codimension au plus n,
par la proposition 7.19, contradiction.

Passons a la partie (b). Le support de tels facteurs directs est inclus dans le lieu des
sections hyperplanes réductibles, donc a singularités non isolées. Comme Ox (1) est m-jet
ample, ce lieu est de codimension au moins m + 1 par la proposition 1.3.

REMARQUE 7.32. — Si n est impair, la proposition 7.29 ne s’applique pas, la condition (A)
n’est pas forcément vérifie, et il peut y avoir des facteurs directs irréductibles supportés en
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codimension un dans Ey. Ce probleme peut étre éliminé en composant le plongement X C P
par un plongement de Veronese ([SGA7], XVIII, corollaire 6.4). Modulo cette modification,
le théoréme reste vrai pour X de dimension paire.

Enfin, on énonce le théoreme utilisé dans la démonstration principale, et on donne une
démonstration. Les notations dans 1’énoncé et la démonstration sont indépendantes du reste
du mémoire.

THEOREME 7.33. — Soit X une variété projective lisse de dimension n+1 et Y une section
hyperplane irréductible de X a singularités isolées, W un systéme local semi-simple sur X,
U=Yeq et Z = Ygng. Alors

H" R (Y, W) ~ H" (Y, W) pour k > 1.

Dans le cas ot W = Q,, Fakhruddin remarque dans ([BFNP09] p. 25) que ce résultat est
une conséquence d'un théoreme de dualité de Kaup [Kaup]. Toujours dans ce cas particulier,
une preuve utilisant les faisceaux pervers est connue (voir [Dim04], et [Dur95]). Cette preuve
s’adapte sans difficulté au cas de la cohomologie a coefficients dans un systeme local semi-

simple.

DEMONSTRATION — On proceéde en plusieurs étapes. On note j l'inclusion de U dans
Y, et i celle de Z dans Y. Les foncteurs j* = j', ji, i, = i et i* sont exacts et on note de
la méme maniere leur foncteur dérivé. Le foncteur dérivé de j. est noté Rj,.
Etape 1 : si k <n, alors ITH*(Y, W) ~ H*({U,W).
Ceci n’utilise pas le fait que les singularités de Y soient des singularités d’hypersur-
face. On considere le triangle distingué

r<_1(Rj:Wy[n)) = RjWy[n] = 750(RiWy[n]) < .

Comme les singularités de Y sont isolées, ce triangle coincide avec le triangle

ICy (W) = Rj,j*ICy (W) = iyi' ICy (W)[1] & .
La suite exacte longue d’hypercohomologie donne :

HF-—n-1 (Tzo(Rj*WW [n]))

|

HE " (ICy (W)

HE="(Rj.j* ICy (W) —= H¥"(720(Rj. W r[n]))
c’est-a-dire
H*" " (150(Rj Wy [n])) — THH(Y, W) — H*(U, W) — H* " (150(Rj. Wy [n])).-

Il suffit donc de prouver que pour tout entier [ < 0, on a Hl(TZO(Rj*WW[n])) = 0.
Pour ¢ <0, on a S (7>0(Rj«W|7[n])) = 0, donc pour tout couple d’entiers (p, q) tel
que p+¢q < 0, on a HP(Y, #(7>0(Rj.W y[n]))) = 0. On reconnait le terme E3
d’une suite spectrale qui aboutit a HP*9(7>0(Rj.Wy[n])), ce qui prouve le résultat.
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Etape 2 : si k > n, alors THR(Y,W) ~ H*(Y,W).
On considere le triangle distingué

31 ICy (W) = ICy (W) — ,i*ICy (W) 2 .

Remarquons des & présent que i,i*ICy (W) = D(ii' ICy (WV)) = D(7>0(Rj. W
La suite exacte longue d’hypercohomologie associée a ce triangle donne :

) 1).

HF 1 (4,i* ICy (W) — HF (51 ICy (W) — HF " (ICy (W)) — HF"(i*i,ICy (W))),

c’est-a-dire
HF "1 (4,i*ICy (W) — H¥(U, W) — TH*(Y, W) — H*"(i*i, ICy (W))).

11 suffit donc de prouver que pour tout I > 0, on a H'(i*i,ICy(W))) = 0. Or, par
dualité, on a

H! (%3, ICy (W))) ~ HY(D(i*i, ICy (W)Y ~ H - (i'i ICy (WY)))V,

et sil > 0, on conclut comme dans la premiere étape que cet espace vectoriel est nul.
Donc pour k£ > n, on a I'isomorphisme :

TH*(Y, W) ~ H¥U,W).
Considérons maintenant le triangle distingué
W = W W L

La suite exacte d’hypercohomologie donne I'isomorphisme HY(U, W) = H*(Y, W),
puisque k > n.

Etape 3 : sik <n—1, alors H*(U,W) ~ H*(Y,W).
On montre le résultat pour k > 0. On considere le triangle distingué
iiW = W = Rj. W L

La suite exacte longue d’hypercohomologie donne

H*(iyi'W) — H*(Y, W) — H*(Rj.j*W) — H (63'W),
c’est-a-dire

H*(Y,U, W) — H¥(Y,W) — H*(U,W) — H* (Y, U,W).
Notons, pour chaque point singulier p, de Y, B, une boule de Y centrée en pg,
Uy = Bo \ {pa}, et Lo = 0B,. On sait que B, est un cone sur L,, de sommet p,,
donc contractile. On appelle L, le link de la singularité. Par le théoreme d’excision,
ona H¥(Y,U W) ~ ©,H*(B,,U,, W). Par hypothése, Y est une hypersurface, donc
L est (n — 2)-connexe pour tout «, et donc H! (B, Uy, W) ~ H'=1 (L, W) = 0

si2<1<n-18S1< 2 ona aussi H(By, Uy, W) = 0. On en déduit que
H*(Y, W) ~ H*(U,W) pour k <n — 1.

Finalement, pour 1 < k < n, on a la chaine d’isomorphismes
H" MY, W) ~ TH" (Y, W) ~ TH" ™ (Y, W) ~ H" * (Y, W),

ou le second isomorphisme est obtenu par le théoreme de Lefschetz difficile sur la cohomo-
logie d’intersection. O
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7.3 Exemple d’utilisation : calcul de la cohomologie d’intersection de V

La décomposition du théoreme 7.27 permet de déterminer les groupes de cohomologie
d’intersection I H Z(IPV, V), ainsi que leur structure de Hodge.

PROPOSITION 7.34. — Soit X C P une variété projective lisse linéairement normale de di-
mension impaire n+1 > 3, X < X 5 PV la famille universelle de sections hyperplanes de X,
W une VSH sur X etV la VSH de cohomologie évanescente sur l'ouvert U C PV paramétrant
les sections hyperplanes lisses. Supposons que Ox (1) soit n-jet ample.

Soit k < n un entier positif. La structure de Hodge sur IH*(PV V) porte une filtration
par sous-structures de Hodge dont les gradués successifs sont isomorphes a

H(PY) @ H™ VM 2(X W) i (i — k4 1),

pour i variant entre 0 et k — 1.

Ce résultat figure dans la littérature pour | = 1 ([BFNP09]) lorsque W = Cy. On rappelle
que la notation prim en indice désigne la cohomologie primitive.

La démonstration de cette proposition utilise le lemme suivant :

LEMME 7.35. — Soit E et H deux espaces vectoriels de dimension finie, et F*E, F*H des
filtrations décroissantes indéxées par N, biréguliéres®. Soit r : E — H un morphisme compa-
tible auzx filtrations. On note r; : F'E — F'H et q; : Gr'E — Gr*H les morphismes induits.

Supposons que r soit injectif, et qu’il existe ig tel que q; soit bijectif si i > g, injectif si
i =g, et surjectif si i < ig. Alors Coker q;, porte une filtration dont les gradués sont Coker r
et Kerq;, pour 0 < j <ip—1.

REMARQUE 7.36. — Le méme énoncé est vrai en remplacant la catégorie des espaces vectoriels
par la catégorie des structures de Hodge.

DEMONSTRATION du lemme 7.35 — On considére le morphisme de suites exactes
courtes :
0—— Fitlg F'H Gr'H 0
o
0——Fitlp F'E Gr'E 0

Les fleches r; sont toutes injectives, donc le lemme du serpent donne une suite exacte :
0 — Ker g; — Cokerr; 1 — Coker r; — Coker ¢; — 0.

Sii > ig, q; est par hypothese un isomorphisme et donc Coker r; 1 >~ Coker r;. Pour ¢ assez
grand, on a Cokerr; = 0 donc par récurrence descendante, on obtient :

Vi > ig, Cokerr; = 0.

1. c’est-a-dire vérifiant |J, F'E = E et (), F'E = {0}, U, F'H = H et (", F'H = {0}
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Si i = ig, on obtient
Coker r;, ~ Coker g;,,.

Si i < 19, g; est surjectif et on a la suite exacte courte :
0 — Ker g; — Cokerr;11 — Cokerr; — 0.

On définit alors une filtration de K := Cokerr;, par F~'K := K et :

FIK = Ker(Coker 1, 1d, Coker 1, — Cokerrj;—1 — ... = Cokerr;), 0 < j <,
(en particulier, F°© K = {0}). Alors, on a Gr~'K =~ Coker g et, pour 0 < j <ig — 1,

Ker(Coker r;, — ... = Cokerr;)
Ker(Coker rj, — ... = Cokerr;)

GriK =

~ Ker(Cokerr; — Cokerrj1)
~ Ker g;.

On peut maintenant démontrer la proposition.

DEMONSTRATION de la proposition 7.34 — On cherche a appliquer le lemme précédent.
On note pry : PV x X — X la deuxiéme projection et a : X — X sa restriction a X.

Les morphismes 7 : X — PV et pr; : PV x X — PV donnent des suites spectrales de
Leray perverses

PEYY(m) = HPYI(X, a*W),
PER(pry) = HPTY(PY x X, priW),

qui dégénerent en Fj.

Le morphisme pri : PV x X — PV est projectif lisse, donc la suite spectrale de Leray
perverse coincide avec la suite spectrale de Leray classique et on a :

PER Y (pry) = EXY(pry) = HP(PY,C) ® HY(X,W).
D’autre part, avec les notations du théoreme 7.27, on a :
PER () = BN (BY, B, ).

Utilisons maintenant la fonctorialité de la suite spectrale de Leray perverse. On note
E = H" WP x X,priW), H = H"*(X,a*W), r : E — H le morphisme de restric-
tion, F*E et F*H les filtrations de Leray perverses sur E et H. Ce sont des filtrations
décroissantes indexées par 'indice i, avec 0 < ¢ < n + k. La suite de Leray perverse est
fonctorielle en structures de Hodge, ce qui implique que 7 est compatible aux filtrations de
Leray perverses sur E et sur H. Ceci se traduit par des diagrammes commutatifs a lignes
exactes :

0——pitlg F'H Gr'H 0
e
0 —— FitlE F'E Gr'E 0
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Pour appliquer le lemme 7.35, il reste a vérifier les hypotheses sur les morphismes r et g;.

On sait que X est un fibré projectif sur X, et que inclusion X — PV x X en fait
un sous-fibré projectif du fibré projectif trivial PV x X. Par le théoréme de Leray-Hirsch,
I'inclusion X <+ PY x X induit en cohomologie un isomorphisme

H"EPY x X, priW) = HYR (X a*W).
Autrement dit, r : £ — H est un isomorphisme.

Vérifions maintenant les hypotheses sur les morphismes ¢; : Gr' H"F(PV x X, W) —
GriH"F (%, W). Les gradués sont calculables explicitement car les suites dégénerent en
FE5.0On a: ' ’

Gr'H ~ PEY" i () ~ HN(BY, Br_y), et

Gr'E ~ EY" ™" (pry) ~ HY(PY,C) @ H"F(X,W).
Par le théoreme 7.27, on a :
By~ H" (X, W)[N] si k —i <0,
Eo ~ H™(X,W)[N] & ji, V[N], et
Ep_j ~ H" (X W)[N](=k +1i) si k —i > 0.

Les noyaux et conoyaux de ¢; sont alors donnés par les théoremes de Lefschetz. Pour
k+mn > 1>k, le morphisme

gi - H'(PY,C) @ H" (X, W) — H'="(PY, H" ™' (X, W)[N])

est un isomorphisme, son noyau et conoyau sont donc nuls.
Pour 7 = k,

qr : H*(PY,C) @ H"(X,W)) —» H-~ NPV, H"(X, W)[N] @ j.V[N])

est injectif, et on a Coker g, = HF =N (PV, 4. (V[N])) =: TH*(PV, V).
Pour 0 <i < k,

gi : H'(PY,C) @ H" /(X W)) — H~N (Y, H" " (X, W)[N](~k +i))
est surjectif et son noyau est isomorphe & H'(PY) @ H" = 2(X W) ppim (i — k + 1).

Les conditions sont réunies pour appliquer le lemme 7.35 & (E, H, F*E, F*H,r), ce qui
termine la démonstration. O

7.4 Cohomologie d’intersection sur des sous-familles

On démontre ici un analogue du résultat précédent, mais pour des sous-familles.

73



PROPOSITION 7.37. — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n + 1 > 3,
plongée dans un espace projectif P, linéairement normale, et W une VSH (rationnelle et
polarisable) sur X. On note X & x5 PY la famille universelle de sections hyperplanes, et
V le systéme local de cohomologie évanescente sur l'ouvert U des sections hyperplanes lisses.

Soit m un entier compris entre 2 et 6. Supposons que Ox (1) soit m-jet ample. Soit P™
un sous-espace projectif générique de PV, B C X son lieu de base et X <2 Xpm 25 P™
la famille correspondante de sections hyperplanes. La restriction de V a U NP™ est toujours

notée V.
Soit | un entier. Sil < m, ou sil =m et m > n, la structure de Hodge sur TH'(P™,V)

porte une filtration dont les gradués successifs sont isomorphes a
HY(P™) @ H"™ M H2(X, W) i (i — 1+ 1),

pour i variant entre 0 et [ — 1. Sil = m et que m < n, la filtration a un cran de plus et le
gradué supplémentaire est isomorphe a Ev"~ ™ (B, W)(—m).

Les hypotheses de la proposition entrainent que P™ n’intersecte pas le support de R, ou
R est le faisceau pervers défini en 7.27 et que le lieu de base B :={x € X |z € H, VH € P™}
est une sous-variété lisse de codimension m+ 1 de X. On remarque que si m > n, alors le lieu
de base est vide.

Les notations pour le changement de base P™ — PV seront les suivantes :

Xpn —=X
}P’\L *Z>]P>lv

o

k

Up——U

Avant de démontrer la proposition, on démontre un lemme qui admet un corollaire im-
portant.

LEMME 7.38. — L’image directe dérivée Raman W est décomposable, et on a, dans la ca-
tégorie dérivée 2°(X), la décomposition

Ram wam W ~ &b HE"C)oW-i| e H™P",C)e W ;z[-2m].

0<i<2m—2

DEMONSTRATION du lemme 7.38 — La fibre du morphisme a,, au-dessus de z € X
est :

— D’espace projectif P si x € B;

— un hyperplan projectif de P™ sinon.

Considérons la restriction de a,, : Xpm — X au-dessus de X \ B. C’est un sous-fibré
projectif du fibré trivial X x P™. En particulier, a,, : a, ' (X \ B) — X \ B est projectif
lisse. D’apres le critere de dégénérescence de Deligne, on a une décomposition
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2m—2
Ra,cam W ~ @ (Riam*am*W)[—i]
=0
Dans 2°(X \ B). Calculons ces images directes supérieures. Pour 0 < i < 2m — 2 et
r € X \ B, I'inclusion a,, !(x) < P™ induit des isomorphismes en cohomologie :

H'(ay Y (2), ap*W) & H(P™,C) @ W,.

Finalement, on a, sur X \ B, 'isomorphisme Ria,,a,, W ~ H (P C)® W pour 0 < i <
2m — 2. Si B est vide (c’est-a-~dire si m > n), ceci termine la démonstration.

Sinon, le théoreme de décomposition pour a.,, : Xpm — X dit que l'image directe
dérivée se décompose en somme directe de faisceaux pervers sur X décalés convenable-
ment. La restriction & X \ B de cette décomposition est exactement celle obtenue par le
critere de Deligne, écrite ci-dessus. On en déduit que les complexes H!(P™,C) ® W pour
0 <i < 2m—2, sont facteurs directs de Ra,.a.n*W, et que les autres termes apparaissant

dans la décomposition de Beilinson-Bernstein-Deligne pour an,,a,,*W sont supportés dans
B.

Considérons donc maintenant la restriction de a,, : Xpm — X au-dessus de B. C’est le
fibré trivial B x P™. On en déduit la décomposition

2m
Rapam™W = P (Rlam,am™W)[—i] = @ H'(P",C) @ W 5[—i].
i=0 0<i<2m

Finalement, I'image directe dérivée Ran, W sur X admet la décomposition suivante :

Ryt W ~ &b H'(P™,C) @ W[—i] | ® H*™(P™,C) ® W g[-2m]. O

0<i<2m—2,i pair

COROLLAIRE 7.39. — Soit | un entier positif strictement inférieur a m. Alors, le morphisme
de restriction
H"™M(P™ x X, praW) — H" Y (Xpm, a, W)

est un isomorphisme, et le morphisme
H™ ™™ x X, praW) — H" ™ (Xpm, W)

est injectif de coyau isomorphe a Ev"~"(B, W) := Coker(H"™™(X,W) — H"™(B,W)) si
m < n, bijectif sinon.

DEMONSTRATION — On consideére la décomposition du lemme 7.38, ainsi que la dé-
composition pour la projection pro : P x X — X, qui est un fibré projectif :

Rpro, praW =~ @ H'(P™,C) @ W[—i]

0<i<2m

Le morphisme de restriction en cohomologie est compatible avec ces deux décompositions.
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Si m > n, le lieu de base est vide, et donc pour tout I < m, le morphisme de restriction
H™ M P™ x X, pr3W) — H" M (Xpm, a,, W)
est un isomorphisme.

Si m < n, le lieu de base est non vide et pour tout [ on a
Ker(H" W (P™ x X, priW) — H" ™ (Xpm, a,,*W))

= Ker(H"™72™(X, W) — H"™=2™(B,W)),

et
Coker(H" W (P™ x X, priW) — H" M (Xpm, ap W)

— Coker(H"H=2m(X, W) — H"=2™(B,W)).
Par le théoreme de Lefschetz faible pour l'inclusion de B dans X, on en déduit que

H"(P™ x X, pr3W) — H"(Xpm, a;,*W) est un isomorphisme pour [ < m et est injectif
pour [ = m. ]

On peut maintenant démontrer la proposition 7.37, utilisant le corollaire précédent.

DEMONSTRATION de la proposition 7.37 — On cherche encore & appliquer le lemme
7.35. On note pry : P x X — X la deuxieme projection et a,, : Xpm — X sa restriction
a Xpm.

Les morphismes 7 : Xpm — P™ et pry : P x X — P™ donnent des suites spectrales de
Leray perverses
PEDY () = HPTY(Xpm, ay,*W),

PER(pr) = HPI(B™ x X, priW),
qui dégénerent en Fos.

Le morphisme pri : P x X — P™ est projectif lisse, donc la suite spectrale de Leray
perverse coincide avec la suite spectrale de Leray classique et on a :

PR (pry) = E§(pry) = HP(B™,C) © HO(X, W).

D’autre part, la décomposition du théoréme 7.27 peut étre restreinte de PV & P™, et

on a:
) ~ —-N
pEg q(”) ~ [P~ (P, (Eq—n)UP’m)-
Utilisons maintenant la fonctorialité de la suite spectrale de Leray perverse. On note
E = H"W(P™ x X, pr3W), H = H" ' (Xpm,a,W), r : E — H le morphisme de restric-
tion, F*E et F*H les filtrations de Leray perverses sur E et H. Ce sont des filtrations
décroissantes indexées par l'indice i, avec 0 < ¢ < n + [. La suite de Leray perverse est
fonctorielle en structures de Hodge, ce qui implique que r est compatible aux filtrations de
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Leray perverses sur F et sur H. Ceci se traduit par des diagrammes commutatifs a lignes
exactes :

00— Fitlg F'H Gr'H 0
Ti-&-lT TiT %T
0—— FitlE F'E GrtE 0

Pour appliquer le lemme 7.35, il reste & vérifier les hypotheses sur les morphismes 7 et g;.

Par le corollaire 7.39, on sait que r est bijectif si | < m ou m > n, et qu’il est injectif,
de conoyau isomorphe a Ev"™"(B,W), si [ = m et que m < n.

Vérifions maintenant les hypothéses sur les morphismes
¢ : GriH ™ (P™ x X, priW) — GriH" Y (Xpm, aX,W).
Les gradués sont calculables explicitement car les suites dégénerent en E :
GriH ~ PEy" 7 (1) ~ H™(PY, (Ej_)jpm [m — N]), et
Gr'E ~ EY" " (pry) ~ HY(PY,C) @ H" (X, W).
Sil—i<0,ona (E_;)pn[m—N]~H"""(X W)[m] et donc :
GriH ~ PES" ) ~ HY(P™, C) @ H"H (X, W).
Comme P™ est pris génériquement, il ne rencontre pas le support du module de Hodge
R (voir le théoreme 7.27), et donc (Ep)pm [m — N] = H"(X, W)[m] & (ji V[N])jpm[m — N].

De plus, par le lemme de changement de base pour les extensions intermédiaires par un
morphisme transverse (7.12), on a

(J VN [m — N| = jim (V|g,, Im]).
On en déduit que
GrlH ~ PEY™ () ~ H'(P™,C) @ (H™(X,W) & TH'(P™,V).
Enfin, si kK —¢ >0, on a:
GriH ~ PEL"T ) ~ HY(P™, C) @ H" (X, W) (i — ).

Les noyaux et conoyaux de ¢; sont alors donnés par les théoremes de Lefschetz. Pour
I+ mn >4 > 1, le morphisme ¢; est un isomorphisme. Pour ¢ = [, ¢; est injectif, et on a
Cokerq; = IH Z(IP’m, V). Enfin, pour 0 < i < [, g; est surjectif et son noyau est isomorphe a

H{(P™) @ H" 7 2(X, W) i (i — 1+ 1),

Les conditions sont réunies pour appliquer le lemme 7.35, qui donne le résultat. O
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7.5 Une application du théoreme de Nori

Soit k£ un entier strictement inférieur a n, et supposons W = C. L’utilisation de la foncto-
rialité de la suite spectrale de Leray (non perverse), du théoreme de connexité de Nori et du
lemme 7.35 permet d’obtenir une filtration de H*(U, V) par sous-structures de Hodge mixtes.
Le calcul des gradués associés a cette filtration n’est pas complétement explicite, puisqu’il
fait intervenir les groupes H*(U,C) et leur structure de Hodge, et que le résultat est non
effectif en ce qui concerne la positivité demandée pour x(1). Cependant, dans certains cas
la formule obtenue peut étre utile. Ce résultat est présent dans la littérature ([Nor93]) pour
k=1.

Rappelons d’abord le théoreme de connexité de Nori :

THEOREME 7.40. (Nori,[Nor93]) — Soit X une variété projective lisse de dimension n + 1
plongée dans un espace projectif P, PV ’espace dual et U C PV 'ouvert paramétrant les
sections hyperplanes lisses de X. Soit Y wune variété quasiprojective lisse sur U, et Xy =
X xy Y. Quitte a composer le plongement X C P par un plongement de Veronese, l'inclusion
Xy = Y x X induit un isomorphisme

H*(%y,C) ~ H*(X x Y,C),
pour k strictement inférieur a 2n.

REMARQUE 7.41. — Pour des familles d’hypersurfaces de degré d de ’espace projectif P"*1, le
degré d = 2n+1 convient et est optimal ([Voi02], remarque 20.13). Cependant, on s’intéresse
surtout a des variétés X ayant de la cohomologie primitive (voir 9.2).

PROPOSITION 7.42. — Awec les notations précédentes, soit | < n, et Ox(1) assez ample
pour que le théoréme de Nori s’applique. La structure de Hodge mizte sur HZ(U, V) porte une
filtration de SHM dont les gradués sont isomorphes aux structures miztes

H(U) @ H" W H2(X,C)prin (i — 1+ 1),
pour i variant entre 0 et | — 1.

DEMONSTRATION — La démonstration est similaire & celle de 7.34 et 7.37. On consi-
dere les suites spectrales de Leray pour 7y : Xy — U et pour la projection X xU — U. Ce
sont des suites spectrales de structures de Hodge mixtes ([Ara05]), et les morphismes étant
projectifs et lisses, elles dégénerent toutes les deux en Es par le critere de dégénérescence
de Deligne ([Del68], 2.6.2). On note F? et Gr' les filtrés et gradués associés & ces suites
spectrales.

L’inclusion Xy < X x U induit par fonctorialité un morphisme de suite spectrale,
donc le morphisme de restriction r : H"(X x U,C) — H"(Xy,C) est compatible aux

filtrations de Leray sur H" (X x U,C) et H""(Xy,C). Le théoreme de Nori implique
que 7 est un isomorphisme pour I < n.

Les morphismes induits par r sur les gradués sont

¢ : GFPH" (X x U,C) — Gr'H" (%, C), c’est-a-dire
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¢ H(U,C) ® H""{(X,C) —» H'(U, R"*""'ny,C).

Par le théoreme de Lefschetz faible, ¢; est un bijectif pour ¢ > [, injectif pour ¢ = [ avec
un conoyau isomorphe a H'(U,V), et surjectif pour i < [ avec un noyau isomorphe &
HY(U)® H" = 42( X, C) prim (i — [+ 1). Le lemme 7.35 s’applique donc et donne le résultat.

8 Dégénérescence de la suite spectrale de Leray

Lorsque I'on restreint la famille compléte PV d’hypersurfaces & une droite générique, on
obtient un pinceau de Lefschetz. Un résultat frappant sur la cohomologie des pinceaux de Lef-
schetz est le suivant : si on note P! C PV le pinceau et 7 : Xp1 — P! la famille d’hypersurfaces

associée, alors la suite spectrale de Leray de w dégénere en E5. Ce résultat est exposé dans
SGAZ7, 11, exposé XVIII, 5.6.1.

Dans cette section, on démontre ce résultat pour des sous-familles génériques de dimension
2 a 6, si n est pair :

THEOREME 8.1. — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n+1 plongée dans
un espace projectif P, linéairement normale, X <~ ¥ 5 PV la section hyperplane universelle,
W une VSH sur X et m un entier positif compris entre 2 et 6.

Supposons que Ox (1) soit max (3, m)-jet ample. Soit P™ un sous-espace projectif générique
de PV, et X < X, =2 P™ la famille de sections hyperplanes paramétrée par P™. Alors,
limage directe dérivée Ry, (a,W) est décomposable dans 2°(P™,C).

COROLLAIRE 8.2. — La suite spectrale de Leray associée a my, : Xpm — P dégénere en Es.

On commence par énoncer un lemme général qui donne une condition suffisante pour
qu’une extension intermédiaire d’un systéeme local coincide avec l’extension au sens des fais-
ceaux du systéme local. On I'applique ensuite a V.

8.1 Un résultat préliminaire sur les extensions intermédiaires

Les notations de ce paragraphe sont indépendantes du reste du document.

ProPOSITION 8.3. — Soit X une variété algébrique lisse sur C de dimension d, j : U — X
Uinclusion d’un ouvert de Zariski, L un systéme local sur U. Supposons qu’il existe 7 : XX
un revétement galoisien fini de groupe G, tel que le revétement restreint my : U — U soit étale,
et que Ly := my* L s’étende un systeme local L g sur X.

Alors, Uextension intermédiaire ji.(L[d]) est un faisceau (a décalage pres) :

Je(Ld]) =~ (G L)[d].

DEMONSTRATION — Les morphismes 7 et 7y sont finis, donc les foncteurs image di-
recte associés sont exacts sur les faisceaux, égaux a leurs foncteurs dérivés. On les note
simplement 7, et 7y,. Notons j l'inclusion de U dans X.
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Le faisceau image directe 7y, L est muni d'une action naturelle de G, et on a
L= (my.Lg)C.

On en déduit que ji(L[d]) = ju ((mv.Lg)¢[d]), c’est-a-dire, puisque ji. est un foncteur
entre faisceaux pervers équivariants sur U et sur X ([BeLu], 5.2 p. 41) :

Gl Lld) = ju (7o Ligld)©
Montrons maintenant que 'extension intermédiaire ji, (7y, L[d]) est isomorphe a (7, L 5 )[d].

Le morphisme 7 : X — X est fini, donc le foncteur (dérivé) m, est exact pour les t-
structures perverses sur D?(X) et DY(X). Ceci signifie exactement que 'image d’un fais-
ceau pervers est un faisceau pervers. Le faisceau L est un systeme local sur la variété
lisse X, ce qui fait de L ¢[d] un faisceau pervers sur X. Par ce qui précede, 7, L [d] est un
faisceau pervers sur X. Ce faisceau pervers est semi-simple (par le théoréme de décomposi-
tion), et il contient forcément comme sous-objet 'extension intermédiaire de sa restriction

a U. On a donc un isomorphisme de faisceaux pervers :

ou le reste R est un faisceau pervers supporté sur le complémentaire de U, qui est une sous-
variété de dimension strictement inférieure a d. Or, on sait que (7L ;)[d] est un faisceau
placé en degré —d. On en déduit que R = 0 et donc

(UL ld]) = m. L g [d].
Mais alors, on a :
e (L)) [=d] = juu(mv, L [d) ¥ [—d]
= (mLg)"
~ G
= ((me 0 ) L)
— (e omr)L)©
= j*(ﬂ'U*LU)G
—j.L. O
8.2 Dégénérescence

On peut maintenant démontrer le théoreme 8.1. On en rappelle ’énoncé ci-dessous

THEOREME. 8.1 — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n+1 plongée dans
un espace projectif P, linéairement normale, X <~ X 5> PV la section hyperplane universelle,
W une VSH sur X et m un entier positif compris entre 2 et 6.

Supposons que Ox (1) soit max(3, m)-jet ample. Soit P™ un sous-espace projectif générique
de PV, et X < %, =% P™ la famille de sections hyperplanes paramétrée par P™. Alors,
limage directe dérivée Ry, (al, W) est décomposable dans 2°(P™,C).
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DEMONSTRATION — On fixe les notations suivantes :

Xpm L>x

o

Pm%[@\/

o,

k

Up ———U
Par changement de base propre, on a I’isomorphisme de foncteurs :
. ./
"Ry ~ R, i,

donc on a :
iR W [n + m] ~ Ry, " Wxln + m),

En écrivant la décomposition de Saito de Rm,W[N + n], on obtient :

R%wwwwm:fG9@H0m_m,

1€EZL

c’est-a-dire, en explicitant la décomposition (voir 7.27) :

-1
Rt (Wx[m +n]) = ( P B (X, W) [m - i]) (8.2.2)

i=—n

@ (uVIN])[m — N © H" (X, W)[m]
® (@ H™{(X, W) [m — i]) :
=1

Par la proposition 7.12, on a un isomorphisme de faisceaux pervers sur P :
(7 VIN])[m = N] ~ jm1. Vi, [m]).

Enfin, on rappelle qu’il existe une variété projective lisse Y et un morphisme fini p :
Y — P satisfaisant les conditions suivantes (voir le théoréme 2.35) :

— le morphisme p au-dessus de U,, est un revétement galoisien étale p : Uy, — Up ;

— le tiré en arriere prUmV sur Uy, s'étend en un systéme local Vy sur Y.

Par la proposition 8.3, le faisceau pervers jj, (Vy,, [m]) est isomorphe au complexe com-
posé du faisceau jiV|Um placé en degré —m.

Reprenons la décomposition 8.2.2 : tous les termes apparaissant dans la décomposition
sont des faisceaux, a décalage pres. On en déduit que 'image directe est décomposable.
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9 Groupes de cohomologie sur Y et applications

Pour commencer, on détermine dans (9.1) les parties G-invariantes des groupes de coho-
mologie H'(Y,Vy), puis on donne deux applications : dans (9.2), on construit un systéme
local déformable sur Y, et dans (9.3) on montre que la conjecture de Toledo est vérifiée pour
la variété Y.

Ces deux applications dépendent du choix de X et de W, mais ne nécessitent pas que W
soit non rigide.

9.1 Cohomologie équivariante et cohomologie d’intersection

THEOREME 9.1. — Soit X une variété projective lisse de dimension impaire n+1 plongée dans
un espace projectif P, linéairement normale, X <~ X 5> PV la section hyperplane universelle,
W une VSH sur X et m un entier positif compris entre 2 et 6.

Supposons que Ox (1) soit max (3, m)-jet ample. Soit P™ un sous-espace projectif générique
de PV. Sil < m, ousil =m et m > n, la structure de Hodge sur H (Y,Vy)® porte une
filtration dont les gradués successifs sont isomorphes a

HY(PY) @ H™ (X, Wi (i — L+ 1),

pour i variant entre 0 et [ — 1. Sil = m et que m < n, la filtration a un cran de plus et le
gradué supplémentaire est isomorphe a H" ™™ (B, W), (—m).

Ce théoreme découle en fait de la proposition suivante, et de la proposition 7.37 qui donne
la structure de Hodge sur la cohomologie d’intersection :

PROPOSITION 9.2. — Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, on a les isomorphismes
H*(Y,Vy)Y ~ TH*(P™, V).
DEMONSTRATION — On a la chaine d’isomorphismes
HYY, V)¢ ~ HEP™, p,Vy)C ~ HY (P, (p,Vy)Y) ~ HF(P™, j,V).

D’apres la proposition 8.3, j.V[m] = 5.V[m], ce qui donne le résultat. O

La partie G-invariante est sans doute la plus intéressante, car elle reflete uniquement des
propriétés de la VSH V sur P et ne dépend pas du choix du groupe G. En fait, cette partie
invariante est la cohomologie du champ [Y/G] & coefficients dans \ (voir partie I, 3.5).

ProOPOSITION 9.3. — On a :
H*([Y/G],V) ~ H*(Y,Vy)C.

DEMONSTRATION — On utilise isomorphisme H*([Y/G], V) ~ HE(Y, Vy) et le lemme
suivant :
LEMME 9.4. — Soit Hg(Y, Vy) la cohomologie équivariante de Vy surY . Alors, on a

HE(Y,Vy) ~ H* (Y, Vy)C.
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DEMONSTRATION — Considérons 1’application G-équivariante Y — {pt}, et la suite
spectrale de Leray équivariante associée ([McKO01], p. 500) :

EY? = HP(G, H1(Y,Vy)) = H5 (Y, Vy).

Le groupe G étant fini, ses groupes de cohomologie supérieurs a coefficients dans une
représentation complexe sont nuls, et donc

EPT=0, Vp > 0.
Ceci implique que la suite spectrale dégénere en Eo, et que
HE(Y,Vy) = HY(G, H*(Y,Vy)) = H*(Y,Vy)¢. O

Ce lemme donne le résultat. O

9.2 Déformations de systemes locaux

Soit Ly le systeme local Cy @ Vy. Il est sous-jacent a une variation de structures de Hodge
sur Y.

PROPOSITION 9.5. — Supposons que H'(Y,Vy) soit non nul. Alors, Ly admet des déforma-
tions infinitésimales.

REMARQUE 9.6. — Sous les hypothéses des propositions 9.2 et 7.37, il suffit que H" (X, W) prim
soit non nul pour que HY(Y,Vy) le soit également.

DEMONSTRATION de la proposition 9.5 — Remarquons que End(Ly) ~ Ly ® Ly. En
utilisant Ly = Cy @ Vy, on voit que Vy est un sous-systeéme local de End(Ly ), et donc que
H(Y,Vy) est un sous-espace de H'(Y, End(LLy)). Par hypothese, on a H(Y,Vy) # {0},
donc H*(Y,End(Ly)) # {0}. Rappelons que l'espace tangent de Zariski & la variété des
représentations (ou des sytémes locaux) est Pespace des cocycles Z'(Y,End(Ly)) (voir
[LuMa], chapitre 2). Par ce qui précede, il est non nul, ce qui signifie exactement que Ly
admet des déformations infinitésimales.

Enfin, on étudie les obstructions a ce que ces déformations infinitésimales se relevent en
des déformations analytiques.

On appelle obstruction de Goldman-Millson ’application
®: HY(Y,End(Ly)) — H*(Y,End(Ly)),
donnée sur un 71(Y')-cocycle tordu par la formule

u— ®(u)(g1,92) = [ulg1), g2 - u(ge)]-

Le systeme local Ly est sous-jacent a une VSH, donc par le corollaire du théoreme 2 p.
44 de [GMS8S], une déformation infinitésimale u € H*(Y,Ly) se releve en une déformation
analytique de Ly si et seulement si ®(u) = 0.

PROPOSITION 9.7. — L’obstruction de Goldman-Millson est nulle sur H'(Y,Vy) vu comme
sous-espace de H'(Y,End(Ly)).
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DEMONSTRATION — Soit u € H(Y,Vy) C HY(Y,End(LLy)). Alors le 2-cocyle ®(u),
évalué sur un couple (g1, g2) d’éléments de 71 (Y, y), est donné par le crochet de Lie de deux
éléments dans (Vy ), C (End(Ly)),.

Or la décomposition Ly = C® Vy donne une décomposition par blocs des éléments de

0 > Le crochet

(EndLy )y, et les éléments dans (Vy ), C (EndLy ), sont de la forme ( 2 0

de Lie de deux tels éléments est donc nul.

COROLLAIRE 9.8. — Si HY(Y,Vy) est non nul, alors le systéme local Ly admet des défor-
mations analytiques.

Soulignons pour finir que les déformations construites vivent dans la variété des repré-
sentation, et non dans l'espace des modules qui ne voit que les représentations semi-simples.
Les arguments qui précedent ne permettent donc pas de construire une famille « non station-
naire » de déformations de Ly, au sens de Simpson (voir 3.4).

9.3 Autour de la conjecture de Toledo

En rapport avec la conjecture de Toledo sur les groupes fondamentaux des variétés kih-
lériennes et en application du résultat sur H*(Y,Vy), on a la proposition suivante.

PROPOSITION 9.9. — Si HY(Y,Vy) est non trivial, alors H*(m1(Y),C) non plus.

DEMONSTRATION — L’argument est plus ou moins le méme que dans [Rez98], prop.
8.1, déja évoqué dans la premiere partie. On a un diagramme commutatif

d !

HY(m(Y),Vy)® H (7 (Y),Vy) —= H?*(m1(Y), C)

ou les morphismes

HY(Y,Vy)® HY(Y,Vy) = H*(Y,C)

et
HY(m(Y),Vy) ® HY (7 (Y),Vy) = H*(m(Y),C)

sont donnés par cup-produit et contraction par la polarisation de Vy. Le morphisme com-
posé
HYY,Vy)® HY(Y,Vy) = H*(Y,C) —» C

est non dégénéré. Ceci implique la non annulation de H?(7(Y),C).

Ce groupe est conjecturalement non trivial pour toute variété kihlérienne compacte dont
le groupe fondamental est infini. Comme on 1’a annoncé dans la premiere partie (section 3.4),
I’existence d’un systeme local non rigide sur Y implique que la conjecture de Toledo est vraie
pour Y. En particulier, si W est non rigide sur X, les résultats de Simpson montrent que Vy
est non rigide et en particulier que la conjecture est vraie pour Y.

Cependant, si W est rigide sur X, on ne peut pas conclure sur la (non) rigidité de Vy-.
Mais si H" (X, W),im est non trivial et que la proposition 9.2 s’applique, alors H!(Y, Vy)
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est non trivial et la proposition ci-dessus permet de vérifier d’une fagon légerement différente
que la conjecture est vraie pour Y.

Pour conclure, remarquons qu’il serait tres intéressant d’en savoir plus sur 1’éventuelle
rigidité de Vy dans le cas ou W est rigide.
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RESUME

Dans cette theése, on construit puis on étudie une classe d’exemples de varia-
tions de structure de Hodge (VSH) sur des variétés complexes compactes. Dans
la premieére partie, on construit des variétés projectives lisses munies de VSH a
partir de certaines familles de sections hyperplanes & singularités simples. Les
deux parties suivantes correspondent a I’étude de ces VSH de deux points de
vue différents : on montre d’abord que leur application des périodes est géné-
riquement immersive, puis on utilise le théoréme décomposition de M. Saito
pour calculer certains invariants cohomologiques.

ABSTRACT

We construct and study a class of examples of variations of Hodge structure
(VHS) on compact complex varieties. In the first part, we construct smooth
projective varieties carrying VHS by using certain families of hyperplane sec-
tions with ADE singularities. Then we analyse these VHS from two different
points of view : we first study their period map, then we use the decomposition
theorem of M. Saito to explore their cohomological properties.
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