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Résumé

L’objet de cette thése concerne les propriétés du groupe symétrique a travers deux pro-
blémes.
Le premier consiste a étudier ’action du groupe symétrique sur la fraction

1

(r1 — 22) (22 — 23) . (Tp1 — )

w12...n =

En appliquant certaines opérations sur les graphes et les cartes, nous donnons des al-
gorithmes et des formules combinatoires pour déterminer complétement la fraction réduite

suivante :
Up= ) tu
weL(P)

ou P est un ensemble partiellement ordonné et £(P) I'ensemble de ses extensions linéaires.
L’auteur C. Greene a introduit cette fraction rationnelle pour généraliser des identités liées
a la régle de Murnaghan-Nakayama. Nous utilisons ¥ pour établir un nouvel algorithme de
décomposition en éléments simples a l'aide des graphes.

Dans la seconde partie, nous cherchons & développer les puissances paires du Vander-
monde au moyen de fonctions symétriques. En particulier, nous proposons une écriture hy-
perdéterminantale des coefficients du développement des puissances paires du Vandermonde
dans la base des fonctions de Schur. Nous obtenons plusieurs identités reliant les puissances
paires du Vandermonde et les polynémes de Jack. Puis nous introduisons une ¢-déformation

des puissances paires du Vandermonde que nous exprimons grace aux polyndémes de Macdo-
nald.
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Abstract

The main purpose of this document is the symmetric group. In particular, we study the
two following problems :
First, the symmetric group acts naturally on the rational function

1

(1 — z2) (22 — 23) .. (Tpo1 — Tp)

w12...n =

Y

by permuting the variables. With the help of some operations on the graphs, we give algo-
rithms and combinatorial formulas allowing us to compute the reduced fraction

\I/P: Z ¢w

weL(P)

where P is a partially ordered set and L£(P) is the set of the linear extensions of P. The
author C. Greene has introduced these rational functions in the aim to generalize some
identities related to the Murnaghan-Nakayama rules. We use these properties to give an
original algorithm to perform partial decompositions of fractions with the help of graphs.

In the second problem, we study the expansion of the even powers of the Vandermonde
in several basis of symmetric functions. In this part, we give identities between symmetric
functions and hyperdeterminants and we use them to obtain an hyperdeterminental expres-
sion of the coefficients in Schur’s basis. We investigate also the relation between the even
powers of the Vandermonde and Jack’s functions. Finally, we introduce a g-déformation of
the even powers of the Vandermonde and we relate it to some specialisations of Macdonald’s
polynomials.



Abstract




Table des matiéres

Introduction 15
I Sur certaines fractions rationnelles indexées par les graphes 17
1 Introduction . . . . . . . . . . .. 19
2 Ensemble ordonné, graphes et cartes . . . . .. .. ... ... ... ... .. 21
2.1 Posets, diagrammes de Hasse et extensions linéaires . . . . . . . . . .. ... 21
2.2 Lesgraphes . . . . . . . 23
2.3 Prolongement de la définition du diagramme de Hasse et des extensions li-
néaires pour les graphes . . . . . . ..o 24
2.4 Intervalles du permutoedre et extensions linéaires des graphes . . . . . . .. 25
2.5 Cartes enracinées . . . . . . . . . ... 26
3 Quelques outils sur les graphes . . . . . .. ... ... 0L 29
3.1 Suppression d’arétes et de sommets . . . . .. ..o 29
3.2 Contraction . . . . . . . .. 30
3.3 Linéarisation partielle . . . . . . . . . ... L 34
3.4 Deécontraction . . . . . . . ... 35
3.5 Poingonnage de Féray . . . . . . . . ... 36
4 Propriétés générales des fonctions de Greene . . . . . . . ... ... 39
4.1 Les fonctions de Greene . . . . . . . . ... 39
4.2 Application des outils aux fonctions de Greene . . . . . . . . ... ... ... 40
4.3 Connexité et nullité de la fraction réduite . . . . . . . . . .. ... ... ... 44
4.4 Calcul du dénominateur . . . . . . . ... ... 45
4.5 Algorithme pour le calcul du numérateur . . . . . . . .. .. ... ... ... 47
4.6 Formule combinatoire pour le numérateur N . . . . . . ... ... ... .. 49
4.7 Quelques calculs explicites de numérateurs . . . . . . . ... ... ... ... 55
5 Factorisation du numérateur . . . . . .. .. ..o 67
5.1 Factorisation par chaine . . . . . . . ... ... oL 67
5.2 Factorisations complétes des posets planaires . . . . . . . . .. ... L. 71
5.3 Chaines et fonction de Mobius . . . . . . ... ... oL 73



Table des matiéres 10

6 Application de la fonction de Greene a la décomposition en éléments

simples . . . .. 79

7 Conclusion . . . . . . . . .. 85

II Puissances paires du Vandermonde 87

8 Introduction . . . . . . . . . ... 89

9 Les partitions admissibles . . . . . . ... ... ... L. 91
9.1 Développement des puissances paires du Vandermonde sur la base des fonc-

tions de Schur . . . . . . ... 91

9.2 Définition des partitions admissibles . . . . . . . . ... ... L L. 93

9.3 Série génératrice des partitions admissibles . . . . . ... ..o L 94

10 Expression hyperdéterminantale des coefficients dans le développement de

A?* sur les fonctions de Schur . . . . ... ... ... 97
10.1 Hyperdéterminants de Hankel . . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 97
10.2 Hyperdéterminants et intégrales . . . . . . . . . . .. ... L. 98
10.3 Algorithme pour obtenir les coefficients . . . . . . .. ... ... ... ... .. 99
10.4 Conséquences . . . . . . . . ..o 107
11 Polynomes de Jack rectangles et hyperdéterminants de Hankel . . . . . . 109
11.1 Les polynomes de Jack . . . . . . .. .. . oo 109
11.2 La substitution " — A™(Y) . . . . . . . . ... 110
11.3 Polynoémes de Jack quasi-rectangles et hyperdéterminants . . . . . . . . . .. 112
11.4 Puissances paires du Vandermonde et polynomes de Jack rectangles sur ’al-
phabet =X . . L 114
11.5 Polynomes de Jack gauches . . . . . .. .. ..o 116
11.6 L’opérateur [ y et les fonctions symétriques de Jack gauches . . . . ... .. 117

12 Une ¢-déformation des puissances paires du Vandermonde : les puissances

polarisées du ¢-discriminant . . . . . . . . ... ... ... 119
12.1 Polynémes et opérateur de Macdonald . . . . . . . ... .. ... ... ... 120
12.2 Polynémes de Macdonald escaliers et g-discriminant . . . . . . . . .. .. .. 121
12.3 Puissances paires du Vandermonde et polynomes de Jack escaliers . . . . . . 123
12.4 Partitions admissibles et g-discriminant . . . . . . . .. ... ... L. 123
13 Conclusion . . . . . . . . . . 127
Annexe : Développements de produits a ’aide de graphes . . . . . . . . . .. 129
A.1 Interprétation combinatoire du développement de [](pf T+ qﬁjxj) ..... 129

A.2 Preuve combinatoire de 'identité du Vandermonde . . . . . . . . . . . . .. 134



Table des figures

2.1 Un poset représenté par un graphe . . . . . . . ... ... L.
2.2 Exemplede poset . . . . . ..
2.3 Diagramme de Hasse d'un poset . . . . . . . . .. . ... ... .. ..
2.4 Exemple de chaine et decycle . . . . . . ... .00
2.5 Le graphe de permutation Gyzoq . . . . . . . ..o
2.6 Le graphe de permutation Goysr398 - - -« « - - 0 o e oo
2.7 Exemple de 4 cartes différentes . . . . ... ..o

3.1 G’ est le graphe induit par G sur {1,2,3} . . . . . ...
3.2 Suppression du puits 4 . . . ...
3.3 Exemple de contraction . . . . . . . . ...
3.4  Exemple d’émondage élémentaire . . . . . . .. ..o L
3.5 Exemple de sommet libre (le sommet 0) . . . . ... ...
3.6 Le graphe G et G/(4,5), leurs diagrammes de Hasse associés et leurs exten-

sions linéaires . . . . . . .. ..
3.7 Linéarisation partielle G’ . . . . . . . . . ...
3.8 Un graphe G et un graphe induit G’ . . . . . . ... ... ...
3.9 Le graphe G est la contraction du graphe biparti G . . . . . ... ... ...
3.10 Exemple d’application du théoréme 3.5.1 . . . . . . . . ... ... ... ...

4.1 Exemple de graphe . . . . . . .. ..
4.2 Décontractionde G . . . . . . ..
4.3 Le graphe Goy43 n’est pas planaire . . . . . . .. ..o L
4.4 Le graphe Gy3g4 est planaire . . . . . . . ...
4.5 Numérateur et dénominateur de la fraction réduite Vg pprps - - - - - . . . . .
4.6 Contraction et numérateur . . . . . . . .. ...
4.7 Les différents cas de la preuve de la proposition 4.5.3 . . . . . . .. ... ..
4.8 Exemple de carte enracinée M possédant un cycle admissible de type 1

4.9 Une carte enracinée générique M sans cycle admissible de type 1 . . . . . . .
4.10 Exemple de carte enracinée M’ possédant un cycle admissible de type 2 . . .
4.11 Tour d’un arbre recouvrant associé a une carte . . . . . . . . .. .. ... ..
4.12 Graphe a lcycle . . . . . . ..
4.13 Exemple de graphe G ayant pour nombre cyclomatique 2 . . . . . . . . . ..
4.14 Le graphe 54331-complet . . . . . . ..o
4.15 Le graphe G®" pour A =54331 (3" =4433) . . . . . . . ... ... ... ...

11



Table des figures 12

4.16

4.17
4.18
4.19

5.1
0.2

5.3
5.4
2.5
5.6
2.7
5.8
2.9
5.10
5.11

7.1
9.1

Al
A2
A3

Linéarisation partielle du graphe induit par a; et as dans le graphe $-complet,

ou A =54331 (B =4433) . . ... 61
Numérotation d'une partition . . . . . . . ... ... .00 62
Construction de la permutation oss4001 . . . . . . . . . ... 62
Graphes de partition et de permutation . . . . . . . ... ... ... ... .. 63
Exemple de factorisation du numérateur . . . . . . . ... ... ... ... 67
Un graphe G avec une chaine ¢, les composantes G; de G \ ¢ et les régions

correspondantes G . . . . . .. 68
[lustration de la preuve du théoréme 5.1.1 (factorisation par chaine) . . . . . 69
Bon choix de cycle . . . . . . . .. 69
Un diamant . . . . . . . . . 71
Un poset non planaire pour lequel la formule de Greene reste vraie . . . . . 73
Cas 1:i ¢V, et j n'est pas dans la méme région que ¢ . . . . . . . .. ... 74
Cas 2 :1 ¢ V. et j est dans la méme région que ¢ . . . . . ... ... .. .. 75
Cas3:1€Voet j &V, . . 75
Cas 4 :iet jappartiennent a V, . . . . . . . . ... oL 76
Un exemple de factorisation non expliqué par le théoréme 5.1.1 . . . . . .. 7
Un exemple de factorisation non expliqué par le théoréme 5.1.1 . . . . . .. 85
Ordre de dominance . . . . . . . . . . ... 95
Exemple de graphe associé & un produit . . . . . . ... 130
Graphes orientés ayant le méme monéme . . . . . . .. .. ... 133

Graphe K, dans lesquels se trouvent tous les cycles de taille 3 susceptibles
d’apparaitre ou de disparaitre en inversant le circuit (1,2,3) . . . .. . . .. 136



Introduction

13






15

L’objet central de ce mémoire est le groupe symétrique que nous avons analysé a travers
deux problémes :
— I’étude de son action naturelle sur la fraction rationnelle

1

(1 — z2) (22 — 23) .. (Tpo1 — Tp)

¢12...n =

Y

— le développement des puissances paires du Vandermonde

A = (H(QZZ — x]))

1<j

dans différentes bases des polynémes symétriques.

La premiére partie traite plus particuliérement de la somme

\IJP: Z 1/}10

weL(P)

ol P est un ensemble partiellement ordonné et £(P) I’ensemble des extensions linéaires de
P.

L’auteur C. Greene introduit cette fraction rationnelle (article [23]) pour généraliser des
identités liées a la régle de Murnaghan-Nakayama.

Dans ce document, nous étendons la définition de W pour les graphes. Cette description
donne lieu & un développement important sur les graphes orientés, les cartes et de nombreuses
transformations comme le poinconnage de Féray. En appliquant ces outils, nous obtenons des
algorithmes et des formules combinatoires qui déterminent le numérateur et le dénominateur
de la fraction réduite de V. Enfin, nous utilisons le formalisme de ¥ pour mettre au point
un algorithme original de décomposition en éléments simples a partir des graphes.

La seconde partie décrit les puissances paires de Vandermonde dans différentes bases de
polynoémes symétriques comme les fonctions de Schur et les polynémes de Jack.

Cette question est apparue en physique pour étudier la théorie de I'effet de Hall fraction-
naire quantique (voir [36]). D’apreés larticle [17] de P. Di Francesco et al., 'expression des
fonctions d’onde de Laughlin au moyen des fonctions d’onde de Slatter est équivalente au
développement de A?* dans les fonctions de Schur.

Sur ce théme, nous approfondissons plus particulierement les relations qui existent entre
fonctions symétriques et hyperdéterminants. Nous utilisons pour cela de nombreux outils
comme les produits scalaires, les séries génératrices, les substitutions et différents opérateurs
qui symétrisent les polynomes. Ce travail établit une formule hyperdéterminantale des co-
efficients de A?* dans la base des fonctions de Schur. Nous donnons une identité reliant les
puissances paires du Vandermonde et les polynéomes de Jack rectangles sur ’alphabet —X.
En dernier lieu, avec 1'utilisation d’une ¢-déformation de A?*, nous proposons une écriture
de A% 3 l'aide des polyndmes de Jack escaliers.
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Premiére partie

Sur certaines fractions rationnelles
indexées par les graphes

17






Introduction

Ce chapitre analyse les propriétés de la fraction rationnelle

1

(1 — @) (T — x3) ... (o1 — Ty)

z/112A..n =

Plus particuliéerement, pour toute permutation o, nous avons caractérisé les sommes :

Uiig0) i= Z Y,

we(id,o]

ou [id, o] est un intervalle du permutoédre pour 'ordre faible de Bruhat.

En effet, bien qu’aucun lien n’ait pour l'instant été trouvé, il semblerait qu’il existe des
similitudes entre certaines familles de variétés de Schubert et cette fraction rationnelle. Par
exemple, lorsque o évite les motifs 1324 et 2143, la fraction ¥ se simplifie complétement
et s’exprime comme un produit de termes du type (z; — x;)~ " Etonnamment, ces mots
apparaissent en géométrie, identifiant certaines familles de variétés de Schubert. Les variétés
de Schubert sont indexées par des permutations et celles qui sont non singuliéres sont indexées
par des permutations qui évitent les motifs 1324 et 2143.

En fait, la fraction W};4 5 peut étre étendue sur les posets P en définissant Wp de la fagon

suivante :
\I]P = Z ¢w

weL(P)

ot L(P) désigne les extensions linéaires du poset P considérées comme des mots w.

Dans ce nouveau formalisme, les intervalles du permutoédre deviennent des familles
d’extensions linéaires de posets particuliers. Ainsi, d’aprés l'article [5] de S. Butler et M.
Bousquet-Mélou, les intervalles [id, o] ot o évite les motifs 1324 et 2143 sont les familles
d’extensions linéaires des posets pour lesquelles le diagramme de Hasse correspondant est
acyclique.

19
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La fonction Wp a originairement été considérée par C. Greene [23]. Il voulait généraliser
une identité rationnelle liée a la régle de Murnaghan-Nakayama pour les caractéres irréduc-
tibles du groupe symétrique. Dans son article, C. Greene énonce une formule close de ¥
lorsque les posets sont planaires :

T — 0 si P est un graphe non connexe,
P [Lijep(xi — x;)#7(3) i P est un graphe connexe.

La formule explique le résultat obtenu pour les fractions des posets lorsque le diagramme de
Hasse est acyclique, mais ne donne aucune interprétation de ¥ dans le cas général.

Cette partie de notre travail décrit intégralement la fraction Wp pour n’importe quel
poset P.

Préalablement, au chapitre 2, nous élargissons la définition de la fonction ¥ & I’ensemble
des graphes orientés et des cartes, en définissant les extensions linéaires qui se rapportent a
ces objets.

Il existe de nombreuses transformations dans les graphes orientés qui induisent des iden-
tités sur leurs extensions linéaires. Dans le chapitre 3, nous présentons la suppression d’arétes
et de sommets, la contraction, la linéarisation partielle, la décontraction et le poinconnage de
Féray. Contrairement aux quatre autres, le poingconnage est le seul a conserver la structure
interne du diagramme de Hasse d’un graphe. Il ne fait pas apparaitre de graphes autres que
les sous-graphes du graphe initial. Etant donné que V¢ est fortement lié au diagramme de
Hasse de G, cette propriété explique le role fondamental du poingonnage Féray dans I’étude
de .

Le chapitre 4 met en oeuvre les transformations précédentes afin de déterminer, d’une
part, des algorithmes de calcul récursif pour W et son numérateur, d’autre part, des formules
combinatoires pour le numérateur et le dénominateur de la fraction réduite de W. La dé-
termination du numérateur fait intervenir le poingonnage et la notion de carte qui lui est
associée (voir [15]).

Le chapitre 5 introduit un outil, la factorisation par chaine, qui énonce une condition de
factorisation du numérateur de Ws. La factorisation par chaine ne suffit pas & déterminer
tous les numérateurs qui se factorisent, mais elle permet de redémontrer et d’étendre la
formule de Greene a une classe de graphes plus grande. Cette propriété supprime ainsi le
caractére géométrique qui apparait dans le théoréeme de Greene présenté ci-dessus.

Enfin, dans le chapitre 6, nous appliquons la fonction de Greene & la décomposition en
éléments simples. Nous donnons ainsi un algorithme original de décomposition en éléments
simples a I’aide de graphes.



Ensemble ordonné, graphes et cartes

Nous avons vu en introduction que la fraction de Greene est définie sur les posets. Ce-
pendant, il s’avére plus simple de I'utiliser dans un contexte de graphes.

La notion de graphe permet de représenter les posets de fagon naturelle. En effet, ’en-
semble des posets peut étre considéré comme un sous-ensemble des graphes orientés sans
circuits.

Le présent chapitre définit les objets et notations concernant les graphes et les posets que
nous utilisons dans cette partie de notre étude.

2.1 Posets, diagrammes de Hasse et extensions linéaires

Ici nous détaillons les différentes notations se référant aux posets.

Un ensemble partiellement ordonné (poset) P est un ensemble muni d’une opération
binaire < vérifiant :

— pour tout élément x de P, x < z (réflexivité),

—siz <yety<zxalors z =y (antisymétrie),

—siz <yety<z alors z <z (transitivité).

On appelle support d’un poset, I’ensemble des éléments du poset. De méme, on appelle
relation d’ordre tout couple (z,y) de P tel que < y. Dans un poset, on dit que deux
éléments x et y sont comparables si et seulement si z <y ouy < z.

Par exemple, 1 et 2 sont comparables dans le poset {1,2, 3,4} muni de la relation d’ordre
{(1,3),(1,2),(3,4),(2,4), (1,4)}. Toutefois, 2 et 3 ne sont pas comparables.

Généralement, on représente les posets a l'aide de graphes orientés. Les élements des
posets sont alors les sommets des graphes orientés et les relations d’ordre sont leurs arétes.

Dans un souci de clarté, nous dessinons les posets de sorte que si < y alors x est a

gauche de y dans le dessin. Ainsi, le poset de 'exemple précédent est dessiné dans la figure
2.1.

21



2.1. Posets, diagrammes de Hasse et extensions linéaires 22

F1G. 2.1 — Un poset représenté par un graphe

On dit que y couvre zx si x < y et s’il n’existe pas d’élément z qui vérifie x < z < y avec
z # x,y. On note la relation de couverture <. Par exemple, dans le poset de la figure
2.1, 1 X3 mais 1 £ 4.

Un ordre total est un poset dont tous les éléments sont comparables deux & deux.

Un ordre total peut étre représenté par un mot sans répétition de lettres. En effet, les
lettres de I'alphabet sont les éléments de P et, si a < b alors a est a gauche de b dans le mot.

Soient P; et P, deux posets ayant le méme support et des relations d’ordre distinctes.
On dit que P; est compatible avec P; si les relations d’ordre de P; sont incluses dans celles
de P;.

Une extension linéaire d'un ensemble partiellement ordonné P est un ordre total com-
patible avec P. On note £(P) 'ensemble des extensions linéaires de P.

Par exemple, les extensions linéaires du poset {1,2,3,4,5} muni de la relation d’ordre
{(1,3),(2,3),(3,4),(3,5),(1,4),(2,5)} ( voir figure 2.2 ) sont les mots 12345, 21345, 12354, 21354.

1 4

Fi1G. 2.2 — Exemple de poset

Le diagramme de Hasse d’un poset P est le graphe dont les sommets sont les éléments
du poset P et dont les arétes sont les relations de couverture. On notera H(P) le diagramme
de Hasse associé au poset P.

Par exemple, le diagramme de Hasse du poset {1,2,3,4} muni de la relation d’ordre
{(1,2),(1,3),(1,4),(3,4),(2,4) } est dessiné sur la figure 2.3.

1 4 diagramme de Hasse 1 4

F1G. 2.3 — Diagramme de Hasse d'un poset
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2.2 Les graphes

Le livre [12]| présente de nombreux types de graphes. Notre étude concerne uniquement
les graphes orientés finis.

Un graphe orienté est constitué par :

— un ensemble fini de sommets 1,

— un ensemble fini d’arétes E vérifiant Eqg C Vg x V.

Si e est une aréte de Eg, on note par a(e) la premiére composante de e (appelée origine
de e) et w(e) la seconde composante (appelée fin de e).

Dans cette définition, chaque aréte posséde une orientation. Soit e = (v1,v9) une aréte
de Vg X V. On note par € la paire (vq, v1).

Il est pratique de définir quatre notions de parcours du graphe.

Plus précisément, soit G un graphe et F un ensemble d’arétes.

Une chaine est une suite d’arétes ¢ = (eq, ..., ex) de G telle que w(ey) = a(eq), w(ez) =
ales), ... et w(ex_1) = aley).

Un circuit est une chaine (e, ..., ex) de G telle que w(ex) = a(ey).

Un chemin est une séquence (ey,...,e,) d’éléments de E U F telle que w(e;) = a(e),
w(ez) = ales), ... et w(ex—1) = aleg).

Un cycle C est un chemin tel que w(ex) = a(er). Si C' est un cycle, alors nous notons
par HE(C') l'ensemble C'N E.

Cycles et circuits (resp. chemins et chaines) constituent deux objets différents. Dans un
circuit, toutes les arétes se trouvent dans le graphe de départ ce qui n’est pas le cas pour
un cycle quelconque. Dans cette situation, un circuit est un cycle qui vérifie la propriété
HE(C)=C.

On appelle source (resp. puits) tout sommet du graphe qui n’est la fin (resp. le début )
d’aucune aréte. Un sommet extrémal est une source ou un puits. L’ensemble des sommets
extrémaux se note Extr(G). De méme, un sommet intérieur est un sommet qui n’est ni
une source, ni un puits du graphe. L’ensemble des sommets intérieurs du graphe est noté
In(G).

Pour faciliter la lecture des figures, les sommets d'une aréte e sont dessinés de fagon a
ce que a(e) soit toujours a gauche de w(e). Une telle construction n’est pas possible si le
graphe posséde un circuit. Cependant, nous nous intéressons principalement aux graphes
sans circuit.

Un exemple de graphe est dessiné dans la figure 2.4. Dans le graphe de gauche, les arétes
qui ne sont pas en pointillés forment une chaine c¢. Dans le graphe de droite, elles forment
un cycle. HE(C') contient alors 3 arétes : (1,6), (6,8) et (5,7).

F1G. 2.4 — Exemple de chaine et de cycle
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Le nombre cyclomatique d’un graphe G est |Eg| — |Vg| + ¢g, ot ¢ est le nombre
de composantes connexes de G. Par exemple, le graphe de la figure 2.4 posséde un nombre
cyclomatique égal 4 4 =11 — 8 + 1.

Si un graphe contient un cycle alors son nombre cyclomatique est différent de 0 (voir
[12]). Si le graphe est sans cycle, il est appelé forét et son nombre cyclomatique est égal au
nombre de ses composantes connexes moins 1. Ainsi, un graphe connexe et sans cycle est
par définition un arbre et son nombre cyclomatique vaut 0.

Il est & noter qu’il n’y a pas de régle d’orientation pour les arétes d’un arbre. Générale-
ment, un arbre orienté posséde toutes les arétes orientées de la racine aux feuilles. Dans ce
document, nous ne considérerons pas ce genre d’objet.

2.3 Prolongement de la définition du diagramme de Hasse
et des extensions linéaires pour les graphes

Soit G un graphe, il est possible de munir ’ensemble des sommets Vi de la relation

suivante :
def B ale) =x
TRy <= (x—youEIeEEGtelque { wie) =y )

Si le graphe n’a pas de circuit, la cloture transitive < de la relation d’ordre précédente
est antisymétrique et transforme I'ensemble Vi en un poset que nous noterons poset(G).

L’application poset n’est pas injective. Si on regarde I'antécédent par poset d’un poset
donné P, il existe un unique graphe minimum (pour le nombre d’arétes). Ce graphe minimum
est exactement le diagramme de Hasse de P défini a la section 2.1.

La définition des extensions linéaires données au paragraphe 2.1 peut étre formulée a I’aide
des graphes. Une extension linéaire d'un graphe G est un ordre total <,, sur ’ensemble
des sommets Vi tel que, pour chaque aréte de G, on ait a(e) <, w(e).

L’ensemble des extensions linéaires de G est noté £(G). On peut aussi définir la somme

formelle ¢(G) par (G) = > w.
weL(G)
Si G contient un circuit, alors il ne posséde pas d’extensions linéaires. Si GG ne posséde pas
de circuit, les extensions linéaires de G sont exactement les extensions linéaires de poset(G).

Le lemme suivant est une conséquence des définitions précédentes :

Lemme 2.3.1. Soient G et G' deux graphes possédant le méme ensemble de sommets. Alors,

E(G) C E(G") etw e L(G') = w € L(G),

we LG) etwe LIG) <= we LGVE),

V(GVG)=V(G)=V(E),

ot GV G' est défini par { E(GVG) = E(G)UE(G).
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2.4 Intervalles du permutoédre et extensions linéaires des
graphes

Dans ce paragraphe, nous précisons le lien entre les intervalles du permutoéedre et les
extensions linéaires des graphes.

Soit [0, 7] l'intervalle de plus petit élément o et de plus grand élément 7 pour l'ordre
faible de Bruhat.

Par exemple,
(123456, 132564] = {132564, 123564, 132546, 123546, 132456, 123456 }.

Pour toute permutation o de G,,, on associe le graphe G,, appelé graphe de permu-
tation o, qui est le diagramme de Hasse du graphe GP°*¢* défini par :

— l'ensemble de sommets Vgposer = {1,...,n},

~ 'ensemble des arétes Egposer = {(1,7)]i < j et 07! (i) <o '(j)}.

La figure 2.5 présente les graphes Gog et Gyso.

t 1 4 t 1 4
Gjloggi = H(Gﬁjg;) = Gizu =

F1G. 2.5 — Le graphe de permutation Gi3a4

Un algorithme simple pour construire un graphe de permutation consiste a lire les lettres
de G de la droite vers la gauche. Si les valeurs des lettres lues croissent, nous dessinons
les sommets verticalement sur la méme ligne. Si les valeurs décroissent, nous ajoutons les
sommets de la droite vers la gauche. Enfin, nous dessinons les arétes entre deux sommets
t < j sii est agauche de j et s’il n'existe pas de sommet k vérifiant les deux conditions
suivantes :

—i<k<jet

— k se situe a droite de 7 et a gauche de j.

La figure 2.6 montre le résultat de cet algorithme appliqué a la permutation 215736498.

2 8

3 4
S D
/

Fic. 2.6 — Le graphe de permutation Ga15736498

La propriété suivante indique que l’ensemble constitué des £(G) associés a tous les
graphes contient tous les intervalles du permutoédre.
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Proposition 2.4.1. Soit 0 une permutation, alors
L(G,) = [id, o].

Démonstration. L’intervalle [id, o] est 'ensemble des permutations qui sont plus petites que
o pour l'ordre de Bruhat. Il s’agit de ’ensemble des permutations 7 de &,, tel que les sous-
mots croissants de taille 2 de o sont des sous-mots de 7.

D’autre part, les extensions linéaires de G, sont les mots 7’ tels que pour toute aréte (i, j)
de G, (ce qui, par définition, implique que i < j et ¢71(i) < 07(j)) nous avons 7(i) < 7(j).

La définition de 7" est équivalente a celle de 7. [l

Il est & noter que la réciproque de ce théoréeme est fausse, les extensions linéaires des
graphes ne sont pas toujours des intervalles.

Dans larticle [5], S. Butler et M. Bousquet-Mélou ont montré que les graphes des per-
mutations évitant les motifs 1324 et 2143 sont exactement des arbres. Nous verrons ultérieu-

rement que les fractions rationnelles associées aux arbres possédent des expressions simples.

2.5 Cartes enracinées

Une carte est un graphe connexe tel que pour tout sommet v de G, I’ensemble des arétes
d’origine ou de fin v est muni d’un ordre cyclique.

Cette définition est naturelle quand le graphe est dessiné sur le plan (voir par exemple
[43]). La figure 2.7 donne un exemple de quatre cartes différentes possédant le méme graphe
sous-jacent.

1 1 1 1
5 ) ) 5

Fia. 2.7 — Exemple de 4 cartes différentes

Lorsque nous travaillons avec les cartes, il est plus facile de considérer les arétes comme
des couples de deux demi-arétes (hq, hs), la premiére est d’extrémité «a(e) et la seconde
d’extrémité w(e). Ainsi, la structure de carte est donnée par une permutation o sur toutes les
demi-arétes, dont les orbites correspondent a I’ensemble des demi-arétes de méme extrémité.

On appelle demi-aréte extérieure une demi-aréte qui n’appartient a aucune aréte, mais
qui posséde une extrémité et une place dans 'ordre cyclique associé a cette extrémité.

Une carte enracinée est une carte qui posséde une et une seule demi-aréte extérieure.
Cette aréte est notée hy et son sommet *.

Dans ce chapitre, nous avons montré que I’ensemble des posets constitue un sous-ensemble
de graphes.
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Nous avons élargi la définition des extensions linéaires aux graphes et introduit la notion
de carte.

I1 est maintenant possible de définir des opérations (chapitre 3) ainsi qu'une nouvelle
définition de ¥ (chapitre 4) pour les graphes.



2.5. Cartes enracinées
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Quelques outils sur les graphes

Dans le chapitre 4 nous ferons le lien entre la fraction ¥ et les graphes. Pour étudier cette
fraction il est nécessaire de définir quelques opérations sur les graphes. Les pages qui suivent
présentent la suppression de sommets, la contraction, la linéarisation partielle, la décontrac-
tion et le poingonnage de Féray. L’opération la plus importante est le poinconnage de Féray.
Nous verrons ultérieurement que cette opération permet de caractériser complétement W.

3.1 Suppression d’arétes et de sommets

Le principal outil de cette étude est la suppression d’arétes dans un graphe G.

Soit G un graphe et E un sous-ensemble des arétes Eg de GG. On appelle suppression
des arétes de E I'opération qui associe au graphe G le graphe G’ tel que

— les sommets sont ceux de G,

— les arétes sont Eq = Eg \ E.

Nous noterons G — E le résultat.

Si G est un graphe et V' un sous-ensemble des sommets V' de G, on appelle graphe
induit par G sur V' le graphe de sommets V' dont les arétes sont celles de G ayant les deux
extrémités appartenant a V.

La figure 3.1 présente un exemple de graphe induit.

3 3
G: 1 4 G/: 1
2

F1G. 3.1 — G’ est le graphe induit par G sur {1,2,3}

29
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Soit G un graphe, V' un sous-ensemble des sommets de G et V" le complémentaire de
V" a Vg, alors la suppression de V' a G est le graphe induit sur VV”. Le graphe obtenu est
noté G — V.

Un cas particulier consiste & supprimer 1 source ou 1 puits d'un graphe. Nous verrons
dans le prochain chapitre que cela joue un role particulier dans les fractions rationnelles.
Cette particularité s’explique par la propriété suivante :

Proposition 3.1.1. Soit ¢ une source (resp. un puits) d’un graphe G et w un mot d’alphabet
Va. Alors, cw (resp. we) est une extension linéaire de G si et seulement si w est une extension
linéaire de G\ {c}.

Démonstration. Supposons que cw soit une extension linéaire de G et a,b deux sommets de
G — {c}. S’il existe une chaine d’origine a et de fin b dans G \ {c} alors cette chaine existe
dans G. Cela implique que a est a gauche de b dans les extensions linéaires w de L(G\ ({c})).
Réciproquement, supposons que w soit une extension linéaire de G'\ {c}. Soient a et b
deux éléments de G tels qu’il existe une chaine ¢ d’origine a et de fin b dans G. Si a # c,
alors, comme c est une source, ¢ n’est pas le sommet de la chaine. Ainsi, il existe une chaine
d’origine a et de fin b dans G \ {c}. Nous en déduisons donc que a est & gauche de b dans
w. Si a = c¢, alors trivialement a est a gauche de b dans cw. Nous pouvons conclure que

cw € L(G).
O

Par exemple, le sommet 4 du graphe G de la figure 3.2 est un puits et peut étre supprimé.
Les extensions linéaires de G \ 4 sont

L(G\ 4) = {123,213}

et 'ensemble obtenu aprés sélection des mots de £(G) de lettre terminale 4 est en bijection
avec L(G\ 4) :
{w'd € L(G)} = {1234,2134}

2 4 2
\4
1%3 - 1\3

F1G. 3.2 — Suppression du puits 4

3.2 Contraction

Soit G un graphe et e une aréte de GG. La contraction de 'aréte e est 'opération qui
envoie le graphe G sur le graphe G’ obtenu a partir de G — e en remplacant les sommets
a(e) et w(e) par un unique sommet v. Généralement, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous
choisissons de remplacer v par «(e) ou par w(e). On notera cette opération G/e.

Ainsi, si G = H(G) et si a(e) est différent de w(e) alors G/e posséde le méme nombre
cyclomatique que G. A cause de la définition des graphes choisie au chapitre 2, cette propriété
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devient fausse lorsque G # H(G). En effet, nos graphes sont a arétes simples et non a arétes
multiples. Dans le cas des graphes a arétes multiples, la contraction préserve le nombre
cyclomatique des graphes.

La définition de graphes a arétes multiples est obtenue en spécifiant un ensemble de
sommets, un ensemble d’arétes et une relation d’adjacence qui est une application potentielle-
ment surjective de ’ensemble des arétes dans les couples de sommets. Dans le cas des graphes
a arétes simples, cette application est injective, et permet de confondre I’ensemble des arétes
et son image par ’application d’adjacence. L’utilisation des graphes a arétes simples simplifie
considérablement ’ensemble des notations et des preuves de ce document tout en n’altérant
pas les résultats obtenus pour W. De fait, nous verrons dans le chapitre 4 que ¥¢ = Uy q).

Par contre, le choix de cette définition a une incidence sur I'objet N(G) que nous pré-
senterons dans le chapitre 4. Il dépend a la fois des extensions linéaires de G et de ses arétes
(N(G) # N(H(G))). Ainsi, lorsque nous étudions N (G), le meilleur choix de définition pour
les graphes est celui des graphes a arétes multiples.

Un exemple de contraction est présenté a la figure 3.3.

3 3

1 4 contraction de 1—4 1 A

Fi1G. 3.3 — Exemple de contraction

On appelle émondage élémentaire toute contraction d’aréte e telle que a(e) ou w(e)
appartiennent a une et une seule aréte.
La figure 3.4 montre un exemple d’émondage élémentaire.

3
emondage 1 4
elementalre de 0

F1G. 3.4 — Exemple d’émondage élémentaire

Le nombre de composantes connexes de G et le nombre cyclomatique restent invariants
quel que soit I’émondage élémentaire effectué.

Lorsqu’un sommet est le sommet d’une unique aréte, on dit que le sommet est libre (voir
figure 3.5).

Un émondage est une séquence d’émondages élémentaires. Nous noterons Emond(G)
I'unique maximal sous-graphe de GG sans sommets libres.

Proposition 3.2.1. Soit G un graphe sans circuit et e = (c,d) une aréte de G. G /e est sans
circuit si et seulement si e est l'unique chaine de G ayant ¢ pour origine et d pour fin.

Démonstration. Nous allons démontrer cette propriété avec un raisonnement par ’absurde.
Supposons qu’il existe un circuit C' de G /e. Admettons que v (le sommet qui a remplacé ¢ et
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F1G. 3.5 — Exemple de sommet libre (le sommet 0)

d durant la contraction de e) ne soit ni la fin ni 'origine d’une aréte de C, alors C' est aussi
un circuit de G, ce qui est en contradiction avec le contexte de la proposition. Admettons
maintenant que v est le sommet d’une aréte de C' = ((v,u1), (uy, uz), ..., (ug_1,ux)). Par
construction de G/e nous savons que l'une des 4 situations suivantes apparait :

(ug,c) et (c,u;) sont des arétes de G alors ((c,uy), (u1,us), ..., (ugp_1,ux), (ug, c)) est un
circuit de GG, ce qui est impossible.

(ug,d) et (d,u;) sont des arétes de G alors ((d,uy), (uy,us), ..., (ug—_1,ux), (ug, d)) est un
circuit de (G, ce qui est impossible.

(ug,c) et (d,u;) sont des arétes de G alors ((c,d), (d,uy), (ui,us), ..., (ug—1,ux), (ug, c))
est un circuit de GG, ce qui est impossible.

(ug,d) et (c,u;) sont des arétes de G alors ((c,uy), (u1,us), ..., (up_1,ux), (ug, d)) est une
chaine d’origine c et de fin d, ce qui est impossible.

]

Proposition 3.2.2. Soit G un graphe sans circuit et e = (c,d) une aréte (telle que ¢ # d).

Alors w'edw” est une extension linéaire de G si et seulement si w'cw” est une extension
linéaire de G/(c,d).

Par exemple, si nous contractons l'aréte (4,5) du graphe G ( figure 3.6 ), le graphe
(G/(4,5) obtenu est sans circuit et ses extensions linéaires sont

L(G/(4,5)) = {1234,2134}.

De plus, 'ensemble obtenu en enlevant tous les mots de £(G) qui ne contiennent pas le
facteur 45 est en bijection avec L(G/(4,5)).

{w'4su" € L(G)} = {12345,21345}

Démonstration. La démonstration de la propriété se fait uniquement en deux temps. Le
premier correspond au cas dégénéré ou G /e posséde un circuit. Le deuxiéme est consacré au
cas otl G et G/e sont tous les deux sans circuit.

i) Supposons que G /e posséde un circuit.
S’il existe un circuit dans G, alors G et GG /e ne possédent pas d’extension linéaire ce qui
conclut ce cas.
Si G est sans circuit, alors, d’apreés la propriété 3.2.1, il existe une chaine de G d’origine ¢
et de fin d différente de la chaine (¢, d). Dans ce contexte, G ne posséde pas d’extensions
linéaires telles que ¢ soit juste a gauche de d. La propriété est donc vérifiée.
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2 4 : 2
5 contraction de (4,5 5=4
e o4 - g
ldiagramme de Hasse diagramme de HasseJ(
2 4 2

5 contraction de (4,5) 5—=4
H(G) - @' + diagramme de Hasse H(G/(47 5>) -1 3

F1G. 3.6 — Le graphe G et G/(4,5), leurs diagrammes de Hasse associés et leurs extensions

linéaires

ii) Supposons que G et GG/e ne possédent pas de circuit.

D’aprés la propriété 3.2.1, 'aréte (¢, d) est 'unique chaine de G ayant pour origine c et

fin d.

=

Supposons que w’'cdw” soit une extension linéaire de GG. Nous voulons démontrer

que w'cw” est une extension linéaire de G//e. Soit (a,b) une aréte de G/e, 4 cas

sont a envisager :

a=0b=c: c’est impossible car, par hypothése, G /e est sans circuit.

a=cetb#c: dans ce cas, I'une des arétes (c,b) ou (d,b) appartient & G. En
conséquence, d est & gauche de b dans w'cdw” et a est & gauche de b dans w'cw”.

a # c et b= c: cette situation est semblable & la précédente.

a#cetb#c: dans ce cas, (a,b) est aussi une aréte de G/e. Dés lors, a est a
gauche de b dans w'cdw” et donc dans w'cw”.

: Supposons que w'cw” soit une extension linéaire de G/e. Nous voulons démontrer

que w'cdw” est une extension linéaire de G. Pour cela, il suffit de montrer que
I’ensemble des relations associées aux arétes de (G sont des relations de ’ordre total
w'edw”. Soit (a,b) une aréte de G. Soit f 'application définie par :

VG — VG
f: s = f(s) :{c sis=cous=d,

S sinon.

Quatre cas sont a envisager :

— f(a) = f(b) = ¢ : comme G est sans circuit, (a,b) = (¢,d). De ce fait, a est bien
a gauche de b dans le mot w'ecdw”.

— fla) £cet f(b)=c: f(a) =aet (b=coub=d). (a,c) est donc une aréte de
G/e. Le sommet c est a droite de a dans le mot w’cw”. Comme c¢ et d sont cote
a cote dans w'cdw” alors a est a gauche de b dans w’cdw”.

— f(a) = cet f(b) # c ce cas est symétrique au cas précédent.

— f(a) # cet f(b) # calors f(a) = aet f(b) =0b. On en déduit que (a,b) est une
aréte de G/e. Ainsi, a est a gauche de b dans w'cw”. Il en est de méme pour
w'edw”.

]
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3.3 Linéarisation partielle

Soit G un graphe de sommets V' et G’ le graphe induit sur un sous-ensemble V' de V. Soit
w une extension linéaire de G'. On appelle linéarisation partielle de G par w, 'opération
qui associe au graphe G le graphe GG,, obtenu de la facon suivante :
— les sommets de G, sont les sommets de G,
— lensemble des arétes de G, est la réunion de ’ensemble E,, = {(a,b)|a <,, b} et des
arétes de GG ayant au maximum une extrémité dans V.
Par exemple, dans la figure 3.7, les extensions linéaires du graphe induit G’ de G par le

sous-ensemble {3,4} sont
L(G") = {34,43}.

Les linéarisations partielles de GG selon les extensions linaires de G’ se trouvent représentées

dans la figure 3.7
2 4 2 2
G = 1%3 G34=1>§—£G43=>§—2

F1G. 3.7 — Linéarisation partielle G’

Proposition 3.3.1. Soit G un graphe de sommets V et G' le graphe induit par V' C V alors

c@ = | cew

weL(G)
ot | | est le symbole d’union disjointe.

Démonstration. Commengons par prouver d’abord que £(G) = U,czg £(Guw). Par défi-
nition de Gy, on a linclusion ez £(Gw) C L(G). Réciproquement, chaque extension
linéaire de G induit un ordre total sur G'. Ainsi, £(G) = U, (e £(Guw)-

De plus, si w et w’ sont deux extensions distinctes de G’ alors L(G,,) N L(Gw) =0. O

L’ensemble des extensions linéaires du graphe G de la figure 3.8 s’écrit :
L(G) = {123456, 213456, 124356, 214356, 123465, 213465, 124365, 214365} .

Cet ensemble peut étre partitionné en sous-ensembles disjoints indexés par les extensions
linéaires du graphe induit G’ de la figure 3.8. En effet,

L(Guse) = {123456, 213456, 124356, 214356}

L(Gugs) = {123465,213465, 124365, 214365}

On a donc bien, comme l'indique la proposition 3.3.1,

£(G> - ﬁ(G456) L £(G465).
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2 4 6 4 6 2 4 2 4
5 6 6 5
G = m G' = (5 Gase = X>o—o Glaes = &>¢—o

F1G. 3.8 — Un graphe G et un graphe induit G’

3.4 Deécontraction

Dans la section précédente, nous avons décrit I'opération de contraction. Nous allons
maintenant montrer que tout graphe orienté peut s’obtenir a partir d’un poset biparti lors-
qu’on contracte plusieurs arétes. Un graphe est biparti si tous ses sommets sont, soit des
sources, soit des puits.

Théoréme 3.4.1. Tout graphe peut étre obtenu a partir d’un graphe biparti en appliquant
une succession de contractions.

Démonstration. Soit G un graphe. On construit un nouveau graphe G en dupliquant tous
les sommets intérieurs de G

Va=VeU{a|aecIn(G)}

et (a,b) est une aréte de G si :
1. a € In(G) et b =7,
2. be Ext(G), a € G et (a,b) est une aréte de G,
3. b=7¢ ou c est un sommet de G, a est un sommet de G et (a,c) est une aréte de G.

Par construction, tout élément de G est un puits ou une source. De plus, quand nous
contractons les arétes {(a,a) | a € In(G)}, on obtient le graphe G. O

Soit G un graphe, on appelle décontraction de G, le graphe G obtenu dans la preuve
du théoréme 3.4.1.
Par exemple, le graphe G de la figure 3.9 est obtenu par décontraction du graphe G.

Ql
I

FIG. 3.9 — Le graphe G est la contraction du graphe biparti G

La contraction n’est pas une opération bijective. Il existe de nombreux graphes bipartis
qui ont la méme image par contraction. Il est possible de choisir différents graphes pour
la décontraction G. La définition de décontraction choisie n’est pas quelconque. En effet,
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lorsque G est égal a son diagramme de Hasse G = H(G), alors pour toute aréte (a,a), la
contraction de G par (a,a) est aussi un diagramme de Hasse.

H(G/(a,a)) = G/(a,a).
Ce qui peut également se formuler de la fagon suivante :

H(G/(a7a)) = (G - (CL?a))a—»a' (1>

Le graphe G, d’une certaine maniére, est minimal. Si nous choisissons comme décontraction
une opération qui duplique les sommets internes a en a et @, alors, G est le sous-graphe
de tous les graphes qui ont pour image par contractions de (a,a) le graphe G. De plus,
seul G vérifie 'équation (1). Autrement dit, pour tous les autres graphes, la contraction fait
apparaitre des arétes transitives. Etant donné que ¥ est profondément liée au diagramme
de Hasse, cette propriété fait de G un choix judicieux pour la décontraction.

3.5 Poinconnage de Féray

Dans ce paragraphe, nous prouvons une formule récursive sur les sommes formelles d’ex-
tensions linéaires associées aux graphes. Plus exactement, pour un graphe G donné, nous
exprimons ¢(G) comme une combinaison linéaire de p(G’), ou G’ parcourt des graphes pos-
sédant un nombre cyclomatique strictement plus petit.

Soit G un graphe et C' un cycle de GG, on appelle poingonnage de Féray 1'opération
notée Fo(G) qui associe au graphe G la somme alternée :

Fo@)= Y (—)FIY(G-E).
E'CHE(C)
E'#0

La fonction ¢(G) = >, w peut étre étendue par linéarité au groupe abélien libre
weL(G)
engendré par les graphes. On obtient alors le théoréeme suivant :

Théoréme 3.5.1. Soit G un graphe et C un cycle de G. Alors,

p(G) = o(Fo(@)). (2)

On peut remarquer que tous les graphes apparaissant a droite de I’équation (2) ont
strictement moins de cycles que G. Un exemple est dessiné a la figure 3.10 ( pour rendre la
figure plus lisible, nous n’avons pas écrit 'opérateur ¢ devant chaque graphe ).

Dans le cas ot HE(C) = (), ce théoréme dit que les graphes contenant un circuit n’ont
pas d’extension linéaire.

Si HE(C) est un singleton, le théoréme dit que nous ne changeons pas I'ensemble des
extensions linéaires en supprimant l'aréte de HE(C).
Pour prouver le théoréme 3.5.1, nous aurons besoin du lemme suivant :
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FiG. 3.10 — Exemple d’application du théoréme 3.5.1

Lemme 3.5.2. Soit G un graphe et C' un cycle de G. Soit w € L(G — HE(C)). Il existe
E'(w) tel que

VE"C HE(C), weL(G—-E")< F'(w)C E"C HE(C).
Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du lemme 2.3.1 page 24. O

Lemme 3.5.3. Soit G un graphe et C un cycle de G. Soit w € L(G — HE(C)), il existe
E" C HE(C) tel que
we L(G—E").

Démonstration. Supposons qu’il soit possible de trouver un mot w pour lequel le lemme
soit faux. Etant donné que w € L(G — HE(C)), le mot w est compatible avec les relations
associées aux arétes du cycle C' qui ne sont pas dans HE(C).
Cependant, sie € HE(C),onaw ¢ L(G— (HE(C)—{e})). Cela signifie que w ne contient
pas les relations correspondant & l'aréte e. Comme w est un ordre total, il vérifie donc les
relations opposées :

we L[(G-HE(C))Ue|.

En appliquant le méme argument pour toutes les arétes e € HE(C'), on obtient :
we L [(G — HE(C))U HE(C)] .

Cependant, ce graphe contient un cycle orienté et I’ensemble de ses extensions linéaires est
vide. O]

Fin de la preuve du théoréme 3.5.1. Soit w un mot sans répétition dont les lettres sont les
éléments de V' (G). Nous allons calculer son coefficient dans la somme ¢(G) — p(Fo(G)) =

ZE’CHE(C)(_l)‘EqSO(G - E):
- Siw ¢ L(G — HE(C)), son coefficient est égal & 0 dans chaque terme de la somme.
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- Siw e L(G—HE(C)), grace au lemme 3.5.2, nous savons qu'il existe F'(w) C HE(C)
tel que
VE" C HE(C), weL(G—-FE")<= F'(w)CE"C HE(C).

D’aprés le lemme 3.5.3, on sait que E'(w) # HE(C) , le coefficient de w dans ¢(G) —
©(Fe(Q)) est donc
> pi-o

E'(w)CE"CHE(C)

Dans ce chapitre, nous avons défini cinq opérations sur les graphes : la suppression d’arétes
et de sommets, la contraction, la linéarisation partielle, la décontraction et le poin¢connage
de Féray.

Chacune de ces opérations a été traduite par des identités remarquables sur les extensions
linéaires des graphes.

Le chapitre 4 s’attachera a les interpréter dans les fractions rationnelles W.



Propriétés générales des fonctions de Greene

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons défini les graphes et présenté plusieurs opérations
agissant sur ces objets : I'opération de contraction, 'opération de linéarisation partielle et
les différentes opérations de suppression.

Nous allons maintenant étendre la définition de ¥ (introduction 1) pour les graphes
(paragraphe 4.1) et analyser ces opérations dans 'espace des fractions rationnelles. En effet,
pour chacune de ces opérations, une interprétation a été énoncée au moyen de formules
mettant en jeu les extensions linéaires des graphes qui sont associés aux opérations.

La fraction ¥ peut donc étre appliquée a droite et a gauche de chacune des égalités
analysées au chapitre 3. Nous obtenons ainsi les identités du paragraphe 4.2.

Ces propriétés sont utilisées pour déterminer la nullité de ¥ (paragraphe 4.3), calculer
le dénominateur de W (paragraphe 4.4) et caractériser le numérateur de ¥y (paragraphe
4.5 et 4.6).

4.1 Les fonctions de Greene

Soit G un graphe possédant n sommets vy,...,v,, I'objet principal de cette partie est
I'étude de la fraction rationnelle ¥ définie sur les variables (z,,);=1., de la fagon suivante :

1
U(G) = Z . o

xw2> e (:L.wn—l

39



4.2. Application des outils aux fonctions de Greene 40

Par exemple, la fraction rationnelle associée au graphe de la figure 4.1 est égale a :

Ve = Wiogas + Yorges + \11’12435 + Wagss .

= + +
(w1 — @) (w2 — I3)1(1‘3 —ag)(xs —xs) (22 —@1)(21 — $3)1(5L“3 — ) (T4 — Ts5)

+
(w1 = @2) (w2 — w4) (x4 — x3) (23 — @5) (22 — 1) (21 — 24) (@4 — 33) (23 — T5)
TaTs + T3Ts — TaZs — T1T5 — T3Ta + T1T2

($1 - Is)(% - $4)(902 - $3)($2 - 904)@4 - $5)($3 - %)'

e

F1G. 4.1 — Exemple de graphe

Nous nous intéresserons a la fraction rationnelle N(G)

N(@G) = Ya ] @ate) = Tuie)-

ecEqg

Si on reprend le calcul de la figure 4.1 on obtient pour N(G) :
N(G) = (21 — 25)(T4T5 + T3T5 — ToTs — D175 — T3T4 + T17).

Nous verrons plus tard que cet objet est en fait un polynéme et que si G est le diagramme

N
de Hasse d’un poset, ¥(G) = I (@) )
Tafe) — Twle)

e€eEq
est le numérateur de la fraction réduite ¥(G).

est une fraction réduite. Dans ce cas, N(G)

4.2 Application des outils aux fonctions de Greene

Nous allons maintenant interpréter chacune des propriétés du chapitre 3 a l'aide des
fractions rationnelles.
D’aprés le théoréme 3.5.1, le poingonnage de Féray donne :

Théoréme 4.2.1.
Vo= > (—)Fwg g, (3)
E'CHE(C)
E'£0

Cette propriété centrale caractérise W et permet de démontrer a elle seule I’ensemble des
résultats de cette étude.

Nous analyserons en détail les propriétés connexes a cette formule.

Soit G un graphe de sommets V et G’ le graphe induit par V' C V. L’opération de
linéarisation partielle se traduit par :
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Proposition 4.2.2.

Vo= Y Vg,

weL(G)

L’opération de contraction posséde également une interprétation dans ce cadre.

Proposition 4.2.3. Soit ¢ et d deux éléments d’un graphe G. Nous avons

lim (2, —z4). Vg =

Td—Tc

Veiea) si(c d) est une aréte du diagramme de Hasse de G,
0 stnon.

Démonstration. En appliquant la substitution z. = x4 sur ¥¢, nous obtenons

lim (z. — x4)¥e = lim Z (e — 2q) . (4)

Tq—Tc Td—Tc

weL(G)

Si cd et de ne sont pas des facteurs de w, alors (z. — z4) n’est pas un facteur de Den(1,,) ni
de Num(t,,). On en déduit que lim,, ., (2. — 24)t, = 0.

Si ed ou dc est un facteur de w, alors (z. — z4) est aussi un facteur de Den(v,,) avec
multiplicité 1. Nous obtenons donc que lim,, ., (. — z4)¥, converge.

Nous concluons que somme et limite peuvent étre permutées dans I’équation (4) pour obtenir

lim (z, — 24)Vg = Z lim (x. — x4)y, (5)
Tyg—Te Tg—Tc

ou la somme décrit les extensions linéaires w de G ayant cd et dc comme facteur (quand elles
sont identifiées a des mots).

Il y a trois cas a considérer :

1) Il n’existe pas de chaine d’origine ¢ et de fin d et vice versa. De maniére évidente, le mot
w'edw” est une extension linéaire de G si et seulement si w'dcw” est aussi une extension
linéaire de GG. Nous en déduisons donc que ¥y cqu €t Yuraew apparaissent dans la somme
de I’équation (5). Nous obtenons alors

D DI ST INRVRT I R

e wcdw” €L(G) e
En posant f(z., xq) = (e — Ta)Vwedw, 0N obtient (x. — 24)Vwdewr = — (T4, xc). Alnsi,
xllilig (xc - xd)[ww’cdw” + ¢w’dcw”] = xllilig (f(x(h I’d) - f(xd7 :Ec)) =0. (7)

A partir des équations (6) et (7), nous déduisons que lim,, ., (v, — 74)¥¢ = 0.

2) Supposons maintenant que soit (¢,d) ou soit (d,c) est une aréte mais qu’il existe une
chaine d’origine c et de fin d. En assumant que (¢, d) est Uaréte ('autre cas est similaire),
il existe au moins un élément a tel qu’il existe une chaine de G passant par a, d’origine
c et de fin d. Alors £(G) ne contient pas de mots ayant cd ou dc en facteur. Le résidu
lim,, ., (2. — 24)¥q est égal & 0.
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3) Si (c,d) est une aréte de G mais qu’il n’existe pas d’autre chemin d’origine ¢ et de fin
d(le cas (d, c) est analogue), alors

lim (x. — x4)V¢g = Z lim (z. — 24)ty
Td—Tc

Td—Tc

ou la somme décrit les extensions linéaires w de G vérifiant w = w'cdw”. D’apres la
proposition 3.2.2, on a

lim (x. — x4)Vq = E limzy — z.(xe — 20)Vwcauw -
Ti—T x
e w'ew"eL(G/(c,d))

La définition de 1, implique lim,, ., (2. — Za)Yw cdw” = Yuwewr- Ce qui finit la preuve.
]

Corollaire 4.2.4. Soit G un graphe tel que G = H(G). Soit G la décontraction de G, alors
licrp( Num(¥g) ) = Num(¥q)

ou C = {x; — z;|i € In(G)}.

Démonstration. D’aprés le théoréme 4.2.3 et la proposition 3.4.1 on sait que

hén H (x; —x;)¥g | = Vg
ieIn(G)

De plus, le dénominateur de W est déterminé par les arétes du diagramme de Hasse de G
( voir théoréeme 4.4.1). Comme G = H(G), par construction de G, la contraction préserve
I’ensemble des arétes du diagramme de Hasse de G a I'exception des arétes contractées. Ainsi,
il y a bijection entre les facteurs du dénominateur Vs et les facteurs du dénominateur de
[Ticine)(zi — 27)¥g. On obtient alors :

lién( Num(¥g) ) = Num(¥g).

]

Par exemple, la fraction rationnelle W qui est associée au graphe G de la figure 4.2 peut
étre obtenue en appliquant des résidus successifs sur W :

Num(¥g) :2 w5.ag§ — 1.0 — To.Tg — T9.T3 — T3.05 — T3.07 — T4.T3 — T4.07 — T1.03 + T5.27 +
T3+ T3+ 3.7 + T1.02 + T1.23 + T1.24 + T2.T3 — L1.T5 + T2.04 — T2.T5

lim, ( Num(Vg) ) = Num(¥¢)
Tz—w

Num(Vg) = x1.09 + T3.25 + T4.T5 — T1.T5 — To.T5 — T3.T4

Il suffit de calculer ¥ pour les graphes bipartis.
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Ql
I

FI1G. 4.2 — Décontraction de G

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en valeur 'opération permettant de supprimer
une source ou un puits. Cette opération s’interpréte de la facon suivante sur les fractions
rationnelles :

Proposition 4.2.5. Soit ¢ un sommet d’un graphe G,

—Wa\ sicestun puits,
lim (z.¥¢g) =< Ve sic est une source,
Te——+00 .
0 stnon.

Démonstration. Nous avons

lim (z..¥g) = lim Z (e Wy).

ZTe—+00 Te—+00
weL(Q)
Lorsque nous coupons la somme en deux parties dont la premiére est la somme de tous les
mots commencant ou finissant par ¢ et la seconde le reste des termes, nous obtenons

lim (2,.¥g) = lim Do (zely) + > (2.T0) | . (8)

Te—+00 Te—+00
weL(G) weL(G),w=w'cw!

’ / ’ 1"

w=cw’ ou w=w'c et w/,w!’ n’est pas trivial

Comme c est la premiére et la derniére lettre de w, alors le degré de z. dans 1, est —1 et
limg, oo (2ethy) = Py. Si ¢ n'est pas la premiére ni la derniére lettre de w, alors le degré
de x. dans 1, est —2 et lim,, 4 (2:1yw) = 0. Nous en déduisons que limite et somme dans
I’équation (8) peuvent étre permutées pour obtenir

Jm weYe) = D, I (e b) ®)

weL(G)

w=cw! ou w=w’c

Ce qui donne
lim ({L‘c.\lfg) = Z \I/w/.
TeHoo weL(G)

w=cw’ ou w=w’c

Par la proposition 3.1.1, nous concluons que

lim (JZC.\Ifg) = \Ifg\{c}.

Te—+00
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4.3 Connexité et nullité de la fraction réduite

Dans cette partie, nous allons interpréter la notion de connexité des graphes par I'inter-
médiaire des fractions rationnelles. En particulier, le corollaire 4.3.2 montre que Vg = 0 si
et seulement si G est déconnecté.

Définition 4.1. Le graphe G est fortement planaire si son diagramme de Hasse peut étre
dessiné suivant les regles suivantes :
— les arétes dowent étre des segments,
— lorigine d’une aréte doit étre située a gauche de la fin de l’aréte,
— les arétes ne doivent pas se croiser,
— st on ajoute un puits relié a tous les puits de G et une source reliée a toutes les sources
de G, alors les arétes ne doivent pas se croiser.

La définition énoncée ci-dessus est la généralisation de la définition de Greene [23] sur les
posets planaires dans les graphes.

Cette définition de planarité n’est pas usuelle car elle impose des conditions supplémen-
taires pour dessiner les graphes dans le plan.

Par exemple, d’aprés la définition de Greene [23], les figures 4.4 et 4.3 sont respectivement
des graphes planaires et non planaires.

1%3 ——
3

1 4 Addition de
[

0 et co

F1G. 4.4 — Le graphe G394 est planaire

Théoréme 4.3.1 (Greene [23]). Soit G un graphe planaire, alors

U 0 si G n’est pas connezxe,
¢ [osea(®a — 1)He (@0 5 G est connexe,
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ol e est la fonction de Mdébius sur le poset associé a G.
Nous avons donc le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.2. Soit G un graphe, le diagramme de Hasse de G est conneze si et seulement
St \I/G 7é 0.

Démonstration. Supposons au préalable que G est connexe et que Vg = 0. Comme la
contraction des arétes préserve la connexité des graphes, nous contractons successivement
les arétes de G jusqu’a produire un nouveau graphe ayant une unique aréte (¢, d). Avec le
théoréme 4.2.3, nous obtenons V._,; a partir de ¥ en appliquant une succession de résidus. 11
s’en suit que V._; = 0. Ce qui constitue une contradiction avec le calcul direct V._4; =
Ainsi, Vg # 0.

Réciproquement, nous considérons le cas ou le graphe G n’est pas connexe.

Soient (' et C5 deux composantes non connexes de GG. La proposition 4.2.2 implique que

qu == Z \I/(Gwl)wg .
w1 Eﬁ(Cl),wQEE(CQ)

Te—xg

Comme chaque graphe (G, )w, est planaire et non connexe, le théoréme de Greene (théoréme
4.3.1) donne ¥ = 0. O

4.4 Calcul du dénominateur

Dans cette section, nous proposons une formule explicite du dénominateur de ¥g. Ce
résultat permet d’établir un critére simple pour déterminer le degré du numérateur.

On notera par Den(¥s) le dénominateur de la fraction réduite de ¥ et par Num(¥¢)
son numeérateur.

Théoréme 4.4.1. Soit G un graphe conneze et H(G) son diagramme de Hasse, alors :

Den(V¢) = H (xe — z4q).

(e,d)eH(G)

Démonstration. Le théoréme 4.2.3 implique que [ ], pcpy(q) (Te—2a) est un facteur de Den(¥e).
Etant donné que les contractions préservent la connexité du graphe (corollaire 4.3.2), nous
en déduisons que Den(V¢) est exactement [ ], jcryq)(Tc — Za)- O

Ce résultat montre que le diagramme de Hasse joue un role important dans 1’étude des
fractions rationnelles. De plus, le corollaire suivant confirme le statut spécial du diagramme
de Hasse.

Corollaire 4.4.2. Soit G un graphe connezxe, le degré de Num(V¢) est égal au nombre
cyclomatique du diagramme de Hasse de G.

Démonstration. Soit G un graphe connexe possédant n sommets. Soit m le nombre d’arétes
de H(G) et o le nombre cyclomatique de H(G). Grace au théoréme 4.4.1, nous savons que le
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degré du numérateur de la fraction réduite est au plus égal a n — 1 — m. D’aprés la formule
d’Euler, (voir par exemple [12] ou [21]), n — m — 1 représente le nombre cyclomatique de
H(G). Etant donné que le polynéme Num(¥¢) est homogéne, on en déduit que Num/(¥)
est, soit nul, soit de degré o. Comme G est connexe, le corollaire 4.3.2 clot la preuve. [l

Par exemple, le nombre cyclomatique du diagramme de Hasse de Giszos4¢ vaut 3 (voir
figure 4.5). Le degré de son numérateur est égal a 3.

Num(Ve, pes) = T1.22.03 — T1.T9.Tg — T2.L3.04 — T1.T3.T¢ — L1.L4.T5 — To.T3.T5 +
X1.04.2¢ + T2.T3.T¢ + L2.T4.T5 + T1.05.06 + T3.04.L5 — T4.T5.L¢

Den(Vg, 0-0s) = (1 — 23). (117 — 22).(T5 — ). (x4 — x6) (23 — T5). (22 — x5). (3 — 24). (X2 — 24)

<P

F1G. 4.5 — Numérateur et dénominateur de la fraction réduite Vg, ..,

Corollaire 4.4.3. N(G) est un polynome et le produit H(e € Eq \ H(G))(Zate) — Tu(e))
factorise N(G).

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe de la définition de N(G) et du théoréme
4.4.1. O

Ce dernier corollaire entraine Num(¥¢s) = N(G) lorsque G et son diagramme de Hasse
sont identiques.
De plus,

Proposition 4.4.4. Soit a un élément du graphe connexe G tel que a est un sommet libre
dans le diagramme de Hasse de G. Soit b l'unique sommet tel que (b,a) ou (a,b) soient des
arétes du diagramme de Hasse de G, alors

1

Vo) 7 st a est une source,
QIG = \I} CLI . .
G\{a}- st a est un puits.

Tp—Tq

Démonstration. Soit a un sommet libre du diagramme de Hasse de G. Nous écrivons le
numérateur de ¥ comme un polynome en z, a coefficient dans C[X \ z,] :

Num(¥q) = Z Cizl.

Comme a est un sommet libre, a est une source ou un puits de G. Le théoréme 4.2.5
montre que

lim (z,.¥Y¢g) =

Tq—+00

—WUq\ sl aestun puits,
Ve  sia est une source.
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D’apreés le théoreme 4.4.1, x, est de degré 1 dans le dénominateur de la fraction réduite de
Vg, ce qui implique que Cy # 0 et pour tout ¢ > 1, C; = 0. Ainsi, Num(¥g) = Cy =
Num(\Ilg\{a}). ]

Corollaire 4.4.5.
Num(\Ifg) = Num(\IlEmond(G))

4.5 Algorithme pour le calcul du numérateur

Le calcul du numérateur de W est un travail plus complexe et fait I’'objet des paragraphes
4.5, 4.6, 4.7. Dans la section présente, nous décrivons un algorithme permettant de calculer
le numérateur de W.

Le principe consiste a itérer le poingonnage de Féray sur ¥ jusqu’a ramener le calcul a
une somme de fractions rationnelles associées uniquement a des arbres et des foréts.

Avant de traiter le cas général, nous allons considérer le calcul de ¥ pour les arbres et
les foréts. Comme les foréts ne sont pas connexes, leurs fractions rationnelles associées sont
nulles. Il ne reste donc plus qu’a examiner le cas des arbres.

Lemme 4.5.1. Soit G un graphe conneze, alors le diagramme de Hasse de G n’a pas de
cycle si et seulement si Num(Vq) =1

Démonstration. Ce résultat est 'application directe du théoréme de Greene et de son corol-
laire 4.4.2. O]

Jusqu’a présent, nous avons travaillé sur la fraction réduite de V. Dans ce paragraphe
nous nous intéresserons plus généralement & N(G). En effet, les conséquences du poingonnage
de Féray s’observent plus facilement sur N(G) que sur V.

Dans la section précédente, nous avons vu que N(G) était un polynome et que si G
n’est pas un diagramme de Hasse, N(G) peut se factoriser et posséde au moins le facteur
[ecrone) (@ae) = Tu(e)-

Lorsqu’on souhaite calculer le numérateur de ¥, il suffit de déterminer N pour le dia-
gramme de Hasse de G, ou de supprimer le facteur [ [ c g \2(c) (Ta(e) — Tu(e)) de N(G).

C’est pourquoi, nous ne perdons pas en généralité quand nous étudions N(G).

Ecrit avec la quantité N(G) au lieu de W, le théoréme 4.2.1 devient :

Proposition 4.5.2. Soit G un graphe contenant un cycle C'. Alors,

E|-
NG = 30 |(=DFING = B) ] (o = 2
E'CHE(C) ecE'’
E'#0

D’aprés le lemme 4.5.1, on a N(T) = 1 si T est un arbre et N(F) = 0 si F' est une
forét non connexe. Ainsi, en itérant cette proposition, nous pouvons calculer N(G). Plus
précisément, si aprés avoir itéré la transformation de type F¢ sur GG, nous obtenons une
combinaison linéaire formelle Y cpF de sous-foréts de G, alors :

N(G) = Yoo o I @ae = zue):

T sous-arbre de G e€EG\Er
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Dans cette formule, N(G) apparait comme une somme de polynoémes. Lorsque nous utilisons
cette identité, le calcul de N(G) est plus facile et rapide que l'application directe de la
définiton de ¥ qui donne

N(G) = Z (\Pw . H (:L‘a(e) — ZEw(e)))
weL(G) e€bq

ou chaque terme de la somme peut avoir plusieurs poles.

Par exemple,

2 2
N 1123 =N m (x) —x3) = 11 — 3.

A l'aide du poinconnage de Féray et de son algorithme, il est possible de redémontrer de
maniére indépendante le théoréme concernant la contraction et les résultats connexes qui lui
sont associés. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser la définition des graphes a arétes multiples.

Proposition 4.5.3. Soit G un graphe a arétes multiples et e une aréte de G entre deux

sommets vy et vy. Alors,
N(G/e) = N(G)

Ty =Ty =To

ot v est la contraction de vy et vy dans G/e.

2 4 2=4

contraction de 2—4
1 3 1 3
Nl lN

r2=x4
T+ X9 — T3 — X4 R rl —x3

F1G. 4.6 — Contraction et numérateur

Démonstration inductive sur le nombre cyclomatique de G. Si G est une forét, alors I'égalité
est évidente par le corollaire 4.3.2.

Si G /e contient un cycle C,, alors nous pouvons considérer les cycles C' ci-aprés (la figure
4.7 illustre les différents cas) :

1) Si v (contraction de vy et de vy) n’est pas un sommet du cycle C, de G/e, alors C, est
aussi un cycle C' de G.

2) Supposons que v est la fin d’une aréte e; et lorigine de l'aréte e,y dans le cycle C, =
(é1,...,¢e) de G/e. Supposons aussi que w(e;) = a(e;+1) dans G. Alors, C,. peut toujours
étre considéré comme un cycle C' de G.
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G _ contraction G/e _
‘ de e=(v1,v2)

F1G. 4.7 — Les différents cas de la preuve de la proposition 4.5.3

3) Supposons que v est la fin de e; et origine de e;,; mais que les extrémités w(e;) et a(e;;1)
sont différentes dans G. On ajoute alors une aréte e ou € au cycle C, (entre e; et e;,1)
pour obtenir un cycle C' de G.

En modifiant éventuellement les orientations de C. et C, on peut supposer que e ¢
HE(C). Dés lors HE(C') = HE(C.). D’aprés le théoréme 4.5.2, il est possible d’écrire :

NGley= > (—D)EIIN((Gle) = E). T (Tate) — Tuio)

E'CHE(C.) c€E
E' 40
NG = Y D)FENG = B [ ] @ae) = Tue)-
E'CHE(C) ecE’
E'#0

Comme e ¢ HE(C),
(G—FE))e=(G/e)— E" et HE(C,)=HE(C).
On finit la preuve en appliquant 'hypothése de récurrence aux graphes G — E’. ]

Une autre conséquence immeédiate de la proposition 4.5.2 est la propriété d’annulation

de N(G) ci-dessous :

Corollaire 4.5.4. Soit G un graphe. Soit C un cycle de G tel que HE(C) = {e1,...,e.}.
On a
N<G)|$a(ei):$w(ei),i:1...7‘ = 0.
Malheureusement, ce corollaire, écrit pour chaque cycle du graphe G, ne permet pas de
caractériser N(G) a un facteur multiplicatif pres.

4.6 Formule combinatoire pour le numérateur N

L’itération de la transformation F¢ sur le graphe G produit une combinaison linéaire
formelle de foréts. Le polynéme N associé au graphe G se calcule a partir de cette combinaison
linéaire.

Cependant, il existe beaucoup de choix de cycles possibles a chaque étape de l'itération
et la combinaison linéaire ainsi obtenue dépend des choix effectués.
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Un moyen d’éviter ce probléme consiste & munir G d’une structure de carte et a examiner
la décomposition particuliére introduite dans Iarticle [15, section 3]. Avec ces choix particu-
liers, nous avons une description combinatoire des arbres possédant un coefficient +1. Tous
les autres arbres ont un coefficient égal a 0.

Cette section est donc consacrée aux cartes enracinées. Nous avons vu précédemment que
les cartes enracinées (section 2.5) étaient caractérisées par I'ordre cyclique autour des arétes.
Dans cette configuration, il n’est pas toujours possible de garder la convention graphique
selon laquelle I'extrémité d’une aréte est toujours & droite de son origine.

Cartes enracinées et cycles admissibles

Nous rappelons que pour calculer N(G), un algorithme naif conduirait a poingonner
n’importe quel cycle du graphe (voir proposition 4.5.2). Si le graphe posséde une structure
de carte enracinée, il est intéressant de choisir les cycles avec des propriétés spécifiques. Le
choix que nous allons présenter est indépendant de l'orientation des arétes du graphe. Il
consiste a sélectionner un cycle admissible & chaque étape.

On appelle cycle admissible de type 1 tout cycle tel que :

1) Le sommet x est un sommet du cycle, c’est-a-dire que x est 'extrémité d’une demi-aréte
h; de e; et d'une demi-aréte h;;q de e;11 pour un indice donné 7 ;

2) L’ordre cyclique des demi-arétes associées a x et restreint a I’ensemble {ho, h;, hi+1} est
I'ordre cyclique (ho, hit1, hi).

F1G. 4.8 — Exemple de carte enracinée M possédant un cycle admissible de type 1

Si _C: est un cycle qui satisis}tit la premiére condition, alors il existe un unique cycle parmi
C et C qui est admissible ( C' étant le cycle C dont les arétes g{lt été inversées ).
Si C est un cycle vérifiant (1) alors, soit C' est admissible, soit C' est admissible.

Si une carte enracinée ne posséde pas de cycles de type 1, on construit une famille

de nouvelles cartes enracinées M, ..., M, en supprimant le sommet x et les demi-arétes
d’extrémité %. Les demi-arétes restantes deviennent alors les nouvelles racines des cartes
enracinées My, ..., M,.

Dans ce cas, nous appelons cycle admissible de type 2 les cycles admissibles de
My, ..., My (de type 1 ou 2).
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La figure 4.9 illustre la construction des cartes enracinées M, ..., M. Un exemple de
cycle admissible de type 2 est dessiné dans la figure 4.10.

racine de M

racine de M {

:‘f{/_///: :<%': :‘({/-///.

MM M,

F1G. 4.9 — Une carte enracinée générique M sans cycle admissible de type 1

F1G. 4.10 — Exemple de carte enracinée M’ possédant un cycle admissible de type 2

Une carte enracinée sans cycle admissible ne posséde aucun cycle, il s’agit donc d’'un
arbre.

Décomposition des cartes enracinées

Considérons l'algorithme ci-aprés :

1. entrée : une carte enracinée M,

2. variable : S est la combinaison linéaire formelle de sous-cartes de M,

3. initialisation : S = M,

4. étape itérative : choisissez une carte M, associée & un coefficient non nul ¢y, dans S
qui n’est pas une forét. Sélectionnez un cycle admissible C' de M,. Appliquez F¢o a

My dans S et gardez seulement les graphes connexes dans le membre de droite (ils ont
naturellement une structure de carte enracinée). Formellement,

S:=5- CMOMO + CMO(S(«/,:‘C(M0>>7
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ou 0 est 'opérateur linéaire défini par :

M’ si M’ est connexe
(AN I
O(M) = { 0  sinon,

5. fin : itérez jusqu’a ce que S soit une combinaison linéaire de sous-arbres de M,

6. sortie : S.

Définition-Théoréme 4.6.1. Cet algorithme termine toujours et est confluent. Soit D(M)
la sortie de [’algorithme.

Idée de la preuve. Pour une preuve compléte, voir [15, définition-théoréme 3.1.1 et 3.2.1,
avec la remarque 2|.

La terminaison est évidente : toutes les cartes dans F¢(My) ont un nombre cyclomatique
plus petit que celui de M.

Pour la confluence, les cartes dont les graphes sous-jacents sont considérés dans le para-
graphe 4.7 jouent un role similaire a des pics critiques en théorie de réécriture. Il suffit de
vérifier notre résultat pour ces cartes particuliéres. Il y a une infinité de cartes de ce type,
toutefois un seul calcul est suffisant pour traiter le cas général. O]

Proposition 4.6.2. Soit M une carte enracinée.

Démonstration. Nous devons vérifier que W(S) est un invariant de notre algorithme. Ce
résultat est évident car les opérateurs F¢ et 0 laissent ¥ invariant (voir théoréme 3.5.1 page
36 et corollaire 4.3.2 page 45). O

Par exemple, soit le graphe biparti G5 (A = {a1, a2}, B = {b1, b2, b3}) avec la structure
de carte enracinée suivante :

— si on note par ey ; (resp es;) l'aréte entre a; (resp. as) et b;, 'ordre cyclique autour du

sommet a; (resp. as) est (e11,e12,€1,3) (resp. (ea1,e€229,€23)).

— la racine est by et 'ordre cyclique autour de by est (ho, €29, €2.1)-
Le cycle C = (€232,€21,€11,€12) (dessiné sur la figure 4.8) devient admissible (de type 1).
Etant donné que HE(C) = {eq1, €12}, la premiére itération de I'étape 1 de notre algorithme
de décomposition donne :

Les deux premiers graphes contiennent chacun un cycle admissible : le premier de type 1(C' =
(€22, €23, €13, €12) avec HE(C) = {ea3,€12}), le deuxiéme de type 2 (C' = (e23, €13, €11, €2.1)
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et HE(C) = {ez3,€1.1}, voir figure 4.10). Ainsi, l'algorithme s’arréte aprés deux autres
itérations, ce qui méne au résultat suivant :

De maniére surprenante, les coefficients des arbres D(M) valent tous 0 ou +1. Nous verrons
dans la prochaine section que cette propriété reste vraie quelle que soit la carte M. En
fait, le signe obtenu constitue un cas particulier de [15, Proposition 3.3.1] et caractérise
combinatoirement les arbres avec un coefficient +1.

Coefficient de D(M)

Pour calculer le polynéme NV, il faut déterminer les coefficients des arbres couvrants de
D(M). Ici, nous faisons le lien entre ce coefficient et une propriété combinatoire de 'arbre
T.

définition 4.6.1. 5@ T est un sous-arbre couvrant de la carte enracinée M, le tour de
Parbre T commencant par hy définit un ordre sur les demi-arétes qui n’appartiennent pas

a T. La définition est facile a comprendre sur la figure /.11 : ce schéma présente le tour
(hi, hd, b3 h3 B3 hi, h3, hi) (voir [4] pour une définition précise).

Fi1G. 4.11 — Tour d’un arbre recouvrant associé a une carte
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Nous rappelons que D(M) ne dépend pas du choix du cycle admissible de 1'étape 1 de
I’algorithme de décomposition. Un bon choix pour calculer les coefficients d'un arbre couvrant
T C M est formulé par le lemme 4.6.3. Etant donné une aréte e de M — T, il est bien connu
qu'il existe un unique cycle (a une orientation prés) noté C'(e) tel que C(e) C (Er U {e}).

Lemme 4.6.3. Il existe une aréte ey € M — T telle que C(ey) ou C(egy) soit admissible.
Nous supposerons sans perte de généralité que C(eg) est admissible. De plus,

la premiere demi-aréte de eq apparait dans

¢o € HE(C(e)) <= le tour de T" avant la seconde.

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait par induction sur la taille de M. Elle peut
étre divisée en trois cas distincts :

1. ¢'il existe une aréte e de M —T dont l'origine et la fin est x ('extrémité de la demi-aréte

externe), alors * est un sommet du cycle C'(e). De plus, C(e) ou C(e) est admissible
et de type 1;

2. soit T1,...,T; les composantes connexes de T — {x}. S’il existe une aréte e dont les
extrémités sont dans deux composantes différentes T, alors C'(e) posséde le sommet x
et e convient pour notre lemme

3. enfin, si M — {x} posséde autant de composantes connexes que 7' — {x} (nous noterons
M; D T;(1 <14 <) ces composantes) alors il existe un entier j, tel que M; 2 T;. Dans
ce cas, M ne posséde pas de cycle admissible de type 1. Cependant, par induction, il
existe e € M; — Tj tel que Cyy, (e) soit admissible dans M;. Par définition, ce cycle est
admissible et de type 2 dans M. Or Cyy,(e) = Ci(e), ce qui clot la preuve du lemme.

La seconde partie de la preuve est aisée dans les deux premiers cas (voir figure 4.11). Pour
le troisiéme cas, il s’agit & nouveau d’une induction immédiate. O]

Ceci nous permet de calculer tous les coefficients des arbres de D(M) :

Proposition 4.6.4. Soit M une carte enracinée et T un arbre couvrant de M.
— S’il existe une aréte e = (hy,hy) € M — T telle que hy apparait avant hy dans le tour
de T, alors, le coefficient de T' dans D(M) vaut 0.
— Sinon, le coefficient de T' dans D(M) vaut +1 (T sera appelé bon).

Par exemple, 'arbre couvrant de la figure 4.11 est bon. Il faut noter que la propriété
d’étre un bon arbre couvrant ne dépend pas de l'orientation des arétes de l'arbre, mais
seulement de l'orientation de celles qui n’appartiennent pas a I’arbre considéré (ces arétes
sont représentées avec des fleches dans la figure 4.11).

Démonstration. Nous allons prouver cette proposition par induction sur le nombre d’arétes
de M —T.Si M =T, T est bon et le résultat est évident.

Soit T un arbre couvrant d’une carte enracinée M telle que M — T contient au moins un
élément. D’aprés le lemme 4.6.3 page 54, il existe une aréte e telle que C(eg) est admissible.
Deux cas doivent étre examinés :



55 4. Propriétés générales des fonctions de Greene

Cas ¢y ¢ HE(C(eg)), arbre couvrant T' ne peut pas étre bon. En outre, HE(C(eg)) C T,
aucune carte apparaissant dans T (e,) (M) ne peut contenir 7. Or, cela reste vrai lorsque
nous appliquons des opérateurs de type Fe. En particulier, le coefficient de T' dans
D(M) vaut 0.

Cas ¢y € HE(C(eg)), dans ce cas on a :

Tee)(M) = M —{eo} + cartes qui ne contiennent pas 7.
Ainsi, D(M) = D(M —{e})+ > D(M').
M'2T

Comme dans le cas précédent, le second terme de la somme n’apporte aucune contri-
bution au coefficient de 7" dans D(M ). Par ’hypothése de récurrence, le premier terme
a une contribution de +1 si 7" est un bon arbre couvrant de M — {ep} et 0 sinon.
Cependant, par définition des bons arbres couvrants, il est immédiat que :

T est un bon arbre couvrant de M — {eg}
T est un bon arbre couvrant de M <= et la demi-aréte de ey apparait
avant la seconde dans le tour de 7.

Cependant comme ey € HFE(C(ep)), la seconde condition du membre de droite est
vraie grace au lemme 4.6.3. Finalement, le coefficient de T est +1 si T" est un bon
sous-arbre couvrant de M et 0 sinon.

O
Nous pouvons maintenant donner une formule combinatoire pour N(G).

Théoréme 4.6.5. Le polynome N associé au graphe sous-jacent G de la carte enracinée M
est donné par le formule combinatoire suivante :

N(G) = Z H (Z)Za(e) — Iw(e)) . (12)

T bon arbre ecHE(G)
couvrant de M e¢T

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme 4.5.2 et de la proposition
4.6.4. O

Bien stir, les bons arbres couvrants dépendent de la structure de la carte choisie dans le
graphe G. Cependant, 1’évaluation de la formule combinatoire du théoréme 4.6.5 n’est pas
liée au choix de la carte enracinée.

4.7 Quelques calculs explicites de numérateurs

Graphes possédant un seul cycle

Dans ce paragraphe, nous considérerons les graphes connexes GG possédant un seul cycle.
En utilisant le lemme d’émondage 4.4.5, nous pouvons supposer que chaque sommet de G
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a pour valence 2. Nous notons par sources(G) (resp. puits(G)) 'ensemble des puits (resp.
source) de G.

Proposition 4.7.1. 5i G est un graphe connexe dont chaque sommet est de valence 2, alors

N(G) = Z Ty — Z Ty

vEsources(Q) v’ epuits(G)

Démonstration. G posséde seulement un cycle C' (dont nous choisirons une orientation ar-
bitraire). Dans le coté droit de I’équation (3) page 40, deux types de termes se présentent :
- Si|E'|=1,G— E est un arbre et N(G — E') = 1.
- Si |E'| > 1, G — E' n’est pas connexe et N(G — E') = 0.

Ainsi,
NG = ) (Tae) = Tu(e)-
ecHE(C)
La somme ci-dessus peut étre simplifiée et est égale a > Ty — D Xy O]

vEsources(Q) v’ epuits(G)

2 4 2 4
N } = (1‘1 — l’g)N . e + ($2 — I’4)N . %
1 1 1

2 4
(s — 25)N s lan graphes non
4 b 1 connexes

= ((L’l — IL‘3) —I— (fL’Q — ZL'4) —|— (ZE4 — 175)

= T +X9— T3 — Ts.
Deuziéme démonstration (utilisant la décontraction). Considérons le graphe G’ = G obtenu
a l'aide de la construction donnée au théoréme 3.4.1 sur G.

Depuis que G’ est biparti avec un seul cycle, et d’aprés le corollaire 4.4.2, nous obtenons que
Num(¥e) =Y, BaZa, 01t B, € Z. Soit a une source de G'. Comme G’ \ {a} est acyclique

et connexe, Num(Vegniay) = 1. Etant donné que a est de valence 2, le degré en x, du
dénominateur de la fraction réduite W vaut 2. Le théoréme 4.2.5 implique que 5, =1 si a
est un puits et §, = —1 si a est une source. Ainsi, nous avons :
Num(V¢g) = Z Ty — Z T
a€sources(G') a€puits(G')

D’apres la proposition 4.2.4, on sait que :

Num(¥g) = lim Num(¥e).

acIn(G’)

Alors,

Num(¥qg) = Z Xg — Z Tg + Z zaliln%(xa—xa)

a€sources(Q) a€puits(G) acln(G) o€In(G)

- Y e Y

a€sources(Q) a€puits(G)
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Le numérateur du graphe a 1 cycle de la figure 4.12 est égal a

Num(V¢g) = 21 + 29 — T4 — 7.

6 9 10
2 5/8
P = 7

F1G. 4.12 — Graphe a 1 cycle

Graphes possédant un nombre cyclomatique égal a deux

Soit G un graphe connexe de nombre cyclomatique 2. Grace au lemme d’émondage 4.4.5,
nous pouvons supposer que G n’a pas de sommet de valence 1. Comme |Eg| = |Vg| + 1,
le graphe posséde, en plus des sommets de valence 2, soit deux sommets de valence 3, soit
un seul sommet de valence 4. Ce paragraphe se rapporte uniquement au cas des graphes
possédant deux sommets v et v de valence 3. Le cas du graphe avec un seul sommet de
valence 4 est un cas dégénéré du cas a deux sommets de valence 3. Dans ce cadre, I’ensemble
des arétes peuvent étre partitionnées en trois chemins pg, p; et po d’origine v et de fin v'.

F1G. 4.13 — Exemple de graphe G ayant pour nombre cyclomatique 2

Pour i = 0, 1,2, nous noterons par E; (resp. par E;) I’ensemble des arétes du chemin p; qui
apparaissent avec une orientation identique (resp. opposées) a celle du graphe. Un exemple
est donné dans la figure 4.13 ol nous avons noté sur chaque aréte l'indice de 1’ensemble
auquel l'aréte appartient. Si I = {iy,...,4} C {0,1,2,0,1,2}, nous considérons la somme
alternée des graphes :

Gy = > (-t () EFG — (B U.. U E)). (13)

0#£E|CE;, ,...0#E|CE,
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Analysons le cycle C' = py - py : on a HE(C) = Ey U Es. Les sous-ensembles de HE(C)
peuvent étre partitionnés en trois familles :

— celle des sous-ensembles inclus dans Ff,
— celle des sous-ensembles inclus dans FEs,
— les unions de sous-ensembles non vides de Eg et de Es.

Ainsi, si on applique le théoréme 3.5.1 sur le cycle C', nous obtenons

¢(G) = p(G1) + p(Ga) — ¢(Gy1)

oit G7,Go et Gy sont définis par I'équation (13).
Chaque graphe de G5 contient le cycle pg-ps, car seules des arétes de p; ont été supprimées.
Si on applique le théoréme 3.5.1 selon ce cycle, on obtient

p(G) = Y ()G \ B

E/CET

= > (=DEEE ST (—)F (G B\ E)

E'CEy E"CEy

+ > (=) (G E)\ E)

E"CE>

_ Z (_1)‘E”|_1(—1)|EW|_1(,0((G \ E/) \ (E// U E///))

De fagon similaire, tous les graphes de (G5 contiennent le cycle p; - pg, ce qui permet d’écrire
©(G2) = +p(Gyp) + @(Gr2) — ¢(Ga5)- Les graphes de Gy1 n'ont pas de cycles, ce qui
conduit a :

o(G) = o(Gs1) +@(Ga1) — 0(Gap7)
+0(Gap) + 9(Gr2) — (G a5) — w(Gy1)
= ¢(Gp1) — 2(Gap1) + 9(Gap) + @(Gr2) — 0(Gy25)-

Si nous appliquons ¥ a cette égalité, les graphes non connexes sont supprimés et nous
trouvons

U(G) = U(G1) + U(Ghp) + (G o)

N r
ou G} = ZelEEil

77777 ek, G— {el, e ,el}. Comme tous les graphes de l'expression de G’ sont
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des arbres, le calcul devient ( en utilisant X, au lieu de Tae) = Tu(e) )

NG) = > Xy Xet > Xy Xt Y XX,
eg€ELG,er€ET eg€g,e2€Eo e1€F,e0€
ez (T ) ()
SIS er€ly €€ Ly e2€Ep

() (B)

On peut remarquer que, si Fj est vide (ce qui revient a dire qu’il existe une chaine d’origine
v et de fin v'), le polyndéme N(G) est le produit de deux polynoémes de degré 1. C’est un cas
particulier du théoreme 5.1.1 qui est expliqué au chapitre 5.

Graphes A-complets et polynéomes de Schubert

Nous avons vu (théoréme 3.4.1) que les graphes bipartis contiennent toute I'information
pour décrire les fractions . Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer V¢ pour
un cas spécial de graphes bipartis.

Soit A une partition, nous appelons graphe A-complet le graphe biparti dont les som-
mets sont {ai,...,an),b1,...,by } et les arétes (a;,b;) out j < \;. Nous noterons par G* ce
graphe.

Par exemple, la figure 4.14 représente le graphe 54331-complet.

F1G. 4.14 — Le graphe 54331-complet

Soit f(ay,...,a,) un polynéme sur I'alphabet A = {ay,...,a,}. La différence divisée
0; (voir [32]) est 'opérateur défini par

f- g
f.0; = ——
a; — Qi1
ou f*% est la fonction f(ay,...,a;1,a;,...,a,).

Nous rappelons la définition des polynomes de Schubert référencée dans le livre [32].

Les polynémes de Schubert Y, (A, B) sont des polynomes sur 'alphabet A = {aq, as, ...}
et B = {by,bs,...} indexés par les vecteurs de v € N* ayant un nombre fini /(v) de compo-
santes non nulles. Ces vecteurs sont caractérisés par :
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1. si v est décroissant alors,

l(v) s

Yu(A, B) == [[[[ (e — b)),

i=1 j=1
2. s'il existe 7 € N tel que v; < v;41 alors,
Yv.(‘)i = Yvaz
ou ’U.ai = (Ul, e Vi1, V41,05 — 1,Ui+2, .. )

Proposition 4.7.2. Soit \ = \; ...\, une partition avec \,, > 0. Pour tout graphe \-complet
G*, le numérateur de W est le polynome de Schubert

Num(\I/gx) = YO,)\Z—L...,)\”—I(A7 B)

Démonstration. Soit A et B deux alphabets et X un sous-alphabet de A. Soit A une par-
tition et k un entier vérifiant A\, > 1 et A1 < 1. Soit (A%);epx—1) une famille d’alpha-
bets définie par A* = {a;,...,ax}. Soit (ﬁi)ie[m_” une famille de partitions définie par
B = [Mis1, Nit1,- -, \]. Nous noterons par G*(X) le graphe A-complet de X et B :

aj by

FIG. 4.15 — Le graphe G®" pour \ = 54331 (3" = 4433)

GM(X) = GM(X, B).
Nous allons d’abord prouver récursivement la formule suivante :
Num(¥ i 40 = (Yo, (as) Num (¥ ggiin (A™1))) ;. (14)

On note par G’ Pexpression G (AY). D’aprés le lemme 3.3.1, si on linéarise partiellement
le graphe induit par les sommets a; et a;,1, on trouve
\IJP/ - \ijéiauq - \ijéu-ﬂi ’

Le diagramme de Hasse de G, , se construit a partir du diagramme de Hasse de G’

en supprimant toutes les arétes ayant a; comme sommet et en ajoutant l'aréte (a;,a;11).
De facon identique, le diagramme de Hasse de G, .. peut étre obtenu en appliquant la

ai+1,
o /
transposition s; sur Gai’am.

Le sommet a; (resp. a;y1) est libre dans G, ., (resp. G, ,.) et peut étre émondé. La
proposition 4.4.4 et le corollaire 4.4.1 se traduisent par
1
Vo= Wemsangay ~ Yot aan ) (15)

La; = Lajy
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F1G. 4.16 — Linéarisation partielle du graphe induit par a, et as dans le graphe $'-complet,
oll A = 54331 (B! = 4433)

En constatant que
Ait1

Y/\H—l('r) - H T —b;

j=1

et par l'utilisation du corollaire 4.4.1 sur 1’équation 15 nous avons :

T — 1 Y)\iJrl (ai>'Num<\IIG[5é»ﬂi](A\{ai})) o YAiJrl (a’H‘l)'Num<\IIG[ﬂ§~»ﬁ]i](A\{ai+l}))
“ A — Gip1 chd(c —d) .
Ainsi,
Num(‘l’gm(m)) = (YAiJrl(ai)‘Num(\:[]c[ﬁémﬁi](AiJrl))) 0;. (16)

Si on émonde le graphe G1%--%il (A1) on obtient le graphe G (A"*1) et on peut conclure
que

Num(¥ g 4i)) = (Y,\M(ai).Num(\IJGgm(AiH))) a,. (17)
Gréace a I’équation (17) nous trouvons
Num(U ) = <Y,\2(a1) Yo (@) Num( g, {ak_hak}))) Dps...O.
Au moyen de I’équation (16), nous déduisons que
Num (VY eron (fa 1.an))) = (YAk(ak_l)Num(\IfGAk({ak}))) Op—1.
Comme G*({ax}) n’a pas de cycle, Num(¥ g, (g4,1)) = 1 €t
Num(¥ ) = (Ya,(ar)... Yy (ar—1)) Op—1...01.

Finalement, nous arrivons au résultat

Num(¥ o) = Yore—1,. A1

Il est facile d’observer que Emond(G*) = G#', ce qui donne

Num(\Il@) = Yo r—1 Ap—1 = Yo,,\2—1 An—1-

,,,,,
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Nous remarquons que les graphes A-complets sont des graphes trés particuliers. En effet,
pour une partition donnée, & une renumérotation prés des sommets {ay, ..., ayny, by .oy b, }s
'ensemble des extensions linéaires de Gy est un intervalle [/d, 0] du permutoédre de Sy, -
Pour déterminer la permutation oy, il suffit de réaliser la construction décrite ci-aprés. Sur
le diagramme de Ferrer A\, nous numérotons les cotés nord-est des boites situées les plus
au nord-est du diagramme. Il y a exactement [(\) + A; cotés, nous les numérotons de 1 a
[(A\) + A1 en partant du sud-ouest et en finissant au nord-ouest.

Par exemple, pour A = 554221, nous obtenons la numérotation de la figure 4.17. Le mot

11

19

F1G. 4.17 — Numérotation d’une partition

o est obtenu en lisant les numéros de tous les cotés verticaux du nord au sud, suivi de tous
les coté horizontaux de 1'ouest vers 1'est.
Sur le précédent exemple (A = 554221) la figure 4.19 illustre la construction du mot .

11
10 IQ)
8 8
7 76 )
4 4% 0554221 — [10787774727171179767573]
2 2
1 1

\119653

sens de lecture

F1G. 4.18 — Construction de la permutation os54901

A une renumeérotation prés des sommets, le graphe de permutation de o est identique a

G.
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Proposition 4.7.3. Soit \ une partition, alors

G,y = GA’[JA(I),...,UX(n)}H[al()\),...,al,bl,...,bh}
Par exemple, si nous reprenons la permutation A = 554221, pour laquelle
oy =1[10,8,7,4,2,1,11,9,6, 5, 3|,

nous obtenons les graphes de la figure 4.18.

Grsa201 = G[10,8,7,4,2,1,11,9,6,5,3] =

F1G. 4.19 — Graphes de partition et de permutation

Cas particulier du graphe biparti complet

Un cas particulier de graphe A-complet est le graphe biparti complet. Ce paragraphe
donne une formule pour le numérateur des graphes bipartis complets.

Soit G le graphe construit a partir des deux ensembles de sommets X = {z1,...,z,} et
Y ={v1,...,ym} de sorte que les arétes de G soient les couples X x Y.

Soit G' = Gy,y,..4,. le graphe construit en linéarisant G' avec 'ordre total y; < -+ < Y,
dans Y. Les fractions rationnelles U et W sont reliées par 'identité suivante :

\I/G = ‘IIGV. Z O'Y

O'GG'm

ou 0¥ est 'action de la permutation o sur 'alphabet Y. Le graphe G est fortement planaire.
D’aprés le théoréme de Greene (théoréme 4.3.1), nous avons

U 1 1 B 1 R(X,Y \ 1)
) @ =) =) Wt — Ym) ROCY) 7 s — yi
ott R(X,Y) := [[,ex ev(® — y) est le résultant sur les alphabets X et Y.
Ainsi,

Vg =

R(X, Y) szl Yi — Yit+1
L Se-n(X = (Y \ 1)) oY
R(X,Y) H:i_ll Yi — Yit1 ) . Z
- R(X;Y) TT (e — ) Sty (X — (V' y1>>> ﬁ S o

i<j—1

L RXY\y) ) v
eSS

ce€Gy,
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ou Sy est la fonction de Schur (voir par exemple [32]) et A(Y") le déterminant de Vandermonde
sur 'alphabet Y. Soit 9} la différence divisée appliquée a I’alphabet Y :
1
0 =—(1-s)
Yi — Yi+1
oil s; est la i transposition élémentaire. L’opérateur ﬁ > ves,, oY admet une expression
en termes de différences divisées (voir proposition 7.6.2 dans [32]) :

1
A7) 2 O == @)@t (@ )

ceEGm,

Etant donné que le polynome Sm—1yn(X — (Y \ y1)) est symétrique en ¥s,...,¥m, nOUS
déduisons que

I = 9)Sm-0n(X = (Y \y))OY = T (s = 0@ ) (0 s01) -+ (05 - O y)

i<j—1 i<j—1
X S(m-1yn (X = (Y \y1))(01 -+ Ops)-
Le polynome de Vandermonde [[;_; ;(yi — y;) est de degré (”51) Si nous appliquons
(oF ) (0¥ ,0F )---(dY ---0Y ) nous obtenons un terme constant. Plus précisément, le
n—1

seul monoéme qui n’a pas de contribution nulle est (—1)( 2 )yz_2y$:f -+ -ys. De cette ma-
niére, un calcul direct établit

H (yi — yj)(ar’ﬁ_l)(@%_g@%_l) e (Oy e Opy) =1
i<j—1
Nous parvenons a une écriture compacte pour Vg :

1
Vo = gy Simooe (X = (VN w))d) 0y

Le polynome S(,—1yn (X — (Y \y1))9; -+ 8}, _; est l'interpolation de Lagrange de S(y,—1y» (X —
(Y \ 1)) considérée comme une fonction f(y1,Y \y1) (voir [32, 18]). Sachant que la fonction
Sim—1yn(X — (Y \ y1)) est égale a la fonction multi-Schur *

Sm—1(X —Y) Sm—_n(X —=Y) Sm—n—-1(X — (Y \y1))
S et (X — Y X — (Y \ ) = ; z ;
m-1=tim ’ (YA ) Smin—a(X=Y) o Sms(X=Y)  Smoa(X (Y \w1)
Sm4n—1(X —Y) Sm—2(X —=Y) Sm—1(X = (Y \y1))

nous trouvons que

Sm-1n(X = (Y \9)oy ---9h 1 = Sm-tyrtm1(X =Y; X = (Y \31))0) --- 0,
= S(mfl)n—l(X — Y)

Woir Chapitre 1 dans [32] pour une définition plus générale et une liste plus compléte de propriétés.
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L’expression de ¥ devient :

Proposition 4.7.4. |

Uy — —
“" R(X,)Y)

S(m_l)nfl (X - Y)

Dans ce chapitre, nous avons établi plusieurs formules récursives pour V¢ en utilisant les
différentes opérations sur les graphes définies au chapitre 4.

Le numérateur et le dénominateur de la fraction réduite de ¥ ont été caractérisés pour
tous les graphes (et donc pour tous les posets).

Enfin, nous avons proposé quelques exemples concrets de calcul du numérateur et du
dénominateur pour les graphes déconnectés, pour les graphes possédant un nombre cyclo-
matique égal & 0, 1 et 2, pour les graphes A-complets et les graphes bipartis complets.

Si le numérateur et le dénominateur de W sont maintenant entiérement connus, la fac-
torisation du numérateur demeure mal élucidée. Le chapitre suivant donne une condition qui
explique certaines de ces factorisations.
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Factorisation du numeérateur

Précédemment (paragraphes 4.5 et 4.6), nous avons trouvé une formule additive du nu-
mérateur de la fraction réduite WUg. La formule de Greene pour les posets planaires (voir
sous-section 4.3) et I'exemple de la figure 5.1 montrent que le numérateur peut étre écrit,
dans certains cas, comme un produit de facteurs non triviaux.

FiG. 5.1 — Exemple de factorisation du numérateur

Dans ce chapitre, nous donnons une condition simple sur le graphe G qui implique une
factorisation de N(G) : la factorisation par chaine.

Puis, nous utilisons cette factorisation pour prouver et étendre le théoréme de Greene
(théoréme 4.3.1) a une classe plus large de graphes (théoréme 5.2.4)).

5.1 Factorisation par chaine

Sachant que N(G) est nul pour les graphes non connexes, nous supposons par la suite
que tous les graphes sont connexes.

De méme, sachant que le numérateur de la fraction réduite Wq est égal a N(H(G)),
I'étude de N(G) sur les graphes est équivalente a celle de N(G) sur les graphes sans circuits
et sans relations transitives (une aréte ayant méme origine et méme fin qu’'une autre chaine).

Soit G un graphe, ¢ une chaine de G, V. 'ensemble des sommets de ¢ (incluant l'origine
et la fin de la chaine) et Gy, ..., Gy tous les graphes connexes de G \ V.. Le sous-graphe
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G, induit sur Vg, UV, (pour 1 < i < k) sera appelé région de G. Considérons, par exemple
le graphe de la figure 5.2 et la chaine ¢ = (1,2,13,3,4,5,6, 14). Sous cette forme, le graphe
G \ V. posséde quatre composantes connexes.

9 10 11 12 15

G1:910 G2:187819 G3: 11 12 G4: >7
16,

9 10 1 2 13 3 4 5 14

6
1= 1 2 4 5 6 14 G2 - 18 ! 19
11 12
o - 1 2 13 3 4 5 6 14 17
G3 = 1 2 13 3 4 5%6 14 G4 = Q

F1G. 5.2 — Un graphe G avec une chaine ¢, les composantes G; de G \ ¢ et les régions
correspondantes G;

Le théoréme de factorisation par chaine s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme 5.1.1. Soit G un graphe, ¢ une chaine de G et G1,Gs, ..., G}, les régions cor-
respondant a G. Alors nous avons

N(G) = [[N@G).

Par exemple, le numérateur de la fraction rationnelle associée au graphe de la figure 5.2
peut étre exprimé comme un produit de quatre facteurs non triviaux.

Preuve. L’idée centrale est d’appliquer le théoréme 3.5.1 sur les cycles C' contenus dans
une seule région et telle que HE(C) N ¢ = (. Cela signifie que les arétes de ¢ peuvent
apparaitre dans C, mais uniquement avec la mauvaise orientation. Ainsi, quand nous
appliquons la proposition 4.5.2, nous ne modifions pas la chaine c.

Une illustration de la preuve est disponible dans la figure 5.3.

La premiére étape, réalisée par le lemme 5.1.2 et illustrée par la figure 5.4, consiste a
prouver 'existence de tels cycles.

Lemme 5.1.2. Soit G un graphe et ¢ une chaine de G. On note_par G, ..., Gy les régions
correspondantes. Si Gy n’est pas un arbre, il existe un cycle C' de Gy tel que HE(C)Nec = (.

Démonstration. Choisissons un cycle Cy de GG;. Deux cas doivent étre examinés :

1) Le cycle Cy n’a pas de sommet en commun avec c¢. Rien ne doit étre fait.
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2)

F1G. 5.3 — Illustration de la preuve du théoréme 5.1.1 (factorisation par chaine)

m c choix de cycle

F1G. 5.4 — Bon choix de cycle

Le cycle Cy = (eq, ..., e) posséde au moins un sommet en commun avec ¢. Comme les
cycles restent invariants par permutation cyclique de leurs arétes, on peut assurer que
v' = afey) est un sommet de c. Soit h le plus petit indice tel que v" = w(e;) devienne
aussi un sommet de c. L'indice h existe car w(e;) = a(e;) est un sommet de c. Etant
donné que nous pouvons trouver une sous-chaine (éventuellement vide) ¢’ de ¢ allant de
v a v st v < 0" ou allant de v & v’ si v < v/, le cycle C se construit de la fagon
suivante : .
O { (el,...,eh)-c_: s% vilg v’i
(€hy...,e1) - siv’ <w

oll ¢ représente la chaine ¢’ dans I’autre orientation. On remarque que toutes les arétes
de ¢ sont dans le mauvais sens dans C et que HE(C) Ne = 0.

]

Revenons a la preuve du théoréme 5.1.1. Nous allons réaliser la démonstration par in-

duction sur k. Si k = 1, alors le résultat est évident.
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Supposons que notre proposition soit vraie pour k = n — 1. Soit G un graphe, et ¢ une
chaine de G telle qu’il existe n régions Gy, ..., G, associées a G.

Si G est un arbre, il est possible d’appliquer un émondage pour obtenir la chaine c. Nous
pouvons émonder les mémes sommets dans le graphe G car les sommets supprimés ne sont
pas reliés aux sous-graphes G;. En effet, les sous-graphes G; sont des composantes connexes
différentes de G\ V.. Grace au lemme d’émondage 4.4.5, on obtient :

ol la seconde égalité est due a I’hypothése de récurrence. Le théoréme est prouvé dans ce cas.

Si G n’est pas un arbre, nous procédons par induction sur le nombre cyclomatique de

Gh.
Le lemme 5.1.2 nous donne un cycle C; de G; tel que HE (C1) NV, = (). Lorsque nous
appliquons la proposition 4.5.2 sur C7, nous avons

NG = T NG\ B (H (a0 —xw@)) |

E{CHE(C1) ecE
By #0

Quelques uns des graphes G\ F; sont non connexes (si et seulement si G; \ E; n’est
pas connexe). La valeur de N sur ces graphes vaut 0. Ainsi, ils n’apparaissent pas dans les
formules (18) et (19).

Chaque graphe connexe G\ E; contient la chaine ¢ (grace a lassertion HE(C) Ne = 0).
Les régions associées a ¢ sont Go,...,G, et G \ E; (la derniére région peut étre une union
de certaines régions, ce qui n’entrave pas la suite du raisonnement). Cependant, G \ E;
posséde un nombre cyclomatique moins grand que G;. Dans ce cas, nous pouvons utiliser
I’hypothése de récurrence et déduire :

N(G\ Ey) = N(Gi\ E1) - N(Ga) -...- N(Gn).

Finalement,
NG =1 > *+]]@ae = 2e@)NG\E) | -NG)-...-NG,)  (18)
E1CEH£é01) ecky

ol la somme est restreinte aux ensembles F; tels que G \ E; est connexe. Cependant, la
proposition 4.5.2 appliquée au cycle C; de G; montre que :

NG = > =+ ] @ae) = 2u@)N(G \ Er) (19)

EICHE(C1) ecE,
Fq1#0

ou la somme est restreinte aux ensembles E; vérifiant que G\ E; est connexe, ce qui revient
a vérifier que G'\ E; est connexe.

Ceci finit la preuve du théoreme 5.1.1.



71 5. Factorisation du numérateur

5.2 Factorisations complétes des posets planaires

Dans P'article [23], C. Greene a proposé une formule close pour la somme W(G) ou G
est le graphe minimal (diagramme de Hasse) d’un poset planaire (voir la section 4.3 et
le théoréme 4.3.1). Dans ce cas, le numérateur N(G) peut étre écrit comme un produit de
termes de degré 1 (théoréme 4.3.1). Nous verrons que la propriété de factorisation est une
conséquence du théoréeme 5.1.1. Mieux encore, ce dernier permet d’étendre le théoréme de
Greene (théoréme 4.3.1) qui peut s’appliquer sur un ensemble plus important de graphes.

Il est & noter que le graphe induit d’un graphe fortement planaire est fortement planaire
(la définition des graphes fortement planaires a été donnée a la section 4.3). Méme si on
supprime quelques arétes, on ne peut pas obtenir un graphe non planaire. En particulier, les
régions d’un graphe planaire sont, elles aussi, des graphes planaires.

De plus, un graphe avec un seul cycle et sans sommet de valence 1 est fortement planaire
si et seulement s’il posséde une unique source et un unique puits. Dans ce cas, nous appel-
lerons ce graphe un diamant. Un exemple de diamant est reproduit dans la figure 5.5.

Fic. 5.5 — Un diamant

Quand le graphe est fortement planaire, nous allons montrer qu’il est toujours possible
de trouver une chaine qui déconnecte le graphe. Ce qui explique le fait que la fonction N(G)
peut étre factorisée en facteur de degré 1.

Proposition 5.2.1. Soit G un graphe orienté, fortement planaire, possédant un nombre de
cycles plus grand que 1, alors il existe une chaine de G, séparant G en deux régions non
triviales (chaque Tégion contient au moins un cycle).

Démonstration. En appliquant un émondage sur le graphe GG, on peut supposer le fait que
G n’a pas de sommet de valence 1. Dans ce contexte, comme G posséde au moins 2 cycles,
il posséde au moins un sommet ¢y de valence 3 ou plus. Ainsi, a une symétrie verticale preés,
nous avons l'un des deux cas suivants (dans le second cas, on supposera que ¢y constitue la
fin d’exactement 2 arétes) :

Co Co
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Dans le premier cas, choisissons les étiquettes des sommets selon ce schéma :

a
C1 \C2

b

Dans le second cas, nous définissons par induction ¢; pour ¢ > 3. Nous choisissons pour
¢; n’importe quel sommet tel qu’il existe une aréte d’origine ¢;_; et de fin ¢;. Pour k > 3,
on ne peut pas définir ¢y si ¢ n’est lorigine d’aucune aréte. Alors, comme ¢ n’est pas
un sommet de valence 1, il est nécessairement la fin d’une aréte dont ’origine est le sommet
b # c;_1. En dernier lieu, on appelle ¢; et a les origines des deux arétes dont la fin est cs.
Pour distinguer le sommet ¢; du sommet a, il faut savoir si b est au-dessus ou en dessous de
ck—1 (voir la figure ci-apreés).

C1 b a

Dans tout les cas, les ¢; sont des sommets d’'une chaine ¢ de GG. Cette chaine ¢ peut étre
prolongée en une chaine maximale c¢,,.. Nous rappelons qu’avec la définition de C. Greene
concernant les graphes planaires, le graphe Gy ,, peut toujours étre plongé dans le plan sans
arétes qui se croisent. Il existe alors une chaine de G o, contenant vy, cmax €t V. Cette chaine
coupe Go . en au moins deux régions. La premiere région contient a et 'autre contient b.
Cette propriété reste vraie pour la chaine ¢, de G. Comme G n’a pas de sommet de valence
1, les régions correspondantes possédent un cycle ou plus. [l

Corollaire 5.2.2. Soit G un poset planaire fortement conneze. En itérant la factorisation
par chaine, on peut écrire N(G) comme un produit de numérateurs de fonctions rationnelles
associées aux diamants.

Démonstration. La proposition 5.2.1 et le théoréme 5.1.1 impliquent que N(G) peut étre
factorisé en un produit de numérateurs de sous-graphes avec un seul cycle. Comme les sous-
graphes sont fortement planaires, I'opération d’émondage transforme les sous-graphes en
diamants, ce qui finit la preuve. ]

Il est & noter que pour un diamant, la fonction N posséde une formule explicite (propo-
sition 4.7.1) :
N(D) = Tmin(D) — Tmaz(D),

soit de maniére équivalente,

(D) = I (@, - .y

y,2€P

ol up est la fonction de Mobius du poset associé au diamant D.
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La derniére propriété peut étre étendue a n’importe quel poset planaire grace a la com-
patibilité suivante entre les chaines déconnectant le graphe et la fonction de Mobius :

Proposition 5.2.3. Soit P un poset, ¢ une chaine du diagramme de Hasse de P (i.e. le
graphe minimal représentant P), Py, ..., P, les n régions associées a c, et i,j deux éléments
de P, alors

(i, j) = -1 si1 =7,
1L Y orey tp (i, J)  sinon.
Nous supposerons que j1g(i,7) =0 sii € Q ouj & Q.

La preuve est réalisée au paragraphe 5.3.

Cette proposition associée au corollaire 5.2.2 prouve le théoréme de Greene. En fait,
cette preuve fonctionne aussi pour quelques posets non planaires et la formule de Greene
reste vraie pour ces posets. Par exemple, le poset de la figure 5.6 n’est pas planaire mais

peut étre factorisé et le numérateur peut étre exprimé avec la fonction de Mobius. Cest le
cas de n'importe quel agrégat de diamants.

— (331 — 564).(1‘2 — x5).(1‘3 - xﬁ)

F1G. 5.6 — Un poset non planaire pour lequel la formule de Greene reste vraie

Cette remarque permet d’étendre le théoréme de Greene aux agrégats de diamants.
Un graphe G est un agrégat de diamants si et seulement s’il existe une succession de
factorisations par chaine qui transforme le graphe GG en un ensemble de diamants.

Théoréme 5.2.4 (théoréme de Greene étendu). Soit G un agrégat de diamants, alors

U 0 st G n’est pas conneze,
G = .
st G est connezxe.

Ha,beVG (Tq — xb)“(a7b)

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence du théoréme 5.1.1 et de la proposition 5.2.3. [

5.3 Chaines et fonction de Mobius

Ce paragraphe est une preuve de la proposition technique 5.2.3.

Démonstration. Quand i (il existe une aréte de i vers j dans le diagramme de Hasse du

=7
poset), on a toujours up(i,j) = —1.
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Quand 7 < j, mais que i A j, quatre cas doivent étre examinés :
premier cas i, j n’appartiennent pas a V. et sont dans deux régions différentes du poset,
deuxiéme cas 7, j n’appartiennent pas a V., et sont dans la méme région du poset,
troisiéme cas i est un élément de V., mais j ne 'est pas,
quatriéme cas ¢ et j sont deux éléments de V..

Les figures 5.7, 5.8, 5.9 et 5.10 résument les quatre cas. La configuration ot ¢ n’appar-
tient pas a V., mais o j appartient a V, a été volontairement omise puisqu’elle est obtenue
a partir du troisiéme cas en considérant le poset opposé.

Soit Py, ..., P, les n régions associées a P.

On note par [a, b]p I'ensemble
[a'7 b]P = {k:|a <p k <p b}7

par [a, b[p 'ensemble
[a,b[p: {k’|a <pk<p b}

On remarque que [i,j]p, = [i,j]p N P, car Py est une région définie par une chaine qui
déconnecte le graphe. Cette propriété n’est pas vraie pour n’importe quel poset associé a un
sous-graphe complet de G.

Si [i, j]p n’a pas une intersection vide avec V., nous désignerons par L I’élément maximal
de cette intersection.

1) Supposons que i € P,\ V. et j € P;\ V.. Nous voulons prouver que pp(i,7) = 0 et faisons
I'hypothése (preuve par récurrence) que la propriété est vraie pour tout 5/ € P, \ V. tel
que j' < j.

Fic. 5.7 - Cas 1 : i € V. et j n’est pas dans la méme région que i

Comme 7 < j, il existe une chaine dans le diagramme de Hasse de P allant de i a j.
Comme c est une chaine séparant P, et P,, n'importe quelle chaine d’origine 7 et de fin
7 intersecte V.. Ainsi, L existe et n’importe quel élément entre i et j qui n’est pas dans
Py, est inférieur ou égal & L. Nous en déduisons donc

Par définition de la fonction de Mobius,

pr(i i) =— Y pe(ik)— Y pe(ik)

kE[i,L]p ke[i,j[pﬂpl\[i,L]p
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Comme

> pplik) =0,

keli,Lp

il apparait que

:uP(Zaj) - Z ,U/P(l:k) (20)

kelijlpnP\[i,L] p
Par hypothése de récurrence, up(i, j) = 0.

Supposons maintenant que i,j € P; \ V.. Nous voulons prouver que pup(i,j) = pp, (7, 7).

Fic. 5.8 - Cas 2 : i € V. et j est dans la méme région que ¢

Par définition de la fonction de Mobius, nous déduisons :

,up<i,j) == Z :uP<i7k) - Z ,LLP(ivk)'

keli,jlpN(P2UUPm\Ve) keli.jlpy

Le cas 1 donne : Y i, o p,u-upve) Hp(d, ) = 0. Done,

pp(ig) == 3 wuplik). (21)

ke[l,j[pl

et une récurrence immédiate prouve que pup(i,j) = pup, (i,7).

Supposons que i € V. et j € P, \ V.. Comme i € V. N [i, j]p, 'ensemble n’est pas vide et
L existe.

Yo =0ir

Fic.59-Cas3:ieV.et j £V,

Nous allons prouver maintenant que up(i,j) = pp, (i, 7) par récurrence sur j. Comme

Z MP(i, k’) = 5i,L

ke[i,L]p
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on a .

pp(i, ) =— > pp(ik) = L.

keli,j[p\[3,L]p

De maniére similaire,

pp (i) =— > ppli k) = dip.

keli,jlp \li,L] P
Cependant [i, j[p\[, L]p = [4,j[p,\[i, L]p (voir la preuve du cas 1), ainsi un récurrence
immeédiate sur j finit la preuve de ce cas.
Supposons que i € V. et j € V.. Nous voulons prouver par récurrence sur j (i Z j) que

F1G. 5.10 — Cas 4 : i et 5 appartiennent a V,

Par définition de la fonction de Mobius, la relation suivante existe :
:uP(Zu]) == Z ,U/P(Zuk)
kelijlp

Avec le cas 3 de cette preuve et avec I'hypothése de récurrence, nous savons que pp(i, k) =
Yoy pp (i k) sik € [i,j[p a lexception de :

pour k =1, pp(i,i) = pup(i,i) =1, et donc up(i,i) = lznjlupl(i,i) —(n—1),

pour k =i; ou i; est défini par iy € V. et i < iy, onia wup(i,iy) = pp(isiy) = —1, et
done pp (i) = 3= i i) + (n = 1).

Finalement, on obtienti .

n

peli ) =3 (= 3wk | = (i =1+ (1)

=1 kelijlp\c

En utilisant la définition de la fonction de Mdbius pour P, nous finissons la preuve de la
proposition.

]
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Dans ce chapitre, nous avons donné une condition suffisante sur le diagramme de Hasse
de G pour que le numérateur de la fraction réduite de ¥¢ se factorise.

Cependant, elle ne caractérise pas toutes les factorisations (voir par exemple le cas de la
figure 5.11).

7

O,

F1G. 5.11 — Un exemple de factorisation non expliqué par le théoréme 5.1.1

Toutefois, cette factorisation nous a permis de prouver et étendre le théoréeme de Greene.

Avec le poingonnage de Féray et la linéarisation partielle, la factorisation par chaine fait
partie des outils nécessaires pour développer, au chapitre suivant, I’algorithme de décompo-
sition en éléments simples.
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Application de la fonction de Greene a la
décomposition en éléments simples

La décomposition en éléments simples est I'opération qui remplace toute fraction ration-
nelle & une variable par une somme d’un polynéme et de fractions élémentaires. Une fraction
élémentaire est une fraction de la forme (—) ou a et r sont des constantes et p un entier.

Par exemple,

x? -5 —~1 16

oo Tt i T T eoy

Cette opération fondamentale est un résultat connu depuis les travaux de Lagrange.

L’objectif de ce paragraphe est de donner une interprétation de la décomposition en
éléments simples a ’aide des graphes. Cette interprétation permettra de mettre en évidence
une nouvelle preuve de la décomposition en éléments simples ainsi qu’'une nouvelle méthode
de décomposition qui utilise exclusivement des dessins (les graphes associés a leurs posets).

Théoréme 6.0.1. Soit g une fraction rationnelle ot P et () sont des polynomes a une va-
riable x et avec coefficient dans un corps K algébriquement clos. Soit r; les racines distinctes
deux a deux de QQ, on note par o; € N la multiplicité de r; dans Q. Il existe un polynome R
et des coefficients a; ; de K tels que

Pz azy
QE @+ Z (z — 1))

i j€[l,o4]

Démonstration. Soit R et P’ deux polyndmes tels que P’ est le reste de la division euclidienne
de P par Q et R le quotient de P par Q. Alors £ o= =R+ 5 et le degré de P’ est plus petit
que le degré de (). Ce probléeme est équivalent au probléme de la décomposition en éléments
simples d’une fraction dont le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du
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dénominateur. Nous supposons donc, dans la suite de la preuve, que le degré de P est plus
petit que celui de . De méme, pour alléger les formules, nous choisissons P et () de maniére
a ce que leur coefficient dominant soit égal & 1. Comme K est algébriquement clos, P et @)
peuvent étre scindés en produits de facteurs de degré 1. On obtient alors

Si on cherche & distinguer les racines multiples, on définit formellement r; ; et s; ; de fagon

a ce que
I @—sip)
P(z)  jelsn

Qx) H (x —1ij)

2
jE[l,Oci]

T4,5<Ti,Si,5¢Si
En utilisant

— le théoréme de factorisation par chaine,

— la formule explicite trouvée pour les diamants,

— les dénominateurs des fractions rationnelles,
nous établissons :

Jj€[l,a4]
ou [a17 e 7ak] = [rl,la 7’1,27 cee 7rl,a17T2,17T2,27 o 7r2,a27 s 7Td,17 Td,27 oo ,Td,ad] et [b17 e 7bl] =
(1155125« STary 52155225« 5 S2.09s + + + 5 Sd.1, Sd.2s - - - y Sd.ay)- NOUs notons G le graphe ainsi

construit.

On applique maintenant le poingonnage de Féray sur chaque cycle afin d’obtenir une
somme d’arbres.

Cette somme représente une somme de fractions rationnelles telles que la spécialisation
si; < 8; et r; j « 1; ne donne pas une fraction élémentaire.

Considérons 'algorithme suivant :

1. variable : S est une combinaison formelle d’arbres de racine z,

2. initialisation : S est la somme formelle déterminée précédemment en appliquant des
poinconnages de Féray,
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3. étape itérative : choisissez un arbre G associé a un coefficient non nul de fagon a ce qu’il
existe deux éléments a; ; et ax,; tels que ¢ # k et tels que les arétes (x,a; ;) et (z,ax;)
existent. Soit A" = {a;;} un sous-ensemble maximal tel que la substitution s;; < s;
et r;; <« 1; soit injective (d’aprés le choix du graphe effectué en début d’étape, cet
ensemble existe). Reéalisez une linéarisation partielle dans G du sous-ensemble A’

4. fin : itérez jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible de trouver des arbres vérifiant les
conditions pré-requises a 1’étape itérative,

5. sortie : S.

Dans I'étape itérative, les tailles des différents sous-ensembles maximaux éligibles sont
identiques.

Cet algorithme est confluent. En effet, a chaque linéarisation partielle d’'un graphe noté
G de D'étape itérative, la taille du sous-ensemble maximal A’ des graphes résultants est
strictement inférieure a la taille du sous-ensemble maximal A" du graphe G. ]

Par souci de clarté, dans les exemples qui vont suivre, nous utiliserons ’alphabet a, b, ¢, d . . .
pour noter les différents poles et racines deux a deux distincts. Des indices seront éventuel-
lement utilisés afin de distinguer les poles ou racines identiques.

Ainsi, la décomposition en éléments simples de la fraction m est traduite de la

b
facon suivante :

1 .
(r=a)e—b) <
_ r a b + r b a
B (x —a)(a—0) + (x —0)(b—a)
- x?a + x?b'

De méme, la décomposition en éléments simples de la fraction m se détermine
comme suit :

1 — x,/ a2
(x —a)?(z —b) w
r a2 b r b a2
= :al + :a1
r G2 b as
r a1 b a2 x b
= N ay + o—eo—eo—9o T a
1 —1 1
a—b (b—a)? (b—a)?
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Enfin, la décomposition de la fraction ( L

@—aZ(a—b) S€ congoit ainsi :

a2

G_afw—p ~ @9b-9

avec
as as as
x/ a1 ¢ — x,/ a1 ¢ + xr,/ a1 ¢ _
b b
as az ¢
T,/ a1 ¢ x,/ ay
- + + z/ b a1 ¢
b b
az az ¢
az
x4 ¢ x/ ay r a2 b a1 ¢
- + + *—o—0o—90o—9o + r b/Sa1 ¢
b b
1 + 1 —1 1
. (a—c)(b—c) (a—c)(a—b) + (b—a)2(a—c) 4 (b—a)2(a—c)
(x —a)? r—a r—>b

La décomposition calculée par 'algorithme dépend des choix des cycles et des choix des
sous-ensembles maximaux. C’est pourquoi, le nombre d’itérations et la taille du résultat ne
sont pas uniques et dépendent fortement des choix effectués.

Il est cependant possible d’améliorer I'algorithme en remplagant la linéarisation partielle
de A’ par l'opération subséquente. Soit G un graphe et A un sous-ensemble de sommets de
G tel que pour chaque couple a, b de sommets de G, les arétes (a, b) et (b, a) n’appartiennent
pas au graphe. On appelle arborification de G selon A noté A(G) la combinaison linéaire
formelle de graphes :

AG) = AG)
acA
ot A,(G) est le graphe de sommets Vi, et d’arétes Eg U UbEzz (a,b). En effet, nous avons la
propriété proposée ci-apres : #
LIAG)) = L(A(G))
acA
et donc
V(AG) = > W(A(G)).
acA
De plus, dans le cadre de I’algorithme, les tailles des sous-ensembles maximaux A’ des graphes
qui apparaissent aprés arborification, sont strictement inférieures a la taille de A’ pour le
graphe initial.
Par exemple,

c c b
=%+%+2<;.

=~
o2 0 00
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Ainsi, la décomposition en éléments simples de la fraction m donne :

(z—a)(z—b)(z—c)

1 1 1
— (ao)a=b) | G=c@-a) | (c=b)(c=a)
+ = T .

r—a r—c

Dans ce chapitre, nous avons trouvé une interprétation purement combinatoire de la
décomposition en éléments simples a 1'aide des graphes (ou des posets).

Ce travail a permis d’exposer un nouvel algorithme de décomposition en éléments simples
ne faisant intervenir que des opérations sur les graphes.

Cependant, cet algorithme est largement moins performant que les algorithmes classiques.
En effet, la taille du résultat obtenu et le temps d’exécution est bien plus important. De
surcroit, cet algorithme nécessite un numérateur factorisé.



84




Conclusion

Dans cette partie de notre étude, nous avons présenté un algorithme inductif utilisant
le poingonnage de Féray pour calculer W. Cet outil nous a permis de trouver une formule
combinatoire explicite pour le numérateur et le dénominateur de la fraction réduite ¥q. Ce
résultat analyse le diagramme de Hasse de GG en le complétant par une structure de carte.
Cependant, le numérateur de W ne dépend pas de cette carte. Nous pouvons donc nous
demander s’il existe une expression qui ne ferait intervenir aucune carte pour le numérateur
de \Ifg.

Grace a 'opération de contraction, nous avons montré que la fraction réduite de tout
graphe peut se déduire de celle des graphes bipartis. Pour ces graphes bipartis, le poingon-
nage de Féray fait apparaitre un ensemble de spécialisations annulant ¥s. Cet ensemble
d’annulations ne permet pas de caractériser le numérateur de ¥y comme le font les annu-
lations appliquées aux polynémes de Schubert. Dans des travaux futurs, nous envisageons
I’étude des annulations manquantes ainsi que leur interprétation a l’aide du graphe G.

Nous avons proposé une condition suffisante sur le diagramme de Hasse de G pour que
le numérateur de W factorise. Elle est définie par ’existence d’une chaine particuliére dans
le diagramme de Hasse de G (voir théoréme 5.1.1). Cette condition n’est pas une condition
nécessaire comme l'indique la figure 5.1. Il est donc naturel de s’interroger sur l’existence

FiG. 7.1 — Un exemple de factorisation non expliqué par le théoréme 5.1.1

d’un énoncé qui mettrait en évidence une condition nécessaire pour la factorisation de ce
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numeérateur.

Dans le cas de la figure 7.1, il est facile de prouver que la factorisation est une conséquence
de la factorisation par chaine. Il suffit pour cela de linéariser partiellement la composante
induite par les sommets {8,9}. Nous pouvons légitimement nous demander si toutes les facto-
risations sont des conséquences de la factorisation par chaine. En ce qui concerne le théoréme
de Greene étendu, il semblerait que les graphes constitués d’un agrégat de diamants soient
les seuls graphes pouvant étre exprimés grace a la fonction de Mdobius. Nous conjecturons
donc que la réciproque du théoréme de Greene étendu est vraie.

Enfin nous avons présenté un nouvel algorithme de décomposition en éléments simples
n’utilisant que des opérations sur les graphes.

D’autres variantes intéressantes existent comme :

1
(x1)(x1 4+ x2) (1 + 22+ 23) ... (T1 + 22+ -+ T)

(I)12...n =

La combinatoire de ces fractions rationnelles est bien connue et décrite dans l'article [10]. La
similitude des objets fait penser qu’il existe un lien entre ¥ et ®, mais il n’a pas encore été
mis a jour.



Deuxiéme partie

Puissances paires du Vandermonde
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Introduction

Le déterminant de Vandermonde est un polyndéme antisymétrique défini par

A = H (7; — x;) = det ((xyij)lgi,jgn) :

1<i<j<n

Bien que sa formulation soit simple, ses puissances paires sont des polynémes symétriques
dont le développement sur les différentes bases n’est pas, pour le moment, bien connu. Par
exemple, I'expression des puissances paires du Vandermonde dans la base des fonctions de
Schur [17, 13, 29, 41] constitue un probléme difficile qui apparait en physique dans la théorie
de leffet de Hall quantique. En effet, cet énoncé équivaut a I’énoncé décrit par P. Di Francesco
et al. [17] qui ont analysé¢ la décomposition des fonctions d’ondes de Laughlin ([36])

\Ijzﬁlghlin(xh ) = oAy, zn) P exp{—5 D00 |}

= A1, 20) VD i (21, Tn),

en fonctions d’ondes de Slater pour n particules, i.e.

ooy o
n A A2 An
oA 1 1 oy | T2 Xy ... @) 5
Slater - — ﬂ-n/Q exp{—§ E ‘xl, } . . . . ( )
i—1 : : :
A1 A2 A
Ty Ty xryn"

Dans cette deuxiéme partie, nous allons relier A%* & différentes bases de fonctions symé-
triques.

Le premier chapitre est consacré a 1’étude d’une classe de partitions, dites admissibles,
définies par P. Di Francesco et al. [17].
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Nous donnons une méthode d’énumération des partitions qui interviennent dans le dé-
veloppement des puissances paires du Vandermonde sur les fonctions de Schur. Ce procédé
s’appuie sur un calcul de termes positifs dans une série de Laurent.

A Torigine, P. Di Francesco avait conjecturé que ces partitions, définies initialement
comme étant un intervalle du permutoédre, caractérisaient les coefficients non nuls appa-
raissant lors du développement de A%* dans les fonctions de Schur. Cette conjecture a été
invalidée par Scharf et al. [41] & partir de n = 8 et & = 1. Nous verrons un peu plus loin
qu’elle devient vraie si ’on considére certaines ¢g-déformations du probléme.

Nous consacrons le deuxiéme chapitre au calcul hyperdéterminantal appliqué aux coeffi-
cients du développement de A" dans la base des fonctions de Schur. Pour obtenir ce résultat,
nous utilisons trois outils : la substitution f. (opération linéaire qui envoie les monoémes sur
des produits de fonctions complétes), le produit scalaire (,) usuel sur les fonctions symé-
triques dans sa version intégrale, et une généralisation de la formule de Heine permettant
d’exprimer l'intégrale d’un produit de déterminants comme un hyperdéterminant.

Dans le troisiéme chapitre, nous montrons que A%* est un polynéme de Jack rectangle,
pour une certaine spécialisation du paramétre a. Ce résultat est obtenu, d’une part, en
faisant le lien entre hyperdéterminants et puissances paires du Vandermonde A% et d’autre
part, entre hyperdéterminants et polynémes de Jack sur 'alphabet —X.

Dans le chapitre quatre, nous g-déformons les puissances paires du Vandermonde en des
puissances polarisées du g-discriminant.

Lorsque nous étudions les propriétés spectrales de 'opérateur de Sekiguchi-Debiard-
Macdonald, pour une spécialisation particuliére de (g, t), nous montrons que cette polari-
sation est aussi un polyndéme de Macdonald escalier.

L’utilité de cette g-déformation est double. En faisant tendre ¢ vers 1, nous obtenons une
égalité entre A?* et un polynome de Jack escalier (avec des marches de hauteur paire) dont
le paramétre o a été spécialisé. De surcroit, la conjecture de Di-francesco et al. devient vraie
pour cette déformation, ce qui généralise un résultat de R.C. King, F. Toumazet et B.G.
Wybourne, énoncé lorsque k£ = 1 dans larticle [29].



Les partitions admissibles

Ce chapitre est dédié a I’étude des partitions dites admissibles introduites par P. Di Fran-
cesco et al. dans l'article [17]. 11 s’agit des partitions qui apparaissent lors du développement
des puissances paires du Vandermonde dans les fonctions de Schur. Ces auteurs ont postulé
que le coefficient de Sy du développement de A%X dans la base des fonctions de Schur n’était
pas nul si et seulement si A était admissible. Cette conjecture est fausse a partir de n = 8
(voir article de Scharf, Thibon et Wybourne [41]). Par contre, il est utile de connaitre ces
partitions pour optimiser les développements.

Dans les pages qui vont suivre, nous présentons diverses définitions équivalentes de par-
titions admissibles et divers algorithmes pour compter et énumérer ces partitions.

9.1 Développement des puissances paires du Vandermonde
sur la base des fonctions de Schur

Le polyndéme de Vandermonde est un polynome antisymétrique, c’est-a-dire qu’il vérifie
la propriété suivante :

A(Zo(1ys - - - Tom)) = sign(o). Az, ..., 2y)

ol o est une permutation de taille n.
Soit X un alphabet et (,) le produit scalaire défini par

(WA(X), U, (X)) := 2200

ol A et p sont deux partitions et ou W, (X) est la base multiplicative des sommes des

puissances, c’est-a-dire :
Uy (X) = [ ¥ (X)
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avec
reX
et 2z, le nombre de permutations de type cyclique A dont la formule est donnée par

Z\ = H 7" T’Z‘

1<

ou r; est la multiplicité de i dans .
La famille des fonctions de Schur constitue I'unique base orthogonale des fonctions symé-
triques pour le produit scalaire (,) et qui vérifie :

Sy=my+...

ol m, sont les fonctions monomiales définies par

>,

ord(v)=A

et ol ord est 'opération qui ordonne les composantes de v par ordre décroissant (exemple :
w(67225612) = 76652221). Lorsque X = {x1,...,x,} est fini, il est connu que (voir [32])

det( /\ +n— j)

Les puissances paires du Vandermonde sont symétriques et peuvent donc étre écrites dans
la base des fonctions de Schur.

Le produit d'une fonction de Schur de partition A et du polynéme de Vandermonde est
un déterminant. Ce déterminant se développe en une somme de mondémes dont les exposants
sont des permutations de A+ p (p est la partition [n—1,n—2,...,1,0]). Pour deux partitions
A et p distinctes et de méme poids n, il n’y a pas de mondmes en commun entre S)A et S, A.
Ainsi, lorsque nous calculons explicitement un polynéme symétrique P homogéne, dans la
base des polynémes de Schur, il suffit de regarder les coefficients de PA dans les mondémes
dont les exposants sont des partitions.

A titre d’exemple, quand on détermine A(z1, T2, 23)* dans la base polynomes de Schur,
il suffit de développer A(xy,z2,3)3 dans les mondomes. Nous obtenons

S)\ =

A(.%l, X9, ZL’3)3 = ((Il - Ig)(l’l - Ig)($2 - IE3))3
= 1 (af23 — afa3 — I1x3 ‘|” x2x3 + viay — w315)
=3 (z{wy — 2125 — afag + 2325 + vix] — 2523)
=3 (282323 — 22283 — 2Swoxl + :Bla:ga:§ + w92 — x123af)
+6 (xadws — pindes — ajreny + madad + vdvenl — xiaial)

2 34,2 4,23, 2 43, 3.2 4 234
—15 (ziadad — x¥ajal — xixdad + aiajal + wdadas — aladad).

Une lecture des coefficients des mondémes dominants permet de déduire que

Az, @9,23)° = ((71 — x9) (21 — 23)(22 — 23))°

= Siz0 — 35411 — 35330 + 65321 — 15S5990.
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9.2 Définition des partitions admissibles

Au paragraphe précédent, nous avons vu comment exprimer les puissances paires du
Vandermonde dans la base des fonctions de Schur. Nous souhaitons maintenant caractériser
les partitions qui apparaissent aprés ce développement.

Le signe négatif du Vandermonde A introduit de nombreuses annulations ce qui complique
la détermination de ces partitions. Un probléme plus simple consiste a remplacer ce signe
négatif par un signe positif. Nous obtenons ainsi la définition des partitions admissibles.

Une partition admissible est une partition A dont le monéme 2 := )" ... 2" apparait
avec un coefficient non nul lors du développement de [, (z; 4+ x;)**" :
H($i—|—$]’>2k+l = ..._+_a)\1‘>\—|—... .
i<j

P. Di Francesco et al. définissent (article [17]) les partitions admissibles en utilisant I'ordre
de dominance.

L’ordre de dominance est un ordre sur les partitions pour lequel une partition A est plus
petite qu'une partition p si et seulement si, pour tout ¢ € [0, n], Ay +---+ XN > g+ -+ ;.

D’aprés Particle [17], pour une paire d’entiers (n, k), 'ensemble des partitions admissibles
est l'intervalle (pour I'ordre de dominance) de plus petit élément [2k(n—1),...,2k,0] et de
plus grand élément [k(n—1),..., k(n—1)]. Cette définition est équivalente & notre définition.

Les auteurs P. Di Francesco et al. ont conjecturé (article [17]) que toutes les partitions
admissibles apparaissent avec un coefficient non nul dans le développement des puissances
paires du Vandermonde AZ* sur la base des fonctions de Schur. Cette conjecture a été
invalidée par T. Scharf, J-Y. Thibon et B.G. Wybourne dans l'article [41], leurs calculs
ayant exhibé des coefficients nuls pour k =1 et n = 8.

Dans les chapitres suivants, nous introduisons une g-déformation du Vandermonde : le
g-discriminant. Pour cet objet, nous montrerons ( théoréme 12.4.1 ) que la conjecture de
P. Di Francesco est vraie. Elle fait apparaitre les partitions (n, m)-admissibles qui sont une
généralisation des partitions admissibles.

Nous appelons partition (n,m)-admissible toute partition qui apparait dans le déve-
loppement de

()™ T s+ 2y) = 32 0" ma () (23)
i<j A
ot X est un alphabet de taille n. Quand m = 2k est pair, les partitions (n, 2k)-admissibles
sont celles de Uintervalle [(k(n — 1))"], [2k(n —1),...,2k,0].

Remarque : lorsque m = 2, cette définition coincide avec celle de P. Di Francesco et al.
[17].

Soit A,, ,,, 'ensemble défini récursivement par

An,l = {)‘ = [)‘17’)‘n]|p > )‘}

Ay = (o) =1, At o) — D)o € Gpet A€ Apma}. Y

Lemme 9.2.1. Soit A\ une partition. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La partition A\ appartient a l’ensemble A, .
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2. La partition X est (n, m)-admissible.

3. X\ est une partition de longueur n plus petite ou égale a mp pour l'ordre de dominance.

Démonstration. L’équivalence entre les assertions 1 et 2 est une conséquence des équations
(23) et (24). De plus, d’aprés I'équation (24), la partition maximale de A, ,, est mp. Il ne
reste donc plus qu’a prouver que 3 implique 1. Nous allons procéder par induction sur m,
si m = 1 alors le résultat est trivial. Supposons que m > 1. Soit A une partition de taille n
moins grande que mp par l'ordre de dominance. Alors (A — p) est une partition plus petite
ou égale a (m — 1)p. En effet, si on choisit p de fagon a ce que (A — p) = (1, ..., ftn), pour
une permutation o de &, on obtient i; = A\y;) +n — o(i). Ainsi, pour chaque 4

Aoy + -+ Aoy +n—0o(1)+---+n—0(3)
Mt N+n—14+--+n—1
(m—l)(n—%i(z’—i—l))

e

IAIAIA

implique (A — p)) < (m — 1)p pour 'ordre de dominance.
Par induction, ((A — p)) appartient & A, ,,,—1. De plus, il existe une permutation o telle
que ((A—p)) + p7 = A. Ainsi, d’aprés I'équation (24), A € A,, .. O

9.3 Série génératrice des partitions admissibles

On considére le monoide commutatif libre ¥ engendré par les symboles T = {7y, ..., 7,_1}
agissant sur les vecteurs de taille n de la fagon suivante :

Ti[vl, Ce ,’Un] = [’U17 ey Vi1, 05 — 1,’01'_1_1 + 1,Ui+1, ce ,’Un}.

Pour un vecteur donné v € Z", T.v est 'ensemble des vecteurs w = [wy,...,w,] € Z" de
méme poids (c.a.d. v1+---+v, = w;+- - -+w,) qui sont plus petits que v ou égaux a v pour
I'ordre de dominance. En particulier, si v = A est une partition, alors T.\ contient toutes
les partitions de taille n qui sont plus petites que A ou égales a A. Quel que soit le vecteur
v € Z", on associe le mondéme z¥ = 217" ... 2 "7'""". Pour un poids donné, le monéme 2"
caractérise complétement v. De plus, v est une partition (décroissante) si et seulement si son
poids n’est pas négatif et si le degré du mondéme z¥ dans chaque variable z; n’est pas négatif.
La figure 9.1 montre comment sont engendrés les vecteurs qui sont plus petits que le
vecteur [4, 1, 1] pour ordre de dominance.
Agir sur v en utilisant 7; est équivalent a multiplier z¥ par
o sil<i<n—1

i

o o
t; = > sit=1
n-2 sit=n—1.
Z,
n—1

Etant donné qu’il y n’a pas de relations algébriques entre les t;, chaque vecteur apparait
dans €.v avec une multiplicité 0 ou 1. Autrement dit,

o,(T7).2" = H ! 2¥ = an”””zw. (25)

teT 1-1q

w<v



95 9. Les partitions admissibles

[4,1,1]
T/ N\ T2
2122 z‘f,z;Q
[3,2,1] [4,0,2]
e o N
2y 23 2! N
[2»371] [37172] [3a_172}
v N\’ N\ N\
zfgzg 1 2%22—3 x;5z§
[17471} [2’292] [37073} [3a7273}

Fic. 9.1 — Ordre de dominance

ol @y, est le degré du monoéme agissant sur v pour obtenir w. Extraire le monéme qui encode
une partition équivaut a extraire la part de la série (25) constituée seulement d’exposants
positifs. Cette opération est réalisée par 'opérateur Oméga de MacMahon noté 2 et
défini comme suit (voir e.g [1]) :

ni np __ ni np
Qm,...,xp E Qpyynply - ee e x," = E Oy np®p oee e x,".

ni,...,np€Z ni,...,npEN
Par exemple,
Gt _ 3 3
Qomimggiczg = 4 T eam g
z 21
! ! !
[411] [321] [222]

code l'ensemble {[411],[321],[222]} des partitions de taille 3 plus petites que 411. Ainsi,

Proposition 9.3.1. La taille n > 2 de l’alphabet étant fixée, la série génératrice des parti-

tions (n, k)-admissibles est la fraction rationnelle A, (q,t; 21, ..., Zn_1) :
-1
Z022 Z1%3 Zn—2%n
(g, t 21,0y 2nm1) = Qay o ((1—tzl...zn1)(1——2q)(1— —q) ... (1= — q)) ,
21 2 “n—1

ou zy = 2z, = 1.

Par exemple, calculons les premiéres valeurs de 2A,,(q,t; 21, ..., 2n—1).

1. Pour n = 2 la fonction génératrice des partitions admissibles est donnée par

1
A1(q,t521) = Qs ((1 —tz)(1 — %)) |

Une décomposition en éléments simples selon la variable z; entraine :

1 N qz 2 (tz + 1) ) '

(T —tz)(I —qt?) (1 - 5)(1—qt?)

Qll(Qvt; Zl) = Qz1 (
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L’opérateur Oméga de MacMahon laisse invariant le terme de gauche et supprime le
terme de droite. On obtient en dernier lieu

1

21(q, t; =
1<Q7 721) (1 . qt2) (1 — 2z t)
= 1+2t+(q+ 22+ (qgz1 + 2) B+ (@ + gz + 2Dt + .. ..

Cela signifie que, pour k = 1 la seule partition admissible est [21], pour k =2, il y a
seulement deux partitions [42] et [33], pour k = 3 les partitions admissibles sont [63]
et [54] etc...

2. Sin =3,
1

TR —t.21.22)(1 — 22 (1 — 22y

212 222

As(q,t; 21, 22) = Q

Comme précédemment, nous allons réaliser une décomposition en éléments simples
selon z; afin d’obtenir des séries dont leur contribution en z; sont & exposant strictement
négatif ou bien & exposant positif.

2 t 3 2 Qt 2

As(q,t; 21, 20) = 2y 2y _ q75 Zzzqu zyt + 219 + 23) 4
TN — 2q) (-1 + 23q8%) (g — 22) (% + 229 + 23)

5 A

Z24q 23

+
(¢ —t23) (=23 + @) (=25 + z1q) (=1 +23q?)(q — t23)(—1 + tz12)

L’opérateur Oméga de MacMahon réduit le deuxiéme terme a zéro. Nous obtenons
ainsi

—(t214® + ¢* 212517 — P23t — 23) 28 )

As(q,t;21,22) = Dy 2y
3(q,t; 21, 22) : ((_1+t2122)(_1+z§qt2)(—z§+z1q)(q—Zz)(q2+22q+25)

Nous décomposons maintenant 23 en éléments simples selon 2z, puis on rassemble les

termes dont leur contribution en z, est & exposant positif ou nul. Nous concluons par :
1— Z]3Z23q2t4
(1 —tz; 29) (1 — qz03t2) (1 — z.3qt?) (1 — ¢3t)

3. Sin =4, Ay(1,t;1,1) = LA

S . _ 3842185461t 468343912 47t +1
4. Sl TI, —_ 5, ng)(l?t, 1, 1) —_— (1—t)5(t+1)3 .

Dans ce chapitre, nous avons donné plusieurs algorithmes d’énumération des partitions
admissibles. Lorsque nous développons A?* dans la base des fonctions de Schur, ces algo-
rithmes permettent de restreindre le nombre de partitions dont il faut calculer le coefficient.



FExpression hyperdéterminantale des
coeflicients dans le développement de A2k gur
les fonctions de Schur

Le chapitre 9 nous a permis d’établir que le développement des puissances paires du
Vandermonde sur les fonctions de Schur était un probléme équivalent au développement des
puissances impaires du Vandermonde sur les monomiales.

Il est possible de mettre en valeur cette propriété a l'aide des hyperdéterminants de
Hankel.

Nous présentons ici les hyperdéterminants de Hankel et nous proposons un algorithme
permettant de calculer tous les coefficients g:’k du développement des puissances paires du
Vandermonde dans la base des fonctions de Schur :

AQk _ Z g:7kSA~

A partition admissible

Enfin, nous analysons quelques propriétés qui découlent de cet algorithme.

10.1 Hyperdéterminants de Hankel

Les hyperdéterminants sont des objets inventés par Cayley en 1843.

Ils regroupent plusieurs généralisations du déterminant pour les hypermatrices de plus
de deux indices.

L’hyperdéterminant que nous utilisons dans ce chapitre est le plus simple des hyperdéter-
minants car il généralise de facon naturelle les formules des déterminants considérés comme
des sommes multi-alternées :

97
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Soit M = (Mz‘l,...,z‘,,)lgz‘l,...,z‘pgn un tenseur a p indices, I'hyperdéterminant de M est la
somme alternée sur les p copies du groupe symétrique S,,,

1
Det(M) := p} Z sign(o HM"I@ )orip (i) (26)
01,..,0pEGH
Si p = 2, on retrouve la définition des déterminants.
Par exemple, si p =4 et n = 2,
Det(M) = =M1 1,1 M99 + Moy 1o0Migo1 4+ Myio1 Moo

Lyl IR ]

_M2122M1211+M2211M1122_M2212M1121_M2221M1112+M2222M1111

14yt )Ly &y byt Pkt ]

Remarque : I’hyperdéterminant Det est nul lorsque p est impair. Dans la suite du chapitre,
on supposera que p = 2k est pair.

Nous allons analyser le cas particulier de I’hyperdéterminant de Hankel. Il s’agit
d’un hyperdéterminant dont les entrées dépendent seulement de la somme des indices. Cet
hyperdéterminant s’écrit :

Hf = (f(@l +--+ i2k))0§i1,...,i2kﬁn—1' (27)

Plus généralement, on définit ’hyperdéterminant de Hankel décalé par des vecteurs
décroissants AV, ..., A\2¥) € Z" comme I'hyperdéterminant du tenseur de Hankel décalé
H{u),._,,)\(zk) = (f()\z(ll) +oe Tt /\m i1+ k) o<y, igp<n—1- (28)

10.2 Hyperdéterminants et intégrales

Certains hyperdéterminants peuvent étre obtenus a l’aide d’intégrales multiples de pro-
duits de déterminants.

Proposition 10.2.1. (Identité de Heine généralisée)
Soit (f;l))lgig% une famille de fonctions et 1 une mesure sur C telle que les intégrales
1<j<n

apparaissant dans 'équation (29) soient définies. Alors, on a
/ /det . det(f Ve dp(z1) .. dpl(z,) =
Det ( / FO). . (z)du(z)) (29)

1<iq,.yi25<n

Démonstration. Le résultat s’obtient en développant les termes situés de part et d’autre de
I'égalité (29). O

Remarque : ici, seule la linéarité de Popération [ du(z) intervient. L’intégrale peut donc
étre remplacée par n’importe quel opérateur linéaire.

Si nous appliquons la proposition 10.2.1 au produit d’une fonction de Schur et d’une
puissance du discriminant, nous obtenons un hyperdéterminant de Hankel décalé dont les
entrées sont des sommes associées a la mesure .
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Corollaire 10.2.2. Soit 1 une mesure sur C telle que l’intégrale apparaissant dans l’équation

(30) soit définie, on a
1
] / . / Sx(z1, -y 20) A dp(z1) - dp(z) = Det(Cn, 4y 4irbotine—2k) (30)

ot ¢, = [ 2"du(z)
Démonstration. 11 suffit de remarquer que
Sa(z1, -y 2) A% = det (2T det (2712

et d’appliquer (29). ]

10.3 Algorithme pour obtenir les coefficients

Dans la section précédente, nous avons vu que ( équation 30 )
1
- / / Sa(znr- 2 A du(z1) . dp(za) = Det(en, . rsirsimz).  (31)

Cette formule nous donne une expression hyperdéterminantale des coefficients gf\“k décrite
dans le corollaire 10.3.1.

Soit AV, ..., A®R) 2k vecteurs décroissants de Z". Nous définissons le tenseur a 2k indices
A = (5 -
AW AEZR) AL AR e, (2k—1)n 1
not noap (2R 1<i1,...yigp <

et
@/\(1)7._.7)\(210 := Det (A)\(l)7_._7>\(2k))

son hyperdéterminant.

Corollaire 10.3.1.

n(n—1)

=D D g o] (32)
T

Démonstration. Dans cette preuve, nous fixons la mesure de sorte que

/Zmd,u(z) = Om.o

et nous utilisons le produit scalaire sur les fonctions symétriques ci-apres :

— [ [ Z#a—z—])du(a) ()

ou Z" représente I’alphabet 2—11, =
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Il est prouvé que ( voir [39] VI.9 p.370 )

<S)‘7 SN> = 5)‘7}"
ainsi
g;%k = <S>\7 A2k>
et 1
gut = E/.../SA(Z)A%(ZV)HO = du(z1) - du(za)
' i#j J
or Z; (n-1) j j
S}\(Z)A%(Z\/) H(l B _l) _ (_1) > det(zi)\nfjﬂ-i-]—l) det(zf_l)zkﬂ
it
En conséquence, d’aprés la proposition 10.2.1
n n(n—1)
g>\7k = (_1) 2 Det(c)\nfi1+1+il+"'+i2k*21@)

= (—1)"“51)@%[0”], oM
N————

2k+1

O

Nous souhaitons calculer explicitement gf7k. Dans ce but, nous allons étudier les symé-
tries et opérations qui laissent O, [0"] [0"] invariant. En utilisant une généralisation du

g e e vy

2k+1
développement de Laplace appliquée aux hyperdéterminants, nous obtenons une formule

de calcul récursive pour Dy, »,,. 1, d’ott nous déduisons un algorithme afin de calculer
@ n ni.
07, [07]
———
2k+1
Les propriétés d’invariance de I’hyperdéterminant © A, A(2H)
Proposition 10.3.2. Soit 0 une permutation de Sqy, il apparait que

D@ aek = D) Ak

Démonstration. Par définition du tenseur Aya) yem, onobtient Ay yew = Ayea) .z
L’hyperdéterminant ) e vérifie la méme propriété. ]
yp A A prop

Proposition 10.3.3. Soient my,msa, ..., mop_1 € Z, 2k — 1 entiers. Dans ces conditions,

9)\(1)7,,.)\(%) - @[)\gl)+m1,m,)\g)+m1},~~-»[A(12k)+M2k7mJ\57,2k)+m2k}

Ot Mog, = —My — *++ — Maj_1.
Démonstration. Par définition du tenseur Ayq)  yew, 8i mop = —mMmi—- - - —Mog_1, NOUS aVONs
A)\(l)’m’)\(Qk) = A[/\(ll)erl,--.,A53>+m1},...,[/\(12’“)+m2k,.--,/\53k)+m2k]' Il en est de méme pour @)\(1)’“.7)\(210.

]
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Proposition 10.3.4. 51 D,a)  \ern # 0 alors

Z)\Z(»j) =(k—1)n(n—1).

i3
Démonstration. Si Dy yew # 0 alors il existe 2k permutations oy,...,09 € &, telles
que
n
H(5 ) (2k) A . # 0.
L N et A o () o) 2k D1

On en déduit donc

SN e AP 010) 4+ om) = nl(2k — Dn £ 1),

n—oak(7)
Or le terme de gauche vaut ), ; )\g-i) + kn(n + 1), ce qui finit la preuve. O]

Mineurs et hypermatrices

5
Nous notons par M : le mineur du tenseur M = (M;

Loy
choisissant des éléments indexés par les m-vecteurs croissants (1 < m < n) de taille 2k :
I, ..., I, c’est-a-dire :

1,.,_7142,9)191’_._71.%@ obtenu en

L
IZk ip o igy 1<y, igg<m
ot Iy — (]{1) e j7(71t)>’ o, Lo = (j§2k) < & ]7(73’6))

Un tenseur de Hankel décalé est un mineur du tenseur de Hankel infini

fo— PR,
HOO T (f(zl + + ZQk))—oo<i1,...,i2k<oo :
Plus généralement, considérons le tenseur générique et infini suivant :

My = (Mnm)

—00< 1] .. ylok <OO

et choisissons le mineur indexé par le 2k-tuple de vecteurs décroissants AV, ... A2k ¢ 77,

M/\(l)j.“’)\(Qk) - (M)\(l) )

. (2k . .

. Fi1 A +1i )

AT st TR o ige<n

Le tenseur MA(1>,_“7/\<%> est, de maniére évidente, un mineur de M, et réciproquement,
L

chaque mineur M : de My, est égal & un mineur My@)  yex). Ainsi, chaque mineur

Loy,
de My yew est de nouveau un mineur de My, et peut étre écrit sous la forme M,q) ,en.
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Dans la proposition suivante, nous décrivons explicitement les partitions vV, ..., (2%,

Proposition 10.3.5. (Composition de mineurs)
Soient XV, ... AR ¢ 7" 2k wvecteurs décroissants et Jy, ..., Jop C {1,...,n}, 2k sous-
ensembles de {1,...,n} ayant tous le méme nombre d’éléments m, 0 < m < n. Alors nous

avons l’égalité
{1,...,77,}\J1

MA(1>,_“7/\<21¢> = M,,<1)7,/(2)7,__,y(2k>

(. 0\ ok

ol

P ::[/\gp)er,... AP +m,)\§lp_)jm+2+mfl,... AP +m—1,\? e tm—2,

MM —=Jm PN —jm—1 PN —jm
(®) (p) (p)
AP 1A )

siJy =40 < <Jgm} C{L,...,n}.

Démonstration. On démontre la propriété par induction sur la taille m de J,. En fait, le
cas ou m = 0 est trivial et il suffit de comprendre le cas m = 1 pour prouver le résultat.
Considérons le tenseur suivant :

{1,...,n}\ 7

M)\(l)’_“’)\(Qk) = (Mfl(il)w-wak(iQk))1§i17...,i2k§n—1

(0,0} \ e

ou

£ (i) = AP i sii< g,
g AP L1 sii> g,
Par définition, on a

(Mfl(i1) ----- fzk(izk))19'1,,“,7;%91_1 = MV(1)7~~~,V(2'“)‘

Cela prouve le résultat pour m = 1. Si m > 1, on pose pour tout p, m, = min J, et
Jy, = Jp \ jp- Plus simplement,

{1,...,n}\ 1
My, aew : =
{1,...,n}\J2k
{1,...,n}\ J| {1,....,n—m+1}\my
Mya) . aew : :

77777

{1,...,n}\ Jj, {1,...,n—m+1} \ moy
Par hypothése de récurrence,
{1,...,n}\ Ji {L,....,n—m+1}\my

A(2R) : I AN TIONICLY) :
{1,...,n}\ J5 {1,...,,n—m+ 1} \ mo

,,,,
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ou
=D 4m—1, AP pm =1 AP rm—2, AP em—2 AP -2,
(p) (p)
D N P KPP )

siJ, ={n < <jn} C{1,...,n}. En appliquant de nouveau m = 1, on trouve le
résultat. u

Mineurs des hypermatrices A)u)  en

*)

Soient les ensembles définis par
LCrn o= {Ayao)__aew MY ARsont des vecteurs décroissants de Z"}.

Proposition 10.3.6. Soient AV, ... ACK) ¢ Z" 2k vecteurs décroissants et Jy, ..., Jop C
{1,...,n} 2k sous-ensembles de {1,...,n} ayant tous le méme nombre d’éléments m, 0 <
m < n. Alors, le mineur

{1,...,71}\J1

Ay am :
{1,...,n}\J2k

reste dans I'y p_m, .
Démonstration. D’aprés la proposition 10.3.5, on obtient

{1,...,n}\J1

A,\G),...,,\(?k) :
{1,...,%}\(]%

0 1 (2k) . ,
< V"*m*ﬁ*l+M+V"*m*i2k+1+21+m+7’2k7(2k_1)n+1 1<iy, g <n—m

N

ou

v = o, AP e m AP em— 1 AP e 1 AP -2,

Y N—Jm Y N—Jm-1

siJ,={j1 < <ijm} CA{L ...,n}. De plus,

61/£L1_)m_i1+1+»--+1/7(12_k7)n_i2k+1+i1+~~-+i2k,(2k71)n+1 = 51/5}1,,1_1.1+1+---+qu2_’€3”_1.%+1+i1+---+z‘2k,(2k71)(n7m)+1’
oit /M est la suite décroissante
VD=1 O —m2k = 1), v ™ = m(2k — 1)]. (33)
Alinsi,

{1,...,n}\J1

AA(l),,,,,A(%) - Ayl(l)w(z),_”y(%) € Fk,n—m'

{1,...,n}\J2k
Cela finit la preuve. [l
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Une généralisation du développement de Laplace

Dans le cas général, il n’existe pas d’algorithme efficace pour calculer un hyperdétermi-
nant. Cependant, nous utiliserons une généralisation du développement de Laplace pour les
hyperdéterminants. Ce résultat est dit & W. Zajaczkowski [46] *.

Théoréme 10.3.7. (Généralisation du développement de Laplace) [46],
Soit un tenseur M = (M, 0<m<netl={i" < <jiVYc{1.. n}

L’hyperdéterminant de M peut étre développé comme une somme alternée de (;)Qk_l produits
de deuxr mineurs,

1»---4%)191,...,@'%91’

[1 {1,,%}\[1
Det(M) = Y £Det [ M| : Det | M : (34)
Iy,.... Iy Iy {17 - ,n}\lgk
ot la somme porte sur les m-uplets
(2 . -(2k . m
L=[, . 3P L =[PP9 e {1, n}
et ou £ désigne le signe du produit des permutations o; qui convertissent les concaténations
des indices ordonnés de I; avec ceux de {1,...,n}\ I; en l'identité.

Par exemple, lorsque nous appliquons le théoréme 10.3.7 pour une matrice de dimension
4 et pour I; = {1, 3}, I'hyperdéterminant se calcule de la fagon suivante :

a b c d
B e f g h
M=ty 5
m n o p
et . "
M| = sign(1324.1234)| ¢ ‘9 ’+
i jllop
sign(1324.1324) j ; £ ;“Jr
sign(1324.1423) | ? j; I+
. b ¢ e h
sign(1324.2314) i kllm o +
. b d e g
sign(1324.2413) i1 llm o ‘—i—
sign(1324.3412) Z CZZ‘ ; fb

Pour les hypermatrices générales, ’algorithme induit par le théoréme précédent n’est pas
plus rapide que le développement direct. Cependant, il est adapté pour le calcul d’hyperdé-
terminants creux.

LA. Armenante [2| a donné la premiére généralisation de la formule de Laplace pour les hyperdéterminants
cubiques dont le premier indice n’est pas alternant. Quelques années aprés, W. Zajaczkowski et L. Gegenbauer
[19] ont établi une formule de Laplace pour les hyperdéterminants plus généraux dont chaque indice peut ou
non alterner.
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Une formule récursive pour D,u _ yew

Nous allons appliquer le théoréme 10.3.7 afin de trouver une formule récursive pour
D\, aew. Dans cette perspective, nous réalisons le développement de Laplace généralisé
(théoréme 10.3.7) en fixant le premier indice a I} = {i;}.

Corollaire 10.3.8. Soit 1 < p < m et i; € [1..n], alors

D@, Ak = Z( 1)“+ H%ngq ) (35)
I
ot la somme varie sur les 2k-tuples, I = [iy, ia, ... iox] € {i1} x {1,...,n}?**=1 vérifiant
A(l)zﬁ»l + - )\(2k712k+1 44+ + Z.Qk’ = (2]{? — 1)7’L + 1.
Les vecteurs décroissants ,ugl), e ,,ug%) sont définis par

i = =20k = 1), N =20k = 1N L =2k = 1) = 1 AP = 2(k— 1) — 1]
i =D 1 AP 1A AR

n—ig

AR LA ARPL (36)

ui = [)\(2k)+1 A

Démonstration. En choisissant I; = {i;} dans le théoréme 10.3.7, d’aprés la définition de
Dy, ik, il en résulte que

{L"-an}\il
D aem = Z(—l)“+"'+’2’“DGt Ay, Ak 3
I {1,,n}\22k

oil la somme est effectuée sur les 2k-tuples, I = [i1, ia, ..., d0x] € {71} x{1,...,n}?*~! vérifiant
)\(1)114—1 +- )\(Zkzzk—kl + Z1 + -+ iZk = <2k - 1)” + 1.

De plus, on a

(1,...,n}\ 4

Ay ae@w : EAWORNCS
] I oeoky
{17"'7n}\7'2k:
ou les partitions ,ugi) sont déterminées par (36). Le résultat souhaité est démontreé. []

Par exemple, si nous calculons ®211)j100][100)000]- Il faut analyser 'hyperdéterminant de

igea\'? | 11 12 13 21 22 23 31 32 33
11
12 1 1
13 1 1
_ 21 1 1
Ap11)100)[100][000] = 35 . 1
23 1
31 1

32 1 1
33 1
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Si nous posons i; = 1, les indices (1,3,2,2),(1,2,3,2),(1,1,3,3) et (1,3,1,3) sont les seuls
indices tels que les entrées correspondantes de Api1jj100)(100j000) D€ s’annulent pas. De plus,

}?,;}{ iS,"A\il,iQ‘ll 12 21 22‘
’ 11
1

A211][100)[100][000] (1,3} = o
{1,3}

De la méme fagon, nous constatons que

{2,3}
1,3
A211)[100)[100][000] %1 2{ = Ajg—1)20)[00][10]

{1,3}
{2,3}

2,3
A[211}[100][100][000] }1 2% = A[0—1}[21][00][00]

{1,2}

1 | = Ap-1jpoi20)10)-

et
{2,3}
1,2
A[211}[100][100}[000] %2 3{ ZA[O—l}[OO}[zl][oo]-
{1,2}
Ainsi,

D 211)100[100][000] = D [o—1][00][20][10] T P [0—1][20][00][10] + D[o—1][21][00][00] T P [0—1][00][21][00] -
Un rapide calcul établit que

Do-1120][00)10] = P [o—1)[00)20][10] = 1

et
Djo-1)i21)f00][00] = Do-1][00][21]00] = 2.
Nous parvenons a
D [211][100][100)000] = 6-
Nous allons maintenant illustrer comment la récurrence (35) produit un algorithme per-

mettant de calculer le coefficient gf’k. Nous choisissons de calculer le coefficient de S41; dans
le carré du déterminant du Vandermonde pour un alphabet de taille 3. Nous avons besoin

de déterminer la valeur de D41 11,0,0,01,0,0,00,00,0,0- Quand on applique le développement de
Laplace généralisé, D4 11],0,0,01,00,0,01,00,0,0 S ¢écrit a 'aide d’'une somme faisant intervenir 27
hyperdéterminants.

D (4,1,11,(0,0,01,[0,0,01,0,0,0] = 311102, -11,0,0],[0,0],0,0] T 311202, -1],[0,0],(0,0],[1,0] T

R 043333@[2,—1},[1,1],[1,1],[1,1]-
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Cependant, seulement trois des coefficients a; ne s’annulent pas :

D [4,1,1],(0,0,01,]0,0,01,[0,0,0] = 3211 [2,-1],[1,0],[0,0],[0,0] T 311282, -1],[0,01,[0,0],[1,0]

+ 31210 [2,-11,[0,0],[1,0],[0,0] -

On obtient 3119 = 3121 = aige1; = —1 et pour des raisons de symétrie

D [2,-11,[1,00,[0,0],[0,0] = D[2,~1],(0,0],[0,01,[1,0] = D[2,—11,[0,0],[1,0],[0,0] -

Il reste donc & déterminer D2 _1y[1,0},0,01,0,0;- En utilisant une nouvelle fois le développement
de Laplace, la somme est réduite a 8 hyperdéterminants. Parmi ces hyperdéterminants, un
seul donne un a; qui ne s’annule pas :

D [2,-1],[1,01,[0,0],[0,0] = 2111 D10}, [0],[0],[0] = —1-

. . 3,1 .
Ainsi, g7 = 3.

10.4 Conséquences

A T'aide de I'expression hyperdéterminantale de gf\L’k, il est possible de donner des expres-

. ., . . n,k
sions factorisées pour certains coeflicients gy™.

Proposition 10.4.1. Soient X, ... X®®) tels qu’il existe un entier 0 < m < n vérifiant
A s A0 + [(A@ oA e A A = (k- Dm(m - 1)
alors D) yew factorise :

@)\(1)7”'7)\(2@ = :l:@u(l) neD) @l,u)w,y(gk)

ol

p =AW, W = A =20k = Dm, A — 2k — 1)m)

? n—m

p® =P AP @ = N2 D)

Y m n

(k) = [Aﬁz’“), o )\(2k)]7 J(2k) . P\(Qk) 7)\%21@)].

Démonstration. Avec les conditions du théoréme, lorsque nous fixons le premier indice a
I ={1,2,...,m}, il n’existe qu'un seul mineur d’hyperdéterminant non nul :

{1,...,m}
n—m+1,....n
Ay aew { I

{n—m+1,...,n}

D’apres le développement de Laplace généralisé, nous en déduisons la factorisation recher-
chée. ]
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Corollaire 10.4.2. Soit A\ une partition telle qu’il existe un entier 0 < m < n vérifiant

Aemi1 + o+ Ay = km(m — 1)

alors
7k ) Y
g = gptgn
ot
o= Aty s Ay et vi=[A —2km, ... A\ — 2km].
Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 10.4.1. O

Notons que le corollaire 10.4.2 est aussi une conséquence directe de la factorisation

A(xl,...,a:n):A(xl,...,xm)H H (i — ) ATty - - Tn).

i=1 j=m+1
Par exemple, pour calculer le coefficient g2, on peut calculer hyperdéterminant

D (77420],[0000],[0000],[0000] -

D’aprés la proposition 10.4.1, pour m = 3, il factorise en

D 420],[000],[000],[000] D [11],[00],[00],[00]
Ainsi,
5,1 31 21
977420 = 9420911 -

Dans ce chapitre, nous avons donné une formule hyperdéterminantale des coefficients
apparaissant lors du développement des puissances paires du Vandermonde dans la base
des fonctions de Schur. L’étude des propriétés d’invariances de la formule hyperdéterminen-
tale ainsi que I'étude de son développement de Laplace généralisé ont permis d’établir un
algorithme récursif pour déterminer ces coefficients.

Le résultat obtenu est utile car les coefficients peuvent se calculer indépendamment les
uns des autres.

Une implémentation en C nous a aidé a engendrer le développement de A% dans la base
des fonctions de Schur pour de nombreuses valeurs de k£ et de n résumées dans le tableau
ci-dessous.

n max
up to 11
up to 7
up to 6
up to 5
up to 5

U W N =

L’ensemble des résultats peut étre téléchargé sur le site :

http://www-igm.univ-mlv.fr/~luque/Vandermonde.html.



Polynomes de Jack rectangles et
hyperdéterminants de Hankel

Dans ce chapitre, nous montrons que les puissances paires du Vandermonde sont des
polynomes de Jack sur ’alphabet —X.

Pour cela, nous introduisons un opérateur de substitution fY a l'aide duquel nous dé-
montrons que le produit scalaire des polynémes de Jack rectangle P&ﬁ%lpn_l(xv) avec son
noyau reproducteur [](1 + z,;y;) est exactement un hyperdéterminant. L’identité s’obtient
a l'aide de 'opérateur fY pour Y = —X, en reliant les puissances paires du Vandermonde a
I’hyperdéterminant précédent.

Dans un second temps, nous introduisons les fonctions de Jack gauches pour donner une

relation surprenante entre les polynomes de Jack sur les alphabets —X et XV.

11.1 Les polyndémes de Jack

Soit A une partition, nous notons par /() sa longueur et par zy le nombre de permutations
de type cyclique A. Le coefficient z, se calcule et vaut :

Zy = H 1"try!

1<s

ou r; est la multiplicité de ¢ dans A.

Nous allons considérer la généralisation & un parameétre du produit scalaire défini par
(U, U} = 0y 220!V pour I(\) = n. Les polynémes de Jack P;O‘) sont les seuls po-
lynémes symétriques orthogonaux pour (, ), tels que Pia) =my + Zu <A uE\(Z)mM. Dans le
cas ol & = 1, la définition coincide avec celle des polynémes de Schur, se traduisant par

PA(U = S). Soit (Q&a)) la base duale de (P/\(a)) pour le produit scalaire (, ), (c’est-a-dire

109
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(Py, Q) = dx,)- Les polynomes Pia) et Qf\a) sont égaux a un scalaire multiplicatif prés et le
coefficient de proportionnalité est calculé explicitement dans [39] VI. :

(@) alhi—j)+ N —i+1
b(a) = A P(a) P(C") -1 _ v J
A p (PR H a(Ni —j+ 1)+ N, —i (37)

A (3,5)€AX

oit \ est la partition conjuguée de A (N = card({j|\; > i}) ).
Soit X = {z1,--- ,z,} un alphabet fini, on note X" l'alphabet des inverses {x', ...,z "
Nous introduisons un second produit scalaire de la fagon suivante (voir [39] VI. 10) :

(9o = i CT AR IO — )2,
' 1#]

Les polyndmes P ot Q) sont aussi orthogonaux pour ce produit scalaire. De plus, les
Y A A g

produits scalaires (, ) et ,);,, coincident lorsque a = 1.
De méme, nous considérons une nouvelle normalisation définie par

a),n 1/« 1/a e}
REM(Y) = (P, Q) Q4 (V).

Il est & noter que le polynéme Rf\a)’n est non nul uniquement lorsque /() < n. Dans ce cas,

la valeur du coefficient (P/g,1 /%, (;,/ a)xl 1 est connue et est égale a (voir [39] VI 10)

1/ 1/a 1 n+§(]_1>_2+1 -1«
(P QU == T ————CT (=) . (39)

e n: n = =1 ..
(i,5)eN Ta i#]

11.2 La substitution =" — A™(Y)

Soit X = {z1,...,x,} un alphabet fini et Y un alphabet distinct (qui peut étre infini).
Nous noterons [, la substitution :

ST

pour tout z € X et tout p € Z. Si p < 0, alors AP(Y) = 0.
Dans le chapitre 10, nous avons défini les hyperdéterminants de Hankel par

Hf = (f(ll + -+ iQk))OSil,.--7i2k§n_1

et leurs versions décalées par

1 2k . .
H{u) Ak T (f()‘z(l)+"'+)‘z(‘2k)+zl+"'+22k)> o :
ety 0<%1,...,52,<n—1

Sans perte de généralité, nous allons nous intéresser a cet hyperdéterminant de Hankel par-
ticulier :

§5(X) = Det (A2 (X)) (39)

0<iy,...,igp<n—1"



111 11. Polynémes de Jack rectangles et hyperdéterminants de Hankel

Sa version décalée s’énonce :

f)ﬁ(X) — Det (Ai1+...+i2k+vi1 (X))Ogih...,igkgn—l (40)
ol v est un vecteur d’entiers relatifs.
De maniére analogue, nous définissons I'hyperdéterminant de Toeplitz décalé par
TH(R) = Dot (Aot a0 () (41)

Les hyperdéterminants de Hankel et de Toeplitz sont liés par la formule suivante :

kn(n—1)

Proposition 11.2.1. 1. H%(X) = (—1)f§ﬁ+(k(n_l))n(§§)
2. THX) = (1) E 9 1 ().
Démonstration. Les égalités (1) et (2) sont équivalentes et issues des définitions (40) et (41),
TH(X) = Det (Ai1+~"+ik+(n—1—ik+1)+~~+(n—1—i2k)—k(n—1)+vi1 (X))

kn(n 1)

(_ ) »61)+ (X)

La proposition ci-aprés constitue ’outil principal de ce chapitre.

Proposition 11.2.2. Pour tout entier k € N — {0},

=] A= skw)
ou A(X) = [T;;(zi — x;).

Démonstration. Nous commencons par développer les puissances paires du déterminant de
la matrice de Vandermonde :

A(X)% = det ( - 1)% = Z sign(oy - - - o) Hx?l(i)erJra%(i)*%

01, ,00LES,

En appliquant la substitution, on obtient

1 2% 1 : o1 () +--+ o2 (1) —2k
] YA(X) = - Z sign(oy -+ - o) H A% 2k (Y) |
1, 702k66n [
= 9(Y).
Ce qui clot la preuve. O

De maniére générale, nous observons

Proposition 11.2.3. Soit A une partition,

/ S)\ f»)mversen()\ (Y)7
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ow inverse, (v) = (U, ..., v1) st v = (vy,...,v,) est une composition avec p < n et v,y; =0
pour 1 <t <n—p.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

SA(X)AX)™ = det(z)" 7 det (2771)
et d’appliquer le méme calcul apparaissant dans la preuve de la proposition 11.2.2. [l
Lorsqu’on utilise la formule de Jacobi-Trudi :
Sy = det(AMn-it19) (42)

ot \ est la partition conjuguée de A, la proposition 11.2.3 pour £ = 1 implique

%/YSA(X)A(X)Q = (=) So oy (¥).
11.3 Polynomes de Jack quasi-rectangles et hyperdéter-
minants

L’opérateur fY et les polynéomes de Jack quasi-rectangles

Supposons que X = {xy,...,2,} est un alphabet fini. Soit Y = {y;,- -} un autre alpha-
bet (potentiellement infini) et considérons l'intégrale

1 n n—
(YY) = EC.T.{A (XV)PHRODANKY) TTOL 4 @iy A(X)* (43)
Notons que
I (Y) = ﬂc TAN XY )PANKY) T+ ) TT - Tiyky 44
n,k - n' s xly] oy x,g ( )
i#£]
et En(n-1) VAP ALV /
Lk (Y) = (—1) (ArxpAix), T Ja +2iY5))p 1
Cependant, .
n 1
AMXYPALXY) = P((p jlil (XY) (45)
et
k
[T+ = ZQ V)0 (V). (46)
Ainsi, d’aprés orthogonalité de PA et de Q)\ , les égalités (44), (45) et (46) impliquent
kn(n—1) n
Li(Y) = (=1) 75 R (V). (47)

De surcroit,

/Yxm = 4 (¥) = CT (o T+ o),
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n(n—1) (

En remarquant que A(XY) = (=1)" 2 AT et AM(X)mAL(X) = Smr)+at)(X) pour tout
m € Z, I'égalité (43) peut étre réécrite sous la forme :
kn(n—1)
La®) = = Sipsaenymen(ADE = ()T (1)

On en déduit une expression hyperdéterminantale d’un polynéme de Jack indexé par une
partition de la forme nPl.

Proposition 11.3.1. Pour tout entier positif n,p,l et k,
(k) _ ok
Ry = Sp”‘l(erl)l'

Le terme constant apparaissant dans (38) correspond & un cas particulier de la conjecture
de F. J. Dyson [14]. La conjecture de F. J. Dyson a été prouvée de maniére indépendante
par J. Gunson [24] et K. G. Wilson [45] (I. J. Good [22] a donné une preuve élémentaire en
utilisant I'interpolation de Lagrange) :

s a +---+a,
CT.J] (1= ;") :( 1a1,...,an )

i#j

pour ay,...,a, € N. Ainsi, on a

kn -
ng)z(Y) = nl (k’ k) r(n, p,l,k‘)T mtprap (Y)

ou

Gk =1y p+ 1+ k(n—i)
I; k) .
w(n, p, 1K) 11]1_[1 j—1+ki t1p+k(n—i+1)

Notamment, quand [ = 0, nous retrouvons le théoréme de Matsumoto.

Théoréme 11.3.2. (Matsumoto [40])

kn -1
PY(Y) = n! k(Y).
w (Y) =n (kk) T (¥)
Démonstration. D’aprés I'égalité (37) et (38),
(po gumy Lok pe oy
A TRV T A

La proposition 11.3.1 permet de conclure. [l

Si nous effectuons la spécialisation p = k(n — 1), nous obtenons une expression de 1’hy-
perdéterminant de Hankel comme un polynome de Jack.

Corollaire 11.3.3.
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Polynomes de Jack avec le paramétre a = %

Soit Y = {y1, 2, - } un alphabet (potentiellement infini). On considére I’endomorphisme
défini sur les fonctions symétriques somme de puissance W, (Y) par wy (¥, (Y)) := ¥p(—aY) =
(—=1)P~ LW, (Y) (voir [39] VI 10), ou Y = {—y1, —¥sa, - - - }. Cette application est connue pour
satisfaire les identités "

waPy (Y) = Q5 (Y)
et
wa A" (Y) = gé)(Y) = A"(—aY).
En appliquant wy, sur la proposition 11.3.1, on obtient I'expression du polynéme de Jack avec
le parameétre a = % pour un quasi-rectangle de forme A = (p+1)'p"~! en un hyperdéterminant

de Toplitz décalé dont les entrées sont

M it =i — o —lopt An—ig 41
i1..02 — Y1 :
k

Proposition 11.3.4. La relation suivante existe

-1
(1) kn k
P(pil)lp”*l(y> = nl (k?, ceey /f) rn.p, k)zl(’”)*l(p-kl)l(_kY)'

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 11.3.1 sur 'alphabet —aY pour obtenir

k kn - k
Qua(—kY) = nl ( b)) RO ERIT G (kY).
Le résultat se déduit a partir de

QW) (—kY) = w Q¥ () = P¥)

(p+1)'p

().

O

11.4 Puissances paires du Vandermonde et polynémes de
Jack rectangles sur 'alphabet —X

Dans ce paragraphe, nous travaillons avec les polynémes de Laurent sur I'alphabet X =
{z1,-++ ,x,}. L'espace des polyndmes symétriques de Laurent est engendré a l'aide d’une
base indexée par des vecteurs décroissants (S (X)), >..>x,)ez et définie de la fagon suivante :

S0 1=

En effet, chaque polynéme de Laurent f peut étre écrit comme

FX) = A"(X)"g(X)
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ol g(X) est un polynéme symétrique en X. Etant donné que g(X) est une combinaison
linéaire des fonctions de Schur, f(X) est aussi une combinaison linéaire de Sy. Soit X =
{—a1,...,—x,} l'alphabet des opposés de X. Nous considérons la substitution | < qui rem-
place P pour x € X et p € Z par les fonctions symétriques complétes S™(X).

Counsidérons 'alternant
a)(X) = Ze(a)yc"A

= det(x;\j)
= S s(X)A(X)
ot d = (n—1,n—2,...,1,0). D’aprés cette définition, 'opérateur %I—X transforme le
produit des 2% alternants ay, a, ..., a, en 'hyperdéterminant :
1
= [ aa(X)au(X) - ay(X) = Det(Sha iz ik (X)) 1<y, igyn- (49)
n') _x = =
Soit 'opérateur linéaire Q défini par
Q55 (X) == S\(X) := det(SMTI(X)). (50)

Les polyndmes symétriques sont invariants pour cet opérateur.
De plus, QF s’exprime a laide de [ _<.
Lemme 11.4.1. On a
o =L
n! X

CL&(X)CL_(g(X) .

Démonstration. 11 suffit de montrer que

% _Xa(g(X)a_(;(X)S,\(X) = Si(X).
Cependant
a5(X)a_5(X)SN\(X) = ary5(X)a_s(X)
et d’apres (49), nous obtenons le résultat souhaité. O

Proposition 11.4.2. Soit X = {1, ,x,} un alphabet fini et 0 <1 <p e N.
k)m (=Dn(n-1) . -
RW o (5X) = (1) 5 G o (K)A(X) 2D, (51)
Démonstration. D’aprés le lemme 11.4.1, on a

S)\(X)A<X)2(k—l) — Q+SA(X)A(X)2(’“—1)

- r1a(K)as(X)*0 D (K)a_s(X),

Selon ’égalité (49), nous montrons que

S)\<X)A(X)2(k—1) = Det (S)xil+n—i1+...+n—z‘2k_1+z‘2k_n(X>)
= Det (SA"7i1+i1+"'+i2k71*i2k (X))

n(n—1) ) OSZ"I ----- top<n—1
(—1)"2 " Det (S +lontivttiz (X))
n(n=1) _
= <_1) 2 g)reversen(/\)_[(n_l)n}(—X)

n(n=1)(k—1) _
= (=1)7 2 Freversen (V) [((k-1)(n—1))"] (—X).

1<iy,.. i <n

0<iq .. iop<n—1
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Par ailleurs, d’aprés la proposition 11.3.1

Rk (_X) _ gk

(k=)= (=11 4l (1) (=X)

n(n—1)(k—1) _
= (1) 2 Siprnypn-y(X)A(X)2ED),
Toutefois, le polynome de Jack Rf\a)’” étant homogene, nous établissons que
RYOM(K) = (~)NRY (X)),
Ce qui conclut la preuve. [l

Nous remarquons les propriétés suivantes :
— un cas spécial de la proposition 11.4.2 apparait dans [37],
— la proposition 11.4.2 peut étre formulée ainsi :

Les polynomes Péfl(k_l)(n_l)l(—X) et P (X)A(X)2*=1) sont proportionnels.

(p™)+(1h)

Ce type d’identité, qui relie les polyndémes de Jack en X et les polynémes de Jack en —X,

peut étre déduit d’un cas plus général faisant intervenir les polyndémes de Macdonald

ou t est spécialisé a une puissance de g. Nous verrons cela plus en détail dans le chapitre
12.

Un cas particulier de la proposition 11.4.2 correspond aux puissances paires du détermi-

nant de Vandermonde A(X)?*. Le polynoéme de Vandermonde est un polynéme de Jack sur
I’alphabet —X.

Corollaire 11.4.3. Posons | = p =0 dans l’équation (51), on obtient

(k+1)n -
(k’+1 o k+1 PT(LJ—R);C(—X)_

(kn(n—1)
A(X)% _ (_1) 2

n!

Nous allons maintenant établir une identité particuliére reliant les polynomes de Jack
sur les alphabets —X et XV. Cette identité est formulée dans la section 11.6 et nécessite une
présentation des polynomes de Jack gauches dans la section qui suit.

11.5 Polynémes de Jack gauches
Soient les fonctions gauches () définies par (voir [39] VI 10)
(@R Py = (@, PP,

ce qui revient a écrire

Q8 = D(QV PP QL. (52
Généralement, les polynémes de Jack gauches apparaissent lorsque I'on développe les poly-
nomes de Jack sur une somme d’alphabets.
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Proposition 11.5.1. Soit X et Y deux alphabets, on a
1) =3 @RI

ou, de maniére équivalente,

NX+Y) = ZP (X) P35 (Y).

Démonstration. Voir [39] VI.7 pour une courte preuve de cette identité.

Une autre normalisation importante est donnée par
1Y = (@B = 4 (@)Q)

ol
@)= [ (=) +X, —i+1)
(3,9)EX
et
Ale) =[] (ani—j+1)+X—i)
(4,5)eX
quand X code la partition conjuguée de .
Si nous définissons les fonctions gauches J par

J9 =
A p - <J1Ea), Jéa)>a

v

3 (SO, BTN )

alors J/(\?‘L est de nouveau proportionnel a P. /\ /u et Q/\ e

J/(\C/XI)L = c,\(oz)clu(oc)Pi?‘; = cﬁ\(oz)cu(oc)@f\%.

(53)

11.6 L’opérateur | y et les fonctions symétriques de Jack

gauches

Soit X, Y et Z trois alphabets tels que X =n < oo et §Z =m < oo.

Considérons le polynéme
1
b0, 2) = oy [ Tl Tl 28 ).
R i

En remarquant que
m

/ Yxp*m H(x +z) = Y APTT(Y)AT(Z)

=0

= AP(Y +2)

= / ?,
Y+Z
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on obtient
La(Y.Z) = LY +2)
(54)

-----

Ainsi, I'image de ng)(XV)A(X)% par / est un polynéme de Jack.
Corollaire 11.6.1. On a

[ alPeac = o= () 08 0% )

— Ce=D)!(nk)!((n—1k)!
kn!(n—1)!((2n—1)k—1)! "

ou b k(n =
Démonstration. L’équation est une conséquence de
—m Z; k l
[Te T+ 2 =TJ0+ 2) = S e @el ).
i i, i, ! A

En effet,
I’I’Lk Y Z ' Z b)\/ / / Q)\ Xv )

Et dans le second terme de (54) nous trouvons :

kn(n—1)

(=) >
L (Y, Z) = — Z PM(z) P, o/ (Y)-
En identifiant les coefficients de PSC)(Z) dans les deux expressions, nous démontrons que

1 kn(n—1 k
[ @Peerac = o= (el e

(k)
ot la valeur de bg\k) = g?’“) est donnée par I’équation (37). Cependant, d’aprés 53, P/{%
A

b< ) @ . .
(Q) Qg\/)ﬂ Ainsi,

1 kn(n—1 k
[ @Peenac = o= ()08 )0 )

La valeur de bgﬁn,l) est déduite de 'équation (37) aprés simplification. [l

En utilisant maintenant le corollaire 11.6.1, on trouve l'identité reliant les polyndémes de
Jack sur les alphabets —X et XV.

Proposition 11.6.2. On a
Q+Qf\1/k) (X\/)A(X>2(k—1)An(X)n—1 _

(_1) n(nflg)(kfl) 'H)\I

nk
TL' (k,7k) ( nk(n 1)) an(n 1)/)\,( X)

Démonstration. Le résultat est une conséquence directe du lemme 11.4.1 et du corollaire
11.6.1. [




Une g-déformation des puissances paires du
Vandermonde : les puissances polarisées du
g-discriminant

Soit X = {z1,...,x,} un alphabet. Le ¢-discriminant

D1(X;q) == [ [(q: — =)
i#]
est un polynome rencontré dans différents domaines mathématiques. En particulier, sa spé-
cialisation ¢ = 1 donne le discriminant qui est une fonction symétrique invariante pour la
transformation x — x + 1.

Les puissances du discriminant (¢ = 1) apparaissent dans le contexte de la généralisation
de l'intégrale de Selberg [28, 30, 42]. Ces intégrales sont liées a la notion d’hyperdéterminant
de Hankel [37, 38| et de polynome de Jack [26, 27|. Les intégrales de Selberg admettent un
g-analogue qui fait intervenir le g-discriminant (voir [39] ex3 p.374). Il est intéressant de
remarquer que ces intégrales sont en relation avec les polynoémes de Macdonald [44].

Plus généralement, la spécialisation t%¢® = 1 suggére des identités plus profondes liées a
la généralisation du déterminant d’Izergin et Korepin due & M. Gaudin [34].

Dans cette partie de I’étude, nous souhaitons analyser les puissances paires du Van-
dermonde au moyen d’une g-déformation des puissances du discriminant : les puissances
polarisées du ¢g-discriminant. Elles sont définies par

Di(X;q) = [[ 21X ¢ 7).

=1

En utilisant 'opérateur de Macdonald 9J1;, nous montrons dans les paragraphes 12.1
et 12.2 que les puissances polarisées du g-discriminant sont des polyndémes de Macdonald

119
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escaliers. Quand on spécialise ¢ a 1, cette identité donne (paragraphe 12.3) une nouvelle
expression des puissances paires du Vandermonde a I’aide des polyndémes de Jack escaliers.

Enfin, au paragraphe 12.4, nous déterminons les partitions qui sont présentes dans le
développement des puissances polarisées du ¢-discriminant sur la base des fonctions de Schur.

12.1 Polynémes et opérateur de Macdonald

Soit la ¢, t-déformation du produit scalaire usuel sur les fonctions symétriques, notée
(,)q: €t définie par (voir [39] V1.4 p322)

<\Il)\7 \Iju>q,t = 5A,uz)\(q’ t)

avec z)(q,t) la (g,t)-déformation de z, suivante :

1)

1— g
(g, 1) = Z,\H 1 —
i=1
Nous rappelons que
Zy = Hzmmz'

1<i

Ce produit scalaire généralise le produit scalaire (,), considéré dans la section 11.1 du
chapitre 11.

Les polynémes de Macdonald (P)\(X;q,t))\ forment une base unique de fonctions
symétriques orthogonales pour (, ).+, vérifiant

Py(X;q,t) = ma(X) + Y wnumy(X) (55)

ol my est une fonction monomiale (notation de [39] 1.2.1 p8). Leur fonction génératrice est
(voir [39] VI.4.13 p324)

1—1¢
Ky, ) = oy (1—_qsw) = 3 P )@Y, 1),
)
formule pour laquelle Qx(X; q,t) = ba(q,t)Pr(Y; q,t) avec
1 — q)\ifjJrlt)\;fi
b}\(Q? t) - H . . A/-—’i-f‘l )
(iJ)e)\ 1 — q>\1_Jt J

(voir [39] VI.6.19 p339).

De maniére alternative, quand X = {z1,...,x,} est un alphabet fini, les polynomes
de Macdonald peuvent étre définis comme les valeurs propres de 'opérateur de Sekiguchi-
Debiard-Macdonald 9ty (voir [39] V1.3 p315 et VI.4 p325). En effet,

P ¢, )M = [[M]g. PA(X5 ¢, 1), (56)
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ou, quel que soit le vecteur v € N*, [[v]],: est défini par
H’U”qﬂf = q’Ultn—l + qUQtn—Z _|_ . + q’Un. (57)

Pour tout entier i, nous appelons différence divisée 0; 'opérateur agissant sur la droite
qui s’écrit :

floy, .oz Tivay ooy xn) — f@n, oo T, Ty e oo, T)
Ti — Tit1

flz, .., x,)0; =
L’opérateur M, s’exprime au moyen des différences divisées 0; comme suit :

ot R(X,Y) = [[,cx yev(® — ) est le résultant.

12.2 Polyndémes de Macdonald escaliers et ¢g-discriminant

Soit p la partition définie par p := [n—1,...,1,0] et soit mp := [m(n—1),...,m, 0] pour
m € N.
Nous souhaitons établir que les puissances polarisées du g-discriminant sont des poly-

nomes de Macdonald. Pour cela, nous allons vérifier qu’elles sont des fonctions propr(es de
e . R 1-2k)
lopérateur de Macdonald M spécialisées. Cependant, aprés spécialisation de t — ¢ =2

les espaces propres de M ne sont plus forcément de dimension 1. Le lemme suivant montre
(1—2k)

que l'espace propre du polynéme Psy,(X;q,¢~ 2 ) conserve sa dimension a 1. Nous verrons
(1—2k)

ultérieurement que (X ¢) appartient a 'espace propre de Py, (X;q,¢7 2 ).

(1—2k)

Lemme 12.2.1. Apres la spécialisationt — q = , le polynéme de Macdonald Poy,(X;q,q 2 )
reste dans un espace propre de 9, dont la dzmenszon vaut 1 et sa valeur propre vaut

P (2k+1)(n—1)
[12kpl] 1o Zq (59)

Démonstration. D’aprés I’équation (57), la valeur propre associée a la partition \ est

- _§ ql 2k)(n— z)/2+)\
qq =

Si[[A] 1ze = [[2kp]] 12, il existe une permutation o € &, telle que, pour chaque
0.4
1<i<n,onal (2k:+1)(n—a()) (1 —2k)(n—1) + A
Nous obtenons

M= Ay = %(Zk; 1) (oli+1) — o)) — %(1 ok, (60)

Etant donné que \ est une partition, la propriété A\; — A\js1 > 0 et 'égalité (60) impliquent

que o(i+ 1) —o(i) > i—g’; > —1. On en déduit donc que o est la permutation identité et

que A = 2kp. O]
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Dans la suite de ce travail, nous posons p := q’% et nous considérons un alphabet fini
X = {x1, -+ ,x,}. Avec ces hypothéses, nous allons montrer que les puissances polarisées
D1 (X, p) du discriminant sont des polyndémes de Macdonald escaliers pour une spécialisation
donnée.

Théoréme 12.2.2. On a

D(X;p) = (—p) 27"V Py (X; ¢, p* 7). (61)

Démonstration. En modifiant I'ordre des facteurs dans Dy (g1, o, . . ., 2n; p) R(p* 12, X —
x1), nous obtenons

Du(qur, w2, .., x; p) RO™ o, X — 1) = Dp(Xip)R(p* VX — z). (62)

Ainsi, en appliquant 1’équation (62), le polyndéme Dy (X; p)M; s’écrit :
Di(X;p)My = Dp(X; p)R(p™> a1; X — 21) 0y -+ Oy

Etant donné que le polynome D (X;p) est symétrique en X, il commute avec i, ..., Op_1,
ce qui donne :

De(X;p)R(p™ o X —21)01 -+ Oy = R(p™ ;X — 21)0; -+ - 0,1 Dk(X; p).

Le facteur restant R(p~2*~'z;; X — x1) est de degré total n — 1. Il se réduit donc a une
constante aprés application de 0 ...30,_1.
Nous allons utiliser le lemme ci-dessous pour calculer ce coefficient noté k.

Lemme 12.2.3. Soit a,b deux lettres,

R(axy;bxa, -+ ,bxy)0) -+ Opey = Z a't’. (63)
i+j=n—1
Démonstration. Ecrivons R(axq;bxs, ..., bx,) a laide des fonctions complétes :

Sn-r(azy = b(X = 21)) = Sp1((a + b)ay — 0X) =Y 21 8;(a + b)Sp1-i(—bX).

L’image de cette somme, aprés application de 'opérateur 0y ... 0,_1, est égale & S,,_1(a+
b)Sp(—X) comme souhaité. O

En appliquant le lemme 12.2.3, on obtient la valeur de k,

Kk — Zp(Qk—i—l)(i—n) _ Zp(Zk—l)(n—i)—Mc(n—i)‘ (64)
i=1 i=1
De T’égalité (59), on reconnait que k = [|2kp|], p2x-1. Cela montre que
D1(X59) = B (p) Por(X; 4. 0% ) (65)

ol f.n(p) est une constante dépendant uniquement de p, k et n. Il ne reste plus qu’a calculer
le coefficient G, (p).
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Sachant que le coefficient dominant de Pay,(X; ¢, p?* ') vaut 1 par définition, il suffit de

calculer le coefficient du monome z2' "V - 22 dans D, (X, p).
On trouve que

1120 (n—
Brn(p) = (—p)2* =)

ce qui finit la preuve. [l

Par exemple, pour £ = 2 et n = 4, on obtient

P gag) (1 + 22 + 73 + 245 G, q_3/2) = q" H ((CI% - l’j)(q?’xi - %)) :
i#]
12.3 Puissances paires du Vandermonde et polynémes de
Jack escaliers

Précédemment, nous avons constaté que (théoréeme 12.2.2) :

2k—1

). (66)

Si nous faisons tendre ¢ a 1, le g-discriminant de 1’équation (66) devient :

1

Du(X;q72) = (—(q72)) 2" D Py (X g, g~

lim D, (X g z) = A%,
q—)

De méme, il est connu que (VI.10 de [39]) pour la spécialisation ¢ = t*, le polynéme de
Macdonald se spécialise en un polynéme de Jack :

lim Py(g,q*)(X) = A" (X).

Lorsque g — 1, le polynéme de Macdonald de I’équation (66) devient :

k1 2k—1

lim Pai,(X: .47 77") = Py, (X).

Les puissances paires du Vandermonde sont donc des polynomes de Jack escaliers.

Proposition 12.3.1. On a

52 n(n—1)

2k—1
A% = (—1)F" 5 P T (X).

12.4 Partitions admissibles et ¢-discriminant

L’objectif de ce paragraphe est de caractériser les partitions qui apparaissent dans le
développement de D (X; q).

Nous étendons le résultat de King, Toumazet et Wybourne au polyndéme D (X;q) en
montrant que ces partitions sont les partitions (n,2k)-admissibles que nous avions définies
a la section 9.2.
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Théoréme 12.4.1. Si nous exprimons D(X;q) dans les fonctions de Schur,
Dr(X;q) = ZC/\(Q)S)\(X)a
A

alors cx(q) # 0 si et seulement si A est une partition (n,2k)-admissible.

Démonstration. Nous allons tout d’abord démontrer que si ¢y(q) # 0 alors A est une par-
tition (n, 2k)-admissible. D’aprés le théoréme 12.2.2 et & un coefficient multiplicateur prés,
le polynome D (X;q) est égal a la spécialisation du polynéme de Macdonald Pay,(X; ¢, t).
Cependant, il est bien connu que les partitions apparaissant au cours du développement
de Py,,(X;q,t) dans la base des fonctions de Schur forment l'intervalle [(k(n — 1))", 2kp]
(voir I'expression déterminantale du polynoéme de Macdonald présentée dans [31]). D’aprés
le lemme 9.2.1, ceci équivaut a dire que A est (n, 2k)-admissible.

Réciproquement, pour prouver que I’admissibilité de A implique la non nullité de ¢, (q), il
suffit de le prouver pour une spécialisation donnée. Nous choisissons la spécialisation ¢ = —1.
Dans ce cas,

Du(X; g) = [ (s + 27)" = 5, (%)
i#]

Pour cela, nous mettons en évidence que le coefficient ¢y se trouvant dans le dévelop-

pement de
Sp(X)™ =Y ATSN(X)
A
est non nul si et seulement si A est (n,m)-admissible. Pour ce faire, nous appliquons un
raisonnement par récurrence sur m. Il est & noter que le cas initial (m = 2) a été prouvé
par R.C. King, F. Toumazet et B.G. Wybourne dans le corollaire 3.2 de [29] en tant que
conséquence d'un important résultat attribué a A.D. Bereinstein et A.V. Zelevinsky |[3].
Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 12.4.2. Si A est une partition (n,m)-admissible (m > 1), alors (A — p)) est une
partition (n,m — 1)-admissible.

Démonstration. D’aprés I'égalité (23), chaque partition (n, m)-admissible peut étre obtenue
en ajoutant une permutation de p a une partition (n, m—1)-admissible. Ce qui est équivalent
a notre énoncé. O

Lemme 12.4.3. Soit p C A une partition et v := (A1 — f1, -3 Aa—1 — Hn1, An — fn))-
Alors, le coefficient de Littlewood-Richardson Ci‘w = (S\, 5,5,) est égal a 1.

Démonstration. Le coefficient de Littlewood-Richardson ci‘w est égal au nombre de tableaux
de forme v et d’évaluation A — p. Cependant A — p est une permutation si v et le théoréme
11.4.3 de [32] impliquent qu’un tel tableau existe et qu’il est unique. Ceci finit la preuve. [

Fin de la preuve du théoréme 12.4.1 Soit A une partition (n, m)-admissible. Comme
p C A, le lemme 12.4.2 confirme que la partition u = ((A — p)) est (n,m — 1)-admissible.
Ainsi, par récurrence, S, apparait avec un coefficient non nul dans S;”_l. La positivité des
coefficients de Littlewood Richardson implique que chaque partition v vérifiant c;, , # 0
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se caractérise par un coefficient non nul dans le développement de S7*. D’apres le lemme
12.4.3, c’est précisément le cas pour A. Cela montre que ¢y # 0 si et seulement si A est
(n, m)-admissible, ce qui prouve le théoréme. ]
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Conclusion

L’écriture des puissances paires du Vandermonde sur les différentes bases des fonctions
symétriques reste une question ouverte.

Nous avons néanmoins obtenu dans ce mémoire un certain nombre de résultats. Notre
premier travail a été d’établir une expression hyperdéterminantale des coefficients dans la
base des fonctions Schur, ce qui nous a permis d’élaborer un nouvel algorithme calculant les
coefficients indépendamment les uns des autres.

Les hyperdéterminants se sont avérés étre des outils efficaces pour le calcul du dévelop-
pement de A%* dans les fonctions de Schur.

Ce calcul fait apparaitre des hypermatrices creuses. Une meilleure compréhension de
ces objets doit étre réalisée. Une nouvelle démarche consiste a étudier le développement des
puissances du Vandermonde sur les monomes a ’aide des graphes. Pour illustrer nos propos, le
lecteur trouvera dans ’annexe A, une interprétation combinatoire des coefficients rencontrés
dans le développement d’un produit de la forme [[(z; — x;) et qui utilise des circuits dans
les graphes orientés. Cette approche est similaire a celle décrite par I. Gessel dans son article
[20]. Un développement futur pourrait s’intéresser aux différents liens combinatoires entre
ces circuits et les hypermatrices présentées précédemment.

Le second résultat identifie les puissances paires du Vandermonde comme des polynomes
de Jack rectangles sur I'alphabet —X. Pour y parvenir, nous avons utilisé des expressions
hyperdéterminantales de certains polyndémes de Jack quasi-rectangles.

Enfin, nous avons introduit une g-déformation, les puissances polarisées du g-discriminant,
dans le but d’établir une nouvelle formule reliant les polynomes de Jack escaliers avec A2
L’identité obtenue a été élaborée en faisant le rapprochement entre certaines puissances po-
larisées du ¢-discriminant et des polyndémes de Macdonald escaliers. Cette ¢-déformation se
révéle intéressante car la conjecture de P. Di Francesco devient vraie pour ce contexte.

Dans notre travail, nous avons montré que A% est égal a la fois & un polynome de
Jack escalier sur 'alphabet X et & un polyndéme de Jack rectangle sur l'alphabet —X. La
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question qui se pose naturellement est la suivante : est-ce que cette égalité est ponctuelle,
ou s’inscrit-elle dans un contexte plus large ?



Annexe : Développements de produits a l'aide
de graphes

L’objectif de ce chapitre est de donner une interprétation combinatoire des coefficients
notés ¢, de chaque monome x" apparaissant dans le développement d’un produit de type
H(p?,jxi + qf,jxj)-

Dans le chapitre 9, nous avons montré 1’équivalence entre les deux problémes suivants :
le premier consiste & exprimer les puissances paires du Vandermonde A% sur les fonctions
de Schur Sy, le deuxiéme traite du développement de A?**! sur les monomes.

Connaitre une interprétation combinatoire de chacun de ces coefficients est crucial pour
mieux comprendre I’écriture de A% sur les fonctions de Schur.

Dans la premiére partie nous donnons la caractéristique combinatoire des coefficients
¢,. Dans la seconde partie, nous utilisons les résultats obtenus pour proposer une preuve

combinatoire de
A = det ((xffl) > .
l’]

A.1 Interprétation combinatoire du développement de
H(pf,sz‘ + qzk,jxj)

L’interprétation combinatoire consiste & analyser le produit II = H(pf ;Ti +q£fj1:j) comme
un graphe non orienté, défini de la facon suivante :
— S ={1,...,n} est 'ensemble des sommets qui sont en bijection avec les variables,
~ E={(i,5, k)i <j et (pf;x; + g ;z;) est un facteur de IT} est Iensemble des arétes,
i . E - P(S) est la fonction d’adjacence du graphe.
(i,5,k) — {i,j}

Par exemple, le graphe associé a

= (pi,le + Qi,2172)(19},3171 + CI%,31?3)(P§,3132 + Q§,3$3)(p§,3$2 + q§,3x3)

est le graphe de la figure A.1.

Développer II équivaut a choisir pour chaque élément pﬁ T —|—qZ’fj$j de IT le terme en x; ou
le terme en z;. Ce choix revient a orienter toutes les arétes du graphe associé a II. En effet,
orienter I'aréte (i, j, k) du sommet i vers le sommet j (resp. du sommet j vers le sommet 7)
conduit a sélectionner le terme x; (resp. ;) dans pﬁ i+ qfijxj.

129



A.1. Interprétation combinatoire du développement de H(pfﬂcz + qll-fjxj) 130

(1,3,1) (2,3,1)

(2,3,

L1212

F1G. A.1 — Exemple de graphe associé & un produit

Par exemple,

(1 + xo) (1 +23) = T2 + T1T3 + Toly + Tol3

T 1 T T T
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

ﬁ
Dans cette étude, on note G une orientation de G définie par :
— S les sommet de G

- E={(i,7,k,0)|(i,j,k) € Eetl €{0,1}} tel que (i,4,k,1) € E = (i,j,k,1—1) € E.
o (1,7)sil=0

(0,5, k,0) — (j,17) sinon.
Soit eval I'application linéaire définie sur les graphes orientés de la facon suivante :

Y. k ) Y
eval(G) = H (pi,jxi)( )(ql-’jxj) ,
(Z7J7k7Z)EE
alors le développement décrit dans le dernier exemple est formalisé grace a la proposition

ci-apres :

Proposition A.1.1.

1= Z eval(a)

—
G graphe orienté
du graphe associé a I1

Démonstration. 11 s’agit du développement immeédiat d’un produit. O]

On peut donc prolonger la fonction eval sur les graphes et obtenir :

eval(G) = Z eval(a)

6 graphe orienté
du graphe associé a II
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Pour illustrer cela,

(p1 221447 972)

_ 1 1 1 1 1 1
(0} sorbal sas)ph gratal yus) D120 1P13T1P2 5T T PLaTiPgTifsts

2 2

eval = eval + eval +

_
Par souci de clarté, nous confondrons le graphe G et G par leur évaluation. Ce qui donne
dans la formule précédente :

Q= Y el

N
G graphe orienté du graphe associé a IT

et dans les figures

2 2 2 2 2 2
A,/_\\.+,/_\\.+,/_\\.+,/_\\.+,/_\\.+”’
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

L’objectif de cette section est d’interpréter combinatoirement les coefficients associés aux
monoémes z¥ du développement de II.

ﬁ
Dans ce but, nous définissons ’application monome qui, a un graphe orienté G, associe
le mondéme de son évaluation :

monome(@) = monome(eval(a))

_ =0 1
= H(z‘,j,k,l)eExi Ty

_ arité entrante de ¢

De fagon analogue, on définit I’application coef qui a un graphe associe le coefficient de
son évaluation :

coef(@) = coef(eval(@))
= Horpes 0) ay)'

De maniére évidente, nous avons

Cp = Z coef(a’)).

N
monome(G)=x?

H
Connaitre ¢, revient a comprendre quels sont les graphes orientés G qui ont le méme
monome.
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Par exemple,

T — X
(1 2) = + T1X1T9 — 113 — X1T3T2 + T1X3T3
($1 - 903)(@ - $3)
— T9X1T2 + XT2X1T3 + ToX3To — Tol3T3
2 2 2 2 2
AN S T AN
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2
S S\ AN AN
1 3 1 3 1 3 1 3

H
Les graphes orientés G ayant pour mondme z1x,x3 sont A et ./& .

1 3 1 3
Ainsi, ¢i11 = A + A =—1+1.

1 3

Soit G un graphe orienté, une facon simple d’ eggendrer de nouveaux graphes G ayant
le méme monoéme consiste & inverser un circuit de G . En effet,

H
Proposition A.1.2. Soit G un graphe et C' un circuit de G. Soit G' le graphe orienté

ﬁ
obtenu en inversant C dans G alors :

monome(a) = monome(a).

Démonstration. .
monome(G) = H T, H ;%
(i,5,k,1)EE\C (i,5,k,1)€C
N
monome(G') = H LT H T;T;.
(2,5,k,1)€E\inverse(C) (3,9,k,1-1)eC
Or E\ C = E\ inverse(C) et H(m,k,l)ec ;= H(i,j,k,l—l)eC TiTj. O

H
En fait, a partir d’'un graphe orienté G, il est possible d’engendrer tous les graphes

orientés de G dont le mondme est celui de C_?) . Il suffit pour cela d’inveger toutes les unions

de circuits a support d’arétes disjointes de G et uniquement ceux de G.

1!

—
Théoréme A.1.3. Soit G un graphe et G une orientation de GG, alors les deux ensembles
sutvants sont identiques :

— — —
1) {G'|monome(G") = monome(G)}
- —
2) {G'|G" est obtenu en inversant un ensemble de cycles de G support d’arétes disjoint }

ﬁ
La figure A.2 montre I’ensemble des graphes orientés qui ont le méme monéme que G.

Avant de démontrer le théoréme A.1.3, nous allons prouver la propriété intermédiaire
ci-apres :
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4 5
1 2 3
4 5 4 5 4 5 4 5
PANANENAY A A AVAY
>0 o >
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

F1G. A.2 — Graphes orientés ayant le méme monoéme

Lemme A.l.é> Soient CT; et 5; deux graphes ayant le meéme mondme. Soit E l’ensemble

des arétes de G1 qui ont une orientation différente dans Gy. Soit s un sommet d’une aréte
de E, alors

card({e € E|s est l'origine de e}) = card({e € E|s est la fin de e}).
Démonstration. Supposons que le lemme soit faux, alors

monome(a) — H xaretes entrantes de ¢
- H {L‘|{6€E|Z est la ﬁn de e}| H \{eeE\z est la fin de e}|
- i

7

monome(@) _ H IL{@%EH est la fin de e}| H xL{EGiRUGTSE(EW est la fin de e}|

i i
— —
Comme monome(G1) = monome(G,) alors

{e € Eliest lafinde e}| = |{e € inverse(E)|i est la fin de e}|
[{e € E|i est l'origine de e}|

]

Dans la figure A.2, il y a autant d’arétes entrantes que d’arétes sortantes parmi E autour
du sommet 4.

Preuve du théoreme A.1. 5’ Soit G1 et G2 deux graphes orientés de meme mondme et £
I’ensemble des arétes de G1 qui ont des orientations différentes dani> G2 La preuve se fait
par récurrence sur le nombre d’arétes d’orientation différente entre GG; et G2

Lorsque nous choisissons un sommet s d’une aréte de ', nous pouvons parcourir le graphe
(1 en suivant uniquement les arétes de F. A chaque étape, si on ne rencontre aucun sommet
déja parcouru, il est toujours possible de trouver une aréte de F n’ayant pas encore été
utilisée pour continuer le chemin. En effet, d’aprés le lemme A.1.4, il existe autant d’arétes
entrantes que d’arétes _sortantes dans E pour tous les sommets du support de F.

Comme le graphe G1 est fini i partir d'un certain rang, le chemin boucle sur lui méme.
Nous obtenons un Cll"Clllt C de Gy dont les aretes sont toutes dans F. Inverser C' permet
d’obtenir un graphe G’ de méme mondme que G mais dont I’ensemble des arétes E’ est de
cardinalité strictement inférieure a E. [l
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H
Corollaire A.1.5. Soit G un graphe orienté d’évaluation x*. Soit G l’e@)@mble des graphes
obtenus en inversant une union de cycles a support disjoint d’arétes de G, alors

Cp = Z coef((?).
Gec

Par exemple, le coefficient de xz2w32375 associé au développement de (11 — xo) (2 —
I4)(I2 — ZL‘4)(I4 — I5)(I2 — I5)($2 — LL’3)(SL’3 — $5) est

+1 —1 —1 —1 +1 1
4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 1
R A U R WA VA N B A VAN
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 4 5 4 5 4 5
-9 ® <«
R WAVAN Tl AYAN E ol AV AN EE T AN
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5
-
vooef | ANAN, | =1
1 2 3

H
Corollaire A.1.6. Soit G urLgraphe orienté d’évaluation x¥. Soit C ['union de circuits a
support d’arétes disjointes de G, alors

c - (Z coef(inverse(c)) .coef(a).

g coef(c)

A.2 Preuve combinatoire de I'identité du Vandermonde

Dans cette partie, nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour démontrer
I'identité de Vandermonde que nous rappelons :

A = det ((:cfl)l) .

Une démonstration similaire est présente dans l'article [20] de I. Gessel.
Ainsi, pour X = {z1, x9, 23}, I'identité de Vandermonde donne

1 x 22
(Il — 172)(1'1 — ZE3)(I’2 — 1‘3) = 1 ) %%
1 x5 x§
Dans le cadre du développement par graphe, A est représenté par le graphe complet K,,.
Le développement de A est alors I’ensemble des orientations de K.
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Avant d’apporter la preuve combinatoire de I'identité de Vandermonde, il est nécessaire
d’étudier les propriétés d’un graphe non orienté G particulier.

Soit G le graphe non orienté dont les sommets sont les graphes orientés de K, et les arétes
sont lei paires de graphes orientés G1 et G2 qui vérifient les propriétés suivantes :

— (G contient un circuit C de taille 3,

— DP’inversion de C' dans G1 donne le graphe orienté G2
Le graphe G posséde des propriétés remarquables car K, est un graphe complet. Ces pro-
priétés sont décrites par les propriétés A.2.1, A.2.2, A.2.3 et A.2.4.

Proposition A.2.1. Les composantes connexes de G sont les classes de graphes orientés de
K, qui ont le méme mondme.

Démonstration. Soit (7{ et CT; deux graphes orientés de méme monome.

D’apréi> le théoréme A.1.3, il existe une union de circuits _C: a support d’arétes disjointes
telle que G5 est construit en. 1nversant les arétes de C' dans (Gy.

Lorsque deux graphes G et GQ sont obtenus par inversion de cycles a support d’arétes
dlsJ01ntes 11 est facile de demontrer par récurrence qu il existe une suite de graphes orientés
U, Us, ..., up telle que G1 = U, Gg = uy, et telle que u; est déterminé en inversant un cycle
de taille 3 a partir de w;_;.

Pour cela, deux points sont & prendre en compte :

— dans tout graphe induit de K, par les sommets d'un circuit, il existe un circuit de taille

3,
— lorsque nous inversons un circuit de taille 3 dans un circuit maximal c¢,,,, de C, la
taille maximale des circuits de C' diminue et le nombre de circuits de méme taille que
Cmae diminue strlctement
Ainsi, deux graphes G1 et Gg de méme monoéme sont toujours connexes dans §.

Réciproquement, deux graphes connexes de G ont le méme mondéme d’apreés la propriété
A1.2. m

Proposition A.2.2. Chaque composante connezxe de G est un graphe régulier.

Démonstration. Soit K un graphgorlente de K,, ( un sommet de G ). Soit cy,..., ¢ len—
semble des circuits de taille 3 de K. Nous rappelons que, dans ce cas, ’arité du sommet K
dans G est k. Alors, le graphe K K obtenu en inversant c¢; posséde la méme arité k dans G.

En effet, dans un graphe orienté de Ky, il ne peut y avoir que 0, 1 ou 2 circuits de taille
3. Dans ce graphe orienté, inverser un des circuits de taille 3 n’augmente pas le nombre de
circuits de taille 3.

Etant donné que les seuls 01rcu1ts de taille 3 susceptibles d’apparaitre par inversion de ¢,
se situent dans les motifs Ky de K ayant pour base ¢; (voir figure A.3), nous déduisons que
G’ posséde la méme arité que G.

]

Proposition A.2.3. Les composantes connexes non réduites a un unique élément sont des
graphes bipartis de sommets AU B tels que |A| = |B|.
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Fic. A.3 — Graphe K, dans lesquels se trouvent tous les cycles de taille 3 susceptibles
d’apparaitre ou de disparaitre en inversant le circuit (1,2, 3)

Démonstration. 11 suffit de choisir A = {I_(>|coef([_()) =1} et B= {l_()|coef(]_()) = —1}. Le
graphe est alors biparti car une aréte de G représente une inversion d’un circuit de taille 3
qui transforme le coefficient d’'un graphe en son opposé.

Les tailles des alphabets A et B sont identiques car le graphe est régulier (proposition
A.2.2) et n’est pas réduit & un seul élément. O

Proposition A.2.4. Les composantes connexes non réduites a un élément admettent un
couplage parfait.

Démonstration. On sait qu’une composante connexe est bipartie et réguliére. On peut alors
appliquer le lemme des mariages et démontrer que les composantes connexes admettent un
couplages parfait (voir lemme A.2.5 pour plus de détails). [

Lemme A.2.5. Soit G un graphe biparti tel que G est régulier, alors G admet un couplage
complet.

Démonstration. Soit S un sous ensemble de A. Soit L les voisins de S dans G. Soit k l'arité
de G.

Comme G est régulier, il a y a exactement k.|S| arétes qui relient L et S. Le nombre
d’arétes attachées a L est plus grand que k.|S| car les arétes connectant L a S sont incluses
dans celles qui partent de L. Comme G est régulier, nous avons l'inégalité :

k.|S| > k.|L).

On en déduit que |L| > |S|, ce qui, d’aprés le lemme des mariages, signifie qu’il existe un
couplage saturant de G.
Comme |A| = |B|, ce couplage est parfait. O

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour fournir une preuve combinatoire
de l'identité de Vandermonde.

Théoréme A.2.6.

— Jj—1
A = det ((ml )”>
Preuve combinatoire. Soit G le graphe défini précédemment, alors

-
A = eval(K)

Z?ESOmmet(g)
— —
= ZC composante connexe de G (Zzesommet(C) COGf(K)) .monome(KC)
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Si la composante C n’est pas réduite & un seul élément, alors elle admet un couplage qui
regroupe les sommets de C deux par deux tels que, pour passer du premier au second graphe,
il faut inverser un unique cycle de taille 3. Ainsi, le coefficient associé au premier graphe est
égal a 'opposé du second. Leur somme vaut 0.

On obtient alors

A= Z coef(l_()).monome(l—()).

—
K € composante connexe de G réduite & un unique élément

Les graphes K qui constituent a eux seuls une composante connexe sont les graphes sans
circuits. -

Or un graphe orie_yté K complet et sans circuit constitue un ordre total. L’ensemble des
graphes orientés de K sont en bijection avec les permutations ¢ de &. Pour s’en convaincre,
il suffit de lire les sommets du plus petit au plus grand dans ’ordre total.

De plus,

N
coef(K) = coef(o) = (—1)cardldescentes) — gigme(or).
Enfin,

n

monome(f?) = H A

%
=1

Nous obtenons donc que

A= Z signe(o) ﬁ x?(i)_l,

ceS i=1

ce qui est le développement de det ((xf 71)“). [l
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