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Résumé

L’objet de cette thèse concerne les propriétés du groupe symétrique à travers deux pro-
blèmes.

Le premier consiste à étudier l’action du groupe symétrique sur la fraction

ψ12...n =
1

(x1 − x2)(x2 − x3) . . . (xn−1 − xn)
.

En appliquant certaines opérations sur les graphes et les cartes, nous donnons des al-
gorithmes et des formules combinatoires pour déterminer complètement la fraction réduite
suivante :

ΨP =
∑

w∈L(P )

ψw

où P est un ensemble partiellement ordonné et L(P ) l’ensemble de ses extensions linéaires.
L’auteur C. Greene a introduit cette fraction rationnelle pour généraliser des identités liées
à la règle de Murnaghan-Nakayama. Nous utilisons Ψ pour établir un nouvel algorithme de
décomposition en éléments simples à l’aide des graphes.

Dans la seconde partie, nous cherchons à développer les puissances paires du Vander-
monde au moyen de fonctions symétriques. En particulier, nous proposons une écriture hy-
perdéterminantale des coefficients du développement des puissances paires du Vandermonde
dans la base des fonctions de Schur. Nous obtenons plusieurs identités reliant les puissances
paires du Vandermonde et les polynômes de Jack. Puis nous introduisons une q-déformation
des puissances paires du Vandermonde que nous exprimons grâce aux polynômes de Macdo-
nald.
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Abstract

The main purpose of this document is the symmetric group. In particular, we study the
two following problems :

First, the symmetric group acts naturally on the rational function

ψ12...n =
1

(x1 − x2)(x2 − x3) . . . (xn−1 − xn)
,

by permuting the variables. With the help of some operations on the graphs, we give algo-
rithms and combinatorial formulas allowing us to compute the reduced fraction

ΨP =
∑

w∈L(P )

ψw

where P is a partially ordered set and L(P ) is the set of the linear extensions of P . The
author C. Greene has introduced these rational functions in the aim to generalize some
identities related to the Murnaghan-Nakayama rules. We use these properties to give an
original algorithm to perform partial decompositions of fractions with the help of graphs.

In the second problem, we study the expansion of the even powers of the Vandermonde
in several basis of symmetric functions. In this part, we give identities between symmetric
functions and hyperdeterminants and we use them to obtain an hyperdeterminental expres-
sion of the coefficients in Schur’s basis. We investigate also the relation between the even
powers of the Vandermonde and Jack’s functions. Finally, we introduce a q-déformation of
the even powers of the Vandermonde and we relate it to some specialisations of Macdonald’s
polynomials.
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L’objet central de ce mémoire est le groupe symétrique que nous avons analysé à travers
deux problèmes :

– l’étude de son action naturelle sur la fraction rationnelle

ψ12...n =
1

(x1 − x2)(x2 − x3) . . . (xn−1 − xn)
,

– le développement des puissances paires du Vandermonde

∆2K =

(
∏

i≤j

(xi − xj)

)2k

dans différentes bases des polynômes symétriques.

La première partie traite plus particulièrement de la somme

ΨP =
∑

w∈L(P )

ψw

où P est un ensemble partiellement ordonné et L(P ) l’ensemble des extensions linéaires de
P .

L’auteur C. Greene introduit cette fraction rationnelle (article [23]) pour généraliser des
identités liées à la règle de Murnaghan-Nakayama.

Dans ce document, nous étendons la définition de Ψ pour les graphes. Cette description
donne lieu à un développement important sur les graphes orientés, les cartes et de nombreuses
transformations comme le poinçonnage de Féray. En appliquant ces outils, nous obtenons des
algorithmes et des formules combinatoires qui déterminent le numérateur et le dénominateur
de la fraction réduite de Ψ. Enfin, nous utilisons le formalisme de Ψ pour mettre au point
un algorithme original de décomposition en éléments simples à partir des graphes.

La seconde partie décrit les puissances paires de Vandermonde dans différentes bases de
polynômes symétriques comme les fonctions de Schur et les polynômes de Jack.

Cette question est apparue en physique pour étudier la théorie de l’effet de Hall fraction-
naire quantique (voir [36]). D’après l’article [17] de P. Di Francesco et al., l’expression des
fonctions d’onde de Laughlin au moyen des fonctions d’onde de Slatter est équivalente au
développement de ∆2k dans les fonctions de Schur.

Sur ce thème, nous approfondissons plus particulièrement les relations qui existent entre
fonctions symétriques et hyperdéterminants. Nous utilisons pour cela de nombreux outils
comme les produits scalaires, les séries génératrices, les substitutions et différents opérateurs
qui symétrisent les polynômes. Ce travail établit une formule hyperdéterminantale des co-
efficients de ∆2k dans la base des fonctions de Schur. Nous donnons une identité reliant les
puissances paires du Vandermonde et les polynômes de Jack rectangles sur l’alphabet −X.
En dernier lieu, avec l’utilisation d’une q-déformation de ∆2k, nous proposons une écriture
de ∆2k à l’aide des polynômes de Jack escaliers.
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1
Introduction

Ce chapitre analyse les propriétés de la fraction rationnelle

ψ12...n :=
1

(x1 − x2).(x2 − x3) . . . (xn−1 − xn)
.

Plus particulièrement, pour toute permutation σ, nous avons caractérisé les sommes :

Ψ[id,σ] :=
∑

w∈[id,σ]

ψw,

où [id, σ] est un intervalle du permutoèdre pour l’ordre faible de Bruhat.
En effet, bien qu’aucun lien n’ait pour l’instant été trouvé, il semblerait qu’il existe des

similitudes entre certaines familles de variétés de Schubert et cette fraction rationnelle. Par
exemple, lorsque σ évite les motifs 1324 et 2143, la fraction Ψ se simplifie complètement
et s’exprime comme un produit de termes du type (xi − xj)

−1. Étonnamment, ces mots
apparaissent en géométrie, identifiant certaines familles de variétés de Schubert. Les variétés
de Schubert sont indexées par des permutations et celles qui sont non singulières sont indexées
par des permutations qui évitent les motifs 1324 et 2143.

En fait, la fraction Ψ[id,σ] peut être étendue sur les posets P en définissant ΨP de la façon
suivante :

ΨP :=
∑

w∈L(P )

ψw

où L(P ) désigne les extensions linéaires du poset P considérées comme des mots w.
Dans ce nouveau formalisme, les intervalles du permutoèdre deviennent des familles

d’extensions linéaires de posets particuliers. Ainsi, d’après l’article [5] de S. Butler et M.
Bousquet-Mélou, les intervalles [id, σ] où σ évite les motifs 1324 et 2143 sont les familles
d’extensions linéaires des posets pour lesquelles le diagramme de Hasse correspondant est
acyclique.
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La fonction ΨP a originairement été considérée par C. Greene [23]. Il voulait généraliser
une identité rationnelle liée à la règle de Murnaghan-Nakayama pour les caractères irréduc-
tibles du groupe symétrique. Dans son article, C. Greene énonce une formule close de Ψ
lorsque les posets sont planaires :

ΨP =

{
0 si P est un graphe non connexe,

∏

i,j∈P (xi − xj)
µP (i,j) si P est un graphe connexe.

La formule explique le résultat obtenu pour les fractions des posets lorsque le diagramme de
Hasse est acyclique, mais ne donne aucune interprétation de Ψ dans le cas général.

Cette partie de notre travail décrit intégralement la fraction ΨP pour n’importe quel
poset P .

Préalablement, au chapitre 2, nous élargissons la définition de la fonction Ψ à l’ensemble
des graphes orientés et des cartes, en définissant les extensions linéaires qui se rapportent à
ces objets.

Il existe de nombreuses transformations dans les graphes orientés qui induisent des iden-
tités sur leurs extensions linéaires. Dans le chapitre 3, nous présentons la suppression d’arêtes
et de sommets, la contraction, la linéarisation partielle, la décontraction et le poinçonnage de
Féray. Contrairement aux quatre autres, le poinçonnage est le seul à conserver la structure
interne du diagramme de Hasse d’un graphe. Il ne fait pas apparaître de graphes autres que
les sous-graphes du graphe initial. Étant donné que ΨG est fortement lié au diagramme de
Hasse de G, cette propriété explique le rôle fondamental du poinçonnage Féray dans l’étude
de Ψ.

Le chapitre 4 met en oeuvre les transformations précédentes afin de déterminer, d’une
part, des algorithmes de calcul récursif pour Ψ et son numérateur, d’autre part, des formules
combinatoires pour le numérateur et le dénominateur de la fraction réduite de Ψ. La dé-
termination du numérateur fait intervenir le poinçonnage et la notion de carte qui lui est
associée (voir [15]).

Le chapitre 5 introduit un outil, la factorisation par chaîne, qui énonce une condition de
factorisation du numérateur de ΨG. La factorisation par chaîne ne suffit pas à déterminer
tous les numérateurs qui se factorisent, mais elle permet de redémontrer et d’étendre la
formule de Greene à une classe de graphes plus grande. Cette propriété supprime ainsi le
caractère géométrique qui apparaît dans le théorème de Greene présenté ci-dessus.

Enfin, dans le chapitre 6, nous appliquons la fonction de Greene à la décomposition en
éléments simples. Nous donnons ainsi un algorithme original de décomposition en éléments
simples à l’aide de graphes.
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Ensemble ordonné, graphes et cartes

Nous avons vu en introduction que la fraction de Greene est définie sur les posets. Ce-
pendant, il s’avère plus simple de l’utiliser dans un contexte de graphes.

La notion de graphe permet de représenter les posets de façon naturelle. En effet, l’en-
semble des posets peut être considéré comme un sous-ensemble des graphes orientés sans
circuits.

Le présent chapitre définit les objets et notations concernant les graphes et les posets que
nous utilisons dans cette partie de notre étude.

2.1 Posets, diagrammes de Hasse et extensions linéaires

Ici nous détaillons les différentes notations se référant aux posets.
Un ensemble partiellement ordonné (poset) P est un ensemble muni d’une opération

binaire ≤ vérifiant :
– pour tout élément x de P , x ≤ x (réflexivité),
– si x ≤ y et y ≤ x alors x = y (antisymétrie),
– si x ≤ y et y ≤ z, alors x ≤ z (transitivité).
On appelle support d’un poset, l’ensemble des éléments du poset. De même, on appelle

relation d’ordre tout couple (x, y) de P tel que x ≤ y. Dans un poset, on dit que deux
éléments x et y sont comparables si et seulement si x ≤ y ou y ≤ x.

Par exemple, 1 et 2 sont comparables dans le poset {1, 2, 3, 4} muni de la relation d’ordre
{(1, 3), (1, 2), (3, 4), (2, 4), (1, 4)}. Toutefois, 2 et 3 ne sont pas comparables.

Généralement, on représente les posets à l’aide de graphes orientés. Les élements des
posets sont alors les sommets des graphes orientés et les relations d’ordre sont leurs arêtes.

Dans un souci de clarté, nous dessinons les posets de sorte que si x ≤ y alors x est à
gauche de y dans le dessin. Ainsi, le poset de l’exemple précédent est dessiné dans la figure
2.1.
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1

2

3

4

Fig. 2.1 – Un poset représenté par un graphe

On dit que y couvre x si x ≤ y et s’il n’existe pas d’élément z qui vérifie x ≤ z ≤ y avec
z 6= x, y. On note la relation de couverture �. Par exemple, dans le poset de la figure
2.1, 1 � 3 mais 1 6� 4.

Un ordre total est un poset dont tous les éléments sont comparables deux à deux.
Un ordre total peut être représenté par un mot sans répétition de lettres. En effet, les

lettres de l’alphabet sont les éléments de P et, si a ≤ b alors a est à gauche de b dans le mot.
Soient P1 et P2 deux posets ayant le même support et des relations d’ordre distinctes.

On dit que P1 est compatible avec P2 si les relations d’ordre de P2 sont incluses dans celles
de P1.

Une extension linéaire d’un ensemble partiellement ordonné P est un ordre total com-
patible avec P . On note L(P ) l’ensemble des extensions linéaires de P.

Par exemple, les extensions linéaires du poset {1, 2, 3, 4, 5} muni de la relation d’ordre
{(1, 3), (2, 3), (3, 4), (3, 5), (1, 4), (2, 5)} ( voir figure 2.2 ) sont les mots 12345, 21345, 12354, 21354.

1

2

3

4

5

Fig. 2.2 – Exemple de poset

Le diagramme de Hasse d’un poset P est le graphe dont les sommets sont les éléments
du poset P et dont les arêtes sont les relations de couverture. On notera H(P ) le diagramme
de Hasse associé au poset P .

Par exemple, le diagramme de Hasse du poset {1, 2, 3, 4} muni de la relation d’ordre
{(1, 2), (1, 3), (1, 4), (3, 4), (2, 4)} est dessiné sur la figure 2.3.

1

2

3

4 diagramme de Hasse
−−−−−−−−−−−→ 1

2

3

4

Fig. 2.3 – Diagramme de Hasse d’un poset
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2.2 Les graphes

Le livre [12] présente de nombreux types de graphes. Notre étude concerne uniquement
les graphes orientés finis.

Un graphe orienté est constitué par :
– un ensemble fini de sommets VG,
– un ensemble fini d’arêtes EG vérifiant EG ⊂ VG × VG.
Si e est une arête de EG, on note par α(e) la première composante de e (appelée origine

de e) et ω(e) la seconde composante (appelée fin de e).
Dans cette définition, chaque arête possède une orientation. Soit e = (v1, v2) une arête

de VG × VG. On note par e la paire (v2, v1).
Il est pratique de définir quatre notions de parcours du graphe.
Plus précisément, soit G un graphe et E un ensemble d’arêtes.
Une chaîne est une suite d’arêtes c = (e1, . . . , ek) de G telle que ω(e1) = α(e2), ω(e2) =

α(e3), . . . et ω(ek−1) = α(ek).
Un circuit est une chaîne (e1, . . . , ek) de G telle que ω(ek) = α(e1).
Un chemin est une séquence (e1, . . . , eh) d’éléments de E ∪ E telle que ω(e1) = α(e2),

ω(e2) = α(e3), . . . et ω(ek−1) = α(ek).
Un cycle C est un chemin tel que ω(ek) = α(e1). Si C est un cycle, alors nous notons

par HE(C) l’ensemble C ∩ E.
Cycles et circuits (resp. chemins et chaînes) constituent deux objets différents. Dans un

circuit, toutes les arêtes se trouvent dans le graphe de départ ce qui n’est pas le cas pour
un cycle quelconque. Dans cette situation, un circuit est un cycle qui vérifie la propriété
HE(C) = C.

On appelle source (resp. puits) tout sommet du graphe qui n’est la fin (resp. le début )
d’aucune arête. Un sommet extrémal est une source ou un puits. L’ensemble des sommets
extrémaux se note Extr(G). De même, un sommet intérieur est un sommet qui n’est ni
une source, ni un puits du graphe. L’ensemble des sommets intérieurs du graphe est noté
In(G).

Pour faciliter la lecture des figures, les sommets d’une arête e sont dessinés de façon à
ce que α(e) soit toujours à gauche de ω(e). Une telle construction n’est pas possible si le
graphe possède un circuit. Cependant, nous nous intéressons principalement aux graphes
sans circuit.

Un exemple de graphe est dessiné dans la figure 2.4. Dans le graphe de gauche, les arêtes
qui ne sont pas en pointillés forment une chaîne c. Dans le graphe de droite, elles forment
un cycle. HE(C) contient alors 3 arêtes : (1, 6), (6, 8) et (5, 7).

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8

Fig. 2.4 – Exemple de chaîne et de cycle
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Le nombre cyclomatique d’un graphe G est |EG| − |VG| + cG, où cG est le nombre
de composantes connexes de G. Par exemple, le graphe de la figure 2.4 possède un nombre
cyclomatique égal à 4 = 11− 8 + 1.

Si un graphe contient un cycle alors son nombre cyclomatique est différent de 0 (voir
[12]). Si le graphe est sans cycle, il est appelé forêt et son nombre cyclomatique est égal au
nombre de ses composantes connexes moins 1. Ainsi, un graphe connexe et sans cycle est
par définition un arbre et son nombre cyclomatique vaut 0.

Il est à noter qu’il n’y a pas de règle d’orientation pour les arêtes d’un arbre. Générale-
ment, un arbre orienté possède toutes les arêtes orientées de la racine aux feuilles. Dans ce
document, nous ne considérerons pas ce genre d’objet.

2.3 Prolongement de la définition du diagramme de Hasse

et des extensions linéaires pour les graphes

Soit G un graphe, il est possible de munir l’ensemble des sommets VG de la relation
suivante :

xRy
def
⇐⇒

(

x = y ou ∃ e ∈ EG tel que

{
α(e) = x
ω(e) = y

)

.

Si le graphe n’a pas de circuit, la clôture transitive ≤ de la relation d’ordre précédente
est antisymétrique et transforme l’ensemble VG en un poset que nous noterons poset(G).

L’application poset n’est pas injective. Si on regarde l’antécédent par poset d’un poset
donné P , il existe un unique graphe minimum (pour le nombre d’arêtes). Ce graphe minimum
est exactement le diagramme de Hasse de P défini à la section 2.1.

La définition des extensions linéaires données au paragraphe 2.1 peut être formulée à l’aide
des graphes. Une extension linéaire d’un graphe G est un ordre total ≤w sur l’ensemble
des sommets VG tel que, pour chaque arête de G, on ait α(e) ≤w ω(e).

L’ensemble des extensions linéaires de G est noté L(G). On peut aussi définir la somme
formelle ϕ(G) par ϕ(G) =

∑

w∈L(G)

w.

Si G contient un circuit, alors il ne possède pas d’extensions linéaires. Si G ne possède pas
de circuit, les extensions linéaires de G sont exactement les extensions linéaires de poset(G).

Le lemme suivant est une conséquence des définitions précédentes :

Lemme 2.3.1. Soient G et G′ deux graphes possédant le même ensemble de sommets. Alors,

E(G) ⊂ E(G′) et w ∈ L(G′) =⇒ w ∈ L(G),

w ∈ L(G) et w ∈ L(G′)⇐⇒ w ∈ L(G ∨G′),

où G ∨G′ est défini par

{
V (G ∨G′) = V (G) = V (G′),
E(G ∨G′) = E(G) ∪ E(G′).
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2.4 Intervalles du permutoèdre et extensions linéaires des

graphes

Dans ce paragraphe, nous précisons le lien entre les intervalles du permutoèdre et les
extensions linéaires des graphes.

Soit [σ, τ ] l’intervalle de plus petit élément σ et de plus grand élément τ pour l’ordre
faible de Bruhat.

Par exemple,

[123456, 132564] = {132564, 123564, 132546, 123546, 132456, 123456}.

Pour toute permutation σ de Sn, on associe le graphe Gσ, appelé graphe de permu-

tation σ, qui est le diagramme de Hasse du graphe Gposet
σ défini par :

– l’ensemble de sommets VGposet
σ

= {1, . . . , n},
– l’ensemble des arêtes EGposet

σ
= {(i, j)|i < j et σ−1(i) < σ−1(j)}.

La figure 2.5 présente les graphes G
poset
1324 et G1324.

G
poset
1324 = 1

2

3

4 H(Gposet
1324 ) = G1324 = 1

2

3

4

Fig. 2.5 – Le graphe de permutation G1324

Un algorithme simple pour construire un graphe de permutation consiste à lire les lettres
de G de la droite vers la gauche. Si les valeurs des lettres lues croissent, nous dessinons
les sommets verticalement sur la même ligne. Si les valeurs décroissent, nous ajoutons les
sommets de la droite vers la gauche. Enfin, nous dessinons les arêtes entre deux sommets
i < j si i est à gauche de j et s’il n’existe pas de sommet k vérifiant les deux conditions
suivantes :

– i < k < j et
– k se situe à droite de i et à gauche de j.

La figure 2.6 montre le résultat de cet algorithme appliqué à la permutation 215736498.

1

2 3 4

5

6

7

8

9

Fig. 2.6 – Le graphe de permutation G215736498

La propriété suivante indique que l’ensemble constitué des L(G) associés à tous les
graphes contient tous les intervalles du permutoèdre.
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Proposition 2.4.1. Soit σ une permutation, alors

L(Gσ) = [id, σ].

Démonstration. L’intervalle [id, σ] est l’ensemble des permutations qui sont plus petites que
σ pour l’ordre de Bruhat. Il s’agit de l’ensemble des permutations τ de Sn tel que les sous-
mots croissants de taille 2 de σ sont des sous-mots de τ .

D’autre part, les extensions linéaires de Gσ sont les mots τ ′ tels que pour toute arête (i, j)
de Gσ (ce qui, par définition, implique que i < j et σ−1(i) < σ−1(j)) nous avons τ(i) ≤ τ(j).

La définition de τ ′ est équivalente à celle de τ .

Il est à noter que la réciproque de ce théorème est fausse, les extensions linéaires des
graphes ne sont pas toujours des intervalles.

Dans l’article [5], S. Butler et M. Bousquet-Mélou ont montré que les graphes des per-
mutations évitant les motifs 1324 et 2143 sont exactement des arbres. Nous verrons ultérieu-
rement que les fractions rationnelles associées aux arbres possèdent des expressions simples.

2.5 Cartes enracinées

Une carte est un graphe connexe tel que pour tout sommet v de G, l’ensemble des arêtes
d’origine ou de fin v est muni d’un ordre cyclique.

Cette définition est naturelle quand le graphe est dessiné sur le plan (voir par exemple
[43]). La figure 2.7 donne un exemple de quatre cartes différentes possédant le même graphe
sous-jacent.

1

2 3 4

5

1

2 3 4

5

1

2 3 4

5

1

2 3 4

5

Fig. 2.7 – Exemple de 4 cartes différentes

Lorsque nous travaillons avec les cartes, il est plus facile de considérer les arêtes comme
des couples de deux demi-arêtes (h1, h2), la première est d’extrémité α(e) et la seconde
d’extrémité ω(e). Ainsi, la structure de carte est donnée par une permutation σ sur toutes les
demi-arêtes, dont les orbites correspondent à l’ensemble des demi-arêtes de même extrémité.

On appelle demi-arête extérieure une demi-arête qui n’appartient à aucune arête, mais
qui possède une extrémité et une place dans l’ordre cyclique associé à cette extrémité.

Une carte enracinée est une carte qui possède une et une seule demi-arête extérieure.
Cette arête est notée h0 et son sommet ⋆.

Dans ce chapitre, nous avons montré que l’ensemble des posets constitue un sous-ensemble
de graphes.
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Nous avons élargi la définition des extensions linéaires aux graphes et introduit la notion
de carte.

Il est maintenant possible de définir des opérations (chapitre 3) ainsi qu’une nouvelle
définition de Ψ (chapitre 4) pour les graphes.
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3
Quelques outils sur les graphes

Dans le chapitre 4 nous ferons le lien entre la fraction Ψ et les graphes. Pour étudier cette
fraction il est nécessaire de définir quelques opérations sur les graphes. Les pages qui suivent
présentent la suppression de sommets, la contraction, la linéarisation partielle, la décontrac-
tion et le poinçonnage de Féray. L’opération la plus importante est le poinçonnage de Féray.
Nous verrons ultérieurement que cette opération permet de caractériser complètement Ψ.

3.1 Suppression d’arêtes et de sommets

Le principal outil de cette étude est la suppression d’arêtes dans un graphe G.
Soit G un graphe et E un sous-ensemble des arêtes EG de G. On appelle suppression

des arêtes de E l’opération qui associe au graphe G le graphe G′ tel que
– les sommets sont ceux de G,
– les arêtes sont EG′ = EG \ E.

Nous noterons G− E le résultat.
Si G est un graphe et V ′ un sous-ensemble des sommets V de G, on appelle graphe

induit par G sur V ′ le graphe de sommets V ′ dont les arêtes sont celles de G ayant les deux
extrémités appartenant à V ′.

La figure 3.1 présente un exemple de graphe induit.

G = 1

2

3

4 G′ = 1

2

3

Fig. 3.1 – G′ est le graphe induit par G sur {1, 2, 3}

29
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Soit G un graphe, V ′ un sous-ensemble des sommets de G et V ′′ le complémentaire de
V ′ à VG, alors la suppression de V ′ à G est le graphe induit sur V ′′. Le graphe obtenu est
noté G− V ′.

Un cas particulier consiste à supprimer 1 source ou 1 puits d’un graphe. Nous verrons
dans le prochain chapitre que cela joue un rôle particulier dans les fractions rationnelles.
Cette particularité s’explique par la propriété suivante :

Proposition 3.1.1. Soit c une source (resp. un puits) d’un graphe G et w un mot d’alphabet
VG. Alors, cw (resp. wc) est une extension linéaire de G si et seulement si w est une extension
linéaire de G \ {c}.

Démonstration. Supposons que cw soit une extension linéaire de G et a, b deux sommets de
G − {c}. S’il existe une chaîne d’origine a et de fin b dans G \ {c} alors cette chaîne existe
dans G. Cela implique que a est à gauche de b dans les extensions linéaires w de L(G\({c})).

Réciproquement, supposons que w soit une extension linéaire de G \ {c}. Soient a et b
deux éléments de G tels qu’il existe une chaîne c d’origine a et de fin b dans G. Si a 6= c,
alors, comme c est une source, c n’est pas le sommet de la chaîne. Ainsi, il existe une chaîne
d’origine a et de fin b dans G \ {c}. Nous en déduisons donc que a est à gauche de b dans
w. Si a = c, alors trivialement a est à gauche de b dans cw. Nous pouvons conclure que
cw ∈ L(G).

Par exemple, le sommet 4 du graphe G de la figure 3.2 est un puits et peut être supprimé.
Les extensions linéaires de G \ 4 sont

L(G \ 4) = {123, 213}

et l’ensemble obtenu après sélection des mots de L(G) de lettre terminale 4 est en bijection
avec L(G \ 4) :

{w′4 ∈ L(G)} = {1234, 2134}

1

2

3

4
\4
−→ 1

2

3

Fig. 3.2 – Suppression du puits 4

3.2 Contraction

Soit G un graphe et e une arête de G. La contraction de l’arête e est l’opération qui
envoie le graphe G sur le graphe G′ obtenu à partir de G − e en remplaçant les sommets
α(e) et ω(e) par un unique sommet v. Généralement, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, nous
choisissons de remplacer v par α(e) ou par ω(e). On notera cette opération G/e.

Ainsi, si G = H(G) et si α(e) est différent de ω(e) alors G/e possède le même nombre
cyclomatique que G. À cause de la définition des graphes choisie au chapitre 2, cette propriété
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devient fausse lorsque G 6= H(G). En effet, nos graphes sont à arêtes simples et non à arêtes
multiples. Dans le cas des graphes à arêtes multiples, la contraction préserve le nombre
cyclomatique des graphes.

La définition de graphes à arêtes multiples est obtenue en spécifiant un ensemble de
sommets, un ensemble d’arêtes et une relation d’adjacence qui est une application potentielle-
ment surjective de l’ensemble des arêtes dans les couples de sommets. Dans le cas des graphes
à arêtes simples, cette application est injective, et permet de confondre l’ensemble des arêtes
et son image par l’application d’adjacence. L’utilisation des graphes à arêtes simples simplifie
considérablement l’ensemble des notations et des preuves de ce document tout en n’altérant
pas les résultats obtenus pour Ψ. De fait, nous verrons dans le chapitre 4 que ΨG = ΨH(G).

Par contre, le choix de cette définition a une incidence sur l’objet N(G) que nous pré-
senterons dans le chapitre 4. Il dépend à la fois des extensions linéaires de G et de ses arêtes
(N(G) 6= N(H(G))). Ainsi, lorsque nous étudions N(G), le meilleur choix de définition pour
les graphes est celui des graphes à arêtes multiples.

Un exemple de contraction est présenté à la figure 3.3.

1

2

3

4 contraction de 1−4
−−−−−−−−−−→ 1 = 4

2

3

Fig. 3.3 – Exemple de contraction

On appelle émondage élémentaire toute contraction d’arête e telle que α(e) ou ω(e)
appartiennent à une et une seule arête.

La figure 3.4 montre un exemple d’émondage élémentaire.

1

2

3

40 émondage
−−−−−−−−−→
élémentaire de 0

1

2

3

4

Fig. 3.4 – Exemple d’émondage élémentaire

Le nombre de composantes connexes de G et le nombre cyclomatique restent invariants
quel que soit l’émondage élémentaire effectué.

Lorsqu’un sommet est le sommet d’une unique arête, on dit que le sommet est libre (voir
figure 3.5).

Un émondage est une séquence d’émondages élémentaires. Nous noterons Emond(G)
l’unique maximal sous-graphe de G sans sommets libres.

Proposition 3.2.1. Soit G un graphe sans circuit et e = (c, d) une arête de G. G/e est sans
circuit si et seulement si e est l’unique chaîne de G ayant c pour origine et d pour fin.

Démonstration. Nous allons démontrer cette propriété avec un raisonnement par l’absurde.
Supposons qu’il existe un circuit C de G/e. Admettons que v (le sommet qui a remplacé c et
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1

2

3

40

Fig. 3.5 – Exemple de sommet libre (le sommet 0)

d durant la contraction de e) ne soit ni la fin ni l’origine d’une arête de C, alors C est aussi
un circuit de G, ce qui est en contradiction avec le contexte de la proposition. Admettons
maintenant que v est le sommet d’une arête de C = ((v, u1), (u1, u2), . . . , (uk−1, uk)). Par
construction de G/e nous savons que l’une des 4 situations suivantes apparaît :

(uk, c) et (c, u1) sont des arêtes de G alors ((c, u1), (u1, u2), . . . , (uk−1, uk), (uk, c)) est un
circuit de G, ce qui est impossible.

(uk, d) et (d, u1) sont des arêtes de G alors ((d, u1), (u1, u2), . . . , (uk−1, uk), (uk, d)) est un
circuit de G, ce qui est impossible.

(uk, c) et (d, u1) sont des arêtes de G alors ((c, d), (d, u1), (u1, u2), . . . , (uk−1, uk), (uk, c))
est un circuit de G, ce qui est impossible.

(uk, d) et (c, u1) sont des arêtes de G alors ((c, u1), (u1, u2), . . . , (uk−1, uk), (uk, d)) est une
chaîne d’origine c et de fin d, ce qui est impossible.

Proposition 3.2.2. Soit G un graphe sans circuit et e = (c, d) une arête (telle que c 6= d).
Alors w′cdw′′ est une extension linéaire de G si et seulement si w′cw′′ est une extension
linéaire de G/(c, d).

Par exemple, si nous contractons l’arête (4, 5) du graphe G ( figure 3.6 ), le graphe
G/(4, 5) obtenu est sans circuit et ses extensions linéaires sont

L(G/(4, 5)) = {1234, 2134}.

De plus, l’ensemble obtenu en enlevant tous les mots de L(G) qui ne contiennent pas le
facteur 45 est en bijection avec L(G/(4, 5)).

{w′45w′′ ∈ L(G)} = {12345, 21345}

Démonstration. La démonstration de la propriété se fait uniquement en deux temps. Le
premier correspond au cas dégénéré où G/e possède un circuit. Le deuxième est consacré au
cas où G et G/e sont tous les deux sans circuit.

i) Supposons que G/e possède un circuit.
S’il existe un circuit dans G, alors G et G/e ne possèdent pas d’extension linéaire ce qui
conclut ce cas.
Si G est sans circuit, alors, d’après la propriété 3.2.1, il existe une chaîne de G d’origine c
et de fin d différente de la chaîne (c, d). Dans ce contexte, G ne possède pas d’extensions
linéaires telles que c soit juste à gauche de d. La propriété est donc vérifiée.
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G = 1
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4
5 contraction de (4,5)

−−−−−−−−−−−→ G/(4, 5) = 1
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3
5 = 4



ydiagramme de Hasse diagramme de Hasse



y

H(G) = 1

2

3

4
5 contraction de (4,5)
−−−−−−−−−−−−−→
+ diagramme de Hasse

H(G/(4, 5)) = 1

2

3
5 = 4

Fig. 3.6 – Le graphe G et G/(4, 5), leurs diagrammes de Hasse associés et leurs extensions
linéaires

ii) Supposons que G et G/e ne possèdent pas de circuit.
D’après la propriété 3.2.1, l’arête (c, d) est l’unique chaîne de G ayant pour origine c et
fin d.

⇒ : Supposons que w′cdw′′ soit une extension linéaire de G. Nous voulons démontrer
que w′cw′′ est une extension linéaire de G/e. Soit (a, b) une arête de G/e, 4 cas
sont à envisager :
a = b = c : c’est impossible car, par hypothèse, G/e est sans circuit.
a = c et b 6= c : dans ce cas, l’une des arêtes (c, b) ou (d, b) appartient à G. En

conséquence, d est à gauche de b dans w′cdw′′ et a est à gauche de b dans w′cw′′.
a 6= c et b = c : cette situation est semblable à la précédente.
a 6= c et b 6= c : dans ce cas, (a, b) est aussi une arête de G/e. Dès lors, a est à

gauche de b dans w′cdw′′ et donc dans w′cw′′.

⇐ : Supposons que w′cw′′ soit une extension linéaire de G/e. Nous voulons démontrer
que w′cdw′′ est une extension linéaire de G. Pour cela, il suffit de montrer que
l’ensemble des relations associées aux arêtes de G sont des relations de l’ordre total
w′cdw′′. Soit (a, b) une arête de G. Soit f l’application définie par :

f :
VG → VG

s → f(s) =

{
c si s = c ou s = d,
s sinon.

Quatre cas sont à envisager :
– f(a) = f(b) = c : comme G est sans circuit, (a, b) = (c, d). De ce fait, a est bien

à gauche de b dans le mot w′cdw′′.
– f(a) 6= c et f(b) = c : f(a) = a et (b = c ou b = d). (a, c) est donc une arête de
G/e. Le sommet c est à droite de a dans le mot w′cw′′. Comme c et d sont côte
à côte dans w′cdw′′ alors a est à gauche de b dans w′cdw′′.

– f(a) = c et f(b) 6= c ce cas est symétrique au cas précédent.
– f(a) 6= c et f(b) 6= c alors f(a) = a et f(b) = b. On en déduit que (a, b) est une

arête de G/e. Ainsi, a est à gauche de b dans w′cw′′. Il en est de même pour
w′cdw′′.
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3.3 Linéarisation partielle

Soit G un graphe de sommets V et G′ le graphe induit sur un sous-ensemble V ′ de V . Soit
w une extension linéaire de G′. On appelle linéarisation partielle de G par w, l’opération
qui associe au graphe G le graphe Gw obtenu de la façon suivante :

– les sommets de Gw sont les sommets de G,
– l’ensemble des arêtes de Gw est la réunion de l’ensemble Ew = {(a, b)|a ≤w b} et des

arêtes de G ayant au maximum une extrémité dans V ′.
Par exemple, dans la figure 3.7, les extensions linéaires du graphe induit G′ de G par le

sous-ensemble {3, 4} sont
L(G′) = {34, 43}.

Les linéarisations partielles de G selon les extensions linaires de G′ se trouvent représentées
dans la figure 3.7

G = 1

2

3

4

G34 = 1

2
3 4 G43 = 1

2
34

Fig. 3.7 – Linéarisation partielle G′

Proposition 3.3.1. Soit G un graphe de sommets V et G′ le graphe induit par V ′ ⊂ V alors

L(G) =
⊔

w∈L(G′)

L(Gw)

où
⊔

est le symbole d’union disjointe.

Démonstration. Commençons par prouver d’abord que L(G) =
⋃

w∈L(G′) L(Gw). Par défi-
nition de Gw, on a l’inclusion

⋃

w∈L(G′) L(Gw) ⊂ L(G). Réciproquement, chaque extension
linéaire de G induit un ordre total sur G′. Ainsi, L(G) =

⋃

w∈L(G′) L(Gw).
De plus, si w et w′ sont deux extensions distinctes de G′ alors L(Gw) ∩ L(Gw′) = ∅.

L’ensemble des extensions linéaires du graphe G de la figure 3.8 s’écrit :

L(G) = {123456, 213456, 124356, 214356, 123465, 213465, 124365, 214365}.

Cet ensemble peut être partitionné en sous-ensembles disjoints indexés par les extensions
linéaires du graphe induit G′ de la figure 3.8. En effet,

L(G456) = {123456, 213456, 124356, 214356}

L(G465) = {123465, 213465, 124365, 214365}

On a donc bien, comme l’indique la proposition 3.3.1,

L(G) = L(G456) ⊔ L(G465).
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Fig. 3.8 – Un graphe G et un graphe induit G′

3.4 Décontraction

Dans la section précédente, nous avons décrit l’opération de contraction. Nous allons
maintenant montrer que tout graphe orienté peut s’obtenir à partir d’un poset biparti lors-
qu’on contracte plusieurs arêtes. Un graphe est biparti si tous ses sommets sont, soit des
sources, soit des puits.

Théorème 3.4.1. Tout graphe peut être obtenu à partir d’un graphe biparti en appliquant
une succession de contractions.

Démonstration. Soit G un graphe. On construit un nouveau graphe G en dupliquant tous
les sommets intérieurs de G

VG = VG ∪ {a | a ∈ In(G)}

et (a, b) est une arête de G si :

1. a ∈ In(G) et b = a,

2. b ∈ Ext(G), a ∈ G et (a, b) est une arête de G,

3. b = c où c est un sommet de G, a est un sommet de G et (a, c) est une arête de G.

Par construction, tout élément de G est un puits ou une source. De plus, quand nous
contractons les arêtes {(a, a) | a ∈ In(G)}, on obtient le graphe G.

Soit G un graphe, on appelle décontraction de G, le graphe G obtenu dans la preuve
du théorème 3.4.1.

Par exemple, le graphe G de la figure 3.9 est obtenu par décontraction du graphe G.

G = 1

2

3

4

5

3

4

/(3,3)
−−−→

1

2

3

4

5

4

/(4,4)
−−−→ G = 1

2

3

4
5

Fig. 3.9 – Le graphe G est la contraction du graphe biparti G

La contraction n’est pas une opération bijective. Il existe de nombreux graphes bipartis
qui ont la même image par contraction. Il est possible de choisir différents graphes pour
la décontraction G. La définition de décontraction choisie n’est pas quelconque. En effet,
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lorsque G est égal à son diagramme de Hasse G = H(G), alors pour toute arête (a, a), la
contraction de G par (a, a) est aussi un diagramme de Hasse.

H(G/(a, a)) = G/(a, a).

Ce qui peut également se formuler de la façon suivante :

H(G/(a, a)) = (G− (a, a))a→a . (1)

Le graphe G, d’une certaine manière, est minimal. Si nous choisissons comme décontraction
une opération qui duplique les sommets internes a en a et a, alors, G est le sous-graphe
de tous les graphes qui ont pour image par contractions de (a, a) le graphe G. De plus,
seul G vérifie l’équation (1). Autrement dit, pour tous les autres graphes, la contraction fait
apparaître des arêtes transitives. Étant donné que Ψ est profondément liée au diagramme
de Hasse, cette propriété fait de G un choix judicieux pour la décontraction.

3.5 Poinçonnage de Féray

Dans ce paragraphe, nous prouvons une formule récursive sur les sommes formelles d’ex-
tensions linéaires associées aux graphes. Plus exactement, pour un graphe G donné, nous
exprimons ϕ(G) comme une combinaison linéaire de ϕ(G′), où G′ parcourt des graphes pos-
sédant un nombre cyclomatique strictement plus petit.

Soit G un graphe et C un cycle de G, on appelle poinçonnage de Féray l’opération
notée FC(G) qui associe au graphe G la somme alternée :

FC(G) =
∑

E′⊂HE(C)
E′ 6=∅

(−1)|E
′|−1(G− E ′).

La fonction ϕ(G) =
∑

w∈L(G)

w peut être étendue par linéarité au groupe abélien libre

engendré par les graphes. On obtient alors le théorème suivant :

Théorème 3.5.1. Soit G un graphe et C un cycle de G. Alors,

ϕ(G) = ϕ(FC(G)). (2)

On peut remarquer que tous les graphes apparaissant à droite de l’équation (2) ont
strictement moins de cycles que G. Un exemple est dessiné à la figure 3.10 ( pour rendre la
figure plus lisible, nous n’avons pas écrit l’opérateur ϕ devant chaque graphe ).

Dans le cas où HE(C) = ∅, ce théorème dit que les graphes contenant un circuit n’ont
pas d’extension linéaire.

Si HE(C) est un singleton, le théorème dit que nous ne changeons pas l’ensemble des
extensions linéaires en supprimant l’arête de HE(C).

Pour prouver le théorème 3.5.1, nous aurons besoin du lemme suivant :
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Fig. 3.10 – Exemple d’application du théorème 3.5.1

Lemme 3.5.2. Soit G un graphe et C un cycle de G. Soit w ∈ L(G − HE(C)). Il existe
E ′(w) tel que

∀E ′′ ⊂ HE(C), w ∈ L(G− E ′′)⇐⇒ E ′(w) ⊂ E ′′ ⊂ HE(C).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.3.1 page 24.

Lemme 3.5.3. Soit G un graphe et C un cycle de G. Soit w ∈ L(G − HE(C)), il existe
E ′′ ( HE(C) tel que

w ∈ L(G− E ′′).

Démonstration. Supposons qu’il soit possible de trouver un mot w pour lequel le lemme
soit faux. Étant donné que w ∈ L(G −HE(C)), le mot w est compatible avec les relations
associées aux arêtes du cycle C qui ne sont pas dans HE(C).
Cependant, si e ∈ HE(C), on a w /∈ L(G− (HE(C)−{e})). Cela signifie que w ne contient
pas les relations correspondant à l’arête e. Comme w est un ordre total, il vérifie donc les
relations opposées :

w ∈ L
[(
G−HE(C)

)
∪ e
]
.

En appliquant le même argument pour toutes les arêtes e ∈ HE(C), on obtient :

w ∈ L
[(
G−HE(C)

)
∪HE(C)

]

.

Cependant, ce graphe contient un cycle orienté et l’ensemble de ses extensions linéaires est
vide.

Fin de la preuve du théorème 3.5.1. Soit w un mot sans répétition dont les lettres sont les
éléments de V (G). Nous allons calculer son coefficient dans la somme ϕ(G) − ϕ(FC(G)) =
∑

E′⊂HE(C)(−1)|E
′|ϕ(G− E ′) :

– Si w /∈ L(G−HE(C)), son coefficient est égal à 0 dans chaque terme de la somme.
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– Si w ∈ L(G−HE(C)), grâce au lemme 3.5.2, nous savons qu’il existe E ′(w) ⊂ HE(C)
tel que

∀E ′′ ⊂ HE(C), w ∈ L(G− E ′′)⇐⇒ E ′(w) ⊂ E ′′ ⊂ HE(C).

D’après le lemme 3.5.3, on sait que E ′(w) 6= HE(C) , le coefficient de w dans ϕ(G)−
ϕ(FC(G)) est donc

∑

E′(w)⊂E′′⊂HE(C)

(−1)|E
′′| = 0.

Dans ce chapitre, nous avons défini cinq opérations sur les graphes : la suppression d’arêtes
et de sommets, la contraction, la linéarisation partielle, la décontraction et le poinçonnage
de Féray.

Chacune de ces opérations a été traduite par des identités remarquables sur les extensions
linéaires des graphes.

Le chapitre 4 s’attachera à les interpréter dans les fractions rationnelles Ψ.



4
Propriétés générales des fonctions de Greene

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons défini les graphes et présenté plusieurs opérations
agissant sur ces objets : l’opération de contraction, l’opération de linéarisation partielle et
les différentes opérations de suppression.

Nous allons maintenant étendre la définition de Ψ (introduction 1) pour les graphes
(paragraphe 4.1) et analyser ces opérations dans l’espace des fractions rationnelles. En effet,
pour chacune de ces opérations, une interprétation a été énoncée au moyen de formules
mettant en jeu les extensions linéaires des graphes qui sont associés aux opérations.

La fraction Ψ peut donc être appliquée à droite et à gauche de chacune des égalités
analysées au chapitre 3. Nous obtenons ainsi les identités du paragraphe 4.2.

Ces propriétés sont utilisées pour déterminer la nullité de ΨG (paragraphe 4.3), calculer
le dénominateur de ΨG (paragraphe 4.4) et caractériser le numérateur de ΨG (paragraphe
4.5 et 4.6).

4.1 Les fonctions de Greene

Soit G un graphe possédant n sommets v1, . . . , vn, l’objet principal de cette partie est
l’étude de la fraction rationnelle ΨG définie sur les variables (xvi

)i=1...n de la façon suivante :

Ψ(G) =
∑

w∈L(G)

1

(xw1 − xw2) . . . (xwn−1 − xwn)
.

39
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Par exemple, la fraction rationnelle associée au graphe de la figure 4.1 est égale à :

ΨG = Ψ12345 + Ψ21345 + Ψ12435 + Ψ21435

=
1

(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x4)(x4 − x5)
+

1

(x2 − x1)(x1 − x3)(x3 − x4)(x4 − x5)
+

1

(x1 − x2)(x2 − x4)(x4 − x3)(x3 − x5)
+

1

(x2 − x1)(x1 − x4)(x4 − x3)(x3 − x5)

=
x4x5 + x3x5 − x2x5 − x1x5 − x3x4 + x1x2

(x1 − x3)(x1 − x4)(x2 − x3)(x2 − x4)(x4 − x5)(x3 − x5)
.

1

2

3

4
5

Fig. 4.1 – Exemple de graphe

Nous nous intéresserons à la fraction rationnelle N(G) :

N(G) := ΨG ·
∏

e∈EG

(xα(e) − xω(e)).

Si on reprend le calcul de la figure 4.1 on obtient pour N(G) :

N(G) = (x1 − x5)(x4x5 + x3x5 − x2x5 − x1x5 − x3x4 + x1x2).

Nous verrons plus tard que cet objet est en fait un polynôme et que si G est le diagramme

de Hasse d’un poset, Ψ(G) =
N(G)

∏

e∈EG

(xα(e) − xω(e))
est une fraction réduite. Dans ce cas, N(G)

est le numérateur de la fraction réduite Ψ(G).

4.2 Application des outils aux fonctions de Greene

Nous allons maintenant interpréter chacune des propriétés du chapitre 3 à l’aide des
fractions rationnelles.

D’après le théorème 3.5.1, le poinçonnage de Féray donne :

Théorème 4.2.1.

ΨG =
∑

E′⊂HE(C)
E′ 6=∅

(−1)|E
′|−1ΨG−E′ . (3)

Cette propriété centrale caractérise Ψ et permet de démontrer à elle seule l’ensemble des
résultats de cette étude.

Nous analyserons en détail les propriétés connexes à cette formule.
Soit G un graphe de sommets V et G′ le graphe induit par V ′ ⊂ V . L’opération de

linéarisation partielle se traduit par :
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Proposition 4.2.2.

ΨG =
∑

w∈L(G′)

ΨGw .

L’opération de contraction possède également une interprétation dans ce cadre.

Proposition 4.2.3. Soit c et d deux éléments d’un graphe G. Nous avons

lim
xd→xc

(xc − xd).ΨG =

{
ΨG/(c,d) si (c, d) est une arête du diagramme de Hasse de G,
0 sinon.

Démonstration. En appliquant la substitution xc = xd sur ΨG, nous obtenons

lim
xd→xc

(xc − xd)ΨG = lim
xd→xc

∑

w∈L(G)

(xc − xd)ψw. (4)

Si cd et dc ne sont pas des facteurs de w, alors (xc− xd) n’est pas un facteur de Den(ψw) ni
de Num(ψw). On en déduit que limxd→xc(xc − xd)ψw = 0.
Si cd ou dc est un facteur de w, alors (xc − xd) est aussi un facteur de Den(ψw) avec
multiplicité 1. Nous obtenons donc que limxd→xc(xc − xd)ψw converge.
Nous concluons que somme et limite peuvent être permutées dans l’équation (4) pour obtenir

lim
xd→xc

(xc − xd)ΨG =
∑

lim
xd→xc

(xc − xd)ψw (5)

où la somme décrit les extensions linéaires w de G ayant cd et dc comme facteur (quand elles
sont identifiées à des mots).
Il y a trois cas à considérer :

1) Il n’existe pas de chaîne d’origine c et de fin d et vice versa. De manière évidente, le mot
w′cdw′′ est une extension linéaire de G si et seulement si w′dcw′′ est aussi une extension
linéaire de G. Nous en déduisons donc que ψw′cdw′′ et ψw′dcw′′ apparaissent dans la somme
de l’équation (5). Nous obtenons alors

lim
xd→xc

(xc − xd)ΨG =
∑

w′cdw′′∈L(G)

lim
xd→xc

(xc − xd)[ψw′cdw′′ + ψw′dcw′′ ]. (6)

En posant f(xc, xd) = (xc − xd)ψw′cdw′′ , on obtient (xc − xd)ψw′dcw′′ = −f(xd, xc). Ainsi,

lim
xd→xc

(xc − xd)[ψw′cdw′′ + ψw′dcw′′ ] = lim
xd→xc

(f(xc, xd)− f(xd, xc)) = 0. (7)

À partir des équations (6) et (7), nous déduisons que limxc→xd
(xc − xd)ΨG = 0.

2) Supposons maintenant que soit (c, d) ou soit (d, c) est une arête mais qu’il existe une
chaîne d’origine c et de fin d. En assumant que (c, d) est l’arête (l’autre cas est similaire),
il existe au moins un élément a tel qu’il existe une chaîne de G passant par a, d’origine
c et de fin d. Alors L(G) ne contient pas de mots ayant cd ou dc en facteur. Le résidu
limxd→xc(xc − xd)ΨG est égal à 0.
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3) Si (c, d) est une arête de G mais qu’il n’existe pas d’autre chemin d’origine c et de fin
d(le cas (d, c) est analogue), alors

lim
xd→xc

(xc − xd)ΨG =
∑

lim
xd→xc

(xc − xd)ψw

où la somme décrit les extensions linéaires w de G vérifiant w = w′cdw′′. D’après la
proposition 3.2.2, on a

lim
xd→xc

(xc − xd)ΨG =
∑

w′cw′′∈L(G/(c,d))

lim
x
xd → xc(xc − xd)ψw′cdw′′ .

La définition de ψw implique limxd→xc(xc − xd)ψw′cdw′′ = ψw′cw′′ . Ce qui finit la preuve.

Corollaire 4.2.4. Soit G un graphe tel que G = H(G). Soit G la décontraction de G, alors

lim
C

( Num(ΨG) ) = Num(ΨG)

où C = {xi → xi|i ∈ In(G)}.

Démonstration. D’après le théorème 4.2.3 et la proposition 3.4.1 on sait que

lim
C




∏

i∈In(G)

(xi − xi)ΨG



 = ΨG.

De plus, le dénominateur de Ψ est déterminé par les arêtes du diagramme de Hasse de G
( voir théorème 4.4.1). Comme G = H(G), par construction de G, la contraction préserve
l’ensemble des arêtes du diagramme de Hasse de G à l’exception des arêtes contractées. Ainsi,
il y a bijection entre les facteurs du dénominateur ΨG et les facteurs du dénominateur de
∏

i∈In(G)(xi − xi)ΨG. On obtient alors :

lim
C

( Num(ΨG) ) = Num(ΨG).

Par exemple, la fraction rationnelle ΨG qui est associée au graphe G de la figure 4.2 peut
être obtenue en appliquant des résidus successifs sur ΨG :

Num(ΨG) = x5.x3 − x1.x4 − x2.x3 − x2.x4 − x3.x3 − x3.x4 − x4.x3 − x4.x4 − x1.x3 + x5.x4 +
x2

3 + x2
4 + x3.x4 + x1.x2 + x1.x3 + x1.x4 + x2.x3 − x1.x5 + x2.x4 − x2.x5

lim
x
3
→x3

x
4
→x4

( Num(ΨG) ) = Num(ΨG)

Num(ΨG) = x1.x2 + x3.x5 + x4.x5 − x1.x5 − x2.x5 − x3.x4

Il suffit de calculer Ψ pour les graphes bipartis.
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G = 1

2

3

4

5

3

4

G/(3, 3)/(4, 4) = G = 1

2

3

4
5

Fig. 4.2 – Décontraction de G

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en valeur l’opération permettant de supprimer
une source ou un puits. Cette opération s’interprète de la façon suivante sur les fractions
rationnelles :

Proposition 4.2.5. Soit c un sommet d’un graphe G,

lim
xc→+∞

(xc.ΨG) =







−ΨG\c si c est un puits,
ΨG\c si c est une source,
0 sinon.

Démonstration. Nous avons

lim
xc→+∞

(xc.ΨG) = lim
xc→+∞

∑

w∈L(G)

(xc.Ψw).

Lorsque nous coupons la somme en deux parties dont la première est la somme de tous les
mots commençant ou finissant par c et la seconde le reste des termes, nous obtenons

lim
xc→+∞

(xc.ΨG) = lim
xc→+∞






∑

w∈L(G)

w=cw′ ou w=w′c

(xc.Ψw) +
∑

w∈L(G),w=w′cw′′

et w′,w′′ n’est pas trivial

(xc.Ψw)




 . (8)

Comme c est la première et la dernière lettre de w, alors le degré de xc dans ψw est −1 et
limxc→+∞(xcψw) = ψw′ . Si c n’est pas la première ni la dernière lettre de w, alors le degré
de xc dans ψw est −2 et limxc→+∞(xcψw) = 0. Nous en déduisons que limite et somme dans
l’équation (8) peuvent être permutées pour obtenir

lim
xc→+∞

(xc.ΨG) =
∑

w∈L(G)

w=cw′ ou w=w′c

lim
xc→+∞

(xc.Ψw). (9)

Ce qui donne
lim

xc→+∞
(xc.ΨG) =

∑

w∈L(G)

w=cw′ ou w=w′c

Ψw′ .

Par la proposition 3.1.1, nous concluons que

lim
xc→+∞

(xc.ΨG) = ΨG\{c}.
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4.3 Connexité et nullité de la fraction réduite

Dans cette partie, nous allons interpréter la notion de connexité des graphes par l’inter-
médiaire des fractions rationnelles. En particulier, le corollaire 4.3.2 montre que ΨG = 0 si
et seulement si G est déconnecté.

Définition 4.1. Le graphe G est fortement planaire si son diagramme de Hasse peut être
dessiné suivant les règles suivantes :

– les arêtes doivent être des segments,
– l’origine d’une arête doit être située à gauche de la fin de l’arête,
– les arêtes ne doivent pas se croiser,
– si on ajoute un puits relié à tous les puits de G et une source reliée à toutes les sources

de G, alors les arêtes ne doivent pas se croiser.

La définition énoncée ci-dessus est la généralisation de la définition de Greene [23] sur les
posets planaires dans les graphes.

Cette définition de planarité n’est pas usuelle car elle impose des conditions supplémen-
taires pour dessiner les graphes dans le plan.

Par exemple, d’après la définition de Greene [23], les figures 4.4 et 4.3 sont respectivement
des graphes planaires et non planaires.

1

2

3

4 1
2

3

4

Ajout de 0 et ∞



y



yAjout de 0 et ∞

1

2

3

4
0 ∞

1
2

3

4

0 ∞

Fig. 4.3 – Le graphe G2143 n’est pas planaire

1

2

3

4 Addition de
−−−−−−→

0 et ∞

1

2

3

40 ∞

Fig. 4.4 – Le graphe G1324 est planaire

Théorème 4.3.1 (Greene [23]). Soit G un graphe planaire, alors

ΨG =

{
0 si G n’est pas connexe,

∏

a,b∈G(xa − xb)
µG(a,b) si G est connexe,
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où µG est la fonction de Möbius sur le poset associé à G.

Nous avons donc le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.2. Soit G un graphe, le diagramme de Hasse de G est connexe si et seulement
si ΨG 6= 0.

Démonstration. Supposons au préalable que G est connexe et que ΨG = 0. Comme la
contraction des arêtes préserve la connexité des graphes, nous contractons successivement
les arêtes de G jusqu’à produire un nouveau graphe ayant une unique arête (c, d). Avec le
théorème 4.2.3, nous obtenons Ψc−d à partir de ΨG en appliquant une succession de résidus. Il
s’en suit que Ψc−d = 0. Ce qui constitue une contradiction avec le calcul direct Ψc−d = 1

xc−xd
.

Ainsi, ΨG 6= 0.
Réciproquement, nous considérons le cas où le graphe G n’est pas connexe.
Soient C1 et C2 deux composantes non connexes de G. La proposition 4.2.2 implique que

ΨG =
∑

w1∈L(C1),w2∈L(C2)

Ψ(Gw1 )w2
.

Comme chaque graphe (Gw1)w2 est planaire et non connexe, le théorème de Greene (théorème
4.3.1) donne ΨG = 0.

4.4 Calcul du dénominateur

Dans cette section, nous proposons une formule explicite du dénominateur de ΨG. Ce
résultat permet d’établir un critère simple pour déterminer le degré du numérateur.

On notera par Den(ΨG) le dénominateur de la fraction réduite de ΨG et par Num(ΨG)
son numérateur.

Théorème 4.4.1. Soit G un graphe connexe et H(G) son diagramme de Hasse, alors :

Den(ΨG) =
∏

(c,d)∈H(G)

(xc − xd).

Démonstration. Le théorème 4.2.3 implique que
∏

(c,d)∈H(G)(xc−xd) est un facteur deDen(ΨG).
Étant donné que les contractions préservent la connexité du graphe (corollaire 4.3.2), nous
en déduisons que Den(ΨG) est exactement

∏

(c,d)∈H(G)(xc − xd).

Ce résultat montre que le diagramme de Hasse joue un rôle important dans l’étude des
fractions rationnelles. De plus, le corollaire suivant confirme le statut spécial du diagramme
de Hasse.

Corollaire 4.4.2. Soit G un graphe connexe, le degré de Num(ΨG) est égal au nombre
cyclomatique du diagramme de Hasse de G.

Démonstration. Soit G un graphe connexe possédant n sommets. Soit m le nombre d’arêtes
de H(G) et o le nombre cyclomatique de H(G). Grâce au théorème 4.4.1, nous savons que le
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degré du numérateur de la fraction réduite est au plus égal à n− 1−m. D’après la formule
d’Euler, (voir par exemple [12] ou [21]), n − m − 1 représente le nombre cyclomatique de
H(G). Étant donné que le polynôme Num(ΨG) est homogène, on en déduit que Num(ΨG)
est, soit nul, soit de degré o. Comme G est connexe, le corollaire 4.3.2 clôt la preuve.

Par exemple, le nombre cyclomatique du diagramme de Hasse de G132546 vaut 3 (voir
figure 4.5). Le degré de son numérateur est égal à 3.

Num(ΨG132546) = x1.x2.x3 − x1.x2.x6 − x2.x3.x4 − x1.x3.x6 − x1.x4.x5 − x2.x3.x5 +
x1.x4.x6 + x2.x3.x6 + x2.x4.x5 + x1.x5.x6 + x3.x4.x5 − x4.x5.x6

Den(ΨG132546) = (x1−x3).(x1−x2).(x5−x6).(x4−x6).(x3−x5).(x2−x5).(x3−x4).(x2−x4)

1
2

3

4

5
6

Fig. 4.5 – Numérateur et dénominateur de la fraction réduite ΨG132546

Corollaire 4.4.3. N(G) est un polynôme et le produit
∏

(e ∈ EG \ H(G))(xα(e) − xω(e))

factorise N(G).

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence directe de la définition de N(G) et du théorème
4.4.1.

Ce dernier corollaire entraîne Num(ΨG) = N(G) lorsque G et son diagramme de Hasse
sont identiques.

De plus,

Proposition 4.4.4. Soit a un élément du graphe connexe G tel que a est un sommet libre
dans le diagramme de Hasse de G. Soit b l’unique sommet tel que (b, a) ou (a, b) soient des
arêtes du diagramme de Hasse de G, alors

ΨG =

{
ΨG\{a}.

1
xa−xb

si a est une source,
ΨG\{a}.

1
xb−xa

si a est un puits.

Démonstration. Soit a un sommet libre du diagramme de Hasse de G. Nous écrivons le
numérateur de ΨG comme un polynôme en xa à coefficient dans C[X \ xa] :

Num(ΨG) =
∑

i

Cix
i
a.

Comme a est un sommet libre, a est une source ou un puits de G. Le théorème 4.2.5
montre que

lim
xa→+∞

(xa.ΨG) =

{
−ΨG\a si a est un puits,
ΨG\a si a est une source.
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D’après le théorème 4.4.1, xa est de degré 1 dans le dénominateur de la fraction réduite de
ΨG, ce qui implique que C0 6= 0 et pour tout i ≥ 1, Ci = 0. Ainsi, Num(ΨG) = C0 =
Num(ΨG\{a}).

Corollaire 4.4.5.

Num(ΨG) = Num(ΨEmond(G))

4.5 Algorithme pour le calcul du numérateur

Le calcul du numérateur de Ψ est un travail plus complexe et fait l’objet des paragraphes
4.5, 4.6, 4.7. Dans la section présente, nous décrivons un algorithme permettant de calculer
le numérateur de Ψ.

Le principe consiste à itérer le poinçonnage de Féray sur Ψ jusqu’à ramener le calcul à
une somme de fractions rationnelles associées uniquement à des arbres et des forêts.

Avant de traiter le cas général, nous allons considérer le calcul de Ψ pour les arbres et
les forêts. Comme les forêts ne sont pas connexes, leurs fractions rationnelles associées sont
nulles. Il ne reste donc plus qu’à examiner le cas des arbres.

Lemme 4.5.1. Soit G un graphe connexe, alors le diagramme de Hasse de G n’a pas de
cycle si et seulement si Num(ΨG) = 1

Démonstration. Ce résultat est l’application directe du théorème de Greene et de son corol-
laire 4.4.2.

Jusqu’à présent, nous avons travaillé sur la fraction réduite de Ψ. Dans ce paragraphe
nous nous intéresserons plus généralement à N(G). En effet, les conséquences du poinçonnage
de Féray s’observent plus facilement sur N(G) que sur ΨG.

Dans la section précédente, nous avons vu que N(G) était un polynôme et que si G
n’est pas un diagramme de Hasse, N(G) peut se factoriser et possède au moins le facteur
∏

e∈EG\H(G)(xα(e) − xω(e)).
Lorsqu’on souhaite calculer le numérateur de ΨG, il suffit de déterminer N pour le dia-

gramme de Hasse de G, ou de supprimer le facteur
∏

e∈EG\H(G)(xα(e) − xω(e)) de N(G).
C’est pourquoi, nous ne perdons pas en généralité quand nous étudions N(G).

Écrit avec la quantité N(G) au lieu de ΨG, le théorème 4.2.1 devient :

Proposition 4.5.2. Soit G un graphe contenant un cycle C. Alors,

N(G) =
∑

E′⊂HE(C)
E′ 6=∅

[

(−1)|E
′|−1N(G− E ′)

∏

e∈E′

(xα(e) − xω(e))

]

.

D’après le lemme 4.5.1, on a N(T ) = 1 si T est un arbre et N(F ) = 0 si F est une
forêt non connexe. Ainsi, en itérant cette proposition, nous pouvons calculer N(G). Plus
précisément, si après avoir itéré la transformation de type FC sur G, nous obtenons une
combinaison linéaire formelle

∑
cFF de sous-forêts de G, alors :

N(G) =
∑

T sous-arbre de G

cT
∏

e∈EG\ET

(xα(e) − xω(e)).
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Dans cette formule, N(G) apparaît comme une somme de polynômes. Lorsque nous utilisons
cette identité, le calcul de N(G) est plus facile et rapide que l’application directe de la
définiton de ΨG qui donne

N(G) =
∑

w∈L(G)

(

Ψw ·
∏

e∈EG

(xα(e) − xω(e))

)

où chaque terme de la somme peut avoir plusieurs pôles.

Par exemple,

N




1

2

3



 = N




1

2

3



 .(x1 − x3) = x1 − x3.

À l’aide du poinçonnage de Féray et de son algorithme, il est possible de redémontrer de
manière indépendante le théorème concernant la contraction et les résultats connexes qui lui
sont associés. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser la définition des graphes à arêtes multiples.

Proposition 4.5.3. Soit G un graphe à arêtes multiples et e une arête de G entre deux
sommets v1 et v2. Alors,

N(G/e) = N(G)
∣
∣
xv1=xv2=xv

où v est la contraction de v1 et v2 dans G/e.

1

2

3

4
contraction de 2−4
−−−−−−−−−−→ 1

2 = 4

3

N



y



yN

x1 + x2 − x3 − x4
x2=x4
−−−→ x1− x3

Fig. 4.6 – Contraction et numérateur

Démonstration inductive sur le nombre cyclomatique de G. Si G est une forêt, alors l’égalité
est évidente par le corollaire 4.3.2.

Si G/e contient un cycle Ce, alors nous pouvons considérer les cycles C ci-après (la figure
4.7 illustre les différents cas) :

1) Si v (contraction de v1 et de v2) n’est pas un sommet du cycle Ce de G/e, alors Ce est
aussi un cycle C de G.

2) Supposons que v est la fin d’une arête ei et l’origine de l’arête ei+1 dans le cycle Ce =
(e1, . . . , el) de G/e. Supposons aussi que ω(ei) = α(ei+1) dans G. Alors, Ce peut toujours
être considéré comme un cycle C de G.
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G =
v1 v2

e

1 2

3

contraction
−−−−−−−→

de e=(v1,v2)
G/e =

v1 = v2

1 2

3

Fig. 4.7 – Les différents cas de la preuve de la proposition 4.5.3

3) Supposons que v est la fin de ei et l’origine de ei+1 mais que les extrémités ω(ei) et α(ei+1)
sont différentes dans G. On ajoute alors une arête e ou e au cycle Ce (entre ei et ei+1)
pour obtenir un cycle C de G.

En modifiant éventuellement les orientations de Ce et C, on peut supposer que e /∈
HE(C). Dès lors HE(C) = HE(Ce). D’après le théorème 4.5.2, il est possible d’écrire :

N(G/e) =
∑

E′⊂HE(Ce)
E′ 6=∅

(−1)|E
′|−1N((G/e)− E ′).

∏

e∈E′

(xα(e) − xω(e))

N(G) =
∑

E′⊂HE(C)
E′ 6=∅

(−1)|E
′|−1N(G− E ′).

∏

e∈E′

(xα(e) − xω(e)).

Comme e /∈ HE(C),

(G− E ′)/e = (G/e)− E ′ et HE(Ce) = HE(C).

On finit la preuve en appliquant l’hypothèse de récurrence aux graphes G− E ′.

Une autre conséquence immédiate de la proposition 4.5.2 est la propriété d’annulation
de N(G) ci-dessous :

Corollaire 4.5.4. Soit G un graphe. Soit C un cycle de G tel que HE(C) = {e1, . . . , er}.
On a

N(G)|xα(ei)
=xω(ei)

,i=1...r = 0.

Malheureusement, ce corollaire, écrit pour chaque cycle du graphe G, ne permet pas de
caractériser N(G) à un facteur multiplicatif près.

4.6 Formule combinatoire pour le numérateur N

L’itération de la transformation FC sur le graphe G produit une combinaison linéaire
formelle de forêts. Le polynômeN associé au grapheG se calcule à partir de cette combinaison
linéaire.

Cependant, il existe beaucoup de choix de cycles possibles à chaque étape de l’itération
et la combinaison linéaire ainsi obtenue dépend des choix effectués.
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Un moyen d’éviter ce problème consiste à munir G d’une structure de carte et à examiner
la décomposition particulière introduite dans l’article [15, section 3]. Avec ces choix particu-
liers, nous avons une description combinatoire des arbres possédant un coefficient +1. Tous
les autres arbres ont un coefficient égal à 0.

Cette section est donc consacrée aux cartes enracinées. Nous avons vu précédemment que
les cartes enracinées (section 2.5) étaient caractérisées par l’ordre cyclique autour des arêtes.
Dans cette configuration, il n’est pas toujours possible de garder la convention graphique
selon laquelle l’extrémité d’une arête est toujours à droite de son origine.

Cartes enracinées et cycles admissibles

Nous rappelons que pour calculer N(G), un algorithme naïf conduirait à poinçonner
n’importe quel cycle du graphe (voir proposition 4.5.2). Si le graphe possède une structure
de carte enracinée, il est intéressant de choisir les cycles avec des propriétés spécifiques. Le
choix que nous allons présenter est indépendant de l’orientation des arêtes du graphe. Il
consiste à sélectionner un cycle admissible à chaque étape.

On appelle cycle admissible de type 1 tout cycle tel que :

1) Le sommet ⋆ est un sommet du cycle, c’est-à-dire que ⋆ est l’extrémité d’une demi-arête
hi de ei et d’une demi-arête hi+1 de ei+1 pour un indice donné i ;

2) L’ordre cyclique des demi-arêtes associées à ⋆ et restreint à l’ensemble
{
h0, hi, hi+1

}
est

l’ordre cyclique
(
h0, hi+1, hi

)
.

⋆hi

hi+1 h0

Fig. 4.8 – Exemple de carte enracinée M possédant un cycle admissible de type 1

Si C est un cycle qui satisfait la première condition, alors il existe un unique cycle parmi
C et

−→
C qui est admissible (

−→
C étant le cycle C dont les arêtes ont été inversées ).

Si C est un cycle vérifiant (1) alors, soit C est admissible, soit
−→
C est admissible.

Si une carte enracinée ne possède pas de cycles de type 1, on construit une famille
de nouvelles cartes enracinées M1, . . . ,Mh en supprimant le sommet ⋆ et les demi-arêtes
d’extrémité ⋆. Les demi-arêtes restantes deviennent alors les nouvelles racines des cartes
enracinées M1, . . . ,Mh.

Dans ce cas, nous appelons cycle admissible de type 2 les cycles admissibles de
M1, . . . ,Mh (de type 1 ou 2).
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La figure 4.9 illustre la construction des cartes enracinées M1, . . . ,Mh. Un exemple de
cycle admissible de type 2 est dessiné dans la figure 4.10.

Fig. 4.9 – Une carte enracinée générique M sans cycle admissible de type 1

⋆
hi

hi+1

Fig. 4.10 – Exemple de carte enracinée M ′ possédant un cycle admissible de type 2

Une carte enracinée sans cycle admissible ne possède aucun cycle, il s’agit donc d’un
arbre.

Décomposition des cartes enracinées

Considérons l’algorithme ci-après :

1. entrée : une carte enracinée M ,

2. variable : S est la combinaison linéaire formelle de sous-cartes de M ,

3. initialisation : S = M ,

4. étape itérative : choisissez une carte M0 associée à un coefficient non nul cM0 dans S
qui n’est pas une forêt. Sélectionnez un cycle admissible C de M0. Appliquez FC à
M0 dans S et gardez seulement les graphes connexes dans le membre de droite (ils ont
naturellement une structure de carte enracinée). Formellement,

S := S − cM0M0 + cM0δ(FC(M0)),
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où δ est l’opérateur linéaire défini par :

δ(M ′) =

{
M ′ si M ′ est connexe,
0 sinon,

5. fin : itérez jusqu’à ce que S soit une combinaison linéaire de sous-arbres de M ,

6. sortie : S.

Définition-Théorème 4.6.1. Cet algorithme termine toujours et est confluent. Soit D(M)
la sortie de l’algorithme.

Idée de la preuve. Pour une preuve complète, voir [15, définition-théorème 3.1.1 et 3.2.1,
avec la remarque 2].

La terminaison est évidente : toutes les cartes dans FC(M0) ont un nombre cyclomatique
plus petit que celui de M0.

Pour la confluence, les cartes dont les graphes sous-jacents sont considérés dans le para-
graphe 4.7 jouent un rôle similaire à des pics critiques en théorie de réécriture. Il suffit de
vérifier notre résultat pour ces cartes particulières. Il y a une infinité de cartes de ce type,
toutefois un seul calcul est suffisant pour traiter le cas général.

Proposition 4.6.2. Soit M une carte enracinée.

Ψ(D(M)) = Ψ(M)

Démonstration. Nous devons vérifier que Ψ(S) est un invariant de notre algorithme. Ce
résultat est évident car les opérateurs FC et δ laissent Ψ invariant (voir théorème 3.5.1 page
36 et corollaire 4.3.2 page 45).

Par exemple, soit le graphe biparti G2,3 (A = {a1, a2}, B = {b1, b2, b3}) avec la structure
de carte enracinée suivante :

– si on note par e1,i (resp e2,i) l’arête entre a1 (resp. a2) et bi, l’ordre cyclique autour du
sommet a1 (resp. a2) est (e1,1, e1,2, e1,3) (resp. (e2,1, e2,2, e2,3)).

– la racine est b2 et l’ordre cyclique autour de b2 est (h0, e2,2, e2,1).
Le cycle C = (e2,2, e2,1, e1,1, e1,2) (dessiné sur la figure 4.8) devient admissible (de type 1).
Étant donné que HE(C) = {e2,1, e1,2}, la première itération de l’étape 1 de notre algorithme
de décomposition donne :

S =

a1

a2

b1

b2

b3

+

a1

a2

b1

b2

b3

−

a1

a2

b1

b2

b3

Les deux premiers graphes contiennent chacun un cycle admissible : le premier de type 1(C =
(e2,2, e2,3, e1,3, e1,2) avec HE(C) = {e2,3, e1,2}), le deuxième de type 2 (C = (e2,3, e1,3, e1,1, e2,1)
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et HE(C) = {e2,3, e1,1}, voir figure 4.10). Ainsi, l’algorithme s’arrête après deux autres
itérations, ce qui mène au résultat suivant :

D(M) =
a1

a2

b1

b2

b3

+
a1

a2

b1

b2

b3

+
a1

a2

b1

b2

b3

+
a1

a2

b1

b2

b3

−
a1

a2

b1

b2

b3

(10)

=
a1

a2

b1

b2

b3

+
a1

a2

b1

b2

b3

+
a1

a2

b1

b2

b3

(11)

De manière surprenante, les coefficients des arbres D(M) valent tous 0 ou +1. Nous verrons
dans la prochaine section que cette propriété reste vraie quelle que soit la carte M . En
fait, le signe obtenu constitue un cas particulier de [15, Proposition 3.3.1] et caractérise
combinatoirement les arbres avec un coefficient +1.

Coefficient de D(M)

Pour calculer le polynôme N , il faut déterminer les coefficients des arbres couvrants de
D(M). Ici, nous faisons le lien entre ce coefficient et une propriété combinatoire de l’arbre
T .

définition 4.6.1. Si T est un sous-arbre couvrant de la carte enracinée M , le tour de

l’arbre T commençant par h0 définit un ordre sur les demi-arêtes qui n’appartiennent pas
à T . La définition est facile à comprendre sur la figure 4.11 : ce schéma présente le tour
(h1

1, h
1
2, h

2
1, h

2
2, h

3
1, h

4
1, h

3
2, h

4
2) (voir [4] pour une définition précise).

h1
1

h4
2

h1
2

h4
1

h3
1

h2
2

h3
2

h2
1

Fig. 4.11 – Tour d’un arbre recouvrant associé à une carte
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Nous rappelons que D(M) ne dépend pas du choix du cycle admissible de l’étape 1 de
l’algorithme de décomposition. Un bon choix pour calculer les coefficients d’un arbre couvrant
T ( M est formulé par le lemme 4.6.3. Étant donné une arête e de M − T , il est bien connu
qu’il existe un unique cycle (à une orientation près) noté C(e) tel que C(e) ⊂ (ET ∪ {e}).

Lemme 4.6.3. Il existe une arête e0 ∈ M − T telle que C(e0) ou C(e0) soit admissible.
Nous supposerons sans perte de généralité que C(e0) est admissible. De plus,

e0 ∈ HE(C(e0))⇐⇒
la première demi-arête de e0 apparaît dans

le tour de T avant la seconde.

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait par induction sur la taille de M . Elle peut
être divisée en trois cas distincts :

1. s’il existe une arête e de M−T dont l’origine et la fin est ⋆ (l’extrémité de la demi-arête
externe), alors ⋆ est un sommet du cycle C(e). De plus, C(e) ou C(e) est admissible
et de type 1 ;

2. soit T1, . . . , Tl les composantes connexes de T − {⋆}. S’il existe une arête e dont les
extrémités sont dans deux composantes différentes Ti, alors C(e) possède le sommet ⋆
et e convient pour notre lemme ;

3. enfin, si M −{⋆} possède autant de composantes connexes que T −{⋆} (nous noterons
Mi ⊃ Ti(1 ≤ i ≤ l) ces composantes) alors il existe un entier j, tel que Mj ) Tj. Dans
ce cas, M ne possède pas de cycle admissible de type 1. Cependant, par induction, il
existe e ∈Mj − Tj tel que CMj

(e) soit admissible dans Mj. Par définition, ce cycle est
admissible et de type 2 dans M . Or CMj

(e) = CM(e), ce qui clôt la preuve du lemme.

La seconde partie de la preuve est aisée dans les deux premiers cas (voir figure 4.11). Pour
le troisième cas, il s’agit à nouveau d’une induction immédiate.

Ceci nous permet de calculer tous les coefficients des arbres de D(M) :

Proposition 4.6.4. Soit M une carte enracinée et T un arbre couvrant de M .
– S’il existe une arête e = (h1, h2) ∈ M − T telle que h2 apparaît avant h1 dans le tour

de T , alors, le coefficient de T dans D(M) vaut 0.
– Sinon, le coefficient de T dans D(M) vaut +1 (T sera appelé bon).

Par exemple, l’arbre couvrant de la figure 4.11 est bon. Il faut noter que la propriété
d’être un bon arbre couvrant ne dépend pas de l’orientation des arêtes de l’arbre, mais
seulement de l’orientation de celles qui n’appartiennent pas à l’arbre considéré (ces arêtes
sont représentées avec des flèches dans la figure 4.11).

Démonstration. Nous allons prouver cette proposition par induction sur le nombre d’arêtes
de M − T . Si M = T , T est bon et le résultat est évident.

Soit T un arbre couvrant d’une carte enracinée M telle que M −T contient au moins un
élément. D’après le lemme 4.6.3 page 54, il existe une arête e0 telle que C(e0) est admissible.
Deux cas doivent être examinés :
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Cas e0 /∈ HE(C(e0)), l’arbre couvrant T ne peut pas être bon. En outre, HE(C(e0)) ⊂ T ,
aucune carte apparaissant dans TC(e0)(M) ne peut contenir T . Or, cela reste vrai lorsque
nous appliquons des opérateurs de type FC . En particulier, le coefficient de T dans
D(M) vaut 0.

Cas e0 ∈ HE(C(e0)), dans ce cas on a :

TC(e0)(M) = M − {e0}+ cartes qui ne contiennent pas T.

Ainsi, D(M) = D(M − {e0}) +
∑

M ′+T

D(M ′).

Comme dans le cas précédent, le second terme de la somme n’apporte aucune contri-
bution au coefficient de T dans D(M). Par l’hypothèse de récurrence, le premier terme
a une contribution de +1 si T est un bon arbre couvrant de M − {e0} et 0 sinon.
Cependant, par définition des bons arbres couvrants, il est immédiat que :

T est un bon arbre couvrant de M ⇐⇒
T est un bon arbre couvrant de M − {e0}

et la demi-arête de e0 apparaît
avant la seconde dans le tour de T .

Cependant comme e0 ∈ HE(C(e0)), la seconde condition du membre de droite est
vraie grâce au lemme 4.6.3. Finalement, le coefficient de T est +1 si T est un bon
sous-arbre couvrant de M et 0 sinon.

Nous pouvons maintenant donner une formule combinatoire pour N(G).

Théorème 4.6.5. Le polynôme N associé au graphe sous-jacent G de la carte enracinée M
est donné par le formule combinatoire suivante :

N(G) =
∑

T bon arbre
couvrant de M







∏

e∈HE(G)
e/∈T

(
xα(e) − xω(e)

)






. (12)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théorème 4.5.2 et de la proposition
4.6.4.

Bien sûr, les bons arbres couvrants dépendent de la structure de la carte choisie dans le
graphe G. Cependant, l’évaluation de la formule combinatoire du théorème 4.6.5 n’est pas
liée au choix de la carte enracinée.

4.7 Quelques calculs explicites de numérateurs

Graphes possédant un seul cycle

Dans ce paragraphe, nous considérerons les graphes connexes G possédant un seul cycle.
En utilisant le lemme d’émondage 4.4.5, nous pouvons supposer que chaque sommet de G
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a pour valence 2. Nous notons par sources(G) (resp. puits(G)) l’ensemble des puits (resp.
source) de G.

Proposition 4.7.1. Si G est un graphe connexe dont chaque sommet est de valence 2, alors

N(G) =
∑

v∈sources(G)

xv −
∑

v′∈puits(G)

xv′ .

Démonstration. G possède seulement un cycle C (dont nous choisirons une orientation ar-
bitraire). Dans le côté droit de l’équation (3) page 40, deux types de termes se présentent :

– Si |E ′| = 1, G− E ′ est un arbre et N(G− E ′) = 1.
– Si |E ′| > 1, G− E ′ n’est pas connexe et N(G− E ′) = 0.

Ainsi,
N(G) =

∑

e∈HE(C)

(xα(e) − xω(e)).

La somme ci-dessus peut être simplifiée et est égale à
∑

v∈sources(G)

xv −
∑

v′∈puits(G)

xv′ .

N





1

2

3

4

5



 = (x1 − x3)N





1

2

3

4

5



+ (x2 − x4)N





1

2

3

4

5





+(x4 − x5)N





1

2

3

4

5



±N

(
graphes non

connexes

)

= (x1 − x3) + (x2 − x4) + (x4 − x5)

= x1 + x2 − x3 − x5.

Deuxième démonstration (utilisant la décontraction). Considérons le graphe G′ = G obtenu
à l’aide de la construction donnée au théorème 3.4.1 sur G.
Depuis que G′ est biparti avec un seul cycle, et d’après le corollaire 4.4.2, nous obtenons que
Num(ΨG′) =

∑

a βaxa, où βa ∈ Z. Soit a une source de G′. Comme G′ \ {a} est acyclique
et connexe, Num(ΨG′\{a}) = 1. Étant donné que a est de valence 2, le degré en xa du
dénominateur de la fraction réduite ΨG′ vaut 2. Le théorème 4.2.5 implique que βa = 1 si a
est un puits et βa = −1 si a est une source. Ainsi, nous avons :

Num(ΨG′) =
∑

a∈sources(G′)

xa −
∑

a∈puits(G′)

xa.

D’après la proposition 4.2.4, on sait que :

Num(ΨG) = lim
xa → xa
a∈In(G′)

Num(ΨG′).

Alors,
Num(ΨG) =

∑

a∈sources(G)

xa −
∑

a∈puits(G)

xa +
∑

a∈In(G)

lim
xa → xa
a∈In(G)

(xa − xa)

=
∑

a∈sources(G)

xa −
∑

a∈puits(G)

xa.
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Le numérateur du graphe à 1 cycle de la figure 4.12 est égal à

Num(ΨG) = x1 + x2 − x4 − x7.

P =

1

2

3

4

5

6

7

8

9 10

Fig. 4.12 – Graphe à 1 cycle

Graphes possédant un nombre cyclomatique égal à deux

Soit G un graphe connexe de nombre cyclomatique 2. Grâce au lemme d’émondage 4.4.5,
nous pouvons supposer que G n’a pas de sommet de valence 1. Comme |EG| = |VG| + 1,
le graphe possède, en plus des sommets de valence 2, soit deux sommets de valence 3, soit
un seul sommet de valence 4. Ce paragraphe se rapporte uniquement au cas des graphes
possédant deux sommets v et v′ de valence 3. Le cas du graphe avec un seul sommet de
valence 4 est un cas dégénéré du cas à deux sommets de valence 3. Dans ce cadre, l’ensemble
des arêtes peuvent être partitionnées en trois chemins p0, p1 et p2 d’origine v et de fin v′.

v

v′2

2

0
1
1
1

2

2
2

0

0

2

Fig. 4.13 – Exemple de graphe G ayant pour nombre cyclomatique 2

Pour i = 0, 1, 2, nous noterons par Ei (resp. par Ei) l’ensemble des arêtes du chemin pi qui
apparaissent avec une orientation identique (resp. opposées) à celle du graphe. Un exemple
est donné dans la figure 4.13 où nous avons noté sur chaque arête l’indice de l’ensemble
auquel l’arête appartient. Si I = {i1, . . . , il} ⊂ {0, 1, 2, 0, 1, 2}, nous considérons la somme
alternée des graphes :

GI =
∑

∅6=E′
1⊂Ei1

,...,∅6=E′
l⊂Eil

(−1)|E
′
1|−1 . . . (−1)|E

′
l |−1G−

(
E ′1 ∪ . . . ∪ E

′
l

)
. (13)
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Analysons le cycle C = p1 · p2 : on a HE(C) = E1 ∪ E2. Les sous-ensembles de HE(C)
peuvent être partitionnés en trois familles :

– celle des sous-ensembles inclus dans E1,
– celle des sous-ensembles inclus dans E2,
– les unions de sous-ensembles non vides de E1 et de E2.

Ainsi, si on applique le théorème 3.5.1 sur le cycle C, nous obtenons

ϕ(G) = ϕ(G1) + ϕ(G2)− ϕ(G2,1)

où G1,G2 et G2,1 sont définis par l’équation (13).

Chaque graphe deG1 contient le cycle p0·p2, car seules des arêtes de p1 ont été supprimées.
Si on applique le théorème 3.5.1 selon ce cycle, on obtient

ϕ(G1) =
∑

E′⊂E1

(−1)|E
′|−1ϕ(G \ E ′)

=
∑

E′⊂E1

(−1)|E
′|−1




∑

E′′⊂E0

(−1)|E
′′|−1ϕ

(
(G \ E ′) \ E ′′

)

+
∑

E′′⊂E2

(−1)|E
′′|−1ϕ

(
(G \ E ′) \ E ′′

)

−
∑

E′′⊂E2
E′′′⊂E0

(−1)|E
′′|−1(−1)|E

′′′|−1ϕ
(
(G \ E ′) \ (E ′′ ∪ E ′′′)

)







= ϕ(G0,1) + ϕ(G2,1)− ϕ(G2,0,1).

De façon similaire, tous les graphes de G2 contiennent le cycle p1 · p0, ce qui permet d’écrire
ϕ(G2) = +ϕ(G2,0) + ϕ(G1,2) − ϕ(G1,2,0). Les graphes de G2,1 n’ont pas de cycles, ce qui
conduit à :

ϕ(G) = ϕ(G0,1) + ϕ(G2,1)− ϕ(G2,0,1)

+ϕ(G2,0) + ϕ(G1,2)− ϕ(G1,2,0)− ϕ(G2,1)

= ϕ(G0,1)− ϕ(G2,0,1) + ϕ(G2,0) + ϕ(G1,2)− ϕ(G1,2,0).

Si nous appliquons Ψ à cette égalité, les graphes non connexes sont supprimés et nous
trouvons

Ψ(G) = Ψ(G′0,1) + Ψ(G′2,0) + Ψ(G′1,2)

où G′I =
∑

e1∈Ei1
,...,el∈Eil

G−
{
e1, . . . , el

}
. Comme tous les graphes de l’expression de G′I sont
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des arbres, le calcul devient ( en utilisant Xe au lieu de xα(e) − xω(e) ) :

N(G) =
∑

e0∈E0,e1∈E1

Xe0
·Xe1

+
∑

e0∈E0,e2∈E2

Xe0
·Xe2 +

∑

e1∈E1,e2∈E2

Xe1 ·Xe2

=




∑

e0∈E0

Xe0








∑

e1∈E1

Xe1



+




∑

e0∈E0

Xe0





(
∑

e2∈E2

Xe2

)

+

(
∑

e1∈E1

Xe1

)(
∑

e2∈E2

Xe2

)

.

On peut remarquer que, si E0 est vide (ce qui revient à dire qu’il existe une chaîne d’origine
v et de fin v′), le polynôme N(G) est le produit de deux polynômes de degré 1. C’est un cas
particulier du théorème 5.1.1 qui est expliqué au chapitre 5.

Graphes λ-complets et polynômes de Schubert

Nous avons vu (théorème 3.4.1) que les graphes bipartis contiennent toute l’information
pour décrire les fractions ΨG. Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer ΨG pour
un cas spécial de graphes bipartis.

Soit λ une partition, nous appelons graphe λ-complet le graphe biparti dont les som-
mets sont {a1, . . . , al(λ), b1, . . . , bλ1} et les arêtes (ai, bj) où j ≤ λi. Nous noterons par Gλ ce
graphe.

Par exemple, la figure 4.14 représente le graphe 54331-complet.

a1

a2

a3

a4

a5

b1

b2

b3

b4

b5

Fig. 4.14 – Le graphe 54331-complet

Soit f(a1, . . . , an) un polynôme sur l’alphabet A = {a1, . . . , an}. La différence divisée

∂i (voir [32]) est l’opérateur défini par

f.∂i =
f − f si

ai − ai+1

où f si est la fonction f(a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an).
Nous rappelons la définition des polynômes de Schubert référencée dans le livre [32].
Les polynômes de Schubert Yv(A,B) sont des polynômes sur l’alphabetA = {a1, a2, . . .}

et B = {b1, b2, . . .} indexés par les vecteurs de v ∈ N∞ ayant un nombre fini l(v) de compo-
santes non nulles. Ces vecteurs sont caractérisés par :
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1. si v est décroissant alors,

Yv(A,B) :=

l(v)
∏

i=1

vi∏

j=1

(ai − bj),

2. s’il existe i ∈ N tel que vi < vi+1 alors,

Yv.∂i
:= Yv.∂i

où v.∂i = (v1, . . . , vi−1, vi+1, vi − 1, vi+2, . . .).

Proposition 4.7.2. Soit λ = λ1 . . . λn une partition avec λn > 0. Pour tout graphe λ-complet
Gλ, le numérateur de ΨGλ est le polynôme de Schubert

Num(ΨGλ) = Y0,λ2−1,...,λn−1(A,B).

Démonstration. Soit A et B deux alphabets et X un sous-alphabet de A. Soit λ une par-
tition et k un entier vérifiant λk > 1 et λk+1 ≤ 1. Soit (Ai)i∈[1,k−1] une famille d’alpha-
bets définie par Ai = {ai, . . . , ak}. Soit (βi)i∈[1,k−1] une famille de partitions définie par
βi = [λi+1, λi+1, . . . , λk]. Nous noterons par Gλ(X) le graphe λ-complet de X et B :

a1

a2

a3

a4

b1

b2

b3

b4

Fig. 4.15 – Le graphe Gβ1
pour λ = 54331 (β1 = 4433)

Gλ(X) := Gλ(X,B).

Nous allons d’abord prouver récursivement la formule suivante :

Num(ΨGβi
(Ai)) =

(
Yλi+1

(ai).Num(ΨGβi+1 (Ai+1))
)
∂i. (14)

On note par G′ l’expression Gβi
(Ai). D’après le lemme 3.3.1, si on linéarise partiellement

le graphe induit par les sommets ai et ai+1, on trouve

ΨP ′ = ΨP ′
aiai+1

+ ΨP ′
ai+1ai

.

Le diagramme de Hasse de G′aiai+1
se construit à partir du diagramme de Hasse de G′

en supprimant toutes les arêtes ayant ai comme sommet et en ajoutant l’arête (ai, ai+1).
De façon identique, le diagramme de Hasse de G′ai+1,ai

peut être obtenu en appliquant la
transposition si sur G′ai,ai+1

.
Le sommet ai (resp. ai+1) est libre dans G′aiai+1

(resp. G′ai+1ai
) et peut être émondé. La

proposition 4.4.4 et le corollaire 4.4.1 se traduisent par

ΨG′ =
1

xai
− xai+1

.(Ψ
G

[βi
2..βi

k
]
(Ai\{ai})

−Ψ
G

[βi
2..βi

k
]
(Ai\{ai+1})

)). (15)
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a2

a3

a4

b1

b2

b3

b4

a1 a1

a3

a4

b1

b2

b3

b4

a2

Fig. 4.16 – Linéarisation partielle du graphe induit par a1 et a2 dans le graphe β1-complet,
où λ = 54331 (β1 = 4433)

En constatant que

Yλi+1
(x) =

λi+1∏

j=1

x− bj

et par l’utilisation du corollaire 4.4.1 sur l’équation 15 nous avons :

ΨG′ =
1

ai − ai+1

.
Yλi+1

(ai).Num(Ψ
G

[βi
2..βi

k
]
(A\{ai})

)− Yλi+1
(ai+1).Num(Ψ

G
[βi

2..βi
k
]
(A\{ai+1})

)
∏

c�d(c− d)
.

Ainsi,
Num(ΨGβi

(Ai)) =
(

Yλi+1
(ai).Num(Ψ

G
[βi

2...βi
k
]
(Ai+1)

)
)

∂i. (16)

Si on émonde le graphe G[βi
2...βi

k](Ai+1), on obtient le graphe Gβi+1
(Ai+1) et on peut conclure

que
Num(ΨGβi

(Ai)) =
(

Yλi+1
(ai).Num(ΨGβi+1

(Ai+1))
)

∂i. (17)

Grâce à l’équation (17) nous trouvons

Num(ΨGβ1 ) =
(

Yλ2(a1) . . .Yλk−1
(ak−2)Num(ΨGλkλk ({ak−1,ak})

)
)

∂k−2 . . . ∂1.

Au moyen de l’équation (16), nous déduisons que

Num(ΨGλkλk ({ak−1,ak})
) =

(
Yλk

(ak−1)Num(ΨGλk ({ak})
)
)
∂k−1.

Comme Gλk({ak}) n’a pas de cycle, Num(ΨGλk ({ak})
) = 1 et

Num(ΨGβ1 ) = (Yλ2(a1) . . .Yλk
(ak−1)) ∂k−1 . . . ∂1.

Finalement, nous arrivons au résultat

Num(ΨGβ1 ) = Y0,λ2−1,...,λk−1.

Il est facile d’observer que Emond(Gλ) = Gβ1
, ce qui donne

Num(ΨGλ) = Y0,λ2−1,...,λk−1 = Y0,λ2−1,...,λn−1.
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Nous remarquons que les graphes λ-complets sont des graphes très particuliers. En effet,
pour une partition donnée, à une renumérotation près des sommets {a1, . . . , al(λ), b1, . . . , bλ1},
l’ensemble des extensions linéaires deGλ est un intervalle [Id, σλ] du permutoèdre de Sl(λ)+λ1 .
Pour déterminer la permutation σλ, il suffit de réaliser la construction décrite ci-après. Sur
le diagramme de Ferrer λ, nous numérotons les cotés nord-est des boîtes situées les plus
au nord-est du diagramme. Il y a exactement l(λ) + λ1 côtés, nous les numérotons de 1 à
l(λ) + λ1 en partant du sud-ouest et en finissant au nord-ouest.

Par exemple, pour λ = 554221, nous obtenons la numérotation de la figure 4.17. Le mot

11

10
9

8

7
6 5

4
3

2

1

Fig. 4.17 – Numérotation d’une partition

σλ est obtenu en lisant les numéros de tous les côtés verticaux du nord au sud, suivi de tous
les côté horizontaux de l’ouest vers l’est.

Sur le précédent exemple (λ = 554221) la figure 4.19 illustre la construction du mot σλ.

11

10
9

8

7
6 5

4
3

2

1

11

10

9

8

7

6 5

4

3

2

1

sens de lecture

σ554221 = [10, 8, 7, 4, 2, 1, 11, 9, 6, 5, 3]

Fig. 4.18 – Construction de la permutation σ554221

À une renumérotation près des sommets, le graphe de permutation de σλ est identique à
Gλ.
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Proposition 4.7.3. Soit λ une partition, alors

Gσλ
= Gλ|[σλ(1),...,σλ(n)]→[al(λ),...,a1,b1,...,bλ1

]

Par exemple, si nous reprenons la permutation λ = 554221, pour laquelle

σλ = [10, 8, 7, 4, 2, 1, 11, 9, 6, 5, 3],

nous obtenons les graphes de la figure 4.18.

G554221 =

a1

a2

a3

a4

a5

a6

b1

b2

b3

b4

b5

G[10,8,7,4,2,1,11,9,6,5,3] =

1

2

4

7

8

10

11

9

6

5

3

Fig. 4.19 – Graphes de partition et de permutation

Cas particulier du graphe biparti complet

Un cas particulier de graphe λ-complet est le graphe biparti complet. Ce paragraphe
donne une formule pour le numérateur des graphes bipartis complets.

Soit G le graphe construit à partir des deux ensembles de sommets X = {x1, . . . , xn} et
Y = {y1, . . . , ym} de sorte que les arêtes de G soient les couples X × Y .

Soit G′ = Gy1y2...ym le graphe construit en linéarisant G avec l’ordre total y1 < · · · < ym

dans Y . Les fractions rationnelles ΨG et ΨG′ sont reliées par l’identité suivante :

ΨG = ΨG′ .
∑

σ∈Sm

σY

où σY est l’action de la permutation σ sur l’alphabet Y . Le graphe G′ est fortement planaire.
D’après le théorème de Greene (théorème 4.3.1), nous avons

ΨG′ =
1

(x1 − y1) · · · (xn − y1)

1

(y1 − y2) · · · (ym−1 − ym)
=

1

R(X,Y )

R(X,Y \ y1)
∏m−1

i=1 yi − yi+1

où R(X,Y) :=
∏

x∈X,y∈Y(x− y) est le résultant sur les alphabets X et Y.
Ainsi,

ΨG =

(

1

R(X,Y )

R(X,Y \ y1)
∏m−1

i=1 yi − yi+1

)

.
∑

σ∈Sm

σY

=

(

1

R(X,Y )

S(m−1)n(X − (Y \ y1))
∏m−1

i=1 yi − yi+1

)

.
∑

σ∈Sm

σY

=

(

1

R(X,Y )

∏

i<j−1

(yi − yj)S(m−1)n(X − (Y \ y1))

)

.
1

∆(Y )

∑

σ∈Sm

σY
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où Sλ est la fonction de Schur (voir par exemple [32]) et ∆(Y ) le déterminant de Vandermonde
sur l’alphabet Y . Soit ∂Y

i la différence divisée appliquée à l’alphabet Y :

∂Y
i =

1

yi − yi+1

(1− si)

où si est la i
e

transposition élémentaire. L’opérateur 1
∆(Y )

∑

σ∈Sm
σY admet une expression

en termes de différences divisées (voir proposition 7.6.2 dans [32]) :

1

∆(Y )

∑

σ∈Sm

σY = ∂Y
ω := (∂Y

m−1)(∂
Y
m−2∂

Y
m−1) · · · (∂

Y
1 · · · ∂

Y
m−1).

Étant donné que le polynôme S(m−1)n(X − (Y \ y1)) est symétrique en y2, . . . , ym, nous
déduisons que
∏

i<j−1

(yi − yj)S(m−1)n(X − (Y \ y1))∂
Y
ω =

∏

i<j−1

(yi − yj)(∂
Y
m−1)(∂

Y
m−2∂

Y
m−1) · · · (∂

Y
2 · · · ∂

Y
m−1)×

× S(m−1)n(X − (Y \ y1))(∂
Y
1 · · · ∂

Y
m−1).

Le polynôme de Vandermonde
∏

i<j−1(yi − yj) est de degré
(

n−1
2

)
. Si nous appliquons

(∂Y
m−1)(∂

Y
m−2∂

Y
m−1) · · · (∂

Y
2 · · · ∂

Y
m−1) nous obtenons un terme constant. Plus précisément, le

seul monôme qui n’a pas de contribution nulle est (−1)(
n−1

2 )ym−2
m ym−3

m−1 · · · y3. De cette ma-
nière, un calcul direct établit

∏

i<j−1

(yi − yj)(∂
Y
m−1)(∂

Y
m−2∂

Y
m−1) · · · (∂

Y
2 · · · ∂

Y
m−1) = 1.

Nous parvenons à une écriture compacte pour ΨG :

ΨG =
1

R(X,Y )
S(m−1)n(X − (Y \ y1))∂

Y
1 · · · ∂

Y
m−1.

Le polynôme S(m−1)n(X−(Y \y1))∂
Y
1 · · · ∂

Y
m−1 est l’interpolation de Lagrange de S(m−1)n(X−

(Y \ y1)) considérée comme une fonction f(y1, Y \ y1) (voir [32, 18]). Sachant que la fonction
S(m−1)n(X − (Y \ y1)) est égale à la fonction multi-Schur 1

S(m−1)n−1;m−1(X − Y ;X − (Y \ y1)) :=

∣
∣
∣
∣
∣

Sm−1(X − Y ) · · · Sm−n(X − Y ) Sm−n−1(X − (Y \ y1))

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Sm+n−2(X − Y ) · · · Sm−3(X − Y ) Sm−2(X − (Y \ y1))
Sm+n−1(X − Y ) · · · Sm−2(X − Y ) Sm−1(X − (Y \ y1))

∣
∣
∣
∣
∣

nous trouvons que

S(m−1)n(X − (Y \ y1))∂
Y
1 · · · ∂

Y
m−1 = S(m−1)n−1;m−1(X − Y ;X − (Y \ y1))∂

Y
1 · · · ∂

Y
m−1

= S(m−1)n−1(X − Y ).

1Voir Chapitre 1 dans [32] pour une définition plus générale et une liste plus complète de propriétés.
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L’expression de ΨG devient :

Proposition 4.7.4.

ΨG =
1

R(X,Y )
S(m−1)n−1(X − Y ).

Dans ce chapitre, nous avons établi plusieurs formules récursives pour ΨG en utilisant les
différentes opérations sur les graphes définies au chapitre 4.

Le numérateur et le dénominateur de la fraction réduite de ΨG ont été caractérisés pour
tous les graphes (et donc pour tous les posets).

Enfin, nous avons proposé quelques exemples concrets de calcul du numérateur et du
dénominateur pour les graphes déconnectés, pour les graphes possédant un nombre cyclo-
matique égal à 0, 1 et 2, pour les graphes λ-complets et les graphes bipartis complets.

Si le numérateur et le dénominateur de ΨG sont maintenant entièrement connus, la fac-
torisation du numérateur demeure mal élucidée. Le chapitre suivant donne une condition qui
explique certaines de ces factorisations.
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5
Factorisation du numérateur

Précédemment (paragraphes 4.5 et 4.6), nous avons trouvé une formule additive du nu-
mérateur de la fraction réduite ΨG. La formule de Greene pour les posets planaires (voir
sous-section 4.3) et l’exemple de la figure 5.1 montrent que le numérateur peut être écrit,
dans certains cas, comme un produit de facteurs non triviaux.

N






1

2

3

4

5

6 


 = N

(

1

2

3

5
)

.N

(

2

4

5

6
)

Fig. 5.1 – Exemple de factorisation du numérateur

Dans ce chapitre, nous donnons une condition simple sur le graphe G qui implique une
factorisation de N(G) : la factorisation par chaîne.

Puis, nous utilisons cette factorisation pour prouver et étendre le théorème de Greene
(théorème 4.3.1) à une classe plus large de graphes (théorème 5.2.4)).

5.1 Factorisation par chaîne

Sachant que N(G) est nul pour les graphes non connexes, nous supposons par la suite
que tous les graphes sont connexes.

De même, sachant que le numérateur de la fraction réduite ΨG est égal à N(H(G)),
l’étude de N(G) sur les graphes est équivalente à celle de N(G) sur les graphes sans circuits
et sans relations transitives (une arête ayant même origine et même fin qu’une autre chaîne).

Soit G un graphe, c une chaîne de G, Vc l’ensemble des sommets de c (incluant l’origine
et la fin de la chaîne) et G1, . . . , Gk tous les graphes connexes de G \ Vc. Le sous-graphe

67
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Gi induit sur VGi
∪ Vc (pour 1 ≤ i ≤ k) sera appelé région de G. Considérons, par exemple

le graphe de la figure 5.2 et la chaîne c = (1, 2, 13, 3, 4, 5, 6, 14). Sous cette forme, le graphe
G \ Vc possède quatre composantes connexes.

G = 1 2 3 4 5 613 14

7 8

9 10 11 12 15

16

17

18 19

G1 = 9 10 G2 = 7 818 19 G3 = 11 12 G4 =

15

16

17

G1 = 1 5 6 142 3 4

9 10

13 G2 =
1 2 3 4 5 613 14

7 818 19

G3 = 1 2 3 413 145 6

11 12

G4 = 1 2 3 4 5 613 14

15

16

17

Fig. 5.2 – Un graphe G avec une chaîne c, les composantes Gi de G \ c et les régions
correspondantes Gi

Le théorème de factorisation par chaîne s’énonce de la façon suivante :

Théorème 5.1.1. Soit G un graphe, c une chaîne de G et G1, G2, . . . , Gk les régions cor-
respondant à G. Alors nous avons

N(G) =
k∏

j=1

N(Gj).

Par exemple, le numérateur de la fraction rationnelle associée au graphe de la figure 5.2
peut être exprimé comme un produit de quatre facteurs non triviaux.

Preuve. L’idée centrale est d’appliquer le théorème 3.5.1 sur les cycles C contenus dans
une seule région et telle que HE(C) ∩ c = ∅. Cela signifie que les arêtes de c peuvent
apparaître dans C, mais uniquement avec la mauvaise orientation. Ainsi, quand nous
appliquons la proposition 4.5.2, nous ne modifions pas la chaîne c.

Une illustration de la preuve est disponible dans la figure 5.3.
La première étape, réalisée par le lemme 5.1.2 et illustrée par la figure 5.4, consiste à

prouver l’existence de tels cycles.

Lemme 5.1.2. Soit G un graphe et c une chaîne de G. On note par G1, . . . , Gk les régions
correspondantes. Si G1 n’est pas un arbre, il existe un cycle C de G1 tel que HE(C)∩ c = ∅.

Démonstration. Choisissons un cycle C0 de G1. Deux cas doivent être examinés :

1) Le cycle C0 n’a pas de sommet en commun avec c. Rien ne doit être fait.
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.
(

(x2 − x4) + (x4 − x10) + (x10 − x9)
)

N 1 2

4

5 8 9

10
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3

7

12
= N 1 2 5 8 9 11

3

7

12
.N 2

4

5 8 9
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Fig. 5.3 – Illustration de la preuve du théorème 5.1.1 (factorisation par chaîne)

LG1

c choix de cycle
−−−−−−−−→

L′ G1

c

Fig. 5.4 – Bon choix de cycle

2) Le cycle C0 = (e1, . . . , el) possède au moins un sommet en commun avec c. Comme les
cycles restent invariants par permutation cyclique de leurs arêtes, on peut assurer que
v′ = α(e1) est un sommet de c. Soit h le plus petit indice tel que v′′ = ω(eh) devienne
aussi un sommet de c. L’indice h existe car ω(el) = α(e1) est un sommet de c. Étant
donné que nous pouvons trouver une sous-chaîne (éventuellement vide) c′ de c allant de
v′ à v′′ si v′ ≤ v′′ ou allant de v′′ à v′ si v′′ ≤ v′, le cycle C se construit de la façon
suivante :

C =

{
(e1, . . . , eh) · c′ si v′ ≤ v′′

(eh, . . . , e1) · c′ si v′′ ≤ v′

où c′ représente la chaîne c′ dans l’autre orientation. On remarque que toutes les arêtes
de c′ sont dans le mauvais sens dans C et que HE(C) ∩ c = ∅.

Revenons à la preuve du théorème 5.1.1. Nous allons réaliser la démonstration par in-
duction sur k. Si k = 1, alors le résultat est évident.
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Supposons que notre proposition soit vraie pour k = n − 1. Soit G un graphe, et c une
chaîne de G telle qu’il existe n régions G1, . . . , Gn associées à G.

Si G1 est un arbre, il est possible d’appliquer un émondage pour obtenir la chaîne c. Nous
pouvons émonder les mêmes sommets dans le graphe G car les sommets supprimés ne sont
pas reliés aux sous-graphes Gi. En effet, les sous-graphes Gi sont des composantes connexes
différentes de G \ Vc. Grâce au lemme d’émondage 4.4.5, on obtient :

N(G) = N(
n⋃

i=2

Gi) =
k∏

i=2

N(Gi),

où la seconde égalité est due à l’hypothèse de récurrence. Le théorème est prouvé dans ce cas.

Si G1 n’est pas un arbre, nous procédons par induction sur le nombre cyclomatique de
G1.

Le lemme 5.1.2 nous donne un cycle C1 de G1 tel que HE(C1) ∩ Vc = ∅. Lorsque nous
appliquons la proposition 4.5.2 sur C1, nous avons

N(G) =
∑

E1⊂HE(C1)
E1 6=∅

±N(G \ E1)

(
∏

e∈E1

(
xα(e) − xω(e)

)

)

.

Quelques uns des graphes G \ E1 sont non connexes (si et seulement si G1 \ E1 n’est
pas connexe). La valeur de N sur ces graphes vaut 0. Ainsi, ils n’apparaissent pas dans les
formules (18) et (19).

Chaque graphe connexe G \E1 contient la chaîne c (grâce à l’assertion HE(C1)∩ c = ∅).
Les régions associées à c sont G2, . . . , Gn et G1 \ E1 (la dernière région peut être une union
de certaines régions, ce qui n’entrave pas la suite du raisonnement). Cependant, G1 \ E1

possède un nombre cyclomatique moins grand que G1. Dans ce cas, nous pouvons utiliser
l’hypothèse de récurrence et déduire :

N(G \ E1) = N(G1 \ E1) ·N(G2) · . . . ·N(Gn).

Finalement,

N(G) =






∑

E1⊂HE(C1)
E1 6=∅

±
∏

e∈E1

(xα(e) − xω(e))N(G1 \ E1)




 ·N(G2) · . . . ·N(Gn) (18)

où la somme est restreinte aux ensembles E1 tels que G \ E1 est connexe. Cependant, la
proposition 4.5.2 appliquée au cycle C1 de G1 montre que :

N(G1) =
∑

E1⊂HE(C1)
E1 6=∅

±
∏

e∈E1

(xα(e) − xω(e))N(G1 \ E1) (19)

où la somme est restreinte aux ensembles E1 vérifiant que G1 \E1 est connexe, ce qui revient
à vérifier que G \ E1 est connexe.

Ceci finit la preuve du théorème 5.1.1.
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5.2 Factorisations complètes des posets planaires

Dans l’article [23], C. Greene a proposé une formule close pour la somme Ψ(G) où G
est le graphe minimal (diagramme de Hasse) d’un poset planaire (voir la section 4.3 et
le théorème 4.3.1). Dans ce cas, le numérateur N(G) peut être écrit comme un produit de
termes de degré 1 (théorème 4.3.1). Nous verrons que la propriété de factorisation est une
conséquence du théorème 5.1.1. Mieux encore, ce dernier permet d’étendre le théorème de
Greene (théorème 4.3.1) qui peut s’appliquer sur un ensemble plus important de graphes.

Il est à noter que le graphe induit d’un graphe fortement planaire est fortement planaire
(la définition des graphes fortement planaires a été donnée à la section 4.3). Même si on
supprime quelques arêtes, on ne peut pas obtenir un graphe non planaire. En particulier, les
régions d’un graphe planaire sont, elles aussi, des graphes planaires.

De plus, un graphe avec un seul cycle et sans sommet de valence 1 est fortement planaire
si et seulement s’il possède une unique source et un unique puits. Dans ce cas, nous appel-
lerons ce graphe un diamant. Un exemple de diamant est reproduit dans la figure 5.5.

Fig. 5.5 – Un diamant

Quand le graphe est fortement planaire, nous allons montrer qu’il est toujours possible
de trouver une chaîne qui déconnecte le graphe. Ce qui explique le fait que la fonction N(G)
peut être factorisée en facteur de degré 1.

Proposition 5.2.1. Soit G un graphe orienté, fortement planaire, possédant un nombre de
cycles plus grand que 1, alors il existe une chaîne de G, séparant G en deux régions non
triviales (chaque région contient au moins un cycle).

Démonstration. En appliquant un émondage sur le graphe G, on peut supposer le fait que
G n’a pas de sommet de valence 1. Dans ce contexte, comme G possède au moins 2 cycles,
il possède au moins un sommet c2 de valence 3 ou plus. Ainsi, à une symétrie verticale près,
nous avons l’un des deux cas suivants (dans le second cas, on supposera que c2 constitue la
fin d’exactement 2 arêtes) :

c2 c2
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Dans le premier cas, choisissons les étiquettes des sommets selon ce schéma :

b

c1

a

c2

Dans le second cas, nous définissons par induction ci pour i ≥ 3. Nous choisissons pour
ci n’importe quel sommet tel qu’il existe une arête d’origine ci−1 et de fin ci. Pour k ≥ 3,
on ne peut pas définir ck+1 si ck n’est l’origine d’aucune arête. Alors, comme ck n’est pas
un sommet de valence 1, il est nécessairement la fin d’une arête dont l’origine est le sommet
b 6= ck−1. En dernier lieu, on appelle c1 et a les origines des deux arêtes dont la fin est c2.
Pour distinguer le sommet c1 du sommet a, il faut savoir si b est au-dessus ou en dessous de
ck−1 (voir la figure ci-après).

c1

a

c2 ck

b a

c1

c2 ck

b

Dans tout les cas, les ci sont des sommets d’une chaîne c de G. Cette chaîne c peut être
prolongée en une chaîne maximale cmax. Nous rappelons qu’avec la définition de C. Greene
concernant les graphes planaires, le graphe G0,∞, peut toujours être plongé dans le plan sans
arêtes qui se croisent. Il existe alors une chaîne de G0,∞ contenant v0, cmax et v∞. Cette chaîne
coupe G0,∞ en au moins deux régions. La première région contient a et l’autre contient b.
Cette propriété reste vraie pour la chaîne cmax de G. Comme G n’a pas de sommet de valence
1, les régions correspondantes possèdent un cycle ou plus.

Corollaire 5.2.2. Soit G un poset planaire fortement connexe. En itérant la factorisation
par chaîne, on peut écrire N(G) comme un produit de numérateurs de fonctions rationnelles
associées aux diamants.

Démonstration. La proposition 5.2.1 et le théorème 5.1.1 impliquent que N(G) peut être
factorisé en un produit de numérateurs de sous-graphes avec un seul cycle. Comme les sous-
graphes sont fortement planaires, l’opération d’émondage transforme les sous-graphes en
diamants, ce qui finit la preuve.

Il est à noter que pour un diamant, la fonction N possède une formule explicite (propo-
sition 4.7.1) :

N(D) = xmin(D) − xmax(D),

soit de manière équivalente,

Ψ(D) =
∏

y,z∈P

(xy − xz)
µD(y,z)

où µD est la fonction de Möbius du poset associé au diamant D.
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La dernière propriété peut être étendue à n’importe quel poset planaire grâce à la com-
patibilité suivante entre les chaînes déconnectant le graphe et la fonction de Möbius :

Proposition 5.2.3. Soit P un poset, c une chaîne du diagramme de Hasse de P (i.e. le
graphe minimal représentant P ), P1, . . . , Pn les n régions associées à c, et i, j deux éléments
de P , alors

µP (i, j) =

{
−1 si i � j,
∑n

k=1 µPk
(i, j) sinon.

Nous supposerons que µQ(i, j) = 0 si i 6∈ Q ou j 6∈ Q.

La preuve est réalisée au paragraphe 5.3.

Cette proposition associée au corollaire 5.2.2 prouve le théorème de Greene. En fait,
cette preuve fonctionne aussi pour quelques posets non planaires et la formule de Greene
reste vraie pour ces posets. Par exemple, le poset de la figure 5.6 n’est pas planaire mais
peut être factorisé et le numérateur peut être exprimé avec la fonction de Möbius. C’est le
cas de n’importe quel agrégat de diamants.

N






1 2 3 4 5 6

7 8

9




 = N

(

1 2 3 4

7
)

·N

(

2 3 4 5

8
)

· N

(
3 4 5 6

9

)

= (x1 − x4).(x2 − x5).(x3 − x6)

Fig. 5.6 – Un poset non planaire pour lequel la formule de Greene reste vraie

Cette remarque permet d’étendre le théorème de Greene aux agrégats de diamants.
Un graphe G est un agrégat de diamants si et seulement s’il existe une succession de

factorisations par chaîne qui transforme le graphe G en un ensemble de diamants.

Théorème 5.2.4 (théorème de Greene étendu). Soit G un agrégat de diamants, alors

ΨG =

{
0 si G n’est pas connexe,
∏

a,b∈VG
(xa − xb)

µ(a,b) si G est connexe.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence du théorème 5.1.1 et de la proposition 5.2.3.

5.3 Chaînes et fonction de Möbius

Ce paragraphe est une preuve de la proposition technique 5.2.3.

Démonstration. Quand i � j (il existe une arête de i vers j dans le diagramme de Hasse du
poset), on a toujours µP (i, j) = −1.
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Quand i ≤ j, mais que i 6� j, quatre cas doivent être examinés :

premier cas i, j n’appartiennent pas à Vc et sont dans deux régions différentes du poset,

deuxième cas i, j n’appartiennent pas à Vc, et sont dans la même région du poset,

troisième cas i est un élément de Vc, mais j ne l’est pas,

quatrième cas i et j sont deux éléments de Vc.

Les figures 5.7, 5.8, 5.9 et 5.10 résument les quatre cas. La configuration où i n’appar-
tient pas à Vc, mais où j appartient à Vc a été volontairement omise puisqu’elle est obtenue
à partir du troisième cas en considérant le poset opposé.

Soit P1, . . . , Pn les n régions associées à P .

On note par [a, b]P l’ensemble

[a, b]P = {k|a ≤P k ≤P b},

par [a, b[P l’ensemble
[a, b[P = {k|a ≤P k <P b}.

On remarque que [i, j]P1 = [i, j]P ∩ P1 car P1 est une région définie par une chaîne qui
déconnecte le graphe. Cette propriété n’est pas vraie pour n’importe quel poset associé à un
sous-graphe complet de G.

Si [i, j]P n’a pas une intersection vide avec Vc, nous désignerons par L l’élément maximal
de cette intersection.

1) Supposons que i ∈ P2 \Vc et j ∈ P1 \Vc. Nous voulons prouver que µP (i, j) = 0 et faisons
l’hypothèse (preuve par récurrence) que la propriété est vraie pour tout j′ ∈ P1 \ Vc tel
que j′ < j.

i
L

j
P1

∑
= 0

= 0

Fig. 5.7 – Cas 1 : i 6∈ Vc et j n’est pas dans la même région que i

Comme i ≤ j, il existe une chaîne dans le diagramme de Hasse de P allant de i à j.
Comme c est une chaîne séparant P1 et P2, n’importe quelle chaîne d’origine i et de fin
j intersecte Vc. Ainsi, L existe et n’importe quel élément entre i et j qui n’est pas dans
P1, est inférieur ou égal à L. Nous en déduisons donc

[i, j]P ∩ (P2 ∪ · · · ∪ Pm) ⊆ [i, L]P ⊆ [i, j]P .

Par définition de la fonction de Möbius,

µP (i, j) = −
∑

k∈[i,L]P

µP (i, k)−
∑

k∈[i,j[P∩P1\[i,L]P

µP (i, k).
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Comme ∑

k∈[i,L]P

µP (i, k) = 0,

il apparaît que
µP (i, j) = −

∑

k∈[i,j[P∩P1\[i,L]P

µP (i, k). (20)

Par hypothèse de récurrence, µP (i, j) = 0.

2) Supposons maintenant que i, j ∈ P1 \ Vc. Nous voulons prouver que µP (i, j) = µP1(i, j).

i jL

P1

= 0

Fig. 5.8 – Cas 2 : i 6∈ Vc et j est dans la même région que i

Par définition de la fonction de Möbius, nous déduisons :

µP (i, j) = −
∑

k∈[i,j[P∩(P2∪···∪Pm\Vc)

µP (i, k)−
∑

k∈[i,j[P1

µP (i, k).

Le cas 1 donne :
∑

k∈[i,j[P∩(P2∪···∪Pm\Vc)
µP (i, j) = 0. Donc,

µP (i, j) = −
∑

k∈[i,j[P1

µP (i, k). (21)

et une récurrence immédiate prouve que µP (i, j) = µP1(i, j).

3) Supposons que i ∈ Vc et j ∈ P1 \ Vc. Comme i ∈ Vc ∩ [i, j]P , l’ensemble n’est pas vide et
L existe.

i

L

jP1

∑
= δi,L

Fig. 5.9 – Cas 3 : i ∈ Vc et j 6∈ Vc

Nous allons prouver maintenant que µP (i, j) = µP1(i, j) par récurrence sur j. Comme

∑

k∈[i,L]P

µP (i, k) = δi,L



5.3. Chaînes et fonction de Möbius 76

on a :
µP (i, j) = −

∑

k∈[i,j[P \[i,L]P

µP (i, k)− δi,L.

De manière similaire,

µP1(i, j) = −
∑

k∈[i,j[P1
\[i,L]P

µP1(i, k)− δi,L.

Cependant [i, j[P\[i, L]P = [i, j[P1\[i, L]P (voir la preuve du cas 1), ainsi un récurrence
immédiate sur j finit la preuve de ce cas.

4) Supposons que i ∈ Vc et j ∈ Vc. Nous voulons prouver par récurrence sur j (i 6� j) que

µP (i, j) =
n∑

l=1

µPl
(i, j).

i

j

Fig. 5.10 – Cas 4 : i et j appartiennent à Vc

Par définition de la fonction de Möbius, la relation suivante existe :

µP (i, j) = −
∑

k∈[i,j[P

µP (i, k).

Avec le cas 3 de cette preuve et avec l’hypothèse de récurrence, nous savons que µP (i, k) =
∑n

l=1 µPl
(i, k) si k ∈ [i, j[P à l’exception de :

pour k = i, µP (i, i) = µPl
(i, i) = 1, et donc µP (i, i) =

n∑

l=1

µPl
(i, i)− (n− 1),

pour k = i1 où i1 est défini par i1 ∈ Vc et i � i1, on a µP (i, i1) = µPl
(i, i1) = −1, et

donc µP (i, i1) =
n∑

l=1

µPl
(i, i1) + (n− 1).

Finalement, on obtient :

µP (i, j) =
n∑

l=1



−
∑

k∈[i,j[P \c

µPl
(i, k)



− (n− 1) + (n− 1).

En utilisant la définition de la fonction de Möbius pour Pl, nous finissons la preuve de la
proposition.
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Dans ce chapitre, nous avons donné une condition suffisante sur le diagramme de Hasse
de G pour que le numérateur de la fraction réduite de ΨG se factorise.

Cependant, elle ne caractérise pas toutes les factorisations (voir par exemple le cas de la
figure 5.11).
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Fig. 5.11 – Un exemple de factorisation non expliqué par le théorème 5.1.1

Toutefois, cette factorisation nous a permis de prouver et étendre le théorème de Greene.
Avec le poinçonnage de Féray et la linéarisation partielle, la factorisation par chaîne fait

partie des outils nécessaires pour développer, au chapitre suivant, l’algorithme de décompo-
sition en éléments simples.
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6
Application de la fonction de Greene à la

décomposition en éléments simples

La décomposition en éléments simples est l’opération qui remplace toute fraction ration-
nelle à une variable par une somme d’un polynôme et de fractions élémentaires. Une fraction
élémentaire est une fraction de la forme a

(x−r)µ où a et r sont des constantes et µ un entier.
Par exemple,

x4

(x− 1)2(x− 2)
= x+ 4 +

−5

x− 1
+

−1

(x− 1)2
+

16

(x− 2)
.

Cette opération fondamentale est un résultat connu depuis les travaux de Lagrange.
L’objectif de ce paragraphe est de donner une interprétation de la décomposition en

éléments simples à l’aide des graphes. Cette interprétation permettra de mettre en évidence
une nouvelle preuve de la décomposition en éléments simples ainsi qu’une nouvelle méthode
de décomposition qui utilise exclusivement des dessins (les graphes associés à leurs posets).

Théorème 6.0.1. Soit P
Q

une fraction rationnelle où P et Q sont des polynômes à une va-
riable x et avec coefficient dans un corps K algébriquement clos. Soit ri les racines distinctes
deux à deux de Q, on note par αi ∈ N la multiplicité de ri dans Q. Il existe un polynôme R
et des coefficients ai,j de K tels que

P (x)

Q(x)
= R(x) +

∑

i

∑

j∈[1,αi]

ai,j

(x− ri)j
.

Démonstration. Soit R et P ′ deux polynômes tels que P ′ est le reste de la division euclidienne
de P par Q et R le quotient de P par Q. Alors P

Q
= R + P ′

Q
et le degré de P ′ est plus petit

que le degré de Q. Ce problème est équivalent au problème de la décomposition en éléments
simples d’une fraction dont le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du
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dénominateur. Nous supposons donc, dans la suite de la preuve, que le degré de P est plus
petit que celui de Q. De même, pour alléger les formules, nous choisissons P et Q de manière
à ce que leur coefficient dominant soit égal à 1. Comme K est algébriquement clos, P et Q
peuvent être scindés en produits de facteurs de degré 1. On obtient alors

P (x)

Q(x)
=

∏

i (x− si)
βi

∏

j(x− ri)αi
.

Si on cherche à distinguer les racines multiples, on définit formellement ri,j et si,j de façon
à ce que

P (x)

Q(x)
=

∏

i,
j∈[1,βi]

(x− si,j)

∏

i,
j∈[1,αi]

(x− ri,j)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
ri,j←ri,si,j←si

.

En utilisant
– le théorème de factorisation par chaîne,
– la formule explicite trouvée pour les diamants,
– les dénominateurs des fractions rationnelles,

nous établissons :

∏

i,
j∈[1,βi]

(x− si,j)

∏

i,
j∈[1,αi]

(x− ri,j)
=

l∏

i=1

(ai − bi)(ai+1 − bi) .
x

al

al−1

...

a3

a2

a1

bl−1

...

b2

b1

...

al+1

ak

où [a1, . . . , ak] = [r1,1, r1,2, . . . , r1,α1 , r2,1, r2,2, . . . , r2,α2 , . . . , rd,1, rd,2, . . . , rd,αd
] et [b1, . . . , bl] =

[s1,1, s1,2, . . . , s1,α1 , s2,1, s2,2, . . . , s2,α2 , . . . , sd,1, sd,2, . . . , sd,αd
]. Nous notons G le graphe ainsi

construit.
On applique maintenant le poinçonnage de Féray sur chaque cycle afin d’obtenir une

somme d’arbres.
Cette somme représente une somme de fractions rationnelles telles que la spécialisation

si,j ← si et ri,j ← ri ne donne pas une fraction élémentaire.
Considérons l’algorithme suivant :

1. variable : S est une combinaison formelle d’arbres de racine x,

2. initialisation : S est la somme formelle déterminée précédemment en appliquant des
poinçonnages de Féray,
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3. étape itérative : choisissez un arbre G associé à un coefficient non nul de façon à ce qu’il
existe deux éléments ai,j et ak,l tels que i 6= k et tels que les arêtes (x, ai,j) et (x, ak,l)
existent. Soit A′ = {ai,j} un sous-ensemble maximal tel que la substitution si,j ← si

et ri,j ← ri soit injective (d’après le choix du graphe effectué en début d’étape, cet
ensemble existe). Réalisez une linéarisation partielle dans G du sous-ensemble A′,

4. fin : itérez jusqu’à ce qu’il ne soit plus possible de trouver des arbres vérifiant les
conditions pré-requises à l’étape itérative,

5. sortie : S.

Dans l’étape itérative, les tailles des différents sous-ensembles maximaux éligibles sont
identiques.

Cet algorithme est confluent. En effet, à chaque linéarisation partielle d’un graphe noté
G de l’étape itérative, la taille du sous-ensemble maximal A′ des graphes résultants est
strictement inférieure à la taille du sous-ensemble maximal A′ du graphe G.

Par souci de clarté, dans les exemples qui vont suivre, nous utiliserons l’alphabet a, b, c, d . . .
pour noter les différents pôles et racines deux à deux distincts. Des indices seront éventuel-
lement utilisés afin de distinguer les pôles ou racines identiques.

Ainsi, la décomposition en éléments simples de la fraction 1
(x−a)(x−b)

est traduite de la
façon suivante :

1

(x− a)(x− b)
= x

a

b

= x a b + x b a

=
1

(x− a)(a− b)
+

1

(x− b)(b− a)

=
1

a−b

x− a
+

1
b−a

x− b
.

De même, la décomposition en éléments simples de la fraction 1
(x−a)2(x−b)

se détermine
comme suit :

1

(x− a)2(x− b)
= x

a1

a2

b

=

x

a1

a2 b

+
x

a1

b a2

=

x

a1

a2 b

+ x a1 b a2 +
x b

a1

a2

=
1

a−b

(x− a)2
+

−1
(b−a)2

x− a
+

1
(b−a)2

x− b
.
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Enfin, la décomposition de la fraction x−c
(x−a)2(x−b)

se conçoit ainsi :

x− c

(x− a)2(x− b)
= (a− c)(b− c) . x

b

a1

a2

c

avec

x

b

a1

a2

c = x

b

a1

a2

c + x

b

a1

a2

c −

�
�

�
�

�
x

b

a1

a2

c

= x

b

a1

a2

c + x a1

a2

b

c

+ x b a1

a2

c

= x

b

a1

a2

c + x a1

a2

b

c

+ x a2 b a1 c + x b a1

a2

c

=

1
(a−c)(b−c)

+ 1
(a−c)(a−b)

(x− a)2
+

−1
(b−a)2(a−c)

x− a
+

1
(b−a)2(a−c)

x− b
.

La décomposition calculée par l’algorithme dépend des choix des cycles et des choix des
sous-ensembles maximaux. C’est pourquoi, le nombre d’itérations et la taille du résultat ne
sont pas uniques et dépendent fortement des choix effectués.

Il est cependant possible d’améliorer l’algorithme en remplaçant la linéarisation partielle
de A′ par l’opération subséquente. Soit G un graphe et A un sous-ensemble de sommets de
G tel que pour chaque couple a, b de sommets de G, les arêtes (a, b) et (b, a) n’appartiennent
pas au graphe. On appelle arborification de G selon A noté A(G) la combinaison linéaire
formelle de graphes :

A(G) =
∑

a∈A

Aa(G)

où Aa(G) est le graphe de sommets VG, et d’arêtes EG ∪
⋃

b∈A
a6=b

(a, b). En effet, nous avons la
propriété proposée ci-après :

L(A(G)) =
∑

a∈A

L(Aa(G))

et donc
Ψ(A(G)) =

∑

a∈A

Ψ(Aa(G)).

De plus, dans le cadre de l’algorithme, les tailles des sous-ensembles maximaux A′ des graphes
qui apparaissent après arborification, sont strictement inférieures à la taille de A′ pour le
graphe initial.

Par exemple,

A






a

b

c



 =

a
b

c

+ a
b

c

+ a

b
c .
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Ainsi, la décomposition en éléments simples de la fraction 1
(x−a)(x−b)(x−c)

donne :

1
(x−a)(x−b)(x−c)

=
x

a

b

c

=
x a

b

c

+
x

a
b

c

+ x
a

b
c

=
1

(a−c)(a−b)

x−a
+

1
(b−c)(b−a)

x−b
+

1
(c−b)(c−a)

x−c
.

Dans ce chapitre, nous avons trouvé une interprétation purement combinatoire de la
décomposition en éléments simples à l’aide des graphes (ou des posets).

Ce travail a permis d’exposer un nouvel algorithme de décomposition en éléments simples
ne faisant intervenir que des opérations sur les graphes.

Cependant, cet algorithme est largement moins performant que les algorithmes classiques.
En effet, la taille du résultat obtenu et le temps d’exécution est bien plus important. De
surcroît, cet algorithme nécessite un numérateur factorisé.
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7
Conclusion

Dans cette partie de notre étude, nous avons présenté un algorithme inductif utilisant
le poinçonnage de Féray pour calculer Ψ. Cet outil nous a permis de trouver une formule
combinatoire explicite pour le numérateur et le dénominateur de la fraction réduite ΨG. Ce
résultat analyse le diagramme de Hasse de G en le complétant par une structure de carte.
Cependant, le numérateur de ΨG ne dépend pas de cette carte. Nous pouvons donc nous
demander s’il existe une expression qui ne ferait intervenir aucune carte pour le numérateur
de ΨG.

Grâce à l’opération de contraction, nous avons montré que la fraction réduite de tout
graphe peut se déduire de celle des graphes bipartis. Pour ces graphes bipartis, le poinçon-
nage de Féray fait apparaître un ensemble de spécialisations annulant ΨG. Cet ensemble
d’annulations ne permet pas de caractériser le numérateur de ΨG comme le font les annu-
lations appliquées aux polynômes de Schubert. Dans des travaux futurs, nous envisageons
l’étude des annulations manquantes ainsi que leur interprétation à l’aide du graphe G.

Nous avons proposé une condition suffisante sur le diagramme de Hasse de G pour que
le numérateur de ΨG factorise. Elle est définie par l’existence d’une chaîne particulière dans
le diagramme de Hasse de G (voir théorème 5.1.1). Cette condition n’est pas une condition
nécessaire comme l’indique la figure 5.1. Il est donc naturel de s’interroger sur l’existence
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Fig. 7.1 – Un exemple de factorisation non expliqué par le théorème 5.1.1

d’un énoncé qui mettrait en évidence une condition nécessaire pour la factorisation de ce
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numérateur.
Dans le cas de la figure 7.1, il est facile de prouver que la factorisation est une conséquence

de la factorisation par chaîne. Il suffit pour cela de linéariser partiellement la composante
induite par les sommets {8, 9}. Nous pouvons légitimement nous demander si toutes les facto-
risations sont des conséquences de la factorisation par chaîne. En ce qui concerne le théorème
de Greene étendu, il semblerait que les graphes constitués d’un agrégat de diamants soient
les seuls graphes pouvant être exprimés grâce à la fonction de Möbius. Nous conjecturons
donc que la réciproque du théorème de Greene étendu est vraie.

Enfin nous avons présenté un nouvel algorithme de décomposition en éléments simples
n’utilisant que des opérations sur les graphes.

D’autres variantes intéressantes existent comme :

Φ12...n =
1

(x1)(x1 + x2)(x1 + x2 + x3) . . . (x1 + x2 + · · ·+ xn)
.

La combinatoire de ces fractions rationnelles est bien connue et décrite dans l’article [10]. La
similitude des objets fait penser qu’il existe un lien entre Ψ et Φ, mais il n’a pas encore été
mis à jour.



Deuxième partie

Puissances paires du Vandermonde
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8
Introduction

Le déterminant de Vandermonde est un polynôme antisymétrique défini par

∆ :=
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) = det
((
xn−j

i

)

1≤i,j≤n

)

.

Bien que sa formulation soit simple, ses puissances paires sont des polynômes symétriques
dont le développement sur les différentes bases n’est pas, pour le moment, bien connu. Par
exemple, l’expression des puissances paires du Vandermonde dans la base des fonctions de
Schur [17, 13, 29, 41] constitue un problème difficile qui apparaît en physique dans la théorie
de l’effet de Hall quantique. En effet, cet énoncé équivaut à l’énoncé décrit par P. Di Francesco
et al. [17] qui ont analysé la décomposition des fonctions d’ondes de Laughlin ([36])

Ψn,k
Laughlin(x1, . . . , xn) = 1

πn/2 ∆(x1, . . . , xn)2k+1 exp{−1
2

∑n
i=1 |xi|

2}
= ∆(x1, . . . , xn)2kΨ0

Laughlin(x1, . . . , xn),

en fonctions d’ondes de Slater pour n particules, i.e.

Ψλ
Slater :=

1

πn/2
exp{−

1

2

n∑

i=1

|xi|
2}

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

xλ1
1 xλ2

1 . . . xλn
1

xλ1
2 xλ2

2 . . . xλn
2

...
...

...
xλ1

n xλ2
n . . . xλn

n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (22)

Dans cette deuxième partie, nous allons relier ∆2k à différentes bases de fonctions symé-
triques.

Le premier chapitre est consacré à l’étude d’une classe de partitions, dites admissibles,
définies par P. Di Francesco et al. [17].
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Nous donnons une méthode d’énumération des partitions qui interviennent dans le dé-
veloppement des puissances paires du Vandermonde sur les fonctions de Schur. Ce procédé
s’appuie sur un calcul de termes positifs dans une série de Laurent.

À l’origine, P. Di Francesco avait conjecturé que ces partitions, définies initialement
comme étant un intervalle du permutoèdre, caractérisaient les coefficients non nuls appa-
raissant lors du développement de ∆2k dans les fonctions de Schur. Cette conjecture a été
invalidée par Scharf et al. [41] à partir de n = 8 et k = 1. Nous verrons un peu plus loin
qu’elle devient vraie si l’on considère certaines q-déformations du problème.

Nous consacrons le deuxième chapitre au calcul hyperdéterminantal appliqué aux coeffi-
cients du développement de ∆2k dans la base des fonctions de Schur. Pour obtenir ce résultat,
nous utilisons trois outils : la substitution

∫

•
(opération linéaire qui envoie les monômes sur

des produits de fonctions complètes), le produit scalaire 〈, 〉 usuel sur les fonctions symé-
triques dans sa version intégrale, et une généralisation de la formule de Heine permettant
d’exprimer l’intégrale d’un produit de déterminants comme un hyperdéterminant.

Dans le troisième chapitre, nous montrons que ∆2k est un polynôme de Jack rectangle,
pour une certaine spécialisation du paramètre α. Ce résultat est obtenu, d’une part, en
faisant le lien entre hyperdéterminants et puissances paires du Vandermonde ∆2k et d’autre
part, entre hyperdéterminants et polynômes de Jack sur l’alphabet −X.

Dans le chapitre quatre, nous q-déformons les puissances paires du Vandermonde en des
puissances polarisées du q-discriminant.

Lorsque nous étudions les propriétés spectrales de l’opérateur de Sekiguchi-Debiard-
Macdonald, pour une spécialisation particulière de (q, t), nous montrons que cette polari-
sation est aussi un polynôme de Macdonald escalier.

L’utilité de cette q-déformation est double. En faisant tendre q vers 1, nous obtenons une
égalité entre ∆2k et un polynôme de Jack escalier (avec des marches de hauteur paire) dont
le paramètre α a été spécialisé. De surcroît, la conjecture de Di-francesco et al. devient vraie
pour cette déformation, ce qui généralise un résultat de R.C. King, F. Toumazet et B.G.
Wybourne, énoncé lorsque k = 1 dans l’article [29].
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Les partitions admissibles

Ce chapitre est dédié à l’étude des partitions dites admissibles introduites par P. Di Fran-
cesco et al. dans l’article [17]. Il s’agit des partitions qui apparaissent lors du développement
des puissances paires du Vandermonde dans les fonctions de Schur. Ces auteurs ont postulé
que le coefficient de Sλ du développement de ∆2K dans la base des fonctions de Schur n’était
pas nul si et seulement si λ était admissible. Cette conjecture est fausse à partir de n = 8
(voir article de Scharf, Thibon et Wybourne [41]). Par contre, il est utile de connaître ces
partitions pour optimiser les développements.

Dans les pages qui vont suivre, nous présentons diverses définitions équivalentes de par-
titions admissibles et divers algorithmes pour compter et énumérer ces partitions.

9.1 Développement des puissances paires du Vandermonde

sur la base des fonctions de Schur

Le polynôme de Vandermonde est un polynôme antisymétrique, c’est-à-dire qu’il vérifie
la propriété suivante :

∆(xσ(1), . . . , xσ(n)) = sign(σ).∆(x1, . . . , xn)

où σ est une permutation de taille n.
Soit X un alphabet et 〈, 〉 le produit scalaire défini par

〈Ψλ(X),Ψµ(X)〉 := zλδλ,µ

où λ et µ sont deux partitions et où Ψλ(X) est la base multiplicative des sommes des

puissances, c’est-à-dire :
Ψλ(X) :=

∏

i

Ψλi
(X)
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avec
Ψk(X) :=

∑

x∈X

xk

et zλ le nombre de permutations de type cyclique λ dont la formule est donnée par

zλ =
∏

1≤i

iri .ri!

où ri est la multiplicité de i dans λ.
La famille des fonctions de Schur constitue l’unique base orthogonale des fonctions symé-
triques pour le produit scalaire 〈, 〉 et qui vérifie :

Sλ = mλ + . . .

où mλ sont les fonctions monomiales définies par

mλ(X) :=
∑

ord(v)=λ

xv

et où ord est l’opération qui ordonne les composantes de v par ordre décroissant (exemple :
w(67225612) = 76652221). Lorsque X = {x1, . . . , xn} est fini, il est connu que (voir [32])

Sλ :=
det(x

λj+n−j
i )

∆
.

Les puissances paires du Vandermonde sont symétriques et peuvent donc être écrites dans
la base des fonctions de Schur.

Le produit d’une fonction de Schur de partition λ et du polynôme de Vandermonde est
un déterminant. Ce déterminant se développe en une somme de monômes dont les exposants
sont des permutations de λ+ρ (ρ est la partition [n−1, n−2, . . . , 1, 0]). Pour deux partitions
λ et µ distinctes et de même poids n, il n’y a pas de monômes en commun entre Sλ∆ et Sµ∆.
Ainsi, lorsque nous calculons explicitement un polynôme symétrique P homogène, dans la
base des polynômes de Schur, il suffit de regarder les coefficients de P∆ dans les monômes
dont les exposants sont des partitions.

À titre d’exemple, quand on détermine ∆(x1, x2, x3)
2 dans la base polynômes de Schur,

il suffit de développer ∆(x1, x2, x3)
3 dans les monômes. Nous obtenons

∆(x1, x2, x3)
3 = ((x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3))

3

= 1 (x6
1x

3
2 − x

3
1x

6
2 − x

6
1x

3
3 + x6

2x
3
3 + x3

1x
6
3 − x

3
2x

6
3)

−3 (x5
1x

4
2 − x

4
1x

5
2 − x

5
1x

4
3 + x5

2x
4
3 + x4

1x
5
3 − x

4
2x

5
3)

−3 (x6
1x

2
2x3 − x

2
1x

6
2x3 − x

6
1x2x

2
3 + x1x

6
2x

2
3 + x2

1x2x
6
3 − x1x

2
2x

6
3)

+6 (x5
1x

3
2x3 − x

3
1x

5
2x3 − x

5
1x2x

3
3 + x1x

5
2x

3
3 + x3

1x2x
5
3 − x1x

3
2x

5
3)

−15 (x4
1x

3
2x

2
3 − x

3
1x

4
2x

2
3 − x

4
1x

2
2x

3
3 + x2

1x
4
2x

3
3 + x3

1x
2
2x

4
3 − x

2
1x

3
2x

4
3).

Une lecture des coefficients des monômes dominants permet de déduire que

∆(x1, x2, x3)
2 = ((x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3))

2

= S420 − 3S411 − 3S330 + 6S321 − 15S222.
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9.2 Définition des partitions admissibles

Au paragraphe précédent, nous avons vu comment exprimer les puissances paires du
Vandermonde dans la base des fonctions de Schur. Nous souhaitons maintenant caractériser
les partitions qui apparaissent après ce développement.

Le signe négatif du Vandermonde ∆ introduit de nombreuses annulations ce qui complique
la détermination de ces partitions. Un problème plus simple consiste à remplacer ce signe
négatif par un signe positif. Nous obtenons ainsi la définition des partitions admissibles.

Une partition admissible est une partition λ dont le monôme xλ := xλ1
1 . . . xλn

n apparaît
avec un coefficient non nul lors du développement de

∏

i<j(xi + xj)
2k+1 :

∏

i<j

(xi + xj)
2k+1 = · · ·+ αλx

λ + . . . .

P. Di Francesco et al. définissent (article [17]) les partitions admissibles en utilisant l’ordre
de dominance.

L’ordre de dominance est un ordre sur les partitions pour lequel une partition λ est plus
petite qu’une partition µ si et seulement si, pour tout i ∈ [0, n], λ1 + · · ·+λi ≥ µ1 + · · ·+µi.

D’après l’article [17], pour une paire d’entiers (n, k), l’ensemble des partitions admissibles
est l’intervalle (pour l’ordre de dominance) de plus petit élément [2k(n−1), . . . , 2k, 0] et de
plus grand élément [k(n−1), . . . , k(n−1)]. Cette définition est équivalente à notre définition.

Les auteurs P. Di Francesco et al. ont conjecturé (article [17]) que toutes les partitions
admissibles apparaissent avec un coefficient non nul dans le développement des puissances
paires du Vandermonde ∆2k sur la base des fonctions de Schur. Cette conjecture a été
invalidée par T. Scharf, J-Y. Thibon et B.G. Wybourne dans l’article [41], leurs calculs
ayant exhibé des coefficients nuls pour k = 1 et n = 8.

Dans les chapitres suivants, nous introduisons une q-déformation du Vandermonde : le
q-discriminant. Pour cet objet, nous montrerons ( théorème 12.4.1 ) que la conjecture de
P. Di Francesco est vraie. Elle fait apparaître les partitions (n,m)-admissibles qui sont une
généralisation des partitions admissibles.

Nous appelons partition (n,m)-admissible toute partition qui apparaît dans le déve-
loppement de

mρ(X)m−1
∏

i<j

(xi + xj) =
∑

λ

bn,m
λ mλ(X) (23)

où X est un alphabet de taille n. Quand m = 2k est pair, les partitions (n, 2k)-admissibles
sont celles de l’intervalle [(k(n− 1))n], [2k(n− 1), . . . , 2k, 0].

Remarque : lorsque m = 2, cette définition coïncide avec celle de P. Di Francesco et al.
[17].

Soit An,m l’ensemble défini récursivement par

An,1 := {λ = [λ1, . . . , λn]|ρ ≥ λ}
An,m := {((λ1 + σ(1)− 1, . . . , λn + σ(n)− 1))|σ ∈ Sn et λ ∈ An,m−1}.

(24)

Lemme 9.2.1. Soit λ une partition. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La partition λ appartient à l’ensemble An,m.
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2. La partition λ est (n,m)-admissible.

3. λ est une partition de longueur n plus petite ou égale à mρ pour l’ordre de dominance.

Démonstration. L’équivalence entre les assertions 1 et 2 est une conséquence des équations
(23) et (24). De plus, d’après l’équation (24), la partition maximale de An,m est mρ. Il ne
reste donc plus qu’à prouver que 3 implique 1. Nous allons procéder par induction sur m,
si m = 1 alors le résultat est trivial. Supposons que m > 1. Soit λ une partition de taille n
moins grande que mρ par l’ordre de dominance. Alors (λ − ρ) est une partition plus petite
ou égale à (m− 1)ρ. En effet, si on choisit µ de façon à ce que (λ− ρ) = (µ1, . . . , µn), pour
une permutation σ de Sn, on obtient µi = λσ(i) + n− σ(i). Ainsi, pour chaque i

µ1 + · · ·+ µi ≤ λσ(1) + · · ·+ λσ(i) + n− σ(1) + · · ·+ n− σ(i)
≤ λ1 + · · ·+ λi + n− 1 + · · ·+ n− i
≤ (m− 1)(n− 1

2
i(i+ 1))

implique ((λ− ρ)) ≤ (m− 1)ρ pour l’ordre de dominance.
Par induction, ((λ − ρ)) appartient à An,m−1. De plus, il existe une permutation σ telle

que ((λ− ρ)) + ρσ = λ. Ainsi, d’après l’équation (24), λ ∈ An,m.

9.3 Série génératrice des partitions admissibles

On considère le monoïde commutatif libre T engendré par les symboles T = {τ1, . . . , τn−1}
agissant sur les vecteurs de taille n de la façon suivante :

τi[v1, . . . , vn] = [v1, . . . , vi−1, vi − 1, vi+1 + 1, vi+1, . . . , vn].

Pour un vecteur donné v ∈ Zn, T.v est l’ensemble des vecteurs w = [w1, . . . , wn] ∈ Zn de
même poids (c.a.d. v1 + · · ·+vn = w1 + · · ·+wn) qui sont plus petits que v ou égaux à v pour
l’ordre de dominance. En particulier, si v = λ est une partition, alors T.λ contient toutes
les partitions de taille n qui sont plus petites que λ ou égales à λ. Quel que soit le vecteur
v ∈ Zn, on associe le monôme zv = zv1−v2

1 . . . z
vn−1−vn

n−1 . Pour un poids donné, le monôme zv

caractérise complètement v. De plus, v est une partition (décroissante) si et seulement si son
poids n’est pas négatif et si le degré du monôme zv dans chaque variable zi n’est pas négatif.

La figure 9.1 montre comment sont engendrés les vecteurs qui sont plus petits que le
vecteur [4, 1, 1] pour l’ordre de dominance.

Agir sur v en utilisant τi est équivalent à multiplier zv par

ti =







zi−1zi+1

z2
i

si 1 < i < n− 1
z2

z2
1

si i = 1
zn−2

z2
n−1

si i = n− 1.

Étant donné qu’il y n’a pas de relations algébriques entre les ti, chaque vecteur apparaît
dans T.v avec une multiplicité 0 ou 1. Autrement dit,

σq(T ).zv :=
∏

t∈T

1

1− tq
.zv =

∑

w≤v

qαv,wzw. (25)
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z3
1

[4,1,1]

τ1 ւ ց τ2
z1z2

[3,2,1]
z4
1 ,z−2

2
[4,0,2]

ւ ցւ ց
z−1
1 z2

2

[2,3,1]
z2
1z−1

2
[3,1,2]

z4
1z−3

2
[3,−1,2]

ւ ցւ ցւ ց
z−3
1 z3

2

[1,4,1]
1

[2,2,2]
z3
1z−3

2
[3,0,3]

x−5
1 z5

2

[3,−2,3]

. . .

Fig. 9.1 – Ordre de dominance

où αv,w est le degré du monôme agissant sur v pour obtenir w. Extraire le monôme qui encode
une partition équivaut à extraire la part de la série (25) constituée seulement d’exposants
positifs. Cette opération est réalisée par l’opérateur Oméga de MacMahon noté Ω et
défini comme suit (voir e.g [1]) :

Ωx1,...,xp

∑

n1,...,np∈Z

αn1,...,npx
n1
1 . . . . .x

np
p =

∑

n1,...,np∈N

αn1,...,npx
n1
1 . . . . .x

np
p .

Par exemple,

Ωz1,z2

z3
1

(1−
z1
z2
2

q)(1−
z2
z2
1

q)
= z3

1 + qz1z2 + q3

↓ ↓ ↓
[411] [321] [222]

code l’ensemble {[411], [321], [222]} des partitions de taille 3 plus petites que 411. Ainsi,

Proposition 9.3.1. La taille n ≥ 2 de l’alphabet étant fixée, la série génératrice des parti-
tions (n, k)-admissibles est la fraction rationnelle An(q, t; z1, . . . , zn−1) :

An(q, t; z1, . . . , zn−1) = Ωz1,...,zn−1

(

(1− tz1 . . . zn−1)(1−
z0z2

z2
1

q)(1−
z1z3

z2
2

q) . . . (1−
zn−2zn

z2
n−1

q)

)−1

,

où z0 = zn = 1.

Par exemple, calculons les premières valeurs de An(q, t; z1, . . . , zn−1).

1. Pour n = 2 la fonction génératrice des partitions admissibles est donnée par

A1(q, t; z1) = Ωz1

(

1

(1− tz1)(1−
q
z2
1
)

)

.

Une décomposition en éléments simples selon la variable z1 entraîne :

A1(q, t; z1) = Ωz1

(

1

(1− tz1)(1− qt2)
+

qz−2
1 (tz1 + 1)

(1− q
z2
1
)(1− qt2)

)

.
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L’opérateur Oméga de MacMahon laisse invariant le terme de gauche et supprime le
terme de droite. On obtient en dernier lieu

A1(q, t; z1) =
1

(1− qt2) (1− z1 t)
= 1 + z1t+ (q + z2

1)t
2 + (qz1 + z3

1)t
3 + (q2 + qz2

1 + z4
1)t

4 + . . . .

Cela signifie que, pour k = 1 la seule partition admissible est [21], pour k = 2, il y a
seulement deux partitions [42] et [33], pour k = 3 les partitions admissibles sont [63]
et [54] etc...

2. Si n = 3,

A3(q, t; z1, z2) = Ωz1,z2

1

(1− t.z1.z2)(1− z2.q
z12 )(1− z1.q

z22 )
.

Comme précédemment, nous allons réaliser une décomposition en éléments simples
selon z1 afin d’obtenir des séries dont leur contribution en z1 sont à exposant strictement
négatif ou bien à exposant positif.

A3(q, t; z1, z2) = Ωz1,z2

(
qz2

2(tz
3
2z1 + q2z2

2t+ z1q + z2
2)

(z2
1 − z2q)(−1 + z3

2qt
2)(q − z2)(q2 + z2q + z2

2)
+

z5
2q

(q − tz3
2)(−z

3
2 + q3)(−z2

2 + z1q)
+

−tz3
2

(−1 + z3
2qt

2)(q − tz3
2)(−1 + tz1z2)

)

.

L’opérateur Oméga de MacMahon réduit le deuxième terme à zéro. Nous obtenons
ainsi

A3(q, t; z1, z2) = Ωz1,z2

(
−(tz1q

3 + q2z1z
3
2t

2 − q2z2
2t− z

2
2)z

3
2

(−1 + tz1z2)(−1 + z3
2qt

2)(−z2
2 + z1q)(q − z2)(q2 + z2q + z2

2)

)

.

Nous décomposons maintenant A3 en éléments simples selon z2 puis on rassemble les
termes dont leur contribution en z2 est à exposant positif ou nul. Nous concluons par :

1− z1
3
z2

3q2t4

(1− tz1 z2 ) (1− qz2 3t2) (1− z1
3qt2) (1− q2t)

.

3. Si n = 4, A4(1, t; 1, 1) = t4+5 t3+7 t2+2 t+1
(1+t)2(1−t)4

.

4. Si n = 5, A5(1, t; 1, 1) = 3 t6+21 t5+61 t4+68 t3+39 t2+7 t+1
(1−t)5(t+1)3

.

Dans ce chapitre, nous avons donné plusieurs algorithmes d’énumération des partitions
admissibles. Lorsque nous développons ∆2k dans la base des fonctions de Schur, ces algo-
rithmes permettent de restreindre le nombre de partitions dont il faut calculer le coefficient.



10
Expression hyperdéterminantale des

coefficients dans le développement de ∆2k sur

les fonctions de Schur

Le chapitre 9 nous a permis d’établir que le développement des puissances paires du
Vandermonde sur les fonctions de Schur était un problème équivalent au développement des
puissances impaires du Vandermonde sur les monomiales.

Il est possible de mettre en valeur cette propriété à l’aide des hyperdéterminants de
Hankel.

Nous présentons ici les hyperdéterminants de Hankel et nous proposons un algorithme
permettant de calculer tous les coefficients gn,k

λ du développement des puissances paires du
Vandermonde dans la base des fonctions de Schur :

∆2k =
∑

λ partition admissible

gn,k
λ Sλ.

Enfin, nous analysons quelques propriétés qui découlent de cet algorithme.

10.1 Hyperdéterminants de Hankel

Les hyperdéterminants sont des objets inventés par Cayley en 1843.
Ils regroupent plusieurs généralisations du déterminant pour les hypermatrices de plus

de deux indices.
L’hyperdéterminant que nous utilisons dans ce chapitre est le plus simple des hyperdéter-

minants car il généralise de façon naturelle les formules des déterminants considérés comme
des sommes multi-alternées :
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Soit M = (Mi1,...,ip)1≤i1,...,ip≤n un tenseur à p indices, l’hyperdéterminant de M est la
somme alternée sur les p copies du groupe symétrique Sn,

Det(M) :=
1

n!

∑

σ1,...,σp∈Sn

sign(σ1 . . . σp)
n∏

i=1

Mσ1(i)...σp(i). (26)

Si p = 2, on retrouve la définition des déterminants.
Par exemple, si p = 4 et n = 2,

Det(M) = −M2,1,1,1M1,2,2,2 +M2,1,1,2M1,2,2,1 +M2,1,2,1M1,2,1,2

−M2,1,2,2M1,2,1,1 +M2,2,1,1M1,1,2,2 −M2,2,1,2M1,1,2,1 −M2,2,2,1M1,1,1,2 +M2,2,2,2M1,1,1,1.

Remarque : l’hyperdéterminant Det est nul lorsque p est impair. Dans la suite du chapitre,
on supposera que p = 2k est pair.

Nous allons analyser le cas particulier de l’hyperdéterminant de Hankel. Il s’agit
d’un hyperdéterminant dont les entrées dépendent seulement de la somme des indices. Cet
hyperdéterminant s’écrit :

Hf := (f(i1 + · · ·+ i2k))0≤i1,...,i2k≤n−1. (27)

Plus généralement, on définit l’hyperdéterminant de Hankel décalé par des vecteurs
décroissants λ(1), . . . , λ(2k) ∈ Zn comme l’hyperdéterminant du tenseur de Hankel décalé

Hf

λ(1),...,λ(2k) := (f(λ
(1)
i1

+ · · ·+ λ
(2k)
i2k

+ i1 + · · ·+ i2k))0≤i1,...,i2k≤n−1. (28)

10.2 Hyperdéterminants et intégrales

Certains hyperdéterminants peuvent être obtenus à l’aide d’intégrales multiples de pro-
duits de déterminants.

Proposition 10.2.1. (Identité de Heine généralisée)
Soit (f

(i)
j ) 1≤i≤2k

1≤j≤n
une famille de fonctions et µ une mesure sur C telle que les intégrales

apparaissant dans l’équation (29) soient définies. Alors, on a

1

n!

∫

. . .

∫

det(f
(1)
j (zi)) . . . det(f

(2k)
j (zi))dµ(z1) . . . dµ(zn) =

Det

(∫

f
(1)
i1

(z) . . . f
(2k)
i2k

(z)dµ(z)

)

1≤i1,...,i2k≤n

. (29)

Démonstration. Le résultat s’obtient en développant les termes situés de part et d’autre de
l’égalité (29).

Remarque : ici, seule la linéarité de l’opération
∫
dµ(z) intervient. L’intégrale peut donc

être remplacée par n’importe quel opérateur linéaire.
Si nous appliquons la proposition 10.2.1 au produit d’une fonction de Schur et d’une

puissance du discriminant, nous obtenons un hyperdéterminant de Hankel décalé dont les
entrées sont des sommes associées à la mesure µ.
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fonctions de Schur

Corollaire 10.2.2. Soit µ une mesure sur C telle que l’intégrale apparaissant dans l’équation
(30) soit définie, on a

1

n!

∫

. . .

∫

Sλ(z1, . . . , zn)∆2kdµ(z1) . . . dµ(zn) = Det(cλn−i1+1+i1+···+i2k−2k) (30)

où cn =
∫
zndµ(z).

Démonstration. Il suffit de remarquer que

Sλ(z1, . . . , zn)∆2k = det(z
λn−j+1+j−1
i ) det(zj−1

i )2k−1

et d’appliquer (29).

10.3 Algorithme pour obtenir les coefficients

Dans la section précédente, nous avons vu que ( équation 30 )

1

n!

∫

. . .

∫

Sλ(z1, . . . , zn)∆2kdµ(z1) . . . dµ(zn) = Det(cλn−i1+1+i1+···+i2k−2k). (31)

Cette formule nous donne une expression hyperdéterminantale des coefficients gn,k
λ décrite

dans le corollaire 10.3.1.
Soit λ(1), . . . , λ(2k) 2k vecteurs décroissants de Zn. Nous définissons le tenseur à 2k indices

∆λ(1),...,λ(2k) :=

(

δ
λ
(1)
n−i1+1+···+λ

(2k)
n−i2k+1+i1+···+i2k,(2k−1)n+1

)

1≤i1,...,i2k≤n

et
Dλ(1),...,λ(2k) := Det

(
∆λ(1),...,λ(2k)

)

son hyperdéterminant.

Corollaire 10.3.1.

gn,k
λ = (−1)

n(n−1)
2 D

λ,[0n], . . . , [0n]
︸ ︷︷ ︸

2k+1

(32)

Démonstration. Dans cette preuve, nous fixons la mesure de sorte que
∫

zmdµ(z) = δm,0

et nous utilisons le produit scalaire sur les fonctions symétriques ci-après :

〈f, g〉 =
1

n!

∫

. . .

∫

f(Z)g(Z∨)
∏

i6=j

(1−
zi

zj

)dµ(z1) . . . dµ(zn)

où Z∨ représente l’alphabet 1
z1
, . . . , 1

zn
.
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Il est prouvé que ( voir [39] VI.9 p.370 )

〈Sλ, Sµ〉 = δλ,µ

ainsi
gn,k

λ = 〈Sλ,∆
2k〉

et
gn,k

λ =
1

n!

∫

. . .

∫

Sλ(Z)∆2k(Z∨)
∏

i6=j

(1−
zi

zj

)dµ(z1) . . . dµ(zn)

or
Sλ(Z)∆2k(Z∨)

∏

i6=j

(1−
zi

zj

) = (−1)
n(n−1)

2 det(z
λn−j+1+j−1
i ) det(zj−1

i )2k+1

En conséquence, d’après la proposition 10.2.1

gn,k
λ = (−1)

n(n−1)
2 Det(cλn−i1+1+i1+···+i2k−2k)

= (−1)
n(n−1)

2 D
λ,[0n], . . . , [0n]
︸ ︷︷ ︸

2k+1

Nous souhaitons calculer explicitement gn,k
λ . Dans ce but, nous allons étudier les symé-

tries et opérations qui laissent D
λ,[0n], . . . , [0n]
︸ ︷︷ ︸

2k+1

invariant. En utilisant une généralisation du

développement de Laplace appliquée aux hyperdéterminants, nous obtenons une formule
de calcul récursive pour Dλ1,λ2,...,λ2k

, d’où nous déduisons un algorithme afin de calculer
D

λ,[0n], . . . , [0n]
︸ ︷︷ ︸

2k+1

.

Les propriétés d’invariance de l’hyperdéterminant Dλ(1),...,λ(2k)

Proposition 10.3.2. Soit σ une permutation de S2k, il apparaît que

Dλ(1),...,λ(2k) = Dλ(σ(1)),...,λ(σ(2k)) .

Démonstration. Par définition du tenseur ∆λ(1),...,λ(2k) , on obtient ∆λ(1),...,λ(2k) = ∆λ(σ(1)),...,λ(σ(2k)) .
L’hyperdéterminant Dλ(1),...,λ(2k) vérifie la même propriété.

Proposition 10.3.3. Soient m1,m2, . . . ,m2k−1 ∈ Z, 2k − 1 entiers. Dans ces conditions,

Dλ(1),...,λ(2k) = D
[λ

(1)
1 +m1,...,λ

(1)
n +m1],...,[λ

(2k)
1 +m2k,...,λ

(2k)
n +m2k]

où m2k = −m1 − · · · −m2k−1.

Démonstration. Par définition du tenseur ∆λ(1),...,λ(2k) , sim2k = −m1−· · ·−m2k−1, nous avons
∆λ(1),...,λ(2k) = ∆

[λ
(1)
1 +m1,...,λ

(1)
n +m1],...,[λ

(2k)
1 +m2k,...,λ

(2k)
n +m2k]

. Il en est de même pour Dλ(1),...,λ(2k) .
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Proposition 10.3.4. Si Dλ(1),...,λ(2k) 6= 0 alors
∑

i,j

λ
(j)
i = (k − 1)n(n− 1).

Démonstration. Si Dλ(1),...,λ(2k) 6= 0 alors il existe 2k permutations σ1, . . . , σ2k ∈ Sn telles
que

n∏

i=1

δ
λ
(1)
n−σ1(i)+1

+···+λ
(2k)
n−σ2k(i)+1

+σ1(i)+···+σ2k(i),(2k−1)n+1
6= 0.

On en déduit donc
∑

i

λ
(1)
n−σ1(i)+1 + · · ·+ λ

(2k)
n−σ2k(i)+1 + σ1(i) + · · ·+ σ2k(i) = n((2k − 1)n+ 1).

Or le terme de gauche vaut
∑

i,j λ
(i)
j + kn(n+ 1), ce qui finit la preuve.

Mineurs et hypermatrices

Nous notons par M






I1
...
I2k




 le mineur du tenseur M = (Mi1,...,i2k

)1≤i1,...,i2k≤n obtenu en

choisissant des éléments indexés par les m-vecteurs croissants (1 ≤ m ≤ n) de taille 2k :
I1, . . . , I2k, c’est-à-dire :

M






I1
...
I2k




 :=

(

M
j
(1)
i1

,...,j
(2k)
i2k

)

1≤i1,...,i2k≤m

où I1 = (j
(1)
1 < · · · < j

(1)
m ), . . . , I2k = (j

(2k)
1 < · · · < j

(2k)
m ).

Un tenseur de Hankel décalé est un mineur du tenseur de Hankel infini

Hf
∞ := (f(i1 + · · ·+ i2k))−∞<i1,...,i2k<∞ .

Plus généralement, considérons le tenseur générique et infini suivant :

M∞ := (Mi1,...,i2k
)−∞<i1,...,i2k<∞

et choisissons le mineur indexé par le 2k-tuple de vecteurs décroissants λ(1), . . . , λ(2k) ∈ Zn,

Mλ(1),...,λ(2k) =

(

M
λ
(1)
n−i1+1+i1,...,λ

(2k)
n−i2k+1+i2k

)

1≤1,...,i2k≤n

.

Le tenseur Mλ(1),...,λ(2k) est, de manière évidente, un mineur de M∞, et réciproquement,

chaque mineur M∞






I1
...
I2k




 de M∞ est égal à un mineur Mλ(1),...,λ(2k) . Ainsi, chaque mineur

de Mλ(1),...,λ(2k) est de nouveau un mineur de M∞ et peut être écrit sous la forme Mν(1),...,ν(2k) .
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Dans la proposition suivante, nous décrivons explicitement les partitions ν(1), . . . , ν(2k).

Proposition 10.3.5. (Composition de mineurs)
Soient λ(1), . . . , λ(2k) ∈ Zn, 2k vecteurs décroissants et J1, . . . , J2k ⊂ {1, . . . , n}, 2k sous-
ensembles de {1, . . . , n} ayant tous le même nombre d’éléments m, 0 ≤ m ≤ n. Alors nous
avons l’égalité

Mλ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ J1
...

{1, . . . , n} \ J2k




 = Mν(1),ν(2),...,ν(2k)

où

ν(p) := [λ
(p)
1 + m, . . . , λ

(p)
n−jm

+ m,λ
(p)
n−jm+2 + m− 1, . . . , λ

(p)
n−jm−1

+ m− 1, λ
(p)
n−jm−1+2 + m− 2,

. . . , λ
(p)
n−j1

+ 1, λ
(p)
n−j1+2, . . . , λ

(p)
n ]

si Jp = {j1 < · · · < jm} ⊂ {1, . . . , n}.

Démonstration. On démontre la propriété par induction sur la taille m de Jp. En fait, le
cas où m = 0 est trivial et il suffit de comprendre le cas m = 1 pour prouver le résultat.
Considérons le tenseur suivant :

Mλ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ j1
...

{1, . . . , n} \ j2k




 =

(
Mf1(i1),...,f2k(i2k)

)

1≤i1,...,i2k≤n−1

où

fp(i) =

{

λ
(p)
n−i+1 + i si i < jp
λ

(p)
n−i + i+ 1 si i ≥ jp.

Par définition, on a

(
Mf1(i1),...,f2k(i2k)

)

1≤i1,...,i2k≤n−1
= Mν(1),...,ν(2k) .

Cela prouve le résultat pour m = 1. Si m > 1, on pose pour tout p, mp = min Jp et
J ′p = Jp \ jp. Plus simplement,

Mλ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ J1

...
{1, . . . , n} \ J2k




 =

Mλ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ J ′

1
...

{1, . . . , n} \ J ′

2k











{1, . . . , n−m + 1} \m1

...
{1, . . . , n−m + 1} \m2k




 .

Par hypothèse de récurrence,

Mλ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ J ′

1
...

{1, . . . , n} \ J ′

2k




 = Mµ(1),µ(2),...,µ(2k)






{1, . . . , n−m + 1} \m1

...
{1, . . . , , n−m + 1} \m2k
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où

µ(p) = [λ
(p)
1 + m− 1, . . . , λ

(p)
n−jm

+ m− 1, λ
(p)
n−jm+2 + m− 2, . . . , λ

(p)
n−jm−1

+ m− 2, λ
(p)
n−jm−1+2 + m− 2,

. . . , λ
(p)
n−j2

+ 1, λ
(p)
n−j2+2, . . . , λ

(p)
n ]

si Jp = {j1 ≤ · · · ≤ jm} ⊂ {1, . . . , n}. En appliquant de nouveau m = 1, on trouve le
résultat.

Mineurs des hypermatrices ∆λ(1),...,λ(2k)

Soient les ensembles définis par

Γk,n := {∆λ(1),...,λ(2k)|λ(1), . . . , λ(2k)sont des vecteurs décroissants de Zn}.

Proposition 10.3.6. Soient λ(1), . . . , λ(2k) ∈ Zn 2k vecteurs décroissants et J1, . . . , J2k ⊂
{1, . . . , n} 2k sous-ensembles de {1, . . . , n} ayant tous le même nombre d’éléments m, 0 ≤
m ≤ n. Alors, le mineur

∆λ(1),...,λ(n)






{1, . . . , n} \ J1
...

{1, . . . , n} \ J2k






reste dans Γk,n−m.

Démonstration. D’après la proposition 10.3.5, on obtient

∆λ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ J1
...

{1, . . . , n} \ J2k




 =

(

δ
ν
(1)
n−m−i1+1+···+ν

(2k)
n−m−i2k+1+i1+···+i2k,(2k−1)n+1

)

1≤i1,...,i2k≤n−m

où

ν(p) := [λ
(p)
1 + m, . . . , λ

(p)
n−jm

+ m,λ
(p)
n−jm+2 + m− 1, . . . , λ

(p)
n−jm−1

+ m− 1, λ
(p)
n−jm−1+2 + m− 2,

. . . , λ
(p)
n−j1

+ 1, λ
(p)
n−j1+2, . . . , λ

(p)
n ]

si Jp = {j1 ≤ · · · ≤ jm} ⊂ {1, . . . , n}. De plus,

δ
ν
(1)
n−m−i1+1+···+ν

(2k)
n−m−i2k+1+i1+···+i2k,(2k−1)n+1

= δ
ν′

(1)
n−m−i1+1+···+ν

(2k)
n−m−i2k+1+i1+···+i2k,(2k−1)(n−m)+1

,

où ν ′(1) est la suite décroissante

ν ′
(1)

:= [ν1
(1) −m(2k − 1), . . . , νn−m

(1) −m(2k − 1)]. (33)

Ainsi,

∆λ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ J1
...

{1, . . . , n} \ J2k




 = ∆ν′(1),ν(2),...,ν(2k) ∈ Γk,n−m.

Cela finit la preuve.
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Une généralisation du développement de Laplace

Dans le cas général, il n’existe pas d’algorithme efficace pour calculer un hyperdétermi-
nant. Cependant, nous utiliserons une généralisation du développement de Laplace pour les
hyperdéterminants. Ce résultat est dû à W. Zajaczkowski [46] 1.

Théorème 10.3.7. (Généralisation du développement de Laplace) [46],
Soit un tenseur M = (Mi1,...,i2k

)1≤i1,...,i2k≤n, 0 ≤ m ≤ n et I1 = {j
(1)
1 < · · · < j

(1)
m } ⊂ {1 . . . n}.

L’hyperdéterminant de M peut être développé comme une somme alternée de
(

n
m

)2k−1
produits

de deux mineurs,

Det(M) =
∑

I2,...,I2k

±Det




M






I1
...
I2k









Det




M






{1, . . . , n}\I1
...

{1, . . . , n}\I2k









 (34)

où la somme porte sur les m-uplets

I2 = [j
(2)
1 , . . . , j(2)

m ], . . . , I2k = [j
(2k)
1 , . . . , j(2k)

m ] ∈ {1, . . . , n}m

et où ± désigne le signe du produit des permutations σi qui convertissent les concaténations
des indices ordonnés de Ii avec ceux de {1, . . . , n} \ Ii en l’identité.

Par exemple, lorsque nous appliquons le théorème 10.3.7 pour une matrice de dimension
4 et pour I1 = {1, 3}, l’hyperdéterminant se calcule de la façon suivante :

M =







a b c d
e f g h
i j k l
m n o p







et

|M | = sign(1324.1234)

∣
∣
∣
∣

a b
i j

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

g h
o p

∣
∣
∣
∣
+

sign(1324.1324)

∣
∣
∣
∣

a c
i k

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

f h
n p

∣
∣
∣
∣
+

sign(1324.1423)

∣
∣
∣
∣

a d
i l

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

f g
n o

∣
∣
∣
∣
+

sign(1324.2314)

∣
∣
∣
∣

b c
j k

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

e h
m p

∣
∣
∣
∣
+

sign(1324.2413)

∣
∣
∣
∣

b d
j l

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

e g
m o

∣
∣
∣
∣
+

sign(1324.3412)

∣
∣
∣
∣

c d
k l

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

e f
m n

∣
∣
∣
∣
.

Pour les hypermatrices générales, l’algorithme induit par le théorème précédent n’est pas
plus rapide que le développement direct. Cependant, il est adapté pour le calcul d’hyperdé-
terminants creux.

1A. Armenante [2] a donné la première généralisation de la formule de Laplace pour les hyperdéterminants
cubiques dont le premier indice n’est pas alternant. Quelques années après, W. Zajaczkowski et L. Gegenbauer
[19] ont établi une formule de Laplace pour les hyperdéterminants plus généraux dont chaque indice peut ou
non alterner.
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Une formule récursive pour Dλ(1),...,λ(2k)

Nous allons appliquer le théorème 10.3.7 afin de trouver une formule récursive pour
Dλ(1),...,λ(2k) . Dans cette perspective, nous réalisons le développement de Laplace généralisé
(théorème 10.3.7) en fixant le premier indice à I1 = {i1}.

Corollaire 10.3.8. Soit 1 ≤ p ≤ m et i1 ∈ [1..n], alors

Dλ(1),...,λ(2k) =
∑

I

(−1)i1+···+i2kD
µ

(1)
I ,...,µ

(2k)
I

(35)

où la somme varie sur les 2k-tuples, I = [i1, i2, . . . , i2k] ∈ {i1} × {1, . . . , n}
2k−1 vérifiant

λ
(1)
n−i1+1 + · · ·+ λ

(2k)
n−i2k+1 + i1 + · · ·+ i2k = (2k − 1)n+ 1.

Les vecteurs décroissants µ(1)
I , . . . , µ

(2k)
I sont définis par

µ
(1)
I = [λ

(1)
1 − 2(k− 1), . . . , λ

(1)
n−i1
− 2(k− 1), λ

(1)
n−i1+2 − 2(k− 1)− 1, . . . , λ(1)

n − 2(k− 1)− 1]

µ
(2)
I = [λ

(2)
1 + 1, . . . , λ

(2)
n−i2

+ 1, λ
(2)
n−i2+2, . . . , λ

(2)
n ]

...

µ
(2k)
I = [λ

(2k)
1 + 1, . . . , λ

(2k)
n−i2k

+ 1, λ
(2k)
n−i2k+2, . . . , λ

(2k)
n ]. (36)

Démonstration. En choisissant I1 = {i1} dans le théorème 10.3.7, d’après la définition de
Dλ(1),...,λ(2k) , il en résulte que

Dλ(1),...,λ(2k) =
∑

I

(−1)i1+···+i2kDet




∆λ(1),...,λ(k)






{1, . . . , n} \ i1
...

{1, . . . , n} \ i2k











où la somme est effectuée sur les 2k-tuples, I = [i1, i2, . . . , i2k] ∈ {i1}×{1, . . . , n}
2k−1 vérifiant

λ
(1)
n−i1+1 + · · ·+ λ

(2k)
n−i2k+1 + i1 + · · ·+ i2k = (2k − 1)n+ 1.

De plus, on a

∆λ(1),...,λ(2k)






{1, . . . , n} \ i1
...

{1, . . . , n} \ i2k




 = ∆

µ
(1)
I ,...,µ

(2k)
I

où les partitions µ(i)
I sont déterminées par (36). Le résultat souhaité est démontré.

Par exemple, si nous calculons D[211][100][100][000]. Il faut analyser l’hyperdéterminant de

∆[211][100][100][000] =

i3,i4\
i1,i2 11 12 13 21 22 23 31 32 33

11
12 1 1
13 1 1
21 1 1
22 1 1
23 1
31 1
32 1 1
33 1

.
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Si nous posons i1 = 1, les indices (1, 3, 2, 2), (1, 2, 3, 2), (1, 1, 3, 3) et (1, 3, 1, 3) sont les seuls
indices tels que les entrées correspondantes de ∆[211][100][100][000] ne s’annulent pas. De plus,

∆[211][100][100][000]







{2, 3}
{1, 2}
{1, 3}
{1, 3}







=
i3,i4\

i1,i2 11 12 21 22

11
12 1
21 1
22

= ∆[0−1][00][20][10].

De la même façon, nous constatons que

∆[211][100][100][000]







{2, 3}
{1, 3}
{1, 2}
{1, 3}







= ∆[0−1][20][00][10],

∆[211][100][100][000]







{2, 3}
{2, 3}
{1, 2}
{1, 2}







= ∆[0−1][21][00][00]

et

∆[211][100][100][000]







{2, 3}
{1, 2}
{2, 3}
{1, 2}







= ∆[0−1][00][21][00].

Ainsi,

D[211][100][100][000] = D[0−1][00][20][10] + D[0−1][20][00][10] + D[0−1][21][00][00] + D[0−1][00][21][00].

Un rapide calcul établit que

D[0−1][20][00][10] = D[0−1][00][20][10] = 1

et
D[0−1][21][00][00] = D[0−1][00][21][00] = 2.

Nous parvenons à
D[211][100][100][000] = 6.

Nous allons maintenant illustrer comment la récurrence (35) produit un algorithme per-
mettant de calculer le coefficient gn,k

λ . Nous choisissons de calculer le coefficient de S411 dans
le carré du déterminant du Vandermonde pour un alphabet de taille 3. Nous avons besoin
de déterminer la valeur de D[4,1,1],[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0]. Quand on applique le développement de
Laplace généralisé, D[4,1,1],[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0] s’écrit à l’aide d’une somme faisant intervenir 27
hyperdéterminants.

D[4,1,1],[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0] = α3111D[2,−1],[0,0],[0,0],[0,0] + α3112D[2,−1],[0,0],[0,0],[1,0]+

· · ·+ α3333D[2,−1],[1,1],[1,1],[1,1].
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Cependant, seulement trois des coefficients αI ne s’annulent pas :

D[4,1,1],[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0] = α3211D[2,−1],[1,0],[0,0],[0,0] + α3112D[2,−1],[0,0],[0,0],[1,0]

+ α3121D[2,−1],[0,0],[1,0],[0,0].

On obtient α3112 = α3121 = α3211 = −1 et pour des raisons de symétrie

D[2,−1],[1,0],[0,0],[0,0] = D[2,−1],[0,0],[0,0],[1,0] = D[2,−1],[0,0],[1,0],[0,0].

Il reste donc à déterminer D[2,−1],[1,0],[0,0],[0,0]. En utilisant une nouvelle fois le développement
de Laplace, la somme est réduite à 8 hyperdéterminants. Parmi ces hyperdéterminants, un
seul donne un αI qui ne s’annule pas :

D[2,−1],[1,0],[0,0],[0,0] = α2111D[0],[0],[0],[0] = −1.

Ainsi, g3,1
411 = 3.

10.4 Conséquences

A l’aide de l’expression hyperdéterminantale de gn,k
λ , il est possible de donner des expres-

sions factorisées pour certains coefficients gn,k
λ .

Proposition 10.4.1. Soient λ(1), . . . , λ(2k) tels qu’il existe un entier 0 < m < n vérifiant

(λ
(1)
n−m+1 + · · ·+ λ(1)

n ) +
[

(λ
(2)
1 + · · ·+ λ(2)

m ) +· · ·+ (λ
(2k)
1 + · · ·+ λ(2k)

m )
]

= (k − 1)m(m− 1)

alors Dλ(1),...,λ(2k) factorise :

Dλ(1),...,λ(2k) = ±Dµ(1),...,µ(2k)Dν(1),...,ν(2k)

où

µ(1) := [λ
(1)
n−m+1, . . . , λ

(1)
n ], ν(1) := [λ

(1)
1 − 2(k − 1)m, . . . , λ

(1)
n−m − 2(k − 1)m]

µ(2) := [λ
(2)
1 , . . . , λ(2)

m ], ν(2) := [λ
(2)
m+1, . . . , λ

(2)
n ]

...

µ(2k) := [λ
(2k)
1 , . . . , λ(2k)

m ], ν(2k) := [λ
(2k)
m+1, . . . , λ

(2k)
n ].

Démonstration. Avec les conditions du théorème, lorsque nous fixons le premier indice à
I1 = {1, 2, . . . ,m}, il n’existe qu’un seul mineur d’hyperdéterminant non nul :

∆λ(1),...,λ(2k)







{1, . . . ,m}
{n−m+ 1, . . . , n}

. . .
{n−m+ 1, . . . , n}






.

D’après le développement de Laplace généralisé, nous en déduisons la factorisation recher-
chée.
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Corollaire 10.4.2. Soit λ une partition telle qu’il existe un entier 0 < m < n vérifiant

λn−m+1 + · · ·+ λn = km(m− 1)

alors
gn,k

λ = gm,k
µ gn−m,k

ν

où
µ := [λn−m+1, . . . , λn], et ν := [λ1 − 2km, . . . , λn−m − 2km].

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 10.4.1.

Notons que le corollaire 10.4.2 est aussi une conséquence directe de la factorisation

∆(x1, . . . , xn) = ∆(x1, . . . , xm)
m∏

i=1

n∏

j=m+1

(xi − xj)∆(xm+1, . . . , xn).

Par exemple, pour calculer le coefficient g5,1
77420, on peut calculer l’hyperdéterminant

D[77420],[0000],[0000],[0000].

D’après la proposition 10.4.1, pour m = 3, il factorise en

±D[420],[000],[000],[000]D[11],[00],[00],[00].

Ainsi,
g5,1
77420 = g3,1

420g
2,1
11 .

Dans ce chapitre, nous avons donné une formule hyperdéterminantale des coefficients
apparaissant lors du développement des puissances paires du Vandermonde dans la base
des fonctions de Schur. L’étude des propriétés d’invariances de la formule hyperdéterminen-
tale ainsi que l’étude de son développement de Laplace généralisé ont permis d’établir un
algorithme récursif pour déterminer ces coefficients.

Le résultat obtenu est utile car les coefficients peuvent se calculer indépendamment les
uns des autres.

Une implémentation en C nous a aidé à engendrer le développement de ∆2k dans la base
des fonctions de Schur pour de nombreuses valeurs de k et de n résumées dans le tableau
ci-dessous.

k n max
1 up to 11
2 up to 7
3 up to 6
4 up to 5
5 up to 5

L’ensemble des résultats peut être téléchargé sur le site :

http://www-igm.univ-mlv.fr/~luque/Vandermonde.html.



11
Polynômes de Jack rectangles et

hyperdéterminants de Hankel

Dans ce chapitre, nous montrons que les puissances paires du Vandermonde sont des
polynômes de Jack sur l’alphabet −X.

Pour cela, nous introduisons un opérateur de substitution
∫

Y à l’aide duquel nous dé-
montrons que le produit scalaire des polynômes de Jack rectangle P (1/k)

(p+1)lpn−l(X
∨) avec son

noyau reproducteur
∏

(1 + xiyj) est exactement un hyperdéterminant. L’identité s’obtient
à l’aide de l’opérateur

∫

Y pour Y = −X, en reliant les puissances paires du Vandermonde à
l’hyperdéterminant précédent.

Dans un second temps, nous introduisons les fonctions de Jack gauches pour donner une
relation surprenante entre les polynômes de Jack sur les alphabets −X et X∨.

11.1 Les polynômes de Jack

Soit λ une partition, nous notons par l(λ) sa longueur et par zλ le nombre de permutations
de type cyclique λ. Le coefficient zλ se calcule et vaut :

zλ =
∏

1≤i

iri .ri!

où ri est la multiplicité de i dans λ.
Nous allons considérer la généralisation à un paramètre du produit scalaire défini par

〈Ψλ,Ψµ〉α = δλ,µzλα
l(λ), pour l(λ) = n. Les polynômes de Jack P

(α)
λ sont les seuls po-

lynômes symétriques orthogonaux pour 〈 , 〉α tels que P (α)
λ = mλ +

∑

µ<λ u
(α)
λµmµ. Dans le

cas où α = 1, la définition coïncide avec celle des polynômes de Schur, se traduisant par
P

(1)
λ = Sλ. Soit (Q

(α)
λ ) la base duale de (P

(α)
λ ) pour le produit scalaire 〈 , 〉α (c’est-à-dire

109
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〈Pλ, Qµ〉 = δλ,µ). Les polynômes P (α)
λ et Q(α)

λ sont égaux à un scalaire multiplicatif près et le
coefficient de proportionnalité est calculé explicitement dans [39] VI. :

b
(α)
λ :=

Q
(α)
λ

P
(α)
λ

= 〈P
(α)
λ , P

(α)
λ 〉

−1 =
∏

(i,j)∈λ

α(λi − j) + λ′j − i+ 1

α(λi − j + 1) + λ′j − i
(37)

où λ′ est la partition conjuguée de λ ( λ′j = card({j|λj ≥ i}) ).
Soit X = {x1, · · · , xn} un alphabet fini, on note X∨ l’alphabet des inverses {x−1

1 , . . . , x−1
n }.

Nous introduisons un second produit scalaire de la façon suivante (voir [39] VI. 10) :

〈f, g〉′n,α =
1

n!
C.T.{f(X)g(X∨)

∏

i6=j

(1− xix
−1
j )

1
α}.

Les polynômes P (α)
λ et Q(α)

λ sont aussi orthogonaux pour ce produit scalaire. De plus, les
produits scalaires 〈, 〉α et 〈, 〉′n,α coïncident lorsque α = 1.

De même, nous considérons une nouvelle normalisation définie par

R
(α),n
λ (Y) := 〈P

(1/α)
λ′ , Q

(1/α)
λ′ 〉′

n, 1
α
Q

(α)
λ (Y).

Il est à noter que le polynôme R(α),n
λ est non nul uniquement lorsque l(λ) ≤ n. Dans ce cas,

la valeur du coefficient 〈P (1/α)
λ′ , Q

(1/α)
λ′ 〉′

n, 1
α

est connue et est égale à (voir [39] VI 10)

〈P
(1/α)
λ′ , Q

(1/α)
λ′ 〉′

n, 1
α

=
1

n!

∏

(i,j)∈λ′

n+ 1
α
(j − 1)− i+ 1

n+ j
α
− i

C.T.

{
∏

i6=j

(
1− xix

−1
j

)α

}

. (38)

11.2 La substitution xn → Λn(Y)

Soit X = {x1, . . . , xn} un alphabet fini et Y un alphabet distinct (qui peut être infini).
Nous noterons

∫

Y la substitution :
∫

Y
xp = Λp(Y),

pour tout x ∈ X et tout p ∈ Z. Si p < 0, alors Λp(Y) = 0.
Dans le chapitre 10, nous avons défini les hyperdéterminants de Hankel par

Hf := (f(i1 + · · ·+ i2k))0≤i1,...,i2k≤n−1

et leurs versions décalées par

Hf

λ(1),...,λ(2k) :=
(

f(λ
(1)
i1

+ · · ·+ λ
(2k)
i2k

+ i1 + · · ·+ i2k)
)

0≤i1,...,i2k≤n−1
.

Sans perte de généralité, nous allons nous intéresser à cet hyperdéterminant de Hankel par-
ticulier :

Hk
n(X) = Det

(
Λi1+···+i2k(X)

)

0≤i1,...,i2k≤n−1
. (39)
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Sa version décalée s’énonce :

Hk
v(X) = Det

(
Λi1+···+i2k+vi1 (X)

)

0≤i1,...,i2k≤n−1
(40)

où v est un vecteur d’entiers relatifs.
De manière analogue, nous définissons l’hyperdéterminant de Toeplitz décalé par

Tk
v(X) = Det

(
Λi1+···+ik−(ik+1+···+i2k)+vi1 (X)

)

0≤i1,...,i2k≤n−1
. (41)

Les hyperdéterminants de Hankel et de Toeplitz sont liés par la formule suivante :

Proposition 11.2.1. 1. Hk
v(X) = (−1)

kn(n−1)
2 Tk

v+(k(n−1))n(X)

2. Tk
v(X) = (−1)

kn(n−1)
2 Hk

v+(k(1−n))n(X).

Démonstration. Les égalités (1) et (2) sont équivalentes et issues des définitions (40) et (41),

Tk
v(X) = Det

(
Λi1+···+ik+(n−1−ik+1)+···+(n−1−i2k)−k(n−1)+vi1 (X)

)

= (−1)
kn(n−1)

2 Hv+(k(1−n))n(X).

La proposition ci-après constitue l’outil principal de ce chapitre.

Proposition 11.2.2. Pour tout entier k ∈ N− {0},

1

n!

∫

Y
∆(X)2k = Hk

n(Y)

où ∆(X) =
∏

i<j(xi − xj).

Démonstration. Nous commençons par développer les puissances paires du déterminant de
la matrice de Vandermonde :

∆(X)2k = det
(
xj−1

i

)2k
=

∑

σ1,··· ,σ2k∈Sn

sign(σ1 · · ·σ2k)
∏

i

x
σ1(i)+···+σ2k(i)−2k
i .

En appliquant la substitution, on obtient

1

n!

∫

Y
∆(X)2k =

1

n!

∑

σ1,··· ,σ2k∈Sn

sign(σ1 · · ·σ2k)
∏

i

Λσ1(i)+···+σ2k(i)−2k(Y)

= Hk
n(Y).

.

Ce qui clôt la preuve.

De manière générale, nous observons

Proposition 11.2.3. Soit λ une partition,

1

n!

∫

Y
Sλ(X)∆(X)2k = Hk

inversen(λ)(Y),
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où inversen(v) = (vn, . . . , v1) si v = (v1, . . . , vp) est une composition avec p ≤ n et vp+i = 0
pour 1 ≤ i ≤ n− p.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

Sλ(X)∆(X)2k = det(x
λn−j+1+j−1
i ) det

(
xj−1

i

)2k−1

et d’appliquer le même calcul apparaissant dans la preuve de la proposition 11.2.2.

Lorsqu’on utilise la formule de Jacobi-Trudi :

Sλ = det(Λλ′
n−i−i+j) (42)

où λ′ est la partition conjuguée de λ, la proposition 11.2.3 pour k = 1 implique

1

n!

∫

Y
Sλ(X)∆(X)2 = (−1)

n(n−1)
2 S(λ+(n−1)n)′(Y).

11.3 Polynômes de Jack quasi-rectangles et hyperdéter-

minants

L’opérateur
∫

Y
et les polynômes de Jack quasi-rectangles

Supposons que X = {x1, . . . , xn} est un alphabet fini. Soit Y = {y1, · · · } un autre alpha-
bet (potentiellement infini) et considérons l’intégrale

In,k(Y) =
1

n!
C.T.{Λn(X∨)p+k(n−1)Λl(X∨)

∏

(1 + xiyj)∆(X)2k}. (43)

Notons que

In,k(Y) =
(−1)

kn(n−1)
2

n!
C.T.{Λn(X∨)pΛl(X∨)

∏

(1 + xiyj)
∏

i6=j

(1−
xi

xj

)k} (44)

et
In,k(Y) = (−1)

kn(n−1)
2 〈Λn(X∨)pΛl(X∨),

∏

(1 + xiyj)〉
′
n, 1

k
.

Cependant,
Λn(X∨)pΛl(X∨) = P

(1/k)

(p+1)lpn−l(X
∨) (45)

et ∏

(1 + xiyj) =
∑

λ

Q
(1/k)
λ (X)Q

(k)
λ′ (Y). (46)

Ainsi, d’après l’orthogonalité de P (α)
λ et de Q(α)

λ , les égalités (44), (45) et (46) impliquent

In,k(Y) = (−1)
kn(n−1)

2 R
(k),n
npl (Y). (47)

De surcroît, ∫

Y
xm = Λm(Y) = C.T.{x−m

∏

i

(1 + xyi)}.
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En remarquant que ∆(X∨) = (−1)
n(n−1)

2
∆(X)

Λn(X)n−1 et Λn(X)mΛl(X) = S(mn)+(1l)(X) pour tout
m ∈ Z, l’égalité (43) peut être réécrite sous la forme :

In,k(Y) =
1

n!

∫

Y
S((p−k(n−1))n)+(1l)(X)∆(X)2k = (−1)

kn(n−1)
2 Tk

pn−l(p+1)l(X). (48)

On en déduit une expression hyperdéterminantale d’un polynôme de Jack indexé par une
partition de la forme npl.

Proposition 11.3.1. Pour tout entier positif n, p, l et k,

R
(k),n
npl = Tk

pn−l(p+1)l .

Le terme constant apparaissant dans (38) correspond à un cas particulier de la conjecture
de F. J. Dyson [14]. La conjecture de F. J. Dyson a été prouvée de manière indépendante
par J. Gunson [24] et K. G. Wilson [45] (I. J. Good [22] a donné une preuve élémentaire en
utilisant l’interpolation de Lagrange) :

C.T.
∏

i6=j

(
1− xix

−1
j

)ai =

(
a1 + · · ·+ an

a1, . . . , an

)

pour a1, . . . , an ∈ N. Ainsi, on a

Q
(k)
npl(Y) = n!

(
kn

k, · · · , k

)−1

κ(n, p, l; k)Tk
pn−l(p+1)l(Y)

où

κ(n, p, l; k) =
n∏

i=1

p
∏

j=1

j + k(i− 1)

j − 1 + ki

l∏

i=1

p+ 1 + k(n− i)

p+ k(n− i+ 1)
.

Notamment, quand l = 0, nous retrouvons le théorème de Matsumoto.

Théorème 11.3.2. (Matsumoto [40])

P
(k)
np (Y) = n!

(
kn

k, . . . , k

)−1

Tk
pn(Y).

Démonstration. D’après l’égalité (37) et (38),

〈P
(1/k)
pn , Q

(1/k)
pn 〉′1/k,n =

1

n!

(
kn

k, . . . , k

)

〈P
(k)
npl , P

(k)
npl〉k.

La proposition 11.3.1 permet de conclure.

Si nous effectuons la spécialisation p = k(n − 1), nous obtenons une expression de l’hy-
perdéterminant de Hankel comme un polynôme de Jack.

Corollaire 11.3.3.

Hk
n(Y) =

(−1)
kn(n−1)

2

n!

(
kn

k, . . . , k

)

P
(k)

nk(n−1)(Y).
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Polynômes de Jack avec le paramètre α = 1
k

Soit Y = {y1, y2, · · · } un alphabet (potentiellement infini). On considère l’endomorphisme
défini sur les fonctions symétriques somme de puissance Ψp(Y) par ωα(Ψp(Y)) := Ψp(−αY) =
(−1)p−1αΨp(Y) (voir [39] VI 10), où Y = {−y1,−y2, · · · }. Cette application est connue pour
satisfaire les identités

ωαP
(α)
λ (Y) = Q

( 1
α

)

λ′ (Y)

et
ωαΛn(Y) = gn

( 1
α

)
(Y) := Λn(−αY).

En appliquant ωk sur la proposition 11.3.1, on obtient l’expression du polynôme de Jack avec
le paramètre α = 1

k
pour un quasi-rectangle de forme λ = (p+1)lpn−l en un hyperdéterminant

de Toplitz décalé dont les entrées sont

Mi1...i2k
= g

i1+···+ik−ik+1−···−i2k+λn−i1+1

1
k

.

Proposition 11.3.4. La relation suivante existe

P
( 1

k
)

(p+1)lpn−l(Y) = n!

(
kn

k, . . . , k

)−1

κ(n, p, l; k)T
(k)

pn−l(p+1)l(−kY).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 11.3.1 sur l’alphabet −αY pour obtenir

Q
(k)
npl(−kY) = n!

(
kn

k, . . . , k

)−1

κ(n, p, l; k)T
(k)

pn−l(p+1)l(−kY).

Le résultat se déduit à partir de

Q
(k)
npl(−kY) = ωkQ

(k)
npl(Y) = P

( 1
k
)

(p+1)lpn−l(Y).

11.4 Puissances paires du Vandermonde et polynômes de

Jack rectangles sur l’alphabet −X

Dans ce paragraphe, nous travaillons avec les polynômes de Laurent sur l’alphabet X =
{x1, · · · , xn}. L’espace des polynômes symétriques de Laurent est engendré à l’aide d’une
base indexée par des vecteurs décroissants (S̃λ(X))(λ1≥···≥λn)∈Zn et définie de la façon suivante :

S̃λ(X) :=
det(x

λj+n−j
i )

∆(X)
.

En effet, chaque polynôme de Laurent f peut être écrit comme

f(X) = Λn(X)−mg(X)
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où g(X) est un polynôme symétrique en X. Étant donné que g(X) est une combinaison
linéaire des fonctions de Schur, f(X) est aussi une combinaison linéaire de S̃λ. Soit X =
{−x1, . . . ,−xn} l’alphabet des opposés de X. Nous considérons la substitution

∫

−X qui rem-
place xp pour x ∈ X et p ∈ Z par les fonctions symétriques complètes Sn(X).

Considérons l’alternant
aλ(X) :=

∑

σ

ǫ(σ)xσλ

= det(x
λj

i )

= S̃λ−δ(X)∆(X)

où δ = (n − 1, n − 2, . . . , 1, 0). D’après cette définition, l’opérateur 1
n!

∫

−X transforme le
produit des 2k alternants aλ, aµ, . . . , aρ en l’hyperdéterminant :

1

n!

∫

−X
aλ(X)aµ(X) · · · aρ(X) = Det(Sλi1

+µi2
+···+ρi2ki (X))1≤i1,...,i2k≤n. (49)

Soit l’opérateur linéaire Ω+ défini par

Ω+S̃λ(X) := Sλ(X) := det(Sλi+i−j(X)). (50)

Les polynômes symétriques sont invariants pour cet opérateur.
De plus, Ω+ s’exprime à l’aide de

∫

−X.

Lemme 11.4.1. On a
Ω+ =

1

n!

∫

−X
aδ(X)a−δ(X).

Démonstration. Il suffit de montrer que

1

n!

∫

−X
aδ(X)a−δ(X)S̃λ(X) = Sλ(X).

Cependant
aδ(X)a−δ(X)S̃λ(X) = aλ+δ(X)a−δ(X)

et d’après (49), nous obtenons le résultat souhaité.

Proposition 11.4.2. Soit X = {x1, · · · , xn} un alphabet fini et 0 ≤ l ≤ p ∈ N.

R
(k),n

np+(k−1)(n−1)l
(−X) = (−1)

(k−1)n(n−1)
2

+np+lS(p+1)lpn−l(X)∆(X)2(k−1). (51)

Démonstration. D’après le lemme 11.4.1, on a

Sλ(X)∆(X)2(k−1) = Ω+Sλ(X)∆(X)2(k−1)

=
1

n!

∫

−X
aλ+δ(X)aδ(X)2(k−1)(X)a−δ(X).

Selon l’égalité (49), nous montrons que

Sλ(X)∆(X)2(k−1) = Det
(
Sλi1

+n−i1+···+n−i2k−1+i2k−n(X)
)

1≤i1,...,i2k≤n

= Det
(
Sλn−i1

+i1+···+i2k−1−i2k(X)
)

0≤i1,...,i2k≤n−1

= (−1)
n(n−1)

2 Det
(
Sλn−i1

+1−n+i1+···+i2k(X)
)

0≤i1,...,i2k≤n−1

= (−1)
n(n−1)

2 Hreversen(λ)−[(n−1)n](−X)

= (−1)
n(n−1)(k−1)

2 Treversen(λ)−[((k−1)(n−1))n](−X).
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Par ailleurs, d’après la proposition 11.3.1

R
(k),n

[np+(k−1)(n−1)l]
(−X) = T

(k)

[((k−1)(n−1))n]+[pn−l(p+1)l]
(−X)

= (−1)
n(n−1)(k−1)

2 S[(p+1)lpn−l](X)∆(X)2(k−1).

Toutefois, le polynôme de Jack R(α),n
λ étant homogène, nous établissons que

R
(α),n
λ (−X) = (−1)|λ|R

(α),n
λ (−X).

Ce qui conclut la preuve.

Nous remarquons les propriétés suivantes :
– un cas spécial de la proposition 11.4.2 apparaît dans [37],
– la proposition 11.4.2 peut être formulée ainsi :

Les polynômes P (k)

np+(k−1)(n−1)l
(−X) et P (k)

(pn)+(1l)
(X)∆(X)2(k−1) sont proportionnels.

Ce type d’identité, qui relie les polynômes de Jack en X et les polynômes de Jack en−X,
peut être déduit d’un cas plus général faisant intervenir les polynômes de Macdonald
où t est spécialisé à une puissance de q. Nous verrons cela plus en détail dans le chapitre
12.

Un cas particulier de la proposition 11.4.2 correspond aux puissances paires du détermi-
nant de Vandermonde ∆(X)2k. Le polynôme de Vandermonde est un polynôme de Jack sur
l’alphabet −X.

Corollaire 11.4.3. Posons l = p = 0 dans l’équation (51), on obtient

∆(X)2k =
(−1)

(kn(n−1)
2

n!

(
(k + 1)n

k + 1, . . . , k + 1

)

P
(k+1)

n(n−1)k(−X).

Nous allons maintenant établir une identité particulière reliant les polynômes de Jack
sur les alphabets −X et X∨. Cette identité est formulée dans la section 11.6 et nécessite une
présentation des polynômes de Jack gauches dans la section qui suit.

11.5 Polynômes de Jack gauches

Soient les fonctions gauches Q définies par (voir [39] VI 10)

〈Q
(α)
λ/µ, P

(α)
ν 〉 := 〈Q

(α)
λ , P (α)

µ P (α)
ν 〉,

ce qui revient à écrire
Q

(α)
λ/µ =

∑

ν

〈Q
(α)
λ , P (α)

ν P (α)
µ 〉Q

(α)
ν . (52)

Généralement, les polynômes de Jack gauches apparaissent lorsque l’on développe les poly-
nômes de Jack sur une somme d’alphabets.



117 11. Polynômes de Jack rectangles et hyperdéterminants de Hankel

Proposition 11.5.1. Soit X et Y deux alphabets, on a

Q
(α)
λ (X + Y) =

∑

µ

Q(α)
µ (X)Q

(α)
λ/µ(Y)

ou, de manière équivalente,

P
(α)
λ (X + Y) =

∑

µ

P (α)
µ (X)P

(α)
λ/µ(Y).

Démonstration. Voir [39] VI.7 pour une courte preuve de cette identité.

Une autre normalisation importante est donnée par

J
(α)
λ = cλ(α)P

(α)
λ = c′λ(α)Q

(α)
λ

où
cλ(α) =

∏

(i,j)∈λ

(α(λi − j) + λ′j − i+ 1)

et
c′λ(α) =

∏

(i,j)∈λ

(α(λi − j + 1) + λ′j − i)

quand λ′ code la partition conjuguée de λ.
Si nous définissons les fonctions gauches J par

J
(α)
λ/µ :=

∑

ν

〈J
(α)
λ , J

(α)
µ J

(α)
ν 〉α

〈J
(α)
ν , J

(α)
ν 〉α

J (α)
ν

alors J (α)
λ/µ est de nouveau proportionnel à P (α)

λ/µ et Q(α)
λ/µ :

J
(α)
λ/µ = cλ(α)c′µ(α)P

(α)
λ/µ = c′λ(α)cµ(α)Q

(α)
λ/µ. (53)

11.6 L’opérateur
∫

Y
et les fonctions symétriques de Jack

gauches

Soit X, Y et Z trois alphabets tels que ♯X = n <∞ et ♯Z = m <∞.
Considérons le polynôme

In,k(Y,Z) =
1

n!

∫

Y

∏

i

x−m
i

∏

i,j

(xi + zj)∆
2k(X).

En remarquant que
∫

Y
xp−m

∏

i

(x+ zi) =
m∑

i=0

Λp+i−m(Y)Λm−i(Z)

= Λp(Y + Z)

=

∫

Y+Z
xp,
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on obtient
In,k(Y,Z) = Hk

n(Y + Z)

= (−1)
kn(n−1)

2

n!

(
nk

k,...,k

)

P
(k)

nk(n−1)(Y + Z).
(54)

Ainsi, l’image de Q
( 1

k)
λ (X∨)∆(X)2k par

∫

Y
est un polynôme de Jack.

Corollaire 11.6.1. On a
∫

Y
Q

( 1
k)

λ (X∨)∆(X)2k = (−1)
kn(n−1)

2

(
nk

k, . . . , k

)

(b
(k)

nk(n−1))
−1Q

(k)

nk(n−1)/λ′(Y)

où b(k)

nk(n−1) = (2(n−1))!(nk)!((n−1)k)!
kn!(n−1)!((2n−1)k−1)!

.

Démonstration. L’équation est une conséquence de
∏

i

x−m
i

∏

i,j

(xi + zj) =
∏

i,j

(1 +
zj

xi

) =
∑

λ

Q
(k)
λ′ (Z)Q

( 1
k)

λ (X∨).

En effet,

In,k(Y,Z) =
1

n!

∑

λ

b
(k)
λ′ P

(k)
λ′ (Z)

∫

Y
Q

( 1
k)

λ (X∨)∆(X)2k.

Et dans le second terme de (54) nous trouvons :

In,k(Y,Z) =
(−1)

kn(n−1)
2

n!

(
nk

k, . . . , k

)
∑

λ

P
(k)
λ (Z)P

(k)

nk(n−1)/λ
(Y).

En identifiant les coefficients de P (k)
λ′ (Z) dans les deux expressions, nous démontrons que

∫

Y
Q

( 1
k)

λ (X∨)∆(X)2k = (−1)
kn(n−1)

2

(
nk

k, . . . , k

)

(b
(k)
λ )−1P

(k)

nk(n−1)/λ′(Y)

où la valeur de b(k)
λ :=

P
(k)
λ

Q
(k)
λ

est donnée par l’équation (37). Cependant, d’après 53, P (α)
λ/µ =

b
(α)
λ

b
(α)
µ

Q
(α)
λ/µ. Ainsi,

∫

Y
Q

( 1
k)

λ (X∨)∆(X)2k = (−1)
kn(n−1)

2

(
nk

k, . . . , k

)

(b
(k)

nk(n−1))
−1Q

(k)

nk(n−1)/λ′(Y).

La valeur de b(k)

nk(n−1) est déduite de l’équation (37) après simplification.

En utilisant maintenant le corollaire 11.6.1, on trouve l’identité reliant les polynômes de
Jack sur les alphabets −X et X∨.

Proposition 11.6.2. On a

Ω+Q
(1/k)
λ (X∨)∆(X)2(k−1)Λn(X)n−1 =

(−1)
n(n−1)(k−1)

2
+|λ|

n!

(
nk

k, . . . , k

)

(b
(k)

nk(n−1))
−1Q

(k)

nk(n−1)/λ′(−X).

Démonstration. Le résultat est une conséquence directe du lemme 11.4.1 et du corollaire
11.6.1.
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Une q-déformation des puissances paires du

Vandermonde : les puissances polarisées du

q-discriminant

Soit X = {x1, . . . , xn} un alphabet. Le q-discriminant

D1(X; q) :=
∏

i6=j

(qxi − xj)

est un polynôme rencontré dans différents domaines mathématiques. En particulier, sa spé-
cialisation q = 1 donne le discriminant qui est une fonction symétrique invariante pour la
transformation x→ x+ 1.

Les puissances du discriminant (q = 1) apparaissent dans le contexte de la généralisation
de l’intégrale de Selberg [28, 30, 42]. Ces intégrales sont liées à la notion d’hyperdéterminant
de Hankel [37, 38] et de polynôme de Jack [26, 27]. Les intégrales de Selberg admettent un
q-analogue qui fait intervenir le q-discriminant (voir [39] ex3 p.374). Il est intéressant de
remarquer que ces intégrales sont en relation avec les polynômes de Macdonald [44].

Plus généralement, la spécialisation taqb = 1 suggère des identités plus profondes liées à
la généralisation du déterminant d’Izergin et Korepin due à M. Gaudin [34].

Dans cette partie de l’étude, nous souhaitons analyser les puissances paires du Van-
dermonde au moyen d’une q-déformation des puissances du discriminant : les puissances

polarisées du q-discriminant. Elles sont définies par

Dk(X; q) :=
k∏

l=1

D1(X; q2l−1).

En utilisant l’opérateur de Macdonald M1, nous montrons dans les paragraphes 12.1
et 12.2 que les puissances polarisées du q-discriminant sont des polynômes de Macdonald

119
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escaliers. Quand on spécialise q à 1, cette identité donne (paragraphe 12.3) une nouvelle
expression des puissances paires du Vandermonde à l’aide des polynômes de Jack escaliers.

Enfin, au paragraphe 12.4, nous déterminons les partitions qui sont présentes dans le
développement des puissances polarisées du q-discriminant sur la base des fonctions de Schur.

12.1 Polynômes et opérateur de Macdonald

Soit la q, t-déformation du produit scalaire usuel sur les fonctions symétriques, notée
〈, 〉q,t et définie par (voir [39] VI.4 p322)

〈Ψλ,Ψµ〉q,t = δλ,µzλ(q, t)

avec zλ(q, t) la (q, t)-déformation de zλ suivante :

zλ(q, t) = zλ

l(λ)
∏

i=1

1− qλi

1− tλi
.

Nous rappelons que
zλ :=

∏

1≤i

imi .mi!.

Ce produit scalaire généralise le produit scalaire 〈, 〉α considéré dans la section 11.1 du
chapitre 11.

Les polynômes de Macdonald (Pλ(X; q, t))λ forment une base unique de fonctions
symétriques orthogonales pour 〈, 〉q,t, vérifiant

Pλ(X; q, t) = mλ(X) +
∑

µ<λ

uλµmµ(X) (55)

où mλ est une fonction monomiale (notation de [39] I.2.1 p8). Leur fonction génératrice est
(voir [39] VI.4.13 p324)

Kq,t(X,Y) := σ1

(
1− t

1− q
XY

)

=
∑

λ

Pλ(X; q, t)Qλ(Y; q, t),

formule pour laquelle Qλ(X; q, t) = bλ(q, t)Pλ(Y; q, t) avec

bλ(q, t) =
∏

(i,j)∈λ

1− qλi−j+1tλ
′
j−i

1− qλi−jtλ
′
j−i+1

,

(voir [39] VI.6.19 p339).
De manière alternative, quand X = {x1, . . . , xn} est un alphabet fini, les polynômes

de Macdonald peuvent être définis comme les valeurs propres de l’opérateur de Sekiguchi-
Debiard-Macdonald M1 (voir [39] VI.3 p315 et VI.4 p325). En effet,

Pλ(X; q, t)M1 = [[λ]]q,tPλ(X; q, t), (56)
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où, quel que soit le vecteur v ∈ Nn, [[v]]q,t est défini par

[[v]]q,t := qv1tn−1 + qv2tn−2 + · · ·+ qvn . (57)

Pour tout entier i, nous appelons différence divisée ∂i l’opérateur agissant sur la droite
qui s’écrit :

f(x1, . . . , xn)∂i :=
f(x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi+1, xi, . . . , xn)

xi − xi+1

.

L’opérateur M1 s’exprime au moyen des différences divisées ∂i comme suit :

f(X)M1 = f(X− (1− q)x1)R(tx1; X− x1)∂1 . . . ∂n−1 (58)

où R(X,Y) =
∏

x∈X,y∈Y(x− y) est le résultant.

12.2 Polynômes de Macdonald escaliers et q-discriminant

Soit ρ la partition définie par ρ := [n−1, . . . , 1, 0] et soit mρ := [m(n−1), . . . ,m, 0] pour
m ∈ N.

Nous souhaitons établir que les puissances polarisées du q-discriminant sont des poly-
nômes de Macdonald. Pour cela, nous allons vérifier qu’elles sont des fonctions propres de
l’opérateur de Macdonald M1 spécialisées. Cependant, après spécialisation de t → q

(1−2k)
2 ,

les espaces propres deM1 ne sont plus forcément de dimension 1. Le lemme suivant montre
que l’espace propre du polynôme P2kρ(X; q, q

(1−2k)
2 ) conserve sa dimension à 1. Nous verrons

ultérieurement que Dk(X; q) appartient à l’espace propre de P2kρ(X; q, q
(1−2k)

2 ).

Lemme 12.2.1. Après la spécialisation t→ q
(1−2k)

2 , le polynôme de Macdonald P2kρ(X; q, q
(1−2k)

2 )
reste dans un espace propre de M1 dont la dimension vaut 1 et sa valeur propre vaut

[[2kρ]]
q,q

1−2k
2

=
n∑

i=1

q(2k+1)(n−i)/2. (59)

Démonstration. D’après l’équation (57), la valeur propre associée à la partition λ est

[[λ]]
q,q

1−2k
2

=
n∑

i=1

q(1−2k)(n−i)/2+λi .

Si [[λ]]
q,q

1−2k
2

= [[2kρ]]
q,q

1−2k
2

, il existe une permutation σ ∈ Sn telle que, pour chaque

1 ≤ i ≤ n, on a 1
2
(2k + 1)(n− σ(i)) = 1

2
(1− 2k)(n− i) + λi.

Nous obtenons

λi − λi+1 =
1

2
(2k + 1)(σ(i+ 1)− σ(i))−

1

2
(1− 2k). (60)

Étant donné que λ est une partition, la propriété λi − λi+1 ≥ 0 et l’égalité (60) impliquent
que σ(i + 1) − σ(i) ≥ 1−2k

1+2k
> −1. On en déduit donc que σ est la permutation identité et

que λ = 2kρ.
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Dans la suite de ce travail, nous posons p := q−
1
2 et nous considérons un alphabet fini

X = {x1, · · · , xn}. Avec ces hypothèses, nous allons montrer que les puissances polarisées
Dk(X, p) du discriminant sont des polynômes de Macdonald escaliers pour une spécialisation
donnée.

Théorème 12.2.2. On a

Dk(X; p) = (−p)
1
2
k2n(n−1)P2kρ(X; q, p2k−1). (61)

Démonstration. En modifiant l’ordre des facteurs dans Dk(qx1, x2, . . . , xn; p)R(p2k−1x1; X−
x1), nous obtenons

Dk(qx1, x2, . . . , xn; p)R(p2k−1x1; X − x1) = Dk(X; p)R(p−(2k+1)x1; X − x1). (62)

Ainsi, en appliquant l’équation (62), le polynôme Dk(X; p)M1 s’écrit :

Dk(X; p)M1 = Dk(X; p)R(p−2k−1x1; X− x1)∂1 · · · ∂n−1.

Étant donné que le polynôme Dk(X; p) est symétrique en X, il commute avec ∂1, . . . , ∂n−1,
ce qui donne :

Dk(X; p)R(p−2k−1x1; X− x1)∂1 · · · ∂n−1 = R(p−2k−1x1; X− x1)∂1 · · · ∂n−1Dk(X; p).

Le facteur restant R(p−2k−1x1; X − x1) est de degré total n − 1. Il se réduit donc à une
constante après application de ∂1 . . . ∂n−1.
Nous allons utiliser le lemme ci-dessous pour calculer ce coefficient noté k.

Lemme 12.2.3. Soit a, b deux lettres,

R(ax1; bx2, · · · , bxn)∂1 · · · ∂n−1 =
∑

i+j=n−1

aibj. (63)

Démonstration. Écrivons R(ax1; bx2, . . . , bxn) à l’aide des fonctions complètes :

Sn−1(ax1 − b(X− x1)) = Sn−1((a+ b)x1 − bX) =
∑

xi
1Si(a+ b)Sn−1−i(−bX).

L’image de cette somme, après application de l’opérateur ∂1 . . . ∂n−1, est égale à Sn−1(a+
b)S0(−X) comme souhaité.

En appliquant le lemme 12.2.3, on obtient la valeur de k,

k =
n∑

i=1

p(2k+1)(i−n) =
n∑

i=1

p(2k−1)(n−i)−4k(n−i). (64)

De l’égalité (59), on reconnaît que k = [|2kρ|]q,p2k−1 . Cela montre que

Dk(X; p) = βk,n(p)P2kρ(X; q, p2k−1) (65)

où βk,n(p) est une constante dépendant uniquement de p, k et n. Il ne reste plus qu’à calculer
le coefficient βk,n(p).
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Sachant que le coefficient dominant de P2kρ(X; q, p2k−1) vaut 1 par définition, il suffit de
calculer le coefficient du monôme x2k(n−1)

n · · ·x2k
2 dans Dk(X, p).

On trouve que
βk,n(p) = (−p)

1
2
k2n(n−1),

ce qui finit la preuve.

Par exemple, pour k = 2 et n = 4, on obtient

P[12 840](x1 + x2 + x3 + x4; q, q
−3/2) = q12

∏

i6=j

(
(qxi − xj)(q

3xi − xj)
)
.

12.3 Puissances paires du Vandermonde et polynômes de

Jack escaliers

Précédemment, nous avons constaté que (théorème 12.2.2) :

Dk(X; q−
1
2 ) = (−(q−

1
2 ))

1
2
k2n(n−1)P2kρ(X; q, q−

2k−1
2 ). (66)

Si nous faisons tendre q à 1, le q-discriminant de l’équation (66) devient :

lim
q→1

Dk(X; q−
1
2 ) = ∆2k.

De même, il est connu que (VI.10 de [39]) pour la spécialisation q = tα, le polynôme de
Macdonald se spécialise en un polynôme de Jack :

lim
q→1

Pλ(q, q
−α)(X) = P

(α)
λ (X).

Lorsque q → 1, le polynôme de Macdonald de l’équation (66) devient :

lim
q→1

P2kρ(X; q, q−
2k−1

2 ) = P
( 2k−1

2
)

2kρ (X).

Les puissances paires du Vandermonde sont donc des polynômes de Jack escaliers.

Proposition 12.3.1. On a

∆2k = (−1)k2 n(n−1)
2 P

( 2k−1
2

)

2kρ (X).

12.4 Partitions admissibles et q-discriminant

L’objectif de ce paragraphe est de caractériser les partitions qui apparaissent dans le
développement de Dk(X; q).

Nous étendons le résultat de King, Toumazet et Wybourne au polynôme Dk(X; q) en
montrant que ces partitions sont les partitions (n, 2k)-admissibles que nous avions définies
à la section 9.2.
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Théorème 12.4.1. Si nous exprimons Dk(X; q) dans les fonctions de Schur,

Dk(X; q) =
∑

λ

cλ(q)Sλ(X),

alors cλ(q) 6= 0 si et seulement si λ est une partition (n, 2k)-admissible.

Démonstration. Nous allons tout d’abord démontrer que si cλ(q) 6= 0 alors λ est une par-
tition (n, 2k)-admissible. D’après le théorème 12.2.2 et à un coefficient multiplicateur près,
le polynôme Dk(X; q) est égal à la spécialisation du polynôme de Macdonald P2kρ(X; q, t).
Cependant, il est bien connu que les partitions apparaissant au cours du développement
de P2kρ(X; q, t) dans la base des fonctions de Schur forment l’intervalle [(k(n − 1))n, 2kρ]
(voir l’expression déterminantale du polynôme de Macdonald présentée dans [31]). D’après
le lemme 9.2.1, ceci équivaut à dire que λ est (n, 2k)-admissible.

Réciproquement, pour prouver que l’admissibilité de λ implique la non nullité de cλ(q), il
suffit de le prouver pour une spécialisation donnée. Nous choisissons la spécialisation q = −1.
Dans ce cas,

Dk(X; q) =
∏

i6=j

(xi + xj)
k = Sρ(X)2k.

Pour cela, nous mettons en évidence que le coefficient cn,m
λ se trouvant dans le dévelop-

pement de
Sρ(X)m =

∑

λ

cn,m
λ Sλ(X)

est non nul si et seulement si λ est (n,m)-admissible. Pour ce faire, nous appliquons un
raisonnement par récurrence sur m. Il est à noter que le cas initial (m = 2) a été prouvé
par R.C. King, F. Toumazet et B.G. Wybourne dans le corollaire 3.2 de [29] en tant que
conséquence d’un important résultat attribué à A.D. Bereinstein et A.V. Zelevinsky [3].

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 12.4.2. Si λ est une partition (n,m)-admissible (m > 1), alors ((λ − ρ)) est une
partition (n,m− 1)-admissible.

Démonstration. D’après l’égalité (23), chaque partition (n,m)-admissible peut être obtenue
en ajoutant une permutation de ρ à une partition (n,m−1)-admissible. Ce qui est équivalent
à notre énoncé.

Lemme 12.4.3. Soit µ ⊂ λ une partition et ν := ((λ1 − µ1, . . . , λn−1 − µn−1, λn − µn)).
Alors, le coefficient de Littlewood-Richardson cλµν = 〈Sλ, SµSν〉 est égal à 1.

Démonstration. Le coefficient de Littlewood-Richardson cλµν est égal au nombre de tableaux
de forme ν et d’évaluation λ− µ. Cependant λ− µ est une permutation si ν et le théorème
11.4.3 de [32] impliquent qu’un tel tableau existe et qu’il est unique. Ceci finit la preuve.

Fin de la preuve du théorème 12.4.1 Soit λ une partition (n,m)-admissible. Comme
ρ ⊂ λ, le lemme 12.4.2 confirme que la partition µ = ((λ − ρ)) est (n,m − 1)-admissible.
Ainsi, par récurrence, Sµ apparaît avec un coefficient non nul dans Sm−1

ρ . La positivité des
coefficients de Littlewood Richardson implique que chaque partition ν vérifiant cνµ,ρ 6= 0
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se caractérise par un coefficient non nul dans le développement de Sm
ρ . D’après le lemme

12.4.3, c’est précisément le cas pour λ. Cela montre que cn,m
λ 6= 0 si et seulement si λ est

(n,m)-admissible, ce qui prouve le théorème.
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13
Conclusion

L’écriture des puissances paires du Vandermonde sur les différentes bases des fonctions
symétriques reste une question ouverte.

Nous avons néanmoins obtenu dans ce mémoire un certain nombre de résultats. Notre
premier travail a été d’établir une expression hyperdéterminantale des coefficients dans la
base des fonctions Schur, ce qui nous a permis d’élaborer un nouvel algorithme calculant les
coefficients indépendamment les uns des autres.

Les hyperdéterminants se sont avérés être des outils efficaces pour le calcul du dévelop-
pement de ∆2k dans les fonctions de Schur.

Ce calcul fait apparaître des hypermatrices creuses. Une meilleure compréhension de
ces objets doit être réalisée. Une nouvelle démarche consiste à étudier le développement des
puissances du Vandermonde sur les monômes à l’aide des graphes. Pour illustrer nos propos, le
lecteur trouvera dans l’annexe A, une interprétation combinatoire des coefficients rencontrés
dans le développement d’un produit de la forme

∏
(xi − xj) et qui utilise des circuits dans

les graphes orientés. Cette approche est similaire à celle décrite par I. Gessel dans son article
[20]. Un développement futur pourrait s’intéresser aux différents liens combinatoires entre
ces circuits et les hypermatrices présentées précédemment.

Le second résultat identifie les puissances paires du Vandermonde comme des polynômes
de Jack rectangles sur l’alphabet −X. Pour y parvenir, nous avons utilisé des expressions
hyperdéterminantales de certains polynômes de Jack quasi-rectangles.

Enfin, nous avons introduit une q-déformation, les puissances polarisées du q-discriminant,
dans le but d’établir une nouvelle formule reliant les polynômes de Jack escaliers avec ∆2k.
L’identité obtenue a été élaborée en faisant le rapprochement entre certaines puissances po-
larisées du q-discriminant et des polynômes de Macdonald escaliers. Cette q-déformation se
révèle intéressante car la conjecture de P. Di Francesco devient vraie pour ce contexte.

Dans notre travail, nous avons montré que ∆2k est égal à la fois à un polynôme de
Jack escalier sur l’alphabet X et à un polynôme de Jack rectangle sur l’alphabet −X. La
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question qui se pose naturellement est la suivante : est-ce que cette égalité est ponctuelle,
ou s’inscrit-elle dans un contexte plus large ?



Annexe : Développements de produits à l’aide

de graphes

L’objectif de ce chapitre est de donner une interprétation combinatoire des coefficients
notés cv de chaque monôme xv apparaissant dans le développement d’un produit de type
∏

(pk
i,jxi + qk

i,jxj).
Dans le chapitre 9, nous avons montré l’équivalence entre les deux problèmes suivants :

le premier consiste à exprimer les puissances paires du Vandermonde ∆2k sur les fonctions
de Schur Sλ, le deuxième traite du développement de ∆2k+1 sur les monômes.

Connaître une interprétation combinatoire de chacun de ces coefficients est crucial pour
mieux comprendre l’écriture de ∆2k sur les fonctions de Schur.

Dans la première partie nous donnons la caractéristique combinatoire des coefficients
cv. Dans la seconde partie, nous utilisons les résultats obtenus pour proposer une preuve
combinatoire de

∆ = det
((
xj−1

i

)

i,j

)

.

A.1 Interprétation combinatoire du développement de
∏

(pki,jxi + qki,jxj)

L’interprétation combinatoire consiste à analyser le produit Π =
∏

(pk
i,jxi +q

k
i,jxj) comme

un graphe non orienté, défini de la façon suivante :
– S = {1, . . . , n} est l’ensemble des sommets qui sont en bijection avec les variables,
– E = {(i, j, k)|i < j et (pk

i,jxi + qk
i,jxj) est un facteur de Π} est l’ensemble des arêtes,

–
Γ : E → P(S)

(i, j, k) → {i, j}
est la fonction d’adjacence du graphe.

Par exemple, le graphe associé à

Π = (p1
1,2x1 + q1

1,2x2)(p
1
1,3x1 + q1

1,3x3)(p
1
2,3x2 + q1

2,3x3)(p
2
2,3x2 + q2

2,3x3)

est le graphe de la figure A.1.
Développer Π équivaut à choisir pour chaque élément pk

i,jxi +q
k
i,jxj de Π le terme en xi ou

le terme en xj. Ce choix revient à orienter toutes les arêtes du graphe associé à Π. En effet,
orienter l’arête (i, j, k) du sommet i vers le sommet j (resp. du sommet j vers le sommet i)
conduit à sélectionner le terme xj (resp. xi) dans pk

i,jxi + qk
i,jxj.

129



A.1. Interprétation combinatoire du développement de
∏

(pk
i,jxi + qk

i,jxj) 130

1 2

3

(1, 2, 1)

(1, 3, 1)

(2, 3, 2)

(2, 3, 1)

Fig. A.1 – Exemple de graphe associé à un produit

Par exemple,

(x1 + x2)(x1 + x3) = x1x1 + x1x3 + x2x1 + x2x3

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

1 2

3

1 2

3

1 2

3

1 2

3

1 2

3

Dans cette étude, on note
−→
G une orientation de G définie par :

– S les sommet de G
– E = {(i, j, k, l)|(i, j, k) ∈ E et l ∈ {0, 1}} tel que (i, j, k, l) ∈ E ⇒ (i, j, k, 1− l) 6∈ E.

– Γ : (i, j, k, l)→

{
(i, j) si l = 0
(j, i) sinon.

Soit eval l’application linéaire définie sur les graphes orientés de la façon suivante :

eval(
−→
G) :=

∏

(i,j,k,l)∈E

(pk
i,jxi)

(1−l)(qk
i,jxj)

l,

alors le développement décrit dans le dernier exemple est formalisé grâce à la proposition
ci-après :

Proposition A.1.1.

Π =
∑

−→
G graphe orienté

du graphe associé à Π

eval(
−→
G)

Démonstration. Il s’agit du développement immédiat d’un produit.

On peut donc prolonger la fonction eval sur les graphes et obtenir :

eval(G) =
∑

−→
G graphe orienté

du graphe associé à Π

eval(
−→
G)
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Pour illustrer cela,

(p1
1,2x1+q1

1,2x2)

(p1
1,3x1+q1

1,3x3)(p1
2,3x2+q1

2,3x3)
= p1

1,2x1p
1
1,3x1p

1
2,3x2 + p1

1,2x1p
1
1,3x1q

1
2,3x3 + . . .

eval








1

2

3








= eval








1

2

3








+ eval








1

2

3








+ . . .

Par souci de clarté, nous confondrons le graphe G et
−→
G par leur évaluation. Ce qui donne

dans la formule précédente :

G =
∑

−→
G graphe orienté du graphe associé à Π

−→
G

et dans les figures

1

2

3

=

1

2

3

+

1

2

3

+

1

2

3

+

1

2

3

+

1

2

3

+ . . .

L’objectif de cette section est d’interpréter combinatoirement les coefficients associés aux
monômes xv du développement de Π.

Dans ce but, nous définissons l’application monome qui, à un graphe orienté
−→
G , associe

le monôme de son évaluation :

monome(
−→
G) := monome(eval(

−→
G))

=
∏

(i,j,k,l)∈E x
(1−l)
i xl

j

=
∏

i x
arité entrante de i
i .

De façon analogue, on définit l’application coef qui à un graphe associe le coefficient de
son évaluation :

coef(
−→
G) := coef(eval(

−→
G))

=
∏

(i,j,k,l)∈E

(
pk

i,j

)
1−l
(
qk
i,j

)l
.

De manière évidente, nous avons

cv =
∑

monome(
−→
G)=xv

coef(
−→
G).

Connaître cv revient à comprendre quels sont les graphes orientés
−→
G qui ont le même

monôme.
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Par exemple,

(x1 − x2)
(x1 − x3)(x2 − x3)

= + x1x1x2 − x1x1x3 − x1x3x2 + x1x3x3

− x2x1x2 + x2x1x3 + x2x3x2 − x2x3x3

1

2

3

= +
1

2

3

+
1

2

3

+
1

2

3

+
1

2

3

+
1

2

3

+
1

2

3

+
1

2

3

+
1

2

3

Les graphes orientés
−→
G ayant pour monôme x1x2x3 sont

1

2

3

et
1

2

3

.

Ainsi, c111 =
1

2

3

+
1

2

3

= −1 + 1.

Soit
−→
G un graphe orienté, une façon simple d’engendrer de nouveaux graphes

−→
G′ ayant

le même monôme consiste à inverser un circuit de
−→
G . En effet,

Proposition A.1.2. Soit
−→
G un graphe et C un circuit de

−→
G . Soit

−→
G′ le graphe orienté

obtenu en inversant C dans
−→
G alors :

monome(
−→
G) = monome(

−→
G′).

Démonstration.
monome(

−→
G) =

∏

(i,j,k,l)∈E\C

xixj

∏

(i,j,k,l)∈C

xixj.

monome(
−→
G′) =

∏

(i,j,k,l)∈E\inverse(C)

xixj

∏

(i,j,k,1−l)∈C

xixj.

Or E \ C = E \ inverse(C) et
∏

(i,j,k,l)∈C xixj =
∏

(i,j,k,1−l)∈C xixj.

En fait, à partir d’un graphe orienté
−→
G , il est possible d’engendrer tous les graphes

orientés de G dont le monôme est celui de
−→
G . Il suffit pour cela d’inverser toutes les unions

de circuits à support d’arêtes disjointes de
−→
G et uniquement ceux de

−→
G .

Théorème A.1.3. Soit G un graphe et
−→
G une orientation de G, alors les deux ensembles

suivants sont identiques :

1) {
−→
G′|monome(

−→
G′) = monome(

−→
G )}

2) {
−→
G′|
−→
G′ est obtenu en inversant un ensemble de cycles de

−→
G à support d’arêtes disjoint }

La figure A.2 montre l’ensemble des graphes orientés qui ont le même monôme que
−→
G .

Avant de démontrer le théorème A.1.3, nous allons prouver la propriété intermédiaire
ci-après :
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1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

Fig. A.2 – Graphes orientés ayant le même monôme

Lemme A.1.4. Soient
−→
G1 et

−→
G2 deux graphes ayant le même monôme. Soit E l’ensemble

des arêtes de
−→
G1 qui ont une orientation différente dans

−→
G2. Soit s un sommet d’une arête

de E, alors

card({e ∈ E|s est l’origine de e}) = card({e ∈ E|s est la fin de e}).

Démonstration. Supposons que le lemme soit faux, alors

monome(
−→
G1) =

∏

i x
arêtes entrantes de i
i

=
∏

i x
|{e6∈E|i est la fin de e}|
i

∏

i x
|{e∈E|i est la fin de e}|
i

monome(
−→
G2) =

∏

i

x
|{e6∈E|i est la fin de e}|
i

∏

i

x
|{e∈inverse(E)|i est la fin de e}|
i

Comme monome(
−→
G1) = monome(

−→
G2) alors

|{e ∈ E|i est la fin de e}| = |{e ∈ inverse(E)|i est la fin de e}|
|{e ∈ E|i est l’origine de e}|

Dans la figure A.2, il y a autant d’arêtes entrantes que d’arêtes sortantes parmi E autour
du sommet 4.

Preuve du théorème A.1.3. Soit
−→
G1 et

−→
G2 deux graphes orientés de même monôme et E

l’ensemble des arêtes de
−→
G1 qui ont des orientations différentes dans

−→
G2. La preuve se fait

par récurrence sur le nombre d’arêtes d’orientation différente entre
−→
G1 et

−→
G2.

Lorsque nous choisissons un sommet s d’une arête de E, nous pouvons parcourir le graphe
−→
G1 en suivant uniquement les arêtes de E. À chaque étape, si on ne rencontre aucun sommet
déjà parcouru, il est toujours possible de trouver une arête de E n’ayant pas encore été
utilisée pour continuer le chemin. En effet, d’après le lemme A.1.4, il existe autant d’arêtes
entrantes que d’arêtes sortantes dans E pour tous les sommets du support de E.

Comme le graphe
−→
G1 est fini, à partir d’un certain rang, le chemin boucle sur lui même.

Nous obtenons un circuit C de
−→
G1 dont les arêtes sont toutes dans E. Inverser C permet

d’obtenir un graphe
−→
G′1 de même monôme que

−→
G mais dont l’ensemble des arêtes E ′ est de

cardinalité strictement inférieure à E.
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Corollaire A.1.5. Soit
−→
G un graphe orienté d’évaluation xv. Soit G l’ensemble des graphes

obtenus en inversant une union de cycles à support disjoint d’arêtes de
−→
G , alors

cv =
∑

−→
G′∈G

coef(
−→
G′).

Par exemple, le coefficient de x1x
2
2x3x

2
4x5 associé au développement de (x1 − x2)(x1 −

x4)(x2 − x4)(x4 − x5)(x2 − x5)(x2 − x3)(x3 − x5) est









+1 −1 −1 −1 +1

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5

1 2 3

4 5









.

1

1 2 3

4 5 = −1

coef





1 2 3

4 5 

+ coef





1 2 3

4 5 

+ coef





1 2 3

4 5 

+ coef





1 2 3

4 5 



+coef





1 2 3

4 5 

 = −1

Corollaire A.1.6. Soit
−→
G un graphe orienté d’évaluation xv. Soit C l’union de circuits à

support d’arêtes disjointes de
−→
G , alors

Cv =

(
∑

c∈C

coef(inverse(c)

coef(c)

)

.coef(
−→
G ).

A.2 Preuve combinatoire de l’identité du Vandermonde

Dans cette partie, nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour démontrer
l’identité de Vandermonde que nous rappelons :

∆ = det
((
xj−1

i

)

i,j

)

.

Une démonstration similaire est présente dans l’article [20] de I. Gessel.
Ainsi, pour X = {x1, x2, x3}, l’identité de Vandermonde donne

(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 x1 x2
1

1 x2 x2
2

1 x3 x2
3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Dans le cadre du développement par graphe, ∆ est représenté par le graphe complet Kn.
Le développement de ∆ est alors l’ensemble des orientations de Kn.



135 Annexe : Développements de produits à l’aide de graphes

Avant d’apporter la preuve combinatoire de l’identité de Vandermonde, il est nécessaire
d’étudier les propriétés d’un graphe non orienté G particulier.

Soit G le graphe non orienté dont les sommets sont les graphes orientés de Kn et les arêtes
sont les paires de graphes orientés

−→
G1 et

−→
G2 qui vérifient les propriétés suivantes :

–
−→
G1 contient un circuit C de taille 3,

– l’inversion de C dans
−→
G1 donne le graphe orienté

−→
G2.

Le graphe G possède des propriétés remarquables car Kn est un graphe complet. Ces pro-
priétés sont décrites par les propriétés A.2.1, A.2.2, A.2.3 et A.2.4.

Proposition A.2.1. Les composantes connexes de G sont les classes de graphes orientés de
Kn qui ont le même monôme.

Démonstration. Soit
−→
G1 et

−→
G2 deux graphes orientés de même monôme.

D’après le théorème A.1.3, il existe une union de circuits C à support d’arêtes disjointes
telle que

−→
G2 est construit en inversant les arêtes de C dans

−→
G1.

Lorsque deux graphes
−→
G1 et

−→
G2 sont obtenus par inversion de cycles à support d’arêtes

disjointes, il est facile de démontrer par récurrence qu’il existe une suite de graphes orientés
−→u1,
−→u2, . . . ,

−→uk telle que
−→
G1 = −→u1,

−→
G2 = −→uk et telle que −→ui est déterminé en inversant un cycle

de taille 3 à partir de −−→ui−1.
Pour cela, deux points sont à prendre en compte :
– dans tout graphe induit de Kn par les sommets d’un circuit, il existe un circuit de taille

3,
– lorsque nous inversons un circuit de taille 3 dans un circuit maximal cmax de C, la

taille maximale des circuits de C diminue et le nombre de circuits de même taille que
cmax diminue strictement.

Ainsi, deux graphes
−→
G1 et

−→
G2 de même monôme sont toujours connexes dans G.

Réciproquement, deux graphes connexes de G ont le même monôme d’après la propriété
A.1.2.

Proposition A.2.2. Chaque composante connexe de G est un graphe régulier.

Démonstration. Soit
−→
K un graphe orienté de Kn ( un sommet de G ). Soit c1, . . . , ck l’en-

semble des circuits de taille 3 de
−→
K . Nous rappelons que, dans ce cas, l’arité du sommet

−→
K

dans G est k. Alors, le graphe
−→
K ′ obtenu en inversant c1 possède la même arité k dans G.

En effet, dans un graphe orienté de K4, il ne peut y avoir que 0, 1 ou 2 circuits de taille
3. Dans ce graphe orienté, inverser un des circuits de taille 3 n’augmente pas le nombre de
circuits de taille 3.

Étant donné que les seuls circuits de taille 3 susceptibles d’apparaître par inversion de c1
se situent dans les motifs K4 de

−→
K ayant pour base c1 (voir figure A.3), nous déduisons que

−→
G′ possède la même arité que

−→
G .

Proposition A.2.3. Les composantes connexes non réduites à un unique élément sont des
graphes bipartis de sommets A ⊔B tels que |A| = |B|.
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1

2

3

4 5
. . .

7

Fig. A.3 – Graphe K4 dans lesquels se trouvent tous les cycles de taille 3 susceptibles
d’apparaître ou de disparaître en inversant le circuit (1, 2, 3)

Démonstration. Il suffit de choisir A = {
−→
K |coef(

−→
K ) = 1} et B = {

−→
K |coef(

−→
K ) = −1}. Le

graphe est alors biparti car une arête de G représente une inversion d’un circuit de taille 3
qui transforme le coefficient d’un graphe en son opposé.

Les tailles des alphabets A et B sont identiques car le graphe est régulier (proposition
A.2.2) et n’est pas réduit à un seul élément.

Proposition A.2.4. Les composantes connexes non réduites à un élément admettent un
couplage parfait.

Démonstration. On sait qu’une composante connexe est bipartie et régulière. On peut alors
appliquer le lemme des mariages et démontrer que les composantes connexes admettent un
couplages parfait (voir lemme A.2.5 pour plus de détails).

Lemme A.2.5. Soit G un graphe biparti tel que G est régulier, alors G admet un couplage
complet.

Démonstration. Soit S un sous ensemble de A. Soit L les voisins de S dans G. Soit k l’arité
de G.

Comme G est régulier, il a y a exactement k.|S| arêtes qui relient L et S. Le nombre
d’arêtes attachées à L est plus grand que k.|S| car les arêtes connectant L à S sont incluses
dans celles qui partent de L. Comme G est régulier, nous avons l’inégalité :

k.|S| ≥ k.|L|.

On en déduit que |L| ≥ |S|, ce qui, d’après le lemme des mariages, signifie qu’il existe un
couplage saturant de G.

Comme |A| = |B|, ce couplage est parfait.

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour fournir une preuve combinatoire
de l’identité de Vandermonde.

Théorème A.2.6.

∆ = det
((
xj−1

i

)

i,j

)

Preuve combinatoire. Soit G le graphe défini précédemment, alors

∆ =
∑
−→
K∈sommet(G)

eval(
−→
K )

=
∑

C composante connexe de G

(
∑
−→
K∈sommet(C)

coef(
−→
K )
)

.monome(
−→
KC)
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Si la composante C n’est pas réduite à un seul élément, alors elle admet un couplage qui
regroupe les sommets de C deux par deux tels que, pour passer du premier au second graphe,
il faut inverser un unique cycle de taille 3. Ainsi, le coefficient associé au premier graphe est
égal à l’opposé du second. Leur somme vaut 0.

On obtient alors

∆ =
∑

−→
K∈ composante connexe de G réduite à un unique élément

coef(
−→
K ).monome(

−→
K ).

Les graphes
−→
K qui constituent à eux seuls une composante connexe sont les graphes sans

circuits.
Or un graphe orienté

−→
K complet et sans circuit constitue un ordre total. L’ensemble des

graphes orientés de
−→
K sont en bijection avec les permutations σ de S. Pour s’en convaincre,

il suffit de lire les sommets du plus petit au plus grand dans l’ordre total.
De plus,

coef(
−→
K ) = coef(σ) = (−1)card(descentes) = signe(σ).

Enfin,

monome(
−→
K ) =

n∏

i=1

x
σ(i)−1
i .

Nous obtenons donc que

∆ =
∑

σ∈S

signe(σ)
n∏

i=1

x
σ(i)−1
i ,

ce qui est le développement de det
((
xj−1

i

)

i,j

)

.
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