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Introduction générale

Un théme soulevé par I’étude des systemes dynamiques est leurs comporte-
ments au cours du temps. On distingue dans ce cadre deux types de systemes :
ceux dont I’évolution est continue et décrite par des équations différentielles,
et les systémes a événements discrets. Ces derniers sont des systémes congus
par ’homme, obéissant a des regles opérationnelles sous forme d’algorithmes, et
dont ’état évolue a des instants discrets, en réponse a des événements ponctuels
(typiquement Parrivée d’un client, d’un signal ou ’achévement d’une téche).

Les systémes de production forment une classe importante de systémes a évé-
nements discrets. Ils présentent de nombreux phénomeénes de synchronisation,
de concurrence et de délai. Les défis actuels liés a une demande d’innovation per-
manente et a des critéres environnementaux de plus en plus rigoureux poussent
a un besoin grandissant de maitrise de ces systémes. Il est possible d’en réaliser
une étude analytique, en basant les représentations d’état sur un ensemble de
relations entre des données prises a des points de controles, ou des capteurs
détectent le passage de produits?, afin de compter ces passages ou leur donner
une date. Il arrive que certains processus nécessitent la présence (synchronisée)
de plusieurs produits. La mise en équations de ces processus fait intervenir na-
turellement les opérations de minimum et de maximum ; par exemple la date
de début d’une réunion est le maximum des dates d’arrivée des participants.
De la méme facon, dans un probléme d’assemblage, le nombre de produits finis
qu’il est possible de réaliser est le minimum des nombres de pieces de chaque
type disponibles. L’observation fondamentale est qu’il existe des structures al-
gébriques ou ces phénomeénes de rendez-vous sont a la base des calculs, ce qui
présente I'intérét de rendre linéaires les équations dynamiques de comportement
des processus. Ces structures sont des dioides, sur lesquels nous allons baser les
contributions de cette these.

La théorie des dioides a fait I'objet d’un certain nombre de contributions
depuis les années 50 [Shi54, CG60] et ses premicres ébauches de formalisa-
tion datent de la fin des années 70 [GM77, GM78, CG79]. Depuis l'introduc-
tion de cette théorie, de nombreux efforts ont été entrepris afin de transpo-
ser ou d’adapter dans cette structure les concepts et résultats de la théorie
des systémes linéaires®. Sans étre exhaustif, il est possible de citer certains
résultats existants : les problemes de représentations d’état ont été abordés,
ainsi que le concept de transfert, introduit par I'intermédiaire de transformées
comparables & la transformée en z de la théorie des systémes en temps dis-

4. nous allons par la suite utiliser le terme générique « produit », qu’il s’agisse d’une piece
élémentaire, d’un produit fini ou semi-fini, d’'un composant, d’'un composé ou de matiére
premiére

5. voir & ce propos la section B.1 en annexe
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cret [CMQV84]. Des méthodes d’analyse spectrale ont également été dévelop-
pées. Ces méthodes fournissent des éléments d’évaluation de performance du
systeme a événements discret modélisé [GM77]. Certains problemes de com-
mande ont pu étre résolus pour ces systémes. On peut par exemple mentionner
la commande en juste-a-temps [CHBF99], ainsi que la commande avec modele
de référence [CHBF01, AMHSMCO3]. Plus récemment, nous pouvons citer la
définition du dioide d’intervalles, qui permet d’intégrer la notion d’incertitude
de valeurs, c’est-a-~dire des approximations (garanties), et sur lequel nos contri-
butions sont essentiellement basées [LS01, LHCJ04].

Le travail présenté dans cette these se situe dans la continuité de ces travaux.
Il est a constater que certains systemes de production ne sont pas aisément ana-
lysables par cette théorie. En particulier, les systémes comportant des conflits
nécessitent de prendre des décisions, de maniere statique ou dynamique.

La contribution de cette thése est de proposer une modélisation approchée
de ces systemes en les considérant dans des intervalles dont les bornes définissent
des modeles établis sur un dioide approprié. Cette approche est basée sur des
dioides d’intervalles dont les bornes décrivent les comportements extrémaux
des parties ou sections du systeme contenant un conflit, 'un plus rapide et
lautre plus lent. Moyennant 1'utilisation de regles d’affectation des ressources
partagées et de politiques de routage appropriées, nous verrons qu’il est possible
de modéliser formellement ces sections, & une approximation pres. Ceci permet
I’encadrement du comportement entrée-sortie d’un systéme global comportant
plusieurs sous-systémes en conflit, contenant tous les comportements possibles
du systéme étudié (en termes de nombre de palettes évoluant dans le systéme, de
délais et de cadences) quand la politique de gestion des conflits est périodique.
On peut donc proposer, grace a cette technique, un modele approché de ces
systemes complexes sur un dioide d’intervalles et avoir le bénéfice d’utiliser
les contributions théoriques des structures algébriques de dioide, en vue, entre
autres, d’aborder des problemes comme la synthese de lois de commande.

Cette these est structurée en quatre chapitres et deux annexes comme suit :

— Dans un premier chapitre, nous ferons les rappels nécessaires qui concernent
les propriétés des demi-anneaux idempotents, ou dioides. Il s’agira donc
tout d’abord de présenter la théorie des treillis, aboutissant a la notion
de structure ordonnée, sur laquelle sont basés les dioides. Nous mention-
nons également les méthodes pour résoudre des équations a valeurs dans
un dioide, qui nous permettront d’obtenir des modeles de systéemes sous
forme canonique. La derniére partie de ce chapitre est dédiée aux diffé-
rentes extensions possibles & un dioide dit « de scalaires », & savoir le dioide
de séries formelles et le dioide d’intervalles. Tous ces résultats théoriques
fourniront des outils importants pour le reste de cette these.

— L’objectif du chapitre 2 est de présenter la modélisation graphique et ana-
lytique de systemes a événements discrets et, plus précisément, de systémes
de production. La dynamique de ces systémes est capturée par le décompte
ou la datation d’événements ayant lieu dans le systeme. Sous forme de ré-
seau de Petri, cette considération consiste en des applications compteur
ou dateur liées aux différentes transitions de ce graphe et qui permettront
de définir les états du systeme modélisé. Nous insistons particulierement
sur le formalisme des graphes d’événements temporisés, qui est le seul a
fournir un cadre déterministe pour une représentation analytique linéaire
d’un systéme dans un dioide. Les graphes d’événements temporisés avec
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incertitudes temporelles sont des cas particuliers intéressants ou les tem-
porisations sont encadrées dans des intervalles, ce qui permet d’intégrer
la notion d’incertitude de comportement, notamment & cause d’un conflit
structurel. Une contribution apportée par cette these est la formalisation
de la sémantique de ce cas particulier de réseaux de Petri. Nous verrons
aussi, a la fin de ce chapitre d’état de I’art, par quels moyens peuvent étre
composés des systemes, afin d’en former un plus complexe.

— Le chapitre 3 a pour but I’élaboration d’un modele analytique pour des
systémes présentant un routage périodique. Nous contournerons ce pro-
bleme en proposant un encadrement du comportement de tels systémes.
Ceci consiste donc en un modele approché, par 'utilisation d’un dioide
d’intervalles. La borne inférieure de ces intervalles, qui est indépendante
des politiques de routages utilisées, sera caractérisée, a ’aide d’'un opé-
rateur peu habituel : le produit de Hadamard. Contrairement au produit
(de Cauchy) dont est muni un dioide et qui consiste en une convolution
de fonctions, le produit de Hadamard effectue le produit terme a terme de
ces fonctions. Par la suite, I’étude de I'influence des politiques de routage
utilisées nous permettra de caractériser un majorant du comportement de
ces systémes. Nous verrons subséquemment qu’il est possible dans certains
cas de définir un routage optimal, permettant de réduire au maximum la
taille de Iintervalle de modélisation, et par la méme occasion de garantir
la cadence du systeme de production global. Pour finir, cette contribution
sera éprouvée sur un cas d’application.

— La quatrieme chapitre proposera quant a lui un modele analytique pour
les systemes présentant des partages de ressources. Nous présenterons une
politique d’affectation « pseudo-périodique » des ressources, car elle est
un compromis entre une affectation périodique des ressources aux pro-
cessus concurrents et une gestion de type « premier produit arrivé, pre-
mier servi » (quelle que soit sa gamme). Pour cette politique bien précise,
nous montrerons qu’un probléme de ressource partagée entre deux sous-
systemes paralleles peut étre transformé en un probléme comportant des
délais incertains et des GET désynchronisés, au prix d’incertitudes tem-
porelles quant a ’acces a la ressource et sur sa durée d’indisponibilité.
Nous aborderons 3 cas d’étude, de complexité croissante : tout d’abord, le
cas du partage d’une ressource unique entre deux postes de travail, puis
le cas du partage de plusieurs ressources et enfin le cas de sous-systéemes
complexes entiers partageant un certain nombre de ressources. Ce dernier
cas, plus complexe, nécessite de faire un rappel concernant le théorie du
« second ordre », permettant de réaliser des opérations entre fonctions, et
non entre scalaires. Pour finir, nous étudierons deux cas d’application de
notre approche. Le premier consistera en une convergence de convoyeurs
ou les palettes ne doivent pas se chevaucher, et le second en des bassins
regroupés en ateliers et réalisant des traitements chimiques par immersion
des produits.

— Une premiere annexe aura pour intérét de présenter certains aspects de
la théorie des systémes linéaires qui ne méritaient pas d’étre présentés
de maniere détaillée dans le chapitre 2. Nous exposerons en premier lieu
les hypotheses sur lesquelles nous nous sommes basées pour formuler une
modélisation des systémes que nous étudions. Par la suite, nous consa-
crons une section a ’application de la théorie des signaux aux structures
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algébriques de dioides. Pour finir, nous verrons que ’analyse spectrale de
matrices a coefficients dans un dioide permet, entre autres, de déterminer
la cadence de production des systémes représentés par ces matrices.

— Une seconde annexe présentera certains aspects bibliographiques ayant
retenu notre attention. Nous présenterons en particulier par quelle suite
de contributions théoriques nous en sommes arrivés a la théorie actuelle
des dioides. Un état de l'art sur les différents algorithmes permettant de
calculer la valeur propre d’une matrice a coefficients dans un dioide a aussi
été intégré a cette annexe.

Une conclusion, située entre ces chapitres et ces annexes, nous permettra de

revenir sur le travail réalisé et d’ouvrir la voie sur de nouvelles perspectives de
recherche.



Page 14




Chapitre 1
Préliminaires algébriques

Les systémes linéaires sont connus pour leur relative simplicité, par opposi-
tion aux systemes dits non linéaires. Les résolutions de problemes linéaires sont
généralement plus simples et plus rapides, car bénéficiant des outils de I’algébre
linéaire. Les systemes dynamiques & événements discrets que nous étudions pré-
sentent des synchronisations, qui sont par nature des opérations non linéaires,
au moins au sens des représentations habituelles. Cependant, en utilisant une
autre structure algébrique, les dioides, ces systemes acquiérent une représenta-
tion linéaire. Nous présentons dans ce chapitre les fondements théoriques liés
aux dioides. L’application de cette théorie aux systémes non linéaires que nous
étudions fera I'objet du deuxiéme chapitre de cette these.

Les dioides sont des structures algébriques différentes des corps; ils pos-
sedent des propriétés algébriques plus faibles, en particulier les opérations ne
sont pas inversibles, mais ils offrent néanmoins un pouvoir de modélisation sus-
ceptible d’étre tres utile. Ce premier chapitre a pour but de proposer au lecteur
néophyte tous les éléments nécessaires a la bonne compréhension des approches
et contributions de la théorie des dioides, que nous utilisons dans les chapitres
suivants. Il ne s’agit pas cependant d’un rappel exhaustif sur cette théorie. Pour
cela, nous proposons la lecture d’ouvrages tels que [GMT79, BCOQ92, MS92], et
des références qui y sont citées.

La premiere section de ce chapitre passe en revue les différentes théories
sur lesquelles nous nous reposons dans le cadre de cette these. Les dioides, qui
sont par définition des demi-anneaux idempotents, ont la particularité d’étre
ordonnés et peuvent de ce fait étre vus comme des treillis. C’est pourquoi nous
effectuons en premier lieu un rappel sur les ensembles ordonnés et la théorie des
treillis, dont un ouvrage introductif de référence est [Bir40]. Puis nous indiquons
dans quelle mesure les propriétés des treillis s’appliquent aux dioides. Il est a
noter que certains dioides ont la particularité de pouvoir représenter les mémes
classes de systemes, mais d’une maniere différente.

La section suivante présente les techniques propres aux dioides permettant
de résoudre des équations et caractériser les systéemes que nous étudions. Les
équations que nous cherchons a résoudre sont de deux types. Le premier concerne
les équations au point fixe, dont les solutions sont basées sur la notion de séries
infinies, reposant sur 1'utilisation de 1’étoile de Kleene [Kle56], trés étudiée dans
la théorie des langages réguliers. Le deuxieme type permet de savoir pour quelles
valeurs en entrée un systéme posséde une sortie donnée (ce qui servira pour la
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maitrise des systémes, afin de les amener & poursuivre une trajectoire désirée).
Ce type d’équations est classiquement résolu en utilisant des inverses, or cette
approche n’est pas permise dans un dioide, ol les éléments ne possedent a priori
pas d’inverse. Nous aborderons donc la théorie de la résiduation, définie pour des
applications croissantes (ou isotones) et qui permet de trouver les plus grandes
sous-solutions ou les plus petites sur-solutions a ce type d’équations [BJ72].

Enfin, nous décrivons dans la section 1.3 deux maniéres plus élaborées de
considérer les systéemes dans un dioide. La premiere correspond & la notion de
transformée, que 1’on retrouve typiquement en automatique classique. Elle per-
met entre autre de changer le domaine de variation des inconnues, afin d’obtenir
des systémes plus facilement abordables [Gau92]. La deuxiéme concerne I’appli-
cation de I'analyse par intervalles aux structures algébriques de dioides. L’ana-
lyse par intervalles a été développée par des mathématiciens depuis les années 50
et 60 (voir par exemple [M0066]) comme une approche pour encadrer les erreurs
dans les calculateurs mathématiques, dans le but d’obtenir des résultats fiables.
Notre intérét pour cette approche réside dans le fait qu’elle permet la manipu-
lation d’approximations dans les dioides, afin de modéliser des incertitudes liées
au caracteére complexe des systémes que l'on étudie [LS01, LHCJ04].

1.1 Outils algébriques

Nous présentons dans cette section les liens qui existent entre les treillis et
les dioides, suite & un rappel concernant chacune de ces deux structures.

1.1.1 Structures ordonnées et treillis

Cette partie présente les points essentiels concernant les structures ordon-
nées, dont les treillis sont un cas particulier trés important. Pour de plus amples
informations au sujet de la théorie des treillis, nous recommandons la lecture
de [Bir40], ouvrage toujours de référence. D’autres rappels & propos de cette
théorie sont également proposés dans [BJ72] et [BCOQ92].

Structures ordonnées

Prenons deux exemples. On peut définir sur ’ensemble des entiers naturels
les deux relations binaires suivantes :

a < b :la relation d’ordre habituelle.
adivb: a divise b (ou b est un multiple de a).
Ces deux relations posseédent des propriétés communes. Elles sont & la fois :

— Réflexives : Va € Nja < a et adiva.
— Antisymétriques :
a<betb<a =a=0b

,Va,b € N.
adivbet bdiva =a=10

— Transitives :

a<betb<c =a<c
. . . ,Va,b,cGN.
adivb et bdive = adive
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On dit alors que ce sont des relations d’ordre.

Définition 1 (Ensemble ordonné). Un ensemble ordonné est un ensemble €
muni d’une relation d’ordre. On notera cette relation <, et un ensemble ordonné
sera noté (€, =).

Définition 2 (Ordre total). Un ensemble £ est dit totalement ordonné si deux
éléments quelconques de cet ensemble sont toujours comparables. C’est-a-dire si
Vei,eo €E, on a ey = ey ou ey X ey.

Notation 1 (Ordre strict). Une relation d’ordre strict sera notée <. Ainsi, si
e1 < es alors e; < ey et e # es.

Notation 2. Pour éter toute ambiguité, on pourra préciser que la relation =<
porte sur les éléments de € par la notation <g.

Définition 3 (Ordre restreint). Tout sous-ensemble S d’un ensemble ordonné
(&, X) peut également étre ordonné par la restriction de lordre de € aux éléments
de S, notée <s. Cet ordre restreint est simplement défini par :

Vs1,82 €S CE,81 =5 89 <= 1 X Sa.

Un ensemble ordonné fini (€, <) peut étre représenté par un graphe appelé
diagramme de Hasse, d’aprées le nom du mathématicien Allemand du 20° siecle
Helmut Hasse, réputé pour ses nombreuses contributions a la théorie des treillis.
Cette représentation est utilisée pour faciliter la compréhension des relations
entre les éléments de cet ensemble ordonné. Chaque élément de £ est représenté
par un sommet et deux sommets sont reliés par un arc si les éléments représentés
par ces sommets sont comparables. Par convention, I’ordre est croissant du bas
vers le haut du diagramme, il n’y a donc pas besoin d’orienter les arcs avec
des fleches. Par ailleurs, pour ne pas surcharger le diagramme, on ne représente
pas toute la relation d’ordre, mais seulement sa réduction réflexive transitive (on
omet donc les boucles et les relations entre deux éléments donnés si un troisieme
élément se situe « entre eux »).

La figure 1.1 décrit le cas d’un ensemble ordonné ({a,b,c,d}, <) avec a et b
incomparables et les relations a < ¢,b < ¢ et ¢ < d. L’ensemble {a,b,c,d} est
partiellement ordonné (car a et b sont incomparables). Par ailleurs, a < d et
b =< d, par transitivité de lordre <. Pour finir, le sous-ensemble {a,c} est un
ensemble ordonné par la restriction de < a ce sous-ensemble.

d

IA

F1c. 1.1 — Diagramme de Hasse de I’ensemble ordonné ({a, b, ¢, d}, <)
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Exemple 1.

- (N, <), (Z,<), (Q,<) et (R,<), ou < est 'ordre naturel, sont totalement
ordonnés.
€1

— Soit (€,=) un ensemble ordonné. L’ensemble des vecteurs .
2

) de 2 est

ordonné par la relation suivante, pour tous a, 3,a,b € € :

(g)j@) = (a=<aetB=bh).

Méme si < est total sur £, Uordre qu’il induit sur £ n’est que partiel.

Définition 4 (Minorant, majorant). Soit un ensemble ordonné (€,=<) et S un
sous-ensemble non vide de £. On appelle minorant de S tout élément e de £ tel
que Vs € S,e =< s. De méme, un élément ¢’ de £ est appelé majorant de S si et
seulement si Vs € S,s < ¢€'.

Définition 5 (Bornes d’un ensemble). Un sous-ensemble S C & est dit borné s’il
admet a la fois un majorant et un minorant. Lorsque [’ensemble des majorants
de S a un plus petit élément, il est appelé borne supérieure de S et il est noté
sup(S) ou \/ S. De méme lorsque ’ensemble des minorants de S a un plus grand
élément, ce dernier est appelé borne inférieure de S et il est noté inf(S) ou \'S.
Lorsque ces bornes sont définies, tout majorant de S est plus grand que ou égal
a sup(S) et tout minorant de S est plus petit que ou égal d inf(S).

Exemple 2. Soit l’ensemble £ = {a,c,d,e, f,h,i,j} partiellement ordonné
pour l'ordre =< décrit par le diagramme de la figure 1.2. Soit le sous-ensemble
S ={d,e, f,h}. L’ensemble des majorants Eyq; = {a,d} et Uensemble des mi-
norants Emin = {h,4,j} de S sont représentés. Remarquons que sup(S) = d et
inf(S) = h. On constate qu’un minorant (ou un majorant) de S n'appartient
pas forcément a S.

Demi-treillis et treillis

Définition 6 (Inf- et sup-demis-treillis). Un sup-demi-treillis est un ensemble
ordonné dans lequel tout couple d’éléments (e1, e3) admet une borne supérieure
(le plus petit majorant) notée sup(ei,ez) ou ey V ea. De méme, un inf-demi-
treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple d’éléments (e1,e2) admet
une borne inférieure (le plus grand minorant) notée inf(eq,es) ou e1 A ea.

Remarque 1 (Principe de dualité). Notons = linverse de la relation d’ordre
<. Si (€, X) est un sup-demi-treillis, alors (€,%) est un inf-demi-treillis et vice-
versa. Par conséquent, une relation impliquant <, V et A reste vraie en rempla-
cant X par > et en permutant V et A. Il s’agit du principe de dualité.

Définition 7 (Treillis). Un treillis est un ensemble ordonné qui est d la fois
un sup-demi-treillis et un inf-demi-treillis. Autrement dit, un treillis est un en-
semble ordonné dans lequel tout couple d’éléments admet a la fois un plus petit
majorant et un plus grand minorant.
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@ 67naj
c d
S
e f
h
Emin
i J

Fi1G. 1.2 — Représentation de I’ensemble des majorants et minorants du sous-
ensemble S C &

Exemple 3. (N\{0},div), ot \ est la soustraction ensembliste et adivb équi-
vaut a la relation « a divise b » déja présentée, est un treillis. Les lois de treillis
de cet ensemble ordonné sont aV b et a \b, respectivement le plus petit multiple
commun et le plus grand diviseur commun de a et de b.

Définition 8 (Complétude). Un sup-demi-treillis (respectivement un inf-demi-
treillis) T est dit sup-complet (resp. inf-complet) si tout sous-ensemble, fini ou
infini, de T admet un plus petit majorant (resp. un plus grand minorant) dans
T. Un treillis est dit complet s’il est a la fois inf-complet et sup-complet.

Remarque 2. Pour un sup-demi-treillis sup-complet noté (7,V), la borne su-
périeure de tout sous-ensemble de T est définie, y compris pour T. Un sup-
demi-treillis sup-complet (T,V) a donc nécessairement un plus grand élément
noté Tr = \/,cr t. Pour la méme raison, un inf-demi-treillis inf-complet (T, \)
a toujours un plus petit élément noté e = /\teTt.

Exemple 4.

— En ajoutant I’élément +00 a Z, l'ensemble (Z U {+o0}, <) est totalement
ordonné sup-complet.

— En revanche, (QU{+o0}, <) est un ensemble totalement ordonné qui n’est
ni sup-complet, ni inf-complet. Par exemple, le sous-ensemble {q € Q | x <
V2} de Q n’a pas de plus petit majorant dans Q.

Théoréme 1. Un sup-demi-treillis complet (T, <) est un treillis complet si, et
seulement si, il a un plus petit élément e .

Démonstration :

(=) Si T est un treillis complet alors il admet un plus petit élément 7 (cf.
définition 8 et remarque 2).
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(<) Supposons que (7, <) est un sup-demi-treillis complet et posséde un plus
petit élément e7. Soient A et B deux ensembles d’indices (c¢’est-a-dire des
sous-ensembles finis de N) et S = {s4}aeca un sous-ensemble non vide de
7T et M = {mg}scp l'ensemble des minorants de S. L’ensemble M est
non vide puisque e € M. Posons m = \/ﬁeB mg; 1’élément m est défini
dans 7 puisque 7 est complet.

Par définition de I’ensemble M,

Vsq € S,Ymg € M,mg = 54,

ou encore
Vsq € S,m = Sq.

Donc m est minorant de S et par conséquent, le plus grand des mino-
rants de §. Tout sous-ensemble non vide de 7 admettant un plus grand
minorant, 7 est donc un inf-demi-treillis complet et également un treillis
complet.

O

Remarque 3. En conséquence du principe de dualité présenté dans la re-
marque 1, on peut énoncer le théoréeme suivant : un inf-demi-treillis complet
est un treillis complet si, et seulement si, il a un plus grand élément T .

1.1.2 Eléments de la théorie des dioides

Le concept de dioide, ou demi-anneau idempotent, a été formalisé dans les
années 70 et a depuis suscité des études et des applications de plus en plus
poussées !. Ces structures algébriques présentent la particularité de permettre
la représentation linéaire de phénomenes de rendez-vous. Les systémes que nous
étudions présentant de nombreuses synchronisations, nous avons choisi d’utiliser
ce formalisme. Dans cette section, nous allons présenter les éléments de la théorie
des dioides dont nous nous servirons dans la suite de cette these. Pour des
présentations plus détaillées sur cette théorie, nous recommandons la lecture
d’ouvrages de référence tels que [CG79], [BCOQI2], [MS92], [Gun9s] ou [GMO02].

Définition 9 (Monoide). Un monoide (M, x) est une structure algébrique basée
sur un ensemble d’éléments M et munie d’une loi de composition interne x
portant sur ses éléments, telle que :

- M est fermé par rapport a x : [a,bE M et axb=c]=ce M.

— La loi % est associative : Ya,b,c € M, (a*b)xc=ax* (bxc).

— M posséde un élément neutre : Ie tel que Va € M,exa =axe = a.

On fera parfois abusivement référence a un momnoide par son seul ensemble
de valeurs.

Définition 10 (Monoide commutatif). Un monoide commutatif (M, ) est un
monoide tel que la loi x est commutative. En somme, Ya,b € M,a*xb=b*a.

Définition 11 (Monoide idempotent). Un monoide commutatif (M, x*) est dit
idempotent si la loi * est idempotente, c’est-a-dire si elle vérifie :

Ya € M,ax*a=a.

1. voir I'historique des dioides proposé dans ’annexe B.1



Page 21

Définition 12 (Demi-anneau). Un demi-anneau (S,®,®) est une structure
algébrique basée sur un ensemble S muni de deux lois de composition internes
notées @ (la somme) et @ (le produit)? telles que :

- (S,®) est un monoide commutatif dont I’élément neutre est .

- (8,®) est un monoide ayant pour élément neutre e.

— € est absorbant pour le produit, c’est-a-dire :

VaeD,e®@a=aR®e =c¢.
— Le produit est distributif sur la somme & gauche et & droite :
Va,b,c € D,a® (b®c) =(a®b)@(a®c) et (a®b)@c=(a®c)® (b®c).

Définition 13 (Dioide). Un dioide (D, ®,®) est un demi-anneau pour lequel le
monoide (D, ®) est également idempotent. On se permettra donc d’utiliser aussi
Uappellation « demi-anneau idempotent », pour parler d’une structure algébrique
de type dioide.

Remarque 4. A Uinstar des simplifications d’écritures habituelles, le symbole
® pourra étre omis quand aucune confusion ne sera possible avec la multiplica-
tion traditionnelle. Par ailleurs, la référence a un dioide pourra elle aussi étre
restreinte a son seul ensemble de valeurs pour plus de lisibilité.

Définition 14 (Sous-dioide). Soit (D, ®,®) un dioide et C C D. (C,®,®) est
dit sous-dioide de D sie,e € C et si C est fermé pour les lois ® et ®.

Exemple 5. (Z,max,+) est un sous-dioide de (R, max, +).

Définition 15 (Commutativité). Un dioide D est dit commutatif si son produit
est commutatif aussi, pour tous les éléments de D.

Meéme si nous ne traitons pas concretement les structures algébriques d’an-
neaux, nous y feront quelques références le long de cette theése. C’est pourquoi
nous présentons aussi la définition suivante.

Définition 16 (Anneau). On appelle groupe commutatif un monoide (M, x)
dans lequel tout élément a un inverse et tel que la loi x est commutative.

Un anneau (A, ®, ®) est un demi-anneau pour lequel le monoide (A, ®) est
un groupe commutatif.

Des dioides peuvent aussi étre formés a partir d’ensembles d’éléments plus
complexes que les ensembles de scalaires. Il est en particulier possible de traiter
des cas matriciels.

Exemple 6 (Dioide matriciel). S¢ (D,®,®) est un dioide, alors l’ensemble

D" des matrices a n lignes et n colonnes a coefficients dans D permet aussi
de former un dioide, dont la somme @' et le produit @' sont définis par :

(A@' B)i; £ Aij @ Byj
n - .
,Vi,5 € [1,n],VA, B € D"*".
(A®' B)i; = @Aik ® By
k=1

L’élément neutre de la loi @' est la matrice composée exclusivement de €,
et est également notée . L’élément neutre de la loi @ est la matrice identité,
composée de e sur la diagonale principale et de € partout ailleurs.

2. les termes addition et multiplication seront réservés aux opérations classiques définies
par exemple sur le corps des réels
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1.1.3 Liens entre dioides et treillis

Cette section a pour but de montrer quels liens existent entre les structures
algébriques de dioides et de treillis. Ainsi, les résultats concernant les treillis
s’appliquent aussi aux dioides. Ceci nous permettra de mettre en pratique dans
la section 1.2.3 la théorie de la résiduation sur des applications définies sur des
dioides (considérés a juste titre comme des ensembles ordonnés). Les ouvrages
de référence pour cette partie sont [CG79] et [BCOQI2].

L’idempotence de la somme d’un dioide confére naturellement & celui-ci une
relation d’ordre. Le théoreme suivant affirme que cette relation d’ordre est com-
patible avec les lois du dioide.

Théoréme 2 (Relation d’ordre dans un dioide). Dans un dioide (D, ®,®), la
loi idempotente @ induit naturellement une relation d’ordre (partiel) <, grace
a léquivalence Ya,b € D,a b < a®b=>b. Comme il est d’usage dans le
corps des réels, on pourra aussi utiliser une relation inverse, notée 3=, et décrite
par léquivalence b = a <= a < b.

Démonstration : Afin de montrer qu’une relation est un ordre, il faut
prouver qu’elle est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

La somme d’un dioide est idempotente, on a donc a = a®a, d’ot a < a, ce qui
montre la réflexivité. La somme étant aussi commutative, si a < b et b < a alors
b=bda=adb=a,doua=>b, ce qui prouve 'antisymétrie. Il reste & montrer
la transitivité. Sia g bet b < ¢, alorsc =b®c= (aPb)Bc=ad® (bdc) = aDc,
soit @ < ¢. On en conclut que < est une relation d’ordre. O

Théoréme 3. Les lois @ et ® du dioide (D,®,®) sont cohérentes avec la
relation <.

Démonstration : Soient a,b,c € D aveca<xb.Onab®c= (a®b) ®c=
aBbDc=a®bD(c®c)=aDchbBc=(a®c)®bdc),dotla®ec=gbdc
d’apres la relation d’ordre définie sur D.

Par ailleurs, b@ c=(a®b) @ c=(a®¢c)® (b®c), dott a®c < b® ¢ (idem
pour la multiplication & gauche). ([l

D’apres la définition 2, on constate que la relation d’ordre d’un dioide D est
totale si et seulement si Va,b € D,a ® b = a ou b. Cette propriété est dite de
sélectivité [GMO2, section 6.4].

Le théoreme 2 établit que I'idempotence de la somme dans un dioide in-
duit une structure de sup-demi-treillis, pour lequel la borne supérieure, notée
V, coincide avec la loi @ du dioide®. Les définitions de demi-treillis et de treillis
de la section 1.1.1 ont été introduites en faisant uniquement intervenir les pro-
priétés de la relation d’ordre < définie sur un ensemble. Cependant, il est in-
téressant de faire le lien entre ce point de vue ensembliste et le point de vue
algébrique. En algebre, un treillis est parfois défini comme un ensemble muni
de deux opérations binaires V et A jouissant des propriétés classiques d’associa-
tivité, de commutativité et d’idempotence, et de la propriété dite d’absorption
(xA(xVy)=a=zV(xAy)). Dans ce cas, la notion d’ordre x < y peut étre
exprimée via les équations t =z Ay <= x Vy =1y. Cest cette considération

3. a @ b est bien le plus petit majorant de a et b



Page 23

qui justifie notre intérét pour les treillis : ils permettent de traiter les questions
relatives & ordre par des moyens algébriques (des opérations et des équations).

Définition 17 (Complétude). Un dioide (D, ®, ®) est dit complet s’il est fermé
pour les séries infinies et si le produit est distributif (& gauche et d droite) sur
les séries infinies, c’est-a-dire si :

Va € D etVAQD,a@(@x) :@a@x et <@z>®a—@x®a.

zeA zeA zeA zeA

Remarque 5. Il n'existe pas d’éléments négatifs dans un dioide* car a®e = a,
c’est-a-dire Ya € D, a = €. En conséquence aucun élément opposé existe, sauf €
qui est par définition son propre opposé.

Meéme si la loi & d’un dioide ne permet pas de définir d’opposé, nous pourrons
cependant manipuler, par rapport a la loi ®, des « pseudo-inverses » grace a la
théorie de la résiduation que nous aborderons dans la section 1.2.3.

Définition 18 (Plus grand élément). Dans un dioide complet, on définit le plus
grand élément, noté T en référence aux notations des treillis, comme la borne
supérieure de ce dioide. Ainsi T vérifie Vb € D, T @ b = T, soit par extension
T = @aeD a. Par ailleurs, afin de respecter ’absorption de € pour le produit,
TR®e=eQT=c¢.

Exemple 7 (Dioides Zmax €t Zmin). La structure algébrique (Z,max,+) est
notée Lmax. Pour en faire un dioide complet, il faut rajouter a son ensemble
de valeurs le plus grand élément T = 400 ainst que [’élément neutre pour la
somme € = —oco. En notant Z 'ensemble 7. = Z.U {—co, +00}, on peut affirmer
que le dioide Zmax est complet. Par ailleurs, dans ce dioide e = 0.

De méme, la structure algébrique (Z,min,+) a laquelle on rajoute le plus
grand élément T = —oo et [’élément neutre € = 400 est un dioide complet. On

le note Zmin, et pour ce dioide aussi e = 0.

Remarque 6. L’ordre <7 défini dans Zonax €St total et coincide avec Uordre

usuel <. En revanche, l'ordre total =7 . défini dans Ly est Uinverse de l’ordre
usuel, c’est-a-dire a jzmm b — adz b=b < min(a,b) =b < a>b.
Par ailleurs, l’ordre canonique d’un dioide matriciel est partiel.

Définition 19 (Borne inférieure). On peut définir dans un dioide complet
(D,®,®) la notion de borne inférieure, notée A. Cette loi est associative, com-
mutative et idempotente et vérifie :

a/\bz@{aﬂx#a et x < b}.
Cette loi fait de (D, ®,N) un treillis complet. Elle vérifie en conséquence :
b=a®b < axb < a=aAb (1.1)

Remarque 7 (Distributivité par rapport a la borne inférieure). On constate
des lors que tout dioide complet D peut a juste titre étre considéré comme un

4. au sens de la loi @
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treillis®. Par ailleurs, la relation (1.1) peut faire penser que les opérateurs @ et
A jouent un réle dual dans un dioide. En prenant uniquement en considération
les structures de treillis d’un dioide et le principe de dualité (de la remarque 1),
on pourrait penser que cela est vrai. Mais cette assertion devient fausse dés
lors que l’on considere la loi ® du dioide. En effet, celte opération croissante
(& gauche comme & droite) ne vérifie qu’une relation de sous-distributivité par
rapport a A [GMO02, section 2.8.1.3] :

{c@(a/\b)#(c@a)/\(c@b) VabeeD
7a" 7C N

(anb)@c=x(a®@c)AN(b®c)

Remarque 8. La définition du dioide que mnous venons de présenter fait ré-
férence a celle donnée par Baccelli et al., en particulier dans leur ouvrage de
référence [BCOQI2]. Mais elle ne fait pas toujours l'unanimité. Gondran et Mi-
noux, quant a eux, n’imposent pas le fait qu’un dioide soit idempotent. En basant
leurs démonstrations sur des demi-anneauxr un peu plus générauzx, c’est-a-dire
en imposant seulement le fait qu'un dioide soit ordonné®, ils parviennent auz
mémes résultats [GM79, GM02].

1.2 Résolution d’équations dans un dioide

Dans la suite de cette theése, nous serons amenés a résoudre principalement
trois types d’équations définies dans les dioides.

Le premier type, appelé « équations au point fixe », & pour forme f(x) = 2 on
f:D — D. Les équations de type point fixe formulées dans des dioides ont été
étudiées de fagon générale dans [BCOQ92, section 4.5]. Elles sont d’importance
car, conformément a l'approche présentée dans la section 2.2.1, on cherchera
systématiquement & représenter les systémes étudiés sous des formes récurrentes
explicites de type point fixe. Il a notamment été mis en évidence que sous
certaines hypotheses de continuité de I'application f, les ensembles de solutions
de ces équations sont ordonnés; nous nous intéresserons plus particuliérement
a leurs solutions minimales.

Dans une structure algébrique de dioide, il n’est généralement pas possible
d’inverser des applications (comme la somme et le produit ne sont pas nécessai-
rement inversibles). La théorie de la résiduation présentée dans la section 1.2.3
permet cependant, sous certaines conditions, de déterminer les plus grandes
« sous-solutions » ou « sur-solutions », appelées pseudo-inverses, d’une équation
de type f(x) = b. Mais il peut ne pas exister de solution a cette équation (quand
f est non surjective) et/ou une telle solution peut ne pas étre unique (quand f
est non injective). C’est pourquoi nous étudierons plus précisément deux types
d’inéquations, relevant de la forme f(x) < b ou f(x) = bou f: D — C, dont on
cherchera respectivement la plus grande et la plus petite solution x. La théorie
de la résiduation, présentée dans [Tar55] et [BJ72], concerne de fagon générale
les applications isotones définies sur des ensembles ordonnés. L’extension de
cette théorie aux dioides découle de 'ordre canonique dont on peut les munir
(comme présenté dans [BCOQ92]).

Avant d’énoncer des résultats particuliers, nous allons préciser les notions de
continuité et de monotonie pour les applications définies sur des dioides.

5. voir aussi le raisonnement présenté dans [GMO02, page 23]
6. ce qui est toujours le cas, quand la loi & est idempotente
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1.2.1 Continuité et monotonie d’applications

L’isotonie et I’antitonie sont des notions utilisées pour caractériser les appli-
cations respectivement croissantes et décroissantes, définies sur des ensembles
ordonnés. Nous avons volontairement restreint certaines de ces définitions aux
applications sur des dioides.

Définition 20 (Isotonie, antitonie). Soient (D,<p) et (£,<¢e) des ensembles
ordonnés. Une application f: D — &£ est dite isotone si, Va,b € D :

a=<pb= f(a) xe f(b).
Par ailleurs, une application f: D — & est dite antitone si, Va,b € D :
a=<p b= f(a)=¢ f(b).

Exemple 8 (Isotonie des lois de treillis). Soit (7,V,A) un treillis dont l’ordre
est noté <. La loi V vérifie Va,b,c € T :

a=<b<= b=aVb=cVb=cVaVeVd
=cVa=<cVb.

1l en est de méme pour la loi A. Les lois d’un treillis sont donc isotones pour
Uordre du treillis.

Remarque 9 (Composition d’applications isotones). L’isotonie est une pro-
priété conservée par composition d’applications.

Définition 21 (Monotonie). Une application isotone ou antitone est dite mo-
notone.

La notion de continuité caractérise les applications pour lesquelles les bornes
supérieure et inférieure sont conservées [Bir40].

Définition 22 (Continuité [BCOQ92, Section 4.4.1]). Soient D et C deux dioides
complets. Une application f : D — C est dite semi-continue inférieurement
(s.c.i. en abrégé), respectivement semi-continue supérieurement (s.c.s.), si pour
tout sous-ensemble B C D,

(B, =) =P i,

zeB

respectivement,

f(/\cceB x) - /\ /(@)

zeB

Remarque 10. Notons qu’une application s.c.i. est isotone puisque a > b <=
a = a®b implique f(a) = f(a®b) = f(a)Df(b). Or, par définition, f(a)@®f(b) =
f(b). En conséquence f(a) = f(b). Il en est de méme pour une application s.c.s.
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1.2.2 L’étoile de Kleene et les équations au point fixe

Dans cette section, nous cherchons la plus petite solution aux équations au
point fixe de la forme f(z) = z ot f : D — D est semi-continue inférieurement.

Notation 3 (L’étoile de Kleene [Kle56]). Soit * l'opérateur défini sur un dioide
(D, ®,®) par Va € D,a* £ @,y a’, avec a® = e.

Cet opérateur est cohérent avec la relation d’ordre < par I'implication sui-
vante : Va,b € D, si a < b, alors a* < b*.

De la méme facon que pour un dioide de scalaires, 1’étoile d’une matrice
carrée A € D"*™, notée A*, est définie par A* = P,y A" avec par convention
A0 =

L’étoile de Kleene possede certaines propriétés dont les plus courantes ont
été regroupées dans le tableau 1.1 [BC75, p. 165]. On pourra en trouver les
preuves dans [Cot99, Lho03]. Ces propriétés sont valables Va,b € D.

(a*)* =a* e.l
a*a = aa* e.2
a(ba)* = (ab)*a e3
(ab*)* =e@ala D b)* e.d
(a®b)* = (a*b)*a* = a*(ba*)* = (a*b*)* e.b
(a®b)*=(a*®db)*=(a@b)* = (a*DV*)* | e.6

TAB. 1.1 — Formules impliquant 1’étoile de Kleene dans un dioide

Remarque 11. Un certain nombre d’identités classiquement formulées en al-
geébre linéaire restent vraies dans une structure algébrique de dioide, a un chan-
gement de notation prés. Ainsi [’élément a* est parfois appelé « quasi-inverse de
a » dans la littérature [GMO02]. Il ne correspond non pas & linverse de a mais
ce qui serait noté dans la structure algébrique usuelle [inverse de 1 — a. Quand
il est appelé quasi-inverse, a* est ainsi vu comme le développement formel, au
sens de 'algébre usuelle, de (e — a)~! si celui-ci est défini.

Théoréme 4. Soient (D, ®,®) un dioide complet et g : D — D une application
semi-continue inférieurement. On note

9 =1d,g' =gogo---og et g* =Py
— )
i fois €N

La plus petite solution de g(x) ® b=z est x = g*(b).

Démonstration :
— Vérifions tout d’abord que g*(b) est solution de I’équation g(z) b= :

a(g®) @b =g(P_, gi(b)) ®b

—EBeN ) @b
—ED>1 b) & Id(b) =

9" (b).

car g et @ sont s.c.i.
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— Ensuite, quel que soit x solution de g(z) ® b=z :

r=g(x)®b=g(g9(x)®b) Bb
=g} (x)®gb)®b

=g"(@)@g" tb)e---Dgb)db avecn > 1
29" )@ @ g(b) Db

On en déduit que toute solution de g(x)®b = x est supérieure ou égale a g*(b). O

Corollaire 1. Dans un dioide complet, l’équation x = ax®b admet x = a*b pour
plus petite solution. De méme, x = ba* est la plus petite solution de [’équation
Tz =2xa®b.

Les propriétés regroupées dans le tableau 1.1 sont vérifiées pour tout dioide
complet, y compris matriciel. Dans le cas matriciel, on a en particulier le résultat
suivant permettant de calculer 1’étoile d’'une matrice carrée décomposée en 4
blocs.

Théoréme 5. Soit A € D™*" une matrice partitionnée en quatre blocs

a a
A= (0 @m2)
a1 Q22
La matrice A* s’écrit alors :

* * * * * * *
ay; @ ajiaiz(azialars ® az)*asal; aja(aziaiaiz ® ag)*
(ag1af 012 ® ags)*asia}, (ag1a}1a12 ® a22)*

Démonstration : On renvoie le lecteur & [BCOQ92, page 204] pour la dé-
monstration de ce résultat. O

2X2 =2x1

Exemple 9. Soient les matrices A et B swivantes, avec A € 7 etBeZ

(3 e

La matrice A peut par exemple décrire le graphe de la figure 1.3.

On cherche a résoudre l’équation X = AX @ B, les calculs étant effectués
dans la structure algébrique Znin. En se basant sur le théoréme 4, on sait que
la plus petite solution X' est égale & A*B. Par calcul”, on trouve :

X' = @

On peut aisément vérifier que (i i) ® (Z) (S3) <z) est égal a X'.

min min °

7. grace a la bibliothéque minmaxgd pour Scilab, développée au sein du laboratoire
LISA [Har06]
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F1G. 1.3 — Graphe de précédence de la matrice A

1.2.3 Résolution d’inéquations particulieéres par résidua-
tion

Dans cette partie, nous allons introduire la théorie de la résiduation, dont
une référence essentielle est [BJ72]. Le lecteur pourra en trouver une synthese
dans [Coh98], ainsi que des rappels détaillés et des présentations approfondies de
son application aux dioides dans [CGT79, chapitre 10], [BCOQ92, section 4.4.2]
et [Gau92, section 0.5].

Cette théorie s’appliquant sur des ensembles ordonnés, elle est par consé-
quent aussi valable pour les structures algébriques de dioide.

Définition 23 (Résiduation, résiduation duale). Soient (D,®,®) et (C,D,®)
deux dioides complets et f : D — C une application isotone. f est une application
résiduable si Vb € C, la borne supérieure du sous-ensemble {x € D | f(x) < b},
notée f¥(b), existe et appartient a ce sous-ensemble. L application f* est appelée
la résiduée de f.

De méme, f est dualement résiduable si Vb € C, la borne inférieure du
sous-ensemble {x € C | f(x) = b}, notée f°(b), emiste et appartient a ce sous-
ensemble. L’application f° est appelée la résiduée duale de f.

Le théoreme suivant fournit une caractérisation des applications résiduables
et dualement résiduables.

Théoréme 6. Soient f et g deur applications respectivement résiduable et dua-
lement résiduable. f* et g° sont les uniques applications isotones respectivement
s.c.s. et s.c.i. vérifiant :

foff<Ide et ffofi=1dp (1.2a)
gog’ =1de et ¢’ og=<Idp (1.2b)
ou Ide et Idp sont les applications identité des deux ensembles ordonnés concer-
nés.

Démonstration : Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce théo-
reme dans [BCOQ92, section 4.4.2]. O

Une condition nécessaire et suffisante de I’existence de la résiduée et de la
résiduée duale d’'une application dans les dioides est fournie par le théoréme qui
suit.

Théoréme 7. Soient (D, ®,®) et (C,D,®) deuzx dioides complets dont les plus
petits éléments respectifs sont ep et ec et les plus grands éléments respectifs sont
Tp et Tp. L'application isotone f : D — C est résiduable si et seulement si f
est s.c.i. et f(ep) = ec. Cette méme application f est dualement résiduable si
et seulement si f est s.c.s. et f(Tp)=Tec.
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Démonstration :

— Si f est résiduable, 'ensemble {z € D | f(z) < ec} admet un plus grand
élément x( et, par isotonie de f, f(ep) < f(zo) <X e¢. Comme, d’autre
part, f(ep) = ec, on en déduit f(ep) = ec. Montrons alors que f est
s.c.i. Comme D et C sont des ensembles complets et f est isotone, on a
pour tout A C D : f(@,ca®) = B,eq f(x). Soit f% la résiduée de f. En
utilisant les inégalités (1.2) et le fait que f* est isotone :

H(D,e47) < H( D,k oI 0) < 128 (D, S 0) < DS

ce qui démontre que f est s.c.i.

— Réciproquement, si f(ep) = ec¢, alors Vb € C, ensemble X = {z € D |
f(x) < b} est non vide. On a Vo € X, f(x) < b, et donc P, f(z) < b
L’application f étant par hypothése s.c.i., on en déduit que la somme
des solutions (€D,cy ) appartient aussi & X. C’est bien la plus grande
solution et f est résiduable.

La preuve de la deuxieme partie du théoréme concernant les applications

dualement résiduables est similaire. ]

Corollaire 2. Les applications Ly : © — ax et R, : © — xa, définies sur le
dioide complet D, sont toutes les deux résiduables, car elles sont s.c.i. (le dioide
D est complet par hypothése) et e est absorbant pour le produit (L,(e) = a®e =
e =c®a = Rq(c)). Leurs résiduées sont généralement notées L}, = ayz = & et
R} = xda = > respectivement.

Ainsi agb et bfa sont respectivement les plus grandes solutions des inéqua-
tions ax < b et xa <X b.

Les applications L, et R, possedent certaines propriétés, qui ont été regrou-
pées dans le tableau 1.2. On pourra en trouver les preuves dans [BCOQ92, pp.
180 — 182]. Ces propriétés sont vraies pour tout dioide complet (D, d,®) avec
a,b,x €D.

Exemple 10 (Partie entiere). L’injection canonique Inj:Z — R est résiduable
et dualement résiduable. Elle admet pour résiduée Inj* et résiduée duale Injb
les applications « parties entiéres » pour lesquelles les valeurs sont respective-
ment arrondies a l'entier inférieur et supérieur. Habituellement, on utilise les
notations suivantes Inj*(z) = || et Inj’(z) = [z].

Considérons maintenant les applications de certains des résultats précédents
a des vecteurs et des matrices.

Lemme 1 ([BCOQ92, page 196]). Soient deux vecteurs X et Y définis dans
le dioide complet D™ et la matrice A € D™*". Les inéquations AX <Y et
XA XY admettent alors respectivement pour plus grandes solutions la résiduée
du produit & gauche ARY et la résiduée du produit a droite Y4 A, avec Vi, j €
[1,n] :
n n
(ARY); /\ Ajixy;) et (YA); /\ (v Aji)-

Jj=1 Jj=1
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Ainsi par exemple, Uopération ARY revient en quelque sorte & réaliser le
produit (& gauche) d’un vecteur Y par la matrice A ou la multiplication a été
remplacée par la division (& gauche) et I’addition par la borne inférieure. Pour
faciliter les calculs, on utilise la propriété p.1 indiquant que l'opération § est

T Ay T Y T Ay x Y
2 = A — = — A= p-1
a a a a a a
28y, &y |28y Ty |,
a a a a a a
x z T z 2 5
_— = = — —_— = — — .
a®b a b ad®b a b P
z o T T 2 @x 4
— — — —_— — — .
aNb " a b aNb " a b P
T T
a— X T —axx p-5
a a
ax Ta
R — = p.6
a a
ax Ta
a— = ax —a = xa p.7
a a
a(ayx) _z (zéa)a _z D8
a a a a
ER N O T I
ab b ba b
ajx _ x¢b xda _ byx .10
b a b a
T T T
b— = — b — A1
a agb P bya P
Zpg 20 bl < 2L p.12
a a a a
T x @ ab x x @ ab
—Pbg ——— — b ——— | p.13
a a a a

distributive par rapport a A.

Exemple 11. Ainsi, d’aprés le lemme 1, quand le dioide considéré est Zimax,

on a :

Le lemme qui suit vise & définir les divisions entre matrices a coefficients dans
un dioide D. Mais avant cela, nous devons introduire les produits matriciels a

(ARy); = min (—Aj; +y;).

J€E[1,m]

gauche et a droite d’une matrice A, notés L4 et R :

Rar : DVP — DIX"

La: DPX4 — D74

X— AX

(A € D<P)

TAB. 1.2 — Formules impliquant la division dans un dioide

X— XA

(A € D)
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Lemme 2. Soient les matrices B € D"*9 et B’ € DI*™. D’apres le lemme 1,
les inéquations AX < B et XA' < B’ admettent L%(B) et R, (B') comme plus
grandes solutions respectives. Les coefficients de ces matrices s’obtiennent par
les relations :

n

(A%B);; = N\ (ArkBu;) et (B'JA))y; = |\ (BpdAly)
k=1 k=1

Remarque 12 ([Cot99]). Les ensembles de définition de L et Ras ne peuvent
pas, 4 premiére vue, étre considérés comme des dioides matriciels (car le produit
de matrices n’est pas toujours une opération interne). Pour que ces applications
puissent étre vues comme étant définies sur des dioides complets (matriciels),
il faudrait en fait considérer le dioide matriciel D™*™, ot m = max(n,q,p).
L’ensemble des matrices D™*? est alors vu comme un sous-ensemble de D™*™
de matrices dont certaines lignes et/ou colonnes sont remplies d’éléments € de
D. L’inconvénient de cette écriture réside alors dans la manipulation de ma-
trices pouvant étre principalement constituées de valeurs nulles (au sens de D),
notamment lorsqu’on manipule des vecteurs. On s’autorisera donc par la suite
Uécriture simplifiée des applications L4 et Ras ot les matrices X, A et A’ consi-
dérées ne sont pas nécessairement de méme taille, mais de tailles compatibles
pour le produit de matrices. On gardera tout de méme a esprit la possibilité de
tout récrire dans un dioide matriciel D™*™.

1.3 Structures particulieres de dioides

Plusieurs extensions aux dioides définis dans la section 1.1 sont utilisées en
fonction des besoins. Bien entendu, tous les résultats énoncés dans la section
précédente s’appliquent aux cas particuliers que nous allons présenter.

La premiéere extension définit la notion de polynomes, basée sur celle de séries
en un nombre fini de variables. Elle permettra dans les chapitres suivants, tout
comme en automatique classique des systémes discrets avec la transformée en z,
de regrouper en un seul et unique élément la dynamique générale d’un systéme
stationnaire, au lieu d’étudier son comportement pour chaque valeur possible
de ses entrées.

La seconde définit la notion d’intervalle pour les dioides et présente comment
réaliser des calculs aux bornes. Nous montrerons par ailleurs que la théorie de
la résiduation s’applique aussi dans cet ensemble ordonné.

1.3.1 Les dioides de séries formelles

A partir d’un dioide D, nous pouvons considérer ensemble des séries for-
melles en une ou plusieurs variables a coefficients dans D. Par hypothése, nous
n’envisagerons que des variables commutatives (par exemple, pour des variables
z1 et o, T122 et Tox1 seront considérés identiques). Les exposants des variables
sont généralement pris dans les ensembles N ou Z.

Les références de base dans ce domaine sont [BR84, Fli72] pour les séries
a coefficients dans un demi-anneau et un anneau. Le cas des dioides est assez
spécifique et on doit ’essentiel des résultats dans ce contexte aux travaux de
Pierre Moller [Mol88] et de Stéphane Gaubert [Gau92].
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Définition 24 (Série formelle). Soient (D, ®,®) un dioide et f : ZP — D une
application. Pour k = (k1,--- ,k,) € ZP, f(k) représente le coefficient de I’élé-
ment [L']fl -~-x§", ot les x1 4 x, sont p variables (commutatives) a coefficients
dans D que l'on regroupera en la variable x. On définit la série formelle F en
les p indéterminées x1 a x, par :

F(z)= P flk)alt - afr.

keZr

Définition 25 (Dioide de séries formelles). L’ensemble des séries formelles en
les p indéterminées x1 d x, forme un dioide, noté D]x1,--- ,xp], s’ est muni
des deux lois @' et ® suivantes :

F(z) @ G(z) 2 @ [f(k) @ g(k)]af* -l et

keZr

Fa) & G() & @ [Bg,_, 10 @ 90) |2l -y,

kezp

ou B est 'addition de vecteurs, coefficients a coefficients. L’élément neutre de la
loi @ est la série notée € pour laquelle tous les coefficients des variables valent
e, pour tout k et I’élément neutre de la loi @' est la série e dont le coefficient

des variables x9 - - -xg vaut e € D et € autrement.

Définition 26 (Support, degré, mondéme et polynéme). On appelle support
d’une série formelle F(z) & p variables l’ensemble Supp(F(z)) = {k € ZP |
f(k) #€}. Le degré d’une telle série, noté deg(F (x)) est la borne supérieure de
son support.

Un mondéme est une série formelle dont le support se réduit da un single-
ton et un polynome est une série formelle dont le support est fini. L’ensemble
des polynémes formels D[x1,-- - ,xp] est un sous-dioide de D[z, --- ,xp] (cf. la
définition 14).

Définition 27 (Série rationnelle). Le sous-dioide D" [x1,--- ,xp] des séries ra-
tionnelles est le plus petit sous-dioide de D[z1,--- ,x,] qui contient les poly-
nomes Dlx1,--- ,xp] et qui est stable pour les opérations @, @ et *.

Tout élément de D" [x1, - - - , x,] s’écrit donc comme une expression finie de
sommes, produits et étoiles de polynomes.

Proposition 1 (Complétude). SiD est complet, alors D[x1,--- ,x,] Uest éga-
lement.

1.3.2 Les dioides d’intervalles

L’analyse par intervalles dans un demi-anneau idempotent a été proposée ini-
tialement par Litvinov et Sobolevskil dans leur article [LS01]. Ils y ont montré
que les solutions d’équations basées sur des intervalles dans un dioide peuvent
étre calculées en un temps plus rapide que dans ’analyse par intervalles clas-
sique, en temps polynomial en 'occurrence®. Ces travaux ont été repris par

8. bien entendu, ces deux modeles, basés sur deux structures algébriques différentes, ne
représentent pas les mémes problémes. Un changement de modélisation ne change pas la
complexité d’un probleme
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Mehdi Lhommeau pour la synthese de controleurs robustes, utilisés sur des sys-
témes présentant des incertitudes [LHCJ04, Lho03]. Nous présentons dans cette
partie la construction d’'un dioide d’intervalles et montrons notamment que la
théorie de la résiduation s’applique dans le cadre de ces dioides aussi.

Définitions et propriétés

Définition 28 (Intervalle). Un intervalle fermé dans le dioide D est un en-
semble de la forme x = [g, f] ={teD|z<xt=<xT} ouzx et T, appartenant au
dioide D, sont appelées respectivement borne inférieure et supérieure de l’inter-
valle x.

Remarque 13 (Intervalle dégénéré). Un intervalle x pour lequel x = T est
appelé un intervalle dégénéré. Ce type d’intervalles permet de représenter des
éléments sans incertitude.

Remarque 14. Soient x et 'y deux intervalles. On dira que x C'y si et seule-
ment Sty KT XT Y. En particulier, XxX=yezr=yeT=7.

Théoréme 8 (Dioide d’intervalles). Soit (D, ®,®) un dioide. L’ensemble I(D)
des intervalles fermés de D muni des opérations & et ® définies par x Dy =
[@@y,f@ﬂ] LetxQy = [&@g, E@@] ,Vx,y € I(D) est un dioide. Les intervalles
e = [¢,¢] et e = [e, €] sont respectivement les éléments neutres des opérations o
et ®.

Démonstration : Comme z < T et Y < 7, on a toujours :

5]

zDYsTDY.
Par ailleurs, grace a I'isotonie de ®, on peut remarquer, toujours pour £ < T
et y XY, que:
TRYSTRY.

L’ensemble I(D) est donc fermé pour les opérations @ et ®. De plus, on
vérifie aisément que :

— (I (D), @) est un monoide commutatif et idempotent, qui admet pour élé-

ment neutre € = g, £].

- (I(D), @) est un monoide, qui admet pour élément neutre e = [e, e].

— Le produit & est distributif & droite et & gauche sur la somme &.

— € est absorbant pour le produit &.
Par conséquent, I(D) est un dioide (conformément & la définition 13, page 21). O

Définition 29 (Relation d’ordre). L’opération @ induit une relation d’ordre
canonique <y(py dans le dioide 1(D) :

a <r(p) beb=adboa=<pbeta=<ph.
Théoréme 9 ([LS01]). Pour toutx,y € I(D), lintervallex &y (respectivement

X ®@y) est le plus petit intervalle de I(D) contenant l'ensemble {x®y |z € x,y €
v} (respectivement {x @ y | x € x,y € y}).
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Démonstration : On considére l'intervalle z de I(D) tel que {z dy |z €
X,y €y} Cz Onaalorsz®y € {zPy|rex,yey} CzetTPY € {zPy |z €
X,y €y} C z. Ainsi, z < TRyt TOY<Z, Cest-a-dire 2 2BY<THY < 2.
Ce qui signifie que l'intervalle [g S y,T P ﬂ] = x®y C z. Autrement dit,
Iintervalle [@ DY, T D @} est contenu dans tout intervalle contenant 1’ensemble
{roy|lrzexyey} Caz.

Soitt e {zdy|rex,ycy}tCzetxex,y€eytelsquet=axdy. Dapres
la définition d’un intervalle, x < * < T et y < y < ¥. De plus, comme dans un
dioide la loi @ est compatible avec ordre, on peut écrire z@®y < 2@y < TOF. Ce
qui signifie que t € [z®y, TdY|, C’est-a-dire {z®y | x € x,y € y} C [zdy, TBY].

On peut donc conclure que [g@ Y, f@@] est le plus petit intervalle contenant
lensemble {x Dy | = € x,y € y}.

Pour la loi ®, la démonstration est analogue. O

Remarque 15. Le théoréme précédent est important puisqu’il montre que les
opérations
xQy={zdy|rzex,ycy}et
xQy={r@y|rexycy}
peuvent étre représentées en utilisant seulement les bornes des intervalles x et
y. On peut alors donner du sens a une expression comme

a®bd®c®a,

pour tous a € a, b € b et ¢ € c, puisque lU'on sait que le résultat de cette
expression appartient ¢ l'intervalle a @ b ® c ® a. Autrement dit, 'ensemble {a®
b@c®ala€a,beb,céec} estinclus dans Uintervalle [(a®b) ® (c® a), (@ ®

b) @ (coa).
On peut étendre naturellement les applications isotones au dioide des inter-

valles I(D). En considérant I’application f isotone, I'image par f d’un intervalle
X est donné par :

f(x) = {f(2) | © € x}.
Comme la fonction f est isotone, on peut calculer les valeurs de f(x) directement
& partir des bornes de lintervalle x, c’est-a-dire f(x) = [f(z), f(T)].

Théoréme 10. Les applications isotones conservent l'inclusion d’intervalles.
C’est-a-dire, soit Uapplication £ définie sur I1(D), on a :

x Cy=f(x) Cf(y).

O

Définition 30. Soient D un dioide complet et {x,} un sous-ensemble infini de
I(D). La série infinie des éléments de ce sous-ensemble est définie par :

O = [D, 2., 7] w
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Théoréme 11 ([LS01]). Un dioide I(D) est complet si le dioide D lest.

Démonstration : Si D est complet, alors 'intervalle @xa défini par (1.3)
[e3%

appartient & I(D). La complétude de D implique aussi, pour un ensemble vide
X C I(D), que @X =cet y® (@X) = (@X) ®y = €,¥y € I(D). Consi-
dérons maintenant le sous-ensemble non vide X = {x,} de I(D), on vérifie
aisément la propriété de distributivité infinie :

—

75 (@.x) = |B,05 50,05 7)] - Divixa)
De méme, (@axa)<§>y = @(xa@)y),Vy € I(D). Ainsi le dioide I(D) est com-
plet si le dioide D est compl%t. O

Résolution d’équations et d’inéquations dans le dioide I(D)

La résolution d’équations et d’inéquations dans les dioides d’intervalles sera
également un probleme central de nos études. Comme nous le montrons ci-
dessous, 1’étoile de Kleene est aussi définie dans les dioides d’intervalles et la
théorie de la résiduation s’applique également & ces dioides.

Remarque 16. On sait par construction (d’aprés le théoréme 8), que le dioide
d’intervalles I(D) est fermé vis-d-vis des opérations & et ®. Ainsi [’étoile de
Kleene admet une extension naturelle dans les intervalles et elle vaut par défi-

nition x* £ ®i€NXi = [@ieNf,@ieNT} = [2*,7"] , avec x" = e

Théoréme 12. Soit un dioide D complet. L’application Ly : I(D) — I(D),x +—
a®x est résiduable et sa résiduée est donnée par L (b) = agb = [akbAayb, axb].
De méme, Uapplication Ry : I(D) — I(D),x +— x®a est résiduable et sa rési-
duée est donnée par R (b) = a;b = [bda A bda, bial.

Démonstration : La démonstration de ces résultats, qui nécessite la défini-
tion du dioide de couples Cy(D) ainsi que celle de la restriction du domaine ou

du codomaine d’une application, pourra étre trouvée dans [LHCJ04] ou [Lho03,
section 4.3.1]. O

Extension matricielle

Dans cette partie, on généralise les définitions et les régles précédentes concer-
nant les dioides d’intervalles au cas matriciel.

Définition 31 (Matrice d’intervalles). Une matrice d’intervalles A a m lignes
et n colonnes est définie par :

aii Aaiz °°  Ain
a1 a2 ' Az2n

Aml aAm2 ** Qmn
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ot les ay; sont des éléments de I(D). L’ensemble des matrices d’intervalles a m

lignes et n colonnes sera noté (I(D))mxn.
Les matrices A = (a;;) et A = (a;;) sont appelées respectivement la matrice
inférieure et supérieure de la matrice d’intervalles A.

Remarque 17. Si I(D) est un dioide, alors (I(D))an peut étre muni d’une

structure de dioide (voir Uexemple 6, page 21). La somme & et le produit &
d’intervalles s’étendent naturellement au dioide des matrices d’intervalles.

Remarque 18. En considérant [’ordre canonique partiel, il est possible de don-
ner une autre description des matrices d’intervalles. En effet, la matrice A €
(I(D))an correspond aussi @ Uintervalle [A, A] = {B € D™*" | A< B < A}
pour A et A appartenant d l’ensemble D™*™.

Ces deux descriptions peuvent sembler différentes. En effet, pour la premiére
description, on a A € (I(D))mxn, alors que dans la deuxieme, A = [A,m €
I(D™*™). Il est possible de montrer que l’application A € (I(D))an — [4,4] €

I(D™*™) est un isomorphisme entre les dioides (I(D))an et I(D™*™). Cet
isomorphisme est évident en considérant le théoréme 9. En effet, il implique que
les sommes et produits de matrices d’intervalles sont réduits d la somme et le
produit de leurs matrices inférieures et supérieures.

1.4 Bilan

L’ensemble des théories nécessaires a nos contributions ont été parcourues
dans ce chapitre introductif. C’est a la lumiére de ces théories que nous étu-
dierons les systémes présentant différents types de conflits dans les chapitres
suivants.

Une définition essentielle de ce chapitre est celle de la structure de dioide, qui
est la base algébrique fondamentale de nos travaux. Le formalisme des dioides
est intéressant car il permet de représenter de maniere linéaire les phénomenes
de synchronisation, tres présents dans les systemes manufacturiers de produc-
tion qui sont au cceur de nos études. Ces derniers présentent pour la plupart
des zones de conflit & résoudre en temps réel, ce qui ne permet pas de caracté-
riser leurs comportements de maniére exacte  priori. A cause de ce caractére
imprévisible, nous serons obligés de considérer les pires et meilleurs cas pos-
sibles, englobant le comportement effectif des systemes abordés. Nous serons
donc amenés a manipuler des intervalles de comportements.

Le chapitre suivant décrit comment appliquer ces différentes théories a I’étude
de systémes dynamiques a événements discrets. En particulier, nous chercherons
a représenter des systemes sous forme graphique, basée sur le formalisme des
réseaux de Petri (et plus particuliérement celui des graphes d’événements tem-
porisés). Ensuite nous verrons comment ces graphes peuvent étre représentés
dans des dioides appropriés.



Chapitre 2

Modeles et systemes
linéaires

Les recherches en théorie des systémes ont permis d’obtenir un vaste en-
semble de résultats pour 'analyse des systemes, qu’ils soient linéaires ou non. En
particulier, les systémes non linéaires sont souvent considérés par le biais d’un
modele linéaire les approchant, ou du modele linéarisé équivalent. Mais cette
démarche n’est pas toujours possible, comme pour les systemes dynamiques a
événements discrets ! (SDED ou, plus simplement, SED). Ces systémes, pour
la plupart de conception humaine, présentent un certain nombre de synchro-
nisations qui sont, par essence, non linéaires dans les structures algébriques
habituelles. Trois champs d’application sont particulierement importants :

— Les systémes manufacturiers de production (ateliers flexibles, lignes d’as-
semblage), comme ceux étudiés par I’équipe de Guy Cohen dans [CDQV83,
CDQV85al.

— Les réseaux de communication (réseaux informatiques), pour lesquels un
ouvrage de référence est [LBTO1].

— Les systémes de transport (routiers, ferroviaires ou aériens), dont des
études dans les structures algébriques de dioides peuvent étre trouvées
dans [LMQO01, HOvdWO05, Hou06, CATBMO09].

Néanmoins, il a été mis en évidence, des les années 60, que parmi les systémes

a événements discrets, ceux mettant en jeu des phénomeénes de synchronisations
et de délais peuvent étre modélisés de facon exacte dans des structures algé-
briques particulieres : les dioides, que nous avons présentés dans le premier
chapitre [CG60, CG62].

Ce deuxieéme chapitre a pour but de montrer comment, dans ce contexte
algébrique particulier, sont transposés certains concepts et résultats de la théo-
rie des systémes dynamiques. La premiere section présente le formalisme des
réseaux de Petri (RAP), qui peuvent étre exprimés sous forme de graphes et
qui permettent de capturer la dynamique du comportement de SDED. Il existe
plusieurs sous-classes de RAP, dont les graphes d’événements temporisés (GET),
qui ne permettent pas de représenter de conflits. Cependant, ces derniers pré-
sentent la particularité de pouvoir étre retranscrits dans des dioides appropriés,

1. cette appellation a été utilisée pour la premiére fois par Ho et Cassandras dans leur
article [HC80]
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et vice versa, comme nous le verrons dans la section suivante. On peut donc
systématiquement disposer d’un modéle analytique correspondant 4 un GET. A
la fin de cette section, nous présentons la sémantique de graphes d’événements
dont les temporisations sont incertaines mais dont les ensembles de possibili-
tés sont connues. On peut donc les encadrer dans des intervalles et conserver
cette transposition possible vers une représentation analytique, dans un dioide
d’intervalles cette fois-ci.

Le marquage instantané des places d’'un RAP temporisé est souvent le modele
retenu pour définir les états de ce RAP. Cependant il existe d’autres représenta-
tions d’états possibles, en s’intéressant non plus aux places mais aux transitions
d’un RdP, par exemple via les dates de leurs tirs successifs, ou le nombre de
fois ou ces dernieres sont tirées, a une date donnée. La deuxieme section de
ce chapitre expose ces deux approches et montre comment 1’on peut systéma-
tiquement représenter des SED sous une forme récurrente canonique. Puis, en
référence a la théorie du signal, le comportement entrée-sortie de systémes sera
considéré comme une réponse & des impulsions (en Poccurrence, des événements
en entrée, comme l'arrivée de matiéres premieres). Enfin, est exposée la maniére
de représenter des SED sous forme de fonctions ou de matrices de transfert, afin
de synthétiser leurs comportements entrée-sortie.

Pour finir, dans la section 2.3, nous abordons la notion de composition de
systemes ; c’est-a-dire les différents liens possibles entres des systémes identifiés,
et permettant de former des systemes plus complexes.

2.1 Modélisation graphique de systémes a évé-
nements discrets

Les réseaux de Petri (RAP) sont un formalisme privilégié pour 1’étude des
propriétés qualitatives d’un systéme complexe [Mur89]. On peut citer la détec-
tion d’interblocages, la bornitude, la vivacité et I’accessibilité d’état d’'un RdP.
Cependant dans notre étude, nous nous intéressons plutoét aux propriétés quan-
titatives qui peuvent exister entre les différentes places et/ou transitions d’un
RdP. Il s’agit d’établir des relations entre elles, qui pourront aisément étre for-
malisées dans un dioide approprié. Nous traiterons plus particulierement une
sous-classe de réseaux de Petri : les graphes d’événements. Nous verrons qu’il
est possible de considérer ’écoulement du temps dans des RAP dit temporisés,
puis étudierons le cas de temporisations incertaines.

2.1.1 Les réseaux de Petri

Le concept des réseaux de Petri (RAP) a été introduit par Carl Adam Petri,
dans le cadre de la théorie des automates, dans sa thése de 1962 [Pet62]. Ces
réseaux constituent des modeles tant graphiques que mathématiques dont le but
est la représentation du comportement de systémes dynamiques a événements
discrets. Ce formalisme a re¢u un bon écho de la part de la communauté scienti-
fique et de trés nombreux travaux de recherche utilisant les RAP ont été menés
ces 40 derniéres années. Nous pouvons citer en particulier les références biblio-
graphiques qui ont servi & la rédaction de cette partie : [DA89, Mur89, Dia01].

Les RAP ont d’abord été utilisés dans un contexte ou I’écoulement du temps
n’intervenait pas. Les logiciens et les informaticiens les employaient pour vérifier
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des propriétés structurelles des systemes, comme par exemple vérifier qu’au-
cune situation de blocage ne pouvait apparaitre dans le déroulement d’une
séquence d’instructions. Une utilisation concrete des RAP pour étudier les sys-
témes de production ne remonte qu’aux années 80 [DS83, CMQV84, CDQV85a,
CMQV89]. Auparavant, on privilégiait des diagrammes de flux de type PERT 2
[Gia88, Chapitre 4]. Situant nos travaux dans le domaine de la productique,
nous cherchons tout particulierement a déterminer la quantité de biens produits
durant un certain laps de temps.

Les systémes qui font 'objet de nos études pourront étre considérés aussi
bien selon le point de vue algébrique que graphique; les deux représentations
sont équivalentes. On sera ainsi amenés a manipuler des matrices semblables &
des matrices d’adjacence 3 du graphe représentant le systéme. Dans ces matrices,
chaque ligne et chaque colonne représente une transition du graphe. Les coef-
ficients valent 1% s’il existe une place entre les deux transitions concernées par
ce coefficient ou 04 sinon. Inversement, on peut associer a toute matrice carrée
un graphe valué orienté, appelé « graphe de précédence » (cf. 'annexe A.3.1).

Définitions et notations

Définition 32 (Réseau de Petri). Un réseau de Petri est un quadruplet R =
(P, T,Pré,Post) ot :

— P est un ensemble non vide et fini dont les éléments sont appelés places;

— T est un ensemble non vide et fini d’éléments appelés transitions ;

— Pré: PxT — N est une application d’incidence avant : Pré(p,t) contient

la valeur entiére associée a l'arc allant de p a t;
— Post : P xT — N est une application d’incidence arriére : Post(p,t)
contient la valeur entiére associée a l'arc allant det a p;

Un RAP peut étre représenté par un graphe biparti orienté et valué dont les
sommets sont soit des places issues de l’ensemble P, soit des transitions issues
de l’ensemble T. Un arc relie une place p a une transition t si et seulement
si Pré(p,t) # 0. De méme, un arc relie une transition t d une place p si et
seulement si Post(p,t) # 0. Les valeurs non nulles des applications Pré et Post
sont associées aux arcs® comme valuations ou pondérations (sans indication
contraire sur les arcs du graphe, la valeur par défaut est 1). On représente
généralement une place par un cercle et une transition par un rectangle.

Définition 33 (Marquage). Le marquage M d’un réseau de Petri est une ap-
plication M : P — N. La quantité M(p) détermine le marquage de la place
p. Un réseau de Petri marqué est déterminé par le couple (R, Mg) formé d’un
réseau de Petri R et d’un marquage initial My.

Un marquage d’un réseau de Petri se caractérise de maniére graphique par
la présence de M(p) jetons en chaque place p.

Exemple 12. Un exemple de réseau de Petri marqué sous forme graphique est
donné par la figure 2.1.

2. de Pacronyme anglais “Program (ou Project) Evaluation Review Technique”

3. pour étre précis, ce sont des sous-parties de la matrice d’adjacence, car elles n’indiquent
que les liens existant entre des partitions de ’ensemble des transitions. Cf. la notation 4,
page 43

4. au sens de la structure algébrique utilisée, comme nous le verrons ultérieurement

5. le graphe étant biparti, il n’y a pas d’arc joignant une place & une place ou d’arc joignant
une transition & une autre transition



Page 40

Les ensembles des places et des transitions sont ici P = {p1,p2,p3} et T =
{t1,ta,t3,t4}. On a par ailleurs :

Pré(pi,t1) =1 Post(py,tz) =1
Pré(pa,t2) =1 Post(ps,t1) =1
Pré(ps,t3) =1 Post(ps,ty) =1
Pré(ps,ts) =1 Post(pa,tsz) =1

"V
CH2

FiG. 2.1 — Exemple de RdP marqué

Tir des transitions

La dynamique d’un RdP est liée aux tirs de ses transitions. Ces tirs consom-
ment et génerent des jetons. L’évolution au cours du temps des marques des
places dans un réseau de Petri définit son comportement dynamique.

Définition 34 (Transition franchissable). Etant donné un réseau de Petri R
et un marquage M, on dit que la transition t € T est franchissable pour M si
lUon a :

Vp € P, M(p) > Pré(p,t).

Lorsque cette condition est satisfaite, Pactivation (on dit aussi « le tir ») de
la transition ¢ conduit & un nouveau marquage M’ défini, Vp € P, par :

M'(p) = M(p) — Pré(p,t) + Post(p, t).

Ainsi par exemple, en reprenant le cas du réseau de la figure 2.1 et en partant
du marquage My = (0,1,0) (c’est-a-dire M(p1) = M(p3) = 0 et M(p2) = 1),
on atteint par tir de la transition ¢; le marquage My = (1,0, 0) ; puis & partir de
My, par tir de la transition ¢3, on obtient la marquage My = (0,1, 0) et ainsi de
suite. Concretement, ’activation d’une transition provoque le retrait d’'un jeton
dans chaque place amont de cette transition et un jeton est placé dans chacune
de ses places aval®. Sur la figure 2.2, on peut voir les évolutions possibles du
marquage du réseau de Petri.

6. dans le cas de RAP généralisés, c’est-a-dire quand les valeurs de Pré(p,t) et de Post(p, t)
peuvent étre supérieures & 1 (on parle dans ce cas d’arcs pondérés), le nombre de jetons retirés
ou placés correspond aux valeurs des arcs concernés
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FIG. 2.2 — Evolution du marquage d’un réseau de Petri

On peut donc considérer ce RAP comme un systéme, par exemple industriel,
ou 2 taches a et b utilisent une méme ressource réutilisable. Un jeton dans la
place po signifie que la ressource est disponible. Un jeton dans la place p; (res-
pectivement p3) signifie que la tache a (resp. b) dispose de la ressource commune.
Le tir de la transition to est ’événement correspondant a la réservation de la
ressource par la tdche a. De méme, la transition ¢4 correspond a la réservation
de la ressource par la tache b. Les événements associés aux transitions t; et t3
concernent la restitution de la ressource, par I'une ou 'autre des taches.

Plus généralement, Vp € P,Vt € T, en introduisant la matrice d’incidence
avant W~ = [Pré(p, t)], la matrice d’incidence arriere W+ = [Post(p, t)] et la
matrice d’incidence W = WT — W™, tout en considérant une séquence S de
franchissement réalisable & partir d’un marquage M, il est possible de donner
I’équation fondamentale suivante :

M =M+W.S, (2.1)

ou ? est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissement S, c’est-a-
dire un vecteur dont la dimension est égale au nombre de transitions du réseau
de Petri et dont la composante numérotée j correspond au nombre de franchis-
sements de la transition ¢; dans cette séquence. Ainsi, en reprenant le RAP de
I’exemple précédent, si I'on tire les transitions t4 puis t3, le vecteur caractéris-
tique S est & égal & (0,0,1,1).

Remarque 19. L’équation fondamentale (2.1) traduit la dynamique de fonc-
tionnement du réseau de Petri.

Ensemble des marquages accessibles

Soit P = (R, M) un RAP marqué. L’ensemble des marquages accessibles de
P, noté A(P), est 'ensemble des marquages que 1'on peut atteindre a partir du
marquage initial My par une séquence de franchissement S. On peut, lorsque
cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’un graphe. Les sommets de
ce graphe correspondent aux différents marquages accessibles de A(P). Un arc
orienté relie deux sommets M; et M; s’il existe une transition ¢ franchissable

permettant de passer d’'un marquage & un autre, ce qui se note M; 4 M;.
Ainsi, on peut noter plus formellement ’ensemble A(P) de la maniére suivante :

A(P) = {M; | 38, Mo > M;}.
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La figure 2.3 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau
de Petri de la figure 2.1 avec un marquage initial My = (0,1,0). On peut noter
la ressemblance entre cette figure et la présentation des marquages possibles de
la figure 2.2.

FiG. 2.3 — Exemple de graphe des marquages accessibles

Synchronisations et concurrences

Le formalisme des réseaux de Petri est suffisamment puissant pour permettre
de représenter, de facon fine et précise, une grande variété de comportements
de systemes réels mettant en jeu des phénomenes de concurrence et de synchro-
nisation. Sur la figure 2.4, nous avons représenté quatre motifs de réseaux de
Petri permettant de les décrire.

— La figure 2.4 (a) représente une structure nécessitant un choix. La place p;

a deux transitions aval, notées t1 et to. Formellement, cette situation arrive
si la proposition suivante est vraie : Ip € P, Pré(p,t1) x Pré(p,ta) # 0.
Le tir de t; ou de t5 consomme le jeton de la place p; et exclue donc le
tir de lautre. Une telle configuration permet de modéliser un phénomene
de concurrence a la consommation, comme par exemple le partage d’un
processeur entre des taches concurrentes dans un systéeme informatique ;

— la configuration de la figure 2.4 (b) permet quant & elle de modéliser une
concurrence a l'apport de jetons dans une place, ici p; ;

— le motif de la figure 2.4 (c) représente un phénomene de rendez-vous. La
transition ¢; n’est franchissable que lorsque les places p; et po contiennent
toutes les deux au moins un jeton;

— dans la structure de la figure 2.4 (d), 'apport de jetons dans les places p; et
p2 est synchronisé par le tir de la transition £; et permet, par exemple, de
modéliser I'initialisation simultanée de différentes taches dans un systéme
a événements discrets.

D1 tl—l— fy —— D1 i D2 ; ty ——
O % Q\JO N

h _“r/ t2\_\r p1©

(a) Concurrence & la  (b) Concurrence & la  (c) Synchronisation dans (d) Synchronisation
consommation production la consommation dans la production

F1G. 2.4 — Concurrences et synchronisations dans les RdP
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Transitions source et puits

Définition 35 (Transitions source et puits). Une transition sans place amont
est dite transition source et une transition sans place aval est dite transition
puits.

Une transition source sera considérée comme pouvant étre tirée par « le
monde extérieur ». La fréquence de tir d’une telle transition est généralement
liée a une loi constante ou probabiliste modélisant la période d’arrivée d’un
élément en entrée du systeme. Ceci permet 'apport de jetons dans le RAP. On
fait donc abstraction de tout ce qui peut se passer autour du systéme.

A Topposé, on considére qu'une transition puits délivre des jetons & Iex-
térieur du réseau de Petri. Vis-a-vis du systéme modélisé, une telle transition
correspond a une sortie. C’est I'influence du systéme sur le monde extérieur.

On supposera de plus que seules les transitions (et non les places) peuvent
étre des puits ou des sources. Cette hypothese n’induit pas de perte de généralité
puisque rien n’empéche d’ajouter une transition en amont ou en aval d’une place
source ou puits [Mur89]. Par ailleurs, on considérera éventuellement des systémes
possédant plusieurs transitions puits et/ou sources. En fonction du cas modélisé,
nous utiliserons la dénomination anglaise correspondante (“Single in” /“Multiple

in” — “Single out”/“Multiple out”), et nous les appellerons donc des systémes
“SISO”, “SIMO”, etc.

Notation 4 (Partitionnement des transitions). Afin de distinguer les différents
types de transition d’un RdAP, on aura souvent recours da la partition

T=UUXUY, avecUNXNY =1,

ou

— U désigne l’ensemble des transitions sources;

— X désigne l’ensemble des transitions internes;

— Y désigne ’ensemble des transitions puits.
On notera t; une transition appartenant indifféremment a l'un de ces trois sous-
ensembles. On désignera plus spécialement par u; € U (respectivement xj € X
et y; € V) une transition source (resp. interne et puits), pour j € [1, Card(U)]
(resp. k € [1,Card(X)] et | € [1,Card(})]). On retrouve ainsi des notations
semblables a celles de l’automatique classique.

« Bonnes » propriétés

Certaines propriétés des RdP dépendent de leurs marquages initiaux. Elles
sont en général regroupées sous le nom générique de « bonnes propriétés ». Ainsi
le graphe des marquages accessibles d’'un RAP fournit des indications essentielles
sur ses propriétés, et donc sur le fonctionnement du systeme qu’il représente.

Définition 36 (Bornitude). Une place p € P d’un réseau de Petri marqué
P = (R, My) est dite k-bornée (avec k € N) si pour tout marquage accessible
M e A(P), le marquage de cette place vérifie M(p) < k. Dans le cas contraire,
nous dirons que p est non bornée. Enfin, si p est 1-bornée, elle est dite binaire
(“safe” en anglais).

Quand toutes les places d’un RAP sont binaires, ce dernier est dit sauf.
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Si ’on considere le RAP de la figure 2.1, on voit que, pour le marquage initial
My, les places p1, p2 et ps sont binaires. Ce RAP est donc sauf.

Lorsqu'un RAP modélise un systéme manufacturier, certaines places repré-
sentent des convoyeurs ou bien des zones de stockage intermédiaires. La borni-
tude du marquage du modele est alors synonyme de limitation de la taille des
stocks internes du systéme. Cette bornitude reflete alors, en quelque sorte, une
propriété de « stabilité » du systeme de production modélisé.

Définition 37 (Vivacité). Une transition t € T d’un réseau de Petri marqué
P = (R, My) est vivante si pour tout marquage M accessible depuis My, il
existe une suite de transitions s, comportant au moins une fois la transition t,
et telle que s soit franchissable pour M.

Un RdP marqué P est dit vivant si toutes ses transitions sont vivantes.
Concrétement, cela signifie qu’une transition vivante pourra toujours étre tirée,
aprés quelle séquence de franchissements.

La non vivacité révele souvent un probléme de conception du systeme modé-
lisé ; elle montre qu’une partie du systéme n’est, a partir d’'un état donné, plus
sensible aux événements externes.

L’attribution de ces propriétés implique des considérations sur I’ensemble des
marquages accessibles a partir du marquage initial. Ainsi, il n’est pas possible de
les détecter a l’aide d’algorithmes efficaces dans la pratique, car ’ensemble des
marquages accessibles n’est pas toujours fini, sauf pour quelques sous-classes res-
treintes de réseaux de Petri telles que les graphes d’états. Nous allons présenter
ces sous-classes dans la section suivante.

2.1.2 Les principales sous-classes de réseaux de Petri

Nous ne considérons pas dans nos travaux le cas de graphes valués, ot une
pondération est parfois attachée aux arcs; sauf indication contraire, les valua-
tions des arcs seront toujours considérées égales a 1. Dans la suite de cette these,
notre intérét se portera plus particulierement sur la sous classe des graphes
d’événements ; c’est pourquoi nous détaillons les propriétés de cette sous-classe,
notamment ce qui concerne la gestion du temps.

Formes spécifiques de RdP
On présente trois sous-classes bien connues de RdP.

Définition 38 (Graphe d’événements). Un graphe d’événements est un réseau
de Petri tel que chaque place a exactement un arc entrant et un arc sortant.

Notons que les graphes d’événements ne permettent pas de modéliser les
situations de conflit ou de partage de ressources, telles que celles illustrées par les
figures 2.4 (a) et 2.4 (b). Les graphes d’événements sont des systémes purement
déterministes, dans lesquels les tirs des transitions ne nécessitent pas de décision.
Malgré ces hypotheses limitatives, cette sous-classe de RAP est intéressante pour
de nombreuses applications ot ’on doit essentiellement modéliser des contraintes
de synchronisation entre plusieurs processus (voir les figures 2.4 (c) et 2.4 (d)).

Définition 39 (Graphes d’états). Un graphe d’états est un réseau de Petri pour
lequel chaque transition a exactement un arc entrant et un arc sortant.
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A Tinverse des graphes d’événements, les graphes d’état permettent de mo-
déliser les structures de choix ou les phénomeénes de concurrence, mais pas les
phénomenes de synchronisation. Ils modélisent de maniere adéquate les auto-
mates a états finis, par exemple.

Définition 40 (Réseaux de Petri & choix libres). Un réseau de Petri & choix
libres (RCL) est un réseau de Petri tel que si deux transitions partagent la méme
place en amont, ils ne possédent pas d’autre place amont.

Les réseaux de Petri a choix libres autorisent la modélisation des différents
phénomenes de synchronisation et de concurrence au sein d’'un méme réseau de
Petri. Leur définition spécifie néanmoins que ces deux types de phénomeénes ne
peuvent pas étre modélisés conjointement, comme pour la configuration de la
figure 2.5. Ainsi, dés qu’une place possede plusieurs transitions en aval, toutes
ces transitions sont soit franchissables, soit non franchissables. On peut donc
choisir librement, c’est-a-dire indépendamment du reste du réseau, celle qui sera
franchie. On retiendra donc que les RCL permettent de modéliser des systemes
pour lesquels les synchronisations et les conflits sont disjoints.

Y41 | b2 |
QA

F1c. 2.5 — Exemple de configuration interdite dans un RCL

Notons enfin que tout graphe d’états, ainsi que tout graphe d’événements,
est par définition un réseau de Petri a choix libres.

Propriétés des graphes d’événements

Nous présentons les propriétés de bornitude et de vivacité s’appliquant a des
graphes d’événements.

Théoréme 13 (Bornitude des circuits d’'un graphe d’événement). Dans un
graphe d’événements, le nombre de jetons d’un circuit élémentaire est constant.

Démonstration : Rappelons qu’un circuit élémentaire d’un graphe est un
chemin qui commence et se termine au méme sommet et qui ne passe pas deux
fois par le méme sommet. Si une transition franchissable appartenant a un cir-
cuit élémentaire est franchie, son franchissement prend un jeton dans une des
places du circuit pour le remettre immédiatement dans une place aval du circuit.
L’opération de franchissement d’une transition d’un circuit laisse donc invariant
le nombre de jetons dans ce circuit. O

Théoréme 14 (Vivacité d’un graphe d’événement). Soit R un graphe d’événe-
ments et Mg son marquage initial, alors le graphe marqué (R, My) est vivant si
et seulement si tout circuit élémentaire contient une place initialement marquée.
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Démonstration : Supposons qu’un circuit élémentaire d’un graphe d’évé-
nements ne contienne pas de place initialement marquée. D’apres le théoreme 13,
ce circuit ne contiendra jamais de jeton et donc toutes ses transitions sont en
permanence non franchissables : le graphe d’événements n’est donc pas vivant.

Inversement, dans un graphe d’événements non vivant, une transition morte
(qui n’est jamais tirable) possede obligatoirement en amont une transition éga-
lement morte. En « remontant » ainsi d’une transition morte a une autre située
en amont, on aboutit inéluctablement & une transition appartenant a un circuit,
qui est donc nécessairement sans jeton. Par ’absurde, nous venons de prouver
ce théoreme. |

Remarque 20. Les graphes d’événements considérés seront dorénavant systé-
matiquement vivants.

L’approche que nous proposons pour permettre la modélisation de conflits
par des graphes d’événements est basée sur l'introduction de contraintes tem-
porelles. Nous allons donc présenter comment introduire I’écoulement du temps
dans les graphes d’événements.

Aspects temporels

Ramchandani, dans sa these de 1974, a été le premier a introduire le concept
de temporisation dans les RAP [Ram74]. Par cette contribution, on a pu étu-
dier certaines propriétés quantitatives des systémes, basées sur I’écoulement du
temps. L’étude de la dynamique des systémes synchronisés s’effectue par ré-
seaux de Petri dits « temporisés ». Dans les systemes réels, 'immobilisation
d’une piéce dans un magasin ou le trajet d’un train entre deux correspondances
nécessitent une durée minimale. Le temps de séjour (minimal) d’un jeton dans
une place du réseau est ainsi affecté d’une durée.

Définition 41 (Graphe d’événement temporisé). Un graphe d’événements est
dit temporisé (GET) si & chaque place p € P est associée un temps T (p), ot
T : P — N est lapplication qui a toute place associe sa temporisation. Cette
derniére est interprétée comme la durée minimale de séjour d’un jeton dans la
place p correspondante. On supposera instantanés les tirs des transitions” .
Exemple 13. Les temporisations associées aux places correspondent aux durées
de différentes activités. Ainsi, le GET de la figure 2.6 peut représenter une cellule
de production se comportant comme suit : 8 éléments d’en-cours peuvent étre
traités en méme temps et ce traitement prend systématiquement (au moins) 4
unités de temps pour chaque produit. Si le poste de travail n’est pas disponible,
les en-cours restent dans le stock amont, appelé Symont. Quand une opération
est terminée, I’élément réalisé correspondant est placé dans le stock aval, appelé
Saval 8, et le poste de travail redevient disponible (un jeton revient en C), en
attendant ’arrivée d’un nouveau produit.

7. on pourrait aussi associer & chaque transition une temporisation — exprimant la durée
minimale d’activation d’une transition, mais il a été montré (entre autres, dans [Mur89]) qu’il
est toujours possible de se ramener au cas ou seules les places sont temporisées

8. Samont €t Sqval possédent tous les deux une capacité supposée infinie. Les deux places
correspondantes sont donc non bornées
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temps opératoire (4)

u Samonti 3l 4 T2 | Saval
|-+ O

poste de travail capacité (3)

Fia. 2.6 — Modele GET d’un poste de travail

Remarque 21. Il faut bien sir garder a Uesprit que les GET ne font que cap-
turer la dynamique et la logique d’un systéme donné. Ils ne sont pas faits pour
rigoureusement représenter la partie physique d’un systéme. Ainsi, toutes les
places ne correspondent pas directement a un endroit physique et réel ou cir-
culent des produits. En effet, dans ’exemple de la figure 2.6, on peut aisément
interpréter certains jetons comme des produits évoluant dans le systéme sous
forme de flux, alors que d’autres représentent seulement des paramétres du sys-
témes (comme la capacité du poste de travail par exemple).

Par ailleurs, dans un GET, plusieurs arcs se synchronisent au niveau d’une
transition en amont d’un poste de travail pour chaque type de produit et de
ressource nécessaire d la réalisation de l'activité de ce poste. Cette sémantique est
bien souvent la plus proche de la réalité. Cependant, on pourrait aussi considérer
un GET dont la sémantique des jetons serait des ressources se déplacant vers le
produit (et non Uinverse), comme pour la construction d’un bateau par exemple.

Meéme si la sous-classe des graphes d’événements temporisés consiste en une
restriction du pouvoir de modélisation, elle est largement utilisée pour modéliser
les systémes pour lesquels les ordonnancements sont réglés a 1’avance. Sa pre-
miere utilisation en association a la théorie des dioides remonte aux années 80,
dans les travaux de Cohen et al. [CDQV85b]. Les GET ont fait 'unanimité par
la suite [CMQV89, Gau92, BCOQ92] jusqu’a nos jours?. Une des motivations
majeures pour 'utilisation d’un tel formalisme est la possibilité d’utiliser sans
restriction toutes les contributions de la théorie des dioides, comme nous le ver-
rons dans la section 2.2. Mais avant cela, nous allons aborder les GET possédant
des incertitudes temporelles, liées a I'utilisation d’intervalles de comportement.

GET avec incertitudes temporelles

Les systémes complexes que nous considérons sont souvent incertains. On
s'intéresse en particulier au cas ou les incertitudes portent sur les temporisa-
tions d’un graphe d’événements. Nous avons vu (dans la section 1.3.2) que ces
dernieres peuvent étre modélisées dans un dioide d’intervalles. Il convient donc
de présenter comment des relations formulées dans une telle structure algébrique
peuvent étre transposées sous forme de GET avec incertitudes temporelles et
vice-versa.

9. voir ’annexe B.1 & ce propos
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Des temporisations, non plus constantes, mais sous forme d’intervalles, re-
présentent les bornes inférieure et supérieure des temps de séjour minimaux
possibles pour chaque jeton dans une place, avant de pouvoir contribuer au tir
d’une transition aval. Il y a une différence de sémantique fondamentale entre
les intervalles que nous manipulons et les intervalles de temps d’'un RAP tem-
porel, en particulier pour des sémantiques mono-serveur ou les temporisations
sont situées sur les transitions [Mer74] ou sur les places [Kha97]. Dans notre
cas, cet intervalle correspond a des bornes pour garantir le comportement du
systéme modélisé, compte tenu d’incertitudes temporelles. La temporisation qui
correspondra a ’attente minimale de séjour pour chaque jeton sera déterminée
dynamiquement et aura pour valeur un des éléments de cet intervalle '°. Par
conséquent, on utilise une sémantique « infinité de serveurs ». Cet intervalle
n’est pas la fenétre de temps dans laquelle un tir de transition est possible, et
dans laquelle seulement les jetons des places aval correspondantes pourraient
étre consommées. Ainsi, dans le cadre des GET avec incertitudes temporelles
que nous utilisons, un jeton ne meurt pas quand la borne supérieure de I'inter-
valle de temps de la place ou il se situe est atteinte, a la différence des RdP
temporels ou les temps représentent une contrainte de fonctionnement.

Nous allons voir précisément en quoi la sémantique de ces réseaux de Petri
est clairement différente de celle des RAP temporels.

Exemple 14. On considére une sémantique « infinité de serveurs » (chaque
jeton posséde donc sa propre horloge). Prenons comme exemple le GET minimal
suivant.

(e, ]
t1 p to
Fic. 2.7 — GET avec incertitudes temporelles minimal

Chaque jeton de p devra attendre un temps compris entre o et B avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition ts. Par ailleurs, chacun des jetons
issus du tir de la transition t1 aura une temporisation qui lui est propre. Ainsi,
toute transition t sensibilisée possédant des places amont avec incertitudes tem-
porelles ne sera pas tirable tant que toutes les bornes inférieures des intervalles
d’incertitudes des différentes temporisations des places amont ne seront pas at-
teintes. De plus, une telle transition t sera nécessairement tirée dés que toutes les
bornes supérieures des intervalles d’incertitudes des différentes temporisations
des places amont seront atteintes. Bien entendu, si elle n’est pas sensibilisée,
les jetons peuvent rester indéfiniment, comme dans tout GET.

Définition 42 (Sémantique formelle des GET avec incertitudes temporelles).
11 est possible de décrire formellement la sémantique des GET avec incertitudes
temporelles via un systéme de transitions d’état. En s’inspirant des notations
présentées dans [BR0O8], soient v(jeton) la valuation de I’horloge associée d un
jeton présent dans une place du RAP et M le marquage de ce RAP. (M, v) peut

10. comme des variables aléatoires dont on ne connait a priori que les intervalles de valeurs,
en quelque sorte
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donc étre considéré comme un état du systéme. On définit les relations Amont(t)
et Sensib(M, t) qui renvoient respectivement ’ensemble des places amont d’une
transition t et un booléen indiquant si t est sensibilisée par M. Les relations
a(p) et B(p) renvoient respectivement la borne inférieure ou supérieure de la
temporisation d’une place p. Seules les deux relations de transition suivantes
sont possibles :

Vp € P, M'(p) = M(p) — Pré(p,t) + Post(p, t)
(M,v) L (M, v) < { Sensib(M,t) est vraie )
Vp € Amont(t), Vjeton € M(p),v(jeton) > a(p)

En d’autres termes, avant de pouvoir tirer la transition t, il faut au moins
attendre les bornes inférieures de chacun des intervalles des places dont les
jetons sensibilisent cette transition.

vV =v4d
(M,v) 4, (M, V") <= { Pt € T avec Sensib(M, 1) telle que :
Vp € Amont(t), Ijeton € M(p),v(jeton) > [(p)

C’est-a-dire qu’une transition t pour laquelle toutes les valuations des hor-
loges des jetons des places amont la sensibilisant ont atteint les bornes supé-
rieures des temporisations de ces places doit étre tirée sur le champ; le temps
n’a plus le droit de s’écouler. Concrétement, on peut uniquement utiliser la pre-
miere relation de transition exprimée ci-dessus, et donc tirer la transition t.
Dans les autres cas, le temps peut ou doit s’écouler en fonction des valuations
des horloges des jetons du RdP. On retrouve bien la sémantique classique de tir
« au plus tot », telle que rappelée dans l'annexe A.1.3.

Exemple 15. La figure 2.8 représente le méme type de systémes que celui de
la figure 2.6, mais les temporisations sont cette fois-ci incertaines. Le temps
opératoire peut désormais varier entre au minimum 2 et au mazximum 5 unités de
temps en fonction des produits a réaliser''. Par ailleurs, il peut étre nécessaire
de reconfigurer la machine située sur le poste de travail (comme par exemple
changer ses outils), ce qui entraine un délai éventuel d’une unité de temps avant
que celle-ci ne redevienne disponible.

Nous allons voir dans la section suivante comment utiliser les GET pour
I’étude des systeémes industriels manufacturiers, afin d’en tirer une modélisa-
tion algébrique dans un dioide. Le cas particulier des GET avec incertitudes
temporelles ne sera abordé que dans la section 2.2.3, puisqu’il suffira de consi-
dérer les résultats présentés jusqu’a cette section-la valables pour les bornes des
intervalles utilisés.

2.2 Théorie des systemes linéaires

Nous avons abordé dans la section précédente la représentation graphique
des réseaux de Petri, permettant la modélisation et ’étude de SED. Ces sys-
temes sont communément considérés via leurs comportements entrée-sortie. Ces

11. ce qui n’empéche pas un produit fini de pouvoir éventuellement rester indéfiniment au
niveau du poste de travail une fois ce temps écoulé, si le stock aval est plein, par exemple
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temps opératoire (entre 2 et 5)

u Samont: Z1 [27 5] )

poste de travail capacité (3)

Fia. 2.8 — Modele GET d’un poste de travail avec incertitudes temporelles

comportements sont la suite des différents états stables par lesquels évoluent les
systemes a la suite d’événements ordonnés dans le temps. Nous allons voir en pre-
mier lieu comment dater et/ou compter ces événements. Cette maniére d’abor-
der les événements permettra ensuite de définir un comportement entrée-sortie
des systemes étudiés, que ’on appellera réponse impulsionnelle, en référence a la
théorie des signaux. Pour finir, nous proposerons une maniere classique de trans-
poser une réponse impulsionnelle en une fonction de transfert, généralement en
une indéterminée.

2.2.1 Représentation d’état

Nous avons vu que plusieurs représentations algébriques sont possibles pour
les systémes a événements discrets (comme ceux décrits par les figures 2.6 et 2.8).
En général, la variation de I’état d’'un réseau de Petri correspond aux variations
de son marquage noté AM (qui est le produit de matrice d’incidence W par un
vecteur de tirs de transition ?) Dans ce contexte, on manipule des équations
de la forme M = My + AM; c’est le modele le plus courant [Mur89].

En se référant au systéme représenté par la figure 2.6, ces marquages corres-
pondent a deux états possibles pour le poste de travail : libre ou occupé.

Mais la représentation d’état liée au marquage ne permet pas de discuter
quantitativement des performances des systémes temporisés étudiés (dont leurs
régimes transitoires, leurs régimes permanents ou leurs temps de cycle). 11 est
nécessaire de considérer pour cela les franchissements des transitions (en les
datant et en les comptant). Cette maniére de quantifier les performances, en se
basant sur des dateurs et des compteurs a été proposée pour la premiere fois

dans [CDQV85a].

Dateurs et compteurs

Cette autre représentation des états n’est plus liée aux places, mais aux dif-
férentes transitions des GET. Nous devons donc introduire deux nouvelles ap-
plications croissantes, dont les images prennent leurs valeurs dans des ensembles
correspondant aux dioides, présentés dans le chapitre précédent.

Notation 5 (Applications dateur et compteur [CMQV86]). Pour chaque transi-
tiont; € T d’'un GET, on peut associer une application dateur et une application
compteur, respectivement définies de la maniére suivante :
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- ti(k): Z — Zoax - date @ laquelle se produit la k¢ activation de la transi-
tion t;.

- a(t) 2 Z — Zmin : nombre de tirs de la transition t; ayant eu lieu jusqu’d
la date t.

En interprétant les GET étudiés comme des représentations graphiques de
systémes (de production), on peut désormais compter et dater les événements
y survenant (principalement la détection du passage d’un produit devant un
capteur).

Les hypotheses de fonctionnement des GET que nous étudions, ainsi que
leurs modélisations dans les dioides sont présentées dans I’annexe A.1.

Forme récurrente explicite

Les SdP réalisent des productions de maniere cyclique, ce qui se modélise
justement a ’aide d’un réseau de Petri contenant un ou plusieurs cycles. Prenons
celui de la figure 2.912 et cherchons & modéliser son état.

F1G. 2.9 — GET a deux entrées et une sortie (de type MISO)

En tenant compte des jetons initialement présents dans les places du GET
de la figure 2.9, ainsi que des temporisations associées a 'ensemble de ses places,
on obtient le systéme suivant dans le dioide Zax :

Qaa(k—1)® 1R uy(k)

(k) =4
.’I?Q(k):3®l‘1(k)@5®U2(k—1)
(k) ==

ou encore, de fagon matricielle :

12. inspiré de celui présenté dans larticle [CMQV84]
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avec X (k) = (z1(k) x2(k) acd(k))T et U(k) = (u1(k) ua(k))
On trouve donc un systeme d’équations de la forme :

X(k) = AoX (k) ® A1 X (k—1)® A3 X (k —2) & BoU (k) ® ByU(k — 1)

Notons My(p) le marquage initial de toute place p € P. D’une maniére

générale, en posant M = ma%((/\/lo(p)) et T = ma%(’]'(p)), on peut récrire le
pe pE

systeme précédent sous 'une des deux formes suivantes :

M M
X(k) =P AiX(k—i)e P BUKk 1)
dans Zax =0 =0 et (2.2)

M
Y(k)=EPCiX(k—i)
=0

X(t) = éAiX(t —i)@ éBiU(t — )
dans Zin : i;O =0 . (2.3)
Y(t)=@PCix(t—i)
i=0
en représentation dateurs et compteurs respectivement 13,

Les systemes d’équations (2.2) ou (2.3) sont des formes implicites, qui per-
mettent de caractériser des SED modélisés par des graphes d’événements tem-
porisés. On préférera cependant manipuler des systémes d’équations explicites.
On étudiera donc ces SED par le biais de GET dont les comportements sont
équivalents, mais ou les matrices A; sont nulles pour ¢ # 1 et les matrices B;
et C; sont nulles pour ¢ > 0. Ceci se réalise en introduisant des transitions in-
termédiaires, qui seront prises en compte au moyen de I'extension des vecteurs
d’état X (k) et X (t). Ces nouveaux vecteurs d’état, notés X (k) et X (t), incluent
les applications dateur et compteur liées a des transitions qui ont été ajoutées
au GET initial. On obtient donc les formes récurrentes explicites suivantes :

dans Zuay - {)?(k) = AX(k—1) & BU(k) ot (2.4a)
max - Y(k‘) = C)/(:(k) (24b)

13. ces systémes sont parfois dits étre sous une forme ARMA [Coh95, Cot99, Lho03] — pour
« Auto-Régressif & Moyenne Ajustée », ou “Auto Regressive - Moving Average” en anglais
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-~

X(t) = AX(t—1) & BU(t) (2.5a)

dans Zmin : { ~ .
Y(t)=CX(t) (2.5b)

Par analogie avec la théorie des systemes dynamiques linéaires, les équations
matricielles (2.4a) et (2.5a) sont des équations d’état et les équations (2.4b)
et (2.5b) sont des équations d’observation. De méme, X est considéré comme le
vecteur d’état, U est le vecteur d’entrée ou de commande et Y est le vecteur de
sortie ou d’observation du systéme. Enfin les matrices A, B et C' sont respecti-
vement appelées matrice d’état ou matrice dynamique, matrice d’entrée ou de
commande et matrice de sortie ou d’observation.

Afin d’obtenir les équations d’état et d’observation présentées précédem-
ment, il est nécessaire d’introduire un certain nombre de transitions, liées au
marquage initial du GET étudié. Ces ajouts doivent permettre de satisfaire les
trois contraintes suivantes :

1. Aucune place située entre deux transitions internes (dans X’) ne doit conte-
nir plus d’un jeton.

2. Toutes les places situées entre une transition source (dans i) et une tran-
sition interne doivent étre sans jeton.

3. Toutes les places situées entre une transition interne et une transition puits
(dans V) doivent étre sans jeton.

Exemple 16. La figure 2.10 représente un GET dont le comportement entrée-
sortie est équivalent a celui de la figure 2.9. En introduisant les transitions in-
termédiaires &;, on aboutit a la représentation d’état (2.6) dans le dioide Zpax,
en considérant cette fois-ci le vecteur d’état augmenté )?(k‘) avec

X(k) = (G1(k) (k) a2(k) &k) z3(k) &(k)T.

€ € € € € ¢
€ € € € € ¢
)?(k): e 3 € € € ¢ )?(k)@
e € € € € €
e 3 4 ¢ ¢ ¢
€ € € € € ¢
€ € € € € ¢€ e e (2.6)
e € 4 € ¢ ¢ 1 ¢
5 € € € € ¢ )?(k—l)@ e € U (k)
€ € e € € ¢ € €
€ € € € € e € €
€ € € € 2 ¢ e €
Y)=(c ¢ ¢ e 2 &) X(k)

Pour obtenir la forme récurrente explicite du systéme (2.4), il suffit de sup-
primer la partie implicite de la premiére équation du systéme (2.6), d laide
du corollaire 1 concernant la résolution d’équations linéaires de la forme x =
a®x®b (présenté dans la section 1.2.2, page 26). Moyennant l’existence de
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A1 la plus petite solution X' (k) de l’équation (2.6) s’écrit :

X'(k) = Ao X' (k) ® A X' (k — 1) & BoU (k) (2.7)
= Ay (A X' (k — 1) @ BoU (k) (2.8)
= AEAX' (K — 1) ® AL BoU (k) (2.9)

Rappelons que Af = @,y Al. La forme récurrente explicite de ce GET est
donc :

E € € € € ¢€ e e
e € 4 € ¢ ¢ 1 ¢
X'(k) = 5 ¢ 7 € € ¢ X'k—1) & 4 ¢ U (k)
€ € e € € ¢ € € (2.10)
9 ¢ 11 € ¢ e 8 €
€ € € € 2 ¢ € €
Y(k)y=( ¢ € e 2 &) X'(k)
&1 5 T2 &2

=N
© . ©
\[/

Fig. 2.10 — GET a deux entrées et une sortie, dont le vecteur d’état a été
augmenté (ajouts en rouge)

Le systéme (2.10) correspond a I’évolution de I’état du GET de la figure 2.10
en fonctionnement au plus tot. Ainsi, a partir de la donnée de la suite des vec-
teurs de commande U(1), U(2), ... et de I'état initial X (0), I’équation (2.9)
permet de déterminer successivement toutes les valeurs X (1), X(2), ... du vec-
teur d’état. En somme, a partir d’une loi d’entrée ou de commande donnée
et d’un état initial, on peut connaitre a I'avance ’évolution dans le temps du
systeme, qualifié a juste titre de déterministe.

11 est aussi possible de déterminer simplement la cadence d’un systéme (de
production) par la seule donnée de sa matrice d’état. En effet, comme présenté
en annexe A.3.1, la valeur propre de cette matrice est égale a la cadence de
production du systéme. On trouve que cette valeur propre est trés exactement
le rayon spectral de la matrice d’état. Il existe différents algorithmes permettant
de calculer cette valeur de maniere efficace et ’algorithme de Karp [Kar78] est
celui qui présente encore de nos jours le plus d’avantages (cf. annexe B.2).

14. c’est-a-dire en supposant que le graphe de précédence associé a cette matrice ne comporte
pas de circuit positif, cf. la définition 69, a la page 143
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Le cas plus complexe présentant des temporisations incertaines sera présenté
dans la section 2.2.3, apres avoir introduit les notions de représentation entrée-
sortie, et de transfert d’un systeme.

2.2.2 Représentation entrée-sortie de SED dans un dioide

Les différentes modélisations que nous développons dans les chapitres sui-
vants s’appuient essentiellement sur une représentation entrée-sortie des sys-
temes. Nous allons voir que cette représentation correspond & la notion de ré-
ponse impulsionnelle issue de la théorie des signaux.

Dans la section 2.2.1, nous avons étudié les systemes via leur « descriptions
internes ». Ces variables d’état internes (dateurs ou compteurs) étaient liées les
unes aux autres via des équations. Cherchons a caractériser les sorties en une
fonction des entrées. La forme récurrente explicite (2.4), peut étre développée
comme suit :

Y (k) = CX (k)
— CAX(k—1)® CBU(k)
= CA’X(k —2)® CABU(k — 1) ® CBU (k)
=CA"X(k—n)& a} CA'BU (k —i).
=0

En considérant les conditions initiales canoniques définies dans la section
A.1.115, il est possible de récrire le comportement entrée-sortie d'un GET de la
maniere suivante :

€ sit <0
k)= H(i)QU(k —1), H(i) = ) ’ 2.11
)= H() @ Uk =), avec H(i) {C g (2.11)

Remarque 22 (Interprétation des coefficients de H (k) [Cot99]). Il est possible
de donner une interprétation des termes de la matrice H € (Zmax)”xm, oun et
m sont respectivement le nombre d’entrées et de sorties. L’élément H;;(k) est
la date du k¢ tir de la sortie Y; en fonction de lentrée U; du type :

Ui(k):{g sik <0,

e sinon.

Une telle entrée correspond au tir d’une infinité de jetons d la date 0. L’élé-
ment H;;(k) est donc la réponse impulsionnelle correspondante pour le systéme
(cf. la section A.2.2). En conséquence, les applications compteurs et dateurs
peuvent parfaitement étre considérées comme des signaux.

Remarque 23. On constate aussi que le comportement entrée-sortie d’un GET,

régi par la relation de équation (2.11) correspond d une convolution de si-

gnauz'®, ou plus exactement une sup-convolution comme on situe nos calculs

15. ce qui nous donne, par convention, 5(\(:13) =¢ et U(z) = e pour z < 0. Ainsi, pour un k
donné et en considérant p assez grand, il est aisé de voir que certains termes de cette équation
sont nuls, au sens du dioide Zmax

16. cf. la définition 61, de Pannexe A.2
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dans Zmax. On peut ainsi utiliser la notation suivante :
Y(k)=(H «U)(k).

L’analogie avec la relation entrée-sortie d’un systéme linéaire continu (A.12)
est alors évidente.

Il existe une autre forme de produit entre applications compteurs ou dateurs
appelée « produit de Hadamard » [Gau93] et notée ®. Dans un souci de géné-
ralité, nous allons considérer des applications dans un ensemble quelconque de
signaux noté DZ (cf. 'annexe A.2).

Définition 43 (Produit de Hadamard). Le produit ©® de signauxr de D? est
défini par
vt €D, (fog)t) = f(t) @g(t).

Cet opérateur possede quelques propriétés que nous détaillons ci-dessous.

Propriété 1 (Associativité de ®). Soient les signauz a,b et ¢ définis dans D”.
On a la relation suivante :

(a@b)Oc=a0 (bOc).
Démonstration : Par définition de ®, on a Vt € Z :
(a@b)®c)(t) = (a®b)(t) @ c(t)
= (a(t) ®b(t)) @ c(t)
=a(t)® (b(t)@c(t)) car ® est associatif
=a(t)® (boc)(t)
= (@® (bo o))

O

Propriété 2 (Distributivité de ® sur la loi ®). Soient les signauz a,b et ¢
€ D%. On a la relation swivante :

a®b®dc)=(a®b) @ (a®c).
Démonstration : Par définition de ®, on a Vt € Z :

(ae(b®c)(t)=a(t)® (b®c)(t)

a(t) ®b(t)) ® (a(t) @ c(t))  par distributivité de ® sur @
a®b)(t)® (a®c)(t)

(a@b)®(a®c))(t)

-
-
-

Propriété 3. L’application x — a ® x est isotone, c’est-d-dire Va, b, c € DZ,

bc=a0Ob=<xabec.
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Démonstration : La loi ® étant isotone, nous pouvons affirmer, V¢ € Z,
que :
b(t) < c(t) = a(t) @ b(t) < a(t) @ c(t) par isotonie de ®
t

%
= (a®b)(t) < (a®c)(t)  par définition de ®

2.2.3 Fonctions et matrices de transfert d’'un SED dans
un dioide

Nous avons vu dans la section 2.2.2 que des systemes de production pouvaient
étre représentés par des réponses impulsionnelles. Par analogie avec la théorie
conventionnelle des signaux en temps discret, il est aussi possible de représen-
ter ces systémes par des réponses « en fréquence » [CMQV84]. Ces derniéres
peuvent étre obtenues a ’aide de transformées, analogues aux transformées en
z (utilisée pour discrétiser les systémes continus). Les signaux et systémes sont
alors représentés par des séries formelles, définies dans une structure algébrique
de dioide (cf. la section 1.3.1). Une série intégre tout le comportement du sys-
téme correspondant (toute sa capacité de production) et permet de présenter de
maniere explicite le caractere périodique de ce dernier, comme nous le verrons
en fin de section.

En particulier, les applications dateur et compteur peuvent respectivement
subir des transformées appelées v et §. La propriété la plus remarquable de ces
transformées est de changer les sup- ou inf-convolutions entre signaux, présentées
précédemment, en des produits de séries formelles correspondantes.

Sur les séries formelles

Pour un signal donné s € D%, on définit une série formelle s en I'indéterminée
z par la formule suivante :

s(z) = @ s(n)z" (2.12)

ne”Z

Ces transformées sont maintenant classiques dans la littérature sur les dioides
[CMQV86, BCOQ92] et sont utilisées de maniére quasi-systématique de nos
jours.

Montrons que le produit de convolution de deux signaux est transformé en
un produit des séries formelles correspondantes :

Yu,v € D* @ ®)(t)z" = @ @ (t—s) (par définition)

tez teZ sEL
= @ @u(t’)v(s)zt/“ (en posant t' =t — s)
teEZ sEZ
= @ u(t')z" @ v(s)2*
teEZ SEZL
= u(z)v(z).

En reprenant la notation 8 concernant I’expression de la sortie d’un systeme
stationnaire comme le produit de convolution de sa réponse impulsionnelle et de
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son signal d’entrée, on obtient la transformée suivante pour cette méme relation
d’entrée-sortie :

y(2) = h(z)u(z), (2.13)

ol h(z) est la série, ou fonction, de transfert du systéme et u(z) est la série
d’entrée. Ces séries sont définies dans le dioide D[z] en 'indéterminée z

On se rend compte, d’apres la relation 2.12, que le produit d’un dioide de
séries D[z] n’est rien d’autre qu'un produit de convolution. Il est parfois ap-
pelé produit « de Cauchy » [Gau93]. Cet autre produit qu’est celui dit « de
Hadamard » peut aussi étre défini pour les séries formelles [F1i72].

Définition 44 (Produit de Hadamard de séries formelles). Le produit de Ha-
damard de séries formelles, noté ®, correspond au produit point d point des
coefficients des différents mondomes de deux séries sur lesquelles on réalise cette
opération. Plus formellement,

F(z)©Gx) 2 @ [f(k) @ g(k)]af* - afr.

kezp

Transformées en v et en §

Rappelons qu'un dateur est assimilé a une fonction croissante de Z dans le
dioide complet Zax.

Définition 45. La transformée en lindéterminée v d’un dateur d est définie

comme la série formelle
d() £ Pd(k)y*
keZ

Le mondme d(k)y* s’interpréte comme le postulat suivant : 'événement k

a lieu au plus tot & la date d(k). On peut donc voir la série d(y) comme une
somme d’informations sur la trajectoire du dateur z(k).

Remarque 24 (Opérateur 7). Puisque y@d(y) = @jcq d(k)Y" = @jep d(k—
1)v*, lopérateur v peut étre vu comme un opérateur de retard dans le domaine
événementiel. En effet, pour toute série s, s(k — 1) = vs(k).

Ces séries formelles font partie du dioide complet Zax [~]-

Définition 46 (Dioide Zyayx[v]). L’ensemble des séries formelles en l'indéter-
minée v a exposants dans Z et coefficients dans Zmax posséde une structure de
dioide. La somme et le produit de séries formelles sont définis comme suit :

di() @ da(y) = P (da(k) @ da(k))7*

kEZ
di(7y) @ da(v @@ di(j) & da(k — §))7*
k€EZ jEL
L’élément neutre de la somme est la série e(y) = @, cpe7* (0t e = —00

est 1’élément neutre de la somme de Zmax). L’¢lément neutre du produit est la
série e(y) = ey? (on e =0 est I’élément neutre de la multiplication de Zmax)-
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De maniere duale, on peut introduire une transformée pour les compteurs,
qui ont été définis comme des applications décroissantes de 7Z dans le dioide
Zmin~

Définition 47. La transformée en l'indéterminée § d’un compteur c est la série

formelle
c(8) = @ e(t)s".

teZ

Le mondme c(t)d§" s’interpréte comme le postulat suivant : a la date ¢ se sont
déroulés au plus k événements. La série ¢(d) correspond, elle aussi, & une somme
d’informations, mais sur la trajectoire du compteur z(t).

Remarque 25 (Opérateur 0). Supposons deux compteurs c¢i et co reliés par
Uégalité c1(t) = ca(t — 1), ce qui correspond a deux transitions séparées par une
unique place de marquage nul et a laquelle est attachée une temporisation d’une
unité de temps. Ainsi, on a ¢1(6) = dco(d). Lopérateur § peut donc étre vu
comme un opérateur de retard dans le domaine temporel.

Les séries formelles associées aux compteurs peuvent étre manipulées comme
des éléments du dioide complet Zpin[d].

Définition 48 (Dioide Zmwin[0]). L’ensemble des séries formelles en l'indéter-
minée § a exposant dans Z et coefficients dans Zmin @ une structure de dioide.
La somme et le produit de séries formelles sont définis comme suit :

c1(8) ® c2(6) = P (er(t) @ e2(t)) "

tEL

c1(8) ® c2(8) = P EP (1 () ® ealt — )"

L2 jEZ

Les éléments neutres de la somme et du produit sont respectivement les séries

£(6) = @,z 0" et e(6) = ed°.

Filtrage de trajectoires monotones

Les dateurs issus de GET ont par définition une évolution monotone (la date
d(k) de 'occurrence de I’événement k est nécessairement supérieure a celle de
I’événement numéroté k — 1). Or le dioide Zyayx[7] permet de retranscrire tout
type de série, y compris des trajectoires non monotones. Considérons, sur des
séries formelles en 'indéterminée ~y, la définition de la relation d’ordre = définie
dans le dioide Zax (cf. le théoréme 2 & la page 22). On a :

Vk € Z,d(k) = d(k—1) < d(k) =d(k)®d(k—1).
Ce qui est équivalent a
d(y) = d(y) @vd(y) < d(v) =7"d(v).

En somme, la transformée en v d’une trajectoire monotone est forcément
de la forme v*d(v) et la multiplication par v* d’une trajectoire non monotone
donne une trajectoire monotone croissante. Il s’agit donc d’une sorte de filtre.

L’ensemble des trajectoires monotones forme un dioide noté 7*Zmax[y]. On
peut noter que la somme et le produit d’éléments de cet ensemble sont fermés.
11 en découle que I’égalité d’éléments doit s’entendre « modulo v* » [Lho03].
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Exemple 17. On constate l’égalité suivante :
V@1V @4y =3y @ 43,

Le monéme (142) peut étre « absorbé ». On simplifie donc ’écriture de la série,
sans perte d’information.

Ce fait admet une interprétation graphique, schématisé par la figure 2.11.
Les deux GET de cette figure sont équivalents du point de vue de la relation
entrée-sortie. En somme, ils réalisent la méme application au plus tot u — y.

Fi1G. 2.11 — Interprétation graphique de la simplification d’écriture de séries

La réduction de I'’exemple précédent permet de simplifier les calculs sur les
séries en ne considérant que leurs réductions « modulo v ». Ces simplifications
visent & éliminer les informations inutiles. De fagon plus générale, on peut énon-
cer la reégle de simplification suivante :

,Yn D ,yn _ ,ymin(n,n ) (214)

Les éléments neutres pour la somme et le produit de ’y*ZmaX [~] sont donc
respectivement les séries e(7y) = @,y e7" et e(v) = P ey e’

Remarque 26 (Représentation de l'arrivée d’une infinité de jetons en entrée).
L’ensemble des séries du dioide 'y*zmax[[’y]] étant invariantes lorsqu’on les mul-
tiplie par la série v*, on justifie le fait que la série e est équivalente a v*. On
peut donc retranscrire larrivée d’une infinité de jetons a la date 0 par la série e
alors que, normalement, cette situation devrait étre retranscrite par la série v*.
Autrement dit, pour une entrée impulsionnelle e, la sortie d’un systéme coincide
avec sa réponse impulsionnelle.

Par la suite, nous ne manipulerons que des séries monotones. Par abus
de notation et en 'absence d’ambiguité, Zmax[y] pourra étre compris comme
Y*Zmax[7]- Les éléments neutres de ce dioide seront notés e(7) et e(7).

Tout comme les dateurs, les compteurs ont une évolution monotone (le
nombre d’événements ayant eu lieu & Uinstant ¢ + 1, ¢(t + 1), est nécessaire-
ment supérieur au nombre ayant eu lieu a Uinstant ¢, ¢(t)). Plus formellement,
on a :

Vi€ Z,c(t) =c(t+1) < c(t) =c(t+1) ®c(t),

ce qui équivaut a
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En conclusion, la transformée en § d’une trajectoire monotone appartient au
dioide (671)*Zin[d]. 1l en découle la régle de simplification suivante :

5t 6 = gmax(tt) (2.15)

Les éléments neutres pour la somme et le produit de (6 ~1)*Z i, [0] sont donc
respectivement les séries £(0) = @,y 0" et e(d) = P,y ed’.
De la méme maniere que pour la représentation a ’aide de dateurs, par abus

de notation et en I'absence d’ambiguité, Zmin[6] peut étre compris comme le
dioide (6~1)*Zmin[]

Extension matricielle

Rappelons que & est une notation équivalente & I’ensemble des signaux DZ.
En définissant la transformée d’un vecteur V€ €7 comme le vecteur V(z) des
transformées V;(z) de chaque signal V; € £ le composant, on aboutit aisément
a une relation équivalente a (2.16) pour un systéme multi-variables, a savoir :

Y(z) = H(2)U(2), (2.16)

ou H(z) est la matrice de transfert de ce systéme, composée de séries formelles
en l'indéterminée z.

Lorsque ’on considere les représentations dateur ou compteur, nous avons vu
qu’il était toujours possible d’obtenir une représentation d’état canonique pour
un GET (du type (2.4) ou (2.5)). Considérons pour le moment la transformée en
~ des applications dateur U(k), X (k) et Y (k) de I’équation (2.4a). On obtient

X(v) =vAX(y) ® BU(y).

Il s’agit d’une équation implicite. Le corollaire 1 donne la plus petite solution
de cette équation :
X(y) = (vA)*BU(7).

En reportant cette solution dans I’équation (2.4b), on trouve
Y(v) = C(vA)*BU(y) = H(v)U(v) avec H(y) = C(yA)*B. (2.17)

Cette équation exprime le comportement entrée-sortie du systéme et permet
de déterminer la valeur de la matrice de transfert du systeme H (7).

Exemple 18. Pour [’exemple de la figure 2.6, on obtient la représentation par
des séries formelles en v suivante :

xo= (3 1)xme(f)ve
Y(v)=(c ¢ X(v)

Le calcul de la matrice de transfert H(y) = C(yA)*B donne H(vy) = 4(4v3)*.
De méme, on obtient la représentation par des séries formelles en § suivante :

X(5) = ( g i’) X(6) @ (g) U(s)
Y() = (e ) X(6)

Le calcul de la matrice de transfert H(5) = C(0A)* B donne H(5) = 6*(36*)*.
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On peut légitimement se demander si la représentation en dateur est plus
avantageuse que la représentation en compteur. L’approche dateur permet de se
focaliser sur I'occurrence des tirs des transitions. L’approche compteur, quant a
elle, dépend d’un pas d’observation temporel. Elle est ainsi plus proche de celle
utilisée dans la théorie conventionnelle des systéemes a temps discrets, et semble
donc plus naturelle.

Dans les faits, seule la finalité de 1’étude permet de trancher pour l'une
ou l'autre de ces représentations, comme nous pourrons le constater dans les
chapitres suivants.

Représentation graphique de séries formelles

Il est possible de représenter sous forme de graphes les séries formelles de
Zomax[7] €t Zmin[0]. Une telle série sera représentée par une collection de points
du plan Z2. En fonction du dioide de séries considéré, les axes du graphe ne
seront pas orientés de la méme maniere. En effet, les séries issues d’applications
compteur sont des fonctions du temps, alors que celles issues d’applications
dateur sont des fonctions des événements. Pratiquement, si I’on considére une
série s en I'indéterminée z, avec s(z) = @,z 5(n)z", on lui associe 'ensemble
des couples (n,s(n)) qui correspondent & des coordonnées de points dans un
plan « discret ». Cet ensemble de points peut étre considéré comme le graphe
de 'application k — z(k). Si on associe & s(z) 'hypographe de cette applica-
tion [Coh95], c’est-a-dire la partie du plan discret qui se situe sous le graphe de
Papplication, y compris le graphe lui-méme (voir la figure 2.12). Cela correspond
a I'idée que si le monome z(k)z* existe dans la série s(z), alors on ne change pas
cette série en lui rajoutant tout monéme yz* pour y < z(k). Dans ces condi-
tions, la somme de séries se traduit simplement par I'union des hypographes
correspondants.

FiG. 2.12 — Un hypographe

Finalement, le dioide D[z] est isomorphe au dioide des hypographes (ces
derniers étant considérés comme des parties du plan discret), muni de 'union
pour somme et de la somme vectorielle pour produit. Dans ce dernier dioide, en
considérant le plan Z2 = Z x Z, ¢ correspond & ’ensemble vide et T correspond
a tout le plan.

Nous avons vu que le dioide Zmax[[’y]] peut étre assimilé a 'y*zmax[[fy]]. Un
élément générique v*s ot s est une série de Zmax[7] est le produit s, associé a
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un hypographe semblable & celui de la figure 2.12, par v* qui code la demi-droite
horizontale issue de 'origine du plan [Coh95]. Ceci se traduit graphiquement par
le fait d’accrocher a chaque point x de 'hypographe de s un céne « sud-est »,
composé de tous les points dont les abscisses sont supérieures a celle de x et
dont les ordonnées sont inférieures a celle de x. Cette opération est représentée
sur la figure 2.13. Le résultat obtenu est bien le plus petit hypographe d’une
fonction monotone qui contient ’hypographe de s.

Evénements

F1G. 2.13 — Meilleure approximation monotone d’une série de Zpax [~

Un hypographe tel que celui représenté par la figure 2.13 est le représen-
tant maximal de la série correspondant, car il inclut toutes les représentations
possibles de cette série!”.

Il est ainsi possible d’utiliser cette représentation (maximale) basée sur des
hypographes pour exposer de maniére graphique les opérations possibles sur
les mondémes de dioides de série en l'indéterminée z. Nous présentons dans la
figure 2.14 les représentations graphiques des 3 opérations suivantes.

1. La somme de deux mondmes s(n1)z"! et s(ng)z"? est représentée graphi-
quement par 'union des cones sud-est de sommets respectifs (nl, s(nl))
et (n2,s(n2)).

2. Le produit de deux monoémes s(nq)z"™ et s(n2)z™ est représenté par le
cone de sommet (ny + ng, s(n1) + s(nz)). Le produit de mondmes dans le
dioide des séries correspond donc effectivement & une somme vectorielle
dans le dioide des hypographes.

3. La borne inférieure de deux monomes s(nq)z"! et s(ng)z"2 est représentée
par l'intersection des cones sud-est de sommets respectifs (nl,s(nl)) et
(ng, s(ng))

Le représentant minimal d’une série formelle est ’ensemble des sommets qui
la déterminent. A titre d’exemple, la série formelle 4y ® 372 admet I’élément
v*(671)*4y comme représentant maximal (ce qui correspond graphiquement &
toute la surface du céne sud-est de sommet (1,4)) et 4y comme représentant
minimal (seulement le sommet de ce cone) [BCOQ92]. On constate que le re-
présentant minimal correspond & I'application des régles de simplification (2.14)

17. si 'on ajoute un nombre quelconque de monoémes, correspondant aux points de I’hy-
pographe issu d’une série, aux monoémes correspondant aux points du graphe de cette série,
on ne modifie pas la sémantique de la série, conformément aux régles de simplification (2.14)
et (2.15)
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AS(I’I) As(n) As(n)
(n,+n,,s(n)+s(n,)
(n,,s(n,) (n,.s(n,)
(n.,s(n,) )
(n,.s(n,) (h,,s(n,) (max(nl,nz),min(s(nl),s(nz)))
(n,,s(ny)

n n n

s(n1)z"t @ s(n2)zn2? s(n1)z" ® s(ng)z"2 s(n1)z"1 A s(n2)z"2

union de cones somme vectorielle intersection de cones

Fia. 2.14 — Représentation graphique des opérations sur des monoémes

et (2.15). On représentera par la suite systématiquement les séries de maniére
graphique par leur forme minimale, si elle existe.

Causalité et périodicité de séries rationnelles

Nous présentons dans cette partie quelques propriétés de séries formelles
qui seront utiles aux développements présentés dans les chapitres suivants ; nos
contributions se focalisant sur les notions de causalité et de périodicité. Dans
un souci de généralité, le contexte algébrique utilisé dans cette partie sera celui
du dioide D[z] de séries formelles en l'indéterminée z.

Définition 49 (Causalité). Une série s € D[z] est dite causale si s = € (la série
nulle de ce dioide) ou si son représentant minimal est a coefficients et exposants
dans N. Une matrice est dite causale si tous ses coefficients sont causauz.

Remarque 27. Ainsi la série 372®—4~3 est bien un élément causal de Zmax[7],
car son représentant minimal (obtenu aprés simplification) est le mondéme 32.
De maniére générale, un élément de s € D[z] est causal si les sommets de son
hypographe appartiennent au quartier nord-est du plan 7.

Remarque 28. La notion de causalité pour les signaux est présentée dans l’an-
nexe A. On constate, bien heureusement, que la définition de la causalité pour
une réponse impulsionnelle et pour une série périodique est la méme.

Si ’on considere une série comme ’ensemble de ses monomes, on peut définir
une suite, dont on dira qu’elle est ultimement périodique si elle satisfait la
définition suivante.

Définition 50 (Suite ultimement périodique). Une suite d’éléments (2 )nen
est dite ultimement périodique quand il existe ng,p € N tels que Tpip = Tp,
Vn > ng.

La notion de périodicité ultime permet donc de savoir si un systéme possede
un comportement périodique, suite a une phase transitoire éventuelle. En in-
terprétant les éléments de cette suite comme ’ensemble des points d’un graphe
(discret), la période que nous venons de caractériser renvoie a la pente d’une
partie ce graphe, en ne considérant pas les ng premier points de ce graphe.

Il est a constater que les séries issues de signaux ultimement périodiques
admettent une forme bien particuliere.
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Théoréme 15 (Périodicité [Lib96, Proposition 1.11]). Une série s € D[z] est
périodique si et seulement s’il existe deux polynomes P et Q avec ¢ € N\{0} et
A €D tels que :
s=p® q(Az)". (2.18)
Une matrice est dite périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Démonstration : Premi¢rement, si s est périodique, alors elle peut néces-
sairement s’écrire sous la forme (2.18).

Deuxiémement, appelons ¢ et u les séries définies par ¢t = ¢(A\z¢)* et u =
(Az€)*. Alors en utilisant le degré d’un polynéme introduit dans la définition 26,
pour tout k > Deg(p), on a

s(tk+c)=tlk+c)

Deg(q)
@ g(n)u(k +c—n)
n=0
Deg(q)
Ag(n)u(k —n)

- XZZ@ = As(k).
O

Ainsi les valeurs de A et de ¢ déterminent la valeur de la période du systéme.

Définition 51 (Pente asymptotique). Soit h € DZ un signal ultimement pério-
dique tel que, pourt > tg, h(t) = N @ h(t — T). La pente asymptotique de h est
N

notée o(h) = 7.

Théoréme 16. L’ensemble des séries périodiques de D[z] est stable pour la
somme, le produit, la borne inférieure et la résiduation. Soient s1 et sy deux
séries périodiques non dégénérées'®, on obtient les résultats suivants :

o(s1 @ s2) = min(o(s1),0(s2)),
o(s1 ® s2) =min(o(s1),0(s2)),

o(s1 A s2) = max(o(s1),0(s2)),

€ sinon.

o (s2hs1) = {0(31) si o(s1) < o(s2),

Démonstration : Des démonstrations de ces résultats peuvent étre trou-
vées dans [Gau92, Chapitre VII]. O

Exemple 19. La figure 2.15 illustre l’exemple d’une application compteur, dont
la phase transitoire dure 14 unités de temps et dont la pente asymptotique est
N

=2.

T

D’une maniére semblable a celle de 'exemple 19, les systemes de production
que nous étudions comportent généralement deux modes de fonctionnement :
une premiere phase transitoire, puis un régime périodique. Le calcul de cette
pente asymptotique nous permettra d’obtenir la cadence du régime périodique
de ces SdP.

18. telles que A1 # 0, Ao #0,¢c1 #0et ca #0
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Evénements
45—
40|
35
30
25—
20
15
10
Q. .(@
O
3 \\
E
54 &
$
Dates
0 T \ \ \ \ >
5 10 15 20 25 30

Fia. 2.15 — Représentation graphique de la pente asymptotique d’une applica-
tion compteur

Incertitudes temporelles et analyse par intervalles

Nous abordons maintenant le cas des GET incluant des temporisations in-
certaines. On peut, de la méme maniére que pour les GET « ordinaires », obtenir
le comportement entrée-sortie de ces GET sous forme de séries périodiques.

Dans un premier temps, généralisons au dioide de séries D[z] en I'indéter-
minée z 2. On rappelle qu’il est toujours possible d’obtenir la représentation
d’état d’'un GET sous la forme suivante :

X(z) =2AX(2) ® BU(2)
Y(z) =CX(2)

ou X € (D[z])™, U € (D[z])? et Y € (D[z])? représentent respectivement le
vecteur d’état, le vecteur de commande et le vecteur de sortie. En outre, les
matrices A € (D[z])"*"™, B € (D[z])"*? et C € (D[z])?*™ sont respectivement
la matrice d’état, la matrice de commande et la matrice de sortie du systeme.

Cette représentation déterministe suppose que le modele est parfaitement
connu et que ses parametres ne font pas ’objet de variation au cours du temps.
Cette hypothese est parfois trop restrictive. Il est souhaitable dans certains cas
de prendre en compte dans le modele les informations relatives aux incertitudes
d’un systeme. Deux approches sont possibles : soit considérer la nature sta-
tistique des incertitudes (voir [BCOQ92] pour I’étude des GET stochastiques),
soit en émettant des hypothéses sur les amplitudes de variations des parametres.
Nous considérons ici ce second point de vue.

19. pouvant étre indifféremment Zmax [Y] 0u Zmin[d]
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Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET, nous al-
lons considérer que les matrices A, B et C caractéristiques du systéme peuvent
prendre n’importe quelle valeur dans des intervalles. La connaissance de 'ampli-
tude maximale des variations de chacun des parameétres du systéme permettra
d’établir ce modele incertain sous la forme d’un systéme décrit dans un dioide
d’intervalles.

Dans ce cadre de modélisation, un systéme étudié pourra donc s’écrire

{X = AXZBU (2.19a)
Y =CX (2.19b)

ot A€ A e (I(D[2])""", Be B e (I(D[2]))""" et C € C e (I(D[]))"".
Autrement dit, les coefficients des matrices A, B et C appartiennent au dioide
des intervalles I(D]z]) et les bornes de ces coefficients appartiennent au dioide
D[=].

A partir de cette représentation d’état, nous pouvons donner 1’expression
de l'intervalle contenant I’ensemble des relations de transferts entrée-sortie pos-
sibles pour le GET avec incertitudes temporelles correspondant. Dans un pre-
mier temps, le corollaire 1 nous donne X = A*BU comme plus petite solution
de I’équation (2.19a) (cf. la remarque 16 a la page 35). De plus, d’apres le théo-
réme 9, la matrice d’intervalles A*B € (I (D[[z]]))nXp est la plus petite contenant
I’ensemble

{A*B| A€ A et B € B}.
Ensuite, en reportant 1’état X dans I’équation de sortie (2.19b), on a :
Y = CA™BU,

ou CA*B € (I(D[z]]))qXp. H = CA”*B représente Uintervalle contenant 1'en-
semble des relations entrée-sortie du GET incertain.

Pour illustrer cette représentation, considérons le graphe d’événements tem-
porisés de la figure 2.16. Sur ce graphe, ui, us et y désignent les entrées et la
sortie du systéme. Pour une temporisation sous forme d’intervalle [a, 8], o est
le temps de séjour minimal avant de pouvoir contribuer au tir de la transition
aval et si le temps de séjour d’un jeton dans cette place atteint la valeur 3, alors
ce jeton devra étre utilisé pour le tir de la transition aval dés que possible (en
fonction des synchronisations éventuelles). En l'occurrence, les postes de travail
M et M3 sont des machines d’assemblage (2 entrées et 1 sortie). La machine
Ms, en fonction de la qualité des matieres premieéres, aura a passer plus ou
moins de temps sur chaque produit ; mais on sait par avance combien de temps
cela prendra au moins et au plus. Le déplacement des produits de la ligne de
production comprenant les postes M; et Mz de et vers la machine Ms prend un
temps défini selon la disponibilité des opérateurs. Pour finir, le déchargement du
stock aval de la machine M3 prendra un temps plus ou moins long, en fonction
des compétences de I'opérateur qui viendra réaliser cette tache.

A partir des données chiffrées présentées sur le GET de la figure 2.16, nous
pouvons par exemple modéliser ce systéme de la maniere suivante dans le dioide
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FiGg. 2.16 — GET avec incertitudes temporelles représentant un systéme indé-
terministe

zmaX[h]]:
e e o) el e [ed) leve] [e.e]
SR RN
, g, el |e,e €,€ €,€ €,€ ~ | [e,e] e, e
=1 ld L2 e el lee e | 2P| Ee el
el [ne] lee (0,2 [ A7 ee] [e.e]
[e,e] [e.e] e €] [, €] [5, 5] e, €] [e,e] e, el
Y= (e [od [ne el e 25)X

De cette représentation d’état, il est possible de donner l'intervalle conte-
nant I'ensemble des transferts entrée-sortie du systéme. Posons H = CA*B =
(Hy H3). Ainsi :

H, = [87%(39)", 117° @ 1477(37)"]
Hy = [(6* ® 77°) (57")", 97" © (129° @ 149” @ 15911) (5¢1)"].

2.3 Composition de systémes linéaires

Un systéme complexe peut étre décomposé en un certain nombre de sous-
systémes. Inversement, plusieurs systémes (identiques ou différents) peuvent étre
composés entre eux, afin de former un systéeme plus complexe. Une propriété
fondamentale dans la théorie conventionnelle des systémes linéaires veut qu’un
systéme résultant de la mise en série, en paralleéle et/ou en feedback?® de sys-
témes linéaires est également un systéme linéaire (cf. la définition 63).

Comme il a été montré dans [Plu9la] et [BCOQ92, Chapitre 6], les sys-
temes linéaires sur un dioide donné peuvent, de fagon analogue, étre composés

20. le terme francais est « contre-réaction » (I’expression « retour de sortie » pouvant aussi
&tre rencontrée), mais le terme anglo-saxon est beaucoup plus utilisé dans la communauté
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entre eux pour former un systéme linéaire. Apres avoir rappelé cette propriété,
on s’applique & donner les représentations (réponse impulsionnelle et modéle
d’état) correspondant & la mise en série, en parallele ou en feedback de systemes
linéaires.

Nous présentons dans cette partie les trois compositions de systémes linéaires
engendrant des systemes linéaires eux aussi : les compositions paralléle et sé-
rie, et la mise en feedback. Les compositions parallele et série sont présentées
ensemble car elle font directement référence aux lois d’un dioide. La mise en
feedback, quant a elle, renvoie a une opération plus complexe. Afin d’alléger les
écritures, on se restreint aux systémes mono-variable ; ’extension au cas multi-
variables étant naturelle. Rappelons que le dioide D de support de I’ensemble
des signaux D% est complet.

Le cas de composition générant des conflits sera abordé dans cette derniere
partie, car il consiste en la mise en concurrence de plusieurs systémes.

2.3.1 Compositions parallele et série

On munit ’ensemble des systémes linéaires de deux opérations internes ap-
pelées compositions parallele et série, que ’on note respectivement @ et ®. Ces
deux phénomenes sont représentés dans les figures 2.17 (a) et (b).

,,,,,,,,,,

(a) Composition paralléle (b) Composition série
FiG. 2.17 — Compositions de systémes linéaires

Le systeme S = S; @ S5 est la composition parallele de S et So et est défini
par

Vn € Z, (S(u))(n) = (S1(u))(n) & (S2(u))(n).

La composition série de S et S, quant a elle, s’écrit S’ = S; ® S5 et est
définie par

Vn € Z, (S'(w)) (n) = (Sl(Sg(u)))(n).

On peut aussi définir une troisiéme opération, d’amplification (& gauche) par
un scalaire de D. Cette opération externe est notée e.

En utilisant la linéarité et la continuité des systemes composés, on vérifie
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aisément, dans chacun des cas, les systémes S et S’ sont linéaires :

Théoréme 17. Soient S, et So deux systémes linéaires de réponses impulsion-
nelles respectives hy et hs.

1. La réponse impulsionnelle h de S = S1 & S est donnée par :

Vt,s € Z,h(t,s) = hi(t, s) ® ha(t, s).

2. La réponse impulsionnelle h' de S’ = 51 ® S est donnée par :

Vs € L1 (t,5) = @) ha(t, 7)ha(r, 5).
TEZ

Démonstration : Il faut identifier les expressions des réponses impulsion-
nelles des systemes résultant de la mise en parallele et série de S; et S;. Pour
les besoins de cette preuve, nous utilisons ’expression de la sortie des systemes
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en fonction de leurs entrées. On obtient alors respectivement :

(S(w)(t) = @ h(t, s)u(s) par définition

SEZL
= (S1(w) (@) ® (S2(w))(t) par la composition

= @ hi(t, s)u(s) ® EB ha(t, s)u(s)

SEZL SEZ

= @(hl(t, s) @ ha(t, s))u(s),

SEL
et

(8" (w)(t) = @ R (t, s)u(s) par définition

SEZ

= <S1 (Sg(u))) (t) par la composition

- @ ha(t,7)(S2(u))(7)

TEZL

= @ ha(t,7) @ ha (7, s)u(s)

TEZL SEZ

= D (D m(t.hs(r.))uls).

s€Z TEL

O

Théoréme 18. Soient S7 et Sy deuxr systémes linéaires de réalisations d’état
respectives (Ay(t), Bi(t), C1(t)) et (Aa(t), Ba(t), Ca(t)), avec t € Z.

1. Une réalisation (A(t), B(t),C(t)) de S = Sy @ Sy est donnée par :
Ay (1) B (t)
Vt e Z,Alt) = ( : A;(t)>, B(t) = (BQ(t)) et 2.20)
C(t) = (Ci(t) Ca(1)).

2. Une réalisation (A'(t), B'(t),C’(t)) de S = S1 ® Sz est donnée par :

(40 8950, 0= () ¢

Démonstration : Notons X; et Xs les vecteurs d’état respectifs de S; et
Sy. En choisissant X7 = (X{  X7) comme vecteur d’état de S, on obtient
les représentations (2.20) et (2.21). O

vt € Z, A'(t)

2.3.2 Mise en feedback

Soit S le systeme résultant de la mise en feedback de S sur S.
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F1G. 2.18 — Mise en feedback

La relation d’entrée-sortie de S s’écrit :

y=5(u)
= 51(S2(y) ®u)
= 51(S2(y)) ® S1(w)
=H(y) & S1(u) (2.22)

en ayant défini I'application H £ S; ® Ss.

L’équation (2.22) n’admet pas toujours une unique solution. En d’autres
termes, il n’est pas possible de caractériser de facon unique le signal de sortie
du systeme bouclé. On prend alors pour convention que cette sortie y correspond
a la plus petite solution de (2.22) donnée par le théoréme 4 :

y=H"(51(u)), (2.23)
avec
HO = 1d, 1" = H(H(-- (H)) et H* = DH". (2.24)
n fois nen

L’expression (2.24) met en évidence que le systéme S correspond & la mise
en série et en parallele (une infinité de fois) des systémes S; et Sy. La convention
qui consiste a sélectionner la plus petite solution se justifie pleinement lorsque
lon intéresse aux SDED. Sélectionner cette solution extrémale revient a consi-
dérer un comportement souhaité du systéme (le comportement au plus tot des
transitions d’'un RdP, en 'occurrence). On a précédemment vérifié que la com-
position paralléle et série de systémes linéaires donne un systéme linéaire; on
en déduit donc la linéarité de S issue de la mise en feedback de Sy sur S;. Le
théoreme suivant synthétise ces conclusions.

Théoreme 19. Tout systéme obtenu par compositions paralléle et série, et par
mises en feedback systémes linéaires, est également un systéme linéaire.

Théoréme 20. Soient Sy et So deux systémes linéaires de réponses impulsion-

nelles respectives hy et hy. La réponse impulsionnelle du systéme S issu de la
mise en feedback de So sur S1 est donnée par la relation

h(t,s) = ((hi®h2)*@hi)(t, s),
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ot
(h1®h2 @hl t T h2 7' 5)
TEL
(hléhQ)n = (h1®h2)® te @(hléhg) et
n fois
(h1®ha)* = EP (1 @ha)"
neL
Démonstration :
y(t) = P (M (51(w) ) (¢)

neN

= (Si) (1) & ($1© % @ Si(w)(t) &+

= @hl(t,s)u(s) ® @ @ @hl(t77'l)h2(7—177'2)h1(72>5)“(5) ©---
SEZL TIEZL T9o€Z sEL

= Dt s)u(s) & P ((hBha)Eha) (t,)u(s) & -

SEZL SEZL

_ @(@ h1®hs) ®h1>(t,8)U(S)-

SEZ “n€Z

O

Théoréme 21. Soient S7 et Sy deux systémes linéaires de réalisations d’état
respectives (Ay(t), Bi(t),C1(t)) et (Aa(t), Ba(t),Ca(t)), avec t € Z. Une réa-
lisation (A(t), B(t),C(t)) de S issue de la mise en feedback de Sy sur Sy est
donnée par :

ez =(pucky ") m0=("0) «

C(t) = (Ci(t) ¢).

Démonstration : En notant X; et X5 les vecteurs d’état respectifs de S7 et
S5 et en choisissant X1 = (Xl xT ) comme vecteur d’état de .S, on obtient
la réalisation donnée par le théoréme. O

2.3.3 Autres formes de composition

D’autres formes de composition existent, comme la mise en conflit de plu-
sieurs sous-systemes par rapport a des ressources ou a la consommation de
produits, ou plus largement tout phénomeéne de choix. Ceci se représente dans
le paradigme des réseaux de Petri a ’aide de motifs semblables a ceux des fi-
gures 2.4 (a) et 2.4 (b), page 42.

Ceci entraine inexorablement une perte de la linéarité du modele exact du
systeme global. En effet, la représentation d’état de ce systéme étant basé sur des
équations liant les transitions, il apparait dans le cas d’un conflit que certaines
transitions peuvent posséder plusieurs transitions amont ou aval. Ainsi, certaines
équations liant les transitions entre elles peuvent avoir plusieurs solutions. Ceci
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correspond bien au fait que des décisions entre plusieurs possibilités doivent étre
prises pour résoudre les conflits.

Comme nous le verrons plus en détail dans les chapitres suivants, en se satis-
faisant d’une certaine approximation, il est cependant possible de caractériser
un modele linéaire pour des systemes possédant des conflits.

2.4 Bilan

Ce chapitre a été consacré a la modélisation analytique des systéemes. Le com-
portement des graphes d’événements temporisés est régi par des équations qui
sont linéaires dans un dioide. Les GET présentent le double avantage de mettre
en évidence la structure profonde d’une situation donnée et de fournir une vision
globale du systéme, constituant un guide précieux pour le raisonnement [GM79].
Les représentations d’état basées sur des dateurs et des compteurs d’événements
nous ont permis de représenter les systémes sous une forme récurrente explicite
canonique.

D’un point de vue entrée-sortie, il est aussi possible de représenter d’une
fagon univoque un systeme linéaire par sa réponse impulsionnelle. Cette derniere
permet de manipuler tout le comportement du systéme en un élément, ce qui
simplifie la caractérisation des sorties d’un systéme en fonction de ses entrées.

Les systemes manipulés dans un dioide donné peuvent aussi étre représentés
par des fonctions de transfert (ou des matrices de transfert dans le cas MIMO),
en utilisant des transformations analogues aux transformées en z de la théo-
rie des signaux en temps discret. Ces fonctions se présentent sous la forme de
séries formelles, intégrant en particulier de maniere explicite la périodicité des
systemes qu’elles représentent.

Par ailleurs, les systémes peuvent étre composés entre eux, mais le systeme
global ainsi formé n’est pas toujours linéaire dans un dioide, en particulier s’il
présente des conflits. Nous proposerons, dans les chapitres suivants, notre ap-
proche de modélisation linéaire de phénomeénes de routage, puis de partage de
ressources, en utilisant dans chacun des cas une analyse par intervalles.



Chapitre 3

Modélisation d’un routage
entre sous-systemes
paralleles

Les systémes que nous étudions présentent une certaine complexité; il est
généralement possible de les décomposer en sous-systémes. Bien souvent, il existe
entre ces derniers des conflits structurels, en particulier sous forme de routages,
qui font converger ou diverger les flux de produits. Pour cette forme de conflit,
I’alimentation des sous-systemes paralleles est commune, et il existe un point de
décision nécessaire, qui influe sur le devenir des produits; ils iront dans I'un ou
lautre des sous-systeémes en fonction de gammes prédéfinies. On considére ainsi
une politique de routage donnée (en général statique) pour résoudre ces conflits.
Mais il n’a pas encore été trouvé de maniére pour représenter graphiquement ce
type de systémes dans un GET et, a fortiori, analytiquement dans un dioide.

Dans ce chapitre, nous contournons ce probleme en proposant un encadre-
ment du comportement entrée-sortie d’un systeme comportant plusieurs sous-
systémes en concurrence sur la consommation (cf. la figure 2.4 (a), a la page 42).
L’encadrement fourni contient tous les comportements possibles du systeme étu-
dié. Ainsi, méme si le comportement entrée-sortie d’un tel systéme n’est pas li-
néaire dans le dioide considéré, il peut néanmoins étre encadré par celui de deux
systemes linéaires; I'un plus lent, 'autre plus rapide. On peut donc proposer
un modele approché de systémes de production comportant des routages grace
a un dioide d’intervalles.

Le présent chapitre est constitué comme suit.

La premiere section présente les différentes formes possibles de parallélisme
pour les sous-systémes, ainsi que les fonctions de routage que nous utiliserons.
Cette section comporte aussi un état de l'art, ou I'on compare les approches
semblables a la notre.

La deuxieme section fait ’objet d’une caractérisation de la borne inférieure
du comportement entrée-sortie du systeme global, cette premiere étant indépen-
dante de la politique de routage utilisée. L’étude de 'influence de la politique de
routage sur le comportement des systémes globaux nous permet, dans la section
suivante, de spécifier un majorant du comportement de ces systemes, dépendant
de la politique de routage utilisée.
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Dans le cas particulier d’un routage par lots entre deux sous-systémes pa-
ralleles, il est possible de déterminer les rendements correspondants pour les
différents sous-systémes. Ainsi, pour certaines valeurs bien spécifiques de ces
lots, les bornes de I'intervalle des comportements entrée-sortie possibles, et donc
tous ceux qui appartiennent a cet intervalle, possedent la méme cadence. Dans
ce cas précis, les intervalles ont une taille minimale. On obtient donc un modele
relativement proche de la réalité. La maniere d’obtenir un tel routage optimal
est présentée dans la section 3.4.

Pour finir, un cas d’application de notre approche est présenté.

La contribution principale de ce chapitre est de montrer que, pour des po-
litiques de routage dites « périodiques » ou « équilibrées », le comportement
entrée-sortie du systeme peut étre encadré par celui de deux systemes linéaires.
Cette approche a fait 'objet de deux publications [BCLL09a, BCLLO09b).

3.1 Le phénomeéne de routage

Cette section présente ce que nous appelons un routage périodique et un
routage équilibré, ainsi que les contraintes que ces types de routages peuvent
impliquer. On montre que ces routages ne perturbent pas le caractere isotone
des applications dateur lies aux transitions, puis 'on caractérise (sous une
forme non linéaire) la relation entrée-sortie de systémes comportant un routage.
Cette section se conclue par les intéréts de notre approche, en la comparant aux
approches existantes.

3.1.1 Formes de parallélisme

Une premiere forme de composition parallele a été présentée dans la sec-
tion 2.3.1. Dans ce type de composition, toute impulsion en entrée est répercu-
tée de maniére synchronisée dans tous les sous-systemes composant le systéme
global, comme si cette entrée était dupliquée le nombre de fois nécessaire. Mais il
n’existe pas dans la réalité de systémes permettant une duplication de la sorte !
En effet, les entrées sont le plus souvent des entités indivisibles, et seul un des
sous-systémes pourra en jouir de maniére exclusive, au détriment des autres.

—| hy |— —>| hy |—
/:‘ll yll\‘ u|1 yll
U O O Y u Yy
|< \\l |*) place de Oi’l
/’ routage
O Uz Y2 O \;LLQ yQ/
Sl [}

(a) Parallélisme « conjonctif » (b) Parallélisme « disjonctif »

Fi1G. 3.1 — Deux maniéres de relier des lignes de production paralleles

1. « Rien ne nait ni ne périt, mais des choses déja existantes se combinent, puis se séparent
de nouveau »— Anaxagore de Clazomeénes, philosophe Ionien du Ve¢siécle avant J.-C.
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Si deux systemes linéaires h; et ho utilisent en parallele le méme signal
d’entrée u (cette entrée va a la fois dans hy et hg), le systéme global h est
équivalent & hy @ ho, qui est lui aussi linéaire [BCOQ92, chapitre 6]. Un tel
systéme h est représenté par la figure 3.1 (a), ol les sous-systémes h; et hs sont
des abstractions de graphes d’événements. Comme l'entrée u est envoyée a la
fois en u; et en us de maniere synchronisée, on dira dans le cadre de cette these
que ce parallélisme est de type « conjonctif ».

Une autre forme de parallélisme se manifeste quand des sous-systémes pa-
ralléles sont reliés au signal d’entrée de maniere conflictuelle. Pour ce type de
parallélisme, le systeme global n’est pas linéaire, et ce, méme si les sous-systémes
le constituant le sont. Ce phénomene est représenté par la figure 3.1 (b). Les
deux sous-systémes hy et hy sont linéaires (et peuvent étre représentés par des
GET), mais l'entrée u est aiguillée soit vers uy, soit vers us. Le réseau de Petri
ainsi formé ne peut pas étre assimilé & un GET, essentiellement a cause de la
place de routage possédant plusieurs arcs sortants. On dira que ce parallélisme
est « disjonctif ».

Ces notions de conjonction et de disjonction font directement référence aux
opérateurs logiques « et » et « ou ». En effet, dans le premier cas, le signal
d’entrée est envoyé a la fois dans un sous-systéme et dans l'autre, alors que
dans le deuxiéme cas, il est envoyé dans un systéme ou dans l'autre?. Cette
distinction des cas est semblable a celle qui est utilisée en Grafcet [Dav95].

Le parallélisme conjonctif dispose déja de suffisamment d’apports théoriques
pour pouvoir étre étudié sans probléme (citons, entre autres, [BCOQ92]). Notre
contribution porte plus spécifiquement sur le parallélisme disjonctif et vise a
en obtenir une modélisation linéaire. Notre approche consiste a considérer le
comportement entrée-sortie du systéme global, pour une politique de routage
donnée.

3.1.2 Fonctions de routage périodique

Nous considérons dans cette theése des routages périodiques ou équilibrés,
que nous définissons comme suit.

Définition 52 (Routages périodique et équilibré). Soit h un systéme constitué
de 2 sous-systémes hy et hy en conflit. On note r = m|n, avec m,n € N*, la
fonction de routage en amont de hy et ho telle que les fonctions dateur u, uy et
ug satisfont

Vk,ui (k) = u(|k/m] x (m +n) + (k mod m)),
us(k) = u(lk/n] x (m+n)+ (k mod n) + m).

Quand le systéme global contient plus de deuxr sous-systémes paralléles, on
note r =maq|---|my, avec my € NT,Vq € [1,p], la fonction de routage en amont
de ces p sous-systémes. Ce routage garantit la relation suivante, ¥q € [1,p] :

D q—1

Yk, ug(k) = u(wJ X (Z m,.> + (k mod mg) + Yy my). (3.1)

r=1 r=1

2. de manieére exclusive. Il serait donc plus juste de parler de « ou exclusif »
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Quand les coefficients de routage sont tous égaux a 1 (c’est-a-dire quand
25:1 mg =p), on dit que le routage est équilibré.

En d’autres termes, pour un SdP comportant un routage périodique r = m|n
par exemple, m produits entrants sont d’abord envoyés vers hq, ensuite n de ces
produits sont aiguillés vers hs, puis c’est au tour de m d’entre eux d’étre dirigés
vers hy et ainsi de suite.

Proposition 2. En appliquant une fonction de routage périodique ou équilibrée,
les applications dateur des entrées des différents sous-systémes conservent leur
propriété de monotonie (cf. la définition 21 d la page 25).

Démonstration : Pour un lot de m, produits donné, considérons toutes les
tailles possibles pour les différents lots envoyés aux différents sous-systémes.

1. Dans le cas my =1 et m, > 1,Vr # g, on a |k/m,| = k et k mod m, =0,

Vk € N. Ainsi,
P q—1
uq(k) = u(k (Z m,«> + mr> et
r=1 r=1
P q—1
ug(k+1) = u<<k+ 1)(2%) + Zmr)
r=1 r=1
P q— P q—1
o b(Sme ) 4 Xme = e+ 1S ) + Yo,
r=1 r=1 r=1 r=1
et I’application u est monotone,
d'ott ug(k + 1) = uq(k).
2. Dans le cas mgq > 1 et m, > 1,Vr # g,
(a) si lentier k est un multiple de mgy, posons x = k/m. On a, par

définition de la multiplicité, k¥ mod m, = 0. Par ailleurs, L%J =x
et (k+ 1) mod m, = 1. Ainsi,

P q—1 P q—1
Or,x(Zmr>+ mrzx<2mr>+1+2mr
r=1 r=1 r=1 r=1
et I’application u est monotone,
d'ott ug(k + 1) = ug(k).
(b) si l'entier k + 1 est un multiple de m,, posons z' = % On a

par définition de la multiplicité, (k + 1) mod m, = 0. Par ailleurs,
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lk/mg| =2’ — 1 et k mod my, = m, — 1. Ainsi,

uq(k) = u<(x’ - 1)<zp:m,) +mg—1 +§mr> et

r=1 r=1

q—1
ug(k+1) = u(x’( mT> + mT>.
r=1 r=1

P
Or, Z m, > mg — 1, c’est-a-dire

r=1

p q—1 p g—1
(z’l)(Zmr)+mq1+Zmr2x'<2mr)+ my
r=1

=1 r=1 r=1

M=

et I'application u est monotone,
d'ott ug(k + 1) = ug(k).

(c) siaucun des entiers k et k+1 n’est multiple de mg, on pose |k/mq]| =
z”, k mod my =y et (k+ 1) mod my = y+ 1. Ainsi,

ug(k) =u (m” (f: mr) +y+ § mr> et

r=1 r=1

ug(k + 1) :u<x”<zp:mr) +y+1+q§:1mr>.

r=1 r=1

P q—1 D g—1
Or, ff"(ZTm«) Fyt Y me > w”(Zm) ty+1+) m,

r=1 r=1 r=1 r=1
et I'application u est monotone,
d’olt ug(k + 1) = uq(k).
Par énumération de tous les cas possibles, nous avons prouvé que les fonc-

tions dateur des entrées des différents sous-systémes sont isotones, méme apres
application d’une politique de routage périodique ou équilibrée. O

Exemple 20. D’un point de vue graphique, le routage équilibré 1|1|1 peut étre
représenté par les réseaux de Petri de la figure 3.2.

Exemple 21. Pour la fonction de routage périodique r = 2|3, on a
Vk,uy (k) = u(|k/2] x 5+ (k mod 2))
us(k) =u([k/3] x 5+ (k mod 3) +2).

Cette fonction peut étre représentée par les réseaux de Petri de la figure 3.3.

On notera que le seul moyen d’expliciter la politique de routage attachée
a une place présentant une concurrence a la consommation est de rajouter un
ensemble de places, de transitions et d’arcs contraignant le RAP. On considérera
donc, pour conserver une simplicité de représentation, qu’il faudra se référer a
la description textuelle du RAP contenant une telle place afin de connaitre la
politique de routage appliquée.
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Graphe d’état de la partie routage
Explicitation du routage

F1G. 3.2 — Représentations de la fonction de routage 1|1|1

N s

Graphe d’état de la partie routage

Explicitation du routage

F1G. 3.3 — Représentations de la fonction de routage 2|3

Notation 6. Le comportement d’un systéme h composé de deux sous-systémes
hy et hy et dont la fonction de routage est r sera noté (hy|hs),. Le comportement
entrée-sortie de ce systéme sera donc noté y = h(u) = (hilhz),.(u).

3.1.3 Réponse impulsionnelle d’un systéme comportant
un routage

Les sous-systemes h; que l'on étudie (cf. la figure 3.4) sont linéaires dans le
dioide Zmyin et SISO. Par ailleurs, laiguillage entre ces sous-systémes est géré
par une place de routage en amont. Le systéme global consiste en la mise en
paralléle de tous les h;, créant de la sorte un conflit au niveau de cette place de
routage. En considérant les événements comme des impulsions, chaque impulsion
en entrée du systéme global est envoyée vers un seul de ses sous-systemes h;.
En outre, la sortie y collecte tous les événements y;.

Rappelons tout d’abord comment se comportent, d’un point de vue entrée-
sortie, les différents sous-systemes qui peuvent intervenir dans un routage.
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Fic. 3.4 — Forme des systemes a routage périodiques ou équilibrés

Si nous considérons un systéme h composé de 2 sous-systeémes hi et ho, tous
deux linéaires dans le dioide Zyi,, comme il n’y a pas de perte de « signal »,
nous obtenons les équations suivantes :

u(t) = ur(t) @ ua(t) et y(t) = y1(t) @ ya(?).

Comme h; et hg sont linéaires, on peut définir leurs comportements entrée-
sortie sous la forme d’un produit de convolution en utilisant 'opérateur * (cf.
Iéquation (A.10) de 'annexe A.2.2) :

y1(t) = (hy *uy)(t) et ya(t) = (hg * uz)(t). (3.2)

Il s’agit maintenant de lier les deux équations de (3.2) aux fonctions comp-
teur caractérisant Uentrée et la sortie du systéme global, a savoir u(t) et y(t).
En utilisant le produit de Hadamard présenté a la définition 43 de la page 56,
il est possible de formuler ce comportement entrée-sortie.

D’un point de vue compteur, les équations de conservation suivantes sont
satisfaites, a tout instant d’observation % :

u(t) = R uilt) = <Qu> (1) et Quilt) = y(t) = (@ y> . (33

1€L 1€EL €L i1€Z

En combinant les équations (3.2) et (3.3), nous obtenons donc, comme ca-
ractérisation de la relation entrée-sortie d’un systéme comportant un routage,
I’équation suivante :

y(t) = ((hy *u1) © (hy * uz))(t). (3.4)

Remarque 29 (Non linéarité de la relation (3.4)). Cette représentation pourrait
paraitre satisfaisante, mais les fonctions compteur u;, dépendantes du routage,
ne sont pas de forme linéaire (car la relation (3.1) fait apparaitre des opéra-
tions de division entiére et de modulo). La sortie du systéme n’admet donc pas
forcément de forme linéaire.

Pour palier ce probleme, nous proposons de calculer une approximation du
comportement entrée-sortie du systéme en ’englobant dans un intervalle et en

focalisant les calculs sur les bornes de cet intervalle. On dispose de cette ma-
N
min)

niére d’une représentation linéaire, au sens du dioide I(Z , dont 'amplitude

d’approximation peut étre mesurée.
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3.1.4 Etat de lart et intéréts de notre approche

Nous énumérons ici quelques considérations ayant motivé nos travaux, a la
lumiere des approches identifiées dans la littérature.

Etat de I’art du routage dans les RdP

Dans [BCG91, Section 3.6.1, page 11] et [BCOQ92, Section 9.5] sont pré-
sentées deux politiques de routage, & savoir un routage par « commutation » 3
et un routage « compétitif ». Le premier routage peut étre dynamique, grace a
Putilisation de fonctions de routage (dépendant de propriétés des jetons, comme
leur numérotation par exemple). Cette politique de routage aboutit a des équa-
tions non linéaires dans le dioide Zyayx, car elles dépendent du partitionnement
des jetons dans les places présentant des concurrences & la consommation (cf.
la figure 2.4 (a) & la page 42) en des ensembles orientés vers 1'une ou l’autre
des transitions aval de ces places. Les équations ainsi établies sont complexes
et difficilement exploitables. Le routage compétitif, quant a lui, est lié a la ges-
tion de files d’attentes, auxquelles on applique une politique FIFO. Une place
p présentant une concurrence a la consommation est considérée comme une file
d’attente FIFO. Deés qu’une des transitions aval de p est sensibilisée par toutes
les autres places amont de cette transition, elle émet une requéte afin de réserver
le prochain jeton a sortir de la file d’attente de p. Cette requéte sera satisfaite
quand le jeton correspondant sera le prochain a participer au tir de 'une des
transitions aval de p. Cette derniére politique de routage ne parait pas satis-
faisante car elle ne suffit pas a lever toutes les cas d’indéterminisme. En effet,
si cette place p ne possede que des transitions aval n’ayant pas d’autre place
amont, il n’y a pas de critere permettant de décider laquelle de ces transitions
sera tirée en premier.

En se basant sur une sous-classe un peu plus large que celle des GET, a
savoir les réseaux de Petri a choix libres (cf. la définition 40 a la page 45), les
auteurs de [BFG96] parviennent & établir des équations structurelles linéaires,
associées & des équations « quasi (4, x) linéaires », représentant le routage.
Le RdAP est décomposé en des graphes d’événements maximaux et un sous-
réseau non linéaire de routage. Le modele proposé repose sur des compteurs,
Xt(r), indiquant le nombre de fois ol la transition ¢ a été tirée a la date 7.
On peut donc établir des équations d’évolution qui décrivent un cas d’étude
comme le couplage d'un systéme Z,;, linéaire et d’un systéme quasi (+, x)
linéaire, portant sur les mémes matrices. La quasi-linéarité provient du fait qu’a
une date 7 = 71 + 72, X(7) est égal au nombre de fois ou la transition ¢ a
été tirée jusqu’a la date 71, puis a partir de cette date jusqu’a la date . On
ne retrouve pas X¢(7) = X%(m) + X!(72) car le deuxi¢me terme de la somme
nécessite un décalage. Cette équation n’est donc pas linéaire. Or, en supposant
un routage aléatoire, on constate que ’espérance du nombre de fois ou une
transition est tirée a la date ¢ est égale a la somme des espérances a la date
t1 et a la date to. Ce qui confére donc bien une propriété de linéarité, mais
en Uespérance. Une politique de routage dite « de course » 4 est aussi présentée
dans cette publication. Pour cette politique, quand un jeton arrive dans une
place présentant une concurrence a la consommation, c’est la transition qui

3. traduction personnelle du terme “switching” utilisé dans ces publications en anglais
4. traduction personnelle du terme “race” utilisé dans ces articles en anglais
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terminera le plus t6t qui remporte la « course » et qui consomme le jeton, au
détriment des autres transitions.

Dans [CGQ98], les auteurs proposent une modélisation par récurrences poly-
nomiales dans le dioide Z,;, de RAP (et non juste de GET), aprés simplification
des phénomenes tels que la mort et la naissance de processus (correspondant
aux valuations des arcs des RdP) ou des conflits qui peuvent exister dans ces
RdP. Des politiques de routages statiques dépendantes de 'origine des jetons
et de leur numérotation sont utilisées, ce qui permet d’aboutir a des équations
récurrentes sur des compteurs pour des RAP temporisés pondérés continus (car
leur approche est généralisée aux flux, c’est-a-dire en considérant des fractions
de jetons). Quand la politique de routage ne dépend que de la numérotation des
jetons, les équations obtenues sont similaires & celles de [BFG96], ces derniéres
se trouvant dans un contexte stochastique.

Il est proposé dans [Lib96, Section I1.2.5] une contribution basée sur 1’étude
de [CGQI8]® ainsi que sur celle de Loiseau et Wagneur [LW94]. Dans cette der-
niére publication, des systémes d’équations Z,,;, sont proposés, en se basant uni-
quement sur la structure du RdP et sans considérer de politique de routage par-
ticuliére; les relations obtenues sont non linéaires, mais plus simples que celles
de [BCGI1] et [BCOQY2]. L’étude des conflits structurels de Laurent Libeaut se
base sur les équations de conservation aux nceuds des réseaux, semblables aux
lois de Kirchhoff 6. Le fonctionnement de tout réseau de Petri ordinaire est ainsi
décrit par un systeme d’équations et d’inéquations, basées sur des applications
non décroissantes de N vers NU {400}, représentant le nombre de jetons d’une
place qui peuvent contribuer au tir d’une des transitions aval de cette place. Les
inéquations de ce systeme sont définies dans le corps conventionnel et expriment
les propriétés de conservation des jetons du RdP. Les équations, quant a elles,
expriment, dans le dioide (NU {400}, min, +), la politique de fonctionnement
au plus tot du RdP. De par la généralité des cas étudiés, il n’y a pas de garan-
tie quant a 'unicité des solutions recherchées. Par ailleurs, pour un réseau de
Petri de grande complexité, il transparait que les équations proposées n’ont pas
encore été exploitée en pratique.

Récapitulatif

Nous avons résumé dans le tableau 3.1 les données principales liées aux
approches présentées dans notre état de 'art.

Comparaisons avec notre approche

En premier lieu, la classe des réseaux de Petri utilisée par Guy Cohen et
ses co-auteurs dans [CGQ98] n’est pas celle utilisée pour nos cas d’études; en
particulier, nos systémes sont de type discret et nous n’abordons pas le cas des
pondérations sur les arcs. De leur c6té, les écrits de Francois Baccelli et ses
différents co-auteurs, dont [BCG91, BCOQ92] et [BFGI6], présentent des ap-
proches basées sur des politiques de routage pouvant étre dynamiques, mais les
équations d’état obtenues ne sont jamais totalement linéaires, quelle que soit
I’approche présentée. Nous avons préféré nous attacher a définir des modeles li-
néaires, basés sur une analyse par intervalles, dont les bornes sont déterministes.

5. car ce document était déja pré-publié et disponible dés aott 1995
6. ou plus communément appelées « lois des noeuds »
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Publications Forme des | Type de la poli- | Forme de la représen-
RdP étudiés tique de routage | tation d’état
Routace dvna Non  linéaire  dans
[BCGI1] et Quelconque mi ueg( ar c}:)m— Zmax, car 1équation
[BCOQI2] 4 que ip principale repose sur
mutation) s
un partitionnement
Gestion  dyna-
e mique d’une file ertains cas sont non
BCGI1] et Quelconque i d’ file | Certai t
[BCOQ92] d d’attente FIFO | déterministes
(compétition)
Dynamique, car
Réseaux  de | basée sur les | Ensemble d’équations
[BFG96) Petri & choix | temps restants | linéaires et « quasi li-
libres des tirs des | néaires »
transitions
Réseaux  de
(CGQYY Petri tempo- | Routage sta- | Equations linéaires
risés pondérés | tique dans Ryin, x
continus
Ensemble d’équations
. dans N et d’inéqua-
. P 1 ) X
[Lib96] Quelconque as d ¢ bo tique tions dans Ny, +. Pas
particuliere . NI
de garantie de 'unicité
des solutions.

TAB. 3.1 — Récapitulatif des approches utilisant des réseaux de Petri pour ’étude
des routages

Par ailleurs, nous ne pouvons pas appliquer la politique de routage présentée
dans [BFG96] car, contrairement & ’hypothése qui y est faite, nous considérons
que les tirs des transitions sont instantanés. Pour finir, 'approche proposée par
Laurent Libeaut dans sa these permet de modéliser la concurrence, mais sans
proposer de routage pour lever les conflits [Lib96], ce qui ne correspond pas a
notre approche, ou un routage est proposé.

3.2 Une borne inférieure pour le comportement
du systeme global

Notre modele repose sur le calcul de deux bornes d’un intervalle de compor-
tements englobant celui du systéme étudié. La premiere étape consiste a calculer
la borne inférieure de cet intervalle. On montre dans cette section que 1’addition
termes a termes des réponses impulsionnelles des sous-systémes composant un
SdP est toujours un minorant du comportement entrée-sortie de ce systeme,
quelle que soit sa politique de routage intrinséque.

La proposition suivante introduit une borne inférieure pour le comportement
entrée-sortie de 2 systémes paralléles en conflit sur les entrées.
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Proposition 3. Soient les fonctions compteur hyi, ho,uy et us € Zliin, l'inéga-
lité suivante est toujours satisfaite :
(h1 ® hg) * (u1 ® UQ) < (hl * ul) ® (h2 * UQ). (35)

Démonstration : Comparons les deux membres de cette inégalité, vVt € Z.
Concernant le membre de gauche, par définition du produit de convolution ”
NnOUS avons

((h1 ® ha) * (u1 ® ug))(t) = @ (ha(t1) @ ha(t1) @ us(t2) ® ua(ts)).

t=t1+t2

En développant le membre de droite, nous obtenons :

((h1*ul)®(h2*uz))(t)=< @ hl(t1)®u1(t2)>®< @ hz(t1)®u2(t2))~

t=t1+t2 t=t1+t2

En considérant que la variable ¢ peut prendre un nombre fini n de valeurs,
((h1 ® h2) * (u1 ®uz))(t) correspond donc au minimum des n sommes possibles
de 4 termes, et ((h1 *u1) ® (hg * u2))(t) peut étre réécrit comme la somme du
minimum de ces 4 termes, pris 2 a 2. Ainsi, par définition de I'opération min,
on sait que la deuxiéme expression est plus grande que la premiére (au sens de
la relation d’ordre définie dans Zyn, cf. la remarque 6 & la page 23).8 (]

Remarque 30. Quand u; = ug = e (e étant ici la fonction compteur e(t) =
e =0 pourt < 0 ete(t) =c = 400 autrement), le cas limite de l’égalité
de la relation (3.5) est atteint; on a (h1 ® h2) * (u1 ® ug) = (h1 © h2) xe =
(hy * €) ® (ha % €). En d’autres termes, la réponse impulsionnelle du systéme
global correspondant est hy ® ho dans ce cas précis.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 3, et donne
une caractérisation de la borne inférieure du comportement entrée-sortie d’un
systeme dont l'entrée est aiguillée vers un nombre quelconque de sous-systemes
le constituant.

Proposition 4. Pour un systéme h dont les n sous-systémes sont linéaires et
liés par un parallélisme disjonctif, quelle que soit la fonction de routage, nous
avons

Y = (h1@h2@"'@hn)*u.

Démonstration : C’est une extension directe de la proposition 3, en utili-
sant la propriété 1 de la page 56 concernant 1’associativité de ©. O

Il est aussi possible de considérer le comportement entrée-sortie de systémes
globaux via leur fonction de transfert, dans Zmi,[d]. Comme nous avons pu le
. c e N — .
constater dans la section 2.2.3, les dioides Z;,, €t Zmin[0] sont isomorphes. On
peut donc affirmer que I'inf-convolution de Zmin correspond au produit de séries
dans Zmin[d] (qui est parfois appelé « produit de Cauchy », pour le distinguer
du produit dit « de Hadamard » [Gau93]).

7. cf. la définition 61, de ’annexe A.2
8. il est & noter que la preuve d’une proposition similaire dans RXZ peut étre trouvée
pour le lemme 6.2.1 de [Gau93, page 27]
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Remarque 31. Le produit de Hadamard s’applique aussi auz séries formelles.
Ainsi, dans Zin [0], Vopération © est définie comme suit :

—+oo

a(6) © b(8) = @ (a(t) @ b(t))d".

t=0

On constate donc que le produit de Hadamard de deuz séries correspond d
la somme termes a termes (au sens du corps conventionnel) des coefficients de
ces séries.

Exemple 22. Considérons par exemple les deux sous-systémes dont les fonc-
tions de transfert sont exprimées par les séries suivantes dans Zmin[d] :

hi(8) = 64(26%)* et hy(8) = (6° @ 26%)(464)*.
Pour cet exemple, nous pouvons calculer
hi(8) ® ho(8) = (6% @ 26° @ 465 @ 667 @ 86 @ 1060 @ 146 @ 18614)(2051%)*.

La proposition 4 nous informe que la sortie y(§) du systéme global est nécessai-
rement plus grande que (h1(8) ® h(6)) @ u(d) . Le comportement entrée-sortie
de ce systéme ne peut donc pas étre plus rapide que le systéme équivalent a
7 (6) ® ha ().

Ceci peut s’interpréter graphiquement a [’aide de la figure 3.5. On constate
que la série résultant de ’évaluation de l'expression hy(8) ® ho(d) correspond
a la somme des événements réalisés par les différents sous-systémes a chaque
instant t. En quelque sorte, on considére que les 2 sous-systémes mis en paral-
léles travaillent en permanence au mazximum de leur capacité. C’est pourquot le
systéme global correspondant ne peut physiquement pas produire plus®.

Nous allons voir dans la section suivante que I’ensemble des comportements
majorant le comportement effectif du systéme global est dépendant de la poli-
tique de routage utilisée.

3.3 Un majorant pour le comportement du sys-
teme global

Nous avons montré dans la section précédente que le produit de Hadamard
des fonctions compteur de sous-systemes en conflit est une borne inférieure
pour le comportement entrée-sortie du systeme les englobant, quelle que soit la
politique de routage utilisée. Nous allons maintenant considérer 'influence de
ces fonctions de routage.

Nous considérons trois cas possibles. Lorsque les sous-systéemes sont iden-
tiques et que le routage est équilibré, on constate que le comportement entrée-
sortie du systéme global revient a multiplier celui de I'un des sous-systemes par
le nombre de ces sous-systemes identiques mis en paralléles. On obtient donc
une représentation exacte du systeme global. Lorsque les sous-systémes sont

9. en se rappelant que la relation d’ordre dans Zmin [6] est I'opposée de celle définie dans
le corps usuel, ceci correspond bien au fait que cette série constitue une borne inférieure
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Evénements
A

60
55
50
45—
40
35
30
257
20

157

107 !
11
1

Dates

>

! |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

FI1G. 3.5 — Interprétation graphique du produit de Hadamard de séries de Z i, [0]

différents et pour des politiques de routage équilibrées ou périodiques, il n’est
plus possible d’obtenir de représentation exacte et linéaire du systéme. Cepen-
dant on pourra définir une fonction de transfert supérieure a celle caractérisant
le systéme considéré. Comme il n’est pas garanti que ce transfert sera jamais
atteint, il consiste en un majorant et non en une borne supérieure. Comme il
n’est pas garanti que ce transfert sera jamais atteint, il constitue un majorant
et non une borne supérieure. On obtiendra en conséquence les deux extrémes
d’un intervalle incluant la fonction de transfert recherchée.

3.3.1 Routage équilibré entre sous-systémes identiques

Définissons 'application de changement d’échelle, qui sera utile tout au long
de cette section.

Définition 53 (Application de changement d’échelle). Soient une application

compteur x € Zim et un scalaire n € N. L’application de changement d’échelle
(p . N N

est définie par Echy, : Z i, — Zppin, © — N X .

n min»

Remarque 32. Si l'on considére la représentation graphique d’une série dans
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— 7N —
Znin[0] (car Z, i, €t Zmin[0] sont isomorphes, via la transformée en & présentée

dans la section 2.2.3), la multiplier par un entier naturel revient d effectuer
un changement d’échelle de l’aze des ordonnées, correspondant aux événements
réalisés.

Ceci peut étre représenté par la figure 3.6. On y constate que la série Echy(hy)
correspond au fait de doubler le nombre d’événements a chaque instant d’obser-
vation, comme si ’échelle de l'axe événementiel avait été divisée par 2. Dans
le cadre des réseaux de Petri, un tel changement d’échelle revient a démulti-
plier tous les jetons du marquage initial de ce RAP en fonction du coefficient de
changement d’échelle.

Evénements
A

601
55
50
45
40—
351
30
251
20
151

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fia. 3.6 — Interprétation graphique du changement d’échelle d’une série de
ZInin [[5]]

Propriété 4. Quand on ne considére que des sous-systémes identiques, au
nombre de n et a la réponse impulsionnelle h, et une politique de routage équi-
librée, il est possible de faire une analogie entre le produit de Hadamard et [’ap-
plication de changement d’échelle. En effet, dans ce cas

é h = Ech, (h).
i=1

Démonstration : Par définition du produit de Hadamard et de ’application
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de changement d’échelle, nous avons d’un c6té

Vvt € Z, (@h) t) @ h(t) ®--- @ h(t)

n fois
=@ h(t) =D h(t)
i=1 i=1
=n X h(t),

et de 'autre
Vt € Z, (Echy, (h))(t) = Echy, (h(t))
=n x h(t).

Nous pouvons donc conclure. O

Le résultat suivant donne une caractérisation du comportement d’un systeme
englobant deux sous-systémes identiques et dont la fonction de routage est r =
11.

Proposition 5. Le comportement entrée-sortie du systéme (h|h)q), est linéaire
et sa réponse impulsionnelle est Echa(h).

Démonstration : Pour 1e5 besoins de cette démonstration, nous considé-

rons les sous-systémes dans Zmax Le produit * représente donc ici une sup-
convolution entre applications dateur.

y1(k) = (h * ul)(k)

ya(k) = (h * ug)(k)

—Gah ® ug(k — 1)

Comme la fonction de routage utilisée est équilibrée (c’est-a-dire 1/1), on a
u(2k) = uy (k) et u(2k + 1) = ug(k).

On sait aussi que Vk € Z,u1(k) < uz(k) < u1(k + 1). Puisque le produit de
convolution est isotone (cf. la propriété 7 a la page 137), on obtient Vk :

h*ul(k) < h*UQ(k) < h*ul(k+ 1)
Soit y1 (k) < y2(k) < y1(k + 1), et finalement

y(2k) = y1(k) et y(2k + 1) = yo (k).
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Nous pouvons alors écrire pour les événements pairs

k

=P r) @ ur(k - i)

= lZz:(O) Rui(k)dh()@ui(k—1)@---
= h(0) ® u(2k) ® h(1) ® u (2(k; — 1)) D

@h (k—1)),

1=0

et pour les événements impairs

y(2k +1) = h(0) ® ua(k) ® h(1) @ ug(k = 1) @ - --

=P n) (k—1i)+1).

=0

En conclusion, pour tout K pair ou impair, la relation suivante est vérifiée :

K

y(K) = @ h(i) @ u(K — 2i), (3.6)

=0

ce qui montre que le systéme global est linéaire dans le dioide Zonax (la sortie se

présente comme une sup-convolution d’une application dateur par Uentrée).
Cherchons maintenant & caractériser la réponse impulsionnelle de ce systéme,

permettant d’obtenir y comme une fonction de u. Soit I’application suivante :

Iy h(j/2) quand j est pair,
' (5) = o
€ quand j est impair.

En injectant A’ dans I’équation (3.6), la (sup-) convolution suivante est aussi
vérifiée :
K
y(K) = @' (i) @ u(K — ).
i=0
y(K) est de ce fait une somme de K termes, dont la moitié sont nuls au sens
de Zmax. Ces derniers sont de la forme € ® u(k — j — 1), avec j impair. Or si j
est pair, h'(j) = h(j/2), par définition de h’. Donc les termes non nuls sont de
la forme h(j/2) ® u(k — j), pour tout j pair. Par ailleurs, I'application dateur u
est croissante par définition. Ainsi, I’équation (3.6) est aussi équivalente &

K

y(K) =P n" (i) @ u(K —i).

=0

ot /' est définie par

B(j) = h(j/2) quand j est pair, 3.7)
h(Z£1)  quand j est impair.
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En effet, les termes de h” n’interviennent pas dans la somme quand j est
impair (car ces termes sont de la forme h(j/2) @ u(k — j — 1) et sont inférieurs
aux termes de la forme h(j/2) ® u(k — j); ils ne sont donc pas considérés, par
définition de la loi @ de Zax ). La sémantique de la définition k", explicitée par la
relation (3.7), est qu’a chaque instant j considéré, deux événements consécutifs,
de I'un des sous-systémes, dont la réponse impulsionnelle est h, surviennent de
maniére simultanée (les dates des événements h(j/2) et h(%) sont égales). On
constate donc que la réponse impulsionnelle A" du systéme global correspond
au double de celle de I'un des sous-systemes identiques le constituant, ce qui
nous donne h” = Echy(h) = h ® h.

On remarque ainsi que la représentation de i’ en tant que dateur correspond
4 2 x h en représentation compteur (dans Zpyiy,)- O

En étendant la preuve a n sous-systeémes équivalents, on trouve le résultat
suivant.

Proposition 6. Un systéme (h|h|---|h)ij1|....1 composé den sous-systémes dont
les réponses impulsionnelles sont h et dont la fonction de routage est 1|1|---|1
a pour réponse impulsionnelle Ech,, (h).

Démonstration : Pour ce type de systeme, on a par hypothese la relation
suivante :

up(k) S uz(k) < - S un(k) S ur(k+1).

Le reste de la démonstration repose sur un raisonnement similaire a celui de
la preuve de la proposition précédente. O

L’exemple suivant illustre cette proposition.

Exemple 23. Chaque sous-systéme de la figure 3.7 (a) posséde pour fonction de
transfert h(6) = 67(36%)*. Le systéme (h|h)1)1 est lui aussi linéaire et sa fonction
de transfert est Echa(h) = §7(662)*. Le GET de la figure 3.7 (b) posséde la méme
fonction de transfert. Il est important de constater que deux systémes identiques
mis en paralléle permettent de doubler la cadence du systéme global.

Dans les sous-sections suivantes, nous allons considérer les cas ot les systémes
globaux sont composés de sous-systemes différents.

3.3.2 Routage équilibré entre sous-systemes différents

Etudions en premier lieu le cas du routage équilibré, c¢’est-a-dire quand tous
les sous-systémes recoivent le méme nombre d’impulsions en entrée.
N

min’

Proposition 7. Dans Z
tel que

le comportement d’un systeme h = (hilh2)11 est

(h1 @ ha) xu < h(u) < Echa(hy @ ha) * u.

Nous pouvons donc garantir l’existence d’un intervalle pour le comportement
entrée-sortie du systéme h,

(hl‘hg)l‘l € [hl © ha, Echa(hy ® hg)]
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(b) |HQH|HQH|HQH|
F1a. 3.7 — Equivalence entre (h|h);); (a) et Echa(h) (b)

Démonstration : La proposition 3 nous permet de prouver l'inégalité de
gauche. Par ailleurs, comme le produit de Hadamard ® et le produit de convo-
lution * sont isotones (cf. les propriétés 3 et 7, respectivement pages 56 et 137),
on obtient

hixup < (hy @ ho) *uy et hy xus < (hy ® ha) * us.

Ainsi
h(u) = (hy xu1) © (hg * ug)

< ((h1 @ ha) * U1) O] ((hl @ ha) * u2).
Pour un routage 1|1, la proposition 6 nous indique que

(h1 ® ha) *u1 © (h1 @ ha) % ug = Echa(hy @ ha) * (u1 © ug)
= EChg(hl ©® hg) * U
|
Ce résultat, concernant deux systémes linéaires présentant un parallélisme
disjonctif géré par une politique de routage équilibrée, montre que le compor-
tement du systeme les incluant peut étre encadré par celui de deux systemes

linéaires. 11 est possible de généraliser cette proposition pour un nombre quel-
conque de sous-systémes en parallele.

Proposition 8. Soient n sous-systémes h; et une fonction de routage r =
11]--- |1 associée. On a

@h (halhal - |hn) 1)1 < Bchy, (@h)

ce qui peut aussi s’écrire

(h1 ® - ©hy) *u < (halha| - [hp) i) n * u < Echy (1 @ -+ @ hy,) * u.
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Démonstration : La démonstration est similaire a celle de la proposition
précédente, en utilisant cette fois-ci le résultat de la proposition 4. O

3.3.3 Routage périodique entre deux sous-systemes diffé-
rents

Cette partie porte sur les routages périodiques de type n|m, avec n,m €
N*. La résiduée duale de lapplication de changement d’échelle joue un rdle
prépondérant dans les calculs présentés. C’est pourquoi nous renvoyons le lecteur
a la section 1.2.3 ou aux ouvrages [BJ72, BCOQ92] pour obtenir un rappel sur
la théorie de la résiduation.

Proposition 9. L’application Ech,, est dualement résiduable et sa résiduée
duale est définie comme suit :

Ech’ (z) = [z/n].
Démonstration : Il suffit de remarquer que 'application Ech,, satisfait
Echy,(a A b) = Ech,(a) A Ech, (b).

En particulier, si a et b sont solutions de Ech,(x) = y, on constate que leur
borne inférieure est aussi une solution. Par généralisation, la borne inférieure de
toutes les solutions de Ech,,(x) = y est nécessairement une solution elle aussi;
elle en est plus précisément la plus petite, selon la définition de la relation d’ordre
canonique (cf. la section 1.1.3). Comme cette plus petite solution existe, on peut
affirmer d’apres le théoreme 7 a la page 28 que Ech,, est dualement résiduable.

Par ailleurs, il apparailt clairement que le plus petit x tel que n x = = y
correspond a 'arrondi a ’entier supérieur de la division de y par n. O

Remarque 33. D’aprés linégalité (1.2b) de la page 28, la relation suivante est
satisfaite :
Ech,, (Ech’, (b)) 3= b.

Exemple 24. Considérons un systéme de transfert décrit par la série périodique
sutvante dans Zmin[d] :

b=4"@16% @ 35°(16")*.
La réponse impulsionnelle exprimée par une application compteur donne

be(3) =3,b.(4) =3

L’application EchZ(b) = [% X b] est décrite par la série formelle §' @ 162 @
265(162)*.
On constate alors effectivement que

Echy (Echj(b)) = &' @ 26% @ 46°(26%)* 3= b.
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Proposition 10. Un systéme h = (hi|ha)m|n est tel que
h € [h1 ® hy, Bchp, ¢ (Bl (hy) @ Ech;(f@))] (3.8)

Démonstration : La proposition 6 nous fournit les équivalences suivantes.
— Un systéme Zpy,;, linéaire dont la réponse impulsionnelle est Ech,, (k1) est
équivalent au systeme (hq|--- |h1)1| ST
——

m fois i
m fois

— De méme, un systéme Zmy;, linéaire Ech,,(hs) est équivalent au systéme
(ho|-- |h2)1| SNIE
— —_—

n fois i
n fois

Nous pouvons ainsi formuler ’égalité suivante

(Echy, (h1)] Echy (h2)), = (hal---|hy [ hel--- h2)y)1). .1
—— Y—— ,

m fois n fois

m|n

m + n fois

En d’autres termes, on peut transformer un routage m|n entre deux sous-
systémes en un routage 1|---|1 avec m + n sous-systémes. En utilisant la re-
marque 33, les inégalités

hi < Echy, (Ech?, (h1)) et ha < Echy, (Ech?, (hs)).
nous conduisent a
(B 7o) i < <Echm (Ech,bn(hlmEchn(Ech;(hz)))

< (Behd, ()| -+ | Feh?, () | b, (ha)] - | Bebd (h2)) 1|1
——

m fois n fois

m|n

m + n fois

La proposition 8 permet de terminer la démonstration. ([l

Exemple 25. Considérons deux sous-systémes dont les fonctions de transfert
dans Zmin[[é]] sont respectivement hy = §%(26%)* et hy = 6°(26%)*. Supposons
Dutilisation d’un routage périodique 2|1.

On trouve comme borne inférieure de son comportement

hi ® hy = (62 @ 26°)(66°)*.
Par ailleurs,
Echb(hy) = 62(16°) et
Ech’ (hy) = hy = 6°(26°%).
Ce qui nous donne pour le calcul du majorant

Echy (Ech)(h1) @ Ech} (h)) = 6°(66°)*

En résumé, le comportement combiné (hi|ha)s)1 des sous-systémes hy et hy
en parallélisme disjonctif (cf. la figure 3.1 (b)) est compris dans un intervalle,
et satisfait la relation d’appartenance suivante :

(halha)a € [(6% @ 267)(66°)*, 5°(65°)*].
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3.4 Routage périodique optimal entre deux sous-
systemes différents

Nous avons vu dans la section précédente comment modéliser linéairement
dans un dioide d’intervalles des phénomenes de routage. Il apparait donc, dans
le cas d’une politique de routage périodique, que la taille des lots & envoyer
en entrée de chacun des sous-systémes influe sur le comportement du systeéme
global correspondant, et donc aussi sur ses comportements extrémaux, servant
de bornes a l'intervalle des comportements possibles. En particulier, on peut
affirmer que, si les deux comportements aux bornes ont la méme cadence, alors
la taille de I'intervalle, c’est-a-dire ’approximation, est minimale.

Il est réputé que les réponses impulsionnelles des systémes linéaires dans un
dioide (comme ici Z,,;,) sont ultimement périodiques [CMQV89] (cf. la défini-
tion 50 de la page 64). Il est donc possible, en étudiant les valeurs de leurs pentes
asymptotiques, d’émettre des assertions quant a leurs cadences de production.
Cette approche est en particulier applicable aux réponses impulsionnelles aux
bornes de 'intervalle de comportements représentant un systéme. Mais avant
de pouvoir étudier les pentes asymptotiques de ces réponses impulsionnelles, il
est nécessaire d’énoncer quelques propriétés concernant les calculs de ces pentes
asymptotiques, quand interviennent le produit de Hadamard ou ’application de
changement d’échelle.

=N
Propriété 5. Soient hi,hy € Z,;, deuzr applications ultimement périodiques.
Alors

O'(hl @hg) = O'(hl) —|—0’(h2)7 (39)
o(Echy(h)) =n x o(h), (3.10)
h
o (Ech? (b)) = ["()W . (3.11)
n
Démonstration : En se référant aux définitions 43 et 53 (pages 56 et 87),
les démonstrations sont triviales. O
Proposition 11. La politique de routage r = m|n, avec = = ZEZ;; permet

d’obtenir une approximation minimale du comportement entrée-sortie du sys-
téme ot s’effectue ce routage. Ceci se caractérise par la relation o(hy @ he) =

o (Echm+n (Ech?, (hy) @ EchEL(hg))) .
Démonstration : Tout d’abord, sachant que ”* = o(h)
o(hs) et O'(h1> _ m><<7(h2).

n n
Cherchons maintenant a caractériser, uniquement en termes de pentes asymp-

totiques et de tailles des lots du routage périodique, le membre de gauche de la
relation. On a

o(hy) _
o(ha) O1 trouve — = =

o(h1 ©® ha) = o(h1) + o(ha) en reprenant 1’équation (3.9)

_mXx o(hsg) + o (ha)

n
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Par application de la relation (3.11), on trouve U(Echljn (h1)) = O’(EChEl(hQ)) =
o(hy) _ o(h2)

m n
Ce qui nous donne

U(Echm+n (Bch?, (hy) ® Ech;(hzm _(m+ nzn xo(hi) _ (m+ n)nx o(ha)

On constate que les deux membres de la relation de la proposition 11 sont
égaux, ce qui conclut la démonstration. O

Il est par conséquent possible de choisir une fonction de routage telle que les
bornes de lintervalle (3.8) aient la méme pente asymptotique. En paramétrant
cette fonction de routage, on obtient la meilleure cadence, tout en réduisant
I'incertitude liée a la modélisation par intervalles.

3.5 Cas d’application
Considérons un atelier flexible possédant deux lignes de production paral-
leles dont les entrées et les sorties respectives sont wi, us, y1 et y, comme

présenté dans la figure 3.8. Ces deux sous-systemes peuvent étre décrits selon
leurs fonctions de transfert dans Zp;, [0] comme suit :

hi(6) = 6%(20%)* et ho(d) = (6° @ 265)(46%)*.

e
|~04~04~©H|
uO/ \

|

\1{>4%§§L0ﬂ|{;>/

F1a. 3.8 — Un atelier flexible possédant un routage en son sein

Pour les deux sous-systemes considérés, on a les cadences suivantes :

O’(hl) :2/3 et O’(hg) =1

O’(hl)
o(h2)”

La fonction de routage optimal r = m|n est celle pour laquelle * =
On trouve ainsi m = 2 et n = 3.

D’apres la propriété 5 et la proposition 11, la cadence du systeme global
est la méme pour tous les comportements possibles de ce systéme (auquel on
attribue la fonction de routage 2|3). Par calcul, on trouve

O'((h1|h2)2|3) = O'(h1 ® hg) = O'(hl) + O'(hg) = 5/3
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Cherchons maintenant a caractériser les comportements extrémaux de l'in-
tervalle des possibles. Soit h la fonction de transfert du systéme global, nous
savons qu’elle est incluse dans 'intervalle

[@, E] - [hl ® ha, Echs (Ech} (hy) @ Echg(hg))} .

La borne inférieure h a déja été calculée dans I'exemple 22 de la page 86 :
h=h; ®hy=(6*®25° ©46° @ 65" @ 85 @ 106 @ 146" @ 186)(205'%)*.

Afin de calculer la borne supérieure &, il nous faut les valeurs de Ech)(hy)
et de Echj(hs). On obtient comme résultats

Ech)(hy) = 6*(16%)* et
Ech}y(hs) = (5% @ 16° @ 26" @ 36™)(46'2)*.

_Ainsi dans notre cas, Echj(hs) = Ech)(hy), ce qui nous permet de calculer
h, a savoir

I = BEchs(Ech(he)) = (0% @ 56° & 106" & 1564)(205'%)*.

Pour cet exemple, pour tout signal d’entrée u, la sortie (hi|ho)as(u) est
supérieure & h *u et inférieure & h * u. La figure 3.9 propose une représentation
graphique des applications compteur h et h. Nous pouvons constater que la
borne inférieure h est bien le comportement le plus rapide, dans le sens ou les
cadences sont les mémes mais certains produits seront réalisés un peu plus t6t
par le systéme que représente cette application. La zone grisée correspond aux
incertitudes liées au routage.

Pour ce cas d’application, I’amplitude d’approximation (le plus grand écart
entre les deux bornes de lintervalle) est de 4 produits réalisés & 3 unités de
temps d’écart.

3.6 Bilan

Grace au dioide des intervalles, présenté dans [LS01, LHCJ04], certains sys-
temes non linéaires dans les dioides de scalaires peuvent étre décrits par des
intervalles dont les bornes sont linéaires. Cette approche permet d’utiliser les
résultats de la théorie des dioides sur ces bornes, aboutissant a I’étude analy-
tique de ces systémes (qui sont généralement étudiés par simulation, pour cause
de trop grande complexité).

Nous avons montré ’existence de deux systeémes linéaires permettant d’enca-
drer le comportement d’un systéme mono-entrée/mono-sortie composé de plu-
sieurs sous-systemes paralléles en conflit sur la méme entrée, a condition d’uti-
liser une fonction de routage « périodique » ou « équilibrée » entre ces sous-
systemes. L’ensemble des formes possibles pour ces deux bornes a été regroupé
dans le tableau 3.2.

Dans le contexte de la gestion de production, il est possible de choisir un rou-
tage garantissant au systeme global une cadence donnée et tel que l'incertitude
d’approximation liée a ’analyse par intervalles soit minimale.
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Fia. 3.9 — Réponse impulsionnelle des deux bornes de l'intervalle

Lype (\ie Type de Réponse impulsionnelle
sous-systemes routage
n sous-systemes Routage
identiques équilibré Oy h = Ech,(h)
(hlh|...|h) 1. 1
. B,01.rne Majorant
inférieure
n sous-systemes Routage
différents équilibré Ech,, (@?_0 hz>
(h1lho|. .. |hy) 11f...]1 N
2 sous-systémes Routage Oizo i b
o o Echypn (Echy, (h1) @
différents périodique Ech? (h ))
(ha|h2) njm 2

TAB. 3.2 — Récapitulatif de la caractérisation du comportement d’un routage

Comme nous avons pu le constater, la politique de routage a une certaine
influence sur le comportement des systémes concernés. Nous allons voir dans
le chapitre suivant des systémes présentant des conflits de type ressources par-
tagées. En utilisant une politique d’affectation dynamique des ressources bien
particuliére, leurs modélisations peuvent aussi étre réalisées par le biais d’une
analyse par intervalles.



Chapitre 4

Modélisation de systemes
de production a ressources
partagées

Nous avons vu dans le chapitre précédent une premiere forme de conflits,
basés sur des routages de produits entre plusieurs sous-systemes, et étudié I'in-
fluence de ces premiers sur le comportement du systeme global. Nous abordons
dans ce chapitre une deuxieme forme de conflits, & savoir le partage de ressources.
Ainsi, ce ne sont plus les produits qui sont orientés selon leurs gammes respec-
tives, mais les ressources qui sont affectées a 'un ou 'autre des sous-systemes
en concurrence. Cette différence fondamentale impose 'utilisation d’une autre
approche de modélisation.

En se basant sur une politique d’affectation des ressources partagées bien
précise, on peut obtenir une modélisation linéaire du systeme global, a une cer-
taine approximation pres. En effet, cette gestion des ressources est dynamique et
ne permet donc pas de prévoir a I’avance le comportement entrée-sortie exact du
systeéme global. La politique d’affectation utilisée ici est pseudo-périodique, car
elle est un compromis entre une affectation périodique des ressources aux pro-
cessus concurrents et une satisfaction des premiers produits arrivés sans prendre
en compte le processus concurrents dans certains cas. Pour cette politique, nous
montrons qu’un probléme de ressource partagée entre deux sous-systemes paral-
leles peut étre transformé en un probleme comportant des GET désynchronisés
et des délais incertains, qui représentent des incertitudes temporelles quant a
I’acces a la ressource et sur sa durée d’indisponibilité.

Le présent chapitre est composé comme suit.

Dans la premiére section, nous précisons le cadre des systémes comportant
des ressources partagées et définissons le principe de ’exclusion mutuelle, ainsi
que la politique d’affectation des ressources que nous utilisons. Cette section
inclut aussi un état de I'art, ou ’'on compare les différentes approches identifiées
dans la littérature a la notre, afin de justifier 'intérét de cette derniere.

Dans les deux sections suivantes, nous exposons notre approche sur trois
types de SAP, de complexité croissante. Tout d’abord, nous étudions le cas le plus
simple du partage d’une ressource unique entre deux postes de travail. Ce cas est
ensuite généralisé au partage de plusieurs ressources. Le cas de sous-systemes
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complexes entiers partageant un certain nombre de ressources est étudié dans
une section propre, car il nécessite une étape de calcul supplémentaire. Cette
derniére a pour but de calculer le temps de séjour maximal pour un jeton dans
une sous-partie du réseau de Petri situé entre 2 transitions données.

Enfin, nous abordons dans la section 4.4 deux cas d’application de notre
approche. Le premier cas montre comment peut étre modélisé le partage d’une
ressource simple, en 'occurrence une convergence de convoyeurs ou les palettes
ne doivent pas se chevaucher. Le deuxieme cas d’application met en ceuvre
I’approche complete concernant le partage de plusieurs ressources entre deux
sous-systemes complexes, ici des ensembles de bassins de traitements chimiques
par immersion des produits.

La contribution principale de ce chapitre est de montrer que, pour une poli-
tique d’affectation particuliere des ressources, il est possible de modéliser linéai-
rement, dans un dioide d’intervalles, des phénomeénes complexes de partages de
ressources, par approximation du comportement du systeme global. Cette mo-
délisation se focalise sur la caractérisation de deux systémes linéaires dont le
comportement est plus lent ou plus rapide que celui du systeme étudié. Cette
approche a fait Pobjet de 3 publications [BCL08a, BCL08b, BCL10)]

4.1 Ressources partagées et exclusion mutuelle

Nous présentons dans un premier temps les caractéristiques d’un SAP a res-
sources partagées, c’est-a-dire les conflits sous-jacents et la politique d’affecta-
tion dynamique que nous utilisons pour résoudre ces conflits. En fin de section,
nous présentons une étude comparative détaillant quelques points ayant motivés
nos travaux.

4.1.1 Principe d’une exclusion mutuelle

Une hypothese généralement admise quand il s’agit d’étudier le comporte-
ment de ressources partagées est de considérer une politique d’exclusion mu-
tuelle.

Définition 54 (Exclusion mutuelle). Lorsque plusieurs processus veulent accé-
der simultanément d une méme ressource ', utilisable par un seul processus d la
fois, il se produit un conflit qui ne peut étre résolu sans mécanisme d’affectation
approprié. L’exclusion mutuelle posséde les deux propriétés suivantes :
— A tout instant, au plus un processus peut utiliser la ressource partagée.
— Tout processus demandant a utiliser la ressource partagée, en aura la pos-
sibilité au bout d’un temps fini.

Une contrainte d’exclusion mutuelle provient essentiellement de 1’indivisi-
bilité d’une ressource. Elle ne peut donc ainsi satisfaire en méme temps deux
processus la nécessitant pour étre menés a bien. La deuxiéme propriété d’une
exclusion mutuelle est nécessaire pour justifier qu'un réseau de Petri modélisant
un partage de ressource en exclusion mutuelle est bien vivant.

Des phénomenes d’exclusion mutuelle pour des ressources partagées peuvent
étre identifiés dans de nombreux contextes, y compris dans la vie de tous les

1. comme ce type de ressources est trés contraignant pour le systéme, on les appelle géné-
ralement des « ressources critiques »
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jours. On peut citer en exemple une télécommande que des membres d’une
famille se disputent, un ballon apres lequel courent des joueurs de football ou
tout centre de ressources documentaires (bibliotheques, médiatheques, etc.) ou
certains documents n’existent qu’en un seul exemplaire.

Dans notre contexte des systemes de production, ces phénomeénes sont ob-
servables quand un opérateur est affecté a plusieurs postes de travail ou quand
un trongon ne peut étre parcouru que par un seul transporteur a la fois (pour
des raisons de sécurité, par exemple). Ces systémes peuvent étre illustrés sous
la forme du réseau de Petri de la figure 4.1, ou P; et P, sont deux postes de
travail partageant le méme type de ressource R, dont la quantité n est connue.
Chaque poste de travail posséde son propre stock amont (notés Sy et Sy respec-
tivement), son propre temps de production (notés 7p, et 7p, respectivement) et
son point d’entrée (notés u; et uy respectivement). A la fin de leurs opérations,
les postes de travail délivrent les produits qu’ils ont réalisés dans leurs stocks
aval. Les transitions y; et y» correspondent aux deux points de sortie du sys-
teme. Méme quand deux postes de travail partagent plus d’une ressource, ils
ne peuvent évoluer completement indépendamment 1'un de 'autre. La mise en
route d’un des deux postes de travail nécessite une des ressources; le poste de
travail opposé peut éventuellement avoir a attendre que I'une d’entre elles soit
libérée pour commencer a fonctionner.

|¥Qﬂ|¥oﬂ|ﬂoﬂ|
)

|;©j|?©7ﬂ©ﬂ|

Fi1G. 4.1 — Trongon comportant une ressource partagée en quantité finie

Afin de résoudre les conflits survenant quand chacune des places S; et So
contient au moins un jeton, nous proposons une politique d’affectation per-
mettant & I'un des deux postes de travail de fonctionner & plein régime quand
lautre est a 'arrét et garantissant une répartition périodique des ressources,
afin qu’aucun des deux postes ne soit éternellement 1ésé par l'autre.

4.1.2 Notre politique d’affectation des ressources

Considérons le systeme décrit par le RAP de la figure 4.1, ou deux lignes de
production paralleles nécessitent le méme ensemble de ressources. Nous utilisons
la politique de gestion suivante pour régler les conflits.

Définition 55 (Politique d’affectation pseudo-périodique). Une politique d’af-
fectation de type pseudo-périodique concernant une ou de plusieurs ressources
partagées s’énonce de la facon suivante :

Tant qu’il reste suffisamment de ressources disponibles, n’importe quel pro-
duit arrivant sur l'une des lignes peut étre traité sur le champ par le poste de
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travail correspondant. Une des ressources peut ainsi étre affectée a un poste plu-
steurs fois de suite. Si au moins un produit est en attente de traitement dans
chacune des lignes, dés qu’une ressource sera libérée par un poste de travail, elle
sera affectée au poste de travail concurrent, de maniére a assurer une alternance
de laffectation de cette ressource.

Chaque produit devant subir une opération sera donc effectivement traité,
en temps voulu. Considérons en premier lieu le comportement du systeme en
cas d’arrivée massive de produits en amont des deux postes de travail. S’il
n’y a qu’une seule ressource partagée, cette ressource sera affectée de maniere
cycliqgue aux différents postes. C’est-a-dire, en fonction du tir des transitions
to ou ty4, la ressource sera par la suite affectée au poste de travail P, ou P,
respectivement. Par contre, dans le cas d’un nombre n de ressources partagées,
s’il y a en permanence des produits en attente de traitement en amont des deux
postes de travail, toutes les taches peuvent étre effectuées en parallele et les
n ressources sont utilisées au maximum. Ainsi, un poste pouvant utiliser au
plus les n ressources en méme temps, on peut garantir que le temps d’attente
entre le k° tir d’une transition d’entrée d’un des deux postes de travail et le
(k—n)® tir de la transition de sortie correspondante est au maximum, selon notre
politique d’affectation, du temps de production du poste de travail concurrent
(cf. la section 4.2.2 ou sera prouvée cette propriété). Considérons maintenant
le comportement du systéme global quand les produits n’arrivent pendant un
laps de temps donné qu’en amont de 'un des postes. Ce cas permet a ce dernier
de fonctionner a plein régime, tant que le poste concurrent ne nécessite pas
de ressource. Il n’existe aucune garantie concernant ’arrivée d’un produit en
amont du poste opposé; il n’est donc pas possible de déterminer de période
de comportement. C’est pourquoi nous qualifions cette politique de « pseudo-
périodique ».

Les régles d’affectation des ressources peuvent étre représentées de maniere
plus formelle par un réseau de Petri, dont la sémantique est étendue par 1'uti-
lisation d’arcs inhibiteurs. Quand une transition est reliée a une place amont
par un arc inhibiteur, elle ne peut étre tirée tant que cette place contient un
jeton [Rei96]. Ainsi, la politique de résolution des conflits utilisée ici est illustrée
par la figure 4.2.

Les différents cas possibles d’affectation de la ressource, énumérés dans la
définition 55, sont liés aux quatre transitions ¢, ¢}, t3 et t5 du RdP de la
figure 4.2.

Toute I'importance des places R; et Ry réside dans leur habilité a mémori-
ser le dernier poste de travail auquel a été affecté une unité de ressource. Ainsi,
un jeton se trouvant dans la place Ry (respectivement Rs) signifie que Py (res-
pectivement P») a été la derniére place ol se situait ce jeton. Ces deux places
sont a la base de la gestion de I'alternance de ’affectation des ressources en cas
d’une arrivée massive de produits en amont des deux postes. En effet, s’il y a un
jeton dans la place R; et aucun dans S, alors selon la politique d’affectation
pseudo-périodique le poste de travail P; peut réserver la ressource, et les arcs
inhibiteurs font que t; est tirée. P, posséde le méme comportement s’il y a un
jeton en Ry et en S, et aucun en S; 2. S’il y a au moins un jeton en S et
en S; en méme temps, alors la ressource est réservée alternativement par les
deux postes de travail ; t} ou t5 est tirée, selon I'arrivée des jetons en Ry ou Ra,

2. t3 est tirée dans ce cas-la
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Fic. 4.2 — Diagramme de principe de la regle d’affectation considérée

c’est-a-dire en fonction du dernier poste de travail ayant libéré un élément de
ressource partagée.

4.1.3 Etat de lart et intéréts de notre approche

Nous abordons dans cette partie un rappel sur les approches identifiées dans
la littérature traitant de partages de ressources dans les réseaux de Petri, ainsi
que les aspects ayant motivé nos travaux.

Etat de I’art du partage de ressources dans les RAP

Les systémes considérés jusqu’a présent sont dits stationnaires, dans le sens
ou leurs structures n’évoluent pas avec le temps. Sébastien Lahaye a étudié dans
sa theése des systémes aux nombres de ressources non constant (pour cause de
pannes, par exemple) [Lah00]. Il s’agit donc d’ajouter des transitions sources et
puits, formant ainsi un réseau de Petri de type GET avec ajout/retrait dyna-
mique de jetons, qui est une sous-classe de RdP a choix libres. A proprement
parler, il ne s’agit pas de partage de ressource, cependant cette forme de RAP
présente des formes de concurrences a la production et a la consommation de
jetons, pouvant représenter le partage d’une ressource entre un processus interne
et un processus externe, sur lequel le systeme n’a pas de contrdle. C’est pourquoi
nous avons intégré cette étude dans notre état de I'art. Les calculs se situent
dans Zuyy et les tirs des transitions sources et puits rajoutés sont exogenes (et
leurs mesures sont connues a priori).

D’autres types de systémes non stationnaires ont été étudiés dans la these de
Michel Al Saba [AS06]. Il y a proposé deux formes de modélisation des conflits,
par des systemes a commutation d’un coté, et en utilisant la théorie des empi-
lements de piéces de Pautre [Vie86]. Il est possible dans les systémes a commu-
tation de changer de mode opératoire, chacun étant représenté par un systéme
Zomax linéaire et possédant ses propres matrices caractéristiques [vdBDS04]. Les
commutations permettent de modifier la structure des systémes, de casser les
synchronisations et de modifier 'ordre des événements. Ces premiéres peuvent
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étre effectuées suivant une séquence donnée, aléatoire ou calculée suivant un
critere d’optimisation. En utilisant ce paradigme, les systémes de production
peuvent étre considérés comme des automates commutant entre plusieurs re-
présentations Zyay linéaires [ASLB06]. Le probléme considéré est la poursuite
de trajectoire en juste-a-temps. Cependant I’ordonnancement concernant 1’affec-
tation de la ressource partagée doit étre connu au préalable (au moins celui qui
sera appliqué pendant I’horizon d’étude). Par ailleurs, si le nombre de ressources
partagées est considérable, le nombre de modes opératoires est accru de maniere
exponentielle, ce qui rend cette approche peu utilisable pour une modélisation
sur ordinateur de systémes conséquents. La deuxiéme forme de modélisation re-
pose sur l'utilisation d’« automates (max,+) » capables de représenter des RAP
temporisés saufs [Gau95, GM99]. Ces modeéles sont particuliérement intéressants
pour évaluer successivement un grand nombre d’ordonnancements dans ce type
de RdAP. Dans le cas d’'un job-shop par exemple, pour chaque ordonnancement,
il suffit de calculer la hauteur du « tas de piéces », sans avoir & reconsidérer
le modele, alors que I'approche classique consiste a transformer le job-shop en
autant de GET qu’il y a d’ordonnancements a considérer. Des modeéles de type
empilement de pieces, utilisés conjointement avec des modeles Zp,.x linéaires
(des graphes d’événements non nécessairement saufs), permettent la représen-
tation de modeles RAP temporisés correspondant a des systémes flexibles de
production manufacturiére [ASBL06]. Ces derniers sont considérés comme ré-
sultant d’un assemblage de GET auxquels sont associés des transitions d’entrée
de graphes d’état temporisés (saufs).

Les auteurs de l'article [TKGO07] proposent de ne pas limiter leur étude a
des politiques particulieres d’affectation de la ressource, afin de ne négliger au-
cune séquence possible et de garantir une séquence d’affectation finale optimale.
L’idée présentée dans cet article est de passer d’un réseau de Petri quelconque
a un graphe d’événements pondéré puis a un graphe d’événements simple. Le
probleme de 'ordonnancement des ressources est décomposé, d’une part, en une
étude du comportement logique, modélisé par des systémes d’équations et d’in-
équations dont les variables sont les marquages initiaux des places, et d’autre
part, en une évaluation du temps de cycle des séquences possibles obtenues qui
permet I'obtention d’un solution optimale pour un horizon de recherche fixé.
De par cette méthode, 'ordonnancement d’affectation de la ressource partagée
devient rigide (statique) et déterminé & priori.

La modélisation proposée dans [Lib96, Section I1.2.5] permet aussi de consi-
dérer des partages de ressources. Le principe est toujours d’étudier d’un coté
les relations structurelles entre les applications compteur associées aux transi-
tions d’un réseau de Petri, et d'un autre c6té des propriétés quant au nombre
de jetons dans les places de ce modele. Cette approche conduit & un systéme
d’équations et d’inéquations dans N, y et Nmin,Jr.

Une derniére approche identifiée porte sur les systéemes de trafic urbain.
Le modele analytique proposé dans [CATBMO09] repose sur la théorie du second
ordre pour réaliser des soustractions entre valeurs de compteurs liés a différentes
transitions [Plu91b]. Les ressources partagées considérées sont en exclusion mu-
tuelle, dans le sens ou chaque ressource ne peut étre réservée que par une seule
entité. Le nombre de ressources partagées en une zone du systéme de trafic ur-
bain étudié ne varie pas au cours du temps. Le modele peut ainsi étre découplé
en un GET sans ressource partagée et un systéme de contraintes sous formes
d’inéquations, liées a la disponibilité de la ressource. Ces inéquations sont ba-
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sées sur les différences entre les valeurs des compteurs des transitions liées par
la ressource partagée dans le RAP initial. Cette approche permet de faire de la
mesure de performance et de synthétiser une loi de commande pour minimiser
les temps d’acces aux ressources.

Récapitulatif

Nous avons résumé dans le tableau 4.1 les données principales liées aux

approches présentées dans notre état de l’art.

Publications Forme des | Nombre de res- | Forme de la représen-
RdP étudiés | sources partagées tation d’état
G,ET W La  variation du
ajouts et
[Lah00] retraits dy- nombre.  de "5 Linéaire
namiques de sources est\ exogene
jetons et connue a priori
Quelconque, — mais Linéaires, intégrant les
[ASOG] et Quelconque I'ordonnancement fonctions’de commuta-
[ASLBO6] d doit étre connu a | .
tion
I’avance
RdAP  quel- Linéaires dans Zax
[ASO6] et conque, dont (dont les variables
[ASBLOG] sous-graphes | 1 seule sont des mots et non
d’états sont des numeérotations
saufs d’événement)
Quelconque, asso- | Systéeme d’inéquations
cié une politique | dont les inconnues sont
ITKG07] Quelconque d.’affectation . sta- | les marquages initiamf
tique (optimale) | des places, transformé
déterminée a | en un systeme d’équa-
l'avance tions dans Zmin
Ensemble d’équations
dans N4 « et d'inéqua-
[Lib96] Quelconque | Quelconque tions dans Ny, 4. Pas
de garantie de 'unicité
des solutions
Ensemble d’équa-
tions linéaires pour
représenter les parties
graphes d’événements
[CATBMO09] | Quelconque Quelconque et d’inéquations  li-
néaires dans Zi, liées
a la disponibilité des
ressources pour les
parties graphes d’états

TAB. 4.1 — Récapitulatif des approches pour I’étude des partages de ressources
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Comparaisons avec notre approche

En premier lieu, notre politique d’affectation des ressources est dynamique,
ce que ne permettent pas les approches publiées dans [TKGO07] et dans [ASLB06],
cette derniere approche paraissant peu utilisable pour un grand nombre de res-
sources partagées. Par ailleurs, ’approche basées sur les « automates (max,+) »
ne permet le partage que d’une seule ressource, ce qui est une contrainte trop
forte pour les systémes que nous étudions [ASBL06]. La forme des réseaux de
Petri utilisée dans la theése de Sébastien Lahaye n’est pas non plus utilisable
dans notre cas, a cause du caractére exogéne du tir de certaines transitions,
pour lesquelles il faut par ailleurs connaitre a I’avance les lois de tirs a I’échelle
de 'horizon d’étude [Lah00]. L’approche présentée dans [CATBMO09], quant a
elle, ne permet pas de caractériser le comportement du systeme, méme de ma-
niére approchée. Ce n’est qu’apres application d’une commande que I’on obtient
des données sur le comportement systéme, qui permettra de satisfaire cette com-
mande. Par opposition, notre approche fournit des informations quantitatives
concernant le systéme, & une approximation preés?, indépendamment de toute
commande qui pourrait lui étre appliquée. L’approche proposée par Laurent
Libeaut dans sa these ne nous convient pas plus pour modéliser les partages de
ressources que pour modéliser les routages, puisqu’elle ne permet pas, dans ce
cas non plus, d’obtenir de maniére garantie I'unicité des solutions validant le
modele [Lib96].

Nous pouvons aussi citer une approche reposant sur l'utilisation combinée
de graphes d’événements, de graphes d’état et de structures algébriques de
dioides [WD99]. Cependant, la gestion de la concurrence y est trop spécifique.
En effet, le systéme est découplé en un systéme initial (pour le tout premier tir
des différentes transitions) et un systéme récurrent (pour 'ensemble des tirs sui-
vants). Ce sont les deux seuls cas possibles d’arrivée d’un jeton au niveau d’une
place ou se situe une concurrence a la production. On en déduit que toutes les
transitions ne sont pas vivantes, ce qui est une contrainte trop importante dans
notre contexte d’étude.

Nous décrivons maintenant notre approche pour la modélisation de sections
ayant une ressource partagée gérée en exclusion mutuelle, selon les différents
cas possibles, en transformant ces probléemes en des problemes d’analyse par
intervalles.

4.2 Analyse par intervalles du partage d’une ou
de plusieurs ressources

Nous abordons dans cette section le cas de postes de travail élémentaires
partageant une ou plusieurs ressources. Par élémentaire, nous entendons que les
sections des lignes de production en concurrence ne comportent qu’un processus
d’une durée donnée et pouvant traiter un certain nombre de piéces en méme
temps. Le cas systémes complexes (composés de plusieurs processus différents)
partageant plusieurs ressources sera traité dans la section suivante.

3. on propose ainsi ses cadences de production minimale et maximale garanties
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4.2.1 Partage d’une seule ressource entre deux sections
simples soumises a temporisation

Prenons tout d’abord le cas le plus simple, illustré par la figure 4.3. Cette
figure illustre deux postes de travail en conflit sur I'utilisation d’une seule res-
source. Il est possible d’énoncer un certain nombre de propositions concernant
les tirs des transitions t1, to, t3 et t4, concernées par le partage de ressource. Ces
propositions serviront a décrire le comportement des deux postes de travail.

ur 51 t P Lo Y1
|HQH|HQ)|HQH|

|;©i|?©7ﬂ©ﬂ|

F1G. 4.3 — Une ressource partagée entre deux postes de travail

Comportements possibles et propriétés

On peut identifier deux comportements extrémaux pour chacun des postes
de travail :

1. Il n’entre jamais en conflit quant a la réservation de la ressource partagée.
Le poste de travail concurrent ne la réserve jamais et le poste considéré
peut, en permanence, utiliser la ressource selon ses besoins. Ceci corres-
pond a un comportement linéaire classique ou seul un des deux postes de
travail est présent, car il n’arrive jamais rien en entrée du poste de travail
concurrent. On peut dans ce cas se référer a I’étude qui a été produite
pour ’exemple 13 a la page 46.

2. Les conflits sont généralisés : il y a en permanence au moins un produit en
attente de traitement en amont de chacun des postes de travail. En consi-
dérant notre politique d’affectation de la ressource, le prochain produit a
subir un traitement sera donc pris en compte au plus tard apres une durée
correspondant a la somme des temps de production des deux postes de
travail (comme la ressource partagée est affectée alternativement au deux
postes).

Ces deux cas de figure décrivent la dynamique du systéeme dans le meilleur
cas (pas de conflit) et dans le pire cas (conflits en permanence). La proposition
suivante va nous permettre de caractériser, selon un modeéle linéaire dans Zax,
ces deux dynamiques.

Proposition 12. Soient uy(k), ua(k), t1(k), ta(k), t3(k) et t4(k) les applica-
tions dateur des transitions respectives uy, usg, t1, to, t3 et ty de la figure 4.3.
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Vk € N et pour une politique d’affectation pseudo-périodique, nous avons :

t1(k) = max (uy (k), t2(k — 1)) (4.1)
t1(k) < max(uy (k) + 7p,, t2(k — 1) + 7p,) (4.2)
t3(k) = max (ua(k), ta(k — 1)) (4.3)
t3(k) < max(uz(k) + 7p,, ta(k — 1) + 7p,) (4.4)

Démonstration : Cherchons en premier lieu & prouver les inégalités (4.1)
et (4.2) concernant les dates des tirs de la transition ¢1, liée au poste de travail
Py.

La composante conservative du RdAP de la figure 4.3 va nous aider a démon-
trer 'inégalité (4.1). En se limitant au sous-graphe contenant les seules tran-
sitions t1(k), ta(k), ta(k) et ta(k) et places Py, P, et R, on trouve de maniére
assez triviale? I'invariant de marquage suivant : M(Py) + M(P,) + M(R) = 1.

Deés lors t1 pourra étre tirée une fois de plus que ¢ & une date donnée. Donc
la date du k° tir de la transition ¢; est nécessairement supérieure ou égale a
celle du (k — 1)° tir de la transition t3, ce qui nous donne ¢ (k) 3= t2(k — 1). Or
a partir de la dynamique-méme du modéle considéré, on a t1(k) = ui(k) car la
transition ¢1(k) est située en aval de la transition d’entrée u;. L’inégalité (4.1)
est donc toujours vérifiée.

Pour les besoins de la démonstration de I'inégalité (4.2), nous allons effec-
tuer nos calculs dans le dioide Z,n. C’est-a-dire en considérant des applications
compteur, obtenus a partir des applications dateur liées aux transition du RdP
de la figure 4.3, a l'aide de fonctions de conjugaison. En utilisant la modélisa-
tion des réseaux de Petri temporisés présentée dans [Lib96], basée sur les « lois
des nceuds » au niveau des places de ces RdP, nous pouvons utiliser comme
hypotheses les inégalités suivantes issues du diagramme de la figure 4.35 :

() + t3(t) < 1+ to(t) + ta(t) (4.5)
ta(t) < ti(t — 7p,) (4.6)
ta(t) <ts(t —7p,) (4.7)
t1(t) < ua(t) (4.8)
t3(t) < ua(t) (4.9)

En outre, l'inégalité (4.2) se réécrit dans le dioide Zomin sous la forme sui-
vante :

t1(t) = min(ui (t — 7p,), 1 + t2(t — 7p,)) (4.10)

Dans le cas ui(t — 7p,) < t1(t), I'inégalité (4.10) est trivialement satisfaite.
Vérifions que cette inégalité est satisfaite dans le cas u1(t — 7p,) > t1(¢).

Si ui(t — 7p,) > t1(t), alors on dispose de suffisamment de matiére pre-
miere a l'instant ¢ pour lancer une production sur le poste de travail Py, car
moins d’ordres de fabrication ont été lancés a l'instant ¢ qu’il n’y a de produits

4. grace a lalgorithme de Martinez et Silva [MS82]

5. nous utilisons le symbole d’infériorité < du corps conventionnel afin de lever toute am-
biguité entre cette relation d’ordre et celle des dioides que nous manipulons, cf. la remarque 6
a la page 23
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disponibles pour ces fabrications. Par ailleurs, par monotonie des applications
compteur

U1<t —TPQ) > tl(t—sz).

On peut donc aussi affirmer que 'on disposait déja de suffisamment de pro-
duits en amont de P; a linstant ¢ — 7p,. Supposons 1 + t2(t — 7p,) > t1(t),
c'est-a~dire 1 + t1(t — 7p, — 7p,) > t1(t) par l'inégalité (4.6). Cela signifie que
la transition ¢; n’a pas été tirée pendant un laps de temps égal a la somme des
temps de production des deux postes de travail. Or c’est impossible car, selon
la régle d’affectation pseudo-périodique de la ressource partagée, cette derniere
aurait da étre affectée a P; au moins une fois pendant ce laps de temps, ce qui
devait nécessairement entrainer le tir de la transition ¢;. En effet, on a supposé
disposer de suffisamment de produits pour lancer un ordre de fabrication des que
la ressource partagée est disponible. Ainsi, par 'absurde, si u1 (t — 7p,) > t1(1),
alors 1+ t1(t — 7p, — 7p,) < t1(t). Donc l'inégalité (4.10) est vérifiée. On peut
alors affirmer que l'inégalité (4.2) correspondante est aussi toujours vérifiée.

La preuve des inégalités (4.3) et (4.4) se fait de maniére analogue, & un chan-
gement d’indices pres. O

En conséquence de la proposition 12, il apparait clairement que les comp-
teurs associés aux transitions t; et t3 appartiennent & des intervalles, dont on
vient d’exprimer les bornes. C’est pourquoi nous pouvons utiliser le contexte
des dioides d’intervalles définis a la section 1.3.2 pour obtenir un modele linéaire
décrivant le comportement du systéme de production illustré par la figure 4.3.
Ainsi en utilisant la politique d’affectation pseudo-périodique que nous avons
définie, nous pouvons formuler le systéme d’équations linéaires suivant, dans le
dioide I(Zmax) :

(4.11)

avec Tq, T € [0, 7p,] et ¢, Ta € [0, 7p,].

Considérons les lignes de production liées aux postes de travail du systeme
modélisé par la figure 4.3. L’intérét majeur du systéme d’équations (4.11) est que
le nombre de tirs des transitions d’une des lignes de production est indépendant
des transitions de ’autre ligne. Bien que les deux lignes soient liées 'une a ’autre
par la méme ressource partagée, ceci s’explique par le fait que le modele proposé
est une approzimation du comportement du systéme. Il résulte de ce modele que
I’on peut désormais considérer les deux lignes de production indépendamment
I'une de l'autre, comme nous allons le voir dans la partie qui suit.

Découplage du systéme

Il est possible d’illustrer le systeme d’équations aux compteurs (4.11) par le
réseau de Petri de la figure 4.4. En 'occurrence, nous pouvons remarquer que
le RAP initial de la figure 4.3 contenant une ressource partagée a été décou-
plé en deux sous-systémes paralleles indépendants, sous la forme de GET avec
incertitudes temporelles.
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F1ac. 4.4 — Découplage du systeme a ressource partagée initial en GET paralléles

Notre approche de modélisation dédouble les ressources afin d’en attribuer
une & chacun des sous-systemes paralléles, auxquels sont aussi adjoints un cer-
tain nombre de contraintes temporelles sous forme d’intervalles. Ces derniers
ont pour but de limiter les comportements possibles, afin de garantir pour le
systeéme global les mémes comportements extrémaux que le systéme original.

La politique d’affectation dynamique de la ressource partagée que nous consi-
dérons est dépendante des entrées du systéme. I1 n’est donc pas possible de
calculer a l'avance 'ordonnancement d’affectation de cette ressource aux diffé-
rentes lignes de production paralléles. Par notre approche, cet indéterminisme a
été transformé en une approximation dont I'amplitude des possibilités est finie
et garantie. En outre, les comportements extrémaux sont de nature linéaire, car
modélisables par le biais d’intervalles de temporisations au sein de GET (avec
incertitudes temporelles).

Le partage d’une ressource implique une influence mutuelle entre les deux
postes de travail. On ajoute, durant la phase de découplage d’un RdP modélisant
un systeme comportant une ressource partagée, des temporisations sous forme
d’intervalles selon les deux regles suivantes :

1. Leurs temps de productions respectifs agissent sur leurs comportements
en cas de tentative d’utilisation simultanée de la ressource partagée. Ces
durées définissent une borne supérieure des intervalles de temps attachés
aux places représentant la disponibilité de la ressource. En effet, la poli-
tique d’affectation pseudo-périodique de la ressource partagée garantit une
alternance d’utilisation de cette ressource. Les deux cas extrémaux sont
quand la ressource est immédiatement disponible pour le sous-systéme
considéré (c’est-a-dire quand il n’y a pas de produit en attente de traite-
ment au niveau du sous-systéme en concurrence) et quand il faut attendre
au plus le temps de production du poste de travail de la ligne de production
opposée, avant d’avoir a nouveau la possibilité d’utiliser la ressource.

2. Ces mémes temps de production définissent aussi une borne supérieure des
intervalles de temps attachés aux places représentant les stocks amont des
différents postes de travail. En effet, considérons le cas suivant. Un poste
de travail libeére la ressource partagée apres avoir fini son traitement. Puis
rien ne se passe au niveau du systéme global (aucun produit n’arrive en



Page 111

amont des deux sous-systémes) pendant un temps au moins égal au temps
de production du poste de travail concurrent (ce qui a pour effet la sa-
tisfaction de la contrainte temporelle du premier poste de travail). Apres
cela arrivent deux produits, 'un au niveau du deuxiéme sous-systéme (il
subit donc un traitement sur le champ) et 'autre au niveau du premier
sous-systeéme, avant la fin du traitement du premier de ces deux produits.
Le premier poste de travail aura donc encore a attendre au moins le temps
de production du poste concurrent avant de pouvoir utiliser la ressource
partagée et traiter le produit qui lui correspond. Il apparait ainsi néces-
saire de contraindre temporellement le stock amont des différents postes
de travail des sous-systémes devenus indépendants, par un intervalle de
temporisations, afin de prendre ce cas en compte.

C’est a partir de ces deux regles que nous avons composé le RAP de la
figure 4.4.

Calcul du transfert du systéme global

On rappelle qu’il est possible, a partir d’'un GET avec incertitudes tempo-
relles, de synthétiser le comportement dynamique linéaire du systeme de pro-
duction modélisé par ce GET dans un dioide d’intervalles, comme nous 1’avons
vu a la section 2.2.3.

Bien entendu, ces intervalles ne permettent pas de fournir la fonction de
transfert réelle du systéme, mais bien de la borner entre celle de deux systémes
linéaires identifiés. L’intérét est de permettre une approche analytique de ces
systemes, bien qu’il ne sont pas linéaires. On en propose un modele approché
en se focalisant sur les bornes des intervalles identifiés.

Pour chacun des sous-systeémes paralléles générés par notre approche, il s’agit
de chercher & obtenir la forme des équations du systéme (2.19) de la page 67.
Nous étudions les dates des tirs des différentes transitions de ce graphe, c’est
pourquoi le dioide d’intervalles de séries formelles utilisé est I(Zmax[7]). Ainsi,
pour le poste de travail P; illustré dans la partie haute de la figure 4.4, nous
avons X1(v) = (t1(7) tz('y))T. Les matrices d’état A;, de commande B et
de sortie Cy, associées au sous-systéme P; possedent les valeurs suivantes :

Ay — ({ [e,e] [%Tpn])

TPy, TP,) [, €]
5= (274)
C1 = ([e,e] [e.e])

Nous pouvons ainsi formuler une approximation hy(y) de la fonction de
transfert réelle hq(y) du sous-systéme représentant le poste de travail P;. La
fonction de transfert hy () caractérise tous ses comportements possibles et peut
étre calculé par I'expression suivante (cf. la relation (2.17) & la page 61).

hy(v) = C1(vA1)*B1 = [7p, (7p,Y) ", TP, TR, (TP, TP, Y) ]

Par le méme raisonnement, nous trouvons l’expression de la fonction de
transfert ha(v) du sous-systéme Ps.

hy (’7) = [TP2 (TP2 FY)*’ TP TP, (TP1 TP, ’Y)*]
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Nous pouvons maintenant considérer la relation entrée-sortie du systéme
global, en utilisant les vecteurs d’entrée U(7) = (u1(y) uz (*y))T et de sortie

Y(7) = (y1(v) yz('y))T. On définit donc la matrice de transfert (incertain)
H(~) du systéme de production global, avec Y(v) = H(7)U(v), de la manieére

suivante : H(y) = (hlsm h;(’y)) '

On constate bien I'indépendance des deux sous-systémes, obtenue par ap-
proximation du comportement des deux postes de travail vis-a-vis de la ressource
partagée.

4.2.2 Généralisation au partage de plusieurs ressources

Revenons maintenant au cas plus général du partage de plusieurs ressources
entre deux postes de travail, tel que représenté par la figure 4.1. Nous allons voir
qu’il est possible d’utiliser une approche similaire a celle présentée ci-dessus.

Comportements possibles et propriétés

Remarque 34. Contrairement au cas ot seulement une ressource est partagée,
il n’est plus possible de savoir, par la seule observation des derniers tirs des
transitions to et t4 a quel poste de travail a été affectée en dernier une unité de
ressource donnée. Cette observation de la libération de la k¢ unité de ressource
nous confére uniquement une trace & propos de la (k —n)¢ affectation, utilisant
cette méme unité de ressource. Jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de ressource, toutes
les piéces a traiter sont dirigées vers les postes de travail correspondants. Aprés
épuisement des ressources, tout nouvel élément de matiére premiére pourra ac-
céder d la bonne station de travail, en liaison étroite avec la (k—n)® affectation
de la ressource. S’il était réalisé une opération sur le premier poste de travail,
alors le k¢ produit sera dirigé vers le second poste de travail et vice versa.

En conséquence, la propriété 12 peut étre généralisée pour un nombre n de
ressources partagées. Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante.

Proposition 13. Soient ui(k), uz(k), t1(k), t2(k), ts(k) et ta(k) les applica-
tions dateur respectivement des transitions uy, us, t1, ta, t3 et t4 de la figure 4.1.
Vk € N et pour une politique d’affectation pseudo-périodique, nous avons :

t1(k) > max (uy (k), t2(k — n)) (4.12)
t1(k) < max(uy (k) + 7p,, t2(k — n) + 7p,) (4.13)
ts(k) = max (uz(k), ta(k — n)) (4.14)
t3(k) < max(us (k) + 7p,, ta(k — n) + 7p,) (4.15)

Démonstration : Etudions tout d’abord la véracité des inégalités (4.12)
et (4.13).
Nous allons de nouveau transposer les calculs dans le dioide Zpiy. A partir
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du RdP de la figure 4.1, nous pouvons formuler les inégalités suivantes :

£1(6) + ta() < n+ ta(t) + ta(1) (4.16)
ba(t) < ta(t — 7p,) (4.17)
ta(t) < t3(t —7p,) (4.18)
t1(t) < ua(t) (4.19)
ta(t) < us(t) (4.20)

Une application compteur est croissante dans le corps conventionnel, nous
avons donc

tg(t - Tp2) S tg(t).

Ainsi, d’apres (4.18), nous obtenons
ta(t) < t3(t). (4.21)
En retirant la valeur de t3(t) de chaque coté de I'inégalité (4.16), on trouve
t1(t) < m+ta(t) + ta(t) — t3(t).
En réutilisant I'inégalité (4.21), nous pouvons affirmer
t1(t) < n+ ta(t). (4.22)

En combinant cette derniére inégalité et l'inégalité (4.19), nous vérifions
que (4.12) est vraie.
L’inégalité (4.13) se réécrit dans le dioide Zi, sous la forme suivante :

t1(t) > min(ui(t — 7p,), 1 + t2(t — 7p,)) (4.23)

D’un point de vue arithmétique®, si uy (t — 7p,) < t1(¢), l'inégalité (4.13) est
forcément vérifiée, pour toutes les valeurs de to(k — n) + 7p,.

Etudions donc le cas ot ui(t — 7p,) > t1(t). Il est clair que I'on dispose
dans ce cas de suffisamment de matiére premieére a I'instant ¢ pour lancer une
production sur le poste de travail P;. Supposons n+ta(t —7p,) > t1(t), c’est-a-
dire n + t1(t — 7p, — Tp,) > t1(t) par l'inégalité (4.17). Dans cette éventualité,
la transition t; a été tirée moins de n fois pendant un laps de temps égal a la
somme des temps de production des deux postes de travail. Ceci ne peut pas
étre vrai, car en présence de suffisamment de matiére en amont du poste de
travail Pp, t1; aurait di étre tirée au moins n fois pendant ce laps de temps.
Ainsi, par absurde, si uq(t — 7p,) > t1(t), alors n+ t1(t — 7p, — 7p,) < t1(t)
et donc 'inégalité (4.23) est vérifiée. En conséquence, nous avons par la méme
occasion prouvé 'inégalité (4.13).

La preuve des inégalités (4.3) et (4.4) se fait de maniére analogue, aux noms
des transitions pres. O

6. nous utilisons & nouveau les relations d’ordre du corps conventionnel pour lever toute
ambiguité
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En considérant les différents compteurs associés aux transitions via leurs
intervalles de possibilités, nous pouvons formuler dans le dioide I(Zax) le sys-
teme d’équations linéaires régissant le comportement du réseau de Petri de la

figure 4.1 :

(4.24)

avec T4, Tp € [0,7p,] et Te, Ta € [0, 7R, ].

Calcul du transfert du systéme global

Comme pour le cas précédent, les applications compteur associées aux tran-
sitions d’une des lignes de production peuvent étre vues comme indépendantes
des applications compteur des autres transitions, par approximation. On va donc
pouvoir découpler le systeme global en deux lignes de production indépendantes,
de la méme maniére que lorsqu’une seule ressource est partagée, a la différence
pres que chaque sous-systeme découplé se voit attribué n éléments de ressource,
dans le cas otl n ressources sont partagées.”

En utilisant la méme approche que dans la section précédente, le systeme
modélisé peut étre mis sous la forme des équations du systéme (2.19) de la
page 67. Seul un des coefficients de la matrice A; est différent du modele pré-
cédent, c’est pourquoi nous ne présentons ici que cette matrice. Ce coefficient
est lié a la place contenant le nombre de ressources partagées, supposé égal a n.

a- (0 )

Py TPI] [57 5]

Il est donc possible de proposer un modeéle linéaire pour le systeme global,
tenant compte des incertitudes liées a la politique d’affectation des ressources. La
matrice de transfert H(y) permet d’intégrer tous les comportements possibles
du systeme, quelle que soit l'arrivée des différents produits au niveau de ses
entrées.

En se basant sur les fonctions de transfert hy(y) et ha(v) des deux sous-
systemes dont est composé le systeme de production global, on définit la matrice
de transfert (incertain) H(vy) de ce dernier, par la relation suivante :

H(y) = <h1€(7) hj(’Y)) :

avec
hy(v) = C1(yA1)"B1 = [1p, (7P, 7)", TP, TR, (TP, TR, )]

h2 (’7) = [TPQ (TPQ 7)*7 TP1 TPZ (TPI TPZ FY)*] :

7. devant le peu de différence entre les réseaux de Petri dont il est question, il n’apparait
pas utile de présenter ce découplage
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4.3 Partage de ressources entre des systémes com-
plexes linéaires

Nous traitons dans cette section le cas de systémes complexes (composés
de plusieurs processus différents) partageant des ressources. La théorie de la
résiduation prouve encore ici son importance, car elle permet de mettre en ceuvre
des calculs de « second ordre » entre des trajectoires complétes de signaux et
non juste entre des valeurs de ces signaux en des points donnés.

4.3.1 Calcul de la borne inférieure de ’intervalle

Les systemes en conflits pour 'utilisation d’une ressource sont considérés
linéaires dans le dioide Zax. Chacun de ces systemes posseéde une réponse
impulsionnelle h; qui le caractérise complétement, ainsi qu’une entrée v; et une
sortie w; correspondantes. Ce type de systéme peut étre représenté par le réseau

de la figure 4.58.

O -0
Cn ) -
O~ (@W O

F1G. 4.5 — Systemes linéaires paralleles partageant des ressources

Comme pour les cas précédents, la technique développée ici repose sur la
caractérisation des comportements extrémaux du systeme global illustré par la
figure 4.5, I'un plus rapide et autre plus lent que le fonctionnement réel du
systéme, au sens du dioide considéré (Zmax en l'occurrence). Le fonctionnement
le plus « rapide » (le plus productif) de I'un des sous-systémes est quand ce der-
nier peut pleinement profiter de ’ensemble des ressources (c’est-a-dire quand il
n’y a pas de conflit). Soit n & nouveau le nombre de ces ressources partagées.
Dans ce cas le plus rapide, il est possible de ne pas considérer 'influence de I'un
des sous-systéme, puisqu’il ne rentre jamais en fonctionnement. Nous pouvons
alors caractériser de maniere précise les applications dateur v; et w;, en utili-
sant seulement les caractéristiques structurelles du sous-systéme correspondant.
Prenons comme hypothese le fait que le deuxieme sous-systeme est inactif.

D’apres la structure du réseau de Petri de la figure 4.5, on trouve

{ v = up Dy wy (4.25)
w1 = hﬂ)l ' (426)

Il est possible d’injecter le membre de droite de ’équation (4.26) dans 1’équa-
tion (4.25), ce qui nous donne v1 = u; ® y"hiv1. Mais cette derniére équation

8. dans lequel les blocs H; sont des macro-places
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est implicite, et il est préférable de manipuler des formes explicites des deux
applications dateur v; et w;. Ce dernier type de forme peut étre obtenu grace
au corollaire 1 de la page 27, et ’on trouve les expressions suivantes.

v1 = (Y"h1)*wy
4.27
{ wy = h1(y"h1)*u (4:27)

De méme, le comportement le plus rapide du deuxiéme sous-systeme nous

donne
Vo = (’ynhg)*’b@
. 4.28
{ wa = ha (7" ha) uz (428)

Ainsi, le transfert qui existe entre les transitions v; et w; est égal & h;(y"h;)*
dans le meilleur des cas.

4.3.2 Théorie du second ordre et caractérisation du temps
de séjour maximal dans un sous-systéme

Le comportement le plus lent des sous-systemes en concurrence est atteint
quand chacun d’entre eux doit attendre la durée la plus longue possible pour
se voir affecter a nouveau la ressource. Cette durée la plus longue est le temps
de séjour maximal A; qu'un produit peut effectuer entre les deux bornes v; et
w; d’un des sous-systémes. Il s’agit donc de calculer une différence (au sens du
corps conventionnel) entre deux applications. Afin de rendre ces temporisations
explicites dans le réseau de Petri, il est possible de les adjoindre aux macro-
places h;, comme proposé sur la figure 4.6.

v A w
S
F1G. 4.6 — Prise en compte explicite du temps de séjour maximal dans un systéme

Entre deux éléments d’un dioide de scalaire (tel que Zomax OU Zmin), la loi ®
permet de réaliser une addition. Nous pourrions étre tentés d’étudier 'inverse
d’une telle loi, mais il n’existe pas a proprement parler d’inverse dans un dioide
c’est pourquoi il n’est pas possible de manipuler de cette maniere ’opération
de soustraction recherchée. Dans cette partie, nous étudions des signaux, donc
la loi correspondante au produit ® de deux scalaires est le produit de (sup-)
convolution * du dioide des signaux (& support dans Zmax), mais il n’est toujours
pas possible de considérer d’inverse. Cependant, la théorie de la résiduation, dont
il a été fait un rappel a la section 1.2.3, aboutit entre autres a la définition du
pseudo-inverse ¢ du produit de convolution (& droite), noté .

Soient les deux applications dateur attachées aux transitions v; et w;. La
résiduée v;dw; (aussi notée ) renvoie la distance maximale (négative) entre
les trajectoires de ces deux applications. Il s’agit donc de réaliser des calculs
sur des applications, et non sur des valeurs de ces applications. On peut a
ce propos parler de « théorie du second ordre » [Plu91b]. Si les applications
dateur renvoient des valeurs faisant partie d’un ensemble fini (c’est ’hypotheése
que nous allons considérer), la résiduée correspond exactement & la différence
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conventionnelle. On calcule donc, grace a cette résiduée, le temps de séjour passé
entre deux transitions données.

Revenons a I'étude du systeme décrit par la figure 4.5. Pour tout produit
numéroté k, on note T, ,,, (k) son temps de séjour entre les transitions v; et w;.
La théorie de la résiduation nous indique que

Vk € N, Ty, () = [0 (k)i k).

Quand les valeurs v; (k) et w;(k) sont finies, Ty, (k) peut étre réécrit comme
une différence. D’ott Ty, 4, (k) = w;(k) — v;(k). Cette quantité est toujours posi-
tive, car a partir de ’équation (4.25) et de la relation d’ordre définie au théo-
reme 2 de la page 22, on sait que wy (k) = vi(k), Vk.

Théoréme 22 (Caractérisation du temps de séjour). Soient v; et w; deux ap-
plications dateur. Vk € N, on a
Vi )
— 1(0)] .
(=)o)

Démonstration : En s’inspirant de la preuve du lemme 4.95 de [BCOQ92,
page 201], posons x; = v;dw;, soit v; = x; ® w; en inversant la relation & 1'aide
de la théorie de la résiduation. D’ou

Ui(’i) = @ |—|nk; (l'z(k))v

kEZ

Toiu: (k) <

ou | |..(y) = ywi(k — k).
Par conséquent, en inversant a nouveau cette relation, on trouve

KEZ
Et pour finir, on obtient
Vs
(=2) ) = Adwitw)pwi(n - k)}
¢ KEZ

En particulier, pour k£ = 0,

(2)(0) = inf fos(s) — wi(w)).

W;

Or wq (k) = v1(k),Vk, donc cette différence ne renvoie que des valeurs né-
gatives, dont I'une est éventuellement la plus petite. La valeur absolue de cette
derniére valeur correspond au plus grand temps de séjour possible. Ainsi

U;

(%)(0) = itéIZ){Tviwi(k)}

w;

Ce dernier résultat nous permet de conclure la preuve. O
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Cependant, il ne nous est pas possible de calculer par avance les dates des tirs
des transitions v; et w;, en effet, elles dépendent dynamiquement de 'arrivée des
produits en amont de 'un ou l'autre des sous-systémes, comme exprimé dans
les systemes (4.27) et (4.28). Il s’agit donc de trouver un moyen de caractériser

V4

le rapport (W) (0) sans faire intervenir les applications dateur attachées aux

entrées du systeme. C’est le but de la propriété suivante.

Propriété 6. Pour toutes les applications dateur u;, on a

(Y"hi)*u; (v"hi)*

'~ F2rT Y (= 7 N% O .
hi(y"hi) i ( hi(Y"hi)* ©

Démonstration : Notons a; et b; les fonctions de transfert (y™h;)* et
h;(~y™h;)* respectivement. Grace a la propriété (p.6) concernant les résiduées,
on sait que pour toute application dateur u;,

(aqui)fu; = a;.
Par ailleurs, 'opération Rf, étant isotone, on obtient

((azuz)?{ul)%bz = aifb;.

Pour finir, en utilisant la propriété (p.9) des résiduées, présentée dans le
tableau 1.1 de la page 26, on sait aussi que ((a;u;)du;)¢b; = (a;u;)¢(bju;), en

général, et pour la valeur 0 en particulier. Nous pouvons donc conclure ?. (Il
On a donc
0>‘L(0):M )FM().
wj hi(y™hi)*w; hi(y"hi)*

Notation 7 (Borne supérieure du temps de séjour). Suite au raisonnement
précédent, on peut affirmer que |h(7(7;+‘h)*)* (0)| est une borne supérieure du temps
de séjour des produits dans le sous-systéme numéroté i, valable pour toutes les
commandes possibles en entrée du systéeme global.

Cette valeur sera désormais notée A;.

On remarque que, méme si cela peut ne jamais arriver, la valeur A; est
atteinte quand toutes les ressources sont affectées au sous-systéme h;, en sup-
posant une arrivée conséquente de produits a traiter en amont de ce systeme.
En particulier, si le nombre de ressources partagées affectées a un systeme dé-
passe la capacité de ce dernier, certaines d’entre elles auront a attendre que
le systéme ait fini suffisamment de réalisations avant d’étre utilisées. Comme la
transition v; est une transition de synchronisation, chacun de ses tirs fait rentrer
dans le sous-systéme correspondant un couple (élément de ressource, produit).
Les produits correspondant auront donc éventuellement a subir I'attente dont
nous venons de parler pour les éléments de ressource. C’est pourquoi le temps
de séjour maximum est directement dépendant du nombre de ressources parta-
gées présentes dans le systeme global. L’exemple suivant va nous permettre de
constater ce fait.

9. il est & noter que la preuve d’une propriété similaire peut étre trouvée dans [Cot99,
Lemme 4.18, page 138]
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Exemple 26. (Calcul de A) Considérons un systéme linéaire dans Zuax[7]
dont la fonction de transfert est h = 1079(10v3)* et qui partage n ressources
avec un autre systeme linéaire. Notons A la borne supérieure du temps de séjour
des produits dans le systéme h.

Pourn € [1.3], A = |%(O)\ = 10. Ceci était prévisible d partir de la
périodicité exprimée dans la fonction de transfert h (cf. la section 2.2.3). En
effet, le systéme est congcu pour pouvoir traiter 8 piéces toutes les 10 unités de
temps. Donc dans le cas ou n € [1..3], le temps de séjour mazimal est de 10
unités de temps.

Plus généralement, pour toutes les valeurs de k, on trouve le temps de sé-
jour maximal en fonction du nombre de ressources que [’on situe au niveau du
partage : A =10 x (ndiv3) 10,

4.3.3 Calcul du transfert du systéme global

Gréace a la caractérisation de A;, nous pouvons considérer le systeme H;
comme une boite noire donc le décalage temporel maximal est connu. Ainsi

H;(v"Hi)* < Ai(Aiy™)".

Cette expression définit un majorant pour le comportement du systeme H;,
qui va étre utilisé comme borne supérieure de l'intervalle de ses comportements
possibles. Par ailleurs, tout comme dans le cas précédent, le comportement le
plus petit (le plus rapide) est obtenu en affectant toutes les ressources a ce
systeme.

Le comportement entrée-sortie du systéme de production global est quant a

lui décrit par la relation Y(v) = HU(x), avec H = <}::1 }i: >
2

En utilisant les temps de séjours maximum A; de chaque sous-systéme, il
est possible de décrire analytiquement sous forme d’intervalles les fonctions de
transfert des deux lignes de production de la figure 4.5. Ces deux fonctions de
transfert s’énoncent comme suit

{ Hy = ([Hi(v"Hi)*, A Ao(A1A7™)*])
H2 = ([H2(,ynH2)*7A1A2(A1A27”)*])

La borne supérieure inclut donc une temporisation qui est elle-méme une
borne supérieure.

4.4 Cas d’application

4.4.1 Convergence de convoyeurs gérée en exclusion mu-
tuelle

Le premier cas d’application concerne une ligne complexe de transfert au-
tomatisée, située au laboratoire LISA, a Angers. Cette ligne de transfert est
en forme de huit (voir la figure 4.7), ce qui implique 'utilisation d’une regle
de gestion de la section commune des convoyeurs. Le premier embranchement

10. ou div est 'opération de division entiere
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(partie hachurée dans la figure) peut étre considéré comme une ressource parta-
gée. En effet, une seule palette peut se trouver dans cette section a un moment
donné, car elles ne peuvent physiquement pas se chevaucher. Si cette partie du
systéme n’était pas gérée en exclusion mutuelle, il y aurait un risque de chute
des palettes par chevauchement, par exemple. Le second embranchement (diver-
gence de convoyeurs) ne requiert pas de politique de gestion particuliere dans
notre cas, car toutes les palettes ont justement été suffisamment distancées sur
le trongon commun (en gris sur la figure), du fait de la gestion de la zone de
convergence.

Toutes les palettes sont chargées au niveau d’un point de chargement et
sont déplacées le long du systéme jusqu’a un point de déchargement, ou les
produits réalisés qu’elles transportaient sont récupérés. Leurs parcours suit la
direction des fleches numérotées de la figure 4.7 dans 'ordre croissant. Le pro-
bleme principal est de pouvoir anticiper le flot des palettes dans le premier
embranchement, en utilisant la politique d’affectation pseudo-périodique définie
dans la section 4.1.2.

4

7

Poste de travail N
B

Embranchement
)

Pallette

Point de

déchargement
.

Point de chargement

Fia. 4.7 — Ligne de transfert automatisée

Nous pouvons considérer I'embranchement entre les trois capteurs présen-
tés sur la figure comme étant une ressource partagée. Ainsi, les portions de
convoyeurs entre les capteurs C'1 et C3 et les capteurs C2 et C3 sont vues
comme des postes de travail dont la durée opératoire est le temps de transfert
sur chacune de ces portions. Ainsi, nous pouvons représenter le systéme global
par le réseau de Petri de la figure 4.8.

La décision d’aller soit sur I’hippodrome, soit sur la boucle de chargement et
de déchargement en sortie du trongcon commun est prise deés I’arrivée au niveau
de la convergence des convoyeurs. C’est pourquoi il apparait dans la figure 4.8
deux chemins théoriques sortants de cet embranchement (représenté par les
transitions tq et t4), ayant tous les deux la méme temporisation, Tcommun, égale
a 10 unités de temps dans notre cas.
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% THippo
O—1—0O
6
;o —t5

THippo t1  Teocs 12 7—C’owmmy‘

TCharg TDécharg

O——=0O— O——0
B e e TN,

Uc/p Yc/p

Fic. 4.8 — Modele RAP de la ligne de transfert

Les durées de convoyage entre C'1 et C'3 et entre C2 et C3 (notées respecti-
vement T, ., et To,_ o, dans la figure 4.8) sont égales & 6 et 7 unités de temps
respectivement 1. Les durées de convoyage a partir du point de chargement vers
le premier embranchement et du deuxieme embranchement vers le point de dé-
chargement, appelées Tcparg €6 TDécharg, sont toutes les deux de 20 unités de
temps. Les durées de convoyage sur ’hippodrome entre la section commune et le
poste de travail ainsi qu’entre le poste de travail et la section commune (notées
THippo €6 Tiippo Tespectivement) sont de 20 et 25 unités de temps. Le poste de
travail peut usiner deux pieces d’en-cours a la fois et ceci prend 30 unités de
temps (Tposte) pour chaque piéce.

En notant 7x l'intervalle dont les deux bornes sont égales a 7, et hg/p
et hiippo les fonctions de transfert du premier embranchement, appartenant
respectivement & la boucle de chargement/déchargement et & la boucle de ’hip-
podrome, nous pouvons caractériser la fonction de transfert h du systéme global
dans le dioide I(Zmax[Y]). Le systéme global étant bouclé et ne possédant qu’une
seule entrée et une seule sortie, son transfert est bien une fonction et non une
matrice.

h= T Charg ®hC/D QT Commun@T Hippo®T Poste®

, ~ ~ ~
THippo®hHiPP0 T Commun®T Décharg

he/p = [To1-ca(Torm0a1) " Ter—caToa—es (Tor0aTeam s V)]
= [6(67)",13(137)"]
et
huippo = [7(77), 13(137)*].

11. elles se trouvent étre différentes car les capteurs C'1 et C2 ne sont pas exactement situés
a la méme distance du capteur C3
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Finalement, nous obtenons

h = [20,20]R[6(67)*, 13(13~)*]®[10, 10]&20, 20]®[30(307%)*, 30(307%)*|®
(25, 25]@[7(77)*, 13(137)*]®[10, 10]®[20, 20][115, 115]®
[13(77)*, 26(137)*]®[30(307°)*, 30(307°)"]
d’ott h = [(158 @ 1657)(30~%)*, (171 @ 1847)(30+°)*]

11 ressort de cette fonction de transfert que le premier produit va passer 158
unités de temps au plus tot et 171 unités de temps au plus tard dans le systeme
avant de sortir, a partir du chargement de ce dernier. Par ailleurs, la cadence
de production des deux bornes est la méme. On peut donc en déduire celle de
I'unité de production globale, a savoir 2 produits toutes les 30 unités de temps.
Cette cadence est celle du poste de travail en son sein. Dés lors, on constate
dans cet exemple que l'incertitude du comportement de la section partagée est
en partie masquée par la dynamique du poste de travail (& savoir 30(30y2)*).

4.4.2 Bassins de traitements partageant des conteneurs

Ce cas d’application-ci a pour but de mettre en ceuvre I’approche généralisée
de la section 4.3. Il s’agit de modéliser dans une structure algébrique de dioide
le comportement d’un atelier de production constitué de trois bassins contenant
des liquides de différentes compositions, servant a faire subir des traitements
chimiques spécifiques par immersion & des produits. Les bassins partagent le
méme ensemble de conteneurs, permettant de déposer les produits a traiter.
Dans les deux premiers bassins, les immersions servent & déposer des colorants
et le troisieme bassin contient de quoi déposer une couche de vernis.

L’ensemble de ces bassins peut étre considéré comme deux lignes de produc-
tion paralleles. Le premier bassin permet I'immersion de 2 conteneurs a la fois,
et le second de 4 a la fois (car ce dernier est utilisé aussi dans d’autres gammes,
mais nous ne les considérons pas dans le cadre de cette étude). Les conteneurs
sont immergés respectivement 1 et 4 unités de temps dans ces bassins. Le troi-
sieme bassin permet I'immersion de 5 conteneurs a la fois et cette immersion
dure 3 unités de temps. Apres 'immersion dans le bain de vernis, les produits
réalisés ont besoin de sécher, ce qui nécessite 2 unités de temps. Pour finir, 10
conteneurs sont partagés entre les deux lignes de production.

Ce systéeme de production peut étre modélisé par le réseau de Petri de la
figure 4.9.

En ne prenant pas en compte le fait que les conteneurs sont partagés, c’est-
a-dire dans le cas oul chacun des deux sous-systemes peut en disposer a sa guise,
on définit le comportement le plus rapide des sous-systemes situés entre les
transitions v; et w;, qui correspond aux fonctions de transfert suivantes dans
Zmax[7] :

{ Hyyw, = (5@ 677) (47%)*
Hyywy = 3(37°)"

Le modele global entrée-sortie de cet atelier nécessite la caractérisation des
temps de séjour maximaux A; et Ay liés aux systemes Hy, ., €t Hy,uw, respec-
tivement. En se basant sur la propriété 6, on trouve pour A; et As les valeurs
13 et 6 unités de temps respectivement.
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4 YPeinture

e
O--O—O——0]
g

O O =
UVernis \ 3 / YVernis

F1G. 4.9 — Bassins de traitements sous forme de réseau de Petri

UPeinture

Ainsi, le comportement entrée-sortie Y(v) = HU(y) de ce systéme est défini
par les données suivantes :

{ Hy = ([Hy(v" H1)*, 81 A9(A1A277)*]) [(56967 )(4y )%, 19(19719)]

Hy = ([QHZ(’YTLH2) L, 201 Ag (A1 Agy™) 3 21(19710) ] ,
h €
pour H = ( 51 h2>'
4.5 Bilan

Quand un systéme présente un phénomene de partage de ressources, il n’est
pas possible de déterminer de maniere précise son comportement global, a cause
du jeu de balancier qui s’exerce entre les deux sous-systemes en concurrence
pour l'acces aux différentes ressources. Aucun des deux sous-systémes ne peut
fonctionner a plein régime car les ressources sont en quantités limitées et ce type
de SAP ne présente pas d’intérét si 'un des sous-systéme est inactif pendant un
certain laps de temps. Par ailleurs, en fonction des arrivées des produits en
amont des sous-systemes, il ne se présente pas en permanence de situation de
conflit. En conséquence, aucun des deux comportements extrémaux des sous-
systemes n’est valable en permanence. Il est donc nécessaire de les considérer
tous les deux (ainsi que tous les comportements intermédiaires possibles), &
I’aide d’intervalles de comportements, modélisables dans un dioide d’intervalles.
Le comportement entrée-sortie du systéme global se situe donc « entre les deux
bornes » de ce type d’intervalles, ces dernieres étant caractérisables a l'aide
des approches présentées dans ce chapitre. En considérant ces intervalles dans
leur ensemble, on obtient donc une modélisation formelle linéaire de systemes
complexes présentant des partages de ressources.
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Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans cette these porte sur les systémes linéarisables dans
des dioides d’intervalles. La motivation de ce travail est issue du manque de
méthode pour ’analyse de systémes dynamiques a événements discrets présen-
tant des conflits. Il s’agit donc d’étendre la classe de systémes a événements
discrets analysables via la théorie des systémes linéaires dans les dioides, en
proposant un formalisme de modélisation approchée de tels systémes, en vue
de les analyser algébriquement. Cet objectif a constitué le fil directeur de cette
these.

Contributions

Cette these s’articule autour de 4 chapitres. Les deux premiers constituent
un ensemble de rappels théoriques et fondamentaux, d’une part, sur les pro-
priétés algébriques des demi-anneaux idempotents aussi appelés dioides dans le
chapitre 1 et, d’autre part, sur la théorie des systemes linéaires et la modélisation
de tels systémes.

Les structures algébriques de dioide nous ont semblé tout particulierement
adaptées a I'étude de systémes a événements discrets et plus précisément de
systémes de production manufacturiere. La majorité des résultats présentés sont
classiques et ont été introduits pour faire de cette thése un tout autonome.

Le chapitre 2, expose les moyens de représenter formellement des SAP de
maniere graphique, a l’aide du formalisme des réseaux de Petri, et analytique, en
prenant pour bases des structures algébriques de dioides. En nous basant sur une
approche reconnue, nous montrons qu’il existe une équivalence entre les graphes
d’événements temporisés et certains dioides correspondants. Mais les GET ne
permettent pas de modéliser les conflits. C’est pourquoi nous contournons ce
probléme en utilisant des GET avec incertitudes temporelles, et le dioide des
intervalle qui leur correspond. La majeure partie des approches et méthodes de
calcul sont connues et largement utilisées. Nous avons cependant formulé a notre
connaissance dans la définition 42 la premiere formalisation de la sémantique
des réseaux de GET avec incertitudes temporelles.

L’ensemble de ces rappels a permis de décrire dans les deux chapitres sui-
vants les modélisations linéaires de deux types de conflits dans des structures
algébriques de dioides. Plusieurs approches ont été proposées dans la littéra-
ture mais aucune ne sous satisfait réellement. Dans le cadre d’un routage entre
plusieurs sous-systéemes, nous proposons une méthode pour trouver la politique
de routage permettant d’obtenir la meilleure cadence pour le systéme global. 11
n’est donc pas nécessaire de la connaitre a priori. Par ailleurs, nous permettons
de modéliser des politiques d’affectation dynamiques entre sous-systemes parta-
geant les mémes ressources, formant un systeme global plus complexe que ceux
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de type RAP a choix libres utilisés dans la plupart des approches identifiées.
L’originalité de cette étude a été de considérer une approximation du comporte-
ment entrée-sortie des systemes étudiés, en les encadrant par des intervalles afin
d’en obtenir une représentation formelle et linéaire dans un dioide d’intervalles.

Le chapitre 3 porte sur la modélisation d’un phénomeéne de routage entre
plusieurs systémes paralleles. L’enjeu ici est de modéliser un tel phénomene,
en fonction d’une politique de routage fixée au préalable. Notre contribution
a été de montrer I'existence de deux systemes linéaires permettant d’encadrer
le comportement d’un systéme mono-entrée/mono-sortie composé de plusieurs
sous-systeémes paralléles en conflit sur la méme entrée, a condition d’utiliser une
fonction de routage « périodique » ou « équilibrée » entre ces sous-systémes.
Dans le contexte de la gestion de production, il est par ailleurs possible de
choisir un routage garantissant au systéme global une cadence donnée et tel que
I'incertitude d’approximation liée a I'analyse par intervalles soit minimale.

Le deuxiéme phénomene de conflit, abordé dans le chapitre 4, traite les cas
de partage de ressources entre plusieurs systémes paralleles. Le caractere fini
des ressources partagées impose des contraintes pour le systéme, qui ne sont
pas prévisibles lorsque l'affectation de ces ressources se fait de maniére dyna-
mique. En effet, dans ce cas les ressources sont attribuées en fonction de arrivée
de produits, ayant chacun sa propre gamme. Ces arrivées n’étant pas connues
a I'avance dans notre cas, il n’est pas possible de prévoir la maniére dont se
comporteront les ressources. Il n’est donc possible que de prévoir de maniere
approchée le comportement global de systémes incluant des partages de res-
sources. Il s’agit de considérer ce comportement dans le meilleur cas (pas de
conflit, les ressources ne sont jamais épuisées a l'arrivée de nouveaux produits)
et dans le pire cas (il y a en permanence des produits en attente de traite-
ment), en utilisant une politique d’affectation particuliere des ressources dans
ce dernier cas. Nous montrons que pour ce type de conflits, il est aussi possible
de modéliser le comportement formel entrée-sortie du systéme global dans un
dioide d’intervalles.

En résumé, nous avons montré qu’il est possible de considérer d’une maniere
linéaire dans un dioide certains systemes de production présentant des conflits.

Perspectives

Nous n’avons cherché a modéliser que des systémes de production présentant
un seul type de conflits. Mais rien n’empéche les systémes réels de comporter a la
fois plusieurs conflits de plusieurs types (par exemple des zones de convergence
de deux lignes de production ou les palettes ne peuvent pas se chevaucher ou
bien des points d’aiguillages ol les palettes sont routées selon leurs contenus).
Par composition de systemes, il parait réalisable de définir de tels systemes
complexes a ’aide de notre approche, mais on peut légitimement se demander
si approximation du comportement de ces systemes globaux ne deviendrait
pas trop imprécise, par combinaison des approximations de chaque modele de
conflit, et si ces modeles ne perdraient pas de leur intérét.

Une autre direction concerne le partage de ressources par plus de deux pro-
cessus concurrents. En se basant sur une politique d’affectation des ressources
similaire, il parait vraisemblable que l'incertitude liée a ce partage soit cette
fois-ci bornée par la somme des temps de production des systémes en concur-
rence.

Notons pour finir que tous les développements ont été effectués dans un
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cadre purement théorique. Une autre perspective majeure est d’éprouver notre
approche sur un cas d’application industriel. Ce démonstrateur permettrait par
la suite de tester des techniques de commandes, synthétisées a partir de la
modélisation du systéme issue de notre approche, afin de maitriser ses flux et
sa production.
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Annexe A

Compléments sur les
systemes linéaires

Certains aspects de la théorie des systemes linéaires dont nous nous sommes
servis ne sont pas d’une importance fondamentale pour la compréhension des
propos et raisonnements tenus dans cette these. Ces premiers ont été regroupés
dans cette annexe, afin de donner des éléments supplémentaires aux lecteurs
intéressés.

Nous donnons dans un premier temps les hypothéses que nous avons considé-
rées dans nos études. Grace a elles, il est possible de proposer une modélisation
bien particuliere des systemes. Ensuite, on présente des notions de la théorie des
signaux et ses applications aux structures algébriques de dioides, car les systémes
que nous étudions peuvent a juste titre étre considérés dans des espaces de si-
gnaux. Enfin, un rappel sur 'analyse spectrale est proposé, en montrant que la
valeur propre de matrices représentant des systemes de production correspond
trés exactement a une donnée importante de ces systeémes : leurs cadences de
production.

A.1 Hypotheses de fonctionnement et modeles
algébriques

A.1.1 Conditions initiales canoniques

Les conditions initiales canoniques correspondent, par convention, au fait
que les dates des événements ayant eu lieu avant la premiere observation ! sont
considérées égales a —oo. L’état initial du systeme peut donc étre le résultat
d’un certain nombre d’événements arrivés auparavant dont on fait abstraction.

Du fait de la non prise en compte des événements ayant pu avoir lieu avant
le début de 'observation du systéme, les jetons initiaux des différentes places
seront supposées disponibles depuis « l'origine des temps », c’est-a-dire depuis
la date —oo.

Ainsi les vecteurs T'(k) = (ti(k) --- tcard(T)(k:))T, basé sur des dateurs,
et T(t) = (tAl(t) med(T)(t))T, basé sur des compteurs, définissent de

1. c’est-a-dire des événements numérotés négativement
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nouveaux vecteurs d’état pour les GET. Rappelons que ces variables d’état sont
isotones : Vt € T, t(k+ 1) = t(k) et t(t + 1) = t(t).

Les conditions initiales présentées ici sont les plus petites possibles, et ont
donc les plus petites influences sur les équations représentant les systémes, ba-
sées sur des dateurs ou des compteurs. De plus, si la date d’un k¢ événement au
niveau de la transition ¢; est égal a +o0, cela signifie, aussi par convention, que
cet événement (ainsi que tous ceux qui le suivent) n’auront jamais lieu dans le
cadre de notre observation.

A.1.2 Mode de fonctionnement FIFO

Il est nécessaire de déterminer comment les jetons sont exploités par les
différentes transitions. Il est possible d’obtenir une représentation formelle dans
un dioide en précisant les conditions de fonctionnement d’'un GET.

On considérera tout d’abord que le k° jeton rentré dans une place sera égale-
ment le k° & contribuer au franchissement de la transition aval correspondante.
Ainsi le premier jeton arrivé dans une place sera aussi le premier & en sortir;
ce mode de fonctionnement est appelé FIFO (pour “First In, First Out” en
anglais).

Cette hypothese de fonctionnement permet d’établir un systeme d’inéqua-
tions sur les variables d’états que nous venons de définir, les dateurs et les
compteurs. Avant d’étudier des cas plus complexes, nous allons présenter les
systémes d’inéquations décrivant les états des deux graphes élémentaires de la
figure A.1.

L’activation d’une transition dans un graphe d’événements provoque la con-
sommation d’un jeton dans chacune de ses places amont. Elle peut étre répétée
jusqu’a ce que l'une de ces places soit vide, c’est-a-dire un nombre de fois égal
au minimum des quantités des jetons contenus dans les places amont corres-
pondantes. Inversement, la date d’activation d’une transition est dictée par la
date de disponibilité la plus tardive, donc maximale, des jetons dans les places
amont. Ainsi, par exemple, dans un atelier de production, la fabrication de biens
est limitée par la ressource en plus faible quantité, et la date de réalisation d’un
objet ne peut étre inférieure au plus long des temps de mise a disposition de ses
constituants.

La figure A.1 (a) représente un phénomeéne de rendez-vous. En effet, le tir de
la transition t3 est dépendant a la fois des tirs des transitions t; et to. Qui plus
est, 'une des deux places contient initialement un jeton. Ainsi la date au plus
tot de la k° activation de la transition t3 est conditionnée par la date de la k—1°
activation de t; et de la k® activation de t5. En outre, le nombre de fois ou la
transition t3 pourra étre tirée a une date ¢t donné est dépendant du nombre de
jetons dans ses places amont. Or la place entre les transitions ¢; et ¢3 contient
initialement un jeton. Donc a cette date ¢ le nombre de jetons dans cette place
est égal au nombre de fois ou la transition ¢; aura été tirée entre temps, auquel
on ajoute un. Le nombre de fois ou la transition t3 peut étre tirée a la date t est
en conséquence inférieur au minimum de cette valeur et du nombre de fois ou
la transition ¢, est tirée a cette méme date ¢. En considérant qu’un jeton peut
rester indéfiniment dans une place, nous obtenons les inéquations suivantes :
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{tg(k;) = max (t1(k — 1), t2(k)) (A1)
t3(t) < min(f1(t) + L#a(t)) (A.2)

Une synchronisation est réalisée par le biais de l'opération max quand on
date les événements et de I'opération min quand on les compte.

Le phénomene de délai décrit par la figure A.1 (b) retranscrit une dépen-
dance directe entre les tirs des transitions ¢4 et t5. Le temps de séjour (minimal)
attaché a la place entre ces deux transitions doit étre pris en compte, ainsi que le
nombre de jetons éventuellement présents initialement dans cette méme place.
On obtient donc les inéquations suivantes :

Les inéquations (A.1) & (A.4) sont vérifiées pour n’importe quelle séquence
de tir des transitions t; a t5. Elle permettent donc de considérer toute évolution
possible du réseau.

")

N "
S
t2|HO

(a) Synchronisation simple (b) Temporisation simple

Fi1G. A.1 — Synchronisation et temporisation élémentaires

Néanmoins, un systeme composé d’inéquations retranscrit un espace d’état
bien trop grand pour étre manipulé efficacement. Nous allons donc considérer
un cas limite de fonctionnement pour les transitions de ce systéme, appelé fonc-
tionnement au plus tot.

A.1.3 Fonctionnement au plus t6t

Définition 56 (Fonctionnement au plus tot). En reprenant la notation 4 de la
page 43, une politique de tir « au plus tot » correspond au mode de fonctionne-
ment suivant pour un GET :

— Les transitions de l'ensemble X U)Y sont franchies dés qu’elles sont fran-
chissables.

— Les transitions de ’ensemble U sont en permanence franchissables, mais
ne sont franchies que selon une loi d’entrée déterminée, a intervalles de
temps réguliers ou aléatoires.

Ainsi, selon cette hypothése supplémentaire de fonctionnement, seules les transi-
tions d’entrée sont franchies suite d des événements externes. Nous verrons que
l’on peut assimiler certaines séquences d’entrées a des commandes, par analogie
a la théorie de la commande.
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Sous les hypotheéses d’un fonctionnement FIFO au plus t6t, I’évolution des
composantes des vecteurs d’états est donc déterminée par les équations sui-
vantes :

— Représentation par des dateurs :

t3(k) = max(tl(k — 1),t2(/€))
{ ts(k) =ta(k —2) + 7 ' (&.5)
— Représentation par des compteurs :
{tj,(t) = IAnin(tl(t) +1,%(t)) | (A5)
ts(t) = ta(t —7) + 2

Ces fquations se récrivent facilement dans les dioides Zmax €t Zmin. Dans le
dioide Zmax, le systéme (A.5), basé sur des dateurs, se met sous la forme :

ts(k) =t1(k — 1) @ ta(k)
ts(k) =ty(k —2) @7

Le dioide Zmin, quant & lui, permet de manipuler des équations aux comp-
teurs. Ainsi le systéme (A.6) se récrit comme suit :

t3(t) = (L1(t) @ 1) D t2(t)
ts(t) = ty(t —7) @2 ’

Remarque 35. Les parenthéses dans le systeme précédent ne sont pas néces-
saires, car la loi ® ne distribue pas par rapport a la loi ®. Par ailleurs, on
se permettra de noter les applications compteur de la méme maniére que les
applications dateur? quand le contexte sera explicite, comme dans le systéme
précédent.

Remarque 36. Comme on pouvait le pressentir & partir des équations (A.1)
et (A.2), la loi ® correspond, dans Zonax comme dans Zmin, & la notion de
synchronisation. La loi ® intervient, dans le premier cas, quand on ajoute un
délai a une date et, dans le deuzriéme cas, quand on ajoute un jeton d une place
(on permet un tir de plus de la transition aval correspondante).

Définition 57 (Application linéaire). Soit un dioide (D, ®,®). Une application
f:D — D est dite linéaire si :

Yu,v,a,0 ED, fla@udbRv)=a® f(u) Db f(v) (A.7)
On peut donc interpréter les dateurs et compteurs comme des applications

linéaires.

A.2 Signaux et réponses impulsionnelles

Par analogie avec la théorie du traitement du signal, un systéme peut étre
considéré dans un espace de signaux, a valeurs dans des dioides donnés. Ce-
pendant, il n’est pas possible de définir un espace vectoriel dans un dioide.

2. c’est-a-dire sans signe diacritique
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On présentera donc les moduloides, qui permettent néanmoins la définition de
vecteurs et de matrices.

Une fois le dioide des signaux défini, on montrera, qu'un systéme linéaire
sur un dioide peut étre décrit, comme sur le corps des réels, par une application
unique appelée réponse impulsionnelle. Cette section est essentiellement basée
sur Pétat de 'art présenté par Sébastien Lahaye dans sa these [Lah00].

A.2.1 Signaux et systéemes

Un signal est généralement défini comme une grandeur physique dépendant
d’un parametre (classiquement, le temps qui s’écoule), servant de support &
une information a transmettre. De son c6té, un systeme est une application
d’un ensemble de signaux d’entrée vers un ensemble de signaux de sortie; il
sert donc a transformer des signaux. Dans la théorie classique, les signaux sont
généralement des fonctions & valeurs dans un corps ((R, +, X) par exemple). Si
I’évolution du temps est continue, le signal peut étre décrit par une fonction
analytique définie sur R, et si le temps suit une évolution discrete, le signal est
en regle générale représenté par une séquence indexée sur Z ou N.

Dans le cadre de cette theése, on s’intéresse a des systemes activés par des
signaux & valeurs, non pas dans un corps, mais dans un dioide donné. D’autre
part, nous verrons que les signaux considérés dépendent de parametres prenant
leurs valeurs dans des ensembles discrets et qui pourront étre autres que 1’évo-
lution du temps.

Nous supposerons désormais le dioide (D, ®,®) complet (cette hypothese
sera nécessaire, en rapport avec la remarque 39, et ne remet pas en cause la
généralité des autres définitions de cette section).

Définition 58 (Signal). On appelle signal une application de Z dans (D, ®, ®).

En théorie des systemes, ’ensemble des signaux est doté d’une structure
d’espace vectoriel (auquel on associe un corps de scalaires). Comme les dioides
sont des structures algébriques plus faibles que les corps, on ne peut pas y définir
d’espace vectoriel. Cependant, Gondran et Minoux ont formalisé, dans le courant
des années 70, la notion de moduloide, pendant pour les dioides du module pour
les anneaux, et correspondant a l'espace des vecteurs d’un dioide [GM77]. Plus
formellement, un moduloide est la structure algébrique invariante a gauche sous
laction d’une matrice a coefficients dans un dioide [Wag91].

Définition 59 (Moduloide). Soit (D, ®,®) un dioide ot € et e désignent les
éléments neutres de & et ® respectivement. On appelle moduloide sur D un
ensemble M muni d’une loi de composition interne noté B et d’une loi de com-
position externe notée o satisfaisant les conditions suivantes :
1. (M,8) est un monoide commutatif idempotent, dont I’élément neutre est
noté € ;
2. La loi e a pour signature D x M — M et vérifie :
(a) VAeDVr,ye M: de(zBy)=(Nez)H(Ney).
(b)) VA, ueDNreM:(Adp)ex=Nex)H (uex).
(c) VA, ueDNreM: e (nex)=(A®@u)ex.
(d) VzGM:{e.x:x

coxr —=¢
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(e) VAED,Nec=c.
La somme d’un moduloide est bien idempotente, car :
Vae M,aBa=(cea)B(cea)=(ecDe)oa=cea=a.

La somme H de deux vecteurs est calculée de la maniére suivante :

1 Y1 1Dy

T2 Y2 T2 D Yo
1Bl = .

T Yn Tn O Yn

De méme, le produit (& gauche) e par un scalaire est réalisé comme suit :

1 A®
o A® o
VAeD: e | | | = .

Comme pour un dioide, 'idempotence de H permet de doter un moduloide
d’une relation d’ordre canonique > définie par :

Val,ag EM,OIl = as & ap = o BHas.

=7
nf max €6 Zoin). L’ensemble des applications de 7
dans Zmax muni du max point & point est un monoide commutatif, noté ici
(M, ®). Ce monoide, doté de plus de la loi de composition externe :

Exemple 27 (Moduloides z"

Zma:)(:X-/\/l_)-/\/l
(,z)—aex:teZ,(aex)(t) =a®z(t) =a+ z(t),

. = . , &L
est un moduloide Sur Zmax, traditionnellement noté Z. ...

—7 —
On peut aussi définir un moduloide Z,;, sur Zmin en munissant l’ensemble
des applications de 7 dans Zmpin du min point a point et de la méme loi de

composition externe que celle de Z,,,. .
On peut maintenant définir I’ensemble des signaux dans un dioide.

Définition 60 (Ensemble des signaux dans un dioide). L’ensemble des signauz
DZ dans un dioide D est un moduloide muni des deux lois suivantes :
— Une loi interne @ permettant d’additionner des signauz et définie par :

Yu,v € D*,Vt € Z, (upz v)(t) = u(t) Bp v(?).

— Une loi externe o qui joue le role du produit (¢ gauche) d’un signal par un
scalaire et définie par :

Va € D,u € DXVt € Z, (a e u)(t) = a @ u(t).

Les applications dateur et compteur définies dans la section 2.2.1 sont donc

. o . I/ =7
des signaux, définis respectivement dans les moduloides Z,, . et Z ;..
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=7
Remarque 37. Un dateur est un signal croissant de Z,,,.. Par contre, en se

rappelant la remarque 6 de la page 23, on verra un compteur comme un signal
7

min *

décroissant de Z

Définition 61 (Produit de convolution). On définit le produit de convolution
* de deux signaux comme Suit :

Vu,v € DLVt € 7, (u*v)(t) = @u(s)v(t —9)
SEL

Le produit de convolution est commutatif si le dioide sur lequel est basé D*
Dest (cf. la définition 15).

Propriété 7 (Isotonie du produit de convolution). Le produit de convolution *
défini sur D% est isotone, c’est-a-dire Va,b,c € D%, on a :

bsc=axb=<ax*c.

Démonstration : Les loi @& et ® étant isotones, nous pouvons affirmer
Vt,s €Z:
b(t) < c(t) = @ a(s —t)b(t) < @ a(s —t)c(t)
tez tez
= (axb)(s) < (axc)(s)
O

7/ Z

De par les lois additives propres aux moduloides Z, . et Z,;,. Quand on
situe les calculs dans I'un ou l'autre de ces ensembles de signaux, on parle
respectivement de produits « de sup-convolution » et « d’inf-convolution ».

Définition 62 (Dioide de signaux). L’ensemble DZ muni de la somme point a
point et du produit de convolution est un dioide, dont les éléments neutres sont
respectivement définis par :

e(t) =e,Vt € Z.
e(t) = {e pf)urtz(),
€ sinon.

On consideére généralement un systeme comme une « boite noire » ayant un
certain nombre d’entrées et de sorties. Ces entrées et ces sorties sont observées
sous formes de signaux.

Remarque 38. Nous prenons initialement comme hypothése que les systémes
considérés sont mono-variable (ou SISO). Nous généraliserons ensuite au cas
multi-variables.

Communément, un systeme est dit linéaire s’il satisfait le principe de super-
position [Mas87b], c’est-a-dire si sa réponse & la somme pondérée d’excitations
en entrée est égale a la somme de méme pondération de ses réponses a chacune
des excitations [Lah00, LS01]. On a vu dans la définition précédente qu’'un sys-
teme pouvait a juste titre étre considéré comme une application. La linéarité
d’un systéme est donc fortement liée & celle d’une application linéaire (voir la
définition 57). On définit formellement la linéarité d’un systéme & partir des lois
de moduloide définies sur I’ensemble des signaux.
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Définition 63 (Systéme linéaire). Un systéme S est une application D —
DL x — y = S(u). Il est dit linéaire sur le dioide (D, ®,®) si :

S(u@pz v) = S(u) ®pz S(v),Vu,v € D*
S(aeu)=aeS(u),Yu € D Va € D

On a ainsi (S(aew))(t) =a® (S(u))(t),Vt € Z.

On parle ainsi de systémes « (min,+)- » ou « (max,+)-linéaires » dans la
littérature, en fonction du dioide considéré.

Exemple 28 (Systéme linéaire élémentaire). Un systéme linéaire élémentaire
est le systéme A®, dont la sortie y est égale d lentrée u, retardée de s (avec
seZ).

Vt € Z,y(t) = (A%(w))(t) = u(t — s)

Comme il est usuellement fait en théorie des systémes linéaires, on suppose
que les systemes étudiés sont continus, conformément a la définition suivante.

Définition 64 (Systéme continu). Un systéme S est dit continu si, pour tout
sous-ensemble fini ou infini d’éléments u; de D%, on a :

S(Pu) = P sw):
Remarque 39. Notons que cette définition n’est valide que si le dioide D est
complet.

On supposera donc systématiquement que tous les systémes linéaires pré-
sentés dans le reste de ce these satisfont ’hypothese de continuité.

Définition 65 (Systéme causal). Un systéme S est dit causal si pour toutes les
entrées uy et us, on a :

VT € Z,uy (t) = ua(t) pour t <7 = (S(u))(t) = (S(uz))(t) pourt < .

Définition 66 (Systéme stationnaire). Un systéme S est dit stationnaire (ou
invariant dans le temps) si :

Vu € D? Vs € Z,S(A%(u)) = A*S(u).

Concretement, cela signifie que ses parameétres ne varient pas au cours du
temps.

A.2.2 Réponse impulsionnelle

On va mettre en évidence dans cette partie (basée sur les travaux de Sébas-
tien Lahaye [Lah00]) qu'un systéme linéaire défini sur D? peut étre décrit par
sa réponse impulsionnelle. Il s’agit donc tout d’abord de remarquer que tout si-
gnal peut s’exprimer comme la somme pondérée d’impulsions, en appliquant le
principe de superposition [Mas87b]. Cette décomposition permet d’affirmer que
la seule connaissance de la réponse du systéme a une impulsion (c’est-a-dire sa
réponse impulsionnelle) suffit pour caractériser complétement le comportement
entrée-sortie de ce systéme linéaire.

Nous allons voir que tout signal de DZ peut étre représenté sous la forme
d’une somme pondérée d’impulsions retardées.
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Définition 67 (Impulsion). On appelle impulsion le signal

e(t) = {6 pourt =0,

€  sinon.

Une impulsion particuliere dont nous allons nous servir, notée J, est 1'im-
pulsion de Dirac, d’apres le nom du chercheur anglais Paul Dirac qui a inventé
ce concept. En théorie des signaux, elle représente un signal d’une durée théo-
riquement nulle, d’énergie infinie, et d’intégrale sur R égale a 1.

Définition 68 (Impulsion de Dirac retardée). L’application notée §° jouera
le role de limpulsion de Dirac retardée en s. Elle s’exprime par la relation
suivante :
Vt € Z,6° = (A%(e)) (t) = e(t — s).
Remarque 40. [l est alors aisé de vérifier que :
Vu € DVt € Z,u(t) = (uxe)(t) = Puls)e(t — s) = Pu(s)s*(t).  (A)
SEZL SEL

Théoréme 23 (Réponse impulsionnelle). Soit S un systéme linéaire, dont les
signaux d’entrée et de sortie sont respectivement notés u(t) et y(t). Il existe dans
le dioide commutatif D une unique application h : Z? — D, appelée réponse
impulsionnelle, telle que :

Vu € DPVt € Z,y(t) = (S(w))(t) = @ h(t, s)u(s).

Démonstration : Montrons tout d’abord I'existence de cette réponse im-
pulsionnelle.

y(t) = (S(w)(t) = (S (@ u(s)55>) (t) (par la relation (A.8))
= (@ S(u(s)és)) (t) (par continuité de S)
= (@ u(s)S(és)) (t) (par linéarité de S)

SEZL
puis en posant h(t,s) £ (5(6%))(t),

= @ h(t,s)u(s). (D étant commutatif)
SEZL

Montrons ensuite I'unicité. Supposons qu’il existe une autre application h’
qui vérifie : y(t) = @, V' (t, s)u(s). En appliquant u = §° en entrée du systeéme,
on a :

h(t,s) = (S(6%))(t) (par définition de h)
= @ R (t,7)6%(7) (par définition de S, pour h')

TEL
= @ B (t,m)e(T — ) (par définition de §°)

TEZL

= h/(t,s). (par définition de I'impulsion e)
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On constate donc que les deux applications h et h’ sont identiques, ce qui ter-
mine la démonstration. |

h(t,s) s’interpréte précisément comme la valeur de la sortie du systéme a
Iinstant ¢, en réponse a une impulsion appliquée en entrée a 'instant s.

Nous allons maintenant caractériser la causalité et la stationnarité d’un sys-
teme.

Théoréme 24 (Causalité d'un systéme). Un systéme S est dit causal si et
seulement si sa réponse impulsionnelle est telle que h(t,s) = e, pour t < s.

Démonstration :

(<) Pour t < s, on a §°(t) = e(t) = €. Si par ailleurs le systéme est causal (cf.
la définition 65), alors on vérifie :

h(t,s) = (5(6%))(t) = (S(e))(t) =e.

(=) Soient h(t,s) = e pour t < s et deux entrées u; et ug telles que u; = ug
pour t < s. On a donc :

(S(u1))(t) = EP hit, T)ua(r)
TEZ
= @ h(t, T)ui(T) (car h(t,7) =€ pour 7 > t)

T<T

=@ nt, T)uz(r)  (pour 7 <t < s, uy (1) = uz(7))

T<T

= @ h(t,T)uz(r) (par ajout de valeurs « nulles »)
TEL

= (S(uz))(t)
O
En d’autres termes, le théoréme précédent indique que si une impulsion est
appliquée a l'instant s en entrée d’un systéme causal, alors l'influence sur sa

sortie est nulle (égale & €) avant cet instant. Ceci traduit de fagon plus générale
le fait qu’un systéme causal est « non anticipatif ».

Théoréme 25 (Stationnarité d’un systeme). Un systéme S est dit stationnaire
si et seulement si sa réponse impulsionnelle h est telle que :

Vi, s,7 € Z,h(t + 7,5+ 7) = h(t, s). (A.9)

Démonstration :

(=) Supposons le systéme stationnaire (voir la définition 66), on a :
ht+7,s+7) = (S ) (t+7)
(A (s 7)) @)
= (S(A*T(és”))) (t) (par définition de la stationnarité)
(
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(<) Comme h(t+7,5+7) = (A—T(S(65+T))) (t) , et h(t,s) = (S(6%))(t) =
(S(A‘T(58+T))) (t) , I’égalité (A.9) implique la stationnarité du systéme.
(]

Notation 8 (Réponse impulsionnelle et représentation entrée-sortie). Pour un
systéme stationnaire, en choisissant T = —s dans l’égalité (A.9), on obtient :

Vt,s € Z,h(t,s) = h(t — s,0).

Ce qui signifie que la réponse a linstant t d une impulsion appliquée a l'instant
s dépend, dans le cas d’un systéme stationnaire, uniquement du laps de temps
écoulé entre s et t. En d’autres termes, la réponse impulsionnelle d’un systéme
stationnaire est fonction de ce seul laps de temps, et par abus de notation, on
note couramment :

h(t —s,0) = h(t — s).

La sortie d’un systéme stationnaire peut alors s’exprimer sous la forme d’un
produit de convolution de la réponse impulsionnelle et de ’entrée comme suit :

y(t) = @it — s)u(s) = (hxu)(t). (A.10)

SEZ

A.2.3 Extension matricielle

Les résultats présentés jusqu’ici se généralisent de fagon naturelle aux sys-
témes MIMO. Pour plus de clarté, nous noterons £ Iensemble D%. Pour un
systeme linéaire comportant n entrées et m sorties, on note les signaux d’entrée
et de sortie de la maniére suivante :

U, Y,
U, Y;

U = . et Y = . ,
U, Y.

avec U;,Y; € € pour tous i € [1,n] et j € [1,m].

Théoréme 26 (Réponse impulsionnelle dans le cas matriciel). Soit S : E" —
E™ un systéeme linéaire. 1l existe une unique réponse impulsionnelle H telle
que :

VU € £"Vt € Z,Y (t) = (S(U))(t) = P H{(t, 5)U (),

SEL
ou H(t,s) € D>,

Démonstration : Le systeme étant linéaire, il existe, d’apres le théoreme 23,
entre chaque entrée U; et chaque sortie Y; une unique réponse impulsionnelle,
notée H;;. Les autres signaux d’entrée U; (avec [ # i) sont considérés nuls pour
Hij (Vt eZ,U = €(t) = 5).

3. c’est-a-dire quand ses parametres n’évoluent pas au cours du temps
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D’autre part, tout signal U € £™ peut s’écrire comme la somme suivante :
~ ~ ~ T .
U=U,0Us®---®U,, avecUj= (¢ --- ¢ U; e --- &) ,ie[l,n].

En appliquant le principe de superposition [Mas87b], on obtient pour la sortie
Y;, VUe & VteZ:

= @@Hij(t, s)Ui(s)  (d’apres le théoréme 23)

On en déduit V'existence et I'unicité de H donnée par :
(H(t, s))ij = H;;(t,s). (A.11)
O

En utilisant la relation (A.11), les conditions de causalité et de stationnarité
s’établissent directement a partir des théoremes 24 et 25. En I'occurrence, un
systeme S : £ — £™ linéaire est

— causal, si et seulement si sa réponse impulsionnelle est telle que :

H(t,s) =e pour t < s;
— stationnaire, si et seulement si sa réponse impulsionnelle est telle que :
VreZ H(t+1,s+7)=H(t,s).

Remarque 41. Dans la réalité, tous les signaux physiquement mesurés sont
causaux puisqu’ils n’existent qu’a partir du moment ot on les observe.

Si le systéme est stationnaire, sa sortie peut s’exprimer sous la forme d’un
produit de convolution de sa réponse impulsionnelle H et du vecteur de signaux
d’entrée U :

Y(t) =@ H(t—s)U(s) = (H«U)(t). (A.12)

SEZL

Pour clore cette section, nous pouvons maintenant préciser que I’on suppose
les systémes étudiés stationnaires (cf. la définition 66) ; ils sont indépendants de
Porigine des temps considérée. Notons que des systéemes non stationnaires ont
été étudiés dans des structures algébriques de dioides dans [Lah00].
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A.3 Valeurs propres de matrices pour I’évalua-
tion de performance

11 est possible d’évaluer les performances d’un systéme (de production) d’un
simple point de vue algébrique, en ayant la seule connaissance de ses carac-
téristiques, comme sa réponse impulsionnelle; il n’y a donc pas besoin de le
simuler pour en donner une évaluation. Pour cela, nous abordons dans cette
section les calculs liés a la valeur propre d’une matrice, qui nous donnera un
certain nombre d’informations concernant la cadence du systéme modélisé par
cette matrice. La théorie spectrale consiste en I'étude de valeurs et vecteurs
propres de matrices positives. Tous ces résultats sont classiques et s’appliquent
sans difficulté au contexte des dioides [CDQV83], ou il n’existe pas de nombre
« négatifs » *. Nous ne donnerons donc pas les démonstrations, qui pourront étre
trouvées dans [GMO02, chapitre 6], [BCOQ92, section 3.2.4] ou [Gau92, chapitre
IV]. L’analyse spectrale des matrices dans les dioides repose sur I'interprétation
de ces matrices en terme de graphes. Nous commengons par quelques rappels
concernant la théorie des graphes, pour finir par des considérations algorith-
miques quant aux calculs des valeurs propres.

A.3.1 Définitions et propriétés

Les matrices dont nous cherchons les valeurs propres ne sont pas choisies au
hasard. Ce sont généralement les matrices A représentant les états des systémes
étudiés. Une maniere de définir ces matrices est présentée dans la section pré-
cédente. Nous pourrons donc obtenir des informations concernant ces systémes
dans leur globalité. Mais pour refléter la généralité des résultats énoncés, nous
étudions dans cette section des matrices M génériques a coefficients dans un
dioide D, pouvant étre par exemple Zpax 0U Zmin.

Définition 69 (Graphe de précédence). On appelle graphe de précédence d’une
matrice carrée M, d’ordre n d coefficients m;; dans D, le graphe G(M) formé
d’un ensemble S de n sommets et des arcs orientés (j,i) € S? lorsque m;; # €.

Le coefficient m;; doit étre vu comme le poids attaché a 'arc (7,¢) de G(M).

Remarque 42 ([Gau92]). Il est a noter linversion entre les indices des arcs
(4,2) et les coefficients de la matrice M (notés m;;). Grice a elle, seule la défi-
nition du produit & gauche d’un moduloide est nécessaire (cf. la définition 59).

Exemple 29. Nous avons déja présenté da la figure 1.3 un exemple de graphe
de précédence d’une matrice a coefficients dans un dioide.

Définition 70 (Chemin et circuit d’un graphe). On appelle un chemin de j d
i une suite de sommets et d’arcs reliant les sommets j et i. Un circuit est un
chemin allant d’un sommet a ce sommet lui-méme. On note j ~ i le fait qu’il
existe un chemin de j a i.

La longueur et le poids d’un chemin sont respectivement le nombre d’arcs et
laddition des poids des arcs constituant ce chemin. Le poids moyen d’un chemin
est donc son poids divisé par sa longueur.

4. comme &, ’élément neutre de la loi @, est le plus petit élément de ’ensemble, pour
T # ¢, il n’existe pas de 2’ tel que ¢’ Gz =¢
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k
ij
de la matrice M* est le poids minimal ou maximal des chemins de longueur k

allant de j a 1.

Ainsi, dans le cas des dioides Zpyin et Zmax, on vérifie que le coefficient m

Définition 71 (Composante fortement connexe). On définit une relation d’équi-
valence® ~ sur S par :

1~] &= i~ jet]~t.

Les classes d’équivalence ainsi formées sont appelées composantes fortement
connezes de G(M).

Définition 72 (Matrice irréductible). Une matrice M dont le graphe de pré-
cédence ne posséde qu’une seule composante fortement connexe est dite irréduc-
tible ; autrement, elle est qualifiée de réductible.

Suite & ces quelques rappels de théorie des graphes, considérons un GET
dont la forme récurrente explicite sur D a pour équation d’état :

X(k) = AX(k — 1) ® BU(k),Vk € N\{0}.

Le régime autonome du systeme décrit par ce GET correspond au cas ou ses
commandes (ses entrées) ne contraignent pas les évolutions du systéme. Dans
ce cas, toutes ses entrées sont en permanence suffisamment pourvues en matiere
premiére. On peut considérer cela comme un nombre infini de tirs de toutes
ses transitions d’entrées u; a la date —oo, soit par exemple le vecteur d’entrée
Uk) = (—oo - —oo)T ,Vk € Z. En régime autonome, I’évolution de ’état
du systéme s’exprime donc simplement par la récurrence suivante :

X(k)=MX(k—-1) = M"X(0). (A.13)

En analyse spectrale, les valeurs et vecteurs propres de matrices peuvent étre
regroupées sous forme de couples (\,v) ol v est appelé vecteur propre d’une

. T
matrice M pour la valeur propre A, avec v # (—oo e —oo) . Pour un couple
(A, v) d’'une matrice M donnée, on a :

Meyv=>Nev.

En considérant ’évolution de I’état du systeme en régime autonome, si A est
valeur propre de M et X(0), le vecteur d’état initial, est vecteur propre de A,
alors

X (k) = AX(k —1) = A*X(0). (A.14)

Remarque 43. Dans le corps des réels, on a donc la relation x;(k) = A\ +x;(k—
1), pour chacune des transitions du GET. Autrement dit, toutes les variables
d’état sont incrémentées de A lorsque que k est incrémenté de 1. L’interprétation
physique, pour un systéme de production, de cette relation est la production d’un
produit toutes les A unités de temps. A est donc le temps de cycle du GET, c’est-
a-dire l’inverse de la cadence de ce systéme. Pour ce cas particulier ot X (0) est
un vecteur propre de M, le systéme est en régime permanent sans passer par

une phase de régime transitoire.

5. a la fois réflexive, transitive et symétrique
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[’analyse spectrale nous permet donc de fournir un critere de performance
des systeémes de production modélisés.

Les dioides Zmin €t Zmax ont des propriétés particulieres : le monoide (D,®)
est en fait un groupe et le calcul de la racine p® d’un élément (Vp € N) y est
donc possible. Considérons la propriété (7) suivante, valable Vp € N,;Va € D :

(m) : Péquation 2P = a posséde une solution unique dans D, notée al/P.

Nous pouvons maintenant définir le rayon spectral p(M) d’une matrice M.

Définition 73 (Rayon spectral). Soit (D,®,®) un dioide ayant une structure
de groupe pour le monoide (D, ®) avec la propriété (w). Le rayon spectral de M

est la quantité :
n 1/k
p(M) = @ (tr(M*))
k=1

ot tr(Mk) désigne la trace de la matrice M*, c’est-a-dire la somme (au sens
de @) de ses éléments diagonauz.

Le théoréeme suivant, dii & Gondran et Minoux, est un résultat classique
concernant les matrices irréductibles.

Théoréme 27 ([GM77, CDQVS83]). Si une matrice M & coefficients dans D
est irréductible, alors elle admet pour unique valeur propre A son rayon spectral

p(M).

En d’autres termes, A correspond généralement au poids moyen minimum
ou maximum des circuits de G(M).

Mijig+Migigt+-+Mi, g

A= rr%in] mig A dans Zmin,
ke[l,n] ik €

A= min max iz +Mi2i,f+m+Mi’”1 dans Zax.
k€[l,n] iL€S ’

Par analogie avec la notion de chemin critique (pour les problémes d’or-
donnancement statiques de type PERT [Gia88, Chapitre 4]), le ou les circuits
possédant ce poids sont appelés « circuits critiques » du systeme. Ce sont les
circuits critiques qui limitent les performances du systéeme et la valeur % = ﬁ
est la cadence maximale qui puisse étre obtenue pour le systéeme global.

Le théoreme 27 est connu comme étant l’analogue du théoreme de Perron-
Frobenius, qui considére des matrices & coefficients dans Rt (cf. [Gan59, Bap98|

et [GP97, Section 3.7]).

Remarque 44 (Cas réductible). La cas plus général ou M est réductible a été
traité dans la thése de Stéphane Gaubert [Gau92]. Les résultats énoncés dans
le cas réductible s’appuient sur une décomposition du graphe de précédence de
M en composantes fortement connexes, chacune de ses composantes pouvant
avoir une valeur propre donnée. En particulier, si M est réductible, la formule
précédente donne la plus grande valeur propre.

La généralisation & des cas de dimension infinie a été traité dans [MS92,
KM97, AGWO05]. L’analyse spectrale a aussi été étudiée dans d’autres dioides



Page 146

que les « classiques » Zmax €t Zmin. Geert Jan Olsder a par exemple réalisé cette
étude dans le dioide « min-max » [Ols91, O1s93].

L’établissement d’une valeur propre de M permet d’évaluer le comportement
périodique d’'un GET en régime autonome lorsque la condition initiale X (0) est
vecteur propre. Il est légitime de se demander comment se comporte le graphe
(et donc le systéme) pour une condition initiale quelconque, c’est-a-dire quand
X (0) n’est pas vecteur propre de M. La définition suivante fournit une aide
pour l'interprétation de la réponse a cette question.

Définition 74 (Cyclicité [CDQV83, Section 4.3]). Pour toute matrice irréduc-
tible M a coefficients dans D et de valeur propre X, il existe deux entiers c et
N (avec N strictement positif) tels que

M"T¢ = )\ e M" ¥n > N.

L’entier c est appelé cyclicité de M. On dit aussi que M est périodique d’ordre
M.

Si M est irréductible, on peut donc écrire en régime autonome :

X(k)=M""X(k—n—c)
=p(M)e X(k—c).

Autrement dit, en régime autonome, pour k suffisamment grand (c’est-a-dire
k> N),
X(k+c)=cx A+ X(k).

Ainsi, la définition 74 nous permet de dire que le systéme atteint, aprés un
régime transitoire fini ®, un régime périodique dans lequel sa cadence correspond
a sa valeur propre, que l'on peut calculer algébriquement. En d’autres termes,
quand le réseau est dans un état correspondant a un vecteur propre de la matrice
représentant sa réponse impulsionnelle, le passage a I’état suivant, sous ’action
de la matrice, consiste a activer toutes les transitions du GET représentant
ce systeme un nombre de fois égal a la valeur propre, dans un modele fait de
compteurs, ou a décaler toutes les dates de la méme quantité, dans un modeéle fait
de dateurs. L’évolution d’un réseau dans un état propre est ainsi synchronisée
et périodique. Il est a noter qu'une étude similaire sur les cadences des systemes
de production était déja menée par Raymond A. Cuninghame-Green dans les
années 60 [CG62].

A.3.2 Considérations algorithmiques

Un état de I’art plus conséquent concernant les algorithmes permettant d’ob-
tenir la valeur propre d’une matrice dans un dioide peut étre trouvé en an-
nexe B.2. Nous ne ferons donc que survoler ici le moyen de calculer de la valeur
propre d’une matrice.

Si I'on dispose de la valeur propre d’une matrice, on peut grandement accé-
lérer les calculs permettant d’obtenir les états futurs du systéme correspondant.
En effet, son évolution ne passe plus par I'équation (A.13), basée sur la n® puis-
sance d’une matrice, mais par ’équation (A.14), basée sur la n® puissance d’un
scalaire.

6. apres la production de N produits
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L’algorithme le plus connu et le plus utilisé est celui de Richard M. Karp,
congu & la fin des années 70 [Kar78]. Sa complexité est en O(n?), ot n est
le nombre de sommet du graphe considéré. A I'heure actuelle, cet algorithme
présente toujours 'un des meilleurs compromis entre temps d’exécution, facilité
d’implantation sur machine et généricité de la méthode.

Par ailleurs, on pourra noter que la longueur du régime transitoire ne peut
pas étre estimée a priori. Méme pour un tres petit systéme, la phase transitoire
peut étre arbitrairement longue. Ainsi une simulation sur ordinateur peut mettre
un temps considérablement long a fournir des évaluations correctes de la cadence
de production d’un systeme, alors que le calcul algébrique fournissant ce résultat
peut étre trés simple, en utilisant par exemple I'algorithme de Karp [Coh95,
Section 8.5.2].
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Annexe B

Compléments de
bibliographie sur la théorie
des dioides

Certains aspects bibliographiques ou relevant de I’état de l'art ont retenu
notre attention, mais ne sont pas directement liés aux contributions présentées
dans cette thése. Ainsi, il nous a tout particuliérement paru intéressant d’étu-
dier par quelle suite de contributions théoriques nous en sommes arrivé a la
théorie actuelle des dioides. Malgré 'existence de nombreuses bibliographies sur
le sujet, nous justifions l'intérét de cette partie par quelques publications qui
n’avaient jusqu’alors pas été prises en compte. Un état de l'art sur les différents
algorithmes permettant de calculer la valeur propre d’une matrice a coefficients
dans un dioide a aussi été effectué et intégré dans cette annexe.

B.1 Un historique de la théorie des dioides

La structure algébrique des dioides est encore peu habituelle, malgré des cas
d’application de plus en plus nombreux dans les systémes complexes contempo-
rains, de fabrication humaine pour la plupart. Il nous a donc paru intéressant
de proposer une remise en contexte de la théorie des dioides et de présenter les
contributions scientifiques successives qui ont permis d’aboutir a cette théorie.

Certaines publications nous ont particulierement aidé a réaliser cette annexe.
Nous pouvons citer parmi elles [GM84, CMQV89, GP97, Pin98].

B.1.1 Fondements théoriques

Les dioides intégrent a la fois plusieurs branches de 1’algebre et peuvent étre
considérés sous plusieurs angles.

Tout d’abord, ce sont des structures algébriques, c’est-a-dire des ensembles
munis de lois et de propriétés. Les différentes générations de mathématiciens
Grecs furent parmi les premiéres a prendre conscience du fait que certains
nombres n’ont pas les mémes caractéristiques; créant ainsi des catégories de
nombres, qui correspondent généralement aux ensembles que I'on manipule ha-
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bituellement de nos jours (N, Z, Q, R, etc.). Cependant, la théorie des ensembles
ne date que de la fin du 19° siecle, suite a une publication fondatrice de Georg
Cantor en 1874 [Can'74]. Les travaux de Georg Cantor définissent une théorie qui
est, de nos jours, qualifiée de naive, car elle ne permet pas de résoudre un certain
nombre de paradoxes. Ainsi, Ernst Zermelo proposa une théorie axiomatique des
ensembles pour palier ce probleme [Zer08] *.

Les dioides sont aussi des structures ordonnées, tout comme les treillis. Ces
premiers ont donc pu profiter des développements apportés aux treillis [Bir40],
telle que la théorie de la résiduation [Tar55].

Les ensembles de valeurs des dioides ne possédent pas d’éléments négatifs 2.
On peut donc faire le lien entre les matrices a coefficients dans un dioide et les
matrices positives [Min88|, dont les premiéres mentions datent du 19¢ siecle.

En remarquant que la loi ® dont est muni un dioide n’est pas nécessairement
inversible, on peut également faire référence aux structures non inversibles ou
aux matrices singulieres.

En outre, les structures algébriques de dioides sont par construction des
demi-anneaux, mais ne peuvent pas étre identifiées aux structures plus spéci-
fiques telles que les corps et anneaux, bien connus de nos jours. Les recherches
sur les demi-anneaux ont ainsi souffert de la notoriété de ces autres structures
et un regain d’intérét n’est apparu que dans les années 50 [Shi54, CG60, CG62,
CHG65, Pet67]. On peut aussi trouver quelques travaux traitant plus précisément
des demi-anneaux sur des ensembles booléens [Yoe61, RF68], sur lesquels sont
basés certains dioides de séries.

Les débuts de l'application de la théorie des dioides sont présentés dans la
partie suivante.

B.1.2 Premiéres diffusions de la théorie des dioides
Premieéres applications concrétes

Dans les années cinquante, on commencga a constater que certains problémes
d’optimisation discréte pouvaient étre linéarisés dans un demi-anneau idem-
potent dont les opérateurs étaient choisis en fonction des besoins. Plusieurs
travaux semblables ont été entrepris en parallele, sans connaissance les uns des
autres, et plusieurs écoles ont ainsi émergé. Ceci a engendré différentes appel-
lations a étre utilisées pour décrire les mémes entités, pour se stabiliser autour
d’« algebre des dioides ».

Au cours d’études sur les réseaux de communication, Shimbel fut 'un des
premiers a étudier des réseaux de communication en utilisant plus ou moins
explicitement ces structures en 1954 [Shi54]. Toute une famille de problémes
basés sur la recherche d’un plus court chemin dans un graphe ont amené, en
France, a donner a cette structure peu familiere le nom d’« algébre des che-
mins » [Gon75a, Gon75b], comme ce fut le cas dans une étude de Carré au
début des années 70, portant sur la recherche de chemins extrémaux et posant
les concepts de ce qu'il a appelé “path algebra” dans ses publications en langue
anglaise [Car71, BC75, Car79].

Un autre pionnier fut I’Anglais Cuninghame-Green. Deés le début des années
60, il publia une approche basée sur ces structures algébriques, et lui donna le

1. cet article fut traduit bien plus tard en anglais et commenté dans [Zer67]
2. en ce sens qu’il n’existe pas de valeur plus petite que €, élément neutre de la loi &
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nom de “minimax algebra” [CG60, CG62]. Cependant ces travaux furent restés
sans développement jusqu’a la fin des années 70 [CG76, CGT79]. 1l fut I'un des
premiers & retranscrire dans un dioide les notions d’analyse spectrale (valeur
propre, vecteur propre, etc.).

Débuts des « écoles » francgaises

Le terme « dioide » est une spécificité francaise. A I'étranger 1'appellation
« demi-anneau idempotent » ’emporte encore de nos jours. Jean Kuntzmann
a été le premier a donner une définition d’un dioide, en 1972 [Kun72], pour
désigner une structure algébrique différente de celle que nous définissons dans
cette these. Selon Kuntzmann, un dioide est constitué d’un ensemble E muni
de deux lois de composition internes @ et ®, telles que (E, ®) est un monoide
commutatif et (F,®) est un monoide avec une propriété de distributivité a
gauche et a droite de ® par rapport a @. C’est en quelque sorte un double
monoide. La définition de Kuntzmann est moins contraignante, car il n’impose
pas a la somme d’étre idempotente, ce qui permet aux monoides associés aux
deux lois d’étre des groupes . Dans le courant des années 70, ces études ont été
reprises par Gondran et Minoux. Dans ses premiers travaux publiés sur ce su-
jet, Minoux utilisait 'expression « structures algébriques généralisées » [Min76],
sentant bien que ces nouvelles structures étaient justement plus faibles que les
corps ou les anneaux. Puis ils ont utilisé le terme « dioide » [GM77, GM78],
pour faire référence & une structure algébrique un peu moins restrictive que
la noétre. En effet, Gondran et Minoux n’imposent pas non plus a la somme
d’étre idempotente (ils ne font que I’hypothése d'un préordre canonique*). Ce
sont aussi ces deux chercheurs qui ont fourni les contributions algébriques né-
cessaires a ’application d’une théorie spectrale dans les dioides. En effet, cette
derniére nécessite la définition d’un moduloide [GM77], pendant pour les dioides
de I'espace vectoriel d’un corps, afin de manipuler des vecteurs, et en particu-
lier des vecteurs propres. Le bidéterminant, utilisé pour des matrices d’éléments
de demi-anneaux et correspondant au déterminant dans un corps, est apparu
pour la premiére fois dans [Kun72] et a été remis a contribution dans les tra-
vaux de Gondran et Minoux [GM78, GM79]. Comme il n’existe pas de nombre
négatif dans un dioide, on ne peut pas réaliser de soustraction, comme on le
ferait pour un déterminant classique. Ceci impose donc découpler les termes
« positifs » des termes « négatifs », qui sont regroupés dans les deux termes
du bidéterminant. D’autres correspondances entre les déterminants, bidétermi-
nants, polynémes caractéristiques et bipolyndémes caractéristiques peuvent étre
trouvées dans [GMO02, chapitre 2].

La premiere référence explicite & la définition d’un dioide ayant une somme
idempotente remonte & 1985, dans les écrits de Cohen et al. [CDQV85b]. Se
référant aux travaux de Cuninghame-Green, cette équipe de chercheurs de I'IN-
RIA, formée autour de Guy Cohen, s’est officiellement créée en 1981 et a pro-
longé les cas d’application de cette structure algébrique dans le cadre de pro-
blémes manufacturiers présentant des synchronisations [CDQV83, CMQV84,

3. dans son livre, ce qui se rapproche le plus de notre appellation a été appelé « gerbier »,
dont I’élément blanc est ’élément neutre de la somme

4. étant donné un monoide commutatif (M, *), on peut toujours définir une relation de
préordre (c’est-a-dire réflexive et transitive), notée <, grace a la loi *, telle que Va,b € M,a <
bedceM:b=axc.
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CDQV85a, CMQV89]. L’idée forte, remontant au mois d’aofit 1981 [CGQ99],
fit de montrer qu’en changeant de structure algébrique, le comportement de
certains systemes a événements discrets pouvait étre décrit a 'aide d’équations
devenues linéaires. L’attention était portée sur ’évaluation de performances,
dans une configuration déterministe. En particulier, [CDQV85a] présente 1’ana-
logie fondamentale existant entre la théorie des SDED et la théorie linéaire
conventionnelle. Les SDED sont de nature monotone. En théorie classique des
systémes, le temps est la variable de base évoluant dans un seul sens et les
autres variables peuvent évoluer en fonction du temps dans n’importe quelle
direction & n’importe quel instant. Paradoxalement, les premiéres descriptions
linéaires des SDED basées sur la structure algébrique « max-plus », notée Zax
et munie des deux lois max et +, avaient pour domaine de base les événements
et non le temps. On manipulait donc des dateurs. Cette datation portait sur
les événements successifs (comme la réalisation d’un nouveau produit fini) et
permettait d’obtenir des variables d’état. Il a été montré pour la premieére fois
dans [CMQV86] qu’'une autre représentation d’état basée sur des variables in-
dexées par le temps (des compteurs) était possible. Il est trés vite apparu utile
de pouvoir disposer d’une représentation graphique de ces phénomenes décrits
par des équations dans Zmay. En parallele & quelques résultats représentés sous
forme de graphes de précédence des matrices caractéristiques des états des sys-
témes [CDQV83, CDQV85b], Didier Dubois proposa le formalisme des réseaux
de Petri [DS83], et ce fut finalement la sous-classe des graphes d’événements tem-
porisés qui fut adoptée [CMQV84, CDQV85a] . Cette sous-classe a fait 'una-
nimité par la suite [CMQV89, Gau92, BCOQ92], jusqu’a nos jours. C’est aussi
cette équipe de chercheurs qui développa en premier les notions de polynoémes et
de séries formelles dans les dioides [CMQV84, CDQV85b, CMQV86, CMQV89],
afin de passer d’une représentation de systémes sous forme de réponse impul-
sionnelle a des fonctions de transfert, via des transformées semblables a la
transformée en Z de lautomatique classique des systémes discrets. Ceci per-
met de regrouper en un seul et unique élément toute la dynamique générale
d’un systeme, au lieu d’étudier son comportement pour chaque valeur pos-
sible de ses entrées. De nombreuses publications issues du laboratoire LISA
a Angers sont basées sur 'utilisation de séries formelles dans les dioides appro-
priés [Cot99, Lah00, CHBFO01, Lho03, LHCJ04, Hou06, BCLO8b]. Par ailleurs,
des le rapport de recherche [CDQV83], ces chercheurs ont proposé une transposi-
tion d’un certain nombre de résultats de la théorie spectrale, dans les structures
algébriques de dioides, en se basant sur la définition d’un moduloide proposée
par Gondran et Minoux [GMT77].

B.1.3 Les autres écoles dans le monde

En parallele aux recherches issues d’Europe de ’Ouest a émergé une autre
école, en Europe centrale et de I’Est. Les premiers écrits pouvant étre rappor-
tés a cette école remontent au années 60 et 70 et font référence a ce qui était
appelé « l'algebre extrémale » [Vor63, Vor67, Vor70, Zim76]. Il est & noter que
dans [Zim76] en particulier, les axiomes a la base des dioides utilisés sont encore
plus forts que ceux de Cohen et al. (qui sont eux-mémes plus forts que ceux Gon-

5. bien que publié postérieurement, la rédaction de larticle [CDQV85b], n’utilisant pas de
RdP, a di étre complétée bien avant
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dran et Minoux) : la loi ® est commutative et a ® b = a ou b®, ce qui garantit
le caractere total de I'ordre de ce dioide (la définition plus générale de Cohen et
al. ne permet que de dire que cet ordre est partiel). On peut aussi trouver dans
cette école d’autres études sur les chemins dans les graphes [Rom67, Zim81].
Certains de ces écrits présentaient déja des études concernant la recherche de
valeurs propres de matrices. Mais ce n’est qu’au début des années 90 que les
premiers ponts se sont effectués et que les chercheurs d’Europe de I’Ouest ont
commencé a référencer les travaux de leurs homologues situés dans des pays plus
orientaux (Maslov est cité dans [BCOQ92] et Samborskil est cité dans la theése de
Stéphane Gaubert [Gau92]). Il est & noter que des ponts ont aussi physiquement
été passés, avec I'exemple de Peter Butkovic, qui est passé a la méme période de
l'université Kosice (en actuelle Slovaquie) a celle de Birmingham en Angleterre,
pour rejoindre Raymond A. Cuninghame-Green avec qui il a écrit un certain
nombre d’articles en co-auteur 7. A partir de la fin des années 80, d’autres scien-
tifiques ont cherché a développer dans le domaine continu de nouvelles branches
de l’analyse non linéaire en se basant sur des structures algébriques de dioides.
Victor Maslov fut 'un des premiers a se lancer dans ces recherches. On lui doit
le concept de mesure idempotente [Mas87al, ainsi que la transposition dans des
demi-anneaux idempotents du principe de superposition [Mas87b], et du prin-
cipe de correspondance de Bohr, bien connu en mécanique quantique [RN76].
Kolokol'tsov et Maslov, dans leur article [KM89] ont nommé cette approche
analyse idempotente. Trois ouvrages de référence a ce sujet furent édités par
la suite. Un par Maslov et Samborskil [MS92] (incluant un article de Vassili
Kolokol'tsov [Kol92]), un deuxieéme édité par Kolokol'tsov et Maslov [KM97] et
un autre de Jeremy Gunawardena [Gun98| (incluant un article de Litvinov et
Maslov [LM98]). On peut aussi citer les travaux de Grigory Litvinov, dont deux
publications majeures qui suivirent : [LMS99, LMSO01]. Par ailleurs, Gondran et
Quadrat ont aussi travaillé sur cette approche®. Pour conclure sur cette école,
les liens entre les études physiques et ces mathématiques idempotentes ont été
clairement publiés dans un livre récent de Litvinov et Maslov : [LMO05].

Suivant un regain d’intérét dans les années 90, la recherche d’un chemin de
poids maximal (c’est-a-dire le meilleur débit dans un flot) passe par I'utilisation
d’une structure algébrique munie & la fois des lois max et min (ainsi que de
laddition classique). Le chercheur Néerlandais Geert Jan Olsder est I'un des
chercheurs les plus reconnus pour avoir travaillé sur ces aspects [Ols91, Ols93,
HOvdWO05]. En se basant sur ces travaux, Jeremy Gunawardena a aussi apporté
des contributions a ce domaine [Gun93, Gun94a, Gun94b], en plus de ses autres
travaux sur ’analyse idempotente.

De I’école « tropicale », dont le Brésilien Imre Simon est le chercheur le plus
renommeé, est issue dans le courant des années 80 la notion de « demi-anneau
tropical ». La parenté de ce terme est attribuée a la fois a Christian Choffrut,
qui aurait proposé ce terme & Imre Simon [Sim88] et & Dominique Perron, qui
aurait utilisé cette appellation en I'honneur d’Imre Simon lui-méme [Pin98],
apres que ce dernier ait résolu un probleme resté longtemps ouvert en théorie
des langages [Sim78]. Cette structure algébrique est essentiellement appliquée
dans le domaine de la théorie des langages et des automates [Sim78, Sim8&8,

6. on dit dans ce cas que la loi & est sélective

7. dont une liste est disponible a ’adresse http://web.mat.bham.ac.uk/P.Butkovic/Pubs.
html

8. cf. [GMO02, Chapitre 7] pour plus de détails & ce propos
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Sim94] et correspond a ce que Gondran et Minoux appellent un « dioide sélectif-
inversible » [GMO02]. Le dioide le plus communément appelé ainsi est le dioide
(NU {400}, min, +) [Max04], mais on peut aussi trouver dans la littérature
les noms de dioide « équatorial » ou « polaire », respectivement appliqués aux
dioides Zmin et (NU {—oc}, max, +) [Mas86, Kro94].

B.1.4 Contributions plus récentes

Grigory Litvinov, en se basant sur les travaux de Sobolevskii, est aussi a
la base de l'application dans une structure algébrique de dioide de la théorie
d’une analyse par intervalles [LS01]. L’objectif est de pouvoir prendre en compte
des incertitudes (erreurs de modélisation et/ou variations paramétriques) en les
incluant dans des intervalles. Ces deux chercheurs ont affirmé que les solutions
d’équations basées sur des intervalles dans un dioide peuvent étre calculées en
un temps polynomial, c¢’est-a-dire bien plus rapidement que dans le corps des
réels. Mais cette affirmation est a nuancer par le fait que deux modeles & mémes
valeurs, mais basés sur deux structures algébriques différentes, ne représentent
pas les mémes problémes. Il n’est donc pas question de donner une complexité
inférieure & un probléme en changeant simplement de point de vue (ici, de
structure algébrique). Ces travaux ont été repris par Mehdi Lhommeau pour
la synthese de controleurs robustes, utilisés pour a des systémes présentant des
incertitudes [LHCJO04, Lho03]. Ce dernier a en particulier utilisé pour modele
graphique des graphes d’événements temporisés, dont le nombre de jetons et
les temporisations associées aux places sont supposés évoluer dans un intervalle
défini au moment de la modélisation [Lho03, LHCJO04].

Comme en automatique classique, il est possible de synthétiser une com-
mande des systemes. Concréetement, cette commande consiste a controler les
entrées afin d’atteindre des performances spécifiées au préalable. Dans le cadre
d’une problématique en juste-a-temps, cela consiste a retarder le plus possible
lentrée des jetons tout en respectant certains critéres (comme la cadence).
Ainsi, pour une consigne donnée et un systéme dont on connait les caracté-
ristiques, il s’agit de trouver quelles sont les entrées attendues. En quelque
sorte, il est question d’inverser le systéeme étudié. Cette pratique repose donc
lourdement sur la mise en pratique de la théorie de la résiduation. Plusieurs
types de commandes sont possibles, comme la commande optimale en boucle
ouverte introduite dans [CMQV89], la synthése d’un pré-compensateur opti-
mal [Lib96, Cot99, AMO03], la synthése d’un correcteur de type retour de sor-
tie [Cot99, CHBF01, AMO03, Lho03], la commande en présence de perturba-
tions [Lho03] ou la synthése de controleurs robustes pour des systémes incertains
dans un dioide d’intervalles [Lho03, LHCJ04].

Afin de réaliser des comparaisons entre fonctions, et non juste entre certaines
valeurs de ces fonctions (par exemple pour connaitre entre deux repéres le temps
de séjour pour un produit ou I’évolution d’un stock), une théorie du second
ordre a été développée au début des années 90 [Plu9lb, CGQ9I3]. Reposant sur
Popérateur classique de soustraction, les calculs de la théorie du second ordre
reposent aussi sur la théorie de la résiduation, par obtention de la pseudo-inverse
du produit (qui correspond a l’addition dans les dioides Zonax €t Zmin). Cette
théorie a été réutilisée a partir de la fin des années 90, en particulier pour
obtenir un critére de stabilité d’un modele [Cot99, section 4.2] ou pour définir
des marges [SMCHO5]. Cette théorie a aussi été mise & contribution dans cette
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these, afin de calculer des temps de séjour maximaux entre deux capteurs d’un
systéme de production.

B.1.5 Bilan

Le dioide le plus réputé étant le dioide Zmax, dit « max plus », il existe
une tendance a réutiliser ce nom pour tout ce qui touche de prés ou de loin a
une modélisation dans un dioide. On parle ainsi d’« algebre max plus » et de
« max plus linéarité »[BCOQ92]. Cependant il n’existe pas entre toutes les écoles
présentées de consensus sur ce terme. C’est pourquoi nous avons utilisé dans
cette theése la formule la plus neutre possible?, & savoir « structure algébrique
de dioide » (ou plus simplement « dioide » quand le contexte s’y préte).

Pour finir, nous citons quelques ouvrages de référence. [BCOQ92] a permis
de fédérer derriere un seul cadre algébrique les différentes communautés étudiant
les SED (celles utilisant la théorie des files d’attente, les ordonnancements, .. .).
Cet ouvrage donne un considérable exposé des SED linéaires dans un dioide et
déterministes ou stochastiques tout en présentant de nouveaux résultats comme
la symétrisation. L’ouvrage édité par Maslov et Samborskii est la partie la plus
visible du travail considérable de 1’école de I’« analyse idempotente ». La col-
lection d’articles éditée par Jeremy Gunawardena, quant a elle, consiste en la
premiere vision d’ensemble des différentes approches et traditions sur le su-
jet [Gun98]. 1l est aussi possible de consulter [CG79, Gau92, GM02, HOvdWO05]
pour obtenir de plus amples informations sur les dioides.

B.2 Aspects algorithmiques du calcul de la va-
leur propre d’une matrice dans un dioide

Nous ne comptons pas présenter une bibliographie détaillée des différentes
approches permettant de calculer la valeur propre d’une matrice dans un dioide.
Un état de l’'art conséquent, réalisé en 1998 par Dasdan et Gupta, pourra étre
trouvé dans [DGI8|. Nous ne présentons donc ici que les approches les plus
classiques, et celles qui n’ont pas été étudiées dans ce dernier article.

B.2.1 Algorithme de Karp et quelques dérivés

L’algorithme le plus connu est celui qui a été proposé par Richard M. Karp
a la fin des années 70 [Kar78]. Il s’applique & des matrices & n lignes et n co-
lonnes et correspond a la recherche d’un circuit de poids moyen minimal dans
un graphe. Sa complexité est de I'ordre de O(n?)!°, dans tous les cas. Une
méthode basée sur Papplication de cet algorithme a été présentée dans [GM79]
et [BCOQ92]. De nos jours, peu d’autres algorithmes ou de cas particuliers per-
mettent d’obtenir une meilleure complexité algorithmique. Cependant, on peut
citer les exemples suivants : quand tous les poids des arcs d’'un des circuits

9. afin, entre autre, de ne pas avoir a utiliser le terme « algeébre » qui signifie aussi une
structure algébrique munie de deux lois de composition interne et d’une loi de composition
externe; ce qui n’est pas le cas ici

10. plus précisément, elle est en O(n X m) olt n et m sont respectivement le nombre de
sommets et le nombre d’arcs du graphe, qui posséde donc n? arcs dans le pire des cas ot tous
les sommets sont reliés les uns aux autres
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sont égaux au maximum des coefficients de la matrice, ou quand les coefficients
de la matrice prennent au plus deux valeurs distinctes, cette complexité est
réduite & O(n?) [BCGY2]. Un autre exemple, aussi présenté dans [BCG92], per-
met d’utiliser un algorithme en O(n), quand les coefficients a;; de la matrice
sont séparables; c’est-a-dire quand on peut les formuler de la maniére suivante :
a;; = u; +v;5,Vi,j € [1,71}.

La complexité de 'algorithme de Karp est fixe, quel que soit le graphe consi-
déré. Néanmoins, il est décrit dans [DGI8] un algorithme mettant & profit les
coefficients nuls de la matrice d’adjacence de ce graphe, afin d’obtenir une com-
plexité de cas moyen en O(n?). Bien entendu, la complexité du pire des cas de
ce dernier algorithme est aussi en O(n?). Malgré tout, I’algorithme de Karp est
généralement préféré face a ce dernier, car il est plus simple & implanter.

B.2.2 Autres types d’algorithmes

Un autre algorithme, basé sur la méthode d’itération sur les politiques d’Ho-
ward, a aussi été développé dans [CTCGT98]. Cet algorithme montre de trés
bon résultats expérimentaux, mais aucune preuve de sa complexité algorith-
mique n’a encore pu en étre formulée ; seule une estimation de cette complexité
est proposée par ses auteurs. On constate en pratique que cet algorithme pré-
sente un temps d’exécution moyen en O(n?) et un temps d’exécution au pire
évalué de l'ordre de O(n2 log(n)). D’un point de vue empirique, cet algorithme
est meilleur que l'algorithme de Karp mais rien ne permet encore de 'affirmer
formellement dans le cas général.

Une méthode dite « des puissances » a aussi été développée et appliquée dans
un certain nombre de structures algébriques. Elle est notamment utilisée dans
le corps usuel [GvL83], dans les dioides Zpy.x [BO93] et (Z, max, x) [EvdD99,
EvdDO01] et dans la structure algébrique (min, max,+) [SvdW00]. Dans le cas
du dioide (Z, max, x ) par exemple, la valeur propre d’une matrice est le poids de
moyenne géométrique maximum des circuits de sa matrice d’adjacence. C’est le
deuxieme cas d’étude qui nous intéresse plus particulierement dans le cadre de
cette these. Cet algorithme peut étre résumé ainsi : on applique les différentes
puissances d’une matrice A & un vecteur d’état initial X (0) arbitraire, jusqu’a
obtenir une relation de cyclicité, c’est-a-dire quand dp,q € Navecp > g >
0 et ¢ € R tels que X (p) = c®X (q) (ct. la définition 74). Afin d’obtenir la valeur
propre, il suffit de diviser le gain ¢ par la différence entre les deux parametres p
et g obtenus. Ainsi A\ = piq. Sa complexité algorithmique est en O(n*) [EvdDO01,
Section 2]. Cet algorithme a pour principal but de donner ’ensemble des vecteurs
propres d’une matrice associés a sa ou ses valeurs propres. C’est pourquoi il
présente un certain intérét face a ’algorithme de Karp, bien qu’il soit bien plus
lent.

L’algorithme présenté par Olsder et al. dans [ORVE99] a aussi pour but de
trouver un circuit critique d’'un graphe et de calculer I’ensemble maximal de
vecteurs propres linéairement indépendants ' associés & la valeur propre d’une
matrice d’adjacence A de ce graphe. Cet algorithme posséde une complexité en
O(n?) [EvdDO01], et est basé sur la procédure de Floyd-Warshall [GM79, page
58] 12. 1l peut étre résumé de la maniére suivante. On considére tout d’abord

11. voir [GM78] pour la notion d’indépendance linéaire dans un dioide
12. et [RF68] pour plus de précision sur I’algorithme en lui-méme
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une premiere valeur propre candidate en prenant le maximum des valeurs de la
diagonale de A (si cette diagonale ne contient pas que des coefficients égaux a ¢,
sinon on prend le minimum de tous les coefficients de A). Ensuite, on calcule la
matrice A’ = A— pJ ou J est la matrice ne contenant que des coefficients égaux
a 1. Enfin on calcule les séries successives @ﬁc:l A’® pour [ variant de 1 & n,
en s’arrétant a la premiere série dont les éléments de la diagonale contiennent
au moins une valeur positive. Si ’on a effectué le calcul de la série jusqu’a n et
qu’il n’y a pas de valeur positive dans la diagonale, alors p est valeur propre de
la matrice A. Sinon, il faut recommencer le calcul de ces séries en remplagant
la valeur de p par la valeur du poids moyen du circuit contenant le sommet
correspondant & I'une de ses valeurs positives (on modifie donc aussi la valeur
de A).

On peut aussi noter I'existence d’algorithmes permettant de calculer la ca-
dence (donc seulement la valeur propre) de systémes dans la structure algébrique
(min, max, +) [Gun94a, GGI8, Gun94b].
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Modélisation de conflits et calcul de bornes dans les systéemes de
production par la théorie des dioides

Les systémes de production de type flow-shop sont des systémes déterministes qui
peuvent étre modélisés analytiquement de maniére relativement aisée dans une struc-
ture algébrique de dioide. Les opérations dont est muni un dioide sont essentiellement
basées sur des phénomenes de synchronisation et de délai, ce qui permet d’aboutir a
un modele linéaire. Cependant, les systémes de production manufacturiers présentent
de plus en plus d’éléments hétérogénes en interaction et font ainsi partie d’une classe
plus générale de systemes, les job-shops. Ces interactions se caractérisent parfois par
des conflits; dés lors, une modélisation analytique linéaire n’est plus possible.

En considérant un systéme a conflits, non plus directement, mais via ses com-
portements extrémaux, il est possible d’en obtenir une modélisation approchée, qui
est linéaire dans un dioide d’intervalles. Moyennant 1'utilisation de regles d’affecta-
tion des ressources partagées et de politiques de routage appropriées, nous définissons
des modeles linéaires de ces sections. On propose un modele approché, dans un dioide
d’intervalles, de ces systémes complexes, afin de bénéficier des contributions théoriques
des structures algébriques de dioide.

Par ailleurs, les réseaux de Petri forment un outil graphique privilégié pour la
représentation des systemes dynamiques a événements discrets que sont les systemes
de production. Nous proposons une définition de la sémantique d’une sous-classe bien
particuliere de ces réseaux : les graphes d’événements temporisés a incertitudes tem-
porelles, qui permettent de retranscrire des relations exprimées dans un dioide d’in-
tervalles.

En somme, notre contribution permet d’étudier certains job-shops, alors que les
possibilités actuelles se limitaient & 1’étude de flow-shops.

Mots-clés : Modélisation formelle, routages, ressources partagées, structures algé-
briques de dioides, analyse par intervalles, réseaux de Petri.

Modelling of Conflicts and Bounds Estimation in Production Systems
Thanks to Dioid Theory

Flow-shops are manufacturing deterministic systems which can be analytically
modelled in a fairly easy way, in a dioid algebraic structure. Dioids are endowed with
operations mostly based on synchronisation and delay phenomenon, which leads to
a linear model. Nevertheless, production systems consist of an increasing number of
heterogeneous and interacting elements, which turns them into job-shops. These in-
teractions are sometimes conflicts ; therefore, an analytical model cannot be designed
any more.

Not considering accurately a system with conflicts, but rather thanks to its ex-
tremal behaviours, the former can be modelled in an approximated way, which turns
to be linear modelling in a dioid of intervals. Provided the use of appropriate sha-
red resources assignment rules and routing policies, we define linear models of those
sections. We give an approximated model, in a dioid of intervals, of those complex
systems, which allows for using dioid algebraic structure theory contributions.

Besides, discrete event dynamic systems, and in particular production systems,
are often depicted by Petri nets. We define in this thesis the semantics of a particular
sub-class of Petri nets : timed event graphs with time uncertainties, which correspond
to systems of relations expressed in a dioid of intervals.

Finally, our contribution allows for the study of some job-shops, while it was only
possible to study flow-shops.

Keywords : Formal modelling, routing, shared resources, dioid algebraic structures,
interval analysis, Petri nets.

Discipline : Génie informatique, automatique et traitement du signal.



