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❘♦♠❛✐♥✱ ❘♦♥❛♥✱ ❙é❜❛st✐❡♥✱ ❙✐♠♦♥✱ ❙♦♣❤✐❡ ❡t ❱✐♥❝❡♥t q✉✐ ♦♥t✱ ❝❤❛❝✉♥ à ❧❡✉r ❢❛ç♦♥✱ ❝♦♥✲
tr✐❜✉é ♦✉ ❜✐❡♥ à ♠❛ t❤ès❡ ♦✉ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ q✉✐ ré❣♥❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
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s❛♥s q✉✐ ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s ❡t ❛✉tr❡s ♣❡t✐t❡s tr❛❝❛ss❡r✐❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s s❡r❛✐❡♥t ❞❡✈❡♥✉❡s ❞❡s
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r❡♠❡r❝✐❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à P✐❡rr❡tt❡ ❡t ▲❛✉r❡♥❝❡✱ ♥♦s ❝❤èr❡s ❤ôt❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛❢étér✐❛✱ s❛♥s
q✉✐ ❧❡s ❥♦✉r♥é❡s ❛✉r❛✐❡♥t été ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ❝❛r s❛♥s ❝❛❢é ❡t s❛♥s s♦✉r✐r❡ ✦

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❘②❛♥ ❉❛tt❡r✐✱ ❞♦❝t♦r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❞❡ ❧❛ ❱❛♥❞❡r❜✐❧t ❯♥✐✈❡rs✐t② à ◆❛s❤✈✐❧❧❡ ✭❚❡♥♥❡ss❡❡✮✱ ♣♦✉r s❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡s
❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❛t❧❛s ❞❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ▼✉r✐❡❧ ❈❤❡✈❛❧✐❡r✱ ♠❛ r❡❧❡❝tr✐❝❡ ♦✣❝✐❡✉s❡ q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❧❛ ❧♦✉r❞❡
tâ❝❤❡ ❞❡ ❧✐r❡ ♠❛ ♣r♦s❡ ♠❛❧❛❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞r♦✐t ❝❤❡♠✐♥✳ ■❧ ❧✉✐ ❛✉r❛ ❢❛❧❧✉
❜✐❡♥ ❞✉ ❝♦✉r❛❣❡ ♣♦✉r ✐♥❣✉r❣✐t❡r ❝❡s ♣❛❣❡s ❜✐❡♥ ✐♥❞✐❣❡st❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ♦♥ s❛✐t
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛✐♠❡ ♣❛s s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡
♣ré❝✐❡✉s❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉s ❧❡s ❛♠✐s q✉✐ ♦♥t é❣❛②é ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ✿ ❆❣❛t❤❡✱ ❆❧✲
✐③é❡✱ ❆♠❛♥❞✐♥❡✱ ❆♠é❧✐❡✱ ❈é❞r✐❝✱ ❈é❧✐♥❡✱ ➱♠❡❧✐♥❡ ❇✳✱ ➱♠❡❧✐♥❡ ❉✳✱ ●❡♦✛r♦②✱ ❏éré♠②✱ ❏✉❧✐❡♥✱
▲❛✉r❡✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ▲✐❞✇✐♥❡✱ ▼❛r❝✱ ▼❛r✐❡✱ ▼✐❦❛ë❧✱ ❙♦♣❤✐❡✱ ❙té♣❤❛♥✐❡✱ ❱❛♥❡ss❛ ❡t ❱✐♥❝❡♥t✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♠❡s ♣❛r❡♥ts ●✉② ❡t ▼❛r✐❡✲❍é❧è♥❡✱ ♠❡s s♦❡✉rs ❱❛♥❡ss❛
❡t ❈♦r❛❧✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉ ❡t ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❡♥❞❛♥t
t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ♦✉❜❧✐é✳

✏▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✑✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❇❛r✐❧❧♦t q✉✐ ❛ ❞✐r✐❣é ♠❛ t❤ès❡✳ ■❧ ❛ s✉
♠❡ ❣✉✐❞❡r ❞❛♥s ❧❡s ♠é❛♥❞r❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ♠❡ ♣r♦❞✐❣✉❡r ❞❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s✳ ❙❛
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❛ r❡♥❞✉ ❝❡s ❛♥♥é❡s très ❛❣ré❛❜❧❡s ❡t s❛ ✈✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✬❛
♣❡r♠✐s ❞✬é✈✐t❡r ❜✐❡♥ ❞❡s é❝✉❡✐❧s✳ ❙❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s ❡t s♦♥ ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
♦♥t r❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡✳
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✺✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✹✳✷✳✶ ■♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✹✳✷✳✷ ■♠❛❣❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✻ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ✶✸✺
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✻✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✻✳✷✳✶ ●r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✷✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✻✳✷✳✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts s✉r ◆❊❲❯❖❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✻✳✷✳✷✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✻✳✸ ▼❛tér✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✻✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✻✳✹✳✶ ❉♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛✈❡❝ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✹✳✷ ❉♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✻✳✹✳✸ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ 3 ♠♦❞❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✻✳✺✳✶ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✻✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✻✳✺✳✷✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❛✈❡❝ 4 ♠♦❞❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✻✳✺✳✷✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❛✈❡❝ 5 ♠♦❞❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✻✳✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✼ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✶✺✺
✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✼✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✼✳✷✳✶ ■♠❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✼✳✷✳✷ ❘❡❝❛❧❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✼✳✷✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ♣❛r ❛t❧❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✼✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✼✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts s✉r ❧❡ t❤❛❧❛♠✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✼✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✼✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

■❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✻✼

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✻✾



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✶✶

❱ ❆♥♥❡①❡s ✶✼✸

❆ Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✶✼✺

❇ ●❧♦ss❛✐r❡ ✶✽✶

❈ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✽✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✾✶

▲✐st❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✷✶✼

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✷✷✶



✶✷ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① s❛✈♦✐r t♦✉t ❝❤❡r❝❤❡r q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡r à t♦✉t s❛✈♦✐r✳
P❛tr✐❝❦ ▼❡♥❞❡❧s♦♥

❈♦♠♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞é✜s
♠❛❥❡✉rs ❞✉ ❳❳■è♠❡ s✐è❝❧❡✳ ❖✉tr❡ ❧✬❡s♣♦✐r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ ❤❛♥❞✐❝❛♣✱ ❞❡ tr♦✉❜❧❡s ♣s②❝❤✐❛tr✐q✉❡s ✭❞é♣r❡ss✐♦♥✱ s❝❤✐③♦♣❤ré♥✐❡✱ ❛✉t✐s♠❡✮ ❡t
❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s ♥❡✉r♦❞é❣é♥ér❛t✐✈❡s ✭P❛r❦✐♥s♦♥ ♦✉ ❆❧③❤❡✐♠❡r✮✱ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ♦✉ ❛✈❡❝
❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❉❡♣✉✐s ✉♥❡ q✉❛r❛♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ ❡✛❡r✈❡s✲
❝❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉❡ à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t♦♥✱ ❧❛ ♠❛❣♥é✲
t♦❡♥❝é♣❤❛❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♦✉ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ✭■❘▼✮✳ ❉✬❛✉tr❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡tt❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬❡①❛♠❡♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s❝❛♥♥❡r
❳✱ ❧✬é❝❤♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❧✬❛♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬é❧❡❝tr♦❡♥❝é♣❤❛❧♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❈❡tt❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥
s♦♠♠❛✐r❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❛❧✐tés✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♠♣t❡r ❧✬■❘▼ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❞❡
♣❡r❢✉s✐♦♥✱ ❧✬■❘▼ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧✬■❘▼ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ❛♠è♥❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✳

❆✈❡❝ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❞❛♥s ♥♦s s♦❝✐étés ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ♦♥t ✈✉ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ▲❛ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✈❡rs❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞✬✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés s♦✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ♥♦tr❡ ❝❡r✈❡❛✉ s♦✉s t♦✉t❡s s❡s ❝♦✉t✉r❡s✱ ❧❛
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥✬❡st ♣❛s ❝❤♦s❡ ❛✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❧✐♥✐❝✐❡♥✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉ t❡♠♣s à ❢♦✉r♥✐r ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r t♦✉t❡s ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❞✬✐♥térêt ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡✲❝❧❡❢ ❡t ❝✬❡st à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ s❡ s✐t✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♠✐s❡s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐✲

✶✸



✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❡♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❡♥r✐❝❤✐r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✢♦t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ tr❛✈❛✉①
s✉r ❝❡ s✉❥❡t ♠❡♥és ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣❛r ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉✐ s✬② s♦♥t s✉❝❝é❞és
q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s q✉✐ ❡♥ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ér❡♥♥❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉①
❢♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t é❝❤♦ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❈②❜è❧❡ ❈✐♦❢♦❧♦ ❡t ❞❡ ▲❛✉r❡ ❆ït✲❆❧✐ ❛✐♥s✐
q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❡❧❧❡s✱ ❞❡ ❋ré❞ér✐❝ ▲❛❝❤♠❛♥ ❡t ❞❡ ●❡♦r❣❡s ▲❡ ●♦✉❛❧❤❡r ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ■ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉✐
❝❧❛ss✐✜❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠✐❡✉① s✐t✉❡r ❧❛
♥ôtr❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■ r❡✈✐❡♥t s✉r ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①
q✉✐ s❡r♦♥t ❡①♣♦sés ❡♥s✉✐t❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ ❡①♣♦s❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❡❧❧❡ ❞é❝r✐t ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ❡♥ ♠❡tt❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✲s♣❡❝tr❛❧❡ ♣✉✐s s✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❢♦❝✉s ❡st ♠✐s s✉r
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬❛❥♦✉t ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❛t❧❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞r❡ss❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳

P❛rt✐❡ ■

❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s q✉✐ ② s♦♥t ❧✐é❡s✳ ▲✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ❧❡s s♦✉s✲t❡♥❞❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✐t✉❡r ❧❛ ♥ôtr❡✳

P❛rt✐❡ ■■
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❢♦r♠❡ ❞♦♥❝ ✉♥
♣ré❛❧❛❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❆♣rès ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés✱ ❧❡s ❝♦✉♣❡s
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❡♥
étr♦✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✢♦ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés✳
❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❡t s✉rt♦✉t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ♣✉✐s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳

P❛rt✐❡ ■■■
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣♦s❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①♣♦s❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❧❡s tr♦✐s s✉✐✈❛♥ts ❡①♣♦s❡♥t
❞✐✈❡rs❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡ q✉✐ ❢♦r♠❡ ❧❡ s♦❝❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ◆♦✉s ② ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡r tr♦✐s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬■❘▼ ❛✜♥ ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✬❡❧❧❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥ tr♦✐s t✐ss✉s✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❡t ❞✬♦❡❞è♠❡s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡s ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❡❧✱ s♦♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ♣❡✉t s♦✉❧❡✈❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✲
✐té✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ■❘▼ ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s à s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡
❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆✜♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❛ ♣r✐✲
♦r✐ ❞✬❛t❧❛s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ t❤❛❧❛♠✉s✳

P❛rt✐❡ ■❱
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❛r ♥♦s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❡t
q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① à ✈❡♥✐r✳



✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ❝éré❜r❛❧❡s

✶✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿
r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

P✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡t s❛✈♦✐r t♦✉t ❝❡
q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❛✈♦✐r s✉r t♦✉t✱ ✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t♦✉t✳

❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❡✛♦r❝❡r ❞✬❡sq✉✐ss❡r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ❜✉t ❞✬êtr❡
❡①❤❛✉st✐✈❡ ♠❛✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té q✉✐ ❡①✐st❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ✈❛st❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❧é❣✐♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡s ❝✐té❡s ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t s❡♠❜❧é ❧❡s
♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞✬✐❧❧✉str❡r ♥♦s ♣r♦♣♦s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ré✢é❝❤✐r♦♥s s✉r ❧❡s t❡♥❛♥ts ❡t ❛❜♦✉t✐ss❛♥ts ❞❡ ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ✈ér❛❝✐té ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ❛rt❡❢❛❝ts q✉✐ ♣❡rt✉r❜❡♥t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ■❘▼✱ ❡♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥
❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛ssé❡s
❡♥ q✉❛tr❡ ❣r❛♥❞s t❤è♠❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❝❡❧❧❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r
✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s ♦♣ér❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧❧❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❤è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s tr♦✉✈❡r♦♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

✶✳✷ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❄

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡
❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❡♥
♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❛✜♥ ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ❡t ❛✐♥s✐ ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧❡s
❛♠❜✐❣✉ïtés✳

❙❡❣♠❡♥t❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s✐❣♥✐✜❡ tr♦✉✈❡r s❡s ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t s❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❈❡s
ré❣✐♦♥s ❡t ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t

✶✾



✷✵ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣❛rt✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs à ❧❡✉rs
❝♦♥t♦✉rs ❛♣♣❛r❡♥ts✳

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛ été
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❍♦r♦✇✐t③ ❡t P❛✈❧✐❞✐s ❬✶✸✻✱ ✶✸✼❪ ❡♥ ✶✾✼✺✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❙♦✐t X ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r f(x, y)✳ ❙✐ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✱ ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ X ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❳ ❡♥ ♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {R1, ..., Rn}
t❡❧s q✉❡ ✿

✶✳ X =
n⊔
i=1
Ri

✷✳ ∀i, Ri est connexe
✸✳ ∀i ∈ {1, ..., n} P (Ri) = ✈r❛✐

✹✳ ∀i, j ∈ {1, ..., n}2 Ri ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à Rj ❡t i 6= j ⇒ P (Ri ∪Rj) = ❢❛✉①

♦ù ⊔ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❥♦✐♥ts✳

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t P ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ri✳ ❈❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ s❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té P r❡st❛♥t
à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

❩✉❝❦❡r ❬✸✹✹❪ ❛ rés✉♠é ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❍♦r♦✇✐t③ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❡t ✉♥❡
s❡✉❧❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s s❡ t❡r♠✐♥❡r ❛✈❛♥t ❞✬❛✈♦✐r
tr❛✐té t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥♥❡①❡✳
▲❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡s ré❣✐♦♥s ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✐♠❛❧✐té ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ré❣✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ r❡st❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é✳ ■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①✐st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ❞♦♥♥é✳

▲❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡ ❧❛ ●❡st❛❧t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣s②❝❤♦✲♣❤②s✐❝✐❡♥s✱ r❡❝♦♥♥❛✐ss❡♥t q✉✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rs ❞❡s t♦✉t❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❬✶✾✵✱ ✶✼✶✱ ✶✻✼❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s
s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛
♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠é✱
tr❛✐t❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳

■❧ ❢❛✉t ❡♥ ♦✉tr❡ ♣❛r❧❡r✱ ❜r✐è✈❡♠❡♥t✱ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❡t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳ ▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❡t ❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❛
❣é♥ér✐❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡
✉♥❡ ❤❛✉t❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ■❘▼
✈❛r✐é❡s q✉✐✱ s✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❥❡✉① ❞✬✐♠❛❣❡s très ♣♦✐♥t✉s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à
✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❡st ✉♥ é❝✉❡✐❧ à ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳



❉✐✛ér❡♥ts ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ❧✬■❘▼ ✷✶

✶✳✸ ❉✐✛ér❡♥ts ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ❧✬■❘▼

▲❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡♥ ■❘▼ s♦♥t très ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐és à ❞✐✛ér❡♥ts
❢❛❝t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❜r✉✐t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❧❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳

✶✳✸✳✶ ❱♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧

▲✬❛rt❡❢❛❝t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣é ❡t
à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ■❘▼ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t ✭❧❡ ✈♦①❡❧✮ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ sé♣❛r❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
♠❡s✉ré❡ ❞❛♥s ❝❡ ✈♦①❡❧ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✈❡rs ♦❜❥❡ts ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡ ❛✉ss✐ à ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧✳

✭❛✮ ❊s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❜✮ ❊s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❆rt❡❢❛❝t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❝❡t ❛rt❡❢❛❝t ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣rés❡♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t✐ss✉s ✭s✉❜✲
st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✱ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥✱ ❣r❛✐ss❡✱ ♦s✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧♦rsq✉❡
❞❡ ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s✱ tr♦♣ ✜♥❡s ♣♦✉r êtr❡ ✈✐s✐❜❧❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ s♦♥t ❝♦♥✲
t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦①❡❧ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
♠✐❝r♦♥s à q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♠ètr❡s✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥st❛té à
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥ ❡t ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡s r❡♣❧✐s ❞✉ ❝♦r✲
t❡① ❝❛r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s s✐❧❧♦♥s ❝♦rt✐❝❛✉① ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
■❘▼✳

✶✳✸✳✷ ❇r✉✐t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡

❊♥ ■❘▼✱ ✉♥ ❜r✉✐t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❛❝q✉✐s❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡✳
❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ ❬✷✽✷❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷
♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❇r❛✐♥❲❡❜✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❝❤❡



✷✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡ ③ér♦✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s
❞✬✐♥t❡♥s✐té ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❝râ♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛❧❡✐❣❤✳

✭❛✮ ■❘▼ s✐♠✉❧é❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ■❘▼ s✐♠✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❞✉ ❜r✉✐t

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ■❘▼✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❞✬✉♥❡ ■❘▼ s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✳

✶✳✸✳✸ ■♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡

▲❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞❡ ❝❤❛♠♣ s♦♥t ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts très ❝♦✉r❛♥ts ❡♥ ■❘▼✳ ❊❧❧❡s s♦♥t
r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❡♥t❡s ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡t ❞❡s ré❣✐♦♥s
❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ♣r♦t♦♥✐q✉❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✉♥ ❣r✐s ✉♥✐❢♦r♠❡ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❡t ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❙✐ ❝❡ ❜✐❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❣ê♥❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❧✐♥✐❝✐❡♥ ❞♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ✐❧ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❝❛❧❛❣❡✱ ❡t❝✳✮✳

✶✳✸✳✹ ❆rt❡❢❛❝ts ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

▲❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①❛♠❡♥✳
▲❡s ②❡✉①✱ ❧❛ têt❡ ♣❡✉✈❡♥t ❜♦✉❣❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① s❛♥❣✉✐♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts r❡s♣✐r❛t♦✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
❙❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦ù ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱ ❧✬❛rt❡❢❛❝t ✈✐s✐❜❧❡ s✉r
❧✬■❘▼ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢❛♥tô♠❡s ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ❞✐✈❡rs ❡♥❞r♦✐ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳
❙✉r ❝❡rt❛✐♥s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ■❇❙❘ ❬✶✹✹❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts



❉✐✛ér❡♥ts ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ❧✬■❘▼ ✷✸

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ r❛❞✐♦✲
❢réq✉❡♥❝❡ ♣❡rt✉r❜é

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❆rt❡❢❛❝t ♣r♦✈♦q✉é ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡
✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭s♦✉r❝❡ ✿ ❯❈▲❆✮

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ■♠❛❣❡s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡♥ ❞❡ss♦✉s✱ ❧✬❛rt❡❢❛❝t
✐s♦❧é✳ ▲❡s ✈♦①❡❧s ❞✉ ❧♦❜❡s t❡♠♣♦r❛❧ ❡t ❞✉ ❧♦❜❡ ❢r♦♥t❛❧ s♦♥t ♣❧✉s ✐♥t❡♥s❡s q✉❡ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡
❤é♠✐s♣❤èr❡ ❀ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ✐♥✈❡rsé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ✭t✐ré ❞❡ Pr✐♠❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹✼❪✮✳



✷✹ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❞✉s ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ têt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s
✐♠❛❣❡s ❢❛♥tô♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉♣❡r♣♦sé❡s ❛✉① str✉❝t✉r❡s à s❡❣♠❡♥t❡r✱ ❡❧❧❡s ♣❡rt✉r❜❡♥t
❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t r❡♥❞❡♥t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ▼♦✉✈❡♠❡♥t

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❆rt❡❢❛❝t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❢❛♥tô♠❡
✭s♦✉r❝❡ ✿ ❯❈▲❆✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ ❆rt❡❢❛❝t ❞û à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ têt❡ s✉r ✉♥❡ ■❘▼ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ■❇❙❘✳

❉✬❛✉tr❡s ❛rt❡❢❛❝ts ♠♦✐♥s ❢réq✉❡♥ts✱ q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✶✱ ♣❡✉✲
✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉❡s ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳

✶✳✹ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✈❛st❡ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❡t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s t❤è♠❡s ❞❡ ❧✬✐♠✲
❛❣❡r✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦♥t ét❛t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣ré❢ér❡r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❛❧✐♠❡♥t❡♥t ✉♥ ❞é❜❛t ♦✉✈❡rt q✉✐ ❢❛✐t
r❛❣❡ ❞❛♥s ❜✐❡♥ ❞❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts ♥❛t✉r❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❀ ❝❡
q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❝♦♠♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡
♦ù ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❡t ♦ù s✬❛rrêt❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❄ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ ♠❛✐s ❞❡s
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t s✉❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ s❡❧♦♥ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s❡❣♠❡♥t❡r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡r♦♥t ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞✬②
♣❛r✈❡♥✐r✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❧❡s ré❣✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❝✐♥q
❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r✐❣✐❞❡s ❡t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
♠ét❤♦❞❡s s❡ s✐t✉❡♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ♥♦s ❝✐♥q ❣r❛♥❞s t❤è♠❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛✲

✶❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇r❛❞✳♣✉❧♠♦♥❛r②✳
✉❜❝✳❝❛✴st♣❛✉❧sst✉❢❢✴▼❘❛rt✐❢❛❝ts✳❤t♠❧✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✷✺

t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s
❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❝❡❧❧❡s ♦♣t❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧❧❡s ❢❛✐s❛♥t
❛♣♣❡❧ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t s❡s r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡s s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳

✶✳✹✳✶ ❘é❣✐♦♥

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧ré❣✐♦♥✧ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥t ♣♦✉r
❜✉t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ✖ ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ✖ ❡t
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t très ré♣❛♥❞✉❡✱ ✐❧
♥♦✉s ❛ ♣❛r✉ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬❡♥ ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s r❡ss♦rts✳

❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ✿ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡s ♦✉ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✱ s✉♣❡r✈✐sé❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s tr♦✉✈❡r♦♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ✭♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✉♣❡r✈✐sé❡✮✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❦ ✲♠♦②❡♥♥❡s✱ ❝✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s
❡t ♠❡❛♥ s❤✐❢t ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡s✮✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐①t✉r❡s ❞❡ ❧♦✐s ✭♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✮ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s ❡t ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
s✉♣♣♦rt ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✮✳

✶✳✹✳✶✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✉♣❡r✈✐sé❡

❘és❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s

❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❬✷✽✸✱ ✶✸✵❪ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡
❝♦✉❝❤❡s ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ♣r❡♥❞ s❡s ❡♥tré❡s s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ i
❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Ni ♥❡✉r♦♥❡s ✖ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ✖ ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs ❡♥tré❡s s✉r ❧❡s Ni−1

♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ s②♥❛♣s❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✱
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s Ni−1 s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ❝❡ ♣♦✐❞s✱ ♣✉✐s ❛❞❞✐t✐♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❧❛❝❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s
❛✉tr❡s r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉rr❛✐t s❡
r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s♦rt✐❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉
❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ✿ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❞♦♥t ❧❡s s♦rt✐❡s
s❡r❛✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt✳

❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r
❞❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡♥t r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ♣❡✉✈❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡s✱ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts✳



✷✻ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

SEGMENTATION

Contour

Région

Paramétrique Forme

Discrète

Recalage 

d'atlas

Transformation 

dans un 

sous-espaceEnsemble de 

niveau 

géométrique

Ensemble de 

niveau 

géodésique

Modèles 

dérivatifs

Champs 

aléatoires de 

Markov

Harmoniques 

sphériques

C-moyennes 

floues

Modèle actif de 

forme

Coupe de 

graphe

Contours 

actifs

Ondelettes

Hypergraphes

Mélange de 

lois

Non 

supervisée
Paramétrique

K-moyennes

Classification 

déterministe

Gradient 

morphologique

Mean Shift Apprentissage 

statistique

Réseau de 

neurones Machine à 

vecteurs de 

support

Non-paramétrique

Supervisée

Théorie des 

graphes

Espace-échelle

Modèle actif 

d'apparence

Approches 

structurelles

Ligne de 

partage des 

eaux

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✷✼

❋✐❣✳ ✶✳✽ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧✳ ▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ❡♥tré❡s ♣✉✐s ❝❡tt❡
✈❛❧❡✉r ♣❛ss❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ s❛ s♦rt✐❡✳

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t
✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s s✉♣❡r✈✐sé✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ■❘▼ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❡t ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s✳

❙❛♠♠♦✉❞❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✻✾✱ ✷✼✵❪ ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❍♦♣✜❡❧❞
✭rés❡❛✉① à ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉① ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ e.g. t✉♠❡✉rs✱
❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ✭❙❊P✮✳ ■❧s ♦♥t ❛❥♦✉té ✉♥ ❜r✉✐t st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡
❝♦ût ❝♦♠♠❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦✉r s✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❇❧♦♥❞❛ ❬✷✻✱ ✷✼❪ ❛
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① ❡t ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P✳ ▲✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✽✽❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❜♦♦❧é❡♥s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♠❛♥q✉❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡
♣♦✉r ❧❡s ■❘▼ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉①✳ ❆❧✐r❡③❛✐❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❛♣♣❡❧é ▲❡❛r♥✐♥❣ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭▲❱◗✮ ❡t ♦♥t ❞é♠♦♥tré s❛ s✉♣ér✐♦r✐té ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❤❛❜✐t✉❡❧s rés❡❛✉① ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s à rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à
s♦♥ ✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡s ■❘▼✳

❲❛♥❣ ❬✸✶✸❪ ❛ ❡①♣r✐♠é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡
♠♦❞è❧❡s ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ rés❡❛✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳
▲✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✽✾❪ ♦♥t ❝réé ✉♥ rés❡❛✉ à tr♦✐s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s à rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✉①
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡t ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ré❞✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① rés❡❛✉① à rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❘✐✈✐èr❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✺✽❪ ♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé ❧❛ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❧❧♦♥s ❝♦rt✐❝❛✉① ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡
✭P▼❈✮✳ ❉♦❦✉r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✽✾❪ ♦♥t ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ▲❱◗✱ P▼❈ ❡t ◗◆◆ ✭◗✉❛♥t✐③❡r
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦✮ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ■❘▼ ❡t s❝❛♥♥❡rs ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉①✳ ▲❡ ◗◆◆ ❡st
✉♥ rés❡❛✉ à ✸ ❝♦✉❝❤❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦ts✲❝♦❞❡s ❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✉ t②♣❡ ✏❧❡



✷✽ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✈❛✐♥q✉❡✉r ❡♠♣♦rt❡ t♦✉t✑✳
❍✉❧t ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✹✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ rés❡❛✉①

❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤✐♣♣♦❝❛♠♣❡✳ P♦♣♣❧❡ ❬✷✹✸❪ ❛ ✉t✐❧✐sé
✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛t❧❛s ❞❡ ❚❛❧❛✐r❛❝❤ ❡t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❞♦s✐♠étr✐❡ ♣♦✉r ❧❛ r❛❞✐♦t❤ér❛♣✐❡✳ ■❧ ❡st
❡♥ ♦✉tr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡
❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré P♦✇❡❧❧ ❬✷✹✺❪✳ ❨❡❤ ❡t
❝♦❧❧✳ ❬✸✸✺❪ ♦♥t ❝réé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❡t
❧❡s ▲❱◗ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

▼❛✐s ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❧✬ét❛♣❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❝❡tt❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
❞♦♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✳

✶✳✹✳✶✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡

K✲▼♦②❡♥♥❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s ❬✶✾✾❪ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ❡♥ k r❡✲
❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ✭♦✉ ❝❧✉st❡rs✮ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥tr❛✲r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ✿

V =

k∑

i=1

∑

xj∈Si

|f(xj)−mi|2 ✭✶✳✶✮

♦ù Si, i = 1, 2, ..., k s♦♥t ❧❡s k r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❡t mi ❡st ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ♦✉ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts xj ∈ Si✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ k ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✐t✐❛✉①✱ s♦✐t ❛✉
❤❛s❛r❞✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡✳ ❙✬❡♥s✉✐t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❡♥tr♦ï❞❡s ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts
❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
❡st ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✭♦✉ ❜✐❡♥ q✉❛♥❞ ❧❡s ❝❡♥tr♦ï❞❡s
♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❧✉s✮✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❝❛r ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞é♣❡♥❞ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❜✐❡♥ ❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très r❛♣✐❞❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❧❡ ❧❛♥❝❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s
❡t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ✭i.e. ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❦✮ à tr♦✉✈❡r ❀ ❝❡❧❛ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t
❤❛♥❞✐❝❛♣❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡st✱
❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❝♦♥♥✉✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✷✾

▲❛❝❤♠❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✼✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳ ❯♥ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❨❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✸✸❪ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣❧✉tôt s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♠❛✐s ❧❛ q✉❛❧✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
à ♣r♦s❝r✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳ ❱❡♠✉r✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✵✽❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇✉st✐❧❧♦ ❬✹✷❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡s ♥♦②❛✉① ❝❛✉❞és ❝❤❡③ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞❡ s❝❤✐③♦♣❤ré♥✐❡✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉❚■ ✭❉✐✛✉s✐♦♥ ❚❡♥s♦r ■♠❛❣✐♥❣✮✱ ❲✐❡❣❡❧❧ ❬✸✶✽❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① t❤❛❧❛♠✐q✉❡s ❜❛sé s✉r ❧❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré
❆❜r❛s ❬✶❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s t✐ss✉s à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s
❚✶✲✇✱ ❚✷✲✇ ❡t P❉ ✭Pr♦t♦♥ ❉❡♥s✐t②✮✳ ❉❡♦♥✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✽✷❪ ♦♥t ❝♦♠❜✐♥é ❧❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s ❛✈❡❝
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ s✉r ❞❡s ■❘▼ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉①
t❤❛❧❛♠✐q✉❡s✳

▲❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ s❝❤é♠❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱
❏♦♥❛ss♦♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✺✷❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s
❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
t❤❛❧❛♠✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❉❚■✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ▼❛♥❥ó♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✵✺❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s
❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r t❛♠✐sé ❛✉① ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

▲❡s ❦ ✲♠♦②❡♥♥❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❬✸✵✽✱ ✸✸✸❪ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣❧✉tôt s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♠❛✐s ❧❛ q✉❛❧✐té ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à
♣r♦s❝r✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳

C✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s ❡t c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s ✭♦✉ ❢✉③③② ❝✲♠❡❛♥s✱ ❋❈▼✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
❉✉♥♥ ❬✾✺❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s k✲♠♦②❡♥♥❡s ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✢♦✉❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✳ ❇❡③❞❡❦ s✬② ❡st ✐♥tér❡ssé ❬✷✷✱ ✷✸❪ ❡t ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ L à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ✿

L = Jw(①✱✈ ✿ ②) =

n∑

j=1

k∑

i=1

(xij)
w||yj − vi||2A ✭✶✳✷✮

♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à tr❛✐t❡r✱ k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞és✐ré❡s✱ w ∈ [1; +∞[
❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❢✉③③②✜❝❛t✐♦♥✱ v = (v1, ..., vk) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ || · ||A
❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♦ù ❆ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t x = [xij ] ∈ R

k×n✱ ❛✈❡❝
xij ∈ [0, 1] ∀ 1 ≤ i ≤ k ❡t 1 ≤ j ≤ n✱ ❡st ❧❛ k✲♣❛rt✐t✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ② ❡t ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✿

k∑

i=1

xij = 1 ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ n,
n∑

j=1

xij > 0 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ k ✭✶✳✸✮

P❤✐❧❧✐♣s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹✶❪ ♦♥t ❝réé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❈▼ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❞❡s ■❘▼ ❚✶✱ ❚✷ ❡t
❉P ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❳✉❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✸✶❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❋❈▼



✸✵ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ ✜❧tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✉ ✜❧tr❡ ♠é❞✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉①✳ P❤❛♠ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✸✽✱ ✷✸✾❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❏✐❛♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✹✾❪ ♦♥t
✉t✐❧✐sé ❧❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ L ❡t ♦❜t❡♥✉
❛✐♥s✐ ❞❡s ❋❈▼ ❛❞❛♣t❛t✐❢s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❤❛♠ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✸✼❪
♦♥t ❢♦r❝é ❧❡ ❧✐ss❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧❡s ❋❈▼ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✈♦✐s✐♥s✱ ❍♦✉ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✸✾❪ ♦♥t ❝réé ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳ ▼✉r✉✲
❣❛✈❛❧❧✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✷✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐sé❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❧❡s ❋❈▼ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs✳ ❆r❞✐③③♦♥❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✽❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞❡ c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞❡ r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❲❛♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✶✷❪ ♦♥t ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡s c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐❞s
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❨❛♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✸✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❋❈▼ ♣❧✉s r♦❜✉st❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

▼❡❛♥ s❤✐❢t

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♠❡❛♥ s❤✐❢t✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❋✉❦✉♥❛❣❛ ❬✶✵✼❪ ♣✉✐s r❡♠✐s ❛✉ ❣♦ût ❞✉ ❥♦✉r
♣❛r ❈♦♠❛♥✐❝✐✉ ❬✻✻❪✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ✧♠♦❞❡✧ ♦✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❛r ♥♦②❛✉ ❞❡ P❛r③❡♥✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ♠♦❞❡ ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ é❧é❣❛♥t❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉①
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ③ér♦s ❞❡ s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳

▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ KH ❡st ✿

∇̂f(x) = ∇f̂(x) =
1

n

n∑

i=1

∇KH(x− xi) ✭✶✳✹✮

❊❧❧❡ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ❆✈❡❝ ✉♥ KH ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

KH(x) = |H|−1/2K(H−1/2x) ✭✶✳✺✮

♦ù H ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t |H| ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H✱ ♦♥
❛ ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∇KH(x) = |H|−1/2 · ∇K
(
H−1/2x

)
✭✶✳✻✮

❙✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ K ❛ ❝♦♠♠❡ ♣r♦✜❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ k✱ ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

K(x) = Ck · k(xTx) ✭✶✳✼✮

❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

∇KH(x) = 2Ck|H|−1/2H−1xk′(xTH−1x) ✭✶✳✽✮



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✸✶

❊♥ ♣♦s❛♥t z(x) = −k′(x) ❡t ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∇f̂(x) =
2CkH

−1

n|H|1/2 ·
n∑

i=1

z(d2
M (x,xi, H)) ·

[∑n
i=1 z(d

2
M (x,xi, H)) · xi∑n

i=1 z(d
2
M (x,xi, H))

− x

]
✭✶✳✾✮

♦ù dM r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x

♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s✬❛♥♥✉❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tr❡ ❝r♦❝❤❡ts ❡st ♥✉❧✳ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r✱ ❛♣♣❡❧é ✈❡❝t❡✉r ♠❡❛♥ s❤✐❢t✱ ❡st ❞♦♥❝
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✭❛✮ ■❘▼ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❇r❛✐♥❲❡❜✮ ✭❜✮ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠❡❛♥ s❤✐❢t ✲ t✐ré ❞❡ ❬✷✶✹❪✳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭✈✐❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♠❡s✉r❡s
❞❡ t❡①t✉r❡✱ ❡t❝✳✮

✷✳ ❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡s✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡♥êtr❡✳

✹✳ ❈❡♥tr❡r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✸✳

✺✳ ❘é♣ét❡r ❧❡s ét❛♣❡s ✸ ❡t ✹ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✻✳ ❋✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❢❡♥êtr❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧✳

✼✳ ●r♦✉♣❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✈❡rsé❡s ♣❛r ❧❡s ❢❡♥êtr❡s ❢✉s✐♦♥♥é❡s✳

❑❡s❡❧♠❛♥ ❡t ▼✐❝❤❡❧✐✲❚③❛♥❛❦♦✉ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✺✽❪ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ét❛✐t ❛♣♣❧✐❝❛✲
❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥térêts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♦♠é❞✐✲
❝❛❧❡s✳ ▼❛②❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s
■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ❬✷✶✹❪✳ ❏✐♠é♥❡③✲❆❧❛♥✐③ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✺✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❞❡♥s✐té ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ♠❡❛♥ s❤✐❢t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦♥✲
✜❛♥❝❡ ❞❡ ❜♦r❞s✳ ❉✉❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾✷❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
t❤❛❧❛♠✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉❚■ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡❛♥ s❤✐❢t✳ ❊♥✜♥✱ ●❛r❝í❛✲
▲♦r❡♥③♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✵✱ ✶✵✾❪ ♦♥t ❝♦♠❜✐♥é ❧❡ ♠❡❛♥ s❤✐❢t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❡s♣ér❛♥❝❡✲
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P✳



✸✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✶✳✹✳✶✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s

❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉ q✉✬✐❧
❢❛✉t r❡tr♦✉✈❡r✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛rt ❞✉ ♣♦st✉❧❛t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s✳ ❙✐✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s q✉❡ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡s✱
❛❧♦rs ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ e✱ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q ✐♥❞✐✈✐❞✉s (e1, . . . ,eq) ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à R

p ✭i.e. ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥ ❞❡s k
❣r♦✉♣❡s G1, . . . , Gk ✭k ét❛♥t ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✮ s✉✐✈❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µi
(i ∈ [1; k]) ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σi ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t π1, . . . , πk
❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r♦✉♣❡s✱ θi = (µi,Σi) ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱
❡t Φ = (π1, . . . , πk,θ1, . . . ,θk) ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ q✉❡
s✉✐t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

g(e,Φ) =
k∑

i=1

πiN (e,θi), ✭✶✳✶✵✮

❛✈❡❝ N (e,θi) ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r θi ✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛r❛♠ètr❡

Φ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r

L (e;Φ) =

q∑

j=1

log

(
k∑

i=1

πiN (ej ,θi)

)
✭✶✳✶✶✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛ttr✐❜✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❧❛ ❝❧❛ss❡ à ❧❛q✉❡✲
❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❇❛②❡s✳
❉✬❛♣rès ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♦♥ ❛

P (Gi|e) =
P (e|Gi) · P (Gi)

P (e)
✭✶✳✶✷✮

❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♣❛r

P (Gi|ej) =
πiN (ej ,θi)∑k
ℓ=1 πℓN (ej ,θℓ)

✭✶✳✶✸✮

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛ttr✐❜✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ej ❧❛ ❝❧❛ss❡ Gi ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ P (Gi|ej) ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐ss❡ s❡♠❜❧❡r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛r❞✉✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❬✽✶❪ ✭❡s♣ér❛♥❝❡✲
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡✈❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Φ ✿ ✐❧ ❛❧t❡r♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ✭❊✮✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✸✸

❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❡t ✉♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭▼✮✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ tr♦✉✈é❡ à ❧✬ét❛♣❡ ❊✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
tr♦✉✈és ❡♥ ▼ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱
❡t ❧✬♦♥ ✐tèr❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❊ ❡t ▼✳

❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t♦♠❜❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❈❡❧❡✉①
❡t ❉✐❡❜♦❧t ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❬✹✾✱ ✺✵❪ ❞✬✐♥t❡r❝❛❧❡r ✉♥❡ ét❛♣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❊ ❡t ▼✳ ❍❛s❤✐♠♦t♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❊▼ ❬✶✷✾❪✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱
✉♥ t✐ss✉ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s✐♠♣❧❡ ❬✸✶✻✱ ✸✵✺✱ ✷✶✵❪✳ ▲✬❊▼ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♥✲
❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❛r ▲✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① à
♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ■❘▼ ❞❡ t❡♥s❡✉rs ❬✶✽✼❪ ❡t ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❉✉❣❛s✲P❤♦❝✐♦♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾✹❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❊▼ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ●r❡❡♥s♣❛♥ ❬✶✷✵❪
♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t✐ss✉ ❡t ❞❡ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡r ❡♥ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥té❣r❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t✐ss✉ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té
❞❛♥s ✉♥❡ ■❘▼✮✳

❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❛✈ér❡r ❢♦rt ✉t✐❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❡r✈❡❛✉① ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s t✉♠❡✉rs ♦✉ ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s
s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝té❡s✳ ❯♥❡
✈❡rs✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❡t s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❊▼ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❆ït✲❆❧✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❞❛♥s ❬✸❪
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r t❛♠✐sé ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❬✷✷✽❪ ♣✉✐s ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦
❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✵❪✳

✶✳✹✳✶✳✹ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❈❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s
✈♦①❡❧s✳ P♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❬✶✶✶❪ q✉✐ ♠♦❞✲
é❧✐s❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥ ✈♦①❡❧ ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ◆♦t♦♥s ds ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r
❛✉ s✐t❡ s✱ (ds) ❂ (dt)t6=s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡①❝❡♣té ❧❡ ♣♦✐♥t s✱ Ns ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ C ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❡t U(d) =

∑
c∈C Uc ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝✬❡st

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s c ∈ C✮✳ M ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

P (Ms = ds/d
s) = P (Ms = ds/dt, t ∈ Ns) ✭✶✳✶✹✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞✬✉♥ s✐t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡s ♣✐①❡❧s
✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛♠♠❡rs❧❡②✲❈❧✐✛♦r❞ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ●✐❜❜s ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

P (M = d) =
1

Z
exp(−U(d)) ✭✶✳✶✺✮



✸✹ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♦ù Z =
∑

d∈Ω exp(−U(d))✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❛❧♦rs ✿

P (Ms = ds/d
s) =

exp(−Us(ds/Ns))∑
ξ∈E exp(−Us(ξ/Ns))

✭✶✳✶✻✮

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠✲
❛❣❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s k
ré❣✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❛♥s {1, ..., k}✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s M à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ré❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y ✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡✳

❖♥ ♥♦t❡ S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ M ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❡t Y ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ✷✺✻ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s ✿

M

{
S → {1, . . . , k}
s 7→ xs

❡t Y

{
S → [0, . . . , 255]

s 7→ ys
✭✶✳✶✼✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♦♥ ❛ ✿

P (Y |M) =
∏

s∈S

P (ys|ds) ✭✶✳✶✽✮

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y ✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t Y ✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s
ét✐q✉❡tt❡s ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

P (M |Y ) =
P (Y |M)× P (M)

P (Y )
✭✶✳✶✾✮

P (Y ) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ M ✳
P (X|M) ♠❡s✉r❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡✱ ❝✬❡st

❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳
P (M) ❡st ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t

♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts q✉✐ t❡♥❞ à ❢❛✈♦r✐s❡r ❞❡s ③♦♥❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s
❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

P (M) =
1

Z
exp(−β

∑

C={s,t}

φ(ds − dt)) ✭✶✳✷✵✮

β ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ P❧✉s β ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡
ré❣✐♦♥s ❡st ♣é♥❛❧✐sé❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r❛♥❞❡s✳

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛♠♠❡rs❧❡②✲❈❧✐✛♦r❞ ❬✶✷✹❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ é♥❡r❣✐❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✸✺

U(x) =
∑

s∈S

[
(ys − µds)2

2σds

+
1

2
log(2π)σds

]
+ β

∑

C={s,t}

φ(ds − dt) ✭✶✳✷✶✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ✐♥✢✉❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✲
❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ U(d)✮✱ ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣✉r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ ❬✸✵✵✱ ✸✵✶❪ ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛❧♦rs ✉♥❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧✐ss❡✳

❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s ✐térés ❬✷✾✺✱ ✹✺❪ ♦✉ ❞✉ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ❬✷✼✾❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♠❛❧
❝❧❛ss✐✜és ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✷✾✽✱ ✷✺✷✱ ✶✸✶❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ❞❡s ■❘▼
❞❡ ❝❡r✈❡❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳ ❩❤❛♥❣ ❬✸✸✾❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊▼ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❈❤❡♥ ❬✺✹❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❜❛sé s✉r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ré❣✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳

▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ♣❛rt✐❡❧s ❞❡s ■❘▼ s♦♥t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦①❡❧s✳
❙❛❧③❡♥st❡✐♥ ❬✷✻✽❪ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡t ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ ❞❡♣✉✐s été r❡♣r✐s❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧é❣èr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❬✷✻✻✱ ✸✸✷✱ ✸✸✶❪
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ♦✉
❙❱▼✮ ❬✸✵✼❪ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ s♦✉✈❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭i.e. ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✈❛ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ψ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt sé♣❛r❛❜❧❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❱▼ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥ ♥♦②❛✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ K : Rn 7→ Rm t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥❝❡ Ψ : Rn ×Rn 7→ R ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
✭n ≤ m✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ Rm ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t K ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs
❞❛♥s Rm ✿

K(u, v) = 〈Ψ(u) ·Ψ(v)〉,∀u, v ∈ Rn ✭✶✳✷✷✮

❈❡ sé♣❛r❛t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♣❧❛♥s ❛♣♣❡❧és ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r♦❜✉st❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♠❛r❣❡✱ i.e. ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
s✉♣♣♦rt✳

P♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ N ♣❛✐r❡s ✭yi, li✮ ❞♦♥♥é❡s ♦ù ❧❡s yi ∈ Rn s♦♥t ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s li s♦♥t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡



✸✻ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

s✉♣♣♦rt tr♦✉✈❡♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

cli(x) =

N∑

i=1

αili〈Ψ(y) ·Ψ(yi)〉+ b =

N∑

i=1

αixiK(y, yi) + b ✭✶✳✷✸✮

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ Ψ✱
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ h ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ nh ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s Ψ(yi) ✿

nh =
N∑

i=1

αiliΨ(yi) ✭✶✳✷✹✮

♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳
▲✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉r❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

αi ❡t b✳

✭❛✮ ■❘▼ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❜✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❡❝
❧❛ t✉♠❡✉r

❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❙❱▼ ✲ t✐ré ❞❡ ❬✶✽✶❪

❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ très ❜✐❡♥ à ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❬✺✸❪✳ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❬✶✾✽✱ ✷✽✵❪✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡r✈❡❛✉① ❬✶✼✺❪✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s ■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ❬✶✼✹✱
✷✺✵❪

▲❡❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❙❱▼ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈
♣♦✉r ❝ré❡r ❧❡s ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s q✉✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❛✐sé♠❡♥t
❞❡s t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ r♦❜✉st❡ ❬✶✽✶❪✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❛t❧❛s ❡t
❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✱ ❆❦s❡❧r♦❞✲❇❛❧❧✐♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳ ❘✉❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✻✼❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✸✼

❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ✭■❘▼ ❞❡ t②♣❡ ❚✶✱ ❚✷✱ P❉ ❡t ❋▲❆■❘✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❱▼
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✱
❙❤✉❜❤❛♥❣✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✽✶❪ ♦♥t ré❛❧✐sé ✉♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s✳
❆②❛❝❤✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶❪ ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❝♦♠♠❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❱▼ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s ❣❧✐♦♠❡s✳

✶✳✹✳✷ ❈♦♥t♦✉r

❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❝♦♥t♦✉r✧ ✭♦✉ ✧❢r♦♥t✐èr❡✧✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s à ❡①tr❛✐r❡
s♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡s sé♣❛r❛♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞ér✐✈❛t✐❢s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡✳

✶✳✹✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡✮ ❡st ❣é♥ér❛❧❡ ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♠❛❣❡
à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
s✉♣♣r✐♠é❡s ❡t q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ t ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞é❝r✐r♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥♥é❡ f(x, y)✱ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞ér✐✈és L(x, y, t) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ f(x, y) ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉
❣❛✉ss✐❡♥ ✿

Kg(x, y, t) =
1√

(2πt)
e−(x2+y2)/2t. ✭✶✳✷✺✮

t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
L(x, y, t) = Kg(x, y, t) ∗ f(x, y). ✭✶✳✷✻✮

♦ù t = σ2 ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✿

∂tL =
1

2
∇2L, ✭✶✳✷✼✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ L(x, y, 0) = f(x, y)
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❲✐t❦✐♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❬✸✷✷✱ ✸✷✸❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧✬✐❞é❡ q✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥

✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s❡❣♠❡♥té s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥ ré❣✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❧❡❢ ❡st q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ③ér♦ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❧✐ssé❡s
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐t❦✐♥
❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❀ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❛ ✐♥s♣✐ré
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ▼❛rr✱ ❜❛sé❡s



✸✽ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈✐s✐♦♥ stéré♦s❝♦♣✐q✉❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❬✷✵✻✱ ✷✵✼✱ ✷✵✽✱ ✷✵✾❪✱ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❧❛
ré♠❛♥❡♥❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ❛ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❬✶✻✸❪ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂L

∂s
=
−→∇ · −→∇L = δL = Lxx ∗ Lyy. ✭✶✳✷✽✮

◗✉❛♥❞ ❝❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ❀ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ➚ ❝❛✉s❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❡st
❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ été
❢❛✐t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❬✶✷❪✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✿

✕ ▲❛ ❝❛✉s❛❧✐té ❬✶✻✸❪ ✿ ❝❡ q✉✐ ❡st à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡ ✏❝❛✉sé✑ ♣❛r ❧❡s
é❝❤❡❧❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳

✕ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❬✶✹✷❪ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❧✉s ✜♥❡✳

✕ P❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡①tr❡♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ❬✶✷✱ ✶✾✷❪ ✿ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✶❉✳

✕ P❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✿ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s ❬✶✻✺❪ ✭♦✉ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❬✶✻✸❪✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐❝✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t✮ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❞✬✉♥ ✢✉①✱ ✐✳❡✳✱ é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ ❣❛✉ss✐❡♥

▲✐♥❞❡❜❡r❣ ❬✶✾✸❪ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ❧✐❡r ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❧♦❝❛✉① ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts✲s❡❧❧❡s à tr❛✈❡rs ❧❡s
é❝❤❡❧❧❡s ❡t ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❛♣♣❡❧é❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ♣r✐♠❛❧ s❦❡t❝❤ q✉✐
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ str✉❝t✉r❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡t q✉❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t st❛❜❧❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❇❡r❣❤♦❧♠ ❬✷✵❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡
❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❜r✉t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❡s r❡tr♦✉✈❡r ♣❛r
tr❛❝❦✲❜❛❝❦ ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ✜♥❡s✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲
rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❜❛sé s✉r ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲✐❢s❤✐t③ ❬✶✾✶❪
q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❘❛❤♠❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❬✷✺✶❪
❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✸✾

▲❛❝❤♠❛♥♥ ❬✶✼✷❪ ❛ ❡①♣❧♦ré ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ❛ ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✸❉✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ❍❡♥❦❡❧ ❡♥ ✶✾✾✺ ❞❛♥s ❬✶✸✷❪✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✱ ▼❛♥❣✐♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✵✹❪
♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❈❡s ✐❞é❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❧✐❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ♦♥t
été r❡♣r✐s❡s ♣❛r ❋❧♦r❛❝❦ ❛♥❞ ❑✉✐❥♣❡r ❞❛♥s ❬✶✵✷❪✳ ■❧s ♦♥t ét✉❞✐é ❬✶✻✾✱ ✶✼✵❪ ❧❡s ❝❛t❛str♦✲
♣❤❡s ✭❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✐♠❛✮ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣ré❡①✐st❛♥t❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❡s ❛❞❛♣t❡r s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s ❡♥ ■❘▼✳ ◆✐❡ss❡♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✸✵❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧✐❡♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳

✶✳✹✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞ér✐✈❛t✐❢s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞ér✐✈❛t✐❢s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♦✉ ❞❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t
s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ à
s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✳ ❈❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s ✭♦♠❜r❡s✮✱ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦✉ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s r❛②♦♥s✱ ❡t❝✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ t♦✉t❡s
❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐ ♦✉ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♠♦♥♦❝❤r♦♠❡✱ ❝✬❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs s✐♠♣❧❡s ✿
✕ ▼❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ✿ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st ♥❡t ✭❝♦♥t♦✉r ✐❞é❛❧✮✳
✕ ❘❛♠♣❡ ✿ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st ♣❧✉s ✢♦✉✳
✕ ❚♦✐t ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✭❛✮ ▼❛r❝❤❡ ✭❜✮ ❘❛♠♣❡ ✭❝✮ ❚♦✐t

❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs

❈❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ✐❞é❛✉① ✖ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✖ q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❀ ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s
♣✐①❡❧s [i, j] ✿



✹✵ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

∇f [i, j] =

(
∂f

∂x
[i, j],

∂f

∂y
[i, j]

)
✭✶✳✷✾✮

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ [i, j] ✿

∆f [i, j] =

(
∂2f

∂x2
[i, j] +

∂2f

∂y2
[i, j]

)
✭✶✳✸✵✮

✭❛✮ Pr♦✜❧ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ✭❜✮ ◆♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐✲
❡♥t

✭❝✮ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥

❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✕ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞ér✐✈❛t✐❢s

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ③ér♦ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❘♦❜❡rts✱ Pr❡✇✐tt ❡t ❙♦❜❡❧ ❬✷✽✻❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈é❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❛①❡✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s
❛✉ ❜r✉✐t ♠❛✐s ✐❧s ♦♥t ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣♦sé ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧❛♣❧❛❝✐❡♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❞é♣❛rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ♣❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ③ér♦ ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∆f(x, y) = f(x+ 1, y) + f(x− 1, y) + f(x, y + 1) + f(x, y − 1)− 4f(x, y) ✭✶✳✸✶✮

❈❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿



0 1 0
1 −4 1
0 1 0


 ✭✶✳✸✷✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ✭✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❢♦rt❡♠❡♥t
s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐ss❛❣❡s✱
❧✬✉♥ ét❛♥t ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❢♦rt✱ ❧✬❛✉tr❡ ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥ ✜❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❉❖● ✭❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❖❢ ●❛✉ss✐❛♥s✮ ❞❡ ▼❛rr ❡t ❍✐❧❞r❡t❤ ❬✷✵✼❪✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✹✶

❈❛♥♥② ❬✹✸✱ ✹✹❪✱ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥st✐❣❛t❡✉r ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳ P♦✉r
♣❛❧❧✐❡r ❝❡❧❛✱ ❈❛♥♥② ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ✿
❧❛ ♥♦♥✲♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ▲❡ ✜❧tr❡ rés✉❧t❛♥t ❛ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡
✜♥✐❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❉❡r✐❝❤❡ ❬✽✹✱ ✽✸❪ ❛ été ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ✜❧tr❡ ♦♣t✐♠❛❧ à ré♣♦♥s❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❉❡r✐❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❉❡r✐❝❤❡ ♠❡t ❡♥ ♦❡✉✈r❡
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠❛①✐♠❛ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✿

h(x) =
c

ω
e−α|x| sinω x ❛✈❡❝ α, ω, c ∈ R ✭✶✳✸✸✮

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❡ s♦♥t ♠❛①✐♠❛❧❡s q✉❛♥❞ ω ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ α✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ✿ q✉❛♥❞ α ❡st ♣❡t✐t✱ ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ❞é❧♦❝❛❧✐sés ❀ q✉❛♥❞ α ❡st ❣r❛♥❞✱
❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♠❛✐s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡✳

❙❤❡♥ ❡t ❈❛st❛♥ ❬✷✼✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦♣t✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s q✉✬✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥♥② ❡t ❧❡s ✜❧tr❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛
♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ♥♦②é ❞❛♥s ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡
✜❧tr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❙❤❡♥ ❡t ❈❛st❛♥ s✬é❝r✐t ✿

S(x) = pe−α|x| ✭✶✳✸✹✮

p =
1− e−α
1 + e−α

✭♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ✜❧tr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✮ ✭✶✳✸✺✮

❡t ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

h(x) =

{
b.e−αx s✐ x ≥ 0
b.eαx s✐ x ≤ 0

✭✶✳✸✻✮

❛✈❡❝ b = 1 − e−α✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❞é✜♥✐t ❧❛ ✏❧❛r❣❡✉r✑ ❞✉ ✜❧tr❡ ✿ ♣❧✉s α ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s
❧❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬♦r❞r❡ ✶
❛✉ ♣♦✐♥t ✵ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❙❤❡♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❧✐ssé❡✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ α✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

▼♦♥❣❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❬✷✷✹❪✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ■❘▼ ❡t ❛✉①
s❝❛♥♥❡rs ❝❛r❞✐❛q✉❡s✳ ■❧s ♦♥t ❛❞❛♣té ❧❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❉❡r✐❝❤❡ ❡t ❞❡ ❙❤❡♥ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ✸
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✈✐❛ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❬✷✷✸❪ ❡t ♦♥t ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✷✷✵✱ ✷✷✶✱ ✷✷✷❪✳

❳✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸✵❪ ♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✏r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣✑ ❡t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✬❛rêt❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✱ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❞✬❛rêt❡✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é



✹✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣❛r ●❡r♠♦♥❞ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✸❪✳ ❚❛♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✾✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛rêt❡s ❡t ❧✬♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳

❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ♣❧✉s é✈♦❧✉é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ▲✐✉ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✾✹❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❈❛♥♥②✱ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
♣✉t❛♠❡♥ ❛❧♦rs q✉❡ ◗✐♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹✾❪ ♦♥t ♣ré❢éré ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥ ■❘▼✳

✶✳✹✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s

✶✳✹✳✸✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s

▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼❛t❤❡r♦♥ ❬✷✶✷❪ ❡t ❙❡rr❛ ❬✷✼✹❪✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ q✉❡ s♦♥t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳

❙♦✐t B ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t Bx ❝❡t é❧é♠❡♥t ❝❡♥tré ❡♥ ✉♥ ♣✐①❡❧ x✳ ▲✬ér♦s✐♦♥ ❝♦♥✲
s✐st❡ à ♣♦s❡r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ x ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t O✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ✧Bx ❡st✲✐❧ ❝♦♥t❡♥✉ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
❞❛♥s O ❄✧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s x ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠❡ ❧❡
♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ǫB(O)✱ ❛♣♣❡❧é ér♦❞é ❞❡ O ♣❛r B✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

ǫB(O) = {x|Bx ⊆ O} ✭✶✳✸✼✮

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡
♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t B✱ ♦♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t z ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✧Bz
t♦✉❝❤❡✲t✲✐❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ O ❄✧✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ② ❛✲t✲✐❧ ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡♥tr❡ Bz ❡t O ❄
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ré♣♦♥s❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❢♦r♠❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧
❡♥s❡♠❜❧❡ δB(O)✱ ❛♣♣❡❧é ❞✐❧❛té ❞❡ O ♣❛r B✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

δB(O) = {z|Bz ∩O 6= ∅} ✭✶✳✸✽✮

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐❧❛té❡ ❡t ér♦❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❡t q✉✐ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

mgrad1B(X) = δ1B(O)/ǫ1B(O) ✭✶✳✸✾✮

❍ö❤♥❡ ❡t ❍❛♥s♦♥ ❬✶✹✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ✸❉ ❡♥
q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿ s❡✉✐❧❧❛❣❡✱ ér♦s✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✸❉✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✸❉✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ s✉✐✈✐❡
❞✬✉♥ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ s❡s ❛♠é❧✐♦r❛✲
t✐♦♥s ❬✷✵✹✱ ✸✵✾✱ ✸✸✻❪✱ ❡st ❢❛✉ssé❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ✭ér♦s✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✲
❧❛t❛t✐♦♥✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t
♠❛✐s s♦♥t ✈r❛✐♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❝♦♠♠❡
♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts✳

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❙t♦❦❦✐♥❣ ❬✷✽✽❪ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❇♦❝✐♦❛❝❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✽❪ ♦♥t ❝réé ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✹✸

✭❛✮ ■❘▼ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t

❋✐❣✳ ✶✳✶✹ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✲ t✐ré❡ ❞❡ ❬✶✹✵❪✳

❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥ ■❘▼ ❜❛sé s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❍s✐❛♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✹✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs
❝éré❜r❛❧❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞❡
ré❣✐♦♥s✳ P❛r❦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✸✹❪ ♦♥t ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡r✈❡❛✉① ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❤✐✈❡rt♦♥ ❡t
❝♦❧❧✳ ❬✺✺❪ ♦♥t ❝réé ✉♥ ❡①tr❛❝t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ■❘▼ ♣é❞✐❛tr✐q✉❡s ❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞❡s ❛❞✉❧t❡s✳

✶✳✹✳✸✳✷ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①

▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ✭i.e. ❧✬✐♠✲
❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✮ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✱ ❞♦♥t ♦♥ ♠❛îtr✐s❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ✭▲P❊✮✱ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✐❣❛❜❡❧ ❡t ▲❛♥✲
t✉é❥♦✉❧ ❬✽✼❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t
❡♥ ❡✛❡t êtr❡ ♣❡rç✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡❧✐❡❢ s✐ ❧✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t à
✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛
❝rêt❡ ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❜❛ss✐♥s ✈❡rs❛♥ts✳

P♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡❧✐❡❢ ❞❛♥s ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t q✉❡
❧✬❡❛✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣é♥étr❡r ❞❛♥s ❧❡s ✈❛❧❧é❡s q✉❡ ♣❛r s❡s ♠✐♥✐♠❛✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❞❡✉① ❧❛❝s ❞✐s❥♦✐♥ts s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥✳

❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❧❛✐ss❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧✐❜❡rté q✉❛♥t à s❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✉♥❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❞✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❬✸✶✶❪ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜❛sé❡
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❬✷✶✾❪✳ ▲❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❘♦❡r❞✐♥❦ ❡t ▼❡✐❥st❡r ❬✷✺✾❪✳

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚❤✐r❛♥ ❬✷✾✾❪ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ■❘▼ ❞❡



✹✹ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✶✺ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①

❝❡r✈❡❛✉①✳ ❇✉❡♥♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✹✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ▼❛♥❝❛s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✵✸❪
❛✐♥s✐ q✉❡ ▲❡tt❡❜♦❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✽✺❪ ♦♥t ❝réé ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s très s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛
❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s ❀
♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦❡❞è♠❡ ❡t ❧❛ ♥é❝r♦s❡ ❛❧❡♥t♦✉r✳

P❡♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❞❡❣ré ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲P❊ ❬✷✸✻❪✳ ❇❡ts❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ▲P❊ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❬✷✶❪✳ ❘❡tt♠❛♥♥ ❬✷✺✸✱ ✷✺✹❪ ❛ ❛✉t♦♠❛t✐sé ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❝♦rt✐❝❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✳ ❇❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧❡s ✭■❘▼ ❡t ❆♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡✮✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ P❛ss❛t ❬✷✸✺❪
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❝éré❜r❛✉① ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ s✐♥✉s s❛❣✐tt❛❧ s✉♣ér✐❡✉r✳

✶✳✹✳✹ ❋♦r♠❡

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ t❡♥❞❡♥t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s q✉✐ ❞ér✐✈❡♥t ❞✬✉♥❡
❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ a priori✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
q✉✐ ❡♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❜✐❡♥ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣✉✐ss❡♥t s✬② ❛❥♦✉t❡r✳

✶✳✹✳✹✳✶ ❘❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛t❧❛s ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❛r✐❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❧✬❛t❧❛s✮ ❡t ❧✬✐♠✲
❛❣❡ à tr❛✐t❡r ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❖♥ s✉♣❡r♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ à s❡❣♠❡♥t❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❣r✐s❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝❛❧é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ♣❡r♠❡✲
tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❬✻✷❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡✉r♦✲✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧✬❛t❧❛s stéré♦t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❚❛✲



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✹✺

❧❛✐r❛❝❤ ❬✷✾✸✱ ✷✾✹❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✲ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✲
à ♣❛rt✐r ❞✬❛♠❡rs ♣❡✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡♥ ❧✬♦r✐❡♥t❛♥t ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ▲✬❛t❧❛s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ♣❧✉tôt ✈♦✉é ❛✉ r❡♣ér❛❣❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❣r✐s
❝❡♥tr❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠❛✐s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❡st ✉t✐❧✲
✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♥❡✉r♦✲✐♠❛❣❡r✐❡✳ P❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ r❡♣èr❡ ❡st ✉t✐❧✐sé à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ✐♥t❡r✲s✉❥❡ts
❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ▲❡♠♦✐♥❡ ❞❛♥s ❬✶✽✹❪✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✻ ✕ ❘❡♣èr❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❚❛❧❛✐r❛❝❤✳

❉❛✇❛♥t✱ ❍❛rt♠❛♥♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✱
❧❡ ❝❡r✈❡❧❡t ❡t ❧❡s ♥♦②❛✉① ❝❛✉❞és s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ ❬✽✵❪ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❞❡s ❛tr♦♣❤✐❡s ❝éré❜r❛❧❡s ❬✶✷✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❡st q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛t❧❛s ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛♥❛t♦♠✐q✉❡✳

❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ♦✉ ❣✉✐❞❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✷✼✸✱ ✶✹❪✳ ❈✉❛❞r❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✼✼❪ ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ a priori ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧és✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ♣❛r ❛t❧❛s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❞❛♥s ❧❡s ■❘▼ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉① ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲✬❛t❧❛s ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t✐ss✉s ❀ ❝✬❡st ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❱❛♥ ▲❡❡♠♣✉t ❡t ❝♦❧❧✳ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❞❛♥s ❬✶✽✷❪
❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r
❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ■❘▼
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝q✉✐s❡s s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s✱ ❍❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✷✺❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té q✉✐ ❛❥✉st❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲✬■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥s♦rt✐✉♠ ❢♦r ❇r❛✐♥ ▼❛♣♣✐♥❣✱ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ s✐❣❧❡ ■❈❇▼✱ ❛
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❧✉s✐❡✉rs ❛t❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ▲❡✉r ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t é❝r✐t
▼❛③③✐♦tt❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✶✺❪✱ ét❛✐t ❞❡ ✏❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❛t❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ♣♦✉r ❞❡s



✹✻ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

s✉❥❡ts s❛✐♥s â❣és ❞❡ ❞✐①✲❤✉✐t à q✉❛tr❡✲✈✐♥❣t ❞✐① ❛♥s✱ t♦✉t❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❡t❤♥✐q✉❡s ❡t r❛❝✐❛❧❡s
❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✑✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧s ♦♥t ❝réé ✉♥ ❛✉tr❡ ❛t❧❛s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✉❥❡ts ♣é❞✐❛tr✐q✉❡s
s❛✐♥s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✱ ❧❛ s❝❤✐③♦♣❤ré♥✐❡✱
❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❞✬❆❧③❤❡✐♠❡r✱ ❡t❝✳ ❈❡s ❛t❧❛s s♦♥t très ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬ét✉❞❡s✳

❊✈❛♥s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾✽❪ ♦♥t ❝réé ❞❡s ❝❛rt❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬❛t❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t❧❛s ♠❛♣s ♦✉ ❙P❆▼✮ ✿ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❙P❆▼ ❡st✱ ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞♦♥♥é❡✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠étr✐q✉❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ stéré♦t❛①✐q✉❡✱ ♦ù
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ à ❝❡t
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❊♥ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❞✐✈✐sé ♣❛r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❈❡s ❙P❆▼ ♦♥t été ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦❧❧✐♥s ❬✻✹❪
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦rt✐❝❛❧❡s✳

❈♦❝♦s❝♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✻✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❞✬■❘▼ ✸❉ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉①
♥♦♠♠é❡ ❇r❛✐♥❲❡❜ q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❈❡s s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ❢❛♥tô♠❡ ré❛❧✐st❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❝réé ♣❛r ❈♦❧❧✐♥s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✻✺❪✳ ❈❡
❢❛♥tô♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ ✷✼ ■❘▼ ❞✉ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✳ ❇r❛✐♥❲❡❜ ♣r♦♣♦s❡
✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r ❞❡s ❝❡r✈❡❛✉① s❛✐♥s ♦✉ ❞❡s
❝❡r✈❡❛✉① ❛tt❡✐♥ts ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

✶✳✹✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡

❯♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s✐❣✲
♥❛❧ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥
é❧✐♠✐♥❡ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❛✐♥s✐ ♦♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ♣❛r
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ♣❛r ❡ss❡♥❝❡✲♠ê♠❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❡s ▼♦❞è❧❡s ❆❝t✐❢s ❞❡ ❋♦r♠❡ ❡t ❞✬❆♣♣❛r❡♥❝❡ q✉✐ s♦♥t
❛♣♣❛r❡♥tés ♣❛r ❧❡✉r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞ét❡r♠✐♥é s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ st❛t✐st✐q✉❡✳

❖♥❞❡❧❡tt❡s

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛
❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ♦✉ ❋❚✮✳ ▲à ♦ù ❧❛ ❋❚ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❡t ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❋❚ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t êtr❡
♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬♦♣ér❡r s✉r ✉♥❡
❞✉ré❡ ✈❛r✐❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❛❝❝r✉❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✹✼

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Wf(u, s) = 〈f, ψu,s〉 =

∫ +∞

−∞
f(t)ψu,s(t)dt ✭✶✳✹✵✮

♦ù ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ψ ❡st ✉♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝❡♥tré❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ❡t
❞✬é♥❡r❣✐❡ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡
❞❡ ❜❛s❡ ✿

ψu,s(t) =
1√
s
ψ

(
t− u
s

)
✭✶✳✹✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❝❡♥tré❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ u✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❢❡♥êtré✳ ❙✐ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ψ ❡st h✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐❧❛té❡
❡st ❡♥ h/s

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧✬é❝❤❡❧❧❡ s✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

Cψ =

∫ +∞

0

|ψw|2
w

dw < +∞ ✭✶✳✹✷✮

❝✬❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ st❛❜❧❡ ❡t r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳

❯♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❞♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❢♦r♠❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡
r❡♣♦rt❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❧❧❛t ❬✷✵✶✱ ✷✵✷❪✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✉① ✜❧tr❡s ✿ ✉♥
♣❛ss❡✲❜❛s✱ ❞♦♥t s❡r❛ ✐ss✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Ak−1✱ ❡t ✉♥ ♣❛ss❡✲❤❛✉t✱ ❞♦♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛
❧❡s ❞ét❛✐❧s Dk−1✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ s✉r Ak−1 ♦♥ ♣♦✉rr❛ à ❧✬ét❛❣❡
s✉✐✈❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ✜❧tr❡s ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❲✉ ❡t ❝♦❧❧✳ ❞❛♥s ❬✸✷✹❪
♣♦✉r ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ ♠✉❧t✐♠♦❞❛✉① ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉①✳ ❩❤♦✉ ❡t ❘✉❛♥ ❬✸✹✶✱ ✸✹✷❪
❛♣♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♠✉❧t✐❝♦♥t❡①t❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t✐ss✉s ❝♦♥s✐❞érés✳

❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❤♦✐ ❡t ❇❛r❛♥✐✉❦ ❬✺✻❪
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❍❛❛r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❋✐❣✉❡✐r❡❞♦ ♣♦✉r t♦✉s t②♣❡s ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ❬✶✵✶❪✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❛r✲
❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ●❛❜♦r ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏❛✐♥ ❬✶✹✺✱ ✶✹✻❪ ❡t
Pr❛❜❤❛❦❛r ❬✷✹✻❪ ❡♥ ❜✐♦♠étr✐❡ ❞❡s ❡♠♣r❡✐♥t❡s ❞✐❣✐t❛❧❡s✳

❍♦✉ ❡t ❑♦❤ ❬✶✸✽❪ ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s c✲♠♦②❡♥♥❡s ✢♦✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❝♦♠♣❛r❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❢❛♥tô♠❡
❡t ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ◆❛✐♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✷✷✼❪ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ♦♥t ✉t✐❧✐sé s❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s✳



✹✽ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✭❛✮ ■❘▼ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❜✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✸ ❝❧❛ss❡s

❋✐❣✳ ✶✳✶✼ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✲ t✐ré ❞❡ ❬✸✹✷❪

❍❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s

▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P (x, y, z) ❞❡ ❞❡❣ré l ❞♦♥t ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ♥✉❧ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
❡t ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2l+1✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ✭ r, θ, ϕ✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ 2l + 1 ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✿

rl · Tml (θ, ϕ), ✭✶✳✹✸✮

❛✈❡❝ −l ≤ m ≤ +l✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✭r, θ, ϕ ✮ s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛

s♣❤èr❡✱ ❧❛ ❝♦❧❛t✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✳ ❚♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té S2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é✱
♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ✐❝✐✳

▲❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✱ t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f(θ, ϕ) s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✿

f(θ, ϕ) =

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

Cml · Tml (θ, ϕ) ✭✶✳✹✹✮

♦ù l ❡t m s♦♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡♥t✐❡rs✱ Cml ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❡t s♦✉✈❡♥t ❡♥ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ♣r❡♥❞ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❣é♥ér❛❧✐sé r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s très ✈❛r✐é❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ❞❡❣ré l ❛✉❣✲
♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✳

❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ●❡r✐❣ ❬✶✶✷❪ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s
❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t s❡✉❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✹✾

❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠étré❡ s♦♥t ❞❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈ér✐✜é❡s
❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❛r ❞✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❛❧❛♥❞❛✐♥ ❬✷✵✵❪✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✽ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❧✐❣♦❞❡♥❞r♦❣❧✐♦♠❡ ♣❛r ❍❛r♠♦♥✐q✉❡s ❙♣❤ér✐q✉❡s ✲ t✐ré ❞❡ ❬✶✶✼❪

❑❡❧❡♠❡♥ ❬✶✺✼❪ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡✳ ❚r♦♥q✉❡r ❧❛ sér✐❡ ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s à ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞♦♥♥❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s ❝éré❜r❛✉①✳ ●♦❧❜❡r❣✲❩✐♠r✐♥❣ ❡t
❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s
❛✜♥ ❞❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♥❡✉r♦❝❤✐r✉r❣✐❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❬✶✶✼❪✳
❙③é❦❡❧② ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✾✶❪ ♦♥t ❝réé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s✳ ❙❤❡♥t♦♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✼✽❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✐❢s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❝♦✉♣❧é ❛✉① ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧✬❤✐♣♣♦❝❛♠♣❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱
❚❛♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✾✼❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡s ✏❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❤ér✐q✉❡s✑ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛r♣s✮✱
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❧❧♦♥s ❝♦rt✐❝❛✉①✳

▼♦❞è❧❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ❢♦r♠❡
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✐❢s ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s ♦✉ ❆❙▼✮ ❬✼✵❪ s♦♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ s❡ ❞é❢♦r♠❡♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r
à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❬✼✷❪ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s P♦✐♥t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ♦✉ P❉▼✮✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❥❡✉ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s
❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱
❝♦♥st✐t✉❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜❥❡t✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣✉✐s ❡❧❧❡ ❡st ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t



✺✵ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♠✐s❡ à ❥♦✉r s❡❧♦♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ré♣été❡s ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿

✕ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭i.e. ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❡s ❛rêt❡s✮

✕ ❖♥ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞è❧❡✳

✭❛✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ▼❛♥✉❡❧❧❡ ✭❜✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❆❙▼

❋✐❣✳ ✶✳✶✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼♦❞è❧❡ ❆❝t✐❢ ❞❡ ❋♦r♠❡ ✲ t✐ré ❞❡ ❬✾✻❪

❉✉t❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾✻❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r s❡❣✲
♠❡♥t❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉①✳ ❙❤❡♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ❛❥♦✉té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ ❆❙▼ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❬✷✼✻❪✳ ❘♦✉ss♦♥ ❡t ❝♦❧❧✳ s❡ s♦♥t✱ ❡✉①✱
✐♥tér❡ssés à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❆❙▼ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❬✷✻✸✱ ✷✻✹❪✳
❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❧❧♦♥s ❝♦r✲
t✐❝❛✉① ❬✼✸❪ ❡t ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❬✼✺❪ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✐r❡s
✈✐s✉❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬✼✹❪✳

❉❛✈❛t③✐❦♦s ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❬✼✾❪ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❆❙▼ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉①✳ ❇❛✐❧❧❡✉❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✺❪
♦♥t t❡sté ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♣♦✉r ❝✐r❝♦♥✈❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✐❢s ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳
❈❛✉♥❝❡ ❡t ❚❛②❧♦r ❬✹✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✐❢s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s s✐❧❧♦♥s ❝♦rt✐❝❛✉① ❡♥ ✸❉✳ ❩❤❛♦
❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✹✵❪ ♦♥t ❝réé ✉♥ ❆❙▼ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s s♦✉s✲❝♦rt✐❝❛❧❡s✳
■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡s ❢❛❝❡tt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐
✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ é❧❛st✐❝✐té ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t très ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐t
s❡ ❢❛✐r❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r s♦♥ ✐❞é❡✱ ❈♦♦t❡s
❛ ♣r♦♣♦sé ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ▼♦❞è❧❡s
❆❝t✐❢s ❞✬❆♣♣❛r❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❛♣rès✳



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✺✶

▼♦❞è❧❡ ❛❝t✐❢ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✐❢s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ♦✉ ❆❆▼✮ ❬✼✶✱ ✻✾❪
s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆❙▼✱ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧✬♦❜❥❡t ❝✐❜❧❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ ❧❛ ♣r❡♥❞r❡ q✉✬❛✉t♦✉r ❞❡s
❛rêt❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s✳

❯♥ ❆❆▼ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❣r✐s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ✈❛❧✐❞❡✳
▲✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ♣r♦❥❡té s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳

❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉✬é❧♦✐❣♥❡r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s rés✐❞✉s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧✬❆❆▼ ❛♣✲
♣r❡♥❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❡s rés✐❞✉s
✐♥❞✉✐ts✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❡s rés✐❞✉s s♦♥t ♠❡s✉rés ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝♦r✲
r✐❣❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉r❛♥ts✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
♦❜t❡♥✉ ❛♣rès s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛✉✈r❡✳

❇❡✐❝❤❡❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❬✶✽❪ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s rés✐❞✉s
❡t ❞♦♥♥❡r ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❑❧❡♠❡♥❝✐❝ ❡t ❝♦❧❧✳ q✉❛♥t à ❡✉① ✉t✐❧✐s❡♥t
❧✬❆❆▼ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉① ❬✶✻✷❪✳
❈♦♦t❡s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✻✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❆❆▼ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t✲
❧❛s✳ ❉✉❝❤❡s♥❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾✸❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
❲❛r♣ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ♦✉ ❲❉▼✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❡t ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✐❢s ❞✬❛♣✲
♣❛r❡♥❝❡✳

✶✳✹✳✹✳✸ ❋♦r♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ♦✉
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡rs ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❡❣♠❡♥t❡r✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢✳ ❈❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s ❢♦r❝❡s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s✉r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ♣❛r❛♠étré✳

❈♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s
▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✱ ♦✉ s♥❛❦❡s✱ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❑❛ss ❡♥ ✶✾✽✼ ❬✶✺✻❪ ❡t s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
✉t✐❧✐sés ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s♦✉s ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❧✉s é✈♦❧✉é❡s✳ ▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❡s
❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r C : [a, b] → R

2✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♥❛❦❡ ❡♥ ✷❉ ❡st ✿

E(C(p)) = α

∫ b

a
Eint(C(p))dp+ β

∫ b

a
Edon(C(p))dp+ λ

∫ b

a
Econ(C(p))dp ✭✶✳✹✺✮

❛✈❡❝ α✱ β ❡t λ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳
Eint ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❧✐ss❡✱ Edon ❡st ❧❡

t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t Econ ❡①♣r✐♠❡ ❞❡s



✺✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①t❡r♥❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❢❛✈♦r✐s❡♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡✳

P❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠✐sé❡ ♣♦✉r
❛❜♦✉t✐r ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳ ❈❡tt❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛tt✐ré❡ ♣❛r ❧❡s
♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ P♦✉r ❝♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ❈♦❤❡♥ ❬✻✶❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
é♥❡r❣✐❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❜❛❧❧♦♥ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ Ebal ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

E(C(p)) = α

∫ b

a
Eint(C(p))dp+β

∫ b

a
Edon(C(p))dp+λ

∫ b

a
Econ(C(p))dp+δ

∫ b

a
Ebal(C(p))dp

✭✶✳✹✻✮
♦ù Ebal ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✧❣♦♥✢❡r✧ ♦✉ ❞❡ ✧❞é❣♦♥✢❡r✧ ❧❡
❝♦♥t♦✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ δ ❡t r❡♥❞ ❧❡ s♥❛❦❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ ❜r✉✐t
s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❛✉ss✐ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ s♥❛❦❡ à s❡ rétr❛❝t❡r
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐❞s δ r❡st❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡
très ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛✲
t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s♣❧✐♥❡ s♥❛❦❡s ❞❡ ▲❡✐t♥❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✽✸❪ ♦✉ ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❇✲s♣❧✐♥❡s ❬✷✶✽❪ ♦✉
❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s r❛t✐♦♥❡❧❧❡s ❬✸✸✽❪✳ ▲❡s ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡❝❡❧❧✐❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✼✽✱
✶✼✼❪✱ ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❏❡❤❛♥✲❇❡ss♦♥ ❬✶✹✼❪✱ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❡♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡✳

❳✉ ❡t Pr✐♥❝❡ ❬✸✷✼✱ ✸✷✽❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ s♥❛❦❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❛rr✐✈❡ à s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡♥ ❧❡✈❛♥t ❧✬é❝✉❡✐❧
❞❡s ❝♦♥❝❛✈✐tés✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♥❛❦❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡①t❡r♥❡✱
❛♣♣❡❧é ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦r ✢♦✇ ♦✉ ●❱❋✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬❛rêt❡ ✭♦✉ ❡❞❣❡ ♠❛♣✮✳ ❈♦♠❜✐♥é ❛✉① ❢♦r❝❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ❝❡ ●❱❋
❛♠é❧✐♦r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝♦❡✉r
❡t ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ♦ù ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❆t❦✐♥s ❬✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥✲
❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉① s♥❛❦❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s P❉✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t
❡st q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝✐r❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
❝❡r✈❡❛✉✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❑✐♠ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✻✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
s♥❛❦❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡s ■❘▼✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❡✣❝❛❝❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❛r✈✐❡♥t à s❡❣♠❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡
❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s✱ ❏✐❛♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✹✽❪ ❞é❝✐❞❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦r❝❡ ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❡t q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡s t✉♠❡✉rs✳ ▲✉♦
❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✾✼❪✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡✉① ❢♦r❝❡s ❡①t❡r♥❡s ✿ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ ❜❛❧❧♦♥
❡t ✉♥ ●❱❋ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ●❱❋ ♣❛ss❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r✱ s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧s ♦♥t ❛❞❛♣té ❧❡ ●❱❋ à ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ▲❡✉r ❢♦r❝❡ ❞❡ ❜❛❧❧♦♥ r❡ç♦✐t ✉♥ ♣♦✐❞s
✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ●❱❋ ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs st❛❞❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✺✸

♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ré❞✉✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳

✶✳✹✳✹✳✹ ❋♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡

▲❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡s s♥❛❦❡s ♣♦s❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭✐❧s s♦♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡
❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✮✱ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♦✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧és ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥ts ❡t ❞❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ✢✉✐❞❡s ❡t✴♦✉ s♦❧✐❞❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦✉r❜✉r❡ ❬✷✼✺✱ ✷✸✶❪✳

▲❡ ❝♦♥t♦✉r C ✭♦✉ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥ é✈♦❧✉❡ ✐❝✐ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∂C
∂t

= F (κ)♥ ✭✶✳✹✼✮

♦ù ♥ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❡t κ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ C ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉

③ér♦ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1✱ ♥♦té❡ Ψ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Ψ :

{
R
n × [0,∞[ → R

(①, t) 7→ Ψ(①, t)
✭✶✳✹✽✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✿

C(t) = {① ∈ R
n|Ψ(①(t), t) = 0}∀t ∈ [0,∞[ ✭✶✳✹✾✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ♦ù k ∈ Z
+ ✿

① ∈ R
n|Ψ(①(t), t) = k,∀t ∈ [0,∞[ ✭✶✳✺✵✮

❖♥ ♥❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ C✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Ψ ❡♥ s❛❝❤❛♥t
q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❡tr♦✉✈❡r C ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞❡ Ψ✳
❖♥ ♣❡✉t✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐✱ t❡❧❧❡ q✉❡ C s♦✐t t♦✉❥♦✉rs s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ✿

∂Ψ

∂t
+ F (κ)|∇Ψ| = 0 ✭✶✳✺✶✮

❛✈❡❝ Ψ(t = 0) = Ψ0 ♦ù Ψ0 : R
n+1 → R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ Ψ0(C(0)) = 0✳

❈✬❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❬✷✼✺❪✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❖s❤❡r ❡t ❙❡t❤✐❛♥
♦♥t ❞é✜♥✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✏✈✐t❡ss❡✑ ♣❛r F (κ) = 1− ǫκ✳

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❛♥s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐èr❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✸ ❡st ❛✐sé❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡



✺✹ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ C ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Ψ✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✷❉✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

κ = ❞✐✈

( ∇Ψ

|∇Ψ|

)
=

ΨyyΨ
2
x − 2ΨxΨyΨxy + ΨxxΨ

2
y

(Ψ2
x + Ψ2

y)
3
2

✭✶✳✺✷✮

❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r ♣❛r ✿

♥ =
∇Ψ

|∇Ψ| ✭✶✳✺✸✮

❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s

❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✹✻❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❢♦r♠✉❧é
♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❧❧❡ à
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳

F = −g(|∇I|)(c+ ǫκ) ✭✶✳✺✹✮

♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ q✉✐ r❛❧❡♥t✐t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t✱
c ❡st ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ✭à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❧♦♥ ❞❡s snakes✮✱
κ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ǫ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐✱ ❡t êtr❡ ❛✐♥s✐ rés♦❧✉❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❖s❤❡r ❡t ❙❡t❤✐❛♥✳

❋❛✉❣❡r❛s ❡t ❑❡r✐✈❡♥ ❬✶✵✵❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ stéré♦s❝♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡✲
❝❧❡❢ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ P❛r❛❣✐♦s ❡t ❉❡r✐❝❤❡ ❬✷✸✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ◆❛rr♦✇ ❇❛♥❞ ❡t ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❬✷✼✺❪✳ Pr✐♥❡t ❡t ❇❛✐❧❧♦❡✉❧ ❬✷✹✽✱
✶✻❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❡t ♦r✐❡♥t❡r ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳

▼❛✉r❡❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ♠ê❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛♠❡rs ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❍❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✷✻✱ ✶✷✼❪ ♦♥t ❝réé ✉♥❡ ✈❛r✐✲
❛♥t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ❞♦♥✲
♥é❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✳ ❉r♦s❦❡ ❬✾✶❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s ✭❣❧✐♦♠❡s ❞❡ ❣r❛❞❡ ■■ ❡t ■■■✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t✉♠❡✉rs ét❛♥t ✐❝✐ s❡❣♠❡♥té❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❡ ✷❉✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡
❡st ❡♥ ❞é❢❛✉t✳ ❋❛✉❣❡r❛s ❬✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❛❝❤és ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ à ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

❉r❛♣❛❝❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾✵❪ ♦♥t ❝réé ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉
❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥ ❞❛♥s ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬■❘▼✳ ■❧s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ✹❉
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✺❉✳ ❳✐❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✷✻❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✺✺

❤②❜r✐❞❡s ♠ê❧❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ❡t ❞❡ ré❣✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs
❡t ❞✬♦❡❞è♠❡s✳ ■❧s ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡✉r rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛♥✉❡❧❧❡s ✭s✐♠✐❧❛r✐té ✿
✽✺✳✻✼ ± ✹✳✸✽✪ ♣♦✉r ❧❡s t✉♠❡✉rs ❡t ✼✾✳✺✹ ± ✹✳✶✽ ✪ ♣♦✉r ❧❡s ♦❡❞è♠❡s✮✳ ❑❤♦t❛♥❧♦✉ ❡t
❝♦❧❧✳ ❬✶✻✵✱ ✶✺✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❞❛♥s ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❡t ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s
✐♥t❡r♥❡s✳ ▲❡✈❡♥t♦♥ ❬✶✽✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦r♠❡s✮✳
❇♦✉r♦✉✐s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✾❪ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛t❧❛s ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s

❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✹✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❣é♦❞és✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❘✐❡♠❛♥♥✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(C) =

∫ 1

0
g(|∇I(C(p))|)|C′(p)|dp ✭✶✳✺✺✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ Ψ ✿

∂Ψ

∂t
+ g(|∇I|)|∇Ψ|κ−∇g · ∇Ψ = 0 ✭✶✳✺✻✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❣râ❝❡ ❛✉ t❡r♠❡ ∇g✱ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❤étér♦❣é♥é✐tés ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡
s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡ t❡r♠❡ ∇g✱ q✉✐ ❛tt✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
✈❡rs ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ré❞✉✐t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡
t②♣❡ ❜❛❧❧♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥tr❡r ❧❛ rétr❛❝t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳

❋✐❣✳ ✶✳✷✵ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✲ t✐ré ❞❡ ❬✺✼❪

▲♦r✐❣♦ ❬✶✾✻❪ ❛ ❝réé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❝éré❜r❛✉① ❡♥ ❆❘▼ ✭❆♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✮✳
❇❛✐❧❧❛r❞ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s à ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✸❉ ❬✶✹✱ ✶✸❪✳ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé



✺✻ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞❛♥s ❬✶✶✽❪ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❆❖❙
✭❆❞❞✐t✐✈❡ ❖♣❡r❛t♦r ❙♣❧✐tt✐♥❣✮ ❞❡ ❲❡✐❝❦❡rt✲❘♦♠❡♥②✲❱✐❡r❣❡✈❡r ❬✸✶✹❪✳ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❬✺✶❪ ♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♦❜s❡r✈és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ❞♦✉①✳
❏✉❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❬✶✺✹❪ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥t♦✉r✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s r❡st❡r ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳

❚s❛✐ ❡t ❝♦❧❧✳ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❬✸✵✷❪ à ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s✳ ❈✐♦❢♦❧♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❛
♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s ❬✺✾✱ ✺✼✱ ✺✽❪✳

❍♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✸✹❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉① ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s s♦✉s✲❝♦rt✐❝❛❧❡s✳ ■❧s
♦♥t ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♥♦♠♠é ❙◆❆P ❬✶✸✺❪ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡✳ ▲❡✈❡♥t♦♥ ❬✶✽✻❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦❞és✐q✉❡s✮✳
❚❛❤❡r✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✾✷❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s✳

✶✳✹✳✺ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❡st ❞❡ ❝ré❡r ✉♥
❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❡❧♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s ❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡ ❧❛ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t s❡r❛ ❞❡ ✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛rêt❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ s♦♥t
❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♥♦tr❡ ❣r❛♣❤❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ✭✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥s♦❧✐t❡s✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❤ér✐té❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✳

✶✳✹✳✺✳✶ ❍②♣❡r❣r❛♣❤❡s

▲❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❧❛✉❞❡ ❇❡r❣❡ ❡♥ ✶✾✻✾ ❬✶✾❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❛rêt❡s ♥❡ r❡❧✐❡♥t ♣❧✉s ✉♥ ♦✉ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✱ ♠❛✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✭❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✉♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✮✳

❙♦✐❡♥t V = {v1, v2, . . . , vn} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ E = {E1, E2, . . . , Em} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s
❞❡ V ✱ ❛✈❡❝ (m,n) ∈ N

∗ × N
∗ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s✳

❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (V,E) t❡❧ q✉❡ ✿

∀i ∈ ([1,m] ∩ N) Ei 6= ∅

m⋃
i=1
Ei ⊆ V

✭✶✳✺✼✮

❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ✿



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✺✼

✲ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ V s♦♥t ❧❡s sommets ❞❡ H✳
✲ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts n ❡st ❧✬ordre ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳
✲ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ♦✉ ❤②♣❡r✲❛rêt❡s ❞❡ H✳
❯♥ ❛♣♣♦rt ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❡

✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❡s ❤②♣❡r✲
❛rêt❡s r❡❧✐❡♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✭i.e. ❧❡s ❤②♣❡r✲❛rêt❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✧♣r♦❝❤❡s✧✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❝ré❡r ❧❡s ❤②♣❡r✲❛rêt❡s✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❬✸✾✱ ✺✷❪✳

❋✐❣✳ ✶✳✷✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✲ ♣❛r ❈❧❛✉❞✐♦ ❘♦❝❝❤✐♥✐

❇r❡tt♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❬✸✽❪ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛rêt❡s ✐♥t❡rsé❝❛♥t❡s ❞✐t❡s ét♦✐❧❡s✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡
❝❡s ét♦✐❧❡s ❡st q✉❡ ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡t ✭♦✉ ❝❡s✮
é❧é♠❡♥t✭s✮ ❝♦♠♠✉♥✭s✮ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ❘✐t❛❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✺✼✱ ✷✺✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ q✉❡ ✸❉✱ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs
♦✉ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s
❝éré❜r❛✉① ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬✷✺✼✱ ✷✺✻❪✳

✶✳✹✳✺✳✷ ❈♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ●r❛♣❤ ❈✉t✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❣✐ss❛♥t ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

E(x) =
∑

i

Di(xi) +
∑

i,j

Rij(xi, xj) ✭✶✳✺✽✮

♦ù Di r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ Rij ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✱ x ❡st ❧✬✐♠❛❣❡✱ xi ❡st ❧❡ ♣✐①❡❧ i ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t xj ❧❡ ♣✐①❡❧ j
❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ xi✳ ●r❡✐❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❞❡ t②♣❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r
❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ à ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉① ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡



✺✽ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❜✐♥❛✐r❡ ❬✶✷✶❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥✬♦♥t ♣❛s été r❡♠❛rq✉és ♣❡♥❞❛♥t ♣rès ❞❡ ❞✐① ❛♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ s❡♠❜❧❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣♦rté❡ ❧✐♠✐té❡ ♠❛✐s à
❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ré✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✏❙✲❚ ●r❛♣❤ ❈✉t✑
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲❜✐♥❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ stéré♦✲✈✐s✐♦♥ ❬✷✻✺❪ ❡t ❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❬✸✻❪✳ ▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❞✬❛rr✐✈❡r à ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❡t ❩❛❜✐❤ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✻✽❪ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠✐s❛❜❧❡s
♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♥♦té P✮ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡
♥♦❡✉❞ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡s ❛rêt❡s s♦♥t ✈❛❧✉é❡s ❡t ❧❡✉r
✈❛❧❡✉r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❖♥
❛❞❥♦✐♥t à ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s s♣é❝✐❛✉①✱ ♦✉ terminaux✱ ❧✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦❜❥❡t
✭❝❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡st ❛♣♣❡❧é source ❡t ♥♦té S✮ ❡t ❛✉ ❢♦♥❞ ✭❝✬❡st ❧❡ puits✱ ♥♦té T ✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ N ✐♥✢✉❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛rêt❡s q✉✐ ✈♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧
tr❛♥s✐t❛♥t ♣❛r ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ét❛♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❡t
rés♦❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts ❞♦♥t ❝❡✉① ❞❡
❋♦r❞✲❋✉❧❦❡rs♦♥ ❬✶✵✹❪ ❡t ❞❡ ❉✐♥✐❝ ❬✽✽❪✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ♥♦❡✉❞s ✭❛♣♣❡❧é❡s n✲❧✐❡♥s✮
❡t tr❛❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥❛❧✐té✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦❞é ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s
❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❡t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✭❛♣♣❡❧és t✲❧✐❡♥s✮ ❡t tr❛❞✉✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t♦✉r✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✷ ❡①♣♦s❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣❛r ❧❡s
❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❇♦②❦♦✈ ❡t ❏♦❧❧② ❞❛♥s ❬✸✶✱ ✸✸✱ ✸✷❪✱
✉t✐❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r✐❣✐❞❡s ❡t ♥♦♥✲r✐❣✐❞❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s❡❣♠❡♥t❡r ❡t ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞✉ ❢♦♥❞ ✭❝❡ s♦♥t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s✮✳ ❈❡s ♣✐①❡❧s s♦♥t ❛❧♦rs
r❡❧✐és ❞❡ ❢❛ç♦♥ r✐❣✐❞❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉① ❀ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s✲♦❜❥❡t ✭♥♦té❡s ❖✮ ét❛♥t r❡❧✐é❡s
❛✉ ♥♦❡✉❞ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s✲❢♦♥❞ ✭♥♦té❡s ❋✮ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ♣✉✐ts✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s t✲❧✐❡♥s
❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧s ♥❡ ❢❛ss❡♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡✳ ❈❡s
❣r❛✐♥❡s s❡r✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t P (I|O) ❡t ❞✉
❢♦♥❞ P (I|F) ❡t ❧❡s t✲❧✐❡♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♥♦♥ ❣r❛✐♥❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐
✭❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥✲r✐❣✐❞❡s✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s n✲❧✐❡♥s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r
t♦✉t ❝❡❧❛ ♣❛r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✿

❆rêt❡ ❈❛s P♦✐❞s

{p, q} {p, q} ∈ N R{p,q}

p ∈ F 0
{p, S} p ∈ O K

p ∈ P✱ p /∈ O ∪ F Dp(
′′fond′′)

p ∈ F K
{p, T} p ∈ O 0

p ∈ P✱ p /∈ O ∪ F Dp(
′′objet′′)



▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✺✾

❋✐❣✳ ✶✳✷✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3 × 3✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ■♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s✳ ▲❡s ❣r❛✐♥❡s ✏♦❜❥❡t✑ ❡t
✏❢♦♥❞✑ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t O ❡t B✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ●r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s
♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉① ✏s♦✉r❝❡✑ ❡t ✏♣✉✐ts✑ s♦♥t ét✐q✉❡tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t S ❡t T ✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛rêt❡s
❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❡✉r ❧❛r❣❡✉r✳ ❊♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ✿ ❈♦✉♣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭❝♦✉r❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮✳ ❊♥ ❤❛✉t à
❞r♦✐t❡ ✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳

♦ù
K = 1 + max

p∈P

∑

q:{p,q}∈N

R{p,q} ✭✶✳✺✾✮

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞✲❤♦❝ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ✿

R{p,q} ∝ exp

(
−Ip − Iq)

2

2σ2

)
· 1

dist(p, q)
✭✶✳✻✵✮

❛✈❡❝ Ip ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ♣✐①❡❧ ♣✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✉① ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿

Dp(
′′fond′′) = − lnP (Ip|O) ✭✶✳✻✶✮

Dp(
′′objet′′) = − lnP (Ip|F) ✭✶✳✻✷✮

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✉♣❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❬✸✺❪✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡stés s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♠❛✐s
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❛♣✐❞✐té✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦②❦♦✈ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡✉① t❡stés
✭❞♦♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉✐♥✐❝✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧②
❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇♦②❦♦✈✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✸✳

❇♦②❦♦✈ ❡t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♣r♦✜t❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❜é♥é✜❝❡s ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡
❝❡✉① ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞❛♥s ❬✸✹❪✳ ■❧s ② ♠♦♥tr❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬✉♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ét❡♥❞✉ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠étr✐q✉❡ r✐❡♠♠❛♥✐❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐q✉❡✳



✻✵ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✷✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s✉r ✉♥❡ ♣❤♦t♦ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✲ t✐ré ❞❡ ❬✸✺❪

❳✉ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✷✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ♣❛r ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥
❝♦♥t♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢ q✉✐ ❡st ét❡♥❞✉ ❡♥ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡✳ ❙♦♥ ❝ôté ✐♥tér✐❡✉r ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t
❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡✱ ❡t s♦♥ ❝ôté ❡①tér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ♣✉✐ts✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♦♥ s✬❛ss✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡✱
▲♦♠❜❛❡rt ❡t ❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❬✶✾✺❪✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●r❛♣❤
❈✉t ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜❛ss❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣✉✐s ét❡♥❞✉ ❡♥ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❡♥ ✐tér❛♥t ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❏♦❧❧② ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❡♥❝♦r❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs✳

❩❛❜✐❤ ❡t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❊▼ ❛✉① ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❬✸✸✼❪✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❊✱ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ét❛♥t ✜①és✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r
❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❀ à ❧✬ét❛♣❡ ▼✱ ♦♥ ✜①❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❡t ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❘♦t❤❡r
❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✻✶❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❇❧❛❦❡ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✺❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞✉ ❢♦♥❞
❡t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♠✐①t✉r❡s ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❏✉❛♥ ❡t ❑❡r✐✈❡♥ ❬✶✺✸❪ r❛❥♦✉t❡♥t
à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ α✲♠❛tt✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❝♦❤❛❜✐t❡♥t ♣❛r
tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡✳

❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❩❤❛♥❣ ❬✶✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❙♦♥❣ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✽✼❪ ♣ré❢èr❡♥t ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❛t❧❛s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬■❘▼ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥ t✐ss✉ ❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡
❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳

❇♦②❦♦✈ ❡t ❋✉♥❦❛✲▲❡❛ ♦♥t ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❬✸✵❪✱ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r
❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❣r❛♣❤❡s
♥♦♥✲♦r✐❡♥tés✳

❊♥✜♥✱ ❲❡❧❞❡s❡❧❛ss✐❡ ❡t ❍❛♠❛r♥❡❤ ♦♥t ét❡♥❞✉ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❉❚■
❞❛♥s ❬✸✶✺❪ ❡t ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ✈❛❧✉❡r ❧❡s
❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✶

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❡♠♣❧♦②é❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛ s❡s q✉❛❧✐tés ❡t s❡s ❞é❢❛✉ts✱ ❡t ❝✬❡st s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ q✉❡
❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① s♦♥t
très ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ♦✉ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ♠❛✐s
♠♦♥tr❡♥t ✈✐t❡ ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s t✐ss✉s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡
♣♦✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❞✐✛✉s❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧❡s✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① s❡ ré✈è❧❡♥t✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱
❞✐❛❜❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ✭s✐ t❛♥t ❡st q✉❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ❢❛✐t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✮ ♠❛✐s s♦♥t ❛✉ss✐
t❡rr✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣❡✉ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ r♦✉t✐♥❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳

▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡s ♣❛r ❛t❧❛s s♦♥t ✐♥❛❞❛♣té❡s
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t très ❡♠♣❧♦②é❡s
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t✐ss✉s✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s s♦♥t✱ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐✱ très ❝♦rr❡❝t❡s ♣♦✉r ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t✐ss✉s ✭s❛✐♥s ♦✉ ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✮ ♠❛✐s ❜✉t❡♥t s✉r ❧✬é❝✉❡✐❧ q✉❡ ré♣rés❡♥t❡
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s s♦✉s✲❝♦rt✐❝❛❧❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s ♥✐ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ❧❛✐ss❡ ❡♥tr❡✈♦✐r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼
❝éré❜r❛❧❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♥térêts ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s❛✐♥❡s q✉❡ ♣❛✲
t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♠❡
s♦❝❧❡ ❞❡ ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥ts ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s✐❡❞ à ♥♦s ❛tt❡♥t❡s✳



✻✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ✿ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ✿ ❧❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡s

✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s

✻✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❙❛✈♦✐r ❝❡ q✉❡ t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ s❛✐t✱ ❝✬❡st ♥❡ r✐❡♥ s❛✈♦✐r✳
▲❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧à ♦ù ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐❣♥♦r❡✳

❘é♠② ❞❡ ●♦✉r♠♦♥t

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱
ét✉❞✐❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♠❡
❧❡s rés❡❛✉① ♦✉✱ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ♦✉ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡ ré✈è❧❡✱ ♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝é
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❜❛sés ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ●r❛♣❤ ❈✉t✮✱ ❤ér✐t❛❣❡ ❞❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❆✉ss✐ ♥♦✉s ❛✲t✲✐❧ s❡♠❜❧é ♦♣♣♦rt✉♥ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♥♦t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❛❜❧✐r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

✷✳✷✳✶ ●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡t ♣♦♥❞éré

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡t ♣♦♥❞éré G = 〈V, E〉 ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✭❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐
s♦♠♠❡ts✮ V ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ✭❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ ❛r❝s✮ ♦r✐❡♥té❡s ❡t ♣♦♥❞éré❡s E ⊂ V2

r❡❧✐❛♥t ❝❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ r❡❧✐❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❡t✱ s✐ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s✱ ❧✬❛rêt❡

✻✺



✻✻ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

a → b✱ ♥♦té❡ (a, b)✱ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ a ← b✱ ♥♦té❡ (b, a)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
w : E → R

+ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ✭♦✉ ❝❛♣❛❝✐té✮✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡✉①

♥♦❡✉❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ s♦♥t ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ♥♦té❡ S✱ ❡t ❧❡ ♣✉✐ts✱ ♥♦té T ✳ ❈❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s s♦♥t
❛♣♣❡❧és ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❛♥t❡ ❞❛♥s S ♥✐ ❞✬❛rêt❡ s♦rt❛♥t❡ ❞❡
T ✳

▲❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ t❡r♠✐♥❛❧ ❡t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✏❝❧❛ss✐q✉❡✑ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s t−❛rêt❡s
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s n−❛rêt❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡t ♣♦♥❞éré

✷✳✷✳✷ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉♣❡✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s
♦✉ ❧❡s ❛rêt❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✲ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦❡✉❞✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❖ ❡t ❘ ✭✐✳❡✳ ❖ ∪❘ = V ❡t ❖ ∩❘ = ∅✮
t❡❧❧❡ q✉❡ S ∈ ❖ ❡t T ∈ ❘✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✲ ✈❡rs✐♦♥ ❛rêt❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s F ⊂ E t❡❧ q✉❡✱ ❞❛♥s G = 〈V, E − F 〉✱ ✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
S à T ❡t t❡❧ q✉✬❛✉❝✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ str✐❝t❡ ❞❡ F ♥❡ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s
tr❛✈❡rsé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉♣❡ ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ F ✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❛rêt❡ ❡st ♦r✐❡♥té❡ ❞❡ ❘ ✈❡rs ❖ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛s ❞❡ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉♣❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ✈❛❧✉❡r✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
❡①✐st❡♥t✳



❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✻✼

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❈♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ sé♣❛r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❡s
❛rêt❡s ❡♥ r♦✉❣❡ ❢♦r♠❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭P♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ✲ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦❡✉❞✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡
✭❖ ✱ ❘✮ ❧❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ✿

W =
∑

(p,q)∈E

p∈❖,q∈❘

w(p, q)

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ❛rêt❡✱ ♥♦✉s ❞✐t q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ F ✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♠è♥❡ t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❈♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✮ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G
❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ■❝✐ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st W = 6

■❧ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❡①✐st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❝❢✳ ✜❣✲
✉r❡ ✷✳✹✮✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✭❡t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧és ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ à ❝❡❧❛ ❡st q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ P✱ ❞♦♥❝ rés♦❧✉❜❧❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❧✐é très étr♦✐t❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡✳



✻✽ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡

✷✳✷✳✸ ❋❧♦t ♠❛①✐♠❛❧

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
rés❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ✢♦t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❋❧♦t✮ ❯♥ ✢♦t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ : E → R t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ (p, q)✱ φ(p, q) ≤ w(p, q)✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ S ♦✉ T ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✢♦ts ❡♥tr❛♥ts é❣❛❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s
✢♦ts s♦rt❛♥ts✳

✸✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✢♦t é❣❛❧❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✢♦ts s♦rt❛♥ts ❞❡ S ✭❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✢♦ts
❡♥tr❛♥ts ❡♥ T ✮✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ✷✱ ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✱ ❡st ✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤♦✛✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ s❡r❛ ❞✐t❡ s❛t✉ré❡ s✐ s♦♥ ✢♦t ❡st é❣❛❧ à s❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❯♥ ✢♦t s❡r❛
❞✐t s❛t✉ré s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S à T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ s❛t✉ré❡✳

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢♦t s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳

▲❡ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ s❡ ❞é✜♥✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ✢♦t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳
❉❛♥t③✐❣ ❡t ❋✉❧❦❡rs♦♥ ❬✼✽❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❊❧✐❛s✱ ❋❡✐♥st❡✐♥ ❡t ❙❤❛♥♥♦♥ ❬✾✼❪ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱
♦♥t é♥♦♥❝é ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳



❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ✻✾

❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st s❛t✉ré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡
✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝❛❧❝✉❧é✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ tr♦✉✈❡r s❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s s❛t✉ré❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❋❧♦t ♠❛①✐♠❛❧ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▲❡s ❛rêt❡s s❛t✉ré❡s s♦♥t ❡♥ r♦✉❣❡✳

✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧

❉✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❥❡✉r❡s q✉❡ s♦♥t ❧❛ ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ✢♦t ❬✶✶✻❪ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣✉s❤✲
r❡❧❛❜❡❧✮ ❡t ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❬✶✵✹✱ ✽✽❪ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s✮✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱
✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬✸✺❪ ❛ ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥t❡r s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❝❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞és♦r♠❛✐s ❣r❛♥❞s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡
❈♦♦❦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✻✼❪✳

✷✳✸✳✶ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ♣♦✉ss❛♥t ✉♥ ✢♦t
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥♦♥ s❛t✉ré ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S ❛✉ ♣✉✐ts T ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧
❞✉ ❣r❛♣❤❡ G s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ st♦❝❦❡ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t φS→T ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ Gφ✳ ▲❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ Gφ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ G ♠❛✐s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ Gφ r❡✢èt❡ ❧❛
❝❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ❞❡ G✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭❈❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ (p, q) ∈ E∗ ❡t
♦♥ ♥♦t❡ r(p, q) ❧❛ q✉❛♥t✐té w(p, q)−φ(p, q)✳ E∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s✳

➚ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♣✉✐ts ✭φ = 0✮ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ Gφ0 ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s
♠ê♠❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s G✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ S → T
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦♥ s❛t✉ré❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧✳ ❙✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st tr♦✉✈é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❧❡ s❛t✉r❡ ❡♥ ② ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❧❡ ✢♦t dφ q✉✐ s❛t✉r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲❛



✼✵ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❝❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛❧♦rs ❞✐♠✐♥✉é❡ ❞❡ dφ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té✳ ❈❤❛q✉❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ✢♦t t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♣✉✐ts φ = φ + dφ✳ ▲❡ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❛tt❡✐♥t
❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s S → T ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ s❛t✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡
rés✐❞✉❡❧ Gφ✳

❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❯♥ ✢♦t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ ❡♥ rés✉❧t❛♥t✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐♥✐❝ ❬✽✽❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S à T ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ Gφ✳ ◗✉❛♥❞ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k
✜①é❡ s♦♥t s❛t✉rés✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❡ ③ér♦ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ❞❡
❝❤❡♠✐♥ S → T ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k + 1✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❉✐♥✐❝ ❡st O(|V||E|2)✳

✷✳✸✳✷ P♦✉ssé❡ ❞❡ ✢♦t

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ✢♦t ❬✶✶✻❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡✳ ■❧s ♥❡ ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ✢♦t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❀ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ✧♥♦❡✉❞s
❛❝t✐❢s✧ q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✧❡①❝ès ❞❡ ✢♦t✧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❯♥ ♥♦❡✉❞ ❡st ❞✐t ❛❝t✐❢ s✬✐❧ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❑✐r❝❤♦✛ s✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ❀ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ✢♦t ❡st✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ✢♦ts
❡♥tr❛♥ts ❞é♣❛ss❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ❛rêt❡s s♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ ♥♦❡✉❞✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛✉ ♣✉✐ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬❛rêt❡s ♥♦♥ s❛t✉ré❡s✳ ➚ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ S r❡ç♦✐t ❧✬ét✐q✉❡tt❡
d(S) ❂ |V|✱ ❧❡ ♣✉✐ts T r❡ç♦✐t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ d(T ) ❂ 0✱ t♦✉t ❛✉tr❡ ♥♦❡✉❞ p r❡ç♦✐t d(p) ❂ 1 ❡t
φ(S, p) ❂ w(S, p) ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (S, p)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡♥t❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❧✬❡①❝ès ❞❡ ✢♦t ✈❡rs ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣✉✐ts✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❛✈❡❝



❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ✼✶

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣✉✐ts ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✜❧❡ ✭♦✉
❋■❋❖ ✿ ❋✐rst ■♥✱ ❋✐rst ❖✉t✮✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❧❡ ✢♦t ✈❡rs ❧❡ ♣✉✐ts✳
❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✬✏é❧♦✐❣♥❡✑ ❞✉ ♣✉✐ts✱
❡t ❧❛ ♣♦✉ssé❡ ✈❡rs ❝❡ ♥♦❡✉❞ s❡r❛ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✭♦✉ ét✐q✉❡tt❡s✮
❛✉❣♠❡♥t❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t s❛t✉ré❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✉ssé❡✳
▲❡s ✢♦ts ♥♦♥ ✏❧✐✈r❛❜❧❡s✑ s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡❞é♣♦sés à ❧❛ s♦✉r❝❡✳

◆♦tr❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❛♣rès ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✿

❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ❙t❛❞❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ✢♦t✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❛❝t✐❢s s♦♥t ❡♥t♦✉rés

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡r❛ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❛❝t✐❢s ♣✉✐s ❞❡ ❧❡
ré✲ét✐q✉❡t❡r à 2 ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ♣♦✉ss❡r s♦♥ ✢♦t ✈❡rs ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞✬ét✐q✉❡tt❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❡st O(|V|3) ♠❛✐s
❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s
❝❡♥tr❛✉① ♥♦♥ ♣❧✉s à 1 ♠❛✐s à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ré❡❧❧❡ ❛✉ ♣✉✐ts✱ ♦♥ é✈✐t❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré✲
ét✐q✉❡t❛❣❡ ✐♥✉t✐❧❡s✳

✷✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S à T ❞ès q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞♦♥♥é❡ s♦♥t é♣✉✐sés✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r
✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ s❝❛♥♥❡r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ❢♦rt ❝♦ût❡✉①
s✐ ❝❡❧❛ ❞♦✐t ❛rr✐✈❡r s♦✉✈❡♥t✳ ❉❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❑♦❧♠♦❣r♦✈ ✭❆❇❑✮✱ ❞❡✉①
❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐s❥♦✐♥ts s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥✉s✳ ▲✬❛r❜r❡ A ❛ s❛ r❛❝✐♥❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ S ❡t ❧❡s
❛rêt❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♣èr❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✜❧s s♦♥t ♥♦♥ s❛t✉ré❡s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱
❧✬❛r❜r❡ B ❛ s❛ r❛❝✐♥❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ T ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✜❧s
à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♣èr❡ q✉✐ s♦♥t ♥♦♥ s❛t✉ré❡s✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❛♥s S ♥✐ ❞❛♥s T
s♦♥t ❞✐t ❧✐❜r❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

S ⊂ V, S ∈ A, T ⊂ V, T ∈ B, A ∩B = ∅

▲❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✐t ❛❝t✐❢s✱ s♦✐t ♣❛ss✐❢s✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s
❛❝t✐❢s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♣❛ss✐❢s



✼✷ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

s♦♥t ✐♥t❡r♥❡s✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❛❝t✐❢s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉① ❛r❜r❡s ❞❡ ✏♣♦✉ss❡r✑ ❡♥ ❛❝q✉ér❛♥t✱ ♣❛r♠✐
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❧✐❜r❡s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥❢❛♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦♥ s❛t✉ré❡s✳ ▲❡s
♥♦❡✉❞s ♣❛ss✐❢s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♣♦✉ss❡r ♣✉✐sq✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❜❧♦q✉és ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s
♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦t❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t
❡♥tr❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st tr♦✉✈é ❞ès q✉✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❛❝t✐❢ ❞✬✉♥
❛r❜r❡ ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❛✉tr❡ ❛r❜r❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré♣èt❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
✕ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ✿ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ A ❡t B ❝r♦✐ss❡♥t ❥✉sq✉✬à s❡ t♦✉❝❤❡r✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S à T ✱
✕ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ✢♦t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ tr♦✉✈é ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❥✉sq✉✬à s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ ❢♦rêts✱
✕ ❆❞♦♣t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❛r❜r❡s A ❡t B s♦♥t r❡st❛✉rés✳
➚ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❣r❛♥❞✐ss❡♥t✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❛❝t✐❢s ❡①♣❧♦r❡♥t ❧❡s ❛rêt❡s

♥♦♥ s❛t✉ré❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❡t ❛❝q✉✐èr❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥❢❛♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s
❧✐❜r❡s✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝q✉✐s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❛❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t✳ ❉ès q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❛❝t✐❢ ♦♥t été ❡①♣❧♦rés✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛ss✐❢✳
▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ s✐ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❛❝t✐❢ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✈♦✐s✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ❧✬❛r❜r❡ ♦♣♣♦sé✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S à T ❡st ❞ét❡❝té✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✾

❋✐❣✳ ✷✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ A ✭♥♦❡✉❞s ♦r❛♥❣❡s✮ ❡t B ✭♥♦❡✉❞s ✈✐♦❧❡ts✮ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ st❛❞❡
❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✭❧✐❣♥❡ ❥❛✉♥❡✮ ❡st tr♦✉✈é ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S ❛✉ ♣✉✐ts T ✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❆❝t✐❢s ❡t
P❛ss✐❢s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ét✐q✉❡tés ❆ ❡t P✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❧✐❜r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ♥♦✐r✳

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ✢♦t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ tr♦✉✈é à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✳
P✉✐sq✉✬♦♥ ② ❢❛✐t tr❛♥s✐t❡r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✢♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r
s❛t✉ré❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦❡✉❞s ❞❡s ❛r❜r❡s A ❡t B ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ♦r♣❤❡❧✐♥s✱ i.e. ❧❡s
❛rêt❡s ❧❡s r❡❧✐❛♥t à ❧❡✉r ♣❛r❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡s ❝❛r s❛t✉ré❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡
s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ sé♣❛r❡r ❡♥ ❢♦rêts✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ S ❡t ❧❡ ♣✉✐ts
T s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♦r♣❤❡❧✐♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛r❜r❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❡st ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❛✉① ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡s ❢♦rêts ❝réé❡s à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♣❛r❡♥t ✈❛❧✐❞❡



❙❡❣♠❡♥t❡r ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✼✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r♣❤❡❧✐♥✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❡♥t ❞♦✐t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ♦✉ B
q✉❡ ❧✬♦r♣❤❡❧✐♥ ❡t êtr❡ r❡❧✐é à ❧✬♦r♣❤❡❧✐♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ♥♦♥ s❛t✉ré❡✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ♣❛s ❞❡ ♣❛r❡♥t
q✉❛❧✐✜é✱ ❧✬♦r♣❤❡❧✐♥ ❡st ❡♥❧❡✈é ❞❡ A ♦✉ ❞❡ B ❡t ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❧✐❜r❡ ❡t s❡s ❛♥❝✐❡♥s ❡♥❢❛♥ts
s♦♥t ❞é❝❧❛rés ♦r♣❤❡❧✐♥s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬♦r♣❤❡❧✐♥s ❡t q✉✬❛✐♥s✐
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ A ❡t B s♦♥t r❡st❛✉ré❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❞❡s ♦r♣❤❡❧✐♥s ❞❡ A ❡t
B ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❧✐❜r❡s✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❞♦♣t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

◗✉❛♥❞ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❡st t❡r♠✐♥é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ S ❡t T ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞✐r
✭♣❧✉s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❛❝t✐❢s✮ ❡t q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ♥❡ s♦♥t sé♣❛rés q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s s❛t✉ré❡s✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❛tt❡✐♥t✳ ▲❛ ❝♦✉♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❖ = A ❡t ❘ = B s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❧✐❜r❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ i.e. A ∪ B = V✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐s♦❧és à ❧❛ ✜♥✱ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡r❛
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r {A,V −A} ♦✉ {V −B,B}✱ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦ût✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♣♦✐❞s W
❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿ O(|V||E|2|W|)✳ ❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❬✸✺❪
♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s t②♣✐q✉❡s ❞❡ ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❜❛t✑ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✷✳✹ ❙❡❣♠❡♥t❡r ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❙❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ♣❛r ❇♦②❦♦✈ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✸✱ ✸✵❪✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ G = 〈V, E〉 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♥♦♠♠és ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①
✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ✏s♦✉r❝❡✑ ❡t ✏♣✉✐ts✑✮ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✏♦❜❥❡t✑ ❡t ❧❛
❝❧❛ss❡ ✏❢♦♥❞✑✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ♥♦❡✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈♦①❡❧s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
✸❉✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s q✉✐ r❡✢èt❡♥t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦①❡❧s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❞♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✏♦❜❥❡t✑ vo ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s❡❣♠❡♥t❡r ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✏❢♦♥❞✑ vf ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s ❞✉ ❢♦♥❞
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ét❛❝❤❡r ♥♦tr❡ ♦❜❥❡t✳

❙♦✐❡♥t P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ✈♦①❡❧s p ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
♣❛✐r❡s {p, q} ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ P ❡t V = (V1, V2, ..., V|P|) ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ♦ù
❝❤❛q✉❡ Vp ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s ✏♦❜❥❡t✑ ♦✉ ✏❢♦♥❞✑✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
V ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts B ❡t O s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❣r❛✐♥❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

E(V ) = α ·
∑

p∈P

Rp(Vp) +
∑

{p,q}∈N
Vp 6=Vq

B{p,q} ✭✷✳✶✮

▲❡ t❡r♠❡ Rp(·)✱ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥✱ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✉ ✈♦①❡❧
p à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥♥és ❞✬♦❜❥❡t ❡t ❞❡ ❢♦♥❞✳ ▲❡ t❡r♠❡ B{p,q}✱ ❛♣♣❡❧é t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱



✼✹ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

r❡✢èt❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s p ❡t q✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ❣r❛♥❞ q✉❛♥❞ p ❡t q s♦♥t
s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❡t ✐❧ ❝❤✉t❡ à ③ér♦ q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❛❥✉st❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✳

▲✬❛rêt❡ r❡❧✐❛♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ✈♦✐s✐♥s ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ n✲❧✐❡♥ ❡t s♦♥ ♣♦✐❞s ♣❡✉t
êtr❡ ❜❛sé s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❧❡s ♣❛ss❛❣❡s ♣❛r
③ér♦ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s✱ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ♣♦✐❞s ❡st r❡s♣❡❝té❡✳ ❈❡ ♣♦✐❞s ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ B{p,q} ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✷✳✶✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ n✲❧✐❡♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ✈♦①❡❧s p ❡t q ❡st ❛❧♦rs
w{p,q} = K · exp(− |Ip−Iq |

σ2 ) ♦ù Ip ❡t Iq s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ✈♦①❡❧s p ❡t q✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦✐❞s ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ❞❡ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts✳

❚♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ vo s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts✲❣r❛✐♥❡s ❞✉ ❢♦♥❞
✭vb✮ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉ ♣✉✐ts✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛rêt❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és t✲❧✐❡♥s ✭♦✉ ❧✐❡♥s
terminaux✮✳ ❈❡s t✲❧✐❡♥s ❡♥❝♦❞❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ Rp(Vp) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ✐♥✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t✲❧✐❡♥s r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s
❡t ❧❡s ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣❧✉s é✈♦❧✉és✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té
❞✉ ✈♦①❡❧ p ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥♥és ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✭e.g. ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✮ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❞✉ ❢♦♥❞✱
❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ tr♦✉✲
✈❛♥t ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s q✉✐ ré❛❧✐s❡
✉♥❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✿ ❞✬✉♥ ❝ôté ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣✉✐ts✱ sé♣❛r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✖ ❧❡
♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ét❛♥t é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ s❡s ❛rêt❡s✳ ▲❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❬✶✵✸❪✱ ♣♦✉ssé❡
❞❡ ✢♦t ❬✶✶✻❪ ♦✉ ❧✬❆❇❑ ❬✸✺❪✶✳

✶❈♦❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳✉❝❧✳❛❝✳✉❦✴st❛❢❢✴❱✳❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✴s♦❢t✇❛r❡✳❤t♠❧✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❈❡ q✉✬♦♥ s❛✐t✱ s❛✈♦✐r q✉✬♦♥ ❧❡ s❛✐t ❀
❝❡ q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s✱ s❛✈♦✐r q✉✬♦♥ ♥❡ ❧❡ s❛✐t ♣❛s ✿

❝✬❡st s❛✈♦✐r ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t✳
❈♦♥❢✉❝✐✉s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✐♠❛❣❡s
❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥t❡♥s✐té
❧✉♠✐♥❡✉s❡✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r s♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❡t❝✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡ ❡st ❧❛r❣❡ ❬✸✷✺❪ ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡①✐st❡♥t✳ ◆♦✉s ♥❡ t❡♥t❡r♦♥s ♣❛s
❞❡ ❝♦✉✈r✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ✉♥❡
s❡✉❧❡ t❤é♦r✐❡ ré❝❡♥t❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs s❡♥s✐t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧
❤✉♠❛✐♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡t ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ❡t ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ❬✶✻✻❪✳ ❈❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳

✸✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s

◗✉✬❡st✲❝❡ q✉✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❄ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r✳

▲❡ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ré✢é❝❤✐❡ ✈❡rs ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❧✉♠✐♥❡✉①
q✉✐ ❛rr✐✈❡ s✉r ❧✬♦❡✐❧ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✱ ❧✬♦❜❥❡t
❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ t❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♥❡
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❡t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✳

✼✺



✼✻ ❉✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❆✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ✈♦②✐♦♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥é❝❡ss✐t❡
❞✬êtr❡ ✐❧❧✉♠✐♥é✳ ❆♣rès t♦✉t✱ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱ t♦✉t ♦❜❥❡t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦✐r✳ ▲❡s
s♣❡❝tr❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ l(λ) ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
P❧❛♥❝❦ ✿

l(λ, T ) = 8πhcλ−5(e
hc

kTλ − 1)−1 ✭✸✳✶✮

♦ù h ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦✱ k ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡t c ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ é♠✐s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r T
❡t ✈❛r✐❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ 2500 K ✭❧✉♠✐èr❡ r♦✉❣❡✮ à 10000 K ✭❧✉♠✐èr❡ ❜❧❡✉❡✮✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st✱ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❝❤♦✐s✐❡ à 6500 K✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ❡♥tr❡ 2500 ❡t 10000 K ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡s✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉① s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s à ✐♥❝❛♥❞❡s❝❡♥❝❡ ♦✉ ❤❛❧♦❣è♥❡✳
▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦rré❧é❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦
♣♦✉r êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❯♥ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✮ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳
P♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ❝♦❧♦rés✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s✳ ➱❝❤❡❧❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✿ nm✱ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✿
é♥❡r❣✐❡ ✭W/m2✮✳

▲❛ ♣❛rt ❞✉ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ c(λ)✳ P♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ♣❧❛♥❡s ❡t ♠❛t❡s✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ e(λ) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t l(λ) ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ c(λ) ✿

e(λ) = c(λ)l(λ) ✭✸✳✷✮

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ s✉r ❧❛ rét✐♥❡
e(x, y, λ)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ❛rr✐✈❛♥t



❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ✼✼

s✉r ❧❛ rét✐♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✢✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♦♠❜r❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱
❞✬♦♥❞❡ m(x, y) ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0; 1]✳

e(λ) = c(λ)l(λ)m(x, y) ✭✸✳✸✮

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ e(x, y, λ) ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t l(λ)✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❞✉❡ à tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s
c(.)✱ l(.) ❡t m(.)✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s q✉❛♥t✐tés
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t c(.)
r❡✈✐❡♥t à ❞ér✐✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ l(.) ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r
m(.) r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♦♠❜r❡s ❡t ❧✬♦♠❜r❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐t ✏s❤❛♣❡✲❢r♦♠✲s❤❛❞✐♥❣✑✳

P♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♦✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
❞❡ e(.) q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ l(.) ❡t ❞❡m(.) ▲❡ ❜✉t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ e(.) q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c(.)✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ m ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ ❡t ❡♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ré❞✉✐t à ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

1

e(x, y, z, λ)

∂e(x, y, z, λ)

∂λ
=
lλ
l

+
cλ
c

✭✸✳✹✮

♦ù lλ ❡t cλ s♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ l ❡t c ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ✳
❆♣rès ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s✱ ❧❡

♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✐s♣❛r❛ît ♣✉✐sq✉❡ l(.) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ λ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿



✼✽ ❉✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

∂x

(
∂λe(x, y, λ)

e(x, y, λ)

)
= 0 ✭✸✳✺✮

❆✐♥s✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✿

∂x

(
∂λe(x, y, λ)

e(x, y, λ)

)
= 0 ⇐⇒ e · exλ − ex · eλ

e2
= 0 ✭✸✳✻✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛rêt❡
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ε = 1

e
∂e
∂λ ✱ ♦ù e ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♠❡s✉ré❡ e(x, y, λ)✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s

s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ε ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❉❛♥s
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ e ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❡t s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘❱❇✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s✱
❡❧❧❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ s♣❛t✐❛❧✳

✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡ ❞❡ ❑♦❡♥❞❡r✐♥❦

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①✲
tr❛✐t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥
♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✱ ❝❡❧❛ ❛ ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦②❛✉①
❣❛✉ss✐❡♥s ❞ér✐✈és✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ❈❡s ❞ér✐✈é❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ❛ ♣r♦♣♦sé ❬✶✻✹❪ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲
♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦✉❧❡✉r✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ✱ ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ e(x, y, λ) ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♠❡s✉ré❡✱ ❛✉ ♣♦✐♥t ✜①❡
(x0, y0) ❡t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧❡ λ0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✿

e(x, y, λ) = e(x0, y0, λ0) + eλ(x0, y0, λ0)(λ− λ0) +
1

2
eλλ(x0, y0, λ0)(λ− λ0)

2 + o(λ− λ0)
3

✭✸✳✼✮
❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st✱ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r

✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ L ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡
G(x, σ) ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ✭✐❝✐ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

L(x, σ) =

∫ ∞

−∞
L(x− α)G(α, σ)dα ✭✸✳✽✮

♦ù α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✏❢❛♥tô♠❡✑ ♣❛r❝♦✉r❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s L(t, σ) =

∫∞
−∞ L(t − β)G(β, σ)dβ✳ ❊♥ s❡

❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦❧✲
♦r✐♠étr✐q✉❡ s♦✐t L(λ, σ) =

∫∞
−∞ L(x − γ)G(γ, σ)dγ ❛✈❡❝ λ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡t γ ❧❡

♣❛r❛♠ètr❡ ❢❛♥tô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳



▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡ ❞❡ ❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ✼✾

▲❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① s♣❛t✐❛✉① ♣❛r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ré❝❡♣✲
t❡✉rs s❡♥s✐t✐❢s s✉r ❧❛ rét✐♥❡✱ ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢❛♥tô♠❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té
♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s ♥♦②❛✉① t❡♠♣♦r❡❧s s♦♥t✱
❡✉①✱ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❣é♥✐❝✉❧é ❧❛tér❛❧ ❡t ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs
❝♦rt✐❝❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❧❛r❣❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ♣♦✉r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧✬❛①❡ ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ r❡q✉❡rr❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣✐❣♠❡♥ts ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ✭rhodopsines✮ ❞❛♥s
❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❛✈❡❝ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡♥s✐❜✐❧✐tés ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❛ ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝❛❧✲
❝✉❧é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✱ à ❡♥✈✐r♦♥ λ0 = 520 nm
❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ σλ = 55 nm✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❡s r❤♦❞♦♣s✐♥❡s✱ ❞♦♥❝ ❞❡ 350 nm ✭❜❧❡✉✮ à
700 nm ✭r♦✉❣❡✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r λ0 ❡t σλ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s♦✐t
❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♠❡s✉ré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ❤✉♠❛✐♥s✱ i.e. ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡r✐♥❣✳

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ✿

e(~x, λ0;σλ) =

∫ λmax

−λmin

e(~x, λ)G(λ, λ0, σλ)dλ. ✭✸✳✾✮

❈✬❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✏st❛t✐q✉❡✑✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ✉♥❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❝♦✉r♦♥s ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✳ ■❝✐✱
♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡s✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞✬♦♥❞❡ ❝❡♥tré à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ λ0✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ ✿

∂e(~x, λ0;σλ)

∂λ
= σλ

∫ λmax

−λmin

e(~x, λ)
∂G(λ, λ0, σλ)

∂λ
dλ

∂2e(~x, λ0;σλ)

∂λ2
= σ2

λ

∫ λmax

−λmin

e(~x, λ)
∂2G(λ, λ0, σλ)

∂λ2
dλ ✭✸✳✶✵✮

❞é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡s ❢❛❝✲
t❡✉rs σλ ❡t σ2

λ s♦♥t ✐♥❝❧✉s ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ i.e. ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉①
❣❛✉ss✐❡♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦✐❡♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① s♣❡❝tr❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s ♥♦r♠❛❧✐sés ✏st❛t✐q✉❡s✑ ❥✉sq✉✬❛✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

▲❡s ré❝❡♣t❡✉rs s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝❤❡③ ❧✬❤✉♠❛✐♥ s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ✿ r♦✉❣❡✲✈❡rt ♦✉
❥❛✉♥❡✲❜❧❡✉ s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ré❝❡♣t❡✉r ✭❝❤❛q✉❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s s❡♥s✐❜❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ✿ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡t ❧❛ ♣ér✐♣❤ér✐❡✮✳ ▲❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❥❛✉♥❡ ❡t ❞✉ ❜❧❡✉ ❞❛♥s ❝❡s ré❝❡♣✲
t❡✉rs ❡st ❜✐❡♥ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ✈❡rt ❡t r♦✉❣❡
❡st✱ ❡❧❧❡✱ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❜❧❡✉ ❡t ❧❡ ❥❛✉♥❡✱ ❡t ❧❛
❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❧❡ r♦✉❣❡ ❡t ❧❡ ✈❡rt✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❍❡r✐♥❣ ❬✶✸✸❪ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐s♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡♥
❝♦✉❧❡✉r q✉❛♥❞ λ0 ≃ 520 nm ❡t σλ ≃ 55 nm✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❛✉ss✐



✽✵ ❉✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s
❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t s❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ❞✬❛♣rès ❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ❬✶✻✹❪✳

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❈■❊ ✶✾✻✹ ❳❨❩ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝é❧è❜r❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦♥❞éré❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ à λ0 ❡t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ σλ✳ ❯♥❡ ❝❛♠ér❛
❘❱❇ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s r♦✉❣❡s✱ ✈❡rt❡s ❡t ❜❧❡✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❘❱❇✳

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❇❛s❡ ❞❡ ❍❡r✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs s❡♥s✐t✐❢s ❤✉♠❛✐♥s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s
❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❍❡r✐♥❣ ❬✶✸✸❪✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛ss❡r
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❘❱❇ à ❧❛ ❜❛s❡ ❈■❊ ✶✾✻✹ ❳❨❩ ✿



●r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ✽✶

RV B vers XY Z =




0.621 0.113 0.194
0.297 0.563 0.049
−0.009 0.027 1.105


 ✭✸✳✶✶✮

●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ♦♥t ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
❜❛s❡ ❳❨❩ ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✿

XY Z vers gaussien =



−0.019 0.048 0.011
0.019 0 −0.016
0.047 −0.052 0


 ✭✸✳✶✷✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ s❡
❢♦♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ét❡♥❞✉❡ ❛✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❝♦❤ér❡♥t❡✳ ▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❛✈❡❝ ❧❡s
ré❝❡♣t❡✉rs ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❤✉♠❛✐♥s ❡st sûr❡♠❡♥t ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡✳

✸✳✹ ●r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ●❡✉s❡❜r♦❡❦

❯♥❡ ❢♦✐s ♣❧❛❝é ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡s
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❘❱❇✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
(e, eλ, eλλ) ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ✿




e
eλ
eλλ


 =



−0.019 0.048 0.011
0.019 0 −0.016
0.047 −0.052 0




︸ ︷︷ ︸
XY Z vers gaussien

·




0.621 0.133 0.194
0.297 0.563 0.049
−0.009 0.027 1.105




︸ ︷︷ ︸
RV B vers XY Z

·




R
V
B




✭✸✳✶✸✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❘❱❇✳

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✱ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♥♦♠♠é ✏❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛rêt❡ ❝♦❧♦ré❡✑✱
❞✉q✉❡❧ ❞ér✐✈❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ✿

ε =
1

e

∂e

∂λ
✭✸✳✶✹✮



✽✷ ❉✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ e = e(x, y, λ)✳
▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❞ét❡❝t❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❥❛✉♥❡✲❜❧❡✉✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✐♥s✐ ✭♣♦✉r

❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷✲❉✮ ✿

Γ =
√

(∂xε)2 + (∂yε)2 + (∂zε)2 ✭✸✳✶✺✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❞ét❡❝t❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐♦❧❡t✲✈❡rt✮
❡st ✿

Υ =
√

(∂x,λε)2 + (∂y,λε)2 + (∂z,λε)2 =
√

(∂xελ)2 + (∂yελ)2 + (∂zελ)2 ✭✸✳✶✻✮

❛✈❡❝ ✿ ελ =
∂ε

∂λ
=
e · eλλ − e2λ

e2
✭✸✳✶✼✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❝♦❧♦ré❡s s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿

ℵ =
√

Γ2 + Υ2

=
√

(∂xε)2 + (∂yε)2 + (∂zε)2 + (∂xελ)2 + (∂yελ)2 + (∂zελ)2 ✭✸✳✶✽✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❝♦❧♦ré❡s ❡t ❞é♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛✉①✳ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ℵ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✸✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛rêt❡ ❥❛✉♥❡✲❜❧❡✉✱ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛rêt❡ ✈✐♦❧❡t✲
✈❡rt✱ ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ σ = 1 ♣✐①❡❧✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r
❑♦❡♥❞❡r✐♥❦✱ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ à
✉♥❡ s❡✉❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭σλ = 55 nm✮ ♣♦✉r ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭✐♥t❡♥s✐té✮✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❥❛✉♥❡✲
❜❧❡✉✮ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭✈✐♦❧❡t✲✈❡rt✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥❡ s♦❧✐❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs s❡♥s✐t✐❢s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦rt❡① ✈✐s✉❡❧
❞❡s ♠❛♠♠✐❢èr❡s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✸

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ●❛✉❝❤❡ ✿ ■❘▼ ❝♦❧♦r✐sé❡ ✲ ❉r♦✐t❡ ✿ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ t♦t❛❧ ✭σ = 1 ♣✐①❡❧✮✳

❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t s♣❛t✐❛❧❡s✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞❡ ♣❧✉s
êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❘❱❇ ✭♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛tr✐❝✐❡❧✮✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧✳ ❈✬❡st ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✳



✽✹ ❉✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡
❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡

❣r❛♣❤❡ ✿ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

✽✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ s❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ s❛✐t ♣❡✉✳
❆✈❡❝ ❧❡ s❛✈♦✐r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ❞♦✉t❡✳

❏♦❤❛♥♥ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ✈♦♥ ●♦❡t❤❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝q✉ér✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧✲
t✐♠♦❞❛❧❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❝t✉❡❧✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♥❡✉r♦✲
✐♠❛❣❡r✐❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❡♥ ❚✷✱ ❡♥ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦t♦♥s ✭❉P✮✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❋▲❆■❘ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❢❛✐t ❞❡
♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛❧ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❡t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✬❡❧❧❡s ❢♦✉r✲
♥✐ss❡♥t ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t
❞❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s sé♣❛r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡
tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❬✸✶✾❪ ♦✉ ❞❡
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❬✼✻❪ ✜❛❜❧❡s ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✱ r❛♣✐❞❡ ❡t
r♦❜✉st❡ ♥✬❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛❧ r❡♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡①♣♦sé ✐❝✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❞❡ t②♣❡ ❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♦r❣❛♥❡s ❡t ❧❡s t✐ss✉s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛✲
❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t✴♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✉t✐❧❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts st❛❞❡s ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥✳

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s t✐ss✉s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞✲
éré❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té✱ ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s
✈♦❧✉♠❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ■❘▼ ✏❝♦✉❧❡✉r✑ ❞❡ t②♣❡ ❘❱❇ ✲ ❝❤❛q✉❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✈❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦❧✲
♦r✐♠étr✐q✉❡ ✲ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❛✐♥s✐ ❝réé❡ s✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳
❈❤❛q✉❡ t✐ss✉ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛✲

✽✼



✽✽ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✐ss✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❢❛❝✐❧✐té❡✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱
♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬❛rêt❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ ✲ i.e. ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✲ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ●r❡✐❣ ❡t
❝♦❧❧✳ ❬✶✷✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ✴ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❤ér✐té ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❋♦r❞ ❬✶✵✸❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❇♦②❦♦✈ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✼✱ ✸✶❪ ♦♥t ❛♠é❧✐♦ré ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❡✣❝❛❝✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
✭Graph Cut ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡
❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡s ❞✐✈❡rs ♣♦✐♥ts ❝❧❡❢s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr❡r♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s
♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s t✉♠❡✉rs ❝éré❜r❛❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s à ❛♣♣♦rt❡r✳

✹✳✷ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡

▲❡ ✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s
séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ■❘▼ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs ❡♥ ❛ss✐❣✲
♥❛♥t à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✭r♦✉❣❡✱ ✈❡rt ❡t ❜❧❡✉✮ ✉♥❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ét✐q✉❡tés ✭♦✉ graines✮ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡
❝❡ ✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s s❡❣♠❡♥té❡s ✭e.g. ❧❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✱
❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✱ ❧❡s t✉♠❡✉rs✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ rés✉♠❡ ❝❡ ✢♦t ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ◆♦tr❡ ✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡



▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✽✾

❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡♥tré❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✲ ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✲ ❡t ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ♣✉✐ts✱ ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F
❡t O q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣❡r✈✐sé❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❞✉ ❢♦♥❞✳

❉❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ ❜✉t✱
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡✳

✹✳✷✳✶ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ✿ ❧❡s ❜❛s❡s

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s tr♦✐s ■❘▼ r❡❝❛❧é❡s
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✲
✈❛r✐é❡s✳

❉✬♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖r✱ s✉r ✉♥❡ ■❘▼
❝éré❜r❛❧❡✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t s✉r ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧
❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡s ❞é❧✐♠✐t❡r ❞❡ ♣r✐♠❡ ❛❜♦r❞✳

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❚✶ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❋❧❛✐r ✭❞r♦✐t❡✮✳

❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❊▼ ❬✽✶✱ ✸✱ ✶✵✾❪ ♣❡✉✈❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s à ❝❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶
♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❋❧❛✐r✳ ■❧ ❡st ♠❛❧❛✐sé ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦①❡❧s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ✿ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ✏s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✑ ❡t ✏s✉❜st❛♥❝❡
❣r✐s❡✑ ♦♥t ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés s✐ ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✐❝s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧✳

❙✉r ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❚✶✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ❞✐s❝❡r♥❡r ❝❛r ♠✐❡✉①
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐sé❡s✳ ▼❛✐s q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡s ✈♦①❡❧s ❞♦♥t ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés s❡ tr♦✉✈❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❄ ❙✉r q✉❡❧s ❝r✐tèr❡s ♣❡✉t✲♦♥ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❡✉r ét✐q✉❡tt❡ ❄ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧✳ ❯♥❡ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳



✾✵ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

■♥t❡♥s✐tés

❍✐st♦❣r❛♠♠❡
▲❈❘

❙✉❜st❛♥❝❡ ❇❧❛♥❝❤❡
❙✉❜st❛♥❝❡ ●r✐s❡

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❋▲❆■❘

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❥♦✐♥t ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❈❡t ❤✐st♦❣r❛♠♠❡
ré♣❡rt♦r✐❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ♣✐①❡❧s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ p ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s [i, j] ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés i ❡t j✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ♠❛✐s r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❛✐sé♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s
r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✢♦✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❥♦✐♥t✱ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❡
❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ■❘▼ ❡♥
❝♦✉❧❡✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❡♥ ✈❡rt ❝❧❛✐r ❧❡s ✈♦①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ ❡♥
r♦✉❣❡ ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥✱ ❡♥ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧✬♦s ❝râ♥✐❡♥✱ ❡♥ ❜❧❡✉ ❝✐❡❧ ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✱ ❡t❝✳

▲❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts s♦♥t ♠✐❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐sés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t tr♦✐s ♠♦❞❛❧✐tés ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡
♦✉ ❞❡✉① ♠❛✐s✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❛✐s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧✳ Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ✈♦①❡❧s ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✉r
s✬❛ss✉r❡r ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ét❛♥t ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✜r❡♥t ❚❛①t ❬✷✾✽❪✱ ❘❛❥❛♣❛❦s❡ ❬✷✺✷❪✱
❍❡❧❞ ❬✶✸✶❪✱ ❩❤❛♥❣ ❬✸✸✾❪ ❡t ❈❤❡♥ ❬✺✹❪✳ ◆♦✉s ❧❡ ❢❡r♦♥s ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞✲
è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦①❡❧



▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✾✶

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❥♦✐♥t ❞❡ ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ❚✶ ❡t ❋❧❛✐r ✲ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ s♦♥
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❊♥ r♦✉❣❡ ✿ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✳ ❊♥ ❜❧❡✉ ✿ s✉❜st❛♥❝❡
❣r✐s❡✳ ❊♥ ✈❡rt ✿ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ■❘▼ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs ✭❚✶✱ ❚✷ ❡t ❋❧❛✐r✮

❝♦♥s✐❞éré ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ét✐q✉❡té ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞♦♥♥é❡ c✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r Ψ à tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés
❞❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ■❘▼ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♠♦②❡♥ Ψc ❡t ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σc ❣râ❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡
c✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ✈♦①❡❧ v ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧❛ ❝❧❛ss❡ c ❡st ❛✐sé♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ✿

P (Ψv|c) = exp−1

2
(Ψv −Ψc)

T · Σ−1
c · (Ψv −Ψc) ✭✹✳✶✮



✾✷ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❡t ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✉t ❞❡
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦①❡❧ v ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣✉✐ts ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉ ♣✉✐ts
❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ s❡✉❧❡ ❝❧❛ss❡✳

✹✳✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s
❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿

E(V) = α ·
∑

p∈P

Rp(Vp) +
∑

{p,q}∈N
Vp 6=Vq

B{p,q} ✭✹✳✷✮

P♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s t✲❧✐❡♥s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣♦✐❞s Wso ❞❡s t✲❧✐❡♥s ❧✐és ❛✉ ♥♦❡✉❞ s♦✉r❝❡✳ ❈❡ ♣♦✐❞s
s❡r❛ ✐♥✜♥✐ s✐ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐❞s s❡r❛ ♥✉❧ s✐ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❡st ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞✉ ♣✉✐ts✱
❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧
s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Rp(F) q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡❝✐ ❡st rés✉♠é
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Wso =





0 s✐ p ∈ F
∞ s✐ p ∈ O
Rp(F) ❛✉tr❡♠❡♥t

✭✹✳✸✮

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s❡ ♣♦rt❡r♦♥t s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s Wpu ❞❡s t✲❧✐❡♥s ❧✐és ❛✉ ♥♦❡✉❞
♣✉✐ts✳ ❈❡ ♣♦✐❞s s❡r❛ ✐♥✜♥✐ s✐ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞✉ ♣✉✐ts✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❛✐♥s✐
❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐❞s s❡r❛ ♥✉❧ s✐ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❡st ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Rp(O) q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡❝✐
❡st rés✉♠é ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Wpu =





∞ s✐ p ∈ F
0 s✐ p ∈ O
Rp(O) ❛✉tr❡♠❡♥t

✭✹✳✹✮

◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❇♦②❦♦✈ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✸✱ ✸✵❪ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s t✲❧✐❡♥s
❡st ❞♦♥❝ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

Rp(F) = − lnP (Ψp|O) ❡t Rp(O) = − lnP (Ψp|F) ✭✹✳✺✮

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ t✲❧✐❡♥ ✈❡rs ❧❡ ♣✉✐ts ❡st ❣r❛♥❞ q✉❛♥❞ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❣❛✉ss✐❡♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❞✉ ♣✉✐ts ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r



▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✾✸

❡t ✐❧ ❡st ♣❡t✐t q✉❛♥❞ ❝❡ ✈♦①❡❧ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡s t✲❧✐❡♥s ❧✐és à ❧❛ s♦✉r❝❡ s❡
❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s n✲❧✐❡♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❛❞ ❤♦❝ ✿

B{p,q} = exp

(
−(ε(p)− ε(q))2 + (ελ(p)− ελ(q))2

2σ2

)
· 1

dist(p, q)
✭✹✳✻✮

♦ù ε ❡t ελ s♦♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✹ ❡t ✸✳✶✼✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥✲
tér❡ss❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ σ = 4✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❣r♦ss❡s ❛rêt❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❞ét❡❝té❡s ❛✜♥✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ t❛♥❞✐s q✉✬❛✈❡❝ σ = 1✱ ♥♦✉s ❢❛✈♦r✐s♦♥s ❧❡s
♣❡t✐t❡s ❛rêt❡s ❡t ♣❡r♠❡tt♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳

✹✳✷✳✸ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✭tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼✮ s♦♥t ❝♦♥séq✉❡♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐✲
rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
▲♦♠❜❛❡rt ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✾✺❪ ❡t ❡st ✐♥s♣✐ré❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❑❛r②♣s✐s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✺✺❪ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❆❞❛❧st❡✐♥ss♦♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥
❊♥tré❡s✿ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ■♠❣
❙♦rt✐❡s✿ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ■♠❣
❈♦♠♣t❡✉r ← 0
t❛♥t q✉❡ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ■♠❣ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❢❛✐r❡
❉é❝✐♠❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ■♠❣
■♥❝ré♠❡♥t❡r ❈♦♠♣t❡✉r

✜♥ t❛♥t q✉❡
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ← ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
t❛♥t q✉❡ ❈♦♠♣t❡✉r > 0 ❢❛✐r❡
❇♦r❞✉r❡ ← ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❇♦r❞✉r❡ ← ➱t❡♥❞r❡ ❇♦r❞✉r❡
▼❡ttr❡ ❇♦r❞✉r❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ◆✐✈❡❛✉ ❙✉♣ér✐❡✉r
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ← ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❇♦r❞✉r❡
❉é❝ré♠❡♥t❡r ❈♦♠♣t❡✉r

✜♥ t❛♥t q✉❡
r❡t♦✉r♥❡r ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥



✾✹ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ✉♥ ♣❤❛s❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ❞❡s
✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡ rés✉❧t❛♥t ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❡st ✏r❡♠♦♥té❡✑ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t❡st❡r s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝réé à ♣❛rt✐r ❞❡ Img✱ ❧✬✐♠✲
❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ♣❡✉t ❡♥tr❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ✉♥❡
❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞✐✈✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞❡✉①✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡
❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
♥✐✈❡❛✉ 1✳ ❈❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s 8 ✈♦①❡❧s ❧✉✐ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0✳ ◆♦✉s ❞✐♠✐♥✉♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ré♣été❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ♣✉✐ss❡ ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ t❡r♠✐♥é❡✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à
❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ n✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ n ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 0✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
✈♦①❡❧s ❞❡ ❧❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❜❛♥❞❡ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r n− 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥
❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❣♦✉r♠❛♥❞ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥
❣r❛♣❤❡ r❡str❡✐♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♥♦✉s tr♦✉✈❡r♦♥s ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡ q✉❡ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
n− 1✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ rés✉♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥



▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✾✺

✹✳✷✳✹ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ✿ ❧❡s t✉♥✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♦✐❣♥♦♥

P♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ t✐ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ✉♥❡ ♣r♦✲
❣r❡ss✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♠♣❧é♠❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
❡t à ét✐q✉❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t✐ss✉s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❣❛r❞❡r ❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡rt ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛sq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r t✐ss✉ ♦ù s❡✉❧❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❡ t✐ss✉ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱
❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s t✐ss✉s s❡r✈❛♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣✉✐ts✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❞❡ ✺✵ à ✾✵ s❡❝♦♥❞❡s ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✮ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❉✉❛❧ ❈♦r❡ ❝❛❞❡♥❝é à ✷✳✶✻ ●❍③ ❛✈❡❝ ✷
●♦ ❞❡ ❘❆▼✱ t♦✉r♥❛♥t s♦✉s ▲✐♥✉①✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ rés✉♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s tr♦✐s
t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬■❘▼ ❡♥



✾✻ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲✬■❘▼ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs ♣❡✉t s❡ s❝✐♥❞❡r ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧
❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ s❝✐♥❞❡✱ ❧✉✐✱ ❡♥ ▲❈❘ ❡t ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ s❝✐♥❞❡ à s♦♥ t♦✉r ❡♥ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡t s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽
rés✉♠❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ■❝✐✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s tr♦✐s t✐ss✉s
❝éré❜r❛✉①✳

✹✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡♥é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦tr❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❝♦♥s✐st❛✐t ❡♥ ❞❡s ❞é❧✐♥é❛t✐♦♥s ♠❛♥✉❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❡①♣❡rt✳

✹✳✸✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❛♥t
❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ❞és✐r✐♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❛✈❛✐t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❛✐t✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡s tr♦✐s ♠ê♠❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ s✐① ❣r❛❞✐❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à
♣❛rt✐r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❋❧❛✐r✳

▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❝♦❧♦ré❡s ❀ ❝♦♠♠❡
❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡s
❛rêt❡s✮✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈♦✐r❡ ✐♥❡①✐st❛♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ❝❛♥❛✉① r❡✈✐❡♥t à ♦♣ér❡r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❞♦♥❝ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts✳



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✾✼

❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ■♠❛❣❡s ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s tr♦✐s ♠ê♠❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ④❚✶✱ ❚✷✱ ❋▲❆■❘⑥✱ ④❚✷✱ ❚✶✱ ❋▲❆■❘⑥✱ ④❋▲❆■❘✱ ❚✷✱ ❚✶⑥✳ ❊♥ ❜❛s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿
④❚✶✱ ❋▲❆■❘✱ ❚✷⑥✱ ④❚✷✱ ❋▲❆■❘✱ ❚✶⑥✱ ④❋▲❆■❘✱ ❚✷✱ ❚✶⑥✳

▲❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ✐ss✉s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ✐♥t❡♥✲
s✐té ♠❛✐s ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞ét❡❝té❡s ♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❝❡s ❣r❛❞✐❡♥ts s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ♥♦tr❡
❜✉t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s q✉❡ ❝❧✐♥✐q✉❡s✱ ❞❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s q✉❡ ❞❡s s✉❥❡ts
♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✷✺ s✉❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ♦✉
❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ♣✉✐ts ♠è♥❡ à ❧❛
♠ê♠❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠✉❧é❡s✳

✹✳✸✳✷ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ 10 ■❘▼ ✐ss✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s t✐ss✉s
❝éré❜r❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ st❛♥❞❛r❞
❝♦♠♠❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡t ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s✉r✲ ❡t s♦✉s✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r



✾✽ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❞✐✛ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ✭à s❛✈♦✐r 2✱ 4 ❡t 8✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢♦r❝é ❧❛ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥
q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥
✷ ✹ ✽

❙♦✉s✲s❡❣✳ ❙✉r✲s❡❣✳ ❙♦✉s✲s❡❣✳ ❙✉r✲s❡❣✳ ❙♦✉s✲s❡❣✳ ❙✉r✲s❡❣✳
❙✉❥❡t ✶ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✷✪ ✵✳✽✺✪
❙✉❥❡t ✷ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✵✷✪ ✵✳✼✪ ✶✳✻✪
❙✉❥❡t ✸ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✾✪ ✶✳✹✺✪
❙✉❥❡t ✹ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✵✶✪ ✵✳✹✪ ✵✳✼✺✪
❙✉❥❡t ✺ ✵✪ ✵✪ ✵✳✵✷✪ ✵✪ ✵✳✶✪ ✵✳✻✺✪
❙✉❥❡t ✻ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✻✪ ✵✳✾✺✪
❙✉❥❡t ✼ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✸✪ ✶✳✺✪
❙✉❥❡t ✽ ✵✪ ✵✪ ✵✳✵✸✪ ✵✳✵✷✪ ✵✳✹✺✪ ✶✳✸✪
❙✉❥❡t ✾ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✶✪ ✶✳✷✺✪
❙✉❥❡t ✶✵ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✪ ✵✳✷✺✪ ✶✳✺✪

▼♦②❡♥♥❡ ✵✪ ✵✪ ✵✳✵✵✺✪ ✵✳✵✵✺✪ ✵✳✹✪ ✶✳✶✽✪

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❙♦✉s✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t s✉r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ② ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣♦✉r✲
❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ s✉r✲ ❡t s♦✉s✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ♥✉❧s ♦✉ ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡
❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 8✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ s✉r✲ ❡t s♦✉s✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡s t❛✉① r❡st❡♥t très ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✉✛✲
✐s❛♠♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ➚ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
✈♦①❡❧s ♣❛r ❝♦✉♣❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♣❧❛❝és s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧à ♦ù
❧✬❡✛❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❡❧ r❡♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
❥❛♠❛✐s r❡♥❝♦♥tré ❞❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r à 2 s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱
❛✈❡❝ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r
✉♥ ❢❛♥tô♠❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❇r❛✐♥❲❡❜ ❬✻✵❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t
❧✬■❘▼ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❡♥ ❉❡♥s✐té
❞❡ Pr♦t♦♥s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ s✉❥❡t ❡t s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ✷✶✼
❝♦✉♣❡s ❞❡ ✶✽✶ × ✶✽✶ ✈♦①❡❧s ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ✶ ♠♠✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥✲
t❛♥t ✸✪ ❞❡ ❜r✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t✐ss✉ ❧❡ ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ✷✵✪ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡st
s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ♥♦tr❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✾✾

❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ❇r❛✐♥❲❡❜ ✲ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♥♦tr❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❈❙❉ ❂ ✵✳✾✽✶✮ ✲ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡ ❇r❛✐♥❲❡❜

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❡t ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ✭❈❙❉✮ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝✐♥q ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✱
à s❛✈♦✐r ✿ ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥ ✭▲❈❘✮✱ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✱
❧❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧ ❡t ❧❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s ❧❛tér❛✉①✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❡①♣r✐♠é ❡♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t✐ss✉ ❧❡ ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ❈❙❉ ❡st
❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

CSD = 2 · Card(Res ∩ V T )

Card(Res) + Card(V T )
✭✹✳✼✮

Res ét❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t V T ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❑❛♣♣❛ ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✸✹✸❪✳ ❈❡t ✐♥❞✐❝❡ ✈❛✉t 0 q✉❛♥❞ ❧❡s ❞❡✉① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t r✐❡♥ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥
❡t 1 q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t
✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❈❙❉ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡
s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ♦✉ ♣❡t✐t❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s ❡t ❧❡ ▲❈❘✮ ♦✉ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s
❣r♦ss❡s ✭s✉❜st❛♥❝❡s ❜❧❛♥❝❤❡s ❡t ❣r✐s❡s ♦✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✮✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣❛ss❡r ❞❡ ❝❡



✶✵✵ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

◆✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té
✵✪ ✷✵✪ ✹✵✪

▲✐q✉✐❞❡ ❈é♣❤❛❧♦ ❘❛❝❤✐❞✐❡♥ ✵✳✽✾✷ ✵✳✽✾✶ ✵✳✽✾✷
❙✉❜st❛♥❝❡ ●r✐s❡ ✵✳✾✸✷ ✵✳✾✷✹ ✵✳✾✷✼
❙✉❜st❛♥❝❡ ❇❧❛♥❝❤❡ ✵✳✾✻✶ ✵✳✾✺✹ ✵✳✾✺✽
P❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧ ✵✳✾✽✸ ✵✳✾✽✶ ✵✳✾✽✷
❱❡♥tr✐❝✉❧❡s ✵✳✾✹✻ ✵✳✾✹✹ ✵✳✾✹✹

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ❇r❛✐♥❲❡❜ ✿ s❝♦r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜✐❛✐s ❡t ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts✳

♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t r❡st❡r ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ♣rès ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛❣♥❛♥t ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é❡
♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❡st à ♣❡✉ ♣rès s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❜r✉✐t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t 3✪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ✈❛ ♣❛s
❞❡ ♠ê♠❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡✐♥t ✺✪ ❡t ❛✉✲❞❡❧à✳ ▲❡ ❈❙❉ ❝❤✉t❡ ❛❧♦rs ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❡t
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t ♠❛✉✈❛✐s❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s
str✉❝t✉r❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ▲❈❘✮ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❈❙❉ ❡st ❧✐é à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ✈❛r✐❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♣❡t✐t❡✳ ❋♦rt ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ✜❛❜❧❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✱ ❞♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧❡s ❬✼✻❪✱ ❛✉ss✐ ❝❡tt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❜r✉✐t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
✐♥s✉r♠♦♥t❛❜❧❡✳

◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t
✵✪ ✶✪ ✸✪ ✺✪ ✼✪ ✾✪

▲✐q✉✐❞❡ ❈é♣❤❛❧♦ ❘❛❝❤✐❞✐❡♥ ✵✳✾✸✷ ✵✳✾✶✻ ✵✳✽✾✶ ✵✳✼✸✷ ✵✳✻✹✷ ✵✳✺✸✶
❙✉❜st❛♥❝❡ ●r✐s❡ ✵✳✾✼✶ ✵✳✾✹✽ ✵✳✾✷✹ ✵✳✽✹✸ ✵✳✼✶✷ ✵✳✺✾✷
❙✉❜st❛♥❝❡ ❇❧❛♥❝❤❡ ✵✳✾✽✵ ✵✳✾✼✻ ✵✳✾✺✹ ✵✳✽✽✻ ✵✳✼✸✷ ✵✳✻✶✽
P❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧ ✵✳✾✽✸ ✵✳✾✽✶ ✵✳✾✽✶ ✵✳✾✶✶ ✵✳✼✹✶ ✵✳✻✷✶
❱❡♥tr✐❝✉❧❡s ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✺✸ ✵✳✾✹✹ ✵✳✽✻✺ ✵✳✼✷✻ ✵✳✻✵✷

❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ❇r❛✐♥❲❡❜ ✿ s❝♦r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts✳

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ♦✉ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① tr♦✉✈és ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ 3✪ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t 20✪ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❆✐♥s✐✱
❆s❤❜✉r♥❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✾❪ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❈❙❉ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0.932 ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡ à 0.978
♣♦✉r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t ❀ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲❖❈❯❙ ❞❡ ❙❝❤❡rr❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✼✶❪ ♦❜t✐❡♥t 0.83 ♣♦✉r ❧❡
▲❈❘✱ 0.94 ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡ ❡t 0.96 ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡t ❇r✐❝q ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✹✵❪
♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❈❙❉ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 0.96 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t✐ss✉✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① t❛❜❧❡s s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥✱ ❞❡
❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡ ❡t ❞❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✵✶

6✪✱ 7✪✱ 10✪ ❡t 8% ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❈❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡
s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✹✳✸✳✸✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❯♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ s✉r ❧❡s t✐ss✉s s❛✐♥s ♦✉
♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡s s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ P♦✉r é♣r♦✉✈❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❇r❛✐♥❲❡❜ ❬✻✵❪ ♣♦✉r ❞❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s ♦✉ ❞❡s
s✉❥❡ts ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s s✐♠✉❧é❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡
✸✪ ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ✷✵✪✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥❡
❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❈❡tt❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♥t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❝❡tt❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s✱ s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❧é❛t♦✐r❡✱ s♦✐t ♣❛r ér♦s✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♠❡s✉ré ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❣r❛✐♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞♦♥t ♥♦✉s
❞✐s♣♦s✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✭❡①♣r✐♠é ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✮ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳ ❈♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ✿ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✳ ❈♦✉r❜❡
❜❧❡✉❡ ✿ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✳ ❈♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ✿ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧✳ ❈♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ✿ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❣r❛✐♥❡s s❡✉❧❡s ✭s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮ ✲ ❚r❛✐t ♣❧❡✐♥ ✿ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❚r❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ✿
❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥✳



✶✵✷ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

P♦✉r ❧❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé tr♦✐s ❞❡s ❝✐♥q ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧✳ P♦✉r
❧❡s s✉❥❡ts ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssé q✉✬à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s
❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶
♣♦✉r ❧❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s ❡t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❥❡ts ❛tt❡✐♥ts ❞❡ s❝❧ér♦s❡
❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ♠❡♥é❡ 25 ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ♣rés❡♥té❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ét❛♥t ❞❡ ±1.9✪ ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡
❣r✐s❡✱ ±1.2✪ ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ ±1.1✪ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧ ❡t ±1.3✪
♣♦✉r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✭❡①♣r✐♠é ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✮ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ❈♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ✿
❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡ ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ ✿ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❞é❝✐♠❛t✐♦♥
♣❛r ér♦s✐♦♥✳ ❈♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ✿ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s❡✉❧❡s ✭s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ❩✐❥❞❡♥❜♦s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✹✸❪✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡
s✉♣ér✐❡✉r à 0.7 ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ très ❜♦♥✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡s
str✉❝t✉r❡s s❡❣♠❡♥té❡s s♦♥t ♣❡t✐t❡s✳ ■❝✐✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ❛tt❡✐♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❣r❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❡ 5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t
7✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✱
❝❡ s❝♦r❡ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r 5 à 6✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✱ 2 à 3✪ ♣♦✉r
❧❛ s✉❜t❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧ ♣♦✉r ❞❡s ❞é❝✐♠❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ✐❧ ❡st
❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❛s✐ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞❡s ❞é❝✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ér♦s✐♦♥✳



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✵✸

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ✏❣❛✐♥✑ ❞❡ ❈❙❉✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡tr❛♥❝❤é ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❈❙❉ ❞✉❡ à ❧❛
s❡✉❧❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ✏s♦✉str❛✐r❡✑ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✶
❡t ✹✳✶✷ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡✳ ❈❡ ❣❛✐♥ ❡st ♣rés❡♥té s✉r
❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✹✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ② ✈♦✐r q✉❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❣r❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡♥✈✐r♦♥ 10✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❡t ❡♥✈✐r♦♥
6✪ ❞✉ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧✱ 8✪ ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡t 11✪ ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥
♣❧❛q✉❡s ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❱❛♥✲▲❡❡♠♣✉t ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✵✹❪✱ ❋r❡✐❢❡❧❞ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✵✻❪
❡t ❘♦✉ss❡❛✉ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✻✷❪ s✉r ✉♥ s✉❥❡t ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠♦❞éré❡ ✭❛✈❡❝
✉♥ ✈♦❧✉♠❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ 0.4 ♠❧✮✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ✭10✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té
t❡rr❛✐♥✮✱ ❧❡ s❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ 0.93 q✉❛♥❞ ❱❛♥✲▲❡❡♠♣✉t ♦❜t✐❡♥t 0.80
✭s❝♦r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❋r❡✐❢❡❧❞ ❞❛♥s ❬✶✵✻❪✮✱ ❋r❡✐❢❡❧❞ 0.77✱ ❘♦✉ss❡❛✉ 0.63 ❡t ❇r✐❝q 0.79✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ✕ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✭❡①♣r✐♠é
❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✮ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①✳ ❈♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ✿ s✉❜st❛♥❝❡
❣r✐s❡✳ ❈♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡ ✿ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✳ ❈♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ✿ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧✳ ❚r❛✐t ♣❧❡✐♥ ✿ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥
❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❚r❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ✿ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥✳



✶✵✹ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✕ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✭❡①♣r✐♠é
❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✮ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ❚r❛✐t ♣❧❡✐♥ ✿
❣❛✐♥ ❡♥ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❚r❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ✿ ❣❛✐♥ ❡♥ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❞é❝✐♠❛t✐♦♥
♣❛r ér♦s✐♦♥✳

✹✳✸✳✹ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡
s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s s✉r ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t
♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ♥♦✉s ❛ ♣❛r✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛♥❝❡r
❧❡s ♠ê♠❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t r❛r❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ❣é♥ér✐q✉❡s✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡ ♥♦✉✈❡❧
♦✉t✐❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s✳ ❈❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✲
✐sés ♣❛r ❧❡s ♣r❛t✐❝✐❡♥s ❧♦rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ❚r♦✐s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
♥♦✉s ♦♥t ♣❛r✉ ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❜✉t ✿ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❋▲❆■❘ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ❚❚❋✮✱ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦t♦♥ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❚❚P✮ ❡t
❡♥✜♥ ❚✶✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡t ❋▲❆■❘ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❚●❋✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦✉✈r❡♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡ st❛❞❡s
❝❧✐♥✐q✉❡s✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✹ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞✬é♣r♦✉✲
✈❡r ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ❧❡s ♠ê♠❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✈❡❝



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✵✺

❚②♣❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ❚❛✐❧❧❡ ❞❡s
❞✬■❘▼ ❙✉❥❡ts ❝♦✉♣❡s ❝♦✉♣❡s ✈♦①❡❧s

❚❚❋ 6 138 256× 256 1 ♠♠ ✐s♦♠étr✐q✉❡
14 160 256× 256 1 ♠♠ ✐s♦♠étr✐q✉❡

❚❚P 8 217 181× 181 1 ♠♠ ✐s♦♠étr✐q✉❡
14 160 256× 256 1 ♠♠ ✐s♦♠étr✐q✉❡

❚●❋ 19 160 256× 256 1 ♠♠ ✐s♦♠étr✐q✉❡

❚❛❜✳ ✹✳✹ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s✳

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❇r❛✐♥❲❡❜✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡①♣r✐♠é ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥ q✉✐ ✐❝✐ ét❛✐t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❧✐♥é❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡①♣❡rt s✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s s✉❥❡ts✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ✷✺ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t ❀ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥té❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st
❞❡ ±3✪ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❚❚❋✱ ±2.4✪ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❚❚P ❡t ±1.8✪ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❚●❋✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡st ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❚❚❋ s❡♠❜❧❡♥t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣✲
té❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐✲
❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ 0.972 ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 6✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té
t❡rr❛✐♥✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❚❚P s❡ ❝❧❛ss❡♥t ❡♥ s❡❝♦♥❞✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❈❙❉ ♠♦②❡♥ ❞❡ 0.777 ♣♦✉r ❧❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❚●❋ ♥✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ 0.593 ♣♦✉r ❝❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡✳

▲✬❛✉tr❡ ❢❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ér♦s✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❈❙❉ ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ❜❛s ❞❡ 10✪ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡st ❞é❝✐♠é❡
♣❛r ér♦s✐♦♥✳ ❉❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s❡ ♣r♦✜❧❡♥t q✉❛♥t à ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥✱ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❧és✐♦♥s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❛s✲
s❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s ♣❡t✐t❡s ❧és✐♦♥s ♣rés❡♥t❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦ss❡s✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t
❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♠✐s❡s ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♥✬② ❡st ♣rés❡♥t❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s
❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ér♦s✐♦♥ ♦♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡✲
♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧és✐♦♥s✱ ✉♥ ❜✐❛✐s
❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈♦✉❧✉ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é ❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉
❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s❞✐t❡s ❣r❛✐♥❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❡ ❣❛✐♥
❡♥ ❈❙❉ ♣r♦❝✉ré ♣❛r ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡



✶✵✻ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡①♣r✐♠é ❡♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❈♦✉r❜❡s r♦✉❣❡s ✿ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❚❚❋✱ ❝♦✉r❜❡s ✈❡rt❡s ✿ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❚❚P✱ ❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉❡s ✿ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❚●❋✱ ❈♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ✿ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s❡✉❧❡s ✭s❛♥s
✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮ ❀ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ ✿ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞é❝✐♠é❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ✿ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
❞é❝✐♠é❡ ♣❛r ér♦s✐♦♥✳

✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t②♣❡s ❞❡
séq✉❡♥❝❡s ♣rés❡♥t❡s✳ ❉❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✱ ❝❡ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧
❡st ♦❜t❡♥✉ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r 6✱ 8✱ 11✱ 14✱ 16 ❡t 18✪ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✼✱ ✹✳✶✽ ❡t ✹✳✶✾ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱
❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❥❡✉①
❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞érés ✭❚❚❋✱ ❚❚P ❡t ❚●❋✮✳

✹✳✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ❡t ❞✬♦❡❞è♠❡s ♣ér✐✲
t✉♠♦r❛✉①

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ s✉r ❞❡s ■❘▼ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts ❛✈❡❝ t✉♠❡✉rs✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s t❡sts ét❛✐t
❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧✬♦❡❞è♠❡ ♣ér✐✲t✉♠♦r❛❧ ❡t ❧❛ t✉♠❡✉r ❡❧❧❡✲
♠ê♠❡✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬■❘▼ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡ ❜✉t s♦♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱
❡♥ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠✱ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ✶✽✷ ❝♦✉♣❡s ❞❡ 256 × 256 ✈♦①❡❧s
✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ 1 ♠♠ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❋❧❛✐r ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ✭t❛✐❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✿ 34 ❝♦✉♣❡s ❞❡
704× 704 ✈♦①❡❧s ❞❡ 0.34 ♠♠ ❞❡ ❝ôté ❛✈❡❝ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ 4 ♠♠✮✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✵✼

❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✕ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s
❡①♣r✐♠é ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❈♦✉r❜❡s r♦✉❣❡s ✿ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❚❚❋✱ ❝♦✉r❜❡s ✈❡rt❡s ✿ ❥❡✉
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❚❚P✱ ❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉❡s ✿ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❚●❋ ❀ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ ✿ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞é❝✐♠é❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱
tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ✿ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞é❝✐♠é❡ ♣❛r ér♦s✐♦♥✳

♦♥t été r❡❝❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡✳

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s s✉❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❧à ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉♥❡ ✈ér✐té
t❡rr❛✐♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥❡ ❞é❧✐♥é❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬♦❡❞è♠❡ ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt✳
❈✬❡st ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡①♣❡rt q✉❡ s✬❡st ❢❛✐t❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① t✉♠❡✉rs✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ tr❛✈❛✐❧❧❡r ♣✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t✐ss✉ ❝♦♥s✐❞éré ✭s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱ s✉❜✲
st❛♥❝❡ ❣r✐s❡✱ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥✱ ♦❡❞è♠❡ ❡t t✉♠❡✉r✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s✉r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✱
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡♥
♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ 7✪ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✭❚●❋✮ ♣r♦❝✉r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
séq✉❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♥térêts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐❝✐✱ ❡❧❧❡s
s♦♥t ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ t❛✐❧❧❡ ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s✉✣t ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r
❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s t♦✉t❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s
❝❧❛ss❡s✳



✶✵✽ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❚❚❋✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ séq✉❡♥❝❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✶✱ ❚✷
❡t ❋❧❛✐r✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✿
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ✿ rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✭✈❡rt ✿ ✈♦①❡❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜é ❀ ❜❧❡✉ ✿ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❀ ❥❛✉♥❡ ✿ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✮✳



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✵✾

❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❚❚P✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ séq✉❡♥❝❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✶✱
❚✷ ❡t ❉❡♥s✐té ❞❡ Pr♦t♦♥✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥
❜❛s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ✿ rés✉❧t❛ts
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✈❡rt ✿ ✈♦①❡❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜é ❀ ❜❧❡✉ ✿ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❀ ❥❛✉♥❡ ✿ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✮✳



✶✶✵ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❚●❋✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ séq✉❡♥❝❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✶✱
❋❧❛✐r ❡t ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s à
❞r♦✐t❡ ✿ rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✈❡rt ✿ ✈♦①❡❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜é ❀ ❜❧❡✉ ✿ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❀ ❥❛✉♥❡ ✿ ❢❛✉①
♥é❣❛t✐❢✮✳



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✶✶

❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t✉♠❡✉r ❡t ❞❡ s♦♥ ♦❡❞è♠❡ ✿ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ ✐♠❛❣❡ ❚✶ ✭♠✐❧✐❡✉✮
❡t ✐♠❛❣❡ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ✭❞r♦✐t❡✮✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ t✉♠❡✉r ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t ❧✬♦❡❞è♠❡ ✭❣r✐s
❢♦♥❝é✮ s♦♥t ❜✐❡♥ s❡❣♠❡♥tés✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ✾✵ s❡❝♦♥❞❡s✳ ▲❡ ❈❙❉
♠♦②❡♥ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞❡ 0.84± 0.03 ♣♦✉r ❧✬♦❡❞è♠❡ ❡t 0.91± 0.02 ♣♦✉r ❧❛ t✉♠❡✉r✳

✹✳✸✳✻ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ét✉❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥✲
térêt ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞✬■❘▼ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

✹✳✸✳✻✳✶ ❈❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬■❘▼ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s❡
s②♥t❤ét✐s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ r❛♥❣ 2✱ i.e. ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐ rés✉♠❡✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

▲❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r T ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

T = V ·D · V T ✭✹✳✽✮

♦ù ✿

D =



λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


 ✭✹✳✾✮

V =
[
e1 e2 e3

]
✭✹✳✶✵✮

❛✈❡❝ λi ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r D ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ei ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡



✶✶✷ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❝❡ t❡♥s❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡r✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❧✬❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❆✮ q✉✐ s❡rt
à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r✳ ▲❛ ❋❆ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡
✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❧✬✉♥✐té q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❛ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
❝♦♠♣❧èt❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡ ❇✐❤❛♥✱
▼❝●r❛✇ ♦✉ ▼❛s✉t❛♥✐ ❬✶✼✻✱ ✷✶✻✱ ✷✶✶❪✳

▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FA =

√
3
[
(λ1 − λµ)2 + (λ2 − λµ)2 + (λ3 − λµ)2

]

√
2
(
λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

) ✭✹✳✶✶✮

♦ù λµ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r D✳
➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ e1✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ■❘▼ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲✬✐♥✲

t❡♥s✐té ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ ❡st ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té ♣❛r ❧❛ ❋❆✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥✲
♥❡r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡♥t
P❛❥❡✈✐❝ ❡t P✐❡r♣❛♦❧✐ ❬✷✸✷❪✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡t ✐♠❛❣é✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t
❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛①❡ ❣❛✉❝❤❡✲❞r♦✐t❡
✭s✉✐✈❛♥t e1x✮ s❡r❛ ❝♦❞é ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r r♦✉❣❡✱ ❧✬❛①❡ ❛♥tér♦✲♣♦stér✐❡✉r ✭s✉✐✈❛♥t e1y✮ ♣❛r
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✈❡rt❡✱ ❡♥✜♥✱ ❧✬❛①❡ ❝r❛♥✐♦✲❝❛✉❞❛❧ ✭s✉✐✈❛♥t e1z✮ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❡✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ✭①✱②✱③✮✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❧❡ tr✐♣❧❡t ✭r✱✈✱❜✮ s✉✐✈❛♥t ✿

r = |e1x| × FA
v = |e1y| × FA ✭✹✳✶✷✮

b = |e1z| × FA
✭✹✳✶✸✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛rt❡✳

✹✳✸✳✻✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✿ ❜✉t✱ ❝✐❜❧❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡

▲❡ ❜✉t ❞❡ ♥♦s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❡st ✐❝✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡✱ r❛♣✐❞❡ ❡t ❡❢✲
✜❝❛❝❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥térêt ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♥térêt ❡♥ tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡ s♦♥t ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ✜❜r❡s ❀ ❝❡s ✜❜r❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥
♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞ét❡❝t❛❜❧❡s ♣❛r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉✳

◆♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ à ❞❡✉① ❝✐❜❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❡t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉
♣②r❛♠✐❞❛❧✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ♣✉✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s❡❣♠❡♥t❡r✳



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✶✸

❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝✐❜❧❡s

▲❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❡st✱ s❡❧♦♥ ❏♦✛r✐♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✺✶❪✱ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬❛①♦♥❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❛♥t
❧❡s ❞❡✉① ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❝éré❜r❛✉① ❡t r❡❧✐❛♥t ❧❡s ✹ ❧♦❜❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥tr❡ ❡✉① ✭❧♦❜❡s ❢r♦♥t❛✉①✱
t❡♠♣♦r❛✉①✱ ♣❛r✐ét❛✉① ❡t ♦❝❝✐♣✐t❛✉① ❣❛✉❝❤❡s ❡t ❞r♦✐ts✮✳ ▲❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ ❧❡
tr❛♥s❢❡rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳

❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❡st ❜✐❡♥ ✈✉ q✉❛♥❞ ♦♥ é❝❛rt❡ ❧❛ s❝✐ss✉r❡ ✐♥t❡r✲
❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ✉♥ ❛s♣❡❝t ❛r❝✐❢♦r♠❡ ❡t ❞✬❛✈❛♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❜❡❝
✭♦✉ r♦str✉♠✮ ♣✉✐s ❧❡ ❣❡♥♦✉✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝♦r♣s✱ ♣✉✐s ❧❡ ❜♦✉rr❡❧❡t ✭♦✉ s♣❧é♥✐✉♠✮✳

❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉①✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝❡♥tr✐♣èt❡s✱ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡
❛✛ér❡♥t❡✱ ✉♥✐❧❛tér❛❧❡✱ ❛✉r♦♥t ✉♥❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❜✐❧❛tér❛❧❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s
❡t ❝❡tt❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❥♦✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ tr❛♥s❢❡rt
❞✬✉♥ ❤é♠✐s♣❤èr❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♣❡r❝❡♣t✐✈❡s ❡t ♠♦tr✐❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①♦♥❡s ♠♦t❡✉rs ❝♦rt✐❝♦✲s♣✐♥❛✉① q✉✐
tr❛♥s♠❡tt❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ♠✉s❝❧❡s
❞✉ ❝♦r♣s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧ ❥✉sq✉✬❛✉① ♠♦t♦♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦r♥❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛
♠♦❡❧❧❡ é♣✐♥✐èr❡✳ ❈❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣②r❛♠✐❞❡ ✐♥✈❡rsé❡
✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧ ❡t s❡ r❡❥♦✐❣♥❛♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❬✸✷✵❪✳



✶✶✹ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝✐❜❧❡s ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❧❛♥❝❤❡s
✐ss✉❡s ❞✉ ♠❛♥✉❡❧ ❞✬❛♥❛t♦♠✐❡ ❞❡ ❍❡♥r✐ ●r❛② ❬✶✶✾❪✳

✭❛✮ ▲❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉
❝❡r✈❡❛✉

✭❜✮ ▲❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ♣②r❛♠✐❞❛✉① s♦♥t ✜❣✉rés ❡♥ r♦✉❣❡

❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✕ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❡t ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ▲❡s ✜❜r❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❝❡s ❝✐❜❧❡s ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r s✉r ❧❛ ❝❛rt❡ ✭à s❛✈♦✐r ❧✬❛①❡ ❝r❛♥✐♦✲❝❛✉❞❛❧
♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❡t ❧✬❛①❡ ❣❛✉❝❤❡✲❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉①✮ ✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é
♦♣♣♦rt✉♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❛
❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❥✉sq✉❡✲❧à à ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ ♣rès q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ■❘▼ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st
❞é❥à ❝réé❡ ♣❛r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❆ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❡♥ ■❘▼ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

◆♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ♣♦✉r
❝♦♥st✐t✉❡r ❧❡ ♣✉✐ts✳ ◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥ r❡t♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s ❛②❛♥t ✉♥❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❊♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡
♥♦tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧✱ tr♦✐s ③♦♥❡s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✿ ❧❡s ❞❡✉① ♣②r❛♠✐❞❡s
✐♥✈❡rsé❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤é♠✐s♣❤èr❡ ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉①✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s s✐t✉é❡s à ❧✬❛♣❡① ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡t ❝❡❧❧❡ s✐t✉é❡ à ❧❛ ❜❛s❡✱ ❧❡s ✜❜r❡s
♥✬♦♥t ♣❧✉s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡❣♠❡♥té❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❊♥ ❧❛♥ç❛♥t ✉♥❡ tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ✉♥❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧✬❛♣❡①✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r t♦✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐s❝❡❛✉✳



❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✶✶✺

✹✳✸✳✻✳✸ ❘és✉❧t❛ts

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❡t ♥♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❛s à s❡❣♠❡♥t❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♠❛✐s à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ✉♥❡ tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r 17 ❡♥❢❛♥ts
s❛✐♥s â❣és ❞❡ 8 à 18 ❛♥s ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ 80 ❝♦✉♣❡s ❞❡ 180× 180 ✈♦①❡❧s
✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ 2 ♠♠✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ③♦♥❡s s❡❣♠❡♥té❡s ❡♥ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s✳ ❈❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥térêt ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ✉♥ r❛❞✐♦❧♦❣✉❡ ♣♦ssé❞❛♥t
✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞✬❡①♣❡rt✐s❡✳ ❊♥ ❜❧❡✉ ❡t ❡♥ r♦✉❣❡✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s
❡♥ ♣②r❛♠✐❞❡ ✐♥✈❡rsé❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣❛rt✐❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❡t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡♥ ✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❢❛✐s❝❡❛✉✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ✜❣✲
✉ré❡ ❡♥ ❥❛✉♥❡ ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉①✳ ❈❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ♦ù ❧❡s r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s t❡r♠✐♥❛❧❡s s♦♥t ❛❜s❡♥t❡s q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦r♣s
❝❛❧❧❡✉① ♦ù ❧❡s ✏❝♦r♥❡s✑ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦♥t ♦♠✐s❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡ ❜✉t ✜①é✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✭❛✮ ❱✉❡ ❞❡ ❢❛❝❡ ✭❜✮ ❱✉❡ ❞❡ ❞❡ss✉s

✭❝✮ ❱✉❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭❞✮ ❱✉❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡

❋✐❣✳ ✹✳✷✸ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❡t ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧✳ ❊♥ ❜❧❡✉ ❡t ❡♥ r♦✉❣❡ ✿
♣❛rt✐❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧✳ ❊♥ ✈❡rt ✿ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧✳ ❊♥ ❥❛✉♥❡ ✿
❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉①✳



✶✶✻ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉✬❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ t✐ss✉s✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s t✉♥✐q✉❡s
❞✬✉♥ ♦✐❣♥♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ r❛♣✐❞❡ ❡t r♦❜✉st❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ✉♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✐sé ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ✏❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡✑✳

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s✬❡st ♠♦♥tré❡ ♣ré❝✐s❡ ❛✈❡❝
❞❡s rés✉❧t❛ts é❧♦q✉❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ré❣✐♦♥s ❡t
❜❛sé❡s ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛♦rt ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ♦✉ ❧❡ r❡tr❛✐t
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❣r❛✐♥❡s ♣❡✉t✱ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❝❧✐❝s✱ ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✈♦①❡❧s ♠❛❧ ❝❧❛ssés ❞❡
♣r✐♠❡ ❛❜♦r❞✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♠❛✐s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞✲
è❧❡ r♦❜✉st❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❡t ❞❡s t✐ss✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❚❘❊▼ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
❆ït✲❆❧✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸❪ ♣✉✐s ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✵✾❪✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝❡tt❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❘❱❇ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r
❡t ❧❡s ■❘▼ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ❖r✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥✲
str✉✐t ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r q✉✐ ❡st ❧✬♦❡✐❧ ❤✉♠❛✐♥ ❡t✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡
t❡❧✱ ✐❧ ♣❡✉t s❡ ♠♦♥tr❡r s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ■❘▼ ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛❧✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐sé
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉♣❡r✈✐sé❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P

➱t✉❞✐❡✱ ♥♦♥ ♣♦✉r s❛✈♦✐r ♣❧✉s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r s❛✈♦✐r ♠✐❡✉①✳
❙é♥èq✉❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♣❛r ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡
❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ré❛❧✐sé ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❉❛♥✐❡❧ ●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦✱ ❞♦❝t♦r❛♥t ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ éq✉✐♣❡✳ ❙❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦rté❡s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s
❝éré❜r❛✉① ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ❡st✐♠é ♣❛r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❬✷✷✾❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡♠❛♥❞é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

✺✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉①

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡s ■❘▼ s♦✐t ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ r✐❝✐❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t
❉✐❡tr✐❝❤ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✽✻❪✱ ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ♦♥t été ♠♦❞é❧✐sé❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès
♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✢♦✉ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s à ✸ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✬❛✈èr❡
✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳ ❊t ❝❡❧❛ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s✱ ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤r♦❡t❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✼✷❪ ♦✉ ❲❡❧❧s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✶✻❪✱ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ✭❙❊P✮ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱❛♥ ▲❡❡♠♣✉t ❡t
❝♦❧❧✳ ❬✸✵✹❪ ♦✉ ❞✬❆ït✲❆❧✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸❪✳ ❈❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① tr♦✐s t✐ss✉s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞érés ❥✉sq✉❡✲❧à✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥ ✭▲❈❘✮✱ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡

✶✶✼



✶✶✽ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P

❣r✐s❡ ✭❙●✮ ❡t ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ✭❙❇✮✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P s♦♥t ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡
❝♦♥s✐❞éré❡s ♥♦♥ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡r✲
r❛♥t❡s ✭♦✉ ♦✉t❧✐❡rs ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❝❧❛ss❡s ❞❡ t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡
♥♦r♠❛❧❡ ✭❚❈❆◆✮ ❬✸✵✹✱ ✾✹✱ ✸❪✳

✺✳✶✳✶ ❊▼ r♦❜✉st❡ ❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦♥❞éré ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé ♣♦✉r
❧❡s ❚❈❆◆

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡s m séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡
✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡♥s✐té yi = [yi1 ...yim ] ❞✉ ✈♦①❡❧ i ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✿

f(yi|θ) =

3∑

j=1

αj · N (µj ,Σj) ✭✺✳✶✮

♦ù ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µj ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σj ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ N (µj ,Σj)✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦té θ✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r
❧✬❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❊▼❱✮ ✿

θ̂ = arg max
θ
V (θ) = arg max

θ

n∏

i=1

f(yi|θ) ✭✺✳✷✮

s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s yi ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t
❞✐str✐❜✉é❡s✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❊▼❱✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❬✽✶❪✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é
❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐t✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✐tér❛✲
t✐✈❡♠❡♥t θ̂✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θl✱ ❧✬❊▼ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s θl+1 ♦ù V (θl) ≥ V (θl+1)✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡t ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① é❝✉❡✐❧s ♠❛❥❡✉rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♥✬❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ V ❀ ❞❡s ❥❡✉①
✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ0 ❞✐✛ér❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ❥❡✉ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥ é♣✐♥❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ é❝✉❡✐❧ ❡st ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡
❧✬❊▼❱ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s✳ ❊♥ st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t
❞❡ r✉♣t✉r❡ ✭P❘✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s
s✉✣s❛♥t à ❢❛✉ss❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❬✷✷✺❪ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❊▼❱✱ P❘= 0✳

●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦ ❡t ❝♦❧❧✳❬✶✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① é❝✉❡✐❧s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s
❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❡♥✜♥✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ V ♣❛r
❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡ V T ❞❡ ◆❡②❦♦✈ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✷✾❪ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s✳



❚❤é♦r✐❡ ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① ✶✶✾

✺✳✶✳✶✳✶ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❯♥❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❡st ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❬✷✶✼❪✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡
à ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❊▼ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ❡♥s✉✐t❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ V ♠❛①✐♠✉♠ ❀ ♣❧✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣❧✉s
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
❛✉❣♠❡♥t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞♦♥✲
♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❛t❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❬✸✵✹❪✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r
❛✉① ❝❧❛ss❡s ▲❈❘✱ ❙● ♦✉ ❙❇✳ ▲✬❛t❧❛s ❡st r❡❝❛❧é ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✉ s✉❥❡t ❡t
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡
t✐ss✉ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛t❧❛s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❛t❧❛s ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡✉① ❞é❢❛✉ts
♠❛❥❡✉rs ✿ ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ très ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬❛t❧❛s ♣❡✉t
✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❝♦rr❡❝t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞❡ ❙❊P ❡t ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡
sé✈èr❡ ❛tr♦♣❤✐❡ ❝éré❜r❛❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✵✾❪ q✉✐ ❡st ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇✐❡r♥❛❝❦✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹❪ ♠❛✐s ❡♥
✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❀
❡♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❥❡✉①
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❀ ❡♥✜♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝✉r❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡
❡t ❧✬❊▼ ❡st r❡❧❛♥❝é ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❊▼
✐♥✐t✐❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ❡♠♣❧♦②é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❚❈❆◆✱ ❛✐♥s✐ ❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❚❈❆◆✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t✐ss✉ t ❡t séq✉❡♥❝❡ s✱ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ht,s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈♦①❡❧s ❝❧❛ss✐✜és ♣❛r ❧✬❊▼ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❚✶ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s ❡t ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t♦✉s ❧❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❡①tr❛✐ts
❡t ❧❡s ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐és s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t✐ss✉ ❡t séq✉❡♥❝❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t✐ss✉ ❧❡
♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ▲❈❘ s✉r ❧✬■❘▼ ♣♦♥❞éré ❡♥ ❚✷ ♦✉ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉ ♣♦✉r ❧❛ ❙❇✮✳
❈❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✐ss✉ ❞❛♥s ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❊▼ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✺✳✶✳✶✳✷ ▲♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦♥❞éré ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡ ✭❊P❱❚✮ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧❡s k ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r♠✐ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st
♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲✬❊P❱❚ ❛ été ♣r♦♣♦sé ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❍❛❞✐ ❡t ▲✉❝❡ñ♦ ❬✶✷✸❪ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❡t ♣❛r ❱❛♥❞❡✈ ❡t ◆❡②❦♦✈ ❬✸✵✻❪ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿



✶✷✵ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P

θ̂EPV T := arg max
θ

k∑

i=1

wv(i)f(yv(i)|θ), ✭✺✳✸✮

♦ù ✿

✕ f(yv(i)|θ) ≥ f(yv(i+1)|θ) à θ ✜①é✱

✕ f(yv(i)|θ) = − logϕ(yi|θ)✱
✕ yi ∈ R

q ♣♦✉r i = 1, ..., n✱ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s
❛✈❡❝ ϕ(y|θ) ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té✱

✕ q ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✱

✕ v = (v(1), ..., v(n)) s♦♥t ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ θ✱

✕ k ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ t❛♠✐s❛❣❡

✕ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s wi ≥ 0 ♣♦✉r i = 1, ..., n s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ f(yv(i)|θ)
t❡❧❧❡s q✉❡ ❛✉ ♠♦✐♥s wv(k) > 0✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s wv(i) = 1 ♣♦✉r i = 1, ..., k ❡t wv(i) = 0✱ s✐♥♦♥✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ q❂✸ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ tr♦✐s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡ q✉❡
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❛①✐♠✐s❡r ✿

V L(θ) :=

k∏

i=1

f(yv(i)|θ), ✭✺✳✹✮

❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s k ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ θ ❞♦♥♥é✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❧❡s n− k ❧❡s ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à n−k✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
♥✬❡st ❛✉❝✉♥❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s s❡✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❊P❱❚ s✉r ❧❡ ❡st✐♠❛✲
t❡✉r ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❊▼ ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés t❛♠✐sés s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡ V L✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ q✉❡
♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ét❛♣❡ ❈ ✭♣♦✉r Concentration✮✱ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛♣❡ ❊ ❡t ❧✬ét❛♣❡ ▼✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡
❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ✈♦①❡❧s s♦♥t tr✐és ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿

f(yv(1)|θ) ≥ f(yv(2)|θ) ≥ ... ≥ f(yv(n)|θ). ✭✺✳✺✮

❆✐♥s✐✱ s❡✉❧s ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs ✈♦①❡❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ▼✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ k ♦ù h = n−k

k ❡t 0.0 ≤ h ≤ 0.5✳
P♦✉r h = 0.0✱ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

■❧ ❛ été ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✈❡rs ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ V L
❡t q✉❡ PR = h ❬✷✷✺❪✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡ ♣❡r♠❡t



▼ét❤♦❞❡s ✶✷✶

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ❛✈❡❝ h✪
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s✳

✺✳✶✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ t❛♠✐s❛❣❡ h ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞✉ r❡❥❡t ❞❡
t♦✉s ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛rt❡❢❛❝ts✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❚❈❆◆✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s h ✈♦①❡❧s r❡❥❡tés ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s ♥♦♥ ❛❜❡rr❛♥ts
q✉✐ s✬✐♥sèr❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❚❈❆◆✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r r❛✣♥❡r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ di ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ i à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❚❈❆◆✳

di = min
∀j
{
√

(yi − µj)
TΣ−1

j (yi − µj)}. ✭✺✳✻✮

♦ù µj ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♠♦②❡♥ ❡t Σj ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ j✳
❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✐ss✉ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐✲

❡♥♥❡✱ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ χ2
m ❛✈❡❝ m ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❬✸✱ ✾✹❪✱

♦ù m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ✭✐❝✐✱ 3✮✳ ▲❡ ✈♦①❡❧ i ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧és✐♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ di ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ χ2

m

♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❡ p✲✈❛❧✉❡✳

✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡s

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❣r❛✐♥❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡
❙❊P✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ✈♦①❡❧s F ❡t O✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r P (Ip|F) ❡t P (Ip|O) ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✺ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞sWpuits

❡t Wsource ❞é❝r✐ts ❝✐✲❛♣rès✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ 4 r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥ ❡①♣❡rt
♣♦✉r r❛✣♥❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐ ❝❡❧❧❡ ♣r♦❝✉ré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡♥❛✐t ♣❛s✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✲
✐s❛t❡✉r ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ ré❣✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❚❈❆◆✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❧✐é à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❡t ❡♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s
❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t✲❧✐❡♥s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
✐♠❛❣❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ s♦✐t



✶✷✷ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❋❧♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥
♣❧❛q✉❡s ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

3✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♣❛t✐❡♥t ❛✐❡♥t été
❛✉♣❛r❛✈❛♥t r❡❝❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡✱ q✉❡ ❧❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛✐❡♥t été
❝♦rr✐❣é❡s ❡t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❡ ❝éré❜r❛❧ ❛✐t été ❡①tr❛✐t✳

✺✳✷✳✶ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é✲
❞❡♥ts✱ ❧❡s ♣♦✐❞s Rp(F) ❡t Rp(O) ♣♦✉r ❧❡ ✈♦①❡❧ p s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

Rp(F) =





∞ s✐ p ∈ F
0 s✐ p ∈ O
− lnP (Ip|O) s✐♥♦♥

Rp(O) =





0 s✐ p ∈ F
∞ s✐ p ∈ O
− lnP (Ip|F) s✐♥♦♥

✭✺✳✼✮

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts F ❡t O s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (Ip|F) r❡✢èt❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r Ip ❞✉ ✈♦①❡❧ p ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✲
t❡♥s✐té ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ F ✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❞♦♥t ♥♦✉s✲♠ê♠❡s✱ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❬✷✽✼✱ ✶✽✵✱ ✸✵❪✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❛✜♥ ❞❡
❝ré❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P✳ P❛r ❝♦♥✲



▼ét❤♦❞❡s ✶✷✸

séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ✈♦①❡❧s F ❡t O✳ ◆♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r P (Ip|F) ❡t P (Ip|O) ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✺ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s Wpuits ❡t
Wsource ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ❈❡s ♣♦✐❞s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣♦s✐t✐❢s ❡t
0.0 ≤ Wpuits,Wsource ≤ 1.0✳ ❆✐♥s✐✱ Wsource ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0.0 q✉❛♥❞ ❧❡s ✈♦①❡❧s
♦♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❡t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1.0 s✐♥♦♥✳

Rp(F) =





∞ s✐ p ∈ F
0 s✐ p ∈ O
− lnWpuits s✐♥♦♥

Rp(O) =





0 s✐ p ∈ F
∞ s✐ p ∈ O
− lnWsource s✐♥♦♥

✭✺✳✽✮

P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ✉❧tér✐❡✉r ❞❡s ❧és✐♦♥s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ✈♦①❡❧s F ❡t O s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❡♥tr❡ ✭✺✳✼✮ ❡t ✭✺✳✽✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s Wsource ❛♥❞ Wpuits s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡s ♣♦✐❞s✱ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ❚❈❆◆ s✉✐✈❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥
à tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♠✐sé❡ ❬✷✷✾❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈♦①❡❧s ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s ✈♦①❡❧s✳ ▲❡s ✈♦①❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈♦①❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s
♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱ ❛✐♥s✐✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s
p✲✈❛❧✉❡s ♥✬❡st ♣❛s s❡✉✐❧❧é❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ●❛r❝✐❛✲▲♦r❡♥③♦
❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✵✱ ✶✵✾❪✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✜♥ ❞✬✐♥❝❧✉r❡
♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✳

P♦✐❞s ❞❡s t✲❧✐❡♥s ✈❡rs ❧❡ ♣✉✐ts ✭Wpuits✮ ▲❡s ✈♦①❡❧s q✉✐ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❚❈❆◆ ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝❡s ♣♦✐❞s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ p✲✈❛❧✉❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

Wpuits = 1− p✲value ✭✺✳✾✮

P♦✐❞s ❞❡s t✲❧✐❡♥s ✈❡rs ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭Wsource✮ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s✱ i.e ❧❡s ✈♦①❡❧s ❛✈❡❝
✉♥❡ p✲✈❛❧✉❡ ❢❛✐❜❧❡✱ s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞✉❡s à ❞❡s ✈❡✐♥❡s✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♦✉ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❡t❝✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧❡s ♣♦✐❞s ❝♦rr❡❝ts✳ P♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s
❛❜❡rr❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ à ♣r♦♣♦s ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡
❧és✐♦♥s✳

▲❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ✏❤②♣❡r✲✐♥t❡♥s❡s✑ ❝♦♠✲
♣❛ré❡s à ❧❛ ❙❇ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✷✱ ❉P ♦✉ ❋▲❆■❘✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♠❛✐s ♣♦✉r



✶✷✹ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P

♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣♦✐❞s ✈❛❧✉és ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
✢♦✉❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡①♣❡rt✳ ❆✐♥s✐ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡✉✐❧✲
❧❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❤②♣❡r✲✐♥t❡♥s✐té✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♣♦✐❞s ✢♦✉ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡r✲
✐♥t❡♥s✐té✳

Pd Pf
0
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x

V
al

eu
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d
u

 p
o
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fl
o

u

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲✐♥t❡♥s✐té✳

❈❡ ♣♦✐❞s ✢♦✉ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❧❛ ♣❡♥t❡ ✿ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ Pd ❡t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ Pf ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✷✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t yT2 ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❙❇✳

x =
yT2 − µSBT2

σSBT2

✭✺✳✶✵✮

❛✐♥s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ✢♦✉s ❞❡✈✐❡♥t ✿

WT2 =





0 s✐ x < Pd
x−Pd

Pf−Pd
s✐ Pd ≥ x ≥ Pf

1 s✐ x > Pf

✭✺✳✶✶✮

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ✢♦✉❡ ❞✬❤②♣❡r✲
✐♥t❡♥s✐té s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐❞s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❊❚ ✿



❊①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✶✷✺

Wsource = ET{WDP ,WT2,WFLAIR, p✲value} ✭✺✳✶✷✮

❯♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛♣rès ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ P✉✐sq✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ▲❈❘ ❡①t❡r♥❡ à ❝❛✉s❡ ❞✬❛rt❡❢❛❝ts✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❧és✐♦♥s
❞ét❡❝té❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ s♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ P♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

▲❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✈❡✉❧❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡
✈ér✐✜❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ r❛✣♥❡r ❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s
❧és✐♦♥s ♠❛♥q✉é❡s ❡t ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✶✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❝❧✉t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✣❝❤é❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é❝♦✉✈r❡✱ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ q✉✬✉♥❡ ❧és✐♦♥ ❛
été ♠❛♥q✉é❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛❥♦✉t❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ ✭❝❢✳
éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✽✮✳ P✉✐s ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉t
❛❧♦rs ❧❛ ❧és✐♦♥ q✉✐ ét❛✐t ♠❛♥q✉é❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡t✐r❡r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✭❞❡ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❞❡ ♣✉✐ts✮ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣✉✐ts✳ ❆♣rès ❝❡s ❛❥♦✉ts ❡t s✉♣♣r❡s✐♦♥s✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s t✲❧✐❡♥s ❡t
❞❡s n✲❧✐❡♥s s♦♥t r❡❝❛❧❝✉❧és ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ s♦✉s ♣❡✉✳

✺✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✜①é ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t α = 10 ♠❛✐s
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦❞✐✜❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ❇r❛✐♥❲❡❜ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠♦❞éré❡✱
♣♦✉r ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❞✐✛ér❡♥ts ✭3% ❡t 5%✮ ❡t 20% ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r ♥♦s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs tr♦✉✈é❡s ♣❛r ●❛rí❛✲
▲♦r❡♥③♦ ❬✶✵✽❪ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s✱ à s❛✈♦✐r Pd = 2.5 ❡t Pf = 3.5✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té
❞❡ ❉✐❝❡✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ◗✉❛♥❞ α =
0.0✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♠♣❧♦②é ❡t s❡✉❧❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s α ♣❛r 0.0 ❞❛♥s ✭✺✳✽✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ s❡✉❧❡s
❧❡s ❣r❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❛❣❡ ❡st ❞✬✉♥
✐♥térêt ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ q✉❛♥❞ α ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s
❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ α→∞✱ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡
♦ù s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❞❡✉① t✲❧✐❡♥s ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ■❘▼ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✶✳
❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✿ ■❘▼ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❉P✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ✿ s♦❧✉t✐♦♥ r❛✣♥é❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✭r♦✉❣❡ ✿ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱
❜❧❡✉ ✿ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ✈❡rt❡ ✿ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣rès r❛✣♥❡♠❡♥t✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ α✳ ▲❡s
❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♣❧❛t❡❛✉ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [3; 10]✱ ❝✬❡st ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❛❧✐s❡ s❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳
❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ α → ∞✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❧és✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s
♠❛✐s ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥t très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉
❜r✉✐t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❛♠♦✐♥❞r✐r s♦♥ ✐♠♣❛❝t✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
q✉❛♥❞ α ≤ 1.0✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✐❣♥❡ tr♦♣ ❞❡ ✈♦①❡❧s ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
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❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ α ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❇r❛✐♥❲❡❜✳

P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ◗✉❛♥❞ α = 2✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st
tr♦♥q✉é❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ❞û à ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ✏❜✐❛✐s ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t✑ ❬✸✶✵❪✳
❈❡ ❜✐❛✐s ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡s ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛❧❧♦♥❣é❡ ❀
✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡
❧❡ ❝♦ût ré❣✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭i.e α = 10✮✱
❝❡t ❡✛❡t ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

✺✳✹ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ❈●❆ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ❞❛♥s
❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s
✐♠❛❣❡s ■❘▼ ❞❡ ❞✐① ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞❡ ❙❊P ♦♥t été s❡❣♠❡♥té❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛♥✉❡❧❧❡s ❞é❧✐♥éé❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣❡rts✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✺✳✹✳✶ ❉♦♥♥é❡s

✺✳✹✳✶✳✶ ■♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ✭1✪✱ 3✪✱ 5✪✱ 7✪ ❡t 9✪✮ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✭0✪✱
20✪ ❛♥❞ 40✪✮ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❢❛♥tô♠❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡st
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❈●❆ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ✈ér✐té
t❡rr❛✐♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ❈❙❉✳ ❉❛♥s ❝❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡rr❡✉r ❞✉❡ ❛✉
r❡❝❛❧❛❣❡ ♦✉ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s
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❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❇r❛✐♥❲❡❜ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r α✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✈ér✐té
t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r α = inf✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣♦✉r α = 10✳ ❊♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r α = 2✳

❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ré❞✉✐t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é h✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❊▼
r♦❜✉st❡✱ à 5% ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 10✪✳

✺✳✹✳✶✳✷ ■♠❛❣❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s

▲❡s ✐♠❛❣❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ■❘▼ ♣♦♥❞érés
❡♥ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❉P ❞❡ ✶✵ ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞❡ ❙❊P✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t s✉❜✐ ❧❡ ♠ê♠❡
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✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✿ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❬✷✽✹❪✱ r❡❝❛❧❛❣❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧
✐♥tr❛✲s✉❥❡t ❬✻✸❪ ❡t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❬✷✽✺❪✳

❈❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t ❛ été s❡❣♠❡♥té❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✺ ❡①♣❡rts✳ ❯♥
ét❛❧♦♥ ✭♥♦♠♠é s✐❧✈❡r st❛♥❞❛r❞✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s
✸ ❡①♣❡rts s✉r ❧❡s ✺ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ✈♦①❡❧ ❞❡ ❧és✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❈●❆✮
❡t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❊▼❙ ❞❡ ❱❛♥ ▲❡❡♠♣✉t ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✵✹❪ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡ s✐❧✈❡r st❛♥❞❛r❞ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❈❙❉✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①♣❡rts s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❧és✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ❈❙❉ ♠♦②❡♥ ✐♥t❡r✲❡①♣❡rt ✭❈❙❉■❊✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
❞✬❡①♣❡rts✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❈❙❉ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t♦✉s ❝❡s s❝♦r❡s
❞❡ ❈❙❉ ❢♦r♠❡ ❧❡ ❈❙❉■❊✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❡①♣❡rts ❡st ❜♦♥ s✐ ❧❡ ❈❙❉■❊
❡st s✉♣ér✐❡✉r à 0.7✳

✺✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts

✺✳✹✳✷✳✶ ■♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❢❛♥tô♠❡s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r♦ît s✐❣✲
♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❢♦rts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐ts ✭7✪ ❡t 9✪✮ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐ts
❢❛✐❜❧❡s ✭1✪✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❢♦rts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t✳ P♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡s ✭3✪ ❡t 5✪✮✱ ❧❡ ❈❙❉ ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 0.7 ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡s✳

➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡ ♣❡✉ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧é❣èr❡
♠♦♥tr❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡❝✐ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
❝❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❡rr❡✉r ❛✛❡❝t❡ ♣❧✉s ❧❡ ❈❙❉ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳

✺✳✹✳✷✳✷ ■♠❛❣❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s s♦♥t
♣rés❡♥tés✱ ❛✈❡❝ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉■❊✱ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ♠♦♥tr❡ ✉♥ rés✉❧t❛t
t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♠è♥❡ à ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼❙✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼❙
♣♦✉r 7 ❞❡s 10 ♣❛t✐❡♥ts✳ ▲❡s ♣❛t✐❡♥ts 1✱ 2✱ 3 ❡t 4✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡s
✭CL < 2.7ml✮ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s s❝♦r❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐
♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞❡s ❡①♣❡rts ✭❈❙❉■❊ < 0.65✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❈❙❉ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❈❙❉ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❛✛❡❝té ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❡rr❡✉r✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s✱ q✉❡
❧❡ ❈❙❉ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❧❡s ❡①♣❡rts ❡✉①✲



✶✸✵ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P
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❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❈❙❉ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❢❛♥tô♠❡s ❙❊P ❞❡ ❇r❛✐♥❲❡❜ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞✉ ❜✐❛✐s✳ ❊♥ ❤❛✉t
à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧é❣èr❡✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠♦❞éré❡✳ ❊♥ ❜❛s ✿ ❝❤❛r❣❡
❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ sé✈èr❡✳

♠ê♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛t✐❡♥ts✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s
♣❛t✐❡♥ts✱ ❧❡ ❈❙❉ ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ 0.7✱ ♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❜♦♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣❡rts✳

✺✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❈●❆ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡①♣♦sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❤♦s❡ ❛✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❡①♣❡rt ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é❡✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ s✐♠✉❧é ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡♥
❞é❝✐♠❛♥t ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ♣❛r ér♦s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ❡①♣❡rt sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s ❞❛♥s ❧❡
❝♦❡✉r ❞❡s ❧és✐♦♥s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ❞❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✶

❈▲ ✭♠❧✮ ❈❙❉■❊ ❊▼❙ ❈●❆
P❛t✐❡♥t ✶ ✶✳✵ ✵✳✻✶ ✵✳✹✶ ✵✳✹✻
P❛t✐❡♥t ✷ ✶✳✷ ✵✳✻✹ ✵✳✸✺ ✵✳✺✵
P❛t✐❡♥t ✸ ✶✳✹ ✵✳✻✵ ✵✳✹✷ ✵✳✸✽
P❛t✐❡♥t ✹ ✷✳✼ ✵✳✺✶ ✵✳✹✽ ✵✳✹✵
P❛t✐❡♥t ✺ ✷✳✽ ✵✳✼✵ ✵✳✻✶ ✵✳✼✺
P❛t✐❡♥t ✻ ✻✳✵ ✵✳✻✾ ✵✳✼✷ ✵✳✼✶
P❛t✐❡♥t ✼ ✻✳✷ ✵✳✻✶ ✵✳✻✾ ✵✳✼✷
P❛t✐❡♥t ✽ ✷✵✳✵ ✵✳✽✶ ✵✳✽✵ ✵✳✽✻
P❛t✐❡♥t ✾ ✸✸✳✾ ✵✳✼✼ ✵✳✻✼ ✵✳✼✺
P❛t✐❡♥t ✶✵ ✹✼✳✼ ✵✳✽✶ ✵✳✼✶ ✵✳✼✸
▼♦②❡♥♥❡ ✵✳✻✽ ✵✳✺✾ ✵✳✻✸

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❈❤❛r❣❡ ▲és✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❈▲✮✱ ❈❙❉ ✐♥t❡r✲❡①♣❡rt ✭❈❙❉■❊✮✱ ❈❙❉ ♣♦✉r ❊▼❙ ❡t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
✭❈●❆✮✳

❇r❛✐♥❲❡❜ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠♦❞éré❡ ❛✈❡❝ 3% ❞❡ ❜r✉✐t ❡t 20% ❞✬✐♥❤♦✲
♠♦❣é♥é✐té ❡t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré à ❝❡✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 5% ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t 7% ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ér♦s✐♦♥✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡r❛✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥ 175 ✈♦①❡❧s ❡t ❥✉sq✉✬à 245 s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❡♠♣❧♦②é❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥❢♦rt ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ré❡❧s ❡①♣❡rts s❡r❛✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s
❞❡s ❚❈❆◆ ❡t ❞❡s t✐ss✉s ❛♥♦r♠❛✉①✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❧✐❜ér❡r
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ r❡t✐r❡r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❢❛✐t❡ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♠❛✐s s✉r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡
❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣❧♦②é ✉♥ ❢❛♥tô♠❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ❛rt❡❢❛❝ts ❞✬❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♥♦tr❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
ét❛✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té t❡stés ❡t ♣♦✉r
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❜r✉✐t✳ P♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s très ❢♦rt❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐t s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳



✶✸✷ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ■❘▼ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❉P ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♥✝✽✳ ❊♥ ❜❛s✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à
❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦♥s❡♥s✉s ✐♥t❡r✲❡①♣❡rt✱ rés✉❧t❛ts ❞✬❊▼❙ ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❈●❆

❈❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❝✐♥q ❡①♣❡rts ♣r❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✐♥t❡r✲❡①♣❡rt✳ ▲✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣❡rts ♣❡r♠❡t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼❙✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❡①♣❡rts t♦✉t ❡♥ ❞é♣❛ss❛♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼❙ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐ts✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✸
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❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P s✉r ❇r❛✐♥❲❡❜ ✭3% ❞❡ ❜r✉✐t ❡t 20% ❞❡ ❜✐❛✐s✮
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳



✶✸✹ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

❙❛✈♦✐r ♥✬❡st ♣❛s s❛✈♦✐r✱ s✐ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬❛✉tr❡ ♥❡ s❛✐t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t✳
❈❛✐✉s ▲✉❝✐❧✐✉s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s ❡①❛♠❡♥s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡
❝❧✐♥✐q✉❡ s❡ ❢♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s✉r ❞✐✈❡rs ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s
rés✉❧t❛♥t❡s s♦♥t✱ ❞❡ ❢❛✐t✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ✭■❘▼✮ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
♣♦♥❞éré❡s s❡❧♦♥ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈✬❡st ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉① ❝❡♥tr❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡
✭❙❊P✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r ❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥térêt✳

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ❬✸✱ ✹✵✱ ✶✵✻✱ ✶✶✵✱
✷✻✷✱ ✸✵✹❪✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❞é❧✐♥é❛t✐♦♥s ♠❛♥✉❡❧❧❡s✱ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❬✶✷✷❪ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✐♥t❡r✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ q✉✬✐♥tr❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❛✣♥❡r
✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❬✸✵❪ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s
❡t ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆❧✐ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✻❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ♠❛✐s s♦♥t r❡str❡✐♥ts à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s ❛ss✉r❡r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ tr♦✐s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❬✶✶✹❪ ♣♦✉r ❛❝❝♦♠♣❧✐r
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡
❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❡❧ ❡t✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧✱ ♣❡✉t êtr❡

✶✸✺



✶✸✻ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ■❘▼✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t

s♣❡❝tr❛❧ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❡t s②♥t❤ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳

✻✳✷ ▼ét❤♦❞❡s

▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐é ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞✬❡s♣❛❝❡✲é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ♥♦♥
♣❛s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ♠❛✐s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs
❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❖r✱ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧✱ ❜❛sé s✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❡❧✱ ♣❡✉t êtr❡
s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ s♣❡❝tr❛❧
q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ s✉r
❞✬❛✉tr❡s s✉❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧
♦♣t✐♠✐sé✳

✻✳✷✳✶ ●r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❬✶✽✵✱ ✶✼✾❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✹❪✱ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❘❱❇ ❡♥ ❛ss✐❣♥❛♥t à ❝❤❛q✉❡
❝❛♥❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞❛❧✐tés ✭e.g. ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼✮✳

●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❡t ❝♦❧❧✳ ♦♥t ❛♣♣♦rté ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❬✶✶✹❪ q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ♣❡✉t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ s♣❡❝tr❡ ré✢é❝❤✐ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✭e✮ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✱ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t s❡❝♦♥❞❡✱
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭eλ✱ eλλ✮✳ ❈❡s tr♦✐s t❡r♠❡s✱ ✈✉s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✈❡❝t❡✉r
❝♦❧♦♥♥❡ E✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠és très ✜♥❡♠❡♥t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❘❱❇ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ V✮ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥M ✿

E =M · V ✭✻✳✶✮

❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs
❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ✿

ε =
1

e
· ∂e
∂λ

=
eλ
e

❡t ελ =
∂ε

∂λ
=
e · eλλ − e2λ

e2
✭✻✳✷✮

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❧❡✉✲❥❛✉♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

Γ =
√

(∂xε)2 + (∂yε)2 + (∂zε)2 ✭✻✳✸✮



▼ét❤♦❞❡s ✶✸✼

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
✈✐♦❧❡t✲✈❡rt ✿

Υ =
√

(∂x,λε)2 + (∂y,λε)2 + (∂z,λε)2

=
√

(∂xελ)2 + (∂yελ)2 + (∂zελ)2 ✭✻✳✹✮

❈❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞ét❡❝t❛♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❛rêt❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ✿

ℵ =
√

Γ2 + Υ2

✻✳✷✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✶✹❪✱ ❡st ❜❛sé s✉r
✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s
♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛ss✉r❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ P♦✉r ❡♥❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐✲
s♣❡❝tr❛❧ ♦♣t✐♠✐sé q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ✭e✱ eλ✱ eλλ✮ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❢❛♥tô♠❡s ♦✉ ❞❡s ❞é❧✐♥é❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠✐sés ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ M̃ ❞❡
t❛✐❧❧❡ 3 × 3 ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❘❱❇ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ♠❛✐s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞❛❧✐tés✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ✭❈❙❉✮ ❬✽✺❪ ❝♦♠♠❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦ût ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❞❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❯♥ s❝♦r❡ s✉♣ér✐❡✉r à 0.7 ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❜♦♥ rés✉❧t❛t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡
❑❛♣♣❛ ❬✸✹✸❪✳ ▲❡ ❈❙❉ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

CSD = 2 · Card(Res ∩ V T )

Card(Res) + Card(V T )
✭✻✳✺✮

Res ét❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t V T ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳
P♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥♥és ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F ❡tO ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ❈❙❉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❝❡ ❈❙❉✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ tr♦✉✈❡r M̃ t❡❧ q✉❡ ✿

M̃ = arg max
M

CSD = arg max
M

f(M) ✭✻✳✻✮



✶✸✽ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

P♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❊❲❯❖❆ ❞❡ P♦✇❡❧❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹✹❪
❝❛r ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛✐t très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✸✶✾❪✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆✐♥s✐✱
❝❡t ♦♣t✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s très ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦✉ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ♣✉✐ts r❡q✉✐s ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣✲
t✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠♦❞❛❧✐tés✳

✻✳✷✳✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts s✉r ◆❊❲❯❖❆

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M̃ ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❉✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ♠❛✐s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✻ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡st✐♠❡r ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❛✈❡❝
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐❡♥ tr♦♣ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❧é ◆❊❲❯❖❆ ✭◆❊❲ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̃ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲
✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F à ♦♣t✐✲
♠✐s❡r✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳ ❊♥ ✶✾✼✸✱ ❲✐♥✜❡❧❞ ❬✸✷✶❪ ♣r♦♣♦s❛ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût F ✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
Fm ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à F ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✐♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ Fm ❡st
❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡ F ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛✉ss❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Fm ❡st ♠✐s à ❥♦✉r ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ F
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ Fm✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐téré ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡
❞✬❛rrêt s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❊❲❯❆❖ ❞❡ P♦✇❡❧❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹✹❪ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Fm à ♣❛rt✐r ❞❡ m
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
r❡q✉✐❡rt ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ m = 1

2(n+ 1)(n+ 2) é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n✳ ■❝✐✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Fm ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞❡ F ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡t ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡
Fm ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ P♦✇❡❧❧ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✹✹❪✮✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♥♦té x0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛✉①
❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✐❝✐ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡M✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ r❛②♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ✏ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✑✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ Fm ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ❡t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ xnew ❞❡ Fm ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
Fm ❡st ❡♥s✉✐t❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡ xnew



▼ét❤♦❞❡s ✶✸✾

♣❛r xnew✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ❞ès q✉❡ Fm ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❧✉s à tr♦✉✈❡r ✉♥
♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ F ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ s♦✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ✭♥♦té
Rmin✮ ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ s♦✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Fm ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣r♦❝❤❡ ✭à dend ♣rès✮ ❞❡ F ✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s
à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✱ ❛❝❝é❧èr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❛♥❞ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût r❡q✉✐❡rt ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❊❲❯❖❆ ❡st ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s m = 2n + 1✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ rés✉♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ◆❊❲❯❖❆

❊♥tré❡s✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛✉① x0✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ✉♥ r❛②♦♥ R ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ✉♥ r❛②♦♥ Rmin ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❛rrêt dend

❙♦rt✐❡s✿ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♦♣t✐♠❛✉① ❡t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ F

xnew ← x0

❘❡❣✐♦♥❴❈♦♥✜❛♥❝❡ ← {R, x0}
Fm ← ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ F à ♣❛rt✐r ❞❡ m ♣♦✐♥ts ❛✉t♦✉r ❞❡ x0 ❞❛♥s ❘❡✲
❣✐♦♥❴❈♦♥✜❛♥❝❡
t❛♥t q✉❡ ✭R > Rmin✮ ♦✉ ✭|Fm(xnew)− F (xnew)| > dend✮ ❢❛✐r❡
xold ← xnew
xnew ← ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ Fm ❞❛♥s ❘❡❣✐♦♥❴❝♦♥✜❛♥❝❡
Fm ← ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ F à ♣❛rt✐r ❞❡ m ♣♦✐♥ts ❛✉t♦✉r ❞❡ xnew ❞❛♥s
❘❡❣✐♦♥❴❈♦♥✜❛♥❝❡
s✐ (F (xnew)− F (xold)) ≤ 0 ❛❧♦rs
❘← ❉✐♠✐♥✉❡r✭❘✮
❘❡❣✐♦♥❴❈♦♥✜❛♥❝❡ ← {R, xnew}

✜♥ s✐
✜♥ t❛♥t q✉❡
r❡t♦✉r♥❡r xnew ❡t F (xnew)

✻✳✷✳✷✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦♥t ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
❡st ❝♦♥♥✉❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❛✉ss✐ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❥❡✉① ❞❡
séq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s n
s✉❥❡ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❛✐♥s✐ n ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✉❞❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡s n− 1 ❛✉tr❡s s✉❥❡ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝



✶✹✵ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

♦❜t❡♥✉ n × n s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❝❡s n ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s❝♦r❡ ♣❛r ✉♥❡
❆◆❖❱❆ ✭❆◆❛❧②s✐s ❖❢ ❱❆r✐❛♥❝❡✮ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❞és✐r✐♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉r
✉♥ ❥❡✉ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r❛t✐q✉é ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ▲❡❛✈❡ ❖♥❡ ❖✉t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤❡r❝❤é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ñi q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡ ❈❙❉ ❞❡ n − 1 s✉❥❡ts✱ i ét❛♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ s✉❥❡t
♥✬❡♥tr❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ✿

Ñi = arg max
M

∑

j

CSD ∀i, j ∈ [1;n], i 6= j ✭✻✳✼✮

P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉ n✲✐è♠❡ s✉❥❡t ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ❧❡ s✉❥❡t i✮ ❡t
❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ❈❙❉ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳

✻✳✸ ▼❛tér✐❡❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ■❘▼✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❇r❛✐♥✲
❲❡❜ ❬✻✺❪ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱
♠♦❞éré❡ ♦✉ sé✈èr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ V à ♣❛rt✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ■❘▼
s✐♠✉❧é❡s ❡t ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦t♦♥ ✭❉P✮✳ ▲❡s tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥✲
♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✱ s♦♥t r❡❝❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❡t s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ 217 ❝♦✉♣❡s
❞❡ 181 × 181 ✈♦①❡❧s ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ 1 ♠♠ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ✖ 0✪✱ 1✪✱
3✪✱ 5✪✱ 7✪ ❡t 9✪ ❞❡ ❜r✉✐t ✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ t✐ss✉ ❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✮ ✖ ❡t ❞✐✛ér❡♥ts
♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✖ 0✪✱ 20✪ ❡t 40✪ ✖ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡
❛✉① ❛rt❡❢❛❝ts✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈❛❧✐❞é ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❞❡s ■❘▼ ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❧és✐♦♥s
❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s ✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥
❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛♥✉❡❧❧❡s ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉❛t♦r③❡ s✉❥❡ts ❛✈❡❝ ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠✱ ❉❡♥s✐té ❞❡ Pr♦t♦♥ ❡t
❋▲❆■❘✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✭❝❡❧❧❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✮ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ r♦✉t✐♥❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳ P♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✱ ❧❡s tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ♦♥t été r❡❝❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❬✻✸❪✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ❛❝q✉✐s❡s s✉r ✉♥❡ ■❘▼ P❤✐❧✐♣s ❆❈❍■❊❱❆ ✸❚ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❚✶
✸❉ ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ 1 ♠♠✱ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❚✷ ❡♥ ❝♦✉♣❡ ❛①✐❛❧❡ ❞❡ 3 ♠♠ ❞✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❋▲❆■❘ ✷❉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ 3 ♠♠ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r✳ ❙✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s
❝❧✐♥✐q✉❡s✱ ❧❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❬✷✽✹❪ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❬✼✻❪ ♦♥t été ❝♦rr✐❣és✳ ▲❡s ✈♦❧✲
✉♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛r❣❡s ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❧és✐♦♥s✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts st❛❞❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✳



❘és✉❧t❛ts ✶✹✶

✻✳✹ ❘és✉❧t❛ts

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s
❡t ❝❧✐♥✐q✉❡s✳

▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❥❡✉ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 500 s❡❝✲
♦♥❞❡s s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❉✉❛❧ ❈♦r❡ ❝❛❞❡♥❝é à ✷✳✶✻ ●❍③ ❛✈❡❝ ✷ ●♦ ❞❡ ❘❆▼✱
s♦✉s ▲✐♥✉①✮✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧✬♦r❞r❡ ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✳

✻✳✹✳✶ ❉♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛✈❡❝ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s tr♦✐s s✉❥❡ts i✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M̃i q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✐❝✐✱ ❧❡ ❈❙❉✮✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ✏♦♣t✐♠❛❧❡s✑ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
s♣❡❝tr❛❧ s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❛tt❡♥❞✉✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s s✉❥❡ts ❡t ❝❛❧❝✉❧é
❧❡ ❈❙❉ ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s✳

❙✉❥❡t ✶ ✷ ✸

❈❤❛r❣❡
❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ▲é❣èr❡ ▼♦❞éré❡ ❙é✈èr❡

M ✵✳✼✼✽✼ ✵✳✼✻✵✷ ✵✳✼✽✵✹

M̃1 0.8612 0.8417 0.8301

M̃2 0.8514 0.8852 0.8528

M̃3 0.8316 0.8224 0.8903

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ ▲❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ fMi✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s✉❥❡t i ✭❛✈❡❝ i ∈ [1; 3]✮✱
s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r M ✭♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✮✳ ▲❡s
♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❣r❛s s♦♥t ❧❡s ❈❙❉ ♦♣t✐♠✐sés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✐❝✐ 3✪ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t 20✪
❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ 3✪ ❡t 20✪ ❞✬✐♥✲
❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ M̃i✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s✉❥❡t i
✭❛✈❡❝ i ∈ [1; 3]✮✱ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉rM ✭♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✮✳ ▲❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 71.5



✶✹✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

s❡❝♦♥❞❡s ♣❛r s✉❥❡t s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❉✉❛❧ ❈♦r❡ ❝❛❞❡♥❝é à ✷✳✶✻ ●❍③ ❛✈❡❝ ✷ ●❖
❞❡ ❘❆▼✱ s♦✉s ▲✐♥✉①✮✳

2 4 6 8
Bruit Hen %L

0.6

0.7

0.8

0.9

CSD

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ▲❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ❞é❝r♦ît q✉❛♥❞ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❜❧❡✉
✭♣♦✐♥t✐❧❧é ✜♥✮ ✿ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥ ✈❡rt ✭♣♦✐♥t✐❧❧é ❧❛r❣❡✮ ✿ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s✳ ❊♥ r♦✉❣❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ✿ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉①✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ♣♦✉r ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✜①é ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ 0✪ ✐❝✐✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡ ♠♦♥tr❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡M ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡s M̃i

❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉①✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s ♦♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❈❙❉ ❞é❝r♦ît q✉❛♥❞ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❛✉❣♠❡♥t❡ ✿ ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❜r✉✐t ❢❛✐❜❧❡s ✭1 ❡t 3✪✮✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st q✉❡ ♣❡✉ ❛✛❡❝té❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❝❡tt❡ q✉❛❧✐té ❝❤✉t❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉① ❡t
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s s✬❛tté♥✉❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❤♦♠♦❣❡♥é✐té✱
♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ✜①é ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ 0✪ ✐❝✐✮✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ ❈❙❉ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡
q✉❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té é❧❡✈és ✭40✪✮✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❡st q✉❛s✐✲❝♦♥st❛♥t❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐✲
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10 20 30 40
Biais Hen %L

0.82

0.84

0.86

0.88

0.90

CSD

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ▲❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ r❡st❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳ ❊♥ ❜❧❡✉ ✭♣♦✐♥t✐❧❧é ✜♥✮ ✿ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥
✈❡rt ✭♣♦✐♥t✐❧❧é ❧❛r❣❡✮ ✿ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s✳ ❊♥ r♦✉❣❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ✿ ▼♦②❡♥♥❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉①✳

❡♥♥❡s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♠♦✐♥s ✈♦✐r❡ ♣❛s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜✐❛✐s✱ ❛rt❡❢❛❝t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦rr✐❣❡r ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❀ ❝❡❧❛ ❡st ❞û à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧✳

✻✳✹✳✷ ❉♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ♥♦s q✉❛t♦r③❡ s✉❥❡ts✳ ❯♥ ❡①♣❡rt ❛ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t
s❡❣♠❡♥té ❧❡s ❧és✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr❡✐③❡
❛✉tr❡s s✉❥❡ts✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ 196 s❝♦r❡s ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❝❡s ✈❛❧❡✉rs à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✸✱ ✻✳✹ ❡t ✻✳✺ ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦♥✲
s✐❞éré❡s ✭à s❛✈♦✐r ❚❚❋✱ ❚❚P ❡t ❚●❋✮ ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ré❛❧✐s❡♥t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é ❧❡s ❣r❛✐♥❡s✱ ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱
♣❛r ✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❣r❛✐♥❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à 2.5%✱ 5% ❡t 7.5% ❞❡



✶✹✹ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❚❚❋✳ ❊♥
❤❛✉t ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 2.5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té
t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 7.5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s❝♦r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ❜♦ît❡ à ♠♦✉st❛❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✶✹ s✉❥❡ts✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❜❧❡✉s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s❝♦r❡s
❞❡ ❈❙❉ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❚❚P✳
❊♥ ❤❛✉t ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 2.5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 5✪
❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 7.5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s❝♦r❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ❜♦ît❡ à ♠♦✉st❛❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
i r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✶✹ s✉❥❡ts✳

❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ▲❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 69.5 s❡❝♦♥❞❡s
♣❛r s✉❥❡t s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❉✉❛❧ ❈♦r❡ ❝❛❞❡♥❝é à ✷✳✶✻ ●❍③ ❛✈❡❝ ✷ ●❖ ❞❡ ❘❆▼✱



✶✹✻ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❚●❋✳
❊♥ ❤❛✉t ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 2.5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 5✪
❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥ ❜❛s ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 7.5✪ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s❝♦r❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ❜♦ît❡ à ♠♦✉st❛❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
i r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✶✹ s✉❥❡ts✳

s♦✉s ▲✐♥✉①✮✳
◆♦✉s ❛tt✐r♦♥s ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛♣❤❡s✳



❘és✉❧t❛ts ✶✹✼

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ 0.7 ❞❡ ❈❙❉ ❡st ❞é♣❛ssé ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ès 2.5% ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚❚❋ ❡t ❚❚P ❡t ❛tt❡✐♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
♣♦✉r ❚●❋ ✭❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ét❛♥t ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ ❛✉① s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ✐❧
❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ♣❧✉s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐
q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❡st ré❞✉✐t❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✻ ❡t ✻✳✼ q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦rr✐❣❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✈♦①❡❧s ♠❛❧ ❝❧❛ss✐✜és✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ♦✉ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳

❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ✿ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥
❜❛s ✿ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❱❡rt ❂ ♣✐①❡❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❝❧❛ss✐✜é ❀ ❇❧❡✉ ❂ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❀ ❏❛✉♥❡ ❂ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✏▲❡❛✈❡ ❖♥❡ ❖✉t✑
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t r♦✉❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ni ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✼✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r
q✉❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
✻✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❚❚❋ ❛✈❡❝ 2.5% ❞❡
❣r❛✐♥❡s✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡t ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ét❛♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❥✉❣é ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡s ❛❞❥♦✐♥❞r❡✳

❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❧✐♠✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ ✭❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ 1.55✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✳



✶✹✽ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ➚
❞r♦✐t❡ ✿ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❱❡rt ❂ ♣✐①❡❧ ❝♦rr❡❝t❡✲
♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜é ❀ ❇❧❡✉ ❂ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❀ ❏❛✉♥❡ ❂ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✳ ▲❡s ❡❧❧✐♣s❡s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡♥t
❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❧és✐♦♥s ♠❛♥q✉é❡s✳

❙✉❥❡t ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼

❙❝♦r❡ ♣♦✉rM ✵✳✼✾✺✸ ✵✳✼✸✹✼ ✵✳✼✹✺✽ ✵✳✼✽✽✾ ✵✳✼✾✵✹ ✵✳✽✶✾✶ ✵✳✼✻✺✹

❙❝♦r❡ ♣♦✉r M̃i ✵✳✾✹✻✼ ✵✳✾✻✶✻ ✵✳✾✸✼✵ ✵✳✾✶✹✶ ✵✳✾✻✺✸ ✵✳✾✸✹✶ ✵✳✾✶✻✻

❙❝♦r❡ ♣♦✉r Ni ✵✳✾✷✺✽ ✵✳✾✸✶✷ ✵✳✾✶✷✹ ✵✳✽✾✾✼ ✵✳✾✺✻✷ ✵✳✾✷✵✶ ✵✳✾✵✽✼

❙✉❥❡t ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹

❙❝♦r❡ ♣♦✉rM ✵✳✽✵✵✷ ✵✳✼✼✹✷ ✵✳✽✵✺✹ ✵✳✼✾✵✺ ✵✳✼✽✺✹ ✵✳✼✺✻✻ ✵✳✼✻✽✹

❙❝♦r❡ ♣♦✉r M̃i ✵✳✾✹✺✸ ✵✳✾✺✺✷ ✵✳✾✹✷✾ ✵✳✾✸✷✻ ✵✳✾✸✸✽ ✵✳✾✸✽✷ ✵✳✾✶✽✻

❙❝♦r❡ ♣♦✉r Ni ✵✳✾✷✽✹ ✵✳✾✹✶✷ ✵✳✾✸✼✹ ✵✳✾✷✻✶ ✵✳✾✷✹✷ ✵✳✾✷✶✵ ✵✳✾✵✹✽

❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M✱ fMi ❡t Ni✳

✻✳✹✳✸ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts

P♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥✲



❊①t❡♥s✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ 3 ♠♦❞❛❧✐tés ✶✹✾

t❤ét✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ✉♥❡ ❆◆❖❱❆ s✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡
❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ✐❝✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ét❛♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❆✐♥s✐ ❧❛ p✲value ❞❡s q✉❛tr❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞❡ 8.3.10−3 ❛✈❡❝ F = 8.084✱
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✳

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ p✲value ❞❡s tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ❡st ❞❡ 0.75
❛✈❡❝ F = 0.3080✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s s♦♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s
❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s✉❥❡ts s❛♥s ❞é✈✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉r ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ✉♥❡ ❆◆❖❱❆ s✉r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ p✲value ❞❡s q✉✐♥③❡
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❙❉ ❡st ❞❡ 2.10−7 ❛✈❡❝ F = 4.724✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ p✲value ❞❡s q✉❛t♦r③❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ❡st ❞❡ 0.89 ❛✈❡❝ F = 0.5368✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ré❛❧✐s❡♥t ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉✲
t✐❧✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❝♦♠♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡
ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡t ❡①❛❝t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❛♣♣r✐s❡ s✉r
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s s✉❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ♦✉tr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥
✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✻✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ 3 ♠♦❞❛❧✐tés

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① s❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés✳
▼❛✐s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ♣♦✉r tr♦✐s ♠♦❞❛❧✐tés ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❝❛♥❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ♠♦❞❛❧✐tés✳

✻✳✺✳✶ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

◆♦tr❡ ✐❞é❡ ❡st✱ ✐❝✐✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ◆❊❲❯❖❆ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❧✉s ❞❡ 3 ♠♦❞❛❧✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥M ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3× 3 ♠❛✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× 3 ♦ù ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts
♣❡✉t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé q✉❛s✐♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭e.g. ❛✈❡❝ ❞❡s 0✮✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ r❡st❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳



✶✺✵ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦s n ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
✈❡❝t❡✉r E(e, eλ, eλλ) ✿

E =



M11 M12 · · · M1n

M21 M22 · · · M2n

M31 M32 · · · M3n


 ·




IRM 1
IRM 2

✳✳✳
IRM n


 ✭✻✳✽✮

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡✱ à s❛✈♦✐r✱
♣♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥♥és ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F ❡t O ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ❈❙❉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❝❡ ❈❙❉✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✿

M̃ = arg max
M

CSD = arg max
M

f(M) ✭✻✳✾✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s à n ♠♦❞❛❧✐tés ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡
✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés✳

✻✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♠❛❣❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ 14 ♣❛t✐❡♥ts
♣♦ssé❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❧❡s 5 séq✉❡♥❝❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷✱ ❋❧❛✐r✱ ❉P ❡t ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠✳

✻✳✺✳✷✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❛✈❡❝ 4 ♠♦❞❛❧✐tés

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❝♦♥s✐❞éré ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ 4 séq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡
♣❧✉s ❞❡ s❡♥s ❝❧✐♥✐q✉❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷✱
❉❡♥s✐té ❞❡ Pr♦t♦♥ ❡t ❋❧❛✐r ✭♥♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❚❚P❋✮ ❡t ❡♥ ❚✶✱ ❚✷✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡t ❋❧❛✐r ✭♥♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❚❚●❋✮✳ ◆♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s
s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❚❚P✱ ❚❚❋✱ ❡t
❚●❋✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚❚P✱
❚❚❋ ❡t ❚❚P❋✳ ❯♥ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❛✈❡❝ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛♣♣❛r✐és ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚❚P ❡t ❚❚P❋ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
✭p✲✈❛❧✉❡ ❂ 7.17 ·10−9✮✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚❚❋ ❡t ❚❚P❋ ✭p✲✈❛❧✉❡ ❂ 0.28✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡
❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❚❚P❋ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s
❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❋❧❛✐r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❉P✳



❊①t❡♥s✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ 3 ♠♦❞❛❧✐tés ✶✺✶

TTP TTF TTPF
0.65

0.7

0.75

0.8
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0.9
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❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚❚P✱ ❚❚❋ ❡t ❚❚P❋✳

TGF TTF TTGF
0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95
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❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚●❋✱ ❚❚❋ ❡t ❚❚●❋✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚●❋✱
❚❚❋ ❡t ❚❚●❋✳ ❯♥ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❛✈❡❝ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛♣♣❛r✐és ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚●❋ ❡t ❚❚●❋ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
✭p✲✈❛❧✉❡ ❂ 1.15 · 10−10✮✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚❚❋ ❡t ❚❚●❋ ✭p✲✈❛❧✉❡ ❂ 0.30✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s❝♦r❡s
❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❚❚P❋ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥✲



✶✺✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧

t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❚✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡t ❋❧❛✐r✳

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t
❛tt❡✐♥ts ❧♦rsq✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❋❧❛✐r ❡st ♣rés❡♥t❡✳ ❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡s r❛❞✐♦❧♦❣✉❡s✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❧és✐♦♥s ❢♦❝❛❧❡s ❞❡ ❙❊P✳

✻✳✺✳✷✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ ❙❊P ❛✈❡❝ 5 ♠♦❞❛❧✐tés

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à 5 ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ à 4
♠♦❞❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♣❛ré à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s à 3 séq✉❡♥❝❡s ❡t à 4 séq✉❡♥❝❡s
❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ à 5 séq✉❡♥❝❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳

TGF TTP TTF TTGF TTPF TTPGF
0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95
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D

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❚●❋✱ ❚❚P✱ ❚❚❋✱ ❚❚●❋✱
❚❚P❋ ❡t ❚❚P●❋✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❛✈❡❝ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛♣♣❛r✐és ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r 5 ♠♦❞❛❧✐tés ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ✭❧❡s p✲✈❛❧✉❡s ❛❧❧❛♥t
❞❡ 8.82·10−13 à 1.32·10−3✮✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ♥❡✉r♦✲r❛❞✐♦❧♦❣✐❡✳

✻✳✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à n > 3 ♠♦❞❛❧✐tés ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❜♦♥ ❛✉ss✐ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙✐
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ à 3 séq✉❡♥❝❡s ♣r❡♥❞ 500
s❡❝♦♥❞❡s✱ ❝❡ t❡♠♣s ❡st ♣❧✉s q✉❡ ❞♦✉❜❧é ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ 4 séq✉❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 1200 s❡❝♦♥❞❡s ❡♥✈✐r♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ♥♦✉s



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✸

✉t✐❧✐s♦♥s 5 séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛ss❡ à 2500 s❡❝♦♥❞❡s✱
s♦✐t ♣❧✉s ❞❡ 40 ♠✐♥✉t❡s✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❡♥ tr♦✉✈❡
❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠✐sé❡
s✉r ✉♥ s✉❥❡t ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛t✐❡♥ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡
♦♣t✐♠✐sé❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❈❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ s♦✐✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♥térêt ❞❡ s✉❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❡st ♣❧✉tôt ♣❡t✐t ✭❡♥✈✐r♦♥ 70 s❡❝♦♥❞❡s s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛✣♥❡r✱ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
✐♥✐t✐❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ♣✉✐ts ✈❛ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦✉♣❡
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ♣✐①❡❧s ♠❛❧ ❝❧❛ss✐✜és ✭❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ♦✉ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✮ ❞✬êtr❡
❝♦rr✐❣és ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡❧❛ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t à ❝❡tt❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠❛rr❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈❛r✐és ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛♠è♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs à ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣❡r♠❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲séq✉❡♥❝❡
❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ 3 ♠♦❞❛❧✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M✱ q✉✐ ét❛✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
3 × 3✱ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × 3 ♦ù ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉①
é❧é♠❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé q✉❛s✐♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭e.g. ❛✈❡❝ ❞❡s 0✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
t♦✉t ❡♥ st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

■❧ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❯♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❞✉✐r❛✐t ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s séq✉❡♥❝❡s à ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐✳



✶✺✹ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

✃tr❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ✐❣♥♦r❛♥t ❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣❛s ✈❡rs ❧❡ s❛✈♦✐r✳
❇❡♥❥❛♠✐♥ ❉✐sr❛❡❧✐

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ stéré♦t❛①✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t❡①t✉r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡✉r tâ❝❤❡✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✱ ❡❧❧❡s ♠❛♥q✉❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❝❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❜✐❡♥ tr♦♣
❧❛r❣❡ ♣♦✉r êtr❡ ❡①♣❧♦ré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❧❛r❣❡✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st très ❣r❛♥❞ ❡t ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ✉♥ é❝✉❡✐❧ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❝❧✐♥✐q✉❡✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t très r❛♣✐❞❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t
✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s s❡ ré✈è❧❡♥t très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t✐ss✉s ❝éré❜r❛✉① ♦✉ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❡t ❧és✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ stéré♦t❛①✐q✉❡ ❧❡s r❡♥❞ ✐♠♣✉✐ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s
✜♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs ♥♦②❛✉① ❣r✐s ❝❡♥tr❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
s✉♣❡r✈✐sé❡s ❡t ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ stéré♦✲
t❛①✐q✉❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♥té❣ré ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❛t❧❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❡①♣❧✐q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡
❢♦❝❛❧❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s✳

✼✳✷ ▼ét❤♦❞❡s

❯t✐❧✐s❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♣❛r ❛t❧❛s ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❧♦♥❣✉❡✳ ▲❛ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ stéré♦t❛①✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

✶✺✺



✶✺✻ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ✉♥ ❛t❧❛s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✉♥✐r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s
é❝✉❡✐❧s ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ ❢♦✐s r❛♣✐❞❡ ❡t ♣ré❝✐s❡✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞✬❛t❧❛s✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✼✳✷✳✶ ■♠❛❣❡s

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞✐①✲♥❡✉❢ s✉❥❡ts ✿ ❞✐① ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t été ❛❝q✉✐s❡s s✉r ✉♥❡ ■❘▼
P❤✐❧✐♣s ✸ t❡s❧❛s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❚✶ ✸❉ ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ 1 ♠♠ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s
♥❡✉❢ ❛✉tr❡s ♦♥t été ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ✉♥❡ ■❘▼ ●❊ ❍❡❛❧t❤❝❛r❡ ✶✳✺ t❡s❧❛s ❛✈❡❝✱ ❧à ❛✉ss✐✱ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❚✶ ✸❉ ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ 1 ♠♠✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✷ ♦♥t été
❛❝q✉✐s❡s s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶✳

❯♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❜r✉✐té❡s ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ❧❛✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✐①✲❤✉✐t s✉❥❡ts à s❡❣♠❡♥t❡r✳ ▲❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❧✐♥é❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥❡
❝✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶ ♣✉✐s ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r ✉♥ r❛❞✐♦❧♦❣✉❡✳

✼✳✷✳✷ ❘❡❝❛❧❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❧✐♥éé ❧✬♦r❣❛♥❡ à s❡❣♠❡♥t❡r s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛
❞✬❛t❧❛s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✱ ♣r♦❥❡t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♠❛❣❡
❝✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s❡❣♠❡♥t❡r s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳

❯♥❡ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ ❡st ❛❧♦rs ❡①tr❛✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧✬❛t❧❛s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❛✣♥❡ ❡st ré❛❧✐sé ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜♦ît❡s ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡s✱ ♣r♦❥❡t❛♥t
❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳

❯♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥✲r✐❣✐❞❡ ❧♦❝❛❧ ❬✷✻✵❪ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡
❛✣♥❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ v(x) ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲r✐❣✐❞❡
✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡
✐rré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱ i.e ✿

v(x) =
N∑

i=1

ciΦ(x− xi) ✭✼✳✶✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t c1, ..., cN ∈ R
d✱ d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ x ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♦r✲

❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s R
d✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ : R

d → R q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r R
d ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s

♦ù ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ X = {x1, ...xN} ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts x1, ...xN ❞❛♥s R
d✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

M = (φ(xk − xj))1≤j,k≤N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Φ(x) = φ

(‖x‖2
s

)
✭✼✳✷✮

❛✈❡❝
φ(r) = (1− r)4+(3r3 + 12r2 + 16r + 4) ♣♦✉r r ≥ 0 ✭✼✳✸✮



▼ét❤♦❞❡s ✶✺✼

♦ù (1 − r)+ = max(1 − r, 0)✱ s ❡st ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❜❛s❡
r❛❞✐❛❧❡✱ ❡t ‖ · ‖2 ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ s✉r R

d✳

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡
♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❬✷✽✾❪ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Y (A;B) =
H(A) +H(B)

H(A,B)
✭✼✳✹✮

♦ù H(A) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ A✱ H(B) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
B ❡t H(A,B) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ A ❡t B✳

▲❡ ❝♦♥t♦✉r ♠❛♥✉❡❧ ❞❡ss✐♥é s✉r ❧✬❛t❧❛s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❥❡té s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡s tr♦✐s r❡❝❛❧❛❣❡s✳

✼✳✷✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ♣❛r ❛t❧❛s

P♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s❡❣♠❡♥té ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ❧❡s
❥❡✉① ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ♣✉✐ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛♥❛❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❝réé ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♣❛r ❛t❧❛s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧✬ér♦❞❡r ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s s✉r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♣✉✐s ♥♦✉s
❝♦♥✈♦❧✉♦♥s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❣r❛❞✉❡❧❧❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❛♥t ❥✉sq✉✬à 3 ♠♠ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢r♦♥t✐èr❡
♣♦✉r ✜♥✐r à ③ér♦ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧✉s ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡
❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s stéré♦t❛①✐q✉❡s q✉✐ ❧✉✐ ♠❛♥q✉❛✐❡♥t✳

❙✐ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❛t❧❛s s✉r❡st✐♠❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ s✐♥♦♥ ❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❛✐t ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té q✉❡ ❧✬♦r❣❛♥❡ ❝✐❜❧❡✳

▲❡s ❣r❛✐♥❡s ❞✉ ♣✉✐ts s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t ❧❛ ③♦♥❡
❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❣r♦ss✐❡r ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ r✐❣✐❞❡
❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞é❧✐♥éé ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

▲❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ s❡❣♠❡♥té❡ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ér♦❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈♦①❡❧s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❡ 7✪ ❞❡
❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ✭❈❙❉✮
❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡t ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧
❡st ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳



✶✺✽ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ●❛✉❝❤❡ ✿ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✲ ❉r♦✐t❡ ✿ ▲❛
❢r♦♥t✐èr❡ ét❡♥❞✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ss✐♥é❡ s✉r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✳

✼✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ à
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛
❝✐❜❧❡ ❡t ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡ s❡✉❧✳

✼✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts s✉r ❧❡ t❤❛❧❛♠✉s

▲❡ t❤❛❧❛♠✉s ❛ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ r❡❧❛✐s ❞❡s ✐♥✢✉① ♥❡r✈❡✉① ❞❛♥s ❧❡
❝❡r✈❡❛✉✳ ■❧ ❡st ❧❡ r❡❧❛✐s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡♥s✐t✐✈❡s q✉✐ s❡ r❡♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛✐r❡s ❝♦rt✐❝❛❧❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ q✉❛s✐ t♦t❛❧✐té ❞❡s ✐♥✢✉① ❡♥✈♦②és ❛✉ ❝♦rt❡① ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❧❡s
♥♦②❛✉① t❤❛❧❛♠✐q✉❡s✳ ■❧ ❣èr❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s s❡♥s✐t✐✈❡s✱ ♠♦tr✐❝❡s
❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❉❡s ❛①♦♥❡s ❞❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s s❡♥s✐t✐❢s ② s♦♥t
❝♦♥♥❡❝tés ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞❡r♥✐❡r s✐t❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❛tt❡✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧✳
▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡ç✉❡s ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s ❛✉ ❝♦rt❡① ✈✐❛ ❧❡
t❤❛❧❛♠✉s✳

❆♥❛t♦♠✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✉
❞✐❡♥❝é♣❤❛❧❡ ✭✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ à ❧✉✐ s❡✉❧ 80% ❞✉ ❞✐❡♥❝é♣❤❛❧❡✮ ❡t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❧♦❜❡s
♦✈♦ï❞❡s ❞❡ s✉s❜t❛♥❝❡ ❣r✐s❡✳ ■❧ ❡st s✐t✉é à ❧✬❡①tré♠✐té ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❛rt
❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❧♦❜❡s ♠❡s✉r❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✺ ❝♠ s✉r s♦♥ ❣r❛♥❞
❛①❡✳ ❙❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❧❛♥❝❤❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ♠❛♥✉❡❧
❞✬❛♥❛t♦♠✐❡ ❞❡ ❍❡♥r✐ ●r❛② ❬✶✶✾❪✳

▲❡s ♥♦②❛✉① ♠♦t❡✉rs ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s r❡ç♦✐✈❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✉ str✐❛t✉♠ ❡t ❞✉ ❝❡r✈❡❧❡t ❡t
♣r♦❥❡tt❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛✐r❡s ♠♦tr✐❝❡s ❡t ♣ré✲♠♦tr✐❝❡s ❞✉ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧✳ ▲❡ t❤❛❧❛♠✉s ❥♦✉❡
✉♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✱ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❧✬ét❛t ❞✬❛❧❡rt❡✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♠♦tr✐❝✐té
❡t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t✐✈✐té✱ ❞❡
❧✬❤✉♠❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ s♦♥ ♥♦②❛✉ ❛♥tér✐❡✉r ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡
❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♠❜✐q✉❡ ❬✸✷✵❪✳

▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛r❣❡
s♣❡❝tr❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s



❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ✶✺✾

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥❝❤❡s ❞❡ ●r❛②❬✶✶✾❪✳

❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ s❝❤✐③♦♣❤ré♥✐❡✱ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❞❡ P❛r❦✐♥s♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ❯♥❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ♣♦✉rr❛✐t ❡♥ ♦✉tr❡ êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡s ♥♦②❛✉① s♦✉s✲t❤❛❧❛♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ st✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝éré❜r❛❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡ t❤❛❧❛♠✉s ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à
s❡❣♠❡♥t❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ✜❜r❡s ♥❡✉r♦♥❛❧❡s tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡
t❤❛❧❛♠✉s✱ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥ ■❘▼ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡♥✲
✈✐r♦♥♥❛♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é❧✐❝❛t❡s
à ❞é✜♥✐r ❡t ❧✬♦r❣❛♥❡ ❡st ♠❛❧❛✐sé♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛t❧❛s ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ t❤❛❧❛♠✉s ❞❡s ❛✉tr❡s ♥♦②❛✉① ❣r✐s q✉✐ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♥t✳

✼✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

▲❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❛tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ❛✣♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❲❡❧❧s ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✶✼❪ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s RAA
❡♥s✉✐t❡✮✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠✲
♠❡r♦♥s FBR✮ ❡t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ✭RAACG ❡t FBRCG✮✳

▲❡s ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s FRB✱ RAACG ❡t FBRCG s♦♥t très
s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛tt❡✐❣♥♦♥s ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ 0.783 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡



✶✻✵ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

r❡❝❛❧❛❣❡ FBR✱ 0.7939 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RAACG ❡t 0.830 ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
FBRCG✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡ ❛✣♥❡ RAA ❞❡ ❧✬❛t❧❛s ♥✬♦❜t✐❡♥t q✉✬✉♥
s❝♦r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ 0.6142✱ ✉♥ s❝♦r❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡s ❛✉tr❡s ♠❛✐s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❡♥✲
t✐♦♥♥é❡s✳
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❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❙❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❡rs✐♦♥s ✏❜r✉t❡s✑ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❡t ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❛✈❡❝ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s❡♠❜❧❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

P♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❛✈❡❝ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛♣♣❛r✐és ❞♦♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
♥✉❧❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s RAA ❡t RAACG✱ ❧❛
p✲✈❛❧✉❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❡st ❞❡ 1.22 · 10−15 ❛✈❡❝ t = −13.71✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
s❛♥s ❛✉❝✉♥ s♦✉❝✐ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RAACG s✉r♣❛ss❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RAA✳



❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ✶✻✶

▼ét❤♦❞❡ RAA RAACG FBR FBRCG
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❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ ▲❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧♦❜❡s ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s✉❥❡t ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳



✶✻✷ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
FBR ❡t FBRCG✱ ❧❛ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s❝♦r❡s ❝♦♥s✐❞érés ❡st ❛❧♦rs ❞❡ 2 · 10−11

❛✈❡❝ t = −9.67✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ FBRCG s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs
q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ FBR✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RAACG ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ FBR✳
▲❛ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡st ❞❡ 0.22 ❛✈❡❝ t = −0.029✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
♥✉❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ r❡❥❡té❡✱ ♦♥ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❈❙❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❧♦❜❡s ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❤❛❧❛♠✉s s❡❣♠❡♥té ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s
❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ♦✉ ❞❡s ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ❡st é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❛✈❡❝
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ RAA✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ❝❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✼✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✉♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛t❧❛s ❡t ❧✬❛✉tr❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡
s♣❡❝tr❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡
❡♥tré❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛✉ss✐ r❡str❡✐♥t ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ s✬♦♣èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❛t❧❛s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❉❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡t ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡
r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣❛r ▲✐❥♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✸✵✸❪
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐♣♣♦❝❛♠♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡✉r
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶ ❡t ❡♥ ❚✷ ♣❧✉s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❛✉ss✐ ✐♥t❛❝t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞✬❛t❧❛s ❝♦♠♠❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛♥❛❧
♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡
❞✬❛t❧❛s ❞✐✛èr❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥ r✐❣✐❞❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧✐ss❡ ❬✷✻✵❪ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲✐❥♥ ❡t ❝♦❧❧✳
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥ r✐❣✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣❧✉s ❝❤❛♦t✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥✈♦❧✉♦♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ ❞❡ 3 ♠♠✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡
❝❛♥❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❚✶ ❡t ❡♥ ❚✷ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t
♣❧✉s ❣r❛♥❞ s✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✻✸

✭❛✮ IRM ✭❜✮ ■❘▼ ❡t ✈ér✐té t❡rr❛✐♥

✭❝✮ RAA ✭❞✮ FBR

✭❡✮ RAACG ✭❢✮ FBRCG

❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ■❘▼ ♣♦♥❞éré❡ ❚✶✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✿ ■❘▼ ♣♦♥❞éré❡ ❚✶ ❡t ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
❡♥ ❥❛✉♥❡ ♣❛❧❡✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡
❛✣♥❡ ❞✬❛t❧❛s✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ à ❞r♦✐t❡ ✿ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r r❡❝❛❧❛❣❡
❞✬❛t❧❛s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡✳ ❊♥ ❜❛s ✿ rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠ê♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♠é❧✐♦rés ♣❛r ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❱❡rt ❂ ♣✐①❡❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜é ❀ ❇❧❡✉ ❂ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❀ ❏❛✉♥❡ ❂ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢



✶✻✹ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧

❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✵✺❪ ♦♥t✱ ❡✉① ❛✉ss✐✱ ✐♥❝❧✉s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣❛r ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❞é✜♥✐s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t r❡q✉✐❡rt
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐ss❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ♣✉✐ts✳

◆♦s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à
❝❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥t
été ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤❡rr❡r ❬✷✼✶❪✱ ❆❦❤♦✉♥❞✐✲❆s❧ ❬✹❪✱ P♦❤❧ ❬✷✹✷❪ ❡t ❇❛rr❛ ❬✶✼❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥é❡s à t✐tr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ♠♦②❡♥ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ 0.837 ❛❧♦rs q✉❡ ❙❝❤❡rr❡r
♦❜t✐❡♥t 0.79✱ ❆❦❤♦✉♥❞✐✲❆s❧ 0.837 ❡t P♦❤❧ 0.894✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts ♠❛✐s ❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t❡s ❡t
♣❡✉t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ♠✐s❡ à ♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦rt ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥✲
❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❇❛rr❛ ❡t ❝♦❧❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❚❛♥✐♠♦t♦✱
✐♥❞✐❝❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❈❙❉ ♠❛✐s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s ❡①tér✐❡✉rs à ❧❛ ❝✐❜❧❡✮ ❡t
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ 0.895 t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ 0.915 ❛✈❡❝
❝❡ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐❝❡✳

▲❡ ✢♦t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♥térêt ❢♦❝❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❛t❧❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡✣❝❛❝❡s ❡t ♣ré❝✐s❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✷✾✵✱ ✷✹✵❪✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❜❛sé s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t
② ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s stéré♦t❛①✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞✬❛t❧❛s✳

P✉✐sq✉❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♥✲
❢ér✐❡✉r à 30 s❡❝♦♥❞❡s s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❉✉❛❧ ❈♦r❡ ❝❛❞❡♥❝é à 2.16 ●❍③ ❛✈❡❝
2 ●❖ ❞❡ ❘❆▼✱ s♦✉s ▲✐♥✉①✮✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♣❛r ❛t❧❛s ❡①✐st❛♥t❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ✈♦✐r q✉✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ RAACG ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s
à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ FBR✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡
❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉t✐❧✐s❡r RAACG ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ r❡❝❛❧❛❣❡
❧❡♥t ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❛✉ss✐ ✜❛❜❧❡✱ t♦✉t❡s
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❣❛r❞é❡s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✻✺

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛t❧❛s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❢♦✉r♥✐r❛✐t ❡♥
♦✉tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s t✲❧✐❡♥s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❯♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥❡
❝❛rt❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳



✶✻✻ ❆t❧❛s ❡t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧



◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✻✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❛ s❡s ❜♦r♥❡s ✿
❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❤♦♠♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉t s❛✈♦✐r✱

✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠ê♠❡ s❛✈♦✐r ❡♥ ❡♥t✐❡r ❧❡ ♣❡✉ q✉❡ s❛✈❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❤♦♠♠❡s✳
❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ❘♦✉ss❡❛✉

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s str✉❝✲
t✉r❡s ❞✬✐♥térêt s✉r ❞❡s ■❘▼ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ■❘▼ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❡st ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❜é♥é✜q✉❡ à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡①✐st❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✐t✉❡r ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡t ❡①♣♦sé ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡
❜✉t ét❛✐t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s très
r❛♣✐❞❡s s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t q✉❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st très
❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬■❘▼✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧✱ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s✱ ♣❡r♠❡t ✐♥ ✜♥❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥
❣r❛❞✐❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♥♦s ■❘▼ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
❢r♦♥t✐èr❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ■❘▼✳ ◆♦tr❡

✶✻✾



✶✼✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ét❛♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ■❘▼ ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡ ❝❛♥❛✉① ❘❱❇ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❛✐t à ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ tr♦✐s séq✉❡♥❝❡s
■❘▼✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥
❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡
tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é à ❞✐✈❡rs❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ❜✉ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é✱ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❉❛♥✐❡❧ ●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s r❡♥❞
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t✲❧✐❡♥s s❛♥s r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t r✐✈❛❧✐s❡r✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱
❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞✬❡①♣❡rts✳

▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✬❡st ♣♦rté s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐✲
❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ s❡ ❞ét❛❝❤❡r ❞✉ ❝❛❞r❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❡❧ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞❡ ❝❡t
♦♣ér❛t❡✉r✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ■❘▼ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥t❡r✲❝❛♥❛✉① ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ♥♦s ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞✬■❘▼✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛ ♠❡♥é à ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ❡t
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡✳

◆♦tr❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬❛t❧❛s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈♦①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✱ ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛♥q✉❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ stéré♦✲
t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❣r✐s ❝❡♥tr❛✉①✳
❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❥✉sq✉❡✲❧à ♠❛♥q✉❛♥t❡✱ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ❛t❧❛s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s t❡sté ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✉❞✐t ❛t❧❛s ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❇✐❧❛♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ q✉❡ s✐① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳
✕ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ à ✐♥té❣r❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♠é❞✐❝❛❧❡s✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳

✕ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳

✕ ▲✬✐❞é❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✈❛♥t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ♥✬❡st
♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛✐s r❡st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ■❘▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝❧✐♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❙❊P✳

✕ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥❛t✉r❡
q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✼✶

✕ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛t❧❛s ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡
❝❛♥❛❧ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
❧✬❛t❧❛s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s s❛✐♥❡s ♦✉ ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st à ♠♦♥ s❡♥s t♦✉t❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❡t ❧✬✐♥térêt
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t q✉❛♥t ❛✉ ❢✉t✉r ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬■❘▼ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❛✐ss❡
♣rés❛❣❡r ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❝❡s tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡s✳

❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ➚ s❛✈♦✐r ❧❡
❢❛✐❜❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥t été t❡sté❡s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧
❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r à ❧❛ ❢♦✐s ❞é❣❛❣❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ■❇❙❘ ♦✉ ■❈❇▼✱ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ✈❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❯♥❡
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❡t ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
t✐ss✉s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ❛♣♣♦rt ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦s
♠ét❤♦❞❡s✳

❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s❡r❛✐t ❞✬✐♥té❣r❡r ✉♥ ❛t❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ à
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 7✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛t❧❛s ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très
str✐❝t❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝♦♥✈♦❧✉é ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
r❡st❡ tr♦♣ r✐❣✐❞❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛t❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s❡r❛✐t ♣❧✉s ✐♥❞✐q✉é❡
♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ t❡❧s q✉❡
❧❡ ♥♦②❛✉ ❝❛✉❞é✱ ❧❡ ♣✉t❛♠❡♥✱ ❧❡s ♥♦②❛✉① r♦✉❣❡s ♦✉ ❧❡ ♣❛❧❧✐❞✉♠✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ à ❡①♣❧♦r❡r s❡r❛✐t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ✉♥ ✈♦❧❡t ✏♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧✑ à
♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ré❣✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
str✉❝t✉r❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✭❞♦♥❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ♣ré✈❡♥✐r ✏❧✬❡♥✈❛❤✐ss❡♠❡♥t✑
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ à s❡❣♠❡♥t❡r ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❯♥ ❡✛♦rt ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ été ♠❡♥é ❛✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❱✐s❆●❡❙
♠❛✐s ❝❡t ❡✛♦rt ❞♦✐t êtr❡ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐✛✉s❡r ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ tr❛✐t❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡t♦✉r ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✉r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s✳



✶✼✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦r✐❡♥t❡r ♥♦s ❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✐♥✲
❥♦✐♥t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣✉✐sq✉❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❛ ❞é❥à ❞é♠♦♥tré s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❡t ♣♦✉r ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s ❞❡✉① tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ♣✐st❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✳



❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♥♥❡①❡s

✶✼✸





❆♥♥❡①❡ ❆

Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r

P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❡✉r ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 5 ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛❧❧❛✐t ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✲
✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é
❧❡ ❈❙❉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t ✜①és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ●❡✉s❡❜r♦❡❦✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✶ à ❆✳✾ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛②s❛❣❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉
❝❤❛♦t✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳

❋✐❣✳ ❆✳✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M11✳

✶✼✺



✶✼✻ Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r

❋✐❣✳ ❆✳✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M12✳

❋✐❣✳ ❆✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M13✳



Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✶✼✼

❋✐❣✳ ❆✳✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M21✳

❋✐❣✳ ❆✳✺ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M22✳



✶✼✽ Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r

❋✐❣✳ ❆✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M23✳

❋✐❣✳ ❆✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M31✳



Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✶✼✾

❋✐❣✳ ❆✳✽ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M32✳

❋✐❣✳ ❆✳✾ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❙❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ M33✳



✶✽✵ Pr♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r



❆♥♥❡①❡ ❇

●❧♦ss❛✐r❡

❆❆▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧✳ ❊♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✿ ♠♦❞è❧❡ ❛❝t✐❢ ❞✬❛♣✲
♣❛r❡♥❝❡ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✺✶✮✳

❆❇❑ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❑♦❧♠♦❣♦r✈✱ ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✉♣❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✼✶✮✳

❆◆❖❱❆ ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❆◆❛❧②s✐s ❖❢ ❱❆r✐❛♥❝❡✳ ❚❡st st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❖❙ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❆❞❞✐t✐✈❡ ❖♣❡r❛t♦r ❙♣❧✐tt✐♥❣ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ❬✸✶✹❪✮✳

❆❘▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❆♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲✬❆❘▼ ✭♦✉ ❆♥❣✐♦✲■❘▼✮
❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❛rtèr❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡s sté♥♦s❡s✱ ❞✐ss❡❝t✐♦♥s✱ ✜st✉❧❡s✱ ❧❡s ❛♥é✈r✐s♠❡s ❡t ❛rtér✐t❡s✳ ▲❡s ❛rtèr❡s ❝éré❜r❛❧❡s✱
❝❡r✈✐❝❛❧❡s✱ ré♥❛❧❡s✱ ✐❧✐❛q✉❡s✱ ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡s ❡t ❧✬❛♦rt❡ s♦♥t ❧❡s ❛rtèr❡s ❧❡s ♠✐❡✉① ét✉❞✐é❡s ♣❛r
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲✬❛♥❣✐♦✲■❘▼ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❡♥ é❝❤♦s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡s
❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡♥ ✐♥tr❛✲✈❡✐♥❡✉s❡✳

❆❙▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧✳ ❊♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✿ ♠♦❞è❧❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✹✾✮✳

❈●❆ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❈♦✉♣❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
6 ❞✉ ♣rés❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❈❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❱♦❧✉♠❡ t♦t❛❧ ❞❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t✳ ❙❡rt
❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✳

❈▲ ✿ ✈♦✐r ❈❤❛r❣❡ ❧és✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❈♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ✿ ▲❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠✐ss✉r❡ té❧❡♥❝é♣❤❛❧✐q✉❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✭❢❛✐s✲

✶✽✶



✶✽✷ ●❧♦ss❛✐r❡

❝❡❛✉ ❞✬❛①♦♥❡s✮ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❝éré❜r❛✉①✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❝♦♠♠✐ss✉r❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡❧✐❡ ❧❡s ✹ ❧♦❜❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡♥tr❡ ❡✉① ✭❧♦❜❡s ❢r♦♥t❛✉①✱
t❡♠♣♦r❛✉①✱ ♣❛r✐ét❛✉① ❡t ♦❝❝✐♣✐t❛✉① ❣❛✉❝❤❡s ❡t ❞r♦✐ts✮✳ ▲❡ ❝♦r♣s ❝❛❧❧❡✉① ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ ❧❡
tr❛♥s❢❡rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳

❈❙❉ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡✱ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛
s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✾✾✮✳

❈❙❉■❊ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❉✐❝❡ ■♥t❡r✲❊①♣❡rt✱ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡♥tr❡ ❡①♣❡rts ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✶✷✾✮✳

❉❖● ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❖❢ ●❛✉ss✐❛♥s✱ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡s
♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✜❧tr❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✳

❉P ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❉❡♥s✐té ❞❡ Pr♦t♦♥✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ■❘▼ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦t♦♥s ❛
✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡♥ ♥♦②❛✉① ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ✭i.e. ❡♥ ♣r♦t♦♥s✮✳

❉❚■ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❉✐✛✉s✐♦♥ ❚❡♥s♦r ■♠❛❣✐♥❣ ♦✉ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ■❘▼ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t✱
♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ✜❜r❡s ♥❡r✈❡✉s❡s✳

❊▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

❊▼❙ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❱❛♥ ▲❡❡♠♣✉t ❡t ❝♦❧❧✳ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳ ❬✸✵✺✱ ✸✵✹❪✮✳

❊▼❱ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❊st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▼ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡
❝♦✉r❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥é✳

❊P❱❚ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❊st✐♠❛t❡✉r P♦♥❞éré ❞❡ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❚❛♠✐sé❡✳ P❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r
✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ ❢❛ç♦♥
r♦❜✉st❡✳

❋❆ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❋r❛❝t✐♦♥ ❞✬❆♥✐s♦tr♦♣✐❡✳ P❛r❛♠ètr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ❉❚■ ❡t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞❡ ✜❜r❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳ ♣✳✶✶✶✮✳

❋❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ✿ ❊♥ ♥❡✉r♦❛♥❛t♦♠✐❡✱ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛①♦♥❡s ♠♦t❡✉rs ❝♦rt✐❝♦✲s♣✐♥❛✉① q✉✐ tr❛♥s♠❡tt❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥✲
❞❡s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ♠✉s❝❧❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧ ❥✉sq✉✬❛✉① ♠♦t♦♥❡✉✲



●❧♦ss❛✐r❡ ✶✽✸

r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦r♥❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❡❧❧❡ é♣✐♥✐èr❡✳

❋❛st ♠❛r❝❤✐♥❣ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s✳

❋❇❘ ✿ ❆❜❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❛r ❋♦♥❝t✐♦♥ à ❇❛s❡ ❘❛❞✐❛❧❡✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s
♣✳✶✺✾✳

❋❇❘❈● ✿ ❆❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❛r ❋♦♥❝t✐♦♥ à ❇❛s❡ ❘❛❞✐❛❧❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r
❈♦✉♣❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♣✳✶✺✾✳

❋❈▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ♦✉ ❈✲▼♦②❡♥♥❡s ❋❧♦✉❡s ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✭♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✷✾✮✳

❋❋❚ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ♦✉ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❘❛♣✐❞❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡✳

❋▲❆■❘ ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❋❧✉✐❞ ❆tt❡♥✉❛t❡❞ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❘❡❝♦✈❡r②✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ■❘▼ ❡♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❚✷ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ✏s✉♣♣r✐♠é✑ ❧❡ s✐❣✲
♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❧✐❜r❡✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ❡♥ ❤②♣♦s✐❣♥❛❧✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳
❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡✱ ❧✬♦❡❞è♠❡✱ ❧❛ ♥é❝r♦s❡ ♦✉ ❡♥✲
❝♦r❡ ❧❛ ❣❧✐♦s❡✳

●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ✿ ❆❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

●❱❋ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ●r❛❞✐❡♥t ❱❡❝t♦r ❋❧♦✇✳ ❉✐✛✉s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡
❝❛rt❡ ❞✬❛rêt❡✳ ❯t✐❧✐sé ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✳

❍②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ✿ ❊♥ st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✷ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❧✐é❡s ♦✉ ✷ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✛ér❡♥ts✳

■❇❙❘ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ■♥t❡r♥❡t ❇r❛✐♥ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡♣♦s✐t♦r②✳ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞✬■❘▼ ❡t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞✬❡①♣❡rt très ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■❈❇▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥s♦rt✐✉♠ ❢♦r ❇r❛✐♥ ▼❛♣♣✐♥❣✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■❈❇▼ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉
❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♣✳✹✺✳

■♥❞✐❝❡ ❦❛♣♣❛ ✿ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❑❛♣♣❛ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣ré♠❡♥ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ❡t ❧✬❛❣ré♠❡♥t ✐ss✉ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞✳ ■❧ ✈❛✉t ✶
♣♦✉r ✉♥ ❛❣ré♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t ❡t t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬✉♥✐té é✈❛❧✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té
❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❤❛s❛r❞✳



✶✽✹ ●❧♦ss❛✐r❡

■❘▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ■♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❝❡
s✐❣❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲✬■❘▼ ❡st ✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ✭❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ✷❉ ♦✉ ✸❉ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ✿ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❡t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧
réé♠✐s ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛t♦♠❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s t✐ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✐♠❛❣é✳

■❘▼ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭■❘▼✮✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
ét❛♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❡s t✐ss✉s ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥ts✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❜❧❛♥❝❤❡
❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳

❑❛♣♣❛ ✿ ❱♦✐r ■♥❞✐❝❡ ❑❛♣♣❛✳

▲❈❘ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ▲✐q✉✐❞❡ ❈é♣❤❛❧♦✲❘❛❝❤✐❞✐❡♥✳ ❈✬❡st ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❜❛✐❣♥❡♥t ❧❡
❝❡r✈❡❛✉ ❡t ❧❛ ♠♦❡❧❧❡ é♣✐♥✐èr❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ♠é♥✐♥❣❡s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛
♣✐❡✲♠èr❡ ✭q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉① ❝❡♥tr❛❧✮ ❡t ❧✬❛r❛❝❤♥♦ï❞❡ ✭q✉✐ t❛♣✐ss❡ ❧❡ ✈❡rs❛♥t
✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉r❡✲♠èr❡✱ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ s♦❧✐❞❡♠❡♥t ❛tt❛❝❤é❡ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ♦ss❡✉s❡s ✿ ❜♦ît❡
❝râ♥✐❡♥♥❡ ❡t r❛❝❤✐s✮✳ ▲❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥ ❛❜s♦r❜❡ ❡t ❛♠♦rt✐t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♦✉
❧❡s ❝❤♦❝s q✉✐ r✐sq✉❡r❛✐❡♥t ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✳

▲❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧❡ s✉❣❣èr❡✱ ❧❛ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❞✉ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡
❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳
❈❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✐t été ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

▲❖❈❯❙ ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ▲❖❝❛❧ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❯♥✐✜❡❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❙❝❤❡rr❡r ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✷✼✶❪ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐
❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❧♦❝❛✉① ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❛✉ ❜✐❛✐s ❡t ❛✉ ❜r✉✐t✳

▲P❊ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ▲✐❣♥❡ ❞❡ P❛rt❛❣❡ ❞❡s ❊❛✉①✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳ ♣✳✹✸✮✳

▲❱◗ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ▲❡❛r♥✐♥❣ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❚②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳

◆❛rr♦✇ ❜❛♥❞ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ✉♥❡ ✜♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s ❛❝t✐❢s ❛✉t♦✉r



●❧♦ss❛✐r❡ ✶✽✺

❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳

◆❊❲❯❖❆ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ◆❊❲ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r P♦✇❡❧❧ ❬✷✹✹❪ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳ ♣✳✶✸✽✮✳

◆♦②❛✉ ❣é♥✐❝✉❧é ❧❛tér❛❧ ✿ P❛rt✐❡ ❞✉ t❤❛❧❛♠✉s ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✱ ❧❡s
❛①♦♥❡s ❞❡s ♥❡r❢s ♦♣t✐q✉❡s ✈♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ♥♦②❛✉① ❣é♥✐❝✉❧és✳ ▲❡s ❛①♦♥❡s ❞✉ ♥♦②❛✉
❣é♥✐❝✉❧é ❧❛tér❛❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s t❡r♠✐♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦rt❡① ✈✐s✉❡❧ ♣r✐♠❛✐r❡✱
s✐t✉é ❞❛♥s ❡t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❡ ❝❛❧❝❛r✐♥❡✳

P✲✈❛❧✉❡ ✿ ❉❛♥s ✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡✱ ❧❛ p✲✈❛❧✉❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✉♥
rés✉❧t❛t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❡①trê♠❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✳

P❉▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r P♦✐♥t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✳ P❉▼ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞♦té ❞❡ ♠♦❞❡s
❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡s ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ét✉❞✐é❡ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳ ❬✼✵❪✳

P▼❈ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r P❡r❝❡♣tr♦♥s ▼✉❧t✐✲❈♦✉❝❤❡✳ ❚②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳

◗◆◆ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ◗✉❛♥t✐s❡r ◆❡✉r♦♥ ◆❡t✇♦r❦✳ ❚②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳

❘❆❆ ✿ ❆❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❘❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❆t❧❛s ❆✣♥❡✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♣✳✶✺✾✳

❘❆❆❈● ✿ ❆❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❘❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❆t❧❛s ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❈♦✉♣❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡✳ P❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s ♣✳✶✺✾✳

❘❛✣♥❡♠❡♥t ✿ ❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ♦ù ♦♥ ❛✣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❀ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té✳

❘❆▼ ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r②✳ ▼é♠♦✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❧❛❝❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❘❤♦❞♦♣s✐♥❡s ✿ P✐❣♠❡♥t ♣r♦té✐q✉❡ ♣❤♦t♦s❡♥s✐❜❧❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❤♦t♦ré❝❡♣tr✐✲
❝❡s ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ✭❝ô♥❡s ❡t ❜ât♦♥♥❡ts✮✳ ❊❧❧❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦❡✐❧ à ❧❛
❧✉♠✐èr❡✳

❘❱❇ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❘♦✉❣❡ ❱❡rt ❇❧❡✉✳ ❘❱❇ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❈❡s tr♦✐s
❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ❡♥ s②♥t❤ès❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡♥ ❢❛✐t
à ♣❡✉ ♣rès ❛✉① tr♦✐s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ré♣♦♥❞❡♥t ❧❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝ô♥❡s ❞❡
❧✬♦❡✐❧ ❤✉♠❛✐♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs
✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡✳



✶✽✻ ●❧♦ss❛✐r❡

❙❇ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❙✉❜st❛♥❝❡ ❇❧❛♥❝❤❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ t✐ss✉s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉①✳
❊❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❡❧❧❡ é♣✐♥✐èr❡✳ ▲❛
s✉❜st❛♥❝❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✜❜r❡s ♥❡r✈❡✉s❡s✱ ❧❡s ❛①♦♥❡s ❡t ❧❡s ❞❡♥❞r✐t❡s✱ q✉✐ r❡✲
❧✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡t tr❛♥s♠❡tt❡♥t ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥❡r✈❡✉s❡s ❞❡ ❡t ✈❡rs
❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s✳

❙❡♥s✐❜✐❧✐té ✿ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t❡st ♦✉ ❞✬✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ✭♦✉ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❡st ♣rés❡♥t❡✳

❙❊P ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❙❝❧ér♦s❡ ❊♥ P❧❛q✉❡s✳ ▲❛ ❙❊P ❡st ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ♥❡✉r♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉t♦✲✐♠♠✉♥❡
❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉① ❝❡♥tr❛❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t s❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❝❧✐♥✲
✐q✉❡s s♦♥t ❧✐é❡s à ✉♥❡ ❞é♠②é❧✐♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❜r❡s ♥❡r✈❡✉s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉① ❝❡♥tr❛❧✳

❙● ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❙✉❜st❛♥❝❡ ●r✐s❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡s t✐ss✉s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉①
❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t ❧❡s ❝♦r♣s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❣❧✐❛❧❡s✳ ❖❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ❢♦♥❝é❡ q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞✉ t✐ss✉ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝♦❡✉r ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡r✈❡✉s❡✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❣r✐s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧✱ ❞✉ ❝♦r✲
t❡① ❝éré❜❡❧❧❡✉①✱ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦②❛✉① ❣r✐s ❝❡♥tr❛✉① ❡t ❞❛♥s ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞✉ tr♦♥❝ ❝éré❜r❛❧ ❡t à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦❡❧❧❡ é♣✐♥✐èr❡✳

❙❤❛♣❡ ❢r♦♠ s❤❛❞✐♥❣ ✿ ❙❤❛♣❡ ❢r♦♠ s❤❛❞✐♥❣ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦r♠❡ tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐❝✐ ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st très ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❙♥❛❦❡ ✿ ▼♦t ❛♥❣❧❛✐s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳
♣✳✺✶✮✳

❙◆❆P ✿ ▲♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❣é♦❞és✐q✉❡s ♠✐s
❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❍♦ ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✶✸✺❪✳

❙P❆▼ ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❙t❛t✐st✐❝❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❆t❧❛s ▼❛♣s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱
❝❢✳ ♣✳✹✻✮✳

❙♣é❝✐✜❝✐té ✿ ▲❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞✬✉♥ t❡st ♦✉ ❞✬✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ✭♦✉ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t❡✳

❙❚❘❊▼ ✿ ❆❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❙♣❛t✐♦✲❚❡♠♣♦r❛❧ ❘♦❜✉st ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿
✈❡rs✐♦♥ r♦❜✉st❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❝❢✳ ❬✸❪✮✳

❙❱▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✸✺✮✳



●❧♦ss❛✐r❡ ✶✽✼

❚✶ ✿ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✶ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦t♦♥s ❡t ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳

❚✷ ✿ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❚✷ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦t♦♥s à ♣r♦t♦♥s ✈♦✐s✐♥s
❡t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❚❈❆◆ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✐ss✉s ❈éré❜r❛✉① ❞✬❆♣♣❛r❡♥❝❡ ◆♦r♠❛❧❡✳

❚❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ✿ ▲❡ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❡st ✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
♦❜s❡r✈é❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♦❜s❡r✈é❡
❞✬✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ à ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡
❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ t❡st ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠✐té✮✳ ■❧ t✐r❡ s♦♥ ♥♦♠ ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ♦ù ♦♥ ❧✐t ❧✬é❝❛rt ❝r✐t✐q✉❡✳

❚●❋ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✶✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡t ❋▲❆■❘✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ 3
séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❚❤❛❧❛♠✉s ✿ ▲❡ t❤❛❧❛♠✉s ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✐❡♥❝é♣❤❛❧✐q✉❡ s✐t✉é❡ ❞❡ ♣❛rt
❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❧❛tér❛❧❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞é✲
t❛✐❧s ❝❢✳ ♣✳✶✺✽✮✳

❚❚❋ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❋▲❆■❘✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ 3 séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❚❚●❋ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✶✱ ❚✷✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡t ❋▲❆■❘✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡ 4 séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❚❚P ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✶✱ ❚✷ ❡t ❉P✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ 3 séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❚❚P❋ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✶✱ ❚✷✱ ❉P ❡t ❋▲❆■❘✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ 4 séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❚❚P●❋ ✿ ❙✐❣❧❡ ♣♦✉r ❚✶✱ ❚✷✱ ❉P✱ ❚✶ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❡t ❋▲❆■❘✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❞❡ 5 séq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s✳

❲❉▼ ✿ ❙✐❣❧❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❲❛r♣ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✳ ❲❉▼ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ❈✬❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❆❆▼ ❞✉ P❉▼ ❞❡s ❆❙▼✳



✶✽✽ ●❧♦ss❛✐r❡



❆♥♥❡①❡ ❈

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t ✇♦r❦s❤♦♣s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉①

❘✳ ❉❛tt❡r✐✱ ❏✳ ▲❡❝♦❡✉r✱ ❈✳ ❇❛r✐❧❧♦t✱ ❇✳ ❉❛✇❛♥t ✲ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❛❧❛♠✉s ✐♥
▼✉❧t✐✲❙♣❡❝tr❛❧ ▼❘ ■♠❛❣❡s ❯s✐♥❣ ❛ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆t❧❛s✲❇❛s❡❞ ❛♥❞ ●r❛❞✐❡♥t
●r❛♣❤ ❈✉t ▼❡t❤♦❞s ✲ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙P■❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✿ ■♠❛❣❡
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✶✵✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❆✱ ❯❙❆✳

❏✳ ▲❡❝♦❡✉r✱ ❏✳✲❈✳ ❋❡rré✱ ❈✳ ❇❛r✐❧❧♦t ✲ ❖♣t✐♠✐③❡❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❙
❧❡s✐♦♥s ❢r♦♠ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ▼❘■s ✲ ✷♥❞ ▼■❈❈❆■ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❆♥❛❧②s✐s
♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❝❧❡r♦s✐s ✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✮✱ ✷✵✵✾✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✳

❉✳ ●❛r❝í❛✲▲♦r❡♥③♦✱ ❏✳ ▲❡❝♦❡✉r✱ ❉✳▲✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❉✳▲✳ ❈♦❧❧✐♥s✱ ❈✳ ❇❛r✐❧❧♦t ✲ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❝❧❡✲
r♦s✐s ❧❡s✐♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✲ ✶✷t❤
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥✲
t✐♦♥ ✭▼■❈❈❆■✮✱ ✷✵✵✾✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✳

❏✳ ▲❡❝♦❡✉r✱ ❏✳✲❈✳ ❋❡rré✱ ❉✳ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥s✱ ❙✳ ▼♦rr✐ss❡②✱ ❈✳ ❇❛r✐❧❧♦t ✲ ▼✉❧t✐ ❈❤❛♥♥❡❧ ▼❘■
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❬✸✸✾❪ ❨✳ ❩❤❛♥❣✱ ▼✳ ❇r❛❞② ❡t ❙✳ ❙♠✐t❤ ✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛✐♥ ♠r ✐♠❛❣❡s t❤r♦✉❣❤ ❛
❤✐❞❞❡♥ ♠❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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❬✸✹✵❪ ❩✳ ❩❤❛♦✱ ❙✳❘✳ ❆②❧✇❛r❞ ❡t ❊✳❑✳ ❚❡♦❤ ✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ✸❉ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛❝t✐✈❡ s❤❛♣❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
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✇❛✈❡❧❡t ♠❡t❤♦❞✳ ❉❛♥s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡
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❬✸✹✷❪ ❩✳ ❩❤♦✉ ❡t ❩✳ ❘✉❛♥ ✿ ▼✉❧t✐❝♦♥t❡①t ✇❛✈❡❧❡t✲❜❛s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❜r❛✐♥ t✐ss✉❡s ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✷✺✭✸✮✿
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❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❝éré❜r❛❧❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ tr♦✐s ♠♦❞❛❧✐tés ■❘▼
❡♥ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❛♥t✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧✱ ❡st ❛❧♦rs
♠✐s ❡♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s tr♦✐s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ✐♠❛✲
❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞♦♥❝ ✐♥❛❞❛♣té ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ■❝✐✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s
♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r♦❜✉st❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s s✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞❡ s❝❧ér♦s❡ ❡♥ ♣❧❛q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
✐♥té❣r♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛t❧❛s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s
❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❈❡s tr♦✐s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à
❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ♠♦♥tr❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❡♥
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▼♦ts ❝❧❡❢s ✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❝éré❜r❛❧❡✱
♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐té✳

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❜r❛✐♥ ▼❘■s ❜② ❣r❛♣❤ ❝✉ts
♠❡t❤♦❞✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉t✐❧✐③❡s t❤r❡❡ ▼❘■ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡♠✳
❚❤❡ ❜♦r❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t❤❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❡❞s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡♥
✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉t ♠❡t❤♦❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ r♦❜✉st ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦♥
♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ❧❡s✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛t❧❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❡♣ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤♦✇ t❤❡ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦
✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♠♦st ♦❢ ♥♦✇❛❞❛②s
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s♣❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❣r❛♣❤ ❝✉t✱ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧✐t②✳


