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Notations

Sauf mention du contraire nous adoptons les conven-

tions suivantes. Pour les indices nous posons :
a, 3,7, =d+ 1,0, ...,d, k, 0, \n=0,1,....d,
wv,p,0=0,1,....,d—1, a,b,e,d=1,2,...,d,
i,5,k,l=1,2,...,d—1,

les éléments de la métrique ambiante 1 sont donnés par :

d+1 0 1 -1 d
Nap = diag(+1,+1,-1,..., =1, —1).
0,5, A,1]
o,B,7,6

Les coordonnées des points de R+2 seront notées z, resp.

y € R et 2 € RY. Les coordonnées 2 € R seront, géné-
ralement, les coordonnées cartésiennes sur 1’espace-temps
de Minkowski.

Le systéme d’unités est choisi tel que numériquement
h=c=1.

Les différents générateurs des groupes continus sont gé-
néralement anti-hermitiens, sauf apparition explicite d’un
facteur i.

P (M) est 'ensemble des fonctions de classe C* & support
compact. Son dual topologique 2'(M) est 'ensemble des
distributions a support sur M.

La notation [..], resp. {..}, indique la symétrisation, resp.
anti-symétrisation, des indices qu’ils contiennent. Les in-
dices qui ne participent pas a cette opération sont protégés
tel que |pv..|.






Préambule

Ce manuscrit traite de problémes de quantification. Il
comporte deux parties, 'une concerne la quantification des
champs conformément invariants sur 1’espace-temps de de
Sitter, 'autre examine la quantification par états cohé-
rents du puits infini de potentiel et de ’espace-temps de
de Sitter.

La premiére partie s’inscrit dans un programme de
quantification systématique et rigoureux des champs sur
lespace-temps de de Sitter [IL 2] dont 'objectif, & long
terme, est la construction d’une électrodynamique quan-
tique. Les travaux précédant cette thése ont établi des ré-
sultats sur le champ scalaire [2 [3], tensoriel [4, 5] et spino-
riel [6] « massifs » libres. Pour construire une électrody-
namique quantique, il reste, principalement, deux difficul-
tés a surmonter. La premiére est de définir un formalisme
d’interaction des champs quantiques. En effet, la théorie
naive (LSz) des collisions sur ’espace-temps de Minkowski
ne peut pas étre transposée sur l'espace-temps de de Sit-
ter. En tout cas, elle ne peut ’étre sans étre profondé-
ment révisée. La deuxiéme difficulté est que, quand bien
méme nous aurions un formalisme d’interaction, la quanti-
fication du champ de Maxwell libre sur ’espace-temps de
de Sitter n’est pas satisfaisante. En effet, les quantifica-
tions disponibles sont soit trop peu explicites, soit écrites
dans un formalisme trop éloigné du notre : point de vue
covariant, systémes élémentaires. Nous nous sommes em-
ployés, dans la premiére partie de ce travail, & résoudre ce
deuxiéme point. Pour ce faire nous avons exploité I'inva-
riance conforme des équations de Maxwell. Outre une for-
mulation plus intrinséque de la théorie nous avons obtenu
une quantification du champ conformément covariante et,
en particulier, une forme commode de la fonction & deux
points.

La quantification canonique de la mécanique classique
ne peut pas toujours étre appliquée avec succés. Dans ce
cas on doit considérer un autre procédé de quantification,
notre groupe a choisi les quantifications par états cohé-
rents [7, 8], généralisant la quantification dite de Klauder-
Berezin-Toeplitz [9]. En effet, celles-ci s’insérent bien dans
les procédés de quantification canonique (quand ils s’ap-
pliquent) et permettent d’étudier la limite classique (a
h—0). De plus, elles se généralisent en une méthode de
quantification qui est suffisamment souple pour quanti-
fier les espaces de phase, les champs, les variétés, etc. La
seconde partie de ce manuscrit examine deux quantifica-
tions par états cohérents : la quantification du puits in-
fini de potentiel et la quantification de I’espace-temps de
de Sitter. La quantification dans le puits infini de poten-

tiel illustre précisément une situation ou la quantification
canonique s’applique avec difficulté. En effet, 'opérateur
quantité de mouvement usuel p = —ihd, n’est pas auto-
adjoint quand les fonctions d’ondes respectent des condi-
tions au bord du puits. Le deuxiéme travail présente la
quantification par états cohérents d’une variété en une va-
riété non-commutative. Le motif sous-jacent a ce travail
est le suivant. L’espace-temps de de Sitter posséde une lon-
gueur fondamentale : le rayon de ’hyperboloide, qui est
un candidat pour un cut-off infra-rouge pour une théorie
quantique des champs. Un espace-temps non commutatif
posséderait de plus une distance minimale, candidat pour
un cut-off ultra-violet. Ainsi, on pourrait former ’espoir
d’étre & méme de construire une théorie quantique finie
sur un tel espace-temps.

Ce manuscrit est articulé comme suit.

Le chapitre I a pour but de replacer notre recherche
dans son contexte et de rappeler les notions nécessaires a
nos travaux. En premier lieu, nous rappellerons les diffé-
rentes raisons qui rendent pertinente I’étude des champs
sur l'espace-temps de de Sitter. Nous rappellerons, en
deuxiéme lieu, le formalisme de la quantification cano-
nique d’un nombre fini de degrés de liberté. Nous sou-
lignerons ses propriétés structurelles et en particulier le
théoréme de Stone-von Neumann. Nous examinerons, en-
suite, la quantification des champs. Dans ce cas, les hypo-
theéses du théoréme de Stone-von Neumann ne sont plus
vérifiées, ce qui a pour conséquence majeure que toute
quantification des champs nécessite un choix de représen-
tation et ce indépendamment de la nature, courbe ou non,
de 'espace-temps. Le champ, une fois quantifié, afin d’étre
physiquement admissible, doit vérifier plusieurs critéres.
Sur 'espace-temps de Minkowski ces critéres se traduisent
en les axiomes de Wightman-Garding, que nous rappel-
lerons. Ensuite, nous examinerons comment ces axiomes
se généralisent en espace-temps courbe et en particulier
a espace-temps de de Sitter. Par ailleurs, nous adopte-
rons le point de vue des systémes élémentaires de Wigner
et nous rappellerons les représentations unitaires irréduc-
tibles (RUI) du groupe de de Sitter. Représentations qui
donnent lieu & une nomenclature des champs sur I’espace-
temps de de Sitter.

Nous aborderons ensuite, dans les chapitres II et III,
la quantification du champ de Maxwell libre. L’évolution
chronologique de nos idées a été la suivante. Les équa-
tions de Maxwell sont invariantes sous ’action du groupe
conforme SOg(2,4). Ce groupe a une réalisation naturelle



sur le cone nul de R®. Le cone nul de R® coupé par un
hyperplan permet d’obtenir 1’espace-temps de de Sitter
et celui de Minkowski. Nous espérions alors obtenir une
quantification du champ de Maxwell simultanément sur
ces deux espaces-temps. Il n’en a pas été ainsi. En fait, le
traitement conjoint de I'invariance de jauge et de l'inva-
riance conforme nous a conduit & ré-étudier, dans un pre-
mier temps, le cas plus simple du champ scalaire conforme.
Cette étude nous a permis de mettre en place notre for-
malisme et de préciser certaines notions : limite de cour-
bure nulle, lien entre les représentations minkowskiennes
et desittériennes. Notre formalisme se généralise au champ
vectoriel et permet, finalement, de quantifier le champ de
Maxwell tout en préservant l'invariance sous SOg(2,4).

Précisément, dans le chapitre II nous établirons la li-
mite & courbure nulle du champ scalaire conformément
couplé. Pour ce faire, dans un premier temps, nous rap-
pellerons comment, & la limite de courbure nulle, I’espace-
temps de de Sitter tend vers celui de Minkowski. Nous ver-
rons, ensuite, de quelle maniére cette limite se transmet
au groupe des isométries qui tendra, lui, vers le groupe de
Poincaré. Apreés cela, nous rappellerons les solutions sca-
laires en ondes desittériennes [II, 2]. Nous décomposerons
ces ondes sur une base de solutions de carré sommable.
Nous rappellerons alors comment s’effectue la limite dans
le cas du champ scalaire « massif » [10]. Enfin, avec les so-
lutions de carré sommable, nous établirons la limite & cour-
bure nulle du champ scalaire conformément couplé. Cette
limite nécessite un calcul spécifique qui, a notre connais-
sance, est original.

Le chapitre III a pour objet I'étude des champs confor-
mément invariants sur l’espace-temps de de Sitter. L’in-
variance conforme recouvre en fait deux notions a pre-
miére vue distinctes : 'invariance sous les transformations
de Weyl et 'invariance sous l'action du groupe conforme
S0y (2,d). Afin d’éviter toute confusion nous rappellerons
les définitions de ces deux notions. Ensuite, dans R%+2,
nous mettrons en place une approche géométrique qui
permet de relier les champs sur l'espace-temps de Min-
kowski & ceux sur ’espace-temps de de Sitter. Ce point
de vue nous a permis de quantifier le champ scalaire et
d’analyser sa limite & courbure nulle, qui, dans ce cas, est
trivialisée [I1IL 12]. De plus, grace a cette méthode nous
avons mieux compris comment se combinent l'invariance
sous les transformations de Weyl et celle sous SOy(2,d).
Précisément, nous avons établi que la transformation de
Weyl, entre ’espace-temps de Minkowski et celui de de
Sitter, induit un opérateur d’entrelacement pour le groupe
conforme SOq (2, d) dans sa représentation scalaire. Enfin,

notre méthode a introduit le cadre adéquat dans lequel
nous pouvions aborder la quantification du champ de Max-
well, ¢f.CH.II1.§7—9. Grace a notre choix de point de vue
on garde & tout moment, durant la procédure de quantifi-
cation, une lecture claire de l'action du groupe conforme
S0¢(2,d). On notera que, pour le champ vectoriel, la mé-
thode exposée dans ce manuscrit differe de [I3] et que
I’étude du champ, et des jauges, en dimension d arbitraire
est, autant que nous le sachions, originale.

Le chapitre IV est une introduction, succincte, au for-
malisme des états cohérents généralisés. Y sont repro-
duites les connaissances requises pour appréhender les cha-
pitres V et VI ol sont quantifiés la particule dans le puits
infini de potentiel et ’espace-temps de de Sitter.

Le chapitre V est une reproduction telle quelle d’un
chapitre invité du livre “Quantum Wells : Theory, Fabri-
cation and Applications” [14], lui-méme fondé sur notre
article [I5]. Il présente une quantification par états cohé-
rents de la particule dans un puits infini de potentiel. Rap-
pelons que l'opérateur quantité de mouvement p = —ihd,
n’est pas autoadjoint sur ’espace de Hilbert et ne peut sa-
tisfaire aux relations de commutation canonique. Grace a
une nouvelle base d’états cohérents vectoriels nous réussis-
sons néanmoins & établir une quantification qui s’approche
de la quantification canonique désirée.

Dans le chapitre VI, nous avons reproduit les actes de la
conférence International Colloquium On Group Theoreti-
cal Methods in Physics, Group 26 dans lesquels nous ébau-
chons la quantification par états cohérents de 'espace-
temps de de Sitter lui-méme.

Les chapitres sont essentiellement indépendants entre
eux. La lecture de 'un ne requiert pas celle, préalable,
d’un autre, ni méme celle de I'introduction. Néanmoins, la
lecture du chapitre II avant celle du chapitre III permet
de comprendre en quoi notre approche des champs confor-
mément invariants sur I’espace-temps de de Sitter simplifie
les calculs de la limite a courbure nulle, ne serait-ce que
sur le champ scalaire. Chacun des travaux présentés, aux
chapitres V et VI, posséde une introduction qui lui est
propre ot le formalisme des états cohérents est rappelé.

L’annexe A est un recueil de résultats et de calculs qui
ne s’insérent pas dans le corps du texte car ils sont trop
longs ou nécessiteraient une digression qui détournerait le
lecteur de ’essentiel de notre discours.

L’annexe B concerne les géodésiques sur l'espace-temps
de de Sitter qui s’avérent particuliérement simples a cal-
culer dans le cadre du formalisme ambiant dans R*+1,

L’annexe C est une introduction a l'article [16] auquel
nous avons contribué.



CHAPITRE 1.

Eléments de quantification des champs

La théorie quantique des champs (TQC) fait 'objet de
nombreux travaux et ses succés expérimentaux sont indé-
niables. Néanmoins, cette théorie n’est pas sans ambigui-
tés. L’espace-temps de Minkowski est un cas particulier
dans lequel on sait s’accommoder des incohérences du for-
malisme. Sur un espace-temps de la relativité générale il
est beaucoup plus difficile de lever ces ambiguités.

Dans ce manuscrit, nous examinerons la quantification
des champs sur I'espace-temps de de Sitter. Si on souhaite
étudier les champs sur cet espace-temps c’est, principale-
ment, pour les deux raisons suivantes : c’est un espace-
temps de la relativité générale qui apparait couramment
en cosmologie et, de plus, il est suffisamment proche de
celui de Minkowski pour nous autoriser & y suivre un
programme de quantification similaire. Dans la section
81 nous détaillerons les propriétés qui rendent attractif
I’espace-temps de de Sitter. Ensuite, en section §2, nous
revenons sur la quantification canonique de la mécanique
classique. En effet, il ne semble pas inutile de rappeler
comment celle-ci s’effectue et pourquoi elle fonctionne. En
particulier, pour cette quantification, on bénéficie d’un ré-
sultat (crucial) d’unicité de la quantification da a 'utili-
sation conjointe d’un théoréme de Stone et d’un théoréme
de von Neumann. De plus, aprés de tels rappels, nous
serons plus perspicaces vis-a-vis de la quantification des
champs. Précisément, pour la quantification des champs,
il n’y a pas d’analogue au théoréme de Stone-von Neu-
mann. L’absence d’un tel théoréme a pour conséquence la
nécessité de considérer une infinité de quantifications in-
équivalentes. Sur l'espace-temps de Minkowski un critére
d’énergie positive permet de distinguer une quantification
parmi toutes les autres. En espace-temps courbe il faut
se choisir un critére similaire qu’il est nécessaire d’explici-
ter et de justifier. Ce sont ces propriétés, des théories des
champs quantiques, que nous essaierons de souligner en
section §3. Finalement, en section §4, nous aborderons la
quantification des champs sur ’espace-temps de de Sitter.
Nous rappellerons le formalisme ambiant dans R qui
donne une lecture particuliérement transparente de 1’ac-
tion du groupe de Sitter SOg(1,4). Alors, en suivant la
classification de Dixmier et Takahashi des représentations
unitaires irréductible (RUT) de SOg(1,4) nous établirons la
nomenclature des champs sur ’espace-temps de de Sitter.
Ce sont ces champs que nous quantifierons suivant une
axiomatique proche de celle de Wightman. Plus précisé-
ment, comme nous ’avons signalé dans le préambule, ce
sont les champs conformément invariants : le champ sca-
laire et le champ de Maxwell que nous étudierons.

§1.L’espace-temps de de Sitter ?

Nous avons consacré la premiére partie de ce manus-
crit a la quantification des champs sur I’espace-temps de de
Sitter. Dans cette section nous rappellerons qu’il apparait
naturellement en cosmologie. Ensuite, nous expliquerons
en quoi il est, de plus, intrinséquement intéressant.

La cosmologie s’établit dans la relativité générale.
Cette derniére tient sur deux hypothéses que sont :

1. le principe d’équivalence, qui permet d’interpréter
géométriquement la gravitation, et

2. les équations d’Einstein :

(1.1)

qui relient la géométrie de 'univers & son contenu en
énergie.

G + Mgy = 87GTy,,

Le tenseur d’Einstein G/, décrit la géométrie de I'espace-
temps (M, g), vu comme une variété lorentzienne para-
compacte, A est la constante cosmologique, G la constante
de Newton et les T}, sont les composantes du tenseur
énergie-impulsion.

Le modéle cosmologique standard part de ’hypothése
que l'univers est spatialement homogéne et isotrope, c’est-
a-dire qu’il a topologiquement la structure M = R x X,
avec X, une variété maximalement symétrique. Ainsi, 1’élé-
ment de ligne sur (M, g) se réduit a celui de Robertson-
Walker :

dr?
1 — kr?

ou k est la courbure de X, a(t) le facteur d’échelle et dQ3
I’élément de ligne sur S2. Pour k négatif, nul ou positif, &
est dit respectivement ouvert, plat ou fermé. Dans I'hypo-
theése ou 'univers est rempli de fluides cosmologiques par-
faits, déterminés par une pression p et une densité d’éner-
gie p, non interagissants, et, par 'application des équa-
tions d’Einstein on obtient les équations de Friedmann-
Lemaitre. La premiére s’écrit :

ds* = g, dz*dz” = dt* — a2(t)( + r2dQ§>,

a2  8nG k
(12)  H?= (*) =3 (pm+pr+pr) - 3,

a 3

ot H est le paramétre de Hubble dont la valeur actuelle
est :

Ho~ 73 km. s7'. Mpc ™! ~ 16 x 107%° MeV /A

Dans I’équation d’évolution (|1.2)) la densité d’énergie est
partagée en respectivement : un contenu en matiére pas,
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un contenu en radiation pr et pp = A/87G une den-
sité due a la constante cosmologique A. L’équation d’état
p = pw, la conservation de l’énergie et I’équation (|1.2))
entrainent le comportement caractéristique p q 30Fw
avec wy = 0, wg = % et wpy = —1. Depuis Hubble [17]
nous savons que l'univers est en expansion. Plus récem-
ment nous avons appris [I8] [T9] qu’il est en expansion ac-
célérée. Alors, dans le cadre du modéle standard cosmo-
logique, a(t) serait une fonction croissante et, si I'univers
suit I’évolution qui semble étre sienne, matiére et rayon-
nement se dilueront pour, finalement, étre dominés par la
constante cosmologique.

Par ailleurs, depuis les années 1980 |20, 21] la cosmolo-
gie dispose de modéles d’inflation. Ceux-ci apportent une
réponse & nombre d’interrogations posées par le modéle
cosmologique standard (coincidence, fine tuning, ...) et
s’avérent étre en adéquation avec 'univers tel que nous
I’observons. La clef de ces modéles tient en ce que I'univers
passe par une phase, dite d’inflation, ol toutes les com-
posantes p; sont dominées par une densité d’énergie ayant
I’apparence de pj, la densité d’énergie due a la constante
cosmologique A.

En conséquence, que ce soit pour étudier un futur pro-
bable ou une phase inflationnaire de l'univers, il est lé-
gitime de considérer un univers vide de matiére et de
rayonnement oil seule subsiste une constante cosmolo-
gique A. Un tel espace-temps s’obtient en annulant le se-
cond membre dans I’équation d’Einstein . La solution
(unique) de cette équation est 'univers de de Sitter quand
la constante A est positive, anti-de Sitter quand elle est né-
gative et 'espace-temps de Minkowski pour A = 0. Le cas
A positif est privilégié par les observations du fond diffus
cosmologique [22] 23] et, plus encore, par les observations
des supernovee & grand redshift [18] [19] [24].

De plus, on rajoutera que les physiciens des cordes s’in-
téressent aussi aux vides desittériens [25].

A ces propriétés cosmologiques qui rendent incon-
tournable l'espace-temps de de Sitter mentionnons qu’il
s’avére, en plus, intrinséquement intéressant. En effet,
I’espace-temps de de Sitter, comme ceux de Minkowski et
d’anti-de Sitter, est maximalement symétrique : en dimen-
sion d il posséde un groupe d’isométries a d(d + 1)/2 pa-
ramétres. De plus, il est globalement hyperbolique, ce qui
garantit au probléme de Cauchy d’étre bien posé. Enfin, on
peut, en faisant tendre la courbure de I’espace-temps vers
zéro, mettre en relation certains champs desittériens avec
ceux minkowskiens. En ce sens il n’est pas tout a fait er-
roné que de concevoir ’espace-temps de de Sitter comme
la généralisation « la plus simple », par la courbure, de
I’espace-temps de Minkowski. Par contre, en passant de
I’espace-temps de Minkowski & celui de de Sitter on ne
dispose plus de champ de Killing qui soit de genre temps
en chaque point. Ainsi, sur ’espace-temps de de Sitter,
il n’y a pas de notion d’énergie sur laquelle des observa-
teurs inertiels peuvent mutuellement s’accorder. Ceci est
problématique quant au critére spectral permettant de dis-
tinguer un choix de représentation de ’algébre de Weyl,

cf-§3-4.

§2.Eléments de quantification canonique

Avant de quantifier des champs sur l’espace-temps
de de Sitter, la particule dans un puits de potentiel ou
lespace-temps de de Sitter lui-méme, nous rappellerons
quelques propriétés de la quantification. Les méthodes de
quantifications sont nombreuses et ce manuscrit n’a pas
pour objet de toutes les recenser. Pour un apercu de la
variété de ces méthodes on consultera [9) [26]. Nous nous
contenterons de présenter une quantification canonique et
une quantification par états cohérents. Méme pour ces cas
particuliers nous choisirons un point de vue qui, bien que
largement adopté par la communauté, n’est pas nécessai-
rement celui enseigné & l'université. Ainsi, nous reparti-
rons de la mécanique classique en rappelant que sa dy-
namique est sous-tendue par une structure symplectique.
Aprés ces rappels nous présenterons la quantification ca-
nonique comme une application qui associe le crochet de
Poisson au commutateur entre opérateurs sur un certain
espace de Hilbert 7. Appliquée aux coordonnées sur ’es-
pace des phases ceci donne lieu & ’algébre de Heisenberg
“/g. En intégrant cette algébre on obtient 'algébre de
Weyl 7. Le théoréme de Stone-von Neumann assure,
sous certaines conditions, que toutes les représentations
de l’algébre de Weyl sont unitairement équivalentes. C’est
un résultat d’unicité de la quantification. Ensuite, nous
considérerons un champ sur un espace-temps, courbe ou
non. Quand le probléme de Cauchy est bien posé on peut
effectuer une quantification similaire a la quantification ca-
nonique. Malheureusement, le résultat de Stone-von Neu-
mann ne pourra plus étre appliqué et toute théorie quan-
tique des champs peut étre quantifiée d’une infinité de fa-
gons inéquivalentes. Concernant la quantification par états
cohérents on se reportera au chapitre IV ou ce formalisme
est introduit.

2.1. Mécanique classique

L’espace des phases est un lieu privilégié de la méca-
nique classique. Celui-ci a la structure d’une variété sym-
plectique (V,w) ou V est une variété différentielle de di-
mension paire 2n et w une forme bilinéaire anti-symétrique
non dégénérée et fermée sur V : w est la 2-forme symplec-
tique. De tels espaces abondent en physique.

Par exemple, le fibré cotangent T*M, ou M est une
variété de dimension n, muni de w = da, o « est la forme
de Liouville, est une variété symplectique. Dans le systéme
de coordonnées (q,p) sur T*M la forme symplectique w
s’écrit :

n
w=da = Z dp; A dg'.

i=1

De méme, pour toute orbite co-adjointe d’un groupe de
Lie G il existe une 2-forme symplectique invariante sous
laction de G. Plus fortement, chaque variété homogéne
symplectique, pour laquelle le groupe des isométries G est
connexe, est localement isomorphe & une orbite co-adjointe
[27]. Ce sont ces deux théorémes qui ont initié le travail
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de Kostant, Souriau et Kirillov sur la quantification géo-
métrique [28].

Sur une variété symplectique, on peut définir des
champs de vecteurs. En particulier, pour une fonction H
sur ’espace des phases, un champ de vecteurs Xy est dit
hamiltonien s’il vérifie ’équation :

iXHw = —dH,

ol ix, est le produit intérieur par Xy, que nous noterons
aussi Xy |. Sur T*M dans les coordonnées (g, p) il s’écrit
simplement :

" /0H 9 J0H 9
X =3 (Gar ~ 3 o)

i=1

Alors, pour deux fonctions f et g sur ’espace des phases,
des observables classiques, on peut définir le crochet de
Poisson :

(1.3) {f, 9} = w(Xy, Xy),

ot les vecteurs hamiltoniens Xy et X, sont respectivement
associés a f et & g. Sur T* M, dans le systéme de coordon-
nées (q, p), celui-ci se réexprime dans la forme connue :

\~(9f dg of dg
{f’g};<8m8qiaqiam>'

Le crochet de Poisson posséde de nombreuses pro-
priétés, notamment c’est un crochet de Lie, c’est-a-dire
qu’il est antisymétrique, qu’il vérifie I'identité de Leibniz
(c’est une dérivation) et qu’il satisfait a U'identité de Ja-
cobi.

Par exemple, une particule qui se meut sur un cercle,
identifié & S*, a pour espace des phases :

T*S' ~ {(0,L) € [-m,n[xR},

oll § est un angle sur S' et L son moment conjugué qui,
par analyse dimensionnelle, a la dimension d’un moment
cinétique. Alors, une forme symplectique sur T*S! est
w = dL A df dont on déduit le crochet de Poisson :

_ (9fdg df dg
9= (575~ 3951):

De méme, le lecteur trouvera une quantification de ’or-
bite adjointe massive de SU(1, 1), le double recouvrement
de SOy(1,2), le groupe de de Sitter de dimension deux,
dans la publication [29] au moyen de la décomposition
« espace-temps » du groupe introduite en [30].

2.2. Quantification et mécanique quantique

Une quantification consiste & associer & des observables
classiques des opérateurs auto-adjoints sur un espace de
Hilbert séparable J#. La quantification canonique [31]
I’accomplit, ou cherche & le réaliser, de telle sorte que :

(14)  [f,8) = f4—af =ih{f, g} +o(h), 1=1T.,

ol les opérateurs f et ¢ sont censés partager un domaine
dense de JZ pour que l'écriture du commutateur ait un
sens. Malheureusement, uniquement pour une classe res-
treinte d’observables classiques une telle régle peut s’appli-
quer [32]. Par hypothése les observables quantiques sont
auto-adjointes. Cette propriété n’est pas nécessairement
réalisée, il est alors indispensable de la vérifier au cas
par cas. Rappelons que si on cherche des opérateurs auto-
adjoints c’est pour s’assurer de la réalité de leur spectre.
Par exemple, pour le puit infini de potentiel, p = —ihd,
n'est pas auto-adjoint sur HE(]0,L[), ¢f.CH.V. On no-
tera que quand (V,w) a la structure d’un espace vecto-
riel, par exemple pour V = T*R" ~ R?" il y a une no-
tion d’observables fondamentales classiques, les éléments
du dual de V, pour laquelle la quantification est pratique-
ment sans ambiguité.

Dans la pratique on considére ’algébre (enveloppante)
de Heisenberg o7, c’est-a-dire les polynomes en les coor-
données (g, p) avec les relations de commutation :

(1.5) [q",p;] = 16" ;1o + o(R).

On notera qu’une telle relation ne peut avoir lieu que sur
un espace de Hilbert de dimension infinie, autrement il suf-
firait de prendre la trace de la relation pour aboutir &
un contresens. Du choix de &7, comme algébre fondamen-
tale, on ne peut atteindre toutes les observables. Qui plus
est, on se retrouve devant un probléme d’ordonnancement
d’opérateurs, par exemple :

— 51
@2p? = -

1242 | 22y
5 )

(G°p° +p°q

Au mieux, on peut considérer toutes les combinaisons
telles que 'opérateur soit symétrique, c’est-a-dire tel que
I’ensemble soit un palindrome en § et p.

€ Opérateurs symétriques, opérateurs auto-adjoints :

Profitons-en pour rappeler qu’un opérateur A est dit
symétrique, ou hermitien, s’il vérifie la relation :

(¢, Ay) = (Ag, ),

Rappelons, de méme, la définition de I'adjoint A* de A.
Celle-ci se passe en deux temps [33], premiérement :

Vi) € dom(A), 3¢* : (¢, Ap) = (67, ),

avec ¢* dépendant de ¢. L’ensemble des ¢ € S qui réa-
lisent cette égalité est le domaine de A* : dom(A*). Les do-
maines de A et A* sont supposés denses dans 77. Deuxié-
mement, on pose :

Vo, € dom(A).

A*p = ¢".
Il est important de noter que c’est A* qui est défini par
cette égalité (et non ¢*). Un opérateur symétrique A est
auto-adjoint si A = A*. Une détermination simple, die
a von Neumann, de 'auto-adjonction est que : si A est
auto-adjoint alors :

ker(i + A*) = {0}.
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Un opérateur symétrique n’est pas nécessairement auto-
adjoint. Par contre, il peut admettre des extensions auto-
adjointes, ou aucune. Introduisons les indices de défi-
ciences [34] :

ni = dim[K1 = ker(i + A*)].

Pour ny = n_ =20 A est auto-adjoint sur . Pour
ny =n_ =n > 1 Vopérateur admet des extensions auto-
adjointes paramétrées par des éléments de U(n) (précisé-
ment, par 'ensemble des applications unitaires de K dans
K_). Pour ny # n_ lopérateur est maximalement symé-
trique et n’admet pas d’extension auto-adjointe. Quand
I’espace de Hilbert est de dimension finie hermitien et
auto-adjoint sont synonymes, autrement la simple symé-
trie n’assure pas 'auto-adjonction. C’est une subtilité du
formalisme que masque les notations de Dirac et qui est
souvent ignorée des manuels de mécanique quantique [35].
Les opérateurs ¢ et p vérifiant la relation de commu-
tation ne peuvent avoir de norme bornée, Weyl [36]

considére les opérateurs :
Ula) = e,

V(p) = PP o, 8 eR”,

qui vérifient :
U(e)V(B) = V(AU (a)e™ ',

U(@)U(B) =Ul(a+ ),
V(a+ 3).

=
L
=
=
I

Ces équations proviennent de la relation de commutation
(1.5) et de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Pas-
ser de l'algébre de Heisenberg o7y a l'algébre de Weyl
@y est naturel et correspond a passer de lalgébre de
Lie {1,q,p} au groupe via l’application exponentielle.
D’ailleurs, généralement, on introduit directement :

W(a,B) = expli(a g + 5p)]-

Dés lors, ’étude d’un systéme se fait par I’analyse des re-
présentations de <y .

De fait, généralement, on fait prévaloir la représenta-
tion de @y, avec les opérateurs U(a) et V(8), sur la re-
présentation de 7. En effet, dans ce cas on bénéficie
du théoréme suivant : soit U(a) un groupe & un para-
meétre unitaire (fortement) continu sur un espace de Hil-
bert S, alors il existe un opérateur A auto-adjoint tel que
U(a) = exp(iad) (Théoréme de Stone [37H39, [33]).

Particuliérement, on considérera les représentations ir-
réductibles réguliéres de oy . Irréductible garde sa défi-
nition usuelle : sous l'action de #y il n’y a pas d’espace
invariant dans ## hormis le vecteur nul et J# lui-méme.
Réguliére signifie que pour une représentation 7 de iy,
7(U(«)) et w(V(3)) sont (fortement) continus en « et G,
respectivement.

Alors, pour n < oo, toutes les représentations réguliéres
irréductibles de 'algébre de Weyl <ty sont unitairement
équivalentes (Théoréme de von Neumann [33]).

C’est un résultat d’unicité. Comme toutes les représen-
tations réguliéres irréductibles sont équivalentes il suffit

d’en choisir une. Généralement on englobe les deux théo-
rémes précédents sous le nom de théoréme de Stone-von
Neumann. Pour la particule massive évoluant dans R™ on
considére :

H = L*(R",d"z),

avec :

[U(a)¢](x) = (), [V(B)Y](z) =Pz + B),

et ¢ € . L'irréducibilité de la représentation .oy se
vérifie par un argument de support de transformées de
Fourier.

Pour conclure, d’'un espace des phases, au sens d’une
variété symplectique, la quantification canonique applique
les observables classiques en des opérateurs auto-adjoints
en cherchant a respecter le crochet de Poisson, qui devient
le commutateur. Dans la pratique, ce sont les coordonnées
sur lespace des phases qu’'on quantifie. Le choix de (I'es-
pace de) représentation de l’algébre de commutation est
sans importance comme le théoréme de von Neumann ga-
rantit que toutes les autres représentations s’en déduiront
unitairement.

2.3. Quantification des champs

La quantification canonique de la mécanique classique
s’est avérée directe une fois distinguées les notions per-
tinentes de la mécanique classique, ici la structure sym-
plectique. On souhaite faire de méme pour la quantifica-
tion des champs sur une variété métrique (M, g). Etonne-
ment, quand 'espace-temps est globalement hyperbolique
on peut suivre quasiment pas a pas la méthode qui per-
met de passer de la mécanique classique & la mécanique
quantique. Néanmoins, la conclusion sera différente. En ef-
fet, il n’y a pas d’analogue au théoréme de von Neumann
et, dans la pratique, nous devons considérer une infinité de
quantifications unitairement inéquivalentes. Les propos de
cette section agglomeérent, éhontément, ceux de [40H44].

€ Sur un espace-temps globalement hyperbolique :

Considérons un champ scalaire réel ¢ sur un espace-
temps (M, g) globalement hyperbolique. Supposons, de
plus, que le champ ¢ satisfait a 1’équation de Klein-
Gordon :

(1.6) O+ u2)é(a) =0,

ou [ est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur (M, g).
Notons JT(p) le cone future du point p € M relative-
ment a la métrique g, resp. J~ (p) le cone passé. Rappelons
qu’un espace-temps est globalement hyperbolique si :
— Jt(p) N J=(p') est compact et appartient a M,
Vp,p' € M, et si
— I’hypothése de causalité forte est tenue, c’est-a-dire
que dans un voisinage de p € M une courbe de genre
lumiére, ou temps, s’intercepte au plus une fois [45].
Cette condition technique s’apprécie par la conséquence
suivante : I’hyperbolicité globale de (M, g) nous assure
Pexistence d’hypersurfaces de Cauchy de genre espace X
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telles que M ~ R x 3. On notera 7 :
naturelle de ¥ dans M et on pose :

po(¢) =i*(9), p1(9) = (1) *i"(xd9),

ou * est l'opérateur de Hodge, i* la restriction & X et le
dernier opérateur de Hodge dans la définition de p; référe
a (X,v =1*(g)). Rappelons que 'opérateur de Hodge * est
une application des k-formes extérieures dans les (n — k)-
formes extérieures telle que :

Y. — M linjection

(1.7)

(xdxy, Ao Adxy) Adegy AL Adag, = dvoly.

Dans un systéme de coordonnées tel que les hypersurfaces
¥ s’obtiennent pour 2z = Const. on a simplement,

99

,Oo(d)) = ¢|x0:aa P1 (¢) = w

b
z0=a

avec a = Const. L’avantage des notations est qu’elles
sont manifestement intrinséques et se généralisent directe-
ment aux formes sur ’espace-temps.

Le caractére globalement hyperbolique de (M, g) et un
théoréme dt a Leray [46], Choquet-Bruhat [47] et Di-
mock [40] assure que 1'équation admet deux solu-
tions fondamentales : les propagateurs retardés et avan-
cés, Gt € 9'(M) x 2'(M). Les distributions G* ont la
propriété de support :

supp(G* f) C J*(suppf)

avec J* (suppf) le cone futur, resp. passé, du support de
f. Ainsi, le support de GT f est dans le cone futur, resp.
passé pour G~ f, du support de f. De plus, pour po(¢) et
p1(¢) dans Z(X) il existe une unique solution ¢ de (1.6
donnée par :

(18) é(z) = / (B (2, — pol)yFg™ .Gz, ),

avec G la fonction de commutation G = Gt — G~.

€ Construction de l’espace des phases et quantification :

Pour quantifier canoniquement le champ scalaire ¢ il
est nécessaire de construire un espace des phases. Si on
considére py et p; comme des conditions initiales on peut
munir (pg, p1) d’une structure symplectique :

wl(pos p1); (po, P1)] = /Z(mpé — popl)-

On montre que cette 2-forme est indépendante du choix
de X et non-dégénérée. Donc, pg et p; font office de fonc-
tions coordonnées et munies de w elles forment un es-
pace des phases. Pour alléger les notations on écrira :

w[(po, p1), (P}, P1)] = w(g,d’). Alors, on peut quantifier
les fonctions sur cet espace des phases par :

[&(¢,),&(¢,9")] = iw(®h,9")1.

On remarquera que cette quantification est le paralléle
exact de la quantification canonique ([1.4) étant donné la
définition ([1.3)) du crochet de Poisson.

(1.9)

Ce formalisme peut étre mis en rapport avec des pro-
priétés plus communes. En effet, pour f € 2(M) on lisse
le champs ¢ par :

(1.10) o(f) = /M of = w(6,GP),

en tenant compte de la représentation ((1.8) de ¢. Alors,
d’apres (1.9, on a la relation de commutation :

(1.11) [2(£), 6(f)] = w(Gf.Gf1.

Des propriétés de support de G, déduites de celles de G¥,
si f et f’ ont des supports non causalements connectés,
i.e. JE(suppf) N JE(suppf’) = 0, le membre de droite de
(1.11)) s’annule. En réutilisant I'identité (|1.10f) on a :

w(Gf,Gf" :/ (G S

M

Donc, si on dé-lisse tous les champs on retrouve :

(1.12) [$(2), 6(2")] = iG(x,a"),

qui est la généralisation de ce qu’on pourrait appeler des
relations canoniques de commutation a temps égaut.

La relation de commutation (|1.9)) donne une algébre de
Heisenberg, on atteint ’algébre de Weyl on considérant :

W (1) = expliv (¢, ¢)]

avec la relation :
Wo(0)Wolw') = Wo(ah + ') exp ol )],

déduite de la relation de commutation (|1.9)).

Jusqu’a présent on a su calquer la quantification du
champ scalaire ¢ sur la quantification canonique d’un
nombre fini de degrés de libertés. La grande différence est
qu’il n’y a pas de théoréme de von Neuman pour n = oo,
comme c’est le cas ici, et on peut trouver une infinité de
représentations inéquivalentes de 'algébre de Weyl <y .

On remarquera qu’il n’a jamais été question d’espace-
temps courbe ou non. La seule condition technique (cru-
ciale) fut que (M, g) soit globalement hyperbolique. La
problématique des théories quantiques des champs ne re-
leve pas du fait qu’elles sont formulées sur un espace-
temps courbe ou plat, mais que ce sont des théories de
champs, donc d’une infinité de degrés de liberté. Néan-
moins espace-temps de Minkowski est particulier et sur
celui-ci, comme nous le verrons, on pourra départager les
différentes représentations de l’algébre de commutation
sur un critére d’énergie positive.
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‘€ Lien avec la méthode heuristique :

Redescendons sur un terrain plus pragmatique. Consi-
dérons que le champs scalaire ¢ soit complexe, la forme
symplectique w engendre un produit scalaire :

— —

(113) (0.0 =iw(@.v) =i [ Govds.

ol dans la derniére égalité on a choisi un systéme de coor-
données tel que les hypersurfaces ¥ soient a z° = Const.
On reconnait dans le produit scalaire de Klein-
Gordon. Alors, si 'espace de Hilbert J# des solutions de
(1.6) muni du produit scalaire est engendré par une
base hilbertienne {¢y} et ses complexes conjuguées {@; }
tel que :

H = I+ H,

avec :

(1.14) (ks Prr) = Opeter s (¢r, Prr) =0,

(Pr> Prr) = — Ok
On obtient la fonction de commutation G avec :
G(z,2') =2 Sm Y or(2)B;(2),
k

=2 SQm ¥ (z,2'),

(1.15)

(1.16)

o # est la fonction de Wightman. Ce systéme réalise une
quantification canonique, dans le sens précédent, avec le
champ :

(1.17) ¢= (appr + afPr);

k

et les relations de commutations :

[ay,, 4] = [@La&“ =0, [dkvdzl] = Opw 1.z,

déduites de I’expression pour le champ d’opérateur
avec la fonction de commutation G définie telle que
dans . L’espace de Fock .7 est construit sur 'espace
de Hilbert 7] par produits tensoriels symétrisés :

F1 = F(H) =Ca (é%@)
=1

ol ®,1 indique un produit tensoriel symétrisé. La notation
F(H) se lit « construction de Uespace de Fock sur l'es-
pace de Hilbert 7 ». Cet espace de Fock %] posséde un
unique vecteur Qy, « le vide », défini par ap, = 0, Vk.

€ Sur la fonction de Wightman et l'espace 761 :

De l'orthonormalité (1.14)) des solutions ¢y, la fonction
de Wightman est autoreproduisante pour le produit sca-

laire (1.13]), c’est-a-~dire :
(W (x), W (,2")) =W (x,2).
Etant donné ces propriétés on a immédiatement :

<W(,Jf), (pk> = Sok(x)a <W(,Jf),¢k> =0.

Ainsi, étant donné le produit scalaire (1.13), (#(x,.), o)
est un projecteur sur 7 et caractérise cet espace. Intro-
duisons de méme la fonction de Hadamard G :

G (z,2') =2 Re # (x,1').

La fonction de commutation G étant déterminée par la
physique classique, les propagateurs avancés et retardés,
la partie quantique tient dans le choix de la fonction de
Hadamard GV, Ainsi, la donnée d’une fonction de Wight-
man, et plus particuliérement celle de sa partie réelle, est
la réalisation d’une quantification.

€ Les transformations de Bogolioubov :

Précédemment nous avons choisi un ensemble de modes
{©k,P)} pour base hilbertienne de 'espace des solutions
€. Nous pourrions choisir un tout autre ensemble de
modes {g;, 7, }, toujours tel que :

H = o+ Ho,
relié au précédent par :

(1.18) o= Ap+'Bp,
avec des notations abusives mais explicites. Dans ces no-
tations la fonction de Wightman (1.16)) s’écrit :

W (z,a') = ol (a)p(2).

Alors, pour ATA =1 et B = 0 la fonction de Wightman
est laissée invariante. Par contre, si on considére les trans-
formations (1.18) qui laissent la fonction de commutation
G, définie p, invariante on a accés & une classe
plus large de transformations, précisément & celles qui vé-
rifient :
ATA — BB =1, AT'B — BA =0.

Ce sont les transformations de Bogolioubov. Que G soit
laissée invariante assure aux modes {g;,9;} d’étre com-
plets dans 7. On notera qu’une telle transformation est
équivalente & une transformation symplectique des pg (o),
p1(9).

Ainsi, sous les transformations de Bogolioubov le
champ qg opére sur un nouvel espace de Fock Z, avec
un nouveau vecteur )y, construit sur ’espace de Hilbert
6. En soi cela n’est pas problématique, mais, de facon
générale ces transformations engendrent une représenta-
tion de l'algébre de Weyl @y unitairement inéquivalente
a la précédente.

Pour conclure, la quantification canonique des champs
peut s’effectuer de maniére similaire a celle de la méca-
nique quantique. Cependant, & un moment il y a un choiz
a effectuer, e.g. le choix d’une base de solutions, qui déter-
mine la représentation de 'algébre de commutation. C’est
de ce choiz dont il faut avoir conscience et qu’il est né-
cessaire de justifier (physiquement). Enfin, pour corriger
un abus de langage fréquent : il n’y a pas une infinité de
vides. Il y a une infinité d’espaces de représentations qui
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chacuns possédent un unique vecteur cyclique. Le vide est
toujours unique, dire qu’il est laissé invariant par le groupe
des isométries ne détermine pas ’espace de représentation
uniquement un vecteur de cet espace de représentation (de
lalgebre de commutation). Il faut une donnée supplémen-
taire, généralement le spectre d’un opérateur, pour déter-
miner ’espace de représentation qu’on préférera a tous les
autres. Comme nous le rappellerons en §3.3 sur Iespace-
temps de Minkowski on distingue 1’espace de représenta-
tion par un critére d’énergie positive.

Pour plus de détails concernant I’émergence des repré-
sentations unitairement inéquivalentes en théorie quan-
tique des champs on se reportera aux références suivantes.
Sur 'espace-temps de Minkowski, Wightman et Géarding
ont classifiés toutes les représentations inéquivalentes de
lalgébre de commutation [48]. De méme, on pourra lire les
propos de Friedrichs [49] qui, avec ses champs myriotiques
et amyriotiques, montre, entre autres choses, que placer
un champ dans une boite ne nous dispense pas du pro-
bléme des représentations inéquivalentes. Dans le tome 2
de Reed et Simon [34, Appendix to X.7 The Weyl relation
for free fields] est reproduite la démonstration (compléte)
de I'inéquivalence pour des champs de masses différentes.
On pourra aussi consulter la fin du tome 4 de Guelfand et
Vilenkin [50, CH.4 §5.4.p355]. Pour terminer, et toujours
sur ’espace-temps de Minkowski, on pourra contruire des
représentations inéquivalentes a 1’aide de [51].

§3. Axiomes d'une TQC

Précédemment nous avons rappelé de quelle facon on
peut quantifier canoniquement un champ. Quand bien
méme nous aurions effectué avec succés cette entreprise,
ceci n’est pas suffisant pour que le champ quantique soit
physiquement acceptable. Dans cette section nous rappel-
lerons les axiomes de Wightman-Garding qui, sur I'espace-
temps de Minkowski, spécifient I’ensemble minimal de pro-
priétés qu'un champ libre doit satisfaire. Ensuite, nous
discuterons des généralisations qu’on peut apporter en
espace-temps courbe. Notamment, en espace-temps de de
Sitter tous les axiomes peuvent étre reproduits a 1'ex-
ception du critére spectral auquel on peut substituer un
critéere d’holomorphie de la fonction de Wightman sur
I’espace-temps de de Sitter complexifié. Sur un espace-
temps plus général on dispose d’autres critéres, nous en
rappelerons quelques uns.

3.1. Aziomes de Wightman

Cest a Garding et Wightman [52] que nous devons
d’avoir identifié I’ensemble minimal de propriétés que doit
satisfaire un champ quantique libre sur I'espace-temps de
Minkowski. Ici, pour rester simple, nous les énongons pour
un champ scalaire ¢.

Une théorie quantique et relativiste doit satisfaire aux
huit conditions qui suivent.

1. Relativité : 2 porte une représentation unitaire U,

de SL(2,C) x R* = 2.

Plutét que d’utiliser le groupe de Poincaré il est nécessaire
d’impliquer son recouvrement universel SL(2,C) x R* qui
ne posséde pas de représentations projectives non-triviales.
De plus, le théoréeme de Wigner [53] assure que pour G
connexe, ici SL(2,C), on peut travailler, avec une repré-
sentation projective de G, sur un espace de Hilbert 57, au
lieu de I’espace des rayons 2 [54].

Parmi toutes les représentations unitairement inéquiva-
lentes des relations de commutations le critére spectral
en distingue une :

2. Condition spectrale : P a son spectre dans le cone a
énergie positive : vt = {p? >0, p’ > 0}.

On P est l'opérateur quantité de mouvement, c’est le gé-
nérateur des translations, PO est lopérateur énergie. Une
fois I'espace de représentation fixé on peut en distinguer
le vide :

3. Cyclicité du vide : 31Q € # : Vg € SL(2,C) x
R, U0 = Q.

On a le cadre quantique : un espace de Hilbert .77 et rela-
tiviste : une représentation unitaire & énergie positive du
groupe de Poincaré. Il faut maintenant spécifier les pro-
priétés du champ quantique :

4. Compatibilité du vide et domaines invariants : 3D :
D C dom(¢), D C dom(¢*), Q € D, U,D C D.

5. Régularité du champ : Iapplication f — (¢', d(f)1),
Vi, € D, Vf € Z(R*) est une distribution tem-
pérée.

6. Covariance : Ugé(f)Ug_l\I/ = ¢(g 1)V, Vg € ,@L
Yo e D.

7. Micro-causalité :
suppf’ = 0.

8. Complétude : l'espace engendré par les vecteurs de
la forme ¢(f1)..0(fn)S2 est dense dans .77

[6(f), &(f")] = 0 si J*(suppf) N

Formulons quelques commentaires. Les champs quantiques
présentent des singularités qu’on lisse par des fonctions
test f, & support sur ’espace-temps, prises (généralement)
dans 'espace de Schwartz .. Pratiquement cela revient a
dire que la quantité

/ (W, $(2)®) f (2)(de)

est finie, avec ¥,® € dom(¢) et u(dz) une mesure in-
variante. Les champs autour de deux points non causale-
ments connectés sont indépendants, leur action doit com-
muter. Ces huit axiomes définissent la structure minimale
de toute théorie prétendant étre une théorie quantique des
champs sur I'espace-temps de Minkowski. Pour une discus-
sion de ces axiomes on pourra consulter le livre de Streater
et Wightman [52], celui de Jost [55], la discussion IX.8 du
tome 2 de Reed et Simon [34] et le beau résumé qu’est le
chapitre II du livre de Haag [54].
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3.2. Théoréme de reconstruction et fonctions de Wightman

Généralement 1’étude d’une théorie quantique des
champs se fait par celle de ses fonctions & n-points, ou
fonctions de corrélation vide-vide :

o T) = (2, $(21)P(w2) - (20) Q).

Ici, par simplicité, dans le cas scalaire. Il existe pléthore de
fonctions de Green mais toutes se déduisent de la fonction
de Wightman # (). Etant donné I'ensemble {# ("1
des fonctions a n-points, supposons qu’elles satisfassent
aux conditions suivantes :

(a) Covariance : Vg € 2],

W(n)(l‘l, T2, ..

7/(”)(11, X9y ey Tpy) = w () (g.21,9.22, .., 9.2p),

(b) Condition spectrale : W(qy,...,qn—1) = 0 si q¢; &

=+
V  avec:

W (pr,.opn) = (27)26(p1 + . + pn) ¥
X W(p1,p1 + D2,y p1 + P2+ .. + Dn—1)

ott #/ (™ est la transformée de Fourier de # (™).
(¢) Hermiticité :

W (xy, 0,y zn) = # ) (2, ... o, 31)

(d) Commutativité locale : pour (x; —xj41)? < 0,Vj €
{1,2,...,n—1}:

W(n)(..,l'j, Tj41, ) = W(n)(..,l'j_;,_l, Zj, )

(e) Positivité : Vf; € S (RY) :

Z/ o /fi(xla "'7xi)W(i+j)(xlv cey Ty Y1, "',yj)
X fj(yl; ~'~7yj) dxldxzdyldyj > O7

pour toute partition des n points.
Alors, il existe un espace de Hilbert séparable 7, une
représentation unitaire continue U, de @l sur 47, un
unique vecteur §2 € . invariant sous U,, et un champ
scalaire qz@ hermitien tel que :

W(n)(xlv T2, -y Tn) = (Q, d(x1)P(22)...0(2n)S2).
C’est-a-dire que l'espace # et Paction de (;Aﬁ(f) peuvent
étre restaurés en satisfaisant les axiomes 1 a 8. Clest
I’énoncé du théoréme de reconstruction.

Quand les champs sont libres, la hiérarchie des fonc-
tions & n-points est complétement déterminée par la fonc-
tion & deux points (formule de Wick). Alors, dans ce cas,
il suflit de vérifier que la fonction de Wightman & deux
points vérifient les points (a) & (e) pour que toutes les
autres les vérifient aussi.

Concluons ce paragraphe par une observation impor-
tante. Dans ’espace-temps de Minkowski on a la stricte
équivalence entre la condition (b) et la condition suivante

(b)-bis les # ™ (x1,...,x,) sont les valeurs aux bords
de fonctions W™ (&, ..., &,_1) holomorphes dans le
domaine 7, ou §; = ;11 —x; et T/F est un domaine
tubulaire.

Briévement introduisons le domaine tubulaire T.F. Sur
I’espace-temps de Minkowski, le champ scalaire massif est
solution de I'équation (O + m?)¢(z) = 0. La fonction a
deux points vérifie cette équation en chacune de ses va-
riables. En considérant sa transformée de Fourier on a :

WO (o) = / e [a0(p°)5(p — m?)

2(2m)2
+00(—p°)é(p* — m?)]d*p.

La condition spectrale impose b = 0. Cette fonction est
valeur au bord de la fonction

1 ‘
(2) - - DEQ(OV§(p2 — m2)dd
WOE) = g [ 7000302 — m)y
avec £ =29 —2; €Tt =M — iV © M°. Ce domaine pri-
mitif de convergence a un prolongement analytique maxi-
mal en T = M®x M\ {(21, 22) € M X M€ | (21— 22)% =
a>0}.

3.3. Généralisation des axiomes de Wightman en espace-
temps courbe

Considérons les axiomes de Wightman formulés sur la
fonction & n points. La question est de savoir si on peut
les généraliser & un espace-temps arbitraire.

Notons déja que les points (c), (d) et (e) peuvent im-
médiatement étre retranscrits sur un espace-temps de la
relativité générale a cela prés qu’on choisira de prendre
des fonctions tests dans 2(M) comme sur (M, g) on a, gé-
néralement, pas d’analogue aux fonctions de la classe de
Schwarz ..

Le point (a) peut étre généralisé au groupe des iso-
métries de (M, g). Néanmoins, a ’exception des espaces-
temps d’anti-de Sitter et de de Sitter toute autre va-
riété métrique n’a pas de groupe d’isométries & 10 pa-
ramétres. On pourrait étendre cette proposition aux dif-
féomorphismes de M, mais, méme sur ’espace-temps de
Minkowski et de de Sitter, cette propriété n’est pas vérifiée
par le champ invariant conforme, voir CH III. ou ’action
de groupe doit étre modifiée.

Le point (b) est problématique. Sur un espace-temps
statique, par définition, il existe un vecteur de Killing, glo-
balement, de genre temps, alors on dispose d’une notion
pertinente de temps et donc d’hamiltonien. En ’absence de
cette symétrie de I'espace-temps il est nécessaire de choisir
un autre critére qui distinguera ’espace de représentation
de ’algébre de commutation. Le critére dominant dans la
communauté est que la fonction de Wightman ait le com-
portement de Hadamard [44] c’est-a-dire qu’on suppose #
de la forme :

U(z,z)
o +ie(t —t)
+ V(z,2")In[o +ie(t — )] + W (z,z")

(1.19) #(x,2') =
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en dimension d = 4 d’espace-temps, avec o (la fonction de
Synge [56]) donné par :

1
o = 5pP(,a)

ou pu(x, ') est la distance géodésique entre deux points de
(M,g), € > 0 tel que contre des fonctions de 2(M) on
prenne la limite € | 0 et

o0 o0
V(z,z') = Zvi(aﬁ,m’)ai, W(z,z') = Zwi(x,x')ai.

=0 1=0
Les coefficients U, v; sont obtenus en insérant dans
I’équation du mouvement. Ayant choisi wg il en est de
méme pour les w;>1. Ce choix de forme de la fonction de
Wightman est motivé par le fait qu’on désire que le com-
portement infinitésimal de #  reproduise celui de la fonc-
tion minkowskienne. Ainsi, la détermination de ’espace
de représentation de ’algébre de commutation ne tient
plus qu’a celle de la constante wg. Celle-ci est générale-
ment choisie par renormalisation par "point-splitting” du
tenseur (T"") [57].

Notons qu’en un tour de force, Radzikowski [58 59
a affiné le critére spectral en critére spectral micro-local
(1SC). Avec la condition de Hadamard celui-ci a déja été
appliqué avec succeés [60] au champ scalaire.

Un autre point de vue est de choisir la formulation ana-
lytique (b)-bis qui peut conserver un sens : variété com-
plexifiée et tube futur. On justifie alors le choix de cette
condition par analogie avec 1’espace-temps de Minkowski.
Mais, en dehors du cas des espaces-temps de Minkowski et
de de Sitter [T}, 2], cette détermination n’a pas remportée
I’adhésion de la majorité.

On peut, de méme, considérer une condition thermique
le long des géodésiques [6IHG3] selon laquelle tous les ob-
servateurs inertiels voient un champ a 1’équilibre ther-
mique.

Finalement, le dernier point de vue est de ne pas choi-
sir de représentation mais de toutes les considérer, c’est le
point de vue de I’ Algebraic Quantum Field Theory [64].

§4.Vers une TQC desittérienne

Dans la section §1 nous avons rappelé en quoi 1’espace-
temps de de Sitter était intéressant, tant du point de vue
cosmologique que mathématique. Aprés quelques rappels
sur la quantification canonique de la mécanique classique
nous avons abordé en section §3 la quantification cano-
nique des champs. Maintenant, nous souhaiterions fixer
le cadre dans lequel notre groupe a choisi de quantifier
les champs en espace-temps de de Sitter. Dans cette sec-
tion, pour commencer, nous rappellerons quelques proprié-
tés de l'espace-temps de de Sitter. Ensuite, on rappellera
la classification des représentations unitaires irréductibles
de SOy(1,4) due a Dixmier [65] et précisée par Takahashi
[66]. Enfin, avec le champ scalaire, nous illustrerons notre
approche de la quantification.

4.1. Géométrie de Sitterienne

L’espace-temps de de Sitter admet une immersion dans
un espace minkowskien ambiant de dimension 5 :

Xu={yeR |y =" -yl - (") = -H*}.

Cet hyperboloide & une nappe a pour groupe d’isométries
0O(1,4). Le groupe de de Sitter est sa composante connexe
a lidentité SOy(1,4). Dix vecteurs de Killing engendrent
Palgebre de Lie so0(1,4) et font de X, une variété maxi-
malement symétrique. Cependant, X, ne posséde pas de
champs de vecteurs de Killing de genre temps en chaque
point. Alors, on ne peut définir, globalement, une notion
de temps et donc d’hamiltonien. Néanmoins, cet espace-
temps est globalement hyperbolique : les équations d’évo-
lution sont des problémes de Cauchy bien posés une fois
les conditions « initiales » spécifiées sur une hypersurface
de genre espace.

Cette approche ambiante définit une structure causale :
pour deux événements y,y € Xy, y' est dans le cone fu-
turede y, ' =yssiy—y €V ={yeR’|[y2>0,9° >
0}. Le passé causal se définit similairement. Le complé-
ment dans X, de ces deux ensembles forme [’ailleurs de
y. Nous avons rassemblé quelques formules concernant le
formalisme ambiant dans R4t dans I'appendice A, autre-
ment on se référera a la section II.A. Ambient space no-
tations and Casimir operators de [5] qui généralise cette
approche introduite par Dirac dans article [67].

La courbure R de X est reliée a la constante cosmo-
logique : R = —12H? = —4A. A la limite A — 0, en un
point, on atteint ’espace-temps de Minkowski. De méme,
le groupe de de Sitter SOg(1,4) contracte vers le groupe
de Poincaré 3”1 [68].

4.2. Champs élémentaires quantiques

L’axiomatique de Wightman de la section §3 se porte
telle quelle sur 'espace-temps de de Sitter & ceci prés que :

1. on substitue SOy(1,4) a @l et

2. de l’absence d’'un opérateur hamiltonien global on

choisit la condition (b)-bis a la place de (b).

En fait, au chapitre III, plutot que la généralisation de la
condition (b)-bis, on utilisera un critére d’énergie conforme
positive. Il est important de noter que nous adopterons
une condition plus forte que la condition de covariance (a)
sous l'action du groupe de de Sitter SOy(1,4). En effet, on
suivra le point de vue des systémes élémentaires de Wi-
guer [53] en choisissant les champs dans les représentations
unitaires irréductibles de SOg(1,4).

Le groupe de de Sitter n’est pas simplement connexe,
on fait intervenir le groupe symplectique :

Sp(2,2) = {g=(2}) | detg =1, g'4°g =~°},

recouvrement double et universel de SOg(1,4). Les coef-
ficients a, b, ¢, d sont des quaternions réels et 4% = ((1) _01)
est élément d’une algébre de Clifford [66]. Les champs en
tant que systémes élémentaires sont pris dans les repré-
sentations unitaires irréductibles de ce groupe. Dans ces
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RUI les opérateurs de Casimir quadratiques et quartiques
sont proportionnels & l’identité :

Q' =(Q, )L =—[plp+1)+ (¢+1)(g—2)1,
Q* = (9 )1 =—p(p+1)g(qg — DL

Les nombres p et ¢ indexent les représentations [65]. On
distingue trois séries de RUI :
® Principale U,, : A = (p,% +iv) avec p € N/2,
v € RT. Up,, et U, _, sont unitairement équiva-
lentes.
m Complémentaire V,,, : A = (p, 3 +v) avec 0 < |v| <
% quand p=0et 0 < |v| < % pour p € N*. Cette sé-
rie ne posséde pas de champs fermioniques. Ici aussi
V;fy et V;f_y sont unitairement équivalentes.
Discrete I, o et Hiq : A = (p,q) avec ¢ = p,p —
1,...,1 pour p entier, g =p,p—1,...., % pour p demi-
entier.
Les représentations de la série principale contractent vers
celles massives du groupe de Poincaré [69]. De méme,
les représentations sur la ligne ¢ = p > 3, invariante
conforme, tendent vers les représentations d’hélicité. Le
terme Vj 1 de la série complémentaire tend, lui, vers le
champ scalaire de masse nulle minkowskien.

Tp

4
o

3
©

2 =g

(&)
e —

_L(:

1
-1 0

Req

1 2 3 4

Figure 1.1.  Schéma des représentions unitaires irré-
ductibles suivant les valeurs de p et q. Avec : ® les termes
de la série principale, B ceux de la série complémentaire
et ¢ ceux de la série discréte.

Si on désire adopter un point de vue minkowskien, avec
toute Pambiguité d’une telle démarche [70], p a le sens d’un
spin pour les séries principales et complémentaires. Dans

la série discréte pour p = q il garde ce role. Pour ce qui
est de la masse on peut adopter la formule [70] :

(muc®/hH)* =(Q, ) —(Qy,) = (P — @) (p+q—1)]

qui tend vers la masse minkowskienne quand m?% > 0 et
s’annule sur les représentations invariantes conforme ITE

sur le scalaire conforme et Voi,;
v T2

p,p?
~ Voil et sur le champ
’2

minimalement couplée II; .

4.3. L’exemple scalaire

Tllustrons nos propos avec I’exemple du champ scalaire.
L’équation de champ est le probléme aux valeurs propres
Q'¢ = k¢, avec k = (Q ). Dans la représentation sca-
laire Q! est relié¢ & l'opérateur de Laplace-Beltrami sur
I’hyperboloide par —H?Q' = Oy. Les fonctions homo-
genes :

de(x) =c,vb (Hz- ", z€ T+, eCt
forment une base de modes, valeurs au bord de fonctions
analytiques dans le tube 7 [I]. Elles sont solutions avec,
par exemple, p = —3/2 — iv pour la série principale. Dans
ce cas la fonction & deux points est donnée par :

W (a,) = el [ (He €)1 (' - €)dor ),

~

avec z € I 1, 2/ € 77, do,, une mesure invariante sur la
base orbitale v du cone positif CT > £ [2]. Cette fonction
satisfait, par construction, au critére d’analyticité et le
champ vit dans le vide de Bunch-Davies [57] (ou vide Eu-
clidien [71]). La constante ¢, est fixée en imposant le com-
portement d’Hadamard a #® (z,z') = vb W®)(z, 2").

Pour A — 0 le champ ¢¢(z) qui vit dans une RUI de
la série principale tend vers une RUI de & & énergie po-
sitive [I0]. Cette propriété est exceptionnelle : tout autre
vide fait, en plus, apparaitre des représentations a éner-
gie négative. Donc, vis-a-vis de la limite & courbure nulle,
le critére d’analyticité est I’analogue de la condition spec-
trale. De plus, on montre [2] que ce critére implique que
W®) (z,2) vérifie la relation K.M.S. [72] & la température
[71] T = hH/27ky,.

Le cas conforme (Q') = 2 se traite aussi par cette mé-
thode mais la limite & courbure nulle nécessite un autre
procédé [II] que nous détaillerons au chapitre IT et II1.



CHAPITRE 11.

Etude d’une limite o courbure nulle

Dans ce chapitre nous examinons la limite & courbure
nulle du champ scalaire desittérien. Cette étude est moti-
vée par les données suivantes. On sait que ’espace-temps
de de Sitter peut-étre vu comme une déformation par la
courbure de lespace-temps de Minkowski [68]. De plus,
certaines représentations desittériennes admettent une li-
mite minkowskienne & la limite de courbure nulle. 11 doit
en étre de méme pour les champs qui vivent dans ces repré-
sentations. Cette limite, quand elle existe, apparait alors
comme une vérification a posteriori de nos résultats desit-
tériens, qui doivent étre compatibles avec ceux minkows-
kiens. Nous disposons des deux résultats suivants :

1. celui de Mickelsson et Niederle [69] qui, de maniére
imprécise, est souvent énoncé comme : « a la limite
de courbure nulle les représentations de SOq(1, d) se
décomposent sur des représentations & énergie posi-
tive et négative du groupe de Poincaré. »

2. un calcul direct montre que, sous les bonnes condi-
tions, la fonction a deux points desittérienne scalaire
tend uniquement vers la fonction & deux points a
énergie positive minkowskienne.

On observe alors une apparente contradiction entre ces
deux résultats. En fait, le résultat général de Mickelsson
et Niederle contient, en tant que cas particulier, la limite,
a courbure nulle, de la série principale desittérienne vers
les représentations massives a énergie positive du groupe
de Poincaré [10]. Ce qui confirme le calcul sur la fonction
4 deux points. Dans ce chapitre nous complétons ce ré-
sultat en effectuant la limite & courbure nulle du champ
scalaire invariant conforme. L’originalité de ce calcul tient
a ce qu'il est explicitement effectué au niveau de ’espace
de Hilbert des solutions, voir ’équation .

Dans un premier temps, nous considérerons la limite a
courbure nulle de I'espace-temps de de Sitter vers I’espace-
temps de Minkowski. Aprés avoir adopté un systéme de co-
ordonnées dans I’espace ambiant R4t! nous verrons com-
ment cette limite se transmet au groupe de de Sitter. En-
suite, nous spécifierons la limite que I’on souhaite observer
sur les solutions de I'équation (O + kH?)¢ = 0. Pour ce
faire nous utiliserons les ondes planes desittériennes [T, 2]
comme base de solutions. Nous décomposerons ces solu-
tions sur une base de solutions de carré sommable. Alors,
muni de ces deux représentations des solutions scalaires
nous rappellerons la limite « massive » & courbure nulle
et, finalement, nous calculerons la limite a courbure nulle
du champ de « masse nulle » conformément couplé.

§1.Une limite sur I'espace-temps

Dans cette section nous étudierons la limite & courbure
nulle de I'espace-temps de de Sitter vers celui de Min-
kowski. Nous commencerons cette étude en justifiant cette
limite grice aux équations d’Einstein dans le vide. En-
suite, nous porterons cette limite sur ’hyperboloide dans
’espace ambiant R4, limite sous laquelle le groupe de de
Sitter « contractera » vers une représentation projective
du groupe de Poincaré. Enfin, nous préciserons la limite a
courbure nulle, que nous résoudrons en §3, sur le champ
scalaire, calculé en §2.

1.1. La limite sur les équations d’Finstein

Reprenons les équations d’Einstein, avec la constante
cosmologique A, dans le vide :

(21) G;u/ - Ag,uu =0,

ot G, sont les composantes du tenseur d’Einstein :
1
G,uu = R,uu - iRg;wa

avec R, les composantes du tenseur de Ricci et R la cour-
bure scalaire : R = g"”R,,,. En prenant la trace de I’équa-
tion d’Einstein ([2.1)) on en tire :

2d
R=——""_A.
d—2

(2.2)
Ainsi, la courbure scalaire R est constante et proportion-
nelle & la constante cosmologique. On en tire le tenseur de
Ricci :

1 2

Fow = g0 = =75

Aguw.

Alors, la variété métrique solution de est maxima-
lement symétrique [73]. Pour A > 0 la solution de (2.1
est 'espace-temps de de Sitter, resp. Minkowski et anti-de
Sitter pour A = 0 et A < 0. En se rappelant que I’équation
porte sur les éléments de la métrique, nous avons :

lim ¢* =¢°
A—0 g;u/ g;un

ol ggu sont les éléments de la métrique minkowskienne
dans un systéme arbitraire de coordonnées.
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1.2. La limite dans [’espace ambiant

L’espace-temps de de Sitter peut étre vu comme un
hyperboloide & une nappe plongé dans R4+! :

Xy ={y e R™ |y = nuoy™y’ = —H 2}

La métrique sur X5 est induite par la métrique minkows-
kienne ambiante avec :

ds? = needytdy? = gﬁy(x) datdz”,

ot les {z#} forment un systéme arbitraire de coordonnées
paramétrant les points de X ;. Alors, la courbure de I’hy-
perboloide est :

(2.3) R=—d(d—1)H>.

En comparant (2.2) & (2.3) on en déduit que la constante
de Hubble H est liée a la constante cosmologique A par :

1
A= 5(d —1)(d —2)H?.
Pour étudier les champs sur l'espace-temps de de Sitter

choisissons le systéme de coordonnées conformes :

y'=H "tgp,
y' = H 'cos™ psina n’,
y?=H lcos™!pcosa,

avec —m/2 < p<7/2,0<a<metnc S92 C RITL
On notera les d — 2 angles qui paramétrent n par 6. De
méme, on notera u € S~! de composantes u’ = sina n?,
u? = cosa, tel que :

V' =H 'tgp, y*=H ‘cos™!pus

Les coordonnées conformes sont globales sur ’hyperbo-
loide X, et dans ce systéme ’élément de ligne s’écrit :

ds* = H 2 cos 2 p[dp* — dQ3_,]
= H 2cos ™2 p[dp? — (da? + sin® adQ?_,)],

avec dQ%_, I’élément de ligne sur S?~1. Ces coordonnées
sont « conformes » en cela qu’elles rendent manifeste la
transformation de Weyl entre I'espace-temps de de Sitter
et une portion de ’espace-temps statique d’Einstein, ot
'élément de ligne s’écrit ds? = dp? — dQ2_,.

Nous cherchons la limite & constante cosmologique
nulle, c’est-a-dire & courbure nulle, ou H — 0. En identi-
fiant les angles @ sur S92 dans de Sitter et Minkowski les
limites & vérifier sont :

(2.4) }llimo H2cos 2 pdp? = dt?,
(2.5) Pllimo H2cos™? pda? = dr?,
(2.6) Ilrimo H™2cos 2 psin a = 2.

Au premier ordre en H :

p(H,t,’l") = fl(tzr) —|—Hf2(t,’l") +O(H)a
a(H,t,r) = g1(t,r) + Hga(t,r) + o(H).

Alors, pour que les limites (2.4)—(2.6) soient vérifiées on
a, au premier ordre en H, :

p(H,t,r)=Ht+o(H), «(H,t,r)=Hr+o(H).

Les termes d’ordre supérieurs restent quant & eux indé-
terminés. Sans autre équation pouvant les contraindre, et
sans unicité de ceux-ci, posons les tous nuls. On en déduit :
dvoly = H % cos™ psin? 2 a dpdadVy_,
20, 2G4t dr dVy_y = da
et I’élément de volume sur ’espace-temps de de Sitter tend
vers celui sur I'espace-temps de Minkowski.

1.3. La contraction du groupe de de Sitter vers le groupe
de Poincaré

Dans l’espace ambiant R4t de la dépendance des va-
riables p et a en ¢, r et H nous avons :

0

Y t
Iim |y | — x
H—0 yd H_1

Les d premiéres composantes tendent vers les coordon-
nées cartésiennes sur ’espace-temps de Minkowski, la der-
niére composante diverge. De prime abord, nous pourrions
considérer ce probléme comme superflu. Mais, si on fait
agir le groupe de de Sitter, le mélange entre les compo-
santes qui en résultera pourrait s’avérer désastreux. Pour
régulariser la limite introduisons l'opérateur Ay tel que :

1
Ay =
H

Ainsi, la limite & courbure nulle donne :

y" t
lim Ay |y | — | =
H—0 yd 1

qui est une représentation projective de I’espace-temps de
Minkowski. Alors, les applications linéaires sur les points
de Despace-temps de de Sitter se portent en celles sur
I'espace-temps de Minkowski comme :

My = lim A, MA,*'

M € Mat(R4+1),
H—0

si la limite existe. Parmi les applications linéaires nous
avons la représentation matricielle du groupe de de Sitter

avec : A A
. -1 _
g (M) = (M)

pour A € SOy(1,d — 1) C SOy(1,d). C’est-a-dire que les
éléments du sous-groupe de Lorentz SOy(1,d — 1) sont
laissés invariants pour la limite de courbure nulle. Restent
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les éléments du groupe qui impliquent y¢. Pour un boost
pur :

chy H='shyp
AHBOd(SO)AEI = ]l )
Hshop cho
ou une rotation :
1
o i —1 i pi
AL R AL = cos 6 ; H~"sin6 ’
—Hsin §° cos 6

la limite & courbure nulle diverge. Cette divergence peut-
étre résorbée en redéfinissant ¢ — Ha® et ' — Ha’, ou
a* = (a®,a’) a la dimension d'une longueur. Dans ce cas,
pour un élément quelconque M € SOq(1,d) on a :

ab

e

Ainsi, la matrice A, et la redéfinition des parameétres du
groupe permettent de briser le groupe de de Sitter vers

celui de Poincaré & courbure nulle. Ceci se transporte a
I’algebre :

. _ A#,
Ilflino AMAL = (

Ay exp(c" X, + ©Xoa + 0' X ) AL!
=exp[c" X, + Au(9Xoa + 0" Xiq) AL
— exp[c" X, + a Ay (HX a) AR

Ainsi,

: -1

Iggo AyHX, A, =P,

ol A; est, maintenant, adapté a la représentation sur la-
quelle la limite est effectuée. Considérons, par exemple,
les générateurs du groupe de de Sitter réalisés en tant que
vecteurs de Killing dans Rt avec :

X9 = Yx09 — Y90
Dans le systéme des coordonnées conformes on a :

0 ] ad

. oo 1 _
}I}H}OX,W = I?QOQMW - yu@ =Tuyy T lvaon
d 0 19
. H _ 1 o 9 . 2 g Lo
My Xpa = g, ayd oy H 0. " Ham
en se souvenant que yq = —y®. Ici Popérateur A, com-
mute avec les générateurs infinitésimaux. Alors,
lim HX"” = —a =P
oo nd T Jgu T Tm

De ces générateurs on peut former 'opérateur de Casimir
quadratique :

1
Ql — §X§,L9XHK19 — _H_2DH,

ou [, est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur ’espace-
temps de de Sitter. Ayant utilisé les vecteurs de Killing,

nous sommes dans la représentation scalaire de SOy(1,d).
Nous cherchons un champ scalaire ¢ qui satisfait a I’équa-
tion aux valeurs propres :

QI¢H — H¢H.

Suivant la valeur de « le champ ¢ vit dans différentes RUI
de SOy(1,d). On distingue trois cas :

(sp) sz (L)

2
(sc) 0<k< (%)2,
(sp)

k=-nn+d-1),
pour lesquels le champ sera respectivement dans la sé-
rie principale (SP), complémentaire (SC) et discréte (SD)
de SOy(1,d). Dans le systéme des coordonnées conformes
nous avons :

n €N,

K d

(2.7) 0O, = H? cost[ﬁ + (d— 2)tgp% - Asd—li|
ot le laplacien Aga—: sur S?~1 se décompose comme

2

d cosad 1
Aga1==— +(d—2 — Aga-
ST a2 * )sina da | sina 07
Aprés avoir posé p = Ht et a = Hr on a :
, 0’ 0° 10 Agas
Jim B = 5 = (5 + =275+ =) =

avec, dans le membre de droite, le d’alembertien sur
I’espace-temps de Minkowski.

Nous avons vu comment le groupe de de Sitter pou-
vait a la limite de courbure nulle se briser vers le groupe
de Poincaré. Nous aimerions étudier cette limite sur la re-
présentation scalaire. Ici, on souhaiterait observer quelque
chose ressemblant & :

(O + kHY) " =0 225 @y + m?)¢® =0
en faisant éventuellement dépendre x de H. Etant donné
que l'opérateur de Laplace-Beltrami sur de Sitter tend vers
celui sur Minkowski & courbure nulle, nous souhaiterions
plus fortement que :

: H _ 40
Ilrlgo(b =¢-

C’est a cette limite que ce chapitre est dévolu. Pour ce
faire, nous utiliserons d’abord un ensemble de solutions
adaptées a ’espace-temps de de Sitter, puis nous effectue-
rons la limite dans le cas « massif » [10] (la série princi-
pale) et « masse nulle » conformément couplé (un terme
de la série complémentaire).

§2.Les solutions scalaires desittériennes

Dans cette section nous rappellerons les ondes planes,
scalaires, desittériennes et comment celles-ci résolvent
I’équation au valeur propre Q'¢ = k¢. Ensuite, nous dé-
composerons ces ondes sur une base de solutions de carré
intégrable dues a Chernikov et Tagirov [74].
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2.1. Les ondes planes ambiantes dans RI*!

Si on considére les champs homogénes dans Rt I'opé-
rateur de Casimir quadratique Q' s’écrit :

1
Ql — 5)(519)(11”119 _

= —H?[0° + H?y-d(y-0 +d —1)].

—H%

Un ensemble des solutions de Q!¢ = k¢ est fourni par
les ondes planes [I} 2] :

(2.8) ¢g - (y) = ¢y vb (Hyc-€)7*,

définies comme valeur au bord (vb) de la fonction y. —
(Hyc€)? holomorphe dans le tube futur compléxifie 7+ =
THNXG, ou ¥t = My | — iV;F_H est le tube futur ambiant
et Xt I’hyperboloide complexifié :

Xy ={ye=y+ipeC™ [y2=-H?}
= {(y,p) e RN R |y —p* = —H %, y-p=0}.
La variable £ appartient au cone nul positif ambiant défini
par :
Ct={¢eMi,|€=¢¢=0 ¢ >0}

La constante o est liée & s par la relation :

s (552G

Pour rester lisible on posera ¢+ = o, sachant pertinem-
ment qu’il y a un choix & effectuer dans la détermination
de o. L’évolution de ces deux racines o4 et o_ en fonction
de la valeur que prend  dans la série principale, resp. com-
plémentaire et discréte, est reproduite dans le graphique
ci-dessous.

(2.9)

pSmoy
A0+
SP
SC SD
~d 1 d —di1 .y o
SD SC 0 1 2
SP
o_V
Figure I1.1.  Tracé de o, et o_ dans le plan complexe

en fonction de Kk croissant . Les deux droites se rencontrent
_ (d=1)2 _ _ d—1 ;

pour k = (%5 en o = o = —(%57). Ici les deux

courbes ont étés légérement décalées de l'axe des abscisses

afin de mieux les distinguer.

De méme, dans ¢, est une constante que ’on
fixe, dans la série principale, en requérant le comporte-
ment d’Hadamard pour la fonction & deux points, c’est-a-
dire qu’a la limite de coincidence y — 3 le propagateur
se confond avec son expression minkowskienne. Pour la
dimension d =4 on a :

B H2(12 + 1/4)
@\ 20203 (1 1 o2 )m2

avec m? la masse minko2w§kienne de la limite de coinci-
dence et v = [/9 — (%) P dans la série principale.
Notons que l'action naturelle du groupe de de Sitter :

[Tad)(y) = ¢Z (A y) = ¢3¢ (y), A € SOo(L,d),

se porte sur les variables ambiantes £ € CT. Les cones C+
et C'~ sont séparément laissés invariants sous ’action de

SOo(1, d).

2.2. Décomposition des ondes planes

Les ondes planes desittériennes ¢¢(x) partagent avec
les ondes planes minkowskiennes la propriété d’étre des
fonctions génératrices des solutions de carré sommable
pour le produit de Klein-Gordon. En effet, si on consi-
dére Hy - £ dans le systéme des coordonnées conformes
nous avons :

u.§ £0elr

cos p 9 cos p

Hy-¢=tgp&® — (1 -2zt +2°),

aprés avoir posé t = u.v et £4 = |¢9)v® avec v € S9! tel
que |£€°] = [[€]| et ainsi € € C. Le point dans u.£, ou u.v,
marque le produit euclidien sur S¢~! ¢ R?. La variable z
est définie par z = ie7"” sgn £9. Ainsi, on peut écrire ’'onde
plane telle que :

foeip )0’ 1
2i cosp/ (1 —2zt+22)9"

(2100 (Hy-&)" = (

On peut se rappeler la fonction génératrice des polynémes
de Gegenbauer :

1 o0
2.11 ———— = E CH(t)z" 1.
(211 (1 =2zt + 22)» ~ n(t)" [zl <

De méme, on se remémorera la formule qui permet de dé-
velopper les polynémes de Gegenbauer sur les polynomes

de Gegenbauer [75)] :

L

w3

J

(2.12) Crt) = S Culn, 1, v)C¥ . (1),
s=0
Cutm o) = (28 FWIT(s + p =)Dt 0 = 5)0W)

M1+ s8)'(pg—v)I'(n—s+v+1)T(w)
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Enfin, ces polyndémes peuvent étre issus d’une sommation
sur S4=1 [76] :

_ Z Vi (WY (v)

(2.13) 2L +d—2

47 IY;
ou les Vs sont des fonctions hypersphériques.

)

1 I'(- L
57 =2 S i 3
(1— 22t + 22) = T(—o)(L + %)
2
x Lo (L — 0, —0 — d2 L—I—g —e712P) x

X Vem(w)Vim(v),

ou dans la somme nous avons tenu compte du fait que :

YD) DD B) DI
n=0 s=0 s=0 L=0

ainsi que :

ifs—a—yF(—J—FL—Fs)zQS

D(L+s+v+1) s!
(o —v)I(-0o+1L)
N M(L+v+1)
X oF (L — o—v;L+v+1;2%),

ou, dans le membre de droite, o F; est une fonction hy-
pergéométrique. De la définition de z on peut développer

(2.10)) par la formule :

U+L

—a' 2772 ZL

x (€°)7 (sgn €”) " Vi (v)

(2.14) (Hy-¢§)" =

1
7‘1’%]\/[(@ u>7
Ld

ol nous avons poseé :

(2.15) W9, (p,u) = N¥,cos™7 pe iL=oPy
d—2 d
x o Fy (L —0,—0 - —5— i L+ 2 —6712p>yLM(04 0).

Avant toute chose remarquons que ce développement
n’est pas licite en |z| = 1. Pour contourner ce probléme
on donne & p une partie imaginaire négative p — p — ie
ce qui assure la convergence de la série et étend
yay. € 7T, ce quon vérifie en constatant que Smy,. €
—V 441- Alors, les ondes planes ainsi étendues dans le plan
complexe coincident avec celles de la formule .

Avec l'expression de 'opérateur de Laplace-Beltrami
dans les coordonnées conformes on vérifie que les
W9, sont solutions de (O + kH?)¥?,, = 0. Ces solu-
tions apparaissent dans la publication de N. Chernikov et
E. Tagirov [74], aux changements de conventions prés.

Dans la série principale, ou complémentaire, ’équation
Re(20+d—1) > 0 est vérifiée. Alors, la fonction hypergéo-
métrique o F] reste définie sur le disque unité, c’est-a-dire
a la limite € | 0.

On pourra aussi noter que les coefficients de la fonction
hypergéométrique o F} vérifient la relation :

L—J—(—

Ainsi, il existe une transformation quadratique [77] qui
permet d’écrire la fonction hypergéométrique en terme
de fonctions de Legendre. Cette remarque permet, par
exemple, de retrouver les polynémes de Legendre on the
cut de la publication [3].

d—2 d
- — 1=L+ —.
o 5 )+ +2

¥ La constante de normalisation N7, :

Pour déterminer la constante A'7, on muni espace des
solutions du produit scalaire de Klein-Gordon :

. 9
(2.16) o) =i / ¥ 556 4o
y°0=0

ou :

=H " Vay, ,,

— 0 d
d¥y = aQde A .. Ady P

avec dV;_1 ’élément de volume sur S?~'. De méme, dans
les coordonnées conformes on a :

9 i(
oy dplp=0"

Alors on peut écrire le produit scalaire (2.16]) comme :

0
_ r7—(d-2) *
(¥, ¢) =iH / (G *apqﬁ dVg-1.
p=0

Par un calcul direct sur les solutions ([2.15)) on établit que :

d—2

H =
2§Rea+%

VI(L+o+d—-1)I(L—-o0)
I'(L+9)

Pour écrire cette formule il est utile de se rappeler la for-
mule de duplication des fonctions I' :

2z—1

[(2z) = 7r(z)r(z + %)

Il s’agit de faire attention. La formule (|2.17]) n’est tenue
que pour o donné par la formule , autrement
adopterait une forme plus compliquée. De plus, on remar-
quera que dans la série discréte la constante de normali-
sation N7, explose. En fait, dans ce cas, nous sommes en
présence de solutions de normes nulles. Comme nous consi-
dérerons uniquement des champs dans la série principale
et complémentaire ceci ne nous concernera pas. Pour plus
de détails quant au champ de « masse nulle minimalement
couplé », i.e.pour k = 0, on se reportera a article [3].
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Avec la constante de normalisation (|2.17)) le dévelop-
pement en (|2.14]) se simplifie en :
I'(L—-o)

7T2ZL17 %
NL+o+4+d-1)

X(f% @gn55 Yinm ()W (p,w)

et reste valable dans la série principale et complémentaire.

2 — —1\ym(7

(Hy-£)" = =

§3.Deux limites a courbure nulle

Nous avons maintenant sur ’espace-temps de de Sitter
une base de solutions & I’équation Q'¢” = k¢, tant dans
lespace ambiant qu’en termes des coordonnées (intrin-
séques) conformes. On peut maintenant étudier la limite a
courbure nulle de ces solutions. En premier lieu, nous re-
produirons, briévement, les propos de la publication [I0]
ou il est montré que dans la série principale les ondes
planes desittériennes peuvent tendre uniquement vers les
ondes planes massives a énergie positive sur I’espace-temps
de Minkowski. Ensuite, en deuxiéme lieu, nous étudierons
la limite & courbure nulle du champ scalaire conformément
couplé pour lequel nous utiliserons les fonctions ¥7 ,,.

3.1. La limite dans la série principale

Dans ce paragraphe nous suivrons les propos de la pu-
blication [I0]. Dans la série principale on pose :

(5
2
ot m est la masse minkowskienne vers laquelle la limite

tend. Les solutions (2.8)), en conséquence de la condition
d’holomorphie dans le tube futur 7, s’écrivent :

c=0_= imH ™1,

[O(Hy - €) + O(—Hy - £)eim(“7H)* —mmH

x Cy|Hy - €|

]><

og (y) =

e (1Y

ot les © sont des fonctions de Heaviside. A la limite de
courbure nulle 'exponentielle exp(—mmH ') est suppri-
meée et seule restera O(Hy - £). Dans le systéme de coor-
données conformes nous avons :

Hy - &~ =&+ Hiya¢”,

et O(Hy - &) —
nulle, on a alors :

O(—£%). Pour £7 < 0 la limite est non

o7 )~ (-0 (1+ o)

A la limite de courbure nulle on obtient o — oo, pour
& = —1 la limite sur la fonction qﬁg existe. Avec la base
orbitale hyperbolique v = C; UCs sur le cone C™ on pose :

£E= (mflwk,mflk, -1) ey,

&= (m_lwk,m_lk,+1) € Co,
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avec wg = /||k||2 + m?2. Alors, dans ce cas :

1
li L(Y) = ——
A, 9 (W) 2(2m)a-1

—i(wrz’ —k.x)
7

ou la constante C), peut-étre ajustée pour qu’a la limite
on retrouve les facteurs 1/2(2m)4—1. Ainsi, grace au cri-
tére d’analyticité dans le tube futur 7T, le terme cor-
respondant aux énergies négatives sur l'espace-temps de
Minkowski est exponentiellement supprimé et a la limite
de courbure nulle subsistent uniquement des ondes planes
& énergie positive.

3.2. La limite du scalaire conforme

La deuxiéme limite qui nous intéresse est celle sur le
champ conformément couplé pour lequel :
d(d —2) d
K= YR o=0-=—35.
Pour cette valeur de x le champ est dans la série complé-
mentaire. La constante o est fixée et le processus ayant été
suivi pour les ondes planes ¢g (y) ne peut étre reproduit.
Par contre, il reste les fonctions ¥7 ,, qui, pour cette va-
leur particuliére de k, se simplifient grandement. En effet,
pour la constante de normalisation on obtient :

4 2H "
(2.18) = —.
V2L +d—2
De méme, la fonction hypergéométrique s’exprime en

terme de fonctions plus simples :
1 e

2cosp’

d .
1;L + 5; —e_IQp) =

d
2F1(L + 57
En remplagant dans (2.15)) la constante N7, par (2.18) et
la fonction hypergéométrique par (2.19) on obtient pour
solution :

(2.19)

—g, (Hcosp)¥
V2L +d-2

Notons que la fonction & deux points se resomme immé-
diatement :

V=2 VW)
