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Introduction

Cette thése a été réalisée au sein du projet SLOOP! et en collaboration avec
France Télécom Recherche & Développement.

Nous y étudions deux problémes liés aux communications structurées dans
les réseaux.

Tout d’abord, nous rappelons dans le chapitre 1 des notions générales de théo-
rie des graphes. Nous y présentons la modélisation d'un réseau de communication
par un graphe, des exemples de graphes communément utilisés pour modéliser
les réseaux, et la modélisation des communications entre les nceuds. Le reste du
manuscrit est divisé en deux parties.

La premiére partie concerne la commutation rapide des informations dans
les réseaux ATM. De tels réseaux de télécommunications sont construits pour sup-
porter des débits de transfert d’information trés élevés. L’utilisation de la fibre op-
tique dans les liens de communication permet a la transmission des données d’étre
suffisamment rapide pour atteindre le débit requis. En revanche, les conversions
optoélectroniques sont tres coliteuses en temps. A chaque fois qu’une information
doit étre traitée dans un commutateur électronique, elle est ralentie. Il s’agit donc
de concevoir des réseaux et des protocoles qui minimisent le nombre de traitements
effectués au niveau électronique sur les données qui circulent dans le réseau. La
solution envisagée par les concepteurs de réseaux ATM est de positionner par des-
sus le réseau physique un second réseau, appelé réseau logique ou réseau virtuel,
constitué de chemins dits virtuels le long desquels I'information circule rapidement,
sans étre retardée au passage des noeuds intermédiaires. Il convient alors de po-
sitionner correctement les chemins virtuels dans le réseau pour que le nombre de
chemins virtuels empruntés par une connexion soit minimal, tout en respectant les
contraintes de capacité sur le réseau physique.

Dans ce cadre, notre travail a consisté a étudier et adapter la modélisation
de ce probléme faite dans la littérature et a établir des relations entre le nombre
de chemins virtuels traversés par les connexions et les contraintes physiques du
réseau. Nous avons principalement considéré les instances de communication de

1. SLOOP est un projet commun CNRS / INRIA / UNIVERSITE DE NICE - SOPHIA ANTIPOLIS
(LABORATOIRE I3S THEME PACOM) rebaptisé projet MASCOTTE en avril 2000



type diffusion (ol un initiateur souhaite échanger son information avec tous les
autres utilisateurs du réseau) et de type échange total (ou tous les utilisateurs
veulent connaitre les informations de tous les autres).

Pour résoudre ces problémes, nous nous sommes placés dans un contexte d’op-
timisation algorithmique déterministe et statique. Nous supposons en effet que les
données du réseau physique et de I'instance de communication sont fixées une fois
pour toutes et nous cherchons a positionner les chemins virtuels en satisfaisant les
contraintes et en optimisant divers parameétres. Nous avons pour cela utilisé des
méthodes combinatoires et probabilistes.

Dans le chapitre 2, nous décrivons le cadre technique de notre travail. Il per-
met de cerner les contraintes technologiques qui nous ont amenés a la modélisation
présentée dans le chapitre suivant. Nous commencons par rappeler le fonctionne-
ment des modes de transfert commutation de circuits et commutation de paquets ;
puis nous montrons pourquoi ils ne sont plus utilisables dans les réseaux de nouvelle
génération et expliquons leur évolution récente. Nous détaillons alors les principes
du mode de transfert le mieux adapté aux réseaux haut débit: P’ATM. Dans la
derniére section de ce premier chapitre, nous proposons une premiére modélisation
informelle pour résoudre le probléme du positionnement des chemins virtuels dans
les réseaux ATM et notons qu’elle n’est pas spécifique & ATM mais peut étre utili-
sée pour d’autres réseaux de télécommunications. Cette modélisation a fait I’objet
de la publication [1].

Dans le chapitre 3, nous commencons par modéliser formellement le pro-
bléme étudié dans cette premiére partie. Nous définissons tout d’abord la notion
de graphe virtuel muni d'un plongement dans le graphe physique pour représenter
les chemins virtuels. Le couple formé par le graphe virtuel et le plongement est ap-
pelé VPL de ’anglais Virtual Path Layout. La charge d’un lien du graphe physique
est le nombre de chemins virtuels qui traversent ce lien. La charge du VPL est le
maximum de la charge d’un lien, c’est-a-dire la congestion du plongement. Etant
donnée une instance de communication I (appelée aussi ensemble des requétes de
connezion) formée de couples de sommets du graphe physique (ou d’arétes si le
graphe est non orienté), on définit le nombre de sauts du VPL comme étant la
distance maximale entre les deux sommets d’une requéte de connexion dans le
graphe virtuel. Ce paramétre correspond au nombre de chemins virtuels traversés
par une connexion qui relierait ces deux sommets. Nous cherchons a construire
des VPL qui minimisent les deux parameétres charge et nombre de sauts sous cer-
taines contraintes. Comme ces deux paramétres sont en conflit, c’est-a-dire qu’on
ne peut diminuer 'un qu’aux dépens de I'autre, nous cherchons soit a minimiser le
nombre de sauts en imposant que la charge du VPL soit inférieure a une certaine
fonction de capacité sur les liens physiques (supposée uniforme dans nos travaux),
soit a minimiser la charge en imposant que le nombre de sauts soit inférieur a une
certaine valeur h. Les bornes obtenues dans ces deux optimisations sont bien str



liées entre elles et nous étudions aussi ces relations.

Apres la section 3.1 de définitions, nous discutons dans la section 3.2 de I'orien-
tation ou de la non orientation du modéle. La version non orientée du probléme
est la plus étudiée dans la littérature. Pourtant, la version orientée trouve aussi sa
justification dans la technologie actuelle. Il est donc intéressant de considérer les
deux modéles.

Dans la section 3.3 nous formalisons le probléme et donnons les résultats connus
sur sa complexité.

La section 3.4 relie le parameétre aréte (ou arc) indice de transmission 7 a
notre probléme. Un routage étant un ensemble de chemins reliant toutes les paires
de sommets du graphe, 7 est, par définition, le minimum sur tous les routages
du maximum de la charge d’une aréte par les chemins du routage. Ce paramétre
correspond a la charge optimale d’'un VPL en un saut pour l'instance all-to-all.
On peut le définir aussi pour les autres types d’instance comme étant la charge
optimale d’'un VPL en un saut pour l'instance considérée. Plus intéressant, on
remarque que 'indice de transmission nous donne une borne inférieure sur la charge
pour h sauts. En effet, si w(h) désigne la charge minimale pour h sauts et A
le degré du graphe physique, on a 2A7w(h) > (Am)'/". Cette borne donne une
bonne approximation de 7(h) et nos recherches de bornes supérieures, c’est-a-dire
de bonnes constructions de VPL, sont ainsi facilitées. Nous rappelons donc la
définition de l'indice de transmission et les bornes classiques ainsi que sa valeur
pour les graphes usuels.

Nous proposons ensuite dans les sections 3.5 et 3.6 une synthése des résultats
obtenus dans la littérature. On y trouve des relations simples entre les divers
parameétres puis des bornes sur la charge optimale pour un nombre de sauts fixé
ou sur le nombre de sauts pour une capacité limitée.

Ce chapitre se termine par un apercu des autres problémes de positionnement
de chemins virtuels étudiés dans la littérature (section 3.7).

Dans le chapitre 4, nous exposons des démonstrations non encore publiées de
bornes sur la charge et le nombre de sauts. Nous étudions d’abord dans la section
4.2 la relation 2Am(h) > (Am)'/" et montrons que c’est une borne fine dans le
cas d’une instance de type diffusion (sous-section 4.2.2). Nous considérons aussi le
cas de l'instance d’échange total pour 2 sauts dans les arbres ot cette borne est
fine aussi (sous-section 4.2.3). Le cas d’un graphe général, pour 2 sauts, est enfin
étudié avec une méthode probabiliste dans la sous-section 4.2.3. Certaines de ces
bornes ont été annoncées sans démonstration dans [2].

Nous nous intéressons dans la section 4.3 aux bornes sur le nombre de sauts
en reliant ce paramétre a l'arc-connexité. Connaissant l’arc-connexité du graphe



physique et sa capacité, nous donnons une construction s’inspirant d’une bonne
construction dans l’arbre donnée au chapitre 5. Dans le cas particulier de 'arc-
connexité 2, capacité 1, nous proposons une meilleure construction.

Enfin, la section 4.4 est consacrée au calcul précis du diamétre virtuel dans le
cas du chemin orienté de capacité 1.

Le chapitre 5 reprend 'article [3]. Aprés un rappel du modéle, nous donnons
des bornes inférieures ainsi que des constructions optimales ou quasi-optimales sur
le nombre de sauts en fonction de la capacité (fixée et uniforme) avec Iinstance
d’échange total (le nombre de sauts optimal s’appelle alors diamétre virtuel) dans
le cycle, le chemin, l'arbre k-aire complet, les arbres quelconques, les tores, les
grilles, ainsi que des bornes sur les graphes quelconques.

La seconde partie concerne I’échange total dans les réseaux d’interconnexion
entre processeurs. Dans une machine paralléle & mémoire distribuée, 1’exécution
d’'un programme se fait de maniére répartie sur les différents processeurs. Ceux-
ci effectuent des calculs d’une part, et s’échangent leurs résultats intermédiaires
d’autre part. Nous nous intéressons a la phase d’échange, elle-méme constituée de
différentes phases synchrones appelées étapes de communication. Si on souhaite
que chaque processeur connaisse les informations de tous les autres a la fin de la
phase d’échange alors il convient de construire un protocole dit d’échange total.
Les contraintes sur les liens de communication entre les processeurs ainsi que le
mode de transfert des données utilisé limitent le temps nécessaire pour effectuer les
échanges. Nous étudions le cas du mode store and forward et de la contrainte de
communication F, ou a chaque étape de communication chaque processeur peut
échanger une information avec chacun de ses voisins. On trouve dans la littérature
des protocoles d’échange total optimaux, dans ce modéle et dans différents types
de réseaux, en particulier dans les graphes de Cayley.

Les graphes de Cayley sont souvent utilisés comme structure de base de ré-
seaux de processeurs car ils sont tres réguliers. Les protocoles de communication
sont donc plus faciles & concevoir et & mettre en ceuvre. Certains de ces graphes
possédent un automorphisme qui permet de construire trés simplement un pro-
tocole d’échange total optimal. Notre travail a consisté & référencer les graphes
de Cayley qui admettent un tel automorphisme. Pour cela, nous nous sommes
principalement servis de méthodes algébriques utilisant la théorie des groupes.

Dans le chapitre 6, nous introduisons les notions de théorie des groupes né-
cessaires ainsi que la motivation du probléme étudié dans le chapitre suivant.

Le chapitre 7 reprend le rapport de recherche [4]. L’objet de cet article est de
caractériser les graphes de Cayley admettant une rotation compléte. Cet automor-
phisme de graphe permet en effet, lorsqu’il existe et sous certaines conditions sur
I’orbite des sommets, de construire d’une maniére simple un protocole d’échange to-
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tal optimal. Aprés une premiére section pour définir cet automorphisme du graphe
ainsi que ’automorphisme de groupe induit, nous mettons en évidence des condi-
tions nécessaires sur le groupe pour que le graphe admette une rotation compléte.
Nous donnons la liste exhaustive des graphes de Cayley admettant une rotation
compléte parmi les graphes de Cayley engendrés par des transpositions. Il s’agit
du bubble-sort graph modifié et des produits cartésiens de bubble-sort graphs mo-
difiés isomorphes; et du star graph généralisé GST(t + q,q) avec t et g premiers
entre eux et des produits cartésiens de tels graphes isomorphes. L’hypercube fait
partie de cette famille. Plusieurs exemples de graphes de Cayley avec leur graphe
de transposition sont présentés dans la section qui suit la conclusion de 'article.
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Chapitre 1

Réseaux d’interconnexion,
mécanismes de communication et
modélisation

Nous présentons dans ce chapitre la modélisation théorique sur laquelle nos tra-
vaux ont pu progresser. Aprés un inventaire du vocabulaire de théorie des graphes
utilisé au cours du mémoire, on trouve les premiers exemples de graphes parmi
les plus simples. En section 1.2 vient la modélisation des communications dans les
réseaux.

1.1 Reéseaux et Graphes

Nous étudions dans ce mémoire la structure de certains réseaux d’intercon-
nexion et les mécanismes de communication qu'’ils utilisent. Il s’agit, dans la pre-
miére partie de grands réseaux d’interconnexion entre machines ( Wide, Metropo-
litan, Local Area Networks: WAN, MAN ou LAN) et dans la seconde partie, de
réseaux de processeurs de machines paralléles & mémoire distribuée.

Les réseaux de télécommunications comme les réseaux de processeurs peuvent
étre modélisés par des graphes tels que nous les définissons formellement ci-dessous.
Les sommets représentent les processeurs ou les nceuds du réseau de télécommu-
nications qui sont des points d’acceés ou des commutateurs. Les arcs représentent
les liens physiques unidirectionnels et les arétes les liens physiques bidirectionnels.

1.1.1 Notions élémentaires de théorie des graphes

Nous donnons seulement les définitions nécessaires par la suite. Le lecteur
pourra trouver les notions non rappelées ici dans le livre de RUMEUR [dR94],
dans les livres de théorie des graphes de Berge [Ber83|, de Bondy et Murty [BM76]
ou dans l'ouvrage de Leighton consacré au parallélisme [Lei92].

9



Définitions

- Un graphe orienté (digraph) G = (V(G),A(Q)) est constitué d’un ensemble
fini V(G) = {x1,22,...,x5} d’éléments, appelés sommets, et d’une famille
finie A(G) = {ay,as,...,a,} de couples de sommets, appelés arcs.

- Notons qu’'un couple de sommets (x,y) € V(G) x V(G) peut étre représenté
plusieurs fois dans la famille A(G); on parle alors d’arc multiple (z,y) et
de multigraphe G .

- Un graphe non orienté G = (V(G),E(G)) est constitué d’un ensemble
fini V(G) de sommets et d’une famille finie E(G) = {ey,ea,...,em} de repré-
sentants de paires de sommets, appelées arétes.

- Le nombre de sommets d’un (multi)graphe (orienté ou non) est appelé I’ordre
du graphe, et est noté N.

- Si a = (z,y) est un arc, alors = est son extrémité initiale et y son extré-
mité finale.

- Sia = (z,y) est un arc, le sommet y est un successeur du sommet z et x est
un prédécesseur de y. On s’autorise & dire également que y est adjacent
a .

- Si e = [x,y] est une aréte, les sommets = et y sont dits adjacents I'un a
lautre et 'aréte e est dite incidente a z et y.

- Nous appellerons par la suite liens les arcs ou les arétes d'un graphe, qu’il
soit orienté ou non.

- Un graphe orienté est dit symétrique si l'existence d’un arc (z,y) implique
'existence de I'arc (y,z).

- Un arc de la forme (x,2) ou une aréte de la forme [z,z] est appelé(e) boucle.

- Un graphe ne comportant ni boucle, ni arc ou aréte multiple, est appelé
graphe simple.

- On appelle degré sortant (resp. entrant) d'un sommet = dans un graphe
orienté, noté d*(z) (resp. d~(x)), le nombre d’arcs d’extrémité initiale (resp.
finale) x.

- On appelle degré d’un sommet z dans un graphe, noté d(x), le nombre
d’arétes incidentes a x.

- On appelle degré maximum (resp. minimum) d’un graphe, noté A (resp. ¢),
le maximum (resp. minimum) des degrés des sommets.

- On appelle chemin (dipath) dans un graphe orienté une suite
P = (a1,a9,...,a,) d’arcs, telle que 'extrémité finale de a; est l'extrémité
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initiale de a;y;, pour 1 < ¢ < ¢. La longueur du chemin P est alors le
nombre d’arcs qui le composent.

- On peut également définir un chemin P = (ay,a,...,a,) dans un graphe
orienté simple par la suite des sommets (x¢,21, . . . ,2,), telle que a; = (x;_1,%;).
On dit alors que P est un chemin de z vers z,.

- On appelle chaine (path) dans un graphe une suite P = (ej,e2, ...,e,)
d’arétes, telle que deux arétes consécutives sont incidentes & un méme som-
met. La longueur de la chaine P est alors le nombre d’arétes qui la com-
posent.

On s’autorise par la suite a appeler une chaine un chemin, la distinction
dépendant de la nature du graphe considéré.

- Un chemin qui ne comporte pas deux fois le méme lien est dit simple. Un
chemin qui ne comporte pas deux fois le méme sommet est dit élémentaire.

- On appelle distance entre deux sommets = et y dans un graphe (orienté ou
non), notée d(z,y), la longueur minimale d’un chemin de z vers y.

- On appelle diameétre d’un graphe (orienté ou non), noté D, le maximum
des distances entre les sommets.

- On appelle excentricité d’un graphe par rapport a un sommet le maximum
des distances a ce sommet.

- On appelle circuit dans un graphe orienté un chemin d’un sommet vers
lui-méme.

- On appelle cycle dans un graphe une chaine d’un sommet vers lui-méme.

- On appelle stable (independent set en anglais) d’'un graphe un ensemble de
sommets deux a deux non adjacents.

- Un graphe orienté est dit fortement connexe s’il existe un chemin de tout
sommet vers tout autre sommet.

- Un graphe est dit connexe s'il existe une chaine entre toute paire de som-
mets.

- Un graphe est dit biparti s’il existe une partition de I’ensemble des sommets
en deux parties non vides telles qu’il n’existe pas d’aréte entre deux sommets
appartenant a la méme partie.

Constructions classiques

- La somme cartésienne (cartesian product) de deux graphes simples orien-
tes G = (V,A) et G = (V' A"), notée GOG', est le graphe ayant pour en-
semble de sommets le produit cartésien V' x V' et pour ensemble d’arcs les
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couples ((z,2'),(y,y")) tels que z = y et (2/,y") € A’ ou tels que 2’ = 3’ et
(xz,y) € A. La somme cartésienne de deux graphes non orientés se définit de
maniére analogue.

- Le graphe représentatif des arcs (line-graph) du graphe orienté G est le
graphe orienté L(G) dont les sommets représentent les arcs de G' et dont les
arcs sont définis comme suit: il existe un arc de e vers f dans L(G) si l'arc
de G représenté par e a pour extrémité terminale 'extrémité initiale de I'arc
de G représenté par f.

1.1.2 Réseaux usuels

Nous définissons ici certains graphes classiques qui sont le plus souvent étu-
diés. Dans le cadre que nous étudions, il s’agira de considérer les graphes orientés
symétriques associés.

- On note Cy le cycle (ou anneau) (élémentaire) d’ordre N, de longueur N
(voir figure 1.1).

- On note Py la chaine (élémentaire) d’ordre N, de longueur N — 1.

- On note Ky le graphe complet d’ordre N, ayant N sommets deux a deux
adjacents (voir figure 1.1). On note K la version orientée.

Fi1G. 1.1 — Le cycle Cy et le graphe complet K.

- On note K,,, le graphe biparti complet d’ordre m + n dont ’ensemble
des sommets est partitionné en deux parties de taille respective m et n et
telles que chaque sommet de 'une est adjacent a chaque sommet de I"autre.

- On note H, 'hypercube de dimension n, d’ordre N = 2™, qui est la somme
cartésienne de n copies du graphe K,. Il se définit récursivement a partir
de Ky:

H, = K»;0OH, ; = K;0K,0--- 0K,

n fois
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Il peut également se définir comme le graphe dont les sommets sont les mots
de longueur n sur I'alphabet {0,1}, tel que deux sommets sont adjacents si
et seulement si leurs mots différent en une seule lettre (voir figure 1.2).

0000

F1G. 1.2 — L’hypercube H,.

- On note M(p1,ps,--.,pn) la grille (mesh) de dimension n, d’ordre N =
[17, pi, qui est la somme cartésienne des n chaines P, (i = 1,2...,n), soit
P, 0P, 0O.--0P, (voir figure 1.3).

- On note TM(ly,ls,...,l,) la grille torique (toroidal mesh) ou tore de di-
mension n, d’ordre N = [[;_, l;, qui est la somme cartésienne des n cycles
Cy, (i=1,2...,n),soit C;,0C,0---0C;, (voir figure 1.3). On note T'M (n)?
la grille torique somme de d cycles de longueur n.

Fi1G. 1.3 — La grille M (5,4) et le tore TM(5,4).

- Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Souvent, les arbres sont dits
enracinés; cela signifie qu’'un sommet appelé racine est distingué. Soit
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(x,y) une aréte d’un arbre enraciné en r avec d(r,y) = d(r,z) + 1. On dit que
y est un fils de = et que x est le pére de y.

- Un arbre binaire est un arbre dont chaque sommet a au plus 2 fils.

- Un arbre binaire complet de profondeur h est un arbre binaire d’ex-
centricité par rapport a la racine égale a h et ayant un nombre de sommets
maximum ; ¢’est-a-dire 2"+t — 1.

- Un arbre k-aire est un arbre dont chaque sommet a au plus k fils.

- Un arbre k-aire complet de profondeur h est un arbre k-aire d’excen-
tricité par rapport a la racine égale a h et ayant un nombre de sommets
maximum. Dans un tel graphe, tous les sommets sont de degré k + 1 sauf la
racine qui est de degré k et les sommets a distance h de la racine qui sont
de degré 1.

1.2 Communications structurées

Nous considérons les communications dans les réseaux comme une succession
d’étapes de communications. Les modes de transfert des données sont décrits dans
la partie I au chapitre 2 page 21. Pour chaque réseau, muni de ses contraintes
de communications, et chaque schéma de communication, ’objectif général est de
réduire le nombre d’étapes.

1.2.1 Contraintes de communications

Lors de la modélisation du réseau par un graphe en vue de I'étude des com-
munications structurées, il convient de savoir si les liens de communications entre
deux processeurs sont unidirectionnels ou bidirectionnels et si chaque processeur
peut communiquer dans une méme étape avec plusieurs de ses voisins. Formelle-
ment, nous définissons ici quelques contraintes classiques dont la contrainte Fj,
full-duplex A-port, étudiée dans la partie II.

Dans le cas de liens bidirectionnels, soient x et y deux nceuds du réseau:

— si un seul message a la fois peut circuler entre x et y, soit de = vers y, soit
de y vers x, le lien est dit half-duplex. Le réseau est alors modélisé par un
graphe non orienté.

— si deux messages peuvent circuler en méme temps sur le lien, I'un de x vers y
et autre de y vers z, le lien est dit full-duplex. Le réseau est alors modélisé
par un graphe orienté symétrique.

On détermine aussi le nombre de liens de communications simultanément uti-
lisables. Si lors d'une étape de communication, chaque noeud peut communiquer
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simultanément avec k de ses voisins les communications sont dites k-port. Dans
le cas extréme ou chaque nceud peut utiliser simultanément tous ses liens, les
communications sont dites A-port (A étant le degré maximum).

On note habituellement F, la contrainte full-duplex A-port ou les processeurs
peuvent communiquer avec tous leurs voisins et en recevoir des messages lors d'une
méme étape de communication.

1.2.2 Schémas de communication

Sont définis ici quelques schémas classiques de communication dans les réseaux,
dont I’échange total qui est & la base du travail sur les graphes de Cayley dans la
partie II; les autres schémas justifient le travail de minimisation du diamétre ou
de P'excentricité dans les réseaux ATM de la partie I.

— La diffusion (one-to-all ou broadcasting) consiste & envoyer un message a
tous les nceuds du réseau a partir d’un initiateur unique.

— L’échange total (all-to-all, total exchange ou gossiping) consiste a effectuer
une diffusion & partir de tous les nceuds simultanément.

— La distribution (diffusion personnalisée, personalized one-to-all, distribu-
ting ou Scattering) consiste, pour un initiateur unique, a envoyer un message
différent a chacun des autres processeurs.
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Chapitre 2

La technologie ATM

Les communications modernes se diversifient et s’intensifient si rapidement que
les réseaux classiques offrant un service spécifique et fonctionnant en commutation
de circuits ou en commutation de paquets sont dépassés. Parce qu’ils ont été congus
pour une utilisation particuliére (la conversation, la messagerie, la consultation de
données ou la distribution par exemple), ils sont peu flexibles et ont du mal a
s’adapter a un flux de données hétérogene. Les données ne sont en effet pas toutes
de méme type, ne demandent pas le méme débit ni la méme qualité de service.
De plus, les débits que ces réseaux supportent ne sont pas suffisamment élevés
pour transmettre certaines données: la transmission de vidéo de haute qualité
peut par exemple nécessiter un débit de plusieurs centaines de Mbit/s. Ainsi est
née la nécessité de nouveaux réseaux, a la fois flexibles et rapides qu’on appelle les
réseaux haut débit.

[’avénement de la fibre optique dans les réseaux de télécommunications permet
actuellement de transmettre des données sur des centaines de kilométres, a des
dizaines de Gbit/s, avec des taux d’erreur négligeables. Le probléme ne vient donc
pas de la transmission mais de la complexité des protocoles effectués au niveau des
commutateurs électroniques (protocoles de controle ou de routage par exemple).
Des protocoles aussi complexes que ceux implémentés par exemple dans les réseaux
de paquets existants ne peuvent actuellement étre mis en place aux débit requis, a
des cotts raisonnables. Aussi, la préoccupation principale du concepteur de réseau
haut débit est de simplifier les protocoles pour permettre de réaliser les opérations
électroniques suffisamment rapidement pour ne pas trop ralentir le débit offert par
la fibre optique.

2.1 Les modes de transfert classiques

Le mode de transfert est la technique utilisée dans un réseau (réseau de pro-
cesseurs ou réseau de télécommunications) définissant la maniére dont s’effectuent
la transmission, la commutation et éventuellement le multiplexage. Les modes de
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transfert les plus utilisés sont la commutation de circuits (utilisée dans les réseaux
téléphoniques par exemple) et la commutation de paquets (utilisée dans les réseaux
Internet par exemple).

2.1.1 Commutation de circuits (circuit-switching)

La commutation de circuits est un mode de transfert orienté connexion. En
effet, lorsqu’un appel est accepté, une liaison (circuit) est établie entre les corres-
pondants avant que ne commence 1’échange des informations et cette liaison est
détruite a la fin de I’échange. Dans le mode commutation de circuits, cette liai-
son est fixée pendant tout 1’échange. Sa capacité est constante et les ressources
qu’elle réserve ne peuvent pas étre utilisées par une autre connexion méme lorsque
le flux de donnée transmis est inférieur & la capacité réservée. Ce mode évite le
stockage de l'information dans les nceuds intermédiaires du réseau et permet de
réduire le temps des communications longue distance. Différentes unités d’informa-
tion, appartenant a différentes communications, sont multiplexées temporellement
dans une trame de 32 slots (tranche temporelle de taille fixe), chaque slot pouvant
transporter un octet. Cette trame se répeéete toutes les 25us. Chaque communi-
cation a un slot réservé dans une position fixe de la trame. L’identification de
la communication a laquelle sont associées les informations qui circulent dans la
trame est implicite, elle est liée a la position du slot dans la trame. Ainsi, lors-
qu’une source n’a rien a transmettre, le slot ne peut pas étre utilisé pour une autre
communication.

2.1.2 Commutation de messages (store-and-forward)

Il s’agit certainement du mode le plus simple et le plus ancien utilisé dans la
quasi totalité des machines paralléles jusqu’au début des années 90. Les messages
avancent dans le réseau vers leur destination en transitant par les nceuds inter-
médiaires ou ils sont stockés entiérement avant d’étre réémis. A chaque étape, le
canal emprunté est aussitot libéré. Cette technique nécessite I'implémentation de
protocoles complexes au niveau de chaque commutateur pour stocker I'information
et la router. Ce mode de commutation s’impose dans les cas ot tous les processeurs
intermédiaires sont intéressés par 'information qui transite dans le réseau. C’est
le cas en particulier lorsqu’on cherche a effectuer un échange total (défini page 15)
ou tous les processeurs doivent connaitre toutes les informations contenues dans
les nceuds du réseau. La commutation de messages est le mode de commutation
utilisé lors des échanges totaux que nous étudions dans les réseaux de processeurs
modélisés par des graphes de Cayley aux chapitres 6 et 7 de la partie II.
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2.1.3 Leur évolution récente

La construction de réseaux haut débit nécessite une évolution des modes de
transfert des données. La commutation de circuits avait ’avantage d’étre simple,
de transmettre les informations de fagon transparente sur le réseau (c’est-a-dire
sans inversion dans 'ordre des informations) sur des slots de taille constante et de
minimiser les fonctions des commutateurs et des multiplexeurs qui pouvaient donc
fonctionner a haut débit. L’inconvénient de ce mode de transfert est son manque de
flexibilité. Il n’est pas possible de I'implémenter efficacement pour transporter des
trafics différents. En effet, I'identification de 'expéditeur dans un slot est implicite :
elle est liée a la position du slot dans la trame et donc immuable. Le multiplexage
statistique est quasiment impossible. Pour répondre a ce probléme, ce mode a
évolué progressivement. D’abord a été proposé le mode commutation de circuits
multi-débit dans lequel une connexion peut réserver plusieurs slots dans une trame.
Mais une connexion de débit élevé doit alors réserver des milliers de slots dans la
trame (un slot par trame correspond a 64 kbit/s); cela est difficile a gérer. De
plus, la capacité réservée pour une connexion est constante; donc, en cas de flux
sporadique (variant beaucoup dans le temps), on ne peut pas allouer les ressources
non utilisées par une communication a une autre. Pour palier a ce dernier probléme,
a été mis en place un mode appelé commutation de circuits rapide qui permet aux
sources d’annoncer et de modifier le débit dont elles ont besoin. Mais ce systéme
complexifie trop les protocoles effectués au niveau électronique et limite le débit.

32 octets 64 Kbit/s

Commutation de circuits

Commutation de circuits multi-débit

Fic. 2.1 — La commutation de circuits

Le mode commutation de paquets quant & lui présentait au contraire I’avantage
de la flexibilité puisque quand une source ne transmet rien, les ressources qu’elle
n’utilise pas sont récupérées pour d’autres communications. Méme lorsque le trafic
est sporadique, les ressources sont correctement utilisées. L’inconvénient de ce
mode est la complexité des protocoles a traiter. En simplifiant les protocoles de
détections d’erreur (moins utiles a présent car la fibre optique est un support
de transmission trés fiable) et les protocoles de controle du flux, on obtient un
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mode plus simple appelé relais de trame qui permet des débits plus élevés mais
n’atteignant pourtant pas la centaine de Mbit/s dont certaines applications ont
besoin.

Les idées développées pour faire évoluer les modes commutation de circuits et
commutation de paquets les ont finalement fait converger vers un mode de transfert
a la fois simple et flexible qui permet le transfert a haut débit de flux de données
hétérogéne et sporadique. C’est le mode de transfert asynchrone (asynchronous
transfer mode, ATM) que nous décrivons dans la section suivante.

2.2 Le mode de Transfert asynchrone

L’objectif d’ATM est a la fois de simplifier au maximum les protocoles effectués
au niveau des routeurs et de faciliter le multiplexage des données pour permettre
une gestion simple des flux sporadiques.

L’ATM est un mode de transfert orienté connexion, basé sur le multiplexage
temporel asynchrone, intégrant un minimum de fonctionnalités. Un en-téte, dont la
fonction principale est 'identification explicite des circuits virtuels, est associé aux
informations utiles. L’asynchronisme vient du fait qu’il n’existe pas de corrélation
entre les horloges de la source et du réseau. L’utilisateur envoie ses informations
au rythme qui lui convient et non pas au rythme imposé par la répétition des
trames, comme c’est le cas dans la commutation de circuits. Le controle d’erreur
lien par lien ainsi que le controle de flux ne sont pas pris en compte, ce qui permet
de mettre en place des protocoles relativement simples.

2.2.1 Les cellules ATM

Une évolution naturelle du mode de commutation de circuits consiste a mainte-
nir la transparence des informations dans des slots de taille constante mais d’ajou-
ter a chaque unité d’information un en-téte permettant d’identifier de fagon expli-
cite a quel circuit appartiennent les informations. La notion de trame n’est plus
nécessaire, une simple suite de slots de taille constante est utilisée. Une source
désirant transmettre attend de détecter un slot vide pour y déposer son unité d’in-
formation. De cette facon, chaque source n’utilise que les slots dont elle a besoin
et elle les marque grace a I’en-téte. Les informations engendrées par la source sont
stockées dans un buffer d’ou elles sont extraites par bloc de 48 octets auxquels on
ajoute un en-téte de 5 octets pour former une cellule ATM qui est alors déposée
dans un slot vide.
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.1

48 5

F1G. 2.2 — La cellule ATM

Information
de I’ usager

[ gout del’en-téte

F1G. 2.3 — Le multiplexage temporel ATM

2.2.2 Les connexions ATM

Il existe dans les réseaux ATM deux types de connexions:

1. les connexions de chemin virtuel (VPC), et

2. les connexions de canal virtuel (VCC).

La capacité de chaque conduit de transmission (que nous appelons aussi lien
physique) est divisée, de maniére logique c’est-a-dire sans délimitation physique,
en un ou plusieurs liens ATM appelés chemins virtuels (virtual path, VP), cette
division de la capacité est faite en quelque sorte dans [’épaisseur du lien physique
(voir figure 2.4). Une connexion de chemin virtuel (VPC) se compose d'un VP ou
de la concaténation de plusieurs VP.

La capacité d'un VP est elle-méme partagée logiquement par un ou plusieurs
liens ATM appelés canaux virtuels (virtual channel, VC). Une connexion de canal
virtuel (VCC) se compose d'un VC ou de la concaténation de plusieurs VC. Il y a
plusieurs VC dans un VP (division de la capacité, division en épaisseur) et un VC
peut traverser plusieurs VP adjacents (dans la longueur du lien physique) (voir
figure 2.5).
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F1G. 2.4 — Division de la capacité d’un lien de transmission physique

Une connexion entre deux utilisateurs (VCC) est donc une concaténation de
VC qui peuvent eux-mémes étre vus comme une succession de VPC qui sont
elles-mémes des concaténations de VP. On le voit, ATM utilise une hiérarchie
de connexions. La figure 2.5, tirée du livre [KG96|, présente la hiérarchie des
connexions VPC et VCC. Comme 'expliquent plus en détail les auteurs de [KG96],
cette hiérarchie permet

— la simplification de I’établissement des connexions, car les VCC utilisent les
VPC déja mises en place, on peut ainsi privilégier certaines connexions tres
fréquentes ;

— la simplification de la gestion du trafic, car les VPC définissent plusieurs ré-
seaux logiquement indépendants sur le méme réseau physique et permettent
ainsi un multiplexage sans interférence;

— la simplification de la synchronisation des différentes connexions des appli-
cations multimédia puisque toutes les connexions (VCC) d’une méme appli-
cation passent dans les mémes VP et sont donc synchronisées.

L’identification des connexions

Chaque cellule porte dans son en-téte des informations identifiant, d’une part,
le VP auquel elle appartient et, d’autre part, le VC dans ce VP auquel elle ap-
partient. Ces informations sont appelées, respectivement, identificateur de canal
virtuel (VCI) et identificateur de chemin virtuel (VPI). Un VP est identifié¢ par le
VPI, un VC est identifié par le couple VPI/VCI. Ces identificateurs sont locaux, ils
peuvent étre différents pour deux liens d’une méme connexion. Les commutateurs
(ou brasseurs) sont de deux types, les commutateurs de VP, qui concaténent les
VP et traduisent les valeurs des VPI et les commutateurs de VC qui terminent les
VPC, concaténent les VC et traduisent les VCI.

Dans un brasseur de VP, seuls les VPI changent. Si le VP1 est commuté sur
le VP2, et si les VC8 et VC9 partageaient le VP1 alors, ces VC gardent le méme
identificateur de VC et partagent le VP2.
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ER : Equipement réseau ER : Equipement terminal

F1G. 2.5 — Connexions ATM : VPC et VCC

Le livre [KG96] décrit en introduction les nouveaux besoins en télécommunica-
tions, explique la nécessité de construire des réseaux haut débit et montre comment
le concept ATM a été retenu avant de le décrire en détail. Il décrit aussi les solu-
tions envisagées pour éviter la congestion dans les réseaux ATM. On trouve dans
ce livre une étude plus particuliére des réseaux haut débit locaux et, dans une
derniére partie, une description des derniéres avancées en matiére de composants
optoélectroniques, la présentation et la motivation de la technique de multiplexage
en longueur d’onde ainsi qu'une présentation de diverses architectures de réseaux
locaux tout-optique. Les lecteurs intéressés par la technique de multiplexage en
longueur d’onde dans les réseaux optiques et les problémes qui en découlent du
point de vue théorique pourront consulter la thése [Bea00].

2.3 Modeéle: premiére approche

Nous nous intéressons au nombre de chemins virtuels traversés par une connexion
entre deux usagers du réseau. En effet, comme les protocoles électroniques sont im-
plémentés au niveau des commutateurs de VP, le nombre de VP traversés est for-
tement lié au délai que vont subir les informations transitant sur cette connexion.
Grossiérement, on s’intéresse au nombre de fois ou la cellule ATM va étre arrétée
pour la lecture de son en-téte et son routage vers un autre VP.

D’autre part, nous nous intéressons a la capacité nécessaire dans les liens phy-
siques pour positionner les VP. Ce parameétre est lié au cotit financier du réseau
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puisque la capacité des liens dépend de I’équipement mis en place.

Pour simplifier I’étude de ces deux paramétres, nous supposons que les VP sont
de capacité unitaire et que les liens physiques sont de capacités constantes, toutes
égales. La capacité d’un lien physique est alors simplement le nombre de VP que
ce lien peut supporter.

2.3.1 Premiére Modélisation

Les VP forment un réseau virtuel sur le réseau physique. Comme les connexions
s’établissent par concaténation de VP, tout se passe comme si on communiquait
point & point dans le réseau formé par les VP, qu’on appelle le réseau virtuel. Le
nombre de VP traversés par une connexion entre deux points du réseau physique
correspond & la distance entre ces deux points dans le réseau virtuel. La figure
2.6 représente (sans aucune garantie d’échelle) un réseau ATM imaginaire entre
quelques villes francaises. Les liens physiques sont représentés par des traits noirs
et les chemins virtuels par des traits clairs. Pour établir une connexion entre Pa-
ris et Sophia dans ce réseau, il existe au moins deux solutions. La premiére est
d’établir la connexion le long des VP Paris-Marseille, Marseille-Toulon, Toulon-
Cannes, Cannes-Sophia ; la seconde est d’établir la connexion le long des VP Paris-
Marseille, Marseille-Nice, Nice-Sophia. La premiére solution utilise quatre VP, la
seconde seulement trois. Pourtant, la premiére solution utilise le plus court chemin
physique, la seconde utilise un chemin physique plus long. Comme nous ’avons vu,
les délais d’établissement d’une connexion et de communication sont limités par
le nombre de commutateurs de VP traversés et non pas par la distance physique.
Aussi, la seconde solution est meilleure.

En termes de charge, on voit que le positionnement des chemins virtuels est
tel que la charge maximale sur les liens physiques est deux. Par exemple, le lien
physique entre Paris et Lyon supportent les deux VP Paris-Lyon et Paris-Marseille.

La position des VP dans le réseau physique est représentée par une fonction
du réseau virtuel dans le réseau physique qui associe a un arc du réseau virtuel le
VP auquel il correspond dans le réseau physique. Cette fonction, bien connue en
théorie des graphes, est appelée un plongement du réseau virtuel dans le réseau
physique. Un exemple simple de cette modélisation est représenté sur la figure 2.7.
On y voit a gauche le réseau virtuel et & droite le réseau physique avec, dessinés
en plus clair, les VP, images des arcs du graphe virtuel par le plongement.

Au chapitre suivant, nous présentons plus formellement le modéle ainsi que le
probléme que nous étudions.
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F1G. 2.6 — Un réseau ATM imaginaire

N

Fi1G. 2.7 — Le réseau virtuel et son plongement dans le réseau physique

2.3.2 Topologie virtuelle

L’idée d'une topologie virtuelle construite par dessus une topologie physique
n’est pas spécifique au probléme du positionnement des chemins virtuels dans les
réseaux ATM. On la retrouve dans d’autres problémes de télécommunication. On
pourra se référer au livre de Stern et Bala [SB99| qui définit plusieurs Logically
Routed Networks dont les sommets peuvent étre aussi bien des commutateurs
ATM, que des routeurs IP, des systémes SONET ou des utilisateurs finaux (voir
chapitres 3.5 et 7 du livre). Sur une topologie physique qui reste un réseau optique,
il s’agit alors de superposer divers types de réseaux virtuels. D’un point de vue
théorique, le probléme se modélise de la méme fagon.

Notons aussi qu’il existe dans la littérature une autre approche complémentaire
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dans laquelle on cherche a réaliser I'instance de communication directement sur le
réseau physique; par exemple, en utilisant pour chaque requéte un chemin avec
une longueur d’onde fixée (voir la thése [Bea00| pour une synthése sur ce sujet).
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Chapitre 3

Modéle et Résultats

Dans la section 3.1, nous modélisons plus formellement la situation détaillée
dans le chapitre précédent en définissant ce que nous appelons le graphe physique
et les requétes de connexion puis en expliquant les contraintes intervenant dans
la construction d’'un « bon » VPL. Nous discutons ensuite dans la section 3.2 des
avantages respectifs des modeles orienté et non orienté. Dans la section 3.3 nous
formulons le probléme et donnons une idée de sa complexité. Les sections 3.5 et
3.6 présentent les résultats existant dans la littérature, respectivement pour les
réseaux quelconques et pour certains réseaux particuliers, les plus communs: le
chemin, le cycle, les arbres, la grille et le tore. Les résultats sont présentés pour
chaque réseau, d’abord dans le cas d’une requéte de type diffusion, puis dans
le cas d’une requéte d’échange total. La derniére section présente des problémes
proches: la construction d’'un VPL avec facteur d’étirement borné en section 3.7.1
et la construction d’'un VPL minimisant la charge sur les sommets en section 3.7.2.

3.1 Définitions et Notations

Le réseau physique est représenté par un graphe G = (V,E), orienté ou non
orienté selon le modeéle choisi.

3.1.1 Les requétes

— En orienté, une requéte de connexion est modélisée par un couple «source-
destination». L’ensemble des requétes (aussi appelé instance), noté I, est un
sous-ensemble de V' x V formé de couples de sommets de G.

— En non orienté, une requéte de connexion est modélisée par une paire de
sommets. L’ensemble des requétes (aussi appelé instance), noté I, est formeé
de paires de sommets de G.

Jusqu’a présent, les recherches ont principalement porté sur I’étude de deux
types de requétes. Le premier type de requétes de connexion correspond en com-
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munication & une demande de distribution (définie page 15) ou de diffusion, appelée
aussi en anglais One-to-All, o un sommet particulier, I'initiateur, souhaite com-
muniquer avec tous les autres. Si s est l'initiateur alors I = {s} x V. D’une fagon
générale, on note un ensemble de requétes du type one-to-all par OA. Un initiateur
est alors sous-entendu. Soit il a été précisé dans le texte, soit il peut étre un sommet
quelconque du graphe sans que cela affecte le résultat énoncé. Le second type cor-
respond a une demande d’échange total (définie page 15), appelé aussi en anglais
All-to-All, on chaque sommet souhaite communiquer avec tous les autres. Etant
donné un graphe, une instance de ce type est unique: I =V x V aussi notée AA.
On considérera aussi les requétes du type One-to-Many (correspond & un schéma
de communication de multicast), o un sommet particulier souhaite communiquer
avec un groupe de sommets. Soit s Uinitiateur et V' C V le groupe de sommets
avec lequel s souhaite communiquer, on a I = {s} x V. Une instance de ce type
est souvent notée OM. Une instance du type V' x V' est appelée Many-to-Many et
est parfois notée MM.

3.1.2 VPL ou Positionnement des chemins virtuels

Le terme anglais VPL est l'acronyme de Virtual Path Layout et signifie litté-
ralement positionnement des chemins virtuels. Etant donnés un réseau physique
modélisé par un graphe G = (V,F), un ensemble de couples de sommets représen-
tant les requétes de communication dans ce graphe, deux parametres c et h limitant
respectivement la capacité des liens physiques et le nombre de sauts maximum ad-
mis pour établir une connexion, il s’agit de savoir s’il existe un ensemble de chemins
virtuels positionnés dans le graphe physique qui ne charge pas un lien plus que sa
capacité c et tel que chaque requéte puisse étre satisfaite en au plus h sauts.

Plus formellement, on cherche

— E" un ensemble de liens, appelés liens virtuels, formés de couples de sommets
du graphe physique, et

— une fonction de routage P de E’ dans P(G), 'ensemble des chemins de G,
qui & un lien virtuel (z,y) associe un chemin de z & y dans le graphe G. Un
tel chemin est appelé chemin virtuel.

On parle du graphe virtuel H = (V,E') dont les sommets sont ceux du graphe
physique et dont I’ensemble des liens est E’. Lorsqu’aucune confusion n’est pos-
sible, le diamétre de H est appelé diametre virtuel.

On note un VPL par le couple (H,P). Dans certains graphes physiques, le
plongement des liens de H dans I’ensemble des chemins de G est implicite. C’est
par exemple le cas dans le chemin, le cycle, les arbres et méme la grille si les chemins
virtuels joignent deux sommets n’ayant qu'une coordonnée différente. Dans ces cas,
le VPL est entiérement défini par la donnée du graphe H.
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3.1.3 Les contraintes: capacité et nombre de sauts

Les contraintes physiques liées au cotit du réseau et au temps d’établissement
d’une connexion induisent naturellement deux paramétres lors de la modélisation.
Le premier de ces parameétres limite 1'utilisation d’un lien physique, c’est sa capa-
cité. Le terme est consacré bien qu’il porte a confusion. Il ne s’agit pas ici du débit
que peut supporter le lien physique mais d’une capacité logique. Nous appelons
capacité d’un lien physique le nombre de chemins virtuels qui peuvent partager
ce lien. Si le débit dans les chemins virtuels est fixé, alors, la capacité d’un lien
physique est proportionnelle au débit que celui-ci peut supporter et donc direc-
tement liée au cotit de I’équipement. Limiter la capacité, c’est limiter le colt de
fabrication du réseau. Lors du positionnement des chemins virtuels, il s’agira de
ne pas charger un lien plus que sa capacité.

D’autre part, comme le temps d’établissement d’une nouvelle connexion est
proportionnel au nombre de chemins virtuels traversés, on définit le second para-
meétre, le nombre de sauts, comme étant le nombre minimal de chemins virtuels
qu’on doit emprunter pour réaliser une requéte.

Dans notre travail, nous notons c et h les paramétres limitant respectivement
la capacité du réseau et le nombre de sauts possible pour satisfaire une requéte.
La capacité est donc uniforme, c’est-a-dire la méme pour chaque lien physique.
Exceptionnellement, nous considérerons deux capacités possibles, ¢t et ¢, par
exemple dans le cycle orienté pour les arcs orientés dans le sens positif et ceux
orientés dans le sens négatif.

3.1.4 Les objectifs: charge et distance maximale d’'un VPL

Etant donné un VPL (H,P), on calcule la distance mazimale du VPL comme
étant la distance maximale dans le graphe virtuel entre deux sommets d’une re-
quéte de connexion:

D(G,H,I) = max {dy(z,y) | (z,y) € I}

Dans le cas ot I = AA, I'instance de communication all-to-all, la distance maximale
correspond au diameétre du graphe virtuel. Dans le cas ot I = 0A est une instance de
communication du type one-to-all, la distance maximale correspond a I’excentricité
de l'initiateur dans H.

On peut aussi calculer la charge du graphe G par le VPL comme le nombre
maximal de chemins virtuels qui empruntent un lien physique:

(G,H,P) = max |[{e' € E' |ee P()}]|
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On voit que la charge et la distance maximale sont en conflit puisque, pour
limiter la charge du réseau physique, il faut diminuer le nombre de chemins virtuels,
ou leur longueur, ce qui nous ameénera & construire un graphe virtuel de plus grande
distance maximale. Réciproquement, si on se permet de charger beaucoup les liens
physiques, on pourra construire un VPL dans lequel la distance maximale sera
faible.

3.1.5 La classe VPL(G,I,h,)

Soit G un graphe. L’ensemble des VPL (H,P) tels que 7(G,H,P) < c et
D(G,H,I) < hest noté VPL(G,I,h,c). Si cet ensemble est non vide, on dit que ses
éléments sont des VPL réalisables sur le graphe GG avec 'instance de connexion [
et les contraintes ¢ et h. On dit aussi que GG admet un VPL satisfaisant I’ensemble
de requétes I avec une capacité inférieure a ¢ et un nombre de sauts inférieur a h.

3.2 Modéles orienté et non orienté

Le probléme est le plus souvent abordé dans sa version non orientée. Le graphe G
est non orienté; les chemins virtuels chargent les arétes du graphe physique et
peuvent étre empruntés dans les deux sens lors d’une connexion entre deux som-
mets. Cette modélisation correspond au cas ot les communications sont bidirec-
tionnelles. Elle impose que s’il existe un chemin virtuel de u vers v alors, il existe
aussi un chemin virtuel symétrique de v vers u. C’est effectivement la maniére dont
les réseaux ATM sont implémentés a ’heure actuelle.

Pourtant, une discussion avec Daniel Kofman, co-auteur de [KG96]|, nous a
confirmé que les deux chemins virtuels ne nécessitent pas forcément la méme ca-
pacité. En effet, dans de nombreuses applications, les flots de données ne sont pas
les mémes dans les deux sens. Ainsi, dans une application vidéo o u est le serveur
et v un consommateur, la transmission des données vidéo de u vers v nécessite
une large bande passante tandis que les opérations de controle de v vers u sont
trés faibles. Une modélisation orientée des chemins virtuels semble donc mieux
convenir aux applications de ce type. Il conviendrait de positionner des chemins
virtuels orientés et pondérés, et de calculer la charge d’un lien comme la somme
des poids des chemins virtuels qui 'empruntent. Ce modéle complexe est diffi-
cile & manipuler. Aussi nous n’avons conservé que I’hypothése d’orientation. Les
chemins virtuels que nous manipulons sont orientés et tous de capacité unitaire.
Ainsi, pour calculer la charge d’un lien physique, il suffit de compter le nombre de
chemins virtuels qui 'empruntent. Dans ce modeéle simplifié, nous modélisons la
situation précédente par une communication unidirectionnelle de u le serveur vers
v le consommateur, en oubliant les opérations qui chargent peu le réseau.

Le modéle non orienté est introduit et motivé dans [GZ94| puis [CGZ94]. Le
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modéle orienté est introduit dans [BCG97| et étudié dans [BCG99| et dans la thése
[Cha9s|.

Pour distinguer les notations, on positionnera systématiquement une fléche sur
les notations 7 et D pour signifier qu’il s’agit du cas orienté. Pour simplifier notre
propos, lorsqu’une définition ou un résultat peut étre énoncé de la méme maniére
en orienté ou en non orienté, on parle de graphe, sans orientation implicite. C’est
le cas, par exemple, des problémes de la section suivante qu’il faut lire pour les
deux cas. Il en est de méme pour l'instance de connexion qui est formée de couples
si le graphe est orienté, de paires sinon.

3.3 Formulation du Probléme et Complexité

Dans notre étude, nous disposons d'un graphe modélisant le réseau et d’un en-
semble de requétes de connexion. Il s’agit de construire un VPL efficace, proposant
un compromis entre la charge du réseau et le nombre de sauts maximal dans une
requéte. Le probléme peut s’énoncer sous la forme d’un probléme de décision de
la fagon suivante.

3.3.1 Les problémes
PROBLEME A, de l’existence d’un VPL

Données: un graphe G, une instance I de requétes dans G et h et ¢ deux
entiers.

Question: existe-t-il un VPL réalisable sur le graphe G avec l'instance de
connexion I, et les contraintes de charge ¢ et de nombre de sauts
h?

Cette formulation induit deux problémes d’optimisation dits duauz :

PROBLEME B, du Nombre de Sauts Minimal

Entrée: un graphe G, une instance I de requétes dans GG et une capa-
cité cp.

Sortie : un VPL (H,P) réalisable sur le graphe G avec la contrainte de
charge cy.

Objectif: minimiser D(G,H,I) (en orienté D(G,H,I)).

On note D(G,I,cq) (en orienté 5(G,[,co)) ce minimum, appelé le nombre de
sauts optimal du graphe G pour les requétes I avec la capacité c¢y. Ces fonctions
sont définies formellement par

D(G,I,c) = min D(G,H,I)
{(H,P) | =(G,H,P)<co}
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D(G,I,co) = D(G,H,I)

min
{(va) | ﬁ(GvH’P)SCO}

PROBLEME C, de la Charge Minimale

Entrée: un graphe G, une instance I de requétes dans GG et un nombre
de sauts hy.
Sortie: un VPL (H,P) réalisable sur le graphe G avec l'instance de

connexion I et la contrainte de distance hyg.
Objectif: minimiser 7(G,H,P) (en orienté 7(G,H,P)).

On note 7(G,1,hg) (en orienté 7(G,I,hy)) ce minimum, appelé la charge op-
timale du graphe G pour les requétes I avec le nombre de sauts hy et défini
formellement par

w(G,I,hy) = min ©(G,H,P)
{(#,P) | D(G,H,I)<ho}

(G, 1 ho) = min 7(G,H,P)
{(va) | ﬁ(GaHJ)Sho}

3.3.2 Complexité du Probléme

Le probléme A est N"P-complet en général, et méme dans le cas h = 1 puisqu’il
est équivalent au probléme du multi-flot entier [GJ79].

Dans [EIS76], il est méme montré que le probléme de trouver deux chemins
arc-disjoints entre deux couples de sommets d’'un graphe orienté est NP-complet.
Ce probléme correspond au probléme A pour h =1, c=1et I = {(x1,y1),(%2,52)}.

Dans le cas non orienté le probléme est polynomial lorsque le nombre de re-
quétes est fixé [RS95]. Dans [Jar99|, une réduction de ce probléme au cas d’'un
graphe orienté symétrique est faite. Le probléme est donc polynomial dans le cas
orienté symétrique pour un nombre de requétes fixé.

Dans le cas d’une instance de type one-to-many (donc aussi pour one-to-all),
le probléme est polynomial pour A = 1 puisqu’il est équivalent & un probléme de
flot entier (voir plus de détails page 68 ou I'on définit les flots).

D’autres résultats de complexité pour des problémes plus contraints sont don-
nés pages 58 et 61.
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3.4 Aréte et arc-indice de transmission

Nous présentons dans cette section la relation entre 'invariant indice de trans-
mission d’'un graphe et nos parameétres. Nous donnons ensuite des valeurs ainsi
que des encadrements classiques de ce paramétre.

3.4.1 Définitions

Un routage est la donnée, pour tout couple de sommets (x,y), d’une chaine si le
graphe est non orienté, d’'un chemin en orienté, reliant x a y. Chercher a positionner
des chemins virtuels pour l'instance de connexion AA en un saut revient donc a
choisir un routage dans le graphe. Ainsi, la notion introduite par Heydemann,
Meyer et Sotteau dans [HMS89]| se trouve fortement liée & notre probléme.

DEFINITIONS. La charge d’une aréte e par un routage est le nombre de chaines
passant par e.

L’aréte-indice de transmission d’un routage est le maximum de ’ensemble des
charges des arétes du graphe.

L’aréte-indice de transmission du graphe G est le minimum sur tous les routages
de l'aréte-indice de transmission d’un routage. On le note 7(G).

7(G) est donc le plus petit entier ¢ tel que D(G,AA,c) = 1; on adonc 7(G,AA1) =
7(G). Les mémes définitions existent en orienté pour définir I'arc-indice de trans-
misston d’un graphe orienté G comme le minimum sur tous les routages du maxi-
mum de la charge d’un arc par le routage. On le note 7(G). On a de méme

7(GAA1) = 7(G).

D’une maniére plus générale, nous étudions ici le cas général ou h = 1, quelle
que soit l'instance de connexion I. Nous notons 7(G,I) = 7n(G,I,1). Dans le cas
particulier de 'instance all-to-all, on a donc 7(G,AA) = 7 (G).

Il est intéressant de calculer ce parameétre. Dans le chapitre 4, nous montrons
en effet que

2AT(G,I,h) > (Am(G,I))*

Cette borne est souvent fine comme le montrent certaines constructions données
dans le cas de I'instance all-to-all. Pour le cas d'une instance de type one-to-many
(et donc en particulier pour les instances de type one-to-all) nous montrons que la
borne est toujours fine au chapitre 4, page 73.

Le paramétre 7w a été intensément étudié et plusieurs relations existent entre
7 et d’autres paramétres comme la bissection ou l'expansion d’un graphe (voir
par exemple [MT96] ou [Sol95]). Nous donnons ci-dessous l'indice de transmission
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des graphes usuels et montrons dans la section 3.4.3 que ce paramétre est facile a

approximer.

3.4.2 L’indice de transmission des graphes usuels

chemin P, | cycle C, arbre grille graphe général
[HMS89| [HMS89] T M(a,b) a <b
n n {%J * 2 nlogn
2] T3] || max| T | ab 0 (e )

(*) Pour l'arbre, le maximum est calculé sur 'ensemble des couples de sous-
arbres (77,T5) dont I'ensemble des sommets forme une partition de V. Le produit
|T1].|T3| est la charge de l'aréte qui relie 77 & Ty. On trouve des encadrements de
l'indice de transmission d’un arbre dans [HMS89].

La borne donnée pour le graphe général se calcule comme la borne de Moore
présentée page 47. Nous reviendrons sur ce calcul pour montrer que 2An(G,1,h) >

(Am(G.I))*, page 69.

3.4.3 Approximation de I’indice de transmission

Bien que le calcul de l'indice de transmission soit un probléme N P-complet,
ce parameétre peut étre facilement approximé.

DEFINITION.  Si X et Y sont deux ensembles de sommets de G, on note [X,Y]
'ensemble des arétes ayant une extrémité dans X et 'autre dans Y. Lorsque (X,Y)
forme une partition des sommets de V', 'ensemble [X,Y] est appelé une coupe (ou
coupe-aréte) de G. Lorsque x € X et y € Y, on dit que la coupe sépare x et y.

Nous donnons d’abord deux bornes simples. Soit G = (V,E) un graphe non
orienté et [S,S] une coupe:

E(m,y)eld(xay)
|E]
[{(zy) € (S xS)NT}|
15,511
La borne (3.1) s’obtient en comptant la charge globale sur les arétes et en

divisant par le nombre d’arétes, la borne (3.2) en comptant la charge globale sur
la coupe (crossing demand) et en divisant par le nombre d’arétes de la coupe.

©(G,I) > (3.1)

©(G,I) > (3.2)
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Si w est une fonction positive de poids sur les arétes (qui peut étre interprétée
comme la longueur de 'aréte). On définit alors d, (z,y) comme la distance dans
G, (graphe G pondéré sur les arétes par w), c’est-a-dire la plus petite somme des
poids des arétes le long d’un chemin de z a y.

On peut définir Uindice de transmission réel mx(G,I) comme la capacité mi-
nimale nécessaire pour faire passer un multi-flot réel dont les requétes sont V' x
V x {1}, c’est-a-dire que pour tout couple de sommets (x,y) de V2, on veut faire
passer une unité de flot de z & y. Cela correspond a fractionner le chemin de x a y
en plusieurs chemins de poids total 1. On a, par le méme raisonnement que pour
la borne 3.1 le résultat suivant :

E(:r )Eldw('ray)
G.I) > Y
'/TR( ) ) - mwax ZeEEw(e)

Par la dualité de la programmation linéaire, il est montré (par exemple dans
[CCPS98|) que cette inégalité est en fait une égalité. Ce résultat est appelé « théo-
réme chinois ».

Il est clair que
©(G,I) > mr(G,I) (3.3)

Les deux bornes (3.1) et (3.2) sont en fait des cas particuliers de la borne plus

générale (3.3). Il suffit en effet de prendre w(e) = ‘—]{3‘ pour trouver (3.1) et w(e) =0

si e n’est pas dans la coupe, w(e) = ﬁ si e est dans la coupe pour trouver (3.2).

Enfin, il est montré dans [RT87| que

7(G,I) < m=(G,I) + O <\/7TR(G,I) log |E|)

Comme le paramétre mr(G,I) se calcule en temps polynomial par la program-
mation linéaire, ces encadrements montrent que w(G,I) est relativement facile a
approximer. Il existe en effet un algorithme polynomial calculant un routage de

charge au plus 7(G,I)+ O (\/W(G,I) log |E|> Cette approximation est trés bonne

pour les graphes d’indice de transmission grand par rapport a (log|E|)* et en
particulier pour les graphes de degré borné.

Cas de l'instance AA

Dans le cas particulier de I'instance all-to-all, 'équation 3.2 donne:

5115

7(G,I) > max 5.5
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qui est relié au facteur d’aréte-expansion 3 défini par:

15,5]]
|S1-15]

£ = min

5]

On voit que
2>

=

et il est démontré que c’est une bonne approximation puisque:

o)

L’article [Sol95] donne d’autres relations entre les indices d’expansion et de
transmission.

Théoréme 3.1 (|LR8S|)

3.5 Bornes Générales

Nous donnons ici les bornes indépendantes de la topologie du graphe physique.
Il s’agit d’abord de relations, triviales mais néanmoins intéressantes, entre les diffé-
rents paramétres de méme nature (les paramétres charge entre eux, les paramétres
nombre de sauts entre eux); et enfin de relations reliant la charge au nombre de
sauts.

3.5.1 Relations entre les paramétres

Relation entre 7 et 7, entre D et D

Il est intéressant de comparer les bornes dans les cas orienté et non orienté.
Lorsqu’on positionne des chemins virtuels orientés, on se permet de mettre un
chemin entre x et y et de ne pas en mettre entre y et x. Aussi, les bornes sont-
elles toujours meilleures (c’est-a-dire au moins aussi bonnes) en orienté qu’en non
orienté. Bien souvent, les solutions proposées pour un positionnement optimal
en orienté ne sont pas symétriques (voir par exemple la construction dans le cycle
capacité 1 page 107) et ne peuvent donc pas fournir directement un positionnement
optimal en non orienté. Pourtant, étant donné un VPL orienté, on peut construire
un VPL dans le graphe non orienté en oubliant 'orientation des liens physiques
et virtuels (cette opération double la charge et n’augmente pas le diamétre). De
méme, étant donné un VPL sur le graphe non orienté, on peut construire un VPL
orienté en remplacant un chemin virtuel non orienté par deux chemins virtuels
orientés de sens opposé ; cette opération n’augmente ni la charge ni le diameétre.

Soit G* le graphe orienté symétrique obtenu a partir d’un graphe non orienté GG
en prenant dans A(G*) les arcs a = (z,y) et ¢’ = (y,x) pour chaque aréte e = [z,y]
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de E(G). Soit I'x I'instance de connexion dans G* obtenue a partir d’une instance
I de connexion dans G en prenant comme requétes de connexion les couples (z,y)
et (y,r) pour chaque requéte [z,y] de I. La remarque du paragraphe précédent
implique le résultat suivant :

Théoréme 3.2
ﬁ(G*,[*,hO) S W(G,I,hg) S 27?(G*,I*,h0)
oU

D(G*I* ) < D(G,I,co) < ﬁ(G*,I*,%)

Ainsi, tous les ordres de grandeur (c’est-a-dire de la forme ©, Q ou O) sur la
charge 7 sont valables en orienté et en non orienté. Les bornes supérieures données
en non orienté sont aussi valables en orienté tandis que les bornes inférieures en
orienté sont valables en non orienté.

Relation entre 7(G,04,h) et 7(G,AAh)

En non orienté, les résultats obtenus pour un ensemble de requétes du type one-
to-all (OA) peuvent étre utilisés pour l'instance AA si on s’autorise un nombre de
sauts double. En effet, pour se rendre d’un point a un autre, il suffit de rejoindre
Iinitiateur puis de se rendre a destination. Plus formellement, le diameétre d’un
graphe est au plus 2 fois son excentricité minimale. Ainsi, on trouve que:

Théoréme 3.3
T(G,AA,QhU) S T(G,UA,hU)

ou

D(G,44,c0) < 2D(G,04,c,)

Le méme résultat est valable pour les communications de groupes et, si OM =
{s} x V' désigne une instance de communication du type one-to-many et MM =
V' x V' I'instance associé du type many-to-many, on a:

Théoréme 3.4
T(G,MM,Q]%[)) S T(G,Uﬂ,hg)

ou

D(G,MM,co) < 2D(G,0M,cp)
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Relation entre 7(G,I,1) et n(G,I,h)

Nous montrons les cinq théorémes suivants dans le chapitre 4, pages 69, 70, 76
et 77. Tout d’abord la borne inférieure générale :

Théoréme 4.3 Soit G = (V,E) un graphe de degré maximal A, I une instance
de connezion et h un entier non nul, on a:

==

2AT(G,I,) > (Ar(G,I))

Puis les bornes supérieures, d’abord pour des instances de type one-to-many :

Théoréme 4.4 Soit G = (V,E) un graphe et 04 une instance du type one-to-all,

7(G,04,2) < 2- { W(G,UA,I)-‘ 1

Plus généralement, on montre que:

Théoréme 4.8 Soit G = (V,E) un graphe et 0N une instance du type one-to-
many,
1
7(G,0M,h) = h.(G,0M1)% — h+ 1

Ce théoréeme prouve que la borne donnée au théoréme 4.3 est fine pour des
instances du type one-to-many (et donc en particulier one-to-all). On trouve ensuite
une borne sur méme genre pour les arbres avec I'instance all-to-all :

Théoréme 4.10 Pour tout arbre T,

7(T,44,2) < \/7(T)

Ce théoréme montre que la borne donnée dans le théoréme 4.3 est fine pour
I'instance all-to-all et diameétre 2 dans les arbres. Et enfin une borne pour I'instance
all-to-all dans les graphes généraux:

Théoréme 4.11 Soit G = (V,E) un graphe a n > 3 sommets.
Inn 2
7(G,44,2) < max{ 2V6e -/ — -7(G) , — -Inn
n In2
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3.5.2 Premiéres bornes

G est un graphe quelconque d’ordre n, de degré maximum A. Nous établis-
sons ici un état de ’art des bornes trouvées dans la littérature sur la charge en
fonction du nombre de sauts ou sur le nombre de sauts en fonction de la capacité
valables pour toute topologie, d’abord dans le cas d'une instance de communica-
tion quelconque, puis dans les cas particuliers du type one-to-all puis all-to-all.

Notons que les constructions données pour les arbres quelconques dans les
sections 3.6.6 et 3.6.7 donnent des bornes supérieures pour les réseaux quelconques.
Il suffit en effet d’appliquer les constructions a un arbre couvrant du graphe.

Instance quelconque

Comme nous 'avons déja annoncé dans la section 3.5.1 et comme nous le
démontrons dans le chapitre 4, 2An(G,1,h) > (A?T(G,I))%. Le raisonnement est
aussi présenté au chapitre 5 ot une borne sur le diamétre (traduction de la borne
sur la charge) est donnée. Dans [BG97], les auteurs présentent une borne similaire
sur la charge sans la relier clairement a 'indice de transmission. Ainsi, on trouve
le théoréme suivant :

Théoréme 3.5 (|[BG97, BBGGOO0|, Borne Inférieure)  Soit une coupe-aréte C
et N. le nombre de requétes de connexion de I séparées par C. En comptant le
nombre de connexions de longueur au plus h qui peuvent emprunter un chemin
wirtuel donné on trouve que la charge est au moins :

A N\
A Ih)>|— —
w61 > (5 i)

Diffusion
Les auteurs montrent alors diverses bornes dans des cas particuliers.

Corollaire 3.6 (du théoréeme 3.5 [BBGGOO0|)  Quel que soit le sommet choisi
comme initiateur, en prenant comme coupe [’ensemble des arétes autour de ['ini-
tiateur on trouve :

n—1 "
A A
7(G,04,h) > ( I >

Corollaire 3.7 Comme, pour n > 3 et h > 3, (1/W)Y" > 1/2 et
(n—1)/4)Y" > nlh )2, on peut simplifier I'expression en :

Arn(G,04,h) >

'4;‘?-\
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Ce théoréme montre en particulier que la construction dans les arbres du théo-
1
réeme 3.39 en nk donne le bon ordre de grandeur.

Echange total

DEFINITION.  Soit K > 0. On dit que G est K-séparable s’il existe une coupe-

aréte de G de cardinalité au plus K telle que X et Y sont de taille au plus %n,
et que chacun des sous-graphes de G engendrés par X et Y respectivement est

K-séparable.

Corollaire 3.8 (du théoréme 3.5 [BBGGO00| , Borne Inférieure) Si G est un
graphe planaire alors,

An(GA40) = Q ((Arﬁ)%)

En effet, un graphe planaire est 2v/2An-séparable, [LT79].

DEFINITIONS.

Une décomposition en arbres d'un graphe G = (V(G),E(G)) est une paire
(X,T),ou T = (V(T),E(T)) est un arbre et X = {X, C V(G) |pe V(T)} est
une famille de sous-ensembles de V' (G), une pour chaque nceud de T telle que:

~ Upevapy X, = V(G);

— Y(u,w) € E(G), dp € V(T) tel que u et v € X,;

— Vp,q,r € V(T), si q est sur le chemin entre p et r alors X, N X, C X,.

Etant donnée une décomposition en arbres (X,T) d’un graphe G, la largeur
(width) de (X,T) est maxpev(ry {|X,| — 1}. L’arbre-largeur (tree-width) de G est
le minimum de I'ensemble des largeurs sur toutes les décompositions en arbres de

G.

Théoréme 3.9 (|[BBGGOO0|, Borne Inférieure) Si G est un graphe d’arbre-largeur
bornée alors,

m(G,44,h) = Q (% : ni>

Ce théoréeme montre en particulier que la construction dans les arbres du théoréme
2 . . .

3.25 en n* donne le bon ordre de grandeur. On voit que toutes les bornes inférieures

données dans [BBGGO00]| sont des conséquences directes de la relation An(G,I,h) >
1

B N , s :
(ﬁ %) . Il est & présent intéressant de trouver des constructions se rapprochant

de la borne.
Théoréme 3.10 (D’apres [CGZ96a|, Construction) Si G est K-séparable alors,
K - h 3
(G AAh) < ———L . <Z KBt
2 (1,5z . 1) 2
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On voit que pour un graphe planaire, 2v/2An-séparable, ce théoréme donne

1 2 . .
une borne en h?-n2*%. Pour un graphe quelconque, en appliquant la construction
donnée pour les arbres et une instance de one-to-all au théoréme 3.39 on trouve:

Théoréme 3.11 (|[CGZ96a|, Construction)

w(G A4,h) < Vh '

Concernant le diameétre, différentes versions de la borne existent mais toutes les
bornes inférieures sont calculées par la méme méthode. La plus simple est calculée
en remarquant que le graphe virtuel est de degré au plus cA et en appliquant la
borne de Moore suivante :

Théoréme 3.12 (Voir par exemple [dR94]|)  Soit n(A,D) le nombre mazimum
de sommets d’un graphe de degré mazimum A et de diamétre D. On a la borne

de Moore :
n(2,D) <2D+1 et

A(A—1)P —2
A2

n(A,D) < pour A >3

Corollaire 3.13 ([KKP97|, Borne Inférieure) En appliquant la borne de Moore
sur le graphe virtuel on trouve :

logn
>
D(G,44,c) > og(cA)

Au chapitre 5, page 123, nous trouvons une borne plus fine en comptant le
nombre de routes qui empruntent un chemin virtuel (c’est le méme calcul qu’au
chapitre 4, présenté différemment) :

Proposition 5.25

log 7(G)
D(G,44,c) > ————— log D(G,44

Théoréme 3.14 ([SVI6]) Pour tout G de degré A > 3,

D¢ logA)

D(G,44,c) =
(Gaan) =0 (P02

En particulier, si G est de degré borné, on a:

D¢ = O(logn) = D(G,44,c) = O <1°g">
log ¢
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Dans le chapitre 5, page 124, on trouve la démonstration du théoréme suivant,
sorte de réciproque du précédent :

Proposition 5.26 Si G est de degré borné avec log Dg = 2 (logn), on a:

D¢ - logn>

n

D(G,44,c) = O(logn) = ¢ =Q <

En particulier, si ¢ est constant

D(G,44,¢) = O(logn) = D¢ = O ( o >
logn

Remarquons qu’on a toujours D(G,AA1) > Dg.

Nous avons étudié le cas ou le graphe posséde des arbres couvrants arétes
disjoints et avons ainsi établi le théoréme suivant, démontré dans le chapitre 4,
page 81:

Théoréme 4.16 Soit G = (V,E) un graphe orienté symétrique tel que le graphe
non orienté sous-jacent possede t arbres couvrants deux a deuxr arétes disjoints
alors :

D(G,44,c) < 10ten ™.

Corollaire 4.17 Soit G = (V,E) un graphe orienté symétrique d’arc-connezité A
alors )
D(G,44,c) < 10ten2e—T1,
s A
ot t = bJ .
Nous avons établi, page 82, un résultat plus précis pour le cas particulier d’arc-
connexité 2, capacité 1:

Théoréme 4.19 Soit G = (V,E) un graphe orienté symétrique a n sommets et
d’arc-connexité 2, on a:

Wit

D(G,44,1) <6-n

3.6 Reéseaux particuliers

3.6.1 Le chemin

Lorsqu’on étudie une classe de graphes comme par exemple le chemin ou le
cycle, il peut étre intéressant de maximiser le nombre de sommets en fonction de
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la capacité et du nombre de sauts autorisés. Pour I = 0A une instance du type
one-to-all ou I = AA, pour une famille de graphes Fj, indicée par un entier, on note
ce paramétre n;(F,h,c). Formellement :

ny(F,h,c) = max{n | m(F,,I[,h) < cet D(F,,I,c) < h}

Dans [FNP97| par exemple, seule cette notion de nombre mazimal de sommets est
abordée. On trouve aussi ce paramétre dans [GWZ95|, [DFZ97| et [Cho99].

Il n’est pas toujours facile de traduire les bornes sur n en fonction de h et ¢ en
bornes sur 7 (resp. D) en fonction de n et D (resp. 7). Pour permettre de comparer
les différents résultats, nous traduisons systématiquement les bornes données dans
les articles en bornes sur n et D. Néanmoins, dans un esprit de lisibilité, nous
présentons aussi les bornes sur n.

Diffusion

Les articles [DFZ97] et [FZ97] traitent exclusivement du chemin avec une ins-
tance de communication 0A du type one-to-all. Le premier propose des construc-
tions optimales, le second montre comment on peut transformer un VPL de charge
c et d’excentricité h en un VPL de charge h et d’excentricité c¢. Un VPL dans
le chemin avec l'instance 0A correspond en effet au plongement d'un arbre dans
le chemin ot la congestion du plongement est la charge du VPL. Dans [FZ97| on
trouve une construction de l’arbre dual. Etant donné un VPL sur le chemin de
charge c et d’excentricité h, les auteurs construisent un VPL de charge h et d’ex-
centricité c¢. Il en résulte que les bornes sur 7 en fonction de h se transforment
facilement en bornes sur D en fonction de ¢ et réciproquement.

Larticle [GWZ95], présenté page 59, étudie aussi ce probléme en lui imposant
une contrainte supplémentaire.

L’initiateur est a prior: I'une des extrémités du chemin. On peut symétriser les
constructions en prenant comme initiateur le centre du chemin et en appliquant
les constructions de chaque coté. Une construction sur n sommets, de charge c et
d’excentricité h par rapport a une extrémité du chemin fourni une construction
sur 2n — 1 sommets avec méme charge et d’excentricité h par rapport au centre
du chemin.

La construction d’un VPL dans le chemin non orienté pour une instance de
communication one-to-all revient a plonger un arbre enraciné en l'initiateur dans le
chemin. La figure 3.2 explique la construction récursive de ’arbre. En construisant
I’arbre dans I’espace de dimension ¢ en ne s’éloignant pas a une distance [; plus
grande que h de 'origine, on construit un arbre de taille ngy(P,h,c) de profondeur
h et qui se plonge dans le chemin avec charge c. Sa taille est exactement le nombre
B(h,c) défini ainsi:
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DEFINITION. B(h,c) est le nombre de sommets entiers dans la boule de dimension
c et de rayon h pour la distance [; (longueur du plus court chemin dans la grille)
représentée sur la figure 3.1.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
|

¥ 3
e e o o
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F1G. 3.1 — La boule de rayon 2 en dimension 2

Théoréme 3.15 (|[DFZ97|, page 178)  Si 04 est linstance de communication
one-to-all avec initiateur au miliew du chemin alors :

ngs(P,h,c) = B(h,c)

Ce résultat est d’abord obtenu pour une instance de communication 0A’ avec

l'initiateur & une extrémité du chemin. On trouve alors ngy (P,h,c) = % —3.En
effet, si n, h et ¢ sont tels que w — % <n< % - % alors D(P,,0A',c) = h

et m(P,,0A"h) = c. Un travail antérieur de ces auteurs dans le cas plus contraint
d’un facteur d’étirement 1 est présenté en fin de chapitre, page 58.

e | |arien om0

n(h,c) = n(h,c-1) + n(h-1,c-1) + n(h-1,c) - 1

FI1G. 3.2~ [DFZ97] Etablissement de la récurrence sur la taille optimale des arbres

La valeur exacte de B(h,c) est:

Proposition 3.16 ([GW70])



On remarque que B(h,c) = B(c,h), ce qui implique la symétrie des bornes sur
h en fonction de ¢ et des bornes sur ¢ en fonction de h. Cette remarque a conduit
les auteurs de [FZ97] a chercher une construction de l'arbre dual.

On note R(¢,n) le minimum des rayons des boules de dimension ¢ contenant au
moins n sommets. Des encadrements classiques de B(h,c) et de R(c,n), rappelés
dans [DFZ97|, permettent d’établir les résultats suivants:

Corollaire 3.17 Avec linitiateur au milieu, on trouve D(P,,04,c) = R(c,n)
Donc, d’apres les encadrements classiques de R(c,n) on trouve :

1 1 1 1
—-(c!n)e — ‘< D(P,,04,c) < —-(c!n)e +1
2 2 2
1 1 1 1
5'716 —5 SD(Pn,UA,C) < —--nec+1
logn
———— < D(P,,04,
log(2c+1) — ( )

Corollaire 3.18 D’aprées la remarque sur la construction de l'arbre dual, on peut
retourner les bornes et énoncer :

1 h 1
L)t =L < n(Pooah) < = (W)t £ 1
2 2 2
1 h
5ok =5 <n(P,0aR) < Dot 41
logn
— 2 < q7(P,,04,h
log(2h +1) — d )

Echange total

On a déja dit page 40 que 7(P,,AA1) = |%2] [2] [HMS89| et il est facile de

voir que 7(P,,AA2) = L%J Le théoréme 4.3 nous apprend donc que (P, ,AAh) >

1/h
i (”72> mais S. Choplin a calculé plus précisément les constantes:

Théoréme 3.19 ([Cho99])
m(P,,44,3) = 3
1
m(P,,444) = (2)® - (1+0(1))
2

7(Po,Ad5) = (31_5;%)5 - (1+o0(1))




Plus généralement, pour tout h fizé, il existe une constante a(h) telle que :

n

(P ,44,h) = (mﬁ - (1+0(1))

Théoréme 3.20 (|[KKP97|)
V2n —5 < D(P,,44,2) < V2n +2

et

1
571% < D(P,,AA,c) < c- ne

pour tout ¢ > 1.

D’aprés le corollaire 3.17 et le théoréme 3.3, on trouve des bornes pour I'instance
all-to-all & partir des bornes sur I'instance one-to-all avec I'initiateur au milieu:

Corollaire 3.21 ([DFZ97], page 180)

1
S (el )t - g < D(Py,44,c) < (¢l n)F +2
1 1
5-71% —5 < D(P,,44,c) < come 42
1
< D(P,440)
log(2c+ 1)

Théoréme 3.22 ([SV96))

Je > 0 tel que c > log'™*n = D(P,,44,c) = © (%).

3.6.2 Le chemin orienté

Echange total

Nous démontrons au chapitre 4, page 83, que la valeur du diamétre virtuel
optimal sur le chemin orienté de capacité 1 est encadrée par les deux valeurs
suivantes, égales a un pres:

Théoréme 4.20

1 - 1
[g + logon — 2,6 +2- M-‘ < D(P,,44,1) < [g + log,n — 2,6 +2- M-‘ +1

n n
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Nous étudions le cas général au chapitre 5, page 110:

Proposition 5.12

1

e . 1\ =T
”2 < D(Pyd4c) < 2(2c—1) {("2 > }—40—1—4

3.6.3 Le cycle
Echange total

On a déja dit que 7(C,,,AA1) = [@-‘ [HMS89]. Le théoréme 4.3 nous dit que

1/h
7(Cy,AAR) > i (%) mais S. Choplin a montré que cette borne inférieure est

serrée a un facteur multiplicatif h prés et a calculé plus précisément la constante
pour h = 2:

Théoréme 3.23 (|Cho99]

- v <n(Cotn) <[]

1 /n2\* ho(n?\*
a\ < naAAah S_ o
2<4> < m(CosAdh) 4(2)

Il existe aussi une borne sur le diamétre :

Théoréme 3.24 ([ABC197])

Et pour tout h :

1 1)\-
4—€cn% — g < D(C,,44,c) < <§> cne

3.6.4 Le circuit (ou cycle orienté)

Echange total

Nous démontrons au chapitre 5, page 104, que:

Proposition 5.1

1 1

”22 < D(C,,44,c) < 4c (g) * 41
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Remarquons qu’en utilisant le théoréme 3.24 et la remarque page 42 on trans-
forme la borne inférieure en non orienté en une borne inférieure en orienté plus
fine de l'ordre de cn. Dans le cas particulier ot ¢ = 1 on obtient, page 107, un
meilleur résultat :

Proposition 5.5
2v2n — O(1) < D(C,,44,1) < 2v/2n + 1

3.6.5 Les arbres k-aires complets orientés ou non

T(k,h) désigne larbre k-aire complet de hauteur h défini page 14.

Echange total

On trouve dans le chapitre 5, page 112, le diamétre virtuel exacte a 3 unités
pres:

Proposition 5.13

h

; hh;J +1 < D(T(k,h), ) < 2 {WJ 12

log, c] +1

La borne inférieure est valable en orienté. Les mémes bornes serrées existent
donc en orienté. La construction qui donne la borne supérieure peut s’étendre a
I’arbre quelconque de degré maximum k£ + 1 et de diamétre h selon la démarche
expliquée dans [SV96]. Cela consiste a enraciner I'arbre en un sommet de degré au
plus k et a le compléter en un arbre k-aire complet de hauteur h. On prouve ainsi
le théoréme 3.28.

3.6.6 Les arbres
Echange total

Théoréme 3.25 (D’aprés [CGZ96a|, Construction)  En décomposant récursive-
ment [’arbre, on trouve:

>
Bl

h h?
onh <

m(T,44,h) < m 41n2

'n

Notre théoréme 4.3 donne un borne inférieure sur 7(T,AA,R) en (AW(T))%.

Nous montrons que 7(7T) > %. Dans un arbre de degré A, il existe un sommet
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x tel que les sous-arbres pendant de z sont de taille au plus n/2 (ils sont au
plus au nombre de A. Il suffit pour voir cela de prendre un sommet quelconque
et de se déplacer le long de 'aréte qui relie ce sommet au sous-arbre de taille
supérieure a n/2 s’il existe. Le plus gros des sous-arbres pendant de z (noté T})
est de taille supérieure a n/A. Donc la charge de I’aréte reliant T & x est supérieure
axx(n—-3%x)> %. Donc si T est un arbre de degré au plus A on a 7(7T) > %.
Ce qui donne une borne sur 7(7,AAh):

Théoréme 3.26 (Borne Inférieure)

1
2A

) | S,
=

7(T,A4,h) >

En 96, une borne similaire (moins bonne pour la constante) avait été établie
par une méthode itérative:

Théoréme 3.27 (D’aprés [CGZ96a|, Borne Inférieure)
1 1
1 n?\* 1 n?\ "
Taah) >~ (2} > = . (X
(L Adh) 2 X <8h,> = 2A (8>

Théoréme 3.28

Du +2
ﬂogA_l c} +1

D(T,44,c) <2 {

3.6.7 Les arbres orientés

Echange total

En utilisant la construction sur le cycle du théoréme 5.1 on trouve une premiere
borne supérieure, démontrée au chapitre 5, page 114:

Proposition 5.15

D(T,he) < D(Conashhl) < 2e(n—1)F +1

Grace a une construction plus complexe utilisant les ensembles dominants on
obtient une meilleure borne supérieure, page 116:

Proposition 5.19
— 1
D(T,44,c) < 10c n2-1
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En décomposant récursivement ’arbre on trouve aussi, page 117:

Proposition 5.21
D(T,44,c) < D(Pp,,A4,c) -logn = O (c DX - log n>

En utilisant la borne inférieure donnée pour le chemin au théoréme 5.12, on
trouve, page 114:

Proposition 5.14

—

- D
D(T,AA,c) > D(Pp,,A4,c) > =L

3.6.8 La grille et le tore

Soient a et b deux entiers avec a < b. TM(a,b) (resp. M(a,b)) désigne la grille
torique (toroidal mesh) (resp. la grille) de dimension 2, c’est-a-dire le produit
cartésien de deux cycles C,0C) (resp. de deux chemins P,0P,).

Echange total

Théoréme 3.29 ([BBGGO0|, Borne Inférieure)

7(M(ab),44,h) = Q ((ab2)%)

Pour la grille carrée a = b = y/n, cette borne inférieure est celle donnée pour les
graphes planaires au théoréme 3.8. De plus, comme 7(M (a,b)) = ab?®, ce théoréme
est un corollaire de notre théoréme 4.3.

On trouve dans [CGZ96a] une borne supérieure de I'ordre de h? - nk pour la
grille carrée de coté \/n mais elle a été améliorée depuis:

Théoréme 3.30 ([BBGGO0|, Construction) La construction présentée dans la
grille carrée donne :

Ses

(M (v/n,/n),44,h) < 2 (g + 1> n
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Théoréme 3.31 ([KKP97|) Sia et c sont des constantes on a:

D(M(a,b),44,c) = © (n*>

Théoréme 3.32 ([KKP97|) Dans la grille carrée, pour ¢ borné on a:
D(M(n,n),44,c) = O(logn)

On montre au chapitre 5, page 120, que, plus généralement, pour une grille M (a,b)
avec [logyb] < a <b, on a:

Proposition 5.24
D(M(a,b),44,1) = O(logn)

Ce résultat est a fortiori vrai pour ¢ borné.

Théoréme 3.33 ([SV96]) Dans la grille carrée, pour ¢ > 2 quelconque,

logn
D(M(n,n),A4,c) = O (logc)

Théoréme 3.34 ([SV96]) Dans l’hypercube de dimension d Hy = TM(2)* on
trouve :

logec

3.6.9 La grille et le tore orientés

Echange total

En s’inspirant de la construction optimale sur le cycle on trouve, page 119, un
VPL sur la grille torique qui donne:

Proposition 5.22
a 1 1/2ac
D(TM(a,b),Ad,c) < 4(2¢—1)- <§) 7+ dac <§> +2a+1

Cette borne, démontrée au chapitre 5 est intéressante lorsque a < logb. En
effet, si b > a > logb, la borne en logn donnée pour la grille convient pour le tore.
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3.7 D’autres contraintes sur le VPL

3.7.1 VPL avec facteur d’étirement fixé

Le facteur d’étirement (strech factor) est le rapport entre la longueur du che-
min effectivement emprunté pour router une information dans le réseau de che-
mins virtuels entre deux sommets et la distance physique entre ces deux sommets.
Certains travaux (comme par exemple [CGZ94|, [GWZ95|, [FNP97] ou [GWZ98|)
s’imposent la contrainte de construire des VPL dont le facteur d’étirement vaut 1.
Fixer le facteur d’étirement a 1 impose que les connexions se fassent le long des
plus courts chemins dans le graphe physique. Lorsque les VPL sont construits avec
la contrainte facteur d’étirement égal a 1, on notera les bornes avec un indice 1,
i.e. m; et Dy. Formellement, on définit le facteur d’étirement d’une connexion r de
x a y établie le long des chemins virtuels VP, VP, ...V P, par

o(G,H/P,r) = %

(ou [(V P;) désigne la longueur dans G du chemin virtuel V' P;) et le facteur d’éti-
rement d’'un VPL par

o(G,H,P,I) = maxo(G,H,P,r)
rel

Cette contrainte supplémentaire permet de simplifier le probléme en imposant la
forme des connexions. Un probléme N P-complet peut devenir polynomial lors-
qu’on impose un facteur d’étirement borné. Nous ne considérons pas cette notion
dans les travaux présentés dans les chapitres suivants et les constructions optimales
que nous trouvons sont le plus souvent de facteur d’étirement supérieur a 1.

La complexité du probléme ainsi contraint est plus facile & aborder que dans
le cas général. Aussi, dans [EFZ97| la complexité du probléme de I’existence d’un
VPL avec facteur d’étirement fixé est traitée dans le cas particulier d’une instance
0A de type one-to-all et facteur d’étirement 1.

PROBLEME D, de l’existence d’un VPL
avec facteur d’étirement fixé

Données: un graphe G, une instance I de requétes dans G, et f, h et ¢
trois entiers

Question: existe-t-il un VPL avec facteur d’étirement au plus f réalisable
sur le graphe GG avec I'instance de connexion I, et les contraintes
de charge ¢ et de nombre de sauts h?

Théoréme 3.35 (|[EFZ97|)
Le probleme D est N'P-complet, méme pour I = 04, du type one-to-all, f =1,
et h et c fixés (sauf pour h =1 et (h,c) = (2,1)).
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Pour I = 04 et f =1 le probléeme D est soluble en temps polynomial pour h = 1
et ¢ fixés, et pour (h,c) = (2,1).

charge 1 2 3

sauts

1 P P P
2 P |NP | NP
3 NP | NP

NP

FiG. 3.3 — Complexité du probleme D avec facteur d’étirement 1 en one-to-all

Remarquons que le cas h = 1 correspond a un probléme de simple flot entier par
les plus courts chemins. On sait que lorsque la longueur des chemins est bornée,
le probléme est NP-complet. Le résultat présent annonce que le probléme est
polynomial pour les plus courts chemins.

Le travail de construction de ’arbre dual dans le chemin présenté page 49 est
d’abord étudié dans [FZ97| avec facteur d’étirement 1 puis dans le cas général.

L’article |[GWZ95] présente des constructions optimales dans le chemin en
terme de charge et excentricité maximales avec facteur d’étirement 1. Des bornes
sur la charge et l'excentricité moyennes sont calculées, le lecteur intéressé pourra
consulter directement 'article.

Théoréme 3.36 (|[CGZ94|, Construction) Soit 04 l'instance de communication
du type one-to-all avec [initiateur a ['une des extrémités du chemin. En imposant
aur VPL un facteur d’étirement de 1, on obtient:

w1 (Pa,04,h) < b

Corollaire 3.37 D’aprés la remarque page 49 a propos de ’arbre dual, on a

Dy(P,,04,¢) < ¢-ne
Théoréme 3.38 ([GWZ95|) Awvec un facteur d’étirement de 1, on trouve que si
n, h et ¢ sont tels que
-1
<c+h > <n< <c+h>
¢ ¢

alors Dy(P,,04,c) = h et m(P,,04,h) = c. En d’autres termes, on a:

c+h
nl,lM(Pahac) - ( )

C
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w-w

n(h,c) = n(h,c-1) + n(h-1,c)

FIiG. 3.4 - [GWZ95] Etablissement de la récurrence avec facteur d’étirement 1

Diffusion dans les arbres

Théoréme 3.39 (|CGZ96a|, Construction) Soient T un arbre ¢ n sommets et
h > 1, alors

=

m(T,04,h) < h-n

Théoréme 3.40 (|[CGZ96a|, Borne Inférieure) Soient T un graphe a n sommets
de degré borné par A, et h > 2, alors

w1 (T,04,h) > % : (Q>’11

3.7.2 VPL avec charge sur les sommets minimale

Chaque chemin virtuel utilise une entrée dans la table de routage de chacun des
sommets qu’il traverse, que le sommet soit une extrémité ou un nceud intermédiaire
du chemin. Comme la taille des tables de routage est bornée par le standard ATM
a 4096 entrées, cette ressource doit étre distribuée avec modération. Aussi, dans
|GZ94| et [CGZI6b] la charge d’un sommet est définie comme le nombre de chemins
virtuels qui traversent ce sommet. La complexité du probléme y est traitée.

Dans [FNP97|, la charge des nceuds est aussi étudiée mais avec une définition
différente. Avancgant ’argument que les tables des VC sont lues uniquement & la
fin des VP, les auteurs cherchent a mesurer la taille de ces tables en calculant
la charge d’un sommet comme le nombre de chemins virtuels ayant ce sommet
comme extrémité et la charge d’une aréte comme le nombre de chemins virtuels
débutant ou finissant par cette aréte en un sommet donné. Le probléme de calculer
ces charges pour une instance du type one-to-all avec facteur d’étirement 1 est
étudié. La complexité du probléme de ’existence d’un VPL pour une charge et une
excentricité données est d’abord traitée. Les auteurs calculent nombre maximal de
sommets possible dans une classe de graphes donnée pour que le graphe admette
un VPL de charge et excentricité fixées. Des explications sur ce paramétre nombre
mazimal de sommets sont données au début de la section 3.6.1. Les classes chemins,
cycles et grilles sont étudiées.
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Le paramétre charge désigne ici la charge sur les arétes définie dans [FNP97].
On peut alors énoncer le probléme suivant :

PROBLEME E, de l’existence d’un VPL
avec facteur d’étirement fixé

Données: un graphe GG, une instance I de requétes dans G, et f, h et ¢
trois entiers

Question: existe-t-il un VPL avec facteur d’étirement au plus f réalisable
sur le graphe GG avec I'instance de connexion I, et les contraintes
de charge ¢ et de nombre de sauts h?

Si, a présent, la charge désigne la charge sur les sommets définie dans [FNP97],
on appelle le probléeme PROBLEME F.

On peut alors énoncer les résultats démontrés dans I'article :

Théoréme 3.41 ([FNP97])
Le probléeme E est N'P-complet méme pour I = 04, du type one-to-all, f =1,
et h et c fixés (sauf pour h =1 et (h,c) = (2,1)).

Pour I = 04 et f = 1, le probleme E est soluble en temps polynomaial pour
h =1 et c fixé, et pour (h,c) = (2,1).

Le probleme F est N'P-complet méme pour I = 04, f = 1, et h > 2 fizé ou
méme pour I = 04, f =1, et ¢ > 3 fixé.

Pour I = 04 et f = 1, le probléme F est soluble en temps polynomial pour
h =1. 1l est aussi soluble en temps polynomial pour ¢ =1 ou 2.

Pour I = 04, f =1, h et ¢ fixés, le probleme E restreint aux graphes de degré
mazimum A est soluble en temps polynomial

Soient a(h,c) le nombre maximum de sommets dans un graphe de la classe
considérée tel que ce graphe admette un VPL d’excentricité h et de charge sur les
arétes ¢ et s(h,c) ce nombre pour l'excentricité h et la charge sur les sommets c.
Nous résumons les résultats de cet article dans le tableau 3.7.2.
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Classe

a(h,c) s(h,c)
P cht1q (c—=1)h—2
n c—1 c—2
% si ¢ est pair
‘. PP
1+ % si ¢ est impair
our c =1 3 sih<3
P - (h+1)* sinon 5
M(aa) ==
2
pour ¢ > 4 { (QC;ZHLLJ
o (2h—1)? sih<3
P N (2h +1)* sinon
TM(a,a)

ch+1_2¢244¢
c—1

(2¢)h+1 1
pour ¢ > 4 {\/4 ( T

)|

2
c(c—1)h—2
=

F1G. 3.5 — [FNP97] Résultats sur le nombre mazimum de sommets
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Chapitre 4

Positionnement des Chemins
Virtuels

Ce chapitre propose des démonstrations de résultats sur la charge ou sur le
nombre de sauts.

Nous établissons dans la section 4.2 des relations entre la charge pour 1 saut
(qui vaut I'indice de transmission dans le cas de l'instance all-to-all) et la charge
pour h sauts. Nous calculons tout d’abord une borne inférieure: 2An(G,1,h) >
(A (G,I))""". Nous donnons ensuite des constructions approchant cette borne.
D’abord une borne supérieure sur la charge pour 2 sauts dans le cas d’'un instance
de type one-to-all: 7(G,0A,2) < 2.,/7(G,0A,1) + 1 (valable en one-to-many) ; puis
nous généralisons la démonstration pour trouver une borne supérieure sur la charge
pour h sauts pour une instance de type one-to-many : 7(G,0M,h) < h.ﬂ'(G,OM,l)% +
1; enfin, dans le cas de I'instance all-to-all, nous établissons une borne sur la charge
pour 2 sauts dans les arbres: m(7T,AA,2) < /7 (7). Nous donnons enfin une borne

dans les graphes généraux: 7(G,AA,2) < max {2\/66, /87 (G), 25 n n}

Les deux derniéres sections traitent, dans les graphes orientés, du cas AA et
présentent des bornes sur le diameétre virtuel en fonction de la charge. Dans la
section 4.3, on trouve des bornes supérieures sur le diamétre virtuel en fonction de
I’arc-connexité et la sous-section 4.3.2 étudie le cas particulier ou ’arc-connexité
vaut 2 et la charge 1. Enfin, nous étudions dans la section 4.4 le cas particulier du
chemin orienté avec capacité 1 et trouvons la valeur exacte (& une unité pres) du
diameétre virtuel en fonction du nombre de sommets.

Rappelons quun VPL sur un graphe G est désigné par le couple (H,P) ou H
est le graphe virtuel et P son plongement dans le graphe physique G.

67



4.1 Le probléme du flot entier

Avant d’entreprendre les démonstrations de la section suivante, il nous faut
introduire le vocabulaire de la théorie des flots ainsi que quelques résultats clas-
siques.

DEFINITIONS.  Soit G = (V,E) un graphe orienté muni de deux points distingués
s (la source) et p (le puits). Soit ¢ : E — R, une fonction qui associe & chaque
arc de G' un nombre réel positif ou nul appelé capacité de ’arc.

Une fonction f : E — Ry est un s — p flot dans (G,c) si elle satisfait les
propriétés suivantes:

(i) Xuf(uw) =3, f(v,w) pour tout v de V' — {s,p} tels que (u,v) et (v,w) € E
(conservation du flot) et,

(i) f(u,v) < e(u,v) pour tout (u,w) € E.

On appelle valeur du flot f la quantité de flot qui sort de la source et qui arrive
au puits soit 3, f(s,u) (égale par conservation du flot a ¥, f(u,p)).

On sait qu’il existe toujours un s—p flot maximal. De plus, la valeur du s—p flot
maximal et de la s — p coupe minimale (voir définition d’une coupe page 40) sont
égales comme ’énonce le théoréme suivant (démontré par exemple dans |[LP86)):

Théoréme 4.1 (Théoréme Max-Flot Min-Cut [FF56, FF62|) Soit G un graphe
orienté muni d’une source s, d’'un puits p et d’une fonction de capacité sur ses
arcs, la valeur mazimale d’un s —p flot est égale a la valeur minimale d’une s —p
coupe.

Concernant les flots entiers, on sait que:

Théoréme 4.2 (Théoréme du flot entier [FF62|) Si les capacités sont entiéres
alors il existe un flot maximum dont la valeur est entiére sur chaque arc.

Remarquons qu’'un s — p flot entier de valeur f qui passe sur un graphe de
capacité uniforme c correspond a un ensemble de f chemins de s a p induisant une
charge au plus ¢ sur les arétes du graphe. Considérons & présent une instance de
connexion du type one-to-many entre ’initiateur s et le sous-ensemble de sommets
V’. Considérons le graphe G’ dont I’ensemble des sommets est VU{p} et I’ensemble
des arétes est £ U {[y,p] | y € V'} et la capacité sur les arétes est csi e € E et 1
pour les arétes de type [y,p]. Construire un VPL en 1 saut entre s et V' respectant
la charge ¢ revient a construire un s — p flot de valeur |V’|. Le calcul de 7(G,0M,1)
ol OM est une instance de type one-to-many est donc un probléme de flot entier.
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4.2 Bornes sur la charge

4.2.1 Borne Inférieure

Si G est non orienté, A est le degré maximal. Si G est orienté, A est le degré
maximal sortant.

Théoréme 4.3 Soit G = (V,E) un graphe de degré maximal A, I une instance
de connezion et h un entier non nul, on a:

=

OAT(G,I,h) > (An(G,I))

PREUVE. Le calcul est similaire a celui de la borne de Moore. Il consiste en effet
a compter le nombre de requétes qui traversent un arc donné.

Nous considérons un VPL (H,P) établissant I'instance I en au plus h sauts et de
charge 7(G,1,h) qu’on notera ici 7 (h). Soit P = {P (plus court chemin de x a y dans H)}
I’ensemble des chemins dans G constitués d’au plus A VPs réalisant les connexions.

La charge induite sur une aréte physique e € E par P vaut au plus:

M = (k) + 27 (h)(A7(h)) + 37 (h)(Am(h))* + ... + hr(h)(Ar(h))"™
C’est-a-dire que, en notant 7 = 7(G,I),

T< M

En effet, un VP peut étre utilisé en position k dans (Am(h))~! chemins de
longueur 7. En faisant varier k£ de 1 & ¢ on trouve qu'un VP peut étre utilisé par
i(Am(h))"~! chemins de longueur i. Comme il y a au plus 7(h) VPs sur e, on trouve
que le nombre de chemins de P de longueur ¢ qui peuvent emprunter un VP sur e

est im(h)(Am(h))"~". On trouve M en faisant varier i de 1 & h.
Soit f(r) = X 2’ Alors f/'(z) = X iz"~". Donc
M = m(h)f'(An(h))
Or f(z) = Z2=L ot

r—1
o hatt— (b4 1)2" 41
f (l‘) - (x _ 1)2

f'(x) est de Pordre de ha" ! donc on trouve une borne supérieure sur A de I’ordre
de h(Ax(h))". On trouve une borne exacte en minorant (1/h)'/" par 1/2.

On veut montrer que 2Am(h) > (ATI’)%, or M > m donc il suffit de montrer
que 2A7m(h) > (AM)*, c’est-a-dire que

(2A7(R)" — AM >0
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ou encore que

(2A7(R)" — A(R)f'(Am(h)) > 0 (4.1)

On pose x = Ax(h), (4.1) est alors équivalente a (4.2) qui est toujours vraie pour
x>2,h>1.

(2" — R)a" Tt 4 (h 41— 2Pt 2Tt > 0 (4.2)
(Il

4.2.2 Borne Supérieure, One-to-Many

Dans cette section, nous démontrons le théoréme suivant puis, page 73, une
généralisation pour tout h.

Théoréme 4.4 Soit G = (V,E) un graphe non orienté et 04 une instance du type
one-to-all,

7(G,04,2) < 2. { W(G,UA,I)—‘ —1

Notons 7 la charge optimale 7 (G,0A,1).

Soit un VPL d’excentricité 1 par rapport & la source s et de charge m, c’est-a-
dire un ensemble P; de chemins entre s et chaque sommet de G tel que la charge
induite par P; sur les arétes de G' vaut m. Nous construisons un VPL d’excentricité
2 et de charge au plus 2. [{/7] — 1. Pour ce faire, I'idée fondamentale est de couper
certains chemins en deux de la maniére suivante :

1. Dans un premier temps, nous repérons certains points oti le nombre de che-
mins qui passent est grand (voir les détails dans la suite). En ces points,
qui forment I’ensemble Y, nous coupons les chemins de P, en deux; nous
mettons la premiére partie dans P; et la seconde partie dans P». Les chemins
de P; non coupés sont aussi mis dans P,. Ce dernier ensemble induit une
charge de [\/m] — 1 sur les arétes de G.

2. Dans un second temps, nous considérons les chemins de P3 (de la source vers
un point de Y'). Nous transformons la famille P3 qui, pour chaque y de Y,
contient au moins [/7] chemins de s & y en un ensemble P, qui, pour chaque
y de Y, contient au moins un chemin de s a y et tel que la charge induite
par les chemins de P, sur les arétes de G est au plus [/7].

3. Finalement, 'union des ensembles P, et P, fournit le VPL cherché.

Orientons tout d’abord les chemins de P; de la source s vers les autres sommets
de GG. Les modifications suivantes sur les chemins de P; permettent d’orienter les
arétes de GG et de définir un ordre partiel sur les arcs ainsi obtenus.

— S'il existe Ly et Ly € Py tels que Ly = Li[x,y]L] et Ly = Liy,x]Ly (i.e.
Ly et Ly traversent laréte [z,y] dans des sens opposés), alors on remplace

70



Ly par LyL et L, par LiL}. Cette opération, appelée transformation A et
représentée sur la figure 4.1 (& gauche, les nouveaux chemins sont en clair),
n’augmente pas la charge induite par les chemins de P, sur les arétes de G.
On peut donc considérer que si une aréte de G est traversée par plusieurs
chemins de P; alors ils la traversent tous dans le méme sens. Les chemins
de P, induisent donc une orientation sur les arétes de G. Si une aréte n’est
traversée par aucun chemin, on 'oublie, on considére le graphe G résultant
du graphe de départ auquel on a retiré les arétes non traversées par des
chemins.

— Soit (z1,y1) et (z2,y2), deux arcs de G orientés par les chemins de P;. S’il
existe Ly et Ly € Py tels que Ly = L} [z1,01] LY [z2,y2] LY et Ly =
Ly[xa,yo| Ly [x1,01] LYy (i.e. Ly et Ly traversent les arcs (z1,y1) et (z2,y2) dans
un ordre différent), alors on remplace Ly par L}[za,y2] LY et Ly par L [x1,y,] LY.
Cette opération, appelée transformation B et représentée sur la figure 4.1 (a
droite), n’augmente pas la charge induite par les chemins de P; sur les arétes
de (. Les chemins de P; induisent donc un ordre sur les arcs de G. Un arc aq
est plus grand qu’un arc ay s’il existe un chemin de P; qui traverse d’abord
a; puis az. Un arc est dit minimal s’il n’est plus grand qu’aucun autre arc.
G est a présent considéré comme un graphe orienté symétrique dans lequel
une des deux orientations est privilégiée.

Ces transformations reviennent simplement a considérer que le flot entier formé
par les chemins est acyclique.

L, X Y1 X2

Fi1G. 4.1 — Transformations A et B

Présentons maintenant 1’algorithme suivant qui, a partir de I’ensemble de che-
mins Py, construit 'ensemble P, et la famille Py (qui peut contenir plusieurs fois
le méme élément). Pour simplifier les expressions, notons o = [/7].
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Y =
Py .= Py
Py = (),
tant que Je € F tel que 7(e,P,) > « faire
choisir e = (z,y) arc minimal pour cette propriété;
V=Y U{yh
P. := {chemins de P, passant par e};
pour tout P = [s,z]ey,z] € P. faire
Py :=P\{P}U{[y,z]}; (%)
P3 := Py U {[s,x]e};
finpour
fintantque

Si C = Y.cpm(e,P;) est la charge globale de G par les chemins de P; alors
l'algorithme se termine en au plus C' étapes car 'opération (*) fait décroitre stric-
tement la charge globale de G par les chemins de P, et que la boucle s’arréte
lorsqu’aucune aréte n’est chargée par des chemins de P,. En fait, cet algorithme
se termine en au plus %' étapes puisqu'il y a |V| chemins au départ et que chaque
étape en supprime au moins a.

Les chemins de la famille P, U P; chargent G exactement comme les chemins
de P ; en effet, la seule action de cet algorithme est de découper certains chemins
en deux et d’en mettre une partie dans P, et une partie dans Ps. Bien siir, comme
la condition d’arrét a été choisie pour cela, a la fin de l'algorithme, la charge des
chemins de P, sur les arétes de G ne dépassent jamais a—1. D’ot1 le lemme suivant :

Lemme 4.5 P, est un ensemble de chemins tel que la charge induite par Py sur
les arétes de G ne dépasse pas [\/7] — 1 et tel que pour tout v € V

— soit il existe un chemin dans Py de s a v,

— sout il existe y € Y tel qu’il existe un chemin dans Py de y a v.

Considérons a présent les chemins de la famille P;. Pour chaque point y € Y,
soit ¢(y) le nombre de chemins de s a y dans P3. On a ¢(y) > «. En effet, la boucle
pour se répéte au moins « fois et ajoute a chaque fois dans P; un chemin de s
a y. D’autre part, comme la charge des chemins de P, sur les arétes de G est au
plus 7, il en est de méme pour les chemins de P;. Pour manipuler ces chemins, il
est plus clair d’utiliser le langage des flots que nous introduisons a présent.

Considérons le graphe G’ dont I'ensemble des sommets est VU{p} et 'ensemble
des arcs est EU(Y x {p}). s est toujours la source, p est le puits. Soit ¢ la fonction
de capacité définie par c¢(u,v) = 7 pour tout arc (u,v) € E et c(y,p) = c(y) pour
les arcs reliant Y au puits.
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Soit f la fonction sur les arcs de G ou f(u,v) est le nombre de chemins de P;
passant par (u,v) pour tout (u,v) € E arc de G et f(y,p) = ¢(y) pour tout y de Y.
f est un flot sur (G’,¢) car P est constitué uniquement de chemins joignant s a un
point de Y et donc la conservation du flot est triviale aux sommets en dehors de
Y et, par définition de ¢(y) elle est aussi vraie en y, point de Y. De plus, la valeur
de f sur un lien est inférieure a la capacité du lien. Par construction du flot, la
valeur de f en chaque arc est entiére.

On utilise le théoréme 4.2 pour construire un flot entier. Remarquons d’abord
que comme la valeur de f est égale a la valeur de la coupe formée de la partition
(V,{p}), cette coupe est minimale.

Considérons a présent la fonction de capacité ¢ sur les arcs de G’ qui vaut
[7/a] sur les arcs de G et 1 sur les arcs (y,p). ¢ est supérieure a ¢/« sur les arcs
de G et inférieure a ¢/« sur les arcs (y,p). Ainsi, la coupe (V, {p}) est toujours
minimale et vaut |Y|. Comme les capacités sont entiéres, on sait qu’il existe un
flot entier f’ de valeur |Y.

Etant donné un s — p flot entier f de valeur k, on sait en déduire facilement &
chemins de s a p tels que le nombre de chemins qui passent par un arc (u,v) vaut

f(u,w).

Ainsi, le flot f’ fournit un ensemble de chemins de s a p tel que la charge
induite sur les arcs de G vaut au plus « (car |7/ [/7]] < [/7]) et le nombre de
chemins passant par y est exactement 1 pour tout y de Y (car la charge sur (y,p)
vaut 1). Soit P, ’ensemble des chemins de s & Y induits par ces chemins de s a p.
On fait subir a P, la transformation A qui permet d’affirmer que les chemins de
Py traversent tous un arc donné dans le méme sens et, en oubliant l'orientation,
d’affirmer que les chemins de P, ne chargent pas une aréte de GG plus que a. D’ol
le lemme suivant :

Lemme 4.6 P, est un ensemble de |Y'| chemins contenant, pour tout y € Y ezxac-
tement un chemin de s a y et tel que la charge induite par P, sur les arétes de G
ne dépassent pas [\/].

Les lemmes 4.5 et 4.6 permettent d’énoncer et de démontrer la proposition
suivante :
Proposition 4.7 L’ensemble de chemins virtuels P, U Py décrit un VPL de dia-
meétre 2 et de charge 2 [\/m] — 1 sur G.

Ceci termine la démonstration du théoréme 4.4.

Remarquons que cette démonstration se déroule de la méme facon si 'instance
est du type one-to-many puisqu’on manipule des simples flots. Plus généralement,
on a méme:
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Théoréme 4.8 Soit G = (V,E) un graphe et OM une instance du type one-to-
many,

(G, 0Mh) < h. [W(G,Uﬂ,l)ﬂ —h+1

PREUVE. La preuve posséde la méme structure que celle du théoréme précédent.

Comme précédemment, nous notons 7 la charge optimale pour un saut 7(G,0M,1).
Soit o = [7!/"].

Soit OM une instance de type one-to-many, ¢’est-a-dire de la forme OM = {s} xY°
ot Y est un sous-ensemble de V. Soit un VPL d’excentricité 1 par rapport a la
source s et de charge , ¢’est-a-dire un ensemble P de |Y°| chemins dont un entre
s et chaque sommet de YV tel que la charge induite par les sommets de P} sur
les arétes de G vaut m. Nous construisons un VPL d’excentricité h et de charge
au plus h (Wl/h] — (h — 1). Nous procédons en h — 1 étapes. Pour i de 1 a h — 1,
I’étape i se décompose en 2 temps:

1. Dans un premier temps, nous repérons les sommets ou la charge par les
chemins Pf’l est supérieure a «. En ces points, qui forment ’ensemble Y,
nous coupons les chemins de Pf’l en deux, la premiére partie est mise dans
Pj et la seconde partie dans Pj. Ce dernier ensemble induit une charge de
a — 1 sur les arétes de G.

2. Dans un second temps, nous considérons le flot induit par les chemins de
Pj et le transformons en utilisant le théoréme du flot entier pour obtenir un
ensemble P} de |Y’| chemins entre s et Y qui induit une charge inférieure a

7]

Finalement, I'union de P}, PZ, ..., Py~ et P! fournit le VPL cherché.

Comme cela est expliqué page 70, nous transformons toujours les flots consi-
dérés en flots acycliques.

Soit (P{)izi is (P3)ictnots (Pi)izi oy et (Y7)izy 4, les ensembles définis
par récurrence comme suit :
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Y= @;'
PQZ: = P!
P; = ()

tant que Je € E tel que 7(e,Py) > « faire
choisir e = (z,y) arc minimal dans le flot des chemins
de Pj pour cette propriété;
Yie=Y'u{ykh
P, := {chemins de P, passant par e};
pour tout P = [s,z]e[y,z] € P, faire
Py = P, PN\ {PYU {[y.2]}:
Py = PU {[s.ale};
finpour
fintantque

Pj est ensuite construit a partir de Pj en utilisant le théoréeme du flot entier.
Soit, f* le flot induit par les chemins de P;. Il apporte au moins « unités de flot
en chaque y de Y. Soit ¢’ la charge induite par ce flot. Soit f" = f'/a. La charge
induite par f" est inférieure a [c’/a] et ce flot apporte au moins 1 unité de flot
en chaque y de Y. D’aprés le théoréme du flot entier, il existe un flot entier qui
apporte au moins 1 unité de flot en chaque y de Y et dont la charge induite ne
dépasse pas [¢'/a]. Ce flot fournit les chemins de s & y € Y qui constituent P;.

Lemme 4.9 Pour touti=0..h—1, on a

1. pour tout y €Y', P} contient evactement un chemin de s vers v,
2. la charge induite par P} sur les arétes de G est inférieure a ’Vﬂ'h%-‘ ,

3. pouri < h —2, Pyt est un ensemble de chemins dans G tel que la charge
induite par Pyt sur les arétes de G est inférieure a (wl/hw — 1 et tel que
pour tout v € Y

~ soit il existe un chemin dans P;™' de s a v,
— soit il existe y € Y tel que il existe un chemin dans Pyt dey a v.

4. pour i < h —2, pour tout y € Y;11, PgiJrl contient au moins (ﬁl/h—‘ chemins

de s a y et induit une charge inférieure a ’Vﬂ' R -‘ sur les arétes de G.

PREUVE. Le résultat est vrai pour ¢ = 0. Les items 1. et 2. sont évidents. L’item
3. est vrai car pour tout y de Yp, le chemin de s & y de P est soit conservé dans
P}, soit coupé en deux et la deuxiéme partie (chemin entre y' € Y] et y) est placée
dans P). L’item 4. est vrai car pour chaque y ajouté dans Y7, on ajoute au moins
« chemins de s a y dans Pj. De plus, la charge induite par les chemins de P} ne
peut pas dépasser la charge induite par les chemins de P}.
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Supposons le résultat vrai pour i quelconque entre 0 et h — 2. Montrons que le
résultat est vrai pour ¢+ 1. Comme Pi™! contient au moins o chemins de s & y et

induit une charge inférieure a ’VW%-‘ sur les arétes de G et que P; T est construit
sur le graphe de capacité

] <o

(07

en divisant le flot induit par les chemins de P;™ par a et en utilisant le théoréme
du flot entier qui nous permet de retrouver des chemins de s vers Y**!. Donc les
items 1. et 2. sont vrais. Si i < h — 3, on sait construire Py** et P3i+2. [’analyse
de I'algorithme déja faite plus haut implique que les items 3. et 4. sont vrais. O

Finalement, on trouve que
~ Vy € Y"1 il existe un chemin de s vers y dans P/'~" et
~pour 0<i<h—2 Vy€eY’
— soit il existe un chemin de s vers y dans Pyt',
— soit il existe 3’ € Y tel que il existe un chemin de 3’ vers y dans

P2i+1 .
et que

1 g e [t
— P/~ induit une charge inférieure a ’Vﬂ'h-‘ et

— pour i = 1..h — 1, P} induit une charge inférieure a [TI’%—‘ —1.

Donc 'union des ensembles Plh’1 et Uizl,.h,lPé fournit le VPL cherché. O

4.2.3 Bornes Supérieures, All-to-All
Arbres

Nous démontrons ici le théoréme suivant :
Théoréme 4.10 Pour tout arbre non orienté T,

7(T,44,2) < \/7(T)

PREUVE. Soit T un arbre. Toute aréte e de T" partage T en deux sous-arbres T}
et Ty. On choisit e telle que |T}| est maximum et |T7| < |T3]. Il s’ensuit que I'indice
de transmission de 7" vaut:

m(T) = |Th].|T2].

Nous montrons que la charge minimale pour 2 sauts vaut alors:

7(T,AA2) = |T1].
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En effet, s’il existe un sommet x de 77 qui n’est relié & aucun sommet de 75
par un chemin virtuel, alors tous les sommets de 75 sont nécessairement reliés a
au moins un sommet de 77 (lui-méme relié & = pour assurer le diamétre virtuel 2)
et la charge sur e vaut au moins |T|. Dans le cas contraire, la charge sur e vaut
au moins |T7]. Si on appelle x5 'extrémité de e dans T3, une construction optimale
consiste a positionner un chemin virtuel entre tout sommet et x5, ce qui donne
une charge maximale de |T}].

Donc 7(T,AA2) = |Ty| < /|Ti].|Ta| = /= (T)

Graphes généraux

Théoréme 4.11 Soit G = (V,E) un graphe non orienté a n > 3 sommets.

Si(G) > \/gelhﬂx/nlnn alors

m(G,44,2) < 2\/66.\/%.77(6*)

2
7(G,44,2) < —.Inn.
In2

stnon

Nous donnons une preuve probabiliste de ce théoréme. Nous montrons qu’en
prenant un graphe aléatoire a n sommets avec la bonne probabilité sur les arétes,
I’espérance de trouver un graphe de diamétre 2 qui charge G moins que la borne
indiquée est non nulle, d’ot1 son existence.

Ici, Pr(B) désigne la probabilité de I’événement B.

DEFINITION. Un graphe aléatoire de probabilité uniforme p est un graphe H =
(V,E") tel que pour toute paire de sommets [i,j] avec i # j on a Pr([i,j| € E') = p.

Les propriétés structurales des graphes aléatoires et en particulier les valeurs
de différents invariants sont étudiées dans [Bol85].

Rappelons une expression des bornes de Chernoff dont la démonstration dé-
taillée se trouve par exemple dans le livre [HMRRIS|, page 200.

Théoréme 4.12 ([HMRROS8|) Soient Xy, X,..., X, des variables aléatoires
binaires indépendantes avec Pr(X, =1) =p et Pr(Xy =0) =1 — p pour tout k,
et soit S, = > Xy,. Alors

Ve > 0, Pr(S, < (1 —&)np) < e~z (4.3)
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V6 > 2e, Pr(S, > dnp) < 27 (4.4)

Rappelons aussi les relations élémentaires suivantes, valables quelles que soient
les relations de dépendance entre les événements A et B:

Pr(Av B) < Pr(A)+ Pr(B) (4.5)

Pr(AAB) > Pr(A)+ Pr(B)—1 (4.6)

Nous pouvons a présent formuler et démontrer le résultat suivant :

Lemme 4.13 Soient p = ,/6'1% et H = (V,E") un graphe aléatoire 4 n sommets
de probabilité uniforme p. Alors on a:
1

n

PREUVE. Soient z et y deux sommets de V. Calculons la probabilité pour que
x et y soient & distance au moins 3 dans H.

Pour tout sommet z de V', 2 # x, soit X, la variable aléatoire binaire telle que
X, =1s5i[z,z] € E, X, = 0sinon. Les n — 1 variables X, sont indépendantes avec
Pr(X,=1) =pet Pr(X, =0) =1 — p. D’aprés I’équation (4.3) évaluée pour
e =1/2, le degré de x vérifie:

Pr (dH(x) < @) < e TR (4.7)

Comme dy(x,y) > 3 si et seulement si y n’est voisin ni de z ni des voisins de z,
on a

Pr(dp(z,y) > 3) = (1 —p)t+int).
On majore a présent la probabilité pour que les deux événements « dg(z) >

(n—1)p

=2 » et « dg(x,y) > 3 » se produisent en méme temps:

-1 .
Pr <dH($ay) >3 N dy(z) > Lﬂ) = (1—p)*in@) < (1 —p)H%

Comme p = o(1) on a:

—1 i s
Pr (dy(x,y) >3 N dy(z) > w> < (14 E5H2). In(1-p) < o= I —o(1)

(4.8)
Soit dy(x) est petit (< (n — 1)p/2) avec probabilité calculée en (4.7), soit il est
grand (> (n — 1)p/2) et alors la probabilité de 'intersection des deux événements
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« dy(zy) > 3 » et « dyg(x) > (n — 1)p/2 » est calculée en (4.8). Ainsi, en
additionnant ces deux bornes on obtient une majoration par e=("=DP*/2(1 —o(1)) +
e~ ("=VP/8 de Pr(dy(z,y) > 3), soit,

1)p?

Pr(dg(z,y) > 3) < 2.6~ " (4.9)

D’aprés (4.5), on peut sommer les probabilités données par (4.9) sur l’ensemble
des paires de sommets de H et on trouve:

n.p2

Pr(Dy >3)<n*e 2 .

En prenant
6.1lnn
p _=
n

on garantit que,

1

PT(DH Z 3) S )

n

ce qui est annoncé dans le lemme. O

En étudiant plus finement les relations de dépendance entre les variables, on
obtient le résultat suivant qui donne des bornes serrées sur p pour que H soit de
diamétre 2:

Théoréme 4.14 ([Bol85|) Soit p une fonction de N dans [0,1] telle que p(n)*n—
2logn — oo et n*(1 — p(n)) — oco. Soit P, la probabilité qu’un graphe aléatoire a
n sommets avec probabilité uniforme p(n) sur les arétes est de diametre 2. Alors,
P,=1-o0(1).

A partir d'un VPL de diamétre 1, ¢’est-a-dire un plongement du graphe complet
dans G, nous construisons un VPL de diamétre 2 comme un graphe aléatoire de
probabilité uniforme p et calculons sa charge.

Soit K, le graphe virtuel complet et P un plongement de K, dans G. Soit
7 la charge induite par ce plongement, c’est-a-dire 7 = n(G,K,,P). Bien sr,
D(G,K,,Ap) = 1.

Soit H = (V,E'") un graphe virtuel construit a partir de K, en prenant in-
dépendamment et aléatoirement les arétes de K, avec la probabilité uniforme

p= @/6'1%. On considére Py, le plongement de H dans G induit par P. Notons
7y la charge induite par ce plongement, ¢’est-a-dire m = 7(G,H,Ps).

Lemme 4.15 Si 7 > fim alors

6.1
Pr (77'2 < 2e. nn.w) >

n

Y

DN =
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sinon
Pr(my, < 2.logyn) >

DN =

PREUVE.  Soit g une aréte de G. Soit | = 7(g,K,,P) la charge de g par le
plongement de K, dans G. Soit X, la variable binaire définie pour toute aréte a
de K, telle que g € P(a). X, prend la valeur 1 si a € E’, i.e. si a est une aréte de
H, et la valeur 0 sinon. Les [ variables aléatoires binaires X, sont indépendantes,
donc d’aprés (4.4)

V8§ > 2e, Pr(m(g,H,Py) > 6lp) < 27°%.
En prenant §' = §l/7m > § on trouve:
Vo' > 2e, Pr(w(g,H,P,) > 8'mp) < 27°7.

En ajoutant les probabilités, on trouve
n2
V8§ > 2e, Pr(my > dmp) < 5.2_6””

Alinsi,

1
si dmp > 2.log,n  alors Pr(m > dmp) < 5

Donc, si mp > logT?n c’est-a-~dire si ™ > fim alors, on peut prendre § = 2¢e et on
trouve Pr(my > 2e. G'I%.W) < % Sinon, on prend § = 2'12% > 2e et on trouve
Pr(my, > 2.1og,n) < 1. O

Soient A Pévénement « Dy < 2 » et B Pévénement « my < 2e.y /%20 7 i

> 5 ’;hl‘n"2 ou I’événement « my < 2.log, n » sinon. D’aprés (4.6) on déduit que

Pr(AANB)>(1—-1/n)+1/2—-1=1/2—1/n qui est positif pour n > 3.

Puisque la probabilité de cet événement est non nulle, il existe un graphe H de
diamétre 2 qui, plongé dans G par P», induit une charge inférieure a la borne indi-
quée. En prenant P optimal, ¢’est-a-dire 7 = 7(G), on trouve le résultat annoncé
dans le théoreme 4.11.

4.3 Diameétre virtuel en fonction de I’arc-connexité

Les graphes considérés dans cette section sont orientés. L’instance de communi-
cation est all-to-all. Nous étudions les liens entre arc-connexité, charge et diamétre.
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4.3.1 Cas général

Dans l’article présenté en annexe 5, nous proposons une construction pour les
arbres orientés de capacité ¢ utilisant les ensembles p-dominants définis comme
suit :

DEFINITION. Soit G = (V,E) un graphe et p un entier positif. Un sous-ensemble
S de V' est p-dominant si pour tout z de V', dg(S,x) < p ou dg(S,x) désigne la
distance minimale de x a un point de S.

Dans un arbre enraciné, nous appelons profondeur d’'un sommet sa distance a
la racine. Les parents d’un sommet x sont les sommets sur le chemin de la racine
a x, xr exclu. On montre au chapitre 5 le lemme suivant :

Lemme 5.18 Soit T un arbre enraciné, pour tout p il existe un ensemble
p-dominant de cardinalité au plus 2% tel que les chemins d’un sommet de S a
son plus profond parent dans S sont deuzr a deux disjoints.

Il s’agit de trouver dans ’arbre un ensemble S, p-dominant, de le relier a tous
les autres sommets en utilisant une unité de capacité puis de considérer le nouvel
arbre formé par S. Nous construisons ainsi par récurrence un VPL de diamétre au
plus

1
10.c.n2z-1.

DEFINITION. Soit G = (V,E). T est un arbre couvrant de G si
— T est un graphe partiel de G,
- V(T)=V,et
— T est un arbre.

Soit G = (V,E) un graphe possédant ¢ arbres couvrants deux a deux arétes
disjoints. On peut utiliser la méme construction en changeant d’arbre apres c
itérations. On trouve que le diamétre virtuel sur G avec capacité ¢ est inférieur au
diameétre virtuel sur un arbre a n sommets avec capacité tc. Ainsi,

Théoréme 4.16 Soit G = (V,E) un graphe orienté symétrique tel que le graphe
non orienté sous-jacent possede t arbres couvrants deux a deux arétes disjoints
alors :

D(G,A4,c) < 10ten 7T,

Corollaire 4.17 Soit G = (V,E) un graphe orienté symétrique d’arc-connerité \
alors

D(G,44,c) < 10ten ™.

oat:L

N>~

]
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L’arc-connexité d’un graphe orienté symétrique G est égale a I'aréte-connexité
du graphe non orienté sous-jacent. Le théoréeme suivant permet alors d’établir le
corollaire énoncé.

Théoréme 4.18 (Kundu [Kun74|) Soit G d’aréte-connexité A, alors il existe au
N

moins bJ arbres couvrants deux a deux arétes disjoints.
Pour A = 2 et ¢ = 1, on trouve une borne supérieure de ordre de O(n). Nous

améliorons ce résultat dans la section suivante.

4.3.2 Cas particulier A =2, c=1

Théoréme 4.19 Soit G = (V,E) un graphe orienté symétrique & n sommets et
d’arc-connexité 2, on a: ,
D(G,44,1) < 6.n3

PREUVE. Soit k un réel fixé dont nous donnons la valeur dans la démonstration.
Nous construisons un VPL de charge 1 sur GG par étapes.

Soit G; = (V;,E;) un sous-graphe partiel de G. On note n; le nombre de sommets
de G; et D; le diameétre du VPL de charge 1 qu’on construit sur GG;. On construit
par étapes un VPL tel que la condition (*) suivante soit vérifiée:

si aprés I’étape i un chemin virtuel couvre l'arc (x,y) alors,
il existe un autre chemin virtuel qui couvre 'arc (z,y).

G est formé d’un sommet quelconque de G, donc ng =1 et Dy = 0.

Supposons qu’il existe x € V tel que dg(x,V;) > k. Il existe [z,y1] et [z,ys],
deux chemins arc-disjoints (pas forcément sommet-disjoints) ne passant pas dans
G; reliant = a deux points (peut-étre égaux) de G;. Ces deux chemins forment un
chemin orienté symétrique de longueur n! supérieure & k + 1. Sur ce chemin, on
positionne des chemins virtuels de longueur \/ni dans un sens et 1 dans l'autre
sens. Les VP ainsi construits vérifient la condition (*). On sort du chemin pour
aller dans G; en au plus 2\/77;— 2 sauts, on se déplace dans G; en au plus D, sauts
et on entre dans le chemin en au plus 2\/7”72 — 1 sauts. G4 est la réunion de G,
et de ce chemin. On a n;.; > n;, +nl et Dy < D; + 4\/772 - 3.

Si on note A = %I (A>1)on aniyy >n;+ M et Diyy < D; + 4\Wk. Lorsque
le nombre de sommets augmente d’au moins k, le diamétre augmente d’au plus

4k,

Lorsque le processus s’arréte, c’est-a-dire lorsque G ¢ est tel que pour tout x € V
on a dg(z,Vy) < k, alors on ajoute au VPL déja construit sur Gy les VP formés
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par tous les arcs hors de Ey. Les VP ainsi construits vérifient la condition (*). On
obtient un VPL sur G' de diamétre au plus Dy + 2k.

On a donc
nyg>ak+1, et Dy < adVk
En éliminant « on trouve 1
p, < s

Vi

et le diamétre D du VPL construit sur G vérifie:

4n
D<—L ok
Vk
Le terme majorant atteint son minimum en k& = n*?. On trouve D < 4-14 +2n?/3,
Comme ny < n on a donc

wlro

D <6.n

4.4 Diamétre virtuel du chemin orienté, capacité 1

Le graphe considéré est un chemin orienté, I'instance de communication AA et
la capacité 1. Nous démontrons ici le théoréme déja énoncé page 52 qui donne le
diameétre virtuel exact a une unité pres:

Théoréme 4.20

log, n

n

n

- 1
1 < D(P,,44,1) < [g +log,n — 2,6 + 252 nw +1

DEFINITION. On appelle cycle orienté unidirectionnel le cycle auquel on a ajouté
une orientation sur les arétes, les transformant en arcs orientés tous dans le méme
sens de rotation. On note C), le cycle orienté unidirectionnel & n sommets.

FiG. 4.2 — Le cycle orienté unidirectionnel Cs
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4.4.1 Exemple

Dans cette section, on introduit & l’aide d'un exemple la notion de graphe
virtuel dans le chemin avec capacité 1. Nous construisons un graphe virtuel de
diamétre minimal sur le chemin & n sommets lorsque n est de la forme n = 282 —
2k — 3. Le graphe H est construit de telle sorte que I’excentricité du point central
est minimale. Ainsi, dans 'exemple de la figure 4.3, I'excentricité du point central
vaut 7, qui est aussi la distance du point central aux extrémités du chemin et aux

plus éloignés des points des plus grands cycles. Les points dont la distance au point
central égale ’excentricité sont marqués d'un rond.

Sur la figure 4.3, on représente le graphe physique avec les chemins virtuels (les
fleches) et, en dessous, le graphe virtuel H correspondant.

—pp PP PP dddd <94 <«

12 345 67 8 9
€ <€ <« <€ =€« bbb — b b

1+ 3 + 7 + 1 + 7 + 3 +1

- _

Fia. 4.3 — Construction sur le chemin

Plus généralement, lorsque n est de la forme 2872 — 2k — 3, on construit H,
symétrique par rapport au milieu du chemin et tel que la longueur des cycles de
chemins virtuels double lorsqu’on s’approche du milieu. Ainsi, le diamétre de H
vaut 2 fois I’excentricité du point central, soit 2(1 +2 + - -+ + 2571) soit

Dy = 2k — 2,

En remplacant & par log,(Dy + 2) — 1, on trouve

n=2Dy — 2log,(Dy +2) + 3 donc

3
Dy = Dy log, (g + O(logn)) -5 soit

2
n n logn 3 .
DH:§+log2§+O< - >—§S01t
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5 1
D=2 logyn—2+.0 (152
2 2 n

Le calcul montre que le O (105”) est décroissant et est inférieur a % pour k£ = 1.

Finalement, une borne valable pour tout n de la forme 25+2 — 2k — 3 est

D(P,AA 1) < g +log,n —1

Calculons & présent une borne inférieure pour tout n.

4.4.2 Borne Inférieure

DEFINITION.  Une chaine de cycles est un graphe formé par une union de cycles
(Cy)i=1.k tels que pour i de 1 a k — 1, C; et Cyy s'intersectent en exactement un
sommet et pour |i — j| > 2, C; N C; = 0. Un exemple est représenté sur la figure
4.4.

Comme le montre le lemme suivant, on peut supposer que le graphe H sur le
chemin de capacité 1 a toujours la forme d’une chaine de cycles:

Lemme 4.21 Un graphe virtuel fortement connexe H sur le chemin avec capacité
1 est une chaine de cycles orientés unidirectionnels.

-1 q
_--_t\\\ _-__-‘\\s
H= \<' \
y y
-— - -~— -
L, L, Lo L,

Fic. 4.4 — Une chaine de cycles

PREUVE. La forte connexité du graphe impose que tous les arcs physiques sont
chargés par au moins un chemin virtuel. Comme la capacité vaut un, chaque arc
de G est chargé par exactement un chemin virtuel. La forte connexité impose aussi
que tout sommet est extrémité initiale d’un chemin virtuel et extrémité terminale
d’un autre. Les sommets sont de degrés entrant et sortant égaux, valant 1 ou 2.
Soit S = {x | x est de degré 2 dans H}. S = {x;},_, ; H est une chaine de ¢
cycles orientés unidirectionnels de longueurs z +1, (; —xj—1+1)j=3 4, n—x,+1.

O
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Dans une chaine de cycles, on note [; la longueur de la partie supérieure (orien-
tée de gauche a droite) du cycle i, pour i variant de 1 a ¢, et L; la longueur de la
partie inférieure comme représenté sur la figure 4.4.

Pour trouver le nombre optimal de cycles et leur longueur, nous écrivons une
condition nécessaire et suffisante sur les ({;,L;);,—1 , pour qu'une chaine de ¢ cycles
de longueur (I;,L;) soit de diamétre inférieur & D donné. Nous relachons alors la
contrainte d’intégrité pour résoudre le probléme dans les réels. La condition trou-
vée, donnée sous forme d’équations linéaires sur la longueur des cycles, décrit un
ensemble convexe dans R?*? noté S(q,D) dans lequel on peut calculer des bary-
centres et ainsi construire des solutions plus symétriques. Ces solutions sont alors
faciles & manipuler et on trouve leur forme optimale, ¢’est-a-dire celle qui donne
le plus grand nombre de sommets.

Lemme 4.22 H une chaine de q cycles est de diamétre inférieur ou égal a D si
et seulement si les inéquations suivantes sont vérifiées :

pour tout 1 <i<j<gq li+Li+E§;1+1Lh+Lj+lj—2§D (4.10)
pour tout 1<i<j<gq Li+Li+% 0+l +L;—2<D (411)

PREUVE. Les équations 4.10 traduisent le fait que tous les chemins de x vers
y < x sont de longueur inférieure a D. Les équations 4.11 traduisent le fait que
tous les chemins de x vers y > x sont de longueur inférieure a D. O

Remarquons que le nombre de sommets de H est n =X (Il; + L;) — ¢+ 1.

Considérons I'ensemble S(g,D) des solutions de ces équations dans R??. Pour
faciliter la discussion, on identifie un point de S(g,D) a une chaine de cycles dont les
longueurs sont réelles et dont le diametre est le maximum des valeurs des membres
de gauche des équations 4.10 et 4.11.

Les équations sont linéaires donc S(gq,D) est convexe.

On remarque d’abord que I’ensemble des solutions est symétrique en [; et

L; pour tout i = 1..q, c’est-a-dire que si (l;,--- ,l,,Ly, -+ ,L,) est solution alors
(Ly, -+ Lyl -+ 0ly) est aussi. Ainsi, par convexité,
(llng,--- ,qu;Lq,llJ;Ll, e ,%) est solution. Donc, & partir de H dans S(q,D),

on sait construire H' ayant le méme nombre de sommets que H et tel que

Les équations 4.12 sont linéaires et décrivent donc un convexe K dans R??. S'(q,D) =
S(q,D) N K est convexe. S’(¢q,D) se plonge dans R? (on ne considére plus que les
variables [;) ou il est décrit par les équations suivantes:
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pour tout 1<i<j<gq 2l; + E?;tﬂlh +2;,-2<D (4.13)

On a alors n = 2222% —q+1.

On dit que H, chaine de ¢ cycles est de la forme A, s’il est de la forme présentée

sur la figure 4.5. Les éléments de S’(¢,D) de la forme A forme un convexe de i
noté Sa(g,D). Soit k = [1].

Siqg=2k
Sig=2k+1
Fic. 4.5~ Forme A d’un VPL
Les équations 4.13 sont symétriques en (;,lg—iy1),_, 2] donc si (Iy,---,l,) est
NE
solution, alors (I,,--- ,l;) l'est aussi et donc par convexiteé, (llglq, e ,%) aussi.

Donc, pour ¢ et D fixés, a partir de H dans S(gq,D), on sait construire H' dans
Sa(g,D) ayant le méme nombre de sommets que H. Si ¢ = 2k + 1 est impair
on note ¢ = l;11 la longueur du cycle du milieu pour la différencier des autres.

Notons d; = 2[; — 1 + E§:i+1lj pour ¢ = 1..k. Remarquons que d; — d; 1 =
l; —2l; 1. Soit d,, = max;—y  d;, d,,, est I'excentricité du point en noir sur la figure
4.5 dans le sous-graphe formé des k£ premiers cycles. Le diameétre et le nombre de
sommets de H € Sa(q,D) sont :
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q Dy | n |

pair 2d,, 4k =2k +1

impair | max {2d,, + ¢, d,, +2c—1} | 4355 1, +2c — 2k

On dit que H est de la forme B ¢’il est de la forme A et que
Vi=2.q,1; =2l;_1 etsi ¢ estimpair c= 2l (4.14)

Onal;=2"",,Vi=1.k;c=2";etd; =d,, =2, — 1, Vi = 1..k. Le diamétre
et le nombre de sauts de H € Sp(q,D) sont:

L a [ Du | n |

pair | 2(2€1, —1) | 4(2F — 1)} — 2k + 1

impair | 3.2%, —2 | 4(3.281 — 1), — 2k

On note Sg(q,D) ’ensemble des chaines de ¢ cycles de la forme B et de diamétre

inférieur a D.
On montre a présent la proposition suivante :

Proposition 4.23 Soitn(q,D) = max{n | 3H € Sa(q,D) a n sommets }. Si H €
Sa(q,D) a n(q,D) sommets alors H € Sg(q,D).

PREUVE. Soit une chaine H de Sa(q,D). Si H n’est pas de la forme B alors on
construit grace a 'algorithme présenté page suivante une chaine de Sg(q,D) ayant

strictement plus de sommets que H.

Analyse de I’algorithme 4.6

n~ (resp. nt) désigne le nombre de sommets du graphe avant (resp. apres)
I'exécution d'un tour de boucle.

1. Premiére partie de I'algorithme (partie commune & ¢ pair ou impair).

Avant chaque tour de boucle, on a [; = 2[;_, pour tout 7 entre 2 et 75 — 1 et
donc d; = max;—;_j,—1 dj_ pour tout i entre 1 et ¢g — 1. Apres chaque tour,
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1. pour iy de 2 a k faire
sil;, # 2l;,—, alors

a) sil;,, > 2l _ alors
(a) sil;, 0

o 2li02_ii__1 Liy
(b) sinon
- 2li0,1.— Liy
2io
finsi

pour ¢ de 1 & ig — 1 faire

li = lz — 21:710(

finpour
lio — 2[2'0_1
finsi
finpour

2. si q impair et ¢ # 2l; alors

(a) sic > 2l alors

2lk — C
R
(b) sinon
2lk — C
o =
3.2k
finsi

pour i de 1 & k faire

li = lz — 21:710[
finpour
Cc = 2lk

finsi

Fi1G. 4.6 — Algorithme de Transformation d’une chaine de forme A en une chaine
de forme B
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on a [;" = 2I;" | pour tout i entre 2 et iy et donc d = max;_; 4, 1d; pour
tout ¢ entre 1 et .
ntenT =4 (=272 e+ 200, —2°Pa) ) =4 ((1-2°)a+ 20, | — 1)

(a) Dans le cas ou I, > 2l _; on a dj; = max;=.;,d; et on veut d = d

pour ne pas augmenter le diamétre. Comme,
o . |
di —d;, =2 (20, —l;, — 2" "a)

20, 1 — 1,

27:071 < 0

on prend o=

etalors nt—n" =4((1-2")a+2°'a) =—da > 0

(b) Dans le cas ou [;; < 2I; | onad; | =max;— ;d; eton veutd; ;=
d;,_, pour ne pas augmenter le diametre. Comme

df | —d  ==2""la+2; |~ -2 a=20_, —1I —2"

io—1

20501 — 1,
2io

etalors nt—n” =4((1-2")a+2%) =4a > 0

on prend o= > 0

Dans les deux cas, le diamétre ne change pas et le nombre de sommets
augmente strictement.

. Deuxiéme partie de l'algorithme (partie ¢ impair).
Lorsqu’on exécute la ligne du test ¢ impair, on a déja:

;7 =2l;_, pourtout i =2..k et  Dyg-=max{2l;, ¢ }+2l +c -2

nt—n" = —4%F 27 ta+2(ct — ) = da(l - 2%) +2(2, — 2" —c7)
(a) Dans le cas o ¢~ > 2l on a Dy- = 2I, +2¢~ — 2 et on veut 2[; +
2ct —2 =2l +2c¢ — 2 pour ne pas augmenter le diametre. Comme,
=l +ct—c=-2""a+2(; -2 ta)—c =2, —c —-3.2"'a
20, —c”

on prend o= <0

3.2k—1
et alors nT —n" =4(1 -2 a+2a=(4-32"a > 0
b) Danslecasotlc™ < 2l ona Dy- = 4l, +c~—2et on veut 4l +¢ct—2 =
k k k
4l, 4+ ¢~ — 2 pour ne pas augmenter le diametre. Comme,

A —1) + et —c = -2"a + 21 — 2%a

20, —c
3.2k
et alors nt —n~ =4(1 - 2Ma+ 20 =4a > 0

>0

on prend o=

90



Dans les deux cas, le diamétre ne change pas et le nombre de sommets
augmente strictement.

O

Nous cherchons a présent le nombre maximum de sommets dans une chaine de
diameétre égal & D. Les calculs ont été faits avec Maple et sont présentés sur les
figures 4.7 et 4.8.

On trouve donc que le nombre maximum de sommets pour D fixé est atteint
lorsque [; = 1 et vaut

q pair 2.D —2log,(D+2) + 3

q impair ~ 2.D — 2log,(D + 2) + 2log, 3

On obtient une meilleure borne supérieure avec ¢ pair donc finalement, on
trouve

n < 2D + 2log, 3 — 2.1og, (D + 2). (4.15)
Donc
D> g+log2(D+2)—log23> g+log2. (g+log2n> —log, 3
Donc
D>g + logyn — logy3d — 1 + 2‘10gTQn.

On a calculé Pécart entre le diamétre obtenu pour n = 242 -2k — 3 et 3.28+1 —
2k — 4 pour les petites valeurs de k et cette borne inférieure. Si on ne tient pas
compte du dernier terme (log) on trouve les écarts donnés dans le tableau de droite.

Ecarts & la borne inférieure Ecarts a la borne inf sans log
3 10,44 6 0,14 3 1,5 6 1
9 (0,21 16 0,08 9 0,9 16 0,6
23 10,17 || 38 0,06 23 10,56 | 38 0,34
1005 | 0,09 || 1516 | 0,005 1005 | 0,11 || 1516 0,02

4.4.3 Borne Supérieure

Notons H,, la construction proposée pour n sommets.
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D en fonction de k et 1.
> f:=(k,1)->2"(k+1)*1-2;

fi= (k1) = 20 2
n en fonction de k et 1.
> gi=(k,1)->(2"(k+2)-4) *1-2xk+1;

g:= (k1) = %D -2k +1
|l en fonction de D et k.
> h:=(D,k)->solve(D=f(k,1),1): h(D,k);

D+2
2(k+1)
n en fonction de D et de k.

> 1i:=(D,k)->g(k,h(D,k)): i(D,k);

(2-+2) — 4) (D + 2)

7D —2k+1

k en fonction de D et de I.
n en fonction de D et de 1. On voit que n est une fonction décroissante de 1.

> solve(h(D,k)=1,k): kl:= unapply(%,(D,1)):
simplify(i(D,k1(D,1)));

210(2) D + 7In(2) — 411n(2) — 2In(> . 2)
In(2)

k. On cherche k tel que la dérivée partielle de i par rapport a k est nulle, ¢’est-a-dire
k tel que n maximum

> diff(i(D,k),k): di:=unapply(%,(D,k)): solve(di(D,k)=0,k):

kopt :=unapply (%,D) :
| optimal. On trouve que le | correspondant est une constante entre 1/2 et 1.

> lopt := D -> h(D,kopt(D)): simplify(lopt(D)); evalf(%);

1 1
2 In(2)
0.7213475205

Comme n est une fonction décroissante de | et qu’on sait que dans les constructions
21 est entier, on calcule la borne supérieure sur n avec 1=1 (c’est la méme que pour
1=1/2).

> simplify(i(D,k1(d,1)));

2In(2) D +3In(2) — 2In(D + 2)
In(2)

F1G. 4.7 — Nombre mazrimum de sommets pour q pair
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> f:=(k,1)->3%2"kx1-2;

fo=(k1) =321 -2
> g:=(k,1)->(3%2" (k+1)-4) *1-2%*k;
g:= (k1) = (3201 —4)1 — 2k
> h:=(D,k)->solve(D=f(k,1),1): h(D,k);
1D+2
3 2k
> 1:=(D,k)->g(k,h(D,k)): simplify(i(D,k));
4 8
2D — §D2(‘k) +4 - 52<—’f> —2k

> solve(h(D,k)=1,k): kl:= unapply(%,(D,1)):
simplify(i(D,k1(D,1)));

In(2) D + 21n(2) — 2010(2) + In(3) — In(2 . 2
2
In(2)
> diff(i(D,k),k): di:=unapply(%,(D,k)): solve(di(D,k)=0,k):
kopt :=unapply (%,D) :
> lopt := D -> h(D,kopt(D)): simplify(lopt(D));

)

> simplify(i(D,k1(D,1)));

In(2) D + In(3) — In(D + 2)
In(2)

F1G. 4.8 — Nombre mazrimum de sommets pour q impair

93



D’apres le tableau présenté a la page 88 on a:

g [ U] Du n |

2k-1 | 3/2 | 32282 -2 | 322k 1 2k —2

2k 1 2kl 9 2k+2 2k — 3

2k [3/2| 3.2F—2 | 3281 _2k—5

2k-+1 | 1 3.2F—2 3.2k _ 2k — 4

Si n est de la forme 22 — 2k — 3 alors on construit une solution de la forme
B avec 2k cycles et [; = 1, elle est optimale. Si n est de la forme 3.2¥+1 — 2k — 4
alors on construit une solution de la forme B avec 2k + 1 cycles et [; = 1, elle est
optimale.

Si n est tel que 2"2 — 2k — 3 < n < 3.2"1 — 2k — 4 alors:
soit ng = 282 — 2k — 3 et An = n — ng. A partir de la solution H,, optimale
trouvée pour ng de diameétre Dy, on ajoute des sommets a H,,, pour construire H,.
La construction est présentée dans le cas k = 3, (ng = 23), sur la figure 4.9. Le
dernier point ajouté est représenté par une croix. Pour connaitre I’augmentation
du diameétre par rapport au cas n = 23, il faut compter le nombre de nouveaux
points (dessinés en plus clair). On voit que pour une augmentation du nombre de
sommets An = 1 on a une augmentation du diameétre AD = 1 et pour An > 2,
AD = [42] + 1.

Dans le cas général, la construction est similaire. Le diamétre augmente d’une
unité a chacun des trois premiers sommets ajoutés, puis d’une unité tous les deux
sommets ajoutés. En ajoutant les sommets alternativement en haut et en bas, on
construit la solution ¢ = 2k, l; = 3/2 de la forme B qui donne un sommet de moins
que la construction ¢ = 2k + 1, [; = 1 de la forme B.

Sin est tel que 3.28 —2k—2 < n < 2¥2 -2k —3 alors, on ajoute alternativement
des sommets en haut et en bas a la construction optimale pour ny = 3.2% — 2k — 2.
Le diameétre augmente de (%] + 1.

La borne inférieure (quasiment atteinte en ng) augmente de % + % lorsque n
augmente de An. Finalement, la borne supérieure est égale a la borne inférieure
+1. En fait, pour n de la forme 25+ —2k — 3 ou 3.2¥*! — 2k — 4 on connait la valeur
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26

27

28

29

30

F1G. 4.9 — Construction pour k = 3, cas pair

19 D@Q@ W n=23

F1G. 4.10 — Construction pour k = 2, cas impair
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exacte du diamétre ainsi que pour certains n entre ces valeurs. Pour les autres, on
hésite entre deux valeurs pour le diamétre.

Pour connaitre le diamétre du graphe construit par la méthode précédente sur
le chemin & n sommets, il suffit de localiser n entre deux valeurs ng et n; dans
le tableau ci-dessous, de noter le diamétre correspondant a ng, la plus petite des
deux valeurs, et de lui ajouter (ww + 1. Par exemple, pour n = 205, on trouve

2
un diameétre de 94 4+ (@W + 1 = 109. La borne inférieure vaut 108.

| k[n(a=2k) | D [ n(q=2k+1)| D |

1 3 2 6 4

2 9 6 16 10
3 23 14 38 22
4 53 30 84 46
5 115 62 178 94
6 241 126 368 190
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Chapitre 5

Directed Virtual Path Layout
in ATM Networks

Ce chapitre présente l'article écrit avec Jean-Claude Bermond, David Peleg
et Stéphane Pérennes et accepté dans Journal of Theoritical Computer Science.
Nous y étudions le cas orienté et l'instance all-to-all, et cherchons des bornes sur
le diamétre virtuel noté D(G,c) (au lieu de D(G,AAc)).

La section d’introduction motive la modélisation et rappelle les principaux
travaux sur le sujet, la section 5.2 rappelle le modéle et les sections suivantes
présentent des bornes sur le diamétre virtuel dans le cas de topologies particuliéres
puis pour les graphes généraux.

Tout d’abord, la section 5.3 présente des bornes sur le cycle et montre que le
diameétre virtuel est de 'ordre de n'/?¢. La constante multiplicative de ce terme
n’est pas fine dans le cas d’une capacité quelconque. On trouve 1/2 pour la borne
inférieure et 4c/ 21/2¢ pour la borne supérieure. Il faut préciser que le théoréme 3.24
de [ABC*97] présenté page 53 donne une borne inférieure de I'ordre de cn'/® en
non orienté, ce qui fournit une borne inférieure de Pordre de 2¢n'/?¢ en orienté,
meilleure que la notre. Il n’y a donc qu'un écart d’un facteur multiplicatif 2 entre
les deux meilleures bornes inférieure et supérieure. La constante exacte est donnée
pour le cas d’une capacité unitaire et vaut 2v/2; dans ce cas, le terme du deuxiéme
ordre est constant, c’est-a-dire que le diamétre vaut 2v/2n + ©(1)

On trouve encore le bon ordre de grandeur pour le chemin (n'/(?=1)) dans la
section 5.4. Il existe un écart d’un facteur multiplicatif ¢ entre la borne inférieure
et la borne supérieure dans le cas d'une capacité quelconque. Pour le cas particu-
lier d’une capacité unitaire, la valeur exacte du diameétre est calculée au chapitre
précédent, page 83.

Le cas des arbres est étudié dans les deux sections suivantes. Dans la section
5.5, nous proposons, pour I'arbre k-aire complet de profondeur h, deux bornes qui
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donnent la valeur exacte de ﬁ(T(k,h),c) a 3 unités prés. De plus, la construction
optimale proposée est symétrique, ce qui montre que les deux bornes sont aussi
valables en non orienté. Dans la section 5.6, nous proposons des bornes pour ’arbre
général. En notant le dimetre de 'arbre T" par Dp, la borne inférieure est en

DYV et les bornes supérieures sont en n'/2 et DY **" logn.

La section 5.7 présente des bornes sur les grilles M(a,b) et les tores T'M (a,b)
avec a < b. Nous donnons d’abord une construction pour le tore particuliérement
intéressante dans le cas ol a est petit (a < logb) qui utilise la construction optimale
du cycle. Si a > logb, alors, dans la grille et le tore, le diameétre virtuel est de ’ordre
de log n. Ce résultat montre en particulier que certaines grilles de grand diamétre
(de I'ordre de n/logn) possédent un petit diamétre virtuel (de I'ordre de logn).

Viennent enfin dans la section 5.8 les bornes générales. On reconnaitra en
particulier page 123 le calcul d’une borne inférieure sur le diameétre virtuel, présenté
aussi page 69 dans une version plus générale pour calculer une borne inférieure sur
la charge.

5.1 Introduction

The advent of fiber optic media has changed the classical views on the role and
structure of digital communication networks. Specifically, the sharp distinction
between telephone networks, cable television networks, and computer networks
has been replaced by a unified approach. The most prevalent solution for this
new network challenge is Asynchronous Transfer Mode (ATM for short), which
is thoroughly described in the literature [De 95, KG98|. The transfer of data in
ATM is based on packets of fixed length, termed cells. Each cell is routed inde-
pendently, based on two routing fields at the cell header, called virtual channel
identifier (VCI) and virtual path identifier (VPI). This method effectively creates
two types of predetermined simple routes in the network, namely, routes which are
based on VPIs (called virtual paths or VPs) and routes based on VCIs and VPIs
(called virtual channels or VCs). VCs are used for connecting network users (e.g.,
a telephone call); VPs are used for simplifying network management - routing of
V(s in particular. Thus the route of a VC may be viewed as a concatenation of
complete VPs.

A major problem in this framework is the one of defining the set of VPs in
such a way that some good properties are achieved.

1. A capacity (or bandwidth) is assigned to each VP. The sum of the capaci-
ties of the VPs that share a physical link constitutes the load of this link.
Naturally, this load must not exceed the link’s capacity, namely, the amount
of data it can carry. The sum of the capacities of all the physical links is a
major component in the cost of the network, and should be kept as low as
possible.
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2. The maximum number of VPs in a virtual channel, termed hop count in the
literature, should also be kept as low as possible so as to guarantee low set
up times for the virtual channels and high data transfer rates.

In its most general formulation, the Virtual Path Layout (VPL) problem is an
optimization problem in which, given a certain communication demand between
pairs of nodes and constraints on the maximum load and hop count, it is first
required to design a system of virtual paths satisfying the constraints and then
minimizing some given function of the load and hop count.

We employ a restricted model similar to the one presented by Cidon, Gerstel
and Zaks in [GZ94b]. In particular, we assume that all VPs have equal capacities,
normalized to 1. Hence the load of a physical link is simply the number of VPs
that share this link.

Although links based on optical fibers and cables are directed, traditional re-
search uses an undirected model. Indeed, this model imposes the requirement that
if there exists a VP from u to v then there exists also a VP from v to u. In fact,
that is the way ATM networks are implemented at the present time. However, the
two VPs (the one from u to v and the one in the other direction) do not need to
have the same capacity. Indeed, in many applications the flows on the VPs are not
equal. For example, in a video application where u is a server and v a consumer
there is a VP from u to v using a large capacity (transmission of video data) and
a VP from v to u used only for control or acknowledgments with a very small ca-
pacity which can be considered as negligible. Therefore, it seems more reasonable
to use a directed model like the one introduced by Chanas and Goldschmidt in
[CGI8|. This would allow us to model the situation described above by a single
VP of capacity 1 in the main direction.

We focus on the all-to-all problem (all pairs of nodes are equally likely to
communicate). Thus, the resulting maximum hop count can be viewed as the
diameter of the graph induced by the VPs.

More formally, given a communication network, the VPs form a virtual directed
graph (digraph) on the top of the physical one, with the same set of vertices but
with a different set of arcs. (Specifically, a VP from u to v is represented by an
arc from u to v in the virtual digraph.) This virtual digraph provides a Directed
Virtual Path Layout (DVPL) for the physical graph. Each VC can be viewed as
a simple dipath in the virtual digraph. Therefore, a central problem is to find a
tradeoff between the maximum load and the virtual diameter. In this article, we
consider the following problem:

Given a capacity on each physical arc, minimize the diameter of an admaissible
virtual graph (a virtual digraph that doesn’t load an arc more than its capacity)

Related Work The problem has been considered in the undirected case, for
example, in [GZ94b, GWZ95, SV96, GCZ96, KKP97, EFZ97|. Observe that the
undirected and symmetric directed models are tightly coupled. Specifically, any
solution of the undirected case with load ¢ can be transformed into a solution for
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directed case with load c¢. Conversely, any solution of the directed case with load
¢ can be transformend into a solution for the undirected case with load 2c.

However, in general both of these transformations do not yield optimal results,
neither for lower or upper bounds. This is mainly because optimal solutions for
the directed case are far from being symmetric. Hence specialized methods are
required for obtaining optimal solutions in either of the two models.

As an example, consider the case ¢ = 1. In the undirected case, the only
feasible solution is to take the original edges as virtual paths of length 1, and the
resulting virtual diameter is the diameter of the original graph. For example, for
an undirected cycle with ¢ = 1, this results in a virtual diameter of n/2. So merely
applying the above transformation will yield an upper bound of n/2 for the directed
case as well. In contrast, using a direct derivation we obtain a tight solution for this
case which has a considerably lower diameter bound, namely, 2n'/2. As another
example, for cycles, the results of [ABCT97] or [DFZ97| combined with the above
transformation yield upper bounds of order n'/¢, whereas here we obtain a (tight)
bound of n'/?.

The problem of minimizing the maximum load over all VPL with bounded
hop-count is studied in [FZ97, BBGG97|, and minimizing also the average load is
considered in [GWZ95]. The one-to-many problem is handled in [FZ97, GWZ95],
where the focus is on minimizing the eccentricity of the virtual graph from a special
point called the root (this problem is the rooted virtual path layout problem) rather
than minimizing the diameter of the virtual graph. A duality in the chain network
between the problem of minimizing the hop-count knowing the maximum load, and
the one of minimizing the load, knowing the maximum hop-count, is established
in [FZ97]. The reader can find an excellent survey of the results in the undirected
model in [Zak97].

The techniques involved in our constructions bear a certain resemblance to
various embedding techniques used previously in the context of parallel computing,
in order to implement a useful virtual architecture on a given practical machine
topology (cf. [Ros80, HMRS&3]). The parameters of interest in such embeddings are
the number of virtual processors mapped onto any physical processor, the load on
the physical links, and the dilation of the embedding, namely, the maximum length
of the physical path corresponding to a given virtual link. The relevant concerns
in our context are somewhat different, as dilation is of no consequence, and on the
other hand, we have the freedom of designing the virtual topology as desired, in
order to optimize its diameter.

Our Results The following table summarizes our results, giving lower and upper
bounds on the virtual diameter (the minimum diameter of an admissible virtual
digraph) as a function of the number of vertices n in the physical graph, its dia-
meter D¢, its maximum in- and out-degree d, and the capacity ¢ considered as
a constant. The results mentioned for the path in the special case ¢ = 1 are due
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to [BCGI8, Cha9s|.

‘ Graph G ‘ Capacity ‘ Lower Bound ‘ Upper Bound
D¢
General Graph c=o(n) logn__ O(c- nﬁ)
log(cd) 1)(2e-1)
O(D -logn)
Path P, c=1 5 +logn — O(1) 5 +logn
c=o(n) nﬁ/Z (’)(c-nﬁ)
Cycle C), c=1 2v2n + 0O(1) 2V2n +1
c=o(n) ni/Z de(8)> +1
Torus T'M(a,b),a <b c=o(n) Q((a - b)'/2ec) O(a - b1/%ac)
Mesh M(a,b), logh <a <b c=o(n) Q(logn) O(logn)
Arbit Tree T (n) D 1/(20_1)/2 10c - p1/Cc=1)
rbitrary Tree c=o(n _
Y T O(e- D;/(QC v, logn)
Complete k-ary Tree T —o k=2 N (heven) h+1
omplete k-ary Tree c=2k= h—1  (hodd)
h—1 h
h= depth(T) Cc = O(TL) 2 m +1 2 m +2

5.2 Model

A physical network is represented by a capacitated digraph G = (V,E,c), that
is a directed graph with vertex set V and arc set E, together with a positive
integral capacity function c on the set of arcs. We always denote by n the number
of vertices and in this paper we mostly consider constant capacity functions, i.e.
Ve € E, c(e) = c.

The network formed by a set of VPs is represented by a digraph H = (V,E")
together with a layout P assigning to each arc ¢’ = (x,y) € E' a simple directed
path (dipath) P(e’) connecting x to y in G. In our terminology, the pair (H,P)
is a virtual digraph on G, an arc of H is a virtual arc, and the dipath P(¢') in G
associated with a virtual arc €' is a virtual dipath (V P).

The load of an arc e of GG is the number of virtual dipaths containing the arc e,
that is, l(e) = #{¢’ € E' | e € P(¢')}. A virtual digraph (H,P) satisfying the
requirement Ve € E, [(e) < c(e) is referred to as a c-admissible Directed Virtual
Paths Layout of G, shortly denoted c-DVPL of G. The aim is to design ¢-DVPL of
G with minimum hop-count, i.e, to find a virtual digraph with minimum diameter.

For any digraph F, dr(z,y) denotes the distance from z to y in F, and Dp
denotes diameter of F'. The virtual diameter, ﬁ(G,c), of the digraph GG with respect
to the capacity c¢, is the minimum of Dy over all the c-DVPL H of G. In Fig. 5.1,
G consists of the symmetric directed cycle C),. The virtual graph H consists of arcs
(4,i + 1) in the clockwise direction and arcs (ip,(i — 1)p) in the opposite direction
(assuming that p divides n). H is in fact a circuit-bracelet (see details in section
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(TR,
N

F1G. 5.1 — Example of DVPL: the cycle, capacity 1

5.3.2). The load of every arc of C,, is 1. Choosing p = \/g gives good DVPL with
diameter at most 2v/2n + 1.

5.3 Cycles C,

In this section the physical digraph G is C,,, the symmetric directed cycle of
length n. We choose arbitrarily a direction on C),. For concreteness, consider as
positive, or forward (resp., negative or backward) the clockwise (resp., counterclo-
ckwise) direction. We assume that Ve € E, c¢(e) = ¢ if e is a forward arc and
c(e) = ¢ if e is a backward arc, for some constant nonnegative integers ¢*,c™.

It turns out that our bounds can be expressed as functions of o = ¢™ + ¢™.
It is then convenient to define UBC(n,o) (resp., lbc(n,0)) as an upper bound
(resp., lower bound) on D(C,,,¢) valid if ¢ satisfies ¢™ + ¢~ = o. By the definition,
Ibe(n,0) < D(Cn,c) < UBC(no).

5.3.1 General Case
Proposition 5.1

1
o

n

o< D(Cue) <20 [(ﬁ)w —2+1<20 (@)‘1’“

2 2

The results of [ABC*97] or those of [DFZ97] for the undirected case (see the survey
of Zaks [Zak97]) yield upper bounds of O(n'/¢) for the directed case. In contrast,
here we obtain a (tight) bound of O(n'/?¢).

Upper and lower bounds are both proved by induction from the next two lem-
mas.

Lemma 5.2 lbc(n,0) > minyey+{max(g,lbc(p,o — 1))}
Proof. Let H be an optimal c-DVPL of C,, and let [x1,y;|T be the dipath consisting
of all the vertices of C,, between z; and y; in the positive direction. Let d*(z1,y;)
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denote the number of arcs in [z1,y;]T. We say that [z1,y1]" is covered by H if (the
VP corresponding to) some virtual arc ¢’ contains [z1,y;]*.

X1:y1

FiG. 5.2 — Collapsing a cycle

First ~we prove that if [z;,5]" is  covered by €  then
Dy > lbe(dt(x1,y1),0 — 1). For this, we shorten the cycle by identifying all the
nodes in [y;,21]" with 1, obtaining a cycle C’ of length d*(z1,y;). Virtual arcs are
just transformed according to this graph quotient (see Fig. 5.2). As an example a
virtual arc from z € [z1,y1]" to y € [x1,y1]T is left unchanged; and a virtual arc
from = € [x1,1]T to y € [y1,21]" is transformed into the arc (z,z1). Note that the
virtual arc containing the positive arcs of [z1,y;]" is transformed into a loop. We
also remove loops or multiple virtual dipaths in order to get a simple DVPL on
C'.

This transformation does not increase the load of any arc; furthermore the
virtual arc e’ that contained [z1,y;]" disappears, so the congestion of any positive
arc decreases. Moreover, our transformation does not increase the virtual diameter.

Consequently, we obtain a ¢-DVPL of C’ (a cycle of length d*(z,y1)) with
dt 4+ =0 — 1, and diameter at most Dy. It follows that

DH Z lbc(d+(l'1,y1),0'— ].) (51)

Now we argue that there exist vertices u and v with large d* (u,v) such that [u,v]"
is covered. Let P be the shortest dipath in H from 0 to n/2, and assume w.l.o.g.
that P contains the arcs of [0,n/2]". Let S denote the set of vertices of P between
x and y in the positive direction. Then |S| < Dy + 1, and therefore there exist

vertices u and v such that [u,v]" is covered and with
n
d* > — . 2.2
() 2 5 (5.2

Let p = max{d*(u,v) | [u,0]" is covered}. From (5.2) we have Dy > 3+, and from
(5.1) it follows that Dy > lbc(p,o — 1).
(]

Lemma 5.3 UBC(n,0) < minen+{2(p—1)+ UBC([2],0 —1)}.
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Proof. Let us construct a c-DVPL on C,,. Without lost of generality suppose that
¢t > ¢, 50 ¢t #£0. Let p e N, we proceed as follows.

- Use n virtual arcs (4,0 + 1);c[0..n—1] of dilation 1 in the positive direction.

- Let S be the set of vertices {0, —p,—2p, ..., — ([%1 - 1)p}, and note that

vertices of S form a cycle C’[%].

- Use an optimal ¢-DVPL for C’[%1 with ¢t = ¢t — 1, and ¢~ = ¢, that is
dt+d =0—-1.

We denote by A(S) the diameter of the set S, that is, the maximal distance between

any two vertices in S, and by d(S,z) (resp., d(z,5)) the minimum distance from

x to any vertex of S (resp., from any vertex of S to x). By construction A(S) is

at most UBC’([%} ,0 — 1); moreover, for any vertex x, we have d(S,z) < p—1 and

d(xz,S) < p—1. Hence
d(zy) < d(S,z) +d(y,S) + A(S) < 2(p — 1) + UBC([%},O— ~1).

O

Proof. [proposition 5.1 First we consider the lower bound. We prove by in-

duction on ¢ that lbo(n,0) > %n%. For the initial case we have lbc(n,1) =

n—1 2> 5. Now to go from 0 — 1 to o we use lemma 5.2 which states that
lbe(n,o) > mingen+ ma,x(%,%
max(;—p,%pﬁ) > %né attained  for p = ni-1/e, Hence
lbc(n,o) > %n% and the proof is completed.

Now, we prove the upper bound. First we show by induction on o that for
n=2a",a € N, UBC(n,0) < 20 (%)1/0 —20+1 = 20a—20+1. For o0 =1,
UBC(n,1) < n—1is true. For the inductive step from o —1 to o, we apply lemma
5.3 with p = a, getting UBC'(n,0) < 2(a — 1) + UBC(2a°~',0 — 1). By induction,
UBC(2a° Y0 —1) <2(0c —1)a—2(0c — 1) + 1; so we get the expected result.

For other values of n, the claim is proved as follows. Let a = (%)l/g . ais

such that n < 2a”. As UBC is an increasing function on n, we obtain UBC(n,o) <
200—20+1 =20 [(%)l/g-‘ —20+1. Asa < (%)i—i-l, this implies UBC(n,0) < 20 (%)
1.

pﬁ). An elementary analysis shows that

1
o

+

O

In particular we get
Corollary 5.4 If ¢ = ¢~ = c then

1 1

< D(Chye) < 4c (g)f +1.
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5.3.2 Casec=1

In the case of capacity 1 we have been able to determine ﬁ(C’n,l) up to an
additive constant.

Proposition 5.5
2v2n — O(1) < D(C,,1) < 4 [\/g —3<2V2n +1

The upper bound is the one given for the general case (see Fig. 5.3).We conjecture
that this bound is tight.

F1G. 5.3 — Cycle capacity 1

It would be desirable to obtain a simpler argument that could extend to higher
capacities.

Note also that using lemma 5.2 from the starting condition 1bc(n,2) > 2v/2n +
©(1) would slightly improve the lower bound on lbc(n,0). The lower bound proof
requires some care so we first give some definitions.

Let H be an optimal virtual digraph on G' with respect to the capacity 1. The
following definitions are given for the positive direction, but similar notions apply
for the negative direction as well.

Definition 5.6 — The forward successor of a vertex x is denoted x™,
— [z,y]" denotes the dipath from x to y in C,, in the positive direction,
~ a path Q = (ey,...e,) from x to y in H is said to be of type + if [x,y]" C
W(Q), where W(Q) is the route in G associated to the dipath @) in H.

Definition 5.7 A circuit-bracelet of size n is a digraph A of order n constructed
as follows (see Fig. 5.4):

— The digraph is made of a set of cycles C;,i € I directed in a clockwise manner.

— For any i, C; and Ciy1 moa 1 Share a unique vertexr vi11 mod 1-
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— The length of the dipath in C; from v;_1 to v; is denoted p; and is called the
positive length of C;; similarly, the length of the dipath in C; from v; to v; 4
s denoted n; and is called the negative length of C;.

— We denote the successor of v; in C; by w;, and the ancestor of v;y 1 in C; by
Zi-

F1G. 5.4 — A circuit-bracelet

Let f(n) be the minimal value of D4, where A is any circuit-bracelet of size n. In
the remaining of the section indices are taken modulo I.

Lemma 5.8 f(n) = D(C,,1)

Proof. Notice that if an arc e of G is not used by a virtual dipath P(e’) with
¢ € E', we add a virtual arc ¢’ such that P(¢’) = (e). This transformation can
only decrease the diameter of H, which is of no consequence since we only seek

for a lower bound on the virtual diameter. Using this manipulation, we know that
Ve € E3e' € E' s.t. e € P(¢’) . This implies

Yo w(e) = Yo wE)=n. (5.3)

e arc of type — e’ arc of type +

Where w(e') is the dilation of a VP €', i.e. the length of P(¢).

Now, we show that: Ife' = (x,y) € E' is an arc of type + of dilation w(e’) > 3
then all the arcs of type — between y~ and x are of dilation 1.

Since the capacity of any arc of G is 1, and there is already a virtual arc of
type + between x and y, there is no virtual arc of type + ending at any vertex
between xt and y~. Since H = (V,E’) is strongly connected, there is at least one
arc ending at each one of these vertices. These arcs are of type —. For the same
reasons of capacity and connectivity, these virtual arcs are of dilation 1.

Due to this property it is easy to see that there exists a digraph isomorphism
between H and a circuit-bracelet of size n (see Fig. 5.4).
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O

Lemma 5.9 f(n) = ©(y/n) and the total number of circuits in an optimal circuit-
bracelet is also ©(y/n).

Proof. By the construction of lemma 5.3, there exists a regular circuit-bracelet
with diameter at most 2v/2n + 1, so f(n) = O(y/n). Note that the size of any
circuit in an optimal circuit-bracelet is at most f(n) + 2 = O(y/n), otherwise
the distance from w; to the second neighbor of v; on the bigger cycle C; is more
than f(n). Hence there are at least €(y/n) circuits. Moreover the total number of
circuits is less than 2f(n) = O(y/n), otherwise there exist two vertices at distance
more than f(n). Thus f(n) = Q(y/n) and the lemma follows.

|

We first prove Proposition 5.5 for the special case of a reqular circuit-bracelet,
namely, a circuit-bracelet satisfying n; = 1 for every i. The circuits of a regular
circuit-bracelet all consist of a single arc of type — and p; arcs of type 4. Remark
that p; is then the length of C;. Let g(n) denote the minimal value of D4 where A
is any regular circuit-bracelet of size n.

Lemma 5.10 g(n) = 2v/2n + O(1).

Proof. We prove here that g(n) > 2v/2n+ O(1). We assume that n is sufficiently
large. Let p be an integer and D the diameter of the considered circuit-bracelet.
Call a circuit big if its size is greater than %, small otherwise. Recall that the size
of any circuit is less than D + 2. Let b denote the number of big circuits and s
denote the number of small circuits. We have

D
n<s—+bD+2) and s+0b<2D. (5.4)
p

Suppose that big circuits are ordered cyclically according to the circuit-bracelet
structure: Cy,,C;,, ... C;,_, as shown on Fig. 5.4. Let k£ € {0,1,...b—1} and consider
dipaths from w;, to Zipy,- 1N the positive direction the cost is dj > Zje[k’kﬂ)} Pi; —2;
as these circuits are big, p;, > % and hence d;, > pTTlD—Q > Difp < %. So we must
use the negative direction. The length is then dj, = p;, +p;,,, +b+5—(lpp—ir) =3 <
D. Summing on all the k’s we get:

N d=2(n—8) +b(b+s) — p(b+s) —3b < bD.
Where § denote the number of vertices in the small circuits.
So @—l—b—l-S—p—p%—Z%gD. Note nowthatégs%, SO

> 2D
?n+b+s(1———2)—p§D (5.5)



If the coefficient of s in inequality (5.5) is positive then the left factor of that
inequality is greater than 27" + b — p — 3 which is greater than 2v/2n —p — 3. In
turn, the coefficient of s is positive if b > % +p.

(5.4) implies n < 2%2 +2bD andsob > 55 — %. Using the fact that D < 24/2n,
we obtain b > v/2n (%). But

— 16 2D
\/2n<p >Z—+p

8p P

if 8 —4— \5’—2% > 0, and the latter inequality is true if p > 33 and n is large enough.

It follows that g(n) > 2v/2n — 36.
O

Proposition 5.11 .
D(C,,1) = f(n) =2v2n+ 6(1)

Proof. Recall that D = ©(y/n). Consider a circuit-bracelet, and recall that
n;+p; < D+1, so that we can find an integer k£ such that Zie[l’k}(niﬂLpi) >2D+1
with 3°cry (i + pi) = ©(y/n). Consider the shortest dipath from v; to v+ and
suppose that it uses the positive direction; so Zie[l’k] p; < D. It follows that
Zieu,k] n; > D. So, the dipath from v, to v; cannot use the negative direction,
and must use the positive one. It follows that Zi&[l,k} pi < D. Globally, > p; <
2D = O(y/n). If we remove this ©(y/n) vertices we obtain a regular circuit-bracelet

with lesser diameter. It follows that f(n) > g(n — O(y/n)) = 2v/2n, /1 + @(ﬁ) =

2v/2n + O(1). A new constant appears here in the bound.
O

5.4 Paths P,

In this section the physical digraph G is the n-vertex symmetric directed path
p,.

For general ¢ in the undirected case, the bounds obtained in [KKP97| are
O(cn'/¢), and these bounds translate into similar ones in the directed case. The
construction presented next yields a bound of O(en'/?*71). Our bounds are valid
for any capacity function ¢ such that positive (resp., negative) arcs have capacity
¢t (resp., ¢”) and the additional requirement ¢ > 1,c= > 1. Let 0 = ¢ + ¢
Proposition 5.12
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Proof. Let us first prove the lower bound. Let H be a ¢-DVPL of P,. We say
that a sub-path [z,y] is covered by H if the dipaths from z to y and from y to x
are both contained in (the VP corresponding to) some virtual arc.

First we show that if [z,y] is covered then Dy > lbc(d(x,y),0 — 2). Indeed if
[z,y] is covered we identify x and y and collapse the path into a cycle of length
d(x,y), we then ignore the virtual paths covering [z,y] (see the proof of lemma 5.2
for details). So doing we obtain a ¢-DVPL for Cy(, ) with ¢t + ¢~ =0 — 2.

Now, consider two shortest dipaths in H, one from 0 to n — 1 and the second
from n—1 to 0. There are at most 2Dy intermediate points (including 0 and n—1)
on these two dipaths. Hence we can find two consecutive intermediate vertices x
and y, with [z,y] covered, such that d(z,y) > 5 Thus, if m = max{d(z,y) |
[z,y] is covered}, we have Dy > 3. But due to the covering property Dy >
lbc(m,o —2). Hence [bp(m,0) > max(5%,lbc(m,0 — 2)). Using the lower bound
on lbc(m,o) given in Proposition 5.1, and maximizing in m, completes the lower
bound proof.

To prove the upper bound, we construct a DVPL based on the best DVPL we
know on the cycle C,_; with ¢* = ¢™ and ¢~ = ¢~ — 1. In this DVPL, no VP
passes over vertex 0. So, we cut the cycle at vertex 0 and consider it as the path
P,. On the negative direction, we add a VP of dilation n from n —1 to 0 (See Fig.
5.5). The added VP is used at most once in any path on H; specifically, it is not
needed for paths from z to y if x < y, and it is used on a path from z to y when
y < x — n/2, in which case the shortest  — y dipath in H goes via n — 1. The
bound is the same as the one for the cycle C,_; with capacity ¢ — 1 plus 1.

|

DN DN 2N
Q/

F1G. 5.5 - P,, c =2

0 n-1

5.5 Complete Symmetric k-ary Trees T'(k,h)

In this section the physical digraph G is T'(k,h), the directed symmetric com-
plete k-ary tree of depth h rooted at rg. Recall that in a complete k-ary tree, each
nonleaf vertex has exactly k£ children. The depth of a vertex is its distance from
the root, and the depth of the tree is the maximum depth of any of its vertices.
The root ry is the only vertex of in and out-degree k. T'(k,h) has kh,:_ll’l vertices
and diameter 2h.

The ancestors of a vertex x are all vertices except x on the shortest path
connecting ro and x. The deepest ancestor of a vertex is its parent, denoted by
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f(x). A vertex y is said to be below x if 37 > 0 s.t. f'(y) = x. Note that x is below
itself.

Proposition 5.13

h—1 » h
2 hbgk e 1J +1 < D(T(k,h),c) <2 hlogkd n 1J +2
Proof. Let us start with proving the lower bound. Let H be a ¢-DVPL of T'(k,h).
Let v = |log, ¢] 4+ 1. Let r be a vertex of depth d, 1 < d < h—+; Let B(v,r) denote
the complete k-ary subtree of T'(k,h) of depth v rooted at r. A leaf x of B(y,r) is
said to be upward-bad for r if there does not exist any virtual arc €’ that starts in a
vertex below z and ends in a vertex not below r. If there doesn’t exist any virtual
arc €' that starts not below r and ends below x then z is said to be downward-bad
for r. We claim the following: For any vertex r of depth d, 1 < d < h — vy there

FI1G. 5.6 —k =2, ¢ =2 or 3, v = 2, there exist no arcs from A to B; (on the right)
k=2,~v=2,h=6, one cannot do better than 5 from I3 to r3

exist an upward-bad vertex and a downward-bad vertex for r.

Indeed, suppose that all the k7 leaves of B(y,r) are not upward-bad. There
exists a virtual arc that starts below each leaf and ends not below r. Then the
load of the arc (r,f(r)) is at least k7. Contradicting the fact that the capacity of
this arc is ¢ < klos<J+1 there exists at least one leaf that is upward-bad for r.
The same argument considering the load of arc (f(r),r) completes the proof of the
claim.

Now we prove that Dy > Q(L%J) + 1. Let ig = [(h—1)/v] + 1. Define
two sequences of vertices (I;)i=1.;, and (r;)i=1_;, as follows. Let [; and r; be the
leftmost and the rightmost neighbors of ry, respectively. If ¢+ < 75 — 1, choose for
liv1 aleaf of B(v,l;) which is an upward-bad vertex for /;. By induction, the depth
of l; is 1 +v(i — 1) and if i < iy — 1 it is less than h — 7 so, from the claim, [;,;
exists. Symmetrically, we define the sequence (7;);=1.;, by choosing r;,1 as one of
the downward-bad vertices for r;.

Let us now consider the shortest path P in H from [;, to r;,. Let y be the first
vertex of P not below [;. By construction, P uses at least 7y virtual arcs from [;,
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to y. Also x, the predecessor of y in P, is below [; and thus not below 7;. Hence,
P uses at least iy virtual arcs from x to r;,. In summary, P uses at least 275 — 1
virtual arcs. So D¢ > 2ip — 1 that is 2([(h — 1)/7]) + 1.

[logg ] +1

[logy, ]

F1G. 5.7 — Binary Tree,c =4, h =6 Fi1G. 5.8 - Casec =2,k =2

To establish the upper bound, we describe a symmetric layout. An example is
illustrated in Fig. 5.7. Each vertex of depth more than h — |log, c¢| is linked (by
directed edges in both directions) to all its descendants. The load induced is less

than % < ¢. Each vertex of depth exactly h — |log, ¢| —t (|log, ¢] + 1) with
t > 0 is linked (by directed edges in both directions) to all its ancestors of depth
more than h — |log, c¢| — (t+1) (|log, ¢] +1). If h = [log, ¢| +t(|log, c|] + 1)+«
with ¢ > 0 and 0 < a < [logy, ¢| + 1, the diameter is 2(t + 1) if & = 0 and 2(t + 2)
if @ > 0, that is 2 {WJ + 2.

In the special case of ¢ = 2, k = 2 we add two VPs between the two neighbors
of the root as shown on Fig. 5.8. We get an upper bound of A + 1.

Let us remark that a similar upper bound is derived in [SV96], using a slightly
different construction. The essential difference between the two constructions is
that we connect a node at a certain depth to all its ancestors having more than
a certain depth, whereas the construction of [SV96]|, connects a node at a certain
depth to all its descendants of less than a certain depth. As a result, the construc-
tion of [SV96] achieves the same diameter bounds as ours, at a slightly higher
capacity cost (namely, larger by a factor of roughly 1+ ;4 75 +...). For example,
for the binary tree of depth 5, the construction of [SV96], depicted in Fig. 1 the-
rein yields a diameter bound of 6 with capacity 3, whereas our construction for
the same tree will achieve the same diameter bound using only 2 capacity units.

|
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5.6 Arbitrary Trees

In this section the physical graph G is T a tree rooted at r. We assume that
Ve € F, c¢(e) = ¢ > 1if e is an arc going up (from a vertex to its parent) and
cle) = ¢ > 1if e is an arc going down. Again, it turns out that our bound
can be expressed as a function of ¢ = ¢ + ¢~, and therefore it is convenient to
define uby (o) as an upper bound on D(T,c) valid if ¢ satisfies ¢™ + ¢~ = ¢ and
g(o,n) an upper bound on ubr(c) valid if T has n vertices. By the definition,
D(T,¢) < ubp(o) < g(on).

The lower bound follows from our bound for the n-vertex path P,, upon noting
the following. Let Dy denote the depth of T

Proposition 5.14
D(T,¢) > D(Pp,.c) > (Dy)=7 /2

Proof. Let H be an admissible virtual graph on 7. Let v and v be two vertices
at maximum distance, dr(u,v) = Dr. Consider the shortest dipath Q in 7" from u
to v.

We build a DVPL on Q based on H. To each VP P(e’) on T is associated a
VP on Q that is the intersection of P(e’) and Q (i.e. the dipath formed by all the
common arcs of P(e') and Q). Since T is a tree, the intersection of two paths is a
well-defined path.

Thus, H induces a DVPL on Q that loads physical arcs no more than the
original DVPL on G. Furthermore the diameter of this new DVPL is no more than
the diameter of the original one.

O

Proposition 5.15
D(T,¢) < D(Cop_syc/2) < 2¢(n—1)Y+1

Proof. This natural upper bound follows by embedding a cycle around the tree.
Consider a cycle C,_, embedded around the tree T in a depth-first fashion. Let
¢t = [¢/2] and ¢ = |¢/2]. Using Proposition 5.1, an admissible graph H on
C,—o with respect to ¢ on positive arcs and ¢~ on negative ones gives us an
admissible virtual graph on 7.

(Il

Our main DVPL construction for trees makes use of p-dominating sets. Hence
to establish an upper bound on D(T,c), we need the following two preliminary
lemmas regarding the existence of small p-dominating sets in arbitrary trees.

Definition 5.16 Let p be a positive integer. A p-dominating set is a subset S of
V(T) such that for all x € V(T), d(z,S) < p
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Lemma 5.17 For any p, there exists a p-dominating set of cardinality at most
n—1
) + 1.
Proof. Let L, ={x € T'; d(z,r) =i} for i = 0..Dr and V; = |,
{r} for j = 0..p.

Each Vj is a p-dominating set and the family (V; —{r}),_, , is a partition of
V(T) — {r}. Thus, by choosing the V; of smallest cardinality, we get lemma 5.17.

|

=j mod (p+1

Lemma 5.18 For any p, there exists a p-dominating set S of cardinality at most
2 ZT_% such that the paths from a vertex of S to its deepest ancestor in S are pairwise
arc-disjoint.

Proof. Let S be a p-dominating set of cardinality s,. We apply the following
algorithm to S:
Initialization S’ := S.
while there exist two distinct vertices x and y in S’ such that the
deepest common ancestor z of z and y is not in S do
begin
Choose a triple z, y, z such that the depth of z is maximum.
S = (S"—A{xy}) U{z}.
S:=SuU{z}.
end

Since the initial set S is a p-dominating set, the final set S, that contains the initial
one, is also a p-dominating set.

Since r can never be deleted from S’, the cardinality of S’ must be at least
3 (r,x and y) to enter the loop . Thus, since at each step of the algorithm |S'|
decreases by 1, the algorithm terminates at most after sy — 2 steps. Since at each
step |S| increases by 1, the final set S has cardinality at most 2so — 2. By lemma
5.17 if the initial set S is minimal then sy < ZT_% + 1 and thus the cardinality of
the final set S is no more than 2 ZT_%.

It remains to prove that paths from a vertex of S to its deepest ancestor in S
are pairwise arc-disjoint. Let ¢ and u be two vertices in S such that this condition
fails. Let w be their deepest common ancestor. w is not in S. We can suppose that
there is no vertex of S between ¢ (resp. u) and w. Otherwise, replace ¢ (resp. u) by
the last vertex of S on the dipath from ¢ (resp. u) to w. Since ¢ and u are in the
final set S, they both have been in some set S’. Since the algorithm is completed
t and u are not both in the final S’. W.l.o.g we can suppose that ¢ is deleted from
S’ before u. Let ¢ be the step of the algorithm where ¢ is deleted from S’, let t and
y be the two vertices chosen by the algorithm at step ¢ and let z is their deepest
common ancestor. Since after step i, z is in S and w is below the lowest ancestor
of ¢ in the final S, w is strictly below z. Since at the end of the algorithm w is in
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F1G. 5.9 — Step © of the algo

S, there exists a vertex u' in S’ such that w is the deepest common ancestor of
v’ and t. The triple (¢,u’,w) should have been chosen instead of (¢,y,2z) and thus
w should be in the final set S. This contradicts our hypothesis and completes the

proof of lemma 5.18.
O

Proposition 5.19

D(T\c) < 50 ne=1
Proof. The proof is by induction. We first construct a p-dominating set S of
representative vertices in 7' using lemma 5.18. Hence every vertex is at distance
at most p from S, and the paths between a vertex of S and its deepest ancestor
in S are arc-disjoint. Then we construct a DVPL by induction on o, i.e., we apply
induction on a tree built on the set S with capacity o — 1.

Given S, let T be the tree rooted at r defined by V(7") = S and

A(T") = {(s,8"), (s',s) | ¢ is the deepest ancestor of s in S}.

An arc of T" corresponds to a path in 7. By lemma 5.18 arcs of 7" correspond to
arc disjoint paths in 7" and |V(T")| < 2 %.
The DVPL is built as follow.
If ¢ > ¢ then
All arcs of T from a vertex to its parent are VPs.
All arcs of T from a vertex that is not an ancestor of a vertex of S to
its child are VPs.
We construct the DVPL for the tree T" with capacities ¢ = ¢™ — 1
and ¢~ =c¢".
else
All arcs of T from a vertex to its child are VPs.
All arcs of T from a vertex that is not an ancestor of a vertex of S to
its parent are VPs.
We construct the DVPL for the tree 7" with capacities ¢* = ¢t and

dm=c —1.
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FI1G. 5.10 — A step in the construction of the DVPL. case 1, ¢ > ¢

To go from a vertex u to a vertex v in the virtual graph, we go from u to a vertex
in S in at most p steps and then move on the virtual graph built on 7" (in at
most E(TI,CI) steps) and then go from a vertex in S to v in at most p steps. So,
D(T,c) < 2p+ D(T",¢).

For an arbitrary tree with capacity 1 on each link, the trivial VPL (where each
arc becomes a VP) has diameter at most n.

D(T,c) < 2p+ D(T',¢'). Thus, VT, D(T,c) < 2p+ g(o — 1,22=1) and thus,
glon) < 2p+g(o —1,2550).

Let us show by induction that Ve > 0, 3N such that Yn > N, g(on) <

(44 ¢€)o n=1. The assertion is true for ¢ = 1 (i.e. 0 = 2). Suppose it is true for
o — 1. Then

glon) < 2p+(4+¢€)(oc—1) <27;:1>”

Let p=2(n — 1)ﬁ + 1. Then

glom) < An= P42+ ({44 9(0 ~1)n - 1)

= d4+€eo(n—1)-1+2—¢€n—1)s1.

For ¢ = o(n) we get g(o,n) < (4+¢€)o n7=1 for n greater than some N.
Taking ¢ = 1 completes the proof of the Proposition (N = 2771 + 1).

In particular we have
Corollary 5.20 Ifct =c¢ = c then ﬁ(T,c) < 10cn=-T.
Our final construction is given in the following claim.

Proposition 5.21

D(T¢) < D(Pp,c) -logn = O(c- DYV .logn)
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Proof. Construct an admissible virtual graph H on T by recursively decomposing
T using tree separators. A separator node S(7T) breaks T' into subtrees of cardina-
lity less than n/2. It is well-known that such a separator always exists, and can be
found via the following straightforward algorithm. Start with an arbitrary node as
S(T). While S(T') does not break the tree T into subtrees of cardinality less than
n/2, one of the considered subtrees is of cardinality strictly more than n/2, move
S(T) to its neighbor in this subtree. This node is shown to be the median of the
tree in [Zel68| and [GZ94a].

F1G. 5.11 — Tree Layout

Let T; be a subtree of T rooted at r; and v; be the only neighbor of r; that is
not in 7;. We describe here a procedure A(T;), used for constructing H.

1. find S(T3)
2. apply the optimal path layout to the path P; from v; to S(T;).

3. consider the trees (77);—; , made of arcs not already involved in the layout
rooted at a neighbor of S(7;) or of a vertex of P;.

4. apply A(T!) to each subtree T} that is not only one vertex.
The construction of H is as follows.
1. find S(T)

2. recursively apply A(7T;) on each subtree.
(Note that for the first use of the algorithm, v; = S(T').)

To analyze the diameter of the resulting virtual graph H, let

f(n) = max max(dy(r,x),dg(z,r)).
T rooted at », |T|=n

At this point, it is possible to derive a result very similar to that of Proposition
5.19, by observing that f(n) can be bounded recursively by

f(n) < f(n/2) + D(P,.c).
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This yields that there exists «(c) such that f(n) < a(c)-nﬁ. Indeed, D(P,,c) < (dc—

1
2) (%52) %7 +2 and thus for a(c) > 8c the result is proved by induction. For ¢ = 2

it gives f(n) < 16n'/* and thus D(T,2) < 32n'/3.
However, for low-depth trees T' it may be preferable to use a different recursive
bound for f(n), namely,

—

f(n) < f(n/2)+ D(Pp,,c),

—

which gives the following upper bound: f(n) < D(Pp,,c) -logn.

5.7 Toroidal Meshes and Meshes

5.7.1 Toroidal Meshes

In this section we consider as our physical digraph G the toroidal mesh of
dimensions a x b, TM(a,b). Recall that TM(a,b) = C,0C,, the Cartesian sum
(also called product) of two cycles.

Proposition 5.22

1 1/2ac
D(TM(ab),c) < 4(2¢—1)- (g) 7+ dac <§> +2a+1

Proof. TM(a,b) can be viewed as composed of a different main cycles of length b
each, numbered from 1 to a and connected to each other cyclically by b transversal
cycles numbered from 1 to b.

On a cycle of length b, the best ac-DVPL we have is the one built in section

5.3. This DVPL is made of VPs of 2ac different lengths, (g) 2 for 0 < i < 2ac—1.

Its diameter is D,, < 4ac (g)ﬁ + 1.
The DVPL we build on 7'M (a,b) is based on this one. On the i-th main cycle
(of length b), we build VPs of 2¢ different lengths

2(i—1)c 2(i—1)c+1 2ic—1
b 2ac b 2ac b 2ac
76" Q)

in alternating directions, i.e., one in the positive direction and the next in the
negative direction. The load is c.

On the b transversal cycles, we build the best DVPL we have with ¢ = ¢ and
¢~ = ¢ — 1, as described in section 5.3.1. The construction sets up VPs of 2¢ — 1
different lengths

a 1 a 2c—2
1, (_) 2c—1 L (_) 2c—1 ,
2 2
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again in alternating directions. Hence the load is ¢ in the positive direction and
¢ — 1 in the negative one. The remaining unit of capacity in the negative direction
is used to build VPs of length 1.

Finally, we have VPs of length 1 in both the directions on the transversal cycles

1
and the virtual diameter of transversal cycles is D; < 2(2c — 1) (£)*T + 1.
To move from [i,j] to [¢',j'], we first reach the first main cycle where we find main
c—1

VPs of length 1,2, ... (2) e | It costs at most D, hops to reach [1,5]. Then, we move
to [1,5'] using main VPs of increasing then decreasing dilation and moving between
main cycles using transversal VPs of dilation 1. It costs at most 2(a — 1) + D,,.
We then reach [¢',j'] in at most D; hops. Finally, we get an upper bound on the
virtual diameter of 2D, + D, + 2(a — 1).

O

An interesting question that one may raise concerns the extremal behavior of
virtual graphs. In particular, are there graph families of very high diameter that
admit very low diameter virtual graphs using low capacity? It turns out that in
order to get a graph G such that D(G,c) ~ logn with ¢ > 1 we can use a toroidal
mesh T'M (log n,i ;). We have the following:

Proposition 5.23 There exists an winfinite family of digraphs with n vertices and
diameter n/logn, such that D(G,1) = ©O(logn).
Proof. The upper bound follows from Proposition 5.22 taking a = logn and

b= logn. The lower bound of logn is proved in section 5.8.

O

5.7.2 Meshes

For [log, b] < a < b we do not need the toroidal structure to get a good upper
bound. We present here a VPL on a mesh M(a,b) = P,0P, that leads to the
following bound.

Proposition 5.24 For a mesh M(a,b) with [log,b] < a < b,
D(M(a,b),1) = O(log n)

Proof. Construct an admissible virtual graph H on M(a + 1,b + 1) by patching
together a number of strips, defined as follows. Let A = [log, b], B = [log(a— A+
1)],and C = b+1— V’%J B. H is made of a horizontal strip of width A, and V’%IJ
vertical strips of width B. (See Fig. 5.12.) Also, there is a last “remainder” strip of
width C'. A horizontal strip of width k is made of k& rows, where row i, 1 <17 < k
uses horizontal symmetric arcs of dilation 27!, (See Fig. 5.13.) A vertical strip is
similarly defined for vertical virtual arcs. All physical arcs that are not used in
virtual arcs involved in the strips are used as virtual arcs of length 1. An example

of this construction is depicted in Fig. 5.14. We next show that the diameter of
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F1G. 5.12 — Position of the strips

1

PR ==V e Ve VeV eV e bbb

8/\/_\ cee

2k—1

FiG. 5.13 — Composition of a strip

B B B B Cc

FIG. 5.14 — M(10,13), A=4, B=3,C =2
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such a graph is at most 104+ 4B +4C'. Towards that proof, define special vertices
named main points. These are the vertices on the Ath line from the top, at columns
that are multiples of B from the left. The routing strategy is based on reaching
a main point from the initial vertex, then reaching the main point closest to the
destination vertex using virtual arcs of the horizontal strip, and finally reach the
destination point itself. As illustrated in Fig. 5.15, to reach a main point in a strip

=)

w=4

F1G. 5.15 — How to move in a strip

of width W, one needs at most [(W) = 2IW — 1 hops.

If the initial vertex is in one of the vertical strips of width B then one needs at
most [(B) hops to reach the first main point. If the initial vertex is in the vertical
strip of width C' then one needs at most I(C') + [(B) hops to reach the first main
point. If the initial vertex is in the horizontal strip of width A then one needs at
most A + 2[(A) hops to reach directly the second main point. From the first main
point to the second, one needs at most 2[(A) — 1 hops. In summary, in the worst
case, one does not need more than 2{(B) + 2[(C) + 2A + 41(A) hops, that is, at
most 10A + 4B 4 4C < 9logn.

O

The problem was given a solution in the undirected case for ¢ > 2 and a = b= \/n
in [SV96|. The diameter bound obtained therein is O(logn/logc). Note that our
construction can also be transformed into a solution for the directed case, using
¢ = 1 units of capacity, for any a and b such that [log, b] <a <b.

5.8 General Bounds

As the diameter of a random graph is constant with high probability [Bol78|, it
is clear that for most digraphs D(G c) is at most logarithmic even for ¢ = 1. Hence

the ratio % is of importance. For d-bounded degree digraphs!, a classical result
states that log’(gcgbd) —1 < D(G,¢). It is obtained by applying the Moore bound to

the virtual digraph with n nodes, degree at most cod, and diameter D(G,c,) (see
|KKP97, SV96|). Note also that D(G,1) < Dg. Here we derive a tighter bound
related to the expansion-congestion parameters of G. First we recall three standard
definitions. A routing for G is a mapping associating with each ordered pair of

1. where both the in- and out- degrees are upper-bounded by d
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vertices (z,y) a route (i.e. a dipath in G) from z to y; the congestion of a routing
is the maximal load of an arc of G (i.e., the maximum number of routes going
through an arc); the arc-forwarding index of G, denoted 7(G), is the minimum
congestion over all possible routings.

The parameter m(G) has been extensively studied and many relations exist
between 7 and other parameters like bisection or expansion, see [HMS89, MT96,
Sol95|. There are strong relationships between 7 (G) and the DVPL issue. A routing
for G is a DVPL of G where H is the complete digraph, and so 7(G) is the smallest
integer ¢o such that D(G,co) = 1.

Proposition 5.25 Let G be a d-bounded digraph.

log 7 (G)
log(cod)

Proof. With every co-DVPL H of G one can associate a routing for G as follows.
Note that for any ordered pair of vertices (x,y) there exists at least one dipath
in H from z to y with length smaller than Dy. We select one such dipath and
choose the associated real dipath as the route from z to y. Due to the capacity
constraint, at most cod virtual dipaths enter (resp., leave) any given vertex of G;
one can easily check that the number of dipaths in H of length k£ that use an arc
is at most kco(cod)* 1. Hence the congestion of our routing is upper-bounded by

+ O0(log D(G,co)) < D(G,c0)

M = O =+ 200(00d) + 300(00d)2 + ...+ DHCO(COd)DH_l.

By definition, 7 < M; as M < 00%’7_@?[, taking the logarithm we obtain the
result.
O

Let us remark that the lower bound of proposition 5.25 is rather similar to
the one derived on the gossip time of a network under WDM or wormhole models
[DP96, BGPT96]. In both cases one must construct a route between any pair of
vertices: for gossip problems the route is built along 7" time steps, whereas in the
context of DVPL design it is constructed by using D(G,c) jumps.

Also note that the above lower bound, which is expressed according to 7, can
be easily turned into a bound involving more classical graph parameters like edge
expansion, bissection, treewidth etc., by using appropriate relations between 7 and
these parameters (see [HMS89]). Indeed, a standard “crossing demand argument”

shows that 7 > 2= where B is the edge bissection, and duality of multicommodity

1B
flow proves that m > &%ﬁ(wy) As an example, it follows that = > Q(n'*"/?) in

a graph with genus 6. More generally, there exists a tight relation between 7 and
the minimum sparsity ratio (see [LR88|).

The following proposition is the counterpart of proposition 5.23, and in some
sense establishes its tightness. Specifically, it indicates that for bounded ¢y, one can
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expect ﬁ(G,cg) to be logarithmic only if D¢ is not too large. The result is valid
for (distance-) symmetric digraphs (namely, such that d(z,y) = d(y,x)).

Proposition 5.26 Let G be a symmetric bounded degree digraph with log De =
Qlogn).
D(G,¢) = O(logn) = ¢ = Q (D¢ logn/n)

In particular, if ¢ is constant
D(G,¢) = O(logn) = D¢ = O(n/logn).

Proof. The idea is that the design of an efficient DVPL is prevented by the
existence of a long geodesic dipath contained in G. Let us first formalize the notion
that a digraph “contains” some bad sub-structure.

Define a retraction of a digraph G as a digraph G’ such that there exists a
mapping f from V(G) onto V(G') satisfying the following contraction condi-

tion:  dg(w,y) > der (f(2),f(y))-
Define the total load of G for virtual diameter D, as

L(G,Dy) = min (Zl(e))
ecE
, where the minimum is taken on all DVPL such that Dy < D.

Due to the contraction condition, for any retraction G’ of G we have L(G,Dy) >
L(G',Dy). Moreover, denoting the number of arcs of G by |E|, the maximum load
is greater than or equal to the average load. Hence we have proved the following.

Lemma 5.27 If G' is a retraction of G then

L(G.Do) _ L(G',Do)
el — |E]

T(G,DU) Z

Next, we claim that the path Pp, of length D¢ is a retraction of G. To prove
this, consider the following mapping. Label the vertices of Pp, by 0,1,...,D¢, and
choose a pair of vertices (z,y) of G such that d(z,y) = d(y,x) = Dg; then map any
vertex at distance ¢ from x onto vertex ¢ of the path. Due to the triangle inequality,
and to symmetry, the mapping is contracting.

Now, suppose that we are given a bounded degree digraph G with log Dg =
©(logn), and the capacity function ¢y Consider any DVPL with diameter Dy =
O©(logn). By lemma 5.27 we have ¢y > L(Pp,,Du)/|E|. We also know that if Dy ~
log D¢ then L£(Pp,,Dy) ~ Dglog D¢ |Zak97]. It follows that ¢g > D¢ log Dg/|E|.
As |E| < nd, we obtain ¢y > %.

O
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5.9 Open problems and directions

Some of our bounds are not tight, and the remaining gaps may be narrowed.
Establishing upper and lower bounds on D for other families of graphs may also
be interesting and useful.

Looking for the minimum diameter is reasonable when all the connections may
be requested with roughly the same probability, which is also not always realistic.
In case of non-uniform traffic, instead of studying 5, one may try to optimize its
weighted counterpart, > r(i,j) - dy(i,j), where r(i,7) denotes the traffic require-
ments between ¢ and j; such a target function may make it desirable to place the
VPs between the node pairs which communicate the most.

Finally, there may be other parameters of the directed ATM model worth
studying. One may also consider variations on the model with variable capacity of
the VPs.
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Deuxiéme partie

Rotations complétes dans les
graphes de Cayley
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Chapitre 6

Les graphes de Cayley

Les graphes de Cayley ont été intensément étudiés ces derniéres années car ce
sont de bons modeéles pour les réseaux d’interconnexion de processeurs dans les
machines paralléles & mémoire distribuée. Leur structure algébrique est a 1'origine
de leur large utilisation comme support de réseaux d’interconnexion. En effet, les
routages présentant une grande symétrie quant au role des sommets y sont parti-
culierement faciles a décrire. Ces graphes trés réguliers sont définis algébriquement,
a la section 6.2. Dans son cours a l'université de Montréal, Marie-Claude Heyde-
mann décrit les propriétés et les parameétres des graphes de Cayley intéressants
pour étudier les réseaux ([HD97|). L’article de Akers et Krishnamurthy [AKS89]
et celui de Lakshmivarahan, Jwo et Dhall [LJD93] proposent des synthéses sur le
sujet.

En observant la symétrie du protocole d’échange total (en modéle F,) qu’ils
viennent de construire dans le grille torique, Bermond, Kodate et Perennes ont
Iidée en 1996 de définir la notion de rotation complete dans un graphe de Cayley
(IBKP96]). 11 s’agit, d’un automorphisme du graphe, induit par un automorphisme
du groupe, qui permet de construire un protocole de diffusion ayant les propriétés
requises pour que, lorsqu’il est appliqué a tous les sommets en méme temps, il
induise un protocole d’échange total a la fois sans conflit et optimal.

Apreés des rappels de notions concernant les groupes et les graphes de Cayley,
nous exposons dans la section 6.3 les résultats de Bermond, Kodate et Pérennes
ainsi que les problémes qu’ils ont soulevés. Nos résultats sont présentés dans le
chapitre 7.

6.1 Des groupes

Les preuves des théorémes énoncés ici se trouvent dans les livres de théorie
des groupes. Le lecteur intéressé pourra par exemple consulter An introduction to
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the Theory of Groups de Rotman [Rot95] ou le premier chapitre de 1’ Algébre de
Bourbalki.

6.1.1 Permutations

DEFINITION. Si X est un ensemble non vide, une permutation de X est une
bijection  : X — X. On note X x '’ensemble des permutations de X.

Dans le cas particulier on X = {1,2,...,n}, on note ¥, au lieu de Xy et son
cardinal vaut |X,| = nl.

Une permutation peut étre vue comme un réarrangement des éléments de X.
Ainsi, une liste iy,is,...,i, sans répétition de tous les éléments de X décrit une
permutation . On note une permutation « sur {1,2,...,n} par la liste des images
(a(1),(2),...,a(n)). Par exemple, soient o« = (3,2,1) et # = (2,3,1) des permu-
tations de {1,2,3}, le produit a3 est (2,1,3); on calcule ce produit en appliquant
d’abord 3 puis a. Notons que fa = (1,3,2) et donc que aff # SBa.

Cycles

DEFINITIONS.  Soient z € X et o € ¥y, on dit que « fize x si a(z) = x.

L’ensemble {x € X, a(x) # x} est appelé support de a et noté Supp(«).

Soient 41,9, ...,1, des entiers distincts entre 1 et n. Si « fixe les n — r autres
entiers et que (i) = iy, a(iz) = i3, ..., a(i,) = iy alors « est appelé un r-cycle
ou encore un cycle de longueur r. On le note (iy,is, . . . ,i,).

Tout 1-cycle est I'identité. Un 2-cycle, qui échange deux éléments entre eux,
est appelé une transposition.

Un produit de cycles peut s’écrire de plusieurs fagons. Dans I'exemple suivant,
les cycles de droite sont disjoints: (1,2) (1,3,4,2,5) = (1,3,4) (2,5).

DEFINITION. Deux permutations sont disjointes si leurs supports sont disjoints.

Théoréme 6.1 Toute permutation est soit un cycle, soit un produit de cycles
disjoints.

Théoréme 6.2 Toute permutation est un produit de transpositions.
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6.1.2 Groupes

On suppose connu le langage des applications binaires, ’associativité, la com-
mutativité. On définit comme suit les notions de groupe et d’homomorphisme de
groupes.

DEFINITIONS. Un groupe est un ensemble muni d'une loi de composition asso-
ciative, possédant un élément neutre I et pour laquelle tout élément est inversible.

Un homomorphisme de groupes ¢ entre deux groupes (G,x) et (H,x) est une
application de G vers H telle que ¢(g x ¢') = ¢(g) * ¢(g') pour tous g et ¢’ de G.

Si ¢ est bijective, on I’appelle un isomorphisme ; si G = H, un endomorphisme;
si les deux conditions sont vérifiées, c’est un automorphisme.

Théoréme 6.3 X x muni de la loi de composition est un groupe.

DEFINITIONS. Xy est appelé le groupe symétrique sur X et le cas particulier X,
est le groupe symétrique a n éléments.

Un groupe de permutations est un sous-groupe du groupe .

Générateurs

DEFINITIONS. Soient G un groupe et S une partie de G. Le sous-groupe engendré
par S est le plus petit groupe contenant S.

Si S engendre GG, on dit que S est un ensemble de générateurs de G.

6.1.3 Actions de groupes

DEFINITIONS. Soient GG un groupe et £ un ensemble. On appelle action de groupe
G sur E une application & : G x E — E ou ®(g,r) est noté g(x), satisfaisant,
pour tous g,g' € G et € E, les conditions:

- 9(g'(x)) = g9'(x)
—I(z)==x
On dit que G agit transitivement sur 'ensemble E si pour tout couple (x,z’)

d’éléements de E il existe g dans G tel que g(z) = 2’. Si de plus g est unique on
dit que G agit réguliérement.
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6.1.4 Produit semi-direct

Nous définissons ici une loi binaire utilisée dans le chapitre suivant, page 158
pour définir le graphe de Knodel et page 162 pour définir le groupe des rotations-
translations sur un graphe de Cayley.

DEFINITION. Soit T" un groupe et H un groupe d’automorphisme de 7'; on
définit un produit dans 7' x H par:

(t,h)(t',h") = (¢t = h(t"),hh').
Muni de ce produit, ’ensemble T" x H constitue le groupe noté 1" x H.

EXEMPLE. Soit G un groupe et H un sous-groupe de Aut(G). Si a est un élément
de G, t, la translation gauche de a est 'application t, : G — G, g — ag. Soit
T le groupe des translations. H agit sur 1" par h(t,) = tp). On peut donc définir
le produit semi-direct 1" x H.

6.2 Graphes de Cayley

6.2.1 Définition

Soient GG un groupe fini dont la loi de composition est notée multiplicativement
et S un sous-ensemble de GG ne contenant pas I’élément neutre. Alors le graphe de
Cayley orienté Cay(G,S), est défini par:

- I'ensemble des sommets est G,

- Pensemble des arcs est constitué des couples (g,9s), pour g € G et s € S.

Si de plus, pour tout élément s de S, son inverse s ! est dans S alors le graphe
de Cayley non orienté (aussi considéré comme orienté symétrique) Cay(G,S), est
défini par:

- I'ensemble des sommets est G,

- Pensemble des arétes est constitué des paires [g,gs], pour g € G et s € S.

Nous ne considérons ici que les graphes de Cayley orientés symétriques.

Propriétés 6.1 Un graphe de Cayley est un graphe simple (orienté, sans boucle
et sans aréte multiple), régulier de degré entrant et de degré sortant égal au nombre
d’éléments de S.

Si S (symétrique) engendre G alors le graphe (orienté symétrique) Cay(G,S)
est fortement conneze.

PREUVE. Si gs = gs' alors s = s’ donc le degré sortant de g est |S|. De méme
pour le degré sortant.

136



Si S engendre (G, alors tout g de GG s’écrit comme un produit de S, ce qui décrit
un chemin de I a g dans le graphe. Réciproquement, un chemin de I a g dans
le graphe donne une suite de générateurs (étiquette des arcs traversés) dont le
produit vaut g. O

L’étude des graphes de Cayley peut étre simplifiée en ne considérant que des
groupes de permutations en vertu du théoréme suivant :

Théoréme 6.4 Tout groupe fini est isomorphe a un groupe de permutations.

Par exemple Z,, le groupe des entiers modulo n, est un groupe additif isomorphe
au groupe des applications bijectives {x — = +p (mod n), 0 < p < n —1}. Ces
applications sont des permutations de ’ensemble {0,1,...,n — 1}.

Tout graphe de Cayley peut donc étre défini sur un groupe de permutations.

6.2.2 Exemples

Les graphes C,,, Ky et H(n) sont des graphes de Cayley. Pour C,, G = Z, et
S ={1,—1}; pour Ky, G =S est un groupe quelconque d’ordre N ; pour H(n),
G = (Zy)" et S ={s; =(0...,1,...0)} ou s; est ’élément de (Z,)" dont toutes
les coordonnées sont nulles sauf la i-éme (qui vaut 1).

Le star-graph

Le star-graph de dimension n, noté S(n) et représenté sur la figure 6.1, est
le graphe dont ’ensemble des sommets est X, et dont les arcs sont les couples
(X1 -+ - X Ty - - - T 1 X1 T4 - - - Ty). Le systéme de générateurs est donc formé
des transpositions échangeant 1 et i: S = {(1,i) | 2 < i < n}. Le degré de S(n)

3(n—1)

est n — 1, son ordre n! et son diamétre {TJ [AKS9].

Proposition 6.5 Si [ et I sont les graphes de Cayley Cay(G,S) et Cay(G',S")
alors T'OI est un graphe de Cayley sur le groupe G x G’ engendré par
S'={(s,I') | se SYU{(I,s') | s € S'} ou I et I' sont respectivement les éléments
neutres de G et G'.

Ainsi par exemple, le tore (appelé aussi grille torique) T M (n)? est un graphe de
Cayley sur (Z,)? ot les générateurs sont les n-uplets dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf une qui vaut 1 ou —1.
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F1G. 6.1 — Le star-graph S(4) sur l'ensemble {1,2,3,4}

6.2.3 Transitivité

DEFINITIONS.  Un isomorphisme ¢ entre deux graphes I' et [ est une bijection
entre V(') et V(I) telle que [z,y] est une aréte de I si et seulement si [¢(z),0(y)]
est une aréte de I'. Si ' et I sont orientés la condition se traduit par: (z,y) est
un arc de T si et seulement si (¢(x),4(y)) est un arc de T".

Un automorphisme ¢ d'un graphe [' est un isomorphisme de I' sur lui-méme.
On note Aut(T") le groupe des automorphismes de T'.

Un graphe T' est dit sommet-transitif si, pour tout couple (z,y) de sommets
de I, il existe un automorphisme de I' qui envoie = sur y.

Un graphe T est dit arc-transitif si, pour tout couple ((u,v),(u',v")) d’arcs de
I, il existe un automorphisme de I' qui envoie u sur v’ et v sur v'. En d’autres
termes, I' est arc-transitif si Aut(I') agit transitivement sur A(T").

Théoréme 6.6 Tout graphe de Cayley est sommet-transitif.

Comme le confirme le graphe de Petersen (graphe de Moore pour D = 2 et
A = 3 dessiné sur la figure 6.2), les graphes sommet-transitifs ne sont pas tous des
graphes de Cayley. Pour prouver que le graphe de Petersen n’est pas un graphe
de Cayley, on peut faire une recherche exhaustive des graphes de Cayley d’ordre
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10. Cependant, des démonstrations plus rapides utilisant la théorie des groupes

existent.

{1,4} {3,5}

{15 {25 {24} {14 {13} {23}

FiG. 6.2 — Le graphe de Petersen

6.3 Protocole d’échange total

Nous allons a présent énoncer le cadre dans lequel nous travaillons, poser le
probléme et rappeler les premiers résultats, obtenus principalement dans [BKP96].

Les communications que nous considérons sont synchrones, c’est-a-dire qu’elles
se déroulent étape par étape. Dans le modéle store-and-forward défini page 22 qui
modélise la plupart des communications dans les réseaux de processeurs, nous nous
plagons sous la contrainte F, (full duplex, A-port) dans laquelle chaque sommet
peut envoyer et recevoir une information de chacun de ses voisins a chaque étape
de communication. De plus, nous considérons que sur chaque lien ne peut transiter
qu'un paquet d’information a chaque étape.

Nous considérons un réseau représenté par un graphe de Cayley dans lequel
chaque sommet posséde au début un paquet d’information qu’il doit transmettre
a tous les sommets. Nous cherchons & construire un protocole d’échange total
optimal, c’est-a-dire qui se termine en un nombre minimum d’étapes de commu-
nication. L’idée de la construction est d’appliquer a tous les sommets du graphe
un protocole de diffusion défini a partir du sommet I. La translation appliquée a
la diffusion issue de I pour donner une diffusion issue de tout sommet v est défi-
nie algébriquement ci-apreés. Si le protocole de diffusion initial vérifie la propriété

139



décrite dans la proposition 6.8, alors le protocole d’échange total induit est sans
conflit et optimal. Dans le but de construire un protocole de diffusion vérifiant la
propriété demandée, Bermond, Kodate et Pérennes ont défini la notion de rotation
complete. C’est un automorphisme du graphe, induit par un automorphisme du
groupe, qui permute cycliquement les générateurs. Elle a été défini a I'origine par
Bermond, Kodate et Pérennes comme suit :

DEFINITION. Une rotation compléte est un automorphisme w du graphe Cay(G,S),
avec |S| = A tel qu’il existe une numérotation des générateurs dans Z, avec
VeeGetVi=0...A -1, w(zs;) =w(x)sits et w(l) =1.

Nous donnons une définition équivalente en terme d’automorphisme de groupe :

DEFINITION.  Une rotation compléte de Cay(G,S) est un automorphisme w du
groupe G qui permute cycliquement des éléments de S.

Nous définissons a présent la notion d’orbite:

DEFINITIONS. L’orbite d’'un sommet est définie comme ’ensemble de ses images
par applications successives de la rotation, i.e. {w'(z) | i = 0..A — 1}.

Un sommet x # e est appelé un point fize pour la rotation compléte w si
Ji, 1 <i <A —1, tel que w'(x) = z. L’ensemble des points fixes est noté F,,. On
dit que I'orbite d’un tel point est dégénérée.

On note I'}y 5, (1) la composante connexe de I'\F, contenant I.

EXEMPLES. Dans le tore TM (n)*, w(gx 1,---,90) = (g&_2,---Go, — gr_1) est une
rotation compléte. Sur la représentation graphique usuelle du tore de dimension
2, cet automorphisme correspond a la rotation d’angle —I1/2 : w(1,0) = (0, — 1),
w(0, — 1) = (-1,0), w(—-1,0) = (0,1), w(0,1) = (1,0). Sur la figure 6.3 on voit,
dessinée en clair, I'image par la rotation de la portion du graphe dessinée en foncé.
Sur la figure 6.4, on voit en noir des points d’orbite dégénérée: les points (0,2) et
(2,0) forment une orbite a eux deux, tandis que le point (2,2) est seul dans son
orbite. Les orbites des autres points sont non dégénérée.

Dans le star-graph S(k), w({1,i)) = (1,i + 1) est une rotation compléte.

Si le graphe considéré posséde une rotation compléte et que l’ensemble des
sommets dont l'orbite sous cette rotation est dégénérée forme un stable alors on
sait construire le protocole de diffusion cherché, puis un protocole d’échange total
optimal.

Ainsi Bermond, Kodate et Pérennes sont parvenus a construire un protocole
d’échange total optimal dans le tore, 'hypercube et le star-graph. En utilisant
le méme genre de construction, Fragopoulou, Akl et Meijer construisent dans
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FIG. 6.3 — Rotation dans le tore T M (4)?

[FAM96] un protocole d’échange total asymptotiquement optimal qui peut faci-
lement étre transformé en un protocole optimal.

On note gp, (1,I') le temps minimal nécessaire pour effectuer I’échange total
dans le graphe [' dans le modéle F, ou une information peut circuler sur chaque
lien a chaque étape.

6.3.1 Construction
Borne Inférieure

On voit que pour un graphe I' & n sommets de degré minimum ¢ le temps
d’échange total est au moins VTAW . En effet, un sommet de degré minimum attend

n — 1 paquets d’information et ne peut en recevoir que d a chaque étape.

Proposition 6.7 ([BKP96|)

gr.(1.T) = [n ; 1-‘

La construction qui suit montre que cette borne est atteinte dans certains
graphes.

Borne Supérieure

Dans un graphe de Cayley, étant donné un protocole de diffusion issu du som-
met I (sommet correspondant a I’élément neutre du groupe G), on construit un
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protocole de diffusion induit en tout sommet v par la translation qui consiste a
multiplier & gauche par v. Ainsi, si a 'instant ¢ I'information de I est transmise du
sommet z au sommet xs (ou s est un générateur) alors, dans la diffusion issue de
v, a I'instant ¢, I'information de v est transmise du sommet vz au sommet vzxs.

Proposition 6.8 ([BKP96|) Sile protocole de diffusion issu de I utilise  chaque
étape au plus un lien correspondant a chaque générateur alors les n diffusions
induites sont sans conflit.

Autrement dit, on peut appliquer en paralléle les n diffusions et obtenir un
protocole d’échange total. En effet, si a l'instant ¢ les informations de v et de u
passent sur le lien (z,xs) cela signifie que dans la diffusion issue de I 'information
transite par les liens (v 'z,u"'zs) et (v'z,v " 'xs) au méme instant ¢. Or ces deux

arcs correspondent au méme générateur s donc u = v.
Pour construire une telle diffusion, on utilise la notion de rotation compléte.

Pour que le protocole de diffusion soit optimal en respectant les conditions
imposées, il faut qu’a chaque étape, A nouveaux sommets soient informés. Ceci
est facile a réaliser pour les points d’orbite non dégénérée. Ainsi,

Lemme 6.9 [l existe un protocole de diffusion issu de I dans ;\FW(I) qui, @
chaque étape, utilise exactement un lien correspondant a chaque générateur et in-
forme A nouveaur sommets.

Ce protocole permet d’informer A sommets nouveaux & chaque étape, ce qui
est optimal.

PREUVE. A linstant 0, seul l'initiateur I détient 'information a diffuser. Lors
de la premiére étape, I informe entiérement une orbite de points de I'\ F,, située
a distance 1. A P'étape t + 1 un sommet z déja informé informe un sommet y
non encore informé suivant un arc s; et par rotations successives w”*(z) informe
wk(y) suivant un arc s; ;. Aprés chaque étape de communication, si un sommet
est informé alors toute son orbite I’est. On informe ainsi A nouveaux sommets &
chaque étape; et les A arcs utilisés pour informer ces sommets sont étiquetés par
A générateurs différents. g

Sur la figure 6.4 'initiateur I est en gris, les étapes successives sont représentées
dans différentes teintes et les points d’orbite dégénérée sont en noir.
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F1G. 6.4 — Construction de la diffusion par rotation dans le tore et le star-graph

Proposition 6.10 (|[BKP96|) Si |F,| = f et F,, ne disconnecte pas le graphe alors
il existe un protocole de diffusion vérifiant la propriété qui permet d’informer tous
les sommets de T\ F,, en "TH étapes.

Il faut pouvoir prolonger la diffusion en informant les sommets dégénérés sui-
vant des générateurs distincts pour obtenir le protocole d’échange total. Si F,, est
un stable alors il est facile de compléter le protocole en informant a chaque étape A
nouveaux sommets de F;, suivant des générateurs différents. On peut alors énoncer
le résultat suivant :

Théoréme 6.11 (|[BKP96|) Si F, est un stable et ne disconnecte pas le graphe
alors il existe un protocole d’échange total optimal :

or (10 = |5

6.3.2 Exemples

Proposition 6.12 ([BKP96|) Soit I un graphe de Cayley admettant une rotation
compléte w. St deur sommets a distance 2 ont au plus 2 voisins communs alors F,,
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est un stable.

Dans le tore TM (p)*, 'hypercube H (k) et le star-graph S(k), F, est donc un
stable. De plus, dans H (k) et S(k), F,, ne disconnecte pas le graphe. Les temps
d’échange total optimaux pour I’hypercube et le star-graph sont donc:

o (1) = [

o (150) = | =7

On conjecture que F,, ne disconnecte pas non plus TM (p)* et donc que

o (1M = [L ]

6.3.3 Un autre type de rotation

Dans [FAM96|, les auteurs étudient un concept similaire qui leur permet de
construire un arbre couvrant utilisé ensuite pour concevoir des protocoles d’échange
total ou de distribution dans I'hypercube généralisé, dans le modeéle F, 1-port.

DEFINITION. L’hypercube généralisé est un graphe de Cayley sur le groupe (Z)"
avec comme générateurs les j-a; avec j € (Zy)* et a; = (0;5);=1.n; ¢’est-a-dire que
deux sommets sont adjacents s'’ils différent en exactement une coordonnée. Soit
gl = jo;; I'élément de (Zj)™ formé de 0 sauf en i-éme position ou se trouve j.

G = (Z)"

S={giel,je (Z,)*}

Des protocoles de diffusion, d’échange total, de distribution et de multidis-
tribution asymptotiquement optimaux sont construits en utilisant les propriétés
algébriques du graphe. Pour ce faire, les auteurs définissent un automorphisme w
qui permute cycliquement les générateurs et transforme un arc associé a un géné-
rateur en un arc associé au générateur suivant. LL’automorphisme de graphe que
les auteurs proposent n’est pas un automorphisme du groupe et n’est donc pas une
rotation compléte mais les mémes méthodes peuvent étre appliquées et ’étude des
points fixes permet de construire les protocoles optimaux cherchés.
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[’automorphisme proposé est le suivant :

w(gnfla s 790) = (gn727 cee 79077“(97171))

ou
r(j)=0sij=0

r(j) =j mod (k—1) +1 sinon

6.4 Le probléme

6.4.1 Quels graphes?

« Quels graphes admettent une rotation compléte? »

Comme nous venons de le voir, si un graphe admet une rotation compléte
alors, sous certaines conditions sur l'orbite des sommets, on sait construire un
protocole d’échange total optimal. Il est donc intéressant de caractériser les graphes
de Cayley admettant une rotation compléte.

6.4.2 Conditions pour I’existence d’une rotation compléte

Dans le chapitre suivant on donne la définition des rotations et des rota-
tions complétes ainsi que de leurs automorphismes de groupe associés, les S-
stabilisateurs ; puis, dans la section 7.3, on donne des conditions pour qu’'un graphe
de Cayley admette une rotation compléte ainsi que divers exemples et contre
exemples; enfin, dans la section 7.4, on trouve une caractérisation des graphes
de Cayley qui admettent une rotation compléte, parmi ceux engendrés par des
transpositions.
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Chapitre 7

Cayley Graphs
with Complete Rotations

Ce chapitre reprend le rapport de recherche écrit avec Marie-Claude Heyde-
mann et Stéphane Pérennes. La premiére partie (propriétés des graphes de Cayley
rotationnels) est soumise a European Journal of Combinatorics, la seconde partie
(caractérisation des graphes de Cayley engendrés par des transpositions qui pos-
sédent une rotation compléte) sera présentée a International Conference on Graph
Theory (ICGT’2000) et soumise a 'issue spéciale de Discrete Mathematics.

Une section d’introduction motive ’étude de l'existence d’une rotation com-
pléte par la construction d’un protocole optimal d’échange total.

La section 7.2 définit les notions et présente les premiéres propriétés. On y
introduit les graphes de Cayley ; les rotations et leurs automorphismes de groupe
associés, les S-stabilisateurs; puis les rotations complétes et leurs automorphismes
de groupe associés, les S-stabilisateurs cycliques. On montre en particulier qu'un
automorphisme intérieur du groupe qui permute cycliquement les générateurs in-
duit une rotation compléte sur le graphe. Vient ensuite la définition des graphes
rotationnels qui sont les graphes admettant une structure de Cayley sur laquelle
on peut trouver une rotation compléte. Des graphes admettant diverses structures
de Cayley (comme le graphe complet que nous donnons en exemple) peuvent en
effet n’admettre de rotation compléte que pour certaines structures. On remarque
a la fin de cette section qu’une rotation sur un graphe donné induit une rotation
sur le graphe quotient si le sous-groupe normal par lequel on quotiente est stable
par la rotation.

Dans la section 7.3, nous étudions plus précisément les propriétés structurelles
des groupes sur lesquels sont construits les graphes de Cayley admettant une ro-
tation. Le groupe est noté GG, I'’ensemble des générateurs S et le graphe de Cayley
sur ce groupe avec cet ensemble de générateurs Cay(G,S). En particulier, nous
montrons que les générateurs doivent tous avoir le méme ordre (mais que cette
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condition n’est pas suffisante). Le cas des groupes abéliens est étudié plus spé-
cialement. Nous présentons ensuite le groupe des rotations-translations, produit
semi-direct du groupe des translations par le groupe des automorphismes de G
laissant S stable, et son groupe d’automorphismes de graphe associé. Nous mon-
trons en particulier qu’un graphe rotationnel est arc-transitif et que sa connexité
est maximale. Nous terminons cette section par l’étude des rotations complétes
dans les produits cartésiens montrant qu’un graphe rotationnel est une puissance
d’un graphe premier (nous ne savons pas dire si ce graphe premier est lui-méme
de Cayley ou pas).

La derniére section (7.4) présente une caractérisation des graphes de Cayley
construits sur des graphes engendrés par des transpositions qui admettent une
rotation compléte. Pour ce faire, on définit la notion de graphe de transposition
qui permet de représenter ’ensemble des générateurs et on étudie le rapport entre
la forme de ce graphe et 'existence d’une rotation compléte. Aprés avoir défini
le star graph généralisé, on énonce le théoréme selon lequel les seuls graphes de
ce type admettant une rotation compléte sont les produits cartésiens de modified
bubble-sort graphs isomorphes et les produits cartésiens de generalized star graphs
GTS(t+ q,q) isomorphes, avec t et ¢ premiers entre eux.

Nous rappelons en annexe les définitions de certains graphes de Cayley.

7.1 Introduction

Cayley graphs are good models for interconnection networks and have been in-
tensively studied for this reason during the last few years. Articles [AK89], [LJD93]
and [Hey97| give a survey.

Bermond, Kodate and Pérennes define in [BKP96| the concept of complete
rotation in Cayley graphs in order to construct a gossip algorithm from a broadcast
protocol applied to each vertex simultaneously. Given particular conditions on the
orbits of the vertices under the complete rotation, they provide an optimal gossip
algorithm. They build such an algorithm in the hypercube, the squared toroidal
mesh and the star-graph (see the definitions in section 7.6).

Fragopoulou and Akl consider in [Fra95| and [FA97| a similar concept of rota-
tion in Cayley graphs to construct a spanning subgraph used as a basic tool for
the design of communication algorithms (gossiping, scattering). The class of graphs
they consider contains most popular Cayley graphs for interconnection networks,
such as cycles, hypercubes, generalized hypercubes, star graphs and the square
n-dimensional torus.

Hence Cayley graphs admitting a complete rotation have specific symmetry
properties which enable efficient and simple algorithmic schemes. In this paper,
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we study this class of Cayley graphs and derive some of their properties. More
precisely, we relate some symmetries of a graph with potential algebraic symmetries
appearing in its definition as a Cayley graph on a group. In the case of Cayley
graphs defined on a group generated by transpositions, we characterize the ones
admitting a complete rotation.

This paper is organized as follows. In Section 7.2, after recalling some basic defi-
nitions and properties of Cayley graphs, we give the definitions and some properties
of rotations and complete rotations. In Section 7.3, we study several conditions for
the existence of a rotation. First, a characterization of graphs having a complete
rotation is given in terms of representation and relators for the group and the set
of generators (Section 7.3.1). Then, we introduce the rotation-translation group
of a Cayley graph and consider some necessary conditions of the rotational pro-
perty (Section 7.3.3). In Section 7.3.4, we consider complete rotations on Cartesian
products of graphs. The last part, Section 7.4, is devoted to the Cayley graphs de-
fined by transpositions. Generalized star graphs are introduced (Section 7.4.3) and
the characterization of rotational Cayley graphs defined on a group generated by
transpositions is given (Section 7.4.4). Finally, section 7.6 contains the definitions
and drawings of some Cayley graphs and section 7.7 summarizes the notation.

7.2 Preliminaries

7.2.1 Cayley graphs

Section 7.7 summarizes the notation given below.

All groups considered are finite. By abuse of notation, we use the same letter to
denote a group and the set of its elements and specify the operation of the group
only when confusion can arise. We use multiplicative notation except in the case
of Abelian groups. We denote by Z the additive group of integers, and by Z,, the
group of integers modulo n. For G' a group and S C G, the group generated by
S is denoted by (S). The automorphism group of G' (set of one-to-one mappings
from G to G which preserve the composition law) is denoted by Aut(G).

A permutation o on the set X = {1, ... ,n} is a one-to-one mapping from X
to X. As usual, it is denoted by the images (o(1), ... ,o(n)).

For a permutation ¢ on X, Supp o is the set of elements ¢ of X such that
o(i) # i.

A product of permutations o7 means that we apply first mapping 7 on the set
{1, ... ,n} and then mapping o, i.e., o7 = (o(7(1)), ... ,0(7(n))).

We denote by &y the group of all permutations on X and, for short, by &,, if
X ={1...n}.
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A cycle o such that o(iy) = ig,...0(ix_1) = ix,0(ix) = 41 is denoted by
(11,0, .. .,ix). In particular, (i,j) denotes the transposition of elements ¢ and j.

We will consider mainly simple undirected graphs. A graph I' is defined by
its vertex set VI' and its edge set ET'. The edge between two vertices u and v is
denoted by [u,v] or simply by uv if no confusion is possible. If necessary, we consider
the symmetric digraph I'* associated to a graph I' and obtained by replacing any
edge uv by two opposite arcs (u,v) and (v,u). We denote by AT the set of arcs of
=

We denote by Aut(I") the automorphism group of a graph I

A graph T is said to be arc-transitive (symmetric in [Big74|) if for any given
pair of directed edges (u,v),(u',v") there exists an automorphism f € Aut(I") such
that f(u) = «' and f(v) = v'. In other words I" is said to be arc-transitive if Aut(T")
acts transitively on AT

Definition 7.1 (see for example [Big74|) Let G be a group with unit I and S
a subset of G such that I ¢ S and the inverse of elements of S belong to S.
The Cayley graph Cay(G,S) is the graph with vertex set G and with edge set

{l9,95] : g € G,s € S}.

We will say that the edge [g,9s], s € S, is labeled by s. Notice that the edge
[g,95] can also be labeled by s~! since it is equal to the edge [gs,gss™].

Examples of well-known Cayley graphs are given in Section 7.4.1 and section
7.6. We recall some well known results on Cayley graphs we will use later.

If G is generated by S, i.e. G = (S), then Cay(G,S) is connected.

By analogy with geometry, for a € G, the mapping ¢, : G — G, defined
by t.(z) = ax, is called a translation of Cay(G,S). The mappings t,,a € G, form
a subgroup T of Aut(Cay(G,S)) which is isomorphic to the group G and acts
regularly on GG. The following characterization of Cayley graphs is well-known.

Theorem 7.1 [Sabb8| Let I be a connected graph. The automorphism group Aut(T")
has a subgroup G which acts reqularly on VI iof and only of T' s a Cayley graph
Cay(G,S), for some set S generating G.

7.2.2 S-stabilizers and rotations

Let G be a group. Note that any internal mapping of G can be considered as
an action on the vertices of the graph Cay(G,S). So some symmetries of the group
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G give naturally rise to symmetries in the graph Cay(G,S). For commodity, we
introduce:

Definition 7.2 Let GG be a finite group and S a set of generators of G. A homo-
morphism w of the group G is called a S-stabilizer if w(S) = S.

Notice that since G is finite, a S-stabilizer is bijective and therefore a group
automorphism. We denote by Stab(G,S) the set of S-stabilizers of G which is a
subgroup of Aut(G). A S-stabilizer different from the identity is said to be non-
trivial.

In the following, we will study graph automorphisms of Cay(G,S) which are
induced by S-stabilizers of G' using the following proposition, a proof of which can
be found in [Big74]|, Proposition 16.2.

Proposition 7.3 [Wat71| If w is an automorphism of the group G generated by
S such that w(S) = S, then w is a graph automorphism of Cay(G,S) which fizes
the vertex I.

By proposition 7.3, a S-stabilizer induces a graph automorphism of Cay(G,S) we
simply call a rotation.

When applying Proposition 7.3, we will use the same letter to denote the group
automorphism and the graph automorphism it induces.

If H is a subgroup of Stab(G,S), we will denote by H its corresponding isomor-
phic subgroup of Aut(Cay(G,S)), or simply by H when no confusion will arise.

7.2.3 Definitions of complete rotations

The notion of rotation in graph theory was first used in the context of embed-
dings (see for example [BW79], [Whi84|). In this context, a rotation of a graph I’
at a vertex 7 is a cyclic ordering of the neighbors of 7, and a rotation scheme is a
collection {r;,i € VI'}, where r; is a rotation at the vertex 4. It is used to embed
the graph T' into a surface. For a Cayley graph, any cyclic permutation r of the

generators allows us to define a rotation scheme by r;(j) = ir(i~'j) for any edge
ij (see [BWT9], page 117).

The notion of complete rotation in Cayley graphs we will use is related, but
different. The original definition of complete rotation is given in [BKP96| as follows:

Definition 7.4 [BKP96] Let Cay(G,S) be a Cayley graph with G = (S). A map-
ping w: G — G is a complete rotation of Cay(G,S) if it is bijective and satisfies
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the following two properties for some ordering of S = {s;,0 <i < d — 1}:

w(l) = I (7.1)

w(zs;)) = w(@)si (7.2)

for any x € G and any i € Zj.

It is a particular case of the concept of rotation. As we will see below, a complete
rotation of Cay(G,S) is a rotation of Clay(G,S) such that the permutation induced
on S is a cycle of length |S|. More precisely, let us first consider the S-stabilizers
of G which cyclically permutes the generators in S.

Definition 7.5 A S-stabilizer of G, w : G — @, is said to be cyclic if, for some
ordering of S = {s;,,0 <i<d— 1}, w(s;) = s;41, for any i € Zy.

Then, we get:

Property 7.6 A mapping w : G — G is a complete rotation of Cay(G,S) if and
only if it is the graph automorphism induced by a cyclic S-stabilizer of G.

Proof. Clearly, any cyclic S-stabilizer of G induces a complete rotation of
Cay(G,S) as defined in Definition 7.4. The converse is a corollary of the following
proposition 7.7 listing some properties of complete rotations (some of them are
used in [FA97] and [BKP96]). O

Proposition 7.7 Letw be a complete rotation of the Cayley graph Cay(G,S), with
G = (S) and S ordered (S = {s;,0 <i < d—1}). Then, the following properties
are satisfied.

(i) For any i € La, w(si) = Siy1;

(ii) For any i,j € Zq and any x € G, w’ ™' (xs;) = w’ 7' (z)s;;

(111) w is a group automorphism of order d;

(iv) w is a graph automorphism; and

(v) WP is a group automorphism for any p € Z and a complete rotation for p

prime with d. In particular, w™' is a complete rotation.

Proof. (i) By taking x = I in Equation (7.2) of Definition 7.4.
(ii) By induction on j — i using Equation (7.2).
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(iii) By induction on the number of factors of an element written as a product
of generators, we get from definition 7.4, for any x,y € G,

w(zy) = w(z)w(y)

Thus the bijective mapping w is a group automorphism. Furthermore, for any
generator s;, by (ii), w?(s;) = s; and W'(s;) # s; for 0 < j < d, so that w? = Id
and wk # I for 1 < k < d.

(iv) By Proposition 7.3 and (iii), w is a graph automorphism.

(v) By induction on p, for any z,y € G, wP(xy) = w?(x)w?(y). If p and d are co-
prime then pZg = Z4 and the sequence so,5,,52p, - - - ,5(4—1)p defines a new ordering
of the generators so that w? is a complete rotation. O

The simplest automorphisms of a group G are inner automorphisms: r —
owo !, where 0 € G. Therefore it is natural to consider the following property
which defines the notion of rotation considered in [FA97]:

Property 7.8 Let Cay(G,S) be a Cayley graph where G = (S). If there exist an
element o € G and an ordering of S = {s;,0 <i < d—1} such that for any i € Zj,

Si41 = 081'071, (73)

then the mapping w: G — G, such that w(z) = oxo~!, is a complete rotation of
Cay(G,S).

Proof. An inner automorphism of G defined by w(z) = ozxo™" and satisfying

Equation 7.3 is a cyclic S-stabilizer. By Property 7.6, it induces a complete rotation
of Cay(G,S). O

In [FA97|, the authors give the generators s;, 0 < i < d— 1, and a permutation
o € 6, for cycles, hypercubes, squared torus, star graphs, modified bubble-sort
graphs, bisectional networks, and two generalizations of hypercubes, showing by
Property 7.8 that all these graphs have a complete rotation (see section 7.6). Thus
most of the popular Cayley graphs for interconnection networks have a complete
rotation.

Property 7.8 suggests the following problem.

Problem 7.9 For which Cayley graphs Cay(G,S) is the existence of a complete
rotation equivalent to the existence of an inner automorphism of G' which cyclically
permutes the generators in S7
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We give a partial answer to this problem in Proposition 7.49.

Notice that it is a classical result of group theory that if G = &,, with n # 2,6,
then the only group automorphisms of G are the inner automorphisms. But this
result is not sufficient since, for example, the hypercube H(d) is a Cayley graph
on a proper subgroup of &, (see section 7.6).

7.2.4 Rotational graphs

We say for short that a graph I is rotational if there exist a group G and a set
of generators S such that I' = Cay(G,S) and G has a cyclic S-stabilizer.

Remark 7.10 The existence of a complete rotation in a given Cayley graph de-
pends on the choice of the group and the set of generators as the following propo-
sition and theorem show.

Proposition 7.11 The additive group Z, has a cyclic Z, \ {0}-stabilizer if and
only if n is prime.

Proof. The additive group Z,, is generated by Z,* = Z, \ {0}. For z € Z,
any group homomorphism w satisfies w(z) = w(l1+ 14 ...+ 1) = zw(1). Thus,
if w(l) = a, then w(zx) = az. If w is a complete rotation, then the generators
are 1,a,a®,...a" % and thus Z! = {l,a,a%,...a" %} is cyclic. Thus, n is prime.
Conversely, if n is prime, there is an integer a such that Z* = {1,a,a?,...a" %}
and then w(x) = az is a complete rotation. 0

Thus Cay(Z,,Z,") has a complete rotation if and only if n is prime. On the
other hand, we have the following result.

Theorem 7.2 The complete graph K, is rotational if and only if n is a power of
a prime number.

Proof. [Mar96| First note that K,, = Cay(G,S) if and only if the order of G
is m and S = G\ I. It means that every element of G except the identity is a
generator.

If n is not a prime power, then there exist two different prime numbers p and
g which divide n. Then the group G has at least an element of order p and an
element of order ¢ with p # ¢. By Corollary 7.20, K,, is not rotational.

If n is a prime power, then there exists a field F' with n elements (see for
example [AB93|, page 445) and F'\ {0} is a cyclic multiplicative group. For any
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generator r of F'\ {0}, the mapping w, defined by w(z) = rz, is a complete rotation
of K, = Cay(F,F \ {0}) (F is considered as an additive group). O

Notice that a similar result has already been proved in the context of maps, in
a different way (|BW79], page 128).

Theorem 7.3 [BW79| There is a rotation on K, which gives rise to a symmetrical
map if and only if n is a prime power.

The next proposition shows that one can construct new rotational Cayley
graphs by taking a quotient according to a normal subgroup which is invariant
by the rotation.

Proposition 7.12 If Cay(G,S) has a complete rotation which is a K-stabilizer
for a normal subgroup K of G, then the quotient Cayley graph Cay(G/K,S') is
also rotational, where S’ is the image of S by the canonical epimorphism from G

onto G/K.

Proof. Let w be a complete rotation of Cay(G,S) such that w(K) = K. Since
K is stabilized by w, we can define the automorphism of G/K induced by w denoted
by w'. Let S” be the set of the images of S in G/K by the canonical epimorphism.
Then ' is a group-automorphism of G/K which is also a graph-automorphism
of Cay(G/K,S"). Furthermore, w’ induces a cyclic permutation of the generators.
Thus ' is a complete rotation of Cay(G/K,S"). O

Example 7.13 Let K be a cyclic binary code (that is a subgroup of Z," invariant
by cyclic shift of the coordinates). Then the graph (also called quotient) obtained
from the hypercube H(n) by identifying all the vertices {x + k : k € K} to one
vertex, for every x € Z,", is a rotational Cayley graph.

Proof. The hypercube H(n), considered as a Cayley graph on the additive
group Z,", admits the cyclic shift of the coordinates as a complete rotation (see
section 7.6.3 and Example 7.21). By definition a binary cyclic code K is a sub-
group of Z," invariant by the cyclic shift and K is a normal subgroup since Z," is
Abelian. By Proposition 7.12, Cay(Z,"/K,S") is a rotational Cayley graph. a

In the following sections, we will give other examples of rotational graphs be-
longing to particular classes of Cayley graphs, the ones defined on Abelian groups
and on permutation groups generated by transpositions. To finish this section, we
present an example which does not belong to these classes.
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Example 7.14 Knddel graph.

The Knodel graphs are defined in [FP94| and are based on the Knédel construction
of an optimal gossiping algorithm [Kn675|. They can also be defined as Cayley
graphs on the semi-direct product G = Z, x Z, for the multiplicative law:

(zy) (") = (x+ (=12 y+ '), z,2" € Z,, y,y' € Zs.

and '
S={(211),0<i<n—1}

We consider here the particular case p =2" — 1 and S = {s;,0 <i <n — 1}, with
s; = (24,1). Let us consider the mapping w defined by w[(z,y)] = (2z,y). Since
(z,y)s;: = (x4 (—=1)¥2%,y + 1), for 0 < i < n— 1, we get:

w(0,0) = (0,0)

wl(z,y)si] = wl(z,y)]si1-
By Definition 7.4, w is a complete rotation of Cay(Z, % Z,,S).

7.3 Study of conditions for the existence
of a rotation

7.3.1 A characterization of rotations

An attractive way to define a group generated by a set S is to consider the
elements of the group as words on the alphabet S modulo some well chosen set
of equalities satisfied by the set S. For example, the additive group Z, X Z, is
generated by (1,0) and (0,1). Notice that
(1,0) + (0,1) = (0,1) + (1,0), and n(0,1) = n(1,0) = (0,0). This group can also be
defined as a multiplicative group generated by S = {s1,s,} satisfying the equalities
(called relations in group theory): s} =1, s§ = I and s;153 = s951 or 315251’152’1 =
1. Equivalently, in order to define the group, one can use a set of relators R =
{s15957 " 55" ,57,55}. In the above example the mapping (z,y) — (y,z) belongs to
Stab(G,S) and this fact clearly appears in the set of relations which is symmetric
in s; and ss.

More precisely any group G generated by a set S can be seen as the quotient
of the free group generated by S by a set of relations between the generators (see
for example [CM72|, [Joh76] or [Rob96]) for the definitions on presentations of
groups). As in [Joh76|, we denote by F(S) the free group generated by S and by
R the subset of F'(S) of the elements which are called relators (thus consisting of
words on the elements of S). Let N(R) be the normal closure of R in F(S), that
is the smallest normal subgroup of F'(S) containing R. It is also the subgroup of
F(S) generated by the elements grg~!, g € F(S),r € R (see for example [Rob96],

158



page 16). Then G is the quotient group F'(S)/N(R). We denote by « the canonical
epimorphism from F(S) onto G and by e the empty word of F(S). Thus a(e) =1
and, for any z € F(S), a(z) = I if and only if 2 € N(R). As usual, we do not
distinguish s from «a(s) for s € S.

Recall also that any free group automorphism of F'(S) can be defined by the
images of the elements of S.

Definition 7.15 For any S-stabilizer f of a group G with presentation G = (S|R),
we denote by f the automorphism of F(S) defined by f(s) = f(s), for any s € S.

The following proposition shows the relation between a non-trivial group Stab(G,S)
and a presentation of G with a set of relators admitting symmetries.

Proposition 7.16 Let G be a group generated by a subset S. Then the following
properties are equivalent:

(1) the group G admits a non trivial S-stabilizer, i.e. the subgroup Stab(G,S) is
non trivial;

(11) for any subset R of F(S) such that G = (S|R) is a presentation of G, the
free group F(S) has a non trivial N(R)-stabilizer, where N(R) is the normal
closure of R, which is also a S-stabilizer; and

(111) there exists a presentation of G, G = (S|R), such that F(S) has a non trivial
R-stabilizer which is also a S-stabilizer.

Remark 7.17 In other words the existence of a S-stabilizer is equivalent to the
existence of a permutation on the set of generators S letting the set of relators R
invariant.

Proof. (i)= (ii) Assume f is an S-stabilizer of the group G' generated by S.
Then for any presentation G = (S|R), let us define a group automorphism fvof
F(S), as explained above, by f(s) = f(s), for any s € S. This implies af = fov.
Furthermore, if 2 € N(R), then a(z) = I and f(a(z)) = I = a(f(z)), and thus
f(z) € N(R). This proves that f is a N(R)-stabilizer. It is also a non-trivial
S-stabilizer.

(ii)= (iii) Evident by taking the canonical presentation G = (S|N(R)).

(iii)= (i) Let G = (S|R) be a presentation of G and f a R-stabilizer. Since
every element x of N(R) is a product of elements of the form grg—! with r € R,
g € F(S) and f is a R-stabilizer, using f(grg=") = f(9)f(r)f(g)~" = ¢'r'g’~" with
r' € R, g’ € F(S), we get that f is also a N(R)-stabilizer. Therefore it is possible

to define a group automorphism f of the quotient F(S)/N(R) such that af = fa.
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Furthermore S is invariant by f. O

Corollary 7.18 Let G be a group generated by a subset S. Then the following
properties are equivalent:

(1) the Cayley graph Cay(G,S) has a complete rotation;

(i1) for any presentation G = (S|R), the free group F(S) has a N(R)-stabilizer,
where N(R) is the normal closure of R, which induces a cyclic permutation
of S; and

(111) there exists a presentation of G, G = (S|R), such that F(S) has a R-stabilizer
which induces a cyclic permutation of S.

Proof. The proof is similar to the proof of Proposition 7.16 using the definition
of a complete rotation and the fact that the action of f on S is the same as the
action of f. O

Remark 7.19 Once again the existence of a complete rotation of Cay(G,S) is
equivalent to the existence of a presentation of G = (S|R) such that the set of
relators R is invariant by a cyclic permutation of the generators.

Corollary 7.20 If Cay(G,S) has a complete rotation, then all the generators in
S have the same order.

Proof.

This result is a consequence of Corollary 7.18 since, if the generator s; is of order
p, the relation (s;)? = I has to be fixed by a cyclic permutation on the generators. O

The following table gives presentations (S|R) for some well known Cayley
graphs Cay(G,S) with G = (S|R). These presentations are already known (see
for example [CM72] and [Del97]). By applying Corollary 7.18; this proves that
the considered graphs are rotational (see [FA97] and section 7.6 for another proof
using Property 7.8).

Example 7.21
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Graph S
Hypercube H(n) {51,852, ,Sn}
Squared toroidal mesh TMY | {s1,55,...,54
sytsy sy}
Modified bubble-sort graph {51,852, ,Sn}
MBS (n)
Star graph ST(n) {51,892, Sn_1}
Graph R
Hypercube H(n) {s7,sis;57 57"}
Squared toroidal mesh T M {s?,sisjs; s '}
Modified bubble-sort graph | {s?,(si.si+1)%sis58, 's;' (j#i+1,j#i—1)
MBS (n) $1818283 « + - Sp_28n_1Sn_2 - - - S251}
Star graph ST(n) {s2,(5:5;)°,(si5;5157)*}

Let us notice that despite we only work here on graphs the same notion of
complete rotation can be considered for digraphs. In that case, the generating set
S do not need to be symmetric (S = S~'). With this definition similar result can be
derived. In particular Corollary 7.18 can be applied to digraphs. For example, the
digraphs defined as arrowheads in [Dés97| have a complete rotation since they can
be defined as the Cayley digraphs on the groups G,, = (S|R,,) with S = {s1,s2,53}
and R, = {515553,515057 '8 ',52535, ' 53 ',535155 87", 57,55 52"} for any n > 0.

In Proposition 7.16 and Corollary 7.18 a symmetric presentation of G is pro-
vided when the associated Cayley graph admits a rotation. One can think about
asking the following question: if Clay(G,S) is rotational, is it possible to find a
symmetric presentation which is also minimal with respect to the inclusion? For
example, in the case of arrowheads the presentation of G, given in [Dés97] is

. . . . —_ —_ n n n
minimal but not symmetric: (S|R.), with R/, = {s15953,515257 " 55,57 55" 52

7.3.2 Abelian groups
One can give more details in the case of Cayley graphs on Abelian groups.

Let us recall that a circulant graph (also called multi-loop graph) is a Cayley
graph Cay(Z,,S) on the additive group Z, with symmetric generating set S =
{£s1, £ s9,..., £ s}, for some integers n,s;,ss,...,5x. These graphs have been
intensively studied as models of interconnection networks (see the survey given in

[BCHO5]).

Lemma 7.22 A circulant graph Cay(Z,,S) has a complete rotation if and only if
there exists integers a and p prime with n such that S = {ap® : o € N}.
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Proof. The if part is evident by taking w(x) = pz.

The only if part follows from the fact that every automorphism of the additive
group Z, is of the kind x — pz for some integer p (see the proof of Proposition
7.11). O

Lemma 7.23 Let w : Z" — Z" be defined by w(xq,...,2,) = (9, ...,x,,21). A
Cayley graph on a (finite) Abelian group G has a complete rotation if there exists

an integer n and a subgroup Q of Z" such that w(Q) = Q and G is isomorphic to
the quotient 2"/ Q).

Proof. By Corollary 7.18, we get the result. O

Example 7.13 is also an illustration of this lemma.

7.3.3 Rotation-translation group

We will consider some properties of Cayley graphs and compare them to the
rotational property.

Proposition 7.24 GivenT = Cay(G,S), let H be a subgroup of Stab(G,S) and H
be the induced subgroup of Aut(T'). Let T be the subgroup of translations of T'. Then
the subgroup of Aut(T') generated by T and H, < H,T >, is a semi-direct product
T x H and therefore has cardinal |G||H|. Moreover, the set A, = {th |t €T} for

h € H, acts reqularly on the vertices of I' and maps any arc labeled s on any arc
labeled h(s).

Proof. Let us recall conditions which are sufficient to have a (inner) semi-
direct product H x T'=T x H ([Rob96|, page 27):
(i) T is a normal subgroup of < H,T >,
(i) < H,IT >=TH ,
(iii) TN H=1.

We prove that all these conditions are fulfilled.

(i) Let h be a S-stabilizer and ¢, a translation. For any = € G, we get ht,(z) =
h(ax) = h(a)h(z) = thayh(x) = thah(x). Thus ht, = tye)h and T is a normal
subgroup of < H,T >.

(ii) Every element of < H,T > is a product of elements of H and T" and using
equality of (i) can be written as a product of TH or HT.

(iii) If t, € T belongs to H, then t,(I) =al = I, thus a =1 and ¢, = I.
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We now prove that, for any given h € H, A, = {th |t € T} acts regularly on the
vertices. Let x and 2’ be two given vertices of I'. 2’ = t,h(x) implies a = 2'h(x)~!
and 2’ = typ(z)-1(2). Thus there exists a unique automorphism ¢,h € Ay, such that
' = t,h(z). Furthermore, if y = xs, then t,h(y) = t,(h(x)h(s)) = ah(x)h(s) =
to(h(z))h(s) = t.h(z)h(s).

Thus, if (z,y) is an arc labeled s, then (t,h(x),t,h(y)) is an arc labeled h(s).
This achieves the proof.

O
By taking H = Stab(G,S) in Proposition 7.24, we can introduce the following
definition :

Definition 7.25 Let I' = Cay(G,S). The subgroup of automorphisms of " defined
by the (inner) semi-direct product T' x Stab(G,S) is called the rotation-translation
group of .

In the case of complete rotation we obtain the following result.

Corollary 7.26 For any rotational Cayley graph U, there exists a subgroup of
Aut(T) which acts regularly on AU and is isomorphic to the semi-direct product
T X Z4, where d is the degree and T s the translation group of T'.

Proof. Let w be a complete rotation of Cay(G,S). We apply Proposition 7.24
when H is the cyclic group < w > which is isomorphic to Z,.

Let x,y,x2',y" be vertices of I' such that y = zs and ¢y’ = 2's’, with s,s' € S.
Since w is a complete rotation there exists an integer i € Z, such that w'(s) = 5.

By applying Proposition 7.24 with h = w’, we obtain an automorphism f =
tow' € Ay such that f(z) = 2’ and f(y) = f(zs) = 2'W'(s) = 2's’ = 3. Fur-
thermore f is unique, for if y' = t,w'(y) and 2’ = t,w'(z), then t,w'(z)s =y =
t,w'(z)w'(s), thus s = w'(s). Since w is a complete rotation, i is unique in Z4. By
Proposition 7.24, a is also unique. O

For the hypercube H(d), the subgroup of Corollary 7.26 is (Zj)? x Z4. Let
us notice that the butterfly graph and the cube-connected cycles graph (see for
example their definitions in [Hey97|) are two Cayley graphs defined on this group.
Notice also we will see later (see Proposition 7.50) that the rotation-translation
group of H(d) is equal to Z4 x G,.

Corollary 7.27 Any rotational Cayley graph is arc-transitive.
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Notice that, in particular, the pancake graph, the cube-connected cycles graph
and the butterfly graph are not rotational since they are not arc-transitive (see
[LJD93|).

Let us recall that the edge-connectivity of a vertex-transitive graph (in par-
ticular a Cayley graph) is maximal and that the vertex-connectivity of an edge-
transitive Cayley graph is equal to its degree and therefore maximal [Wat70]|. By
Corollary 7.27, we get the next result.

Corollary 7.28 The vertez-connectivity of a rotational Cayley graph is mazimal.

Remark 7.29 Since K, is arc-transitive, Proposition 7.11 shows that not every
arc-transitive Cayley graph is rotational. We will also deduce from Section 7.4 that
the complete transposition graph which is arc-transitive ([LJD93]) is not rotational.

By Corollary 7.20, if Cay(G,S) has a complete rotation, then all generators of
S have the same order in the finite group G. This condition is not sufficient to
insure the existence of a complete rotation.

Remark 7.30 [Mar96| There exist non-rotational Cayley graphs Cay(G,S) such
that all generators of S have the same order in the group G. The Mdbius graph
(depicted on Figure 7.1) is an example of such a graph.

Fi1G. 7.1 — Mobius graph

The Mébius graph can be defined as the circulant Cayley graph Cay(G,S) with
G =2Zsand S={-1, +1, +4} (—4 = +4 mod 8). The generators are of orders
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8, 8 and 2, respectively. By Corollary 7.20, we cannot find a complete rotation for
this structure.

Furthermore, this graph is not arc-transitive. In fact, consider its vertices as
labeled by Zsg. It is easy to verify that the edge 01 belongs to only one 4-cycle
(0,1,5,4), but the edge 04 belongs to two 4-cycles (0,1,5,4) and (0,4,3,7). Thus by
Corollary 7.27, this graph is not rotational.

Since the Mobius graph is isomorphic to Cay(G',S") with G' = (S'|R'), S" =
{z,y,2} and R’ = {axyzryz—'2%y* 2}, this graph is an example of non rotational
Cayley graph with all the generators of S’ having the same order in G'.

7.3.4 Complete rotations on Cartesian products

The Cartesian product of two graphs I' and I, denoted by 'O, is the graph
with vertex set VI'x VI" and edge set {[(i,7),(k,7)], [¢,k] € ETYU{[(4,5),(3,0)], [4,(] €
ET'}.

We recall the following well known result.

Proposition 7.31 IfT' = Cay(G,S) and I'" = Cay(G',S’), then TOI" is the Cay-
ley graph on the group G x G' with set of generators (S x I)U (I x S’).

In [FA97| the following question is settled. If T" and I are two graphs having a
(complete) rotation, how about the Cartesian product I'OT"?

Proposition 7.32 (also found independently by D. Barth) Let I' = Cay(G,S)
be a Cayley graph with a complete rotation. Then the Cartesian product T'™ =
rora...ar also has a complete rotation with the induced Cayley structure.

Proof. Assume w is a complete rotation of I'. We denote the vertices of I'" by
(0,21, ...,Zy_1). The nd generators of I'* can be ordered as

tjn—l—i: (I,I,...,Sj,...],...,])

(where ¢ symbols I precede s;), for 0 <i<n—1land 0<j<d-1.

A complete rotation p on I'" is given by

P(ﬂﬁo,ﬂﬁla e ,ﬁn—1) = (w(xn—l)axﬂa <. 71‘71—2)-

Now p is a group homomorphism since
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P[(ﬂﬁo,ﬂﬁl, .- -$n—1)(y0,y1, cee 7yn—1)] = P(ono,xlyla cee axn—lyn—l)
= (W(l‘nflynfl)axoym cee 7xnf2ynf2)

= (w(xnfl)w(ynfl)axﬂyﬂa s 7ajn72yn72) = p(fU(),fUla ce rrnfl)p(y(]ayla ce 7yn71)-
Furthermore, p(t;) = t;41 for 0 <i < dn —1 (t,q = ty). O

Notice that one can derive the same result by using Corollary 7.18 and consi-
dering a presentation G = (S|R) such that R is invariant by a cyclic permu-
tation of S. Then one obtains a presentation (S’|R') of the Cartesian product
by taking n disjoint copies of this presentation (Si|Ry),(S2|R2),...,(Sn|Rx), with
S; = {s/,1 <i<d}and 1< j < n. The mapping w defined by w(s!) = s/
for 1 < j < n and w(s) = s}, is a cyclic permutation of S' = US; which is
R'-stabilizer.

Definition 7.33 A graph I’ is said to be prime if there exist no non-trivial graphs
~v and ' such that T' is isomorphic to yOv'. Two graphs I' and [ are said to be
relatively prime if there exist no non-trivial graph H, and graphs v and ~/, such
that " is isomorphic to HOvy and I" is isomorphic to HO~'.

Lemma 7.34 If v and ~' are two relatively prime graphs, then vOv' is not arc-
transitive, and thus not rotational.

Proof. Applying the result of Sabidussi ([Sab60]) to relatively prime v and 4/
, we get
Aut(vOv") = Aut(y) x Aut(y'). (7.4)

Consider an arc [(z,y),(z',y)] of yOy' (where x # 2z’ and [z,2'] is an arc of 7).
[ts image by any graph automorphism of yvOv' is [(h(x),g(y)),(h(z"),9(y))] where
h € Aut(y) and g € Aut(y'). This image will never be an arc [(z,t),(z,t")] (with
t #t and [t,t'] an arc in 7).

This proves that yOv' is not arc-transitive and by Corollary 7.27 not rotational.
a

Thus we get,

Corollary 7.35 IfT" is a rotational Cayley graph, then there exists a prime graph
v and an integer n > 1 such that I' = ".
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Corollary 7.35 shows that if a Cayley graph is rotational and is a Cartesian
product, then all its prime factors are isomorphic. But we do not know at the
present time if these factors are rotational and even Cayley graphs. Thus we can
formulate the following problem.

Problem 7.36 If the graph I' = ~™ is rotational, is v also
(i) a Cayley graph ?
(11) a rotational graph ?

Notice that, as far as we know, it is even not evident that if v" is a Cayley
graph, then v is also a Cayley graph.

7.4 Cayley graphs defined by transpositions

In this part we consider only Cayley graphs Cay(G,S) where G = (S) and S is
a set of transpositions on {1, 2, ..., n}. For short we say that such a Cayley graph
is defined by transpositions.

It involves many well studied interconnection Cayley graphs such as hyper-
cubes, star graphs, complete transposition graphs, and modified bubble-sort graphs.

Notice that if s is a transposition, then s = s 1.

7.4.1 Transposition graph

The transposition graph associated to a set of transpositions S is defined in
[AK89]| and [LJD93]| as follows.

Definition 7.37 Let S be a set of transpositions of {1,2, ..., n}. The transpo-
sition graph of S, denoted by T'S, is the graph with vertex set {1,2, ..., n} and
edges ij for all (i,7) € S.

The following table give some examples considered in [LJD93| except the ge-
neralized star graph which is defined in Section 7.4.3.
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Graph S
Hypercube H(n) <2p—12p>,p=1...n
Star graph ST'(n) <lji>1i=2...n
Generalized star graph GST(n,k) <ij>,i=1...k,j=k+1...n
Bubble-sort graph BS(n) <ii+1>,i=1...n—1
Modified bubble-sort graph MBS(n) | <n,1 >, <ii+1>,i=1...n—1
Complete transposition graph C'T), <ij>,t,j=1l...n,1# ]
Graph TS
H(n) n vertex disjoint K,
ST (n) a star Ky, 1
GST(TL,/C) Kk,nfk

BS(n) | a Hamiltonian path
MBS(n) | a Hamiltonian cycle
CT, complete graph K,

We recall without proof some results we will use in Section 7.4.4. The following
proposition shows that a Cayley graph Cay((S),S) generated by transpositions is
characterized by the transposition graph T'S.

Proposition 7.38 [LJD93| Let S and S’ be two sets of transpositions of {1,2, ..., n}.
If the two graphs TS and T'S" are isomorphic, then the Cayley graphs Cay((S),S)
and Cay((S"),S") are also isomorphic.

The converse of Proposition 7.38 has been proved recently by C. Delorme and
J. Fournier.

Proposition 7.39 [Del97, Fou97| Let S and S’ be two sets of transpositions of
{1,2, ..., n}. If the Cayley graphs Cay((S),S) and Cay(({S’),S") are isomorphic,
then the two graphs T'S and T'S' are also isomorphic.

Proposition 7.40 [LJD93| If the transposition graph TS is edge-transitive, then
the Cayley graph Cay((S),S) is arc-transitive.

The converse of Proposition 7.40 has been proved recently by C. Delorme.

Proposition 7.41 [Del97| If the Cayley graph Cay({S),S) is arc-transitive, then
the transposition graph T'S is edge-transitive.
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Proposition 7.42 If T'S has r, r > 1, connected components corresponding to
the subsets S;,1 <1 <r, of S, then Cay((S),S) is the Cartesian product of the r
Cayley graphs Cay((S;),S)), for 1 <1 <.

Proof. The group (S) is isomorphic to the direct product of the subgroups
(S1), 1 < 1 < r, since two permutations with disjoint supports commute. Use
Proposition 7.31 to finish the proof. O

Corollary 7.43 IfTS hasr, r > 1, connected components and the graph Cay((S),S)
has a complete rotation, then the r connected components of T'S are isomorphic
and Cay({S),S) is the Cartesian product of r isomorphic Cayley graphs.

Proof. Let us assume that 7'S has r, » > 1, connected components corres-
ponding to the subsets S;,1 < [ < r. By Proposition 7.42, Cay((S),S) is the
Cartesian product of the r Cayley graphs Cay((S;),S;), 1 <[ < r, generated by
transpositions. Since Cay((S),S) has a complete rotation, it is arc-transitive and,
by Proposition 7.41, the transposition graph TS is edge-transitive. This implies
that its connected components T'S;, 1 <[ < r, are isomorphic. Thus the r Cayley
graphs Cay((S;),S;), 1 <1 < r, are also isomorphic by Proposition 7.38. a

7.4.2 Rotations of Cayley graphs generated by transposi-
tions

In this section we study the S-stabilizers of a permutation group generated by
a set S of transpositions on {1,2,...,n}. We will assume that T'S has no isolated
vertices (otherwise we can consider permutations defined on a smaller set). We
will show that complete rotations in Cayley graphs defined by transpositions are
exactly those of Property 7.8.

Let T" be a graph. We first recall some definitions from [HB78|.

A starof I' is any set of edges incident to a vertex of a graph. An automorphism
f of ' is said to be star-preserving if the image by f of any star of I' is a star.

Lemma 7.44 If h is a S-stabilizer of (S), then h induces a permutation ¢ of
the edges of T'S which is a star-preserving graph automorphism of the line-graph
L(TS).

Proof. By definition, A is a group automorphism of (S). If we associate the edge
[i,7] of T'S with the transposition (i,j) € S, then h induces a natural permutation
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¢ of the edges of T'S. First we prove that ¢ is a graph automorphism of L(TS).
Note that two transpositions commute in (S) if and only if their supports are
disjoint. If Supp o N Supp o' =, then oo’ = 0’0 and ¢(0)d(0’) = ¢(0')p(0), thus
Supp ¢(c) N Supp ¢(a’) = @. Conversely, by applying ¢ 1.

This implies that ¢ maps adjacent vertices of L(T'S) onto adjacent vertices of
L(TS).

Now we prove that ¢ maps stars onto stars (and therefore triangles onto tri-
angles). Assume that 7'S contains the three edges [i,j],[¢,k],[i,{] and that ¢([7,j]) =
[i",5, o([4,k]) = [7,k']. If @([4,1]) # [',l'], then ¢ being an automorphism of L(T'S),
o([i,l]) = [4',K']. Since h is a group homomorphism of (S), h((7,7)(i,k)(i,l){(i,k)) =
(@' "G KDY G EDY (R = 1. But (4,k)(i,0) (i,k) = (k,l), so that h({i,j)(i,k)(i,l)(i,k))
(i",j"Yh({k,l)). This implies I = (/',j")h((k,l)), thus h({k,l)) = (@',j") = h({i,j)).
This is impossible, since h is bijective on (S). O

Notice that if h is a S-stabilizer of (S), then h™" is also a S-stabilizer and the
induced permutation is ¢~ which is also star-preserving automorphism of L(T'S).

Let us recall a well-known result of Whitney on line-graphs.

Proposition 7.45 [HB78|
If T' and TV are connected graphs and f : ET' — ET' is a bijection, then f is
induced by an isomorphism of I onto I if and only if f and f~! are star-preserving.

In fact the proof of Proposition 7.45 given in [HB78|, uses only the hypothesis
that I" and I'" have no isolated vertices and that each vertex of degree 1 is adjacent
to a vertex of degree at least 2 (in other words the line graphs L(T") and L(I")
have also no isolated vertices). Thus, we get :

Lemma 7.46 Let S be a set of transpositions on {1, 2,..., n} such that the
graphs TS and L(TS) have no isolated vertices. Let ¢ and its reverse ¢~ be
star-preserving graph automorphisms of L(TS). Then there ezists a graph auto-
morphism o, of T'S such that ¢([i,j]) = [04(2),04(7)]

Remark 7.47 The automorphism o4 of T'S induces a permutation of the vertices
{1,...,n} of T'S also denoted by 0.

We are now able to prove the next result.
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Lemma 7.48 Let S be a set of transpositions on {1, 2, ..., n} such that the graphs
TS and L(TS) have no isolated vertices. Then the S-stabilizers of (S) are exactly
the mappings x — oxo*, where the permutation o € &,, is a graph automorphism

of T'S.

Proof. Let h be a given S-stabilizer of < S >. It induces a permutation ¢ of
the edges of T'S. By Lemma 7.44, ¢ is a star-preserving automorphism of L(T'S).
Lemma 7.46 then shows that there exists an automorphism o, of the vertices
of T'S which induces ¢ on the edges of T'S (vertices of L(T'S)). So h maps the
transposition (i,7) onto (04(i),04(7)). As (04(i),04(j)) = 0¢<i,j>0;1, the group
automorphism of < §' >: 2z — aw:a;l gives the same images to the generators as
the S-stabilizer h does. It follows that this automorphism is indeed exactly A. O

By lemma 7.44 we get that, if the Cayley graph I' has a complete rotation w,
then L(T'S) is vertex-transitive. Indeed, the subgroup of automorphisms < w >
induces a subgroup of automorphisms of the line-graph which acts transitively on
the vertices. Thus if there is one isolated vertex in L(7'S) then T'S is a union of
isolated edges and I is a hypercube. We know in that case that there exists 0 € G,
such that w(z) = oxo ! (where w is the complete rotation). Thus, we get

Proposition 7.49 Let S be a set of transpositions on {1, 2,..., n}. The complete
rotations of Cay((S),S) are exactly those of Property 7.8.

Notice that this proposition is a partial answer to Problem 7.9.

During the writing of this article, we were advised that J. Fournier proved the
following generalization of Lemma 7.48.

Proposition 7.50 [Fou97| Let S be a set of transpositions on {1, 2,..., n}. If
the graph TS s connected and is neither the cycle Cy nor a complete graph, then
any automorphism of Cay((S),S) which stabilizes the vertex I is induced by a
group automorphism of &, x — ocxo~!, where the permutation o € &,, is a graph
automorphism of T'S.

Since any automorphism of Cay((S),S) can be seen as the product of a translation
by an automorphism which stabilizes I, Proposition 7.50 implies that the rotation-
translation group of Cayley graphs defined by transpositions turns out to be the
whole automorphism group except for MBS(4) = GST(4,2) and the complete
transposition graph CT,,.
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7.4.3 Generalized star graphs

We now introduce a family of graphs which generalize star graphs. We consider
Cayley graphs defined by transpositions of X = {1,...,n} involving elements of
two complementary subsets of X.

Definition 7.51 Let k and n be two integers such that 1 < k < n. The generalized
star graph GST (n,k) is defined as the Cayley graph Cay((S),S) where S is the set
of all the transpositions (i,7) of X, with i € {1,... )k} and j € {k+1,...,n}.

Property 7.52 The transposition graph 7S is the complete bipartite graph Ky ,,_.

In the case k = 1, GST(n,1) is isomorphic to the star graph ST(n) and

GST(2,1) to the graph K,. Notice that GST(4,2) (see Figure 7.6) is isomorphic
to the modified bubble-sort graph M BS(4) since these two graphs have the same
associated transposition graph C; (see Proposition 7.38).
As defined in [DT92| the arrangement graph A(n,k) is defined as the graph with
vertex set the arrangements of k elements chosen out of n elements; its edges
connect vertices which correspond to arrangements differing in exactly one posi-
tion. It is a quotient of GST'(n,k) obtained by contracting in one vertex all vertices
of GST(n,k) which are permutations of X giving the same image for all the ele-
ments ¢ with 1 <1i < k (and deleting loops and multiple edges).

Proposition 7.53 For n — k and k relatively prime the generalized star graph
GST(n,k) has a rotation.

Proof. By hypothesis, S is the set of the transpositions (i,7), for 1 < i < k
and £ + 1 < j < n. Consider the permutation ¢ defined on X by

o=(2,....k,Lk+2k+3,... nk+1).

Theno ! = (k,1,2,....k—1,nk+1,k+2,... n—1).For1 <i < kand k+1 < j < n,
o(i,j)o™ = (1+ (imod k),k + 1+ (j — k mod (n — k))). Since n — k and k are
relatively prime, the permutation (1,k 4+ 1)’s orbit under conjugation by o is S.
Using Property 7.8 we know that the graph has a complete rotation. O

Notice that the diameter of GST (n,k) is studied in [Sac97].
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7.4.4 Characterization of rotational Cayley graphs defined
by transpositions

We will now characterize the rotational Cayley graphs defined by transpositions
by proving the following theorem.

Theorem 7.4 The only Cayley graphs Cay({S),S) with S a set of transpositions,
which have a complete rotation are

(i) the modified bubble-sort graphs and the Cartesian products of isomorphic
modified bubble-sort graphs,

(11) the generalized star graphs GST (t+q,q) with t and q relatively prime (t,g > 1)
and the Cartesian products of isomorphic generalized star graphs GST (t+q,q)
with t and q relatively prime.

Notice that hypercubes are particular cases of Cartesian products of isomorphic
generalized star graphs GST(2,1).

In order to prove this theorem we need several lemmas which we present now.

Let w be a cyclic S-stabilizer of (S) and @ the automorphism of T'S given by
Lemma 7.46. If (i,j) € S, then w({i,j)) = (@(i),w(j)). Furthermore, the cyclic
subgroup, (W), of automorphisms of T'S generated by @ acts transitively on the
edges of T'S, and thus T'S is edge-transitive. We now consider the orbits defined by
the action of the group (@) on the vertices of T'S. The following lemma of Elayne
Dauber is well-known (see [Har69|, page 172).

Lemma 7.54 If a graph I is edge-transitive without isolated vertices, then either
[' is vertex-transitive or I' is bipartite and I' has two vertex orbits which form the
bipartition of T'.

By Lemma 7.54, there exist two cases: either () is transitive on VT'S and T'S
is vertex- and edge-transitive, or the action of () on VT'S defines two orbits and
T'S is edge-transitive but not necessarily vertex-transitive. We now consider these
two cases separately.

Lemma 7.55 Let T'S be of mazximum degree at least 2. If (W) acts transitively on
the vertices of T'S, then T'S 1s a vertex-disjoint union of isomorphic cycles.

Proof. Since T'S is vertex-transitive every vertex of T'S has the same degree
and this degree is at least 2.
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Let ij be any edge of T'S. Since VT'S is the orbit of ¢ under (), there exists
an integer a > 0 such that j = @*(7). For any other edge kl of T'S, there exists
B € Z such that ki= wP(ij). But w?(ij) = @(i) @°(j) and @°(j) = @ (@*(7)) =
w’te (i) = w*(@"(i)). Thus any edge of T'S is of the form u @*(u), u € VT'S. This
implies that any vertex of T'S is of degree at most two. Therefore T'S is regular of
degree 2. Thus T'S is an union of cycles and these cycles are isomorphic since T'S
is vertex-transitive. O

Lemma 7.56 Let T'S be of mazimum degree at least 2. If the action of (@) on
the vertices of T'S defines two orbits, then T'S is a vertex disjoint union of m > 1
complete bipartite graphs isomorphic to K., (mtq = d) with t and q relatively
prime.

Proof. By Lemma 7.54, T'S is bipartite with two independent sets Y,Z, YUZ =
X. Let |Y| =p, |Z| =n — p. For any vertex i in Y (resp. Z), the set of its image
by the automorphisms of (@) is Y (resp. Z). Thus any vertex of Y (resp. Z) has
the same degree t (resp. q) and d = tp = q(n — p).
Let i € Y. The stabilizer of i for () is by definition the subgroup of automorphisms
h of (@) such that h(i) = i. As a subgroup of a cyclic group, it is also cyclic and
generated by an element @w®. Since {&w*(i),k € Z} = Y, a = p. Furthermore all
vertices of Y have isomorphic stabilizers.

Similarly, for any vertex j of Z, the stabilizer is generated by the element w" 7.

Let 75 be any edge of 'S, 2 € Y, j € Z. We will show that the connected
component of 4 is isomorphic to K;,. By w*P(ij) = @w*r(i) @' (j) = i " (j)
any vertex w'?(j) is adjacent to i. On the other hand, for any edge il,l € Z, the
automorphism which sends the edge 75 onto the edge il must belong to the stabilizer
of i, so that [ = W"?(j) for some integer k. This shows that the neighborhood of
i is {@"(j),k € Z}. By symmetry, the neighborhood of j is {@*"P)(i),k € Z}.
It remains to prove that any neighbor of ¢ and any neighbor of j are adjacent.
But, for any integers [,k, @™ P)(i) = @' P)(T*P (7)) = D@ P)(i)), so that
D! =P)(5) TP (5) = WP (@' P (7)), and @ P)(5) TP (j) is an edge of T'S.

Thus T'S is a disjoint vertex union of say m > 1 complete bipartite graph
isomorphic to K ,, with d = mtg. It remains to prove that ¢ and ¢ are co-prime.

But the least common multiple of p and n — p must be d, otherwise all the
edges of T'S could not be obtained from a given edge ij by the powers of w as
w*(ij) = w*(i)w*(j). But since d = tp = q(n — p), this implies that ¢ and ¢ are
relatively prime. a
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We can summarize the results obtained so far as follows.

Corollary 7.57 Let S be a set of transpositions such that T'S has no isolated
vertices. Then Cay(G,S) has a complete rotation if and only if its transposition
graph T'S s

(1) the union of vertex disjoint isomorphic cycles, or

(11) the union of vertex disjoint complete bipartite graphs isomorphic to K, for
some t and q relatively prime.

Proof. The if part is proved by Proposition 7.42, Example 7.21 and Proposition
7.32.
Assume Cay(G,S) has a complete rotation. We first consider the case where T'S
is not connected and of maximum degree 1. By Corollary 7.43, this implies that
all the connected components of T'S are isomorphic to K,. Thus T'S satisfies the
condition (ii) in the particular case of vertex disjoint complete bipartite graphs
Ki;.
Now assume that the maximum degree of T'S is at least 2. Either the hypothesis
of Lemma 7.55 or the hypothesis of Lemma 7.56 is satisfied. In the first case, T'S
satisfies the condition (i) and in the second one, the condition (ii). 0

We are now able to prove the theorem.

Proof of Theorem 7.4. By Proposition 7.32, Example 7.21 and Proposition
7.53, Cartesian products of isomorphic modified bubble-sort graphs and Cartesian
products of isomorphic generalized star graphs GST(n,k), with n — k and k rela-
tively prime, have a complete rotation. Conversely, assume that Cay((S),S) has
a complete rotation and S is a set of transpositions. We can assume that 7'S is a
graph on n vertices without isolated vertex (otherwise, we replace n by n —1). By
Corollary 7.57, Proposition 7.42 and Example 7.21, Cay((S),S) is the Cartesian
product of isomorphic modified bubble-sort graphs or the Cartesian product of
isomorphic generalized star graphs. O

7.5 Conclusion

In this article we have studied some Cayley graphs Cay(G,S) which are inter-
esting as models of interconnection networks, since they behave well for commu-
nication algorithms. They have particular automorphisms called rotations which
are induced by automorphisms of the group G defining the structure of Cayley
graph. Such a group automorphism leaves invariant the set of generators S and in
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the particular case of a complete rotation cyclically permutes the generators. Not
all Cayley graphs have such complete rotations and we have studied some cha-
racterizations. We have characterized the complete graphs which have a complete
rotation. Our more general characterization is given in terms of representation and
relators for the group and the set of generators, but this result is not easy to handle
for a general graph. Nevertheless we have completely characterized Cayley graphs
generated by transpositions which have a complete rotation.

We have also studied conditions for the existence of a rotation and proved that
some necessary conditions are not sufficient. Conversely, we do not know if some
sufficient conditions we give, like for Cartesian products, are also necessary. Thus,
we have pointed some problems, the most exciting being probably the equivalence
of the existence of a complete rotation w on Cay(G,S) and the existence of an inner
group automorphism of G, x — oxo !, which cyclically permutes the generators.
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7.6 Annex: Definitions of some Cayley graphs

In this section we recall the definition of some classical Cayley graphs defined
on permutation groups which are rotational (see also [FA97]).

7.6.1 Cycle

The cycle C, is the Cayley graph on &,, and the subset of the two cycles
(1,2,...,n) and (n,n — 1,...,1). In this case a complete rotation w is defined by
w(z) = oxo~!, where the permutation o is given by (n,n —1,...,2,1).

7.6.2 Multidimensional torus

The multidimensional torus TM;} is the Cartesian product of d cycles of length
p and therefore TM;l is rotational by Proposition 7.32.

7.6.3 Hypercube

The hypercube H(d) is the graph with vertex set {z1zy...24 : 2; € {0,1}},
two vertices x1xs ... x4 and y,ys . .. yq being adjacent if and only x; = y; for all but
one 1.
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H(d) is the Cartesian product of d complete graphs K, and the Cayley graph
of the additive product group Z¢ generated by the d generators 0...010...0,
N N~

i d—i-1
0<i<d—-1.

H(d) is also the Cayley graph of the permutation group G' generated by the
d transpositions (2i — 1,2i), 1 < i < d, defined on the set of 2d elements X =
{1...2d} (H(4) is shown in Figure 7.2 and the associated transposition graph
in Figure 7.3). Indeed, each vertex z1zs...x4, x; € {0,1}, can be renamed as
the permutation (aj,as,...,a2q) where (asi_1,a2;) = (2i — 1,24) if z; = 0 and
(&21;1,&2@') = (22,22 — 1) if T; = 1.

H (d) is rotational. A complete rotation w is defined on H(d) by w(r) = oxo™",

where o is the permutation given by o = (3,4,...,2d — 1, 2d,1,2) = (1,3, ... ,2d —
1)(24,...,2d).

Thus, 0~! = (2d — 1,2d,1,2, ...,2d — 3,2d — 2) and o' (1,2)0™" = (2i + 1,21 + 2).

1234657 12436578

<5,6>

1234567 <3,451231658 2436587
e 3435678
1234568 1243568

a2 134658 21436587

2134568

435687
21346578 21436578

21345678 21435678

Fic. 7.2 - H(4)
1 2 3 4
o———O o———O
5 6 7 8
o——0 o——0

FiG. 7.3 — Transposition graph for H(4)
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7.6.4 Star graph

The star graph ST(n) is defined as the Cayley graph of the group &, ge-
nerated by the n — 1 transpositions S = {(1,i),1 < ¢ < n}. The associated
transposition graph is the star Kj, ; (see ST(4) depicted on Figure 7.4 and
the associated transposition graph depicted on Figure 7.5). A complete rotation
w is defined on ST(n) by w(z) = oxo~!, where the permutation o is given by
o=(1,34,....n2)=(2,3,...,n).

1234 4231
<1,4>
<1,2> <1,3> <1,2> <1,3>
2134 3214 2431 3241
<1,3> <1,2> <1,4><1,4 <1,3> <1,2>
3124 2314 3421 2341
<1,2> <1,3 <1,2> <1,3>
1324 432
<1,45] <1,4> <1,4> <1,4> <1,4>
<1,4> <1,4>
3142 <1,4> 143

<1,4>

Fi1G. 7.4 — Star graph ST(4).
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3

F1G. 7.5 — Transposition graph for ST(4).

7.6.5 Generalized star graph

The generalized star graph GST (n,k) is defined as the Cayley graph of the group
S,, generated by the set of all the transpositions (i,7) of X, with i € {1,...k}
and j € {k+1,...,n}. It is proved in Sections 7.4.3 and 7.4.4 that this graph is
rotational if and only if & and n — k are co-prime or GST(n,k) = Cj, the cycle.

7.6.6 Modified bubble sort graph

The modified bubble sort graph of dimension n, M BS(n), is defined as the
Cayley graph of the group &,, generated by the n transpositions {(i,i + 1),1 <
i <n}U{(n,1)}. The associated transposition graph is the cycle on n vertices C,.
MBS (n) has a complete rotation w defined by w(z) = oxzo~! where o is the cyclic
permutation given by (1,2,... n).
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1234 <3 1324

<1,43 <1,4>

4231 <2:3> 4321

Fic. 7.6 - GST(4,2) = MBS(4)

1><3
2 4

FiG. 7.7 — Transposition graph for GST(4,2) and M BS(4).
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7.7 Annex: Notation

r a graph

Ve its vertex set

ET its edge set

[z,y] an edge

AT the arc set = {(z,y) s.t. [z,y] is an edge} C VI x VT
L(T) the line-graph of T

Aut(T) the graph-automorphism group of T’

L, the group of integers modulo n

G a group

1 unit

Aut(G) the automorphism group of the group G
ScdaG a subset,

(S) the group generated by S

Stab(G,S) subgroup of Aut(G) = {h €Aut(G),h(S) = S}
Cay(G,S) the Cayley graph of the group G and the subset S
H a subgroup of Stab(G,S)

H the induced subgroup of Aut(Cay(G,S))
(0(1), ... ,0(n)) a permutation o on X = {1, ... ,n}

oT (o(7(1)), ... ,o(r(n)))

Gy the group of permutations on X

S, the group of permutations on {1...n}

o = (i1,iz,...,ir) the cycle (or cyclic permutation) defined by
J(il) = i2, e U(Z.kfl) = Zk,O'(Zk) = il

(1,7) transposition

Supp o {i € X, o(i) # i}
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Conclusion et Perspectives

Nous avons étudié dans cette thése deux problémes liés aux communications
structurées dans les réseaux. Dans une premiére partie, nous avons traité le pro-
bléme du positionnement des chemins virtuels dans un réseau ATM, en proposant
une modélisation, en recensant les résultats existant dans la littérature, puis en
présentant de nouvelles analyses.

Les perspectives de recherche sont diverses. L’étude de la complexité du pro-
bléme dans le cas général est un probléme ouvert et de nombreuses bornes reliant
le diameétre et la charge présentent encore des écarts importants. Le probléme
de relier la charge pour h sauts et l'indice de transmission 7 n’est pas réglé, en
particulier dans le cas de I'instance de connexion all-to-all.

De plus, nous avons considéré des problémes relativement réguliers puisqu’ils
se posent dans des réseaux simples, avec des contraintes de capacités uniformes et
des instances de communication particuliéres. Il serait intéressant de prolonger ces
travaux en analysant le cas de graphes arbitraires, de capacités non uniformes et
d’instances de communication irréguliéres. En ce qui concerne les capacités, nous
avons déja étudié, dans le cycle ou dans l'arbre, le cas de capacités différentes
dans un sens et dans l'autre. Pour ce qui est de l'instance de communication,
nous pourrions commencer par nous intéresser a une union d’instances simples,
par exemple une union d’instances de type one-to-all.

Concernant le type de graphes étudié, nous nous intéressons actuellement au
cas de graphes plus complexes modélisant les réseaux existants et en particulier
le réseau national de France Télécom. Dans le cadre d’un contrat avec FT R&D,
nous cherchons a partitionner le réseau complexe existant en boucles en minimisant
une certaine fonction de cott qui intégre en particulier 1’éloignement des sites (on
souhaite que les sites d’'une méme boucle soient relativement proches les uns des
autres) et le nombre de boucles (on souhaite minimiser ce paramétre). Une fois
ce partitionnement fait, nous pourrons étudier plus précisément le probléme du
positionnement des chemins virtuels dans les boucles modélisées par des cycles. Ce
procédé provient d’une technique plus générale qui consiste a construire un réseau
intermeédiaire plus simple que le réseau existant (un réseau de boucles unifiées
dans notre cas) et a positionner les chemins virtuels sur ce réseau intermédiaire
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plus facile & manipuler.

D’autre part, notre modélisation théorique du probléme simplifie la structure
des réseaux ATM. Des généralisations vers des modéles plus larges seraient ins-
tructives d’un point de vue pratique. Les parameétres de cotit que nous considérons
(nombre de chemins virtuels traversés par une connexion pour le coiit temporel et
capacité des liens physiques pour le cott financier) pourraient étre remplacés par
une fonction de coiit plus complexe que nous chercherions a optimiser.

Dans une seconde partie, nous avons abordé le probléme de construire un pro-
tocole d’échange total optimal dans un réseau de processeurs. Nous avons étudié
le cas ou le réseau est modélisé par un graphe de Cayley et cherché dans quels cas
ce graphe posséde une structure particuliere permettant de construire simplement
un protocole d’échange total optimal. Nous avons d’abord expliqué quelle struc-
ture particuliére nous recherchions et pourquoi. Nous avons ensuite caractérisé les
graphes de Cayley admettant une telle structure.

Comme nous 'avons vu, pour construire un protocole d’échange total optimal
dans un graphe de Cayley admettant une rotation compléte, il suffit que les points
fixes de la rotation ne disconnectent pas le graphe. On conjecturait que cette
propriété était vraie dans la grille, mais des travaux récents montrent le contraire.
Le probléme de déterminer les points fixes dans un graphe général, et méme celui
de savoir simplement s’ils disconnectent ou non le graphe, reste ouverts. Nous avons
mis en évident certains problémes dont le plus excitant est certainement de savoir
il y a équivalence entre l'existence d’une rotation compléte w sur Cay(G,S) et
I'existence d'un automorphisme intérieur du groupe G, x — oxo !, qui permute
cycliquement les générateurs.

Comme nous en avons parlé dans le premier chapitre de la seconde partie, la
notion de rotation ayant la propriété de permuter cycliquement les générateurs
pourrait suffire & construire un protocole d’échange total optimal. Il serait in-
téressant de chercher dans quels graphes de tels automorphismes existent. Plus
généralement, le probléme de chercher le temps optimal d’échange total reste un
probléme difficile, méme dans les graphes de Cayley.
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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties. La premiére partie concerne la commutation
rapide des informations dans les réseaux ATM. Dans le chapitre 2, nous décrivons la
technologie ATM. Dans le chapitre 3, nous modélisons le probléme du positionnement
des chemins virtuels et définissons les deux paramétres étudiés, charge et nombre de
sauts d’'un VPL. Nous discutons 'orientation du modéle, la complexité du probléme, puis
proposons une synthése des résultats de la littérature. Les démonstrations des résultats
originaux se trouvent dans les chapitres 4 et 5.

La seconde partie concerne I’échange total dans les réseaux d’interconnexion entre
processeurs. Dans le chapitre 6, nous introduisons les notions de théorie des groupes
nécessaires ainsi que la motivation du probléme. L’objet du chapitre 7 est de caractériser
les graphes de Cayley admettant un certain automorphisme de graphe (appelé rotation
compléte ) permettant de construire d’une maniére simple un protocole d’échange total
optimal. Nous mettons en évidence des conditions nécessaires sur le groupe pour que le
graphe admette une rotation compléte. Nous donnons la liste exhaustive des graphes de
Cayley admettant une rotation compléte parmi les graphes de Cayley engendrés par des
transpositions.

Mots clés : Communications, Réseaux ATM, Chemins virtuels, Plongements,
Charge, Flots, Dimensionnement, Réseaux de processeurs, Routage, Graphes de
Cayley, Echange total, Théorie des groupes

Abstract

The thesis is divided into two parts. Both problems are motivated by the study of
communication networks. The first part deals with the Virtual Path Layout Problem. It
contains an overview of the ATM technology in chapter 2, followed by a description of
the model and a bibliographical survey in chapter 3. The ATM virtual layout is defined;
with the values D(G,I,c) (the smallest number of hops needed to connect between any
pairs of vertices in I with load ¢), and w(G,I,h) (the smallest capacity of a virtual
path layout that connects pairs in I, using at most h hops). The properties of and the
relations between these values are then studied. The directed and undirected models and
the computability of the parameters are discussed. A survey is then given. Most of the
analysis is discussed in chapters 4 and 5. Bounds on the load are first given. One main
result is the lower bound shown in Theorem 4.3 on w(G,I,h) that is shown to be tight
in several cases. Bounds on the virtual diameter are then given in terms of the edge
connectivity. In the last chapter, the virtual diameter is specifically studied.

The second part deals with Complete Rotations in Cayley Graphs. Chapter 6
describes a previous work, that is used and extended in chapter 7 in the study of
Cayley graphs with complete rotations. This concept was defined in order to construct
optimal gossip algorithms. Some properties of the graph are related with symmetries in
the group and Cayley graphs defined on a group generated by transpositions admitting
a complete rotation are characterised.

Keywords: Communication, ATM networks, Virtual Path Layout Problem, Load,
Flows, Processor Networks, Routing, Cayley graphs, gossiping, Group Theory



