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( )
* X ��� �&�������� ��� +�������� �� ��	�
* D ��� �&�������� ��� �
������ , �� �
����� ���������� �� �������� �� +������ ���
��������� �
�� ��� +������� �� X�

* C ��� �&�������� ��� �
��������� �
����� ��� ��� +�������� �� X!

(	���
� 
0	� �	����)�� 
� +#�� �
 �����
 ��	������
�/ 
0������
� X ��� �	�����
�
��� 	����� ��	������
��/ 
0������
� D ��� 
0������
� ��� �	�5�
����	�� �	����
�� �	
�
�	
� 
�� 	����� ��	������
�� �� 
0������
� C �	������ 
�� �	��������� ��	������
��� �

�
�	���

����� �

��9��!��� + � �) "� ��5�"� ,����!�����
'� ���	 �� ��+��� ��
�������� �� ��#��� ��� �� ���������� (Eg, Xg, Dg, Cg) 
( )
* Eg ��� �&������ ��
�������� �
������� , ��� ������ ��� ���� �&�� ������ ��
����
* Xg ��� �&�������� ��� 
�-��� ��
��������� �� ���	�
* Dg ��� �&�������� ��� �
�#������
�� �
������� �
�� �
�� ��� 
�-��� ��
��������� ��

Xg�
* Cg ��� �&�������� ��� �
��������� ��
��������� ����� ��� 
�-��� ��
��������� �� Xg!

&��� 
� �
��� �
 ���	���/ 	� 
��
����� �	
���� 
� �	����	� ������� S = (O, C) �	
�
����������� 
� +#��/ O ����� 
0������
� ��� 	����� ��	������
��/ C ����� 
0������
� ���

A�
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�

�	��������� ��	������
��� (0������ ��	������
� �� 
�� �	������ �	�� 	��� �5� �� ������

� �	����	� �

� �	������

#	������	�� � �	
���
 
� ����)�� 	
��� �������� � 
� 5�
�� A� �� ������������	� ��
���� �
� +#�� �
 �����
 ��	������
� ��� 
� �
������ �

Q Xg = {A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O}/
Q Dg = {Point, Point, Point, ..., P oint}/
Q Cg = {Distance(A, B), Distance(A, I), Distance(B, I), ..., Distance(N, O)}�
-5� �� ����
�5�� 
�� �	����	�� ���� 
� �
��� �
 ���	���/ �	
� ��5����	�� 
�� 	������	��

������
����� �
� 
�� +#�� �

��9��!��� . �1��"!���
 ��
��*��
!�
 
�� � �)
�
���� S = (O, C)� S1 = (O1, C1) �� S2 = (O2, C2) ��
�� ���	 �� ������ ��
��������
���������!
.� ��� ��� S1 ��� �� �	
�1+#�� �� S� �
�� S1 ⊂ S� �� �� ��������� �� O1 ⊂ O ��
C1 = {c ∈ C|c �� �
��� ��� ��� ��� 
�-��� �� O1}! '� �
����������� O1 ⊂ O �&
�-���
��
��������� ������ �
�� �� ������ �
������	 S1 �� S!
�� S1 ⊂ S� 
� �
�� S \ S1 �� �
������	 �� S ������ ��� O \O1!
�� S1 ⊂ S �� S2 ⊂ S� 
� �
�� S1 ∩ S2 �� �
������	 �� S ������ ��� O1 ∩ O2 , 
� �
��
S1 ∪ S2 �� �
������	 �� S ������ ��� O1 ∪ O2!
.� ��� ��� S ��� �� +#�� ����� �
�� S = (∅, ∅)� �� O = ∅� �� ��� �������� ��� C = ∅ �����!

&��� 
� �
��� �
 ���	���/ �	
� ���	���	�� 
�� �	
�1+#�� ��� 
� ���
���� ��� �	��
��� 	����� �
� 
0���
����� � ��� � ���
�/ ABI ���� 
� �	
�1����)�� �� 	
��� �	�����
� ���
�	���� A/ B �� I �� �	�� ��� �	��������� �� �������� Distance(A, B)/ Distance(A, I) ��
Distance(B, I)�

-5� �� �	��
���� 
� ��5����	� �� +#�� �
 �����
 ��	������
�/ �	
� �

	�� ������1
���� ��5��� 
�� �	������ �0	���� ��	������
�/ �� �	�5�
����	� �0	���� ��	������
� �� ��
�	�������� ��	������
��

!4!4! �"5��� .$��$���& ��

M� 
�-�� ��
�������� �� ������ Eg �� �������	� d �� ��5��� ��� 
0������
� ��� �	����
�� ��� ������ �
� 

� �������������� (�� 	����� ��	������
�� 
�
�
� �	�� �	����/ ��	����/
����
��/ �
���/ ��� ��� M�� �
�#������
� �&�� 
�-�� ��
�������� ��5��� � �������� 
0������
�
��� �	���� �� ��� 	���� = �
������� ���/ 
�� �	�5�
����	� ��5��� 
� �	����	�/ 
0	��������	�
�� 
�� �������	�� �0
� 	���� ��	������
��

��9��!��� 0  ��9,��"!��� �;�� �*<�! ,����!�����
.� ������� ���9,��"!��� �;�� �*<�! ,����!����� �� �
���� �&��� �
����
�� �&���

��������
� �� �� �������
�� �
�� ��� 
�-�� ��
��������!

'� 
�-�� ��
�������� ���� �&��� �
�#������
� ��� ��� ��!������!

��� � ���
�/ 
� �	�5�
����	� �0
� �	��� �� �& �	������ ����
����� � ��5��� �� �	����	�
��� � ��� �
 ���)�� �
	��
 �	������� = 
� �	�5�
����	� �0
� ����
� �� B& �	������ � �	����

AB
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� �	����	� �� �	� ������/ 
0	��������	� �
 �
�� �
� 
� �	������ �� 
� �������	� �� �	�
���	�� -����/ 
� �	����� �0
� 	���� ��	������
� �� ��5��� ��� 
0������
� ��� �	�5�
����	��
������� ��� ��� 	����� .� ��5��� 
0������ �� �	
��� 
�� �	�5�
����	�� �	����
�� �	
� 
� ����
�0	���� ��	������
� �	��� � �	��� ���� 
0������
� �� �	
��� 
�� �	�5�
����	�� �	����
��
�	
� 
� �	���/ &�	��� 
0������
� �� �	
��� 
�� �	�5�
����	�� �	����
�� �	
� 
�� ��	���/
��� ��� &��� 
� ��� �
 ����)�� 	
���/ �	
� ��	�� ��5�� 
� �	����� �� �$��
� ��� AD
�	���� �	��� ����� 
0������ �� �	
��� 
�� �	�5�
����	�� �� �	����� %	�	�� �
� 
0������
��� �	�5�
����	�� ������� ��� 
� 	���� ��	������
� ������ �� 
0������ ��	������
� Eg

�	������� � �� �&/ 
� �	�5�
����	� �0
� ����
� �	�����	�� ��

����� � �� �	����	� �� ��
�������	�/ �
	�� �
0�� B& �

� ��� �	�����
�� �� �

� �0
�� 	��������	��

!4!4( 
����%����� .$��$���& ��

M�� �
�������� ��
�������� ��� 
�� ��
���	� ����� ��� 	����� ��	������
�� �
� ���1
������ 
0������
� ��� �	�5�
����	�� �	����
�� �	
� ��� 	������ (�� �	��������� ��	������
��

�
�

�� �	�� ���������/ ���
��/ ����������/ ����

�
�����/ ��� ��� %	
� �������
	�� � �����	1
���� �� �	��������� ��	������
�� � 
�� �
��������� +������ �� 
�� �
��������� �

�������� M��
�	�������� ��

�� �	�� >��� ���	���� � 
�� ��
�
� �	
� >��� ��5���/ �
	�� �
0
�� �	��������
�		
����� �� ��������� ��� �� ��
�
� �	
� >��� ��5���� ��� � ���
�/ 
�� �	�������� ��
�������� 	
 �0���
� �0��� ��5��� �
� �� 
� ��
�
� �� 
� �������� 	
 �� 
0���
� ��� �	���� = ��
������$�/ 
�� �	��������� �0��������� 	
 �� ����

�
���� ��
���� >��� �	���� ����������1
���� �� �	
�� ��
�
� �
�����
� � �

�� �� �	����� �
� �
� 
�� 	����� ��	������
���

.� ��
� �	�������� 
�� �	��������� �		
������ �	��� ��� �	��������� ��

��� ������
1

�)��� � 
�� ��������� ��� 
�� �������� ��
��� �/ 
� ����

�
���� ��� 
� ���
� ��
��� �� %	
�
����	�� �
 �$������ C �
0�
 ��� ���	����� �� �������
�� �	��������� ��

��� �� �	���������
�		
������ = �� �4��/ ����������� 
�� �	��������� �		
������ ��� ��� �	��������� ��

��� ��1
��	�
�� ��� ����

������ ���� 
� +#�� �
� ��
���� ����� ��$	
�� ��������� ���$	��� ��
���	

��	��

!��	
��� 
� +#�� �
 �����
 ��	������
� ������� �	�� � ���������� �	
� 
�� 	�����
��	������
��/ �1�1�� � ������5�� 
�� *	
 �	
��� 
��, �	�5�
����	�*�, �	
� �$��
� 	����
��	������
�/ �� ��

� �	��� �
� �	
��� 
�� �	��������� ��	������
�� �	���� ������������

��� ���� � �� ����
� �
	�
��������
��
��

M� +#�� �
 �����
 ������
��1��
���	�� ���������� 
�� 	����� ��	������
�� ��� ��� ��1
����
�� �� �����)���� � ��
�
�� ���� R �� 
�� �	��������� ��	������
�� ��� ��� ������
��
�0��
���	�� �� �����
���� �
� ��� �����)����� M�� �	�� 
� �	��
�����	� ��� 	����� �� �	�1
�������� ��	������
�� �$	����/ 
� ��5����	� �0
� +#�� �
 �����
 ������
��1��
���	�� ���

� �>�� �
� ��

� �0
� #�� �
�
�	��
� *��� ��5����	� A/ ���� A�,� %	
� �

	�� �	�� �	
�
�������� ���� 
�� �����	�� �
������� �
� 
� �
����	� �� 
� �	��
�����	� ��� 	����� �� ��� �	�1
�������� ��	������
��� %	
� �� ��	�	���	�� ��� 
�� ���
��� ��� ��4������� �	��
�����	��
� ��������/ ���� �	
� ��	�	�	�� 
� ����� �	
� 
� ��5����	� �� �	��
�����	���

AC



A�� +#�� � 
� �����
 ������
��1��
���	��
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%	
� ��	�� �
 �
0
� 	���� ��	������
� ��� ��5�� ��� 
0������
� ��� �	���� �� 
0������
��	������
� �
� 

� �������������� #�� ������
� ��� ������
����� ������ �� �
���������
�/
�1�1�� � 
0���� �0
�� ��
���	� ���$������
�/ ����
�� ������
� �"�����/ �
� ��� ���������� �	
�
�	
� 
�� �	���� ����������� � 
0	����� ��� � ���
�/ 	� �	����)�� ������
����� 
� �	��

���	�
���
����
� ax + by + c = 0 �	
� �	��
���� 
�� ��	��� �� �&� #��������/ 	� ��
� �
���
�	��
���� 
�� ��	��� ��� 
0��
���	� y = dx+e 	
 ���	�� ��� 
0��
���	� x = fy+g� "
 � ����
�	�� �

���
�� ������������	�� �	����
�� �� 
0������
� ��� �	���� ����������� � 
� 	����
��	������
�� - �$��
�� �� ��� ������������	��/ 	� ��
� ���	���� 
� ������
� �� ����������
�
� �	�� 
�� �	�2������ ������������ ���� 
� ��
���	� ��������� 
0	����� ��� � ���
�/ �	
�

� ��	��� �� �&/ 	� � 
� �������������	� {a, b, c} �	
� ax+by+c = 0/ {d, e} �	
� y = dx+e
	
 {f, g} �	
� x = fy + g� #0��� �� �$	�������� ��� ��
�
�� *���� R, �	
� ��� �����)����
�
� 
0	� ��������� 
� �	����	�/ 
0	��������	� �� 
�� �������	�� �� 
0	���� ��	������
�� ���
� ���
�/ 5 �� 
� �����)���� d �0
�� ��	��� �� �& ������� � ���������� �� �����/ �1�1�� �	�
	��������	�/ �� 5 �� �	� �����)��� e ��������� �	� 	��	���� � 
0	������/ �1�1�� �� �	����	��
#�� �����)���� �	����� >��� 5 �� ��� � ��� �0
� ���)��/ �0��� �	
��
	� 
0������ ��	������
�
�	������� �	�� >��� �
�� �0
� ���)�� �
	��
�

.� ��
� �	�� ���	���� 
� 	���� ��	������
� � 
� ������
� �� �����)���� �	�� 
��
��
�
�� ���������� �� ����������� 
� �	����	� �� 
0	��������	� �� ��� 	���� ���1�1��� �0
�
���)�� �	���� #��������/ ��������� �������������	�� �� ���������� ��� �� ������� �	
���

�� �	�5�
����	�� �	����
�� �0
� 	���� ��	������
�� ��� � ���
�/ 
� ������������	� �0
��
��	��� �� �& ��� 
�� �����)���� {d, e} �	
� y = dx + e �� ������ ��� �� ����������� 
��
��	���� �������
�� �
 ���� x = constante� .� ��� �
	�� �
� 
� �������������	� ��� ���
��
�����/ ��� 	��	����	� �
 �������������	�� �
������� �
� ���������� �� ������� �	
��� 
��
�	�5�
����	�� �0
� 	����� &��� 
� �
��� �� 
� �$)��/ �	
� �	����)���	�� �
� 
� ���������1
����	� ��� 	����� ��	������
�� ��� �	��
)�� �5� �0������ 
0��������	� �� +#�� ���	

�
��
� ��
�� �0
�� �������������	� ���	��
)���

&0�
��� ����/ ��������� �������������	�� �0
� 	���� �� ���������� ��� �� ������� 
��
�	�5�
����	� �0
� 	���� �� ��P	� 
���
�� ��� � ���
�/ 
� �������������	� �� 
� ��	��� ���
{a, b, c} �	
� ax + by + c = 0 �0��� ��� 
���
� � ����� ��	��� ����� �	
��� 
�� ������1
�������	� �� 
� �	��� {k ∗ a, k ∗ b, k ∗ c} �	
� �	
� k ∈ R − 0 = 
� �$	� �0
�� ��
�
� �� k
���������� 
� �$	� �0
� �����
� �������
� �	
� 
� ��	���/ �� �
 � ���� 
�� ��5���� �� �����
��
�������
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�� �>�� ��	���� -5� �
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� ������������	� �0
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���
�
��

���	� ��� �����)���� � 
�� �	�5�
����	� �	����/ 	� ��
� �
	�� ����	�
��� 
�� ��
���	�
�0
������� ��� � ���
�/ ���� 
� ��� �� 
� ��	��� ����������� ��� {a, b, c}/ 	� ��
� �$	����
�0����	�
��� 
� ��
���	� {a2 + b2 = 1, (b ≤ 0 ∨ (b = 0 ∧ a > 0))} �
� ���������� 
� ���� �
�

�� �����
�� �������
�� (−ba) ��� ��	���� ����� �	��
����� ���	�� �	���� *a2 + b2 = 1,��
	������� ���� 
� ��	��� *b ≤ 0,/ 	
 ���� 
� $�
� *b = 0 ∧ a > 0,� &��� 
� �
��� �� 
� �$)��/
�	
� �	����)���	�� �
� 
� �������������	� ��� 	����� ��	������
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���
�/ �� ����������
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0	���� ��	������
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?	��� 
� ��5����	� �
� �	
� ��	�	�	�� �	
� 
� �	��
�����	� �0
� 	���� ��	������
� �

��9��!��� - ������
"!��� �;�� �*<�! ,����!�����
.� ���������� �� 
�-�� ��
�������� o ��� �� ������� (Po, Io, Eo) 
( )
* Po ��� �&�������� ��� 1"�"�=!��
 �� �&
�-�� o�
* Io ��� �� ���"!��� ��!���� �� �&
�-�� o� ���������� �� �� �������������
� �&��� ���
������ , �� Io = ∅� �� �
��������
� ��� ���� �����"�� ,

* Eo ��� �� ���"!��� �>!���� �� �&
�-�� o� ���������� ��� Po� ��� ��#��� �&�������� ���
�
���� �� �&������ ��
�������� ��� ������������� / o!

(�� ������������	�� �
� �	
� 
��
��	�� �	
� 
�� 	����� ��	������
�� 
�
�
� �� �& �� B&
�	�� ����	
���� ���� 
0���� � -�

�
���
� �	
� �	������	�� 
���
����� 
�� �	��
�����	�� �	��
)��� �� 
���
�� ��� 	�����
��	������
��/ �
 � ���� 
�� �������	� ����� 
�� ��
�
�� ��� �����)���� �� 
�� �	�5�
����	��
�0
� 	���� ��	������
�� �� �4��/ � �	
�� �	�5�
����	� �	�����	�� 
�� �� 
�� ��

� ��

�1
��	� ��� �����)����� -
���/ �	
� ����

��	�� ��� 
� �
��� �
�#������
� 
�� ��

���	� ���
�����)���� �0
� 	���� ��	������
� �
� �������� 
� ��
���	� ������� �� ��� 	�����

!4(4( 
����%����� .$��$���& ��

M�� �	�������� ��	������
� ��� 
�� ��
���	� ����� ��� 	����� ��	������
�� �
� ���������

0������
� ��� �	�5�
����	�� �
0�
� ��
���� �������� #	��� �	
� ���	�� �� 
� �	��/ 
��
�������������	� �0
� 	���� ��	������
� ������ �� ����������� 
0������ ��� �	�5�
����	��
�
0�
 ��
� �������� "
 ��� �	�� ���
��
 �� �	

	�� ����������� 
�� �	�������� ��	������
�
��� 
�� ��
���	� �
� 
�� �����)���� ��� 	����� ��	������
��/ ����
��� ������
� �"����� �� 
�
�	��������� ��� � ���
� 	� ��
� ����������� 
�� �	�������� �� �������� ����� � �	���� �� �&
��� 
�� ��
���	� �
 ���� (a−c)2+(b−d)2 = e2/ 	R {a, b} �� {c, d} �	�� 
�� �		��	����� ��� �
�	���� �� e ��� 
� ��
�
� �� 
� ��������� .� �	������ �
� ��������� �	��������� ����������� ���
�����)���� � �� �	�� 
�� �	��������� �
� �	
� ��	�� ����
��� ��

���� -����/ 
� �	��������
�� �������� ��������� 
� ��
�
� �� 
� ��������/ ����������� ��� 
� �����)��� e� .� ��
� �
���
�	������� �
� 
� �	��
�����	� �0
�� �	�������� ������ �� 
� �������������	� �$	���� �	
�

�� 	����� ��	������
��� ��� � ���
�/ �� 
� �	��� ����� ���������� �	��� 
0����������	� ��
� ��	����/ �1�1�� ���� E �����)����/ 
� ��
���	� �� �������� ����� � �	���� �� �& ������ �	
��
�
����

M�� �	�������� ��	������
� ��
� �
��� ���������� 
0����	�
���	� �0
�� ������
� �������
�	����� �
� ��� �����)����� #���� ��
���	� ������� � �	
� �
� �� ������ 
���
� �� �
�
��������� 
� �	��
�����	� �� 
� �	�������� ��	������
�� ��� � ���
�/ 
� ��
���	� �� ��������
��� ����������� ���� 
� �����)��� e �	�� 
� ��
�
� ���������� 
� �������� = 	� ��
� �
	��
��	
��� 
� ��
���	� ������� e > 0 � 
� �	��
�����	� �� ����� �	��������� �� �4��/ 
� �	��������
�� �������� ���������� ��� e = k 	
 ��� e = −k ��� ��
���
���� �� 	� �$	���� �	��
�� �
������� 
0
�� ��� ��
 �	�����
���� �	
� ������ 
� �	��
�����	� 
���
�� &� �

�/ 
�
��
�
� � �0� ��� �� ���� �	
� 
� �����)��� e � 
�� ��
���	� �� �������� ��
��� � ����� �
�	���� �0��� ��� 
�� ��
���	� �� �������� ���� 
�� ��
���	� �� �	[��������� #0��� �	
��
	�
�	
� ����	�
��	�� 
� ��
���	� ������� e > 0 �	
� 
� �	�������� �� ���������

AE



A�� +#�� � 
� �����
 ������
��1��
���	��

(� �	��
�����	� �0
�� �	�������� ��	������
� ��� �	�� ��������
� �� 
� �	��
�����	�
�0
� 	���� ��	������
� �

��9��!��� / ������
"!��� �;��� ���!�"��!� ,����!�����
'�� �
�������� ��
�������� c �� ��#��� ��� �� ���������� (Oc, Pc, Ic, Ec) 
( )
* Oc ��� �&�������� ��� 
�-��� ��
��������� �
���� / ����� �
�������� ��
��������!
* Pc ��� �&�������� ��� �����)���� �� �� �
�������� c , �� c ��� ��� ���!�"��!� *��B
������� Pc = ∅ , ���
�� c ��� ��� ���!�"��!� 5"����!

* Ic ��� �� ���"!��� ��!���� �� c ��� ��#��� ��� +������ �
������� �
�� ��� ����������
�� �
��������!

* Ec ��� �� ���"!��� �>!���� �� c� ���������� ��� Pc� ��� ��#��� ��� �
�#������
�� ���

�-��� ��
��������� �� Oc ��� +���#��� �� �
�������� ��
�������� c!

(�� ������������	�� �
� �	
� 
��
��	�� �	
� 
�� �	��������� ��	������
�� 
�
�

�� �� �&
�� B& �	�� ����	
���� ���� 
0���� � -�

!4(46 +
	� ,%��%"#��7$& %�����

M� +#�� �
 �����
 ������
��1��
���	�� �� ��5��� � ������ ��� �	��
�����	�� ��� 	�����
�� ��� �	��������� ��	������
�� �	��� �
�� �

��9��!��� 8 � �) �����
1���"�! A �� 
&
!=�� ,����!�����
'� ���	 (Eg, Xg, Dg, Cg) �� ��#��� �� ��+��� +���������������
�� ��� �� ������� (X, D, C)

( )

* X =
⋃

o∈Xg
Po� 
( Po ��� �&�������� ��� ���������� ��
��������� �� �&
�-�� ��
���

������ o�
* D �
������ �� �
����� �� +������ ������� ���� R� �
�� ������ ��������� ��
��������
�� ������ 
�-�� ��
�������� �� Xg�

* C =
⋃

o∈Xg
Io ∪

⋃
c∈Cg

Ec� 
( Io ��� �� ������
� ������� / ������ 
�-�� ��
��������
o ∈ Xg �� Ec ��� �� ������
� �"����� �� ������ �
�������� ��
�������� c ∈ Cg!

!����
	�� �
� 
�� �	�5�
����	�� ��� 	����� ��	������
�� �� O �	�� �� �������	� ���� 
��
��
�
�� ���

�� �	����
�� �	
� 
�� �����)���� ��	������
�� �� ��� 	����� �	
� ����������� 
��
�	������ ��� �����)���� �0
� 	���� ��	������
� �� ��P	� �	�����/ �	
� 
��
����	�� 
�� �

�
������ �������

�� �	������� �	
��� 
�� ��
�
�� �	�����	����� � ��� �	�5�
����	�� �
�	������
�	
� ��� 	���� ��	������
� �� O� ��� � ���
�/ 
�� �����)���� {a, b, c} �0
�� ��	��� �� �&
��
���� ������� 
�
�� ��
�
�� ���� R� �� ������$�/ 
� �����)��� r ������������ 
� ���	�
�0
� ����
� �� �& �� ��
� ������� ��� ��
�
�� �
� ���� ]0, +∞[� &� ��P	� �

� ������
�/

�� �����)���� �� �	����	� �������� 
�
�� ��
�
�� ���� R/ 
�� �����)���� �0	��������	� 	

�� �������	� ���

���� �������� 
�
�� ��
�
�� ���� [0, 2π[ �� 
�� �����)���� �� �������	�
������������ 
�� 
	��
�
� �������� 
�
�� ��
�
�� ���� ]0, +∞[�

��� ��5����	�/ 
�� ��

�� ������
�� �	�� 
�� �����)���� ��� 	����� ��	������
�� �
 +#���
-����/ 
�� �����)���� Pc �0
�� �	�������� ��

�� �� �	�� ��� ��� ������
�� �
 +#�� � �	
�
�
0
� +#�� �	�� ��5��/ ��� �����)���� �	����� �	
� >��� ��

�� *�� ��P	� �	��������� ����

AF
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� ��
���	� ������� Ic, 
	�� �� 
� ��5����	� �� 
� �	�������� ��	������
�� #��� �0��� ��� ����1
���� 
�� 
�������	� �
 ����� ��� �	��������� ��	������
�� ���/ �� 
� ��
�
� ��� �����)����
�0
�� �	�������� ��

�� ��
� >��� ��
�

�� 
���
����� � ������ ��� �
���� �	��������� ��	1
������
��/ �0��� �
� ����� �	�������� ��� ���
������ ���1�1��� �
 ����� ��� �	���������� &���
�� ���	���/ �	
� �� �	
� ��������	�� ��� �
 �	��������� ���	������� ��

��� �	�� 
��
�����)���� �� �	�� ��� ���������� ��� �

�� �� �$������ �� 
�� ��	������� ��	������
�� �

+#��/ �� �	� ������ �� �	

��	����

!�����	�� 
0� ���
� �� ����)�� 	
���� �� ������������	� �	
� �	��� �� +#�� �

�����
 ������
��1��
���	�� ��� 
� �
������ �

Q X = {xA, yA, xB, yB, xC , yC , ..., yO}
Q D = {DxA

= [−∞, +∞], DyA
= [−∞, +∞], ..., DyO

= [−∞, +∞]}
Q C = {(xA− xB)2 + (yA− yB)2 = d2

AB, (xA− xI)
2 + (yA− yI)

2 = d2
AI , ..., (xN − xO)2 +

(yN − yO)2 = d2
NO}

!��	
��� 
� +#�� �
 �����
 ������
��1��
���	��/ �0��� ��	
��� 
�� *	
 �	
��� 
��,
��

���	�*�, ��� ������
�� ���� X ��
 �
� �	
��� 
�� ��
���	�� ���� C �	���� ������������
%	
� ��	�� �
 �
� 
0������
� ��� ��

���	�� ��� �����)���� ��� 	����� ��	������
� ��� ��
�������	� ���� 
0������ ��� �	�5�
����	�� �� ��� 	������ "
 �� ���

�� �
� 
� ���	

��	� �0
�
+#�� �
 �����
 ������
��1��
���	�� ��� ��
���
���� � 
� ���	

��	� �0
� +#�� �
 �����

��	������
��

&��� 
�� �$������� �
������/ �	
� ���
	���	�� 
� ����� +#�� �	
� �������� �
��� ����

� �����
 ��	������
� �
� 
� �����
 ������
��1��
���	��� -����/ 	� �	
��� ���
�� ��� 	�����
��	������
�� �0
� +#��/ �� �� ��� �	��������� ��	������
�� 	
/ �� ��P	� ��
���
����/ ���
������
�� �
 +#�� �
� �	�� 
�� �����)���� ��	������
�� �� ��� 	����� ��	������
��/ �� ���
��
���	�� �
 +#�� �
� �	�� 
�� ��
���	�� ������������ ��� �	��������� ��	������
���

��� ���
����
� ���� ����

(� �	���
���� ��� �	��������� 
����� 
�� 
������ �	��
)�� �
��� � 
� ���$	�� 
��
����
�	
� 
� ���	

��	�/ �
���
0�
 ��� ���������� �	
� 
� �	��� �0
� ������
� �� ��
���	�� ��1
�$������
��/ ��
���	�� �� �����
���� �
� ��� ������
�� � ��
�
�� ���� ��� �������

�� �� R�
#��������/ 
�� +#�� �	�� �	�����
�� �0��
���	�� �	� 
�������� ������
����� �
������
��
���� �	
���� ����	�� >��� �	� �
������
��/ �	��� 
� +#�� � �	�� � 
� 5�
�� A�A� #�
+#�� �� B& ��� 
� ��������� � ���� �	�����
� �� � ������� �	��
�� = 
� ������ �������
�
��� �	�����
�� �0
�� ����� �	
���� �	

����� �� �	�� 
0� ������� I �	�� ������ ��������� �

� �	
��� ���
�	[��
� S �
� ��
� �	

����� $	��S	���
������ (� ��5����	� �� 
0	��	���� �

�	��� I ��� 
�� �	����	� ���
�	[��
� ��������� �� 
� �������� AB �
� ��5��� 
� �	����	�
$	��S	���
� �� 
� �	
��� S�

(� �$������ B � �	�� 
� ������
� �� ���$	��� �
� ��
���� >��� 
��
����� �	
� ���	
���

� +#���

��
�
�� ��������� ��� �� ��		�� �
��������� ���#��� ��#���� �����������	�� $ 	� ���
	���
� �� %�&�
�
������� ��� ������������ 
� ��� ���������
��� ��� �	
�� 	�� #�	���� ���
����� ��� ���������� ��� �
���������
#�	���� ��#������� ��� �����#�		�� ������������ 	������� �
����	��

AG



A�C #�� ����1/ �
�1 �� �	
�1�	��������

A B

I

S


��� A�A Q � ���
� �� +#�� ���
����� ��� ��
���	�� �	�1�
������
��

-5� �� ���	
��� �2�������� ��� +#��/ �	
� ��	�	�	�� �0
��
���� ��������� �� 
�
��
��	�������� �

� �����������/ �	
� �

	�� �4���
�� 
�� ���
��� �
 +#�� � ���	
��� �
�
��������� �

Q �0������5�� 
�� �	
�1����)��� ���	��������� 	
 �	������� 
� ������
� �	����
 �� �	1


��	��/

Q �� ��	�
��� 
�� ���
���� �� �	
�1��	�
)��� �	�� 
�� �	

��	�� �	����� ��� �	

��	��
�
 +#���

-
 �$������ C/ �	
� �������	�� �
�
�
�� ���$	��� �� ���	��	����	� �
� ��
���� >���

��
����� �	
� 
0���
��� �� +#��� (0
��
�����	� �0
�� ���$	�� �� ���	��	����	� ���
��
�
��

� �0
�� ���$	�� �� ���	

��	� �	��
)��/ �	��� �	
� 
0� �
��
��	�� �
	��� &��� 
�
�$������ �
�����/ �	
� �������	�� 
� �	����� �� �������� �
� ��� � 
� ���� ��� ���$	��� ��
���	��	����	� ��	������
�� #���� �	��	� ��
� >��� �����	�$��/ �	��� �	
� 
� ����	�� �

�$������ �/ �� 
� �	��	� �� #�� ����1�	������� �
� ��� �

� �	��
� ���� 
� �	��
��
�� ��
��	��������	� ��� �	���������/ �� � ���� ��� 
��
���� �	
� ��	�	��� ��� ���$	��� �0���
���
�� #�� �	����
�� %	
� �������	�� �� �	����� � 
� �����	� �
�������

�� ��� �����! ��	� �� �
����
��	
����

.� ��5��� B �����	���� �� #�� �
� �	������ �	����
� � #�� ����1�	��������/ #��
�
�1�	�������� �� #�� �	
�1�	��������� M� #�� �� �
���� ���� 
0
�� �� ��� B �����	���� ��
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'� ��	 ��� ��� *���B���!�"��! �&�� ����� �� �������� ���
������� �� �
����
�� , �� ���
��� 
��B���!�"��! �&�� �&����� ������ �
����
� , ��#�� �� ��� ��� 
��
B���!�"��! �&�� �����
�� �������� �����
������� �� �
����
��!

#	������	�� 
�� #�� � P1 = ({x}, {Dx}, {sin(x) = 1})/ P2 = ({x, y}, {Dx, Dy}, {x −
y = 0}) �� P3 = ({x, y}, {Dx, Dy}, {x2 + y2 = 0, x + y = 2})� P1 ��� ����1�	�������/ P2
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�1�	������� �� P3 ��� �
�1�	�������� �� �4��/ �	
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�� �	
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�
�	��� x = kπ/ ���� k ∈ Z� �� Dx = R/ 
0������
� �� ��� �	

��	�� ��� ���	�����
�/ ����
�� Dx = [a, b]/ 
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� �� ��� �	

��	�� ��� �
	�� 5��� &��� �	
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�� ���/ �� #�� ��� ����1
�	�������� &��� P2/ �	
�� ��
�
� v ���� Dx ∩ Dy �	�����	�� � 
�� �	

��	� x = y = v =
�	�� �� Dx ∩Dy �= ∅ �� Dx ∩ Dy �= [a, a]/ 
0������
� ��� �	

��	�� �� �� #�� ��� �	����
/
�1�1�� �����	�����
�� ��5�/ P3 �� �	��)�� �
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�� �	

��	� = �� �4��/ 
0��
���	� x2+y2 = 0
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��
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��9��!��� : �!���!���������! *���B4 
��B �! 
��
B���!�"��!
'� ��	 (X, D, C) ��� 
!���!���������! *���B���!�"��!� �
�� ������0�
������� �� |X| =
|C| �� �
�� �
�� �
�����
����� (X ′, D′, C ′) � |X ′| ≥ |C ′| ,

�� ��	 ��� 
!���!���������! 
��B���!�"��!� �
�� �����0�
�������� �&�� �"���� �� �
���
��
����� (X ′, D′, C ′) ��� ��� |X ′| < |C ′| ,

�� ��� 
!���!���������! 
��
B���!�"��!� �
�� �
����0�
������� �� |X| > |C| �� �
��
�
�� �
�����
����� (X ′, D′, C ′)� |X ′| ≥ |C ′|!

����!�
 �� �" �"�"�!���
"!��� 
!���!������
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� �� �	
���� �
0
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1
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��� (� ���
� A�A � �
��
� 
�� ��4������� ����� 
� �������������	� ���
��
��

� �

�	���� �� �	

��	� �0
� #�� �� �	� �������
� �	���� �� �	

��	��� M� � ���
� �� #��
��� ���	��� � �$��
� ���� �� ����� ���
� 	R 
� �������������	� ���
��
��

� ��� ��
���� "
 � �
��	�� ��
��� ��������
�� �0��$�� �� 
� �������������	� ���
��
��

� � �������� �� �	���������
���	����������/ �
������
����� ���	������� 	
 ����

�)����

��9��!��� (C �����
�
!"���
'� �������� �� �
��������� ��� �����
�
!"�! �� �� ��������� �� �� �&����� ������ �
���
��
�! 1� ��� �����"� �� �� ������� �&��� ����� �
�������� ��
���� �� ��
����� �
��������!
2
��� �
�������� ����������� / �� �������� �� �
��������� ���
�������� ������� ��� ����
�����
�
!"�!�!

%	�	�� �
0
� #�� 	
 +#�� �	������� 
�� �	�������� ���	��������� ��� �	������� �
�1
�	�������/ �
�
 �
� �	�� 
� �	���� �0��
���	�� �� ������
�� �
� 
� �	�����
��

��9��!��� (( ������"���

���� �� ��	� ��� �
�������� ��� ���� ������"�!� �� �
� ������� ��
���� �� ��	 �����
+������ �����! �
������� �� �3�� �������� �� �
����
��!

���� �� ��	� ��� �
�������� ��� ���� �������������� ���
������� �
��� �B������"�B
!� �� �
� ������� ��
���� �� ��	 ����������� / �� �3�� �����
��� ) ������ ���� 
� �
���
�
�������!

���� �� ���	� ��� �
�������� ��� ���� ���
������ +���/�+�� �� �� ��������� �
��� �B
������"�!�� �� �
� ������� �� ������ ��� �� �����
��� �� ���	 ) ������ ���� 
� �
���
������!

.� �������
��� �	�� ���� �� ���	��� B ����� �� ���	������� � 
� �����)�� ��5��1
��	� ��� 
� ��5����	� 
� �

� �	��
�� �� ���	������ � 
�� �	�������� ���	������ ��� 
��
�	�������� �
� �0���	��� �
�
�� ���	�����	� �
��
���������� .� �	
����� ���� �
0
�� �	�1
������� ���	������ ���� �� ���� ��� �����4��� M�� �	�������� �
������
����� ���	������
��
� >��� �
���V
�/ ���� ��
� �
��� �� ��� 
0>���� ��� � ���
�/ 
� ����)�� x2 = 4 ∧ x = 2

��� �
��!��
�	��� (X ′, D′, C′) ���� �&� (X, D, C) ��� ������ ��� 	�� #�����	�� �� X ′ ⊂ X � �!�!��
D′ = {D′

x|x′ ∈ X ′} �� C′ = {c ∈ C|c �
��� ���������� ��� X ′}�

�A
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��� ���	����� ��� �
 �	������ ��
 ��
���	�� ���������� �� ���������� 
�� ��

� ������
� =

0��
���	� x2 = 4 ��� -1���	������ �� �
���V
� �
���
0�

� �� �$���� ��� 
0������
� ���
�	

��	�� = 
0��
���	� x = 2/ �

�/ ��� -1���	������ �
���
� �� �������� �$���� 
0������
�
��� �	

��	�� �
 ����)��� 7	
�� ���	������ ��� �	�� 
�� -1���	������� ��5�/ 
� !1��1
�	������ ��� 
�� �	��	� �� ���	������ ����
���� � 
� ���	������ �
������
�/ ���� ��
�����
� 
� ��	������ �� �������� �

�]� �
0� 
� �������	� �� 
0������ ��� �	

��	��� %	
� ����	��
� 
� �����	� ��B�B *���� DH, �
� 
� �	��	� �� �������� ��� ���	������� 
��� � 
� �������	� ��

0������ ��� �	

��	��/ �� �
0�
 � ���� �	�� 
� 
��� ����� -1���	������ �� !1���	�������

��9��!��� (+ ���,��"��!�
'� �������� �� m ������
�� ��� 
��,����� �&�� ������ �� ���������� m + n +���������
�� n > 0! .� ���� �&��� ������
� ��&���� ��� ���������� �� ���� ������� / ���� ������ ��
���������� ���� �&��� ���
����!

%	
� ����	�� �
��� �
� 
� �	��	� �� ����

����� ���>� 
� ���� ��	������
� 
	���
0�

�
��� ���
��
�� �
 �	�5�
����	�� �0
� +#�� *��� �����	� ��A�C/ ���� BD,�

�����	��� �
 #��
�
� ���� �	
�

������ �
� 1 -1���	������ *� �B, -1���	������ *� �D,
���
�� ���� ���	��������� *� �A, 1 -1���	������ *� �E,

�	
� ���	��������� *� ��, ����

����� *� �C, 1


��� A�A Q ��	�
)��� �� 
� �������������	� ���
��
��

� �� 
0������ ��� �	

��	��

#�1����	
�/ 
�� � ���
�� �
� �


������ 
�� ��4������ ����� �0��$�� �� 
� �������������	�
���
��
��

� �� 
� �����	��� �0
� #���

	>��1�� ( ���B���!�"��!4 
!���!���������! *���B���!�"��!
5� ��	 (X = {x}, D = {Dx}, C = {x2 = −1}) ��� �����
������� , �� �6��� �� �
����� ��
�������� +��� �� �
����
��! 7� ��+����� �� ��� ���������������� ������
�������� ��� �� ���
�
������� �� 8 ������
� �� �� 8 +�������! 5� ����
� �� ����� ��6������ ��� ��� ����� ������
�
��� ���
��������� ) �� ����� �&�� +������� ������ �� ���� 3��� �������!

	>��1�� + ���B���!�"��!4 
!���!���������! 
��
B���!�"��!
5� ��	 (X = {x, y}, D = {Dx, Dy}, C = {x2 + y2 = −1}) ��� �����
������� , �� �6��� ��
�
����� �� �������� +��� �� �
����
��! 7� ��+����� �� ��� ���������������� �
����
��������
��� �� ��� �
������� �� 8 ������
� �� �� 9 +��������! 5� ����
� �� ����� ��6������ ��� ��� �����
������
� ��� ���
��������� ) �� �
��� ��� ������ �� +�������� ������� �� ���� 3��� ������+�!

	>��1�� . ����B���!�"��!4 
!���!���������! 
��B���!�"��!
5� ��	 (X = {x}, D = {Dx}, C = {x = 1, 2x = 2}) ��� ������
������� , �� �6��� �� �
�����
�� �������� ���
������� �� �
����
��! 7� ��+����� �� ��� ���������������� �����
��������

��
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��� �� ��� �
������� �� 9 ������
�� �� �� 8 +�������! 5� ����
� �� ����� ��6������ ��� ��� ���
9 ������
�� �
�� %����
�������� �� �3�� ���
������� ) �� ��� ��� �+����� ��� �� ���
���
������
� ��� ����� / 9 �
�� �� ��������!

	>��1�� 0 ����B���!�"��!4 
!���!���������! 
��
B���!�"��!
5� ��	 (X = {x, y}, D = {Dx, Dy}, C = {x2 + y2 = 0}) ��� ������
������� , �� �6��� ��
�
����� �� �������� ���
������� �� �
����
��! 7� ��+����� �� ��� ���������������� �
���
�
�������� ��� �� ��� �
������� �� 8 ������
� �� �� 9 +��������! 5� ����
� �� ����� ��6������
��� ��� ����� ������
� ��� ���������� ) �� �� �
��� ��� ������ ��� +�������� ��� ������ �
����
��� +�������� �
�� ������ / :!

	>��1�� - ���
B���!�"��!4 
!���!���������! 
��B���!�"��!
5� ��	 (X = {x, y}, D = {Dx}, C = {x − y = 1, 2x − 2y = 2, 3x − 3y = 3}) ���
�
����
������� , �� �6��� �� �
����� �� �������� �����
������� �� �
����
��! 7� ��+����� ��
��� ���������������� �����
�������� ��� �� ��� �
������� �� ; ������
�� �� �� 9 +��������! 5�
����
� �� ����� ��6������ ��� ��� 9 �� ��� ������
�� �
�� %����
������� ��� ���
��������
��� ����
�� / �� �������� ) �&������
� 9 �����! ;� ��� ����� / 9 �����! ;� �
�� �� ��������!

	>��1�� / ���
B���!�"��!4 
!���!���������! *���B���!�"��!
5� ��	 (X = {x, y}, D = {Dx}, C = {x − y = 1, 2x − 2y = 2}) ��� �
����
������� , ��
�6��� �� �
����� �� �������� �����
������� �� �
����
��! 7� ��+����� �� ��� ����������������
������
�������� ��� �� ��� �
������� �� 9 ������
�� �� 9 +��������! 5� ����
� �� ����� ��6������
��� ��� �� ���
��� ������
� ��� %����
������ ��� ���
������� ) ���� ��� ����� / 9 �
�� ��
��������!

!4)46 ��%#3�� �� +
	�

&��� ����� �$)��/ �	
� �	
� ��������	�� �
 ��� ������

���� �� #�� �	����
� �
� �	��

�� +#��� M� +#�� ��� �	
���� �	�����
� �� �	��������� ��	������
�� ������������� �

���)�� �
	��
 �� 
0������ ��	������
� �	��������� (	���
� ��
 ��� 
� ���/ �	
�� �	

��	� �

+#�� ��
� >��� ���
���� ���� 
0������ ��	������
�/ �1�1�� �
� 
0���
�����	� �0
� ���
�1
������ *�	����	�N�����
���	�, � 
�� �	

��	� �0
� +#�� ��� �	
�	
�� 
�� �	

��	� �

+#��� M� ��
 +#�� ��
� >��� ���	

 �	��
)������ �0�
 ��� ����1�	������� 
	���
0�
 ��� 5 �
��� ����	�� �
 ���)�� �
	��
� .� ��� �
��� �
0�
 ��� ����1�	������� ���� 
� ���)�� 
	��
/
�	
���� >��� ���
��� ��� ����	�� �
 ���)�� �
	��
� #���� ��	������ � �	
� �	� �������� ��
�	
� 
� �������	�� �� �����
 �
 �$������ �� %	
� ����	�� �� 5� �� �� �$������ �
� 
� ��

�
�������������	� ������
� �� �	
��	���
� �� 
� �������� ��� 
�� �������������	� ���
��
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� �����������	� ���
��
��

� �
 �	���� ��
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���� *�����
�� +����	���� ,*����� ��� +����	����� -../0� �� 
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� ���
��� �
���� 	�� �
���������
����������� �� ������ �	
��	 1 
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������ ����� �� %�&� �
�� 	�� �
��������� �
�� ������������� �� ������
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�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

����� �#��%��� & ��

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� '�	�$��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

����� '�	�$��
 $� )
����
 �
$
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

����� *��� ���
� 
�	�$��
 �� 
�	�$��
 $� )
����
 �
$
� � � � � � � � � � � ��

����� +�	

� $� ����
�
 $,�� �#��%�� & ��

�� � � � � � � � � � � � � � �(

����� '�	�$��
 	
�

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

����� ��
� �

������� ��
� ��
���� $� �� 
�	�$��
 	
�

���� � � � � � � � ��

����( ��� ������ ��
 �� �-
�
�� $� �� 
�	�$��
 � � � � � � � � � � � � � � ��

��� #&����	 �	� ��!

���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

����� .
 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� "))
� -�  ��
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� /�
���� $� �
0���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

����� ��� ������ ��
 �� �-
�
�� $�� �
 ������� � � � � � � � � � � � � �!

��� �������� 	
 �'( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )*

����� '�	�$��
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#� �$������ ����	�
�� 
� �	����� �� ��������� (� �	��	� �$����
� �� �������� ��� ����S
���
����� � 
� ������
��� �0	����� ��� ������ �0�
 ��� �����
������/ �1�1�� �
� ��� 	�����
�0��������� �
�
� �	
������ ��
��������� 
�� 
�� �
 �
����� .� 	
�
�� �	
���� 
��
�
��� ��	������ ��� ����)��� ������� � 
� ����)�� ������ �	�� �
��� >��� �����<����/ �1�1��
�
0	� �	�� �	
�	�� ���
��
�� �	
� �	
������ � 
0������
� �� ��� 	������ #���� ���	���
�	�����	� ��� ������
����� ����5�� ���� �
� 
�� �	��������� ��	������
�� ����� �� ��
 �	��
������������� �
 ����������
 �� 
0������ ��	������
� �	�������� ?���5�� 
� �����)�� �	���1
��	� ��� ��� �	���� �

� ��2��
� � �0��� �
� ����� �W�$� �
� �� �	�� �	�������� 
0������
�
��� �����
 ����� �
� 
� �	��	� �� ���������

(� �	��	� �� �������� � ��� ��������
����� ��
���� ��� 
� �	��
��
�� �� �
�
�
���
����������� *
� �	
� �0$	��S	� ��� �����
 �
� 
� �������� ���� ����� �	��
��
�� ��� ��	1
�	�� ���� T+�����/ ����U,� (0�����>� �	
� ����� �	��	� ���	��� � 
� �	�����
�� �0�

�� ��
AFEE � ^M�� 5�
�� ������ �� 
0������ �0����� ��� �� ���	�����	� ���� �
0�

� �0��� ���
����	����^� #���� �	��	� � ��������� ��� ���������� ������

�)��� �� ���
��� ��� ����������
	R 
� ���������	� ����� 
�� ���
��
�� *������, �� 
� ��������� *�	��
�, ���	�� �
� 
� �����1
������	� �
 ����� �� �	��
��� �0
� ���������� ��5�/ �� �
������
� �������� ��� 
���������
*#-., T.8��/ AHHA= L�����/ AHH�= ;	
�� �� ��!/ AHHD= 3	4���� �� ��!/ AHHFU/ ��� �	��	��
	�� ��� 
��
����� �	
� ��	�	��� ��� ���$	��� �2����� �	
� 
� ���	

��	� �� +#�� �
� �	��
���������� �
 �$������ C�

%	
� �������	�� �0��	�� 
�� ���

���� 	����
� ��� 
� �	��
��
�� �� �	�	
	��� ���
��
1
��
�/ �
� ���������� �0����	�
��� 
�� ��4������� �	���� �� ��������� %	
� ��	�	�	�� ���
���

� ����P
 ��� ��	�
)��� ������� �� �$�	��� ��� ���������� �� 
0�����>� �� 
� �	��	� �� ��1
������ ���� ����� �	��
��
��� ��5�/ �	
� ������	�� ��� 
� �	��	� �� �������� ������������
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	��� ���
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��
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� �
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� �
	��� �������� ���
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(�� +#�� �	�������� �� �	�	
	��� ���
��
��
� �	�� ��������
����� ��� �$������ / �������
M� ����)�� � ������ ��� �	�����
� �0
� ������
� �� ������ *��������, �� 
	��
�
�� �	�����
�	����� ��� 
�
�� � ��������� M� ��
 ����)�� �	�����	�� � 
� +#�� �	�����
� 
���
�����
�� �	���� �� �� �	��������� �� �������� � 
�� ������ �� 
	��
�
�� �	����� ���������� ���
�	��������� �� ��������� ����� 
�
�� �	���� � ��������� �

� �	���

����� �

��9��!��� (. �&
!=�� A *"���

'� 
&
!=�� A *"���
 �� �������
� d �� ��#��� ��� �� ������� (V, B, p) 
( )
* (V, B) ��� �� ������ �� �
����� > �� �&��3��� ? , ������ �
���� ���������� �� �
����
�� ������ ��3��� ������� ������ ���������� ��� �
�������� �� �������� ����� ��� 9 �
����
�
�����
����� ��" �
����� ��&���� �����!

* p ��� ��� �
����
� ��� �
����� +��� �&������ ���������� p : V → Rd!

(� �	����	� p �0
� ����)�� � ������ �	�����	�� � 
� �	��	� �� �
�#������
� �0
� 	����
��	������
� *��� ��5����	� C/ ���� AB, � � ���	��� � �$��
� �	����`�	��� 
�� �	�5�
����	�
���� 
0������ ��

A B

CD

p(A)=(0,0) p(B)=(1,0)

p(C)=(1,1)p(D)=(0,1)

p(A)=(0,0) p(B)=(1,0)

p(C)=(.5,.5)

p(D)=(.5,1)


��� ��A Q &�
 ����)��� � ������ ���������� 
� �>�� ��
�
����

(� 5�
�� ��A ���������� 
� ����)�� � ������ �� �& �	�����
� �� C �	���� *-/;/# �� &,
�� D ������� (� ������ ��
�$� �������� 
� ����$� *?/;, �� �� ����)��� (� ������ ������
�
�������� 
�� �	�5�
����	� �� �� ����)�� 	R 
�� �	���� -/ ;/ # �� & �������� ��������������

�� �	����	�� *�/�,/ *A/�,/ *A/A, �� *�/A,� (� ������ ��	��� ���������� 
�� �	�5�
����	� ��
�� ����)�� 	R 
�� �	���� -/ ;/ # �� & �������� �������������� 
�� �	����	�� *�/�,/ *A/�,/
*��D/��D, �� *��D/A,�

(� ��5����	� ��� ����)��� � ������ �	��� 
� ����P
 �� 
�
� �	
�
� ���
�� �
Q (0������ ���������� �0
� ����)�� � ������ ��� ���������� ��� �	� ����$� (V, B) = ��
�4��/ ��� ����)��� � ������ ����5��� ��� ��������� ��4������� ����� 
�� �>��� �	����
��������� 
� �>�� ����$� (V, B)� .� ��� �
0�
� 	�� 
� �>�� ���
��
��/ 	
 �>��
��
�
�����

Q (0������ ��
�������� �0
� ����)�� � ������ ��� ���������� ��� 
� �	����	� p �
� ��5���

�� �	����	�� ��� �	���� *p(A) ��� 
� �	��� �� 
0������ � �
� �	�����	�� �
 �	����
A �
 ����$� (V, B), ����� �
� 
�� ��������� ����� ��� �	���� *
� 
	��
�
� �� 
� �����
(A, C) ∈ B ���� |p(A)p(C)|,�

�2� ���	��� 	� �
����
� |AC| �
�� ����������� 	� �
��� �� #������
−→
AC�

�F
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����)��� � ������ ���� ��
� �
��� >��� ��5��� �	
� ��� +#�� �
�
�	��
���

(4!4( ��.����$

(� �������� �0
� ����)�� � ������ �� ��5��� �� �	����	� ��� �	
������� �
0�
 ������
.� �������
� ��
 ����� �� �	
������� �	����
�� �

Q M�� ���
�����
� ��� 
� �	
������ �
� �������� 
�� ��������� ����� 
�� �	����� 
���
��� 
�� ��>�� ���� �	��5� 
�� ��������� ����� 
�� �	���� �
� �� �	�� ��� 
��� ��� 
��
��>���

Q M� ����������� ��� 
� �	
������ �
� �������� 
�� ��������� ����� �	
� 
�� �	����
�0
� ����)�� � �������

�

� �	���

����� �

��9��!��� (0 ���5����!
4 ��@���"!���
 �! ��1�"�����!

'� ���5����! �&�� �$����� / ������ (V, B, p) �� �������
� d ��� �� �������� M
�
������� ��� �
����
� �	����
� �� ��4��������
� mi : [0, 1] → Rd �
�� ������ �
����
vi ∈ V ��� +���#� mi(0) = p(vi) �� |mi(t)mj(t)| = |p(vi)p(vj)| �
�� �
�� t ∈ [0, 1] �� �
��
(vi, vj) ∈ B!

'� �
�+����� M ��� ��� ��@���"!��� �&�� �"���� t ∈ [0, 1]� vi ∈ V �� vj ∈ V ��� ���
|mi(t)mj(t)| �= |p(vi)p(vj)|!

'� �
�+����� M ��� �� ��1�"�����! ��� �
�� �
�� t ∈ [0, 1]� �
�� vi ∈ V �� �
��
vj ∈ V � |mi(t)mj(t)| = |p(vi)p(vj)|!

��� ��5����	�/ �	
� �	
������ �	�� ����5�� �	����
�

����� 
�� �	��������� �� ��������
�
 ����)�� � ������ � 
� �	
������ M ���	��� �	
�	
�� 
� �>�� 
	��
�
� �
 ������
�
 ����)��� (� ��4������ ����� 
�� ���	�����	� �� 
� ���
������� �� ��	
�� �	�� ����

� �������� ����� 
�� �	�����`�	���� �
� �� �	�� ��� 
��� ��� 
�� ��>�� � 
�� ���	�����	�
�	��5� ��� ��
�
��/ 
� ���
������� �� 
�� �	��5� ����

Am   (.5)=(−5,.5) Bm   (.5)=(1,.5)

Cm   (.5)=(−3,.5)
B n   (.5)=(0,0)

p(A)=(−6,0) p(B)=(0,0)

p(C)=(−4,3)
A n   (.5)=(−6,0)

C n   (.5)=(−4,−3)


��� ��� Q &�4������ ����� �� �	
������� ����� ��� 
� ����)�� � ������

(� 5�
�� ��� �������� 
� ����)�� � ������ �� �& �	�����
� �� B �	���� -/ ; �� # �� �
�������� -; �� ;#� (� �	�5�
����	� p ��������� �
� 
� 5�
�� �� ��
�$� ���	��� �$��
�
�	���� �
 �	���� p(A) = (−6, 0)/ p(B) = (0, 0) �� p(C) = (−4, 3)� (� 5�
�� ������
�
���������� 
� �	
������ M = {mA, mB, mC} �� 
� 5�
�� �� ��
�$� 	R �

�G
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��
�

mA(t) = (−6 + 2t, t)
mB(t) = (2t, t)
mC(t) = (−4 + 2t, 3 + t)
.� ��
� ����5�� �
� � ��� ���� 
� �	
������ ��� mA(0) = p(A)/ mB(0) = p(B)/

mC(0) = p(C) ��/ �	
� �	
� t ∈ [0, 1] �
|mA(t)mB(t)| =

√
((−6 + 2t)− 2t)2 + (t− t)2 = 6

|mB(t)mC(t)| =
√

(2t− (−4 + 2t))2 + (t− (3 + t))2 = 5
��5�/ 	� ��
� ����5�� �
� 
� �	
������ � ��� 
� ���
������� ���/ �	
� �	
� t ∈ [0, 1] �
|mA(t)mC(t)| = √

((−6 + 2t)− (−4 + 2t))2 + (t− (3 + t))2 =
√

13
(� ������ ��	��� �� 
� 5�
�� ��� �������� 
� �
��� �	
������ N = {nA, nB, nC} �� 
�

5�
�� �� ��
�$� 	R �
nA(t) = (−6, 0)
nB(t) = (0, 0)
nC(t) = (−4 cos tπ − 3 sin tπ,−4 sin tπ + 3 cos tπ)
.� ��
� ����5�� �
� % ��� ���� 
� �	
������ �	
� 
� �	�5�
����	� p ��� nA(0) = p(A)/

nB(0) = p(B)/ nC(0) = p(B) ��/ �	
� �	
� t ∈ [0, 1] �
|nA(t)nB(t)| = 6

|nB(t)nC(t)| =
√

(−4 cos(tπ)− 3 sin(tπ))2 + (−4 sin(tπ) + 3 cos(tπ))2 = 5
#��������/ % ��� 
�� ���	�����	� �� 
� �	�5�
����	� p ��� �
|nA(0)nC(0)| =

√
(−6 + 4)2 + (0− 3)2 =

√
13

|nA(1)nC(1)| =
√

(−6− 4)2 + (0 + 3)2 =
√

109
#0��� � ���� �
0�
 � ���� ��� ��
�
�� �� t ��

�� �
� |p(A)p(C)| �= |nA(t)nC(t)|�
(� �	��	� �� �������� ��� 
��� � 
� �	��	� �� �	
������� �� �4��/ 
� ��5����	� ���
�����

�� �������� ��	�	��� ���� 
0����	�
���	� �� �� �$������ �����
��� �
0
� ����)�� ������ ���
�����	����
� �� ���
�P��
�� (�� ����)��� � ������ �� 
������� � ��� �	��������� �� ��������
����� �	���� �� �	�� �	�� �	
�	
�� ���
�P��
��� #�
� �����5� �	�� �
� 
� ����)�� ���� ������
�0�
 �0����� �
�
�� ���	�����	�� �

� �	���

����� �

��9��!��� (- ��,���!�
'� �$����� / ������ (V, B, p) ��� ��,��� �� �&�������� ��� �
�+������ ��&�� ����� ��
�
������ ������ ���
�����
�!

&��������� �� 
� ����)�� � ������ ��� ������ �������/ ��
	� ����� ��5����	�/ � ������������

0������
� ��� �	
������� �
0����� �� ����)���

 "�"�!���
"!��� "�,�*����� �� �" ��,���!�

M� ����)�� � ������ �� ���)�� � 
� ����)�� �0��
���	�� �
�������
��/ 
�� �	��������
�� �������� ����� ����������� ��� 
�� �	��� �� ��4������� �� �		��	����� �
 ����� *���
� ���
�/ 
� ����)�� 	
���/ ���� �,� &��������� �� 
� ����)�� ��� ������ �	������ � ����5��
�
� 
� �������� ����� �	
�� ����� �� �	���� ��� 
�� �	����
���� �
 ����)�� �0��
���	���
(0����	�$� �
������
� �	
� ���	���� � ����� �
����	� �	������ � 
��
���� 
�� ���$	��� ��
���
�� �� �$�	�)���

�H
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p(D)=(0,3) p(C)=(4,3)

p(A)=(0,0) p(B)=(4,0)
4

4

33

5 5?


��� ��B Q !������� �
������
� �0
� ����)�� � ������

"


���	�� ����� ���$	�� �
� 
� ����)�� � ������ �� �& �������� � 
� 5�
�� ��B� #�
����)�� ��� �	�����
� �� C �	���� -/ ;/ # �� & �� �� D �	��������� �� ���������� .� 

�
���	��� 
� �	�5�
����	� p : {A = (0, 0), B = (4, 0), C = (4, 3), D = (0, 3)}� .� �$���$� �
����5�� �
�/ �	
� �$��
� ����� �� �	����/ 
� �������� ����� ��� �	���� ��� 
�� ���
���	� �

����)�� ��� D �	��������� �� ��������� #��� ��� ������
����� ����5� �	
� 
�� ������ -;/ -#/
-&/ ;# �� #& �
���
0�

�� �	�����	����� �
 D �	��������� �� ��������� (� ����� ;& �

�� �������� ���
��� �� 5 �	
� 
� �	�5�
����	� p �	��������� .� �$���$� �	�� � �	�����
�
� 
0��
���	� �

(xB − xD)2 + (yB − yD)2 = 25

��� 
�� �	����
���� �
 ����)�� �0��
���	�� �	�����	����� � �� ����)�� � ������ �
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 = 16
(xA − xC)2 + (yA − yC)2 = 25
(xA − xD)2 + (yA − yD)2 = 9
(xB − xC)2 + (yB − yC)2 = 9
(xC − xD)2 + (yC − yD)2 = 16
(� ���	

��	� ����	
��
� �� �� ����)�� �	
� ������ �0������5�� 
�� ��
 ��
�
�� �	�1

���
�� �	
� 
� �������� ����� 
�� �	���� ; �� & � 5 �� 35
25
� (� �������� �	�����	����� � 
�

�	�5�
����	� p ��� 5 �� �
 �0� ���� ��� �� �	
������ ���������� �� ����� ������ ����� ���1
����� �� 5 � 35

25
� �� �4��/ �
 �0� ���� ��� �� �	����	� �	����
� ������� 
���
����� ��� 
�

������
� 5�� �� ��
�
�� = (� ����)�� � ������ ��� �	�� �������
&� ��P	� ������
�/ �� 
0������
� ��� �	

��	�� �	
� 
�� �������� �	���� ��� 5��/ 
�

����)�� ��� ������� #���� ���$	�� ��� ��������� �	\��
��/ �
���
0�
 ��
� ����5�� �
� �	
���

�� ��������� �	�� ��� �	����
����� �
 ����)�� � ������ �� �	�5�
����	� p� (� ��2�

�� ��
����� ���$	�� � ����� �
 ����
	������� �0
�� �	��� �

� ����
� �� �������� � 
� ��������
�� ������� 	�����

(4!46 ��.����$ �� /������ �����

M� �	
������ �0
� ����)�� � ������ ����� 
� ������
� �� �	����	�� �	����
�� ��
��6�����������/ 	� ��
� ������� 
� �	����	� �
 �	
������ ���	���� � �$��
� �	��� �
 ���1
�)�� ��
	� 
� �����)��� t �� �� �	
������ = 
� �	
������ ������ ��� 
� �	
������ �


B�
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������� 	����/ 	
 �
�+����� ��#���������� - ������ �� ����� �	��������	�/ 	� ��5��� 
��
�	
������� ��5��������
 �0
� ����)�� � ������ �

��9��!��� (/ ���5����! ��9��!�
��"�
�
�� (V, B, p) �� �$����� / ������ �� �������
� d! '� ���5����! ��9��!�
��"� �� ��
�$����� / ������ ��� ��� �
����
� q : V → Rd ��� ���
��� / ������ �
���� v �� +������
q(v) ��� ��� �� ��
���� �������� (p(a)− p(b)).(q(a)− q(b)) = 0 �
�� �
�� (a, b) ∈ B!

'� �
�+����� ��#��������� ��� ��� ��@���"!��� ��9��!�
��"�� �� �� �"���� a ∈ V
�� b ∈ V ���� ��� �� ��
���� �������� (p(a)− p(b)).(q(a)− q(b)) �= 0!

'� �
�+����� ��#��������� ��� �� ��1�"�����! ��9��!�
��"� �� �
�� �
�� a ∈ V ��
�
�� b ∈ V � �� ��
���� �������� (p(a)− p(b)).(q(a)− q(b)) = 0!

p(A)=(−6,0) p(B)=(0,0)

p(C)=(−4,3)

BA

C

M’  (0)=(2,1) M’ (0)=(2,1)

M’  (0)=(2,1)

A

C

BN’   (0)=(0,0) N’   (0)=(0,0)

N’   (0)=(−3,−4)


��� ��C Q "


������	�� �� �	
������� ��5��������
 

(� 5�
�� ��C �������� 
� ����)�� � ������ �	�����
� �� B �	���� -/ ; �� # �� � ���1
����� -; �� ;# ���� �������� � 
� 5�
�� ���/ ���� �G� %	
� ������	�� 
� �	�5�
����	�
p ���� ��	�	��� �	
� �� ����)�� �� ������ ��
�$� �� 
� 5�
��� (�� ������� ������
�� ��
��	���� �� 
� 5�
�� ������������ 
�� �	
������� ��5��������
 M ′ �� N ′ �	�����	������
�
 �	
������� M �� N ���� ��
���� �	
� �� ����)�� � 
� 5�
�� ���/ ���� �G�

(�� �	
������� ��5��������
 �0 �� %0 �� 
� �	�5�
����	� p �� ��5������� ��� ������1
��	� �������������� �
 �	
������ � �� �
 �	
������ % �� t = 0 *��� M(0) = N(O) =
p,, �

M ′
A(0) = (2, 1)|t=0 = (2, 1)

M ′
B(0) = (2, 1)|t=0 = (2, 1)

M ′
C(0) = (2, 1)|t=0 = (2, 1)

N ′
A(0) = (0, 0)|t=0 = (0, 0)

N ′
B(0) = (0, 0)|t=0 = (0, 0)

N ′
C(0) = (4π sin tπ − 3π cos tπ,−4π cos tπ − 3π sin tπ)|t=0 = (−3,−4)

#�� �	
������� ��5��������
 �	�� ����������� �	
� �	��� �� �����
�� �
� 
� 5�
�� ��C�
.� ��
� ����5�� �
� �0 ��� 
� ���
������� ��5��������
/ �
	�� �
� %0 ��� 
�� ���	�����	�
��5��������
� �

(p(A)− p(C)).(M ′
A −M ′

C) = (−2,−3).(0, 0) = 0
(p(A)− p(C)).(N ′

A −N ′
C) = (−2,−3).(3, 4) = −18

(� �	
������ � *����� %, �	�����	�� �	�� ���� � 
� �	
������ ��5��������
 �0
*����� %0, �
� ����5� 
�� �>��� ��	������� � �0��� 
� ���
������� *����� 
�� ���	�����	�,�

(� �������� �� ������� 	���� �� ��5��� ��
��������� � 
� �	��	� �� �	
������ ��5����1
����
 �� 
� �>�� ��P	� �
� 
� �������� �� ��5��� ��
��������� �
 �	
������� �

BA
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��9��!��� (8 ��,���!� �� 1������ �����
'� �$����� / ������ (V, B, p) ��� ��,��� "� 1������ ������ �� �&�������� ��� �
�+������
��#���������" ��&�� ����� �� �
������ ������ ���
�����
� ��#����������!

?���5�� �� 
� ����)�� � ������ ��� ������ �
 ������� 	���� ������� �	�� � ����5�� �
0�
1
�
� ��� �	
������� ��5��������
 �
0�
 ����� �0��� 
�� ���	�����	��

 "�"�!���
"!��� "�,�*����� �� �" ��,���!� �� 1������ �����

?���5�� �
0
� ����)�� � ������ ��� ������ �
 ������� 	���� �� ���� �� ��P	� ����
��
� �
����5�� �
0�
 ��� ������ � �
 ��
� ����5�� �
� �	
� �	
������ ��5��������
 ��� 
� ���
�������/
�1�1�� �
� 
�� ��	�
��� ���
����� ���	���� �
 ������ �� �	���� �
� �� �	�� ��� 
��� ���
��� ������ �	�� ��� �	����
����� �
 ����)�� ��� ��	�
��� ���
����� �	�����	������ �
 
������ �
 ����)��� �	
� �� �����/ 
0����	�$� �
������
� �	������ � ���
��
�� 
� �	
������
��5��������
 �������
�/ �1�1�� ����)������ ���������/ �
 ����)�� � ������ �� � 
��
���� 
��
���$	��� �� ���
��� �� �$�	�)���

"


���	�� ����� ���$	�� �
� 
� ����)�� � ������ �� �& �������� � 
� 5�
�� ��D� #� ���1
�)��/ ���� 
��
��� �	
� �


����� 
� �������������	� �
������
� �� 
� �������� *��� �����	� ��A��/
���� �H,/ ��� �	�����
� �� C �	���� -/ ;/ # �� & �� �� D ������ -;/ -#/ -&/ ;# �� #&� .�


� ���	��� 
� �	�5�
����	� p : {A→ (0, 0), B → (4, 0), C → (4, 3), D → (0, 3)} �� 
� �	
1
������ ��5��������
 M = {A → (uA, vA), B → (uB, vB), C → (uC, vC), D → (uD, vD)}�
��� ��5����	�/ �� �	
������ ��5��������
 ����5� 
� ��	�
�� ���
���� �

 �	
� �$��
� �����
�
 ����)�� �

(p(A)− p(B)).(M(A)−M(B)) = (−4, 0).(uA − uB, vA − vB)
= −4uA + 4uB

= 0
(p(A)− p(C)).(M(A)−M(C)) = (−4,−3).(uA − uC, vA − vC)

= −4uA + 4uC − 3vA + 3vC

= 0
(p(A)− p(D)).(M(A)−M(D)) = (0,−3).(uA − uD, vA − vD)

= −3vA + 3vD

= 0
(p(B)− p(C)).(M(B)−M(C)) = (0,−3).(uB − uC , vB − vC)

= −3vB + 3vC

= 0
(p(C)− p(D)).(M(C)−M(D)) = (4, 0).(uC − uD, vC − vD)

= 4uC − 4uD

= 0
.� �$���$� � ����5�� �
�/ �	
� �$��
� ����� �� �	���� �
� �0��� ��� 
��� ��� 
�� �����/


� �	
������ ��5��������
 M �0���
�� ��� �� ���	�����	�/ �1�1�� �
� 
0��
���	� �
������
��� 
�� �	����
���� �
 ����)�� ��������� �

(p(B)− p(D)).(M(B)−M(D)) = (4,−3).(uB − uD, vB − vD)
= 4uB − 4uD − 3vD + 3vD

= 0

B�
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p(D)=(0,3) p(C)=(4,3)

p(A)=(0,0) p(B)=(4,0)

m(A)=(u ,v )

m(D)=(u  ,v  )
B

m(C)=(u  ,v  )D D

A A

m(B)=(u  ,v  )B
C C


��� ��D Q ?���5����	� �
������
� �� 
� �������� ��5��������
� �0
� ����)�� � ������

#� ����)�� ����� 
�������/ 
�� ���$	�� �� ���	� �� +�
�� ������ �� ����5�� �
� �����
��
���	� ��� ���� 
�� �	����
���� ��� D �����)��� �� ����� �	
��	���
� (� ���$	��
���
	��� ��� �	�� ����
��
� � ��

� 
��
���� �	
� 
� �������������	� �
������
� �� 
� ��������/
� 
� ��4������ �
� 
� ����)�� �0��
���	�� �	������� ��� 
������� ���� 
� ��� �� 
� �������� ��
������� 	����/ �
	�� �
0�
 ��� �
�������
� ���� 
� ��� �� 
� ���������

(� �������� �� ������� 	���� ����
� �	�� ���
�� 
� ��	�
)�� �� 
� �	��
� ��� �� 
�
����5����	� �� 
� �������� �0
� ����)�� � ������� %	
� �

	�� �	�� �
� ��
� �0��� ��� �	
� �
���� 
� ��� �� �	
� ����������� �
 
��� ����� �������� �� �������� �� ������� 	���� � ��� ��
 
��	������� �� �	�� ��
���
����� �
� �	
� ��������� ���������	���

(4!4) ���� ����� ��.����$ �� ��.����$ �� /������ �����

(0�����>� �� 
� �������� �� ������� 	���� ������ ���� 
� ��	�	����	� �
������ �

)��1�
�!��� ( ��,���!� �� 1������ ����� �! ��,���!�
�� �� �$����� / ������ ��� ������ �� ������� 
����� ��
�� �� ��� ������!

"
 ��� ���� �� �� �	�������� �� 
� �	�����	��� �� ����� ��	�	����	� � �� 
� ����)�� �
������ �0��� ��� ������/ �
	�� �
 ����	�� �0
�� ���	�����	� = ����� ���	�����	� ��
� >���
������� �� ��	�
�� �
	�� 
�� ���	�����	� ��5��������
 = 
� ����)�� � ������ �0��� �	�� ���
������ �
 ������� 	����� �	
�����/ ����� ��	�	����	� ��� ��
��� � 
� �������� �� ������� 	����
�0���
��
� 
� �������� ��� �
�� ��� �$������ / ������ �� �
�#������
�� ����������/ �	���
�	
� �

	�� 
� �	���

(� ��	�	����	� ������� ��� �	
�� �
��� ��
��� � 
� ����)�� ��
� >��� ������ ���� >���
������ �
 ������� 	����� #	������	�� 
0� ���
� �� ����)�� � ������ �	��� � 
� 5�
�� ��E�

(� ����)�� � ������ ���������� ���� ����� 5�
�� ��� �	�����
� �� D �	���� -/ ;/ #/ & ��
� �� �� F �������� -;/ -#/ -&/ ;#/ ;&/ #� �� &�� #� ����)�� ��� ������ � �
�
� �	���
�0����� �� �	
������ ������������ #��������/ �� ����)�� �0��� ��� ������ �
 �������
	���� � �	������	�� 
� �	
������ ��5��������
 �
� ���	��� � �$��
� �	��� -/ ;/ # �� &

� �����
� �

/ �� �
 �	��� � 
� �����
� vE �	� �

 �� ���������

���� �
 �������� #�
�� &�� M� ��
 �����
� ��� ���������� �
� 
� 5�
�� ��E� .� ��
� �	����� �
� �� �	
������
��5��������
 ��� 
�� ���	�����	� ��5��������
� �� ��
�

��� 
� ��	�
�� ���
����

−→
AE.−→vE �
�

��� �	� �

�

BB
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v
E

A

B

CD E


��� ��E Q &�4������ ����� �������� �� �������� �� ������� 	����

(0������������	� �$����
� �� �� �$��	�)�� ��� �
�/ ��
��� �� ��������/ �� ����)�� �
������ �	��	��� 
�� ��������� �
 �����
 �
 �	��� � � 
� ����)�� ��� ������/ ���� 
�� ������	�
���
��
�� �
 �	��� � ��
� ���	����/ �	��� ������ 
� ���
��
�� �$����
� �	�����	������� .�/
�
 �	��� �� �
� ��	������
�/ �� ����)�� ��� ������ �� �0��� 
� ��	������ �
� �	
� ���	���
*��� �����	� ��B�A/ ���� DA,� &� �

�/ 
� �������� �� ������� 	���� �� ��
� ��
$�
��
������
>��� ������������ ��� 
0����	�$� �
������
� �
� �	
� ��	�� ��������� �	
� ��� ����)��� �
������ �� �
�#������
�� �����������/ �1�1�� ��� �	�5�
����	�� ���������� 
�� ����������
�
������
� ����� 
�� �		��	����� ��� ��4������ �	����� M�� �	�5�
����	� �
� �0��� ���
����

�)�� ��� ���� ���������� -���� �� �	���� 
�� ��5����	� �	���

� �� ����������/ �	
�
��	�	�	�� �0�


����� 
� ��	�
)�� �� 
� �������� �� ������� 	���� �
� 
� � ���
��

m(C)=(u  ,v  )C C

q(A)=(−6,0) q(B)=(0,0) q(C)=(5,0)

B

A A m(B)=(u  ,v  )B

m(A)=(u  ,v  )


��� ��F Q !������� �� ������� 	���� �� �	�5�
����	�� ����

�)���

#	������	�� 
� ����)�� � ������ ���������� � 
� 5�
�� ��F� #� ����)�� �	��	�� �� B
�	���� -/ ; �� # �� �� � ������ -; �� ;# �	��)�� 
� �>�� ���
��
�� �
� 
� ����)��
� ������ �������� � 
� 5�
�� ���/ ���� �G/ ���� ���� 
�� �	�5�
����	� ��4������ � q =
{A→ (−6, 0), B → (0, 0), C → (5, 0)}� !����
	�� �
� �� ����)�� ����� ��� ���	�����	��
�� �0��� �	�� ��� ������ *��� �����	� ��A��/ ���� �G,� #	������	�� � ������� 
� �	
������
��5��������
 M = {A → (uA, vA), B → (uB, vB), C → (uC , vC)}� #� �	
������ ���
�� 
�
����)�� �� ��	�
��� ���
����� �
������ �

BC
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(q(A)− q(B)).(M(A)−M(B)) = (−6, 0).(uA − uB, vA − vB)
= −6uA + 6uB

= 0
(q(B)− q(C)).(M(B)−M(C)) = (−5, 0).(uB − uC, vB − vC)

= −5uB + 5uC

= 0
�� 	� �$���$� � ���	�� �� 
0��
���	�
(q(A)− q(C)).(M(A)−M(C)) = (−1, 0).(uA − uC, vA − vC) = −uA + uC = 0
��� 
�� �	����
���� ��� � �����)��� ��
���	��� #0��� ���� 
� ��� �
���
� 
�� � ��
���	��

����������� ���
��
��� uA = uB �� uB = uC� .� ��
� �	�� �	��

�� �
� �� ����)�� ���
������ �
 ������� 	����/ �� ��� 
� �$�	�)�� A *���� BB,/ �
� 
� ����)�� ��� �	�� ������/ ��
�
� ��� ��
 a #� ���

��� �������� ��	����� �� 
� �	�5�
����	� ����

�)�� q ���� 
��
�

�

�� ��	�� �	���� -/ ; �� # �	�� �
������

 ��9,��"!���
 ,��������
 �! ,����"��


�� ����/ 
� �������� �� ������� 	���� �� 
� �������� �	�����	����� 
	���
� 
� �	�5�
����	�
�0
� ����)�� � ������ ��� ���������/ �1�1�� �
� 
� ����)�� �� �	������ �
�
�� ����

������
"��
���������/ 
�� �	�5�
����	� ��� �������
� �� 
�� �		��	����� ��� �	���� ���� �����
�	�5�
����	� �	�� �
������
����� �������������� -���� �� �	
���� 
�� ��5����	� �	���

�
�� 
� ����������/ �	
� ����	�
��	�� 
� �	��	� �� �
�#������
� ��������/ 
�� ����
�5����	�
�� 
� �	��	� �� �	�5�
����	� �������
��

��9��!��� (2  ��9,��"!��� ,����"��
'� �$����� / ������ (V, B, p) ��� �� �
�#������
� p �������� �� �� ��������� �� ������ �
���
�������� �� ��� �
���� ��� �
����� ���� �� ������ ��
�������� �� �������
� ��"�����!

M� ������
� �� n �	���� ��5��� �
 �

� 
� ������ � n−1 �������	��� �
� �	�� �� �	�51
�
����	� ������
� �� �� ��

����� �� �
� ��5������� � �������� 
� ������ � n−1 �������	��
�� ��
 ��� 
� ���/ 
�� �		��	����� �� ��� �	���� �	�� 
����������� �������������/ �1�1�� �
�

�� n− 1 �����
�� �	����
����
�� �� ������� �	
� 	������ 
0
� ��� n �	����/ �� �	
� �������
�$��
� ��� n − 1 �	���� �������� �	�� ������������ �� �	�����
��� 
�� ���� �� 
0������
����	���
 �� �������	� n− 1� �

� ���
��������� �

Q �� �& �� B&/ � �	���� �	�� ������
����� �	����
� ���� 
� ������ �� �������	� A
*
�� ��	���,� "
� �	�� �� �	�5�
����	� ����

�)�� 
	���
0�
� �	�� �	��	��
� *�������	�
�,�

Q �� �& �� B&/ B �	���� �	�� ������
����� �	����
� ���� 
� ������ �� �������	� �
*
� �
��,� "
� �	�� �� �	�5�
����	� ����

�)�� �0�
� �	�� �	��	��
� *�������	� �, 	

�
����� *�������	� A,�

Q �� B&/ C �	���� �	�� ������
����� �	����
� ���� 
�� ������ �� �������	� B� "
� �	��
�� �	�5�
����	� ����

�)�� �0�
� �	�� �	��	��
� *�������	� �,/ �
����� *�������	� A,
	
 �	�
������� *�������	� �,�

Q ���

BD



#3-�"7!� �� !"+"&"7Z

%	�	�� �
� 
� ����)�� � ������ �	������� ����� �
	��� ���� 
� ������ ��	������
� ��
�������	� d/ 
�� �	���� �
� 
� �	��	���� ��5������� �
 �

� 
� ������ �� �������	� d� -����/
C �	���� �	�
�������/ �	�1�
�����/ �	�1�	��	��
�/ �� �& �	�� �� �	�5�
����	� ������
�
�
���
0�
� ��5������� 
� ������ �� �������	� �� ���
� ��� � ��� �� 
0������ ��	������
�
�	�������� !�����
	�� �
��� �
0
�� �	�5�
����	� �	
� 
� ������
� �� �	���� ��� ������
�
�������������� �0
� �
�
�	��
� ����)�� � ������ � 
�� �	�5�
����	� �0
� ������
� ��
�	���� ��� ������
� 	
 ��� �� �	����	� ��� �		��	����� ��� �	���� �� �	� ��� ������ �����
��� �	�����

(� �	��	� �� �	�5�
����	� �������
� ��� �

� ��2��
� � ��5��� = ���
���������/ 
��
�	�5�
����	� ��� �������
� �� 
�� �		��	����� ��� �	���� ���� ����� �	�5�
����	� �	��
�
������
����� ������������� = �0��� �� ��
� �
� 
�� �	�5�
����	�� ������
�� �	�� 
�� ���1
�
�5����	� ��� �	�5�
����	�� �������
�� � ������
 b ������������ 
�������/ �������
� b
������������ �
������
��

M�� ��5����	� �

� �	���

� �� �	�5�
����	� �������
� ���	�� �
� 
� �	��	� �� �������
�� �������� �
� ��� 
��� � 
� �������� �� ������� 	���� �

��9��!��� (: �"!���� �� ��,���!�
5� �"!���� �� ��,���!� �&�� �$����� / ������ (V, B, p) �6���� ��� �� �
�+����� ��#���
������� q ��� �� -��
������ �� �$����� �� ��
����� ��������� (p(a)− p(b)).(q(a)− q(b)) = 0
�
�� �
�� (a, b) ∈ B 
( ��� q(v) �
�� ��� +��������!

!�����	�� �	
� � ���
� 
� ����)�� � ������ S �������� � 
� 5�
�� ���/ ���� �G� (��
������ �� �� ����)�� ���
����� 
� ����)�� �� ��	�
��� ���
����� ���� �������� � 
� ���1
��	� ��A�C/ ���� BB �

eq1 : (p(A)− p(B)).(M(A)−M(B)) = (−6, 0).(uA − uB, vA − vB)
= −6uA + 6uB

= 0
eq2 : (p(B)− p(C)).(M(B)−M(C)) = (−5, 0).(uB − uC , vB − vC)

= −5uB + 5uC

= 0

#� �
� ��	�
�� 
� ������� �� �������� M(S) �
������ �

uA vA uB vB uC vC

eq1
eq2

( −6 0 6 0 0 0
0 0 −5 0 5 0

)

#���� ������� ������ �� ������������ �	
� 
�� �	
������� ��5��������
 ��������
��
��� 
� ����)�� � ������� �� �4��/ 
� ����)�� ��� ��	�
��� ���
����� 
��
��� �	
� ������������
�
������
����� 
� �	
������ ��5��������
 q ��� 
� ����)�� �0��
���	�� 
�������� �� 
�
�	��� A.x = 0 �	�� 
� ������� A ��� 
� ������� �� �������� �� 
� �����
� x ∈ Rd|V | �	������

�� �		��	����� �� �	
� 
�� �����
�� �	��	����� 
� �	
������ ��5��������
 q *�1�1�� x =
(q(v1), q(v2), ..., q(v|V |)),�

BE
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(� ������� �� �������� �	
� ������ �� ��5��� 
� �	��	� �� �	�5�
����	� �������
�
�	��� �
�� �

��9��!��� +C  ��9,��"!��� ,��������
�
�� M(S) �� ������� �� �������� �� �$����� / ������ S = (V, K, p) �� �������
� d = 2 
� 3

( (V, K) ��� �� ������ �
����� ��� ��� �
����� �� V �� |V | > d! �
�� S �&���
� ��� �
�����
�� Rd|V | �
����
�� �� �$����� �&������
�� �
�$�
������ 
������� �� ������� / : �� ��������
���� �� ������ ������ ��
� ������������� ���� �� M(S)! %�
�� p ��� ��� ���9,��"!���
,�������� ��� ���������� �
�� �
��� �� +������ �� Rd|V | �p = (p(v1), p(v2), ..., p(v|V |))�� ��
�&���������� ��� / S!

!����
	�� �
� 
0���
���	� �� �	�5�
����	� �������
� ��� 
� �
������ � 
�� �	�5�
����	�
��� �������
� �� 
�� �		��	����� �
0�

� �	��� �
 �	���� �	�� �������������� ��������
�������� (� ����������� �0
� ����
� �� 
� ������� �� �������� ��5��� 
�� ��
���	� �
��1
����
� e(x) = 0 �0�
 �0��� ��� �������
����� �

� �� 
�� �	�5�
����	� p ��� �	

��	� �� e/
�
	�� 
� �	�5�
����	� �0��� ��� �
������
����� ������������/ �� �	�� ��� �������
��

- �	
���
/ 
�� �	�5�
����	� �������
� ��� ��5��� �������������� �0
� ����)�� �
������ ������

��� � 
�� �	�5�
����	� �������
� � �	
� 
� ����)�� � ������ (V, B, p) ����
�
��� �������
� �	
� 
� ����)�� � ������ (V, B′, p) �
���
� ��� ��
 ����)��� � ������
�	�� ��5��� �
� 
� �>�� ������
� �� �	����� V / �0��� � ���� �
0�
 	�� 
� �>�� ����$�
�	��
��� (V, K)� -
������� ���/ 
�� �	�5�
����	� ��� �������
� �� 
�� �		��	����� �
0�

�
���	��� �
 �	���� �	�� �
������
����� �������������/ �������������� ��� ������ �����
��� �	�����

(� �$�	�)�� �
�����/ ���	���� ���� T+�����/ ����U/ � �
��
� 
0�����>� ��� �	�5�
����	��
�������
�� �

�����=�� ( ��,���!� �! ��,���!� �� 1������ �����
7� 9� �� ;�� �������� �� �������� �� ������� 
���� �
�� ����+������� �
�� �
�� �$����� /
������ �� �
�#������
� ���������!

(�� �	�5�
����	�� ������
�� �	�� �
��� ������������� �	��� �	
� 
� ����	�� ���� 
�
�
���� &0
�� ���� �

�� �	�� �

� ����
����� ������������
�� �
� 
�� �	�5�
����	�� �������
��
*
�� ���������� 
������� ��� �

� ����
� � ������5�� �
0
�� ���������� �
������
�, = �0�
���
����/ �

�� ��
���� >��� ������
����� ����
����� � 
0��
�� �� 
� �������� �� +#�� �
�
�	��
���
��5�/ �

� �	����� 
� ����)�� ����
� �	
� 
� �������	� �� ��������� ����

������/ ��� 
��
�	�5�
����	� �
� �0��� ��� ������
� �0��� ��� �������
�� �� �4��/ 
� �	��	� �� �	�5�
����	�
�������
� ��� 
�� �	��	� �

� �	��� �
� ��

� �� �	�5�
����	� ������
� �

�����=�� +  ��9,��"!��� ,����"�� �! ,��������
2
��� �
�#������
� ��������� ��� ��� �
�#������
� ��������!

�
� ���	���� 	������������� �	�������� ��� ��� �
�����
� �������� �
�� ������ �
��������
� �
�� ����!
������ ���� �
� ���������� ( ��� �
��������
� ��������� �� �
�� ����	����� ��� ����	�� 	� ����������� ��
	� ������� �� ��������� �� ��� ���������� ���	����� �� �
���� ��� �� ����������� �	��������� �����������
�� �
� ��� 	�����������
� �� �
��� ���������� �	���������

BF
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(� 5�
�� ��G �������� 
� � ���
� �� ����)�� � ������ �� �& �� �	�5�
����	� ������
�
���� �	� �������
� T#	���

�/ ����U� (� �	�5�
����	� �� ����)�� � ������ �
��� 
�� E �	����
�
� 
�� �>�� �

���� �	�� 
0� ������	� ���
����
� ���������� 
�� ���������� �
�������
�
����� 
�� �		��	����� �� ��� �	����� #� ����)�� ��� ���� ������/ ���� ��� ������ �
 ���1
���� 	���� � 
� ��	�
�� ���
���� �	�����	����� � 
� ����� �� �	���� (A, C) �0��� ��� 
��
�	����
���� �
 ����)�� ��� ��	�
��� ���
����� ��� ������ �� �� ����)�� � �������

B

C
D

E

F
A


��� ��G Q #	�5�
����	� ������
� �	�1�������
� �0
� ����)�� � ������ �� �&

(4!49 ��.�$� �� #�"���$ �� � �3��1�� 8 "%����

(� �	���� �� �	
������� ������������ ����� ��� 
� ����)�� � ������ S ��� ����
�
�
���� �� ������ �� ������� �� �� ����)��� "
 ��� ���
 � 
� �������	� �� 
0������ MS ���
�	
������� ����� ��� 
� ����)�� S� .� �������
� ��
 ����� �� ������ �� 
������ � ��
 
����� �
� 
�� �	
������� �� ��
 ����� �
� 
�� �	
������� ��5��������
 � #	��� �	
�
�

	�� �	�������� 
�� �	�5�
����	�� �������
�� ��� ����)��� � ������/ �
 �0��� ��� ����������
�� �������
�� ��� � ����� �� ������ �� 
������ *��� �$�	�)�� A/ ���� BF,�

(� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� ����)�� � ������ S ��
� �� ��
�

�� � ������ �

�	���� �� �	���� �� �� �	��������� �
0�
 �	��	��� �

Q 7	
� �	��� �� �������	� d �	��)�� d ������ �� 
������ �
��
���������� �
 ����)�� =
�� �4��/ �� ������ �� �������	� d/ 
� �	��� 
���� ��
� >��� ���
��� ��
	� �$��
�
�������	� �� 
0������/ �1�1�� �
0�
 ����� 
�� d �����
���	�� ������������� 	4�����
��� 
� ������ �� �������	� d�

Q 7	
�� ����� ������������ ������ A ����� �� 
������ �
 ����)�� = �� �4��/ 
� �������
����	�� �� 2d − 1 ������ �� 
������ �� �������	� d � �
 ��� �	��
)������ �����1
���� 
	���
� ��� � � �������� �	�� �	����	����� = 
� �����)�� ��
� >��� �	����	����
����4�������� *d �����
���	��,/ 
� ���	��� �	�� ��������� 
� ��������/ �1�1�� �
0�

�
���������� � 
� ��$)�� ������� �
� 
� �����)�� � ������� �� �� ���	� ���
 � 
� 
	��
�
�
�
 ������� *d− 1 �	����	��,�

BG
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�

(� �	���� �� ������ �� 
������ DDL(S) �0
� ����)�� � ������ S = (V, B, p) �� ��
�

�
�
	�� �� �	����� 
�� ������ �� 
������ 	4���� ��� ��� �	���� �� �� �������$��� � ����� �	���

� �	���� �� ������ ������������� Bi ⊆ B �� S � DDL(S) = d ∗ |V | − |Bi|�

M�� ����� (a, b) ∈ B �0
� ����)�� � ������ S = (V, B, p) ��� ������������ �� �

� �0���
���  ����
������� #���� ����� ��� !1���	������ �� 
� ��	�
�� ���
���� �
� 

� ��� ���	���
���� 
� ��
�

 ��� �	
������� ��5��������
 ��� 
�� �	����
���� �
������
� �
 ����)��
�0��
���	�� 
�������� ��	�
�� ��� 
�� �
���� ������ B \ (a, b) �
 ����)�� S�

%	�	�� �
� 
� ����� �� !1���	������ �� �	�����	�� ��� � �������� � 
� ��5����	� ��
!1���	������ �	���� �� �����	� A�C�� *���� �A, � ������
�����/ 
�� �	�������� ��� ����
!1���	������ �� �	� ������� �� �$���� ��� 
� �������� �
 +#�� = ���/ 
� �	��	� �� !1���	�1
����� ��� ��
����� � 
� ������� �� ������� 	����� #��������/ �
 �0���� �� 
� �>�� ��	������/
����	� �	
� 
��
�

� �	
� ���
	�	�� 
� �>�� ������

(� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� ����)�� � ������ �	��� 
�� ��������	� �
� ��
�������� �
 ������� 	����/ �	��� �����
� ��� 
� �$�	�)�� �
����� ��	�	�� ���� T+�����/
����U �

�����=�� . ��,�� �� ��*��!� �! ��,���!�
'� �$����� / ������ (V, B, p) �� �
�#������
� �������� p �� ������ �� �������
� d ��
+���#��� |V | > d ��� ������ �� ������� 
���� ��� ������ ��� �� ���
���� 8� ���� ;@� �� ��

��������� �� DDL(S) = d(d+1)
2
!

�� �4��/ 
� ����)�� ��� ������ �
 ������� 	���� �0�
 �0����� �	��� �	
������� �
�

�� ���
�������� �� 
0������ �
� 
� �	������ *��� ��5����	� AF/ ���� B�,� (� 
���� �
�����
����
�� 
� �	���� �� ���
�������� �
0����� 
� ������ ��	������
� �� �������	� �	���� �

����� ( ���*�� �� ��1�"�����!
 ����1���"�!

'� ������ ��
�������� E �� �������
� d ����� d ���������
�� ������������� �� d(d−1)

2

�
����
�� �������������!

�� �4��/ 
�� �����
���	� ���� 
� ������ ��	������
� �� �������	� d �� ��5��� ��� 
�
�����
� �� Rd� 7	
�� ���� �� 
0������ ����	���
 Rd ��� �	�����
�� �� d �����
�� ������������/
�
 � ���� �	�� d �����
���	�� �������������� M�� �	����	� ���� 
� ������ ��	������
� ��
�������	� d �� ��5��� ��� 
�� ����� �� �����
�� ������������ �� Rd × Rd� 7	
�� ���� ��

0������ ����	���
 Rd ×Rd �	������ d(d−1)

2
������ �� �����
�� ��������
���

�
���
� 
0������ �
�
����� �� �������	� d ����� d �����
���	�� �� d(d−1)
2

�	����	�� ����1

���������/ �1�1�� d + d(d−1)
2

= d(d+1)
2

���
�������� ������������/ �� �
0
� ����)�� ������

�0����� �
�
�� ���	�����	�/ �	
� ����)�� ������ ����� �
 �

� d(d+1)
2

������ �� 
�������
&� �

�/ 
� ����)�� � ������ �	�����
� �0�
 �	��� d �	���� �� ������ �� �������	� d �� ��
�	�5�
����	� ������
� p ���
�� �	
� 
0������ ��	������
� �	�������� "
 ����� �
	�� �	���1
���� �	
� 
�� ���
�������� ������������ �� ��� ������/ �0��� � ���� �
0�
 �	��)�� �
 �	���
d(d+1)

2
������ �� 
������� #��� ��	
�� 
� �$�	�)�� B�

.� �� ���
�� 
� �	�	

���� �
����� �

BH
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 �����"��� ( '� �$����� / ������ �� �������
� d ��� ����� �� �
��� d(d+1)
2

+ 1 ������
�� ������� �&��� ��� ������!

�� �4��/ ����� �	��� 
� 
���� A/ �� 
� ����)�� � ������ �� �������	� d ����� �

� ��
d(d+1)

2
������ �� 
������/ �
 �	��� 
� �� ��� ������ �� 
������ �	�����	�� � 
� �	
������

����������� �
� ��� 
�� ���	�����	��
#	����� 
� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� ����)�� � ������ �� ������ ��	������
�

�� �������	� d �	��� �	�� 
�� ��������	� �
� �� �������� �
Q �� 
� ����)�� �	��)�� �

� �� d(d+1)

2
/ �
	�� �
 �0��� ��� ������ *��� �	�	

���� A,/

Q �� 
� ����)�� �	��)�� � �������� d(d+1)
2

������ �� 
������/ �
	�� �
 ��� ������ �� ��
�	�5�
����	� p ��� ������
� *��� �$�	�)�� B,�

-����/ �� 
0	� �0��������� � 
� �������� �0
� ����)�� � ������ ���� �	
��� ��� �	�5�
����	��
�������
��/ 	� ��
� �� ���������� �0
� ����
� �	���� ��� ������ �� 
������ �
 ����)��� ��
1
$�
��
������/ �	����� 
�� ������ �� 
������ �0
� ����)�� ���
��
� �� ���������� �
�

��
������ �� �� ����)�� �	�� �������������/ �� �
� �� ��
� >��� ����������� �
� ��� ��� ��1
�$	��� �
������
���

(� �	��
��
�� �� �	�	
	��� ���
��
��
� ��	�	�� 
�� �	��� �� �������� �
� �0���
��
�
� �	
�� �	�5�
����	� �������
� �0
� ����)�� � ������ �
� �� ���� �
� 
� ���
��
�� �� ���
����)��� = �0��� 
� �������� ����������

(4!4: ��.����$ .$�$��& �

(� �	��	� �� �������� �������
� ��� 
�� ��������	� �� 
� �	��	� �� �������� ��� ����)���
� ������ �
� �� �� ���� �
� �
� 
� ���
��
�� �� ��
� ����)���/ �1�1�� 
� ����$� (V, B) ���
����)��� � ������ (V, B, p)� #���� �	��	� ��� �	�� �������
� �� �� ���� �
0�

� �	��� 
��
��������	� �� 
� �������� �0
� ����)�� �������������� �� �� �	�5�
����	� p� �

� ��	
��
�	� �����>� ���� 
� �$�	�)�� �
����� �

�����=�� 0 D����E4 (:8-F
�&�� �"���� ��� �
�#������
� ��������� p �
�� ��� ��������� (V, B) ����� ��� �� �$�����
/ ������ (V, B, p) ��� �����! �&��� ���� ������ �� ������� 
����� ��
�� �
��� �
�#������
�
��������� ��������� / �� ��������� (V, B) ��
���� �� �$����� / ������ ������ �����! �
�
������� �� ������� 
����!

.� ��5��� 
�� �	������ �
���
 �� �������� �� ����$� �� �� �������� �������
� �	���
�
�� �

��9��!��� +( ��,���!� �� ,�"1�� �! ��,���!� ,��������
'� ,�"1�� (V, B) ��� ��,��� �� �������
� d� �
�� ��������� �&�� �"���� ��� �
�#������
�
��������� p ����� ��� �� �$����� / ������ (V, B, p) �� �������
� d ��� ������!

'� �$����� / ������ (V, B, p) �� ������ E �� �������
� d ��� ��� ,�����������!
��,��� �� �� ��������� �� �� ��������� (V, B) ��� �� ������ ��������!

C�
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(� ��5����	� �� �������� �� ����$� ���	�� �
� 
�� �$�	�)��� C �� A *���� BF,� �� �4��/
�������� �� �������� �� ������� 	���� �	�����	����� �	
� �	
�� �	�5�
����	� �������
��
&� �

�/ �	
� 
�� ����)��� ����� �
� 
�� �>�� ���
��
�� �	�� �	�� ������� �	
� �	
��
�	�5�
����	� �������
�/ �	�� ������� �	
� �
�
�� �	�5�
����	� �������
�� (� �$�	�)��
�
�����/ ��	��� ���� T+�����/ ����U/ 
�� �������� �������
� �� �	�5�
����	� ������
� �

�����=�� - ��,���!� ,�������� �! ���9,��"!��� ,����"��
�� �� �$����� / ������ (V, B, p) �� �
�#������
� �������� p ��� ������ �� ������� 
�����
��
�� �� ��� ������������� ������!

(�� �������������	�� �� �������� �
� �	
� ��	�� ���������� �
��
0��� �	
������� >��� 
��1

����� �	
� ������������ 
�� ����$�� ������� �� �������	� �	����/ �� ����� 
�� ����)��� �
������ �������
����� ������� �� 
� ��P	� �
������ �

Q ���	���� 
� ����$� (V, B) �
 ����)�� � ������ S ��
��� � 
�� �	�5�
����	� ������
�
p �� �������	� d�

Q ����5�� �� 
� ����)�� � ������ (V, B, p) ���

���� ��� ������ �
 ������� 	�����
Q �� ��
 ��� 
� ���/ 
� �$�	�)�� D ���
�� �
	�� �
� 
� ����)�� � ������ S ������
 ���
�������
����� ������ �� �������	� d�

#���� �������������	� ��� ��
$�
��
������ ����1������������ � ���� 
� ��� 	R 
� ����)��
� ������ (V, B, p) �0��� ��� ������ �
 ������� 	����/ 	� �� ��
� ���������� �� 
� ����)�� �
������ S ��� �������
����� ������ 	
 ���� .� �	
����� ��������� �0
��
���� 
� �>�� ��	����
�
���� 
�� �	�5�
����	� p �������
� �
 
��
 �� ������
� = ���� �� ���/ �0��� 
� �$�	�)�� C
�
� ������ �� ������� �� ��P	� �	��
)������ ������������ �� S ��� �������
����� ������
	
 ���� #��������/ ��	�
��� 
�� �	�5�
����	� �������
� ��� �

� ��2��
� �
� ��	�
���

�� �	�5�
����	� ������
� � �
 ��
� ������� ��� �		��	����� �� �	���� �
������
�����
��������������

(� �������� �������
� ��
� �
��� >��� ������������ ��� ��� ��	������� ���
��
��

��/ �1�1��
��� ��	������� �
 ����$� ��������� �� ���
��
��/ �� ��P	� �	��
)�� �� �&�

(4!4; 
%�%��$���%���� ��� �� ��##� �� #% ��.����$ .$�$��& �

(0���� �
� 
��
�

� �� ���� ����� �������������	� ���
��
��

� ��� 
� �
������ � �� 
� ����$�
�	��)�� 
� �	
�1����$� �1������/ �
	�� �
 ��� 

�1�>�� �1������� #���� ���� ��� �	���
����
���� 
� �$�	�)�� �
�����/ ��	�	�� ���� T+�����/ ����U �

�����=�� / ��,���!� �! ,�"1�� dB�
�
!"!����
7� �������
� d = 1, 2 
� 3� �� ������ G = (V, E) ��� d������� �� �� ��������� �� �� �
�����
�� �
���������G′ = (V ′, E ′) d1��	������
� ��� ��� V ′ = V !

M� ����$� ��� d1��	������
� �0�
 ��� �1������ �� ������
/ �1�1�� �
0	� �� ��
� 

� �������
�
�
�� ��>�� ���� �
0�
 �� �	�� �
	�� �

� �1������� �

� �	���

����� �

��9��!��� ++ ��"1�� dB�
�
!"!����
'� ������ (V, B) ��� d���
�������� �� �� ��������� �� (V, B) ��� �� ������ d�������� �� �
��
������� �&��� ����� ��3�� b ∈ B ��
���� �� ������ (V, B \ b) ��� �&��� ��� d�������!
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M� ����$� d1��	������
� ��� �	�� 
� ����$� d1������ ������
 �� �� �	��	��� �	��
�
�
�� ��>��  ����
������ *��� �����	� ��A�D/ ���� BG,� (�� ����$�� ��	������
�� �	�� ���
����$�� �	��� �� = �� �4��/ �� 
� ����$� �0
� ����)�� � ������ �0��� ��� �	��� �/ ��

�1��
�� ��
� >��� ������ � 
�� �	
�1����)��� ���
��� ��� 
�� �	��	������ �	��� �� �� �� ����$�
��
���� >��� ���
���� �������������� 
�� 
�� ��� �
���� = ��� �	
������� �	�����
���
��� ���	�����	�� �
 ����)�� �
	��
�

(�� ����$�� 21��	������
�� 	�� ��� ������������ �
 ���
� �
 20e ��)�
� = �0��� 3����1
���� T3��������/ AHAAU �
� � 
� ������� ��	�	�� 
�� �������������	� �
��������+� �� ���
����$�� �

�����=�� 8 �� 
����*��,
'� ������ (V, B) ��� 2���
�������� �� �� ��������� �� �� ���� 3��� 
����� / ������ �&���
����� ��3�� ��� ��� ����� �� 9��"�����
�� �� 9���3�����������
�!

u

w

v

u

w

tt

G
G


��� ��H Q � ���
� �� �1� �����	� �� �� �1��>��1��������	�

(� 5�
�� ��H �������� 
�� �1� �����	� �� ������ ��
�$�/ �� 
�� �1��>��1��������	� ��
������ ��	���� M�� �1� �����	� �0
� ����$� G = (V, B) �	������ � ��	
��� 
� �	���� t ����
V ����� �
� � ��>��� (t, u) �� (t, w) ���� B/ ������� �� � �	����� ��������� u �� w� M��
�1��>��1��������	� �0
� ����$� G = (V, B) �	������ � �
������� 
�� ��>�� (u, v) �
 ����$�
G/ �� � ������� 
� �	���� t ����� �
� B ��>��� (t, u)/ (t, v) �� (t, w)�

#���� �������������	� �0��� ��
$�
��
������ ��� � �
	����
� �� ������
� � 
� ��	�
)��
�� 
0������5����	� �0
�� ���
���� �� 3�������� �	
� 
� �	����
���	� �0
� ����$� �	���
��� %�1#	��
���

"
 � ��


 �������� (���� �� AHF� T(����/ AHF�U �	
� �
0
�� �������������	� �	
��	1
���
� ��� ����$�� 21��	������
�� �	�� ��	
��� �

�����=�� 2 �� �"�"�
'� ������ (V, B) ��� 2���
�������� �� �� ��������� �� )
* |C| ≤ 2|U | − 3 �
�� �
�� U ⊆ V +���#��� |U | ≥ 2� C ⊆ B ����� �&�������� ��� ��3���
�� ������ (V, B) ������ ��� �&�������� �� �
����� U � ��

* |B| = 2|V | − 3!
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#���� �������������	� ��� � �����	�$�� �
 �	����� �� ����� �� 
������ ����	�
�� � 
�
�����	� ��A�D/ ���� BG� �� �4��/ �� �&/ �$��
� �	��� ����	�� �� � ������ �� 
������ = ���
��

�
��/ �$��
� ����� ������������ ������ A ����� �� 
������� &� �

�/ 
0������ �� �������	�
d = 2 ����	�� �� d(d+1)

2
= 3 ���
�������� ������������ *��� 
���� A/ ���� BH,� "
 ���

�� �


�$�	�)�� B *���� BH, �
0
� ����)�� � ������ S = (V, B) ����5��� |B| = 2|V |−3 �� �	�� 
��
������ �	�� �
����� �� ��P	� �	�1!1���	������ ��� �������
����� ������� (� �	���� �
	��

�
 �$�	�)�� �� (���� ���� � ����5�� �
� 
� ����)�� � ������ �	��)�� 
� �	���� �0��>���
������
 ���������� �5� �0>��� ������/ �� 
� �	���� ��� ������ ���� �$��
� �	
�1����)��
���� � ����5�� �
� 
�� ������ �
 ����)�� �	�� �
����� �� ��P	� �	�1!1���	�������

#���� �������������	� � ������ �0	������ ��� �
�	���$��� �	
��	���
 *O(|V |2, �	
�
����5�� �� 
� ����$� ��� 21��	������
� T�
��$���/ AHGE= (��
�� ��� ���$�

���/ AHHGU T"���/
AHGE= 3������6�	�/ AHH�U�

#���	 T#���	/ AHHEU � ��	�	�� 
�� �
��� �������������	� ��� ����$�� 21��	������
�� �
�


� � ������ �0	������ 
� �
�	���$�� �

� ����	�����/ ���� �	
�	
�� �
�������
� �

�����=�� : ��  �"1�
'� ������ ��� ��� �&���
� �� ; ������ ���� ��� ������ �
���� �� ������ ���������� /
�"�������� 9 �� ��� ������ �� ������ ��3�� �� ������ �&���������� ��&/ �� ���� �� ���
������ ��� �� ������ 2���
��������!

��5�/ (	���S �� c����� T(	���S ��� c�����/ AHG�U 	�� ��	�	�� 
�� �	�����	� �
2�����
�	
� ������������ ��� ����$�� �1������� �
� �� �	�� ��� �	������� 21��	������
�� �

�����=�� (C �� ��5"
G �! H�����
2
�� �$����� / ������ �
�� �� ������ ��� A��
���"� ��� ������������� ������ �� ������
��
� 9!

(	���S �� c����� 	�� �� �

� ��	
�� 
0� ������� �� ����$�� D1�	��� �� �	� �1�������/
�	������ ��� 
� �
� 
�
� �	�����	� �� E1�	��� ��� ��� 
�� �	��� �������
�� �	
� �� ���� ��
�������������	� ��� ����$�� �1��������

 "�"�!���
"!��� 
!���!������ �� .�

(�� �������������	�� �
� �	
� ��	�� ���������� ������������ �	�� ��
���� �� �&/ �1�1��
�
0�

�� ���������� �0������5�� ��� �	
�1����$�� �1��	������
��� ��
$�
��
������/ 
�� � 1
�����	�� �� ��� �������������	�� �� B&/ �1�1�� �	
� 
0������5����	� �� ����$�� B1��	������
��
�� �	�� ��� �	�������� �� ����/ �
�
�� �������������	� ���
��
��

�/ �	������ �� �	��
)��
��� ����$�� B1��	������
�� �0� �
��
0��� ��� ��	�	���� %	
� �

	�� � �
��
�� ��� �	
��
	�

0� �����	� �� B& ��� �������������	�� �	��
�� �� �& �� �	�� ��� �	��������

(� �������������	� �� 3�������� �����
� �� B& ��� 
� �
������ �

)��1���!� ( 
����*��, �� .�
'� ������ (V, B) ��� �
����������� ��� ��� �������� �� B�������� �� ;� �� �� ������
���� �� �� ���� 3��� 
����� / ������ �&�� �������� ��� ��� ����� �� ;��"�����
�� �� ;���3���
��������
��!
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(0� �����	� ��� �	�����	�� �� (���� �� B& ��� 
� �
������ �

)��1���!� + �"�"� �� .�
'� ������ +���#� �� �������������
� �� 5���� �� ;� �� �� ��������� �� )
* |C| ≤ 3|U | − 6 �
�� �
�� U ⊆ V +���#��� |U | ≥ 3� C ⊆ B ����� �&�������� ��� ��3���
�� ������ (V, B) ������ ��� �&�������� �� �
����� U � ��

* |B| = 3|V | − 6!

(� 5�
�� ��A� �������� �� ������ ��
�$� 
� �	����1� ���
� � 
� �������������	� ��
(���� �� B&/ �� �� ������ ��	��� 
� �	����1� ���
� � ��

� �� 3�������� �� B&�


��� ��A� Q #	����1� ���
�� B& �
 �������������	�� �� (���� �� 3��������

(� ������ ��
�$� �� ����� 5�
�� ��� 
� ����)�� � ������ B& ����
� �
���� ������� #�
����)�� �0��� ���������� ��� ������ � �$��
� ������ ��
� �	
���� �
�	
� �� 
0� � ��5��
��� 
�
�� � �������� 
����� �� �� ����)�� �0��� ��� ������/ �0��� �
0�
 �� �	������ ��� �� ����$�
31��	������
� �	
������ #��������/ 
�� �	�����	�� �� (���� �����
�� �� B& �	�� ����5���
�
� �� ����)�� � ������� (0� �����	� �� 
� �������������	� �� (���� � 
� B& �0��� �	�� ���
�	������� ��� �	����/ 
� ����$� �
� �� ����5� ��� 
�� �	�����	�� �� (���� �����
�� �� B&
�0��� ��� ������� -
������� ���/ 
0� �����	� �� 
� �������������	� �� (���� �� B& ��� 
��
�	�����	� ���������� � 
� �������� �0
� ����$� �

 ����!��� ( �� �"�"�
2
�� ������ 3���
�������� +���#� �������������� �� �������������
� ;� �� 5����!

(� ������ ��	��� �� 
� 5�
�� ���������� 
� �

� ����� ����$� 31��	������
� *�� �����
�� �	���� �� �	�����, �	� �	����
����
� ��� 
� ���$	�� �� 3�������� �����
� �� B&�
#���� ���$	��/ ����� �
� 
�� 	������	�� �� B1� �����	� �� B1��>��1��������	�/ ������ ��
�	����
��� 
���
����� ��� ����$�� 31��	������
��/ ���� �

� �� ������ ��� �� �	
� 
��
�	����
��� �	��� 
� ��	
�� �� �	����1� ���
�� (� ����	� �	
� 
��
�

� �
�
�� �	����
���	�
�� 3�������� B& �� ��
� ��	�
��� �� �	����1� ���
� ���	�� �
� 
�� ��	������� �
������� �
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Q 7	
� ����$� 31��	������
� �	������� 
� �	���� �� ������ B ��
� >��� ��	�
�� ���

�� B1� �����	� � ������ �0
� ����$� 31��	������
� �

� ������

Q 7	
� ����$� 31��	������
� �	������� 
� �	���� �� ����� C ��
� >��� ��	�
�� ��� 
��
B1��>��1��������	� � ������ �0
� ����$� 31��	������
� �

� ������

Q (� �$�	�)�� �� (���� ������ �� �	����� �
� �	
� 
�� �	����� �0
� ����$� 31
��	������
� 	�� 
� ����� �
�����
� 	
 ���
 � B/ �� �
0�
 �	��� 
� �� ��� �	����� �

� ����� �������
� � E�

(� �	����1� ���
� �������� �� ������ ��
�$� �� 
� 5�
�� ��A� ��� 
� �

� ����� ����$� 31
��	������
� �
� �� �	������ �
� ��� �	����� �� ����� �
�����
� 	
 ���
 � D/ �� �
� � �
��
�
�
0�
 �0��� ��� �	����
����
� ��� 
0� �����	� �� 
� ���$	�� �� 3�������� �� B&�

&0�
���� � �����	�� �� 
� ���$	�� �� 3�������� �� B& 	�� ��� ��	�	���� *���

���/ ���
� ���
�/ 
� ��5����	� �� �	
���
 	������
��/ �	��� 
� B1�	
�
�1��>��1��������	�,/ ����
�
�
�� �0� �
��
0��� ������ 
�� �������������	� �	������	��� �	��
)�� �� �	
� 
�� ����$��
31��	������
��� #��������/ 
�� �����
 ����� �
� ����� �������������	� 	� �	��� 
��
 � ���
�	�����	�� ������������� �

 ����!��� + �� 
����*��,
'� ������ �
������� / ������ �&�� �������� ��� ;��"�����
�� �� ;���3�����������
�� ��� ���
������������ �� 3���
��������!

�&�� �&�"���� ������ �������� �� ;��"�����
��� ;���3�����������
�� �� ;��
�������3���
��������
�� ������� �&�� �������� �� ���������� �� ��
����� �� ������ �
���� �� ������
�&��� ��� 3���
��������! ���������� �� �"���� ��� ��������� �� ��� 
������
�� ��� ��
�������
��� ������� ��� �� �
�� ��� 3���
���������!

��5�/ 
� ��
�

 ��	����
���� �
 ����������� �� 
� ������� �� �������� T3������6�	�/
AHH�= (��
�� ��� ���$�

���/ AHHGU ������ �� ^�������^ �� 
� ����)�� � ������ �� �����1
��	� �
�
�	��
� ��� �������
����� ������� #���� ���$	�� �	������ � ���

�� 
� �����������/
�
� �	��	��� ����	
��
����� 
� �	���� � �	������
 �� ������/ 
���
����� �
� ��� �	�51
�
����	�� p ������ �
���	�������� (� ��	����
��� �
� ��� ������� �
���	���� ��	�
����� ���
�	�5�
����	�� ����

�)��� ����� �


� �� �$�	��� T(	���S ��� �

����/ AHGEU/ �
 �
2� �
�

0
�� ��� ���

���	�� �� �� ����������� �	�� �	� �


� �	
� �
� 
� ����)�� �	�� �������
�1
���� ������� %	
� �����	�� �
� ����� ����	�$� ��	����
���� �
 �$������ E�

(4!4< 
���# ���� � � #% �0$���� �� #% ��.����$

(� �	��
��
�� �� �	�	
	��� ���
��
��
� � ��	�	�� ��� �������������	�� �
������
�� �	
�

� �������� �� 
� �������� �� ������� 	���� �	
� 
�� ����)��� � ������/ ����)��� �	�����
�� ��
�	���� �� ���������/ ���� 
�� �	�5�
����	� �	����� (� ��	�
)�� �	�� ��� ��� �����������1
��	�� ��� 
� �	��
� ��� �� 
�
� ���� �� @
��� �� 
�� ���������	�� �
� �	����� �
� 
�� �	�5�
1
����	�� �������
�� � 
�� �	�5�
����	�� �	
� 
���
�
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��� ��� �	�5�
����	�� ����������� (� 5�
�� ��A� ��������

� ��������� B& �� ;������ �	�����
� �� C ��)��� *��� ������, �� �� C 
����	�� �	�	[���� (�
����� �� �	��
��� �� �� ��������� ��
	� 
� �	��

� �� +�I�
�� ��� m = 0/ �����
��� �
�

� ��������� ������� >��� 
�� ���
��
�� ������� #��������/ 
� �	�5�
����	� �
 ���������
��������� �
� ����� 5�
��/ 	R 
�� C ������ �	�� �� �>�� 
	��
�
� �� 	R 
�� � �� ��� 
����	��

CH
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�	�	[��� �	����� ��� ���
�� ������

����/ �	��)�� � �� ��������� 
� ����� �� 
������� #��
� ���
� �	�����	�� � 
�� �
�#������
� ���������� �
 ����������

(� �	��

� �� +�I�
�� ������ �	�� �� ������� �
 ����� �� �	��
��� �0
� ���������
�� ������
 ���� ��
� >��� ��
��� �	
� ��� ���������� �����5�
�� *���	������ 	
 �� �	�51
�
����	�� ����

�)���,�

(4(4) 
���# ���� � � #% �0$���� ��� �$�%������

(� �$�	��� ��� ���������� �0��������� � 
0��
�� �� +#�� �& �� B& �	�����
�� �� �	���
�	
���� ��
��� ��� ��� 
����	�� �������
��� M�� ��
�� ���������
� *	
 ������
�/ 	
 ����1
���
�/ ���, �0
� ��������� ������ �� ���������� �	� ����� �� �	��
��� � ������ �
 ����
�
 ����)�� �0��
���	�� ���������
�� ���	��� �
 ���������� #���� ����	�$� �	
���� 
��
���	�����	� ������� ���� ��� ����� �
� 
�� �	�5�
����	� ������

�)�� �
 ���������/ ���1
����� ���������� �	
���� �������� 
� ����� �	���� �� �	�5�
����	��� (0����	�
���	� ���
�����)���� �
 ��������� *�������	�� ��� ��)��� �� ��	������ ��� �����

���	��, �	��
��
� 
�� �	��

���	� ���������� �
 ����)�� ���������
� �	�� 
� ���� �	�� �
	�� >��� ��
���
�	���

�����/ �� �
� ���� ����� ����	�$� ��2��
� �� ������
��

+�I�
�� � ��	�	�� 
�� �	��

� �
� ������ �� ��
�

�� 
� ����� �� �	��
��� �0
� ��1
������� ����
����� � ������ �
 �	���� �� ��)��� �� ��� ������ �� 
������ ��� 
����	��
�� ��

�1��� #���� �	��

� �	
���� 
�� ���	�����	� ������
� �� ����
� � ��
�

��/ ���� �
�
��
� ��
$�
��
������ >��� ��
��� �	
� ��� ���������� ���	������ 	
 �� �	�5�
����	��
����

�)���� �� ��
�/ ����� �	��

� ��
� >��� �	������ �
 �������������	�� ���
��
��

�� ��	1
�	���� ��� 
� �	��
��
�� �� �	�	
	��� ���
��
��
� �	
� 
� �������� �������
� �� ����)���
� �������

��� �������� �� ��%

�� #-./ 
�� +#�� �����
�� �	�� �
�
�	��
��/ �1�1�� �	�����
�� �0	����� ��	������
��
�
�
�	��
�� 
��� ��� ��� �	��������� ��	������
�� �
�
�	��
��� (� �	��	� �� �������� �0�
��� ��� ��5��� �� ��P	� ������
� �	
� ��� +#�� �
�
�	��
��� #��������/ ��������� �	����
�� �������� 	�� ��� ��5����/ 	
 �
 �	��� 
��
����� ��� ��� ���$	��� �� ���	

��	� ��	�	����
��� 
� �	��
��
�� �� #-. *��� �����	� C�B ���� HH �� �����	� C�C ���� A�F,�

#���� �����	� �	�����
� �	�� 
�� �	�����
��	� �� 
� �$)��/ �
���
� �	
� ��5����	�� 
�
����� ������
 �	
� 
0��
�� �� 
� �������� �� +#�� �
�
�	��
���

�	
� �� �����/ �	
� �	
� ���	�� �
� 
�� �	��	�� �� �������� ����
	����� ���� 
�� �	��
1
��
��� �� �	�	
	��� ���
��
��
� �� �� �$�	��� ��� ����������� #�
� �	
� ������ �� ��5���

� �������� �&��� �
����
� �&�� ���	/ �
�� 
� �������� �� �	
��� 
�� �	

��	�� �0
� +#��/
����
�� �������� �� ���	/ �
� ��� 
� ��	������ ������������ �� #-.� %	
� �	���	�� �
�
���������� �� 
� +#�� ��� ����1/ �
�1 	
 �	
�1������ ��� ��
���
��� � ���������� �� 
�
#�� ��� ����1/ �
�1 	
 �	
�1�	�������/ �������������	� �	�� 
� ��2�

�� � ��� � �
��
�� � 
�
�����	� A�C/ ���� AH�

D�



��B !������� �� #-.

%	
� ����	�� �
	�� 
�� ����$)�� ��� �	������ �� �������� 
��
���� �� #-./ �
� �	
�
����	
�	�� �	
� 
0����

���	� �� �������� ���
��
��

�� %	
� ����
�	�� ��� 
������ �� �����
�������������	� �
� ��
� >��� �	������ � 
� �������������	� ���
��
��

� �� 
� �������� ����1
���
� �� �	�	
	��� ���
��
��
� �� � 
� �	��

� �� +�I�
�� �� �$�	��� ��� ����������� %	
�
�4���
	�� �
��� 
� �����	�$����� ���� 
� �������������	� ���
��
��

� �� ����1/ �
�1 	

�	
�1�	������� �	
� 
� #��/ ��������� � 
� �����	� A�C��/ ���� ��� #�
� ������ �� ���
 
�	�������� 
0�����>� �� 
� �	��
��
�� �� #-. �	
� 
� �������� � 
� +#�� ������ ���

0��
���
��� ��	������
� �0
� #�� ����1�	��������

(464! ��.����$ �� � +
	�

%	
� ��	�� �
 �
� 
� �������� �0
� ����)�� � ������ 	
 �0
� ��������� �0��
��� �
�

�� �	�5�
����	� �
 ����)�� �	�������� "
 �� �� �� �>�� �	
� 
�� +#�� � 	� ��
� ��5���

� �������� �0
�� �	�5�
����	�1�	

��	� p �0
� +#�� S� !����
	�� �
0
�� �	

��	� p �� S
��� 
� ������
� �
� �	������ 
�� ��
�
� p(vo

i ) �	
� �$��
� ��� �����)���� ��	������
�� vo
i

�� �$��
� ��� 	����� ��	������
�� o �
 +#�� S� .� 
��
��� 
� �>�� �	��	� ���
����� ��
�������� �
� ��

� ����	�
��� �� ���
� �� �$������ � 
�� �	�5�
����	�1�	

��	� �0
� +#��
��� ������ �� �

� ��� �����	����
� �� ���
�P��
� ���� �	
� 
0������� (� �	��	� �� �������� ���
�	�� �	
�	
�� ����� �
� 
� �	��	� �� �	
�������

���5����! �;��� 
���!��� �;�� � �)

%	
� �����	�� 
� ��5����	� �� �	
������ �
 +#�� �
�
�	��
�� �� 
� ��P	� �
������ �

��9��!��� +0 ���5����! �;��� 
���!��� �;�� � �)
'����5����! �&��� �
����
� p �&�� ���	 S ��� �� ��������M �
������� ��� �
����
�
�
������ �� ��6���������� mo

i : [0, 1]→ R �
�� ������ ��������� ��
�������� vo
i �� ������


�-�� ��
�������� o �� S ��� +���#� mo
i (0) = p(vo

i ) �� �
�� �
�� t ∈ [0, 1]� m(t) = {mo
i (t)}

��� ����� ��� �
����
� �� ���	 S!

#	����������� � 
� �	��	� �� �	
������ �	
� 
�� ����)��� � ������/ �
 ��� ��2��
� ��
�������
�� 
�� �	
������� �0
�� �	

��	� �0
� +#�� �
� �	�� ��� ���
�������� �� ��
 
�
� �	�� ��� ���	�����	�� �� �	��������� 
0������
� ��� ��	������� �
 +#��� �� �4��/
�� �	�	
	��� ���
��
��
�/ �
 �
2� �� ����5�� �
� �	
��� 
�� ��������� �	��� � �	��� �0
�
����)�� � ������ ������� �������
�� �
 �	
�� �0
� �	
������ �	
� ������� �
0�
 �0����
�0
� ���
�������� &��� 
� +#�� �
�
�	��
�/ 
0������
� ��� ��
���	�� � ����5�� �� ��
�
>��� ��5�� �
0
�� �	�� �	���� 
�� ����� ��� 	����� �
 +#��� ��� � ���
�/ �� 
� +#�� ��
�	������ �
� ��� �	���� �� ��� ��	���� �� �&/ �
 ��
����� ����5�� �
� �	
��� 
�� ���������
�	��� � �	��� �� �	��� � ��	���/ ���� �
��� �	
� 
�� ���
�� ��	��� � ��	��� ������� �������
��
�
 �	
�� �0
� �	
������ �	
� ������� �
� �� �	
������ ��� 
� ���
��������

- ����� �������������	� ���������� ��� ����� ��� 	����� �
 +#��/ �	
� ������	�� 
��
��5����	� ��� ���
�������� ����� �
� 
� �	��������	� ��	������
� �
������ � �	
� �	
1
������ �0
� +#�� �
� ��� 
� ���
������� �	�����	�� � 
� ���
������� *�	����	� ��

DA
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�����
���	�, �� 
0������ ��	������
� �	������� 
� +#��� (� ��5����	� �	���

� ��� 
� �
�1
����� �

��9��!��� +- ��1�"�����! �;��� 
���!��� �;�� � �)
'� ��1�"�����! �&��� �
����
� p �&�� ���	 S ��� �� �
�+����� M ��� ��� �
�� �
��

t ∈ [0, 1] �� �"���� �� ����������� ��
����
�C���������
�� �� �&������ ��
�������� �
�������
���� �������� / ������ 
�-�� �� ���	� ������
��� �� �
����
� p �� ��� �
����
� q �� S ���
��� M(t) = q!

#���� �������������	� ��� ���
�������� �0
�� �	

��	� �0
� +#�� �	
� ������ �� ��1
5��� ��� �	��
���������� 
� �	��	� �� ���	�����	� �0
�� �	

��	� �0
� +#�� �

��9��!��� +/ ��@���"!��� �;��� 
���!��� �;�� � �)
'� �
�+����� �&��� �
����
� p �&�� ���	 S ��� �&��� ��� �� ����������� ��� ���
��@���"!���!

��,���!� �;��� 
���!��� �;�� � �)

%	
� �	
�	�� �
	�� ��5��� 
� �	��	� �� �������� �0
�� �	

��	� �0
� +#�� �

��9��!��� +8 ��,���!� �;��� 
���!��� �;�� � �)
'�� �
����
� �&�� ���	 ��� *���B��,��� �� �&�������� ��� �
�+������ ��&���� ����� ��
�
������ ������ ���
�����
�� ���� �
������ �
�� ��� ������������ �� �&������ ��
��������
�
�������!

7��� ��� 
��B��,��� �� ���� �&����� ��� �
�� ��� ������������ �� �&������ ��
��������
�
�������!

7��� ��� 
��
B��,��� �� ���� ����� �
�� ��� ������������ �� �&������ ��
��������� ����
����� ��� ���
�����
��!

%	�	�� �
�/ � 
0������� �� 
� ��5����	� �� �������� �	
� 
�� ����)��� � ������/ 
� ��1
������ �0
�� �	

��	� �0
� +#�� ���
��
� �� ����5�� �
� ����� �	

��	� ��� �����	����
�
�� �����<����� �� �4��/ ����� ���	��� �	�����	� ��� �
���V
� �	
� 
�� ����)��� � ������
���/ ����� 
���
����� �	�����
�� �� �	��������� �� ���������/ �
� �	�� �	
�	
�� ���
�P��
���
#�
� �0��� ��� �	
�	
�� 
� ��� �	
� 
� +#�� �
�
�	��
�� ��� � ���
�/ �� 
0	� �
�	����

� �	�������� �
� �	������ � 5 �� 
� �	��� ���� 
� ���)�� �
	��
 �� 
0������ ��	������
�
�	�������/ �	
�� �	

��	� �0
� +#�� �	������� ����� �	�������� �0��� ��� ���
�P��
� � 	�
�� ��
� 

� ���
��
�� 
�� �����
���	�� �� 
0������ ��	������
� �
���
� ��

��1�� �	��
�������
� ��	
�� 
� �	�������� �� 5 ���	��

�� ����/ 
�� �	

��	� �0
� +#�� ��� �	
�	
�� ���
�P��
� �� �$��
� �	�������� ��	��1
����
� �
 +#�� ��� ������������ �
 ���)�� �
	��
 �� 
0������ ��	������
� �	�������� M��
�	�������� ��� ������������ �
 ���)�� �
	��
 �� �

� �� 5 � 
�� �	����	�� �� 	��������	��
�0	����� ��	������
�� �
� 
�� 
�� ��
��������� �
 �
���� �� ������ ��
��������� �
 ���)��
�
	��
� (�� �	��������� ��

��� *��������/ ���
�, �� �		
������ *���������/ ����

�
����,

�
�

�� �	�� ������������� �
 ���)�� �
	��
� �� ������$�/ 
� �	�������� �
� 5 � *�>��
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 ���)�� �
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� ���)�� �
	��
�

%	
� ��	�� ��5�� 
�� �	��	�� �
��
���������� �� ������������ �� �
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� �	
�
���������� �� �
����� �$��
� �	

��	� �0
� +#�� ���� 
0
�� ��� B �����	���� � ����1������/
�
�1������ 	
 �	
�1�������

B

D

C

B

D

C

B

DA A=(0,0) A

C

D

D


��� ��AB Q � ���
�� �� +#�� ������/ �
�1������ �� �	
�1������

(� 5�
�� ��AB �������� B �	

��	�� �� B +#�� ��4������ �� �&� #�� B +#�� �	��
�	�����
�� �
 �>�� �
���
�
�� �0	����� ��	������
�� � B �	���� A/ B �� C �� 
�� ��	���
D� (� +#�� �� ��
�$� �	������ 
�� �	��������� �
������� � &�������(A, B)/ &�������(A, C)/
&�������(B, C)/ "��������(B, D)/ "��������(C, D)� (� �	

��	� ��������� �� �� +#�� ���
����1������ � 
� ��	��� �� 
�� B �	���� ��
���� >��� ���
���� ������
�� ���� 
� �
�� �
1
�
�����/ ���� �0��������� �
�
� �	
������ �
� �������� 
�� �	��������� ���� >��� 
� ��1
�
�������� (� ������ ������
� �� 
� 5�
�� ��AB �������� 
�� �	

��	� �
 +#�� �	���1
���� 
�� �	��������� "��������(A, (0, 0))/ &�������(A, B)/ &�������(A, C)/ &�������(B, C)/
"��������(B, D)/ "��������(C, D)� (� �	

��	� ��������� �� �� +#�� ��� �
�1������ ��� 
�
�	���A ��� 5 � � 
0	������ �
 ���)�� �
	��
 �
 �
�� �
�
����� = �

� �� ��
� �	�� ��� ��������
�	
��� 
�� �����
���	�� �
 �
�� �
�
������ (� ������ ��	��� �� 
� 5�
�� �������� 
�� �	

1
��	� �
 +#�� �	������� 
�� �	��������� &�������(A, B)/ &�������(A, C)/ &�������(B, C)/
"��������(B, D)� #���� �	

��	� ��� �	
�1������ ��� 
� �	��� C �� 
� ��	��� D ��
���� >���
���
���� ��
��������� 
0
� � 
0�
���/ �� �
� �	�����
� 
�� ���	�����	� �
 ����)���

 "�"�!���
"!��� "�,�*����� �� �" ��,���!� �;��� 
���!���

(�� ���$	��� �	���

�� �� ���������� ��� �� ������������ 
� �������� �0
�� �	

��	� �0
�
+#��� �� �4��/ 
� ���$	�� ������� � 
� �����	� ��A��/ ���� �H/ �� ��
� >��� ���
��
�� ��� �

Q 
�� �	��������� ��
���� >��� �	� �
������
�� *��� +#�� �������� � 
� 5�
�� A�A/
���� AH, =

Q 
0������
� ��� ��	������� ������
�� �
0
� ���
������� �	�� ����5�� �	����\���� ��
��
� >��� ��5�� �
0�� �	����	� ��� ����� �0	����� ��	������
�� �������� ���� 
� +#��
*��� ������
� �
����� 
� ��5����	� �C/ ���� DA,�

%	
� �� ��	�	�	�� ��� �0�
���� ��P	�� �� ������������ 
� �������� �0
�� �	

��	� �0
�
+#��/ ��� ����� �	��	� �� �������� ��� �0�����>� ������

��� ���� 
� ����� �� ����� �$)���

DB
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� �������� � ������ �� 
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� ��� �	

��	�� �0
� +#���
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�� #-./ �� �0��� ��� ���� 
� �������� �0
�� �	

��	� �0
� +#�� �
� ��� ������������/
���� �

�]� 
� �������� �� �
���� ��� �
����
��� �� �4��/ 
� ��	������ �� �������� ��� 
��
���� ��
#-. �	
� ����
�5�� 
� ���	

��	� �� +#�� �� 
� ���	��	���� �� �	
�1+#�� �	

�
�� ����

� ���)�� 
	��
/ �1�1�� �	�� �	
��� 
�� �	

��	�� �	�� �������� (	�� �0
�� ��

� ���	��	����	�
*��� �����	� C�B ���� HH �� �����	� C�C ���� A�F,/ 
� +#�� �0��� ��� ���	�� ���	

 �� 	�
�� ��
� �
��� �� 
� �������� �� �$��
�� �� ��� �	

��	�� �������
�

������ %	
� �

	�� �	��
�� �
�

� ����)�� ����� �������� ��
� >��� ������������� 7	
� �0��	��/ �	
� ��5����	�� 
�
�	����� �� �������� �� +#�� �

��9��!��� +2 ��,���!� �;�� � �)
'� ���	 ��� *���B��,��� �� �� ��������� �� �
���� ��� �
����
�� �
�� ������������ ,
�� ��� 
��B��,��� �� �� ��������� �� �� �� �
����� ������ �
����
� 
� ��&�� �
��� ���

�� ��� �
����
�� ��� ���������� ,
�� ��� 
��
B��,��� �� �� ��������� �� �� �&��� ��� ���������� �� �
����� �� �
��� ���

�
����
� �
���������!

(� �	����� �� �������� �� +#�� ��� ��	�$� �� ��

� �� #�� ����1�	������� *��� ��51
����	� G/ ���� AH,� M� #�� ��� ����1�	������� �0�
 �	��)�� 
� ������
� ���	�����
� ��
�	

��	��� M� +#�� ������ �	��)�� 
� ������
� �����	�����
� �� �	

��	��/ �
���
� �	
��
�	

��	� ������ �	�� >��� ���
�P��
�� #��������/ �� 
0	� �	����)�� 
� +#�� ������ 5 � ����

� ���)�� 
	��
/ �
 �0����� �

� �
0
� ������
� ���	�����
� �� �	
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 ���������� �� ������ �� 
0
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�� �
��� �	

��	� = �� �	
������ �� ��
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� ���
�������/ ��� 
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	��
/ �1�1�� �
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������
� �� �������� ��� ����� �
�

� �	���� ��� ������ �� 
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� �	���� �� �	
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����� ��� 
� ����)�� � ������ ��� �� �	����� 
� �	���� �� ������ �� 
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� �	����� 
� �	���� �� �	
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� �	���� �� ������ �� 
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� ��
� ��5��� 
�
�	���� �� ������ �� 
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� �	���� �� ������ �� 
������ �������
��� ��� �	����������

��,��
 �� ��*��!� �;�� �*<�! ,����!�����

(� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� 	���� �� ��5��� ���
��������� �	��� 
� �	���� ��
�����)���� ��	������
�� �
� ���������� �� ��5��� ��� 	����� �

� �	���

����� �

��9��!��� +: ��,��
 �� ��*��!� �;�� �*<�! ,����!�����
'� 
�-�� ��
�������� o �
�� �� �
�#������
� ���� 3��� ���������� �� #"��� k ����������
�
����� k ������ �� ������� , 
� �
�� DDL(o) = k!

(� �	���� �� �����)���� ���������� �� 5 �� 
� �	�5�
����	� �0
� 	���� ������ ��1
����
����� �� �� �	��
�����	� = 
� ��	�	����	� �
������ ����
�� 
� 
��� ����� 
� �	��
�����	�
�0
� 	���� �� �	� �	���� �� ������ �� 
������ �

)��1�
�!��� .  ��1!� ��
 ��,��
 �� ��*��!� �;�� �*<�!
�� o ��� �
������ ��� �� ������� (Po, Io, Eo) �
�� �� ������
� ������� Io ��� �� �$�����
�&������
� ��������� �� �
��%����
������ ��
�� DDL(o) = |Po| − |Io|!

�� �4��/ 
� ��
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� ������� �	����
��� �����)���� ��	������
�� Po �� ��� 	���� � ������ ��� �
���� �����)����� (� �	����
�� �����)���� ���������� ��� 
� ����)�� �0��
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����� ���
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?	��� � � ���
�� �0	����� ��	������
�� �� 
�
� �	���� �� ������ �� 
������ �
Q M� �	��� A �� �& ��
� >��� ���������� ��� 
� ����
�� ({xA, yA}, ∅, (x = xA)∧(y = yA)) =

� �	���� �� �����)���� 
����� �
 �	��� - ��� �	�� �/ �
���
� 
� �	��� �� �	��)��
��� �� ��
���	� �������� #��� ���
��
� �
0
� �	��� �	��)�� � ������ �� 
������ �� �&�

Q M� �
�� P �� B& ��
� >��� ���������� ��� 
� ����
�� ({a, b, c, d}, ((a2+b2+c2 = 1)∧(d ≥
0)∧ (a > 0∨ (a = 0∧ b > 0)∨ (a = b = 0∧ c > 0))), (a ∗ x + b ∗ y + c ∗ z + d = 0))� (�
��
���	� ������� �
 �
�� � ������ �� ���������� A �����)��� �
 �
�� ����� a/ b �� c/

�� �����
��� �� ���������� ��� �� ���������� 
�� ���	��
� ���� 
� ��� ������
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�����/ �1�1�� B ������ �� 
�������

&
 �	��� �� �
� ��	������
�/ 
�� �����)���� �0
� 	���� ��5������� �� �	����	�/ �	�
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� ����� �� 
������ �0
� 	���� ���������� �
	�� 
�� �	�1
����
��� �� �������	� ������������ �� �� �	����	�/ �� �	� 	��������	� 	
 �� ��� �������	���
��� � ���
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�� 	����� �& �� B&�� ��� � �����	�/ 	� �	���� DDL(O) 
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������ �0
� ������
� �0	����� ��	������
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� B E
#���
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������ ��� 	����� 
�
�
� �� �& �� B&

��,��
 �� ��*��!� �;��� ���!�"��!� ,����!�����

(�� �	��������� ��	������
�� ���>�$��� �������� �	
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������ �	��
������
����� ����

�)��� �� �� �������� �	�� ��� 
� �>�� �	���� ����� �� 
������� #����
������������	� ��� �	��������� �		
������ ��� ��� �	��������� ��

��� ��
��� �	�� 
� �	����
��� ������ �� 
�������

?	��� �
�
�
�� � ���
�� �� �	��������� ��	������
�� �� 
�
�� ������ �� 
������� �
Q M�� �	�������� �� �������� distance(A, B) ����� � �	���� A = ({xA, yA}, ∅, ((x =

xA) ∧ (y = yA))) �� B = ({xB, yB}, ∅, ((x = xB) ∧ (y = yB))) �
 �
�� �
�
�����/ ��
�
�� ����������� ��� 
� �
���
�
�� ({A, B}, {d}, (d > 0), ((xA−xB)2+(yA−yB)2 = d2))�
(� ��
���	� � ����� �0��� �	�����
�� �
� �0
�� ��

� ��
���	�/ �
� ��� ���� �������
�
� ��
�� �� 
� ��
���	� ������� � 
� �	��������� M�� �	�������� �� �������� ������ �	��
���� A ����� �� 
�������

Q M�� �	�������� �� ����

�
���� parallelisme(P, Q) ����� �
��� P = ({aP , bP , cP , dP}/
(a2

P + b2
P + c2

P = 1 ∧ (dP ≥ 0) ∧ (aP > 0 ∨ (aP = 0 ∧ bP > 0) ∨ (aP = bP =
0 ∧ cP > 0))), (aP ∗ x + bP ∗ y + cP ∗ z + dP = 0)) �� Q = ({aQ, bQ, cQ, dQ}, (a2

Q +
b2
Q + c2

Q = 1 ∧ (dQ ≥ 0) ∧ (aQ > 0 ∨ (aQ = 0 ∧ bQ > 0) ∨ (aQ = bQ = 0 ∧ cQ >
0))), (aQ ∗x+bQ ∗y +cQ ∗z +dQ = 0)) �� B&/ ��
� >��� ����������� ��� 
� �
���
�
��
({P, Q}, ∅, ∅, (aP ∗ bQ − aQ ∗ bP = 0, aP ∗ cQ + aQ ∗ cP = 0)� (� ��
���	� � �����
�� ����� �	�������� ��� �	��	��� �� � ��
���	�� �������������� M�� �	�������� ��
����

�
���� ����� � �
��� �� B& ������ �	�� �� 5 �� � ������ �� 
�������

(0������������	� ��	������
� ��� ������ �� 
������ ������� ��� 
�� �	�������� ��� 
�
�
������ � 
�� �	�������� ��	������
� ���>�$� 
� �	���� �� �	
������� ��
����� �����

�� 	����� �
0�

� �	������� ���
 � �	� �	���� �� ������ �� 
������� ��� � ���
�/ 
� �	��������
�� �������� ����� �	���� ���>�$� 
�� �	���� �	�������� �� �� ���
���� ��
��������� 
0
� �

0�
��� �
� 
� ��	��� ������� ��� ��� � �	���� � �

� ���>�$� 
� �	
������ �� �����
���	�

�*� �
��	�����
� ��� �
��������� ��� �
�� �#
�� ���	���� ���� �
��� ��
�
�6�� ��� ��������� �� ��������
$ 	������� 7�

DF
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� 
	�� �� ����� ��	���� (� �	�������� �� ����

�
���� ����� �
��� ���>�$� ��� �
��� �0��	��

�� �	����	� ��
��������� 
0
� � 
0�
���/ � ���� 
� �	����	� �0� � ���
 �
 �����
� �	���

�� ��� �
��� *�	����	� �
� ��� 
0�������� �	
� 
� �
��, � �

� ���>�$� �	�� � �	����	��
�������������� (� ���
��
 ��� ����	
�� 
� �	���� �� ������ �� 
������ ������� ��� �
�
�
��
�	��������� �� �& �� B&� ��� � �����	�/ 	� �	���� DDL(C) 
� �	��� ��� ������ �� 
������
������� ��� 
� ������
� �� �	��������� ��	������
�� C *DDL(C) =

∑
c∈C DDL(c),�

#	�������� �& B&
&�������*�	���/�	���, A A
&�������*�	���/&�	���, A A
&�������*�	���/�
��, 1 A
&�������*&�	���/&�	���, A A
&�������*&�	���/�
��, 1 A
&�������*�
��/�
��, 1 A
-��
�*�	���/�	���/�	���/�	���, A A
-��
�*�	���/�	���/&�	���, A A
-��
�*�	���/�	���/�
��, 1 A
-��
�*&�	���/&�	���, A A
-��
�*&�	���/�
��, 1 A
-��
�*�
��/�
��, 1 A
"��������*�	���/&�	���, A �
"��������*�	���/�
��, 1 A
"��������*&�	���/�
��, 1 �
����

�
����*&�	���/&�	���, A �
����

�
����*&�	���/�
��, 1 A
����

�
����*�
��/�
��, 1 �


��� ��� Q &����� �� 
������ ��� �	��������� 
�
�

�� �� �& �� B&

 ��1!� ��
 ��,��
 �� ��*��!� �;�� � �)

(� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� +#�� �� ��5��� �� 
� ��P	� �
������ �

��9��!��� .( ��,��
 �� ��*��!� �;�� � �)
5� �
���� �� ������ �� ������� �&�� ���	 S = (O, C) ���������� �� �
���� �� �
�+������
������������ ����� ��� �� ���	!

�	
� ��
�

�� 
� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� +#��/ 	� ��	�)�� �
	�� �� 
� �>��
��P	� �
� �	
� ��
�

�� ��

� �0
� ����)�� � ������ *��� �����	� ��A�D/ ���� BG, � �� �	�����

�� ������ �� 
������ 	4���� ��� ��� 	����� ��	������
�� �� �� �������$��� 
�� ������ ��

������ ������� ��� ��� �	��������� ��	������
���

DG



��B !������� �� #-.

)��1�
�!��� -  "���� �� ���*�� �� ��,��
 �� ��*��!� �;�� � �)
5� �
���� �� ������ �� ������� �&�� ���	 S = (O, C) +��� DDL(S) = DDL(O) −

DDL(C)!

#���� �	��

� �������
� �	������� � 
� �	��

� �� +�I�
�� �	
� 
� ��
�

 �
 ����� ��
�	��
��� �0
� ���������� (� ��������
� ��4������ �� ��	
�� ���� 
� ���� �
� 
� �	��

� ��
+�I�
�� �	����)�� �
� 
0
� ��� �	
���� �
 ��������� ��� 5 � �� ������ ����� ��� ������ 
��
d(d+1)

2
������ �� 
������ �	�����	������ �
 ���
�������� �� �� �	
��� � 
� ��������� ���

����� ��������� ���� 
� ���)�� 
	��
 �� �� �	
��� �� 
�� ������ �� 
������ �������� ������������
��� ���	�����	�� �
 ����������

%	
� ��	�� �
 �
� 
� �	��

� �� +�I�
�� ��
� ����
�� 
� ����� �� �	��
��� ���	����� ����
� ��� �� 5�
�� � �� 
� ��������� ��� ���� 
�� �	�5�
����	� ����

�)�� 	
 �� 
� ���������
�	������ ��� 
����	�� ���	�������� "
 �� �� �� �>�� �	
� 
� �	��

� �� ��
�

 �
 �	���� ��
������ �� 
������ �0
� +#�� � 
� +��� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� +#�� ������� �����
�	���� ��� ����

������ �� ��� !1���	������� �
 +#�� *��� ��

����� ��� -1���	�������
���� 
�� �	��
�����	�� ��� 	����� �� ��� �	���������,�

M�� �	�������� !1���	������ �� �$���� ��� 
� �������� �
 +#�� �	�������/ �1�1� �
�

�� ��	������� ��	������
�� *���������/ �	�1���������/ ����

�
����/ �
��������/ ���, �
0�

�
���	�� �	�� ��� �	����
����� ��� �
���� �	��������� C\c �
 +#��� -������	� � �	��� �	
�

0��	�� ���� �����
� �
 �
��� ��� ����)��� � ������ *��� �����	� ��A�D/ ���� BG, 
�� !1���	�1
����� �0��� ��� 
�� ���	������ �
 ���� $����
�
/ �1�1�� �
� 
0������
� ��� �	

��	�� ����
	
 ���� ����� �	�������� ��
� ��4���� = 
�� �	�������� !1���	������ �0��� �	�� �
���V
�
�
� �
 �	��� �� �
� �� 
� �������� �
 +#���

����
�� �
0
�� �	�������� ��� !1���	������ ��� 
� ��	�
)�� ��2��
� ���� 
� ��� ������
�
%	
� ����
�	�� �� ��	�
)�� �� �
�
�
�� �	

��	�� �	����
�� � 
� �����	� E�A/ ���� AEB�

M� ������
� �� �	��������� ��	������
�� ��� ��������� �0�
 5 � �
	��
����� �

� *	

�	���, �� ������ �� 
������ �
� 
� ����
� �	��� ��� ������ �� 
������ 5 �� ��� �$��
��
��� �	��������� �
0�
 �	������� %	
� ����	�	����	�� ����� �	��	� ���� 
� �$������ E�

"
 �� ���

�� �
� 
� ��
�

 �
 �	���� �� ������ �� 
������ ��� 
� �	��

� �	���� � 
�
��	�	����	� D �0��� ��
��� �
� �	
� ��� +#�� �� �	������� ��� �� �	��������� ��	��1
����
�� !1���	������� 	
 ����

�)���� �� ������$�/ ����� �	��

�/ � 
0������ �� 
� �	��

�
�� +�I�
��/ �	��� 
�� ���	�����	� ������
� �
� 
� +#�� � �	� �	���� �� ������ �� 
������
�������������� �� 
� �	

��	� �
 +#��� #0��� �
� ����� �	��

� �
0��� ����� 
� �	��	�
�� �������� ���
��
��

��

(4646 ��.����$ ��� �� ��##�

(� �������� ���
��
��

� �0
� +#�� ��� 
�� ��	������ ����� �
� 
� �	���� ��� ������ ��

������ ���� 
� +#��� #0��� 
�� ������
�����	� �
 +#�� ��� �	�����	�� �������� �� 5� ��
�����	� ��A�D/ ���� BG/ �
� 
� �	���� �� ������ �� 
������ �0
� ����)�� � ������ � 
� +#��
�	������� �

� �� �	
������� �
� 
� �	���� �� ���
�������� ������������ �� 
0������
��	������
� �	������� ��� �	
�1������ *��5����	� �� �	
�1�O������, = 
� +#�� �
� �0�����
��� �	
� 
�� ���
�������� �� 
0������ �	�������/ 	
 �0����� �
�
�� �	

��	�/ �0��� ���

DH
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���
�P��
�/ �1�1�� �
�1������ *��5����	� �� �
�1�O������, = ��5�/ 
� +#�� �
� ����� 
��1
�
����� 
�� ���
�������� �� �	
� 
�� ���
�������� ��� ������ *��5����	� �� ����1�O������,�
!����
	�� �
� 
� �	���� �� ���
�������� ������������ ���� 
� ������ ��	������
� ��
�������	� d ��� d(d+1)

2
*��� 
���� A/ ���� BH,�

��9��!��� .+ ��,���!� 
!���!������
'� ���	 S = (O, C) �� �������
� d ��� 
!���!���������! *���B��,���� �
�� *���B

J��,���� �� �� ��������� �� DDL(S) = d(d+1)

2
�� ∀S ′ ⊆ S� DDL(S ′) ≥ d(d+1)

2
!

1� ��� 
!���!���������! 
��B��,���� �
�� 
��B
J��,���� �� �� ��������� �� ∃S ′ ⊆ S

��� ��� DDL(S ′) < d(d+1)
2
!

1� ��� 
!���!���������! 
��
B��,���� �
�� 
��
B
J��,���� �� �� ��������� ��

DDL(S) > d(d+1)
2

�� ∀S ′ ⊂ S� DDL(S ′) ≥ d(d+1)
2
!

#���� ��5����	� ��� � �����	�$�� �� 
� �������������	� �� (���� �	
� 
�� ����)��� �
������ ������� �� �&� #���� �����)�� �����
� �
0
� ����)�� � ������ ��� ������ �� �& �0�

�	��)�� �
2������� �� ������ �� �
� ��� ������ �	�� ����	���� �� ��P	� �	�1!1���	����1
�� = �� �>��/ 
� +#�� ��� ������ �� 
�� �	��������� �
0�
 �	������ �������� �
2������� ��
������ �� 
������ � ��� 	����� *�	�����	� ����5�� ��� 
� �	���� �
	��
 ��� ������ �� 
������,
�� �
� ��� �	��������� �	�� ������� �� ��P	� �	�1!1���	������ *�	�����	� ���
��� ��� 
�
�	���� ��� ������ �� 
������ ���� 
�� �	
�1����)��� �
 +#��,�

����!�
 �� �" �"�"�!���
"!��� 
!���!������

%	
� ��	�� �
 �
� 
� �	��	� �� +#�� ����1������ ��
� >��� ���� �� �	�����	������
���� 
� �	��	� �� #�� ����1�	������� *��� 5� �� 
� �����	� ��B�A,� "
 �� �� �� �>�� �	
� 
��
�������������	�� ���
��
��

�� �� ��� � �	��	�� = 
� ���
� ��B �������� 
� �
����5����	� �0
�
+#�� �� ����1/ �
�1 	
 �	
�1�	������� �� ����1 �
�1 	
 �	
�1������ �� �	����	� �
 �	����
�� ������ �� 
������ �
0�
 �	��)�� �

&&( < 0 0 ]0, d(d+1)
2

[ d(d+1)
2

> d(d+1)
2

�	������� �
� ���� �	
�
������ �
� ���� �	
�


��� ��B Q (��� ����� #�� ����1/ �
�1 �� �	
�1�	������� �� +#�� ����1/ �
�1 �� �	
�1������

(�� ��
 �������������	�� ���
��
��

�� �	�� �	�� ��
���
����� � d(d+1)
2

������ �� 
������
��)�/ �1�1�� � 
� ���)�� 
	��
 ��)�/ �	��� �	
� 
0��	�� � �
��
� �	
� 
�� �	��	�� �� ����1
���� �� ����1�	�������� %	
� ��	�� �	���� �� � �
��
� � 
� �����	� A�C��/ ���� �A/ �
� 
�
�
����5����	� ���
��
��

� �� #�� �� ����1/ �
�1 	
 �	
�1�	������� ��
� >��� ��
��� �	
�
B ����	�� � ���	���������/ ���	������ �
������
� �� ����

������ "
 �� �� �� �>�� �	
� 
�
�������������	� ���
��
��

� �� 
� �������� �0
� +#��/ �	��� 
� �	���� 
� ���
� ��C �
� ���

� ������� �� 
� ���
� A�A *���� ��,� #$��
� ���� �0��$�� �� 
� �������������	� ���
��
��

�
��� �


���� �
� 
� � ���
� �� +#���

E�
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��������
�
� ���� �	
�

�������� �
� 1 !1���	������ *� �H, !1���	������ *� �AA,
���
��
��

� ���� ���	��������� *� �F, 1 !1���	������ *� �A�,

�	
� ���	��������� *� �G, ����

����� *� �A�, 1


��� ��C Q &�4������� ����� �������� ���
��
��

� �� �������� �0
� +#��

	>��1�� 8 ���B��,���4 *���B
J��,���
5� ���	 S = (O = {P1, P2, P3}, C = { ���������P1, P2�D;� ���������P1, P3�D8�
���������P2, P3�D8}) �� 9� ��� ���������� , �� �6��� 5� �������� �
��� ��� ��� �
���� P1� P2

�� P3 �
�� +���#�� Distance(P1, P2) ≤ Distance(P1, P3) + Distance(P2, P3)� �� �&��������
�� �
��������� �� S ��� �
�� ���
��������! 1� ��� ��������� ������0������ ) DDL(S) = 3�
�� �
�� �
�� S ′ ⊂ S� DDL(S ′) ≥ 3!

	>��1�� 2 ���B��,���4 
��
B
J��,���
5� ���	 S = (O = {P1, P2, P3, P4}, C = {Distance(P1, P2) = 3, Distance(P1, P3) =

1, Distance(P2, P3) = 1}) �� 9� ��� ���������� , �� �6��� 5� �������� �
��� ��� ��� �
����
P1� P2 �� P3 �
�� +���#�� Distance(P1, P2) ≤ Distance(P1, P3) + Distance(P2, P3)� ��
�&�������� �� �
��������� �� S ��� �
�� ���
��������! 1� ��� ��������� �
����0������ )
DDL(S) = 5 > 3� �� �
�� �
�� S ′ ⊂ S� DDL(S ′) ≥ 3!

	>��1�� : ����B��,���4 
��B
J��,���
5� ���	 S = (O = {P1, P2}, C = {Distance(P1, P2) = 1, Distance(P1, P2) = 1}) �� 9�
��� ����������� , �� �6��� �� �������� ����� ��� �
���� P1 �� P2 ��� �����#�� 9 �
�� ���� ��
��<
�  ����
������! ���������� S ��� �����0������ ) DDL(S) = 2 < 3!

	>��1�� (C ����B��,���4 
��
B
J��,���
5� ���	 S = (O = {P1, P2, P3}, C = {Distance(P1, P2) = 1, Distance(P2, P3) = 0}) ��
9� ��� ����������� , �� �6��� �� �
��� P3 ��� �
��
��� �+�� �� �
��� P2 �� �� ������� P1P2

��� �� ���	 �����������! ���������� S ��� �
����0������ ) DDL(S) = 4 > 3� �� �
�� �
��
S ′ ⊂ S� DDL(S ′) ≥ 3! ���� ��� �E / �� ����������� �� �� �
�������� Distance(P2, P3) = 0 )
��� ����� �
�������� �&��� ��� ��� �
�������� �� ��������� ���� ����F� ��� �
�������� ��
�
G�������� ����� ��� �
���� P2 �� P3!

	>��1�� (( ���
B��,���4 
��B
J��,���
5� ���	 S = (O = {P1, P2, P3}, C = {Distance(P1, P2) = 1, Distance(P1, P2) = 1}) ��
9� ��� �
��������� , �� �6��� �� �������� ����� ��� �
���� P1 �� P2 ��� �����#�� 9 �
�� �� ��<
�
 ����
������ ���� �� �
���� P3 ���� 3��� ������� �������������� ��� 9 ������ �
����� ��
��� �
������� ��� ���
�����
�! ���������� S ��� �����0������ ) DDL(S)′ = 2 < 3 �+��
S ′ = (O = {P1, P2}, C = {Distance(P1, P2) = 1, Distance(P1, P2) = 1})! ���� ��� �E / ��
 ����
������ ��� 9 �
��������� �� ���	!
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	>��1�� (+ ���
B��,���4 *���B
J��,���
S = (O = {D1, D2, D3}, C = {Angle(D1, D2) = π

3
, Angle(D1, D3) = π

3
, Angle(D2, D3) =

π
3
}) ��� �� ���	 �
��������� �� 9� , �� �6��� ��� ; ������ �����#�� ����� ��� ��
���� D1� D2

�� D3 �
��  ����
������ ������� �� �
��� ��� ������ �&�� �������� �� 9� +��� π� �� ���
������ / ������� ��� ; ��
���� �&3��� ���������� �������������� �&���
��� 
( ���� �� ����
9�! ���������� S ��� ������0������ ) DDL(S) = 3� �� �
�� �
�� S ′ ⊂ S� DDL(S ′) ≥ 3!
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� d �� S ′ = (O′, C ′) �� �
������	 �� S! S ′ ��� ������
 ��
|O′| ≤ d!

)��1�
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 �&� ��� �� �����#����
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� ��	�	����	� E/ 
� �O�������� ������� �
	�� �

��9��!��� .0 ��,���!� 
!���!������ 6*�
7
'� ���	 S = (O, C) ���B!��5�"� �� �������
� d ��� ������0������� �� �� ���������

�� DDL(S) = d(d+1)
2

�� ∀S ′ �
������	 ���B!��5�"� �� S� DDL(S ′) ≥ d(d+1)
2
!

1� ��� �����0������� �� �� ��������� �� ∃S ′ �
������	 ���B!��5�"� �� S ��� ���
DDL(S ′) < d(d+1)

2
!

1� ��� �
����0������� �� �� ��������� �� DDL(S) > d(d+1)
2

�� ∀S ′ �
������	 ���B!��5�"�
�� S� DDL(S ′) ≥ d(d+1)

2
!

�	
� �	����� �
� ����� �	��5����	� �� 
� �������� ���
��
��

� �� �)�
� �� ���� 
� ��	1
�
)�� �
� �	
� ��	�� �����	���/ �	������	�� 
� �
��� � ���
� � �	�� S 
� +#�� �� B&
�	�����
� �� C ��	���� A/ B/ C �� D 
���� ��� G �	��������� � ����

�
����*A, B,/
����

�
����*B, C,/ ����

�
����*C, D,/ &�������*A, B,/ &�������*A, C,/ &�������*B, C,/
&�������*A, D,/ &�������*C, D,� #� +#�� ��� �	�1������
 �� ����1������ �� B& � �
 ���
�	�����
� �� C ��	���� ����

)
�� � ��������� ���������� �� �	�� �� �	
���� �0�
	����� 	


E�



��B !������� �� #-.

�	
���� �������������� 
�� 
��� �
�	
� ��� �
����� #��������/ �� +#�� �� ����	�� �
�
�� D &&( � C �	
� �$��
�� ��� ��	����/ 1� �	
� �$��
� ����

�
���� �� 1A �	
� �$��
�
���������

Y
� �

� ���/ 
� �O�������� *���, ���� 
� �������� � �������� ��������� �
�1��������� �
�

� �O�������� ��
� �	
����� ��������� #	������	�� ��� � ���
� 
� +#�� �� B& �	�����
�
�0
� �	��� A �� �0
�� ��	��� B 
��� ��� � �	��������� �� ��������� #� +#�� ��� !1��1
�	�����/ �
���
� 
� �������� �� A � B ��� ��������� � �	��� &��� 
� ��� �������
� 	R ��� �
��������� �	�� �� �

� ��4�������/ �� +#�� ��� �
�1�	������� �� �	�� �
�1������� ��� ��

�
��/
�
 ����	�� �� D &&( �� ��� �	�� �
�1�O������� .� �
 �0���� �0
� +#�� ������
 �� �
 �0��� �	��
��� ����������� ��� 
� �O�������� *���,� -����/ �	
� +#�� ���

��� 
� �	
�1+#�� ����
��
�
�� ���� ��� ������� �	��� �
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������ �0������5�� �	
� *�� 
���
�����, 
�� ����)��� � ������ ������� �� B&�

(� �	����� �� �������� ���
��
��

� ��� �
	��
����� ��
���
���� � 
� �	��	� �� �������

��
���� ���� T3	4���� �� ��!/ AHHFU/ � 
� ��	������ P ��	���� ���� T(��
�� ��� ���$�

���/
AHHGU �� � �0�
���� �������������	�� 
��
����� ��� 
� �	��
��
�� #-. T;	
�� �� ��!/ AHHD=
.8��/ AHHA= ?���	
�� �� ��!/ AHH�U �	
� ������5�� ��� �	
�1����)��� �	
���� >��� ���	

�
���� 
� ���)�� 
	��
�

(0�
�	���$�� �� V	� ��	�	�� ��� 3	4���� �� ����	
� �������� ��� �	
�1����)��� ������
��� 
0�
�	���$�� 
� �

� ������
 �
� ������ �0������5�� ��� +#�� �O������� �� �������	�
�
�
�	��
�� %	
� ���������	�� ��� �
�	���$�� �� �����
 �
 �$������ D�

EB



#3-�"7!� �� !"+"&"7Z

�� &� 	����� ���

(� �$�	��� �� 
� �������� � ��� ����
	���� ��������
����� ���� 
� �	��
��
�� �� �	�	1

	��� ���
��
��
�� #���� �	��
��
�� � 
��
��� 
�� ����	�$� ���$������
� �
 ��	�
)�� ��

� �������������	� �� ����)�� � ������ �������� M�� �������������	� �
������
� �� �������	�
�
�
�	��
� ��� �	
�	
�� �	����
�/ ���� 
������ � 
0��
�� �0
�� �	�5�
����	� ������

�)��
�0
� ����)�� � ������ �� ����� �
� ��� ���$	��� �	���

�� �� ���
�� �� �$�	�)�� �	�� 
�
�	��
� ��� ��� � �	������

�� (0��
�� �� 
� �������� �� ������� 	���� ���	��� 
�� �	

��	� �
�� ��	�
)�� �� �������� 
� ����)�� � ������ � 
�� �	��� 
�������� #��������/ ����� ��
��
��� �	
�	
�� 
������ � 
�� ��

� �	�5�
����	� �0
� ����)�� � ������� M�� �
��� ����	�$�
�	������ � ��
���� 
� �������� �0
� ����)�� � ������ �� �	
�� �	�5�
����	� �������
� � ���1
��� �0
�� �������������	� ���
��
��

� �� ��� ����)���� #���� �������������	�/ ����� �
� ���
��	������� �� ����$�/ ��� �	��
)�� �� �&� (�� ����)��� � ������ �������
����� ������� ��
B& �0	�� �	
� 
0������� ��� �� �������������	� ���
��
��

� �	
��	���
��

(� �	��
��
�� �� �$�	��� ��� ���������� ��� ���������� ��� 
0��
�� ��� �	
�������
���� ��� ���������� �� �& �� B&� #���� ��
�� ��	�	�� �

� �
��� 
�� ����	�$� �����1
5�
� �
� ������ �0��
���� � �������� 
�� �	
������� ����� ��� 
� ��������� �� 
��
�	�5�
����	� ������

�)�� �� ��

�1��/ �� 
�� ����	�$� �

� ������
� ����� �
� 
� �	����
��� ������ �� 
������ ���� 
� ���������/ 
� �	��

� �� +�I�
��� #���� �����)�� �������1
������	� ��� �	
��	���
� �� �0���
��
� � �	
�� �	�5�
����	� �������
� �� �	
� ���������
�	�1���	������

(0��
�� �� 
� �������� �� +#�� �	�����
�� �0	����� �� �� �	��������� �
�
�	��
�� ���
�

� ��2��
�� %	
� ��	�� ��	�	�� 
�� ��5����	� ��� �	
������� �0
� +#�� �
�
�	��
�/
�� 
�� �������������	� ��� �	
������� �
� �	�� ��� ���
��������� #��������/ 
� �������1
������	� �	���

� �0��� ��� �	����
� �� �	
�� ������
���/ �1�1�� ���� �	���'��� � ������ 
��
����� �0	����� �� �� �	��������� �	����
� ���� 
� +#��� M�� ����	�$� ���
��
��

� ��	�$�
�� ��

� ��	�	��� �� �	�	
	��� ���
��
��
� �� �� �$�	��� ��� ���������� ��� �
	�� ��	�	����
�

� ������ �� ������������ �� ��P	� $�
������
� ���� �	
��	���
� ��� +#�� �
	��
�����
�������/ �1�1�� ��� +#�� �	�� �	
��� 
�� �	

��	�� �	�� �������� #���� �������������	� �0���
�� �	��
)�� �� �	������ ���� ��� �	�������� �	��� 
�� �	��� ����	 �����	� �	
� ������5��
�� +#�� �
	��
����� �������� %	
� ����
���	�� � �	
���
 ��� 
������ �� 
0������5����	�
���
��
��

� �� +#�� ������� �
 �$������ E� %	
� ��	�	���	�� �
	�� 
�� �	
��

� �������1
������	�/ 
� �������� ������������ �������/ �

� �	��	��� � 
� �������� ��� ���������� �
� 
��
��	������� ��	������
�� �
 +#�� �	��������

&��� 
� �$������ �
�����/ �	
� ����	�
��	�� �

���
�� ���$	��� �� ���	

��	�� �	
����
>��� 
��
����� �	
� 
� ���	

��	� �� +#�� ���	��	���� %	
� ����
���	�� �
	�� ��� ����)���
����������� �	
� 
�� ��

� ���	

��	�/ �� �
���5��	�� �	��� �$	� �� 
� ���$	�� �� ���	

��	�
��� �������

���

EC



���
	��� '

�������
 �� ��
����	��

	���%���

��� ,��&��	� -���	��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %%

����� 2���� $� �
3���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� .
�-�$� '����4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� .
�-�$� $� 

������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� .
�-�$�� 	
��
�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

��� ,��&��	� 
�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %"

����� .
�-�$�� ��

������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

����� .
�-�$� )�
 -�����)�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� '
�������� )�
 ����
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���$
�
���
 �	� ���&��	� �	 ���������
 � � � � � � � � � � � .�

����� �
��%
�� )��
 �� 

�������� $� ���� $
 ��)��
 � � � � � � � � � �1

����� +�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

#� �$������ �������� 
� ������
� �� ���$	��� �	
���� >��� 
��
����� �	
� 
� ���	

��	�
�� +#��� %	
� 
�� �
���	�� �� ��
 �����	���� ��������
�� � 
�� ����
��� �
������� �
�
��	�)���� ��� �����

���	� ����	
��
� �
 ����)�� �0��
���	�� � ���	
���/ �� 
�� ����
���
���������� �
� ��	�)���� ��� ����	 �����	�� �
�����
�� �
��������� ��� �	

��	���

-���� �� ������� ��� ���$	���/ �	
� �����
	�� ���)������ 
�� �������������
�� ��� ���1
�)��� �0��
���	�� �� �0�����
���� �	�����	����� � ��� +#�� � 
�� ��
���	�� �	�� �	�1

��������/ ������
����� �
������
�� ���� ����	�� �	�1�
������
�� *��� �����	� A�B/ ���� AG,�
&� �

�/ �5� �� �	
�	�� ���	
��� �2�������� ��� +#�� �� ������ ���

�/ �	
� �

	�� 
��
�1
��� ��� ���$	��� �� ���	��	����	�� #�� ���$	��� ���
��
��� ��
 ����)��� �
��
����������
�
��� � 
� ���$	�� �� ���	

��	� �
� �	
� �	
�	�� 
��
���� � �

� �	�� >��� �	��
)��/ �1�1��
�����
� �� �	
���� �	
��� 
�� �	

��	�� �0
� �	
�1����)��/ �� �	������/ �1�1�� �����
� ��
�	
���� ��� �	

��	�� � ����� �	
� �$��
� �	
�1����)��� %	
� �����	�� �
� ��� ����)��� ��
5� �� �$������ ����� �� ����
��� ��� ���$	��� �� ���	

��	� �	
���� >��� 
��
����� �	
�
���	
��� 
� +#�� ���	��	���

ED



#3-�"7!� B� �Z73.&�� &� !Z�.(M7".%

&��� �� �$������/ �	
� �������	�� �
�
�
�� ���$	��� �� ���	

��	� ���	����� � ���
����)���/ �� ��	�
	�� �0�
���� ���$	��� �� ���	

��	� ����	�� 
��
����� �	
� ���	
��� ���
+#��� %	
� ���	
�	�� ��� � �	�� �� B �����	�� � 
�� �����	� �	
� 
�� ���$	��� �	���

��/

�� �	
� 
�� ���$	��� �
�����
�� �� ��5� 
�� �����)�� �
� 	4�� 
�� �	�������	� �� ���
���$	��� �� �	���� �	��� �$	� �� 
� ���$	�� �
�����
� �� ���	

��	� ��� �������

���

��� '��$
��� (
	������

(�� ���$	��� �	���

�� 	�� �	
� 	������� 
� ���	

��	� � ���� �� �	���

� �0
� ����)��
�0��
���	��� (�� ������
�� �	�� ������
����� �	��������� �	��� ��� ���	��
�� �	��
� ��/
���� ����	�� �
��� ���

�� 	
 ����	���

��� (�� ��������
 ��������� �� ��� ����	�$�� �	��

� �	������	� �� 
� �	��
��
�� � �

�� �	
�������� 
0������
� ��� �	

��	�� �	
� �	��� ���1
�	
��
�/ ���� ����
� �0���	��� �
�����
�� (�
�� ��������
�� 
������ �	��/ �� ��P	� ������
�/

���� �
 ����� �� ����)��� ����� *����)��� �
������
�� 
���
�����, �� � 
� �	��
� ��� ���
�
�	���$��� �
0�

�� ������� �� ��
 *�	
���� � �	������

�,�

����� ��� ���$	���/ 	� �������
� 
�� ���$	��� ������
�� �� ���	

��	� �� ����)���
�
������
�� �� 
�� ���$	��� ������� �

� ������

�)������ �
 ����)��� �
������
�� ���
� ��
+#��� &��� 
�� �����	�� �
� �
�����/ �	
� �

	�� �	���� 
� ����P
 �� �
�
�
�� ���$	���
���� ��� ��
 �����	���� �� ��	�
�� 
� ��P	� �	�� �

�� 	�� ��� ����� �� @
��� �	
� 
�
���	

��	� �� +#�� 
� ��� ��$�����

64!4! -%��� �� +�>"���

(� ���$	�� ��� ����� �� +�K���� ��� 
0
�� ��� �

� �
�����
�� ����	�$�� �	���

���
#���� ���$	�� ��� ���
� �� 
� �$�	��� ��� ����
 �	
��	���
 � M� ����
 ��� 
� ������
�� �	
��]��� ������ ��� 
�� ����

� �� �	
��]��� ��� 	������	� �0������	� �������� ��
�� �

���
�����	� � ������/ �1�1�� �
0
� �	
��]�� p ���������� � 
0����
 �������� ��� 
�
������
� �� �	
��]��� (p1, p2, ..., pn) �� �� ��

����� �� pbq1 ∗ p1 + q2 ∗ p2 + ... + qn ∗ pn 	R
(q1, q2, ..., qn) ��� 
� ������
� �� �	
��]��� �
�
�	��
���

(� �������� �� 
� ���$	��/ ������
����� ��	�	��� ��� ;
�$������ T;
�$������/ AHGDU/
��� �� ��	
��� 
�� ����

� ����������� ������������/ �1�1�� 
�� ���� �� 
0����
 ��������
��� 
� ����)�� �	
��	���
 S = (p1, p2, ..., pn)� #���� ����

�/ ����
�� ���� �� +�K����/ �

� ������

����� �� �	������ 
�� �>��� �	

��	�� �
� S �� �0>��� �

� ����
����� �	

�
��
(� ��
�

 �0
�� ���� �� +�K���� ��
� >��� �4���
� �� ����� � �	������
 ���� 
� �����
�
 ����)�� S/ �1�1�� 
� ��	�
�� ��� ������ ��� ��
���	�� �
 ����)�� S/ ��� 
0�
�	���$��
�� ;
�$������ T;
�$������/ AHGDU� (� ���� 	����
� ������ �
 �$	� �0
� 	���� �
� 
��
������ ��� �	
��]��� �	�������� = 	� ��
� ��� � ���
� �	�������� 
0	���� 
� ��	����$��
�
���
�� ��� 
� 	���� �	��
 �
� 
�� �	�� ��� ������
��� #�� 	���� � 
� �����>� ������

��� �	
�

� ���	

��	� �0
� ����)�� S ��� �
 ������ 
0	������	� �0
�� ���� �� +�K���� ���������

�*�������
� ������� �� ������ ��������
���� ��� ��� �
	6�8��� ������� �� 	�����	�
�*� ��	���	�����
� ������� ������ �� ��	���	��� �� �
	6�8�� ������ �� 	�����	 ��� �� �
	6�8��

���	�
�����

EE



B�A ���$	��� �	���

��

������

��� (� ����)�� �	�����	����� � ����� ���� ��
� �
	�� >��� ���	

 ��� ����
� �
����1
�
��	�/ � 
� ��P	� �0
� ����)�� 
�������� -����/ 
� ��
�

 �0
�� ���� �� +�K���� ������ ��
��
�

�� �	���

����� �	
��� 
�� �	

��	�� �0
� #�� �
������
� S �� ��
�

��� 
�� �	

��	��
�0
� ����)�� �

� �������� �	

�
��

(� ���$	�� ��� ����� �� +�K���� ��� ������

�)������ 
��
���� �� ���
�� �� �$�	�)��
��	������
� = �

� � ��� �������� �
 
	�����
 +�.73�! �
� �4���
� �� 
� ���
�� ��	������
�
�� �& T#$	
/ AHGG= 9���/ ����U� (� ���$	�� ��� ����� �� +�K���� � �
��� ��� 
��
���� �	
�

� ���	

��	� �� +#�� TL	��	/ AHH�= �����	� ��� c��/ AHGGU�

(0���	�������� �� 
0����	�$� ��� ��������
����� �� �	��
� ��� � �	������

� = ���������
$�
������
�� ���������� �0���
�	��� 
�� ����	������� �� ������
�/ ���� �� �� �	�� �
� ���
$�
������
�� �� 
� �	��
� ��� ����� � �	������

� �� ���� ���� #��� ���� 
� ���$	�� ���������
�	
� �����
�� ��� +#�� �� ������ ���

�� (� +#�� 	
���/ ��� � ���
�/ ��� �	�����
� ��
�F �	��������� �� �������� �� �	�����
� �	�� 
� +#�� �� ����� �	��
 227�

64!4( �$�0��� ����7? 

(� ���$	�� �� !���19
/ �
��� ����
�� ���$	�� ��� ������
�� �������������
��/ �
� ��1
��	�
���� ��� !��� T!���/ AHD�U ����� �0>��� �����	
����� ��� 9
 T9
/ AHGE= #$	
/ AHGGU
���� 
� �	��� �� �� 
� ���
�� �
�	�����
� �� �$�	�)��� ��	������
��� �

� ��� �
��� ���1
����� � �

�������� �
 ����)��� �	
��	���
 �

�

� ��� ����� �
� 
� ��
�

 �� 
0������
� �������������
� ���	��� � 
� ����)�� �	
��	���

S� (0������
� �������������
� ��� 
� ������
� �� �	
��]��� �
� �	�� ��� �	�������	��
�
������
�� ��� �	
��]��� �� S� (� ��	������ ������������ �� 
0������
� �������������
� ���
�
� 
0������
� ��� �	

��	�� �
 ����)�� S ��� ���
� � 
0������
� ��� �	

��	�� �� 
0������
�
�������������
� �� S = �
���/ 
0������
� �������������
� ���������� 
� ����)�� �

� ����
� �
���	
��� �
� S�

(� ��
�

 �� 
0������
� �������������
� �0
� ����)�� �	
��	���
 S ��� ���� �
� 
0�
�	1
���$�� �� ���
�	1������	� �� �	
��]���� #�� �
�	���$�� ��� �� �	��
� ��� � �	������

�/ ��
�
� �	��)�� � 
� ���$	�� 
�� �>��� 
������ �
� ��

�� �� 
� ���$	�� ��� ����� �� +�K�����

#���� ���$	�� ��� ��������
����� 
��
���� �	
� 
� ���
�� �� �$�	�)�� �� ��	������
T9���/ ����U/ �W�$� �	
� 
��
�

� �

� �
� ������
����� ��	�	���� 9��� �2��� �0��

�
��
�
� ����� ���$	�� ������ �� ���	
��� ���
�	
� �� ��	�
)��� �� �� ���� ��	
��� ����

� 
�������
��� #��������/ 
� ���	

��	� �� ������ +#�� ��� ����� ����	�$� ��� �
��� ��)�
�	\��
���

64!46 �$�0��� � �$� #�%��

����� 
�� �
���� ����	�$�� �� ��
�

 �	���
/ 	� ��
� ����� 
� ����
�� ��� ����������
T+�
����/ AHHCU �
� ��� ����� �
� 
� �$�	��� ��� ������������� �

� �0���
��
� 
���
�����
�
 ����)��� �
������
�� �	�� 
� �������	� �� 
0������ ��� �	

��	�� *�	��
� ��, ��� �


�/
�1�1�� 
�� ����)��� ����1�	���������

����3 ����
�����
� �� �����	������ ���� ��� �
�������
�� �	��������� ��� ���#��� 3���� ������9��� ���
��	
��� �����
����

EF



#3-�"7!� B� �Z73.&�� &� !Z�.(M7".%

(� ���

���� ��� 
� ������
�����	� �
 ����)��� �	
��	���
 �� 
� �	��	� �� �����������
�	
� 
�� ����)��� 
�������� � 
�� ���
�����	� 
������� ��
� >��� ����������� ��� 
�� ������� =

� ����������� �� ����� ������� �����
� �� 
� ����)�� ����� 
� ������
� 5�� 	
 ��� ��
�	

��	�� � �� �� ����������� ��� �

/ 
� ����)�� 
������� ����� 
� ������
� �����	�����
�
�� �	

��	���

.� ��
� ��
�

�� 
� ���

���� �0
� ����)�� �	
��	���
 � ������ �0
�� �������/ ����
��
������� ��� ���

����� = �� ��

�� �������� 	�� ��� ��	�	���� ��� ����

�� T����

��/ AH��U
	
 ���	�� 
� ������� ;�S	
������ T�
6��� ��� �	
�����/ AHHGU� #0��� 
� ����������� ��
����� ������� �
� ��� ����
� ���

���� �
 ����)�� �	
��	���
� �� 
� ���

���� ��� �	�1
�

/ 
� ����)�� ��� �� �������	� �� &��� �� ���/ �
 ��� �	����
� �� ������� 
�� 
���������
�� ������������
�/ ��� �������� �
� ���������� ���
��� �� ��
�

�� �	
��� 
�� �	

��	�� �

����)�� S T�	
�����/ AHHHU�

#���� ���$	�� � ��� 
��
���� ��� ;	�����
�� T;	�����
��/ ����U �	
� 
� ���	

��	� �

��	�
)�� �0���
	����� �� ������ �� ����	� ����5���

��

64!4) �$�0���� .$��$���& ��

(�� ���$	��� ��	������
�� �	�� ������
����� ���� 
� ���	

��	� �� �	
�1+#�� ������
1

����� (�� ���$	��� �� �	����
���	� �	���

� � 
� �)�
� �� �
 �	���� �� �	�� 
� � ���
��
M�� ���$	�� ��	������
� ����� �� ������ 
� ������� �	���� �0	����� ���� ���������� ��
��	�
�� 
�� �	����	��/ 	��������	�� �� �������	�� �0�
���� 	����� ��	������
��� ��� � ���
�/

� ���$	�� �0����������	� ��	���1����
� ����� �� ������ 
�� �����)���� �� 
� ��	��� �� �

����
� �� ��	�
�� �� �	���� 
�� �		��	����� �� 
0
� ��� �	���� �0����������	�� #�� ���$	���
�	�� �W�
���/ �1�1�� �
� 
� ����)�� �0��
���	�� �
0�

�� ���	
���� ��� ����	��
��� �5� ��
���������� �$��
�� ��� ������
�� �� �	���� �� 
� ���$	��� #$��
� ���$	�� ��� �	�� 
�
�
�	���$�� �� ��
�

 �
� ��	�
�� 
0������
� ��� �	

��	�� �0
� ����� +#��/ �	�� �� ��P	�
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�� �	�� ��������
����� 
��
����� �� �	��	����	� ���� ���
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�� ���	

��	� �	���

� �
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��

��,���!��� ( ��!��
��!��� �2D *C � 
� ����
� �� �& = D � 
�� ��	��� �� �& = SolNb �

� ������, ��!����� P � 
� �	��� �� �&
�������!$ SolNb/ �
� �����
� 
� �
���	 �� 
� �	

��	� �	
$�����/ ��
� A 	
 �
������
"!��� ��
 �*<�!
 $C : {xo, yo, r}/ D : {a, b, c}/ P : {xp, yp}
�� (−(b2 + 1)xp + abyp − ac)2 + (−bc + abxp − (a2 − 1)yp)

2 ≤ r2 HD1 ∩ C1 �= ∅I ����

�� a = 0 H⇒ b = 1I ����


yp ← −c
�� SolNb = 1 ����


xp ← xo +
√

(yo + c)2 + r2

�����
xp ← xo −

√
(yo + c)2 + r2

��� ��
�����
�� SolNb = 1 ����


yp ← −abxo + a2yo − bc
+a

√−2abxoyo − 2bcyo − b2y2
o + b2r2 − 2acxo − a2x2

o − c2 + a2r2

�����
yp ← −abxo + a2yo − bc

−a
√−2abxoyo − 2bcyo − b2y2

o + b2r2 − 2acxo− a2x2
o − c2 + a2r2

��� ��
xp ← −byp−c

a

��� ��
�����

xp ← yp ← −∞ HC �� D �&
�� ��� �&����������
�I
��� ��
��!��� P

��� '��$
��� ����	�����

(�� ���$	��� �
�����
�� ��
���� �� ������
 ���	
��� �	
� ����)�� �0��
���	�� �� �0��1
���
����/ ���� �	�� ���� �
 ��	�
)�� �� 
0��� �����
�� �
 ��
�

 �
�����
�� �� �4��/ �0�
 ���
�	����
� �� ���	
��� � �������� �� ��P	� �
�����
� 
�� ����)��� 
�������� *�	
� ������� ��
���	�� ��
�

�� �� ��P	� � ���� ���� 
� �	��� ��� �	�2������,/ ��
� ��� ���	����
� �� ��P	�
������
� �
� 
�� ����)��� �0��
���	�� �
�
�	��
��/ �>��� �0�
� �	�� 
������ �
 ��
���	��
�
������
��� -����/ 
� ������ ���	���� ��� ���$	��� �
�����
�� ��	�
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��	��/ �	
���� ����	�� �0������ �	��
����� ��
����� (�� ���$	��� �� ���	
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��� �������
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)���� �� ��	�
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�� �� ��1
P	� �	�
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��	� �
 ����)�� � ���	
��� �� �� �	�� �	��
��� �	��
)��� = �

�� ��
���� ��	�
��� ��� �	

��	�� ��
���� �� ��� ����
�� �0���	��� �	��
����� �
���� 
�� ��
�

�/ �� �� �	�� �	�� ��� �	��������

64(4! �$�0���� ��$�%��,�� ����������

(�� ���$	��� �
�����
�� ����������/ �
��� ����
��� ���$	��� �
�����
�� 
	��
��/ ��	1
�)���� �	
��� �
 �>�� �������� � �

�� ��
�

��� 
�� ������ �0
�� �
��� ��5��� �� ��P	�
���
�����/ �	�� 
� ���� ��� ������
����� �	
���� �� �
� �	�� �	������� ���� 
�� �	

��	�
*����	�$��, �� 
� �	���� 5�� �0�������	��� ����� 
�� ���$	��� �� �� ����/ 
� �

� �	��
�
��� ���� �	
�� 
� ���$	�� �� %�8�	�1!��$�	�/ �
� 
��
��� 
� ���	������ J �
 ����)��
F (X) � ���	
��� ���� 
� ��5����	� ���
����� �� 
� �
��� � Xn+1 = Xn − J−1(Xn)F (Xn)�

#���� ���$	�� � 
0�������� �� �	������� ��)� ���������� ���� 
�� �	

��	� �� 
� ��1

�
� ������
� X0 �	
���� ��� ��������� �

� ���
��
� ��������� ��������� �	�����	�� *∀n ≥
0, det(J(Xn)) �= 0, �
�/ �� �

�� �� �	�� ��� ����5��� � 
0
�� ��� ������ �� 
� ���$	��/
��
���� ����� ��$	
�� 
� ���	

��	�� ��5�/ 
�� ������� �0��������	� � ������ �� 
� ��
�
�
������
� 	�� ��� �	���� ������
�� T������� ��� !��$���/ AHGEU � �
 �� ���

�� �
� �>�� ��

� ��
�
� ������
� ��� �	�	
	���
����� ��	�$� �0
�� �	

��	�/ 
� ���$	�� ��
� �	�������
���� 
�� �	

��	� �

� 
	�������/ 	
 �� ��� �	�������� ��� � ���
�/ 
� #�� �������� � 
�
5�
�� B�A �	��)�� A �	

��	� x = 0/ �� � �	

��	�� �� x→ ±∞� .�/ �� 
� ��
�
� ������
� ���
����� $	�� �� 
0�������

� ]− a, +a[/ 
� ���$	�� �� �	������ ��� *�1�1�� �	������ ���� 
0
��
��� � �
����
�� � 
0��5��,�

y

−a
a x0


��� B�A Q !�����������	� ����$��
� �� 
� �	����	� y = x
x2+a2

&0�
���� ���$	��� �	�� ���
�� �� 
0	���������	� 
	��
� T&����� ��� ��$����
/ AHGBU� -5�
�0>��� �������� �
 ��	�
)��� �� ����������	�/ 	� ��
� ��5��� 
� �	����	� 	������� �	��� 
�
�	��� ��� �	��������� ��	
���/ �� �
� ������ �0��������� 
� ����������	� 
	���
� 
� �	����	�
	������� ������� �� &0�
���� ���$	��� ���	�� 
��
����� 
�� �	����	� 	������� ����� 
� ����
�	
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(�� ���$	��� �
�����
�� �� ��
���� ��� >��� 
��
����� ���� �	��� �	��� �� �	
� 
�
���	

��	� �� +#�� ��� �

�� �� ����
������ ��� 
�� �	�����	�� ����������� � 
0
��
�����	�
�0
�� ���	��	����	� *�	��
��
�� �� �	������	�,� �

�� 	�� ��������� ��� ��)� 
��
����� �	
�

� ���	

��	� �� +#�� �	� ���	��	��� ���� 
� �	��
��
�� �� #-. 	
 &-.� �� ����	�
�� 
�
� �2������ T�
�$��
���/ AHEB= ;	�����/ AHFH= 3���	� ��� %�
�	�/ AHHC= (��$� �� ��!/
AHGAU�

64(4( �$�0��� /%� 0�����/��

(� ���$	�� �0$	�	�	���/ �
��� ����
�� ���$	�� ��� �	����
���	� $	�	�	���
�/ ��1
�	��� �
 ���
� �
 20e ��)�
� T(�$���/ AHBCU� �

� � ���
�� ��� 
��
���� �	
� 
� ���	

��	�
�� +#�� ���
� �� 
� �������
�/ �	�	���
� 	
 ���	�� #-. T�	����/ AHGB= 9���
�� �� ��!/
AHH�= ���$�

��� ��� (��
��/ AHHC= &
����/ AHHGU� #���� ���$	�� �	������ � ���	���� 
��
�	

��	�� �0
� ����)�� ����
� �� �	

��	�� �
 ����)�� � ���	
��� �� �
����� 
�� �$�����
�� ��� �	

��	��/ ������
����� ���� 
0������ �	��
� ��

�

� �	���

�����/ 	� ��5��� 
� �	����	� $	�	�	���
� �0
� ����)�� F �	��� �
�� �

��9��!��� .- 
���!�1��
�
�� F �� �$����� �&������
�� ��� �&�������� �� +�������� X� X ∈ X� ��
������� ���
+������ ���� S! 5� �
����
� �
�
�
����� H : X× [0, 1]→ S �� F ��� ��#��� ��� H(X, t) =
(1− t)G(X)+ tF (X) , G : X→ S ��� �� �$����� �&������
�� �
������� ������ �� �
����
��
��� F !

(� ���$	�� $	�	�	���
� �	������ � ����� ������ ������������� 
� ��
�
� �� t �� 0 � 1
�	
� ����� ��	

��/ ����� ��� �����/ 
� �	����	� $	�	�	���
� �� G ���� F = �

� � ��������/
�$��
� �	

��	� X∗ �
 ����)�� G ��� ���	���� � 
�� �	
��� H(t, X∗) : [0, 1]→ R 	
 C = 
�
���$	�� $	�	�	���
� �	������ � ���+�� ������������� ��� �	
���� �� ������� �� t = 0 �5�
�0	������ 
�� �	

��	�� �� F 
	���
� t = 1�

��9��!��� �� 
&
!=�� ���!�"�

(� �$	� �
 ����)�� G ��� 
�� ����� ��
���
� �� 
� ���$	�� � G �	�� ��	�� �
 �	���
�
���� �� �	

��	�� �
� F / �� �	
��� ��� �	

��	�� �	����� >��� �	��
�� �	
� ������ �� �	����
�� ������ �
 �$����� $	�	�	���
��� (	���
� 
� ����)�� F � ���	
��� ��� �	
��	���
/ �

� ���� 
�� ��5����	� �������� �	
� 
� ����)�� G � G ��� �	�����
� �0�
���� �0��
���	��
�
� F / �$��
�� �� ��� ��
���	�� ����� �� 
� �	��� gi = xdi

i − L(X)di 	R xi ∈ X/ L(X) ���

� �	
��]�� 
������� �� 
� �	��� a1x1 + a2x2 + ... + anxn + an+1 	R �	
� 
�� �	�2������
ai �	�� �	�1�

� �� �$	���� �
���	������� ���� 
0������ ���
 *	
 �	��
� �, �� 
�� di �	��

�� ������ �� �$��
� ��� �	
��]��� �� F / �� �	��� �
�

∏
∀i di = deg(F )� #���� ��5����	�

��	�
�� 
� ����)�� G �	������� 
� ������
� �� �	

��	�� �	��
�� �� �	���� �	��� *�	���
�� ;�S	
�,/ �� �
� ��� �� ������
 
�� �
�1��������	� �
 �	���� �� �	

��	�� �� F = �
 � ����
��� ��������	�� �

� 5��� �
 �	���� �� �	

��	�� �	����� ��� 
� �$�	�)�� �� ;��������
��� � ���
��

��72 : ������ ������� ��� 
����������
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(	���
� 
� ����)�� F ��� �	�1�
������
�/ 
� �
����	� �
 ���	�������� �� �	

��	��
�0� ��� �� �	

��	� ������
� *��� �����	� A�C/ ���� AH, �� �
 �0� ���� �
	�� ��� �� ��5����	�
�������� �	
� 
� ����)�� G� "
 ��� �>�� ���	����
�/ �� ��P	� ������
�/ �� ��	�
��� 
�
����)�� G ����� �
���� �� �	

��	�� �
� 
� ����)�� F / �� 
� ���	

��	� �	��
)�� �0� ���
�� ���� ����� �	��� �
� 
� ����)�� F ��
� ��	�� 
� ������
� ��5�� �� �	

��	�� �>�� �0�

��� ���� �	������� *��� 5�
�� A�A/ ���� AH,� (� ���$	�� $	�	�	���
� ��� �	�� �� �$�	���
���
����
� � �	
� ����)�� F / ���� ������5�� 
� ����)�� ��
���
��� G �	�� 
�� �	

��	��
�	�� �	��
�� �� �� �	���� �
 �	��� ���
 � ��

�� �� F �0��� ���
����
� �� ������
 �
� �	
�
��� ����)��� F �
������
���

��,���!��� + 
���!�1�� *F � 
� ����)�� �0��
���	�� = X � �	� �����
� �0���	��
��,
��!����� S � ������
� ��� S��	� �� F

G← ���
�������	�����
�F�

S ′ ← �����������������
	����G�

H(t, X)← t ∗ F (X) + (1− t) ∗G(X)
)��� ��"��� X0 ∈ S ′ �"���

t← 0
�"�! ��� t �= 1 �"���

(t′, X ′
0)← ����	�
	���t, X0�

(t, X0)← ������
	���t′, X ′
0�

��� �"�! ���
S ← S ∪ {X0}

��� )���
��!��� S

)�����!���4 ������!���

M�� �	�� �	��
 
� ����)�� G �� ��� �	

��	��/ 
� ���$	�� $	�	�	���
� �	������ � �
����

�� �$����� $	�	�	���
�� ������� �� �$��
� �	

��	� �� G� �	
� �� �����/ 
� ���$	��
��	�)�� �� ��P	� ��������� ��� ��������	�1�	������	�� (0����� �� ��������	� �	������ � ��	1
�	��� 
�� ����	 �����	� �
 ��	�$��� �	��� �
� �$��
� �$���� $	�	�	���
�/ �� 
0����� ��
�	������	� � ���
�	��� 
� �
�
��� �� 
� ��������	� ��� 
�� ���$	�� ����������

(0�
�	���$�� ������
 �� 
� ���$	�� $	�	�	���
� ��� ������ � 
0�
�	���$�� �� (� ���$	��
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'� ��	 �
�� �
��� �
�������� ��� 9?��
��������� ��� ��� +�B���
�
!"�!!

.� ��
� �
��� � ������ 
� �;1�	��������� ����������� � ������ �� 
0� �����	� �
 ��1
�����

�� �0
�� �	�������� �

)��1�
�!��� 8  ��!�"��!� +�B���
�
!"�!�
'�� �
�������� c ∈ C �
����� ��� ��� +�������� (x1, ..., xn) �� �� �
������� ��� �&
����������
��������� �� ��� +�������� ��� +�B���
�
!"�!� �� �� ��������� �� ∀xi �$��� �
�� �
�����
Dxi

= [a, b] )
* c(Dx1, ..., Dxi−1

, I{a}, Dxi+1
, ..., Dxn) ��� +���#�� ���

* c(Dx1, ..., Dxi−1
, I{b}, Dxi+1

, ..., Dxn) ��� +���#��!

M� #�� �;1�	�������� �0����� ��� �	������� �� �	

��	�� �� �4��/ 
� �;1�	���������
�	����)�� ����
����� 
�� �	��������� ���������� �� ��

����� 
�� �	���� ��� �������

��1
�	������ = �
 �� ��
� �
� 
� �	��	����	� ��� �	���������/ �

�/ �� �	�� ��� �	���������
�� ���
��� 
0������� �� �	

��	�� ��� � ���
�/ 
� #�� ({x, y}, {Dx = [−2, +2], Dy =
[−3, +3]}, {x2 = 4, y2 = 9, x ∗ y = 1}) ��� �;1�	��������/ ���� �0����� ��� �� �	

��	��

(� ��5����	� �� �	���������� �

� �	���� ���	�� �
� 
0
��
�����	� �� �	���������� ����
��
�	
� ���
���/ �� ��P	� ���$	�	���
�/ ��� ������� �� 
0������ �� ���$���$� T($	���/ AHHB=
;��$��	
 �� ��!/ AHHCU�

���!�",�

M�� �	��������� K ��� ������
����� ���	���� � 
� 	������
� �� 5
����� �	�
��
�K �
�
������	��� 
� #�� P = (X, D, C) �� �	�
��
�K�P�= (X, D′, C)/ 
� #�� ��
���
���/
�1�1�� ����� 
�� �>��� �	

��	��/ �
� ��� K1�	��������� M� 	������
� �� 5
����� ���� �
�

�� �	������ ��� ������
�� �0
� #��� "
 ��	�
�� 
� �	
���
 �	����� �	
� �$��
� ������
�
�
� ��� �

� ����� ���� �	������ ���	�� �	
��� 
�� �	

��	��� (�� ��	������� ������
�� �0
�
	������
� �� 5
����� �	�� 
�� �
������� �

A� #	���������� � ∀di ∈ D/ d′
i ⊆ di

�� #	������	� � ∀di ∈ D �� c ∈ C/ di ∩ c ⊆ d′
i

B� �	�	�	��� � ∀di ∈ D �� ei ⊂ di/ e′i ⊂ d′
i

C� "����	����� � ∀di ∈ D/ d′′
i = d′

i

(0�
�	���$�� ������
 ��� 	������
�� �� 5
����� ��� ������ � 
0�
�	���$�� B� #0��� 
0	��1
����	� �	�
��
��D, x, c, K� �
� ��
�

� 
� ���
���	� �
 �	����� D � ������ �
 ��
�

 ��
K1�	��������� �	
� 
� ������
� x ���� 
� �	�������� c� (	���
0
�� ��

� ���
���	� �0	�)��
*D′ �= D,/ �	
��� 
�� ������
�� 
���� � �	
��� 
�� �	��������� ������� ���������� 
� ������
� x
�	�� � �	
���
 � �������� #0��� �	�� 
� �
�	���$�� �� �	���15 � �
� ������� 
	���
0�
1
�
�� ���
���	� �� �0	�)�� �

��

FE



B�� ���$	��� �
�����
��

��,���!��� . ���!�",�K *(X, D, C) � #��, ��!����� (X, D′, C) � #�� K1�	��������
�

���$ (X, D′, C) ��� ��
���
��� � (X, D, C)

Q← {(xi, cj)|cj ∈ C/ �� xi ���������� ���� cj}
�"�! ��� Q �= ∅ �"���

(x, c)← ������
�Q�

Q← Q− {(x, c)}
D′ ← �	�
��
��D, x, c, K�

�� D′ �= D ����

Q← Q ∪ {(x′, c′)|c′ �= c �� x �� x′ ������������� ���� c′}

��� ��
��� �"�! ���
��!��� (X, D′, C)

(� �	����	� �	�
��
��D, x, c, 2B� 
��
��� 
� ��
-����
� �� �� �
�������� c �
� 
� ������
�
x �5� �� ���
��� 
� �	����� Dx �� x� (� ��	�����	� �	������ � ���

�� 
� �	�������� c ���

0����$�����
� �0�������

�� �� ����
�P��� �$��
� ������
� y �= x �
0�

� �	������ ��� 
�
�	����� Dy� (� ��	�����	� �0��� ������
����� ��� 
� �������

� ��/ �	
� ������ �0��	�� �
����� 
�� 
��	�� �0�������

��/ 	� �	����)�� �
	�� 
0�������

� 
� �

� ����� ���
	���� �����
��	�����	�� #0��� 
0����������	� �� ��� �������

� ���� 
� �	����� ���
�
 Dx �� x �
� �	�����
�

� �	
���
 �	����� D′

x�

�	
� ������ �	����
� 
� ��
�

 ��� �	����	�� �� ��	�����	�/ 
� #�� ��� ��� �	
� �	���
����
�5�� � �	
�� 	��
������ �

���
� �0
�� ������
� ���� 
�� �	�������� ��� �
������ ���
����	�
���	� �0
�� ������
� �� �0
�� �	�������� �
��
���������� *��	����
� �� ���	�����, =

�� �	��������� �	�� ������
����� ����
�� ���������� #�� ����
�5����	�� ���
�	���� 
�� ��
1
�

� �� 
� �;1�	���������/ ���� 
������� 
� �
������� �
 5
������ �� �4��/ 
� �;1�	���������
��� 
�� �	��������� 
	��
� �
� �� �	����)�� �
0
�� �	�������� � 
� �	��� (0��
������� �0
��
�	�������� �� �

���
�� �	��������� �
 � 
� ����
�5����	� ���
�� �	�� 
�� ����� �&���
����
��
� �	
� 
� �;1�	��������� � 	� �� ��
� 5
���� ����������� �
� 
�� �	��������� ������
��/
���� ��

����� �
� 
�� �	��������� ����
�5����

�� ������
�/ 
� 5
����� �0
� #�� ��
� >��� 
	�� �� �	\��
 �� 
0	� ������ ��������� 
��
�������	� �
 V	����� ��)�� .� ����	�
�� �	�� 
� �����)��� �� �������	� ω �
� ��5��� 
�
���

� ������
� ��� ���
���	�� ������ �� �	���� ���� 
0�
�	���$�� B� -����/ �� 
� ����
 �
�	�
��
��D, x, c, K� ��	�
�� 
�� ���
���	� ��� �	���� �������
�� � ω/ ����� ���
���	� ��
���� ��� �	������
���� �� 	� �	����)���� �
� D′ = D/ �� �
� �0�����'���� ��� 
0� ���� ��
�	
��

�� �	���������� #���� �	��5����	� ���� ������ 
� ��	������ �� �	�V
���� �
 5
����� �

� �	��� 5 � ������� ���)� 
� 5
����� 
��
����� 
� ω ������ �� 
0	���� �� ���������� ���
�	����������

&�� ���$���
�� �0���
�	����	� �
 5
����� 	�� ��� ��	�	���� T($	��� �� ��!/ AHHGU � �

��

��
����� ��� ���$���
�� ���
�� �� 
0���
��� ��� �������

��/ ��� ���$	��� �0� ����	
���	� ��

� �������	� ��� ���
�� �� �	��������� 
�����
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���!��� 1"� ��!��5"���


(�� ���$���
�� �� ���	

��	� ��� �������

�� �	�� ��� ���$	��� �� ���	

��	� �
	��
� �
�

�� ���������� �� ��	�
��� �	
��� 
�� �	

��	�� �0
� #�� �
� �	������ �	����
�� �	
� ��
�����/ �

�� 
��
����� � ����� �0	������	�� �

Q �	�
��
�K/ 
�� 	������	� �� #������ �
� ���
�� 
� ���

� ��� �	������ = ����� ����� ���
������
����� �	��
� �	
� 
� �	� �� ��	������	� �0�������

�� ���� 
� �	��
��
��
�� ��	��������	� ��� �	��������� =

Q � ���!�/ 
�� 	������	� �� ���
�����/ ������
�����	� �
 �������� ���$	�	���
�/ �
�
���	
�� 
� �	����� �� �

���
�� �	
�1�	������/ ���������� 
�� ����	�$� ���	���1
����� �� 
0� �
	����	� �� 
0������ �� ���$���$��

��,���!��� 0 ��
���!�����!��5"���
 *P = (X, D, C) � 
� #��, ��!����� S � ������
�
��� �������

��1�	

��	�� �� P

P ← �	�
��
�K�P�

�� ∀d ∈ D/ |d| < ω2 ����

��!��� S ∪D

�����
x← �"�	#$��	�����P�

)��� ��"��� P ′ ∈ � ���!��P, x� �"���
S ← S∪ � ����
	��%�
���������P ′�

��� )���
��!��� S

��� ��

(0�
�	���$�� ������
 �� ���	

��	� �0
� #�� ��� �������

�� ��� �������� � 
0�
�	���$�� C�
-
 ������� ����
/ 	� �	����)�� �
� 
0������
� S ��� ����� &0�
��� ����/ 	� �	����)�� �
0
��
�	

��	� ��� ��	
��� 
	���
� �	
� 
�� �	������ ���������� 
� �������	� ω2 �	
$������ �� 
�
5
����� �	�
��
�K �� ������ ��� �� ��	�
��� 
�� �	

��	��/ 	� � ���	
�� � 
0	������
�
�� ���	
���� � ���!��x, P� �
� ���	
�� 
� �	����� �0
�� ������
� x �$	���� ��
	� 
��
��	���
�� �� ������	� *�"�	#$��	����, �� ���)�� 
� #�� ��� �	
�1�	����� ���

���� �

���	
����� (0������
� ��� �	

��	�� �� ��� �	
�1#�� ��	�
�� 
0������
� ��� �	

��	�� �

#�� ������
�

(� ���	

��	� ��� �������

�� ������ �	�� 
�� ���	

��	� �
�����
� ���� ����
� �� ��
�


�� �	��
)��� �� ������$�/ 	� �� ���� ��� ������� �� ������
 �� 
�� �������

��1�	

��	��
��	�
��� �	��������� 	� �	� ��� �	

��	���

��� �
�#
	
��
� ��� ���$
��� �� 	��
����
�

&��� ����� �����	�/ �	
� ��	�	�	�� 
�� �	�������	� ����� 
�� �
�
�
�� ���$	��� ��
���	

��	� �
� �	
� ��	�� ���������� ���� �� �$������ *��� ���
� B�A,� �	
� �� �����/ �	
�
���

	�� �$��
� ���$	�� ���� �
 ����)��� �
������ �

FG



B�B #	�������	� ��� ���$	��� �� ���	

��	�

Q ���� � 
� ���� �� #�� �
� ��
� ������� 
� ���$	��/ �1�1� 
�� ���������	�� �
� 
�
���$	�� ���	�� �
� 
� �	����� ��� ������
��/ �
� 
� ���� �0��
���	�� �� �
� 
� �	����
�� �	

��	�� ������
���

Q �	��/ �	�� � �	��
��
�� �� �	������	� �� 
� ���	

��	�/ �1�1�� �����
�� � ��	�
���

0������
� ��� �	

��	�� �� � �� ��	�
��� �
� ��� �	

��	���

Q �A/ ��/ ��� � 
�� �	��
� ���� �� ����� �	
� ��	
��� A �	

��	� *�A, 	
 �	
��� 
��
�	

��	�� *��, �� �� ������ *���,/ �� ���� ����

���$	�� ���� �	�� �	�� �A �� ���
!��	

��	� �	���

�

+�K���� ��� �
������
�� 	
� 	
� � �	 � �	 � �	
!���19
 ��� �
������
�� 	
� 	
� � �	 � �	 � �	
!��

���� ��� �
������
�� 	
� 	
� � �	 � �	 � �	

#�� �1����
+�	������
� 
���
����� 	
� 	
� �	
� �	
�∗ �	
�


�� �)�
��
���
������

!��	

��	� �
�����
�
%�8�	�1!��$� ��� �0�����
��� �	� �	� �	
� 1 �	
�
3	�	�	��� �	
� �� �$�	���/ 	
� �	� �	
� �	
�@ �	
�

�
������
�
�� ������
�

��	�� "��� �	
� 	
� ��
�

b	
� � �	 � �	 �	
�
�	
�b�	�

∗ � �� 
� �	���� �� �	

��	�� *@ � �� �� �$����� �
����, ��� �	
��	���
�


��� B�A Q #	�������	� ��� ���$	��� �� ���	

��	� �� +#��

6464! 
���1��� /� � #% �$��# ���� �� +
	� �$���/��$

(� ���	��	����	� �0
� +#�� � �	
� �
� �� ��	�
��� 
� ������
� �� �	
�1��	�
)���
�	�� 
� ���	

��	� �������
�

� ��������� 
0	������	� �� �	

��	�� �
 +#�� ������
� -5� ��
�	
�	�� ���	
��� �2�������� 
� +#�� ���	��	��/ �	
� ��	�	�	�� �0
��
���� 
�� ���$	��
���	����� � B ����)��� � ���1�=!��� *
� ���$	�� �	�� ��������� �� ��	�
��� �	
��� 
��
�	

��	�� ��� �	
�1��	�
)���, = ������!��� *
� ���$	�� �	�� �� ��	�
��� �
� ��� �	

��	��, =
�?�"��!� *
� ���$	�� �	�� >��� 
� �

� �2���� �	����
�,�

 ��1��!���

(� �	��
��
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� ����)�� ���	

���� ���������� �	
� �
0
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� �	��
��
�� �� �� 
� �	������	� �� 
� ���	

��	� �0
� +#��
���	��	��

#� +#�� �� �& ��� �	�����
� �� C �	���� A/ B/ C/ D �� E 
��� ��� F �	���������
�� �������� � &�������*A, B,bA/ &�������*A, C,bA/ &�������*A, D,b�/ &�������*B, C,bA/
&�������*B, D,b�/ &�������*C, E,b��E/ &�������*D, E,b��E� #� +#�� ����� 
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���
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�� B��1�� �
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)��� S1/ S2 �� S3 � S1 �	������ � ���	
��� 
� ������
� ABC *B ���������,/ S2 �
�	����	���� 
� �	��� D ��
��������� � A �� B *� ���������, �� S3 � �	����	���� 
� �	���
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���4 (:-2F
5&�������� X ∪ C ��� �
����� �&�� ������ ������� G = (X, C, E) ���� 3��� ������ �� ;
�
������������ ���������� ������ �
�+��� 3��� �+������������ +��� )

* P ��� �&�������� ��� �
����� �
�� �������� �� �"���� �� �
������ ��"���� �� ���
�
�+���� ����

* Q ��� �&�������� ��� �
����� ��-������ ��" �
����� �� P �
* R ��� �&�������� ��� �
����� �������� (X ∪ C) \ (P ∪Q)!

����� ���
��
����
� ��� ������ �� ������ ; �
���������� )
* G1 = (R1, R2, E1) 
( R1 = R ∩ C� R2 = R ∩ X �� E1 = {r1r2 ∈ E|r1 ∈ R1, r2 ∈

R2} ,
* G2 = (P1, Q2, E2) 
( P1 = P ∩ C� Q2 = Q ∩ X �� E2 = {p1q2 ∈ E|p1 ∈ P1, q2 ∈

Q2} ,
* G3 = (Q1, P2, E3) 
( Q1 = Q ∩ C� P2 = P ∩X �� E1 = {q1p2 ∈ E|q1 ∈ Q1, p2 ∈

P2}!
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8! �� �&$ � ��� �&��3�� ����� P1 �� R2� ����� P2 �� R1 �� ����� P1 �� P2 ,

9! �
�� �
������ ��"���� M �� G �� �
��
�� �&�� �
������ ������� �� G1� �&�� �
��
����� ��"���� �� G2 �� �&�� �
������ ��"���� �� G3� �����! |M | = |R1|+ |Q1|+
|Q2|� |R1| = |R2|� |P2| > |Q1|� |P1| > |Q2| ,

;! ��� ��3��� ����� R1 �� Q2� ����� R2 �� Q1 �� ����� Q1 �� Q2 �&������������� / �����
�
������ ��"���� �� G!
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Q G1 ���������� 
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��
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� �0��
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�� �
�
�0��
���	�� ��� |P1| > |Q2|,/
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� �������� �� �
��
�� ���� �	�� �� �	����	� �� 
� �	�������� � ���	
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�� �� ������ �� ������� 
�� �����

���	�� �������
�� �
�����
��� L����� ��	
�� �
�

0���
��� �0����	�� ��� �	��
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� �� 
� 5�
�� C�AA ��� 
� ����
�

	���
� 
�� ����
�
�� m1 �� m2 �	�� �	����	����� #� ����
� ��� ���������� �� ������ � 
�
5�
�� C�AA� (0���
��� ��� 
��
 ��	�
�� ��� ����
�
�� ����
�
� �
 ����������	��� ��� 
��
 
��� ����
�
�� �	� ���������� ��� 
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�0���
��

#���� ���$	�� ��	�	�� �� ����	
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* E ��� �&�������� ��� ���� �� GS , �
�� ������ 
�-�� ��
�������� o �� ������ �
��������
��
�������� c� E �
������ �� ��� s→ c� �� ��� o→ t ��� �� o ��� �
������� ��� c� ��
��� c→ o!

* w ��� �� �
����
� �� �
�������
� ��� ���� �� ������ ��� �
����� ����� ��������� , �
��
������ 
�-�� ��
�������� o �� ������ �
�������� ��
�������� c� w(s→ c) = DDL(c)�
w(o→ t) = DDL(o) ��� �� c→ o �"����� w(c→ o) = +∞!
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	����� ��	������
���

�	
� ������5�� 
� +#�� S ′ �
�1�	������� �
� ���>�$� �� ���
��� 
� ��� a ��	������ ��

� �	
���/ �
 ��
� ���
���� 
� �������
��	� �
 V	� �� ��
�� 3	4���� �� ��� ��	����� ��
���	������ 
� ��	�	����	� �
������ T3	4���� �� ��!/ AHHGU �

)��1�
�!��� (( ����!�9�"!��� �;�� 
��
B� �) k���
� 1"� P�! �">����
�
�� S = (O, C) �� ���	� GS = ({s, t} ∪ V, E, w) �
� ������ 
�-�����
��������� �� a ��
��� ���� �� �� �
���� �� GS ��� �&��� ��� ������ ����� �� ������ �&�� 4
� ��"���� f ����
GS! %�
�� S ′� �� �
������	 �� S ������ ��� O′ = {o ∈ V |o ��� ���+���� ������ �� ���������
�&�� ������ ���������� ������� �� a}� ��� �����0�
�������!
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�
k �
�
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 ��
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��	�

��� �
	�� O(m ∗ n2 ∗ (m + n)) �� n ��� 
� �	���� �0	����� ��	������
�� �� m 
� �	���� ��
�	��������� ��	������
���

��,���!��� 2 ���
� *S = (O, C) � 
� +#�� = k � 
� ������, ��!����� S ′ � �	
�1+#��
k�����

GS ← � ����)�*�
����
��	�
���S� H �����
�� ��� GS = ({s, t} ∪ O ∪ C, E, w)I
)��� ��"��� c ∈ C �"���

w(s→ c)← w(s→ c) + k + 1 H��������� ��� w(s→ c)← w(s→ c) + k �
�� 
������
�&���
������ ���������I
flots← ���
&�#	����GS�

�� +����
�� ,�s→ c, f lots� ����

O′ ← �����
��"��	�(�
���
��
�GS , s→ c, f lots�
S ′ ← ����-���%���	
�O′, S�
��!��� S ′ H�+��� �&�"���� �� �
���� ��� �
��������� �� �� �
������	 k����� � ���
��
�+�!I

��� ��
��� )���
��!��� (∅, ∅) H����� �
������	 k����� �&� ��� ������#�I

�������"!���
 �� �;"�,���!��� �����

#���� �	��
� ��� ��
� >��� �������� � O(n2 ∗ (m + n)) �� 
0	� ��	�)�� �
 ��
�

 �
 V	�
�� ��P	� ����������
�� �� �4��/ 
� ��

� ��4������ ����� 
�� � �����
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� �
��$���� � �

� ��� ���
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� ���
��4����� ���
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���� -����/ �� 
0	� ��
�
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�� ��

� �	�� 
� �������
��	� �� ��
�
���� 
� �����
 �	� �
��$���� *�� O(n2 ∗ (m + n)),/ ��
�

�� �$��
�� ��� m �������
��	��
�
��$������ ������� � ������� �� �������
�� 
���
����� 
� �
��$����/ �1�1�� � ��
�

�� �

�

� k + 1 �$����� �
��������� *�� O((k + 1) ∗ (m + n)) = O(m + n)/ ��� k ��
� d(d+1)
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� ����
 � 
0�
�	���$�� �����/ 	� ������ 
� 	���� ��	������
� o = 
� ����
 � 
0�
�	���$��
����� �
� 
� �	
�1+#�� S ′ − o ������ �0������5�� 
� �	
�1+#�� S ′′ ⊂ S ′ k����� �0�
 ��
� ���� 
� = �0�
 �0�� � ���� ���/ �0��� �
� 
0	���� o ���������� �
 �	
�1+#�� ������
 k������
#$��
� 	���� ��	������
� ���� 
� �	
�1+#�� S ′ ������5� ��� 
0����
 ������
 � ����� ���
�	�� � ����� �
 �

� 
�� �	��/ �� 
� �	��
� ��� �� ���� ��� �� 
0�
�	���$�� &	�	���������
��� O(n ∗ CDense) 	R CDense ��� 
� �	��
� ��� �� 
0�
�	���$�� ����� �� n ��� 
� �	����
�0	����� ��	������
�� �
 �	
�1+#�� S ′�

��,���!��� : �����"�B���
� *S = (O, C) � 
� +#�� = d � �������	�, ��!�����
S ′ = (O′, C ′) � �	
�1+#�� ������
 ����1 	
 �
�1��O������

S ′ ← ������S, d(d+1)
2

�

Necessaires← ∅
)��� ��"��� o ∈ *)�*�
��S ′� \Necessaires �"���

S ′′ ← ����-���%���	
�O′ \ {o}, S ′� HS ′′ ��� �� �
������	 �� S ′ �� �
������� ���
�&
�-�� oI

S ′′ ← ������S ′′, d(d+1)
2

�
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� ������� �	�������
K

OK ′ ← OK
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s′ ← s
t′ ← t
V ′ ← V
E ′ ← E
w′ ← w
V ′ ← V ′ ∪ {N ′
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�����
� �� �O�� N ′
K ������������ KI

E ′ ← E ′ ∪ {N ′
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��� �� 
�-��I
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E ′ ← E ′ \ {v → t} H������ �O�� ������������ �� ������� �� K ��� ������ �� GS′I
)��� ��"��� u ∈ V ′ !�� ��� (u→ v) ∈ E ′ �"���

E ′ ← E ′ \ {u→ v} ∪ {u→ N ′
K} H������ ��� ����� �� �O����
�������� / �� �O���


�-�� �� K ��� ���
��� ��� NKI
w′(u→ N ′

K)← +∞
��� )���

��� )���
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u �� �
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�������� ������� / �&������� KII

V ′ ← V ′ \ {u} H���� ��� ������� �� ������I
E ′ ← E ′ \ {u→ NK , s→ u} H����� ��� �
�� ��� ���� ��������� �&����I

��� )���
��!��� GS′ = ({s′, t′} ∪ V ′, E ′, w′)
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FK ← {o ∈ OK |∃c ∈ C ∧ ∃o′ ∈ O \OK ∧ c �	��� �
� o �� o′}
IK ← OK \ FK

CIK
← {c ∈ CK |c �� �	��� �
� �
� ��� 	����� �� IK}

�� DDL((IK , CIK
)) = d(d+1)
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�-��� �������� �� K �� �-
�� �� �&
�-�� ������ NKI
C ′ ← C \ CIK

H������� ��� �
��������� ����� 
�-��� ��������I
)��� ��"��� o ∈ IK �"���
)��� ��"��� c ∈ CK !�� ��� c �	��� �
� o �"���

c′ ←/����	������
��	�
��c, o, NK�H���
�� �� c ��� NKI
C ′ ← C ′ − {c} ∪ {c′}

��� )���
��� )���
)��� ��"��� o ∈ FK �"���

o′ ← +��������%��
�����o� H���������
� �� o �� o′I
O′ ← O′ \ {o} ∪ {o′} H����������
� �� o ��� o′I
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� o �"���
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����)�*�
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� 5�
�� E�B� (�� ������
�� �0	�����
{A, B} ��� 
� ������
� &&!1������
 � ����� �	���� 
� �	�������� &�������*A, B,/ 
�
��

� ������5����	� �	����
� ��� 
�� ��������/ �� �
� ���
��
� DDR({A, B}, S) = 3� ��
������$�/ 
0������
� {A, B, E} �0��� ��� &&!1������
 � �� ������5����	� +1�	���������
���� S �	�����	�� �
 �	��������� e"��������*A, E,/ "��������*B, E,/ &�������*A, B,f =
���� �	��)�� � ��� ������
� �0	����� DDR({A, B, E}, S) = 3 = 	� �	
� ��	�� �
 �
�
DDR({A, B}, S) = 3 �� {A, B} ⊂ {A, B, E}�

.� ��
� �
	�� ����
�5�� 
� ��	�
)�� �
 ��
�

 �
 &&! �0
� ������
� �0	����� � 
0����
�� 
� ��	�	����	� �
������ �

)��1�
�!��� (/
�
�� S = (O, C) �� ���	 �� M �&�������� ��� ��������� �� ��������" �� O! %�
���

DDR(O, S) = maxO′∈MDDR(O′, S)!

#���� ��	�	����	� ���	

� ����������� �� 
� ��5����	� CF �� �� 
� ��	�	����	� AD �
�
���
� 
� &&! �0
� ������
� �0	����� ��� 
� �

� ����� &&! �� ��� �	
�1������
��/ �
	��
�
 ��� 
� �

� ����� &&! �� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 �

(� ��
�

 �
 &&! �0
� ������
� �0	����� �� ���)�� �	�� �
 ��
�

 �
 &&! �� ���
�	
�1������
�� &&!1������
 = �� �

�/ 
�� �	�� �	
� 
�� ������
�� &&!1������
 �0
�
+#�� �	��
�/ 	� ��
� �	���� 
� &&! �� �0���	��� �
�
 �	
�1������
� �0	����� ����
�� +#��� %	
� ����	�� �
 �$������ �
����� �
� 
� �	����� �0������
� &&!1������
 �� 
�
��	�	����	� AE �	�����
��� ��� ���
����� ��
���
 �	
� 
� ��5����	� �0
� �	
��
 	������
�
�� �
��	�� �� �� �
� �	������ 
� ��
�

 �
 &&! �0
� ������
� �0	����� ��	������
��/ 
�
������� �
 ��
�

 �� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 ����
�5� 
� ��	�
)�� ��� 
� �	����
�0	����� ���� 
� ������
� &&!1������
 ��� �	��� �

)��1�
�!��� (8
5� �
���� �&
�-��� ��
��������� ���� �� �������� �� �������� ��� �
��� ��� d(d−1)

2
+1

�� �������
� d!

�	
� ���	����� ����� ��	�	����	�/ �
 ��
� �	������� �
� �	
� 	���� ����������� �
 ���)��
�
	��
/ �1�1�� ������/ �	��)�� �
 �	��� d &&( �� �������	� d/ ������������ d ���
��������
�� 
0������ ��	������
��

&0�
��� ����/ ���� 
� ������
� &&!1������
O �	������� k+1 	�����/ �$��
� 	���� ��
�

� �
 ������� �	��)�� �
 �	��� A &&( �� �

� � �� &&!1������
 = �
�������/ O �� ������
��� 
� ������
� &&!1������
 �
���
0�
 �	���������� ��� 	����� �
� �� 

� �	��)��������
�
�
� &&( �
��
���������/ �1�1�� ��
��
�� � �� ��
�
� �� &&!�� "
 �� ���

�� �
� �� O

���� �������� ���
�� ��� 	��6�
������ ����M ����
����	�� ��� �
�� �
��!������	� ��
� ��� ��� ���������	��

AFH
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��� ���� 
� ������
� &&!1������
 � k 	�����/ �
 �	��)�� �
 �	��� d + k &&(� .�/ 
�
��	�	����	� AG ����
�� �
� 
� ��
�
� �
 &&! �� �	
� ������
� �0	����� �� �������	� d ���
�	���� ��� d(d+1)

2
� -����/ d + k ≤ d(d+1)

2
�� �	�� k ≤ d(d−1)

2
� �

)��1�
�!��� (2
5� ����� �� �������� �� �
�� �
����������� �&
�-��� ���� �
�� ���	 ��� �� ���� d(d+1)

2
��

�������
� d!

(� ��	�	����	� AG ���	

� �
 ����
� ���� �
� 
� &&! ��� 
� �	���� �� &&( �0
� +#��
����1������� .�/ �	
� ��	�� �	���� �
� 
� �	���� �� &&( �0
� +#�� ����1������ ��� �	���
��� d(d+1)

2
�� �������	� d *��� �	�	

���� A/ ���� C�,� �

-����/ 
� ���

� ��� ������
�� &&!1������
 ��� �	���� ��� d(d−1)
2

+ 1/ �� �
� �	
�
������ �� ���
��� 
� �	�	

���� �
������

 �����"��� + ���*�� �;��
��*��
 ���B�����"�>
���� �� ���	 �
������� n 
�-���� �� �"���� �� ���� Cn

d(d−1)
2

+1
� �����! O(n

d(d−1)
2

+1)� �
���

��������� �� ��������"!

"
 � ���� �	�� 
� �	���� �	
��	���
 �� �	
�1������
�� &&!1������
 / �� �
� �	
�
������ �� ��5��� 
� �
�	���$�� �� ��
�

 �	
��	���
 �	
� ��	�
��� 
� &&! �� �	
� ��1
����
� �0	����� ��	������
�� � �
 �
2� �� ��	�
��� �	� ������
� �� �	
�1������
�� &&!1
������
 �� �� ������� 
� �� ��
� �� 
�
�� &&!�

���=�� ���B�����"�

(� �	���� �0	����� �0
� ������
� &&!1������
 ����� �	���/ �
 ��� �	����
� �� 
�����
�	
� 
�� �
����� �� ��������" �	
� 
�� �
���� �� +#�� �	����� "��
���������/ 
� �	1
�)
� �� &&!1������
 ��� 
� ������
� �0	����� ��	������
�� �
� �	�����	�� � 
� ������
�
�0	����� &&!1������
 ���� 
� +#�� �	����� ��� � ���
�/ 
� ����
�� �� �	���� ��� 
�
�	�)
� &&!1������
 �� B& = �� �4��/ ���� 
� +#�� �� B& �	������� B �	����/ A/ B/ C
�� 
�� �	��������� &�������*A, B,/ &�������*A, C, �� &�������*B, C,/ 
0������
� �0	�����
{A, B, C}/ �
� ��� 
� ����
�� �� �	����/ ��� &&!1������
� �

� �	���

����� �

��9��!��� 02 ���=�� ���B�����"�
'� ��������M = {o1, o2, ..., on} �&
�-��� ��
��������� ��� �����=�� �� ���B�����"�
�� �� ��������� �� �� �"���� �� ���	 S = (O, C) �
������� �� �������� �� ��������
O′ = {o′1, o′2, ..., o′n} ��� ��� ∀i ∈ [1..n]� o′i ��� �� �3�� ����

� ��� oi!

�	
� 
� �
���� �� +#�� *e�	����/ &�	����f/e&��������/ -��
��/ "���������/ ����

�1

�����f, �� �& ��� � ���
�/ 
�� ����� �� �	���� �	�����
� 
� �	�)
� &&!1������
� ��
�4��/ ���� �	
� +#�� �� ����� �
���� �	������� 
�� ����� �� �	���� A �� B/ 
0������
�
�0	����� {A, B} ��� &&!1������
 � �	
� ��	�� ���� �
 �
� ��� ������
� �0	����� ��
�

�*� �6�� ���� 
� �� ��
�������� ��� ��� �����	� �
���� ��
���� �	��� ����	�� 
		����� ���

AG�
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>��� ������5� �	�� ��� 
�� ��������/ �	�� ��� 
�� ��������� = ���� 
�� ��
 ���/ ��� ������
�
�0	����� �� �	������ �
�
� �	
�1������
� �	������� �>�� &&! �� ��� �	�� &&!1������
�

�

� ������
�����/ �	
�� ����� �0	����� ������5��
�� �	�����
� 
� �	�)
� &&!1������

��� �

� �� �	������ �
�
� �	
�1������
� �0	������

!����	�� ���������� �
� 
� ����
�� �� �	���� �� B&� &��� 
� +#�� �	�� 
�� �	���������
�0���
��
��� ��� �
� ��� �	���� �	�� �
�����/ �� ����
�� ��� 
� ������
� &&!1������
 � 
�
����
�� �� �	���� �	� �
����� ��
� >��� ������5� ��� B �	��������� �� ��������/ ������5����	�


� �	������� &&!bE = 	� 
�� ������ �� �	���� �� ����	���� �
� �0
� &&!bD �� 
� ����
��
��� �	�� ���� 
� ������
� &&!1������
� -
	�� 
� ����
�� �� �	���� ��� 
� �	�)
� &&!1
������
 �� �	
��� 
�� �
����� �� +#�� ���

��� ��� �	���� �� ��� �	��������� �� ��������
�� B&�

)��1�
�!��� (: ���*�� �� ���=��
 ���B�����"�>
���� ��� ������ �� ���	 �� �������
� d ��
�
���� N �$��� �&
�-��� ��
��������� ��6��
������ �� �"���� �� ���� CN

d(d−1)
2

+1
�
����� �� ��������"!

#���� ��	�	����	� ���	

� ����������� �� 
� ��	�	����	� AF = �� �4��/ �
���
� 
� ���

� ���
������
�� &&!1������
 ��� �	����/ 
� �	���� �� �	�)
�� &&!1������
 ��� �	����	�
�
 �	���� �� ����� �0	����� ��	������
�� ����	���
�� ���� 
� �
���� �� +#�� �	���������

��� ��

�
��/ �	
� ��	�� ���	���� ��� ��
������	� �
� �
Q �	
� 
� �
���� �� +#�� *e�	����/ &�	����f/e&��������/ -��
��/ "���������/ ����

�1

�����f, �� �&/ �
 � ���� B �	�)
�� &&!1������
 � e�	���A/�	����f/ e�	���/&�	���f
�� e&�	���A/&�	����f�

Q �	
� 
� �
���� �� +#�� *e�	����/ &�	����/ �
���f/e&��������/ -��
��/ "���������/
����

�
�����f, �� B&/ �
 � ���� AA �	�)
�� &&!1������
 �
e�	���A/�	����f/ e�	���/&�	���f/ e�	���/�
��f/ e&�	���A/&�	����f/ e&�	���/�
��f/
e�
��A/�
���f/ e�	���A/�	����/�	���Bf/ e�	���A/�	����/�
��f/ e�	���/&�	���/�
��f/
e�	���/�
��A/�
���f �� e�
��A/�
���/�
��Bf�

(� ���	�������	� ��� ��
������	� ��� ��	�	��� �� ���� � #�

��,���9�"!���
 ��
 ���=��
 ���B�����"�>

- �$��
� �	�)
� &&!1������
/ 	� ���	��� 
0������
� ��� ������5����	�� �
0�
 ��
�
��������� #��� ��� �	����
� ��� 
� ���

� �0
� �	�)
� &&!1������
 ��� �	����� &� �

�/

0������
� ��� ������5����	�� �	
���� �	���� �
� 
� ������
� 5�� �0	����� ��	������
�� ���
�� �������
��� �	���� �

)��1�
�!��� +C ���*�� �� ��,���9�"!���

���� ��� ������ �� ���	 �� �������
� d ��
�
���� M �$��� �� �
��������� ��
���������

��6�������� �� �"���� �
��� �� Mn∗ d(d+1)
2 ������#����
�� �
�� �� �������� �&
�-��� / n ����

�����!

#���� ��	�	����	� ��� �
� �
 ���� �
0
�� �	�������� ������ �
 �	��� A &&( �
	�� �
0
�
	���� �	��)�� �
 �

� d(d+1)

2
&&( �� �������	� d� -����/ �� 
0	� �
��� n ∗ d(d+1)

2
�	���������
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�	� !1���	������� �
� 
� ������
� �� n 	�����/ �
 ��� ������� �
� 
� +#�� �������� ��� �
�1
������ ��� �
 �	��)�� �
 �

� � &&(/ �1�1�� �
�
� ���
�������� #	��� 
�� ������5����	�
�������� 
� +#�� ����1������/ �
 ��� �	�� ������� �
0�

� �	��	��� �	��� �� n ∗ d(d+1)

2

�	���������� ��5�/ �	��� �
 ��� �	����
� �� �$	���� 
�� �	��������� ����� 
� ������
� ��
M ����� �� �	���������/ 	� ��
� �� ���
��� �
0�
 � ���� �	��� �� Mn∗ d(d+1)

2 ������5����	���
�

�� ����/ �	
� ��	�� ���	����/ �	
�	
�� ��� ��
������	�/ �
� �
Q �	
� 
� �
���� �� +#�� *e�	����/ &�	����f/e&��������/ -��
��/ "���������/ ����

�1

�����f, �� �&/ �
 � ���� E ������5����	�� �	������
�� ���� 
�� �	�)
�� &&!1������
 
�� ����� �
���� �
Q e�	���A/�	����f→ e&�������*�	���A/�	����,f 	
 e"��������*�	���A/�	����,f
Q e�	���/&�	���f → e&�������*�	���/&�	���,f 	
 e"��������*�	���/&�	���,f
Q e&�	���A/&�	����f → e&�������*&�	���A/&�	����,/ ����

�
����*&�	���A/ &�	����,f
	
 e-��
�*&�	���A/&�	����,f

%	
� �	��	�� 
� ���	�������	� �� �� ���

��� � 
0���� � #�
Q �	
� 
� �
���� �� +#�� *e�	����/ &�	����/ �
���f/e&��������/ -��
��/ "���������/
����

�
�����f, �� B&/ �
 � ���� AG ������5����	�� �	������
�� ���� 
�� �	�)
�� &&!1
������
 �� ����� �
���� = �	
� �	��	�� 
� 
���� �	��
)�� �� ��� AG ������5����	�� ��

� ���
�� �0� $�
������� � 
0���� � #�

 "���� ��
 ���B�����"�>

����� �	��� �
� 
� �	���� �� �	�)
�� &&!1������
 ��� �	���/ �� ����� �	��� �
�

� �	���� �� ������5����	�� �
� 
0	� ��
� 
�
� ���	���� ��� �	���/ �	
� ��	�	�	�� �� ��1
����� 
�� �	�� �	
� �	
�� �� �� ��	�6�� ���� 
�� ���
� 
�� �	�)
�� &&!1������
 �� 
��
������5����	�� ���	����� �	
� 
� �
���� �� +#�� �	�������� � Modeles 
� ����� ��� �
�����
�� ��������"/ �� Rigidifications/ 
� ����� ��� ������#����
�� ���	����� � ��� �	�)
�� ��
&&!1������
 � #�� ���
�� �	
� ���������� �� ��
�

�� 
0������
� ��� &&!1������
 
�0
� +#�� S �� 
� ��P	� ������� � 
0�
�	���$�� AE�

(0�
�	���$�� ����&	�	���# ��	�
�� �0��	�� 
0������
� ��� �	
�1������
�� �0	����� �

+#�� �
� �	�����	����� � ��� �	�)
�� &&!1������
 �� 
� ���
� Modeles� ���
���/
�
 ����� �0���	���� � �$��
� �	
�1������
� O′ �������� 
�� ������5����	� �� �0������ �� 
�
���
� ��� ������5����	��Rigidifications� �0�
 � ���� 
�� ������5����	�CO′ +1�	��������� ����

�� �	��������� �
 +#�� �	�������/ �
	�� ����� ������5����	� ���� �� O′ 
� ������
� &&!1
������
� �0�
 �0� ���� �
�
�� ������5����	� +1�	���������/ �
	�� O′ �0��� ��� 
� ������
�
&&!1������
 �� S�

#�� �
�	���$�� ��� �	��
�� �	
� ��
 �
� 
�� ���
�� 
��
����� 
� �	����� #	��� �	
�

0��	�� � �
��
�/ �
 ��� �	
�1�1���� �	����
� �	
� 
�� �
���� �� +#�� �	���� �0��������� 
�
���
� �	��
)�� ��� �	�)
�� &&!1������
 �� ��� ������5����	�� ���	������ (� �	��
� ���
�� ��� �
�	���$�� ��� �� O(N ∗M ∗ C) 	R �

Q N ��� 
� �	���� �� �	
�1������
�� �0	����� �
 +#�� S �
� �	�� ��������� � >��� ���
������
�� &&!1������
 = �	
� ��	�� �
 �
� 
� ���

� �0
� ������
� &&!1������

��� �	���� ��� d(d−1)

2
+1 �� �������	� d = �� 
� +#�� �	������ n 	����� ��	������
��/

AG�



E�� &���� �� ��������

��,���!��� (/ ���B�����"�> *S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	� �
 +#��
S, ��!����� DDRM � ������
� ��� ������
�� &&!1������
 �� �� 
�
�� ������5����	��
���	�����

DDRM ← ∅
DDRP ← ��������������O, Modeles� H�������� �&�������� ��� �
������������ �� O
��� �
�����
����� / �� �
���� �� ��������I
)��� ��"��� O′ ∈ DDRP �"���

DDRP ← DDRP \ {O′}
RP ← (����	����	
	�	�	��
	����O′ , Rigidifications� H�������� �&�������� ���
������#����
�� �
��������� �+�� O′I
CO′ ← .��� ���
�RP�

�"�! ��� ¬ -�����	�
��
� ,�CO′, C� �! RP �= ∅ �"���
RP ← RP \ {CO′}
CO′ ← .��� ���
�RP�

��� �"�! ���
�� RP �= ∅ ����
 HCO′ ��� 
�� ������5����	� +1�	��������� ���� 
� +#��f

DDRM ← DDRM ∪ {(O′, CO′)} HO′ ��� �� �������� �� �������� �
����&�� ���
������#� ��� CO′I

��� ��
��� )���
��!��� DDRM


� �	���� �� ��������� ��� �
	�� �	��� ��� C
d(d−1)

2
+1

n / �1�1�� O(n
d(d−1)

2
+1)�

Q M ��� 
� �	���� �� ������5����	�� �	
���� >��� ���	����� � 
� �	�)
� &&!1������
�
%	
� ��	�� �
 �
� �� 
� +#�� ����� m ����� �� �	��������� ��4�������/ �
	�� 
�
�	���� �� ������5����	�� �	����
�� �	
� 
� �	�)
� &&!1������
 �	������� n 	�����
��� �������
� � mn∗ d(d+1)

2 �� �������	� d� #	��� n ��� �	
� �� ���� �	��� ��� d(d−1)
2

+1/
M ��
� >��� �	������� �	��� 
�� �	��������

Q C ��� 
� �	��
� ��� �
 ���� �� +1�	����������
-����/ �� 
� �	��
� ��� �
 ���� �� +1�	��������� ��� �	
��	���
�/ 
� �	��
� ��� �� 
�

��������	� �� 
0������
� �� �	
� 
�� ������
�� &&!1������
 �0
� +#�� ��� �

� �
���
�	
��	���
��

:4(46 
%#� # � ��� F +7�������%���

(� ��5����	� �� 
� �	��������� ��	������
� *��� ��5����	� CD/ ���� AFD, �����
� �
�
��
 ������
�� �� �	��������� �	�� +1�	��������� �0�
� �0���
����� ��� �� ��	������� ��	��1
����
�� �	��������	����� -5� �0����
�� 
� +1�	���������/ �
 �
2� �� ����	��� �0
� ���������
�0��������� ��	������
� Ig �	����� �� �	��
�� �
� �������� �� ������� �� 
� ������
� ��
�	��������� ���
��
� 
� ������	� �0
�� �
��� �	���������

?���5�� �
0
�� �	�������� ��� �	����
���� �0
� ������
� �� �	��������� ��
)�� ���� 
�
��� ������
 �� 
� ���	�������	� �
�	�����
� �� ��	������� (�� ���$	��� �� ���	�����1
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��	� �
�	�����
� ��	������
� �	�� ������ �
� ��� ����	�$�� �	���

�� �
� ������� 
�
�

��
�����	� ��2��
� ���� ��� +#�� �� ������ ���

��

#��������/ �	
� ��	�� �������� � 
� �����	� E�A�C/ ���� AF�/ 
�� ���$	�� �0���������
��	������
� � ���� �� �)�
��� #���� ���$	�� ��� ������
����� �	
��	���
� ���� �0��� ���
�	��
)�� ���� 
� ��� ������
/ ���� �
0�

� �
���� 
0>��� �	
� ��������� �
����� �� +#�� �
�� 
� ���$	�� ������ �0������� �	
��� 
�� ��
���	�� ��	������
�� �����������/ �1�1�� ���	�1
������ �	
� ������� �� 
� +1�	���������/ ����� 
�� 	����� ��	������
��/ �
	�� 
� ���$	��
��� �	��
)��� ���	�/ 	� ��
� �� ����� � 
�� ���$	�� �	���

��

%	�	�� ��������� �
0
�� ���$	�� �	���

� ��
� �
��� �� ��	
��� ���� 
0���	�����
��� ��
�	��

�� �0�
 �� ��	
�� 
� &&! �

���
� ���� 
� +#�� = �� �4��/ ���� �� ���/ 
� �	�������� c
���� 
�� �	����
���� �� C ���� ��������� �	�5�
����	��/ �
	�� �
� ¬c ���� 
�� �	����
����
�� C ���� �0�
���� �	�5�
����	��� %� c/ �� ¬c �� �	�� �	�� ��� �	����
����� �
	��
�� �

+#���

(� �	��
� ��� �
 ��������� �0��������� 
��
��� ��� ��
���
� �
���
0�

� �	�����	��� 
�
�	��
� ��� �� 
0�
�	���$�� ����&	�	���# �� ��

� �
 ��
�

 �
 &&! �0
� ������
� �0	�����
�
�
�	��
���

:4(4) 
%#� # � ��� 8 /%���� ��� ���7�����% *

M�� ��P	� �� ��
�

�� 
� &&! �0
� ������
� O �0	����� ��	������
�� �	������ ����� �
��
�

�� 
0������
� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 � �� �4��/ 
� ��	�	����	� AE *����
AFH, �����
� �
0�
 �
2� ���
��� �� ������� 
� �� ��
� ��� &&! �� ��� �	
�1������
��
&&!1������
 � .� ��
� �	�� ��
�

�� 
� &&! �� �	
� ������
� �0	����� �� ����� ���

�
 ����� �� ��
�

 �� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 �

#��������/ 	� ��
� ���
�	��� ����� �	��
� ��� � �	
� ��
�

�� 
� &&! �0
� ������
�
�0	�����/ �
 ��� ��
��
� �� ������
 �� ������� �	
� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 � �� ��1
���/ �
���
� 
� &&! �0
� ������
� �0	����� ��� 
� �� ��
� ��� &&! �� ��� �	
�1������
��
&&!1������
 / 	� ��
� �$���$�� � ������� �0��	�� 
�� &&!1������
 �	�����	����� �
��� �	�)
�� &&!1������
 ���	���� � 
�� ������5����	� 
�
� 	4���� 
� �� ��
� �� &&(�

���
���/ ����� 
�� �	�)
�� �� &&!1������
 �� �

� ����� &&! �	������
/ �
 ��
� ��
� ����� �
� �	��)���� 
� �>�� &&! �
�

� �
� �	�� 
� ������5����	� �
� 
�
� ��� ���	�����
#0��� ��� � ���
� 
� ��� �
 �	�)
� e�	���/&�	���f �� �& � �
0�
 �	�� ������5� � 
0���� �0
��
�������� 	
 �0
�� ���������/ 
� &&!1������
 �������� �	��)���� �	
�	
�� &&!bB� #��
�	�)
�� �	�� ��)� ������������ ��� �
� �� ����������� ��� �� ����5�� 
� +1�	��������� � �
�

�
�
� �	�� 
� ������5����	� �$	����/ 
� &&! ���� 
� �>�� �� �
 ��� �	�� ��
��
� �� ����������
�
�

� ��� 
� �
��� ������5����	��

��5�/ 
	���
� 
0����
 �
 ��������� �0��������� ��� ����������/ �
 ��� �	����
� ���� 
�
������� ����� �� 
� 
������ �
 ��������� � ���� �� �)�
��� �� �4��/ �� ��

�1�� ������ ��
������� �
� 
� ������5����	� ���	���� � 
� �	�)
� &&!1������
 �� �

� ����� &&! ���
+1�	���������/ 
� ��
�

 ��� ��������
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 �"

�
 �� � �) @"����


"
 � ���� �
��� ��� �
����� �� +#�� 	R 
� &&! �0
� ������
� �0	����� ��� ����
�� �����
��

��1��/ 	� ��
� ����� �

Q 
�� ����)��� � ������� !����
	�� �
� 
�� ����)��� � ������ �	�� �	�����
�� �� �	����
�� �� �	��������� �� �������� 
���
������ �� 
0	� �	����)�� �
� 
�� �	��������� ��
��������� �	�� �	
�	
�� �������
��/ 
�� ������5����	� �0
� ������
� �� �	���� ����

� ����)�� � ������ �� �������	� d ��
� �	
�	
�� >��� �	����
��� �	��� �
�� � ������1
5�� d �	���� ��� d(d−1)

2
��������� �
����� �� ��P	� �	� !1���	������� *�1�1�� �� �	���

� ��	�
��� 
� ����$� �	��
�� �
� 
�� d �	����,/ �
�� ������5�� �$��
� �	��� �
��
�1
�������� � 
0���� �� d ��������� 
� 
���� �
 d �������� �	���� ������5��� (� ����� ��
�������� �� �	
� ������
� O �� �	���� ��� ����� ��������� 
���
����� ��� 
� �	����
�� �	���� �
0�
 �	������/ �������������� �� �	� �	��� �� S � DDR(O, S) = d(d+1)

2

�� |O| > d/ DDR(O, S) = d ∗ |O| − |O|(|O|−1)
2

�� |O| ≤ d�
Q (�� ����������� (�� ���������� �� ���
��� � 
0� ��� 	��	�� ��� ����)��� � ������ �
�
� �	�� �	�����
�� �� ��)��� �������
�� �
� �	�� �	
��� ��� �	
���� �	��� �
 �

�
����� �	���� �� &&(� � d(d+1)

2
�� �������	� d� (� ��	�	����	� AD *���� AFG, ���
��

�	�� �
� 
� &&! �� �	
� ������
� O �� ��)��� �������
�� ���� �	
� ��������� S
��
� �
	�� �	
�	
�� DDR(O, S) = d(d+1)

2
�

Q (�� +#�� �� 
� �
���� *e&�	���f/e&�������/-��
�/����

�
����f, �� �& �� *e&�	���/
�
��f/e&�������/-��
�/����

�
����f, �� B&� �� �4��/ 
�� ��

�� ����

������ �
�	��1
���� ���� 
�� +#�� �� ����� �
���� �	�� ��� ��
���	�� �� ����

�
����/ �� ��� ��
���	��
�	�� �	���� � �
������/ �	���� �	
�	
�� ���
����
�� ��� ��� ���������� ����
�� *��� ���1
��	� E�A�C/ ���� AF�,�

Q �

� ������
�����/ 
�� +#�� �	��	��� 
���
����� �� �	��������� ��

��� �������
��
�	��)���� �	
�	
�� 
� &&! ����
� � ��
�

��� �� �4��/ ���� ��� +#�� �	�����
�� 
��1
�
����� �� �	��������� ��

��� �������
��/ �	
��� 
�� ��	������� ��	������
�� �����
	����� ��	������
�� �	�� �	��
�� ��� ������ �
���
� 
�� �	�5�
����	�� �	�� �	
�	
��
�������
�� � ��
 �	���� �� �	�� ������ �	��	��
�/ ��
 �
��� ������ ����

)
��/

� �	��� ������ �������� � 
�� ��	���/ ��	�� �	���� ������ �
�����/ ��� .� ��
� �	��
������� �� 
� ���
� ��� ������5����	�� ���	����� �
 �	�)
�� &&!1������
 �	
���

�� ������5����	�� �
� ���
��
��� 
�� ��
���	� ��	������
� �	������� � 
� ���������� �
���������/ ����

�
����/ �
��������/ ��� #�
�

�� 
� &&! ������� �
	�� � �$	���� �0��1
�	��� 
���
�

�� ��� ������5����	�� ��������� �	
� 
�� �	�)
�� &&!1������
 � ���
������5����	�� ��� �	��������� ��

��� �������
�� �� �	�� ������ ���	�����������
Y
� �

� ���/ 
�� +#�� �� ����� �
���� �	�� � ����� �� �	
�� ����

����� � 
�� �	�1
�������� �		
������ �0� �	�� ��� �
�	������ �� 
�� �	��������� ��

��� �	�� �	
��� ��1
�����
��� (� ���$	�� ��	����
���� ��������� � 
� �����	� E�A�C/ ���� AF�/ ������ �
	��
�0������5�� �	
��� 
�� �	��������� !1���	������� �� �0���	��� �
�
 +#��� ��

�� 
�
���	���������� ��
���� ���	�� �	��� ��	�
)�� ���� 
� �������������	� �� 
� ���������
7	
���	��/ �	�����	�� �
� ��
 �0���
�����	�� ������
�� �� �������/ � �	��� �	�����1

�&
�� 	��6�
����� ��� 	�� ������ ���������� �� �
������� ��� ����� �� �6�������
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�����/ ���� ����� �����	��� �� +#��/ ���/ �	��� �	
� 
0��	�� �	

���� �
 ���
�
�� �� �$������/ 
�� �	��������� �		
������ �	�� �	
������ �� �>�� ����������� � 
�
�	������	� �� 
� ���	���� ��� �	����
���	�� $
�������

"
 �0��� �	�� ��� �	
�	
�� ���������� �0��	�� ���	
�� �
 ��
�

 �� 
� +1�	��������� �5�
�� ���������� 
� &&! �0
� ������
� �0	������

 "���� �� ��� �� 1��
���� �� ��� ���!�1��


%	
� ��	�� �����
� �
0
� �	
�1������
� �0	����� ��
� �������� �

���
�� &&! �� �

1
���
�� ������5����	�� �	�� +1�	���������� ���� 
� +#�� �	�������� #�
� �	�� 
� ��	�
)��
���� 
� ��
�

 ��� &&!1������
 � 
� &&!1������
 ��
� 

� �
��� �	������ 
� &&!
�

���
��

&��� 
0�
�	���$�� ����&	�	���#/ �	
� ���>�	�� 
0� ���� ��� ������5����	�� �0
� ��1
����
� �0	����� �������� � >��� &&!1������
 �)� �
0
�� ������5����	� +1�	��������� ����

� +#�� � ��� ������5��� �	
� ������� 
� &&! �

���
�/ �
 ��
� ����
���� 
� �	
�
� /��


��� ��� 
�� �	
�
� ���� �"���� �� ��	�6�� ����� �	
��� 
�� ������5����	�� +1�	����������
�0
� &&!1������
�

#��� �	��5� 
� ��
�

 �
 &&! �0
� ������
� �0	����� � ������ �� ��� �	
�1������
��
&&!1������
 � �� �4��/ 
� ��	�	����	� AE *���� AFH, �� ����� �

� � 
� &&! �0
� ������
�
�0	����� �0��� �

� ���
 �
 �

� ����� &&! ����� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 
�
���
� ��� �	
�1������
�� &&!1������
 �	��)���� �

� �0
�� ��
�
� �� &&!�

M�� �	������	��� ������'�/ �
� ��
� �	������ �

���
�� &&! � 
0������
� �0	����� O
�	������� � �	
� �$��
� �	
�1������
� &&!1������
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� ������� ����� &&!bE �	��)�� ��

����� � �	���� �	���
	����� ��	���)���/ �
 �������� �	
�	
�� 
�� �	����	� �
� 
0� � ��5�� ��� ��� � �	���� = �0���

� ��� �
 +#�� �������� � 
� 5�
�� ��A�/ ���� CC�

(0	������	� �� �	��������	� :-!/ ������� � 
0�
�	���$�� AH/ �������
� �	�� ��
 ���
�	
� 
� �	��������	� �0
� ������� K �� �	����	� �� �� ��	���)�� FK �

A� DDR(FK , S) = d(d+1)
2

� (� �	��������	� �	������ �
	�� � ������� �	
� 
�� 	����� ��������
�� K ����� �
� �	
��� 
�� �	��������� �� K/ � �
�
��
�� 
�� 	����� ��	���)��� �� K �5�
�
0�
� �
������ >��� ���	

� �������������� ���� �� �
�
�� �������� �� � ������5��
�
�	�����
����� 
�� �	���� ��� 	����� ��	���)��� �� K ��� ��� �
��������� �����������

�� DDR(FK , S) < d(d+1)
2

� -
	��/ 
� ��	�	����	� �C ���
�� �
� 
� +#�� ��� �	
�1������ ��
�
� K �� �	
��� ��� >��� ������
� �� ��P	� ������ ���� 
� ����� �
 +#��� K �	�����
�
�	�� 
�� ������ �� ���
� ����1��O������/ �� ������� 
� �
��� �
 �
�� �0������
���/
�1�1�� �
0�
�
� ������� �
�
� �� �	�������� K = �����
	�� �
� ���� 
� +#�� �	
�1
��O������/ 
� �
�� �0������
��� ��� �� ���� 
� ������
� �� �
��� �0������
���� ��
������� �� ���
�� ����1��O��������

(� �	��������	� �� K �	������ �
	�� ����
����� � ������� �������
����� K �
 +#��/
�� � �
�
��
�� ��� 	����� ��	���)��� �	
� �
0�
� �
������ >��� ���	

� ��������������
���� �0�
���� �	
�1+#�� �� ���
 ����1��O��������

%	�	�� �
� 
0������� �� �
�1��O��������� ���� 
� +#�� ���
�� �
� K �� �	
���
��� >��� ���

� ��� 
�� � �����	� �
	��
� ���� 
� �
�
� ������� �
���
� ��� 	�����
��	���)��� �� ����5��� ��� DDR(FK , S) = d(d+1)

2
�

(� �	��
� ��� �� ����� �� :-! ��� �� O(nK∗mK +R+C) 	R nK ��� 
� �	���� �0	�����
��	���)��� ���� K �� mK ��� 
� �	���� �� �	��������� �� S ′ ���������� � ��� 	����� �� K�
.� �	����)�� �
� 
� �
�
�����	� �0
� 	���� ��	������
� �� 
� ����
���	� �0
�� �	��������
�0�4���
��� �� ����� �	������ � ���� 
� ���	���� ��� �	��������� ��	������
��/ 
� �	����
�0	��
������� �0
�� �>�� ������
� ������� �������� B� R ��� 
� �	��
� ��� �
 ���������
�� ������5����	� �
�	�����
� �	
	�	�	��
	���(�
���
	��� �
� �	
� ������	�� ��1���)��
C ��� 
� �	��
� ��� �
 ���� DDR(FK , S) = d(d+1)

2
����������� �� FK ��� 
� ������������

�� K = �� ���� ���
��
� 
� ��
�

 �0
� &&!/ �	�� 
� �	��
� ��� ��� �	
��	���
� �� 
� ����
�� +1�	��������� ��
� >��� �4���
� �� ����� �	
��	���
 *��� �����	� E���C/ ���� AGC,�
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��,���!��� (: ��� *S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	� = K = (OK , CK) � ������� =
P � �
�� �0������
���, ��!����� *S ′, P ′,/ S ′ = (O′, C ′) ��� 
� +#�� ��
���
��� �� P ′ ���

� �
�� �0������
��� ��� � �	
�

O′ ← O \OK

C ′ ← C \ CK

FK ← {o ∈ OK |∃c ∈ C ∧ ∃o′ ∈ O \OK ∧ c �	��� �
� o �� o′}
)��� ��"��� o ∈ FK �"���

o′ ← +��������%��
�����o� H���������
� �� o �� o′I
O′ ← O′ ∪ {o′} H�������
� �� �� �
��� o′ �� oI
)��� ��"��� c ∈ C ′ \ CK !�� ��� c �	��� �
� o �"���

c′ ←����
	
����)�*�
�c, o, o′� H����������
� �� o ��� o′ ���� cI
C ′ ← C ′ − {c} ∪ {c′}

��� )���
��� )���
�� DDR(FK , S) = d(d+1)

2
����


C ′ ← C ′∪ �	
	�	�	��
	���(�
���
	����FK , S, d�
�����
H1������� ��� �� ���	 ��� �
��� 
� ���������� / �� -
����
� �+�� �&������� KI

��� ��
��!��� ((O′, C ′)/ ����	�	���K, P�)

;494! �$�%����� �� ��.���G�%���� % ���%��& �

(� ��������� �� ������5����	� �
�	�����
� � �	
� �
� �� ��	�
��� 
�� ������5����	� ��

0������
� ��� 	����� ��	���)��� �0
� ������� �	������� #	��� �	
� 
0��	�� � �
��
� � 
�
�����	� E����/ ���� AFG/ �
 �0��� ��� ���� �� ��	�	��� 
� ��������� �����
� �0� $���� �	
���

�� ������5����	�� �	����
�� �	
� 
� ������
� �0	����� �
�
�	��
��� &� �

�/ �	
� ������5��

� ������
� �0	����� �	����������/ �
 ��
� ���	�� �$	���� 
�� ������5����	� +1�	���������
���� 
� +#�� �	��������

%	
� �	���	�� ���� ����� �����	� �
0�
 ��� �	����
� �� ��	�	��� 
�� ������5����	� ��

0������
� ��� 	����� ��	���)��� �
�	�����
����� � 
0���� �� 
� ���
� ��� �	�)
�� &&!1
������
 *��� �����	� E����/ ���� AG�, �� �0
�� ���
� �� �	�)
�� �� ������#����
�� ��������

(� �������� �� 
� ������5����	� �
�	�����
� ��� 
� �
����� �

A� ������5�� 
� �	
�1������
� BK �� FK ���������� 
� ��5����	� �0
� ���)�� 
	��
/ �1�1��
����5��� DDR(BK , S) = d(d+1)

2
*��� ��	�	����	� �A/ ���� AH�, =

�� ������5�� �$��
� 	���� ��	���)�� o ������� ��
��������� � BK � 
0���� �0
� �	�)
� ��
������5����	� ����
��

%	
� �

	�� �����

�� ��� ��
 �	���� ���� 
�� ��������$�� �
� �
������

�AD
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��,���9�"!��� �;�� ��
��*�� BK ���B�����"� "&"�! ���Q
d(d+1)

2

!����
	�� �	
� �0��	�� �
� �	
� �0���
��
	�� 
� ��������� �� ������5����	� �
�	��1
���
� �
� �� FK ����5� DDR(FK , S) = d(d+1)

2
� (� ��	�	����	� AD *���� AFG, ���
�� �
	�� �
�

FK �	������ 
� �	
�1������
� BK &&!1������
 �
� ����5� �
��� DDR(BK, S) = d(d+1)
2

�
.�/ 
� ���
� ��� �	�)
�� &&!1������
 ���	��� � �$��
� �	�)
� 
0������
� ��� �	1

�)
�� �� ������5����	� �
0�
 ��
� �������� = �	
� ������5�� �
�	�����
����� BK / �
 �
2�
�	�� �0������5�� 
� �	�)
� �� ������5����	� ���	��� �
� ��� +1�	�������� ���� 
�� �	���������
�
 +#�� *��� �����	� E���B/ ���� AGB,�

#����5�� 
� +1�	��������� �0
�� ������5����	� ��
� >��� �	\��
 ���� 
� ��� ������
�
-
��� ���1�
 ��������
� �� �$	����/ �� �	����
�/ 
� �	
�1������
� BK �	�����	����� � 
�
�	�)
� &&!1������
 � &&! �	������/ 	
 �	�� 
� ������5����	� ��
� >��� �����5�� +1
�	��������� �� ����� �	
��	���
 � 
0���� �
 ��������� �0��������� � ���� �� �)�
��� #��
$�
������
�� 	�� ���� ��� ���������� �	
� 
� ��
�

 �
 &&! �0
� ������
� �0	����� � 
�
�����	� E���C *���� AGC,�

(� ��	�	����	� �A *���� AH�, ���
�� �
� 
� �	
�1������
� BK ��� 	����� ��	���)��� �����
������5� ������ �� ��5��� 
� ���)�� 
	��
� 7	
� 	���� ��	���)�� �� K \ BK ��
� �	�� >���
�	����	��� �� ��P	� ������ ��
��������� � BK � #� �	����	������� ��� �4���
� �� 
��
�����

�� �
����� �� ������#����
�� ��������

���=��
 �� ��,���9�"!��� 
��1��

M� �	�)
� �� ������5����	� ����
� ��� 
� ������
� �� �	��������� �
� ������ �� ������5��

� 	���� ��	������
� ��
��������� � 
� ������
� �0	����� ��	������
�� ���� ������5���
"��
���������/ 
�� ������5����	� ����
� �	�����	�� � 
�� � �����	� �0
� ������
� �0	�����
������� ���� 
� �	
��
 	����� �

� �	���

����� �

��9��!��� -C ���=�� �� ��,���9�"!��� 
��1��
�
�� C ′ �� �������� �� �
��������� �
����� ��� �� �������� �&
�-��� {o} ∪O′! C ′ ��� ���
������#����
� ������ �� o �+�� O′ ���� �� ���	 S = (O, C) �� �� ��������� �� C ′ ∪ CR

��� ��� ������#����
� �� {o} ∪ O′ ���
��������� �+�� C� CR ����� ��� ������#����
� �� O′

���
��������� �+�� C!

'� �������� �� �
��������� C ′ ��� �� �
���� �� ������#����
� ������ �� �� ���������
�� �� �"���� �� ���	 ���� ������ �� ��� ��� ������#����
� ������!

(�� ������5����	�� ����
�� ���������� �	�� �� �	����
��� ����������
����� ��� ������1
5����	�� �0������
�� �0	����� �
�
�	��
��� #	������	�� ��� � ���
� O′ �	��� ����� 
��
����� �� �	���� {A, B} �� �& �� o = C ����� 
� ��	���)�� �	���� &��� 
� +#�� S 	R

0	� �	���'� 
� ������5����	� CR = {&�������*A, B,} +1�	��������� �� {A, B}/ �	����
���

�� ������5����	� �� {A, B, C} +1�	��������� ���� 
� +#�� ��
� �� ����� �� ��	
����

� ������5����	� ����
� C ′

1 = {"��������*A, C,}/ 	
 C ′
2 = {"��������*B, C,} 	
 ���	��

C ′
3 = {&�������*A, C,/ &�������*B, C,}�

�AE
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#�� ��	�� ������5����	�� ����
�� �	�����	����� � ��
 �	�)
�� �� ������5����	� ����
�
�	
� 
� ����� *�	���B/ e�	���A/�	����f, �
e"��������*�	���A/�	���B,f �� e&�������*�	���A/�	���B,/ &�������*�	����/�	���B,f�

(� �	���� �� �	�)
�� &&!1������
 ����� �	��� *��� ��	�	����	� AH/ ���� AGA,/ 
�
�	���� �� �	�)
�� �� ������5����	�� ����
�� �
0�
 �	
� ��
� �	�������� ��� �
��� �	��� �

)��1�
�!��� +- ���*�� �� ���=��
 �� ��,���9�"!���
 
��1��

���� ��� ������ �� ���	 �� �������
� d ��������� N �$��� �&
�-��� ��
��������� ��6��

����� �� M �$��� �� �
��������� ��
��������� ��6�������� �� �"���� �
��� �� Ak
N ∗Ak∗ d(d+1)

2
M ∗

k
d(d+1)

2 �
����� �� ������#����
�� ������� ������#��� �� 
�-�� ��� ����
�� / �� ��������
�&
�-��� / k ��������!

�	
� ���	����� ����� ��	�	����	�/ �
 ��
� �	������� �
� 
� �	���� �� ��
� �� &&(
�0
� 	���� ��	������
� ��� d(d+1)

2
�
	�� �
� 
� �	���� �� &&( �����
� �0
�� �	��������

��� A� "
 ��� �	�� ���	����
� �� �
���� �

� �� d(d+1)
2

�	��������� �� ��P	� �	� !1���	������
�
� 
� 	���� �	
� 
� �	����	���� �� ��P	� ������ ��� � ��� �0
� ������
� �0	����� O′�

�� ��� ������
� �0	����� O′ �	��)�� k �
������/ �
 � ���� �
	�� k
d(d+1)

2 ��P	�� �� ��������

� ��
 �� �	���������� �
� 
�� 	����� �� O′�

#	��� �
 � ���� N ����� �0	����� ��4������ �� M ����� �� �	��������� ��4�������/ 	�
	������ ���� �
� 
� �	���� �� �	�)
�� �� ������5����	� ����
�� �	
���� �	����	���� 
� 	����

�
�
�	��
� ��� ��� �	��������� �
�
�	��
�� ��� ����	�� � k 	����� ��� Ak
N∗Ak∗ d(d+1)

2
M ∗k d(d+1)

2 �
�

(� �	���� ��� �	�)
�� &&!1������
 ����� 
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 �� ���
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 � ���� 
� �	���� 5�� �� �	�)
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�� 	����� ��	���)��� ������� �0
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� �0�
 �������������� ��� � ��� �� BK � 
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��,���!��� +C ��,���9�"!���B��!��"!���� *FK � 
� ��	���)�� �� 
0������� �	
���� =
S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	�, ��!����� CR � 
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� 	���� ��� ��5�� ��� 
� ������
� P �� �����)����
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Q �	��
�����	� � (P = {x0, y0}, I = ∅, E = {x = x0, y = y0})
Q � �
�����	� � !�-���
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Q �	��
�����	� � (P = {a, b, c}, I = {a2 + b2 = 1, (a > 0 ∨ (a = 0 ∧ b > 0)}, E =
{b ∗ x− a ∗ y − c = 0})

Q � �
�����	� � 
�� �����)���� (a b) ���������� 
� �����
� �������
� �� 
� ��	���/ c ��
�������� �
������
� 	��$	�	��
� �
 �	��� 	������� (� ��
���	� ������� �����5� �
� 
�
�����
� �������
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������� �� 	������ +��� �� ��
���/ �5� �
� �$��
� ��	��� ��
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� ��	��� �� ��	
���� � ��������
������
� �� 
0	�������

��1=��

Q �	��
�����	� � (P = {x0, y0, a, b}, I = {a2 + b2 = 1}, E = {x = x0, y = y0})
Q � �
�����	� � �i = (a b) ���������� 
� �����
� ��� ��������� �
 ���)��/ 
� �����
� ���
	��	����� �� ���
����� �	��� �j = (−b a) �5� �
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� ���)�� �	�� 	��$	�	��
� (� �	���
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���	� ������� �����5� �
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0	� �� �	����)��
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Q �	��
�����	� � (P = {x0, y0, z0}, I = ∅, E = {x = x0, y = y0, z = z0})
Q � �
�����	� � !�-���

����!�

Q �	��
�����	� � (P = {a, b, c, x0, y0, z0}, I = {a2 + b2 + c2 = 1, (a > 0)∨ ((a = 0)∧ (b >
0))∨((a = b = 0)∧(c > 0)), a∗x0+b∗y0 +c∗z0 = 0}, E = {a∗(y−y0)−b∗(x−x0) =
0, b ∗ (z − z0)− c ∗ (y − y0) = 0})

Q � �
�����	� � �v = (a b c) ��� 
� �����
� �������
� �� 
� ��	���/ P0 = (x0, y0, z0) ��� 
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Q
−−→
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���	�� �	�1��������������
.� ��
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Q �	��
�����	� � (P = {a, b, c, d}, I = {a2 + b2 + c2 = 1, (a > 0) ∨ ((a = 0) ∧ (b >
0)) ∨ ((a = b = 0) ∧ (c > 0))}, E = {ax + by + cz − d = 0})

Q � �
�����	� � �v = (a b c) ��� 
� �����
� �	���
 �
 �
��/ d ��� �� �������� �
������
�
� 
0	������� (� �����
� �	���
 ��� �	��� �� 	������ ��� 
� ��
���	� ������� �
 �
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Q �	��
�����	� � (P = {x0, y0, z0, a, b, c, d, e, f}, I = {a2 + b2 + c2 = 1, d2 + e2 + f 2 =
1, a ∗ d + b ∗ e + c ∗ f = 0}, E = {x = x0, y = y0, z = z0})

Q � �
�����	� ��i = (a b c) ���������� 
� �����
� ��� ��������� �
 ���)��/ �j = (d e f) ��
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#	������	�� 
� �	��� �� �& (x, y) �
� 
0	� �	
$���� ���	��

�� ��
��������� � 
� 	����
���)�� (x0, y0, a, b) ���� 
��
�
 	� �	���'� �� �	����	� (x′, y′)� .� ���� �
0
� �	��� �0� �����
�� ���� �	��� P = o + x′ ∗�i + y′ ∗�j� �� ������� �� �� ��������/ 	� ��
� �	�� ������ �

�



-%%�g� -� �.&Z("�-7".% &0.;<�7� �7 &� #.%7!-"%7�� �& �7 B&

x = x0 + a ∗ x′ − b ∗ y′

y = y0 + b ∗ x′ + a ∗ y′

��@�����"!��� �;�� 5��!��� �� +�

#	������	�� 
� �����
� �� �& (a b) �
� 
0	� �	
$���� ���	��

�� ��
��������� � 
� 	����
���)�� (x0, y0, a0, b0) ���� 
��
�
 	� �	���'� �	� 	��������	� (a′ b′)� .� ���� �
0
� �����
�
�0� ����� �	��� �v = a′ ∗�i + b′ ∗�j �� �&� �� ������� �� �� ��������/ 	� ��
� �	�� ������ �

a = a0 ∗ a′ − b0 ∗ b′

b = b0 ∗ a′ + a0 ∗ b′

��@�����"!��� �;�� 1���! .�

#	������	�� 
� �	��� �� B& (x, y, z) �
� 
0	� �	
$���� ���	��

�� ��
��������� � 
�
	���� ���)�� (x0, y0, z0, a, b, c, d, e, f) ���� 
��
�
 	� �	���'� �� �	����	� (x′, y′, z′)� .� ����
�
0
� �	��� �0� ����� �� ���� �	��� P = o + x′ ∗�i + y′ ∗ �j + z′ ∗ �k� �� ������� �� ��
��������/ 	� ��
� �	�� ������ �

x = x0 + a ∗ x′ + d ∗ y′ + (b ∗ f − c ∗ e) ∗ z′

y = y0 + b ∗ x′ + e ∗ y′ + (a ∗ f − c ∗ d) ∗ z′

z = z0 + c ∗ x′ + f ∗ y′ + (a ∗ e− b ∗ d) ∗ z′

��@�����"!��� �;�� 5��!��� �� .�

#	������	�� 
� �����
� �� �& (a b c) �
� 
0	� �	
$���� ���	��

�� ��
��������� � 
�
	���� ���)�� (x0, y0, z0, a0, b0, c0, d0, e0, f0) ���� 
��
�
 	� �	���'� �	� 	��������	� (a′ b′ c′)�
.� ���� �
0
� �����
� �0� ����� �	��� �v = a′ ∗�i+ b′ ∗�j + c′ ∗�k� �� ������� �� �� ��������/
	� ��
� �	�� ������ �

a = a0 ∗ a′ + d0 ∗ b′ + (b0 ∗ f0 − c0 ∗ e0) ∗ c′

b = b0 ∗ a′ + e0 ∗ b′ + (a0 ∗ f0 − c0 ∗ d0) ∗ c′

c = c0 ∗ a′ + f0 ∗ b′ + (a0 ∗ e0 − b0 ∗ d0) ∗ c′

�
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���	�����
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������
��� (� ������#����
� �������+� ��� 
0
�� ��� ����	�$�� ��������
��
��
����� ��� 
� �	��
��
�� ��� �	��������� ��	������
�� �	
� ���	
��� ��� ����)����� (�
������5����	� ���
����� ��� 
�� ���$	�� �	����
����� ���������� �� ���	
��� 
� ����)��
������ �� ������5��� ��� �	
�1������� ������� �
�� �� 
�� ������
��� ���
���������� #����
���$	�� 	�)�� �
 �����
 ��	������
� �� ��	�
�� 
�� ���
���� �� ������ �	
�1����)���

�*�� ����
��� �6��
	����� �
�� ��
� 	����� �� �������� �
�� �������� �� ������ �6������ �
�!
	�������� ,L��M ��� +� -..51 *�M���� -./-0�

 ���
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�0��
���	�� ����
�� ��
��� #$��
� �
	� �� 
� ���
���� ��� �
	�� ���	

 ����������/ �	
����1
���� 
0������
� ��� �	�5�
����	�� �
 �	
�1����)�� ��	������
� �	�����	������ #�� �	�51
�
����	�� �	�� �
	�� �	������� �	
� �	���� 
�� �	

��	�� �
 ����)�� ��	������
� �
	��
�

&������� 
� �	
�1����)�� ������ �� ������ ���

� ��� 
0����� �
� �� 
� ���$	�� �� ������1
5����	� ���
����� *��� T3	4���� �� ��!/ AHHFU,� &�4������� ����	�$�� �	
� ���	��
�� �����
����� 	�� ��� ��	�	�����

(�� �����)��� ���������� T&
�	
�� �� ��!/ AHHG= L�����/ AHH�= :
�	� ��� 3	4����/
AHHF= ;	
�� �� ��!/ AHHDU ������� ������ �
� 
� ���	���������� �� ��$���� �����5�
�� �������
�
 ���� �
 ����)��� #�� ����	�$�� ������� 
������� ��� 
�
� ������	���� �� ��$���� ��������
�
� �� �	
������ �	
���� �	
��� 
�� ��������� �� �	
�1����)��� ��������

&�� ����	�$�� �

� �������� T(��
�� ��� ���$�

���/ AHHGU �	�� ������ �
� 
�� ���1

��� ��� ������ �� 
������ �
 ����)��/ �� 
0
��
�����	� �0
�� ��	������ ���
��
��

� �	
� 
�
�������	� �� ���������

(0����	�$� ��	�	��� ��� 3	4���� �� �
� T3	4���� �� ��!/ AHHFU ��� �
��� ����� �
� �����
��	������� �

� �	������ � 
��
���� 
� �
�	���$�� �� V	� �	
� �������� 
� �	
�1����$� �����
��� ������ "��
���������/ 
� �	
�1����$� ����� �	�����	�� � 
� �	
�1����)�� ��	������
�
*�������
�����, ������� #� �	
�1����$� ��� ������
 �0�
 �� �	������ �
�
� �	
�1����$�
������ (0�
�	���$�� �� V	�/ ����
� &	�	��������� � 
�� �	��
� ��� O(n2(m+n)) �� ����
���/ n ����� 
� �	���� �� �	����� *	����� ��	������
��, �
 ����$� �� m �	� �	����
�0��>��� *�	��������� ��	������
��,�

&������� 
� �	
�1����$� ����� �� ���

� ������� ��� 
� ��	�
)�� ��	
�� %�1��2��
�
���� 
� ��� ������
 T3	4���� �� ��!/ AHHGU� ����	��� �0�/ �)� 
	��/ ����� �0� $���� ��� �	
�1
�
����� �	
��	���
�� �� �� ��	�
)��� &��� ��� �����
�/ �	
� �������	�� 
�� ���������	� �
�
��5��� 
�� �	
�1�
���� �� ����)��� ��	������
�� �	
� 
���
�
� 
0
��
�����	� �� 
0�
�	���$��
&	�	��������� ������ �� ���	���� �� ����� �	
��	���
 �
 ��	�
)�� �����������	��
&� �

�/ ����� ���������	�/ �
� ���	�� �
� 
� ����$� ������
 �� �	������� �
�
� �	
�1����$�
�
�1�����/ ��� +���#���� �� ����� �
�$�
���� *��� 5� �� 
� �����	� �
������,�

(� �
�� �� 
0�����
� ��� 
� �
����� �

Q (� �����	� �� )��*�=�� �����������	� ��5��� 
� �	��	� �� �������� ��� ���
��
�� ����
�����/ �	
� �� ���	�� �
�
� 
��� ���� 
� �	����� ��	������
� ���� �����
�����	�/ 
� ������� ����� 
���
����� 
�� ��	������ �� ����$��

Q (� �����	�  ��1��>�!� �� 1��*�=�� �����������	� ���	���� �
�/ �	
� �	���
���������	�/ 
� ��	�
)�� �����������	� ��� �������
� �� ����� �	
��	���
 ��� 
�
�
�	���$�� ���� �
� &	�	����������

Q (� �����	��11���"!��� A �" �����!��� ����
�� 
� 
��� ���� 
� �	����� ��	������
��
7	
� �0��	��/ �	
� � �
��
	�� �	����� 
� ����)�� ��	������
� ��
� >��� �
 �	���

� ����$� �	������ �
�� �	
� �	��	�� �
	�� 
�� ���� �� 
� ���$	�� �� ������5����	�
���
������ %	
� �������	�� ��5� 
� 
��� ����� ������� �� ��������� M�� �	�� ����
�/ �� 
���
�	
� ������ �0������� �	��� ���

��� �� �	��
� ��� �
 ��	�
)�� �����������	�

�
 ��	�
)�� ������������������������������� �	�� 
0�����>� ��� �	���� ��
5� �� �����	��

 ��
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5� �	
��+�� �����������	�

M�� ���
��� ��� ������ �� 
������ �0
� ����)�� ��	������
� ��� 
�� ���
��� ���
��
��

�
����� �
� 
� ����$� �	����� G = (V, E, w) �	��
����� �� ����)��� (� 
����
� �� �������� �

� �����	� �11���"!��� A �" �����!��� �	
� �	�������� �	����� �� ����$� ��� ��	�
��
� ������ �
 ����)�� ��	������
��

(� �	����	� �� �	�������	� w ���	��� 
� ������ ����������� �	����� � �$��
� �	���� ��
�$��
� ��>�� �� G� ��� � �����	�/ �	
� ��5����	�� ����� �	����	� �	
� ��� �	
�1����$��
G′ = (V ′, E ′, w) �� G �� 
� ��P	� �
������ � w(G′) =

∑
v∈V ′(w(v))−∑

e∈E′(w(e))�
(� �	��	� �� �������/ ����	�
��� ���� T3	4���� �� ��!/ AHHFU/ ��
� >��� ��5��� �� 
�

��P	� �
������ �

��9��!��� -( �
���� G = (V, E, w) �� ������ �
����� �� W �� ������ ���� �����������
���� �
������! G ��� W���
� ��� w(G) ≤ W !

G ��� �>"�!BW���
� ��� w(G) = W !
G ��� 
��BW���
� ��� w(G) < W !
G ��� 
��
BW���
� ��� w(G) > W !

(� 5�
�� ;�A*�, �������� 
� ����$� �	����� 3������

A(3) B(3) C(3)

D(3)E(3)F(2)G(3)

2

2

2

11
2

12

2

2


��� ;�A Q *�, M� ����$� �	����� *� ���1,3������ *�, (�� �	
�1����$�� BCDE �� ABG
�	�� ������
 3������� ABG ��� �����
��

��9��!��� -+ �
���� G = (E, V, w) �� ������ �
������ W �� ������ �� G′ �� �
���������
�� G!

G′ ��� �����"� W���
� ��� G′ ��� W����� �� �� �
������ ����� �
��������� W�����!
G′ ��� ������� W���
� ��� G′ ��� W����� �� �&�"���� ����� �
��������� W����� ��

G �$��� �
��� �� �
����� ��� G′!
5� ��
����� �� ��
�+�� �� �
��������� ������� W����� �� G ��� ������ �������

���
�!

(� 5�
�� ;�A*�, �������� ��� � ���
�� �� �	
�1����$�� ������
 �� �����
� 3�������
(� ������5����	� ���
����� ��	�
�� 
�� ���
���� �� ��
�� �0��
���	��� M� �	
�1����$�

������5� �	��� ����� �	�����	���� � 
0
� �� ��� �
	��� "
 ��� �	�� �	
$�����
� �0������5��

�� �	
�1����$�� 
�� �

� ������ �	����
�� �5� �0	������ ��� �
	�� �

� ����
�� � ���	
����
"
 ����
� �	�� ����������� �� �$���$�� � ������5�� ��� �	
�1����$�� �����
� W�������

 �
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3	4���� �� �
� 	�� ��	
�� ���� T3	4���� �� ��!/ AHHFU �
� �� ��	�
)�� ��� %�1��2��
�
���� 
� ��� ������
��

%	��� ���

��� �� �	
��	���
��� ��� ���� �
� 
� ���������	� �
������ � 5� ������ ������� ��
�
������ ����� �
��������� ����W������ %	
� �	����	�� ����� ���������	� 
�
�	�����
	�

���� 
� �
��� �� ��� �����
�� #���� ���������	� ��
� >��� ����5�� �� ����� �	
��	���
 � 
�
����
 � 
0�
�	���$�� &	�	���������/ ������ ���� T3	4���� �� ��!/ AHHFU/ �	
� 
�� �������
W − 1 ������� 
� �	
�1����$� �
�1W����� �� ����� �	
��	���
 �0�
 �� � ���� 
��

-���
	�� &� 
� �
���� ������
� *%�1��2��
�, �
 ��	�
)�� �����������	� �� &�nsd


� �	
�1�
���� �
 ��	�
)�� �	�� 
�� ��������� ����5��� 
� ���������	� 
�
�	�����
	��

�
�#��/��� �� #	
��+�� �����������	�

#���� �����	� ��	
�� �
� &�nsd ��� ���� P / �0���1�1���� �
� 
� ���������	� 
�
�	�����
	�

���� 
� ��	�
)�� �����������	� �������
� �� ����� �	
��	���
�
#� ���

��� ���	�� ��������

����� �
� 
� �
��� ���

��� �� �	
��	���
���/ ��

� �
 ��	1

�
)�� �����������	�� �� �4��/ 
0�
�	���$�� &	�	��������� ��	
�� 
� �	
�1����$� ��1
����
 W����� �� ����� �	
��	���
 ���� 
� ����$� �� �	
� 
� W �
�
�	��
���

(� ��	�	����	� �
������/ �

��� � 
0�
�	���$�� &	�	���������/ ��� 
� �
� �� 
� �	��
� ���
�� &�nsd�

)��1�
�!��� +/ �
���� G �� ������ �
����� 5���9"�! �" ��
!���!��� 
�
�	�����
	�� ��
G1� G2 ���" �
���������� �� G!

�� G1 �� G2 �
�� ������
 W������ ��
�� ��� �� ��������� ������ ��3��!

�����
!�"!��� 61"� ���!�"���!���7 �
��	�	�� �
� G1 �� G2 ��������� ��� ��>����
�
���
� G1 �� G2 �	�� ������
 ������/ G1 *����� G2, �� ��
� >��� 
� �	
�1����$� �� G2

*����� G1,�
�	���� �
Q G3 
0����������	� �� G1 �� G2 =
Q V3 
0������
� ��� �	����� �� G3/ V1 ��

� �� G1 −G3 �� V2 ��

� �� G2 −G3 =
Q vi =

∑
v∈Vi

w(v) *1 ≤ i ≤ 3, =
Q Eij 
0������
� ��� ��>��� �	������ 
� �	���� �� Vi � 
� �	���� �� Vj *1 ≤ i ≤ j ≤

3, =
Q eij =

∑
e∈Eij

w(e) *1 ≤ i ≤ j ≤ 3,�
(� 5�
�� ;�� �


���� ��� ��4������ ������
�� �
� 
� � ���
�� &��� ��� � ���
�/ 
�� �	�1
���� o1, o2, o5 �� o6 �	�� ���� G1/ 
�� �	����� o3, o4, o5 �� o6 �	�� ���� G2 �� 
�� �	�����
o5 �� o6 �	�� ���� G3� "
 �� ���

�� 
�� ������
�� �
������ � V1 = {o1, o2}/ V2 = {o3, o4}/
V3 = {o5, o6}/ E11 = {c1}/ E12 = {c6}/ E13 = {c4}/ E22 = {c2}/ E23 = {c5} �� E33 = {c3}�

(�� ��
���	�� *A, �� *�, ����
������ 
� ���� �
� G1 �� G2 �	�� ������
 W����� �

�
� ���	����� ��� �����3
�����
� �
	6�
���	� ������ �	���� ,�����������
�� -..=0� 	� ��
�	��� ��
������
� �
�����
����� � ��� ��
�#� ��!�
��	���

 ��
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G
1 23 GG

OC

1

2

3

4

5

6
1

2

3

4
5

6

OO

O

O

O C
C

C

C

C


��� ;�� Q � ���
�� �� ����$�� G1 �� G2 ����� �	
� ����������	� G3�

(1) v1 + v3 − e11 − e13 − e33 = W
(2) v2 + v3 − e22 − e23 − e33 = W

%	��S �
� 
� ���������	� 
�
�	�����
	� ���>�$� 
�� �	��� �� G1 �� �� G2 �0>��� �������
��
� W �

��� $��	�$)��/ G3 �	������ �
 �	��� 
�� ��>��� #��� ���
��
� �
� G3 ��� �	
�1������ ��
�4��/ �� G3 ����� W�����/ G1 �� G2 �� �������� �
	�� ��� ������
 �
���
0�
� �	������������

� �	
�1����$� ����� �

� ������ (� ��
���	� *B, � ����� 
� ���� �
� G3 ��� �	
�1������

(3) v3 − e33 = W + k (k > 0)

(� ��
���	� �
������ �	�����	�� �
 ��
�

 �
 �	��� �� G1 ∪G2 �

(4) w(G1 ∪G2) = v1 + v2 + v3

−e11 − e13 − e22

−e23 − e33 − e12

(� ��
���	� *D, �� �	����
�� � ������ ��� B �����)��� ��
���	�� �

(5) : (1) + (2)− (3) = v1 + v2 + v3

−e11 − e13 − e22

−e23 − e33

= W − k

�� ����
�P��� 
� ��
���	� *D, ���� 
� *C, 	� 	������ �

(6) w(G1 ∪G2) = W − k − e12

�
���
� k > 0 �� e12 ≥ 0/ 
� ��
���	� *E, �����5� �
� G1∪G2 ��� �
�1����� *w(G1∪G2) <
W ,/ �� �
� �	������� 
0$��	�$)�� �� 
� ��	�	����	� �E�

�
(� ��	�	����	� �E �	
� ������ �� �	����	�� 
0�
�	���$�� �	
��	���
 &	�	���������/

�	
� ���	
��� 
� ��	�
)�� �����������	�� �� �4��/ 
�� �	
�1����$�� ������
 ������
�� ���������� ��� �0��>��� �	
� 
� ���������	� 
�
�	�����
	�/ 	� ��
� ��
�

�� 
0������
�
�� �	
� 
�� �	
�1����$�� ������
 ������/ ����
� &	�	���#������� ���� 
0�
�	���$��/ ��

 ���
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��,���!��� +( �������J���
� *G � ����$� �	����� = W � ������, ��!����� G′ � 
�
�	
�1����$� �����
� W����� �� G

MinimauxDenses ← ∅
G′ ← &	�	����������G, W� H%��
������ �� 4
� �� B
6���� �� ��!I
�"�! ��� G′ �= GrapheV ide �"���

MinimauxDenses ←MinimauxDenses ∪G′

G← G− (�0
���G′�
G′ ← &	�	����������G, W�

��� �"�! ���
��!����� &	��MinimauxDenses� H&	� ���
���� �&������� �� ���� ������ ������ �� �&���
������ ����� �� ���������I

����)�� �
	
�	��� � (0�
�	���$�� &	�	��������� ��� ����
� ������������� �	
� ��	
���

� �	
�1����$� ������
 �����/ �	�� 
�� ��>��� �	�� �
	�� ������� �
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#%��� C1
GCSP

A� e�	��� p/ �	��� pf � e"��������*p, q,f→ DDR = 2 	
 e&�������*p, q,f→ DDR = 3

�� e�	��� p/ &�	��� qf � e"��������*p, q,f→ DDR = 3 	
 e&�������*p, q,f→ DDR = 3

B� e&�	��� p/ &�	��� qf � e����

�
����*p, q,/ &�������*p, q,f→ DDR = 2 	

e-��
�*p, q,f→ DDR = 3

C� e&�	��� p/ &�	��� q/ �	��� rf � #� ����
�� �	������ 
� ����� e�	��� r/ &�	��� pf �
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� �� �� ��
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A� e�	��� p/ �	��� qf � e"��������*p, q,f→ DDR = 3 	
 e&�������*p, q,f→ DDR = 5

�� e�	��� p/ &�	��� qf � e"��������*p, q,f→ DDR = 5 	

e&�������*p, q,f→ DDR = 6

B� e�	��� p/ �
�� qf � e"��������*p, q,f→ DDR = 5 	

e&�������*p, q,f→ DDR = 6
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�
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�� p/ �
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�
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e-��
�*p, q,f→ DDR = 5
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 e&�������*p, r,/ &�������*q, r,f�
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A ��!��
��!��� �2D *C � 
� ����
� �� �& = D � 
�� ��	��� �� �& = SolNb �

� ������, ��!����� P � 
� �	��� �� �& � � � � � � � � � � � � � � � � � � EH

� 
���!�1�� *F � 
� ����)�� �0��
���	�� = X � �	� �����
� �0���	��
��,
��!����� S � ������
� ��� S��	� �� F � � � � � � � � � � � � � � � � � � � F�

B ���!�",�K *(X, D, C) � #��, ��!����� (X, D′, C) � #�� K1�	�������� � FF
C ��
���!�����!��5"���
 *P = (X, D, C) � 
� #��, ��!����� S � ��1

����
� ��� �������

��1�	

��	�� �� P � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � FG
D �)��� *G � ����$� ������
��1��
���	�� = M � ������
� �� �1���$	���

�� G, ��!����� P � 
� �
�� �� �1���$	��� � � � � � � � � � � � � � � � � HG
E ����

�3�"�� *G = (O, C) � ����$� 	�����1�	���������, ��!����� P �

�
�� �0������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A�B
F %�"��� *G � ����$� 	�����1�	���������, retourne P � �
�� �0������
��� A�H
G ���
� *S = (O, C) � 
� +#�� = k � 
� ������, ��!����� S ′ � �	
�1+#��

k����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ABA
H �����"�B���
� *S = (O, C) � 
� +#�� = d � �������	�, ��!�����

S ′ = (O′, C ′) � �	
�1+#�� ������
 ����1 	
 �
�1��O������ � � � � � � � � ABB
A� 	>!��
���
 *K = (OK, CK) � 
� ������� �� S = S = (O, C) � 
� ����$�

	�����1�	��������� �	����� �0
� +#��, ��!����� K ′ = (OK ′, CK ′) � 
�
������� �	������� K � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ABG

AA  � *K = (OK, CK) � �������/ S = (O, C) � 
� +#��, ��!����� S ′ =
(O′, C ′) 
� +#�� ��
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ACC

A� �� *K = (OK , CK) � �������/ S = (O, C) � 
� +#��, ��!����� S ′ =
(O′, C ′) 
� +#�� ��
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ACG

AB �"��!��"�����
�"� *GS = ({s, t}∪V, E, w) � �����
 = K = (OK , CK) �
�������, ��!����� GS′ = ({s′, t′} ∪ V ′, E ′, w′) � �����
 � � � � � � � � � � ACH

AC ��� *K = (OK , CK) � �������/ S = (O, C) � 
� +#��, ��!����� S ′ =
(O′, C ′) 
� +#�� ��
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ADB

AD 	�������B���B�J��,���!�
 *S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	� ��

0������ ��	������
� �	�������, ��!����� S ′ = (O′, C ′) 
� +#�� ��
�1
��
��� � S �� �	������� �

� �� �
�1�O�������� � � � � � � � � � � � � � � � ADF

AE ���B�����"�> *S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	� �
 +#�� S,
��!����� DDRM � ������
� ��� ������
�� &&!1������
 �� �� 
�
��
������5����	�� ���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � AGB
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AF 	�J��,��� *S � 
� +#��, ��!����� S ′ � �	
�1+#�� ����1 	
 �
�1
��O������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

AG 	>!��
���
 *S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	� = K = (OK , CK) �

� ������� �� S = P � 
� �
�� �0������
���, ��!����� K ′ = (O′

K , C ′
K) �


� ������� �� S �	������� K � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��H
AH ��� *S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	� = K = (OK, CK) � ������� =

P � �
�� �0������
���, ��!����� *S ′, P ′,/ S ′ = (O′, C ′) ��� 
� +#��
��
���
��� �� P ′ ��� 
� �
�� �0������
��� ��� � �	
� � � � � � � � � � � � � �AD

�� ��,���9�"!���B��!��"!���� *FK � 
� ��	���)�� �� 
0������� �	
���� =
S = (O, C) � 
� +#�� = d � 
� �������	�, ��!����� CR � 
�� ������5����	�
�� FK � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �AG

�A �������J���
� *G � ����$� �	����� = W � ������, ��!����� G′ � 
�
�	
�1����$� �����
� W����� �� G � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ����
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